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Âñòóï

Ïiä ñòàòèñòè÷íèì ìîäåëþâàííÿì ìè ðîçóìiòèìåìî âiäòâîðåí-
íÿ çà äîïîìîãîþ åëåêòðîííî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàøèíè (ÅÎÌ)
ôóíêöiîíóâàííÿ éìîâiðíiñíî¨ ìîäåëi äåÿêîãî îá'¹êòó. Ìåòà ìî-
äåëþâàííÿ òàêîãî ðîäó ïîëÿãà¹ â îöiíþâàííi ç éîãî äîïîìîãîþ
ñåðåäíiõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëi. Çàâè÷àé öå � ìàòåìàòè÷íi ñïî-
äiâàííÿ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñèñòåìó, ¨õ äèñïåðñi¨ i êî-
âàðiàöi¨.

Íàéáiëüø âiäîìèìè éìîâiðíiñíèìè ìîäåëÿìè ¹, ìàáóòü, ìî-
äåëi òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ i ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè. Çàâ-
äàííÿ äàíîãî êóðñó ïîëÿãàþòü â òîìó, ùîá íàâ÷èòèñÿ âiäòâîðþ-
âàòè çà äîïîìîãîþ ÅÎÌ ïîâåäiíêó òàêèõ ìîäåëåé â ÷àñi, òîáòî:

• âèáèðàòè ðåàëiçàöi¨ âèïàäêîâèõ ÷èñåë, ðiâíîìiðíî ðîçïî-
äiëåíèõ íà âiäðiçêó [0; 1], çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíî¨ ïðî-
ãðàìè (äàò÷èêà âèïàäêîâèõ ÷èñåë);

• çà äîïîìîãîþ öèõ ÷èñåë îäåðæóâàòè ðåàëiçàöi¨ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí àáî âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ iç ñêëàäíiøèìè çàêîíà-
ìè ðîçïîäiëó;

• çà äîïîìîãîþ îäåðæàíèõ ðåàëiçàöié îá÷èñëþâàòè çíà÷å-
ííÿ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ìîäåëü i ñòàòèñòè÷íî
îáðîáëÿòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.
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Ðîçäië 1

Ëåêöi¨

1.1 Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî íåîáõiäíî îäåð-
æóâàòè íà ÅÎÌ ïîñëiäîâíiñòü âèáiðêîâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè iç çàäàíèì ðîçïîäiëîì. Òàêèé ïðîöåñ ïðèéíÿòî íàçè-
âàòè ìîäåëþâàííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè
çàçâè÷àé ìîäåëþþòü çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü îäíîãî àáî äå-
êiëüêîõ íåçàëåæíèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè α, ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíî¨ â iíòåðâàëi (0, 1). Íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,
ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi (0, 1), íàäàëi ïîçíà÷àþòüñÿ ñèìâîëîì α
ç ðiçíèìè iíäåêñàìè. Çàóâàæèìî, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè α i
1− α ìàþòü îäèí i òîé æå ðîçïîäië. Äiéñíî

P(1− α < x) = P(α > 1− x) =





0, ïðè x ≤ 0

1− (1− x), ïðè x ∈ (0; 1)

1, ïðè x ≥ 1

=

=





0, ïðè x ≤ 0

x, ïðè x ∈ (0; 1)

1, ïðè x ≥ 1

= P(α < x).
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1.1.1 Ìîäåëþâàííÿ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí

Ñòàíäàðòíèé ìåòîä ìîäåëþâàííÿ äèñêðåòíî¨ âèïàäêî-
âî¨ âåëè÷èíè.
Çàãàëüíèé ìåòîä ìîäåëþâàííÿ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
çàñíîâàíèé íà íàñòóïíîìó î÷åâèäíîìó ñïiââiäíîøåííi:

P
(

m−1∑

k=0

pk ≤ α <

m∑

k=0

pk

)
= pm (1.1)

äå
pk = P(ξ = xk), k = 0, 1, . . .

Ñòàíäàðòíèé àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ m äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ α
â (1.1) ðåàëiçó¹òüñÿ òàê:

• ãåíåðó¹ìî çíà÷åííÿ α;

• âiä α ïî÷åðãîâî âiäíiìà¹ìî çíà÷åííÿ pk, ïîêè íå îäåðæèìî
âiä'¹ìíó ðiçíèöþ;

• íîìåð îñòàííüîãî âiä¹ìíèêà ¹ çíà÷åííÿì m.
Íàéáiëüø âàæëèâèìè äèñêðåòíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíà-

ìè ¹ öiëî÷èñåëüíi ç ðîçïîäiëîì pk = P (ξ = k) (k = 0, 1, 2, . . . ),
ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíi ôîðìóëè: pk+1 = pkr(k). Äëÿ òàêèõ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çíà÷åííÿ xk ìîæíà íå îá÷èñëþâàòè, à îá-
÷èñëåííÿ pk çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ.
Ïðèêëàä 1. Äëÿ áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (p, n)
ìà¹ìî

pk = P(ξ = k) = Ck
npk(1− p)n−k,

r(k) =
pk+1

pk

=
n!

(k + 1)!(n− k − 1)!

k!(n− k)!

n!

p

1− p
=

=
n− k

k + 1

p

1− p
; k = 0, . . . , n.
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Ïðèêëàä 2. Äëÿ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ

pk =
λk

k!
e−λ, r(k) =

λ

k + 1
, k = 0, 1, . . .

Ïðèêëàä 3. Äëÿ ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì p

pk = p(1− p)k, r(k) = 1− p, k = 0, 1, . . .

Ñïåöiàëüíi ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ îñíîâíèõ äèñêðåòíèõ
ðîçïîäiëiâ.
Äëÿ äåÿêèõ äèñêðåòíèõ ðîçïîäiëiâ iñíóþòü ìîäåëþþ÷i ôîðìó-
ëè, ùî íå âèìàãàþòü âèêîíàííÿ ïðîá. Íàïðèêëàä, î÷åâèäíî, ùî
âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ = [α(n + 1)] ìà¹ ðiâíîìiðíèé äèñêðåòíèé
ðîçïîäië:

pk = P(ξ = k) =
1

n + 1
, k = 0, 1, . . . , n.

Äàëi, âèïàäêîâà âåëè÷èíà

ξ =

[
ln α

ln(1− p)

]
, 0 < p < 1

ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië
Äiéñíî

P(ξ = k) = P
(

k ≤ ln α

ln(1− p)
< k + 1

)

= P(−k ln(1− p) ≤ − ln α < −(k + 1) ln(1− p)) =

= P((1− p)k+1 ≤ α < (1− p)k) =

= (1− p)k − (1− p)k+1 = p(1− p)k,

îñêiëüêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà α ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ií-
òåðâàëi (0, 1).
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Äàëi ïîêàæåìî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà N , âèçíà÷åíà ñïiâ-
âiäíîøåííÿì

N = min

{
n :

n∏

k=0

αk < e−λ

}
,

ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ζn =
n∏

k=0

αk i äîâåäåìî, ùî

¨¨ ðîçïîäië çàäà¹òüñÿ ùiëüíiñòþ1

fn(x) =
(− ln x)n

n!
, 0 < x ≤ 1.

Ïðè n = 0 öå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî ïðà-
âèëüíå ïðè n = m. Òîäi2

Fm+1(x) = P(ζm+1 < x) = P(αζm < x) =

=
1

m!

∫ 1

0

P(αζm < x/ζm = y)(− ln y)mdy =

=
1

m!

(∫ x

0

(− ln y)mdy +

∫ 1

x

x

y
(− ln y)mdy

)
.

Çâiäñè äèôåðåíöiþâàííÿì îäåðæó¹ìî

fm+1(x) =
1

m!

(
(− ln x)m +

∫ 1

x

(− ln y)m

y
dy − (− ln x)m

)
=

=
(− ln x)m+1

(m + 1)!
.

1Òóò i äàëi â òàêèõ âèïàäêàõ ââàæà¹ìî, ùî ïðè iíøèõ çíà÷åííÿõ x
f(x) = 0.

2Âèêîðèñòàíî íåïåðåðâíèé àíàëîã ôîðìóëè ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi P(A) =
+∞∫
−∞

P(A/ξ = x)f(x)dx, äå f(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ.
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Çãiäíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïîòðiáíà ðiâíiñòü äîâå-
äåíà.

Îñêiëüêè
{N = m} = {ζm−1α < e−λ} ∩ {ζm−1 > e−λ},

òî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi, îäåðæèìî

P(N = m) =
1

(m− 1)!

∫ 1

0

(− ln y)m−1P({ζm−1α < e−λ} ∩

∩ {ζm−1 > e−λ}/ζm−1 = y)dy =

=
e−λ

(m− 1)!

∫ 1

e−λ

(− ln y)m−1

y
dy,

áî P(ζm−1 > e−λ/ζm−1 = y) = 0 ïðè y < e−λ òà P({ζm−1α <

e−λ}∩{ζm−1 > e−λ}/ζm−1 = y) = P
(
α < e−λ

y

)
= e−λ

y
ïðè y > e−λ.

Òîìó

P(N = m) =
−e−λ

m!
(− ln y)m|1−e−λ =

=
λm

m!
e−λ.

Îòæå, ãåíåðóâàòè ïóàñîíiâñüêó ç ïàðàìåòðîì λ âèïàäêîâó
âåëè÷èíó ìîæíà òàêèì ÷èíîì

• ãåíåðó¹ìî çíà÷åííÿ M ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà (0;1) âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè;

• ÿêùî âîíî ìåíøå e−λ, òî N = 0;

• ÿêùî æ íi, òî ãåíåðó¹ìî çíà÷åííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨
íà (0;1) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè i ìíîæèìî íà íüîãî ïîïåðå-
äí¹ çíà÷åííÿ M (äîáóòîê ¹ íàñòóïíèì çíà÷åííÿì M);

• ÿêùî äîáóòîê ìåíøèé e−λ, òî N = 1;

• i òàê äàëi.
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1.1.2 Ìîäåëþâàííÿ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí

Ñòàíäàðòíèé ìåòîä ìîäåëþâàííÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêî-
âî¨ âåëè÷èíè
Íåõàé ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ çàäà¹òüñÿ ùiëüíiñòþ f(x),
x ∈ R. Áóäåìî øóêàìè ãåíåðóþ÷ó ôîðìóëó âèäó ξ = ϕ(α), äå
ϕ(x) � ìîíîòîííà äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ϕ(x) ìîíîòîííî çðîñòà¹. Òîäi äëÿ ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ϕ(α) ìà¹ìî

F (x) = P(ϕ(α) < x) = P(α < ϕ−1(x)) = ϕ−1(x).

çà óìîâè, ùî ϕ−1(x) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â iíòåðâàëi (0;1). Çâiäñè
ôóíêöi¹þ ϕ(x) ìîæå áóòè F−1(x). Îòæå, ξ = F−1(α).

ßêùî ϕ(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹, òî àíàëîãi÷íî ìàòèìåìî

F (x) = P(ϕ(α) < x) = P(α > ϕ−1(x)) = 1− ϕ−1(x)

i ϕ(x) = (1− F (x))−1 = F−1(1− x). Òîìó ξ = F−1(1− α).
Âðàõîâóþ÷è, ùî α i 1−α ìàþòü îäèí i òîé æå ðîçïîäië (ðiâ-

íîìiðíèé íà (0;1)), ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî îáèäâi îäåðæàíi
ôîðìóëè ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ïðèêëàä 4. Äëÿ ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì λ > 0
f(x) = λe−λx, x > 0 (f(x) = 0, x ≤ 0). Ìà¹ìî F (x) = 1 − e−λx,
x > 0 i ξ = − ln α

λ
.

Ïðèêëàä 5. Íåõàé x0 < x1 < · · · < xn. Ïîáóäó¹ìî ìîäåëþþ÷ó
ïðîöåäóðó äëÿ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç êóñêîâî ñòàëîþ
ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó:

f(x) = yi, xi−1 ≤ x < xi, i = 1, 2, . . . , n.

f(x) = 0, x < x0, x ≥ xn.
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Ìîäåëþþ÷à ôîðìóëà ξ = F−1(α) ïðèâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi
ðîçâ'ÿçóâàòè ðiâíÿííÿ

∫ ξ

x0

f(x) = α,

ÿêå â äàíîìó âèïàäêó ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè òàê:

• âiä çãåíåðîâàíîãî çíà÷åííÿ α âiäíiìà¹ìî ïîñëiäîâíî yi(xi−
xi−1), i = 1, 2, . . . , k ïîêè íå îäåðæèìî âiä¹ìíå çíà÷åííÿ;

• äëÿ îñòàííüî¨ äîäàòíî¨ ðiçíèöi M ðîçâ'ÿçó¹ìî ðiâíÿííÿ
M = yk(ξ − xk)

Òàêèì ÷èíîì ξ = xk + M
yk
.

Ìåòîä âèêëþ÷åííÿ
Ðîçãëÿíåìî ñïîñiá ìîäåëþâàííÿ òî÷êè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨
íà îáëàñòi îáìåæåíié ëiíiÿìè y = g(x) òà y = 0 (g(x) ≥ 0,
x ∈ (−∞; +∞)). Ïîçíà÷èìî G = {(x; y) : 0 ≤ y ≤ g(x), x ∈
(−∞; +∞)}. Íåõàé

G =

+∞∫

−∞

g(x)dx < +∞.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹ ÿê áóäóâàòè òî÷êó, ùî ïiäïîðÿä-
êîâó¹òüñÿ ðiâíîìiðíîìó ðîçïîäiëó íà ìíîæèíi G.

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ùiëüíiñòü ðîçïî-
äiëó f(x) = g(x)

G
, à óìîâíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-

ëè÷èíè η ïðè óìîâi ξ = x äîðiâíþ¹

f1(y/x) =

{ 1
g(x)

, 0 ≤ y ≤ g(x)

0 â iíøèõ âèïàäêàõ.
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Òîäi ùiëüíiñòü ñóìiñíîãî ðîçïîäiëó ξ òà η äîðiâíþ¹

f2(x, y) =

{
1
G
, (x, y) ∈ G

0 â iíøèõ âèïàäêàõ.
Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi f2(x, y) =
f(x)f1(y/x), ùî ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè ìíîæåííÿ éìîâiðíîñòåé.

Ðiâíiñòü
+∞∫

−∞

f2(x, y)dy =
1

G

g(x)∫

0

dy =
g(x)

G

ïîêàçó¹, ùî ïåðøà êîîðäèíàòà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà G
òî÷êè ìà¹ ðîçïîäië, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ùiëüíiñòþ f(x) = g(x)

G
.

Îòæå, ùîá âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ çàäàâàëàñü ùiëüíiñòþ f(x)
i P(ξ ∈ [a; b]) ≈ 1, òî çìîäåëþâàâøè âèïàäêîâó òî÷êó (x; y) ðiâ-
íîìiðíî ðîçïîäiëåíó íà [a; b]× [0; M ], äå M = max(f(x)), âiçüìå-
ìî çà çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ξ òå çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêîãî y < f(x).
Â iíøîìó âèïàäêó çìîäåëüîâàíó òî÷êó âèêëþ÷à¹ìî ç ðîçãëÿ-
äó. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà ïðÿìîêóòíèêó
[a; b]× [0; M ] òî÷êè äîñèòü çìîäåëþâàòè ïî îäíîìó çíà÷åííþ íå-
çàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà [a; b]
òà [0; M ], âiäïîâiäíî.

1.2 Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ
1.2.1 Ñòàíäàðòíèé ìåòîä
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåïåðåðâíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Íåõàé ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó òàêîãî âåêòîðà f(x1, x2, . . . , xn). Î÷å-
âèäíî, ùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

f(x1, x2, . . . , xn) = f1(x1)f2(x2/x1)f3(x3/x1, x2) · . . .
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·fn(xn/x1, x2, . . . , xn−1),

äå f1(x1) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ξ1 , à fk(xk/x1, x2, . . . , xk−1) �
ùiëüíiñòü óìîâíîãî ðîçïîäiëó ξk ïðè óìîâi

ξ1 = x1, . . . , ξk−1 = xk−1.

Äëÿ ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà ξ äîñèòü ìîäåëþâàòè
âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ1 çà ùiëüíiñòþ f1(x1), à ξk � âiäïîâiäíî äî
ùiëüíîñòi fk(xk/ξ1, ξ2, . . . , ξk−1), k = 2, . . . , n.

1.2.2 Ìåòîä âèêëþ÷åííÿ
Ïîäiáíî äî îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó äëÿ ìîäåëþâàííÿ âèïàäêî-
âîãî âåêòîðà ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä âèêëþ÷åííÿ.

Íåõàé
0 ≤ g(x1, x2, . . . , xn) ≤ g1(x1, x2, . . . , xn),

ïðè÷îìó

G =

∫
. . .

∫
g(x1, x2, . . . , xn)dx1 . . . dxn ≤

≤ G1 =

∫
. . .

∫
g1(x1, x2, . . . , xn)dx1 . . . dxn < +∞.

Ìîäåëþâàòè âåêòîð ξ çi ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó g(x1, x2, . . . , xn)/G
ìîæíà òàê:

1. âèáèðà¹òüñÿ çíà÷åííÿ ξ(0) âiäïîâiäíî äî ùiëüíîñòi
g1(x1, x2, . . . , xn)/G1

i çíà÷åííÿ η = αg1(ξ
(0)
1 , . . . , ξ

(0)
n );

2. ÿêùî η > g(ξ
(0)
1 , . . . , ξ

(0)
n ), òî âèêîíó¹òüñÿ 1 i ò.ä., iíàêøå

ξ = ξ(0).
Çàóâàæåííÿ 1. Ôóíêöiþ g1(x1, x2, . . . , xn) íàéïðîñòiøå âçÿòè ñòà-
ëîþ, íàïðèêëàä, g1(x1, x2, . . . , xn) = max(g(x1, x2, . . . , xn)).
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1.2.3 Ìîäåëþâàííÿ íåâèðîäæåíîãî
áàãàòîâèìiðíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Áàãàòîâèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ âå-
êòîðîì ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü m = (m1, . . . ,mn) òà êîâàðià-
öiéíîþ ìàòðèöåþ

K =




K11 K12 . . . K1n

K21 K22 . . . K2n

. . . . . . . . . . . .
Kn1 Kn2 . . . Knn


 ,

äå Kij = E(ξi −mi)(ξj −mj).
Âåêòîð ξ ç òàêèì ðîçïîäiëîì ìîæíà îäåðæàòè ç äîïîìîãîþ

ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðà η = (η1, . . . , ηn), åëåìåíòè ÿêîãî
¹ íåçàëåæíèìè íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷è-
íàìè ç ïàðàìåòðàìè 0 i 1. Çàçâè÷àé ìàòðèöþ A ïåðåòâîðåííÿ
ξ = Aη + m áåðóòü òðèêóòíîþ, òîáòî

A =




a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 .

Ïðè öüîìó êîåôiöi¹íòè aij ëåãêî îá÷èñëþþòüñÿ ðåêóðåíòíî. Îñêiëü-
êè ξ1 = a11η1 + m1, òî a11 =

√
K11 =

√
Dξ1. Äàëi ξ2 = a21η1 +

a22η2 + m2 i îñêiëüêè

K12 = E(a11η1(a21η1 + a22η2)), K22 = E(a21η1 + a22η2)
2,

òî

a21 =
K12

a11

=
K12√
K11

, a22 =

√
K22 − K2

12

a2
11

=

√
K22 − K2

12

K11
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Äëÿ êîæíèõ 1 ≤ j ≤ i ≤ n ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

E(ai1η1 + · · ·+ aiiηi)(aj1η1 + · · ·+ ajjηj) = Kij,

ç ÿêî¨

aij =

Kij −
j−1∑
h=1

aihajh

√
Kjj −

j−1∑
h=1

a2
jh

Òóò ââàæà¹ìî, ùî
0∑

h=1

aihajh = 0.

1.3 Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ïåðå-
âàæíî îá÷èñëþþòüñÿ çíà÷åííÿ ðåàëiçàöié ïðîöåñó äëÿ ïîñëiäîâ-
íîñòi ìîìåíòiâ ÷àñó t0, t1,...,tn. Òîáòî, ìè ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî
ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà ç ðîçïîäiëîì, ùî çàäà¹òüñÿ
ôóêöi¹þ Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn), ùî ¹ îäíi¹þ ç ôóíêöié ñêií÷åí-
íî âèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Àëå ïðè âåëèêèõ n
öå äîñèòü ñêëàäíî. Äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ ïðîöåñiâ ìîæíà çàïðîïî-
íóâàòè çíà÷íî ïðîñòiøó ïðîöåäóðó ìîäåëþâàííÿ. Íàïðèêëàä,
äëÿ îäíîðiäíîãî ìàðêiâñüêîãî ëàíöþãà äîñèòü çìîäåëþâàòè âè-
ïàäêîâó âåëè÷èíó ζ(t0) = ζ0 iç çàäàíèì ïî÷àòêîâèì ðîçïîäiëîì
òà ñêîðèñòàòèñü ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ p(t0, ζ0, t1, y) äëÿ ìî-
äåëþâàííÿ íàñòóïíîãî çíà÷åííÿ ëàíöþãà ζ(t1). Äàëi ïðîöåäóðà
ïðîäîâæó¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî iíøi ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.
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1.3.1 Ìîäåëþâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî
ìàðêiâñüêîãî ãàóñiâñüêîãî ïðîöåñó

Ìàðêiâñüêèé ïðîöåñ ζ(t) = (ζ1(t), . . . , ζd(t))
T ìîæíà ìîäåëþâà-

òè, ÿêùî çàäàíî ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië òà éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó

P (t1, x, t2, Γ) = P(ζ(t2) ∈ Γ/ζ(t1) = x)

äëÿ âñiõ çíà÷åíü t1 < t2, x ∈ Rd.
Äëÿ ãàóñiâñüêèõ ïðîöåñiâ çâè÷àéíî çàäà¹òüñÿ âåêòîðíà ôóí-

êöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü

a(t) = (a1(t), a2(t), . . . , ad(t))
T

òà ìàòðè÷íà êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ

K(s, t) = ||Kij(s, t)||di,j=1,

äå ai(t) = Eζi(t), Kij(s, t) = E(ζi(s)− ai(s))(ζj(t)− aj(t)) =
= Eζi(s)ζj(t)− ai(s)aj(t).

Çàäà÷ó ëåãêî ðîçâ'ÿçàòè, ÿêùî çíàéòè óìîâíå ìàòåìàòè÷íå
ñïîäiâàííÿ a(t/ζ(s)) òà óìîâíó êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ K(t, t/ζ(s)).
Òîäi çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ìîäåëþâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ζ(t0) ïðîöåñó çíàõîäè-
òüñÿ ÿê ðåàëiçàöiÿ âèïàäêîâîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà ç ñåðåäíiì
a(t0) òà êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ K(t0, t0). Íàñòóïíå çíà÷åííÿ
çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

ζ(ti) = a(ti/ζ(ti−1)) + Aw, i = 1, 2, . . . ,

äå w = (w1, w2, . . . , wd)
T � âèïàäêîâèé íîðìàëüíèé âåêòîð ç íå-

çàëåæíèìè êîìïîíåíòàìè òà Ewk = 0, Dwk = 1, k = 1, 2, . . . , d, à
ìàòðèöÿ A � íèæíÿ òðèêóòíà i òàêà, ùî AAT = K(ti, ti/ζ(ti−1)).

Äîâåäåìî, ùî ζ(t) ìà¹ óìîâíèé ïðè óìîâi, ùî âiäîìî çíà÷å-
ííÿ ζ(s) (s < t)), íîðìàëüíèé ðîçïîäië òà çíàéäåìî éîãî õàðà-
êòåðèñòèêè. Î÷åâèäíî, ùî ft/s(y/x) = fst(x,y)

fs(x)
, äå fs(x) � ùiëü-

íiñòü ðîçïîäiëó ζ(s), fst(x, y) � ñóìiñíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ζ(s)
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òà ζ(t), ft/s(y/x) � óìîâíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ζ(t) ïðè óìîâi
ζ(s) = x. Âiäîìî, ùî

fs(x) = (2π)−
d
2 (detK(s, s))−

1
2×

× exp

{
−1

2
(x− a(s))TK−1(s, s)(x− a(s))

}
.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ fst(x, y) ïåðåòâîðèìî âåêòîð (ζ(s), ζ(t))T òàê,
ùîá âèïàäêîâi âåêòîðè η1 = ζ(s) òà η2 = ζ(t) + Bζ(s), äå B �
äåÿêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, áóëè íåçàëåæíèìè.

Îñêiëüêè E(η1 − Eη1)(η2 − Eη2)
T = 0, òî

0 = E(ζ(s)− a(s))(ζ(t) + Bζ(s)− a(t)−Ba(s))T =

= E(ζ(s)− a(s))(ζ(t)− a(t))T +B ·E(ζ(s)− a(s))(ζ(s)− a(s))T =

= K(s, t) + B ·K(s, s).

Çâiäñè B = −K(s, t)K−1(s, s).
Íåõàé f̂st(x, y) � ñóìiñíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó η1 òà η2. Òîäi

fst(x, y) = f̂st(x, y + Bx)|J |,
äå |J | � ÿêîáiàí ïåðåòâîðåííÿ (ζ(s), ζ(t))T â (η1, η2)

T . Îñêiëüêè
J =

∣∣∣∣
E O
B E

∣∣∣∣ = 1, òî fst(x, y) = f̂st(x, y −K(s, t)K−1(s, s)x).

×åðåç íåçàëåæíiñòü η1 i η2 f̂st(x, y) = f̂s(x) · f̂t(y), äå f̂s(x)
� ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó η1 à f̂t(y) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó η2. Î÷å-
âèäíî, ùî f̂s(x) = fs(x) i ðîçïîäië η2 íîðìàëüíèé ÿê ëiíiéíà
êîìáiíàöiÿ íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ. Éîãî õàðàêòåðèñòèêè:

• ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Eη2 = E(ζ(t) + Bζ(s)) =

= a(t) + Ba(s) = a(t)−K(s, t)K−1(s, s)a(s);
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• êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ

E(η2 − Eη2)(η2 − Eη2)
T =

= E(ζ(t)+Bζ(s)−a(t)−Ba(s))(ζ(t)+Bζ(s)−a(t)−Ba(s))T =

= E(ζ(t)−a(t))(ζ(t)−a(t))T +E(ζ(t)−a(t))(B(ζ(s)−a(s)))T +

+E(B(ζ(s)− a(s))(ζ(t)− a(t))T +

+E(B(ζ(s)− a(s)))(B(ζ(s)− a(s)))T =

= K(t, t) + K(t, s)BT + B ·K(s, t) + B ·K(s, s)BT =

= K(t, t)−K(t, s)K−1(s, s)K(s, t)−K(s, t)K−1(s, s)K(s, t)+

+K(s, t)K−1(s, s)K(s, s)K−1(s, s)K(s, t) =

= K(t, t)−K(t, s)K−1(s, s)K(s, t).

Òóò âðàõîâàíî, ùî

B = −K(s, t)K−1(s, s),

BT = −(K−1(s, s))T (K(s, t))T = −K−1(s, s)K(s, t),

áî K−1(s, s) i K(s, t) � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Òîìó

f̂t(y) = (2π)−
d
2 (det(K(t, t)−K(t, s)K−1(s, s)K(s, t)))−

1
2×

× exp

{
−1

2
(y − a(t) + K(s, t)K−1(s, s)a(s))T×

×(K(t, t)−K(t, s)K−1(s, s)K(s, t))−1×

× (y − a(t) + K(s, t)K−1(s, s)a(s))

}

Îñêiëüêè fst = fs(x)f̂t(y −K(s, t)K−1(s, s)x), òî

ft/s(y/x) = f̂t(y −K(s, t)K−1(s, s)x) =
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= (2π)−
d
2 (det(K(t, t)−K(t, s)K−1(s, s)K(s, t)))−

1
2×

× exp

{
−1

2
(y −K(s, t)K−1(s, s)x− a(t) + K(s, t)K−1(s, s)a(s))T×

×(K(t, t)−K(t, s)K−1(s, s)K(s, t))−1×

× (y −K(s, t)K−1(s, s)x− a(t) + K(s, t)K−1(s, s)a(s))

}

Òàêèì ÷èíîì óìîâíèé ðîçïîäië ζ(t) ïðè óìîâi, ùî âiäîìî
çíà÷åííÿ ζ(s), ¹ íîðìàëüíèì ç óìîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâà-
ííÿì

a(t/ζ(s)) = K(s, t)K−1(s, s)(ζ(s)− a(s)) + a(t)

òà óìîâíîþ êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ

K(t, t/ζ(s)) = K(t, t)−K(t, s)K−1(s, s)K(s, t).

Çàóâàæåííÿ 2. Ó âèïàäêó, êîëè ζ(s) = const ç éìîâiðíiñòþ 1,
óìîâíèé ðîçïîäië ζ(t) ïðè óìîâi ζ(s) î÷åâèäíî ¹ íîðìàëüíèì
ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì a(t) òà êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ
K(t, t). Äiéñíî ÷åðåç íåçàëåæíiñòü ñòàëî¨ âåëè÷èíè âiä áóäü-÷îãî
K(s, t) = O.

1.3.2 Ìîäåëþâàííÿ òðàåêòîðié ðîçâ'ÿçêiâ
ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ

Íàãàäà¹ìî, ùî ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì íà-
çèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âèäó

dξ(t) = a(t, ξ(t))dt + b(t, ξ(t))dw(t), (1.2)

äå a : R+ × Rm → Rm , b : R+ × Rm → Ls(Rm) (Ls(Rm) � ìíî-
æèíà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ðîçìiðó m×m), w(t) � m-âèìiðíèé
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âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Äëÿ íåïåðåðâíèõ a(t, x), b(t, x) i òàêèõ, ùî
|a(t, x)|+ ‖b(t, x)‖ ≤ C(1 + |x|) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
1.2 ç äîâiëüíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

ξ(0) = ξ0. (1.3)
Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 1.2, 1.3 ââàæà¹ìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ξ(t),

ùî çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ξ(t) = ξ0 +

∫ t

0

a(s, ξ(s))ds +

∫ t

0

b(s, ξ(s))dw(s). (1.4)

Òóò äðóãèé iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì Iòî çà âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì.
Ðîçáèâøè âiäðiçîê [0; T ] íà ÷àñòèíè òî÷êàìè 0 = t0 < t1 <

· · · < tn = T , äå T > 0 äåÿêå äîâiëüíå ÷èñëî, îäåðæèìî ðiçíèöå-
âèé àíàëîã ðiâíÿííÿ 1.4:

ξ(tk+1) = ξ(tk) +

∫ tk+1

tk

a(s, ξ(s))ds +

∫ tk+1

tk

b(s, ξ(s))dw(s).

Çà óìîâè, ùî maxk(tk+1−tk) → 0 çíà÷åííÿ iíòåãðàëiâ â îñòàííié
ðiâíîñòi ìîæíà íàáëèæåíî çàìiíèòè âèðàçàìè:

∫ tk+1

tk

a(s, ξ(s))ds ≈ a(tk, ξ(tk))(tk+1 − tk),

∫ tk+1

tk

b(s, ξ(s))ds ≈ b(tk, ξ(tk))(w(tk+1)− w(tk)).

Ðiçíèöÿ w(tk+1)− w(tk) ¹ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèì âèïàäêîâèì
âåêòîðîì Rm ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì òà êîâà-
ðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ (tk+1 − tk)E. Òàêèì ÷èíîì ðîçðàõóíêîâîþ
ôîðìóëîþ äëÿ ìîäåëþâàííÿ òðàåêòîðié ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íî-
ãî ðiâíÿííÿ 1.2 ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 1.3 â äèñêðåòíi ìîìåíòè
÷àñó t0, t1,. . . , tn ¹:

ξ(tk+1) = ξ(tk) + a(tk, ξ(tk))(tk+1 − tk) +

+b(tk, ξ(tk))ηk

√
tk+1 − tk, (1.5)

ξ(t0) = ξ0.
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Îòæå, äîñèòü çìîäåëþâàòè çíà÷åííÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà
ξ(t0) âiäïîâiäíî äî ðîçïîäiëó ξ0 òà ïîòðiáíó êiëüêiñòü íåçàëå-
æíèõ çíà÷åíü m-âèìiðíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà ηk iç ñòàíäàð-
òíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì. Çà ôîðìóëîþ 1.5 ìîæíà çíàéòè
âñi çíà÷åííÿ òðàåêòîði¨ ξ(t) â ìîìåíòè ÷àñó tk.

1.4 Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî
1.4.1 Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ
Íåõàé G äîâiëüíà îáëàñòü â Rm. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî íàáëè-
æåíå îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó

I =

∫

G

f(x)p(x)dx, (1.6)

äå p(x) � äåÿêà çàäàíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó íà G.
Çàóâàæåííÿ 3. Î÷åâèäíî, ùî êîæåí iíòåãðàë

∫
G

f(x)dx ïî îáìå-

æåíié îáëàñòi G ìîæíà çâåñòè äî âèäó (1.5). Äiéñíî, ÿêùî ÷å-
ðåç mes(G) ïîçíà÷èòè n-âèìiðíó ìiðó ìíîæèíè G, òî p(x) =
1/mes(G) ïðè x ∈ G ¹ ùiëüíiñòþ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó íà G.
Òîäi ∫

G

f(x)dx =

∫

G

f1(x)p(x)dx,

äå f1(x) = mes(G) · f(x).
Ùîá ïîáóäóâàòè ìåòîä äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó (1.6) (ìå-

òîä Ìîíòå-Êàðëî), ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó òî÷êó (âåêòîð) ξ ç
ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó p(x) i ââåäåìî ñêàëÿðíó âèïàäêîâó âåëè-
÷èíó η = f(ξ). Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η
äîðiâíþ¹, î÷åâèäíî, çíà÷åííþ iíòåãðàëà I. Çãiäíî çàêîíó âåëè-
êèõ ÷èñåë çà óìîâè, ùî iñíó¹ E|η|, íàáëèæåíå çíà÷åííÿ I = Eη
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ìîæíà çíàéòè ÿê ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå äîñòàòíüî âåëèêî¨ êiëü-
êîñòi íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èíè ç òèì æå ðîçïîäiëîì,
ùî i η. Íåõàé {ξi : i = 1, n} íàáið íåçàëåæíèõ ðåàëiçàöié âèïàä-
êîâî¨ òî÷êè ξ i ηi = f(ξi), òîäi îöiíêîþ iíòåãðàëà (1.6) ¹ âåëè÷èíà
In = 1

n

n∑
i=1

ηi.

Ïðèêëàä 6. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë I =

∞∫

0

f(x)e−kxdx, k > 0.

Âiçüìåìî ùiëüíiñòü (ïîêàçíèêîâèé ç ïàðàìåòðîì k ðîçïîäië)
p(x) = ke−kx, x > 0 i ôóíêöiþ f1 = f(x)

k
. ßêùî ξi � íåçàëåæíi

çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè çi ùiëüíiñòþ p(x), òî îöiíêîþ ií-
òåãðàëà I ¹

In =
1

n

n∑
i=1

f1(ξi) =
1

kn

n∑
i=1

f(ξi).

Íàáëèæåíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ I ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi3

I ≈ 1

kn

n∑
i=1

f

(
− ln αi

k

)
,

äå α1, . . . , αn � íåçàëåæíi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà [0; 1] ÷èñëà.

1.4.2 Iíòåðïîëþâàííÿ ôóíêöié
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x1, x2, . . . , xd), çíà÷åííÿ ÿêî¨ âiäîìi òiëü-
êè ó âåðøèíàõ d-âèìiðíîãî êóáà Kd. Ïîòðiáíî ïðîiíòåðïîëþâà-
òè çíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi (x1, x2, . . . , xd) (íåõàé öå áóäå
f ∗(x1, x2, . . . , xd)), ðîçìiùåíié âñåðåäèíi Kd. Iíòåðïîëÿöiÿ ëiíié-
íà çà êîæíîþ iç çìiííèõ.

3Ôóíêöi¹þ ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó ¹ F (x) = 1 − e−kx, x > 0. Òâåð-
äæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî F−1(x) = − 1

k ln(1 − x) i ÷èñëà 1 − αi ìàþòü
ðiâíîìiðíèé íà [0; 1] ðîçïîäië.
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Ââåäåìî d íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2,. . . , ξd, êî-
æíà ç ÿêèõ ïðèéìà¹ òiëüêè äâà çíà÷åííÿ � 0 i 1, i íåõàé

P(ξi = 0) = 1− xi, P(ξi = 1) = xi. (1.7)

Òî÷êà (ξ1, ξ2, . . . , ξd) ¹ âåðøèíîþ êóáà Kd.
Òåîðåìà 2. Íåõàé f(x1, x2, . . . , xd) òàêà, ùî iñíó¹ Ef(ξ1, ξ2, . . . , ξd),
òîäi

Ef(ξ1, ξ2, . . . , ξd) = f ∗(x1, x2, . . . , xd).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ki = 0 àáî ki = 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

c(ki) = P(ξi = ki) =

{
1− xi, ki = 0;
xi, ki = 1.

Òîäi ÷åðåç íåçàëåæíiñòü ξ1, ξ2,. . . , ξd

g(x1, . . . , xd) = Ef(ξ1, ξ2, . . . , ξd) =

=
1∑

k1,...,kd=0

f(k1, . . . , kd)P(ξ1 = k1, . . . , kd) =

=
1∑

k1,...,kd=0

f(k1, . . . , kd)c(k1) . . . c(kd). (1.8)

Äîâåäåìî, ùî â êîæíié âåðøèíi êóáà Kd îäåðæàíå çíà÷åííÿ
ñïiâïàäà¹ iç çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f â öié âåðøèíi òà ëiíiéíiñòü ïî
êîæíîìó àðãóìåíòó îäåðæàíî¨ ôóíêöi¨.

Íåõàé (k̂1, . . . , k̂d) � îäíà ç âåðøèê êóáà. Òîäi îñêiëüêè ïðè
xi = k̂i 6= ki c(ki) = 0, çíà÷åííÿ g(k̂1, . . . , k̂d) çàäà¹òüñÿ îäíèì
äîäàíêîì f(k̂1, . . . , k̂d)c(k̂1) . . . c(k̂d). Àëå ïðè xi = k̂i c(k̂i) = 1.
Òîìó g(k̂1, . . . , k̂d) = f(k̂1, . . . , k̂d).

Çàôiêñó¹ìî òåïåð âñi çíà÷åííÿ àðãóìåíòiâ ôóíêöi¨ g(x1, . . . , xd)
êðiì îäíîãî. Êîæåí äîäàíîê (1.8) ëiíiéíî çàëåæèòü âiä öi¹¨ çìií-
íî¨, òîìó i ôóíêöiÿ g(x1, . . . , xd) ëiíiéíà çà öèì àðãóìåíòîì.

Îòæå, f ∗(x1, x2, . . . , xd) = g(x1, . . . , xd)
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Ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ ìåòîä ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨
f(x1, x2, . . . , xd) âñåðåäèíi îäèíè÷íîãî êóáà.

f ∗(x1, x2, . . . , xd) ≈ 1

n

n∑
j=1

f(ξ
(j)
1 , . . . , ξ

(j)
d ),

äå (ξ
(j)
1 , ξ

(j)
2 , . . . , ξ

(j)
d ) íàáið âèïàäêîâèõ íåçàëåæíèõ âåðøèí êó-

áà. Âðàõîâóþ÷è, ùî ðîçïîäië êîæíî¨ òàêî¨ âåðøèíè çàäà¹òüñÿ
ðiâíîñòÿìè (1.7), êîæíó ç òàêèõ âåëè÷èí ìîæíà âèðàçèòè ÷å-
ðåç âèëè÷èíè α íåçàëåæíi òà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà [0; 1]:
ξi = Ixi−α>0 i îòæå,

f ∗(x1, x2, . . . , xd) ≈ 1

n

n∑
j=1

f(Ix1>α1j
, Ix2>α2j

, . . . , Ixd>αdj
). (1.9)

Ôîðìóëà (1.9) äà¹ ìîæëèâiñòü iíòåðïîëþâàòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
ó âñiõ òî÷êàõ êóáà âèêîðèñòîâóþ÷è îäíi i òi æ çìîäåëüîâàíi
âèïàäêîâi éîãî âåðøèíè.

1.4.3 Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà
Íåõàé çàäàíà îáìåæåíà çâ'ÿçíà îáëàñòü G i òî÷êà P0 ∈ G. Âè-
çíà÷èìî âèïàäêîâó òðàåêòîðiþ ξ0 → ξ1 → · · · → ξn → â òàêèé
ñïîñiá: ïîêëàäåìî ξ0 = P0 äàëi, ÿêùî òî÷êà ξk âiäîìà, òî ïîáó-
äó¹ìî êîëî äîâiëüíîãî ðàäióñà rk ç öåíòðîì â ξk, ðîçòàøîâàíå
óñåðåäèíi G , i íà öüîìó êîëi âèáåðåìî âèïàäêîâó òî÷êó ξk+1.
Òàêèì ÷èíîì,

ξk+1 = ξk + rkωk, k = 0, 1, 2, . . . ,

äå ωk = (cos ϕk; sin ϕk) i êóò ϕk ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé â iíòåð-
âàëi (0; 2π).
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Òåîðåìà 3. ßêùî ôóíêöiÿ u(P ) = u(x, y) çàäîâîëüíÿ¹ â îáëàñòi
G ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, (1.10)

òî ïðè êîæíîìó n i ïðè áóäü-ÿêèõ rk, k = 0, 1, . . . , n ìàòåìà-
òè÷íå ñïîäiâàííÿ Eu(ξn) äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ u(P0) íà ïî÷àòêó
òðà¹êòîði¨.

Äîâåäåííÿ. Äàìî áiëüøå òî÷íèé çìiñò òâåðäæåííþ ïðî äîâiëü-
íiñòü ðàäióñà rk. Áóäåìî ââàæàòè, ùî çàäàíî äåÿêó ùiëüíiñòü
fk(r), ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè âñiõ r áiëüøèõ ìiíiìàëü-
íî¨ âiäñòàíi âiä ξk äî ãðàíèöi îáëàñòi G, à òàêîæ ïðè r < 0; i
âèáið rk çäiéñíþ¹òüñÿ âiäïîâiäíî äî ùiëüíîñòi fk(x).

Íåõàé pk(x, y) ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó òî÷êè ξk â G. Òîäi ìàòå-
ìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âåëè÷èíè u(ξk+1) = u(ξk + rkωk) äîðiâíþ¹

Eu(ξk+1) =

∫

G

pk(x, y)dxdy

+∞∫

−∞

fk(r)dr

2π∫

0

u(P + rω)
dϕ

2π
.

Çà âiäîìîþ òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ãàðìîíiéíî¨ ôóí-
êöi¨

1

2π

2π∫

0

u(P + rω)dϕ = u(x, y).

Òîìó
Eu(ξk+1) =

∫

G

u(x, y)pk(x, y)dxdy = Eu(ξk).

Ïðè k = 0 òî÷êà ξ0 = P0, u(ξ0) = u(P0) i Eu(ξ0) = Eu(P0).
Çàñòîñîâóþ÷è iíäóêöiþ, îäåðæèìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.
Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ìîæíà âèêîðèñòàòè ïîáóäîâà-

íó âèùå òðà¹êòîðiþ. Íåõàé íà ãðàíèöi G0 îáëàñòi G çàäàíà
îáìåæåíà ôóíêöiÿ g(P ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u(P ) øóêàíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óñåðåäèíi G ðiâíÿííÿ (1.10) i äîðiâíþ¹
g(P ) ïðè P ∈ G0. Ôiêñó¹ìî äîñèòü ìàëèé îêië G0(ε) ãðàíè-
öi G0. Ùîá îá÷èñëèòè u(P0) áóäåìî áóäóâàòè òðà¹êòîði¨ âèäó
P0 = ξ0 → ξ1 → · · · → ξν äîòè, ïîêè âèïàäêîâà òî÷êà ξν íå
ïîïàäå â G0(ε). Íåõàé Pν � íàéáëèæ÷à äî ξν òî÷êà ãðàíèöi G0.
Ìîæåìî ââàæàòè, ùî çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè u(ξν) ïðè-
áëèçíî äîðiâíþ¹ g(Pν). Ïîáóäóâàâøè n òðà¹êòîðié òàêîãî òèïó,
îäåðæèìî çíà÷åííÿ g(Pν1), g(Pν2), . . . , g(Pνn) çà ÿêèìè îöiíþ¹-
òüñÿ øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê

u(P0) ≈ 1

n

n∑
i=1

g(Pνi
).
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Ðîçäië 2

Ëàáîðàòîðíi ðîáîòè

2.1 Ìîäåëþâàííÿ äèñêðåòíèõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí

2.1.1 Çàâäàííÿ

1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíèé ìåòîä çãåíåðóâàòè ïîñëiäîâ-
íiñòü ç 100+N çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ðîçïîäiëîì,
ùî çàäà¹òüñÿ òàáëèöåþ:

xk
N
2

N
2

+ 0.25 N+2
2

N
2

+ 1.5 N+5
2

pk
N

10(N+8)
N+1

10(N+8)
N+3

10(N+8)
N+6

10(N+8)
N+7

10(N+8)

29
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xk
N
2

+ 4 N
2

+ 5 N+11
2

N+13
2

N+17
2

pk
N+9

10(N+8)
N+11

10(N+8)
N+15

10(N+8)
N+17

10(N+8)
N+11

10(N+8)

Òóò i äàëi N � íîìåð âàðiàíòà.

2. Çãåíåðóâàòè íàáið ç 75+2N çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç
ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ = 1+ N

10
(âèêîðèñòàòè

îäèí iç ñïåöiàëüíèõ ìåòîäiâ).

3. Ïåðåâiðèòè, ÷è óçãîäæó¹òüñÿ çãåíåðîâàíà â ïîïåðåäíüîìó
ïóíêòi âèáiðêà iç çàêîíîì ðîçïîäiëó Ïóàññîíà (ðiâåíü çíà-
÷óùîñòi âçÿòè ðiâíèì α = 1− N

200
).

2.2 Ìîäåëþâàííÿ íåïåðåðâíèõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí

2.2.1 Çàâäàííÿ
1. • Ðîçðîáèòè ïðîöåäóðó ìîäåëþâàííÿ çíà÷åíü âèïàäêî-

âèõ âåëè÷èí iç ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó (âèêîðèñòàòè ñòàí-
äàðòíèé ìåòîä)

f(x) =

{
2xe−x2

, x ≥ 0,

0, x < 0.

• Ñôîðìóâàòè âèáiðêó iç 100 çíà÷åíü äàíî¨ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè.

• Ïîáóäóâàòè åìïiðè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó îäåðæàíî¨
âèáiðêè òà ïîðiâíÿòè ¨¨ iç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ìîäå-
ëüîâàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
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2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä âèêëþ÷åííÿ çìîäåëþâàòè âèáiðêó
iç 100 çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ùî ìà¹ ôóíêöiþ ðîç-
ïîäiëó

F (x) =





0, x < 0,
x2

2
, 0 ≤ x < 1,

1− (x−2)2

2
, 1 ≤ x < 2,

1, x ≥ 2

2.2.2 Âèêîíàííÿ

1. • Çíàéòè ìîäåëþþ÷ó ôîðìóëó ξ = u(α), äå u(x) =
F−1(x) òà âèêîíàòè Mathcad-ïðîãðàìó

• Âèçíà÷èòè åìïiðè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó çàïðîãðà-
ìóâàâøè â Mathcad ôóíêöiþ Fn(x)

• Äëÿ ïîðiâíÿííÿ åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó òà ôóí-
êöi¨ ðîçïîäiëó ìîäåëüâàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ïî-
áóäóâàòè ¨õ ãðàôiêè, çàäàâøè öi ôóíêöi¨ â Mathcad:
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2. • Ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ¹

f(x) =





0, x < 0,

x, 0 ≤ x < 1,

2− x, 1 ≤ x < 2,

0, x ≥ 2

• Mathcad-ïðîöåäóðà

ìîäåëþ¹ 100 çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè iç ùiëüíi-
ñòþ ðîçïîäiëó f(x).
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2.3 Ìîäåëþâàííÿ íîðìàëüíî ðîçïîäi-
ëåíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà

2.3.1 Çàâäàííÿ
1. Çìîäåëþâàòè çà ìåòîäîì âèêëþ÷åííÿ äâîâèìiðíèé íîð-

ìàëüíî ðîçïîäiëåíèé âèïàäêîâèé âåêòîð ξ ç íåçàëåæíè-
ìè êîìïîíåíòàìè, íóëüâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì òà
îäèíè÷íèìè äèñïåðñiÿìè.

2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ζ = Aξ + a ç íè-
æíüîþ òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ A, ïîáóäóâàòè íåâèðîäæå-
íèé íîðìàëüíî-ðîçïîäiëåíèé âåêòîð ç ñåðåäíiì

a =

(
N

10
;
25−N

10

)

òà êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ

K =

(
N N

25

√
N(25−N)

N
25

√
N(25−N) 25−N

)

3. Ñòâîðèâøè âèáiðêó îá'¹ìó 100 + 2N çíà÷åíü âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí çãåíåðîâàíèõ â ïóíêòi 2, ïåðåâiðèòè ÿêiñòü ðîçðî-
áëåíî¨ ïðîöåäóðè ãåíåðóâàííÿ íåâèðîäæåíîãî âèïàäêîâî-
ãî âåêòîðà, ïåðåâiðèâøè ãiïîòåçè ïðî:

• íîðìàëüíiñòü ðîçïîäiëó åëåìåíòiâ âåêòîðà ç äàíèìè
ñåðåäíiìè òà äèñïåðñiÿìè;

• êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ ìiæ åëåìåíòàìè âåêòîðà.
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2.3.2 Âèêîíàííÿ
1. Êîîðäèíàòè âåêòîðà ¹ ÷èñëà (x; y), äëÿ ÿêèõ (x; y; z) ëå-

æèòü íèæ÷å ïîâåðõíi

z =
1

2π
exp

{
−x2 + y2

2

}

òà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà ïðÿìîêóòíîìó ïàðàëåëåïiïå-
äi

{
(x; y; z)| − 3 < x < 3, −3 < y < 3, 0 < z <

1

2π

}
.

2. Ìàòðèöÿ

A =

(
a11 0
a21 a22

)

ìà¹ åëåìåíòè a11 =
√

K11, a21 = K12√
K11

, a22 =
√

K22 − K2
21

K11

3. Âèêîðèñòàòè ïàêåò STATISTICA.

• âèêîðèñòàòè Distributing Fitting äëÿ ïåðåâiðêè ãiïî-
òåçè ïðî íîðìàëüíiñòü ðîçïîäiëó êîæíîãî åëåìåíòà
âåêòîðà ç ñåðåäíiìè N

10
òà 25−N

10
i äèñïåðñiÿìè N òà

25−N .
• âèêîðèñòàòè Basic statistics/Tables � Di�erence tests

äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ðiâíiñòü êîåôiöi¹íòà êîðå-
ëÿöi¨ ìiæ åëåìåíòàìè âèïàäêîâîãî âåêòîðà çíà÷åííþ
N
25

(ïîïåðåäíüî îá÷èñëèòè îöiíêó êîåôiöi¹íòà êîðåëÿ-
öi¨ ç äîïîìîãîþ Basic statistics/Tables � Correlation
matrices).
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2.4 Ìîäåëþâàííÿ òðàåêòîðié ìàðêiâñüêî-
ãî ãàóñiâñüêîãî ïðîöåñó

2.4.1 Çàâäàííÿ
1. Ðîçðîáèòè ìîäåëþþ÷ó ïðîöåäóðó ïîáóäîâè çíà÷åíü òðà-

åêòîði¨ äâîâèìiðíîãî ìàðêiâñüêîãî ãàóñiâñüêîãî ïðîöåñó ç
âåêòîðîì ñåðåäíiõ a(t) òà ìàòðè÷íîþ êîðåëÿöiéíîþ ôóí-
êöi¹þ K(s, t). Âçÿòè a(t) =

(
N

N+1
cos 2πt;

(
N−5
15

+ 1
2

)
sin 2πt

)
òà

K(s, t) =

(
N−1

N
min(s, t) 0
0 1

N
min(s, t)

)
,

äå N � íîìåð âàðiàíòó.

2. Çãåíåðóâàòè òà çîáðàçèòè íà ãðàôiêó òî÷êè òðàåêòîði¨ ç'¹ä-
íàíi ëàìàíîþ ëiíi¹þ, ùî âiäîáðàæàþòü çíà÷åííÿ ïðîöåñó
â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó tk = k

100+N
, k = 0; 100.

2.4.2 Âèêîíàííÿ
1. Çàäàòè çíà÷åííÿ ïðîöåñó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t0 = 0,

ðiâíå ζ(t0) = a(t0).

2. Íà êîæíîìó íàñòóïíîìó êðîöi çìîäåëþâàòè çíà÷åííÿ ïðî-
öåñó çà ôîðìóëîþ

ζ(ti) = a(ti/ζ(ti−1)) + Aw, i = 1, 2, . . . ,

äå w = (w1, w2)
T � âèïàäêîâèé íîðìàëüíèé âåêòîð ç íå-

çàëåæíèìè êîìïîíåíòàìè òà Ewk = 0, Dwk = 1, k =
1, 2, à ìàòðèöÿ A � íèæíÿ òðèêóòíà i òàêà, ùî AAT =
K(ti, ti/ζ(ti−1)),

a(t/ζ(s)) = K(s, t)K−1(s, s) (ζ(s)− a(s)) + a(t),
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K(t, t/ζ(s)) = K(t, t)−K(t, s)K−1(s, s)K(s, t).

Âðàõóâàòè, ùî ζ(t0) = const, òîìó ζ(t1) ¹ íîðìàëüíî ðîç-
ïîäiëåíèì âèïàäêîâèì âåêòîðîì ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâà-
ííÿì a(t1) òà êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ K(t1, t1). Ìàòðèöþ
A ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ cholesky() (Mathcad).

3. Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà òðàåêòîði¨ ïðîöåñó ñêîðèñòàòèñü
Mathcad.

2.5 Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî
2.5.1 Çàâäàííÿ

1. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

√
2π∫

0

sin t2dt.

2. Ôóíêöiÿ f(x, y, z) çàäàíà ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè ó âåðøèíàõ
êâàäðàòà [0; 1]2. Çíàéòè ¨¨ çíà÷åííÿ ó âñiõ òî÷êàõ, êîîðäè-
íàòè ÿêèõ ëåæàòü íà âiäðiçêàõ [0; 1] ç êðîêîì 0, 1.
(x; y) f (x; y) f (x; y) f (x; y) f
(0; 0) 1 (1; 0) 2 (0; 1) 3 (1; 1) 5

Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨.

2.5.2 Âèêîíàííÿ

1. Ïåðåòâîðèòè iíòåãðàë äî âèäó
√

2π

√
2π∫

0

sin t2
dt√
2π

. Ìîäåëþ-

þ÷è ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà
[0; 1] âèïàäêîâèõ âåëè÷èí αk, îá÷èñëèòè íàáëèæåíå çíà÷å-

ííÿ iíòåãðàëà çà ôîðìóëîþ I =
1

n

n∑

k=1

sin 2πα2
k.
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2. Çãåíåðóâàòè n = 100 âèïàäêîâèõ ïàð (ξk; ηk) ÷èñåë ç ðiâ-
íîìiðíèì íà [0; 1] ðîçïîäiëîì. Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷êàõ
(x; y) çíàéòè çà ôîðìóëîþ

1

n

n∑

k=1

f(Ix>ξk
, Iy>ηk

).

Ãðàôiê ôóíêöi¨ áóäó¹ìî â Mathcad.
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Ðîçäië 3

Êîíòðîëüíi ïèòàííÿ òà
áiáëiîãðàôiÿ

Ïèòàííÿ äî êóðñó.
1. Ñòàíäàðòíèé ìåòîä ìîäåëþâàííÿ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí.

2. Ìîäåëþâàííÿ ðiâíîìiðíîãî äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëó.

3. Ñïåöiàëüíèé ìåòîä ìîäåëþâàííÿ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà.

4. Ñòàíäàðòíèé ìåòîä ìîäåëþâàííÿ íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ.

5. Ìåòîä âèêëþ÷åííÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ íåïåðåðâíî ðîçïîäi-
ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

6. Ñòàíäàðòíèé ìåòîä ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ.

7. Ìåòîä âèêëþ÷åííÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ âåêòî-
ðiâ.

8. Ìîäåëþâàííÿ íåâèðîäæåíîãî áàãàòîâèìiðíîãî íîðìàëüíî-
ãî ðîçïîäiëó.

39
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9. Ñõåìà ìîäåëþâàííÿ òðàåêòîðié ãàóñiâñüêîãî ìàðêiâñüêîãî
ïðîöåñó .

10. Âèçíà÷åííÿ óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà êîâà-
ðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ ãàóñiâñüêîãî ïðîöåñó ïðè âiäîìîìó éîãî
çíà÷åííi â ïîïåðåäíié ìîìåíò.

11. Ìîäåëþâàííÿ òðàåêòîðié ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

12. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ çà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

13. Iíòåðïîëþâàííÿ ôóíêöié çà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

14. Ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà çà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.
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