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Ðîçäië 1

Åëåìåíòàðíi ñòàòèñòè÷íi
ìåòîäè

1.1 Âèáiðêà, ¨¨ õàðàêòåðèñòèêè òà ìå-
òîäè îäåðæàííÿ

1.1.1 Ñòàòèñòèêà, ñòàòèñòè÷íi äàíi
Ïîíÿòòÿ ñòàòèñòèêà äëÿ áiëüøîñòi ëþäåé ïîâ'ÿçàíå ç íà-
áîðàìè ðiçíîãî ðîäó iíôîðìàöi¨, ç ìåòîäàìè ¨¨ àíàëiçó òà
ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü. Â çàëåæíîñòi âiä äæåðåë iíôîðìàöi¨
÷àñòî âèäiëÿþòü åêîíîìi÷íó, ïðàâîâó, ïðîìèñëîâó, òðàíñ-
ïîðòíó òà iíøi ñòàòèñòèêè. Îñíîâîþ äëÿ âñiõ ðiçíîâèäíî-
ñòåé ñòàòèñòèêè ¹ ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà.

Âiäîìèé àíãëiéñüêèé ñòàòèñòèê Ð. Ôiøåð âiäçíà÷àâ, ùî
"ñòàòèñòèêà ÿê íàóêà, ¹ îäíèì iç ðîçäiëiâ ïðèêëàäíî¨ ìà-
òåìàòèêè, i ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìàòåìàòèêó çàñòîñî-
âóâàíó ïðè îáðîáöi ðåçóëüòàòiâ ìàñîâîãî ñïîñòåðåæåííÿ.
Ó ñòàòèñòèöi, ÿê i â iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ íàóêàõ òà ñàìà
ôîðìóëà îäíàêîâîþ ìiðîþ ñòîñó¹òüñÿ íàéðiçíîìàíiòíiøèõ
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ìàòåðiàëüíèõ îá'¹êòiâ".
Çàãàëüíà "òåîðiÿ ñòàòèñòèêè ¹ ãàëóççþ ïðèêëàäíî¨ ìà-

òåìàòèêè; âîíà ìà¹ ñâî¨ êîðåíi â òié ãàëóçi ÷èñòî¨ ìàòåìà-
òèêè, ùî âiäîìà ÿê òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé, i ôàêòè÷íî âåñü
áóäèíîê ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ [ñòàòèñòèêè] â øèðîêîìó ðî-
çóìiííi âêëþ÷à¹ òåîðiþ éìîâiðíîñòåé ïîðÿä ç iíøèìè àêñi-
îìàìè, ùî ïîñèëþþòü àêñiîìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé", � ïè-
øå àìåðèêàíñüêèé ñòàòèñòèê Àìàíôàðëàí Ìóä.

Ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà ìà¹ ñïðàâó ç, òàê çâàíîþ, ÷è-
ñëîâîþ (ñòàòèñòè÷íîþ) iíôîðìàöi¹þ. Ïðîòå íå çàâæäè çi-
áðàíà iíôîðìàöiÿ âèðàæà¹òüñÿ ÷èñëàìè. Òîìó äîâîëi ÷à-
ñòî âèíèêà¹ ïîòðåáà â ïåðåòâîðåííi ÿêiñíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨
iíôîðìàöi¨ â ÷èñëîâó. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòü ïðîöå-
äóðó âèìiðó � ïðèïèñóâàííÿ ÷èñåë îá'¹êòàì i ¨õ âëàñòè-
âîñòÿì âiäïîâiäíî äî äåÿêèõ ïðàâèë. Öi ïðàâèëà âñòàíîâ-
ëþþòü âiäïîâiäíiñòü ìiæ äåÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè ÷èñåë i
äåÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè îá'¹êòiâ. Äëÿ âèìiðó îá'¹êòiâ òà ¨õ
âëàñòèâîñòåé ÷àñòî âæèâàþòü òàêi øêàëè:

• øêàëà íàéìåíóâàíü;

• øêàëà ïîðÿäêó;

• øêàëà iíòåðâàëiâ;

• øêàëà âiäíîøåíü.
Hàéáiëüø ïðîñòèé i, ìîæëèâî, íàéáiëüø ïîøèðåíèé âè-

ìið ó øêàëi íàéìåíóâàíü, ùî ¹ ãðóïóâàííÿì îá'¹êòiâ íà
êëàñè íà ïiäñòàâi íàÿâíîñòi â íèõ ñïiëüíî¨ îçíàêè àáî âëà-
ñòèâîñòi. Êëàñàì äàþòüñÿ íàéìåíóâàííÿ i ïðèñâîþþòüñÿ
÷èñëîâi çíà÷åííÿ (íîìåðè). Hîìåð êëàñó íi÷îãî íå ãîâî-
ðèòü ïðî âëàñòèâîñòi îá'¹êòiâ çà âèíÿòêîì òîãî, ùî âî-
íè âiäðiçíÿþòüñÿ. Âèìið ó øêàëi ïîðÿäêó � öå ãðóïóâàí-
íÿ îá'¹êòiâ íà êëàñè íà ïiäñòàâi íàÿâíîñòi â íèõ ñïiëüíî¨
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îçíàêè òà ïðèïèñóâàííÿ êëàñàì ÷èñåë â ïîðÿäêó çðîñòà-
ííÿ ÷è ñïàäàííÿ öi¹¨ îçíàêè. Òàêèé âèä âèìiðó ùå íàçè-
âàþòü ðàíæóâàííÿì. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî â øêàëi ïîðÿä-
êó ðiâíi ðiçíèöi ÷èñåë íå îáîâ'ÿçêîâî âiäïîâiäàþòü ðiâíèì
ðiçíèöÿì êiëüêîñòi îçíàêè. Òàêó âiäïîâiäíiñòü çàáåçïå÷ó¹
âèìið ó øêàëi iíòåðâàëiâ. Ó öié øêàëi iñíóþòü îäèíèöi âè-
ìiðó. Îñîáëèâiñòþ øêàë iíòåðâàëiâ ¹ äîâiëüíiñòü ó âèáîði
íóëüâî¨ òî÷êè íà øêàëi, ùî çîâñiì íå âêàçó¹ íà âiäñóòíiñòü
îçíàêè (ëiòî÷èñëåííÿ, òåìïåðàòóðà, ÷àñ). Âèìið ó øêàëi
âiäíîøåíü � öå òàêå ïðèñâîþâàííÿ ÷èñåë îá'¹êòàì, ïðè
ÿêîìó îäèíèöÿ âèìiðó äîçâîëÿ¹ âïîðÿäêóâàòè îá'¹êòè òàê,
ùî ìîæíà âèçíà÷èòè, íà ñêiëüêè i ó ñêiëüêè â îäíîãî îá'-
¹êòà îçíàêè áiëüøå, íiæ â iíøîãî (âàãà, âiäñòàíü, ïëîùà,
îá'¹ì).

Âèáið ìåòîäó âèìiðþâàííÿ çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ çà-
äà÷i òà âiä âïîäîáàíü äîñëiäíèêà. Hàäàëi áóäåìî ââàæàòè,
ùî âñÿ ñòàòèñòè÷íà iíôîðìàöiÿ, ç ÿêîþ ìè áóäåìî ìàòè
ñïðàâó, ¹ ÷èñëîâîþ.

1.1.2 Âèáiðêà òà ñïîñîáè ¨¨ îïèñàííÿ
Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ñòàòèñòè÷íà iíôîðìàöiÿ îäåðæó¹òüñÿ
â ðåçóëüòàòi ñïîñòåðåæåíü, âèìiðþâàíü òà iíøèõ äié, íà
ðåçóëüòàò ÿêèõ âïëèâà¹ áàãàòî ìàëî äîñòóïíèõ äëÿ âðàõó-
âàííÿ ôàêòîðiâ, ìîæíà ââàæàòè êîæíó îäèíèöþ ñòàòèñòè-
÷íî¨ iíôîðìàöi¨ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Îñêiëüêè äîñëi-
äæóâàíà ñòàòèñòè÷íà iíôîðìàöiÿ ¹ íàáîðîì äàíèõ îäåð-
æàíèõ â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåííÿ îäíîòèïíèõ äié, òî ìàòè-
ìåìî ñïðàâó ç íàáîðîì îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ íåçàëåæíèõ
â ñóêóïíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Îòæå, íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â
äåÿêîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòi. Ïîâòîðèìî öåé åêñ-
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ïåðèìåíò â íåçìiííèõ óìîâàõ n ðàç. Ç, òàêèì ÷èíîì îðãà-
íiçîâàíèì, äîñëiäæåííÿì ïîâ'ÿçàíèé n-âèìiðíèé âèïàäêî-
âèé âåêòîð

(ξ1, ξ2, . . . , ξn). (1.1)
Î÷åâèäíî, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξi, i = 1, 2, . . . , n,� íå-
çàëåæíi â ñóêóïíîñòi òà ðîçïîäiëåíi çà òèì æå çàêîíîì,
ùî i âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ.

Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäi-
ëîì ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, à âèïàäêîâèé âåêòîð (1.1) �
âèáiðêîâèì âåêòîðîì. Hàáið ÷èñåë, ùî îäåðæóþòüñÿ íà
ïðàêòèöi ïðè ïîâòîðåííi åêñïåðèìåíòó ¹ ðåàëiçàöi¹þ âè-
áiðêîâîãî âåêòîðà i íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîþ x1, x2,..., xn îá'-
¹ìó n. Âèáiðêó x1, x2,..., xn ïðè íåîáõiäíîñòi ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê òî÷êó âèáiðêîâîãî ïðîñòîðó, òîáòî ìíîæèíè,
íà ÿêié çàäàíî ðîçïîäië âèáiðêîâîãî âåêòîðà. Àíàëîãi÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ âèáiðêà i ó âèïàäêó, êîëè âèïàäêîâèé åêñïå-
ðèìåíò ïîâ'ÿçàíèé ç êiëüêîìà âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.

Ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü x1, x2,..., xn ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, çàïèñàíi â ïîðÿäêó ¨õ ðå¹-
ñòðàöi¨, çâè÷àéíî íåçðó÷íi äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó. Çàâäà-
ííÿì ñòàòèñòè÷íîãî îïèñàííÿ âèáiðêè ¹ îäåðæàííÿ òàêîãî
¨¨ çàäàííÿ, ÿêå äîçâîëÿëî áè âèÿâèòè õàðàêòåðíi îñîáëè-
âîñòi ñóêóïíîñòi äàíèõ.

Âàðiàöiéíèì ðÿäîì âèáiðêè x1, x2,..., xn íàçèâà¹òüñÿ ¨¨
çàïèñ, ïðè ÿêîìó åëåìåíòè âïîðÿäêîâàíi ïî çðîñòàííþ,
òîáòî, âèáiðêà çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi x(1), x(2),..., x(n), äå
x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n). Ðiçíèöÿ ìiæ ìàêñèìàëüíèì òà ìi-
íiìàëüíèì åëåìåíòàìè âèáiðêè x(n)−x(1) = w íàçèâà¹òüñÿ
ðîçìàõîì âàðiàöi¨ âèáiðêè.

Håõàé âèáiðêà x1, x2,..., xn ìiñòèòü k ðiçíèõ ÷èñåë z1,
z2,..., zk, ïðè÷îìó zi ó âèáiðöi çóñòði÷à¹òüñÿ ni ðàç (i =
1, 2, . . . , k). ×èñëî ni íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòîòîþ åëåìåíòà zi,
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à ÷èñëî νi = ni

n
� âiäíîñíîþ ÷àñòîòîþ öüîãî åëåìåíòà.

Î÷åâèäíî, ùî
k∑

i=1
ni = n, à

k∑
i=1

νi = 1. Ñòàòèñòè÷íèì ðÿ-
äîì âèáiðêè íàçèâà¹òüñÿ íàáið ïàð (zi, ni), i = 1, 2, . . . , k.
Ñòàòèñòè÷íèé ðÿä çðó÷íî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi, â
ïåðøîìó ðÿäêó ÿêî¨ çàïèñóþòü zi, à â äðóãîìó ni.

Ïðè âåëèêîìó îá'¹ìi âèáiðêè ¨¨ åëåìåíòè îá'¹äíóþòü â
ãðóïè, çàäàþ÷è ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó ó âèãëÿäi çãðó-
ïîâàíîãî ñòàòèñòè÷íîãî ðÿäó. Äëÿ öüîãî iíòåðâàë, ùî ìi-
ñòèòü âñi åëåìåíòè âèáiðêè, ðîçáèâàþòü íà k iíòåðâàëiâ, ùî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ íàäàëi áóäåìî ââàæà-
òè, ùî òàêi iíòåðâàëè ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó. Ïiñëÿ òîãî
ÿê iíòåðâàëè âèáðàíî, âèçíà÷àþòü ÷àñòîòè � êiëüêîñòi ni

åëåìåíòiâ âèáiðêè, ùî ïîïàëè â i-òèé iíòåðâàë. Çíà÷åííÿ,
ùî õàðàêòåðèçó¹ iíòåðâàë ¹ éîãî ñåðåäèíîþ. Ñëiä çàóâà-
æèòè, ùî ïðè òàêîìó ïiäõîäi âíîñèòüñÿ äåÿêà äîäàòêîâà
ïîõèáêà â ïîäàëüøi îá÷èñëåííÿ.

Ðîçïîäiëîì âèáiðêè íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäië äèñêðåòíî¨ âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ x1, x2,..., xn ç
éìîâiðíîñòÿìè 1

n
. Âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íàçèâà¹-

òüñÿ åìïiðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó òà ïîçíà÷à¹òüñÿ Fn(x).
Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ñòàòèñòè÷íîãî ðÿäó (zi, ni)

Fn(x) =
1

n

∑
zi<x

ni.

Àíàëîãi÷íî çàäà¹òüñÿ åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó äëÿ
çãðóïîâàíî¨ âèáiðêè.

Òåîðåìà (Ãëiâåíêî) Håõàé Fn(x)� åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ
ðîçïîäiëó, ïîáóäîâàíà çà âèáiðêîþ îá'¹ìó n ç ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi ðîçïîäiëó F (x). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈
(−∞, +∞) i êîæíîãî ε > 0

lim
n→∞P(|Fn(x)− F (x)| < ε) = 1.
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Çàïèñ öi¹¨ òåîðåìè ñòà¹ çðîçóìiëèì, ÿêùî çàóâàæèòè,
ùî çíà÷åííÿ åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó çàëåæàòü âiä
ðåàëiçàöi¨ âèáiðêîâîãî âåêòîðà i òîìó ¹ âèïàäêîâèìè. Îò-
æå, ïðè êîæíîìó x Fn(x) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî F (x)
i òîìó ïðè âåëèêîìó îá'¹ìi âèáiðêè ìîæå áóòè íàáëèæåíèì
çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi â êî-
æíié òî÷öi x.

Äëÿ íàãëÿäíîãî îïèñàííÿ âèáiðêè ÷àñòî âèêîðèñòîâó-
þòü ãiñòîãðàìó òà ïîëiãîí ÷àñòîò.

Ãiñòîãðàìîþ ÷àñòîò çãðóïîâàíî¨ âèáiðêè íàçèâà¹òüñÿ
êóñî÷íî ñòàëà ôóíêöiÿ, ÿêà íà iíòåðâàëàõ ãðóïóâàííÿ ïðè-
éìà¹ çíà÷åííÿ ni

h
, äå h� äîâæèíà iíòåðâàëiâ ãðóïóâàííÿ.

Ïëîùà ñòóïií÷àòî¨ ôiãóðè ïiä ãiñòîãðàìîþ äîðiâíþ¹ îá'-
¹ìó âèáiðêè n. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ãiñòîãðàìà âiä-
íîñíèõ ÷àñòîò. Ïðè âåëèêèõ îá'¹ìàõ âèáiðêè òà ìàëèõ
iíòåðâàëàõ ãðóïóâàííÿ ãiñòîãðàìà âiäíîñíèõ ÷àñòîò ¹ ñòà-
òèñòè÷íèì àíàëîãîì ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi.

Ïîëiãîíîì ÷àñòîò íàçèâà¹òüñÿ ëàìàíà ç âåðøèíàìè â
òî÷êàõ

(
zi,

ni

h

)
, i = 1, 2, . . . , k, à ïîëiãîíîì âiäíîñíèõ ÷à-

ñòîò íàçèâà¹òüñÿ ëàìàíà ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ
(
zi,

νi

h

)
,

i = 1, 2, . . . , k. ßêùî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi ¹ äîñèòü ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ, òî ïîëiãîí âiäíîñíèõ
÷àñòîò ¹ êðàùèì íàáëèæåííÿì ùiëüíîñòi, íiæ ãiñòîãðàìà.

Ïðèêëàä. Äëÿ äàíî¨ âèáiðêè ïîáóäóâàòè âàðiàöiéíèé
ðÿä, çíàéòè ðîçìàõ âàðiàöi¨, ïîáóäóâàòè çãðóïîâàíó âèáið-
êó òà âiäïîâiäíi åìïiðè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó, ïîëiãîí òà
ãiñòîãðàìó ÷àñòîò, âèêîðèñòàâøè 7 iíòåðâàëiâ ãðóïóâàííÿ.
Âèáiðêà:

20,3, 15,4, 17,2, 19,2, 23,3, 18,1, 21,9, 15,3, 16,8, 13,2, 20,4,
16,5, 19,7, 20,5, 14,3, 20,1, 16,8, 14,7, 20,8, 19,5, 15,3, 19,3,
17,8, 16,2, 15,7, 22,8, 21,9, 12,5, 10,1, 21,1, 18,3, 14,7, 14,5,
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Òàáëèöÿ 1.1

Hîìåð
iíòåðâàëà

i

Ìåæi
iíòåðâàëà

Ñåðåäèíè
iíòåðâàëiâ

zi

×àñòîòà
ni

Âiäíîñíà
÷àñòîòà

νi

1 10�12 11 2 0,0364
2 12�14 13 4 0,0727
3 14�16 15 8 0,1455
4 16�18 17 12 0,2182
5 18�20 19 16 0,2909
6 20�22 21 10 0,1818
7 22�24 23 3 0,0545

18,1, 18,4, 13,9, 19,1, 18,5, 20,2, 23,8, 16,7, 20,4, 19,5, 17,2,
19,6, 17,8, 21,3, 17,5, 19,4, 17,8, 13,5, 17,8, 11,8, 18,6, 19,1.

Ðîçâ'ÿçîê. Âàðiàöiéíèé ðÿä:
10,1, 11,8, 12,5, 13,2, 13,5, 13,9, 14,3, 14,5, 14,7, 14,7, 15,3,

15,3, 15,4, 15,7, 16,2, 16,5, 16,7, 16,8, 16,8, 17,2, 17,2, 17,5,
17,8, 17,8, 17,8, 17,8, 18,1, 18,1, 18,3, 18,4, 18,5, 18,6, 19,1,
19,1, 19,2, 19,3, 19,4, 19,5, 19,5, 19,6, 19,7, 20,1, 20,2, 20,3,
20,4, 20,4, 20,5, 20,8, 21,1, 21,3, 21,9, 21,9, 22,8, 23,5, 23,8.

Ðîçìàõ âàðiàöi¨ w = 23, 8− 10, 1 = 13, 7.
Äîâæèíó iíòåðâàëó ãðóïóâàííÿ âiçüìåìî ðiâíîþ h = 2,

áî 13,7
7
≈ 2. Âèáåðåìî 7 iíòåðâàëiâ äîâæèíîþ 2, ïåðøèé ç

ÿêèõ [10; 12), à îñòàííié [22; 24] òà çíàéäåìî ¨õ ñåðåäèíè,
âiäïîâiäíi ÷àñòîòè, âiäíîñíi ÷àñòîòè. Ðåçóëüòàòè çàíåñåìî
â òàáëèöþ 1.1.

Çà ðåçóëüòàòàìè ãðóïóâàííÿ áóäó¹ìî ãiñòîãðàìó ÷àñòîò
(ðèñ. 1.1). Ç'¹äíóþ÷è âiäðiçêàìè ñåðåäèíè âåðõíiõ îñíîâ
ïðÿìîêóòíèêiâ, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ãiñòîãðàìà, îäåðæèìî
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Ðèñóíîê 1.1 - Ãiñòîãðàìà ÷àñòîò

âiäïîâiäíèé ïîëiãîí ÷àñòîò (ðèñ. 1.2).
Åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ¹ ñõiä÷àñòîþ ôóíêöi¹þ,

ÿêà ìà¹ ñêà÷êè âåëè÷èíè νi â òî÷êàõ zi (ïðè x ≤ 11 Fn(x) =
0, à ïðè x > 23 Fn(x) = 1). Ãðàôiê ôóíêöi¨ Fn(x) çîáðàæå-
íî íà ðèñóíêó 1.3.

Âïðàâè
1. Äàíi çíà÷åííÿ çàëèøêiâ (â ñì) âiä êîæíîãî ç 20 ñóâî¨â,
îäåðæàíèõ ïðè ðîçêðîþ ìàòåðiàëó:

�ðóëîíà 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Çàëèøîê 14.8 12 2.9 2.4 11.7 8.1 10.7 2.7 9.7 14.3
�ðóëîíà 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Çàëèøîê 2.3 2.2 11.3 15.7 6.3 0.8 2.6 4.8 8.7 4.5

Ïîáóäóâàòè åìïiðè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó òà ãiñòîãðàìó ÷à-
ñòîò. Çíàéòè âèáiðêîâó ñåðåäíþ çàëèøêiâ òà ¨õ âèáiðêîâó äèñ-
ïåðñiþ.
2. Âèçíà÷èòè íåçñóíåíi îöiíêè ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà
äèñïåðñi¨ ìàêñèìàëüíî¨ øâèäêîñòi ëiòàêà çà äàíèìè 20 âèìiðiâ
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Ðèñóíîê 1.2 - Ïîëiãîí ÷àñòîò

6

-

¾

11 13 15 17 19 21 23 x

Fn(x)

¾
¾

¾

¾

¾

¾

0,0364
0,1091
0,2546

0,4728

0,7637

0,9455
1

Ðèñóíîê 1.3 - Åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó
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éîãî ìàêñèìàëüíî¨ øâèäêîñòi (ì/ñ): 485.2, 512.0, 497.1, 502.4,
488.3, 491.9, 489.3, 502.7, 509.2, 514.3, 502.3, 497.8, 511.3, 515.7,
506.3, 504.5, 499.2, 497.4, 485.2, 507.8 .
3. Çàëèøîê ξ ïàëèâà â áàêàõ ëiòàêà ïiñëÿ êîæíîãî ç ï'ÿòíàä-
öÿòè ðåéñiâ çà çàäàíèì ìàðøðóòîì âèðàæà¹òüñÿ ÷èñëàìè (êã):
340.2, 316.8, 325.3, 329.2, 351.8, 348.7, 330.1, 345.6, 352.3, 331.7,
318.4, 332.2, 341.4, 318.2, 341.4 . Âèçíà÷èòè íåçñóíåíi îöiíêè
M ξ òà D ξ.
4. Çà äàíîþ âèáiðêîþ ç íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi çíàéòè:

• îá'¹ì âèáiðêè n;

• ðîçìàõ âàðiàöi¨;

• ìåäiàíó;

• òî÷êîâó îöiíêó ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ (âèáiðêîâå ñå-
ðåäí¹);

• òî÷êîâó îöiíêó äèñïåðñi¨ (âèáiðêîâó äèñïåðñiþ);

• ïîáóäóâàòè ãiñòîãðàìó, ïîëiãîí ÷àñòîò òà åìïiðè÷íó ôóí-
êöiþ ðîçïîäiëó, ðîçáèâøè iíòåðâàë, ÿêèé ìiñòèòü âàðià-
öiéíèé ðÿä, íà √n ðiâíèõ ÷àñòèí.

3, 7, 2, 9, 3, 9, 6, 1, 4, 5, −0, 7, 3, 0, 1, 2, 0, 9, 2, 4, 4, 0, 3, 8, 0, 2, 0, 2,
1, 5, 2, 7, 4, 0, 2, 6, 6, 0, −0, 8, −0, 2, −2, 2, 2, 0, 6, 1, 3, 1, 3, 7, 2, 0,
4, 4, 5, 5, 4, 3, 2, 6, −0, 7, 6, 5, 3, 7, 0, 3, −0, 3.



Ðîçäië 2

Òåîðiÿ îöiíþâàííÿ
ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ

2.1 Òî÷êîâi îöiíêè, ¨õ âëàñòèâîñòi òà
ìåòîäè ïîáóäîâè

Håõàé x1, x2,..., xn � âèáiðêà ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi äå-
ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.

2.1.1 Çàãàëüíà òåîðiÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåò-
ðiâ.

Håõàé ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (ðîçïîäië) çàëåæèòü âiä äåÿêî-
ãî ïàðàìåòðà θ. Îöiíêà (íàáëèæåíå çíà÷åííÿ) θ̂ öüîãî ïà-
ðàìåòðà î÷åâèäíî çàëåæèòü âiä âèáiðêîâèõ çíà÷åíü. Òîìó
çàäà÷ó îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó ïîòðiáíî ðîçãëÿ-
äàòè ÿê çàäà÷ó âiäøóêàííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ h : Rn → R, ùî
θ̂ = h(x1, x2, . . . , xn). Òàêi ôóíêöi¨ áóäåìî íàçèâàòè ñòàòè-
ñòèêàìè, à ¨õ çíà÷åííÿ � îöiíêàìè.

15
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Îñêiëüêè âèáiðêà ¹ ðåàëiçàöi¹þ äåÿêîãî âèïàäêîâîãî âå-
êòîðà, òî îöiíêà ïàðàìåòðà ðîçïîäiëó ïîáóäîâàíà çà âèáið-
êîþ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.

Îçíà÷åííÿ. Îöiíêó θ̂ áóäåìî íàçèâàòè íåçìiùåíîþ
îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ, ÿêùî M θ̂ = θ.

ßêùî ðîçóìiòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÿê äåÿêå ñåðå-
äí¹ çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, òî íåçìiùåíiñòü îöií-
êè îçíà÷à¹, ùî ¨¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ñïiâïàäà¹ ç äiéñíèì
çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà, àáî, ùî òå æ ñàìå ðiçíèöÿ θ̂ − θ â
ñåðåäíüîìó äîðiâíþ¹ íóëþ. Håçìiùåíà îöiíêà θ̂ íàéìåíøå
âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä çíà÷åííÿ θ ñåðåä âñiõ îöiíîê ç îäíi¹þ i
òi¹þ æ äèñïåðñi¹þ. Äiéñíî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îöiíêè θ̂

M |θ̂ − θ|2 = M |(θ̂ −M θ̂) + (M θ̂ − θ)|2 =

= M(θ̂ −M θ̂)2 + 2M(θ̂ −M θ̂)(M θ̂ − θ) + M(M θ̂ − θ)2 =

= D θ̂ + (M θ̂ − θ)2.

Ðîçãëÿäàþ÷è îöiíêó ïàðàìåòðà ðîçïîäiëó ÿê ôóíêöiþ
âiä âèáiðêè, çàóâàæèìî, ùî âîíà çàëåæèòü i âiä îá'¹ìó âè-
áiðêè n. Òîìó êîæíîãî ðàçó, êîëè ìîæíà îäåðæóâàòè íå-
ñêií÷åííî âåëèêi çà îá'¹ìîì âèáiðêè, ìè ìîæåìî ðîçãëÿ-
äàòè öiëó ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê θ̂n = h(x1, x2, . . . , xn). Õî÷à
÷àñòî ïðî öþ ïîñëiäîâíiñòü áóäåìî ãîâîðèòè ÿê ïðî îäíó
îöiíêó.

Îçíà÷åííÿ. Îöiíêó θ̂ = θ̂n áóäåìî íàçèâàòè àñèìïòî-
òè÷íî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ, ÿêùî M θ̂ → θ
ïðè n →∞.

Îçíà÷åííÿ. Îöiíêà θ̂ = θ̂n íàçèâà¹òüñÿ êîíçèñòåí-
òíîþ (ñëóøíîþ) îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî
ε > 0

P(|θ̂ − θ| > ε) → 0

ïðè n →∞.
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Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ç ðîñòîì îá'¹ìó
âèáiðêè êîíçèñòåíòíà îöiíêà ïàðàìåòðà ðîçïîäiëó ïðÿìó¹
çà éìîâiðíiñòþ äî äiéñíîãî çíà÷åííÿ öüîãî ïàðàìåòðà.

Âèùå áóëî çàóâàæåíî, ùî íåçìiùåíà îöiíêà ñåðåä îöi-
íîê ç òi¹þ æ äèñïåðñi¹þ íàéìåíøå âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä çíà÷å-
ííÿ ïàðàìåòðà. Ñåðåä íåçìiùåíèõ îöiíîê íàéêðàùîþ áóäå
òà, â ÿêî¨ íàéìåíøà äèñïåðñiÿ.

Îçíà÷åííÿ.Håçìiùåíó îöiíêó θ∗ áóäåìî íàçèâàòè åôå-
êòèâíîþ, ÿêùî

D θ∗ = inf
θ̂:M θ̂=θ

D θ̂.

Ïðèïóñòèìî, ùî äîñëiäæóâàíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìà¹
ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó f(x; θ). Ðîçãëÿíåìî íåçìiùåíó îöií-
êó ïàðàìåòðà θ: θ̂ = h(x1, x2, . . . , xn). Ïðè äåÿêèõ óìîâàõ
ðåãóëÿðíîñòi ôóíêöié f i h (äèâ.1) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü
Êðàìåðà-Ðàî

D θ̂ ≥ 1

I(θ)
, (2.1)

äå I(θ) = nM
(

∂ ln f(ξ;θ)
∂θ

)2 � êiëüêiñòü iíôîðìàöi¨ çà Ôiøå-
ðîì, ùî ìiñòèòüñÿ ó âèáiðöi.

Ðiâíiñòü â (2.1) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
n∑

k=1

∂ ln f(xk; θ)

∂θ
= λ(h(x1, x2, . . . , xn)− θ). (2.2)

Òóò λ íå çàëåæèòü âiä x1, x2, . . . , xn.
Ó âèïàäêó äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

I(θ) = nM

(
∂ ln p(ξ; θ)

∂θ

)2

,

1Òóð÷èí Â.Ì. Ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà. Íàâ÷. ïîñiáíèê. � Ê.:
Àêàäåìiÿ, 1999. � 240 ñ.
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äå p(x, θ) = P(ξ = x). I óìîâà äîñÿãíåííÿ ðiâíîñòi â (2.1)
âèãëÿäà¹ òàê:

n∑

k=1

∂ ln p(xk; θ)

∂θ
= λ(h(x1, x2, . . . , xn)− θ).

Ïðèêëàä. Håõàé âèáiðêà x1, x2,..., xn îäåðæàíà ç ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ ç ïàðàìåòðà-
ìè a òà σ2 âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Ïåðåâiðèòè íåçìiùåíiñòü,
êîíçèñòåíòíiñòü òà åôåêòèâíiñòü îöiíîê

x̄ = â =
1

n

n∑

k=1

xk, σ̂2 =
1

n

n∑

k=1

(xk − x̄)2.

Ðîçâ'ÿçîê. Håõàé yi = xi − a, i = 1, 2, . . . , n, ȳ =
1
n

∑n
i=1 yi. Îñêiëüêè âèáiðêîâi çíà÷åííÿ ¹ ðåàëiçàöiÿìè íå-

çàëåæíèõ, îäíàêîâî N(a, σ2)-ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí, òî

M yi = 0, D yi = M y2
i = D xi = σ2

M yiyj = 0 (i 6= j)

i M â =
1

n

n∑

k=1

M xk =
1

n
na = a;

M σ̂2 =
1

n

n∑

k=1

M(xk − x̄)2 =
1

n

n∑

k=1

M(yk − ȳ)2 =

=
1

n
M

n∑

k=1

y2
k −

2

n
M

n∑

k=1

ykȳ +
1

n
Mn(ȳ)2 =

=
1

n

n∑

k=1

M y2
k − 2M(ȳ)2 + M(ȳ)2 =

=
1

n
nσ2 − 1

n2 M




n∑

k=1

y2
k + 2

∑

i<j

yiyj


 =



2.1. Òî÷êîâi îöiíêè, ¨õ âëàñòèâîñòi òà ìåòîäè ïîáóäîâè 19

= σ2 − 1

n2

n∑

k=1

M y2
k = σ2 − 1

n2
nσ2 =

=
n− 1

n
σ2.

Çâiäñè x̄ ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà a, à σ̂2 �
çìiùåíà îöiíêà2 ïàðàìåòðà σ2 (çìiùåííÿ ñòàíîâèòü σ2

n
).

Êîíçèñòåíòíiñòü îöiíêè x̄ ¹ ñóòòþ çàêîíó âåëèêèõ ÷è-
ñåë (òåîðåìà ×åáèøîâà). Äiéñíî, çà çàêîíîì âåëèêèõ ÷è-
ñåë, äëÿ íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí x1, x2,...,xn

1

n

n∑

i=1

xi

P
→ a , n →∞.

Îöiíêà σ̂2 ¹ òàêîæ êîíçèñòåíòíîþ, ÿê i îöiíêà s2 = n
n−1

σ̂2.
Äîâåäåííÿ öüãî ôàêòó ìè ïðîïóñòèìî.

Ïåðåâiðèìî åôåêòèâíiñòü îöiíêè x̄. Äëÿ öüîãî ïåðåâiðè-
ìî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi (2.2). Ùiëüíiñòü N(a; σ2)-ðîçïîäiëó
ìà¹ âèãëÿä

f(x; a, σ) =
1√
2πσ

exp

{
(x− a)2

2σ2

}
.

Òîäi ln f(x; a, σ) = − ln
√

2π − ln σ − (x−a)2

2σ2 i
n∑

k=1

∂ ln f(xk; a, σ)

∂a
=

n∑

k=1

x− a

σ2
=

n

σ2
(x̄− a) (2.3)

n∑

k=1

∂ ln f(xk; a, σ)

∂σ
= −n

σ
+

1

σ3

n∑

k=1

(xk − a)2 =

=
n

σ3

(
1

n

n∑

k=1

(xk − a)2 − σ2

)
. (2.4)

2Íåçìiùåíîþ îöiíêîþ σ2 ¹ ñòàòèñòèêà s2 = 1
n−1

∑n
k=1(xk − x̄)2
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Ðiâíiñòü (2.3) îçíà÷à¹, ùî îöiíêà x̄ ¹ åôåêòèâíîþ, à ç ðiâíî-
ñòi (2.4) âèïëèâà¹, ùî îöiíêà 1

n

∑n
k=1(xk−a)2 ¹ åôåêòèâíîþ

îöiíêîþ ïàðàìåòðà σ2 ïðè âiäîìîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà a.
Ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêîþ ¹ i îöiíêà s2.

2.1.2 Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíî-
ñòi

Ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø çàñòîñîâóâàíèé ìåòîä ïîáóäîâè òî-
÷êîâèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó.

Öå ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, çàïðîïîíî-
âàíèé Ð. Ôiøåðîì. Âií ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ îòðèìàííÿ
îöiíêè íåâiäîìîãî ïàðàìåòðó θ ðîçïîäiëó ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi øóêàþòü òàêå çíà÷åííÿ θ̂, ïðè ÿêîìó éìîâiðíiñòü
ðåàëiçàöi¨ âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ1; ξ2; . . . ; ξn) áóëà á ìàêñè-
ìàëüíîþ.

Håõàé îòðèìàíî âèáiðêó x1, x2,..., xn ç ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ùiëüíiñòþ ðîç-
ïîäiëó f(x; θ), ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà θ.

Îçíà÷åííÿ.Ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè x1, x2,
..., xn áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiþ

L(θ) = f(x1; θ) · f(x2; θ) · . . . · f(xn; θ).

Çíà÷åííÿ θ̂(x1, . . . , xn) ïàðàìåòðà θ, ïðè ÿêîìó äîñÿ-
ãà¹òüñÿ ìàêñèìóì ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, íàçèâà¹òüñÿ
îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi (ÌÏ-îöiíêîþ) ïà-
ðàìåòðà θ.

ßêùî äîñëiäæóâàíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà äèñêðåòíà ç
ðîçïîäiëîì (xi; pi(θ)), à âèáiðêà çàäàíà ñòàòèñòè÷íèì ðÿ-
äîì (xi; ni), òî ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi ¹ ôóíêöiÿ (i =
1, 2, . . . , k)

L(θ) = pn1
1 (θ) · pn2

2 (θ) · . . . · pnk
k (θ).
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Ïðèêëàä. Îöiíêà x ¹ ÌÏ-îöiíêîþ ïàðàìåòðà a íîð-
ìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Äiéñíî,

L(a) =
1√

(2π)nσn
exp

{
− 1

2σ2

n∑

k=1

(xk − a)2

}

Öÿ ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ â òî÷öi,
äå ¨¨ ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ. Îñêiëüêè

L′(a) =
1√

(2π)nσn+2
exp

{
− 1

2σ2

n∑

k=1

(xk − a)2

}
×

×
(

n∑

k=1

xk − na

)
,

òî â = 1
n

∑n
k=1 xk = x.

2.2 Iíòåðâàëüíi îöiíêè
2.2.1 Hàäiéíèé iíòåðâàë
Òî÷êîâi îöiíêè ïàðàìåòðà ðîçïîäiëó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíî-
ñòi íå äàþòü ìîæëèâîñòi âñòàíîâèòè òî÷íiñòü, ç ÿêîþ âîíè
íàáëèæàþòü âiäïîâiäíèé ïàðàìåòð. Âèðiøèòè öþ ïðîáëå-
ìó ìîæíà âèçíà÷àþ÷è òàê çâàíi iíòåðâàëüíi îöiíêè ïàðà-
ìåòðà.

Îçíà÷åííÿ. Iíòåðâàëüíîþ îöiíêîþ (íàäiéíèì iíòåð-
âàëîì) ïàðàìåòðà θ ðîçïîäiëó ïðè ðiâíi íàäiéíîñòi γ íà-
çèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèé iíòåðâàë (θ̂1; θ̂2), äå θ̂1 i θ̂2 � îöiíêè
ïàðàìåòðà θ, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ 3

P(θ̂1 ≤ θ ≤ θ̂2) ≥ γ.

3Iíîäi ïèøóòü P(θ̂1 ≤ θ ≤ θ̂2) = γ àáî P(θ̂1 < θ < θ̂2) = γ
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Âèêîðèñòîâóþ÷è öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó, ó âèïàäêó
âåëèêîãî îá'¹ìó âèáiðêè ìîæíà íàáëèæåíî çíàéòè ìåæi
íàäiéíîãî iíòåðâàëó äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.

Håõàé x1, x2,...,xn � âèáiðêà ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
ðîçïîäiëåíî¨ çà äîâiëüíèì çàêîíîì ç ìàòåìàòè÷íèì ñïî-
äiâàííÿì a òà äèñïåðñi¹þ σ2. Òîäi çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè-
÷íîþ òåîðåìîþ ïðè n →∞

P

(
x̄− a

σ/
√

n
< t

)
→ 1√

2π

t∫

−∞
e− z2

2 dz

Çâiäñè ëåãêî îäåðæàòè, ùî

P

(
|x̄− a| < σ√

n
t

)
→ 2Φ(t),

äå Φ(t) � ôóíêöiÿ Ëàïëàñà.
Òîäi ïðè äîñèòü âåëèêèõ n ìà¹ ìiñöå íàáëèæåíà ðiâ-

íiñòü
P

(
|x̄− a| < σ√

n
t

)
≈ 2Φ(t),

Îòæå, ïðè ðiâíi íàäiéíîñòi γ = 2Φ(t) íàäiéíèì iíòåðâàëîì
äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a ¹ ïðîìiæîê

(
x̄− σ√

n
t; x̄ +

σ√
n

t

)
. (2.5)

Çàóâàæåííÿ. Ó âèðàç äëÿ îäåðæàíîãî íàäiéíîãî ií-
òåðâàëó âõîäèòü òî÷íå çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî
âiäõèëåííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. ßêùî âîíî íåâiäîìå,
òî ïðè âåëèêèõ n ìîæíà çàìiíèòè éîãî íà íåçìiùåíó îöií-
êó s.
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Çàóâàæåííÿ. Iíòåðâàë (2.5) ¹ òî÷íèì ó âèïàäêó, êî-
ëè ðîçïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ¹ íîðìàëüíèì ç âiäî-
ìîþ äèñïåðñi¹þ σ2. Äiéñíî, ÿêùî x1, x2,...,xn � íåçàëåæíi
N(a; σ2)-ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà x̄−a

σ/
√

n
ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

2.2.2 Iíòåðâàëüíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ
íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Íåõàé x1, ..., xn � âèáiðêà ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íîð-
ìàëüíîãî ðîçïîäiëó N (a, σ2). Ðîçãëÿäàþ÷è xi ÿê îäíàêîâî
N (a, σ2) ðîçïîäiëåíi íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ìî-
æíà çàïèñàòè Mxi = a, Dxi = σ2.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìi âèïàäêè.

Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨

Òî÷êîâà îöiíêà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ x̄ = 1
n

n∑
k=1

xk.
Îñêiëüêè

M
n∑

k=1

xk = na, D
n∑

k=1

xk = nσ2,

òî
Mx̄ = a, Dx̄ =

σ2

n
.

Îòæå, x̄ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië N
(
a, σ2

n

)
, ÿê ëiíiéíà

êîìáiíàöiÿ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.
Çíàéäåìî òàêå ε, ùî P (|x̄− a| < ε) = γ, äå γ âèáðàíèé

ðiâåíü íàäiéíîñòi. Îñêiëüêè P (|x̄− a| < ε) = 2F0

(√
n

σ
ε
)
−

1, äå F0 � ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó,
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òî F0

(√
n

σ
ε
)

= γ+1
2
. Çâiäñè

√
n

σ
ε = u γ+1

2
, äå u γ+1

2
- êâàíòèëü

ïîðÿäêó γ+1
2

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó i ε =
u γ+1

2

σ√
n

Îòæå, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨ ìà¹ âèãëÿä:

(
x̄− u γ+1

2

σ√
n

; x̄ + u γ+1
2

σ√
n

)

Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨

Ïîðÿä ç òî÷êîâîþ îöiíêîþ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ x̄ =
1
n

n∑
k=1

xk ðîçãëÿíåìî îöiíêó äèñïåðñi¨ s2 = 1
n−1

n∑
k=1

(xk − x̄)2.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà x−a
s

√
n ìà¹

ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n− 1 ñòóïåíåì âiëüíîñòi. Òîäi

P (|x̄− a| < ε) = 2FSt

(√
n

s
ε

)
− 1,

äå FSt � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç n − 1 ñòóïåíåì
âiëüíîñòi.

Çâiäñè ε = s√
n
t γ+1

2
(n− 1), äå t γ+1

2
(n− 1)- êâàíòèëü ïî-

ðÿäêó γ+1
2

ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè âiëüíî-
ñòi.

Îòæå, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨ ìà¹ âèãëÿä:

(
x̄− s√

n
t γ+1

2
(n− 1) ; x̄ +

s√
n

t γ+1
2

(n− 1)

)
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Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ ïðè âiäîìîìó ìà-
òåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi
Íàéêðàùîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ ïðè âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íî-
ìó ñïîäiâàííi a ¹ σ̂2 = 1

n

n∑
k=1

(xk − a)2. Ðîçãëÿíåìî

σ̂2

σ2
n =

n∑

k=1

(
xk − a

σ

)2

Ñóìà êâàäðàòiâ íåçàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ
ç ïàðàìåòðàìè 0 i 1 âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ðîçïîäiëåíà çà
çàêîíîì Ïiðñîíà ç n ñòåïåíÿìè âiëüíîñòi. Òàêèì ÷èíîì

P
(
σ2

1 < σ2 < σ2
2

)
= P

(
n

σ̂2

σ2
2

< n
σ̂2

σ2
< n

σ̂2

σ2
1

)
= γ

= Fχ2

(
n

σ̂2

σ2
1

)
− Fχ2

(
n

σ̂2

σ2
2

)
,

äå Fχ2(x) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Ïiðñîíà (χ2) ç n ñòóïåíÿìè
âiëüíîñòi. Âèáðàâøè σ1 i σ2 òàê, ùîá

Fχ2

(
n

σ̂2

σ2
2

)
=

1− γ

2
; Fχ2

(
n

σ̂2

σ2
1

)
=

1 + γ

2
,

îäåðæèìî n σ̂2

σ2
2

= χ2
1−γ

2

(n); n σ̂2

σ2
1

= χ2
1+γ
2

(n) , äå χ2
1−γ

2

(n) òà
χ2

1+γ
2

(n) � êâàíòèëi ðîçïîäiëó Ïiðñîíà ç n ñòåïåíÿìè âiëü-
íîñòi ïîðÿäêó 1−γ

2
òà 1+γ

2
, âiäïîâiäíî.

Îòæå,

σ2
1 =

nσ̂2

χ2
1+γ
2

(n)
σ2

2 =
nσ̂2

χ2
1−γ

2

(n)
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Òàêèì ÷èíîì íàäiéíèé iíòåðâàë ç íàäiéíiñòþ γ äëÿ äèñ-
ïåðñi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íî-
ìó ñïîäiâàííi ìà¹ âèãëÿä:




nσ̂2

χ2
1+γ
2

(n)
;

nσ̂2

χ2
1−γ

2

(n)




Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ ïðè íåâiäîìîìó
ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi
Îöiíêà äèñïåðñi¨ ïðè íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàí-
íi ìà¹ âèãëÿä s2 = 1

n−1

n∑
k=1

(xk − x̄)2. Ðîçãëÿíåìî

s2

σ2
(n− 1) =

n∑

k=1

(
xk − x̄

σ

)2

.

Àíàëîãi÷íî äî ïóíêòó 2.2.2 îòðèìà¹ìî:

P
(
σ2

1 < σ2 < σ2
2

)
=

P

(
(n− 1)

s2

σ2
2

< (n− 1)
s2

σ2
< (n− 1)

s2

σ2
1

)
= γ

= Fχ2

(
(n− 1)

s2

σ2
1

)
− Fχ2

(
(n− 1)

s2

σ2
2

)
,

äå σ1 i σ1 âèáðàíi òàê, ùîá

Fχ2

(
(n− 1)

s2

σ2
2

)
=

1− γ

2
; Fχ2

(
(n− 1)

s2

σ2
1

)
=

1 + γ

2
.

Îòæå,

σ2
1 =

(n− 1) s2

χ2
1+γ
2

(n− 1)
, σ2

2 =
(n− 1) s2

χ2
1−γ

2

(n− 1)
,
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äå χ2
1−γ

2

(n− 1) òà χ2
1+γ
2

(n− 1)- êâàíòèëi ðîçïîäiëó Ïiðñîíà
ç n−1 ñòåïåíÿìè âiëüíîñòi ïîðÿäêiâ 1−γ

2
òà 1+γ

2
âiäïîâiäíî.

Òîìó íàäiéíèé iíòåðâàë ç íàäiéíiñòþ γ äëÿ äèñïåð-
ñi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó
ñïîäiâàííi ìà¹ âèãëÿä:




(n− 1) s2

χ2
1+γ
2

(n− 1)
;

(n− 1) s2

χ2
1−γ

2

(n− 1)




Âïðàâè
1. Äëÿ âèáiðêè îá'¹ìó n = 15 äëÿ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0.3 -1.6 -0.8 0.3 -1 0.1 0.4 -1.1 0 -1.1 -1.6 0.2 0 -1.6 -1.5

Çíàéòè âèáiðêîâi ñåðåäí¹ i äèñïåðñiþ òà âêàçàòè òî÷íiñòü
íàáëèæåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âèáiðêîâèì ñåðåäíiì ç
íàäiéíiñòþ 0.96 . Ç òi¹þ æ íàäiéíiñòþ çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë
äëÿ äèñïåðñi¨.
2. Ñêiëüêè âèìiðiâ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè ïîòðiáíî ïðîâåñòè, ùîá
òî÷íiñòü iíòåðâàëüíî¨ îöiíêè ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ñòàëà
ðiâíîþ 0.5, à íàäiéíiñòü öi¹¨ îöiíêè áóëà íå ìåíøîþ 0.9 . Ñå-
ðåäíÿ êâàäðàòè÷íà ïîõèáêà âèìiðþâàëüíîãî ïðèëàäó σ = 0.9
.
3. Íåõàé â n íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàííÿõ óñïiõ âiäáóâñÿ x ðàç.
Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ éìîâiðíîñòi p óñïiõó â îäíîìó
âèïðîáóâàííi.
4. Ïðè ïåðåâiðöi 100 äåòàëåé ç âåëèêî¨ ïàðòi¨ âèÿâëåíî 10 áðà-
êîâàíèõ äåòàëåé.

1. Çíàéòè 95%-íèé íàáëèæåíèé äîâið÷èé iíòåðâàë ÷àñòèíè
áðàêîâàíèõ äåòàëåé ó âñié ïàðòi¨.
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2. ßêèé ìiíiìàëüíèé îá'¹ì âèáiðêè ïîòðiáíî âçÿòè äëÿ òîãî,
ùîá ç éìîâiðíiñòþ 0.95 ìîæíà áóëî ñòâåðäæóâàòè, ùî
÷àñòèíà áðàêîâàíèõ äåòàëåé ó âñié ïàðòi¨ âiäðiçíÿ¹òüñÿ
âiä ÷àñòîòè ¨õ ïîÿâè ó âèáiðöi íå áiëüøå íiæ íà 1%.

5. Íåõàé ç îäíî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íîðìàëüíîãî ðîçïîäi-
ëó îäåðæàíî äâi âèáiðêè îá'¹ìiâ n1 i n2 âiäïîâiäíî. Âèáiðêîâi
îöiíêè ñåðåäíiõ òà äèñïåðñié çà öèìè âèáiðêàìè äîðiâíþþòü x̄1,
x̄2, s2

1, s2
2. Îá'¹äíàíi îöiíêè ñåðåäíüîãî òà äèñïåðñi¨ çà âèáiðêîþ

îá'¹ìó n1 + n2 îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

x̄ =
n1x̄1 + n2x̄2

n1 + n2
, s2 =

(n1 − 1)s2
1 + (n2 − 1)s2

2

n1 + n2 − 2

Äîâåñòè, ùî ÿêùî äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âiäîìà i
äîðiâíþ¹ σ2, òî äîâið÷èé iíòåðâàë ç íàäiéíiñòþ α äëÿ ìàòåìà-
òè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

x̄− σ√
n1 + n2

u(1+α)/2 < m < x̄ +
σ√

n1 + n2
u(1+α)/2 ;

ÿêùî äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íåâiäîìà, òî äîâið÷èé
iíòåðâàë ç íàäiéíiñòþ α äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âèçíà-
÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

x̄− s√
n1 + n2

t(1+α)/2(n1 + n2 − 2) < m <

< x̄ +
s√

n1 + n2
t(1+α)/2(n1 + n2 − 2),

äå uγ � êâàíòèëü ïîðÿäêó γ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîç-
ïîäiëó, tγ(n) � êâàíòèëü ïîðÿäêó γ ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç n
ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.
6. Çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë òà òî÷íîñòi âiäïîâiäíèõ iíòåð-
âàëüíèõ îöiíîê äëÿ íåâiäîìîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íîð-
ìîëüíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ÿêùî σ2 = D ξ =
25, îá'¹ì âèáiðêè n = 36, òî÷êîâà îöiíêà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäi-
âàííÿ x̄ = 7. Äîâið÷i iíòåðâàëè òà âiäïîâiäíi ¨ì òî÷íîñòi ïîáó-
äóâàòè äëÿ íàäiéíîñòåé γ = 0.95, γ = 0.99,γ = 0.999.



Ðîçäië 3

Òåîðiÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåç

3.1 Ñòàòèñòè÷íi ãiïîòåçè òà êðèòå-
ði¨ ¨õ ïåðåâiðêè

3.1.1 Çàãàëüíi ïîíÿòòÿ
Ñòàòèñòè÷íîþ ãiïîòåçîþ (ãiïîòåçîþ) áóäåìî íàçèâàòè
òâåðäæåííÿ ñòîñîâíî ðîçïîäiëó òà ¨õ ïàðàìåòðiâ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí. Iñòèííiñòü ñòàòèñòè÷íî¨ ãiïîòåçè ïåðåâiðÿ¹-
òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì îäåðæàíî¨ âèáiðêè ç ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi çíà÷åíü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùîäî ÿêèõ ñôîðìó-
ëüîâàíà ãiïîòåçà. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ðåçóëüòàòè ïåðåâiðêè
ñòàòèñòè÷íî¨ ãiïîòåçè íå ¹ ëîãi÷íèìè äîêàçàìè ¨¨ iñòèííî-
ñòi ÷è õèáíîñòi. Ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îäåðæàíà âèáið-
êà ñóïåðå÷èòü ÷è íå ñóïåðå÷èòü ñôîðìóëüîâàíié ãiïîòåçi,
à ãiïîòåçà, âiäïîâiäíî, óçãîäæó¹òüñÿ ÷è íå óçãîäæó¹òüñÿ
ç íàÿâíèìè ñòàòèñòè÷íèìè äàíèìè. Â ïåðøîìó âèïàäêó
ãiïîòåçà ïðèéìà¹òüñÿ (íå âiäõèëÿ¹òüñÿ), â äðóãîìó � âiä-
õèëÿ¹òüñÿ.

Ãiïîòåçó, ÿêà ïiäëÿãà¹ ïåðåâiðöi, áóäåìî íàçèâàòè îñíîâ-

29
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íîþ ÷è íóëüîâîþ òà ïîçíà÷àòèìåìî H0. Ãiïîòåçó, ùî ñóïå-
ðå÷èòü H0, íàçèâàòèìåìî êîíêóðóþ÷îþ ÷è àëüòåðíàòèâ-
íîþ. Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ H1.

Ïðàâèëî, çà ÿêèì ïðèéìà¹òüñÿ ðiøåííÿ âiäõèëèòè ÷è
íå âiäõèëèòè îñíîâíó ãiïîòåçó, íàçèâà¹òüñÿ êðèòåði¹ì. Îñ-
êiëüêè ðiøåííÿ ïðèéìà¹òüñÿ íà îñíîâi ñïîñòåðåæåíü íàä
çíà÷åííÿìè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, òî ïîòðiáíî âèáðàòè
âiäïîâiäíó ñòàòèñòèêó Z, ÿêà â öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹-
òüñÿ, ñòàòèñòèêîþ êðèòåðiþ. Ïåðåâiðêà ñòàòèñòè÷íî¨ ãi-
ïîòåçè áàçó¹òüñÿ íà ïðèíöèïi, çãiäíî ÿêîãî ìàëîéìîâiðíi
ïîäi¨ ¹ íåìîæëèâèìè, à ïîäi¨ ç âåëèêèìè éìîâiðíîñòÿìè
¹, âiäïîâiäíî, äîñòîâiðíèìè. Òîáòî ïåðåä ïî÷àòêîì àíàëi-
çó âèáiðêè âèáèðà¹òüñÿ äåÿêå ÷èñëî, ùî ¹ âåðõíèì ðiâíåì
ìàëèõ éìîâiðíîñòåé. Öå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ ðiâíåì çíà÷ó-
ùîñòi i ÷àñòiøå âñüîãî ïîçíà÷à¹òüñÿ áóêâîþ α. Íåõàé V �
ìíîæèíà çíà÷åíü ñòàòèñòèêè Z, à Vk ⊆ V � òàêà ìíîæè-
íà, ùî ïðè óìîâi iñòèííîñòi ãiïîòåçè H0 éìîâiðíiñòü ïî-
ïàäàííÿ ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ â Vk äîðiâíþ¹ α. Ìíîæèíà
Vk íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ îáëàñòþ, à ìíîæèíà V \ Vk �
îáëàñòþ ïðèéíÿòòÿ ãiïîòåçè. Òîáòî, ÿêùî âèáiðêîâå çíà÷å-
ííÿ ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ ïîïàäà¹ â êðèòè÷íó îáëàñòü, òî
îñíîâíà ãiïîòåçà ïîâèííà áóòè âiäõèëåíà ÿê òàêà, ùî íå
óçãîäæó¹òüñÿ ç îäåðæàíîþ âèáiðêîþ. ßêùî æ âèáiðêîâå
çíà÷åííÿ öi¹¨ ñòàòèñòèêè íå ïîïàäà¹ â Vk, òî ãiïîòåçà ïðè-
éìà¹òüñÿ, òîáòî ââàæà¹òüñÿ, ùî âîíà íå ñóïåðå÷èòü äàíié
âèáiðöi.

Î÷åâèäíî, îñêiëüêè ïåðåâiðêà ïðàâèëüíîñòi ñòàòèñòè-
÷íî¨ ãiïîòåçè íà îñíîâi âèáiðêè ìiñòèòü äîëþ âèïàäêîâîñòi
â ñâî¨õ ðåçóëüòàòàõ, òî ïðè öüîìó ìîæëèâi ïîìèëêè. Ðîç-
ðiçíÿþòü ïîìèëêó ïåðøîãî òèïó, ùî ïîëÿãà¹ ó âiäõèëåí-
íi îñíîâíî¨ ãiïîòåçè òîäi, êîëè âîíà íàñïðàâäi ïðàâèëü-
íà, i ïîìèëêó äðóãîãî òèïó, êîëè îñíîâíà ãiïîòåçà ïðè-
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éìà¹òüñÿ òîäi, ÿê ïðàâèëüíîþ ¹ àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà.
Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî òèïó äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi
ïîïàäàííÿ ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ â êðèòè÷íó îáëàñòü ïðè
óìîâi, ùî ïðàâèëüíà îñíîâíà ãiïîòåçà, òîáòî äîðiâíþ¹ ðiâ-
íþ çíà÷óùîñòi: P(Z ∈ Vk/H0) = α. Îñêiëüêè öÿ éìîâið-
íiñòü ìàëà, òî ìè ââàæà¹ìî, ùî çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè êðè-
òåðiþ íå ìîæå ïîïàñòè â êðèòè÷íó îáëàñòü, ÿêùî îñíîâíà
ãiïîòåçà ïðàâèëüíà.

Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè äðóãîãî òèïó

β = P(Z ∈ V \ Vk/H1),

íàæàëü, íå ìîæå áóòè çðîáëåíà ÿê çàâãîäíî ìàëîþ äëÿ äà-
íî¨ âèáiðêè. Çìåíøèòè éìîâiðíiñòü ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó
ìîæíà øëÿõîì çáiëüøåííÿ îá'¹ìó âèáiðêè. ßêùî æ âèáið-
êà çàäàíà, áàæàíî îñíîâíîþ ãiïîòåçîþ âèáèðàòè òå ïðèïó-
ùåííÿ, äëÿ ÿêîãî ïîìèëêîâå âiäõèëåííÿ ¹ áiëüø íåáàæà-
íèì, íiæ éîãî ïðèéíÿòòÿ êîëè âîíî íåïðàâèëüíå.

Ïðèêëàä.Ïåðåâiðÿ¹òüñÿ øêiäëèâiñòü íîâîãî ëiêàðñüêî-
ãî ïðåïàðàòó íà îñíîâi ñïîñòåðåæåíü çà òèìè, õòî éîãî
ïðèéìàâ. Îñíîâíîþ ãiïîòåçîþ H0 ìîæíà âèáðàòè ïðèïó-
ùåííÿ, ùî ïðåïàðàò øêiäëèâèé (òîäi àëüòåðíàòèâíà ãiïî-
òåçà H1 = {ïðåïàðàò íåøêiäëèâèé}) àáî, ùî ïðåïàðàò íå-
øêiäëèâèé (òîäi àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà H1 = {ïðåïàðàò
øêiäëèâèé}). Â ïåðøîìó âèïàäêó ïîìèëêà ïåðøîãî òèïó
îçíà÷à¹, ùî øêiäëèâèé ïðåïàðàò áóäå âèçíàíî íåøêiäëè-
âèì, à â äðóãîìó âèïàäêó � ùî íåøêiäëèâèé ïðåïàðàò
áóäå âèçíàíî øêiäëèâèì. Íàñëiäêîì òàêî¨ ïîìèëêè â ïåð-
øîìó âèïàäêó ¹ çàãðîçà çäîðîâ'þ i æèòòþ ëþäåé, à â äðó-
ãîìó âèïàäêó � òiëüêè çáèòêè ôiðìè, ùî ðîçðîáèëà öåé
ïðåïàðàò. Î÷åâèäíî, ùî ïåðøèé ñïîñiá âèáîðó îñíîâíî¨ òà
àëüòåðíàòèâíî¨ ãiïîòåç ¹ áiëüø ïðèéíÿòíèì.



32 Ðîçäië 3. Òåîðiÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåç

3.1.2 Êðèòåði¨, ùî áàçóþòüñÿ íà iíòåðâàëü-
íèõ îöiíêàõ

Íåõàé x1, x2, ..., xn � âèáiðêà îá'¹ìó n ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ðîçïîäië ÿêî¨ çàäà¹-
òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x, θ), ùî çàëåæèòü âiä ïàðà-
ìåðòà θ. Ðîçãëÿíåìî ãiïîòåçóH0, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
θ = θ0. Àëüòåðíàòèâíîþ ãiïîòåçîþ äî H0 áóäåìî ââàæàòè
îäíó ç ãiïîòåç H ′

1 : θ 6= θ0, H ′′
1 : θ < θ0, H ′′′

1 : θ > θ0. Êðèòåði¨
ç àëüòåðíàòèâíèìè ãiïîòåçàìè H ′′

1 , H ′′′
1 íàçèâàþòüñÿ îäíî-

ñòîðîííiìè, âiäïîâiäíî, ëiâîñòîðîííiì òà ïðàâîñòîðîííiì.
Ïåðåâiðêó ãiïîòåçè H0 ìîæíà ïðîâîäèòè, áàçóþ÷èñü íà ií-
òåðâàëüíèõ îöiíêàõ (äîâið÷èõ iíòåðâàëàõ) ïàðàìåòðà θ.

ßê âiäîìî, äëÿ ïîáóäîâè iíòåðâàëüíî¨ îöiíêè ïàðàìå-
òðà θ ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè äåÿêó (áàæàíî åôåêòèâíó) îöií-
êó θ̂ ïàðàìåòðà θ òà çíàéòè òàêó ñòàòèñòèêó g

(
θ̂, θ

)
, ðîç-

ïîäië ÿêî¨ âiäîìèé i íå çàëåæèòü âiä θ. Êðiì òîãî ôóíêöiÿ
g

(
θ̂, θ

)
ïîâèííà áóòè íåïåðâíà òà ñòðîãî ìîíîòîííà ïî θ.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé ðiâåíü α � ðiâåíü çíà÷óùîñòi òà ïî-
áóäó¹ìî äîâið÷èé iíòåðâàë (θ1, θ2) ÷è ëiâîñòîðîííié (−∞; θ2)
àáî ïðàâîñòîðîííié (θ1; +∞) äîâið÷i iíòåðâàëè ç íàäiéíi-
ñòþ 1−α. Ïiñëÿ öüîãî êðèòåðié ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 âè-
ãëÿäàòèìå òàê: ÿêùî àëüòåðíàòèâíîþ ãiïîòåçîþ ¹ H ′

1, òî
êîëè θ0 /∈ (θ1, θ2) ãiïîòåçà âiäõèëÿ¹òüñÿ, à êîëè θ0 ∈ (θ1, θ2),
ãiïîòåçà H0 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ; ÿêùî àëüòåðíàòèâíîþ ãiïî-
òåçîþ ¹ H ′′

1 , òî êîëè θ0 ≥ θ2 ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, à
êîëè θ0 < θ2 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ; ÿêùî àëüòåðíàòèâíîþ ãiïî-
òåçîþ ¹ H ′′′

1 , òî êîëè θ0 ≤ θ1, ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, à
êîëè θ0 > θ1 íå âiäõèëÿ¹òüñÿ. Ïðè öüîìó â óñiõ âèïàäêàõ
éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó (âiäõèëèòè ïðàâèëüíó
ãiïîòåçó) äîðiâíþ¹ α (íå áiëüøà, íiæ α).

Çàóâàæèìî, ùî ðiâåíü çíà÷óùîñòi α ìîæíà âèáðàòè íå-
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Òóò uγ- êâàíòèëü ïîðÿäêó γ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî
ðîçïîäiëó N (0; 1).

Îòæå, ÿêùî x̄ − u1−α
2

σ√
n

< a0 < x̄ + u1−α
2

σ√
n
÷è a0 <

x̄ − uα
σ√
n

àáî a0 > x̄ − u1−α
σ√
n
, òî ãiïîòåçà H0 íå âiä-

õèëÿ¹òüñÿ (íå ñóïåðå÷èòü åìïiðè÷íîìó ðîçïîäiëó âèáið-
êè), âiäïîâiäíî äî àëüòåðíàòèâíèõ ãiïîòåç H ′

1 : a 6= a0,
H ′′

1 : a < a0, H ′′′
1 : a > a0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òó æ ñàìó ãiïîòåçó H0 ïðè óìîâi, ùî
äèñïåðñiÿ σ2 íåâiäîìà (ùî ÷àñòiøå âñüîãî áóâà¹). Òîäi ñòà-
òèñòèêà x̄−a

s/
√

n
, äå s2 = 1

n−1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 � òî÷êîâà îöiíêà
äèñïåðñié σ2, ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n − 1 ñòóïåíåì
âiëüíîñòi (T (n− 1)).

Äîâið÷i iíòåðâàëè â ðîçãëÿäóâàíèõ íàìè òðüîõ âèïàä-
êàõ ìàþòü òàêèé âèãëÿä (ðiâåíü çíà÷óùîñòi α):
äâîñòîðîííié

(
x̄− t1−α

2
(n− 1) s√

n
; x̄ + t1−α

2
(n− 1) s√

n

)
,

ëiâîñòîðîííié
(
−∞; x̄− tα (n− 1) s√

n

)
,

ïðàâîñòîðîííié
(
x̄− t1−α (n− 1) s√

n
; +∞

)
,

äå tγ(n− 1) � êâàíòèëü ïîðÿäêó γ ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç
n− 1 ñòóïåíåì âiëüíîñòi.

Òåïåð î÷åâèäíî, ÿêèìè ¹ êðèòåði¨ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0 â öèõ âèïàäêàõ.

Ïåðåéäåìî äî ãiïîòåçè ïðî äèñïåðñiþ íîðìàëüíîãî ðîç-
ïîäiëó. Íåõàé H0 : σ2 = σ2

0 ïðè ìîæëèâèõ àëüòåðíàòèâàõ
H ′

1 : σ2 6= σ2
0, H ′′

1 : σ2 < σ2
0, H ′′′

1 : σ2 > σ2
0:.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âàðiàíò: ïàðàìåòð a âiäîìèé. Öå
ìîæå áóòè ó âèïàäêó, êîëè âèìiðþ¹òüñÿ äåÿêà åòàëîííà
âåëè÷èíà ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ òî÷íîñòi ïðèëàäó (â ïðèïó-
ùåííi, ùî ïðèëàä ñèñòåìàòè÷íî¨ ïîìèëêè íå äà¹). Ñòàòè-
ñòèêà n·s2

0

σ2 , äå s2
0 = 1

n

n∑
i=1

(xi − a)2 � òî÷êîâà îöiíêà äèñïåð-
ñié σ2, ìà¹ ðîçïîäië Ïiðñîíà (χ2) ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.



3.2. Ãiïîòåçè ïðî ïàðàìåòðè íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó 35

Ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi α äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ σ2, ìàþòü
òàêèé âèãëÿä:
äâîñòîðîííié

(
n·s2

0

χ2
1−α

2
(n)

;
n·s2

0

χ2
α
2

(n)

)
,

ëiâîñòîðîííié
(
0;

n·s2
0

χ2
α(n)

)
,

ïðàâîñòîðîííié
(

n·s2
0

χ2
1−α(n)

; +∞
)
.

Òóò χ2
γ (n) � êâàíòèëü ïîðÿäêó γ ðîçïîäiëó Ïiðñîíà ç n

ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.
Îòæå, ÿêùî σ0 ïîïàäà¹ â îäèí ç öèõ iíòåðâàëiâ, òî ãiïî-

òåçà H0 íå ñóïåðå÷èòü åìïiðè÷íîìó ðîçïîäiëó âèáiðêè ïðè
âiäïîâiäíié àëüòåðíàòèâi, â iíøîìó âèïàäêó ãiïîòåçó H0

ïîòðiáíî âiäõèëèòè ÿê òàêó, ùî íå óçãîäæó¹òüñÿ ç âèáið-
êîþ. Ïðè öüîìó, ÿê i ðàíiøå, éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî
ðîäó äîðiâíþ¹ α (íå ïåðåâèùó¹ α).

Íåõàé òåïåð ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ íå âiäîìå (îñíîâ-
íèé âèïàäîê). Òîäi ñòàòèñòèêà (n−1)s2

σ2 ìà¹ ðîçïîäië Ïiðñî-
íà ç n−1 ñòóïåíåì âiëüíîñòi. Âiäïîâiäíi äîâið÷i iíòåðâàëè
òàêi:
äâîñòîðîííi

(
(n−1)s2

χ1−α
2

(n−1)
; (n−1)s2

χ α
2

(n−1)

)
,

ëiâîñòîðîííi
(
0; (n−1)s2

χ2
α(n−1)

)
,

ïðàâîñòîðîííi
(

(n−1)s2

χ2
1−α(n−1)

; +∞
)
.

Òóò s2 = 1
n−1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 � òî÷êîâà îöiíêà äèñïåðñié
σ2, χ2

γ (n− 1) � êâàíòèëü ïîðÿäêó γ ðîçïîäiëó Ïiðñîíà ç
n−1 ñòóïåíåì âiëüíîñòi. Òàêèì ÷èíîì êðèòåði¹ì ïåðåâiðêè
ãiïîòåçè H0, ïðè ðîçãëÿíóòèõ àëüòåðíàòèâíèõ ãiïîòåçàõ, ¹
ïîïàäàííÿ çíà÷åííÿ σ2

0 ó âiäïîâiäíèé äîâið÷èé iíòåðâàë.
Ïðèêëàä. Äëÿ äîñëiäæåííÿ åôåêòó âiä âèêîðèñòàííÿ

íîâî¨ òåõíîëîãi¨ ó âèðîáíèöòâi äåÿêèõ âèðîáiâ â ïîðiâíÿí-
íi ç iñíóþ÷îþ òåõíîëîãi¹þ âèðîáíè÷èé ïiäðîçäië ïðàöþâàâ
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10 äíiâ çà íîâîþ òåõíîëîãi¹þ òà 10 äíiâ � çà ñòàðîþ. Íà
ïî÷àòêó êîæíî¨ ïàðè äíiâ ç äîïîìîãîþ ïiäêèäàííÿ ìîíå-
òè âèðiøóâàëîñü çà ÿêîþ òåõíîëîãi¹þ ïðàöþâàòè ïåðøîãî
äíÿ. Çíàéäåíi ðiçíèöi îáñÿãiâ âèðîáíèöòâà ïðîäóêöié äëÿ
êîæíî¨ ïàðè äíiâ (âiä îáñÿãó ïðîäóêöi¨, âèãîòîâëåíî¨ çà íî-
âîþ òåõíîëîãi¹þ âiäíiìàâñÿ îáñÿã ïðîäóêöi¨, âèãîòîâëåíî¨
çà ñòàðîþ òåõíîëîãi¹þ) íàâåäåíî â òàáëèöi:

� ïàðè Ðiçíèöÿ � ïàðè Ðiçíèöÿ
1
2
3
4
5

2,4
1,0
0,7
0,0
1,1

6
7
8
9
10

1,6
-0,4
1,1
0,1
0,7

×è ïiäòâåðäæóþòü îäåðæàíi äàíi íàÿâíiñòü åôåêòó âiä
âïðîâàäæåííÿ íîâî¨ òåõíîëîãi¨?

Ðîçâ'ÿçîê. Ó òåðìiíàõ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç
çàäà÷ó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê. Ìà¹ìî 10 íåçàëåæíèõ
ñïîñòåðåæåíü íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ (N(a; σ2)) âèïàäêî-
âî¨ âåëè÷èíè. Ïðè÷îìó, ïàðàìåòðè öüîãî ðîçïîäiëó íåâiäî-
ìi. Ñòîñîâíî ïàðàìåòðà a âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 : a = 0.
Íåâiäõèëåííÿ öi¹¨ ãiïîòåçè áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê âiäñó-
òíiñòü åôåêòó âiä âïðîâàäæåííÿ íîâî¨ òåõíîëîãi¨. ßê àëü-
òåðíàòèâó ðîçãëÿäà¹ìî îäíîái÷íó ãiïîòåçó H1 : a > 0.
Âèáið àëüòåðíàòèâè ïðîäèêòîâàíèé íàìàãàííÿì âñòàíîâè-
òè íàÿâíiñòü åôåêòó (ïðèðîñòó âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨) âiä
âèêîðèñòàííÿ íîâî¨ òåõíîëîãi¨. Âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0 áó-
äåìî iíòåðïðåòóâàòè ÿê íàÿâíiñòü åôåêòó.

Çíàéäåìî

x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi =
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=
1

10
(2, 4 + 1, 0 + ... + 0, 7) = 0, 83,

s2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2 =

=
1

9
((2, 4− 0, 83)2 + ... + (0, 7− 0, 83)2) = 0, 667

òà çà òàáëèöåþ ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà (âiçüìåìî ðiâåíü çíà-
÷óùîñòi α = 0, 05)

t1−0,05(10− 1) = 1, 833.

Îñêiëüêè

x̄− t1−α (n− 1)
s√
n

= 0, 83− 1, 833 ·
√

0, 667

10
= 0, 356 > 0,

òî íà ðiâíi çíà÷óùîñòi 0,05 ãiïîòåçà H0 : a = 0 âiäõèëÿ¹-
òüñÿ. Òîáòî ïðèïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü åôåêòó íîâî¨ òå-
õíîëîãi¨ ñóïåðå÷èòü íàÿâíèì äàíèì. Ïðè öüîìó ìè ìîãëè
ïîìèëèòèñÿ (ïîìèëêà ïåðøîãî òèïó) ç éìîâiðíiñòþ 0,05.

3.3 Äèñïåðñiéíèé àíàëiç
Ïðèïóñòèìî, ùî ïåâíà âåëè÷èíà âèìiðþ¹òüñÿ ïiä âïëèâîì
äåÿêîãî ôàêòîðà. Öå ìîæå áóòè ôàêòîð �ïðèëàä�, ÿêùî
âîíà âèìiðþ¹òüñÿ ðiçíèìè ïðèëàäàìè, ÷è ôàêòîð �óìîâà�,
ÿêùî âîíà âèìiðþ¹òüñÿ â ðiçíèõ óìîâàõ i ò. ä. Íàñ öiêà-
âèòèìå ïèòàííÿ ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ çíà÷åíü, îäåðæàíèõ
ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ôàêòîðà. Äëÿ âèâ÷åííÿ öüîãî ïèòà-
ííÿ çàñòîñó¹ìî îäíîôàêòîðíèé äèñïåðñiéíèé àíàëiç.
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Íåõàé ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü óòâîðþþòü l íåçàëå-
æíèõ âèáiðîê, îäåðæàíèõ ç ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé çíà-
÷åíü l íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç ìà-
òåìàòè÷íèìè ñïîäiâàííÿìè a1, a2,..., al òà ðiâíèìè äèñïåð-
ñiÿìè σ2.

Ðîçãëÿíåìî ãiïîòåçó H0 : a1 = a2 = ... = al. ßêùî
ãiïîòåçà H0 íå ñóïåðå÷èòü âèáiðêàì, òî ìîæíà ñòâåðäæó-
âàòè, ùî ôàêòîð íå âïëèâà¹ íà ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ðåçóëü-
òàòiâ âèìiðiâ. Â iíøîìó âèïàäêó ñåðåäíi çíà÷åííÿ äåÿêèõ
âèáiðîê ìàþòü ñóòò¹âi âiäìiííîñòi, ùî ñâiä÷èòü ïðî âïëèâ
äàíîãî ôàêòîðà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xij (i = 1, 2, ..., nj; j =
1, 2, ..., l) i-òå âèáiðêîâå çíà÷åííÿ j-òî¨ âèáiðêè. Íåõàé xj =

1
nj

nl∑
i=1

xij � âèáiðêîâå ñåðåäí¹ j-òî¨ âèáiðêè; x = 1
n

l∑
j=1

nj∑
i=1

xij �

âèáiðêîâå ñåðåäí¹ îá'¹äíàíî¨ âèáiðêè (òóò n =
l∑

j=1
nj).

Ðîçãëÿíåìî
l∑

j=1

nl∑

i=1

(xij − x̄)2 =
l∑

j=1

nl∑

i=1

(xij − xj + xj − x̄)2 =

=
l∑

j=1

nl∑

i=1

(xij − xj)
2 + 2

l∑

j=1

nl∑

i=1

(xij − xj) (xj − x̄) +

+
l∑

j=1

nl∑

i=1

(xj − x̄)2 =

=
l∑

j=1

nl∑

i=1

(xij − xj)
2 +

l∑

i=1

ni (xi − x̄)2.
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Òóò âðàõîâàíî, ùî
l∑

j=1

nl∑

i=1

(xij − xj) (xj − x̄) =
l∑

j=1

(xj − x̄)

(
nl∑

i=1

xij − njxj

)
= 0

çà îçíà÷åííÿì xj.
Ïîçíà÷èâøè

l∑

j=1

nl∑

i=1

(xij − xj)
2 = Q1, (3.1)

l∑

j=1

nj (xj − x̄)2 = Q2, (3.2)

l∑

j=1

nl∑

i=1

(xij − x̄)2 = Q, (3.3)

îäåðæèìî ðiâíiñòü

Q = Q1 + Q2 (3.4)
Öþ ðiâíiñòü íàçèâàþòü îñíîâíèì ðiâíÿííÿì äèñïåðñié-

íîãî àíàëiçó. Ñóìà Q îïèñó¹ çàãàëüíó ìiíëèâiñòü âèáiðêî-
âèõ çíà÷åíü âiäíîñíî çàãàëüíîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ. Ñó-
ìà Q1 çàäà¹ ìiíëèâiñòü âèáiðêîâèõ çíà÷åíü âñåðåäèíi êî-
æíî¨ âèáiðêè âiäíîñíî ñâîãî âèáiðêîâîãî ñåðåäíüîãî. Ñóìà
Q2 õàðàêòåðèçó¹ âiäõèëåííÿ âèáiðêîâèõ ñåðåäíiõ êîæíî¨
âèáiðêè âiä çàãàëüíîãî ñåðåäíüîãî. Çíà÷íå ïåðåâàæàííÿ Q2

íàä Q1 â ðiâíîñòi (3.4) ñâiä÷èòü íå íà êîðèñòü ãiïîòåçè H0

(òîáòî ¹ âïëèâ ôàêòîðà íà ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíü).
Âèÿñíèìî, ùî îçíà÷àþòü ñëîâà �çíà÷íå ïåðåâàæàííÿ�.

ßêùî ãiïîòåçà H0 ïðàâèëüíà, òî ñòàòèñòèêè Q1

σ2 òà Q2

σ2 íåçà-
ëåæíi òà ìàþòü ðîçïîäiëè Ïiðñîíà ç n− l òà l− 1 ñòóïåíÿ-
ìè âiëüíîñòi, âiäïîâiäíî. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñòàòèñòèêè
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S2
1 = Q1

n−l
, S2

2 = Q2

l−1
¹ íåçìiùåíèìè îöiíêàìè ïàðàìåòðà σ2.

Âiäíîøåííÿ öèõ îöiíîê

S2
2

S2
1

=
Q2

l−1
Q1

n−l

= F (l − 1, n− l) (3.5)

ìà¹ ðîçïîäië Ôiøåðà ç l − 1 òà n − l ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.
Òîìó ñòàòèñòèêó (3.5) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïåðåâiðêè
ãiïîòåçè H0. À ñàìå, ÿêùî âèáiðêîâå çíà÷åííÿ Fâ ñòàòèñòè-
êè (3.5) ¹ ìàëèìè (òîáòî Fâ < F1−α(l − 1, n− l)), òî ãiïî-
òåçà H0 íå ñóïåðå÷èòü ðåçóëüòàòàì ñïîñòåðåæåíü, à ÿêùî
Fâ âåëèêå (òîáòî Fâ ≥ F1−α (l − 1, n− l)), òî ãiïîòåçà H0

âiäõèëÿ¹òüñÿ. Òóò F1−α (l − 1, n− l) � êâàíòèëü ïîðÿäêó
1−α ðîçïîäiëó Ôiøåðà ç l−1 òà n− l ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.
Ïðè öüîìó éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî òèïó äîðiâíþ¹
α.

Ó âèïàäêó, êîëè ãiïîòåçà íå âiäõèëÿ¹òüñÿ, íåçìiùåíîþ
îöiíêîþ ñïiëüíîãî çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü ¹ ñòà-
òèñòèêà x. ßêùî ãiïîòåçà âiäõèëÿ¹òüñÿ, òî õî÷à á äâà çíà-
÷åííÿ aj ¹ ðiçíèìè. Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè, ÿêi ñàìå ìà-
òåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ ¹ ðiçíèìè, ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä
ëiíiéíèõ êîíòðàñòiâ. Ëiíiéíèì êîíòðàñòîì íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü L =

l∑
j=1

cjaj,

äå cj, j = 1, 2, ..., l äåÿêi ñòàëi,
l∑

j=1
cj = 0. Îöiíêîþ âåëè÷è-

íè L ¹, î÷åâèäíî, ñòàòèñòèêà

L̂ =
l∑

j=1

cjxj. (3.6)

Îñêiëüêè

D(L̂) =
l∑

j=1

c2
jDxj =

l∑

j=1

c2
j

1

n2
j

nl∑

i=1

Dxij =
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=
l∑

j=1

c2
j

1

n2
j

njσ
2 = σ2

l∑

j=1

c2
j

nj

,

òî îöiíêîþ äèñïåðñi¨ L̂ ¹ ñòàòèñòèêà

s2
L =

Q2

n− l

l∑

j=1

c2
j

nj

. (3.7)

Ìåæi äîâið÷îãî iíòåðâàëó (ïðè çíà÷óùîñòi α) äëÿ ëi-
íiéíîãî êîíòðàñòà L ìàþòü âèãëÿä:

L̂± sL

√
(l − 1) F1−α (l − 1, n− l), (3.8)

äå F1−α (l − 1, n− l) � êâàíòèëü ïîðÿäêó 1 − α ðîçïîäiëó
Ôiøåðà ç l − 1 òà n− l ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.

Ïåðåâiðÿþ÷è ãiïîòåçè òèïó am = ak, ðîçãëÿäà¹ìî âiä-
ïîâiäíî ëiíiéíi êîíòðàñòè L = am − ak. ßêùî 0 ïîïàäà¹
ó âiäïîâiäíèé äîâið÷èé iíòåðâàë, òî ãiïîòåçà íå âiäõèëÿ¹-
òüñÿ, à â iíøîìó âèïàäêó � âiäõèëÿ¹òüñÿ i çíà÷åííÿ am òà
ak ñëiä ââàæàòè ðiçíèìè.

Ïðèêëàä. Òðè ãðóïè ñòóäåíòiâ íàâ÷àëèñü çà ðiçíèìè
ìåòîäèêàìè. Ïiñëÿ çàêií÷åííÿ ïåâíîãî ïåðiîäó íàâ÷àííÿ
áóëî ïðîâåäåíî òåñòîâèé êîíòðîëü íàä âèïàäêîâî âèáðà-
íèìè ñòóäåíòàìè ç êîæíî¨ ãðóïè. Êiëüêiñòü ïîìèëîê, çðî-
áëåíèõ ñòóäåíòàìè íàâåäåíî â òàáëèöi:

� ãðóïè Êiëüêiñòü ïîìèëîê
1 1 3 2 1 0 2 1
2 2 3 2 1 4
3 4 5 3

Ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi α = 0, 05 ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî
âiäñóòíiñòü âïëèâó ðiçíèõ ìåòîäèê íà ðåçóëüòàòè íàâ÷à-
ííÿ. ßêùî ãiïîòåçà áóäå âiäõèëåíà, âèçíà÷èòè, ÿêi ñàìå
ìåòîäèêè ìàþòü ðiçíèé âïëèâ íà ðåçóëüòàòè ñòóäåíòiâ.
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Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî çàäà÷à ïîëÿãà¹ â ïåðåâiðöi ãiïî-
òåçè H0 : a1 = a2 = a3, äå ak � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
êiëüêîñòi ïîìèëîê â k-òié ãðóïi. Â íàøîìó âèïàäêó l = 3,
n = 15.

Îá÷èñëèìî

x1 =
1

7
(1 + 3 + ... + 1) = 1, 428,

x2 =
1

5
(2 + 3 + ... + 4) = 2, 4,

x3 =
1

3
(4 + 5 + 3) = 4,

x =
1

34
(1 + 3 + ... + 3) = 2, 267.

Äàëi ç (3.1) � (3.3)

Q = (1− 2, 267)2 + (3− 2, 267)2 + ... + (3− 2, 267)2 = 26, 93,

Q1 = (1− 1, 428)2 + ... + (1− 1, 428)2 + (2− 2, 4)2 + ...

+(4− 2, 4)2 + +(4− 4)2 + ... + (3− 4)2 = 14, 02,

Q2 = 7 ·(1, 428−2, 267)2+5 ·(2, 4−2, 267)2+3 ·(4−2, 267)2 =

= 12, 91.

Îá÷èñëèìî âèáiðêîâå çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè (3.5):

FB =
Q1/(l − 1)

Q2/(n− l)
=

14, 02/2

12, 91/12
= 6, 52.

Ç òàáëèöi ðîçïîäiëó Ôiøåðà çíàõîäèìî F0,95(2, 12) = 3, 89.
Îñêiëüêè FB = 6, 52 > 3, 89, òî ãiïîòåçà ïðî ðiâíiñòü ñåðå-
äíiõ ñóïåðå÷èòü íàÿâíèì äàíèì i ïîâèííà áóòè âiäõèëåíà.
Òîáòî ¹ âïëèâ ðiçíèõ ìåòîäèê íà ðåçóëüòàòè íàâ÷àííÿ.
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Ïåðåâiðèìî ÿêi æ ñàìå ç òðüîõ ñåðåäíiõ ñóòò¹âî âiäði-
çíÿþòüñÿ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî òðè ãiïîòåçè H

(1)
0 : a1 =

a2, H
(2)
0 : a1 = a2, H

(3)
0 : a1 = a2 ç äâîñòîðîííiìè àëüòåðíà-

òèâàìè. Ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíi ëiíiéíi êîíòðàñòè:

L1 = a1 − a2, L2 = a1 − a3, L3 = a2 − a3.

Îá÷èñëèìî îöiíêè ëiíiéíèõ êîíòðàñòiâ (äèâ. (3.6)):

L̂1 = 1, 428− 2, 4 = −0, 972,

L̂2 = 1, 428− 4 = −2, 572,

L̂3 = 2, 4− 4 = −1, 6;

òà ¨õ äèñïåðñié (äèâ. 3.7 ):

s2
L1

=
12, 91

15− 3
·
(

1

7
+

1

5

)
= 0, 37,

s2
L2

=
12, 91

15− 3
·
(

1

7
+

1

3

)
= 0, 51,

s2
L3

=
12, 91

15− 3
·
(

1

5
+

1

3

)
= 0, 58.

Âèáðàâøè ðiâåíü çíà÷óùîñòi α = 0, 05, ç òàáëèöi ðîçïîäiëó
Ôiøåðà çíàõîäèìî F1−α(l − 1, n − l) = F0,95(2, 12) = 3, 89.
Îòæå, ìåæi äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ äëÿ ðîçãëÿíóòèõ ëiíiéíèõ
êîíòðàñòiâ, âiäïîâiäíî, äîðiâíþþòü (âèêîðèñòà¹ìî ôîðìó-
ëó (3.8)):

−0, 97± 1, 67, −2, 57± 2, 00, −1, 6± 2, 12.

Çâiäñè âèäíî, ùî ãiïîòåçè a1 = a2, a2 = a3 íå âiäõèëÿþ-
òüñÿ (íóëü ìiñòèòüñÿ ó âiäïîâiäíèõ äîâið÷èõ iíòåðâàëàõ);
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ãiïîòåçà a1 = a3 � âiäõèëÿ¹òüñÿ (íóëü íå íàëåæèòü âiäïî-
âiäíîìó äîâið÷îìó iíòåðâàëó). Îòæå, âiäìiííîñòi ñåðåäíiõ
çíà÷åíü êiëüêîñòi ïîìèëîê â ïåðøié òà äðóãié ãðóïàõ, â
äðóãié òà òðåòié ãðóïàõ ¹ íåñóòò¹âèìè. Âiäìiííiñòü ìiæ
ñåðåäíiìè çíà÷åííÿìè â ïåðøié òà òðåòié ãðóïàõ iñòîòíà,
ùî ãîâîðèòü ïðî âïëèâ ðiçíèõ ìåòîäèê íàâ÷àííÿ, çàñòîñî-
âàíèõ â öèõ ãðóïàõ. Òóò âàðòî íàãàäàòè, ùî ïðèéíÿòòÿ ÷è
âiäõèëåííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ãiïîòåçè íå ¹ äîâåäåííÿì ëîãi÷íî¨
iñòèííîñòi âiäïîâiäíîãî òâåðäæåííÿ.

3.4 Êðèòåðié χ2

Íåõàé x1, x2, ..., xn� âèáiðêà îá'¹ìó n ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi çíà÷åíü äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Ðîçãëÿíåìî
ãiïîòåçó H0 ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè ξ çàäà¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x).
Ðîçïîäië â ôîðìóëþâàííi ãiïîòåçè ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèé,
òîìó ó âèïàäêó, êîëè âií çàëåæèòü âiä äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ
ïîïåðåäíüî îöiíèìî öi ïàðàìåòðè çà âèáiðêîþ i çíà÷åííÿ-
ìè ïàðàìåòðiâ âiçüìåìî ¨õíi îöiíêè. Òîìó ãiïîòåçó H0 ìî-
æíà ôîðìóëþâàòè ÿê íàëåæíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè äî ïåâíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî êëàñó ðîçïîäiëiâ, ÿêùî
òiëüêè ïàðàìåòðè öèõ ðîçïîäiëiâ ìîæóòü áóòè îöiíåíi çà
âèáiðêîþ.

Îòæå, íåõàé ðîçïîäië çàäàíèé ôóíêöi¹þ F (x) çàëå-
æèòü âiä l ïàðàìåòðiâ îöiíåíèõ çà äàíîþ âèáiðêîþ. Iäåÿ
êðèòåðiþ Ïiðñîíà (χ2) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîðiâíÿòè ÷à-
ñòîòè ïîïàäàííÿ âèáiðêîâèõ çíà÷åíü â iíòåðâàëè ÷èñëîâî¨
îñi ç ÷àñòîòàìè ïîïàäàííÿ â öi iíòåðâàëè âèïàäêîâî¨ âåëè-
÷èíè ξ ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x).

Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè-
÷èíè ξ íà k iíòåðâàëiâ, ÿêùî ξ íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âå-
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ëè÷èíà, ÷è íà k ãðóï îêðåìèõ çíà÷åíü, ÿêùî ξ äèñêðåòíà.
Íåõàé öå áóäóòü ìíîæèíè∆1, ∆2,..., ∆k. Âèçíà÷èìî ÷àñòî-
òè ni, i = 1, 2, ..., k ïîïàäàííÿ âèáiðêîâèõ çíà÷åíü â ìíî-
æèíè ∆i òà ÷àñòîòè n pi ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

â öi ìíîæèíè, äå n =
k∑

i=1
ni, pi = P (ξ ∈ ∆i), i = 1, 2, ..., k.

Ìiðîþ âiäõèëåííÿ çíà÷åíü ni âiä n pi âèáèðà¹òüñÿ ñòàòè-
ñòèêà

χ2 =
k∑

i=1

(ni − npi)
2

npi

.

Ïðè óìîâi, ùî âñi ∆i òàêi, ùî n pi ≥ 10, òî ç äîñòàòíüîþ
òî÷íiñòþ ìîæíà ââàæàòè, ùî ðîçïîäië ñòàòèñòèê ni−npi√

npi
¹

áëèçüêèì äî ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî N (0, 1). Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî ñòàòèñòèêà χ2 ìà¹ ðîçïîäië Ïiðñîíà ç k− l− 1
ñòóïåíåì âiëüíîñòi, äå l � êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó
îöiíåíèõ çà âèáiðêîþ.

Çàôiêñóâàâøè äåÿêèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi α, çíàéäåìî
êâàíòèëü χ2

1−α (k − l − 1) ïîðÿäêó 1−α ðîçïîäiëó Ïiðñîíà
ç k−l−1 ñòóïåíåì âiëüíîñòi. Òîäi ÿêùî äëÿ χ2â � çíà÷åííÿ
ñòàòèñòèêè χ2 íà äàíié âèáiðöi,

χ2â < χ2
1−α (k − l − 1) ,

òî ãiïîòåçà H0 íå ñóïåðå÷èòü âèáiðöi, à ÿêùî

χ2â ≥ χ2
1−α (k − l − 1) ,

òî ãiïîòåçà H0 ñóïåðå÷èòü âèáiðöi i ïîâèííà áóòè âiäõèëå-
íà. Ïðè öüîìó éìîâiðíiñòü âiäõèëèòè ïðàâèëüíó ãiïîòåçó
äîðiâíþ¹ α.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî âèìîãà n pi ≥ 10, i = 1, 2, ..., k íå
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ∆i, òî ïîòðiáíî îá'¹äíàòè äåÿêi ∆i ç
ñóñiäíiìè òàê, ùîá öÿ âèìîãà áóëà âèêîíàíà. Ïðè öüîìó k



46 Ðîçäië 3. Òåîðiÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåç

Ìåæi 3,0-3,6 3,6-4,2 4,2-4,8 4,8-5,4 5,4-6,0 6,0-6,6 6,6-7,2
xi 3,3 3,9 4,5 5,1 5,7 6,3 6,9
x2

i 10,89 15,21 20,25 26,01 32,49 39,69 47,61
ni 2 11 30 40 28 12 7

Òàáë. 3.1:

ïîâèííî áóòè áiëüøèì çà l+1. ßêùî îá'¹ì âèáiðêè íàñòiëü-
êè ìàëèé, ùî öüîãî äîáèòèñÿ íåìîæëèâî, òî çàñòîñîâóâàòè
êðèòåðié Ïiðñîíà íå ðåêîìåíäó¹òüñÿ.

Ïðèêëàä. Âèìiðÿíî âõiäíèé îïið 130 åëåêòðîííèõ ëàìï
(Îì):
Ìåæi 3,0-3,6 3,6-4,2 4,2-4,8 4,8-5,4 5,4-6,0 6,0-6,6 6,6-7,2
×àñòîòà 2 11 30 40 28 12 7

Âèáðàâøè 10%-íèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi, ïåðåâiðèòè ãi-
ïîòåçó H0 ïðî òå, ùî âõiäíèé îïið åëåêòðîííèõ ëàìï íîð-
ìàëüíî ðîçïîäiëåíèé.

Ðîçâ'ÿçîê. Îöiíèìî ïàðàìåòðè ãiïîòåòè÷íîãî ðîçïî-
äiëó (ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ). Äëÿ öüîãî
çíàéäåìî ñåðåäèíè xi äàíèõ iíòåðâàëiâ òà ¨õ êâàäðàòè x2

i

(òàáë. 3.1).
Îòæå,

x =
1

n

j∑

i=1

xini =
1

130
· (3, 3 · 2 + ... + 6, 9 · 7) = 5, 169,

s2 =
n

n− 1


 1

n

j∑

i=1

x2
i ni − x2


 =

=
130

129

(
1

130
(10, 89 · 2 + ... + 47, 61 · 7)− (5, 169)2

)
= 0, 64,

s =
√

0, 64 = 0, 8.

Òóò n = 130 � îá'¹ì âèáiðêè, j = 7 � êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ.
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αi βi pi npi npi ni ni
(ni−npi)

2

npi

3 3.6 0.02 2.80 + ↓ 2 + ↓
3.6 4.2 0.09 11.43 14.23 11 13 0.11
4.2 4.8 0.21 27.22 27.22 30 30 0.28
4.8 5.4 0.29 37.87 37.87 40 40 0.12
5.4 6 0.24 30.81 30.81 28 28 0.26
6 6.6 0.11 14.65 18.71 12 19 0.004
6.6 7.2 0.03 4.06 + ↑ 7 + ↑

Òàáë. 3.2:

Äëÿ êîæíîãî ç ðîçãëÿíóòèõ iíòåðâàëiâ (αi; βi) îá÷èñëè-
ìî pi = Φ

(
βi−x

s

)
− Φ

(
αi−x

s

)
, npi òà îá'¹äíà¹ìî ç ñóñiäíiìè

òi iíòåðâàëè, äëÿ ÿêèõ npi < 10 (òàáë. 3.2).
Çâiäñè χ2â ≈ 0, 77. Îñêiëüêè χ2

0,9(5 − 2 − 1) = 4, 61, òî
ãiïîòåçà H0 ïiäòâåðäæó¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íèìè äàíèìè.

Êðèòåðié Ïiðñîíà (χ2) ìîæíà çàñòîñîâóâàòè i äî ïåðå-
âiðêè ãiïîòåçè ïðî íåçàëåæíiñòü äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîâåäåíî n åêñïåðèìåíòiâ, ðåçóëüòà-
òè ÿêèõ ¹ çíà÷åííÿìè äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ
òà η, ÿêi ïðèéìàþòü âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ x1, x2, ..., xk òà
y1, y2, ..., yl. ßêùî ξ òà η íåïåðåðâíi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè,
òî îáëàñòü çíà÷åíü êîæíî¨ ç íèõ ðîçáèâà¹ìî íà ñêií÷åííó
êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ. Íåõàé nij � êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ,
â ÿêèõ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ïðèéíÿëà çíà÷åííÿ xi, ÷è ïî-
ïàëà â i-òèé iíòåðâàë, à âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ïðèéíÿëà
çíà÷åííÿ yi, ÷è ïîïàëà â j-òèé iíòåðâàë ñâî¨õ çíà÷åíü. Ðîç-
ãëÿíåìî ãiïîòåçó H0 ïðî òå, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ òà η
íåçàëåæíi. ßêùî ãiïîòåçà H0 ïðàâèëüíà, òî çà îçíà÷åííÿì
íåçàëåæíîñòi äëÿ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
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P (ξ = xi; η = yi) = P (ξ = xi) P (η = yi) .

Îöiíêàìè éìîâiðíîñòåé, ùî âõîäÿòü â öþ ðiâíiñòü ¹,
âiäïîâiäíî, ñòàòèñòèêè: nij

n
, ni·

n
,n·j

n
, äå ni· =

l∑
j=1

nij, n·j =

k∑
j=1

nij.
Ìiðîþ áëèçüêîñòi nij

n
òà ni·n·j

n2 ìîæíà âçÿòè ñòàòèñòèêó:

χ2 =
k∑

i=1

l∑

j=1

(nij − n̂ij)
2

n̂ij

,

äå n̂ij = nni·
n

n·j
n

= ni·n·j
n

. Àíàëîãi÷íó ðiâíiñòü ìîæíà çàïè-
ñàòè i äëÿ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

ßêùî ãiïîòåçà H0 ïðàâèëüíà, òî ñòàòèñòèêà χ2 ìà¹ ðîç-
ïîäië Ïiðñîíà ç (k − 1) (l − 1) ñòóïåíåì âiëüíîñòi çà óìîâè,
ùî n äîñòàòíüî âåëèêå.

Óìîâîþ, çà ÿêî¨ ¹ äîïóñòèìèìè çàñòîñóâàííÿ êðèòåðiþ
Ïiðñîíà, ÿê i â ïîïåðäíüîìó âèïàäêó, ¹ âèêîíàííÿ íåðiâ-
íîñòåé n̂ij ≥ 10 äëÿ âñiõ i = 1, 2, ..., k, j = 1, 2, ..., l. ßêùî
öÿ âèìîãà íå âèêîíó¹òüñÿ, òî âiäíîâiäíi iíòåðâàëè çíà÷åíü
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òðåáà îá'¹äíàòè ç ñóñiäíiìè.

Íà ïðàêòèöi ïðîâåäåííÿ îïèñàíî¨ ïðîöåäóðè ïåðåâið-
êè ãiïîòåçè ïðî íåçàëåæíiñòü çðó÷íî ïî÷èíàòè ç ïîáóäîâè
òàáëèöi ñïðÿæåíîñòi îçíàê:

Nη \Nξ 1 2 ... l ni·
1 n11 n12 . . . n1l n1·
2 n21 n22 . . . n2l n2·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
k nk1 nk2 . . . nkl nk·
n·j n·1 n·2 . . . n·l n
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Â òàáëèöi Nξ òà Nη îçíà÷à¹ íîìåðè çíà÷åíü ÷è iíòåð-
âàëiâ çíà÷åíü, âiäïîâiäíî, âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ òà η.

Çàóâàæåííÿ. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ òà η ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê äâi îçíàêè, çà ÿêèìè êëàñèôiêóþòüñÿ åëåìåíòè
äåÿêî¨ âèáiðêè. Íåçàëåæíiñòü ξ òà η îçíà÷à¹ íåçàëåæíiñòü
îçíàê.

Ïðèêëàä. Ìàþ÷è ðåçóëüòàòè îïèòóâàííÿ 100 ñòóäåí-
òiâ ïåðøèõ òðüîõ êóðñiâ íà ïèòàííÿ "÷è ââàæà¹òå Âè, ùî
êóðiííÿ çàâàæà¹ íàâ÷àííþ?", íà ðiâíi çíà÷óùîñòi α = 0, 01
ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî òå, ùî âiäíîøåííÿ äî êóðiííÿ ñòó-
äåíòiâ ðiçíèõ êóðñiâ ðiçíå.

Âiäïîâiäü Êóðñ
I II III

Íi 15 10 �
Íå çíàþ 8 5 7

Òàê � 30 25

Ðîçâ'ÿçîê.Ïåðåâiðèìî íåçàëåæíiñòü îçíàê "êóðñ"òà "âiä-
íîøåííÿ äî êóðiííÿ". ßêùî öi îçíàêè áóäóòü ïðèçíàíi íå-
çàëåæíèìè, òî íå ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ðiçíå ñòàâëåííÿ äî
êóðiííÿ ñòóäåíòiâ ðiçíèõ êóðñiâ. ßêùî æ âîíè çàëåæíi, òî
ñòàâëåííÿ äî êóðiííÿ ñòóäåíòiâ ðiçíèõ êóðñiâ ¹ ðiçíèì.

Ñêëàäåìî òàáëèöþ ñïðÿæåíîñòi îçíàê.

Nη \Nξ 1 2 3 ni·
1 15 10 0 25
2 8 5 7 20
3 0 30 25 55
n·j 23 45 32 100

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ n̂ij (òàáë. 3.3).
Òîìó âèáiðêîâå çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè χ2 äîðiâíþ¹ 44,24.
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i \ j 1 2 3
1 5,75 11,25 8
2 4,6 9 6,4
3 12,65 24,75 17,6

Òàáë. 3.3:

Êâàíòèëü ðîçïîäiëó Ïiðñîíà ç (3− 1)(3− 1) = 4 ñòóïå-
íÿìè âiëüíîñòi çíàõîäèìî ç òàáëèöi çíà÷åíü éîãî ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó: χ2

0,99(4) = 13, 277.
Îòæå, ãiïîòåçà ïðî íåçàëåæíiñòü ðîçãëÿíóòèõ îçíàê íà

ðiâíi çíà÷óùîñòi 0, 01 âiäõèëÿ¹òüñÿ (áî 44, 24 > 13, 277).
Òîáòî âiäíîøåííÿ äî êóðiííÿ ó ñòóäåíòiâ ðiçíèõ êóðñiâ ði-
çíå.

Âïðàâè
1. Äëÿ íàâåäåíî¨ çãðóïîâàíî¨ âèáiðêè âõiäíîãî îïîðó åëåêòðîí-
íèõ ëàìï (Îì), ïðèïóñòèâøè 10%-íèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi, ïå-
ðåâiðèòè ãiïîòåçó H0 ïðî òå, ùî âîíà îäåðæàíà ç íîðìàëüíî
ðîçïîäiëåíî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Ãðàíèöi
iíòåðâàëiâ 3.0-3.6 3.6-4.2 4.2-4.8 4.8-5.4 5.4-6.0 6.0-6.6 6.6-7.2
×àñòîòà 2 8 35 43 22 15 5

2. Ïiä ÷àñ åïiäåìi¨ ãðèïó âèâ÷àëàñü åôåêòèâíiñòü ùåïëåíü ïðî-
òè öüîãî çàõâîðþâàííÿ. Îäåðæàíi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

Ïiñëÿ ùåïëåííÿ Áåç ùåïëåííÿ
Çàõâîðiëè 4 ÷îë. 34 ÷îë.

Hå çàõâîðiëè 192 ÷îë. 111 ÷îë.

×è âêàçóþòü öi ðåçóëüòàòè íà åôåêòèâíiñòü ïðèùåïëåíü? Ïðèéíÿ-
òè α = 0.01.
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3. Íà õiìi÷íîìó çàâîäi ðîçðîáëåíî äâà íîâi âàðiàíòè òåõíîëîãi-
÷íîãî ïðîöåñó. Ùîá îöiíèòè, ÿê çìiíèòüñÿ äåííà ïðîäóêòèíiñòü
ïðè ïåðåõîäi íà ðîáîòó çà íîâèìè âàðiàíòàìè òåõíîëîãi÷íîãî
ïðîöåñó, çàâîä ïðîòÿãîì 10 äíiâ ïðÿöþâàâ çà êîæíèì âàðiàí-
òîì, âêëþ÷àþ÷è iñíóþ÷èé âàðiàíò. Äåííà ïðîäóêòèâíiñòü çàâî-
äó (â óìîâíèõ îäèíèöÿõ) íàâîäèòüñÿ â òàáëèöi. Ïðèïóñòèâøè,
ùî âèáiðêè çðîáëåíi ç íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ ãåíåðàëüíèõ ñó-
êóïíîñòåé ç ðiâíèìè äèñïåðñiÿìè, ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî ðiâ-
íiñòü ñåðåäíiõ. ßêùî ãiïîòåçà ïðàâèëüíà, òî çíàéòè íåçñóâíi
îöiíêè ñåðåäíüîãî òà äèñïåðñi¨, â iíøîìó âèïàäêó ïðîâåñòè ïî-
ïàðíå ïîðiâíÿíííÿ ñåðåäíiõ ç äîïîìîãîþ ìåòîäà ëiíiéíèõ êîí-
òðàñòiâ.

Äåíü ðîáîòè Äîáîâà ïðîäóêòèâíiñòü
Iñíóþ÷à ñõåìà Âàðiàíò 1 Âàðiàíò 2

1 46 74 52
2 48 82 63
3 73 64 72
4 52 72 64
5 72 84 48
6 44 68 70
7 66 76 78
8 46 88 68
9 60 70 70
10 48 60 54

Ñóììà 555 738 639
∑ ∑

xik = 1932, ∑ ∑
x2

ik = 128810. Ïðèéíÿòè α = 0.10 .
4. Â öåõó ç 10 ñòàíêàìè êîæíèé äåíü ðå¹ñòðóâàëàñü êiëüêiñòü
ñòàíêiâ, ùî âèéøëè ç ëàäó. Âñüîãî áóëî ïðîâåäåíî 200 ñïîñòå-
ðåæåíü, ðåçóëüòàòè ÿêèõ ïðèâåäåíi íèæ÷å:

Êiëüêiñòü ñòàíêiâ, ùî
âèéøëè ç ëàäó 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Êiëüêiñòü
çàðå¹ñòðîâàíèõ

âèïàäêiâ
41 62 45 22 16 8 4 2 0 0 0
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Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0 ïðî òå, ùî êiëüêiñòü ñòàíêiâ, ùî âè-
éøëè ç ëàäó, ìà¹ ðîçïîäië Ïóàñîíà. Ïðèéíÿòè α = 0.05.
5. Äîñëiäæóþòüñÿ äâà âèðîáíè÷èõ ïðîöåñè âèãîòîâëåííÿ ïîð-
øíåâèõ êiëåöü. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié χ2, ïåðåâiðèòè ãiïî-
òåçó ïðî ðiâíiñòü ïðîöåíòà áðàêó â îáèäâîõ ïðîöåñàõ çà íàâå-
äåíèìè äàíèìè ïðè α = 0.01:

Êiëüöÿ Ïðîöåñ
1 2

ßêiñíi 195 149
Áðàêîâàíi 5 2

6. Â òðüîõ ìàãàçèíàõ, ùî ïðîäàþòü òîâàðè îäíîãî âèäó, äàíi
òîâàðîîáiãó çà 8 ìiñÿöiâ ðîáîòè ( â òèñ ãð. îä.) ñêëàëè òàêå
çâåäåííÿ:

Ìàãàçèí Ìiñÿöü ∑8
i=1 xik

1 2 3 4 5 6 7 8
I 19 23 26 18 20 20 18 35 179
II 20 20 32 27 40 24 22 18 203
III 16 15 18 26 19 17 19 18 148

∑3
k=1

∑8
i=1 x2

ik = 12592.
Ïðèïóñòèâøè, ùî âèáiðêè çðîáëåíi ç íîðìàëüíî ðîçïîäiëå-

íèõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé ç ðiâíèìè äèñïåðñiÿìè, ïåðåâi-
ðèòè ãiïîòåçó ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ. ßêùî ãiïîòåçà ïðàâèëüíà,
òî çíàéòè íåçñóâíi îöiíêè ñåðåäíüîãî òà äèñïåðñi¨, â iíøîìó
âèïàäêó ïðîâåñòè ïîïàðíå ïîðiâíÿíííÿ ñåðåäíiõ ç äîïîìîãîþ
ìåòîäà ëiíiéíèõ êîíòðàñòiâ. Ïðèéíÿòè α = 0.1 .



Ðîçäië 4

Êîðåëÿöiéíèé òà
ðåãðåñiéíèé àíàëiçè

4.1 Êîðåëÿöiéíèé àíàëiç
Íåõàé â ðåçóëüòàòi ñïîñòåðåæåííÿ íàä âèïàäêîâèìè âåëè-
÷èíàìè ξ òà η îäåðæàíî äâîâèìiðíó âèáiðêó (xi, yi), i =
1, 2, ..., n. Íàñ öiêàâèòèìå ïèòàííÿ ïðî êîðåëüîâàíiñòü âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí.

ßê âiäîìî, êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ
òà η ¹ ÷èñëî

r (ξ, η) =
Mξη −MξMη

σ (ξ) σ (η)
.

Çàìiíþþ÷è ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ òà η ¨õ òî÷êîâèìè îöiíêàìè, îäåðæèìî òî÷êîâó îöiíêó
êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨:

r̂ =
xy − x y

sxsy

ßêùî r̂ áëèçüêå äî 0, òî ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ìàéæå íåêî-

53
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ðåëüîâàíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ òà η. Äëÿ íîðìàëüíî
ðîçïîäiëåíèõ âåëè÷èí öå îçíà÷à¹ ìàéæå íåçàëåæíiñòü. Ó
âèïàäêó, êîëè |r̂| áëèçüêèé äî 1, òî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè
ïðî çàëåæíiñòü ìiæ ξ òà η ÿê ìàéæå ëiíiéíó.

Çðîçóìiëî, ùî ïîíÿòòÿ áëèçüêîñòi r̂ äî 0 ÷è 1 ¹ íå÷i-
òêèì, òîìó áàæàíî áóëî á ìàòè êðèòåði¨ ïåðåâiðêè âiä-
ïîâiäíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç. Ðîáèòè öå ìîæíà, íàïðè-
êëàä, ç äîïîìîãîþ äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ. ßêùî âèáiðêà, îäåð-
æàíà ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ùî ìà¹ äâîâèìiðíèé íîð-
ìàëüíèé ðîçïîäië, òî ïðè äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ îá'¹ìó
âèáiðêè n ñòàòèñòèêà Z = 1

2
ln 1+r̂

1−r̂
= arth r̂ ìà¹ ïðèáëèçíî

íîðìàëüíèé ðîçïîäië N
(
arth r̂, 1√

n−3

)

Òîìó äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ r ìà¹ âèãëÿä

(
th

(
arth r̂ −

u 1+γ
2√

n− 3

)
; th

(
arth r̂ +

u 1+γ
2√

n− 3

))
(4.1)

Äîâið÷à éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ γ. ßêùî 0 ÷è ±1 ïîïà-
äà¹ â iíòåðâàë (4.1), òî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî âèïàäêîâi
âåëè÷èíè íåçàëåæíi ÷è ëiíiéíî çàëåæíi. Éìîâiðíiñòü ïî-
ìèëêè ïåðøîãî ðîäó â öüîìó âèïàäêó äîðiâíþ¹ α = 1− γ.
Òóò, ÿê i ðàíiøå, u 1+γ

2
� êâàíòèëü ïîðÿäêó 1+γ

2
ñòàíäàð-

òíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó N (0, 1).
Iíîäi, îñîáëèâî êîëè âèáiðêà îäåðæàíà ç ãåíåðàëüíî¨ ñó-

êóïíîñòi äâîâèìiðíîãî äèñêðåòíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà,
çðó÷íî çàäàâàòè âèáiðêó ó âèãëÿäi êîðåëÿöiéíî¨ òàáëèöi.

Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ïðèéìà¹ òàêi ðiçíi çíà-
÷åííÿ x1, x2, ..., xk, à âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ìà¹ çíà÷åí-
íÿ y1, y2, ..., yl. Ïàðà (xi, yi) ó âèáiðöi çóñòði÷à¹òüñÿ nij ðàç
(i = 1, 2, ..., k; j = 1, 2, ..., l). Êîðåëÿöiéíà òàáëèöÿ ìà¹ òà-
êèé âèãëÿä (òàáë. 4.1). Â öüîìó âèïàäêó îöiíêè êîåôiöi¹í-
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y1 y2 . . . yl

x1 n11 n12 . . . n1l

x2 n21 n22 . . . n2l

. . . . . . . . . . . . . . .
xk nk1 nk2 . . . nkl

Òàáë. 4.1:

òà êîðåëÿöi¨ çàëèøàþòüñÿ òèìè æ ñàìèìè, ÿêùî âðàõóâà-
òè, ùî:

n =
k∑

i=1

l∑

j=1

nij, ni· =
l∑

j=1

nij, n·j =
k∑

i=1

nij,

x̄ =
1

n

k∑

i=1

xini·, x2 =
1

n

k∑

i=1

x2
i ni·, xy =

1

n

k∑

i=1

l∑

j=1

xiyjnij,

(4.2)

ȳ =
1

n

l∑

j=1

yjn·j, y2 =
1

n

l∑

j=1

y2
j n·j (4.3)

Ïðèêëàä. Íåõàé çà âèáiðêîþ îá'¹ìó n = 300 (n = 500)
îäåðæàíî îöiíêó êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ r̂ = 0, 1 ìiæ äâîìà
íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè. ×è
ìîæíà ñòâåðäæóâàòè ïðî íàÿâíiñòü çàëåæíîñòi ìiæ öèìè
âåëè÷èíàìè?

Ðîçâ'ÿçîê. Âèáåðåìî äîâið÷ó éìîâiðíiñòü γ = 0, 95 òà
çíàéäåìî äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ ó âè-
ïàäêàõ êîëè n = 300 òà n = 500.

Îñêiëüêè u 1+0,95
2

= 1, 96, òî

th

(
arth 0, 1− 1, 96√

300− 3

)
= −0, 013;
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th

(
arcth 0, 1 +

1, 96√
300− 3

)
= 0, 211.

Òîáòî äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ (ó âè-
ïàäêó n = 300) (−0, 013; 0, 211) i ãîâîðèòè ïðî çàëåæíiñòü
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íå ìîæíà (áî íóëü ìiñòèòüñÿ â äîâið-
÷îìó iíòåðâàëi). Êîëè æ n = 500, òîäi

th

(
arth 0, 1− 1, 96√

500− 3

)
= 0, 012;

th

(
arth 0, 1 +

1, 96√
500− 3

)
= 0, 186

i äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ (0, 012; 0, 186).
Îòæå, â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ çàëåæíiñòü ìiæ âèïàäêîâèìè
âåëè÷èíàìè.

Ç ðîçãëÿíóòîãî ïðèêëàäó âèäíî, ùî çíà÷åííÿ âèáiðêî-
âîãî êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ ìàëî ãîâîðèòü ïðî íàÿâíiñòü çà-
ëåæíîñòi ìiæ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè. Ïðèêëàä äåìîí-
ñòðó¹ íàÿâíiñòü ñóòò¹âîãî âïëèâó îá'¹ìó âèáiðêè.

4.2 Ëiíiéíà ðåãðåñiÿ. Ìåòîä
íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

4.2.1 Ïàðíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿ
Íåõàé âèâ÷à¹òüñÿ çàëåæíiñòü âåëè÷èí y âiä âåëè÷èí x (x
ââàæà¹òüñÿ íåçàëåæíîþ çìiííîþ). Ùîá âèçíà÷èòè öþ çà-
ëåæíiñòü áóäåìî íàäàâàòè âåëè÷èíi x äåÿêèõ ðiçíèõ çíà-
÷åíü x1, x2, ..., xn òà âèìiðþâàòè âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ âåëè-
÷èíè y: y1, y2, ..., yn. Îñêiëüêè áóäü-ÿêi ðåçóëüòàòè âèìiðiâ
ìiñòÿòü â ñîái âèïàäêîâi ïîìèëêè, òî çíà÷åííÿ yi áóäåìî
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ââàæàòè ðåàëiçàöiÿìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ηi. Íàñ öiêàâè-
òèìå ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè òàêî¨ çàëåæíîñòi ìiæ x òà y âè-
äó y = ax+b, äëÿ ÿêî¨ ïîìèëêè εi â ðiâíîñòÿõ yi = axi+b+εi

áóëè á â äåÿêîìó ðîçóìiííi íàéìåíøèìè. Ðîçãëÿäàþ÷è âè-
ïàäîê, êîëè âèìiðþâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ áåç ñèñòåìàòè÷íèõ
ïîìèëîê ìîæíà çàïèñàòè, ùî

Mx (η) = ax + b, (4.4)

äå η âèïàäêîâà âåëè÷èíà � ðåçóëüòàò âèìiðó âåëè÷èíè y,
Mx � óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïðè óìîâi, ùî íåçà-
ëåæíà çìiííà ïðèéíÿëà çíà÷åííÿ x. Ðiâíiñòü (4.4) íàçèâà-
¹òüñÿ ëiíiéíîþ ðåãðåñi¹þ η íà x (àáî y íà x).

Îñíîâíèì ìåòîäîì ïîáóäîâè îöiíîê ïàðàìåòðiâ a i b ëi-
íiéíî¨ ðåãðåñi¨ ¹ ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Âií ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî çíà÷åííÿ a i b çíàõîäèìî ç óìîâè ìiíiìiçàöi¨
ñóìè êâàäðàòiâ ïîìèëîê εi.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f (a, b) =
n∑

i=1

ε2
i =

n∑

i=1

(yi − axi − b)2.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ êâàäðàòè÷íîþ (ñóìà êâàäðàòiâ), òî
âîíà ìà¹ ¹äèíó òî÷êó åêñòðåìóìó (ìiíiìóìó), ÿêó ìîæíà
çíàéòè ç íåîáõiäíèõ óìîâ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ∂f

∂a
= 0,

∂f
∂b

= 0.
Òàêèì ÷èíîì ìè îäåðæó¹ìî, ñèñòåìó ðiâíÿíü





−2
n∑

i=1
(yi − axi − b) xi = 0

−2
n∑

i=1
(yi − axi − b) = 0

.
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Çâiäñè 



a
n∑

i=1
x2

i + b
n∑

i=1
xi =

n∑
i=1

xiyi

a
n∑

i=1
xi + nb =

n∑
i=1

yi

(4.5)

Ñèñòåìó ðiâíÿíü (4.5) íàçèâàþòü íîðìàëüíîþ ñèñòå-
ìîþ ðiâíÿíü äëÿ ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨. Ðîçâ'ÿçàâøè
ñèñòåìó (4.5), çíàéäåìî òî÷êîâi îöiíêè ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨
ðåãðåñi¨

â =
xy − x y

x2
, b̂ = y − âx, (4.6)

äå ñåðåäíi çíà÷åííÿ, çàäàþòüñÿ òèìè æ âèðàçàìè, ùî i â
ïîïåðåäíié ëåêöi¨.

Iíîäi çàëåæíiñòü ìiæ x òà y çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi êîðå-
ëÿöiéíî¨ òàáëèöi. Öå áóâà¹, êîëè çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ¹ äèñ-
êðåòíèìè i âèìiðþâàííÿ âåëè÷èíè y ïðè êîæíîìó äàíîìó
xi ïðîâîäèòüñÿ äåêiëüêà ðàç. Òîäi îöiíêè ïàðàìåòðiâ ëi-
íiéíî¨ ðåãðåñi¨ çàäàþòüñÿ òèìè æ ôîðìóëàìè (4.6), â ÿêèõ
ñåðåäíi çíà÷åííÿ îá÷èñëþþòüñÿ çà (4.2), (4.3).

Çàóâàæèìî, ùî çàëåæíiñòü y âiä x ìîæå áóòè i íåëiíié-
íîþ. Òîìó ëiíiéíà ðåãðåñiÿ ìîæå íåàäåêâàòíî îïèñóâàòè
öþ çàëåæíiñòü. Âèáið âèäó çàëåæíîñòi êîðèñíî çðîáèòè
ïîïåðåäíüî, íàïðèêëàä, ïîáóäóâàòè íà êîîðäèíàòíié ïëî-
ùèíi òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (xi, yi) (÷è (xi; yij), êîëè äëÿ
îäíîãî çíà÷åííÿ xi ¹ êiëüêà çíà÷åíü yij). ßêùî æ ðîçìiùå-
ííÿ òî÷îê íà ïëîùèíi ÿâíî íå ìîæå áóòè çàäàíî ëiíiéíîþ
çàëåæíiñòþ, òî ïîòðiáíî ïiäiáðàòè òàêó íåëiíiéíó ðåãðå-
ñi¹þ, ÿêó ìîæíà áóëî á çâåñòè äî ëiíiéíî¨ i çàñòîñóâàòè
ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Ñåðåä òàêèõ íåëiíiéíèõ ðå-
ãðåñié âàðòî âèäiëèòè:

ïîêàçíèêîâó y = beax ⇔ ln y = ln b + az;



4.2. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿ. Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ 59

ñòåïåíåâó y = bx2 ⇔ ln y = ln b + a ln x;

ëîãàðèôìi÷íó y = ln (ax + b) ⇔ ey = ax + b;

ãiïåðáîëi÷íó y = a
x+b

⇔ 1
y

= 1
a
x + b

a
;

ïîëiíîìiàëüíó y = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a0.
Ïåðøi ÷îòèðè çàëåæíîñòi ëåãêî çâîäÿòüñÿ äî ëiíiéíèõ

âiäíîñíî äåÿêèõ íîâèõ çìiííèõ. Ïîëiíîìiàëüíà ðåãðåñiÿ ¹
ëiíiéíîþ âiäíîñíî çåëåæíî¨ çìiííî¨ y òà çìiííèõ x1 = x,
x2 = x2,..., xn = xn. Îòæå, ìè îäåðæó¹ìî ìíîæèííó ëiíié-
íó ðåãðåñiþ y = a0 + a1x1 + ... + anxn. Àíàëîãi÷íî âèïàäêó
ïàðíî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ îöiíêè ïàðàìåòðiâ ðåãðåñi¨ îäåðæó-
¹ìî ç íîðìàëüíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü




1 x1 x2 ... xn

x1 x2
1 x1x2 ... x1xn

x2 x1x2 x2
2 ... x2xn

... ... ... ... ...
xn x1xn x2xn ... x2

n



·




a0

a1

a2

...
an




=




y
x1y
x2y
...
xny




.

4.2.2 Âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ ðåãðåñié
Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ ŷi = âxi + b̂ îäåðæàíi çà îöiíåíîþ
ôîðìóëîþ ðåãðåñi¨. Ïàðàìåòðè îöiíî÷íî¨ ðåãðåñi¨ çíàéäåíi
çà ðåçóëüòàòàìè ñïîñòåðåæåíü íàä âåëè÷èíàìè x òà y ç äî-
ïîìîãîþ ìåòîäà íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Ðiçíèöi ei = yi− ŷi

íàçèâàþòüñÿ çàëèøêàìè, ÿêi ïîêàçóþòü íàñêiëüêè äîáðå
îöiíî÷íà (âèáiðêîâà) ðåãðåñiÿ àïðîêñèìó¹ ðåçóëüòàòè ñïî-
ñòåðåæåíü (xi, yi), i = 1, 2, ..., n.

Çàëèøêîâîþ äèñïåðñi¹þ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

s2 =

n∑
i=1

e2
i

n− 2
. (4.7)
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Âåëè÷èíà Qe =
n∑

i=1
e2

i íàçèâà¹òüñÿ çàëèøêîâîþ ñóìîþ êâà-
äðàòiâ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîìèëêè ñïîñòåðåæåíü εi ¹ íåçàëåæíè-
ìè íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè (εi ∼ N (0; σ2)) âèïàäêîâèìè
âåëè÷èíàìè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó àäåêâàòíîñòi
ëiíiéíî¨ ìîäåëi ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü yi, i = 1, 2, ..., n
¹ ðåàëiçàöiÿìè íåçàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âåëè-
÷èí ηi (ηi ∼ N (axi + b, σ2), i = 1, 2, ..., n).

Òî÷êîâîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ σ2 ¹ çàëèøêîâà äèñïåðñiÿ
s2. Êðiì òîãî ñòàòèñòèêà Qe

σ2 ìà¹ ðîçïîäië χ2 ç n− 2 ñòóïå-
íÿìè âiëüíîñòi íåçàëåæíî âiä ðîçïîäiëó îöiíîê â, b̂.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå òâåðäæåííÿ, ìîæíà ïîáóäóâàòè äî-
âið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ òà ïåðåâi-
ðÿòè ãiïîòåçè ïðî ïàðàìåòðè.

Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a ìà¹ âèãëÿä

(
â− t 1+γ

2
(n− 2) s

√
1

Qx

; â + t 1+γ
2

(n− 2) s

√
1

Qx

)
, (4.8)

à äëÿ ïàðìåòðà b �

b̂− t 1+γ

2
(n− 2)s

√√√√ x2

Qx

; b̂ + t 1+γ
2

(n− 2)s

√√√√ x2

Qx


 , (4.9)

äå t 1+γ
2

(n− 2) � êâàíòèëü ïîðÿäêó 1+γ
2

ðîçïîäiëó Ñòüþ-
äåíòà ç n − 2 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi, Qx =

n∑
i=1

(xi − x)2. Äî-
âið÷i éìîâiðíîñòi öèõ iíòåðâàëiâ äîðiâíþþòü γ.

Ëiíiéíà ðåãðåñiéíà ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ íåçíà÷èìîþ, ÿê-
ùî ïàðàìåòð a = 0. Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 : a = 0 ìî-
æíà âèêîðèñòàòè äîâið÷èé iíòåðâàë (4.8). Òàêèì ÷èíîì,
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ÿêùî 0 íàêðèâà¹òüñÿ iíòåðâàëîì (4.8), òî ïðè ðiâíi çíà÷ó-
ùîñòi α ðåãðåñiéíó ìîäåëü ââàæà¹ìî íåçíà÷èìîþ. ßêùî
ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, òî ìîäåëü ââàæà¹òüñÿ ñòàòèñòè-
÷íî çíà÷èìîþ. Öå, çâè÷àéíî, íå îçíà÷à¹, ùî ìîäåëü äîáðå
óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè ñïîñòåðåæåíü.

Ðîçãëÿíåìî

Qy =
n∑

i=1

(yi−y)2 =
n∑

i=1

(yi− ŷi + ŷi−y)2 =

=
n∑

i=1

(ŷi−y)2 + 2
n∑

i=1

(yi− ŷi) (ŷi−y) +
n∑

i=1

(yi− ŷi)
2

Îñêiëüêè
n∑

i=1
(yi− ŷi) (ŷi−y) =

n∑
i=1

ei (ŷi − ȳ) = â
n∑

i=1
eixi +

b̂
n∑

i=1
ei − ȳ

n∑
i=1

ei = 0, òî

Qy = QR + Qe,

äå QR =
n∑

i=1
(ŷi − ȳ).

Â öié ðiâíîñòi Qy íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíîþ ñóìîþ êâàäðà-
òiâ âiäõèëåíü çíà÷åíü âåëè÷èíè y âiä ¨õ ñåðåäíüîãî çíà÷åí-
íÿ, QR � ñóìà êâàäðàòiâ, ïîÿñíåíà ðåãðåñi¹þ, Qe � ÿê i ðàíi-
øå, çàëèøêîâà ñóìà êâàäðàòiâ. Äîìiíóâàííÿ QR â ñóìi, ùî
âèçíà÷à¹ Qy, ìîæå ñâiä÷èòè ïðî àäåêâàòíiñòü ëiíiéíî¨ ìî-
äåëi ðåçóëüòàòàì ñïîñòåðåæåíü. Âiäíîøåííÿ R2 = QR

Qy
íà-

çèâà¹òüñÿ êîåôiöi¹íòîì äåòåðìiíàöi¨. Êîåôiöi¹íò äåòåð-
ìiíàöi¨ äîðiâíþ¹ òié ÷àñòèíi ðîçêèäó ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðå-
æåííÿ âiäíîñíî ãîðèçîíòàëüíî¨ ïðÿìî¨ y = ȳ, ùî ïîÿñíþ-
¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ðåãðåñi¨ y = âx + b̂. Âåëè÷èíà R =

√
R2

¹ îöiíêîþ êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ ìiæ ðåçóëüòàòàìè ñïîñòå-
ðåæåíü yi òà çíàéäåíèìè ŷi.
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Íàâåäåìî äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ïðîãíîçó y0 = ax0 + b

ŷ0 − t 1+γ

2
(n− 2) · s ·

√√√√ 1

n
+

(x0 − x̄)2

Qx

;

ŷ0 + t 1+γ
2

(n− 2) · s ·
√√√√ 1

n
+

(x0 − x̄)2

Qx


 , (4.10)

äå ŷ0 = âx0 + b̂.
Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ ïîìèëîê ñïîñòåðåæåíü

σ2 ìà¹ âèãëÿä

 (n− 2) s2

χ2
1+γ
2

(n− 2)
;

(n− 2) s2

χ2
1−γ

2

(n− 2)


 ,

äå χ2
β (n− 2) � êâàíòèëü ïîðÿäêó β ðîçïîäiëó Ïiðñîíà (χ2)

ç n− 2 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.
Ïðèêëàä. Â òàáëèöi 4.2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè âèìiðþ-

âàííÿ ÷óòëèâîñòi âiäåîêàíàëó ξ òà çâóêîâîãî êàíàëó η.
Çíàéòè îöiíêè (òî÷êîâi òà iíòåðâàëüíi) ïàðàìåòðiâ ëiíié-
íî¨ ðåãðåñi¨, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü ìiæ ξ òà η; ïðè ðiâíi
çíà÷óùîñòi 0, 05 ïåðåâiðèòè çíà÷èìiñòü ëiíiéíî¨ ìîäåëi; ç
íàäiéíiñòþ 0, 95 çíàéòè äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ïðîãíîçîâà-
íîãî çíà÷åííÿ ÷óòëèâîñòi çâóêîâîãî êàíàëó ïðè ÷óòëèâîñòi
âiäåîêàíàëó 220 îäèíèöü.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî îá'¹ì âèáiðêè n = 20 i:

x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi =
1

20
· 2405 = 120, 25,

x2 =
1

n

n∑

i=1

x2
i =

1

20
· 350875 = 17543, 75,
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ξ = xi 240 200 190 180 170 160 150 140 130 120
η = yi 170 180 200 230 240 250 280 300 310 320
ξ = xi 110 100 90 80 70 65 60 55 50 45
η = yi 330 350 380 400 410 420 430 440 450 460

Òàáë. 4.2:

xy =
1

n

n∑

i=1

xiyi =
1

20
· 686400 = 34320,

ȳ =
1

n

n∑

i=1

yi =
1

20
· 6550 = 327, 5.

Òîìó îöiíêè ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ (äèâ. (4.6)):

â ≈ −1, 64, b̂ ≈ 524, 89.

Çíàéäåìî çàëèøêîâó äèñïåðñiþ çà (4.7) òà ñóìó Qx =
n∑

i=1
(xi − x)2:

s2 ≈ 2793, 58

18
≈ 155, 20, Qx ≈ 61673, 75.

Âèáåðåìî äîâið÷ó éìîâiðíiñòü γ = 0, 95 òà çíàéäåìî ç òà-
áëèöü êâàíòèëü ïîðÿäêó 1+γ

2
ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç n− 2

ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi t 1+γ
2

(n− 2) = 2, 101. Òîìó äîâið÷i ií-
òåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ (äèâ. (4.8), (4.9)):

- äëÿ a

(
−1.64− 2, 101 ·

√
155, 20 · 17543, 75

61673, 75
;

−1.64 + 2, 101 ·
√

155, 20 · 17543, 75

61673, 75

)
= (−1, 75;−1, 53);
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- äëÿ b
(

524, 89− 2, 101 ·
√

155, 20 · 1

61673, 75
;

524, 89 + 2, 101 ·
√

155, 20 · 1

61673, 75

)
= (510, 93; 538, 85).

Îñêiëüêè íóëü íå ïîïàäà¹ â äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ïà-
ðàìåòðà a ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨, òî ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi 0, 05
ëiíiéíà ìîäåëü ¹ çíà÷èìîþ.

Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ïðîãíîçó çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ÷ó-
òëèâîñòi çâóêîâîãî êàíàëó ïðè ÷óòëèâîñòi âiäåîêàíàëó 220
îäèíèöü çíàéäåìî ç (4.10) ŷ0 = −1, 64 · 220 + 524, 89 =
164, 09:


164, 09− 2, 101 ·

√
155, 2 ·

√
1

20
+

(220− 120, 25)2

61673, 75
;

164, 09 + 2, 101 ·
√

155, 2 ·
√

1

20
+

(220− 120, 25)2

61673, 75


 =

= (152, 06; 176, 12).

Âïðàâè
1. Çà çàäàíîþ âèáiðêîþ çíàéòè îöiíêè äëÿ ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨
ðåãðåñi¨ Y íà x, ïåðåâiðèòè çíà÷óùiñòü ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ i îá÷è-
ñëèòè êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨. Çíàéòè ãðàíèöi äîâið÷èõ iíòåðâà-
ëiâ äëÿ ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨ ìîäåëi i äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ
Y ïðè x = x0

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü íåçàëåæíi i ìà-
þòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0, σ). Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α çàäà¹-
òüñÿ. Ïðè îá÷èñëåííi ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè çíà÷åííÿ ñóì çìií-
íèõ, ¨õ êâàäðàòiâ i ïîïàðíèõ äîáóòêiâ.
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x 2 3 8 10 14 15 4 12 3 7 6
y 14.39 9.45 7.05 5.32 16.94 1.97 8.75 3.41 13.37 8.22 9.39

∑
xi = 86, ∑

yi = 98.26, ∑
x2

i = 868, ∑
y2

i = 1087.91,∑
xiyi = 682.25, α = 0.05.

2. Ïåðåâiðèòè àäåêâàòíiñòü ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨. Ïîáóäóâàòè ãðà-
ôiê çàëèøêiâ. Ïðèéíÿòè α = 0.05 . Âèáiðêà çàäàíà ó âèãëÿäi
òàáëèöi ÷àñòîò.

xy 1 2 3 4 5 6
1 2 1 - - - -
2 1 2 - - - -
3 - 3 1 - - -
4 - 1 3 - - -
5 - - 2 2 2 1
6 - - - 1 1 1

3. Ââàæàþ÷è, ùî çàëåæíiñòü ìiæ çìiííèìè x i y ìà¹ âèãëÿä
y = β0 + β1x + β2x

2, çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ çà íàñòóïíîþ
âèáiðêîþ.

x 0 2 4 6 8 10
y 5 -1 -0.5 1.5 4.5 8.5

4. Çà âèáiðêîþ ñïîñòåðåæåíü ïîòðiáíî:
à)çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ ìîäåëi y = β0 + β1x + β2x

2;
á)ïåðåâiðèòè çíà÷óùiñòü ìîäåëi;
â) çíàéòè îöiíêè äèñïåðñi¨ ïîõèáîê ñïîñòåðåæåíü òà ¨õ êî-

âàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi;
ã) âèçíà÷èòè äîâið÷i iíòåðàâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ â äèñïåðñi¨

ïîõèáîê ñïîñòåðåæåíü ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîcòi α.
Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü íå êîðåëüîâàíi i

ìàþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0, σ).

x -3 -2 -1 0 1 2 3
y 6 0 -1 -1 1 5 12 , α = 0, 10
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5. Äîñëiäæåííÿ çàëåæíîñòi òðèâàëîñòi t ðîçâ'ÿçêó ñèñòåì ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü âiä ïîðÿäêó ñèñòåìè n äàëî òàêi ðåçóëüòàòè:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t, õâ 12 35 75 130 210 315 445 600 800

Ïðèïóñòèâøè, t = Anγ , çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ A i γ.
6. Çà çàäàíîþ âèáiðêîþ çíàéòè îöiíêè äëÿ ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨
ðåãðåñi¨ Y íà x, ïåðåâiðèòè çíà÷óùiñòü ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ i îá÷è-
ñëèòè êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨. Çíàéòè ãðàíèöi äîâið÷èõ iíòåðâà-
ëiâ äëÿ ïàðàìåòðiâ ëiíiéíî¨ ìîäåëi i äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ
Y ïðè x = x0

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü íåçàëåæíi i ìà-
þòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0, σ). Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α çàäà¹-
òüñÿ. Ïðè îá÷èñëåííi ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè çíà÷åííÿ ñóì çìií-
íèõ, ¨õ êâàäðàòiâ i ïîïàðíèõ äîáóòêiâ.

x 2.7 4.6 6.3 7.8 9.2 10.6 12.0 13.4 14.7
y 17.0 16.2 13.3 13.0 9.7 9.9 6.2 5.8 5.7
∑

xi = 81.3, ∑
yi = 96.8, ∑

x2
i = 865.63, ∑

y2
i = 1194,∑

xiyi = 735.7, α = 0.1 .
7. Ââàæàþ÷è, ùî çàëåæíiñòü ìiæ çìiííèìè x i y ìà¹ âèãëÿä
y = β0 + β1x + β2x

2, çàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ çà íàâåäåíîþ
âèáiðêîþ:

x -2 -1 0 1 2
y 4.8 0.4 -3.4 0.8 3.2

8. Îòðèìàíà âèáiðêà ñïîñòåðåæåíü çìiííèõ x i y:

x 1 2 3 4 5 6 7
y 62.1 87.2 109.3 127.3 134.7 136.2 136.9

Äëÿ çîáðàæåííÿ öèõ äàíèõ ïðîïîíó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè
ìîäåëü y = x

β0+β1x . Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ β0 i β1.



Äîäàòîê A

Ñòàòèñòè÷íi òàáëèöi

Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó N(0, 1)

-

6

x

F (x)

0

F (−x) = 1− F (x)

Òàáëèöÿ A.1
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0 ,5000 ,5040 ,5080 ,5120 ,5160 ,5199 ,5239 ,5279 ,5319 ,5359
0,1 ,5398 ,5438 ,5478 ,5517 ,5557 ,5596 ,5636 ,5675 ,5714 ,5753
0,2 ,5793 ,5832 ,5871 ,5910 ,5948 ,5987 ,6026 ,6064 ,6103 ,6141
0,3 ,6179 ,6217 ,6255 ,6293 ,6331 ,6368 ,6406 ,6443 ,6480 ,6517
0,4 ,6554 ,6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 ,6772 ,6808 ,6844 ,6879
0,5 ,6915 ,6950 ,6985 ,7019 ,7054 ,7088 ,7123 ,7157 ,7190 ,7224
0,6 ,7257 ,7291 ,7324 ,7357 ,7389 ,7422 ,7454 ,7486 ,7517 ,7549
0,7 ,7580 ,7611 ,7642 ,7673 ,7704 ,7734 ,7764 ,7794 ,7823 ,7852
0,8 ,7881 ,7910 ,7939 ,7967 ,7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 ,8133
0,9 ,8159 ,8186 ,8212 ,8238 ,8264 ,8289 ,8315 ,8340 ,8365 ,8389

67
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.1
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

1 ,8413 ,8438 ,8461 ,8485 ,8508 ,8531 ,8554 ,8577 ,8599 ,8621
1,1 ,8643 ,8665 ,8686 ,8708 ,8729 ,8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,8830
1,2 ,8849 ,8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 ,8980 ,8997 ,9015
1,3 ,9032 ,9049 ,9066 ,9082 ,9099 ,9115 ,9131 ,9147 ,9162 ,9177
1,4 ,9192 ,9207 ,9222 ,9236 ,9251 ,9265 ,9279 ,9292 ,9306 ,9319
1,5 ,9332 ,9345 ,9357 ,9370 ,9382 ,9394 ,9406 ,9418 ,9429 ,9441
1,6 ,9452 ,9463 ,9474 ,9484 ,9495 ,9505 ,9515 ,9525 ,9535 ,9545
1,7 ,9554 ,9564 ,9573 ,9582 ,9591 ,9599 ,9608 ,9616 ,9625 ,9633
1,8 ,9641 ,9649 ,9656 ,9664 ,9671 ,9678 ,9686 ,9693 ,9699 ,9706
1,9 ,9713 ,9719 ,9726 ,9732 ,9738 ,9744 ,9750 ,9756 ,9761 ,9767
2 ,9772 ,9778 ,9783 ,9788 ,9793 ,9798 ,9803 ,9808 ,9812 ,9817
2,1 ,9821 ,9826 ,9830 ,9834 ,9838 ,9842 ,9846 ,9850 ,9854 ,9857
2,2 ,9861 ,9864 ,9868 ,9871 ,9875 ,9878 ,9881 ,9884 ,9887 ,9890
2,3 ,9893 ,9896 ,9898 ,9901 ,9904 ,9906 ,9909 ,9911 ,9913 ,9916
2,4 ,9918 ,9920 ,9922 ,9925 ,9927 ,9929 ,9931 ,9932 ,9934 ,9936
2,5 ,9938 ,9940 ,9941 ,9943 ,9945 ,9946 ,9948 ,9949 ,9951 ,9952
2,6 ,9953 ,9955 ,9956 ,9957 ,9959 ,9960 ,9961 ,9962 ,9963 ,9964
2,7 ,9965 ,9966 ,9967 ,9968 ,9969 ,9970 ,9971 ,9972 ,9973 ,9974
2,8 ,9974 ,9975 ,9976 ,9977 ,9977 ,9978 ,9979 ,9979 ,9980 ,9981
2,9 ,9981 ,9982 ,9982 ,9983 ,9984 ,9984 ,9985 ,9985 ,9986 ,9986
3 ,9987 ,9987 ,9987 ,9988 ,9988 ,9989 ,9989 ,9989 ,9990 ,9990

3, 5 , 9377 , 9378 , 9378 , 9379 , 9380 , 9381 , 9381 , 9382 , 9383 , 9383
4 , 9468 , 9470 , 9471 , 9472 , 9473 , 9474 , 9475 , 9476 , 9477 , 9478

4, 5 , 9566 , 9568 , 9569 , 9570 , 9572 , 9573 , 9574 , 9576 , 9577 , 9578
5 , 9671 , 9673 , 9674 , 9675 , 9677 , 9678 , 9679 , 9680 , 9681 , 9682

9n îçíà÷à¹ n-êðàòíå ïîâòîðåííÿ öèôðè 9

Êâàíòèëi tp(n) ïîðÿäêó p ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç n
ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi

-

6

tp(n)

p

0
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Òàáëèöÿ A.2
n \ p 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 0,955 0,96 0,965 0,97 0,975 0,98 0,985 0,99 0,995
1 1,00 1,38 1,96 3,08 6,31 7,03 7,92 9,06 10,6 12,7 15,9 21,2 31,8 63,7
2 0,82 1,06 1,39 1,89 2,92 3,10 3,32 3,58 3,90 4,30 4,85 5,64 6,96 9,92
3 0,76 0,98 1,25 1,64 2,35 2,47 2,61 2,76 2,95 3,18 3,48 3,90 4,54 5,84
4 0,74 0,94 1,19 1,53 2,13 2,23 2,33 2,46 2,60 2,78 3,00 3,30 3,75 4,60
5 0,73 0,92 1,16 1,48 2,02 2,10 2,19 2,30 2,42 2,57 2,76 3,00 3,36 4,03
6 0,72 0,91 1,13 1,44 1,94 2,02 2,10 2,20 2,31 2,45 2,61 2,83 3,14 3,71
7 0,71 0,90 1,12 1,41 1,89 1,97 2,05 2,14 2,24 2,36 2,52 2,71 3,00 3,50
8 0,71 0,89 1,11 1,40 1,86 1,93 2,00 2,09 2,19 2,31 2,45 2,63 2,90 3,36
9 0,70 0,88 1,10 1,38 1,83 1,90 1,97 2,06 2,15 2,26 2,40 2,57 2,82 3,25
10 0,70 0,88 1,09 1,37 1,81 1,88 1,95 2,03 2,12 2,23 2,36 2,53 2,76 3,17
11 0,70 0,88 1,09 1,36 1,80 1,86 1,93 2,01 2,10 2,20 2,33 2,49 2,72 3,11
12 0,70 0,87 1,08 1,36 1,78 1,84 1,91 1,99 2,08 2,18 2,30 2,46 2,68 3,05
13 0,69 0,87 1,08 1,35 1,77 1,83 1,90 1,97 2,06 2,16 2,28 2,44 2,65 3,01
14 0,69 0,87 1,08 1,35 1,76 1,82 1,89 1,96 2,05 2,14 2,26 2,41 2,62 2,98
15 0,69 0,87 1,07 1,34 1,75 1,81 1,88 1,95 2,03 2,13 2,25 2,40 2,60 2,95
16 0,69 0,86 1,07 1,34 1,75 1,80 1,87 1,94 2,02 2,12 2,24 2,38 2,58 2,92
17 0,69 0,86 1,07 1,33 1,74 1,80 1,86 1,93 2,02 2,11 2,22 2,37 2,57 2,90
18 0,69 0,86 1,07 1,33 1,73 1,79 1,86 1,93 2,01 2,10 2,21 2,36 2,55 2,88
19 0,69 0,86 1,07 1,33 1,73 1,79 1,85 1,92 2,00 2,09 2,20 2,35 2,54 2,86
20 0,69 0,86 1,06 1,33 1,72 1,78 1,84 1,91 1,99 2,09 2,20 2,34 2,53 2,85
22 0,69 0,86 1,06 1,32 1,72 1,77 1,84 1,90 1,98 2,07 2,18 2,32 2,51 2,82
24 0,68 0,86 1,06 1,32 1,71 1,77 1,83 1,90 1,97 2,06 2,17 2,31 2,49 2,80
26 0,68 0,86 1,06 1,31 1,71 1,76 1,82 1,89 1,97 2,06 2,16 2,30 2,48 2,78
28 0,68 0,85 1,06 1,31 1,70 1,76 1,82 1,88 1,96 2,05 2,15 2,29 2,47 2,76
30 0,68 0,85 1,05 1,31 1,70 1,75 1,81 1,88 1,95 2,04 2,15 2,28 2,46 2,75
32 0,68 0,85 1,05 1,31 1,69 1,75 1,81 1,87 1,95 2,04 2,14 2,27 2,45 2,74
34 0,68 0,85 1,05 1,31 1,69 1,75 1,80 1,87 1,95 2,03 2,14 2,27 2,44 2,73
36 0,68 0,85 1,05 1,31 1,69 1,74 1,80 1,87 1,94 2,03 2,13 2,26 2,43 2,72
38 0,68 0,85 1,05 1,30 1,69 1,74 1,80 1,86 1,94 2,02 2,13 2,25 2,43 2,71
40 0,68 0,85 1,05 1,30 1,68 1,74 1,80 1,86 1,94 2,02 2,12 2,25 2,42 2,70
45 0,68 0,85 1,05 1,30 1,68 1,73 1,79 1,86 1,93 2,01 2,12 2,24 2,41 2,69
50 0,68 0,85 1,05 1,30 1,68 1,73 1,79 1,85 1,92 2,01 2,11 2,23 2,40 2,68
55 0,68 0,85 1,05 1,30 1,67 1,73 1,78 1,85 1,92 2,00 2,10 2,23 2,40 2,67
60 0,68 0,85 1,05 1,30 1,67 1,72 1,78 1,84 1,92 2,00 2,10 2,22 2,39 2,66
65 0,68 0,85 1,04 1,29 1,67 1,72 1,78 1,84 1,91 2,00 2,10 2,22 2,39 2,65
70 0,68 0,85 1,04 1,29 1,67 1,72 1,78 1,84 1,91 1,99 2,09 2,22 2,38 2,65
75 0,68 0,85 1,04 1,29 1,67 1,72 1,77 1,84 1,91 1,99 2,09 2,21 2,38 2,64
80 0,68 0,85 1,04 1,29 1,66 1,72 1,77 1,84 1,91 1,99 2,09 2,21 2,37 2,64
85 0,68 0,85 1,04 1,29 1,66 1,71 1,77 1,84 1,91 1,99 2,09 2,21 2,37 2,63
90 0,68 0,85 1,04 1,29 1,66 1,71 1,77 1,83 1,90 1,99 2,08 2,21 2,37 2,63
95 0,68 0,85 1,04 1,29 1,66 1,71 1,77 1,83 1,90 1,99 2,08 2,20 2,37 2,63
100 0,68 0,85 1,04 1,29 1,66 1,71 1,77 1,83 1,90 1,98 2,08 2,20 2,36 2,63
110 0,68 0,84 1,04 1,29 1,66 1,71 1,77 1,83 1,90 1,98 2,08 2,20 2,36 2,62
120 0,68 0,84 1,04 1,29 1,66 1,71 1,77 1,83 1,90 1,98 2,08 2,20 2,36 2,62
130 0,68 0,84 1,04 1,29 1,66 1,71 1,76 1,83 1,90 1,98 2,07 2,19 2,36 2,61
140 0,68 0,84 1,04 1,29 1,66 1,71 1,76 1,83 1,90 1,98 2,07 2,19 2,35 2,61
150 0,68 0,84 1,04 1,29 1,66 1,71 1,76 1,82 1,90 1,98 2,07 2,19 2,35 2,61
160 0,68 0,84 1,04 1,29 1,65 1,71 1,76 1,82 1,89 1,97 2,07 2,19 2,35 2,61
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.2
n \ p 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 0,955 0,96 0,965 0,97 0,975 0,98 0,985 0,99 0,995
170 0,68 0,84 1,04 1,29 1,65 1,71 1,76 1,82 1,89 1,97 2,07 2,19 2,35 2,61
180 0,68 0,84 1,04 1,29 1,65 1,70 1,76 1,82 1,89 1,97 2,07 2,19 2,35 2,60
190 0,68 0,84 1,04 1,29 1,65 1,70 1,76 1,82 1,89 1,97 2,07 2,19 2,35 2,60
200 0,68 0,84 1,04 1,29 1,65 1,70 1,76 1,82 1,89 1,97 2,07 2,19 2,35 2,60
250 0,68 0,84 1,04 1,28 1,65 1,70 1,76 1,82 1,89 1,97 2,06 2,18 2,34 2,60
300 0,68 0,84 1,04 1,28 1,65 1,70 1,76 1,82 1,89 1,97 2,06 2,18 2,34 2,59
350 0,68 0,84 1,04 1,28 1,65 1,70 1,76 1,82 1,89 1,97 2,06 2,18 2,34 2,59
400 0,68 0,84 1,04 1,28 1,65 1,70 1,76 1,82 1,89 1,97 2,06 2,18 2,34 2,59
450 0,68 0,84 1,04 1,28 1,65 1,70 1,75 1,82 1,89 1,97 2,06 2,18 2,33 2,59
500 0,67 0,84 1,04 1,28 1,65 1,70 1,75 1,82 1,89 1,96 2,06 2,18 2,33 2,59
550 0,67 0,84 1,04 1,28 1,65 1,70 1,75 1,82 1,88 1,96 2,06 2,18 2,33 2,58

Êâàíòèëi χ2
p(n) ïîðÿäêó p ðîçïîäiëó Ïiðñîíà ç n

ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi

-

6

0 χ2
p(n)

p

Òàáëèöÿ A.3
n \ p ,005 0,01 ,015 0,02 ,025 0,03 ,035 0,04 ,045 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
1 , 044 , 032 , 034 , 036 , 021 , 021 , 022 , 023 , 023 , 024 ,016 ,036 ,064 ,102
2 ,010 ,020 ,030 ,040 ,051 ,061 ,071 ,082 ,092 ,103 ,211 ,325 ,446 ,575
3 ,072 ,115 ,152 ,185 ,216 ,245 ,273 ,300 ,326 ,352 ,584 ,798 1,01 1,21
4 ,207 ,297 ,368 ,429 ,484 ,535 ,582 ,627 ,670 ,711 1,06 1,37 1,65 1,92
5 ,412 ,554 ,662 ,752 ,831 ,903 0,969 1,03 1,09 1,15 1,61 1,99 2,34 2,67
6 ,676 ,872 1,02 1,13 1,24 1,33 1,41 1,49 1,57 1,64 2,20 2,66 3,07 3,45
7 ,989 1,24 1,42 1,56 1,69 1,80 1,90 2,00 2,08 2,17 2,83 3,36 3,82 4,25
8 1,34 1,65 1,86 2,03 2,18 2,31 2,43 2,54 2,64 2,73 3,49 4,08 4,59 5,07
9 1,73 2,09 2,33 2,53 2,70 2,85 2,98 3,10 3,22 3,33 4,17 4,82 5,38 5,90
10 2,16 2,56 2,84 3,06 3,25 3,41 3,56 3,70 3,82 3,94 4,87 5,57 6,18 6,74
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.3
n \ p 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
11 2,60 3,05 3,36 3,61 3,82 4,00 4,16 4,31 4,45 4,57 5,58 6,34 6,99 7,58
12 3,07 3,57 3,91 4,18 4,40 4,60 4,78 4,94 5,09 5,23 6,30 7,11 7,81 8,44
13 3,57 4,11 4,48 4,77 5,01 5,22 5,41 5,58 5,74 5,89 7,04 7,90 8,63 9,30
14 4,07 4,66 5,06 5,37 5,63 5,86 6,06 6,24 6,41 6,57 7,79 8,70 9,47 10,2
15 4,60 5,23 5,65 5,98 6,26 6,50 6,72 6,91 7,09 7,26 8,55 9,50 10,3 11,0
16 5,14 5,81 6,26 6,61 6,91 7,16 7,39 7,60 7,79 7,96 9,31 10,3 11,2 11,9
17 5,70 6,41 6,88 7,25 7,56 7,83 8,07 8,29 8,49 8,67 10,1 11,1 12,0 12,8
18 6,26 7,01 7,52 7,91 8,23 8,51 8,76 8,99 9,20 9,39 10,9 11,9 12,9 13,7
19 6,84 7,63 8,16 8,57 8,91 9,20 9,46 9,70 9,92 10,1 11,7 12,8 13,7 14,6
20 7,43 8,26 8,81 9,24 9,59 9,90 10,2 10,4 10,6 10,9 12,4 13,6 14,6 15,5
21 8,03 8,90 9,47 9,91 10,3 10,6 10,9 11,1 11,4 11,6 13,2 14,4 15,4 16,3
22 8,64 9,54 10,1 10,6 11,0 11,3 11,6 11,9 12,1 12,3 14,0 15,3 16,3 17,2
23 9,26 10,2 10,8 11,3 11,7 12,0 12,3 12,6 12,9 13,1 14,8 16,1 17,2 18,1
24 9,89 10,9 11,5 12,0 12,4 12,8 13,1 13,3 13,6 13,8 15,7 17,0 18,1 19,0
25 10,5 11,5 12,2 12,7 13,1 13,5 13,8 14,1 14,4 14,6 16,5 17,8 18,9 19,9
26 11,2 12,2 12,9 13,4 13,8 14,2 14,6 14,9 15,1 15,4 17,3 18,7 19,8 20,8
27 11,8 12,9 13,6 14,1 14,6 15,0 15,3 15,6 15,9 16,2 18,1 19,5 20,7 21,7
28 12,5 13,6 14,3 14,8 15,3 15,7 16,1 16,4 16,7 16,9 18,9 20,4 21,6 22,7
29 13,1 14,3 15,0 15,6 16,0 16,5 16,8 17,1 17,4 17,7 19,8 21,2 22,5 23,6
30 13,8 15,0 15,7 16,3 16,8 17,2 17,6 17,9 18,2 18,5 20,6 22,1 23,4 24,5
31 14,5 15,7 16,4 17,0 17,5 18,0 18,3 18,7 19,0 19,3 21,4 23,0 24,3 25,4
32 15,1 16,4 17,2 17,8 18,3 18,7 19,1 19,5 19,8 20,1 22,3 23,8 25,1 26,3
33 15,8 17,1 17,9 18,5 19,0 19,5 19,9 20,2 20,6 20,9 23,1 24,7 26,0 27,2
34 16,5 17,8 18,6 19,3 19,8 20,3 20,7 21,0 21,4 21,7 24,0 25,6 26,9 28,1
35 17,2 18,5 19,4 20,0 20,6 21,0 21,4 21,8 22,2 22,5 24,8 26,5 27,8 29,1
36 17,9 19,2 20,1 20,8 21,3 21,8 22,2 22,6 23,0 23,3 25,6 27,3 28,7 30,0
37 18,6 20,0 20,9 21,5 22,1 22,6 23,0 23,4 23,8 24,1 26,5 28,2 29,6 30,9
38 19,3 20,7 21,6 22,3 22,9 23,4 23,8 24,2 24,6 24,9 27,3 29,1 30,5 31,8
39 20,0 21,4 22,4 23,1 23,7 24,2 24,6 25,0 25,4 25,7 28,2 30,0 31,4 32,7
40 20,7 22,2 23,1 23,8 24,4 24,9 25,4 25,8 26,2 26,5 29,1 30,9 32,3 33,7
41 21,4 22,9 23,9 24,6 25,2 25,7 26,2 26,6 27,0 27,3 29,9 31,7 33,3 34,6
42 22,1 23,7 24,6 25,4 26,0 26,5 27,0 27,4 27,8 28,1 30,8 32,6 34,2 35,5
43 22,9 24,4 25,4 26,2 26,8 27,3 27,8 28,2 28,6 29,0 31,6 33,5 35,1 36,4
44 23,6 25,1 26,2 26,9 27,6 28,1 28,6 29,0 29,4 29,8 32,5 34,4 36,0 37,4
45 24,3 25,9 26,9 27,7 28,4 28,9 29,4 29,8 30,2 30,6 33,4 35,3 36,9 38,3
46 25,0 26,7 27,7 28,5 29,2 29,7 30,2 30,7 31,1 31,4 34,2 36,2 37,8 39,2
47 25,8 27,4 28,5 29,3 30,0 30,5 31,0 31,5 31,9 32,3 35,1 37,1 38,7 40,1
48 26,5 28,2 29,3 30,1 30,8 31,3 31,8 32,3 32,7 33,1 35,9 38,0 39,6 41,1
49 27,2 28,9 30,0 30,9 31,6 32,1 32,7 33,1 33,5 33,9 36,8 38,9 40,5 42,0
50 28,0 29,7 30,8 31,7 32,4 33,0 33,5 33,9 34,4 34,8 37,7 39,8 41,4 42,9
55 31,7 33,6 34,8 35,7 36,4 37,0 37,6 38,1 38,5 39,0 42,1 44,2 46,0 47,6
60 35,5 37,5 38,7 39,7 40,5 41,2 41,7 42,3 42,7 43,2 46,5 48,8 50,6 52,3
65 39,4 41,4 42,8 43,8 44,6 45,3 45,9 46,5 47,0 47,4 50,9 53,3 55,3 57,0
70 43,3 45,4 46,8 47,9 48,8 49,5 50,1 50,7 51,3 51,7 55,3 57,8 59,9 61,7
75 47,2 49,5 50,9 52,0 52,9 53,7 54,4 55,0 55,5 56,1 59,8 62,4 64,5 66,4
80 51,2 53,5 55,1 56,2 57,2 58,0 58,7 59,3 59,9 60,4 64,3 67,0 69,2 71,1
85 55,2 57,6 59,2 60,4 61,4 62,2 63,0 63,6 64,2 64,7 68,8 71,6 73,9 75,9
90 59,2 61,8 63,4 64,6 65,6 66,5 67,3 67,9 68,6 69,1 73,3 76,2 78,6 80,6
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.3

n \ p 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
95 63,2 65,9 67,6 68,9 69,9 70,8 71,6 72,3 72,9 73,5 77,8 80,8 83,2 85,4
100 67,3 70,1 71,8 73,1 74,2 75,1 75,9 76,7 77,3 77,9 82,4 85,4 87,9 90,1
110 75,5 78,5 80,3 81,7 82,9 83,8 84,7 85,5 86,2 86,8 91,5 94,7 97,4 99,7
120 83,9 86,9 88,9 90,4 91,6 92,6 93,5 94,3 95,0 95,7 101 104 107 109
130 92,2 95,5 97,5 99,1 100 101 102 103 104 105 110 113 116 119
140 101 104 106 108 109 110 111 112 113 114 119 123 126 128
150 109 113 115 117 118 119 120 121 122 123 128 132 135 138
160 118 121 124 125 127 128 129 130 131 132 138 142 145 148
170 126 130 132 134 136 137 138 139 140 141 147 151 154 157
180 135 139 141 143 145 146 147 148 149 150 156 160 164 167
190 144 148 150 152 154 155 156 157 158 159 165 170 173 177
200 152 156 159 161 163 164 165 166 167 168 175 179 183 186
210 161 165 168 170 172 173 174 176 177 177 184 189 193 196
220 170 174 177 179 181 182 184 185 186 187 194 198 202 206
230 179 183 186 188 190 191 193 194 195 196 203 208 212 215
240 187 192 195 197 199 201 202 203 204 205 212 217 221 225
250 196 201 204 206 208 210 211 212 213 214 222 227 231 235
260 205 210 213 215 217 219 220 221 223 224 231 236 241 244
270 214 219 222 224 226 228 229 231 232 233 241 246 250 254
280 223 228 231 234 236 237 239 240 241 242 250 256 260 264
290 232 237 240 243 245 246 248 249 250 252 260 265 270 273
300 241 246 249 252 254 256 257 259 260 261 269 275 279 283
350 286 291 295 298 300 302 304 305 306 308 317 323 328 332
400 331 337 341 344 346 349 350 352 353 355 364 371 376 381
450 376 383 387 391 393 395 397 399 400 402 412 419 425 429
500 422 429 434 437 440 442 444 446 448 449 460 467 473 478

Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.3

n \ p ,995 ,99 ,985 ,98 ,975 ,97 ,965 ,96 ,955 ,95 ,9 ,85 ,8 ,75
1 7,88 6,63 5,92 5,41 5,02 4,71 4,45 4,22 4,02 3,84 2,71 2,07 1,64 1,32
2 10,60 9,21 8,40 7,82 7,38 7,01 6,70 6,44 6,20 5,99 4,61 3,79 3,22 2,77
3 12,8 11,3 10,5 9,84 9,35 8,95 8,61 8,31 8,05 7,81 6,25 5,32 4,64 4,11
4 14,9 13,3 12,3 11,7 11,1 10,7 10,4 10,0 9,74 9,49 7,78 6,74 5,99 5,39
5 16,8 15,1 14,1 13,4 12,8 12,4 12,0 11,6 11,3 11,1 9,24 8,12 7,29 6,63
6 18,6 16,8 15,8 15,0 14,5 14,0 13,6 13,2 12,9 12,6 10,6 9,45 8,56 7,84
7 20,3 18,5 17,4 16,6 16,0 15,5 15,1 14,7 14,4 14,1 12,0 10,8 9,80 9,04
8 22,0 20,1 19,0 18,2 17,5 17,0 16,6 16,2 15,8 15,5 13,4 12,0 11,0 10,2
9 23,6 21,7 20,5 19,7 19,0 18,5 18,0 17,6 17,2 16,9 14,7 13,3 12,2 11,4
10 25,2 23,2 22,0 21,2 20,5 19,9 19,4 19,0 18,6 18,3 16,0 14,5 13,4 12,5
11 26,8 24,7 23,5 22,6 21,9 21,3 20,8 20,4 20,0 19,7 17,3 15,8 14,6 13,7
12 28,3 26,2 25,0 24,1 23,3 22,7 22,2 21,8 21,4 21,0 18,5 17,0 15,8 14,8
13 29,8 27,7 26,4 25,5 24,7 24,1 23,6 23,1 22,7 22,4 19,8 18,2 17,0 16,0
14 31,3 29,1 27,8 26,9 26,1 25,5 25,0 24,5 24,1 23,7 21,1 19,4 18,2 17,1
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.3
n \ p ,995 ,99 ,985 ,98 ,975 ,97 ,965 ,96 ,955 ,95 ,9 ,85 ,8 ,75
15 32,8 30,6 29,2 28,3 27,5 26,8 26,3 25,8 25,4 25,0 22,3 20,6 19,3 18,2
16 34,3 32,0 30,6 29,6 28,8 28,2 27,6 27,1 26,7 26,3 23,5 21,8 20,5 19,4
17 35,7 33,4 32,0 31,0 30,2 29,5 28,9 28,4 28,0 27,6 24,8 23,0 21,6 20,5
18 37,2 34,8 33,4 32,3 31,5 30,8 30,3 29,7 29,3 28,9 26,0 24,2 22,8 21,6
19 38,6 36,2 34,7 33,7 32,9 32,2 31,6 31,0 30,6 30,1 27,2 25,3 23,9 22,7
20 40,0 37,6 36,1 35,0 34,2 33,5 32,9 32,3 31,8 31,4 28,4 26,5 25,0 23,8
21 41,4 38,9 37,4 36,3 35,5 34,8 34,1 33,6 33,1 32,7 29,6 27,7 26,2 24,9
22 42,8 40,3 38,8 37,7 36,8 36,0 35,4 34,9 34,4 33,9 30,8 28,8 27,3 26,0
23 44,2 41,6 40,1 39,0 38,1 37,3 36,7 36,1 35,6 35,2 32,0 30,0 28,4 27,1
24 45,6 43,0 41,4 40,3 39,4 38,6 38,0 37,4 36,9 36,4 33,2 31,1 29,6 28,2
25 46,9 44,3 42,7 41,6 40,6 39,9 39,2 38,6 38,1 37,7 34,4 32,3 30,7 29,3
26 48,3 45,6 44,0 42,9 41,9 41,1 40,5 39,9 39,4 38,9 35,6 33,4 31,8 30,4
27 49,6 47,0 45,3 44,1 43,2 42,4 41,7 41,1 40,6 40,1 36,7 34,6 32,9 31,5
28 51,0 48,3 46,6 45,4 44,5 43,7 43,0 42,4 41,8 41,3 37,9 35,7 34,0 32,6
29 52,3 49,6 47,9 46,7 45,7 44,9 44,2 43,6 43,1 42,6 39,1 36,9 35,1 33,7
30 53,7 50,9 49,2 48,0 47,0 46,2 45,5 44,8 44,3 43,8 40,3 38,0 36,3 34,8
31 55,0 52,2 50,5 49,2 48,2 47,4 46,7 46,1 45,5 45,0 41,4 39,1 37,4 35,9
32 56,3 53,5 51,8 50,5 49,5 48,6 47,9 47,3 46,7 46,2 42,6 40,3 38,5 37,0
33 57,6 54,8 53,0 51,7 50,7 49,9 49,1 48,5 47,9 47,4 43,7 41,4 39,6 38,1
34 59,0 56,1 54,3 53,0 52,0 51,1 50,4 49,7 49,1 48,6 44,9 42,5 40,7 39,1
35 60,3 57,3 55,6 54,2 53,2 52,3 51,6 50,9 50,3 49,8 46,1 43,6 41,8 40,2
36 61,6 58,6 56,8 55,5 54,4 53,6 52,8 52,1 51,5 51,0 47,2 44,8 42,9 41,3
37 62,9 59,9 58,1 56,7 55,7 54,8 54,0 53,3 52,7 52,2 48,4 45,9 44,0 42,4
38 64,2 61,2 59,3 58,0 56,9 56,0 55,2 54,5 53,9 53,4 49,5 47,0 45,1 43,5
39 65,5 62,4 60,6 59,2 58,1 57,2 56,4 55,7 55,1 54,6 50,7 48,1 46,2 44,5
40 66,8 63,7 61,8 60,4 59,3 58,4 57,6 56,9 56,3 55,8 51,8 49,2 47,3 45,6
41 68,1 64,9 63,1 61,7 60,6 59,6 58,8 58,1 57,5 56,9 52,9 50,4 48,4 46,7
42 69,3 66,2 64,3 62,9 61,8 60,8 60,0 59,3 58,7 58,1 54,1 51,5 49,5 47,8
43 70,6 67,5 65,5 64,1 63,0 62,1 61,2 60,5 59,9 59,3 55,2 52,6 50,5 48,8
44 71,9 68,7 66,8 65,3 64,2 63,3 62,4 61,7 61,1 60,5 56,4 53,7 51,6 49,9
45 73,2 70,0 68,0 66,6 65,4 64,5 63,6 62,9 62,2 61,7 57,5 54,8 52,7 51,0
46 74,4 71,2 69,2 67,8 66,6 65,7 64,8 64,1 63,4 62,8 58,6 55,9 53,8 52,1
47 75,7 72,4 70,4 69,0 67,8 66,8 66,0 65,3 64,6 64,0 59,8 57,0 54,9 53,1
48 77,0 73,7 71,7 70,2 69,0 68,0 67,2 66,4 65,8 65,2 60,9 58,1 56,0 54,2
49 78,2 74,9 72,9 71,4 70,2 69,2 68,4 67,6 67,0 66,3 62,0 59,2 57,1 55,3
50 79,5 76,2 74,1 72,6 71,4 70,4 69,6 68,8 68,1 67,5 63,2 60,3 58,2 56,3
55 85,7 82,3 80,2 78,6 77,4 76,3 75,5 74,7 74,0 73,3 68,8 65,9 63,6 61,7
60 92,0 88,4 86,2 84,6 83,3 82,2 81,3 80,5 79,7 79,1 74,4 71,3 69,0 67,0
65 98,1 94,4 92,2 90,5 89,2 88,1 87,1 86,3 85,5 84,8 80,0 76,8 74,4 72,3
70 104 100 98,1 96,4 95,0 93,9 92,9 92,0 91,2 90,5 85,5 82,3 79,7 77,6
75 110 106 104 102 101 99,7 98,6 97,8 96,9 96,2 91,1 87,7 85,1 82,9
80 116 112 110 108 107 105 104 103 103 102 96,6 93,1 90,4 88,1
85 122 118 116 114 112 111 110 109 108 108 102 98,5 95,7 93,4
90 128 124 122 120 118 117 116 115 114 113 108 104 101 98,6
95 134 130 127 125 124 123 121 120 120 119 113 109 106 104
100 140 136 133 131 130 128 127 126 125 124 118 115 112 109
110 152 147 145 143 141 140 138 137 136 135 129 125 122 120
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.3
n \ p ,995 ,99 ,985 ,98 ,975 ,97 ,965 ,96 ,955 ,95 ,9 ,85 ,8 ,75
120 164 159 156 154 152 151 150 148 147 147 140 136 133 130
130 175 170 167 165 163 162 161 160 159 158 151 147 143 140
140 187 182 179 176 175 173 172 171 170 169 162 157 154 151
150 198 193 190 188 186 184 183 182 181 180 173 168 164 161
160 210 205 201 199 197 195 194 193 192 191 183 179 175 172
170 221 216 212 210 208 206 205 204 202 201 194 189 185 182
180 233 227 224 221 219 217 216 215 213 212 205 200 196 192
190 244 238 235 232 230 228 227 225 224 223 215 210 206 203
200 255 249 246 243 241 239 238 236 235 234 226 221 217 213
210 267 261 257 254 252 250 249 247 246 245 237 231 227 223
220 278 272 268 265 263 261 259 258 257 256 247 242 237 234
230 289 283 279 276 274 272 270 269 268 266 258 252 248 244
240 300 294 290 287 285 283 281 280 278 277 268 263 258 254
250 311 305 301 298 296 294 292 290 289 288 279 273 269 265
260 322 316 312 309 307 305 303 301 300 299 290 284 279 275
270 334 327 323 320 317 315 314 312 311 309 300 294 289 285
280 345 338 334 331 328 326 324 323 321 320 311 305 300 296
290 356 349 345 342 339 337 335 334 332 331 321 315 310 306
300 367 360 356 352 350 348 346 344 343 341 332 325 320 316
350 422 414 410 406 404 401 399 398 396 395 384 377 372 367
400 477 469 464 460 457 455 453 451 449 448 437 429 424 419
450 531 523 518 514 511 508 506 504 502 500 489 481 475 470
500 585 576 571 567 564 561 559 557 555 553 541 533 526 521



Êâàíòèëi Fp(k1, k2) ïîðÿäêó p ðîçïîäiëó Ôiøåðà ç k1 i k2 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi
6

-

p

Fp(k1, k2)0

Òàáëèöÿ A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 9
1 39,86 49,50 53,59 55,83 57,24 58,20 58,91 59,44 59,86 60,19 60,71 61,22 61,74 62,05 62,26 62,53 62,79 63,06
2 8,53 9,00 9,16 9,24 9,29 9,33 9,35 9,37 9,38 9,39 9,41 9,42 9,44 9,45 9,46 9,47 9,47 9,48
3 5,54 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24 5,23 5,22 5,20 5,18 5,17 5,17 5,16 5,15 5,14
4 4,54 4,32 4,19 4,11 4,05 4,01 3,98 3,95 3,94 3,92 3,90 3,87 3,84 3,83 3,82 3,80 3,79 3,78
5 4,06 3,78 3,62 3,52 3,45 3,40 3,37 3,34 3,32 3,30 3,27 3,24 3,21 3,19 3,17 3,16 3,14 3,12
6 3,78 3,46 3,29 3,18 3,11 3,05 3,01 2,98 2,96 2,94 2,90 2,87 2,84 2,81 2,80 2,78 2,76 2,74
7 3,59 3,26 3,07 2,96 2,88 2,83 2,78 2,75 2,72 2,70 2,67 2,63 2,59 2,57 2,56 2,54 2,51 2,49
8 3,46 3,11 2,92 2,81 2,73 2,67 2,62 2,59 2,56 2,54 2,50 2,46 2,42 2,40 2,38 2,36 2,34 2,32
9 3,36 3,01 2,81 2,69 2,61 2,55 2,51 2,47 2,44 2,42 2,38 2,34 2,30 2,27 2,25 2,23 2,21 2,18
10 3,29 2,92 2,73 2,61 2,52 2,46 2,41 2,38 2,35 2,32 2,28 2,24 2,20 2,17 2,16 2,13 2,11 2,08
11 3,23 2,86 2,66 2,54 2,45 2,39 2,34 2,30 2,27 2,25 2,21 2,17 2,12 2,10 2,08 2,05 2,03 2,00
12 3,18 2,81 2,61 2,48 2,39 2,33 2,28 2,24 2,21 2,19 2,15 2,10 2,06 2,03 2,01 1,99 1,96 1,93
13 3,14 2,76 2,56 2,43 2,35 2,28 2,23 2,20 2,16 2,14 2,10 2,05 2,01 1,98 1,96 1,93 1,90 1,88



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 9
14 3,10 2,73 2,52 2,39 2,31 2,24 2,19 2,15 2,12 2,10 2,05 2,01 1,96 1,93 1,91 1,89 1,86 1,83
15 3,07 2,70 2,49 2,36 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09 2,06 2,02 1,97 1,92 1,89 1,87 1,85 1,82 1,79
16 3,05 2,67 2,46 2,33 2,24 2,18 2,13 2,09 2,06 2,03 1,99 1,94 1,89 1,86 1,84 1,81 1,78 1,75
17 3,03 2,64 2,44 2,31 2,22 2,15 2,10 2,06 2,03 2,00 1,96 1,91 1,86 1,83 1,81 1,78 1,75 1,72
18 3,01 2,62 2,42 2,29 2,20 2,13 2,08 2,04 2,00 1,98 1,93 1,89 1,84 1,80 1,78 1,75 1,72 1,69
19 2,99 2,61 2,40 2,27 2,18 2,11 2,06 2,02 1,98 1,96 1,91 1,86 1,81 1,78 1,76 1,73 1,70 1,67
20 2,97 2,59 2,38 2,25 2,16 2,09 2,04 2,00 1,96 1,94 1,89 1,84 1,79 1,76 1,74 1,71 1,68 1,64
21 2,96 2,57 2,36 2,23 2,14 2,08 2,02 1,98 1,95 1,92 1,87 1,83 1,78 1,74 1,72 1,69 1,66 1,62
22 2,95 2,56 2,35 2,22 2,13 2,06 2,01 1,97 1,93 1,90 1,86 1,81 1,76 1,73 1,70 1,67 1,64 1,60
23 2,94 2,55 2,34 2,21 2,11 2,05 1,99 1,95 1,92 1,89 1,84 1,80 1,74 1,71 1,69 1,66 1,62 1,59
24 2,93 2,54 2,33 2,19 2,10 2,04 1,98 1,94 1,91 1,88 1,83 1,78 1,73 1,70 1,67 1,64 1,61 1,57
25 2,92 2,53 2,32 2,18 2,09 2,02 1,97 1,93 1,89 1,87 1,82 1,77 1,72 1,68 1,66 1,63 1,59 1,56
26 2,91 2,52 2,31 2,17 2,08 2,01 1,96 1,92 1,88 1,86 1,81 1,76 1,71 1,67 1,65 1,61 1,58 1,54
27 2,90 2,51 2,30 2,17 2,07 2,00 1,95 1,91 1,87 1,85 1,80 1,75 1,70 1,66 1,64 1,60 1,57 1,53
28 2,89 2,50 2,29 2,16 2,06 2,00 1,94 1,90 1,87 1,84 1,79 1,74 1,69 1,65 1,63 1,59 1,56 1,52
29 2,89 2,50 2,28 2,15 2,06 1,99 1,93 1,89 1,86 1,83 1,78 1,73 1,68 1,64 1,62 1,58 1,55 1,51
30 2,88 2,49 2,28 2,14 2,05 1,98 1,93 1,88 1,85 1,82 1,77 1,72 1,67 1,63 1,61 1,57 1,54 1,50
40 2,84 2,44 2,23 2,09 2,00 1,93 1,87 1,83 1,79 1,76 1,71 1,66 1,61 1,57 1,54 1,51 1,47 1,42
50 2,81 2,41 2,20 2,06 1,97 1,90 1,84 1,80 1,76 1,73 1,68 1,63 1,57 1,53 1,50 1,46 1,42 1,38
75 2,77 2,37 2,16 2,02 1,93 1,85 1,80 1,75 1,72 1,69 1,63 1,58 1,52 1,48 1,45 1,41 1,37 1,32
100 2,76 2,36 2,14 2,00 1,91 1,83 1,78 1,73 1,69 1,66 1,61 1,56 1,49 1,45 1,42 1,38 1,34 1,28
150 2,74 2,34 2,12 1,98 1,89 1,81 1,76 1,71 1,67 1,64 1,59 1,53 1,47 1,43 1,40 1,35 1,30 1,25



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4

k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 95
1 161,5 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5 241,9 243,9 246,0 248,0 249,3 250,1 251,1 252,2 253,3
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,41 19,43 19,45 19,46 19,46 19,47 19,48 19,49
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,74 8,70 8,66 8,63 8,62 8,59 8,57 8,55
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,91 5,86 5,80 5,77 5,75 5,72 5,69 5,66
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,68 4,62 4,56 4,52 4,50 4,46 4,43 4,40
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,00 3,94 3,87 3,83 3,81 3,77 3,74 3,70
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,57 3,51 3,44 3,40 3,38 3,34 3,30 3,27
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,28 3,22 3,15 3,11 3,08 3,04 3,01 2,97
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,07 3,01 2,94 2,89 2,86 2,83 2,79 2,75
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2,91 2,85 2,77 2,73 2,70 2,66 2,62 2,58
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,79 2,72 2,65 2,60 2,57 2,53 2,49 2,45
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,69 2,62 2,54 2,50 2,47 2,43 2,38 2,34
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,60 2,53 2,46 2,41 2,38 2,34 2,30 2,25
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,53 2,46 2,39 2,34 2,31 2,27 2,22 2,18
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,48 2,40 2,33 2,28 2,25 2,20 2,16 2,11
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,42 2,35 2,28 2,23 2,19 2,15 2,11 2,06
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,38 2,31 2,23 2,18 2,15 2,10 2,06 2,01
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,34 2,27 2,19 2,14 2,11 2,06 2,02 1,97
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 2,31 2,23 2,16 2,11 2,07 2,03 1,98 1,93
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 2,28 2,20 2,12 2,07 2,04 1,99 1,95 1,90
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32 2,25 2,18 2,10 2,05 2,01 1,96 1,92 1,87



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 95
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30 2,23 2,15 2,07 2,02 1,98 1,94 1,89 1,84
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27 2,20 2,13 2,05 2,00 1,96 1,91 1,86 1,81
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 2,18 2,11 2,03 1,97 1,94 1,89 1,84 1,79
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 2,16 2,09 2,01 1,96 1,92 1,87 1,82 1,77
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,15 2,07 1,99 1,94 1,90 1,85 1,80 1,75
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20 2,13 2,06 1,97 1,92 1,88 1,84 1,79 1,73
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19 2,12 2,04 1,96 1,91 1,87 1,82 1,77 1,71
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,55 2,43 2,35 2,28 2,22 2,18 2,10 2,03 1,94 1,89 1,85 1,81 1,75 1,70
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16 2,09 2,01 1,93 1,88 1,84 1,79 1,74 1,68
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 2,00 1,92 1,84 1,78 1,74 1,69 1,64 1,58
50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,03 1,95 1,87 1,78 1,73 1,69 1,63 1,58 1,51
75 3,97 3,12 2,73 2,49 2,34 2,22 2,13 2,06 2,01 1,96 1,88 1,80 1,71 1,65 1,61 1,55 1,49 1,42
100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93 1,85 1,77 1,68 1,62 1,57 1,52 1,45 1,38
150 3,90 3,06 2,66 2,43 2,27 2,16 2,07 2,00 1,94 1,89 1,82 1,73 1,64 1,58 1,54 1,48 1,41 1,33

Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 975
1 647,8 799,5 864,2 899,6 921,9 937,1 948,2 956,7 963,3 968,6 976,7 984,9 993,1 998,1 1001, 1006, 1010, 1014,
2 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39 39,40 39,41 39,43 39,45 39,46 39,46 39,47 39,48 39,49
3 17,44 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47 14,42 14,34 14,25 14,17 14,12 14,08 14,04 13,99 13,95
4 12,22 10,65 9,98 9,60 9,36 9,20 9,07 8,98 8,90 8,84 8,75 8,66 8,56 8,50 8,46 8,41 8,36 8,31
5 10,01 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 6,68 6,62 6,52 6,43 6,33 6,27 6,23 6,18 6,12 6,07



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 975
6 8,81 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60 5,52 5,46 5,37 5,27 5,17 5,11 5,07 5,01 4,96 4,90
7 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82 4,76 4,67 4,57 4,47 4,40 4,36 4,31 4,25 4,20
8 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36 4,30 4,20 4,10 4,00 3,94 3,89 3,84 3,78 3,73
9 7,21 5,71 5,08 4,72 4,48 4,32 4,20 4,10 4,03 3,96 3,87 3,77 3,67 3,60 3,56 3,51 3,45 3,39
10 6,94 5,46 4,83 4,47 4,24 4,07 3,95 3,85 3,78 3,72 3,62 3,52 3,42 3,35 3,31 3,26 3,20 3,14
11 6,72 5,26 4,63 4,28 4,04 3,88 3,76 3,66 3,59 3,53 3,43 3,33 3,23 3,16 3,12 3,06 3,00 2,94
12 6,55 5,10 4,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51 3,44 3,37 3,28 3,18 3,07 3,01 2,96 2,91 2,85 2,79
13 6,41 4,97 4,35 4,00 3,77 3,60 3,48 3,39 3,31 3,25 3,15 3,05 2,95 2,88 2,84 2,78 2,72 2,66
14 6,30 4,86 4,24 3,89 3,66 3,50 3,38 3,29 3,21 3,15 3,05 2,95 2,84 2,78 2,73 2,67 2,61 2,55
15 6,20 4,77 4,15 3,80 3,58 3,41 3,29 3,20 3,12 3,06 2,96 2,86 2,76 2,69 2,64 2,59 2,52 2,46
16 6,12 4,69 4,08 3,73 3,50 3,34 3,22 3,12 3,05 2,99 2,89 2,79 2,68 2,61 2,57 2,51 2,45 2,38
17 6,04 4,62 4,01 3,66 3,44 3,28 3,16 3,06 2,98 2,92 2,82 2,72 2,62 2,55 2,50 2,44 2,38 2,32
18 5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 3,10 3,01 2,93 2,87 2,77 2,67 2,56 2,49 2,44 2,38 2,32 2,26
19 5,92 4,51 3,90 3,56 3,33 3,17 3,05 2,96 2,88 2,82 2,72 2,62 2,51 2,44 2,39 2,33 2,27 2,20
20 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91 2,84 2,77 2,68 2,57 2,46 2,40 2,35 2,29 2,22 2,16
21 5,83 4,42 3,82 3,48 3,25 3,09 2,97 2,87 2,80 2,73 2,64 2,53 2,42 2,36 2,31 2,25 2,18 2,11
22 5,79 4,38 3,78 3,44 3,22 3,05 2,93 2,84 2,76 2,70 2,60 2,50 2,39 2,32 2,27 2,21 2,14 2,08
23 5,75 4,35 3,75 3,41 3,18 3,02 2,90 2,81 2,73 2,67 2,57 2,47 2,36 2,29 2,24 2,18 2,11 2,04
24 5,72 4,32 3,72 3,38 3,15 2,99 2,87 2,78 2,70 2,64 2,54 2,44 2,33 2,26 2,21 2,15 2,08 2,01
25 5,69 4,29 3,69 3,35 3,13 2,97 2,85 2,75 2,68 2,61 2,51 2,41 2,30 2,23 2,18 2,12 2,05 1,98
26 5,66 4,27 3,67 3,33 3,10 2,94 2,82 2,73 2,65 2,59 2,49 2,39 2,28 2,21 2,16 2,09 2,03 1,95
27 5,63 4,24 3,65 3,31 3,08 2,92 2,80 2,71 2,63 2,57 2,47 2,36 2,25 2,18 2,13 2,07 2,00 1,93
28 5,61 4,22 3,63 3,29 3,06 2,90 2,78 2,69 2,61 2,55 2,45 2,34 2,23 2,16 2,11 2,05 1,98 1,91



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 975
29 5,59 4,20 3,61 3,27 3,04 2,88 2,76 2,67 2,59 2,53 2,43 2,32 2,21 2,14 2,09 2,03 1,96 1,89
30 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57 2,51 2,41 2,31 2,20 2,12 2,07 2,01 1,94 1,87
40 5,42 4,05 3,46 3,13 2,90 2,74 2,62 2,53 2,45 2,39 2,29 2,18 2,07 1,99 1,94 1,88 1,80 1,72
50 5,34 3,97 3,39 3,05 2,83 2,67 2,55 2,46 2,38 2,32 2,22 2,11 1,99 1,92 1,87 1,80 1,72 1,64
75 5,23 3,88 3,30 2,96 2,74 2,58 2,46 2,37 2,29 2,22 2,12 2,01 1,90 1,82 1,76 1,69 1,61 1,52
100 5,18 3,83 3,25 2,92 2,70 2,54 2,42 2,32 2,24 2,18 2,08 1,97 1,85 1,77 1,71 1,64 1,56 1,46
150 5,13 3,78 3,20 2,87 2,65 2,49 2,37 2,28 2,20 2,13 2,03 1,92 1,80 1,72 1,67 1,59 1,50 1,40

Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 99
1 4052, 5000, 5403, 5625, 5764, 5859, 5928, 5981, 6023, 6056, 6106, 6157, 6209, 6240, 6261, 6287, 6313, 6339,
2 98,50 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39 99,40 99,42 99,43 99,45 99,46 99,47 99,47 99,48 99,49
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,35 27,23 27,05 26,87 26,69 26,58 26,50 26,41 26,32 26,22
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,55 14,37 14,20 14,02 13,91 13,84 13,75 13,65 13,56
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,05 9,89 9,72 9,55 9,45 9,38 9,29 9,20 9,11
6 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,72 7,56 7,40 7,30 7,23 7,14 7,06 6,97
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62 6,47 6,31 6,16 6,06 5,99 5,91 5,82 5,74
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81 5,67 5,52 5,36 5,26 5,20 5,12 5,03 4,95
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26 5,11 4,96 4,81 4,71 4,65 4,57 4,48 4,40
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85 4,71 4,56 4,41 4,31 4,25 4,17 4,08 4,00
11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,54 4,40 4,25 4,10 4,01 3,94 3,86 3,78 3,69
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30 4,16 4,01 3,86 3,76 3,70 3,62 3,54 3,45



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 99
13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10 3,96 3,82 3,66 3,57 3,51 3,43 3,34 3,25
14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,80 3,66 3,51 3,41 3,35 3,27 3,18 3,09
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,67 3,52 3,37 3,28 3,21 3,13 3,05 2,96
16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,55 3,41 3,26 3,16 3,10 3,02 2,93 2,84
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,46 3,31 3,16 3,07 3,00 2,92 2,83 2,75
18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51 3,37 3,23 3,08 2,98 2,92 2,84 2,75 2,66
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43 3,30 3,15 3,00 2,91 2,84 2,76 2,67 2,58
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37 3,23 3,09 2,94 2,84 2,78 2,69 2,61 2,52
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40 3,31 3,17 3,03 2,88 2,79 2,72 2,64 2,55 2,46
22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26 3,12 2,98 2,83 2,73 2,67 2,58 2,50 2,40
23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 3,41 3,30 3,21 3,07 2,93 2,78 2,69 2,62 2,54 2,45 2,35
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 3,17 3,03 2,89 2,74 2,64 2,58 2,49 2,40 2,31
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22 3,13 2,99 2,85 2,70 2,60 2,54 2,45 2,36 2,27
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,09 2,96 2,81 2,66 2,57 2,50 2,42 2,33 2,23
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 3,15 3,06 2,93 2,78 2,63 2,54 2,47 2,38 2,29 2,20
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03 2,90 2,75 2,60 2,51 2,44 2,35 2,26 2,17
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 3,33 3,20 3,09 3,00 2,87 2,73 2,57 2,48 2,41 2,33 2,23 2,14
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98 2,84 2,70 2,55 2,45 2,39 2,30 2,21 2,11
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80 2,66 2,52 2,37 2,27 2,20 2,11 2,02 1,92
50 7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,78 2,70 2,56 2,42 2,27 2,17 2,10 2,01 1,91 1,80
75 6,99 4,90 4,05 3,58 3,27 3,05 2,89 2,76 2,65 2,57 2,43 2,29 2,13 2,03 1,96 1,87 1,76 1,65
100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 2,50 2,37 2,22 2,07 1,97 1,89 1,80 1,69 1,57
150 6,81 4,75 3,91 3,45 3,14 2,92 2,76 2,63 2,53 2,44 2,31 2,16 2,00 1,90 1,83 1,73 1,62 1,49



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4

k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 995
1 1621† 2000† 2162† 2250† 2306† 2344† 2372† 2393† 2409† 2422† 2443† 2463† 2484† 2496† 2504† 2515† 2525† 2536†
2 198,5 199,0 199,2 199,3 199,3 199,3 199,4 199,4 199,4 199,4 199,4 199,4 199,5 199,5 199,5 199,5 199,5 199,5
3 55,55 49,80 47,47 46,19 45,39 44,84 44,43 44,13 43,88 43,69 43,39 43,08 42,78 42,59 42,47 42,31 42,15 41,99
4 31,33 26,28 24,26 23,15 22,46 21,97 21,62 21,35 21,14 20,97 20,70 20,44 20,17 20,00 19,89 19,75 19,61 19,47
5 22,78 18,31 16,53 15,56 14,94 14,51 14,20 13,96 13,77 13,62 13,38 13,15 12,90 12,76 12,66 12,53 12,40 12,27
6 18,63 14,54 12,92 12,03 11,46 11,07 10,79 10,57 10,39 10,25 10,03 9,81 9,59 9,45 9,36 9,24 9,12 9,00
7 16,24 12,40 10,88 10,05 9,52 9,16 8,89 8,68 8,51 8,38 8,18 7,97 7,75 7,62 7,53 7,42 7,31 7,19
8 14,69 11,04 9,60 8,81 8,30 7,95 7,69 7,50 7,34 7,21 7,01 6,81 6,61 6,48 6,40 6,29 6,18 6,06
9 13,61 10,11 8,72 7,96 7,47 7,13 6,88 6,69 6,54 6,42 6,23 6,03 5,83 5,71 5,62 5,52 5,41 5,30
10 12,83 9,43 8,08 7,34 6,87 6,54 6,30 6,12 5,97 5,85 5,66 5,47 5,27 5,15 5,07 4,97 4,86 4,75
11 12,23 8,91 7,60 6,88 6,42 6,10 5,86 5,68 5,54 5,42 5,24 5,05 4,86 4,74 4,65 4,55 4,45 4,34
12 11,75 8,51 7,23 6,52 6,07 5,76 5,52 5,35 5,20 5,09 4,91 4,72 4,53 4,41 4,33 4,23 4,12 4,01
13 11,37 8,19 6,93 6,23 5,79 5,48 5,25 5,08 4,94 4,82 4,64 4,46 4,27 4,15 4,07 3,97 3,87 3,76
14 11,06 7,92 6,68 6,00 5,56 5,26 5,03 4,86 4,72 4,60 4,43 4,25 4,06 3,94 3,86 3,76 3,66 3,55
15 10,80 7,70 6,48 5,80 5,37 5,07 4,85 4,67 4,54 4,42 4,25 4,07 3,88 3,77 3,69 3,58 3,48 3,37
16 10,58 7,51 6,30 5,64 5,21 4,91 4,69 4,52 4,38 4,27 4,10 3,92 3,73 3,62 3,54 3,44 3,33 3,22
17 10,38 7,35 6,16 5,50 5,07 4,78 4,56 4,39 4,25 4,14 3,97 3,79 3,61 3,49 3,41 3,31 3,21 3,10
18 10,22 7,21 6,03 5,37 4,96 4,66 4,44 4,28 4,14 4,03 3,86 3,68 3,50 3,38 3,30 3,20 3,10 2,99
19 10,07 7,09 5,92 5,27 4,85 4,56 4,34 4,18 4,04 3,93 3,76 3,59 3,40 3,29 3,21 3,11 3,00 2,89
20 9,94 6,99 5,82 5,17 4,76 4,47 4,26 4,09 3,96 3,85 3,68 3,50 3,32 3,20 3,12 3,02 2,92 2,81
21 9,83 6,89 5,73 5,09 4,68 4,39 4,18 4,01 3,88 3,77 3,60 3,43 3,24 3,13 3,05 2,95 2,84 2,73
22 9,73 6,81 5,65 5,02 4,61 4,32 4,11 3,94 3,81 3,70 3,54 3,36 3,18 3,06 2,98 2,88 2,77 2,66
23 9,63 6,73 5,58 4,95 4,54 4,26 4,05 3,88 3,75 3,64 3,47 3,30 3,12 3,00 2,92 2,82 2,71 2,60
24 9,55 6,66 5,52 4,89 4,49 4,20 3,99 3,83 3,69 3,59 3,42 3,25 3,06 2,95 2,87 2,77 2,66 2,55
25 9,48 6,60 5,46 4,84 4,43 4,15 3,94 3,78 3,64 3,54 3,37 3,20 3,01 2,90 2,82 2,72 2,61 2,50

†îçíà÷à¹ ×10



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4

k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 995
26 9,41 6,54 5,41 4,79 4,38 4,10 3,89 3,73 3,60 3,49 3,33 3,15 2,97 2,85 2,77 2,67 2,56 2,45
27 9,34 6,49 5,36 4,74 4,34 4,06 3,85 3,69 3,56 3,45 3,28 3,11 2,93 2,81 2,73 2,63 2,52 2,41
28 9,28 6,44 5,32 4,70 4,30 4,02 3,81 3,65 3,52 3,41 3,25 3,07 2,89 2,77 2,69 2,59 2,48 2,37
29 9,23 6,40 5,28 4,66 4,26 3,98 3,77 3,61 3,48 3,38 3,21 3,04 2,86 2,74 2,66 2,56 2,45 2,33
30 9,18 6,35 5,24 4,62 4,23 3,95 3,74 3,58 3,45 3,34 3,18 3,01 2,82 2,71 2,63 2,52 2,42 2,30
40 8,83 6,07 4,98 4,37 3,99 3,71 3,51 3,35 3,22 3,12 2,95 2,78 2,60 2,48 2,40 2,30 2,18 2,06
50 8,63 5,90 4,83 4,23 3,85 3,58 3,38 3,22 3,09 2,99 2,82 2,65 2,47 2,35 2,27 2,16 2,05 1,93
75 8,37 5,69 4,63 4,05 3,67 3,41 3,21 3,05 2,93 2,82 2,66 2,49 2,31 2,19 2,10 1,99 1,88 1,74
100 8,24 5,59 4,54 3,96 3,59 3,33 3,13 2,97 2,85 2,74 2,58 2,41 2,23 2,11 2,02 1,91 1,79 1,65
150 8,12 5,49 4,45 3,88 3,51 3,25 3,05 2,89 2,77 2,67 2,51 2,33 2,15 2,03 1,94 1,83 1,70 1,56

Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4

k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 999
1 4052‡ 4999‡ 5403‡ 5625‡ 5764‡ 5859‡ 5928‡ 5981‡ 6022‡ 6056‡ 6106‡ 6157‡ 6209‡ 6240‡ 6261‡, 6287‡ 6313‡ 6339‡
2 998,5 999,0 999,2 999,35 999,3 999,3 999,4 999,4 999,4 999,4 999,4 999,4 999,5 999,5 999,5 999,5 999,5 999,5
3 167,0 148,5 141,1 137,1 134,6 132,9 131,6 130,6 129,9 129,3 128,3 127,4 126,4 125,8 125,5 125,0 124,5 124,0
4 74,14 61,25 56,18 53,44 51,71 50,53 49,66 49,00 48,47 48,05 47,41 46,76 46,10 45,70 45,43 45,09 44,75 44,40

‡îçíà÷à¹ ×102



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 999
5 47,18 37,12 33,20 31,09 29,75 28,83 28,16 27,65 27,24 26,92 26,42 25,91 25,39 25,08 24,87 24,60 24,33 24,06
6 35,51 27,00 23,70 21,92 20,80 20,03 19,46 19,03 18,69 18,41 17,99 17,56 17,12 16,85 16,67 16,44 16,21 15,98
7 29,25 21,69 18,77 17,20 16,21 15,52 15,02 14,63 14,33 14,08 13,71 13,32 12,93 12,69 12,53 12,33 12,12 11,91
8 25,41 18,49 15,83 14,39 13,48 12,86 12,40 12,05 11,77 11,54 11,19 10,84 10,48 10,26 10,11 9,92 9,73 9,53
9 22,86 16,39 13,90 12,56 11,71 11,13 10,70 10,37 10,11 9,89 9,57 9,24 8,90 8,69 8,55 8,37 8,19 8,00
10 21,04 14,91 12,55 11,28 10,48 9,93 9,52 9,20 8,96 8,75 8,45 8,13 7,80 7,60 7,47 7,30 7,12 6,94
11 19,69 13,81 11,56 10,35 9,58 9,05 8,66 8,35 8,12 7,92 7,63 7,32 7,01 6,81 6,68 6,52 6,35 6,18
12 18,64 12,97 10,80 9,63 8,89 8,38 8,00 7,71 7,48 7,29 7,00 6,71 6,40 6,22 6,09 5,93 5,76 5,59
13 17,82 12,31 10,21 9,07 8,35 7,86 7,49 7,21 6,98 6,80 6,52 6,23 5,93 5,75 5,63 5,47 5,30 5,14
14 17,14 11,78 9,73 8,62 7,92 7,44 7,08 6,80 6,58 6,40 6,13 5,85 5,56 5,38 5,25 5,10 4,94 4,77
15 16,59 11,34 9,34 8,25 7,57 7,09 6,74 6,47 6,26 6,08 5,81 5,54 5,25 5,07 4,95 4,80 4,64 4,47
16 16,12 10,97 9,01 7,94 7,27 6,80 6,46 6,19 5,98 5,81 5,55 5,27 4,99 4,82 4,70 4,54 4,39 4,23
17 15,72 10,66 8,73 7,68 7,02 6,56 6,22 5,96 5,75 5,58 5,32 5,05 4,78 4,60 4,48 4,33 4,18 4,02
18 15,38 10,39 8,49 7,46 6,81 6,35 6,02 5,76 5,56 5,39 5,13 4,87 4,59 4,42 4,30 4,15 4,00 3,84
19 15,08 10,16 8,28 7,27 6,62 6,18 5,85 5,59 5,39 5,22 4,97 4,70 4,43 4,26 4,14 3,99 3,84 3,68
20 14,82 9,95 8,10 7,10 6,46 6,02 5,69 5,44 5,24 5,08 4,82 4,56 4,29 4,12 4,00 3,86 3,70 3,54
21 14,59 9,77 7,94 6,95 6,32 5,88 5,56 5,31 5,11 4,95 4,70 4,44 4,17 4,00 3,88 3,74 3,58 3,42
22 14,38 9,61 7,80 6,81 6,19 5,76 5,44 5,19 4,99 4,83 4,58 4,33 4,06 3,89 3,78 3,63 3,48 3,32
23 14,20 9,47 7,67 6,70 6,08 5,65 5,33 5,09 4,89 4,73 4,48 4,23 3,96 3,79 3,68 3,53 3,38 3,22
24 14,03 9,34 7,55 6,59 5,98 5,55 5,23 4,99 4,80 4,64 4,39 4,14 3,87 3,71 3,59 3,45 3,29 3,14
25 13,88 9,22 7,45 6,49 5,89 5,46 5,15 4,91 4,71 4,56 4,31 4,06 3,79 3,63 3,52 3,37 3,22 3,06
26 13,74 9,12 7,36 6,41 5,80 5,38 5,07 4,83 4,64 4,48 4,24 3,99 3,72 3,56 3,44 3,30 3,15 2,99



Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi A.4
k1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 60 120
k2 p = 0, 999
27 13,61 9,02 7,27 6,33 5,73 5,31 5,00 4,76 4,57 4,41 4,17 3,92 3,66 3,49 3,38 3,23 3,08 2,92
28 13,50 8,93 7,19 6,25 5,66 5,24 4,93 4,69 4,50 4,35 4,11 3,86 3,60 3,43 3,32 3,18 3,02 2,86
29 13,39 8,85 7,12 6,19 5,59 5,18 4,87 4,64 4,45 4,29 4,05 3,80 3,54 3,38 3,27 3,12 2,97 2,81
30 13,29 8,77 7,05 6,12 5,53 5,12 4,82 4,58 4,39 4,24 4,00 3,75 3,49 3,33 3,22 3,07 2,92 2,76
40 12,61 8,25 6,59 5,70 5,13 4,73 4,44 4,21 4,02 3,87 3,64 3,40 3,14 2,98 2,87 2,73 2,57 2,41
50 12,22 7,96 6,34 5,46 4,90 4,51 4,22 4,00 3,82 3,67 3,44 3,20 2,95 2,79 2,68 2,53 2,38 2,21
75 11,73 7,58 6,01 5,16 4,62 4,24 3,96 3,74 3,56 3,42 3,19 2,96 2,71 2,55 2,44 2,29 2,13 1,96
100 11,50 7,41 5,86 5,02 4,48 4,11 3,83 3,61 3,44 3,30 3,07 2,84 2,59 2,43 2,32 2,17 2,01 1,83
150 11,27 7,24 5,71 4,88 4,35 3,98 3,71 3,49 3,32 3,18 2,96 2,73 2,48 2,32 2,21 2,06 1,89 1,70




