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Âñòóï
Êîíñïåêò ëåêöié ïðèçíà÷åíèé äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèâ÷åííÿ ñòóäåíòàìè âñiõ ñïåöiàëüíîñòåé
äåííî¨ òà çàî÷íî¨ ôîðì íàâ÷àííÿ äèñöèïëií: "Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòè-
ñòèêà"i "Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà âèïàäêîâi ïðîöåñè".

Ïåðøà ÷àñòèíà êîíñïåêòó ëåêöié ïðèñâÿ÷åíà òåîði¨ éìîâiðíîñòåé i âêëþ÷à¹ â ñåáå òàêi
áàçîâi äëÿ âèâ÷åííÿ âñüîãî êóðñó ðîçäiëè:

• âèïàäêîâi ïîäi¨;

• âèïàäêîâi âåëè÷èíè;

• ãðàíè÷íi òåîðåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé.

Îäíà ëåêöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ åëåìåíòiâ êîìáiíàòîðèêè, âèäiëåíà îêðåìî â äî-
äàòêó ÷åðåç ¨¨ äåÿêó âiäñòîðîíåíiñòü âiä çàãàëüíî¨ ñõåìè çãàäàíèõ äèñöèïëií. Ïèòàííÿ,
ðîçãëÿíóòi â öié ëåêöi¨, ìîæóòü áóòè âiäîìi ñòóäåíòàì ç êóðñó ñåðåäíüî¨ øêîëè ÷è ç iíøèõ
ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií, ùî âèâ÷àþòüñÿ ó âóçi.

Ïiñëÿ êîæíîãî ðîçäiëó äàíî âïðàâè, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ êîíòðîëþ çàñâî¹ííÿ
âiäïîâiäíîãî ìàòåðiàëó.

Hóìåðàöiÿ ôîðìóë, òàáëèöü, ðèñóíêiâ â êîæíîìó ðîçäiëi îêðåìà, à íóìåðàöiÿ îçíà÷åíü,
òåîðåì, ëåì, íàñëiäêiâ îêðåìà â êîæíié ëåêöi¨.

Äîâåäåííÿ êîæíîãî òâåðäæåííÿ ïî÷èíà¹òüñÿ ñëîâîì "Äîâåäåííÿ"i çàêií÷ó¹òüñÿ çíà-
÷êîì .
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Ðîçäië 1

Âèïàäêîâi ïîäi¨ òà éìîâiðíîñòi

1.1 Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò òà éìîâiðíiñíèé ïðîñòið
1.1.1 Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò, åëåìåíòàðíi ïîäi¨, ïîäi¨
Âèõiäíèì ïîíÿòòÿì òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ¹ ïîíÿòòÿ ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, âèïàäêî-
âî¨ ïîäi¨ òà éìîâiðíîñòi âèïàäêîâî¨ ïîäi¨. Ñòîõàñòè÷íèì (âèïàäêîâèì) åêñïåðèìåíòîì
áóäåìî íàçèâàòè åêñïåðèìåíò (äåÿêó äiþ), ðåçóëüòàò ÿêîãî íåìîæëèâî òî÷íî ïåðåäáà÷èòè
íàïåðåä. Ïðè öüîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè òàêi åêñïåðèìåíòè, ÿêi ìîæíà ïîâòîðþâàòè
ïðè íåçìiííèõ óìîâàõ áóäü-ÿêó êiëüêiñòü ðàç. Áóäü-ÿêèé ðåçóëüòàò ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðè-
ìåíòó, ÿêèé ìîæå áóòè çàôiêñîâàíèì (íàáëþäàòèñÿ), áóäåìî íàçèâàòè âèïàäêîâîþ ïîäi¹þ
1(ïîäi¹þ). Ñåðåä âèïàäêîâèõ ïîäié âèäiëèìî òi ç íèõ, ÿêi íå ìîæóòü âiäáóâàòèñÿ îäíî÷à-
ñíî i íå ìîæóòü áóòè ðîçêëàäåíi íà ïðîñòiøi âèïàäêîâi ïîäi¨. Òàêi ïîäi¨ áóäåìî íàçèâàòè
åëåìåíòàðíèìè ïîäiÿìè.

Òàêèì ÷èíîì, ç êîæíèì ñòîõàñòè÷íèì åêñïåðèìåíòîì ìîæíà ïîâ'ÿçàòè äåÿêó ìíîæèíó
Ω åëåìåíòàðíèõ ïîäié (ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié). Êîæíó ïîäiþ, ÿêà ìîæå íàñòàòè â
ðåçóëüòàòi öüîãî åêñïåðèìåíòó, ìîæíà òîìó ðîçãëÿäàòè ÿê äåÿêó ïiäìíîæèíó ïðîñòîðó
åëåìåíòàðíèõ ïîäié.

Åëåìåíòàðíi ïîäi¨ áóäåìî ïîçíà÷àòè áóêâàìè ω àáî ωi (ω ∈ Ω àáî ωi ∈ Ω), âèïàäêîâi
ïîäi¨ áóäåìî ïîçíà÷àòè âåëèêèìè áóêâàìè ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó: A, B, i ò. ä. Âèíÿòîê
ñòàíîâëÿòü äâi ïîäi¨: Ω � âiðîãiäíà ïîäiÿ òà ∅ � íåìîæëèâà ïîäiÿ.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîäiÿ A íàñòàëà (âiäáóëàñÿ), ÿêùî íàñòàëà ÿêà-íåáóòü åëåìåíòàð-
íà ïîäiÿ ω ∈ A, ïðè öüîìó ââàæàòèìåìî, ùî åëåìåíòàðíà ïîäiÿ ω ñïðèÿ¹ ïîäi¨ A.

Ïðèêëàä 1. Åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ â òðèêðàòíîìó ïiäêèäàííi ìîíåòè i ôiêñàöi¨ ñòîðîíè
ìîíåòè, ÿêîþ âîíà âèïàäå êîæíîãî ðàçó. Â òàêîìó åêñïåðèìåíòi ¹ âñüîãî 8 íàéïðîñòiøèõ
ðåçóëüòàòiâ (åëåìåíòàðíèõ ïîäié). Òîáòî

Ω = {ããã, ããö, ãöã, öãã, ãöö, öãö, ööã, ööö}.

Íåõàé ïîäiÿ A ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèïàäå ïðèíàéìíi îäèí ãåðá, à ïîäiÿ B � â òîìó, ùî
äðóãèì âèïàäå ãåðá. Òîìó A = {ããã, ããö, ãöã, öãã, ãöö, öãö, ööã}, B = {ããã, ããö, öãã, öãö}.

Ïðèêëàä 2. Åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ â êèäàííi òî÷êè â äåÿêèé êâàäðàò. Åëåìåíòàðíîþ
ïîäi¹þ ñëiä â öüîìó âèïàäêó ââàæàòè ïîïàäàííÿ â äåÿêó ôiêñîâàíó òî÷êó êâàäðàòà. Òîìó
ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié ìîæíà çàäàòè ÿê ìíîæèíó òî÷îê êâàäðàòà.

Íåõàé ïîäiÿ A ïîëÿãà¹ â ïîïàäàííi òî÷êè ó âïèñàíèé â äàíèé êâàäðàò êðóã. Îòæå, A
çàäà¹òüñÿ êðóãîì, âïèñàíèì â äàíèé êâàäðàò.

1Ïiçíiøå äàìî áiëüø òî÷íå îçíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ ïîäi¨.
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Çàóâàæåííÿ. Ïîòðiáíî âiäìiòèòè, ùî â ïåðøîìó ïðèêëàäi ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïî-
äié ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ, à â äðóãîìó � iç íåñêií÷åííî¨ (íåçëi÷åí-
íî¨).

1.1.2 Äi¨ íàä ïîäiÿìè
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìîæëèâi äi¨ íàä ïîäiÿìè òà âiäíîøåííÿ, â ÿêèõ öi ïîäi¨ ìîæóòü áóòè.
Äàìî òàêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîäiÿ A ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïîäi¨ B (àáî B ¹
íàñëiäêîì A), ÿêùî ìíîæèíà åëåìåíòàðíèõ ïîäié, ùî ñïðèÿþòü ïîäi¨ A ¹ ïiäìíîæèíîþ
åëåìåíòàðíèõ ïîäié, ùî ñïðèÿþòü ïîäi¨ B. Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå òàê: A ⊂ B àáî B ⊃ A

ßêùî A ⊂ B i B ⊂ A, òî êàæóòü, ùî ïîäi¨ A i B ñïiâïàäàþòü, òîáòî A = B.
Îçíà÷åííÿ. Ñóìîþ (àáî îá'¹äíàííÿì) äâîõ ïîäié A i B íàçèâà¹òüñÿ ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹

â òîìó, ùî âiäáóäåòüñÿ àáî ïîäiÿ A, àáî ïîäiÿ B. Ïîçíà÷à¹òüñÿ ñóìà ïîäié òàê: A + B àáî
A ∪B.

Òîìó ñóìi äâîõ ïîäié A i B ñïðèÿþòü òi i òiëüêè òi åëåìåíòàðíi ïîäi¨, ÿêi ñïðèÿþòü
õî÷à á îäíié ç ïîäié A ÷è B.

Îçíà÷åííÿ. Äîáóòêîì (àáî ïåðåðiçîì) äâîõ ïîäié A i B íàçèâà¹òüñÿ ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî âiäáóäåòüñÿ i ïîäiÿ A, i ïîäiÿ B. Ïîçíà÷à¹òüñÿ äîáóòîê ïîäié òàê: A·B àáî A∩B.

Îòæå, äîáóòêó äâîõ ïîäié A i B ñïðèÿþòü òi i òiëüêè òi åëåìåíòàðíi ïîäi¨, ÿêi ñïðèÿþòü
îáèäâîì ïîäiÿì A i B.

Îçíà÷åííÿ. Ïðîòèëåæíîþ ïîäi¹þ äî ïîäi¨ A íàçèâà¹òüñÿ ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî ïîäiÿ A íå âiäáóäåòüñÿ. Ïîçíà÷à¹òüñÿ ïðîòèëåæíà ïîäiÿ òàê: A.

Òîáòî, ïîäi¨ A ñïðèÿþòü òi i òiëüêè òi åëåìåíòàðíi ïîäi¨, ÿêi íå ñïðèÿþòü ïîäi¨ A.
Êðiì ðîçãëÿíóòèõ äié íàä ïîäiÿìè ìîæíà âèäiëèòè ùå é òàêi:

1. ðiçíèöÿ ïîäié A \B = A ·B; òîìó A = Ω \ A;

2. ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ïîäié A∇B = (A \B) + (B \ A).

Íàâåäåìî íàéâàæëiâiøi âëàñòèâîñòi äié íàä ïîäiÿìè:

1. A + B = B + A, A ·B = B · A (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ);

2. A + (B + C) = (A + B) + C, A · (B · C) = (A · B) · C (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ òà
ìíîæåííÿ);

3. (A + B) · C = A · C + B · C (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ);

4. A ·B + C = (A + C) · (B + C) (äèñòðèáóòèâíiñòü äîäàâàííÿ âiäíîñíî ìíîæåííÿ);

5. A + B = A ·B, A ·B = A + B (çàêîíè äå Ìîðãàíà);

6. A + A = Ω, A · A = ∅, A = A.

Ëåãêî äîâåñòè öi òà iíøi âëàñòèâîñòi äié íàä ïîäiÿìè ç äîïîìîãîþ, íàïðèêëàä, äiàãðàì
Åéëåðà-Âåííà. Íà öèõ äiàãðàìàõ ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω çîáðàæà¹òüñÿ êâàäðàòîì,
à ïîäi¨ � êðóãàìè.

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâiñòü 5 (ðèñ.1.1)(ïðàâèëüíiñòü iíøèõ âëàñòèâîñòåé âñòàíîâëþ¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî):

1. çàøòðèõîâàíà ïîäiÿ A + B;
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Ðèñ. 1.1:

2. ïîäâiéíîþ øòðèõîâêîþ çàøòðèõîâàíà ïîäiÿ A ·B;

3. çàøòðèõîâàíà ïîäiÿ A ·B;

4. çàøòðèõîâàíà (áóäü-ÿêîþ øòðèõîâêîþ) ïîäiÿ
A + B.

Îçíà÷åííÿ. Ïîäi¨ A i B íàçèâàþòüñÿ íåñóìiñíèìè, ÿêùî A ·B = ∅. Â iíøîìó âèïàäêó
öi ïîäi¨ ñóìiñíi.

Î÷åâèäíî, ùî ïîäi¨ A i A íåñóìiñíi.
Íåõàé A � äåÿêà ìíîæèíà ïîäié (ñèñòåìà ïiäìíîæèí Ω).
Îçíà÷åííÿ. Ìíîæèíà ïîäié A íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ, ÿêùî:

1. Ω ∈ A;

2. ç òîãî, ùî A, B ∈ A, âèïëèâà¹, ùî A + B ∈ A;

3. ç òîãî, ùî A ∈ A, âèïëèâà¹, ùî A ∈ A.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ ëåãêî ñëiäó¹, ùî ∅ ∈ A, áî ∅ = Ω, i ÿêùî A, B ∈ A, òî A ·B ∈ A, áî
A ·B = A + B.

Îçíà÷åííÿ. Ìíîæèíà ïîäié F íàçèâà¹òüñÿ σ-àëãåáðîþ (ñi ìà-àëãåáðîþ), ÿêùî âîíà
¹ àëãåáðîþ i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîäié {An, n ≥ 1} ç F ¨õ ñóìà

∞⋃
n=1

An ∈ F .

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî 2 ∞⋂
n=1

An =
∞⋃

n=1
An ∈ F , ÿêùî {An, n ≥ 1} ⊂ F .

Íàäàëi äëÿ êîæíîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòà áóäåìî âèçíà÷àòè ðàçîì ç ïðîñòîðîì
åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω òàêîæ i σ-àëãåáðó ïîäié F , i òiëüêè åëåìåíòè σ-àëãåáðè F áóäåìî
íàçèâàòè ïîäiÿìè.

2Çíà÷êàìè
∞⋃

n=1
òà

∞⋂
n=1

ïîçíà÷åíi, âiäïîâiäíî, ñóìà i äîáóòîê ïîäié, çàïèñàíèõ ïiñëÿ íèõ.
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1.1.3 Éìîâiðíiñòü
Â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ ìàéæå çàâæäè âèíèêà¹ ïîòðåáà îöiíþâàòè ïîäi¨
(ùî âiäíîñÿòüñÿ äî îäíîãî ÷è ðiçíèõ ñòîõàñòè÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ) çà ñòóïåíåì ¨õ "äî-
ñòîâiðíîñòi"ÿê, íàïðèêëàä, ïîäiÿ Ω âiäáóâà¹òüñÿ çàâæäè (âiðîãiäíà ïîäiÿ), à ïîäiÿ ∅ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íiêîëè (íåìîæëèâà ïîäiÿ). Äëÿ öüîãî ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨.

Îçíà÷åííÿ. Éìîâiðíiñòþ (éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîâà ôóíêöiÿ P(A),
ÿêà âèçíà÷åíà íà σ-àëãåáði ïîäié F òà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. P(A) ≥ 0 äëÿ âñiõ A ∈ F ;

2. P(Ω) = 1;

3. ÿêùî ïîäi¨ A1, A2, . . . ïîïàðíî íåñóìiñíi (òîáòî Ai · Aj = ∅ ïðè âñiõ i 6= j), òî

P

( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

P(An).

Îçíà÷åííÿ. Òðiéêó åëåìåíòiâ (Ω, F , P), äå Ω � ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié, F � σ-
àëãåáðà ïîäié (ïiäìíîæèí Ω), P � éìîâiðíiñíà ìiðà íà F , áóäåìî íàçèâàòè éìîâiðíiñíèì
ïðîñòîðîì.

Çàóâàæåííÿ. Âëàñòèâîñòi ç îçíà÷åíü σ-àëãåáðè F , òà éìîâiðíiñíî¨ ìiðè P ùå íàçèâà-
þòü àêñiîìàìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé. Àêñiîìàòè÷íèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé
çàïðîïîíóâàâ â 1929 ð. À.Ì.Êîëìîãîðîâ.

1.2 Âëàñòèâîñòi òà ïðèêëàäè éìîâiðíîñòåé
1.2.1 Âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi
Ðîçãëÿíåìî äåÿêi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi, ùî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨ A P(A) = 1−P(A).
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ A i A. Îñêiëüêè A + A = Ω i A · A = ∅, òî 1 = P(Ω) =

P(A + A) = P(A) + P(A). Çâiäñè P(A) = 1−P(A).
Íàñëiäîê. P(∅) = 0.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ∅ = Ω, òî çà òåîðåìîþ 1

P(∅) = 1−P(Ω) = 1− 1 = 0.

Òåîðåìà 2. (ìîíîòîííiñòü éìîâiðíîñòi) ßêùî A ⊂ B, òî P(A) ≤ P(B)
Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî ïîäiþ B ó âèãëÿäi B = A + A · B. Îñêiëüêè A · (A · B) = ∅, òî

P(B) = P(A) + P(A ·B) ≥ P(A), áî P(A ·B) ≥ 0.
Òåîðåìà 3. (äîäàâàííÿ éìîâiðíîñòi) ßêùî A i B äîâiëüíi ïîäi¨, òî P(A + B) =

P(A) + P(B)−P(A ·B).
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A + B = A + A · B i B = A · B + A · B òà A · (A · B) = ∅ i

(A ·B) · (A ·B) = ∅, òî
P(A + B) = P(A) + P(A ·B) i
P(B) = P(A ·B) + P(A ·B).

Çâiäñè P(A ·B) = P(B)−P(A ·B) i

P(A + B) = P(A) + P(B)−P(A ·B).
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Òåîðåìà 4. ßêùî A ⊂ B, òî P(B \ A) = P(B)−P(A).
Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî ïîäiþ B ó âèãëÿäi B = B \A + A. Î÷åâèäíî, ùî (B \A) ·A = ∅

i òîìó
P(B) = P(B \ A) + P(A),

çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
Òåîðåìà 5. (íåïåðåðâíiñòü éìîâiðíîñòi) Íåõàé äàíî ïîñëiäîâíiñòü ïîäié A1, A2, . . .

òàêó, ùî A1 ⊃ A2 ⊃ . . . i A =
∞⋂

n=1
An. Òîäi P(A) = lim

n→∞P(An).
Äîâåäåííÿ. Ðîçêëàäåìî êîæíó ïîäiþ An íà ñóìó ïîïàðíî íåñóìiñíèõ ïîäié An =

∞⋃
k=n

Ak · Ak+1 ∪ A. Òîìó P(An) =
∞∑

k=n
P(Ak · Ak+1 + P(A), çâiäêè

P(An)−P(A) =
∞∑

k=n

P(Ak · Ak+1). (1.1)

Ïðè n = 1 ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ðÿä
∞∑

k=1
P(Ak · Ak+1) çáiãà¹òüñÿ. Îñêiëüêè çà ôîðìóëîþ (1.1) P(An) − P(A) ¹ çàëèøêîì öüîãî

ðÿäó, òî
lim

n→∞P(An)−P(A) = 0.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó äåÿêèõ êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ.

1.2.2 Êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi
Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòîâi âiäïîâiäà¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið
(Ω, F , P). Íåõàé ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ i n = |Ω|. Íå-
õàé F � σ-àëãåáðà âñiõ ïiäìíîæèí Ω. Êðiì òîãî, íåõàé éìîâiðíiñíà ìiðà P òàêà, ùî âñi
åëåìåíòàðíi ïîäi¨ ìàþòü îäíàêîâi éìîâiðíîñòi (ðiâíîìîæëèâi). Òîìó P(ωi) = 1

n
.

Íåõàé äàëi ïîäi¨ A ñïðèÿþòü m = |A| åëåìåíòàðíèõ ïîäié òîáòî A =
m⋃

k=1
ωik .

Îñêiëüêè P(
m⋃

k=1
ωik) =

m∑
k=1

P(ωik) = m
n
, òî

P(A) =
m

n
. (1.2)

Ðiâíiñòü (1.2) i ¹ êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi.
Ïðèêëàä 1. Ïiäêèäà¹òüñÿ ãðàëüíèé êóáèê. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷èñëî î÷îê,

ÿêå âèïàäå, êðàòíå òðüîì.
Íàéïðîñòiøi ðåçóëüòàòè îïèñàíîãî åêñïåðèìåíòó (åëåìåíòàðíi ïîäi¨) ωi = {âèïàëî ÷è-

ñëî i}, i = 1, 6.
Î÷åâèäíî (ÿêùî êóáèê ïðàâèëüíèé � âèãîòîâëåííèé ç îäíîðiäíîãî ìàòåðiàëó), ùî

éìîâiðíiñíó ìiðó ïîòðiáíî âèçíà÷èòè òàê, ùîá P(ωi) = 1
6
.

Îïèñàíié ïîäié (ïîçíà÷èìî ¨¨ A) ñïðèÿþòü äâi åëåìåíòàðíi ïîäi¨ A = {ω3, ω6}.
Òîìó |A| = 2 i P(A) = 2

6
= 1

3
.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ çàäàíà íà F ðiâíiñòþ (1.2) çàäîâîëüíÿ¹ âñi âèìîãè, ÿêi ïîâèííi
âèêîíóâàòèñü äëÿ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè. Äiéñíî

1. P(A) = m
n
≥ 0;

2. P(Ω) = n
n

= 1;
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Ðèñ. 1.2:

3. ÿêùî A ·B = ∅ (|A| = m i |B| = k), òî

P(A + B) =
m + k

n
=

m

n
+

k

n
= P(A) + P(B).

Çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi âiä ôóíêöi¨ P âèìàãàòè íå ïîòðiáíî, áî F ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií-
÷åííî¨ êiëüêîñòi (2n) ïiäìíîæèí.

1.2.3 Ãåîìåòðè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi
Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ êîëè ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòó âiäïîâiäà¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið
(Ω, F , P) â ÿêîìó ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω ¹ íåñêií÷åííèì, íàâiòü íåçëi÷åííèì.

Íåõàé Ω ¹ äåÿêîþ ìíîæèíîþ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn (n = 1, 2, 3), σ-àëãåáðà ïîäié
F � íàéìåíøà σ-àëãåáðà, ùî ìiñòèòü âñi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè Ω. ßê i â ïîïåðåäíüîìó
âèïàäêó, áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi åëåìåíòàðíi ïîäi¨ ðiâíîìîæëèâi. Ïðîòå íiÿêî¨ íåíóëüîâî¨
éìîâiðíîñòi åëåìåíòàðíèì ïîäiÿì ïðèïèñàòè íåìîæíà, áî ¨õ íåñêií÷åííå ÷èñëî. Âiäøòîâ-
õóþ÷èñü âiä ðiâíîìîæëèâîñòi åëåìåíòàðíèõ ïîäié ïðèðîäíî âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü êîæíî¨
ïîäi¨ ïðîïîðöiéíó ¨¨ n-âèìèðíié ìiði (äîâæèíi ïðè n = 1, ïëîùi ïðè n = 2, îá'¹ìó ïðè
n = 3) mes(A), ÿê ìíîæèíè ç Rn.

Òîáòî P(A) = C ·mes(A), à îñêiëüêè 1 = P(Ω) = = C ·mes(Ω), òî C = 1
mes(Ω)

. Òîìó

P(A) =
mes(A)

mes(Ω)
(1.3)

Ðiâíiñòü (1.3) i ¹ ãåîìåòðè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi.
Î÷åâèäíî, ùî âñi õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi éìîâiðíiñíî¨ ìiðè âèêîíóþòüñÿ, áî âëà-

ñòèâîñòi 1) i 3) ìà¹ ñàìà ìiðà mes, à P(Ω) = mes(Ω)
mes(Ω)

= 1.
Ïðèêëàä 2. (çàäà÷à ïðî çóñòði÷) Äâi îñîáè À i Á äîìîâèëèñü çóñòðiòèñÿ â ïåâíîìó

ìiñöi, ïðè÷îìó êîæíà ç íèõ ïðèõîäèòü òóäè íåçàëåæíî âiä iíøî¨ ó âèïàäêîâèé ìîìåíò
÷àñó ìiæ 12 i 13 ãîäèíîþ.

Òîé, õòî ïðèõîäèòü ïåðøèì, ÷åêà¹ 20 õâèëèí i éäå. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çóñòði÷
âiäáóäåòüñÿ.

Ïîçíà÷èìî ìîìåíò ïðèõîäó À i Á âiäïîâiäíî ÷åðåç x i y. Òîäi çà ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ
ïîäié ïðèðîäíî âçÿòè êâàäðàò Ω ó ïëîùèíi xOy

Ω = {(x; y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.
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Çãiäíî ç óìîâîþ À i Á çóñòðiíóòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |x − y| ≤ 1
3
(ðiçíèöÿ ìiæ

ìîìåíòàìè ïðèõîäó íå ïåðåâèùó¹ 1
3
ãîä.=20 õâ.). Öå îçíà÷à¹, ùî çóñòði÷i (ïîäiÿ A) âiäïî-

âiäàþòü òî÷êè êâàäðàòà, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ çàçíà÷åíà íåðiâíiñòü, òîáòî

A = {(x; y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, |x− y| ≤ 1

3
}

Ïîáóäó¹ìî íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi xOy îáëàñòi Ω i A (ðèñ. 1.2).
Îòæå, øóêàíà éìîâiðíiñòü, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (1.3)

P(A) =
mes(A)

mea(Ω)
=

1− 2 · 1
2
·
(

2
3

)2

1
=

5

9
.

1.3 Óìîâíi éìîâiðíîñòi. Íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ ïî-
äié

1.3.1 Óìîâíà éìîâiðíiñòü
Íåõàé, äåÿêîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòó âiäïîâiäà¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F , P).
Ðîçãëÿíåìî äâi ïîäi¨ A i B, ïðè÷îìó P(B) 6= 0. Çàäàìîñü ïèòàííÿì, ÷è âïëèâà¹ íà éìîâið-
íiñòü ("äîñòîâiðíiñòü") ïîäi¨ A iíôîðìàöiÿ ïðî òå, ùî ïîäiÿ B âiäáóëàñü, òà ÿê çíàéòè öþ
éìîâiðíiñòü. Î÷åâèäíî, ùî âiäïîâiäü íà ïåðøó ÷àñòèíó ïèòàííÿ ïîâèííà áóòè, âçàãàëi êà-
æó÷i, ïîçèòèâíîþ. Àáñîëþòíî çðîçóìiëèì ¹ òå, ùî ÿêùî ìè çíà¹ìî, ùî ïîäiÿ B âiäáóëàñÿ,
òî ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié íåîáõiäíî çâóçèòè äî ìíîæèíè, ÿêà îïèñó¹ ïîäiþ B. ßñíî
òàêîæ, ùî çàìiñòü σ-àëãåáðè ïîäié F ñëiä âçÿòè σ-àëãåáðó FB, ùî ¹ ñëiäîì F íà ïîäi¨ B.
Òîáòî FB = {C ∩B; C ∈ F}.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ïîäié FB óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó ïiäìíîæèí B.
Âèêîðèñòîâóþ÷è iä¹¨ ïîáóäîâè éìîâiðíiñíèõ ìið, ÿêi ìè ðîçãëÿäàëè âèùå, òà ïîíÿòòÿ

éìîâiðíîñòi ÿê äåÿêî¨ ìiðè ("âàãè") ïîäi¨, äàìî òàêå îçíà÷åííÿ óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi:
Îçíà÷åííÿ. Óìîâíîþ éìîâiðíiñòþ ïîäi¨ A ïðè óìîâi, ùî âiäáóëàñÿ ïîäiÿ B (P(B) 6=

0), íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî P(A/B) = P(A·B)
P(B)

.
Óìîâíà éìîâiðíiñòü P(·/B) ìà¹ òàêi ïðîñòi âëàñòèâîñòi:

1. P(A/B) ≥ 0 äëÿ âñiõ A ∈ F ;

2. P(Ω/B) = P(B/B) = 1;

3. ÿêùî ïîäi¨ A1, A2, . . . ïîïàðíî íåñóìiñíi, òî

P
( ∞⋃

n=1
An/B

)
=

P

( ∞⋃
n=1

An·B
)

P(B)
=

∞∑
n=1

P(An·B)

P(B)
=

=
∞∑

n=1
P(An/B),

áî ïîäi¨ {An ·B : n ≥ 1} ïîïàðíî íåñóìiñíi.

Îòæå, P(·/B) ¹ éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ ÿê íà F òàê i íà FB. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ A ∈ F
òàêèõ, ùî A · B = ∅, P(A/B) = 0, òî ÿêùî âiäîìî, ùî ïîäiÿ B âiäáóëàñÿ, ìîæíà îáìå-
æèòèñü óìîâíèì ñòîõàñòè÷íèì åêñïåðèìåíòîì, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið
(B, FB, P(·/B)).
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Ïðèêëàä 1. Äâi÷i âèòÿãóþòü áåç ïîâåðíåííÿ ïî îäíié êóëüöi ç óðíè, ÿêà ìiñòèòü
n áiëèõ i m ÷îðíèõ êóëüîê. Ðîçãëÿíåìî äâi ïîäi¨: A={äðóãà êóëüêà ÷îðíà}, B={ïåðøà
êóëüêà áiëà}.

ßêùî ïîäiÿ B âiäáóëàñü òî â óðíi çàëèøèëîñü n − 1 áiëèõ i m ÷îðíèõ êóëüîê. Òîìó
éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A ïðè óìîâi, ùî âiäáóëàñÿ ïîäiÿ B äîðiâíþ¹ P(A/B) = m

n−1+m
. Ç iíøîãî

áîêó îñêiëüêè P(A ·B) = n·m
A2

n+m
= n·m

(n+m)·(n+m−1)
, P(B) = n

n+m
, òî P(A/B) = P(A·B)

P(B)
= m

n+m−1
.

Îäåðæàëè äâà îäíàêîâi ðåçóëüòàòè, ùî ¹ ïiäòâåðäæåííÿì ñêàçàíîãî âèùå.

1.3.2 Òåîðåìà ìíîæåííÿ éìîâiðíîñòåé
Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðîñòi, àëå âàæëèâi âëàñòèâîñòi óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi. Áåçïîñåðåäíüî ç
îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà ìíîæåííÿ.

Òåîðåìà 1. ßêùî P(B) 6= 0, òî

P(A ·B) = P(A/B) ·P(B).

×åðåç ïðîñòîòó äîâåäåííÿ öi¹¨ òåðåìè çàëèøèìî éîãî äëÿ ÷èòà÷à.
Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî P(A) 6= 0, P(B) 6= 0, òî

P(A ·B) = P(A/B) ·P(B) = P(B/A) ·P(A).

Òåîðåìó 1 ìîæíà ëåãêî ðîçïîâñþäèòè íà áóäü-ÿêó ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïîäié.
Òåîðåìà 2. ßêùî ïîäi¨ A1, A2, . . ., An òàêi, ùî

P(A1 · A2 . . . An−1) 6= 0, òî

P(A1 · A2 . . . An) =

= P(A1) ·P(A2/A1) . . .P(An/A1 · A2 . . . An−1). (1.4)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî óìîâíi éìîâiðíîñòi â ôîðìóëi (1.4) âèçíà÷åíi, áî P(A1 ·
A2 . . . Ak) 6= 0 ïðè âñiõ
k = 1, 2, . . . , n− 1.

Äiéñíî îñêiëüêè
A1 ⊃ A1 · A2 ⊃ . . . ⊃ A1 · A2 . . . An−1

i éìîâiðíiñíà ìiðà ìà¹ âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi, òî

P(A1 · A2 . . . Ak) ≥ P(A1 · A2 . . . An−1) > 0

Ôîðìóëà (1.4) ïðè n = 2 ïðàâèëüíà çãiäíî òåîðåìè 1.
Íåõàé (1.4) ïðàâèëüíà ïðè äåÿêîìó n ∈ N , òîáòî

P(A1 · A2 . . . An) =

= P(A1) ·P(A2/A1) . . .P(An/A1 · A2 . . . An−1).

Ðîçãëÿíåìî

P(A1 · A2 . . . An+1) =

= P(A1 · A2 . . . An) ·P(An+1/A1 · A2 . . . An) =

= P(A1) ·P(A2/A1) . . .P(An/A1 · A2 . . . An−1)×
×P(An+1/A1 · A2 . . . An).

Òîìó çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ðiâíiñòü (1.4) ìà¹ ìiñöå ïðè êîæíîìó íàòóðàëü-
íîìó n.
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1.3.3 Íåçàëåæíi âèïàäêîâi ïîäi¨
Íåçàëåæíèìè,
ïðèðîäíî, íàçâàòè âèïàäêîâi ïîäi¨, éìîâiðíîñòi êîæíî¨ ç ÿêèõ íå çàëåæàòü âiä òîãî, âiäáó-
ëàñü ÷è íi iíøà ïîäiÿ. ßê ìè ïîáà÷èìî äàëüøå, äëÿ íåçàëåæíèõ ïîäié óìîâíi òà áåçóìîâíi
éìîâiðíîñòi ñïiâïàäàþòü. Òîìó, âèõîäÿ÷è ç òåîðåìè ìíîæåííÿ, äàìî òàêå îçíà÷åííÿ íåçà-
ëåæíîñòi äâîõ ïîäié:

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâi ïîäi¨ A i B íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè, ÿêùî

P(A ·B) = P(A) ·P(B). (1.5)

Çâiäñè ëåãêî îäåðæèìî ñêàçàíå âèùå.
Òåîðåìà 3. ßêùî âèïàäêîâi ïîäi¨ A i B íåçàëåæíi i

P(A) 6= 0 òà P(B) 6= 0, òî

P(A/B) = P(A) i P(B/A) = P(B).

.
Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A/B) =
P(A ·B)

P(B)
i P(B/A) =

P(A ·B)

P(A)

Îñêiëüêè A i B íåçàëåæíi, òî ç (1.5) ìà¹ìî

P(A/B) =
P(A) ·P(B)

P(B)
= P(A) i

P(B/A) =
P(A) ·P(B)

P(A)
= P(B).

Äîâåäåìî ùå îäíó âëàñòèâiñòü íåçàëåæíèõ ïîäié.
Òåîðåìà 4. ßêùî ïîäi¨ A i B íåçàëåæíi, òî íåçàëåæíèìè ¹ i ïîäi¨ A i B òà A i B.
Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî A i B íåçàëåæíi.
Ðîçãëÿíåìî P(A ·B) = P(B)−P(A ·B), áî

B = A ·B + A ·B i (A ·B) · (A ·B) = ∅. Òîìó
P(A ·B) = P(B)−P(A ·B) =

= (1−P(A)) ·P(B) = P(A) ·P(B),

òîáòî, A i B íåçàëåæíi.
Ïåðåéäåìî òåïåð âiä äâîõ ïîäié äî êiëüêîõ.
Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâi ïîäi¨ A1, A2, . . ., An íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó iíäåêñiâ 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n (k = 2, n)

P(Ai1 · Ai2 . . . Aik) = P(Ai1) ·P(Ai2) . . .P(Aik) (1.6)

ßêùî ðiâíiñòü (1.6) ìà¹ ìiñöå ïðè k = 2, òî ïîäi¨ A1, A2, . . ., An íàçèâàþòü ïîïàðíî
íåçàëåæíèìè.

Ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî iç ïîïàðíî¨ íåçàëåæíîñòi, âçàãàëi êàæó÷è, íåçàëåæíiñòü â ñóêó-
ïíîñòi íå âèïëèâà¹. Â öüîìó ïåðåêîíó¹ íàñ òàêèé ïðèêëàä. Ïðèêëàä 2. (Áåðíøòåéíà).

Íåõàé òðè ãðàíi îäíîðiäíîãî òåòðàåäðà ïîôàðáîâàíi êîæíà â îäèí ç êîëüîðiâ: ñèíié,
÷åðâîíèé, çåëåíèé. ×åòâåðòà ãðàíü ðîçôàðáîâàíà òàê, ùî ìà¹ âñi òðè çãàäàíi êîëüîðè.
Òåòðàåäð ïiäêèäàþòü i äèâëÿòüñÿ ÿêîþ ãðàííþ âií âïàäå íà ãîðèçîíòàëüíó ïëîùèíó.
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Íåõàé A1={íà ãðàíi, ùî âèïàëà, ¹ ñèíié êîëið}, A2={íà ãðàíi, ùî âèïàëà, ¹ ÷åðâîíèé
êîëið}, A3={íà ãðàíi, ùî âèïàëà, ¹ çåëåíèé êîëið}. Òåòðàåäð îäíîðiäíèé, òîìó âñi ãðàíi
âèïàäàþòü ç îäíàêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè. Î÷åâèäíî, ùî P(Ai) = 1

2
, P(Ai ·Aj) = 1

4
ïðè i 6= j.

Òîìó ïîäi¨ A1, A2, A3 ïîïàðíî íåçàëåæíi. Àëå

P(A1 · A2 · A3) =
1

4
6= 1

8
= P(A1) ·P(A2) ·P(A3),

òîìó öi ïîäi¨ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi íå ¹.

1.4 Ôîðìóëè ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òà Áàé¹ñà
Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω,F ,P).

Îçíà÷åííÿ. Íàáið ïîäié H1, H2, . . ., Hn áóäåìî íàçèâàòè ïîâíîþ ãðóïîþ ïîäié, ÿêùî
äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ òàêå:

1. Hi ·Hj = ∅, i 6= j;

2.
n⋃

i=1
Hi = Ω.

Òåîðåìà 1. Íåõàé A � äåÿêà ïîäiÿ, H1, H2, . . ., Hn � ïîâíà ãðóïà ïîäié i P(Hi) 6= 0
ïðè âñiõ i = 1, n. Òîäi ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A) =
n∑

i=1

P(A/Hi) ·P(Hi).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïîäiþ A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi A =
n⋃

i=1
A ·Hi i (A ·Hi) ·

(A ·Hj) = ∅ ïðè i 6= j. Òîìó

P(A) =
n⋃

i=1

P(A ·Hi).

Çà òåîðåìîþ ìíîæåííÿ éìîâiðíîñòåé

P(A ·Hi) = P(A/Hi) ·P(Hi)

ïðè âñiõ i = 1, n. Îòæå
P(A) =

n∑

i=1

P(A/Hi) ·P(Hi).

Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ñèñòåìà ãiïîòåç íå âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Â òàêèõ âèïàäêàõ ïå-
ðåâàãó ïîòðiáíî âiääàâàòè òié ñèñòåìi, äëÿ ÿêî¨ óìîâíi éìîâiðíîñòi âèçíà÷àþòüñÿ íàéáiëüø
ïðîñòî.

Ïðèêëàä 1. Ç êîëîäè 52 êàðò âèïàäêîâî ïîñëiäîâíî i áåç ïîâåðíåííÿ âèáèðàþòü
äâi êàðòè. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äðóãîþ êàðòîþ ìîæíà ïîáèòè ïåðøó? (Äðóãà êàðòà
ïîâèííà áóòè áiëüø ñòàðøîþ òi¹¨ æ ìàñòi.)

Håõàé A � ïîäiÿ, éìîâiðíiñòü ÿêî¨ íàñ öiêàâèòü. Ðîçãëÿíåìî òàêi ãiïîòåçè: Hk ={â
ñêëàäi äâîõ âèòÿãíóòèõ êàðò ¹ ðiâíî k êàðòèíîê}, k = 0, 1, 2 ("êàðòèíêè� âàëåò, äàìà,
êîðîëü i òóç).

Î÷åâèäíî, ùî íàáið Hk óòâîðþ¹ ïîâíó ãðóïó ïîäié. Àëå îá÷èñëåííÿ óìîâíèõ éìîâið-
íîñòåé P(A/Hk) ¹ íå ìåíø ñêëàäíèì íiæ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨ A. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ
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òèì, ùî çâ'ÿçîê ïîäi¨ A ç äàíèìè ãiïîòåçàìè íå ìîæå áóòè äîñòàòíüî ïðîñòî îïèñàíèé íà
ìîâi îïåðàöié íàä ïîäiÿìè.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí íàáið, ùî óòâîðþ¹ ïîâíó ãðóïó ïîäié: Hk ={ïåðøà âèòÿãíóòà
êàðòà ìà¹ âàðòiñòü k î÷îê}, k = 2, 3, . . ., 14 (k = 2 � äâiéêà, k = 3 � òðiéêà,..., k = 11 �
âàëåò, k = 12 � äàìà, k = 13 � êîðîëü, k = 14 � òóç). Îá÷èñëèìî óìîâíi éìîâiðíîñòi.

P(A/Hk) = P{äðóãà êàðòà òi¹¨ æ ìàñòi òà ¨¨ âàðòiñòü
íå ìåíøà, íiæ k + 1 î÷êî} = 14−k

51

çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi.
Áåçóìîâíi éìîâiðíîñòi ãiïîòåç P(Hk) = 1

13
÷åðåç ðiâíîéìîâiðíiñòü ïîäié Hk.

Çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A) =
14∑

k=2

P(A/Hk)P(Hk) =
1

13

14∑

k=2

14− k

51
=

2

17
.

Ìîæíà çàïðîïîíóâàòè ùå áiëüø âäàëèé ïiäáið ïîâíî¨ ãðóïè ïîäié: H1 ={äâi âèòÿãíóòi
êàðòè îäíi¹¨ ìàñòi}, H2 ={âèòÿãíóòi êàðòè ðiçíèõ ìàñòåé}.

Î÷åâèäíî, ùî P(A/H2) = 0, à P(A/H1) = 0.5 ÷åðåç ðiâíîéìîâiðíiñòü ïîäié {äðóãà
êàðòà ñòàðøà âiä ïåðøî¨}, {ïåðøà êàðòà ñòàðøà âiä äðóãî¨}. Êðiì òîãî,

P(H1) =
52 · 12

52 · 51
=

4

17
.

Îòæå, çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A) = P(A/H1) ·P(H1) =
1

2
· 4

17
=

2

17
.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ïîäiÿ A òàêà, ùî P(A) 6= 0 i H1, H2, . . ., Hn � ïîâíà ãðóïà ïîäié,
äëÿ ÿêèõ P(Hi) 6= 0 ïðè âñiõ i = 1, n. Òîäi (ôîðìóëè Áàé¹ñà)

P(Hi/A) =
P(A/Hi) ·P(Hi)

P(A)
=

P(A/Hi) ·P(Hi)
n∑

i=1
P(A/Hi) ·P(Hi)

ïðè i = 1, n.
Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äðóãà ðiâíiñòü â òâåðäæåííi òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì ôîð-

ìóëè ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi.
Äîâåäåìî ïåðøó ðiâíiñòü. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïðè i = 1, n

P(A ·Hi) = P(A/Hi) ·P(Hi) = P(Hi/A) ·P(A).

Çâiäñè P(Hi/A) = P(A/Hi)·P(Hi)
P(A)

.
Çàóâàæåííÿ.

1. Åëåìåíòè ïîâíî¨ ãðóïè ïîäié ùå íàçèâàþòüñÿ ãiïîòåçàìè.

2. Â ôîðìóëàõ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òà Áàé¹ñà çàìiñòü ïîâíî¨ ãðóïè ïîäié ìîæíà âçÿòè
íàáið ïîäié (ãiïîòåç) H1, H2, . . ., Hk òàêèõ, ùî

A ⊂
n⋃

i=1

Hi i Hi ·Hj = ∅ ïðè i 6= j.
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3. Éìîâiðíîñòi P(Hi) â ôîðìóëàõ Áàé¹ñà ÷àñòî íàçèâàþòü àïðiîðíèìè3 (äî äîñëiäíèìè,
çàçäàëåãiäü âiäîìèìè), à éìîâiðíîñòi P(Hi/A) � àïîñòåðiîðíèìè4 (çíàéäåíèìè ïiñëÿ
òîãî, ÿê äîñëiä âèêîíàíî i âiäáóëàñü ïîäiÿ A).

Îñîáëèâå çíà÷åííÿ ôîðìóëà Áàé¹ñà ìà¹ äëÿ òèõ åêñïåðèìåíòiâ, â ÿêèõ ãiïîòåçè Hk

áåçïîñåðåäíüî íå ñïîñòåðiãàþòüñÿ, õî÷à àïðiîðíi éìîâiðíîñòi P(Hk) òà âiäïîâiäíi óìîâíi
éìîâiðíîñòi P(A/Hk) âiäîìi ç äîäàòêîâèõ äîñëiäæåíü. Òàêà ñèòóàöiÿ ìîæå âèíèêíóòè, íà-
ïðèêëàä, ÿêùî âiäñóòíié ïðèëàä, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ðå¹ñòðóâàòè ïîäi¨, ùî ¹ ãiïîòåçàìè, àáî
ðå¹ñòðàöiÿ ãiïîòåç ïðèâîäèòü äî çíèùåííÿ ïðåäìåòó ñïîñòåðåæåííÿ. Äëÿ òàêèõ åêñïåðè-
ìåíòiâ ïåðåîöiíêà éìîâiðíîñòåé ãiïîòåç ïiñëÿ äîñëiäó ìîæå áóòè çäiéñíåíà íà áàçi ïîäi¨ A,
ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ãiïîòåçàìè. Òàêèé ïiäõiä ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â
çàäà÷àõ ìåäè÷íî¨ òà òåõíi÷íî¨ äiàãíîñòèêè.

Ïðèêëàä 2. Âèâ÷à¹òüñÿ òðè âèäè äåôåêòiâ çàïàì'ÿòîâóþ÷èõ ïðèñòðî¨â, ùî âèêîíàíi
íà iíòåãðàëüíèõ ìiêðîñõåìàõ: äåôåêòè ñõåì (ãiïîòåçà H1), äåôåêòè, ïîâ'ÿçàíi ç ïàðàçè-
òíèìè çâ'ÿçêàìè ìiæ ÷àðóíêàìè (ãiïîòåçà H2), òà äåôåêòè àäðåñíèõ øèí (ãiïîòåçà H3).
Äiàãíîñòèêà ïðîâîäèòüñÿ ç äîïîìîãîþ äåÿêèõ òåñòiâ. Håõàé òåñò ïðîâåäåíî i âèÿâëåíî
ïåâíèé ðåçóëüòàò (ïîäiÿ A). Ç ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü âiäîìî, ùî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò
ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â 40%, 20% òà 30% âèïàäêiâ ïðè íàÿâíîñòi äåôåêòiâ, ùî ñêëàäàþòü çìiñò
ãiïîòåç H1, H2 òà H3, âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, â òèõ æå äîñëiäæåííÿõ âñòàíîâëåíî, ùî, â
ñåðåäíüîìó, 10% íåñïðàâíèõ çàïàì'ÿòîâóþ÷èõ ïðèñòðî¨â ìàþòü äåôåêòè ñõåì, 60% ìàþòü
äåôåêòè çâ'ÿçêiâ òà 30% ìàþòü äåôåêòè àäðåñíèõ øèí.

Âñòàíîâèòè, ÿêà ç ãiïîòåç ìà¹ íàéáiëüøó àïîñòåðiîðíó éìîâiðíiñòü (ÿêèé ç äåôåêòiâ
íàéáiëüø éìîâiðíèé).

Ç óìîâè çðîçóìiëî, ùî

P(A/H1) = 0.4, P(A/H2) = 0.2, P(A/H3) = 0.3,

P(H1) = 0.1, P(H1) = 0.6, P(H1) = 0.3.

Çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A) =
3∑

k=1

P(A/Hk)P(Hk) = 0.25,

à çà ôîðìóëàìè Áàé¹ñà

P(H1/A) = 0.4·0.1
0.25

= 4
25

, P(H2/A) = 0.2·0.6
0.25

= 12
25

,

P(H3/A) = 0.3·0.3
0.25

= 9
25

.

Îòæå, íàéáiëüø éìîâiðíî, ùî çàïàì'ÿòîâóþ÷èé ïðèñòðié ìà¹ äåôåêòè çâ'ÿçêó.

1.5 Ïîâòîðíi íåçàëåæíi âèïðîáóâàííÿ
1.5.1 Ñõåìà Áåðíóëëi
Íåõàé â äåÿêîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòi ìîæå íàáëþäàòèñÿ ïîäiÿ A, éìîâiðíiñòü ÿêî¨
äîðiâíþ¹ p. Ðîçãëÿíåìî òàêó ñõåìó ïðîâåäåííÿ âèïðîáóâàíü (ñõåìà Áåðíóëëi). Çãàäàíèé
ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïðîâîäèòüñÿ â îäíàêîâèõ óìîâàõ íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî n

3a priori � äî âèïðîáóâàííÿ
4a posteriori � ïiñëÿ âèïðîáóâàííÿ



1.5. Ïîâòîðíi íåçàëåæíi âèïðîáóâàííÿ 17

ðàç. Â êîæíîìó åêñïåðèìåíòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ, âiäáóëàñü (óñïiõ) ÷è íå âiäáóëàñü (íåâäà÷à)
ïîäiÿ A.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi iç ñõåìîþ Áåðíóëëi.
Ñïî÷àòêó çíàéäåìî éìîâiðíiñòü Pn(k) òîãî, ùî â îïèñàíié ñõåìi âèïðîáóâàíü âiäáóëîñü

ðiâíî k óñïiõiâ
(k = 0, n). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ Ai ={â i-òîìó âèïðîáóâàííi âiäáóâñÿ óñïiõ}. ×åðåç
íåçàëåæíiñòü âèïðîáóâàíü ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîäi¨ Ai íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi. Håõàé
ïîäiÿ B ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â ñõåìi ç n âèïðîáóâàíü âiäáóäåòüñÿ ðiâíî k óñïiõiâ. Î÷åâèäíî,
ùî

B =
∑

Ai1 · Ai2 . . . Aik · Aj1 · Aj2 . . . Ajn−k
,

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî íàéìîæëèâiøèõ íàáîðàõ (íåâïîðÿäêîâàíèõ) iíäåêñiâ i1, i2, . . ., ik ïðè-
÷îìó íàáið j1, j2, . . ., jn−k äîïîâíþ¹ íàáið i1, i2, . . ., ik äî íåâïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó ÷èñåë
1, 2, . . ., n.

Âñi ïîäi¨
Ai1 · Ai2 . . . Aik · Aj1 · Aj2 . . . Ajn−k

ïîïàðíî íåñóìiñíi i ìàþòü éìîâiðíîñòi pk(1− p)n−k. Òîìó

Pn(k) = Ck
npk(1− p)n−k. (1.7)

1.5.2 Íàéiìîâiðíiøà êiëüêiñòü óñïiõiâ â ñõåìi Áåðíóëëi
Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî ïîâåäiíêó ÷èñåë Pn(k), çàäàíèõ ôîðìóëîþ (1.7), ïðè çðîñòàííi k
âiä 0 äî n. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî q = 1− p i ðîçãëÿíåìî

Pn(k+1)
Pn(k)

= Ck+1
n pk+1qn−k−1

Ck
npkqn−k = n!k!(n−k)!

(k+1)!(n−k−1)!n!
· p

q
=

= n−k
k+1

· p
q
.

Çâiäñè Pn(k + 1) > Pn(k), ÿêùî n−k
k+1

· p
q

> 1, òîáòî

(n− k)p > (k + 1)q ⇔ np > k(p + q) + q = k + q ⇔ k < np− q.

Àíàëîãi÷íî Pn(k + 1) < Pn(k), ïðè k > np− q.
ßêùî np − q öiëå, òî Pn(k + 1) = Pn(k) ïðè k = np − q. Òóò ñëiä çàóâàæèòè, ùî

−1 < np− q < n â óñiõ âèïàäêàõ.
Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê ùîäî çìiíè Pn(k) ïðè ðîñòi k: ÿêùî k çìiíþ¹òüñÿ

âiä 0 äî [np− q], òî Pn(k) çðîñòà¹; ÿêùî k çìiíþ¹òüñÿ âiä [np− q]+ 1 äî n, òî Pn(k) ñïàäà¹.
Òîìó ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 1. ßêùî np−q (q = 1−p) öiëå, òî ¹ äâà íàéáiëüø éìîâiðíi çíà÷åíÿ êiëüêîñòi
óñïiõiâ â n âèïðîáóâàííÿõ Áåðíóëëi: np−q i np−q+1. ßêùî æ np−q íå öiëå, òî íàéáiëüø
éìîâiðíà êiëüêiñòü óñïiõiâ äîðiâíþ¹ [np− q] + 1.

1.5.3 Òåîðåìà Ïóàññîíà
Ôîðìóëà (1.7) äà¹ ìîæëèâiñòü îá÷èñëþâàòè éìîâiðíîñòi Pn(k) ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðiâ ñõåìè Áåðíóëëi. Àëå, îñîáëèâî ïðè âåëèêèõ n, âèêîðèñòàíÿ (1.7) âåäå çà ñîáîþ
íåîïðàâäàíî ñêëàäíi îá÷èñëåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îäèí ñïîñiá íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ÷èñåë
Pn(k).
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Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ñåðié âèïðîáóâàíü çà ñõåìîþ Áåðíóëëi. Â n-òié ñåði¨ âèêî-
íó¹òüñÿ n âèïðîáóâàíü, éìîâiðíiñòü óñïiõó â êîæíîìó ç íèõ äîðiâíþ¹ pn = λ

n
(λ = const,

λ < n).
Ìà¹ ìiñöå òåîðåìà Ïóàññîíà.
Òåîðåìà 2. ßêùî Pn(k) � éìîâiðíiñòü k óñïiõiâ ó ñåði¨ ç n âèïðîáóâàíü çà ñõåìîþ

Áåðíóëëi, â êîæíîìó ç ÿêèõ éìîâiðíiñòü óñïiõó äîðiâíþ¹ pn = λ
n
, òî

lim
n→∞Pn(k) =

λk

k!
e−λ.

Äîâåäåííÿ. Çà ôîðìóëîþ (1.7)

Pn(k) = Ck
n

(
λ
n

)k (
1− λ

n

)n−k
=

= n(n−1)...(n−k+1)
k!

(
λ
n

)k (
1− λ

n

)n−k
=

= λk

k!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k−1

n

) (
1− λ

n

)−k (
1− λ

n

)n
.

Òîìó

lim
n→∞Pn(k) = λk

k!
lim

n→∞

(
1− 1

n

)
· . . . ·

(
1− k−1

n

)
×

×
(
1− λ

n

)−k
lim

n→∞

(
1− λ

n

)n
=

= λk

k!
lim

n→∞

((
1− λ

n

)−n
λ

)−λ

= λk

k!
e−λ.

Ç òåîðåìè Ïóàññîíà âèïëèâà¹, ùî â ñõåìi Áåðíóëëi ç äîñèòü âåëèêîþ êiëüêiñòþ âèïðî-
áóâàíü n òà éìîâiðíiñòþ óñïiõó â êîæíîìó âèïðîáóâàííi p

Pn(k) ≈ λk

k!
e−λ, (1.8)

äå λ = np.
Ôîðìóëà (1.8) äà¹ äîñèòü òî÷íå íàáëèæåííÿ ïðè ìàëèõ p (ìåíøèõ 0.1) i äîñèòü âåëèêèõ

n (íå ìåíøèõ êiëüêîõ äåñÿòêiâ) òà np ≤ 10. Õî÷à i öi ïîáàæàííÿ íå ìîæíà ââàæàòè
îáîâ'ÿçêîâèìè.

Ïðèêëàä 1. Àïàðàòóðà ìiñòèòü 2000 îäíàêîâî íàäiéíèõ åëåìåíòiâ, éìîâiðíiñòü âiä-
ìîâè êîæíîãî ç íèõ äîðiâíþ¹ p = 0.0005. Çíàéòè éìîâiðíiñòü âiäìîâè àïàðàòóðè, ÿêùî
âîíà íàñòà¹ ïðè âiäìîâi õî÷à á îäíîãî ç åëåìåíòiâ.

Îñêiëüêè êîæåí ç åëåìåíòiâ âèõîäèòü ç ëàäó çîâñiì íåçàëåæíî âiä iíøèõ, òî ìè ìà¹ìî
ñïðàâó iç ñõåìîþ Áåðíóëëi ç n = 2000 âèïðîáóâàíü òà éìîâiðíiñòþ óñïiõó (âèõiä ç ëàäó) â
êîæíîìó âèïðîáóâàííi p = 0.0005. Òîìó éìîâiðíiñòü âiäìîâè àïàðàòóðè äîðiâíþ¹

1− Pn(0) = 1− C0
2000(0.0005)0(0.9995)2000 =

= 1− (0.9995)2000 ≈ 0.63227

Ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ Ïóàññîíà Pn(0) ≈ λ0

0!
e−λ, äå λ = np = 1

Òîìó øóêàíà éìîâiðíiñòü

1− Pn(0) ≈ 1− e−1 ≈ 0.63212.

ßê áà÷èìî, çíà÷åííÿ, îäåðæàíå ç äîïîìîãîþ íàáëèæåíî¨ ôîðìóëè çà òåîðåìîþ Ïóàñ-
ñîíà, äîñèòü äîáðå íàáëèæà¹ òî÷íå çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi.
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Âïðàâè äî ðîçäiëó 1
0.1. Ìîíåòó ïiäêèäàþòü òðè ðàçè. Îïèñàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié. Îïèñàòè ïîäi¨: A = { îäèí ðàç
ç'ÿâèòüñÿ ãåðá}, B = { ïðè äðóãîìó ïiäêèäàííi ç'ÿâèòüñÿ ãåðá}. Îïèñàòè ïîäi¨: A ∩B, A ∪B, A.
0.2. Âèïàäêîâèé åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèìiðþþòü äâi âåëè÷èíè ξ1 i ξ2, ÿêi ìîæóòü ïðèéìàòè
âñi çíà÷åííÿ ç âiäðiçêà [0; 1]. Îïèñàòè ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié. Îïèñàòè ïîäi¨: A = { ìàêñèìàëüíå iç
çíà÷åíü ξ1 i ξ2 � ìåíøå a }; B = { âåêòîð (ξ1; ξ2) ìà¹ äîâæèíó, ÿêà íå ïåðåâèùó¹ b }; C = { âåëè÷èíà,
îáåðíåíà äî ξ1 íå ïåðåâèùó¹ c }. Îïèñàòè ïîäi¨: A ∩B, A ∩ C, B ∩ C, A ∩B ∩ C.
0.3. Iç êîëîäè ç 52 êàðò âèòÿãóþòü íàâìàííÿ 4 êàðòè. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A ={â
îäåðæàíié âèáiðöi âñi êàðòè áóáíîâî¨ ìàñòi}, B ={âèáðàëè õî÷à á îäèí òóç}.
0.4. Ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü 6 ðàçiâ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî: à) âèïàäóòü âñi øiñòü ãðàíåé;
á) âèïàäóòü ïðèíàéìi äâi îäíàêîâi ãðàíi; â) âèïàäóòü òiëüêè òðè ðiçíi ãðàíi.
0.5. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñóìà òðüîõ âèïàäêîâî âçÿòèõ âiäðiçêiâ, äîâæèíà êîæíîãî ç ÿêèõ íå ïåðå-
âèùó¹ l, áóäå áiëüøîþ l?
0.6. Íà âiäðiçêó äîâæèíîþ l íàâìàííÿ âèáèðàþòüñÿ äâi òî÷êè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ç îäåðæàíèõ
âiäðiçêiâ ìîæíà ñêëàñòè òðèêóòíèê.
0.7. Ïðè ïåðåëèâàííi êðîâi ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè ãðóïó êðîâi äîíîðà i õâîðîãî. Ëþäèíi, ùî ìà¹ ÷åòâåðòó
ãðóïó êðîâi, ìîæíà ïåðåëèòè êðîâ áóäü-ÿêî¨ ãðóïè; ëþäèíi ç äðóãîþ àáî òðåòüîþ ãðóïîþ êðîâi ìîæíà
ïåðåëèòè êðîâ àáî òi¹¨ æ ãðóïè, àáî ïåðøî¨; ëþäèíi ç ïåðøîþ ãðóïîþ êðîâi ìîæíà ïåðåëèòè òiëüêè êðîâ
ïåðøî¨ ãðóïè. Ñåðåä íàñåëåííÿ 33.7% ìàþòü ïåðøó, 37.5% � äðóãó, 20,9% � òðåòþ i 7.9% � ÷åòâåðòó
ãðóïè êðîâi. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàäêîâî âçÿòîìó õâîðîìó ìîæíà ïåðåëèòè êðîâ âèïàäêîâî
âçÿòîãî äîíîðà.
0.8. Â ÿùèêó ëåæàòü 20 òåíiñíèõ ì'ÿ÷iâ, ñåðåä íèõ 15 íîâèõ i 5 âæèâàíèõ. Äëÿ ãðè âèïàäêîâî
âèáèðàþòüñÿ äâà ì'ÿ÷i i ïiñëÿ ãðè ïîâåðòàþòüñÿ íàçàä. Ïîòiì äëÿ äðóãî¨ ãðè òàêîæ âèïàäêîâî
âèáèðàþòüñÿ ùå äâà ì'ÿ÷i. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äðóãà ãðà áóäå ïðîâîäèòèñü íîâèìè ì'ÿ÷àìè?
0.9. Íà âõiä ðàäiîëîêàöiéíîãî ïðèñòðîþ ç éìîâiðíiñòþ 0.8 ïîñòóïà¹ ñóìiø êîðèñíîãî ñèãíàëó ç
øóìîì, à ç éìîâiðíiñòþ 0.2 � òiëüêè øóì. ßêùî ïîñòóïà¹ êîðèñíèé ñèãíàë ç øóìîì, òî ïðèñòðié
ðå¹ñòðó¹ íàÿâíiñòü ÿêîãîñü ñèãíàëó ç éìîâiðíiñòþ 0.7; ÿêùî òiëüêè øóì, � òî ç éìîâiðíiñòþ 0.3.
Âiäîìî, ùî ïðèñòðié çàðå¹ñòðóâàâ íàÿâíiñòü ÿêîãîñü ñèãíàëó. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â éîãî
ñêëàäi ¹ êîðèñíèé ñèãíàë.
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Ðîçäië 2

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè

2.1 Âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ¨õ ðîçïîäiëè
2.1.1 Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó
Íåõàé çàäàíî äåÿêèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F , P). Íàãàäà¹ìî, ùî öå îçíà÷à¹, ùî ïåâíî-
ìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòó âiäïîâiäà¹ ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω, σ-àëãåáðà ïîäié
F òà éìîâiðíiñíà ìiðà P. Íåõàé â öüîìó åêñïåðèìåíòi âèìiðþ¹òüñÿ çíà÷åííÿ äåÿêî¨ âåëè-
÷èíè ξ. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíî¨ åëåìåíòàðíî¨ ïîäi¨ ω ∈ Ω îäåðæó¹ìî äåÿêå çíà÷åííÿ ξ,
òîáòî, ξ ¹ ôóíêöi¹þ âiä ω

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ ξ(ω) çi çíà÷åííÿìè â R, çàäàíó íà ïðîñòîði åëåìåíòàðíèõ ïîäié
Ω, áóäåìî íàçèâàòè âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêùî {ω : ξ(ω) < x} ∈ F ïðè âñiõ x ∈ R.

Ïðèêëàä 1. Äâi÷i ïiäêèäà¹òüñÿ ìîíåòà ; ξ � êiëüêiñòü ãåðáiâ, ùî âèïàäóòü.
Çðîçóìiëî, ùî Ω = {ãã, ãö, öã, öö}, F � σ-àëãåáðà âñiõ ïiäìíîæèí Ω, P òàêà, ùî

P(ωi) = 1
4
, i = 1, 4.

Çâiäñè âåëè÷èíà ξ ìîæå ïðèéìàòè ëèøå çíà÷åííÿ 0, 1, 2. Òîìó ïðè x ≤ 0

{ω : ξ(ω) < x} = ∅ ∈ F ,

ïðè 0 < x ≤ 1
{ω : ξ(ω) < x} = {ω : ξ(ω) = 0} = {öö} ∈ F ,

ïðè 1 < x ≤ 2

{ω : ξ(ω) < x} = {ω : ξ(ω) = 0 àáî
ξ(ω) = 1} = {öö, öã, ãö} ∈ F ,

ïðè x > 2

{ω : ξ(ω) < x} = {ω : ξ(ω) = 0 àáî
ξ(ω) = 1 àáî ξ(ω) = 2} =

= {öö, ãö, öã, ãã} = Ω ∈ F .

Îòæå, ξ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.
Çàóâàæåííÿ. Â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ïðè ïîçíà÷åííi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè àðãóìåíò ¨¨,

ÿê ôóíêöi¨ íà Ω, áóäåìî ïðîïóñêàòè i ââàæàòèìåìî, ùî ξ i ξ(ω) öå îäíå i òå æ.
Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ F (x), çàäàíà íà R, òàêà, ùî

F (x) = P(ξ < x),

21
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íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.
Ïðèêëàä 2. Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ , ðîçãëÿíóòî¨ â ïðèêëàäi 1.

F (x) =





0, x ≤ 0
1
4
, 0 < x ≤ 1

3
4
, 1 < x ≤ 2

1, x > 2

.

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó:
1. Ôóíêöiÿ F (x) íåñïàäíà, òîáòî, ÿêùî x1 < x2, òî F (x1) ≤ F (x2).

2. Äëÿ âñiõ x ∈ R 0 ≤ F (x) ≤ 1 i lim
x→−∞F (x) = 0 , à lim

x→+∞F (x) = 1.

3. Ôóíêöiÿ F (x) íåïåðåðâíà çëiâà.
Äîâåäåííÿ. 1) Î÷åâèäíî, ùî

{ω : ξ(ω) < x1} ⊂ {ω : ξ(ω) < x2},
òîìó P(ξ < x1) ≤ P(ξ < x2) çà âëàñòèâiñòþ ìîíîòîííîñòi éìîâiðíîñòi. Îòæå, F (x1) ≤
F (x2).

2) Îñêiëüêè 0 ≤ P(ξ < x) ≤ 1 çà âëàñòèâiñòþ éìîâiðíîñòi, òî 0 ≤ F (x) ≤ 1.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} òàêó, ùî x1 > x2 > . . . > xn > . . . i lim

n→∞xn = −∞.
Òà ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ An = {ω : ξ(ω) < xn}. Î÷åâèäíî, ùî
A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . i

∞⋂
n=1

An = ∅. Òîìó çà òåîðåìîþ íåïåðåðâíîñòi éìîâiðíîñòi

lim
n→∞F (xn) = lim

n→∞P(An) = P

( ∞⋂

n=1

An

)
= P(∅) = 0.

Îòæå, lim
x→−∞F (x) = 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} òàêó, ùî x1 < x2 < . . . < xn < . . . i
lim

n→∞xn = +∞. Äëÿ ïîäié Bn = {ω : ξ(ω) ≥ xn}, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ
B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bn ⊃ . . . i

∞⋂
n=1

Bn = ∅. Òîìó çà òi¹þ æ âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi
éìîâiðíîñòi

lim
n→∞F (xn) = lim

n→∞P(Bn) = 1− lim
n→∞P(Bn) =

= 1−P
( ∞⋂

n=1
Bn

)
= 1−P(∅) = 1.

Îòæå, lim
x→+∞F (x) = 1.

3) Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} òàêó, ùî x1 < x2 < . . . < xn < . . . i
lim

n→∞xn = x0. Ïîäi¨ Cn = {ω : xn ≤ ξ(ω) < x0} òàêi, ùî

C1 ⊃ C2 ⊃ . . . ⊃ Cn ⊃ . . . i
∞⋂

n=1

Cn = ∅.

Òîìó çà âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi éìîâiðíîñòi
lim

n→∞P(xn ≤ ξ < x0) = P(∅) = 0.

Òîáòî lim
n→∞(P(ξ < x0)−P(ξ < xn)) = 0 i

lim
n→∞(F (x0)− F (xn)) = 0, ùî åêâiâàëåíòíå ðiâíîñòi

lim
x→x0−0

F (x) = F (x0).
Îñêiëüêè òî÷êà x0 âèáðàíà àáñîëþòíî äîâiëüíî, òî F (x) íåïåðåðâíà çëiâà íà R.
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2.1.2 Éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â iíòåðâàë
Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x). Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèíèêà¹
íåîáõiäíiñòü îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ â îäèí ç iíòåðâàëiâ
(a; b), [a; b), (a; b], [a; b] i ò.ä.

Äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ .
Òåîðåìà 1. Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) òà ÷èñåë a, b ∈ R

âèêîíó¹òüñÿ

1. P(ξ ∈ (−∞; b)) = F (b);

2. P(ξ ∈ (−∞; b]) = F (b + 0);

3. P(ξ ∈ (a; +∞)) = 1− F (a + 0);

4. P(ξ ∈ [a; +∞)) = 1− F (a);

5. P(ξ ∈ (a; b)) = F (b)− F (a + 0);

6. P(ξ ∈ (a; b]) = F (b + 0)− F (a + 0);

7. P(ξ ∈ [a; b)) = F (b)− F (a);

8. P(ξ ∈ [a; b]) = F (b + 0)− F (a).

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ íå ïîòðåáó¹ äîâåäåííÿ, áî ñïiâïàäà¹, ïîñóòi, ç îçíà-
÷åííÿì F (b).

Íåõàé {xn : n ≥ 1} äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî x1 > x2 > . . . > xn > . . . i lim
n→∞xn =

b. Äëÿ ïîäié An = {ξ < xn} âèêîíó¹òüñÿ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . i
∞⋂

n=1
An = {ξ ≤ b}. Òîìó

çà òåîðåìîþ íåïåðåðâíîñòi éìîâiðíîñòi lim
n→∞P(ξ < xn) = P(ξ ≤ b), òîáòî,

P(ξ ∈ (−∞; b]) = P(ξ ≤ b) = lim
n→∞F (xn) = F (b + 0).

Îòæå, äðóãå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Îñêiëüêè {ξ ∈ (a; +∞)} = {ξ ∈ (−∞; a]}, òî ç 2) ìà¹ìî P(ξ ∈ (a; +∞)) = 1−F (a+0),

ùî ¹ çìiñòîì òâåðäæåííÿ 3).
Òàê ñàìî, îñêiëüêè {ξ ∈ [a; +∞)} = {ξ ∈ (−∞; a)}, òî ç 1) ìà¹ìî P(ξ ∈ [a; +∞)) =

1− F (a), ÿê i ñòâåðäæóâàëîñü â 4).
Ïîäàìî êîæíó ç ïîäié ïóíêòiâ 5) � 8) ó âèãëÿäi ðiçíèöi

{ξ ∈ (a; b)} = {ξ ∈ (−∞; b)} \ {ξ ∈ (−∞; a]},

{ξ ∈ (a; b]} = {ξ ∈ (−∞; b]} \ {ξ ∈ (−∞; a]},
{ξ ∈ [a; b)} = {ξ ∈ (−∞; b)} \ {ξ ∈ (−∞; a)},
{ξ ∈ [a; b]} = {ξ ∈ (−∞; b]} \ {ξ ∈ (−∞; a)}.

Îñêiëüêè êîæíà ïåðøà ïîäiÿ â ðiçíèöi ¹ íàñëiäêîì äðóãî¨, òî ç 1) i 2) âèïëèâàþòü òâåð-
äæåííÿ 5) � 8).

Çàóâàæåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íåïåðåðâíà, òî,
î÷åâèäíî, âñi éìîâiðíîñòi â 5) � 8) òåîðåìè äîðiâíþþòü F (b)−F (a). Òàê ñàìî éìîâiðíîñòi
â 1), 2) äîðiâíþþòü F (b) à â 3) i 4) � 1− F (a).
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2.1.3 Íåïåðåðâíi òà äèñêðåòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè
ßê ìè áà÷èëè ç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôó, âëàñòèâîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè áàãàòî â ÷îìó
çàëåæàòü âiä õàðàêòåðó ¨¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ, ÿêùî ¨¨ ôóíêöiÿ ðîçïî-
äiëó F (x) ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi

F (x) =

x∫

−∞
f(y)dy (2.1)

Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè ξ.
Çàóâàæåííÿ.

1. Ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ çàäàíà ðiâíiñòþ (2.1) íåïåðåðâíà, à ó
âèïàäêó íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f(x) ùå é äèôåðåíöiéîâíà. Òîìó â òî÷êàõ, äå iñíó¹
ïîõiäíà ôóíêöi¨ F (x), f(x) = dF (x)

dx
.

2. Iíîäi ôóíêöiþ F (x) íàçèâàþòü iíòåãðàëüíîþ, à ôóíêöiþ f(x) � äèôåðåíöiàëüíîþ
ôóíêöi¹þ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.

3. Äëÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ éìîâiðíîñòi ç ïóíêòiâ 5) � 8) òåîðåìè 1
äîðiâíþþòü

b∫
a

f(x)dx.

Íàâåäåìî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó f(x), ùî âèïëèâàþòü ç âiäïî-
âiäíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

1. Ôóíêöiÿ f(x) iíòåãðîâíà â íåâëàñíîìó ðîçóìiííi íà (−∞; +∞) i

+∞∫

−∞
f(x)dx = 1 (2.2)

2. Ôóíêöiÿ f(x) íåâiä'¹ìíà.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü 1) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

lim
x→+∞F (x) = 1

i ìà¹ ìiñöå (2.1).
Äëÿ äîâåäåííÿ 2) ïðèïóñòèìî, ùî íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (α; β) f(x) < 0. Òîäi P(ξ ∈

(α; β) =
β∫
α

f(x)dx < 0, ùî íåìîæëèâî. Òîìó f(x) ≥ 0.
Çàóâàæèìî, ùî â îêðåìèõ òî÷êàõ (ÿêùî iõ çëi÷åííà êiëüêiñòü) f(x) ìîæå áóòè âiä'-

¹ìíîþ. Õî÷à ìè áóäåìî òàêi ôóíêöi¨ çìiíþâàòè òàê, ùîá f(x) áóëî íåâiä'¹ìíèì ïðè âñiõ
çíà÷åííÿõ àðãóìåíòà. Ïðè öüîìó, çíà÷åííÿ iíòåãðàëà â (2.1) íå çìiíþ¹òüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, çàâæäè áóäåìî ââàæàòè, ùî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó f(x) íåâiä'¹ìíà i äëÿ
íå¨ âèêîíó¹òüñÿ (2.2). I íàâïàêè, êîæíà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ (2.2),
ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíîþ, ÿêùî âîíà ìîæå ïðèéìàòè
òiëüêè çëi÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü.
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Íåõàé äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ x1, x2, . . . i P(ξ = xk) = pk.
Íàáið ïàð ÷èñåë (x1; p1), (x2; p2), . . . áóäåìî íàçèâàòè ðîçïîäiëîì äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè ξ. Ìè áóäåìî âiäêèäàòè òi çíà÷åííÿ xk âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, äëÿ ÿêèõ pk = 0.
Òîìó â ðîçïîäiëi äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âñi pk > 0 i, î÷åâèäíî, ∑

k
pk = 1.

Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

F (x) =
∑

k:xk<x

pk

(ïîðiâíÿéòå ç ïðèêëàäîì 2).
Çàóâàæåííÿ.

1. Âèùå áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íå-
ïåðåðâíà. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çîâñiì íå îáîâ'ÿçêîâî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç íåïåðåðâíîþ
ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ¹ íåïåðåðâíîþ. Òàêi âåëè÷èíè íàçèâàþòüñÿ ñèíãóëÿðíèìè.

2. Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè íåïåðåðâíi òà äèñêðåòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

2.1.4 Ðîçïîäië ôóíêöié âiä âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó Fξ(x) ÷è ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó fξ(x).
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(x), x ∈ R òàêó, ùî η = g(ξ) ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Íàãàäà¹ìî,
ùî äëÿ öüîãî íåîáõiäíî i äîñèòü ùîá

{ω : η(ω) < x} ∈ F ïðè âñiõ x ∈ R.

ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ äèñêðåòíà i ìà¹ ðîçïîäië (xi; pi), òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà
η = g(ξ) ìà¹ ðîçïîäië (yk; qk), äå yk = g(xik), à qk =

∑
i:g(xi)=yk

pi.
Íåõàé òåïåð ξ � íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ïðèïóñòèìî, äëÿ ïðîñòîòè, ùî ôóí-

êöiÿ g(x) ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à. Òîäi, îñêiëüêè

P(η < x) = P(g(ξ) < x) = P(ξ < g−1(x)), òî

Fη(x) = Fξ(g
−1(x)). (2.3)

ßêùî, êðiì òîãî, ôóíêöiÿ g(x) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà (g′(x) 6= 0), òî âèïàäêîâà
âåëè÷èíà η íåïåðåðâíà òà ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

fη(x) =
dFξ(g

−1(x))

dx
= fξ(g

−1(x)) · 1

g′(g−1(x))
. (2.4)

Çàóâàæåííÿ. ßêùî æ ôóíêöiÿ g(x) íå çàäîâîëüíÿ¹ ïåðåðàõîâàíi óìîâè (äîðå÷i äî-
ñèòü îáìåæëèâi), òî, çðîçóìiëî, êîðècòóâàòèñÿ ôîðìóëàìè (2.3) ÷è (2.4) íå ìîæíà. Òîìó â
êîíêðåòíèõ çàäà÷àõ áiëüø ïðèéíÿòíèì ¹ ïðîâåäåííÿ âñiõ âèêëàäîê, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi
ïðè âèâåäåííi çãàäàíèõ ôîðìóë.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ çàäàíà ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó fξ(x) = 1
π
· 1

1+x2 ,
x ∈ R. Çíàéòè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = ξ2.

Çíàéäåìî

Fη(x) = P(η < x) = P(ξ2 < x) =

=

{
0, x ≤ 0

P(−√x < ξ <
√

x), x > 0
.
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Íåõàé x > 0 i ðîçãëÿíåìî

P(−√x < ξ <
√

x) = 1
π

√
x∫

−√x

1
1+y2 dy =

= 1
π

arctg y
∣∣∣
√

x

−√x
= 1

π
arctg

√
x.

Çâiäñè
fη(x) =

{
0, x ≤ 0

1
π
· 1

(1+x)
√

x
x > 0

.

2.2 Âèïàäêîâi âåêòîðè
2.2.1 Ðîçïîäiëè âèïàäêîâîãî âåêòîðà òà éîãî åëåìåíòiâ
Ïî÷íåìî ç îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ. Âïîðÿäêîâàíèé íàáið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (ξ1; . . . ; ξn), çàäàíèõ íà îäíîìó
é òîìó æ éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω, F , P), áóäåìî íàçèâàòè n-âèìiðíèì âèïàäêîâèì
âåêòîðîì.

Hàäàëi äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ðîçãëÿäàòèìåìî òiëüêè äâîâèìiðíi âèïàäêîâi âåêòîðè.
Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ F (x, y), íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêî-

âîãî âåêòîðà (ξ; η), ÿêùî äëÿ âñiõ x, y ∈ R

F (x, y) = P(ξ < x, η < y).

Îçíà÷åííÿ. Ôóíöiÿ äâîõ çìiííèõ f(x, y), íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêî-
âîãî âåêòîðà (ξ; η), ÿêùî éîãî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi

F (x, y) =

x∫

−∞
ds

y∫

−∞
f(s, t)dt.

Â öüîìó âèïàäêó âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì.
Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíèì, ÿêùî ìíîæèíà éîãî

çíà÷åíü íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà.
Íåõàé äèñêðåòíèé âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ (xi; yj). Ðîçãëÿíåìî íàáið

÷èñåë
pij = P(ξ = xi, η = yj).

Íàáið òðiéîê ÷èñåë (xi, yj; pij) áóäåìî íàçèâàòè ðîçïîäiëîì äèñêðåòíîãî âèïàäêîâîãî âå-
êòîðà (ξ; η). Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ùî ìè ìàëè äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ñôîðìóëþ¹ìî õàðà-
êòåðíi âëàñòèâîñòi ôóíêöié òà ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëiâ, à òàêîæ ðîçïîäiëiâ (â äèñêðåòíîìó
âèïàäêó) âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ

1. (a) lim
x→+∞F (x, y) = Fη(y), lim

y→+∞F (x, y) = Fξ(x), lim
x→+∞ lim

y→+∞F (x, y) = 1;

(b)
+∞∫
−∞

f(x, y)dx = fη(y),
+∞∫
−∞

f(x, y)dy = fξ(x),
+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

f(x, y)dy = 1;

(c) ∑
i

pij = p·j,
∑
j

pij = pi·,
∑
i

∑
j

pij = 1.

Òóò Fξ(x), Fη(y) � ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó; fξ(x), fη(y) � ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó; (xi; pi·),
(yj; p·j) � ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η, âiäïîâiäíî.
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2. Äëÿ âñiõ x, y ∈ R 0 ≤ F (x, y) ≤ 1, f(x, y) ≥ 0, à òàêîæ äëÿ âñiõ i, j 0 ≤ pij ≤ 1.

3. Ôóíêöiÿ F (x, y) íåñïàäíà i íåïåðåðâíà çëiâà ïî êîæíié iç çìiííèõ.

4. P((ξ; η) ∈ G) =
∫ ∫

G
f(x, y)dxdy.

5. Äëÿ íåïåðåðâíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà â òî÷êàõ äâi÷iäèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó F (x, y)

f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
.

Äîâåäåìî äåÿêi ç öèõ âëàñòèâîñòåé.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi x1 < x2 < . . . < xn < . . . òàêî¨, ùî lim

n→∞xn = +∞
ðîçãëÿíåìî ïîäi¨

An = {ξ ≥ xn, η < y}.

A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . i
∞⋂

n=1

An = ∅.

Òîìó lim
n→∞P(An) = P(∅) = 0.

Îòæå,

lim
n→∞F (xn, y) = lim

n→∞P(ξ < xn, η < y) =

= lim
n→∞P({η < y} \ {ξ ≥ xn, η < y}) =

= lim
n→∞(P(η < y)−P(ξ ≥ xn, η < y)) =

= P(η < y) = Fη(y),

òîìó lim
x→+∞F (x, y) = Fη(y).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî lim
y→+∞F (x, y) = Fξ(x), i òîìó lim

x→+∞ lim
y→+∞F (x, y) = 1.

ßêùî âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) íåðåðåðâíèé, òî, ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ïî y ðiâíiñòü
(òiëüêè-ùî äîâåäåíó)

+∞∫

−∞
ds

y∫

−∞
f(s, t)dt = Fη(y),

îäåðæèìî fη(y) =
+∞∫
−∞

f(s, y)ds.

Àíàëîãi÷íî fξ(x) =
+∞∫
−∞

f(x, t)dt.
Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ Aij = {ξ = xi, η = yj}, ùî óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäié. Îñêiëüêè⋃

i
Aij = {η = yj}, à ⋃

j
Aij = {ξ = xi}, òî

∑

i

pij = p·j = P(η = yj),
∑

j

pij = pi· = P(ξ = xi).

Êðiì òîãî, ⋃
ij

Aij = Ω i òîìó ∑
ij

pij = 1. Îòæå, 1) äîâåäåíî.
Âëàñòèâîñòi 2) i 3) ëåãêî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åíü.
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Ðèñ. 2.1:

Íåõàé G � ïðÿìîêóòíèê (G = [a; b]× [c; d]). Òîäi (äèâ. ðèñ. 2.1)

P((ξ; η) ∈ G) = P((ξ; η) ∈ A ∪B ∪G)−
−P((ξ; η) ∈ A ∪B) =

= P((ξ; η) ∈ A ∪B ∪G)− (P((ξ; η) ∈ A) +

+P((ξ; η) ∈ B)−P((ξ; η) ∈ A ∩B)).

àáî

P((ξ; η) ∈ G) = P(a ≤ ξ ≤ b, c ≤ η ≤ d) =

= P(ξ ≤ b, η ≤ d)−P(ξ ≤ b, η < c)−
−P(ξ < a, η ≤ d) + P(ξ < a, η < c).

Ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi F (x, y) çà îáîìà çìiííèìè ìîæíà çàïèñàòè

P((ξ; η) ∈ G) = F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c) =

= (F (b, d)− F (b, c))− (F (a, d)− F (a, c)) =

=
b∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy.

ßêùî æ G íå ¹ ïðÿìîêóòíèêîì, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïîáóäîâè ïîäâiéíîãî iíòå-
ãðàëó òà íåïåðåðâíiñòü éìîâiðíiñíî¨ ìiðè, ìîæíà âñòàíîâèòè ñïðàâåäëèâiñòü âëàñòèâîñòi
4).

Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü ëåãêî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ 2.2.1. Äiéñíî ∂F (x,y)
∂x

=
y∫

−∞
f(x, t)dt i

∂2F (x,y)
∂x2 = f(x, y).
Çàóâàæåííÿ.
1. Ðîçïîäiëè åëåìåíòiâ âèïàäêîâîãî âåêòîðà iíîäi íàçèâàþòü ìàðãiíàëüíèì. ßê i äëÿ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ íå îáìåæó¹òüñÿ íåïåðåðâíèìè
òà äèñêðåòíèìè ðîçïîäiëàìè, àëå òiëüêè ¨õ ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè.

Êðiì ìàðãiíàëüíèõ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâîãî âåêòîðà, ÷àñòî ïðèõîäèòüñÿ ðîçãëÿäàòè i
óìîâíi ðîçïîäiëè. Ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië åëåìåíòà, íàïðèêëàä, ξ âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η)
ïðè óìîâi, ùî iíøèé åëåìåíò öüîãî âåêòîðà η < y0 (ó âèïàäêó íåïåðåðâíîãî âèïàäêî-
âîãî âåêòîðà), ÷è η = y0 (ó âèïàäêó äèñêðåòíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà). Òóò y0 � äåÿêå
ôiêñîâàíå çíà÷åíÿ, ââàæà¹ìî, ùî P(η < y0) > 0 àáî P(η = y0) > 0. Çðîçóìiëî, ùî

P(ξ < x/η < y0) =
P(ξ < x, η < y0)

P(η < y0)
=

F (x, y0)

Fη(y0)
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÷è
P(ξ = xi/η = y0) =

P(ξ = xi, η = y0)

P(η = y0)
=

pij

p·j
,

äå j òàêå, ùî yj = y0. Öi ðiâíîñòi i çàäàþòü óìîâíèé ðîçïîäië åëåìåíòà ξ âèïàäêîâîãî
âåêòîðà (ξ; η) ïðè óìîâi, ùî η < y0 ÷è η = y0.

2.2.2 Íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè
Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
x, y ∈ R ïîäi¨ {ξ < x}, {η < y} íåçàëåæíi, òîáòî

P(ξ < x, η < y) = P(ξ < x) ·P(η < y).

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η íåçàëåæíiñòü îçíà÷à¹

P(ξ = xi, η = yj) = P(ξ = xi) ·P(η = yj)

ïðè âñiõ i òà j.
Çíàéäåìî ðîçïîäië âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η), åëåìåíòè ÿêîãî ¹ íåçàëåæíèìè âèïàä-

êîâèìè âåëè÷èíàìè. Íåõàé Fξ(x) i Fη(y) � ôóíêöi¨ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η,
âiäïîâiäíî. Äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x, y) âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η)

F (x, y) = P(ξ < x, η < y) = P(ξ < x) ·P(η < y) =

= Fξ(x) · Fη(y).

Çâiäñè � ó âèïàäêó íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó
âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η) ìà¹ âèãëÿä

f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
= fξ(x) · fη(y),

äå fξ(x), fη(y) � ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η, âiäïîâiäíî.
ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η äèñêðåòíi i ìàþòü ðîçïîäiëè (xi, pi) òà (yj, qj), âiäïîâiä-

íî, òî âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) ìà¹ ðîçïîäië (xi, yj; pij), äå pij = pi · qj ïðè âñiõ ìîæëèâèõ
çíà÷åííÿõ i òà j.

2.2.3 Êîìïîçèöiÿ ðîçïîäiëiâ
Íåõàé ξ i η íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Çíàéäåìî ðîçïîäië ¨õ ñóìè, ÿêèé áóäåìî íàçè-
âàòè êîìïîçèöi¹þ ðîçïîäiëiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåïåðåðâíi i ìàþòü
ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó fξ(x), fη(x), âiäïîâiäíî. Çíàéäåìî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè ψ = ξ + η.

Âiäîìî, ùî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η) ìà¹ âèãëÿä f(x, y) = fξ(x) ·
fη(y). Òîìó, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ψ

Fψ(x) =
∫ ∫

s+t<x
f(s, t)dsdt =

+∞∫
−∞

ds
x−s∫
−∞

f(s, t)dt =

=
+∞∫
−∞

ds
x−s∫
−∞

fξ(s)fη(t)dt
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Çâiäñè, îá÷èñëèâøè ïîõiäíó âiä Fψ(x), îäåðæèìî

fψ(x) =

+∞∫

−∞
fξ(s)fη(x− s)ds. (2.5)

Çàóâàæåííÿ. Iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (2.5) íàçèâà¹òüñÿ çãîðòêîþ iíòå-
ãðîâíèõ íà (−∞; +∞) ôóíêöié fξ(x), fη(x).

Îòæå, ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó êîìïîçèöi¨ ðîçïîäiëiâ ¹ çãîðòêîþ ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëiâ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî óòâîðþþòü êîìïîçèöiþ.

ßêùî æ âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η çàëåæíi, òî, àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó,

Fψ(x) =
∫ ∫

s+t<x

f(s, t)dsdt =

+∞∫

−∞
ds

x−s∫

−∞
f(s, t)dt

i fψ(x) =
+∞∫
−∞

f(s, x− s)ds.

2.3 ×èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
Håõàé çàäàíî éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F , P). Áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi âèïàäêîâi âåëè÷èíè
çàäàíi íà öüîìó ïðîñòîði.

2.3.1 Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
Îçíà÷åííÿ. Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
Mξ =

∑
i

xipi, ÿêùî ξ � äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ðîçïîäiëîì (xi; pi) ÷è Mξ =

∞∫
−∞

xf(x)dx, ÿêùî ξ � íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó f(x).
Çàóâàæåííÿ. Ðÿä ÷è iíòåãðàë ç îçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ìîæå i ðîçái-

ãàòèñÿ. Äëÿ òàêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ íå iñíó¹. Hàäàëi, ÿêùî
áóäåìî ãîâîðèòè ïðî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, òî ââàæàòèìåìî, ùî
âîíî iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.

1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà C ∈ R

M(C · ξ) = C ·Mξ i MC = C.

2. Äëÿ äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η

M(ξ + η) = Mξ + Mη.

3. Äëÿ äâîõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η

M(ξ · η) = Mξ ·Mη.

4. Äëÿ ôóíêöié g(x) i h(x, y) òàêèõ, ùî g(ξ), h(ξ, η) � âèïàäêîâi âåëè÷èíè

Mg(ξ) =

+∞∫

−∞
g(x)f(x)dx

(
=

∑

k

g(xk)pk

)
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Mh(ξ, η) =
+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

h(x, y)f(x, y)dy

(
=

∑
k

∑
j

g(xk, yj)pkj

)
,

äå f(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ((xk; pk) � ðîçïîäië) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, f(x, y)
((xk, yj; pkj) � ðîçïîäië) âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η).

5. ßêùî P(ξ ≥ 0) = 1, òî Mξ ≥ 0.

6. ßêùî P(ξ ≥ 0) = 1 i Mξ = 0, òî P(ξ = 0) = 1.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó âëàñòèâiñòü 4). Äëÿ ïðîñòîòè îáìåæèìîñü äèñêðå-
òíèì âèïàäêîì. ßêùî íå îá'¹äíóâàòè îäíàêîâi çíà÷åííÿ g(xk) i h(xk, yj), òî âèïàäêîâi
âåëè÷èíè g(ξ) òà h(ξ, η) ìàþòü òàêi ðîçäiëè (g(xk), pk) i (h(xk, yj), pkj), âiäïîâiäíî . Òîìó,
î÷åâèäíî,
Mg(ξ) =

∑
k

g(xk) · pk i Mh(ξ, η) =
∑
k

∑
j

h(xk, yj) · pkj,
ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ïiñëÿ öüîãî äîâåäåííÿ 1) ¹, íàïðèêëàä, òàêèì

M(C · ξ) =
∑
k

Cxkpk = C
∑
k

xkpk = C ·Mξ i

MC = C · 1 = C.

Òàê ñàìî â 2)

M(ξ + η) =

=
∑
k

∑
j
(xk + yj)pkj =

∑
k

∑
j

xkpkj +
∑
k

∑
j

yjpkj =

=
∑
k

xkpk· +
∑
j

yjp·j = Mξ + Mη.

Òóò, ÿê i ðàíiøå, (xk; pk·), (yj; p·j) � ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ òà η, âiäïîâiäíî .
Äëÿ äîâåäåííÿ 3) çãàäà¹ìî, ùî êîëè ξ òà η íåçàëåæíi, òî pkj = pk· · p·j. Òîìó

M(ξ · η) =
∑
k

∑
j

xkyjpkj =

=
∑
k

∑
j

xkyjpk·p·j =
∑
k

xkpk·
∑
j

yjp·j = Mξ ·Mη.

Âëàñòèâîñòi 5) i 6) î÷åâèäíi, áî âñi xk ≥ 0 i â ñóìi ∑
k

xkpk âñi äîäàíêè íåâiä'¹ìíi .
Àíàëîãi÷íî âëàñòèâîñòi 1) � 6) ìîæíà äîâåñòè i äëÿ íåïåðåðâíîãî âèïàäêó.
Çàóâàæåííÿ. Âðàõîâóþ÷è, ùî éìîâiðíîñòi pk ¹ äåÿêîþ âàãîþ ïîäié {ξ = xk} i∑

k
pk = 1, ìîæíà íàçâàòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çâàæåíèì ñåðåäíiì çíà÷åííÿì âèïàäêî-

âî¨ âåëè÷èíè àáî ñåðåäíiì çíà÷åííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

2.3.2 Äèñïåðñiÿ òà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ
Îçíà÷åííÿ. Äèñïåðñi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî Dξ = M(ξ −Mξ)2.

Çàóâàæèìî, ùî äèñïåðñiþ ìîæóòü ìàòè òiëüêè òi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî ìàþòü ìà-
òåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ. Äàëi â öüîìó ïóíêòi áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi
ìàþòü äèñïåðñiþ.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàþòü òàêi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi äèñïåðñi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
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1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

Dξ ≥ 0 i Dξ = Mξ2 − (Mξ)2.

2. Äèñïåðñiÿ íåâèïàäêîâî¨ (ñòàëî¨) âåëè÷èíè

DC = 0.

3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

D(C · ξ) = C2Dξ.

4. Äëÿ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ òà η

D(ξ + η) = Dξ + Dη.

5. Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ç ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó f(x) ÷è ðîçïîäiëîì (xk; pk),

Dξ =

+∞∫

−∞
(x−Mξ)2f(x)dx =

+∞∫

−∞
x2f(x)dx− (Mξ)2

÷è
Dξ =

∑

k

(xk −Mξ)2pk =
∑

k

x2
kpk − (Mξ)2.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü 1) ëåãêî âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé 1), 2) i 5) ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè (ξ −Mξ)2 ≥ 0 ç éìîâiðíiñòþ 1, òî

Dξ = M(ξ −Mξ)2 ≥ 0.

Êðiì òîãî,

Dξ = M(ξ −Mξ)2 = M(ξ2 − 2 · ξMξ + (Mξ)2) =

= Mξ2 − 2 ·Mξ ·Mξ + (Mξ)2 = Mξ2 − (Mξ)2.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî MC = C, îäåðæèìî

DC = M(C − C)2 = M0 = 0

(âëàñòèâiñòü 2)). Çàïèñàâøè

D(C · ξ) = M(C · ξ −M(C · ξ))2 =

= M(C · ξ − C ·Mξ)2 = MC2(ξ −Mξ)2 =

= C2M(ξ −Mξ)2 = C2Dξ,

îäåðæèìî âëàñòèâiñòü 3).
ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåçàëåæíi, òî

M(ξ · η) = Mξ ·Mη. Òîìó

D(ξ + η) = M(ξ + η)2 − (M(ξ + η))2 =

= M(ξ2 + 2ξη + η2)− (Mξ + Mη)2 =

= Mξ2 + 2M(ξ · η) + Mη2 − 2MξMη − (Mη)2 =

= Mξ2 − (Mξ)2 + Mη2 − (Mη)2 = Dξ + Dη,
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ùî i ñòâåðäæóâàëîñü â 4).
Âëàñòèâiñòü 5) ïîâíiñòþ âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 4) ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.
Îçíà÷åííÿ. Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèì âiäõèëåííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ

÷èñëî σ(ξ) =
√

Dξ.
Çàóâàæåííÿ.

1. Âëàñòèâiñòü 1) äèñïåðñi¨ çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàâííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ ó
âñiõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî ìàþòü äèñïåðñiþ.

2. Îñêiëüêè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, òî
äèñïåðñiÿ ¹ ñåðåäíiì êâàäðàòó âiäõèëåííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âiä ñâîãî ñåðåäíüîãî
çíà÷åííÿ. Îòæå, äèñïåðñiÿ, à òîìó i ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ, ¹ õàðàêòåðè-
ñòèêàìè ðîçêèäó (ðîçñiþâàííÿ) çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âiäíîñíî ¨¨ ñåðåäíüîãî
çíà÷åííÿ.

Ïðèêëàä 1. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ çàäàíà ðîçïîäiëîì

xk 1 2 3
pk

1
4

1
4

1
2

.

Çíàéòè Mξ, Dξ, σ(ξ).
Ïðîâåäåìî îá÷èñëåííÿ Mξ = 1·1

4
+2·1

4
+3·1

2
= 9

4
; Dξ = Mξ2−(Mξ)2 = 1·1

4
+4·1

4
+9·1

2
−81

16
=

11
16
; σ(ξ) =

√
Dξ =

√
11
4
.

2.3.3 Õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ
ßê i äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äëÿ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè-
÷íîãî ñïîäiâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ. Âåêòîð (Mξ;Mη) íàçèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì âèïàäêîâîãî
âåêòîðà (ξ; η).

Àíàëîãîì äèñïåðñi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè äëÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà ¹ êîâàðiàöiéíà ìà-
òðèöÿ.

Îçíà÷åííÿ. Êîâàðiàöi¹þ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî cov(ξ, η) =
M(ξ −Mξ)(η −Mη). Êîåôiöi¹íòîì êîðåëÿöi¨ äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η íàçèâà¹òüñÿ
÷èñëî r(ξ, η) = cov(ξ,η)

σ(ξ)·σ(η)
.

Îçíà÷åííÿ. Êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè-
öÿ

K =

(
Dξ cov(ξ, η)

cov(ξ, η) Dη

)
.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ (êîâàðiàöi¨) âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

1. cov(ξ, η) = cov(η, ξ), r(ξ, η) = r(η, ξ).

2. |cov(ξ, η)| ≤ σ(ξ) · σ(η), |r(ξ, η)| ≤ 1.

3. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η ëiíiéíî çàëåæíi (òîáòî η = a · ξ + b) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
|r(ξ, η)| = 1.

4. ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ òà η íåçàëåæíi, òî
r(ξ, η) = 0.
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Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü 1) åëåìåíòàðíî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ âëà-
ñòèâîñòi 2) ðîçãëÿíåìî

0 ≤ M(η −Mη − t(ξ −Mξ))2 = t2Dξ − 2tcov(ξ, η) + Dη.

Òîìó äèñêðèìiíàíò îäåðæàíîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà D ≤ 0, òîáòî,

4cov2(ξ, η)− 4DξDη ≤ 0 àáî cov2(ξ, η)−DξDη ≤ 0

i òîìó |cov(ξ, η)| ≤ σ(ξ)σ(η). Çâiäñè

|r(ξ, η)| = |cov(ξ, η)|
σ(ξ) · σ(η)

≤ 1.

Ðîçãëÿíóòèé êâàäðàòíèé òðè÷ëåí ìà¹ êîðiíü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè D = 0, òîáòî,
|r(ξ, η)| = 1. Òîìó

M(η −Mη − a(ξ −Mξ))2 = 0

i, îòæå, ç éìîâiðíiñòþ 1
η −Mη − a(ξ −Mξ) = 0.

Ïîçíà÷èâøè Mη − aMξ = b, îäåðæèìî η = aξ + b, ùî i ñòàíîâèòü çìiñò âëàñòèâîñòi 3).
Âëàñòèâiñòü 4) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

cov(ξ, η) = M(ξη)−MξMη.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íàçèâàþòüñÿ íåêîðåëüîâàíèìè, ÿêùî r(ξ, η) = 0
(cov(ξ, η) = 0).

Çàóâàæåííÿ.

1. Âðàõîâóþ÷è, ùî Dξ = cov(ξ, ξ) i òàê ñàìî Dη = cov(η, η), êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ
âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

K =

(
cov(ξ, ξ) cov(ξ, η)
cov(η, ξ) cov(η, η)

)
,

ùî îïðàâäó¹ ¨¨ íàçâó.

2. ßêùî æ |r(ξ, η)| áëèçüêèé äî 1, òî êàæóòü ïðî ìàéæå ëiíiéíó çàëåæíiñòü âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí ξ i η, à êîëè áëèçüêèé äî íóëÿ, òî ãîâîðÿòü ïðî ñëàáêó çàëåæíiñòü
(áëèçüêiñòü äî íåêîðåëüîâàíîñòi) öèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

3. Âçàãàëi êàæó÷è, iç íåêîðåëüîâàíîñòi äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íå âèïëèâà¹ ¨õ íåçà-
ëåæíiñòü. Öå ïiäòâåðäæó¹ òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 2. Håõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ çàäàíà ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó

f(x) =

{
1
2
, ÿêùî x ∈ [−1; 1]

0, ÿêùî x /∈ [−1; 1]
,

à âèïàäêîâà âåëè÷èíà η = ξ2. Òîäi

cov(ξ, η) = M(ξη)−MξMη = Mξ3 −MξMξ2 =

= 1
2

1∫
−1

x3dx− 1
2

1∫
−1

xdx = 0
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2.3.4 Iíøi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
Äàìî îçíà÷åííÿ äåÿêèõ iíøèõ õàðàêòåðèñòèê âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ùî äåùî âiäðiçíÿþ-
òüñÿ âiä ðîçãëÿíóòèõ âèùå.

Îçíà÷åííÿ. Ìîäîþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî d, ùî ¹ òî÷êîþ ìàêñè-
ìóìó ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà, ÷è ¹ íàéáiëüø-
éìîâiðíèì ìîæëèâèì çíà÷åííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ÿêùî âîíà äèñêðåòíà.

Ìîäà âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ìîæå áóòè ¹äèíîþ (óíiìîäàëüíèé ðîçïîäië) ÷è ìàòè êiëüêà
çíà÷åíü (ìóëüòèìîäàëüíèé ðîçïîäië).

Îçíà÷åííÿ. Ìåäiàíîþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) íàçèâà¹òüñÿ
çíà÷åííÿ h, äëÿ ÿêîãî F (h) ≤ 1

2
, F (h + 0) ≥ 1

2
.

Äëÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ìåäiàíà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ÿê òàêå çíà÷åííÿ
h, äëÿ ÿêîãî F (h) = 1

2
. Çàóâàæèìî, ùî ìåäiàíà ¹ çíà÷åííÿì, ÿêå "äiëèòü"ðîçïîäië íà äâi

ðiâíi (ïî "âàçi") ÷àñòèíè i òîìó ¹ àíàëîãîì ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äëÿ òèõ ðîçïîäiëiâ,
äëÿ ÿêèõ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ íå iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ. Êâàíòèëåì ïîðÿäêó α, α ∈ (0; 1) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè (ðîçïîäiëó) ç
ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî pα, äëÿ ÿêîãî F (pα) ≤ α, F (pα + 0) ≥ α.

Î÷åâèäíî, ùî ìåäiàíà ¹ êâàíòèëåì ïîðÿäêó 1
2
. ßêùî æ âèïàäêîâà âåëè÷èíà íåïåðåðâíà,

òî êâàíòèëü ïîðÿäêó α ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ F (pα) = α.
Ðîçãëÿíåìî íà çàâåðøåííÿ ùå êiëüêà õàðàêòåðèñòèê âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè (ìîìåíòíi

õàðàêòåðèñòèêè).
Îçíà÷åííÿ. Ìîìåíòîì (ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì) ïîðÿäêó k âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî Mξk.
Îçíà÷åííÿ. Öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó k âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ

÷èñëî M(ξ −Mξ)k.
Çàóâàæèìî, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì ïåðøîãî ïîðÿäêó, à

äèñïåðñiÿ ¹ öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì äðóãîãî ïîðÿäêó.
Ç ìîìåíòíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîâ'ÿçàíi òàêi õàðàêòåðèñòèêè, ÿê êîåôiöi¹íò àñè-

ìåòði¨ M(ξ−Mξ)3√
(Dξ)3

(õàðàêòåðèçó¹ àñèìåòðiþ â ðîçïîäiëi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âiäíîñíî ¨¨

ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ), êîåôiöi¹íò åêñöåñó M(ξ−Mξ)4

(Dξ)2
− 3 (õàðàêòåðèçó¹ ñòóïiíü "êðó-

òîñòi"ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè).

2.4 Ïðèêëàäè ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
2.4.1 Áiíîìiàëüíèé ðîçïîäië
Håõàé ξ � êiëüêiñòü óñïiõiâ â ñõåìi Áåðíóëëi ç n âèïðîáóâàíü. Âiäîìî, ùî

P(ξ = k) = Ck
npk(1− p)n−k,

äå k = 0, 1, . . . , n, 0 < p < 1.
Îçíà÷åííÿ. Ðîçïîäië (xk; pk), k = 0, 1, . . . , n, äå

xk = k, pk = Ck
npk(1 − p)n−k íàçèâà¹òüñÿ áiíîìiàëüíèì ç ïàðàìåòðàìè n i p, à âèïàäêîâà

âåëè÷èíà ç öèì ðîçïîäiëîì � áiíîìiàëüíî ðîçïîäiëåíîþ.
Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî íàáið ÷èñåë pk äiéñíî çàäà¹ ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé. Äëÿ öüîãî äî-

ñèòü âñòàíîâèòè, ùî pk ≥ 0 (öå î÷åâèäíî ) i
n∑

k=0
pk = 1.

Äiéñíî
n∑

k=0

pk =
n∑

k=0

Ck
npk(1− p)n−k = (p + 1− p)n = 1.
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Çíàéäåìî òåïåð ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî íàáið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Xk � iíäèêàòîð óñïiõó â k-îìó âèïðîáóâàííi
ñõåìè Áåðíóëëi (k = 1, 2, . . . , n).

Xk =

{
1, ÿêùî â k-îìó âèïðîáóâàííi âiäáóâñÿ óñïiõ,
0, â iíøîìó âèïàäêó.

Âñi âèïàäêîâi âåëè÷èíè Xk îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi ç ðîçïîäiëîì (1; p), (0; 1−p) òà ïîïàðíî
íåçàëåæíi.

Îñêiëüêè ξ =
n∑

k=0
Xk i

MXk = 1 · p + 0 · (1− p) = p,

DXk = MX2
k − (MXk)

2 =

= 1 · p + 0 · (1− p)− p2 = p(1− p),

òî
Mξ =

n∑

k=0

MXk = np, Dξ =
n∑

k=0

DXk = np(1− p).

2.4.2 Ðîçïîäië Ïóàññîíà
Îçíà÷åííÿ. Ðîçïîäië (xk, pk), k = 0, 1, 2, . . ., äå
xk = k, pk = λk

k!
e−λ, λ > 0, íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ.

Ç ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà ìè âæå çóñòði÷àëèñü ïðè âèâ÷åííi ñõåìè Áåðíóëëi. Öåé ðîç-
ïîäië çãiäíî òåîðåìè Ïóàññîíà ìîæå áóòè îäåðæàíèé ç áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó øëÿõîì
ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïðè n → +∞.

Î÷åâèäíî, ùî pk > 0 ïðè âñiõ k ≥ 0. Êðiì òîãî
∞∑

k=0

pk =
∞∑

k=0

λk

k!
e−λ = eλ · e−λ = 1.

Òîìó íàáið ÷èñåë pk äiéñíî ìîæå áóòè ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé.
Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ðîçïîäiëåíî¨ çà çàêîíîì Ïóàññîíà âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

Mξ =
∞∑

k=0
k λk

k!
e−λ = λ

∞∑
k=1

λk−1

(k−1)!
e−λ =

= λeλ · e−λ = λ.

Äèñïåðñiÿ

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
∞∑

k=0
k2 λk

k!
e−λ − λ2 =

=
∞∑

k=1
(k − 1 + 1) λk

(k−1)!
e−λ − λ2 =

=
∞∑

k=2

λk

(k−2)!
e−λ +

∞∑
k=1

λk

(k−1)!
e−λ − λ2 =

= λ2eλ · e−λ + λeλ · e−λ − λ2 = λ.

Òàêèì ÷èíîì ïàðàìåòð λ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ¹ îäíî÷àñíî ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì
òà äèñïåðñi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ùî ìà¹ öåé ðîçïîäië.
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Ðîçãëÿíåìî îäíó öiêàâó âëàñòèâiñòü ðîçïîäiëó Ïóàññîíà: êîìïîçèöiÿ äâîõ ðîçïîäiëiâ
Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðàìè λ1 i λ2 ¹ ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ1 + λ2. Äiéñíî,
íåõàé íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η ìàþòü ðîçïîäië Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðàìè λ1 i
λ2, âiäïîâiäíî. Çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(ξ + η = k) =
k∑

i=0
P(ξ = i) ·P(η = k − i) =

=
k∑

i=0

λi
1

i!
e−λ1

λk−i
2

(k−i)!
e−λ2 = 1

k!

k∑
i=0

Ci
kλ

i
1λ

k−i
2 e−(λ1+λ2) =

= (λ1+λ2)k

k!
e−(λ1+λ2),

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

2.4.3 Ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië
Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü ç éìîâiðíiñòþ óñïiõó â êîæíî-
ìó âèïðîáóàâííi p. Íåõàé ξ � êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü äî ïåðøîãî óñïiõó.

Òîäi P(ξ = k) = p(1− p)k.
Îçíà÷åííÿ. Ðîçïîäië (xk; pk), k = 0, 1, 2, . . ., äå

xk = k, pk = p(1− p)k, íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì ðîçïîäiëîì ç ïàðàìåòðîì p.
Ïåðåâiðèìî õàðàêòåðíi âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëó

1. pk > 0,

2.
∞∑

k=0
pk =

∞∑
k=0

p(1 − p)k = p
1−(1−p)

= 1, áî ïîñëiäîâíiñòü pk óòâîðþ¹ íåñêií÷åííó ñïàäíó
ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ iç çíàìåííèêîì q = 1− p.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
f(x) =

∞∑
k=0

xk = 1
1−x

, |x| < 1.
Òîìó

Mξ =
∞∑

k=0
kp(1− p)k = p(1− p)

∞∑
k=1

k(1− p)k−1 =

= p(1− p)f ′(1− p) = p(1− p) 1
(1−(1−p))2

= 1−p
p

.

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
∞∑

k=0
k2p(1− p)k − (1−p)2

p2 =

= p(1− p)2
∞∑

k=2
k(k − 1)(1− p)k−2 +

+
∞∑

k=0
kp(1− p)k − (1−p)2

p2 =

= p(1− p)2f ′′(1− p) + 1−p
p
− (1−p)2

p2 =

= p(1− p)2 2
(1−(1−p))3

+ 1−p
p
− (1−p)2

p2 = 1−p
p2 .



38 Ðîçäië 2. ÂèïàäêîâI âåëè÷èíè

2.4.4 Ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië
Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ, ÿêà ìîæå ïðèéìàòè áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ ç
âiäðiçêà [a; b]. Íåõàé éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ξ ïîïàäå â äîâiëüíèé iíòåðâàë, ÿêèé ïîâíiñòþ
ìiñòèòüñÿ â [a; b], çàëåæèòü òiëüêè âiä äîâæèíè öüîãî iíòåðâàëà. Çðîçóìiëî, ùî ùiëüíiñòü
ðîçïîäiëó öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ïîâèííà ìàòè âèãëÿä

f(x) =

{
c, ÿêùî x ∈ [a; b],
0, ÿêùî x /∈ [a; b].

Ç óìîâè
+∞∫
−∞

f(x)dx = 1 çíàéäåìî ïàðàìåòð c:

+∞∫

−∞
f(x)dx =

b∫

a

cdx = c(b− a),

òîìó c = 1
b−a

.
Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië íà âiäðiçêó [a; b], ÿêùî

¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

f(x) =

{
1

b−a
, ÿêùî x ∈ [a; b],

0, ÿêùî x /∈ [a; b].

Çíàéäåìî ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Mξ =
+∞∫
−∞

xf(x)dx =
b∫
a

x 1
b−a

dx =

= b2−a2

2
· 1

b−a
= a+b

2
.

Äèñïåðñiÿ

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
+∞∫
−∞

x2f(x)dx− (Mξ)2 =

=
b∫
a

x2 1
b−a

dx− (a+b)2

4
=

= b3−a3

3
· 1

b−a
− (a+b)2

4
= (a−b)2

12
.

Hà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî ñïîñiá ìîäåëþâàííÿ ðîçïîäiëiâ ìàþ÷è ðiâíîìiðíèé ðîçïî-
äië.

Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ìà¹ íåïåðåðâíó çðîñòàþ÷ó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x). Ðîç-
ãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ = F (η)

P(ξ < x) = P(F (η) < x) =

=





0, x ≤ 0
P(η < F−1(x)), 0 < x ≤ 1
1, x > 1

=

=





0, x ≤ 0
F (F−1(x)), 0 < x ≤ 1
1, x > 1

=





0, x ≤ 0
x, 0 < x ≤ 1
1, x > 1

.
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Òîìó ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

f(x) =

{
1, x ∈ [0; 1]
0, x /∈ [0; 1]

,

òîáòî, ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà [0; 1].
Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïîñiá ìîäåëþâàííÿ áóäü-ÿêîãî íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó, ùî çàäà¹òüñÿ

ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó íà F (x). Äîñèòü âçÿòè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíó íà âiäðiçêó [0; 1] âè-
ïàäêîâó âåëè÷èíó ξ i ðîçãëÿíóòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó η = F−1(ξ). Âîíà ìàòèìå ôóíêöiþ
ðîçïîäiëó F (x).

2.4.5 Ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië
Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé (åêñïîíåíöiàëüíèé) ðîçïîäië ç ïà-
ðàìåòðîì λ, ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

f(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0,
0, x < 0.

Ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó:

1. f(x) > 0;

2.
+∞∫
−∞

f(x)dx =
+∞∫
0

λe−λxdx = −e−λx
∣∣∣
+∞
0

= 1.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Mξ =
+∞∫
−∞

xf(x)dx =
+∞∫
0

xλe−λxdx =

= −xe−λx
∣∣∣
+∞
0

+
+∞∫
0

e−λxdx = − 1
λ
e−λx

∣∣∣
+∞
0

= 1
λ
.

Äèñïåðñiÿ

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
+∞∫
−∞

x2f(x)dx− (Mξ)2 =

=
+∞∫
0

x2λe−λxdx− 1
λ2 =

= −x2e−λx
∣∣∣
+∞
0

+ 2
+∞∫
0

xλe−λxdx− 1
λ2 =

= 2
λ2 − 1

λ2 = 1
λ2 .

Ðîçãëÿíåìî íà çàâåðøåííÿ

P(ξ ∈ [k; k + 1]) =
k+1∫
k

f(x)dx =
k+1∫
k

λe−λxdx =

= −e−λx
∣∣∣
k+1

k
= (1− e−λ) · e−kλ.

Çâiäñè âèäíî, ùî ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ¹ íåïåðåðâíèì àíàëîãîì ãåîìåòðè÷íîãî ðîç-
ïîäiëó ç ïàðàìåòðîì p = 1− e−λ.
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2.4.6 Íîðìàëüíèé ðîçïîäië
Íîðìàëüíèé ðîïîäië âiäiãðà¹ âèêëþ÷íî âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ¨¨ çàñòî-
ñóâàííÿõ. Âàæëèâiñòü öüîãî ðîçïîäiëó ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïðè äîñèòü øèðîêèõ ïðèïó-
ùåííÿõ ðîçïîäië ñóìè âåëèêî¨ êiëüêîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí âèÿâëÿ¹òüñÿ áëèçüêèì äî
íîðìàëüíîãî ðîçïîëiëó. Öå ìà¹ ìiñöå, êîëè íà çíà÷åííÿ äåÿêî¨ âåëè÷èíè âïëèâà¹ âåëèêà
êiëüêiñòü ðiâíîïðàâíèõ âèïàäêîâèõ ôàêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè a òà σ2

(ïîçíà÷à¹òüñÿ N(a; σ2)), ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

f(x) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
, x ∈ R.

Ïåðø íiæ äîâîäèòè, ùî ôóíêöiÿ f(x) ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè çíàéäåìî (iíòåãðàë Ïóàññîíà )

I =

+∞∫

−∞
e−t2/2dt.

Çàóâàæèìî, ìiæ iíøèì, ùî íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ e−t2/2 íå âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî

I2 =
+∞∫
−∞

e−t2/2dt
+∞∫
−∞

e−s2/2ds =

=

∣∣∣∣∣
s = ρ cos φ
t = ρ sin φ

∣∣∣∣∣ =
2π∫
0

dφ
+∞∫
0

e−ρ2/2ρdρ =

= 2πe−ρ2/2
∣∣∣
+∞
0

= 2π.

Òîìó I =
√

2π.
Çâiäñè

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

=

∣∣∣∣∣
x−a

σ
= t

dx = σdt

∣∣∣∣∣ = 1√
2π

+∞∫
−∞

e−t2/2dt = 1

Êðiì òîãî, f(x) > 0 ïðè x ∈ R, òîìó f(x) ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè.

Ç'ÿñó¹ìî ñóòü ïàðàìåòðiâ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî éîãî ìàòåìàòè-
÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ.

Mξ =
+∞∫
−∞

xf(x)dx =

= 1√
2πσ

+∞∫
−∞

x exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

= 1√
2πσ

+∞∫
−∞

x−a
σ

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx + a =

= − σ√
2π

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}∣∣∣
+∞
−∞ + a = a;
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Dξ =
+∞∫
−∞

(x−Mξ)2f(x)dx =

= 1√
2πσ

+∞∫
−∞

(x− a)2 exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

= − (x−a)σ√
2π

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}∣∣∣
+∞
−∞ +

+σ2 1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx = σ2

Îòæå, ïàðàìåòðàìè íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó N(a; σ2) ¹ éîãî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ a
òà äèñïåðñiÿ σ2.

Äëÿ áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ¹ âàæëèâèì îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòåé ïîïàäàííÿ íîð-
ìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â äåÿêèé iíòåðâàë

P(ξ ∈ (α; β)) =
β∫
α

f(x)dx =

= 1√
2πσ

β∫
α

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

∣∣∣∣∣
x−a

σ
= t

dx = σdt

∣∣∣∣∣ =

= 1√
2π

β−a
σ∫

α−a
σ

e−t2/2dt = Φ(β−a
σ

)− Φ(α−a
σ

),

äå Φ(x) = 1√
2π

x∫
0

e−t2/2dt (ôóíêöiÿ Ëàïëàñà).
Ôóíêöiÿ Ëàïëàñà òàáóëüîâàíà, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü îá÷èñëþâàòè ðîçãëÿíóòi éìîâiðíî-

ñòi.
Íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ëàïëàñà:
1. lim

x→+∞Φ(x) = 1
2
;

2. Φ(−x) = −Φ(x);

3. F0(x) = 1
2

+ Φ(x) ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó N(0; 1).
Âëàñòèâiñòü 1) âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 3), ÿêà ¹ î÷åâèäíîþ, áî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

N(0; 1)

f0(x) =
1√
2π

e−t2/2

¹ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ i

F0(x) =
1

2
+

1√
2π

x∫

0

e−t2/2dt.

Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 2) çàïèøåìî

Φ(−x) = 1√
2π

−x∫
0

e−t2/2dt =

∣∣∣∣∣
t = −u

dt = −du

∣∣∣∣∣ =

= − 1√
2π

x∫
0

e−u2/2du = −Φ(x).

Çàóâàæåííÿ. Íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0; 1) ùå íàçèâàþòü ñòàíäàðòíèì íîðìàëüíèì
ðîçïîäiëîì. Éîãî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó iíîäi òàêîæ ìîæíà çóñòðiòè òàáóëüîâàíîþ. Âëàñòè-
âiñòü 2) äëÿ íå¨ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

F0(−x) = 1− F0(x).
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Íà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî ùå îäíó âëàñòèâiñòü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Íåõàé ξ ìà¹ íîð-
ìàëüíèé ðîçïîäië N(a; σ2). Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà η = kξ + b (k 6= 0) òàêîæ ìà¹ íîð-
ìàëüíèé ðîçïîäië N(ka + b; k2σ2).

Äiéñíî, íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi k > 0, òîäi

P(η < x) = P(kξ + b < x) = P(ξ < x−b
k

) =

= 1√
2πσ

x−b
k∫

−∞
exp

{
− (t−a)2

2σ2

}
dt =

=

∣∣∣∣∣
t−a
σ

= s
dt = σds

∣∣∣∣∣ = 1√
2πkσ

x∫
−∞

exp

{
−( s−b

k
−a)

2

2σ2

}
ds =

= 1√
2πkσ

x∫
−∞

exp
{
− (s−(ka+b))2

2(σk)2

}
ds,

ùî ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó N(ka + b; k2σ2).
Îòæå, øëÿõîì ïåðåòâîðåííÿ η = σξ + a ç âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ùî ìà¹ ñòàíäàðòíèé

íîðìàëüíèé ðîçïîäië, ìîæíà îäåðæàòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó η ç ðîçïîäiëîì
N(a; σ2).

2.4.7 Äâîâèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië
Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèì (N(a1; a2; σ

2
1; σ

2
2; ρ)),

ÿêùî éîãî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó (x, y ∈ R)

f(x, y) = 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

×

× exp
{
− 1

2(1−ρ2)

(
(x−a1)2

σ2
1

− 2ρ(x−a1)(y−a2)
σ1σ2

+ (y−a2)2

σ2
2

)}
,

ÿêùî σ2
1σ

2
2(1− ρ2) 6= 0.

Ñïåöiàëüíî íå áóäåìî ïåðåâiðÿòè, ùî âêàçàíà ôóíêöiÿ ¹ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó (õî÷ ¨¨
íåâiä'¹ìíiñòü î÷åâèäíà). Çíàéäåìî ìàðãiíàëüíi ðîçïîäiëè âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η).

fξ(x) =
+∞∫
−∞

f(x; y)dy = 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

×

×
+∞∫
−∞

exp
{
− 1

2(1−ρ2)

(
(x−a1)2

σ2
1

− 2ρ(x−a1)(y−a2)
σ1σ2

+

+ (y−a2)2

σ2
2

)}
dy = 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

×

×
+∞∫
−∞

exp
{
− 1

2(1−ρ2)

(
ρx−a1

σ1
− y−a2

σ2

)2 − (x−a1)2

2σ2
1

}
dy =

=

∣∣∣∣∣∣

1√
1−ρ2

(
ρx−a1

σ1
− y−a2

σ2

)
= t

dy = −σ2

√
1− ρ2dt

∣∣∣∣∣∣
=

=
−σ2

√
1−ρ2

2πσ1σ2

√
1−ρ2

+∞∫
−∞

e−t2/2dt · exp
{
− (x−a1)2

2σ2
1

}
=

= 1√
2πσ1

exp
{
− (x−a1)2

2σ2
1

}
.

Òîáòî ξ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(a1; σ
2
1) i, àíàëîãi÷íî, η ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië

N(a2; σ
2
2). Çâiäñè, ìiæ iíøèì, âèïëèâà¹, ùî f(x; y) ¹ äiéñíî ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàä-

êîâîãî âåêòîðà. Êðiì òîãî, ïàðàìåòðè äâîâèìiðíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ìàþòü òàêèé
çìiñò a1 = Mξ, a2 = Mη, σ2

1 = Dξ, σ2
2 = Dη.
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Çíàéäåìî êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ ìiæ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ξ i η.

cov(ξ, η) = M(ξ −Mξ)(η −Mη) =

= 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

(x− a1)(y − a2)×

× exp
{
− 1

2(1−ρ2)

(
(x−a1)2

σ2
1

− 2ρ(x−a1)(y−a2)
σ1σ2

+ (y−a2)2

σ2
2

)}
dy =

= 1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

(x− a1)(y − a2)×

× exp
{
− 1

2(1−ρ2)

(
x−a1

σ1
− ρy−a2

σ2

)2 − (y−a2)2

2σ2
2

}
dy =

=

∣∣∣∣∣∣

1√
1−ρ2

(
x−a1

σ1
− ρy−a2

σ2

)
= t

dx = σ1

√
1− ρ2dt

∣∣∣∣∣∣
=

= 1
2πσ2

+∞∫
−∞

dt
+∞∫
−∞

(√
1− ρ2σ1t + ρσ1

σ2
(y − a2)

)
(y − a2)×

× exp
{
− t2

2
− (y−a2)2

2σ2
2

}
dy =

=

√
1−ρ2σ1

2πσ2

+∞∫
−∞

te−t2/2dt
+∞∫
−∞

(y − a2) exp
{
− (y−a2)2

2σ2
2

}
dy+

+ρ σ1

2πσ2
2

+∞∫
−∞

e−t2/2dt
+∞∫
−∞

(y − a2) exp
{
− (y−a2)2

2σ2
2

}
dy =

= 0 + ρ σ1

2πσ2
2

√
2πσ2

2

√
2πσ2 = ρσ1σ2.

Òîìó êîôiöi¹íò êîðåëÿöi¨

r(ξ, η) =
cov(ξ, η)

σ(ξ)σ(η)
=

ρσ1σ2

σ1σ2

= ρ

i, îòæå, ïàðàìåòð ρ äâîâèìiðíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ¹ êîåôiöi¹íòîì êîðåëÿöi¨ ìiæ
éîãî êîìïîíåíòàìè ξ òà η.

ßê âiäîìî, êîëè ρ = 0 , òî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåêîðåëüîâàíi. Òîäi

f(x, y) = 1
2πσ1σ2

exp
{
− (x−a1)2

2σ2
1

− (y−a2)2

2σ2
2

}
=

= fξ(x) · fη(y),

ùî ñâiä÷èòü ïðî íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η. Îòæå, äëÿ íîðìàëüíî ðîçïîäiëå-
íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ïîíÿòòÿ íåêîðåëüîâàíîñòi òà íåçàëåæíîñòi òîòîæíi.

Çàóâàæåííÿ. Íîðìàëüíèé ðîçïîäië íà ïëîùèíi ç ïàðàìåòðîì ρ = 0 íàçèâà¹òüñÿ
êàíîíi÷íèì. Ïðè öüîìó ãîëîâíèé åëiïñ ðîçñiþâàííÿ öüîãî ðîçïîäiëó

1
2(1−ρ2)

(
(x−a1)2

σ2
1

− 2ρ(x−a1)(y−a2)
σ1σ2

+ (y−a2)2

σ2
2

)
= λ2

ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî çìiííèõ x−a1 òà y−a2. Éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ íîðìàëü-
íîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà â îñíîâíèé åëiïñ ðîçñiþâàííÿ äîðiâíþ¹ 1− e−λ2 .
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Âñòàíîâèìî öå äëÿ êàíîíi÷íîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàä-
êîâîãî âåêòîðà ç öèì ðîçïîäiëîì â ãîëîâíèé åëiïñ ðîçñiþâàííÿ

1

2

(
(x− a1)

2

σ2
1

+
(y − a2)

2

σ2
2

)
= λ2

äîðiâíþ¹

pλ =
∫ ∫

D

1
2πσ1σ2

exp
{
− (x−a1)2

σ2
1

− (y−a2)2

σ2
2

}
dxdy =

=

∣∣∣∣∣
x = a1 + σ1r cos φ
y = a2 + σ2r sin φ

∣∣∣∣∣ =

=
2π∫
0

dφ

√
2λ∫

0

1
2πσ1σ2

e−r2/2rσ1σ2dr =

= 2π 1
2π

(
−e−r2/2

)∣∣∣
√

2λ

0
= 1− e−λ2

,

äå D =
{
(x; y) : 1

2

(
(x−a1)2

σ2
1

+ (y−a2)2

σ2
2

)
≤ λ2

}
.

Çàóâàæèìî, ùî ïiâîñi ãîëîâíîãî åëiïñà ðîçñiþâàííÿ äîðiâíþþòü
√

2λσ1 i
√

2λσ2.
Îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòåé pλ ïðè λ = 1, 2, 3 äàþòü òàêi ðåçóëüòàòè p1 = 0.632, p2 =

0.982, p3 = 0.999. Çâiäñè âèäíî, ùî â êàíîíi÷íîìó âèïàäêó íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèé âè-
ïàäêîâèé âåêòîð ìàéæå äîñòîâiðíî ïîïàäà¹ â åëiïñ ç öåíòðîì (a1; a2) (öåíòð ðîçñiþâàííÿ)
i ïiâîñÿìè 3

√
2σ1 i 3

√
2σ2.

2.5 Õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨
2.5.1 Îçíà÷åííÿ íà âëàñòèâîñòi
Ðîçãëÿíåìî íà
éìîâiðíiíîñíîìó ïðîñòîðó (Ω,F ,P) äâîâèìiðíèé âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η). Çàäàìî êîì-
ïëåêñíîçíà÷íó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ψ ðiâíiñòþ ψ = ξ + iη.

ßêùî iñíóþòü ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η, òî ìàòåìàòè÷íå ñïî-
äiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ψ âèçíà÷èìî òàê: Mψ = Mξ + iMη.

Çàóâàæèìî, ùî ââåäåíi ïîíÿòòÿ çàäîâîëüíÿþòü âñi çâè÷àéíi äëÿ íèõ óìîâè. �äèíå, ùî
ðîçïîäiëîì êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ñëiä ââàæàòè ðîçïîäië âiäïîâiäíîãî
âèïàäêîâîãî âåêòîðà.

Îçíà÷åííÿ. Õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ φ(t) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, çàäàíà ïðè t ∈ R ñïiââiäíîøåííÿì

φ(t) = Meitξ = M(cos tξ + i sin tξ).

ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íåïåðåðâíà i f(x) � ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó, òî

φ(t) =

+∞∫

−∞
eitxf(x)dx.

Òîáòî, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó íåïåðåðâíî¨
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Äëÿ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ðîçïîäiëîì (xk; pk) õàðàêòå-
ðèñòè÷íà ôóíêöiÿ

φ(t) =
∑

k

eitxkpk.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié:
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1. φ(0) = 1, φ(t) ≤ 1 äëÿ âñiõ t ∈ R;

2. φ(−t) = φ(t)

3. Äëÿ âñiõ n ∈ N , áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë t1, t2, . . . , tn i áóäü-ÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
c1, c2, . . . , cn

n∑

k=1

n∑

m=1

φ(tm − tk)cmck ≥ 0;

4. Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ñóìè äâîõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ äî-
áóòêó õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié öèõ âåëè÷èí.

5. Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

6. ßêùî äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ iñíó¹ M|ξ|n, òî ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ n ðàç
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà i φ(n)(0) = inMξn;

7. Íåõàé Fn(x) � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ðîçïîäiëó, F (x) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ðîçïî-
äiëó, φn(t) i φ(t) âiäïîâiäíi ¨ì õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨. ßêùî

lim
n→∞φn(t) = φ(t)

äëÿ âñiõ t ∈ R, òî
lim

n→∞ sup
x
|Fn(x)− F (x)| = 0,

òîáòî Fn(x) ðiâíîìiðíî ïî x çáiãà¹òüñÿ äî F (x).

Äîâåäåìî äåÿêi ç öèõ âëàñòèâîñòåé, îáìåæèâøèñü âèïàäêîì íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî φ(0) = Mei0ξ = M1 = 1. Äàëi

|φ(t)| =
∣∣∣Meitξ

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitxf(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∫
−∞

|eitx| f(x)dx =
+∞∫
−∞

f(x)dx = 1,

áî |eitx| = 1 i f(x) ≥ 0, ùî i ñòâåðäæóâàëîñü â 1).
Âðàõîâóþ÷è, ùî

φ(−t) = Me−itξ = M(cos tξ − i sin tξ) =

= M cos tξ − iM sin tξ = M cos tξ + iM sin tξ =

= Meitξ = φ(t),

îäåðæèìî âëàñòèâiñòü 2).
Ðîçãëÿíåìî

n∑
k=1

n∑
m=1

φ(tm − tk)cmck =

= M
(

n∑
k=1

n∑
m=1

ei(tm−tk)ξcmck

)
=

= M

(
n∑

m=1
eitmξcm

n∑
m=1

eitkξck

)
=

= M
∣∣∣∣

n∑
m=1

eitmξcm

∣∣∣∣
2

≥ 0,
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ùî ñòàíîâèòü çìiñò âëàñòèâîñòi 3).
Íåõàé φ1(t), φ2(t) � õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1 i ξ2

âiäïîâiäíî. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ φ(t) ¨õ ñóìè (âëàñòèâiñòü 4))

φ(t) = Meit(ξ1+ξ2) = M
(
eitξ1eitξ2

)
=

= Meitξ1 ·Meitξ2 = φ1(t) · φ2(t)

÷åðåç íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí eitξ1 i eitξ2

Âëàñòèâîñòi 5) � 7) çàëèøèìî áåç äîâåäåííÿ. Òiëüêè ôîðìàëüíî îá÷èñëèìî (äëÿ âëà-
ñòèâîñòi 6))

φ(n)(t) =

+∞∫

−∞
(ix)neitxf(x)dx.

Òîìó

φ(n)(0) = in
+∞∫

−∞
xnf(x)dx = inMξn.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f(t) çàäàíà íà R áóëà õàðàêòåðèñòè-
÷íîþ ôóíêöi¹þ äåÿêîãî ðîçïîäiëó, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âîíà çàäîâîëüíÿëà ðîçãëÿíóòi
âèùå âëàñòèâîñòi 1) i 3) (òåîðåìà Áîõíåðà-Õií÷èíà).

2.5.2 Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó
Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(a, σ2). Òîäi ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Meitξ = 1√
2πσ

+∞∫
−∞

eitx exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

= 1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
−1

2

(
(x−a)2

σ2 − 2it(x− a)
)

+ ita
}

dx =

= eita 1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
− (x−a−itσ2)2

2σ2 − t2σ2

2

}
dx =

= eita− t2σ2

2
1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
− (x−a−itσ2)2

2σ2

}
dx =

= eita− t2σ2

2 .

Òîáòî φ(t) = eita− t2σ2

2 .
Çàóâàæåííÿ. Äëÿ íàñòóïíèõ çàñòîñóâàíü âèïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ñòàí-

äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó: φ(t) = e−
t2

2 .
Íà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî êîðèñíå òâåðäæåííÿ: ñóìà äâîõ íåçàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîç-

ïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíà. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è îäíó ç
âëàñòèâîñòåé õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié ìàòèìåìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ñóìè
íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç ðîçïîäiëàìè N(a1, σ

2
1) i N(a2, σ

2
2) òàêà

φ(t) = eita1− t2σ2
1

2 · eita2− t2σ2
2

2 =

= eit(a1+a2)− t2(σ2
1+σ2

2)

2 ,

ùî ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íîìàëüíîãî ðîçïîäiëó N(a1 + a2, σ
2
1 + σ2

2). Îñêiëüêè
õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ðîçïîäië, òî çãàäàíå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Ëåãêî òàêîæ âñòàíîâèòè, ùî äîáóòîê íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íà
÷èñëî ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

Äiéñíî, éîãî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ

Meit(cξ) = Mei(tc)ξ = ei(tc)a− (tc)2σ2

2 =

= eit(ac)− t2(σc)2

2

¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó N(ac, (σc)2).
Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íåçàëåæíèõ â ñóêóïíîñòi íîð-

ìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië.
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Âïðàâè äî ðîçäiëó 2
0.10. Çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ äèñêðåòíîãî òèïó çàäàíèé òàáëèöåþ

xi 1 2 3 4
pi 1/16 1/4 1/2 3/16

Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó. Çíàéòè Mξ, Dξ, P(ξ > 2), P(ξ ≥ 3), P(1 < ξ < 3).
0.11. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèäó

fξ(x) =
{

C cosx, ÿêùî −π/2 ≤ x ≤ π/2,
0, ÿêùî |x| > π/2.

Çíàéòè êîíñòàíòó C, îá÷èñëèòè P(|ξ| < π/4), Mξ, Dξ.
0.12. Ñòðiëÿþòü â öiëü òðè ðàçè. Âëó÷åííÿ ïðè îêðåìèõ ïîñòðiëàõ � íåçàëåæíi ïîäi¨ ç éìîâiðíiñòþ 2

3 .
Íåõàé ξ � êiëüêiñòü âëó÷åíü ïðè òðüîõ ïîñòðiëàõ. Çíàéòè ðîçïîäië ξ, Mξ, Dξ (ñõåìà Áåðíóëëi).
0.13. Ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü äî ïåðøî¨ ïîÿâè øåñòiðêè. Íåõàé ξ � êiëüêiñòü ïiäêèäàíü. Çíàéòè
ðîçïîäië ξ, Mξ, Dξ, P(ξ > 10) (ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië).
0.14. Àâòîáóñè éäóòü ç iíòåðâàëîì 5 õâèëèí. Ââàæàþ÷è, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ � ÷àñ ÷åêàííÿ àâòîáóñà
íà çóïèíöi � ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà âêàçàíîìó iíòåðâàëi, çíàéòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ξ, ñåðåäíié ÷àñ
÷åêàííÿ, äèñïåðñiþ ÷àñó ÷åêàííÿ òà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷àñ ÷åêàííÿ ïåðåâèùèòü 3 õâ.
0.15. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Êîøi, ùî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèäó

Fξ(x) = b + c arctgx

a
ïðè −∞ < x < +∞ .

Âèáðàòè êîåôiöi¹íòè a, b i c òàê, ùîá äàíà ôóíêöiÿ áóëà ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè. Îá÷èñëèòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Êîøi. ×è iñíó¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ öüîãî ðîçïîäiëó? Çíàéòè
ìîäó, ìåäiàíó i êâàíòèëü tp ïîðÿäêó p = 0.75 ðîçïîäiëó Êîøi.
0.16. Íà êîíòðîëü ïîñòóïèëà ïàðòiÿ äåòàëåé ç öåõó. Âiäîìî, ùî 5% âñiõ äåòàëåé íå çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè
ñòàíäàðòó. Ñêiëüêè ïîòðiáíî âèïðîáóâàòè äåòàëåé, ùîá ç éìîâiðíiñòþ íå ìåíøå 0.95 âèÿâèòè õî÷à á îäíó
íåñòàíäàðòíó äåòàëü?
0.17. Ïðè âèïðîáóâàííi ëåãîâàíî¨ ñòàëi íà âìiñò âóãëåöþ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ó âèïàäêîâî âçÿòié ïðîái
ïðîöåíò âóãëåöþ ïåðåâèùèòü äîïóñòèìèé ðiâåíü, äîðiâíþ¹ p = 0.01. Ñêiëüêè â ñåðåäíüîìó íåîáõiäíî
âèïðîáóâàòè çðàçêiâ, ùîá ç éìîâiðíiñòþ p = 0.95 âêàçàíèé åôåêò ñïîñòåðiãàâñÿ õî÷à á îäèí ðàç.
0.18. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì
N(m,σ2). Êîðèñòóþ÷èñü òàáëèöåþ ôóíêöi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó, îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü pk òîãî, ùî
âiäõèëåííÿ âåëè÷èíè ξ âiä ¨¨ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íå ïåðåâèùèòü âåëè÷èíè kσ (âiäïîâiäü îäåðæàòè
äëÿ òðüîõ çíà÷åíü k = 1, 2, 3).
0.19. Õiìi÷íèé çàâîä âèãîòîâëÿ¹ ñið÷àíó êèñëîòó íîìiíàëüíî¨ ãóñòèíè 1.84 ã/ñì3. Â ðåçóëüòàòi ñòàòè-
ñòè÷íèõ äîñëiäæåíü âèÿâëåíî, ùî ïðàêòè÷íî 99.9% âñiõ ðåàêòèâiâ, ùî âèïóñêàþòüñÿ, ìàþòü ãóñòèíó â
iíòåðâàëi (1.82; 1.86). Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî êèñëîòà çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè ñòàíäàðòó, ÿêùî äëÿ öüî-
ãî äîñèòü, ùîá ¨¨ ãóñòèíà íå âiäõèëÿëàñü âiä íîìiíàëó áiëüøå, íiæ íà 0.01 ã/ñì3.
0.20. Ñåðåäí¹ ÷èñëî âèêëèêiâ, ùî ïîñòóïàþòü íà ÀÒÑ çà õâèëèíó, äîðiâíþ¹ 120. Çíàéòè éìîâiðíîñòi
òàêèõ ïîäié: A ={çà äâi ñåêóíäè íà ÀÒÑ íå ïîñòóïèòü æîäíîãî âèêëèêó}, B ={çà äâi ñåêóíäè íà ÀÒÑ
ïîñòóïèòü ìåíøå äâîõ âèêëèêiâ}, C ={çà îäíó ñåêóíäó íà ÀÒÑ ïîñòóïèòü òðè âèêëèêè}, D ={çà òðè
ñåêóíäè íà ÀÒÑ ïîñòóïèòü íå ìåíøå òðüîõ âèêëèêiâ}.
0.21. Äåòàëü, ùî âèãîòîâëåíà àâòîìàòîì, ââàæà¹òüñÿ ÿêiñíîþ, ÿêùî âiäõèëåííÿ ξ äåÿêîãî ðîçìiðó âiä
íîìiíàëó íå ïåðåâèùó¹ 10 ìêì. Òî÷íiñòü âèãîòîâëåííÿ äåòàëåé õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì âiäõèëåí-
íÿì σ. Ââàæàþ÷è, ùî äëÿ äàíî¨ òåõíîëîãi¨ σ = 5 ìêì i ξ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíà, âèçíà÷èòè: à) ñêiëüêè
ïðîöåíòiâ ÿêiñíèõ äåòàëåé âèãîòîâëÿ¹ àâòîìàò; á) ÿêîþ ïîâèííà áóòè òî÷íiñòü âèãîòîâëåííÿ, ùîá ïðîöåíò
ÿêiñíèõ äåòàëåé ïiäâèùèâñÿ äî 98.
0.22. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà çà ïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì λ. Çíàéòè ùiëüíîñòi
ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí η =

√
ξ, ψ = ξ2, ζ = 1− e−λξ.

0.23. Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ, η) ìà¹ âèãëÿä:

fξ,η(x, y) =
{

c(x + y), ÿêùî 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

à) Âèçíà÷èòè êîíñòàíòó c i îá÷èñëèòè P(ξ + η < 1).
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á) Âèçíà÷èòè áåçóìîâíó ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó êîìïîíåíòè η i âñòàíîâèòè, çàëåæíi êîìïîíåíòè ξ i η ÷è
íi.

â) Çíàéòè Mξ òà Mη.
0.24. Çàäàíi òàêi õàðàêòåðèñòèêè äâîâèìiðíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà (ξ, η): Mξ = −2, Mη = 3 i êî-
âàðiàöiéíà ìàòðèöÿ K =

(
16 0
0 25

)
. Çàïèñàòè âèðàç äëÿ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó fξ,η(x, y) òà îá÷èñëèòè

éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ â ãîëîâíèé åëiïñ ðîçñiþâàííÿ ç ïiâîñÿìè a = 2σξ, b = 2ση.
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Ðîçäië 3

Ãðàíè÷íi òåîðåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

3.1 Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Çà-
êîíè âåëèêèõ ÷èñåë

3.1.1 Íåðiâíîñòi ×åáèøîâà
Ãðàíè÷íi òåîðåìè ïîâ'ÿçóþòü âèêëàäåíó ðàíiøå òåîðiþ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ. Îäíà ç òàêèõ
òåîðåì � òåîðåìà Ïóàññîíà � âæå áóëà ðîçãëÿíóòà. Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî áiëüø
çàãàëüíi òåîðåìè. À ïî÷íåìî ç íåðiâíîñòåé, ÿêi áóäóòü âiäiãðàâàòè âàæëèâó ðîëü, ÿê â
äîâåäåííi ãðàíè÷íèõ òåîðåì òàê i â ðîçâ'ÿçàííi áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω,F ,P); áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi âèïàäêîâi
âåëè÷èíè, ÿêi áóäóòü ðîçãëÿäàòèñÿ, çàäàíi íà öüîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 1. (Óçàãàëüíåíà íåðiâíiñòü ×åáèøîâà). Íåõàé ξ � äîâiëüíà âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà i g(x) � íåâiä'¹ìíà ïàðíà i íåñïàäíà íà [0; +∞) ôóíêöiÿ. Òîäi, ÿêùî iñíó¹ Mg(ξ),
òî ïðè âñiõ ε > 0 òàêèõ, ùî g(ε) 6= 0,

P(|ξ| ≥) ≤ Mg(ξ)

g(ε)
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öþ òåîðåìó â ïðèïóùåííi, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íåïåðåðâ-
íà. Íåõàé f(x) � ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó. Òîäi

Mg(ξ) =
+∞∫
−∞

g(x)f(x)dx =

=
−ε∫
−∞

g(x)f(x)dx +
ε∫
−ε

g(x)f(x)dx +
+∞∫
ε

g(x)f(x)dx ≥

≥
−ε∫
−∞

g(x)f(x)dx +
+∞∫
ε

g(x)f(x)dx

áî g(x)f(x) ≥ 0 ïðè âñiõ x ∈ R. Çâiäñè

Mg(ξ) ≥ g(ε)

−ε∫

−∞
f(x)dx + g(ε)

+∞∫

ε

f(x)dx,

áî ôóíêöiÿ g(x) ïàðíà i g(x) ≥ g(ε) ïðè x ≥ ε (íåñïàäíà).
Îòæå, Mg(ξ) ≥ g(ε) ·P(|ξ| ≥ ε). Çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
Ðîçãëÿíåìî íàñëiäêè öi¹¨ òåîðåìè.
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Íàñëiäîê. (ïåðøà íåðiâíiñòü ×åáèøîâà). ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ñêií÷åííèé
ìîìåíò M|ξ|, òî äëÿ âñiõ ε > 0

P(|ξ| ≥ ε) ≤ M|ξ|
ε

.

Ïðè óìîâi, ùî P(ξ ≥ 0) = 1,
P(ξ ≥ ε) ≤ Mξ

ε
.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1 ç g(x) = |x|.
Íàñëiäîê. (äðóãà íåðiâíiñòü ×åáèøîâà â íåöåíòðîâàíié ôîðìi). ßêùî iñíó¹ Mξ2 (÷è

Dξ), òî ïðè âñiõ ε > 0

P(|ξ| ≥ ε) ≤ Mξ2

ε2
.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî â òåîðåìi 1 ôóíêöiþ g(x) = x2.
Íàñëiäîê. (äðóãà íåðiâíiñòü ×åáèøîâà â öåíòðîâàíié ôîðìi). ßêùî iñíó¹ Mξ2 (÷è

Dξ), òî ïðè âñiõ ε > 0

P(|ξ −Mξ| ≥ ε) ≤ Dξ

ε2
.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü çàñòîñóâàòè äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ −Mξ i ôóíêöi¨ g(x) = x2

òåîðåìó 1.
Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ íåðiâíîñòi ×åáèøîâà. Ïðèêëàä 1. Ñêiëüêè âèìiðiâ

ïîòðiáíî çðîáèòè, ùîá ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ðåçóëüòàòiâ äàëî âèìiðþâàíó âåëè÷èíó ç òî-
÷íiñòþ 0.05 òà íàäiéíiñòþ 90%, ÿêùî äèñïåðñi¨ (çàäàþòüñÿ òî÷íiñòþ ïðèëàäó) ðåçóëüòàòiâ
âèìiðiâ (ÿê âèïàäêîâèõ âåëè÷èí) íå áiëüøi íiæ 0.2?

Ïåðø íiæ ðîçâ'ÿçóâàòè öþ çàäà÷ó, äàìî äåÿêi ïîÿñíåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âèìiðþ-
¹òüñÿ äåÿêà âåëè÷èíà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ l. Ïðè êîæíîìó âèìiði íåìèíó÷i ïîìèëêè. Àëå ìè
áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi âîíè âèïàäêîâi, òîáòî, ñèñòåìàòè÷íi ïîìèëêè âiäñóòíi. Öi ïîìèëêè
ïðèçâîäÿòü äî òîãî, ùî â ðåçóëüòàòi âèìiðiâ ìè îäåðæèìî çíà÷åííÿ n âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí ξ1, ξ2, . . ., ξn. Ïðèðîäíî ââàæàòè ¨õ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè ç Mξi = l (i = 1, n) òà
íåçàëåæíèìè. Òîìó 1

n

n∑
i=1

Mξi = l.

ßêùî P
(∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

Mξi − l

∣∣∣∣ < ε
)
≥ γ, òî êàæóòü, ùî âåëè÷èíà (âèïàäêîâà) 1

n

n∑
i=1

Mξi íàáëè-
æà¹ çíà÷åííÿ l ç òî÷íiñòþ ε òà íàäiéíiñòþ γ (iíîäi íàäiéíiñòü âèðàæàþòü ó ïðîöåíòàõ).

Â íàøîìó âèïàäêó ε = 0.05, γ = 0.9. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ äðóãîþ íåðiâíiñòþ ×åáèøîâà, â
öåíòðîâàíié ôîðìi, äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = 1

n

n∑
i=1

ξi.

Mη =
1

n

n∑

i=1

Mξi = l, Dη =
1

n2

n∑

i=1

Dξi ≤ 0.2 · n
n2

=
0.2

n
.

Òîìó

P
(∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

Mξi − l

∣∣∣∣ < ε
)

=

= 1−P
(∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

Mξi − l

∣∣∣∣ ≥ ε
)
≥ 1− 0.2

n2·ε2 .

Çíàéäåìî n ç óìîâè 1− 0.2
n2·ε2 ≥ γ. Îòæå,

n ≥ 0.2

(1− γ)ε2
=

0.2

0.1 · 0.052
= 800.

Òîìó äîñèòü çðîáèòè 800 âèìiðiâ.
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3.1.2 Çàêîíè âåëèêèõ ÷èñåë
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξn}, (n ≥ 1), ùî ìàþòü ñêií÷åííi ìàòåìà-
òè÷íi ñïîäiâàííÿ. Íàñ öiêàâèòèìå âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ: ÷è áóäóòü ñåðåäíi àðèôìåòè÷íi
1
n

n∑
i=1

ξi i 1
n

n∑
i=1

Mξi â ÿêîìóñü ðîçóìiííi íàáëèæàòèñÿ îäíå äî îäíîãî ïðè ðîñòi n. Ç òàêèì
ïèòàííÿì ìè âæå çóñòði÷àëèñÿ â ïðèêëàäi ïîïåðåäíüîãî ïóíêòà. Âiäïîâiäi íà öå ïèòàííÿ
i ñòàíîâëÿòü ñóòü, òàê çâàíèõ, çàêîíiâ âåëèêèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2. (×åáèøîâà). Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
{ξn}, (n ≥ 1) iñíóþòü Dξn i Dξn ≤ C ïðè âñiõ n. Òîäi

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

ξi − 1

n

n∑

i=1

Mξi

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
→ 0, n →∞

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ηn = 1
n

n∑
i=1

ξi.

Mηn =
1

n

n∑

i=1

Mξi, Dηn =
1

n2

n∑

i=1

Dξi ≤ nC

n2
=

C

n

Òîìó çà äðóãîþ íåðiâíiñòþ ×åáèøîâà â öåíòðîâàíié ôîðìi

P

(∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

ξi − 1

n

n∑

i=1

Mξi

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ Dηn

ε2
=

C

nε2

Îñêiëüêè lim
n→∞

C
nε2 = 0, à éìîâiðíiñòü íåâiä'¹ìíà, òî ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ.
1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ×åáèøîâà íàçèâà¹òüñÿ çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë.

2. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè ×åáèøîâà âèäíî, ùî ÿêùî âiäìîâèòèñü âiä íåçàëåæíîñòi âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí ξn, òî äëÿ âèêîíàíÿ çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë äîñèòü âèìàãàòè ùîá
1
n2D

(
n∑

i=1
ξi

)
→ 0, n →∞ (òåîðåìà Ìàðêîâà).

Â òåîðåìi ×åáèøîâà ìè çóñòðiëèñÿ ç îäíi¹þ ç ôîðì çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí, à ñàìå iç çáiæíiñòþ çà éìîâiðíiñòþ.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξn}, (n ≥ 1) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíi-
ñòþ äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ÿêùî äëÿ âñiõ ε > 0

P(|ξn − ξ| ≥ ε) → 0, n →∞.

Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå òàê: ξn
P−→ ξ, n →∞.

Òàêèì ÷èíîì çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë ñòâåðäæó¹, ùî ðiçíèöÿ 1
n

n∑
i=1

ξi− 1
n

n∑
i=1

Mξi çáiãà¹òüñÿ
çà éìîâiðíiñòþ äî 0.

Íàâåäåìî îäèí íàñëiäîê òåîðåìè ×åáèøîâà.
Íàñëiäîê. (òåîðåìà Áåðíóëëi). Âiäíîñíà ÷àñòîòà óñïiõiâ â n âèïðîáóâàííÿõ çà ñõåìîþ

Áåðíóëëi çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ ïðè n → ∞ äî éìîâiðíîñòi óñïiõó â îäíîìó âèïðîáó-
âàííi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Xk � iíäèêàòîð óñïiõó â k-îìó âèïðîáóâàííi. Òîäi νn = 1
n

n∑
k=1

Xk �
âiäíîñíà ÷àñòîòà óñïiõó â n âèïðîáóâàííÿõ. Íåõàé p � éìîâiðíiñòü óñïiõó â êîæíîìó
âèïðîáóâàííi. Òîäi

P(Xk = 1) = p, P(Xk = 0) = 1− p,

MXk = p, DXk = p− p2 = p(1− p).
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Çâiäñè 1
n

n∑
k=1

MXk = p i çà òåîðåìîþ ×åáèøîâà

P(|νn − p| ≥ ε) → 0, n →∞,

àáî νn
P−→ p, n →∞.

Çàóâàæåííÿ. Òåîðåìà Áåðíóëëi îïðàâäó¹, òàê çâàíå, åìïiðè÷íå ÷è ÷àñòîòíå îçíà÷å-
ííÿ éìîâiðíîñòi. Êîëè éìîâiðíiñòþ âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ ââàæà¹òüñÿ ÷èñëî äî ÿêîãî íàáëè-
æà¹òüñÿ âiäíîñíà ÷àñòîòà ïîÿâè öi¹¨ ïîäi¨ ïðè âåëèêié êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ ïîâòîðåíü
åêñïåðèìåíòó â íåçìiííèõ óìîâàõ.

Çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ξn
P−→ ξ, n → ∞, ÿêà âèíèêà¹, íàïðèêëàä, â çàêîíi âåëè-

êèõ ÷èñåë, ùå íå çàáåçïå÷ó¹ ðiâíîñòi lim
n→∞ ξn = ξ íà âñüîìó Ω, àáî õî÷ íà éîãî ÷àñòèíi ç

éìîâiðíiñòþ 1. Áiëüø ñèëüíèì ïîíÿòòÿì çáiæíîñòi ¹ òàêå.
Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξn}, (n ≥ 1) çáiãà¹òüñÿ ç éìîâiðíi-

ñòþ 1 (ìàéæå íàïåâíî) äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ÿêùî P( lim
n→∞ ξn = ξ) = 1.

Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå òàê ξn
P=1−→ ξ, n →∞, àáî ξn

ì.í.−→ ξ, n →∞.
Òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë, â ÿêîìó çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ çàìi-

íåíå íà çáiæíiñòü ç éìîâiðíiñòþ 1, íàçèâà¹òüñÿ ïiäñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë. Ñôîð-
ìóëþ¹ìî âiäïîâiäíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. (Êîëìîãîðîâà). Íåõàé {ξn}, (n ≥ 1) ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ Dξn. ßêùî

∞∑
k=1

1
k2Dξk < +∞, òî

P

(
lim

n→∞

(
1

n

n∑

i=1

ξi − 1

n

n∑

i=1

Mξi

)
= 0

)
= 1.

Çàëèøèìî öþ òåîðåìó áåç äîâåäåííÿ, ÿêå ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [1].
Íàñëiäîê. (òåîðåìà Áîðåëÿ). Âiäíîñíà ÷àñòîòà óñïiõiâ â n âèïðîáóâàííÿõ çà ñõåìîþ

Áåðíóëëi çáiãà¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1 ïðè n →∞ äî éìîâiðíîñòi óñïiõó â îäíîìó âèïðîáî-
âóâàííi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíóâøè òi æ âèïàäêêîâi âåëè÷èíè Xk, ùî i â äîâåäåííi òåîðåìè
Áåðíóëëi, çàïèøåìî

∞∑

k=1

1

k2
DXk =

∞∑

k=1

p(1− p)

k2
< +∞.

Òîìó òâåðäæåííÿ òåîðåìè Áîðåëÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Êîëìîãîðîâà.
Òåîðåìà Áîðåëÿ ùå ðàç ñâiä÷èòü íà êîðèñòü åìïiðè÷íîãî ïîíÿòòÿ éìîâiðíîñòi.

3.2 Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà
3.2.1 Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà
Öåé ïàðàãðàô ïðèñâÿ÷åíèé îäíîìó ç íàéáiëüø âàæëèâèõ òâåðäæåíü òåîði¨ éìîâiðíîñòåé:
ïðè äîñèòü øèðîêèõ ïðèïóùåííÿõ ñóìè âåëèêî¨ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ ìàëèõ âèïàäêî-
âèõ äîäàíêiâ ìàþòü ðîçïîäië áëèçüêèé äî íîðìàëüíîãî. Öåé ðåçóëüòàò ¹, íàïðèêëàä, òå-
îðåòè÷íîþ îñíîâîþ çàñòîñóâàííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi áàãàòüîõ ïðà-
êòè÷íèõ çàäà÷. Òàê ïîìèëêè âèìiðiâ, ùî äàþòü âèìiðþâàëüíi ïðèëàäè, øâèäêîñòi ðóõó
ìîëåêóë ãàçó ìàþòü ðîçïîäië, ùî ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íîðìàëüíîãî.

Ðîçãëÿíåìî îäíó ç íàéïðîñòiøèõ òåîðåì, ùî óçàêîíþ¹ çãàäàíå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 1. (öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà)
Íåõàé {ξn}, (n ≥ 1) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí iç ñêií÷åííîþ äèñïåðñi¹þ (Dξk = σ2 > 0) i sn =

n∑
k=1

ξk. Òîäi ïðè n → ∞ äëÿ âñiõ
x ∈ R

P

(
sn −Msn√

Dsn

< x

)
→ Φ(x) =

1√
2π

x∫

−∞
e−t2/2dt. (3.1)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Mξk = a. Òîäi

Msn =
n∑

k=1

Mξk = n · a, Dsn =
n∑

k=1

Dξk = n · σ2.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ψn =
sn −Msn√

Dsn

=

n∑
k=1

ξk − n · a
√

nσ
=

1√
n

n∑

k=1

ξk − a

σ

i ηk = ξk−a
σ

. Çàóâàæèìî, ùî ψn = 1√
n

n∑
k=1

ηk.
Îñêiëüêè

Mηk = 1
σ
(Mξk − a) = 0,

Dηk = 1
σ2D(ξk − a) = 1

σ2M(ξk − a)2 = 1
σ2Dξk = 1,

òî õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ηk

φ(t) = 1− t2

2
+ o(t2).

Òîìó õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ψn

φψn(t) =

(
φ

(
t√
n

))n

=

(
1− t2

2n
+ o

(
t2

n

))n

.

Îñêiëüêè
lim

n→∞φψn(t) =

(
1− t2

2n
+ o

(
t2

n

))n

= e−t2/2,

òî ïðè n → ∞ P(ψn < x) → Φ(x), áî ôóíêöiÿ e−t2/2 ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.

Ñôîðìóëþ¹ìî (áåç äîâåäåííÿ) öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi íåî-
äíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 2. (òåîðåìà Ëÿïóíîâà). ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí {ξn}, (n ≥ 1), ùî ìàþòü ñêií÷åííi ìîìåíòè òðåòüîãî ïîðÿäêó, âèêîíó¹òüñÿ

lim
n→∞

n∑
k=1

M|ξk −Mξk|3
(

n∑
k=1

Dξk

)3/2
= 0,

òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (3.1).
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Çàóâàæåííÿ. Çìiñò óìîâ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè (â áóäü-ÿêîìó âàðiàíòi) ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî â ñóìi

n∑
k=1

ξk æîäåí ç äîäàíêiâ íå äîìiíó¹ íàä iíøèìè.
Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó, ñôîðìóëüîâàíó â ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Ñêiëüêè âèìiðiâ

ïîòðiáíî çðîáèòè, ùîá ç òî÷íiñòþ 0.05 òà íàäiéíiñòþ 90% ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âèìiðiâ
äàëî âèìiðþâàíó âåëè÷èíó, ÿêùî äèñïåðñi¨ ðåçóëüòàòiâ âèìiðiâ íå ïåðåâèùóþòü 0.2?

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðåçóëüòàòè âèìiðiâ ξk ¹ íåçàëåæíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè
âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè. Íåõàé Mξk = a, Dξk = σ2. Òîäi ïðè âåëèêèõ n çà öåíòðàëüíîþ
ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ

P




n∑
k=1

ξk − n · a
√

nσ
< x


 ≈ Φ(x) =

1√
2π

x∫

−∞
e−t2/2dt.

Òîìó

P
(∣∣∣∣ 1

n

n∑
k=1

ξk − a

∣∣∣∣ < ε
)

=

= P


− ε

√
n

σ
<

1
n

n∑
k=1

ξk−a

σ/
√

n
< ε

√
n

σ


 ≈

≈ Φ
(

ε
√

n
σ

)
− Φ

(
− ε

√
n

σ

)
= 2Φ

(
ε
√

n
σ

)
− 1

Âèáðàâøè n òàêèì, ùî 2Φ
(

ε
√

n
σ

)
− 1 ≥ γ, îäåðæèìî, ùî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ðåçóëü-

òàòiâ âèìiðiâ ç òî÷íiñòþ ε i íàäiéíiñòþ γ äà¹ âèìiðþâàíó âåëè÷èíó.
Çâiäñè Φ

(
ε
√

n
σ

)
≥ γ+1

2
i ε

√
n

σ
≥ u γ+1

2
, äå u γ+1

2
êâàíòèëü ïîðÿäêó γ+1

2
ñòàíäàðòíîãî íîð-

ìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Òîìó n ≥ σ2

ε2 u2
γ+1
2

. Â íàøîìó âèïàäêó γ = 0.9, ε = 0.05, σ2 = 0.2 i ç
òàáëèöi ôóíêöi¨ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó u0.95 = 1.645.

Îòæå, n ≥ 0.2
0.0025

· (1.645)2 ≈ 220.
Çàóâàæåííÿ. Â ïðèêëàäi ìè îäåðæàëè çíà÷åííÿ çíà÷íî ìåíøå, íiæ ó ïîïåðåäíié

ëåêöi¨. Öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà ¹ áiëüø òî÷íèì òâåðäæåííÿì,
íiæ çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë ÷è íåðiâíiñòü ×åáèøîâà ùî áóëà çàñòîñîâàíà ðàíiøå.

3.2.2 Òåîðåìè Ìóàâðà-Ëàïëàñà
Ðîçãëÿíåìî äåÿêi íàñëiäêè öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè ñòîñîâíî ñõåìè Áåðíóëëi.

Òåîðåìà 3. (iíòåãðàëüíà òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà).
Íåõàé νn � êiëüêiñòü óñïiõiâ â n âèïðîáîâóâàííÿõ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi ç éìîâiðíiñòþ óñïiõó
â êîæíîìó âèïðîáîâóâàííi p (0 < p < 1). Òîäi ïðè a < b

lim
n→∞P


a ≤ νn − n · p√

np(1− p)
< b


 = Φ(b)− Φ(a)

(òóò, ÿê i ðàíiøå, Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−t2/2dt).

Äîâåäåííÿ. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè νn =
n∑

k=1
Xk, äå Xk � iíäèêàòîð óñïiõó â k-îìó

âèïðîáóâàííi (íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè).

Mνn = np, Dνn = np(1− p).
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Òîìó ç öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ äàíî¨ òåîðåìè, áî âèïàäêîâi
âåëè÷èíè νn−n·p√

np(1−p)
ìàþòü ãðàíè÷íèé ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà äîâåñòè, ùî

P(m1 ≤ νn < m2) = Φ
(

m2−np√
np(1−p)

)
− Φ

(
m1−np√
np(1−p)

)
+

+O
(

1√
np(1−p)

)
, n →∞. (3.2)

Öå òâåðäæåííÿ òàêîæ íàçèâàþòü iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ Ìóàâðà-Ëàïëàñà.
Çâiäñè îäåðæèìî òàêó òåîðåìó.
Òåîðåìà 4. (ëîêàëüíà òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà). Äëÿ νn � êiëüêîñòi óñïiõiâ â n

âèïðîáîâóâàííÿõ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi

P(νn = m) = 1√
2πnp(1−p)

exp
{
− (m−np)2

2np(1−p)

}
+

+O
(

1√
np(1−p)

)
, n →∞.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

P(νn = m) = P(m ≤ νn < m + 1),

òî ç (3.2) òà äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöii Φ(x)

P(νn = m) = Φ
(

m−np√
np(1−p)

+ 1√
np(1−p)

)
−

−Φ
(

m−np√
np(1−p)

)
+ O

(
1√

np(1−p)

)
=

= φ
(

m−np√
np(1−p)

)
· 1√

np(1−p)
+ o

(
1√

np(1−p)

)
+

+O
(

1√
np(1−p)

)
=

= 1√
2πnp(1−p)

exp
{
− (m−np)2

2np(1−p)

}
+ O

(
1√

np(1−p)

)
,

áî Φ′(x) = φ(x) = 1√
2π

e−x2/2.
Çàóâàæåííÿ. Ïðè âåëèêèõ n ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íàáëèæåíi ðiâíîñòi

P(m1 ≤ νn < m2) ≈ Φ
(

m2−np√
np(1−p)

)
− Φ

(
m1−np√
np(1−p)

)
(3.3)

P(νn = m) ≈ 1√
2πnp(1−p)

exp
{
− (m−np)2

2np(1−p)

}
(3.4)

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ðiâíiñòü (3.4) ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà i ó âèïàäêó äîñèòü âåëèêèõ
p íà âiäìiíó âiä òîãî, ùî â àíàëîãi÷íîìó âèïàäêó âiäîìà íàì ôîðìóëà Ïóàññîíà âèìàãà¹
ìàëîñòi ïàðàìåòðà p. Ïðîòå, ÿêùî éìîâiðíiñòü p áëèçüêà äî 0 ÷è 1, òî äëÿ ïiäâèùåííÿ
òî÷íîñòi ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåìó Ïóàññîíà.

Âïðàâè äî ðîçäiëó 3
0.25. Â ñòðàõîâié êîìïàíi¨ çàñòðàõîâàíî 10000 àâòîìîáiëiâ. Éìîâiðíiñòü ïîëîìêè êîæíîãî àâòîìîáiëÿ â ðå-
çóëüòàòi àâàði¨ äîðiâíþ¹ 0.006. Êîæåí âëàñíèê çàñòðàõîâàíîãî àâòîìîáiëÿ ïëàòèòü â ðiê 12 ãðí. ñòðàõîâèõ
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i â ðåçóëüòàòi àâàði¨ îäåðæó¹ âiä êîìïàíi¨ 1000 ãðí. Çíàéòè éìîâiðíiñòü ïîäié A = {çà ðiê ñòðàõîâà êîì-
ïàíiÿ çàçíà¹ çáèòêiâ}, Bm = {ñòðàõîâà êîìïàíiÿ îäåðæèòü ïðèáóòîê íå ìåíøå m ãðí.}, ÿêùî m = 40000,
60000, 80000.
0.26. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ � ðåçóëüòàò âèìiðó äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè, çàêîí ðîçïîäiëó ÿêî¨ íåâiäî-
ìèé. Âèçíà÷èòè, ÿêó ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó âiäíîñíó òî÷íiñòü âèìiðó ìîæíà ãàðàíòóâàòè ç éìîâiðíiñòþ,
íå ìåíøîþ 0.95, ïðè òàêèõ äàíèõ: à) âiäîìî, ùî Mξ = 0.1, σ(ξ) = 0.02 i ïðîâîäèòüñÿ îäèí âèìið; á) ïðî-
âîäèòüñÿ 5 âèìiðiâ i ξ ¹ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì îäåðæàíèõ çíà÷åíü; â) ïðîâîäèòüñÿ 100 âèìiðiâ i ξ ¹
ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì îäåðæàíèõ çíà÷åíü òà ââàæà¹òüñÿ ìîæëèâèì êîðèñòóâàòèñÿ ãðàíè÷íèì ðîçïîäi-
ëîì çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ.
0.27. Äëÿ äåÿêîãî àâòîïàðêó ñåðåäí¹ ÷èñëî àâòîáóñiâ, ùî âiäïðàâëÿþòüñÿ â ðåìîíò ïiñëÿ ìiñÿöÿ åêñïëóà-
òàöi¨ íà ìiñüêèõ ëiíiÿõ, äîðiâíþ¹ 5. Îöiíèòè éìîâiðíiñòü ïîäi¨ = {ïiñëÿ çàêií÷åííÿ ìiñÿöÿ áóäå âiäïðàâëå-
íî â ðåìîíò ìåíøå 15 àâòîáóñiâ}. Ðîçãëÿíóòè äâà âèïàäêè: à) äèñïåðñiÿ íå âiäîìà, á) äèñïåðñiÿ äîðiâíþ¹
4.
0.28. Ç äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi ×åáèøåâà îöiíèòè éìîâiðíîñòi pk = P{|ξ − a| ≤ kσ} äëÿ k=1, 2, 3, ÿêùî ξ
ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì N(a, σ2).
0.29. Éìîâiðíiñòü íàðîäæåííÿ õëîï÷èêà p = 0.512. Ââàæàþ÷è, ùî ìîæíà çàñòîñóâàòè ëîêàëüíó òà iíòå-
ãðàëüíó òåîðåìè Ìóàâðà � Ëàïëàñà, âèçíà÷èòè éìîâiðíîñòi ïîäié: = {ñåðåä 100 íîâîíàðîäæåíèõ áóäå 51
õëîï÷èê}, = {ñåðåä 100 íîâîíàðîäæåíèõ áóäå áiëüøå õëîï÷èêiâ, íiæ äiâ÷àòîê}, = {ðiçíèöÿ ìiæ êiëüêiñòþ
õëîï÷èêiâ i äiâ÷àòîê iç 100 íîâîíàðîäæåíèõ íå ïåðåâèùó¹ 10}.
0.30. 1 Âèçíà÷èòè, ç ÿêîþ íàäiéíiñòþ ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âèìiðiâ äà¹ âèìiðþâàíó âåëè÷èíó ç òî÷íiñòþ
0.1, ÿêùî çðîáëåíî 500 âèìiðiâ i äèñïåðñiÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (ðåçóëüòàòiâ âèìiðiâ) äîðiâíþ¹ 0.3.
0.31. Âèçíà÷èòè, ç ÿêîþ òî÷íiñòþ ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âèìiðiâ äà¹ âèìiðþâàíó âåëè÷èíó, ÿêùî âèìiðiâ
çðîáëåíî 400, íàäiéíiñòü ðåçóëüòàòà 80% i äèñïåðñi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþþòü 0.04.
0.32. Ñêiëüêè âèìiðiâ ïîòðiáíî çðîáèòè, ùîá ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ¨õ äàëî âèìiðþâàíó âåëè÷èíó ç òî-
÷íiñòþ 0.05 i íàäiéíiñòþ 90%, ÿêùî äèñïåðñi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþþòü 0.2?
0.33. Ïðîâîäÿòüñÿ ïîñëiäîâíi âèïðîáóâàííÿ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi. Éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ A â îäíîìó
âèïðîáóâàííi p = 0.6. Ââàæàþ÷è ìîæëèâèì çàñòîñîâóâàòè ãðàíè÷íi òåîðåìè Ìóàâðà � Ëàïëàñà, îá÷è-
ñëèòè éìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié: B = {ïîäiÿ A âiäáóäåòüñÿ â áiëüøîñòi ç 60 âèïðîáóâàíü}, C = {êiëüêiñòü
óñïiøíèõ âèïðîáóâàíü (âiäáóëàñü ïîäiÿ A) çíàõîäèòüñÿ ìiæ 30 i 42}, D = {ïîäiÿ A âiäáóäåòüñÿ â 36 ç 60
âèïðîáóâàíü}.
0.34. Â ÿùèêó çíàõîäÿòüñÿ áiëi i ÷îðíi êóëüêè ó ñïiââiäíîøåííi 3:2. Ïðîâîäÿòüñÿ ïîñëiäîâíi äîñëiäè
ïî âèòÿãóâàííþ îäíi¹¨ êóëüêè ç ïîâåðíåííÿì, ïðè÷îìó êîæíîãî ðàçó ôiêñó¹òüñÿ êîëið âèáðàíî¨ êóëüêè.
ßêèì ïîâèííà áóòè ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü âèòÿãóâàíü, ïðè ÿêié ç éìîâiðíiñòþ, íå ìåíøîþ 0.9948, ìîæíà
÷åêàòè, ùî âiäõèëåííÿ âiäíîñíî¨ ÷àñòîòè ïîÿâè áiëî¨ êóëüêè âiä éìîâiðíîñòi ¨¨ ïîÿâè â îäíîìó äîñëiäi íå
ïåðåâèùó¹ âåëè÷èíè ε = 0.05?

1Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i 30, 31, 32 ç äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi ×åáèøåâà òà ç äîïîìîãîþ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨
òåîðåìè. Ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàòè.



Äîäàòîê

Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêè
Î÷åâèäíèì ¹ òå, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè Ω ìiðà (éìîâiðíiñòü) êîæíî¨ ïîäi¨
ïîâèííà áóòè òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç êiëüêiñòþ åëåìåíòàðíèõ ïîäié, ùî ñïðèÿþòü äàíié ïî-
äi¨. Ðîçãëÿíåìî òîìó äåÿêi íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ êîìáiíàòîðèêè � ãàëóçi ìàòåìàòèêè,ùî
çàéìà¹òüñÿ âèâ÷åííÿì ñêií÷åííèõ ìíîæèí. Â ìåæàõ öüîãî ïóíêòó áóäåìî ïåðåâàæíî ãî-
âîðèòè ïðî ìíîæèíè áåç çâ'ÿçêó ¨õ iç ïîäiÿìè.

Äëÿ ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî äâà ïðîñòèõ ïðàâèëà, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ïðàâèëàìè ñóìè i äî-
áóòêó.

ßêùî äåÿêèé îá'¹êò α ìîæíà âèáðàòè m ðiçíèìè ñïîñîáàìè, à îá'¹êò β � n ðiçíèìè
ñïîñîáàìè, ïðè÷îìó íiÿêèé âèáið α íå çáiãà¹òüñÿ ç æîäíèì ç âèáîðiâ β, òî îäèí ç îá'¹êòiâ
α àáî β ìîæíà âèáðàòè m + n ñïîñîáàìè (ïðàâèëî ñóìè).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç |A| êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè A, ïðàâèëî ñóìè
ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi: ÿêùî |A| = m, |B| = n i A ∩ B = ∅, òî |A ∪ B| = m + n, ùî
î÷åâèäíî.

ßêùî äåÿêèé îá'¹êò α ìîæíà âèáðàòè m ðiçíèìè ñïîñîáàìè, i ïðè êîæíîìó âèáîði
îá'¹êòà α îá'¹êò β ìîæíà âèáðàòè n ðiçíèìè ñïîñîáàìè, òî âèáið âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè
îá'¹êòiâ (α, β) ìîæíà çäiéñíèòè m · n ñïîñîáàìè (ïðàâèëî äîáóòêó � îñíîâíèé ïðèíöèï
êîìáiíàòîðèêè).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ðiçíi ñïîñîáè âèáîðó îá'¹êòà α ÷åðåç a1,. . ., am, à ðiçíi ñïîñîáè
âèáîðó îá'¹êòà β ïðè âèáîði α ñïîñîáîì ai ÷åðåç bi1, . . ., bin. Òîäi âñi ìîæëèâi ñïîñîáè
âèáðàòè âïîðÿäêîâàíó ïàðó (α, β) ìîæíà ñêëàñòè â òàáëèöþ

(a1, b11) (a1, b12) . . . (a1, b1n)
(a2, b21) (a2, b22) . . . (a2, b2n)

. . . . . . . . . . . .
(am, bm1) (am, bm2) . . . (am, bmn)

Òàêà òàáëèöÿ ìà¹ m · n åëåìåíòiâ.
Îçíà÷åííÿ. Ðîçìiùåííÿì ç n ïî k (k ≤ n) íàçèâàþòü áóäü-ÿêó âïîðÿäêîâàíó k-

åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè.
Çàóâàæåííÿ. n-åëåìåíòíà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî êîæíîìó ¨¨

åëåìåíòó ïîêëàäåíî ó âiäïîâiäíiñòü îäíå ç ÷èñåë 1, 2,..., n, ùî ¹ éîãî ïîðÿäêîâèì íîìåðîì,
ïðè÷îìó, ðiçíi åëåìåíòè çàíóìåðîâàíi ðiçíèìè ÷èñëàìè.

Î÷åâèäíî, ùî ðîçìiùåííÿ ¹ ðiçíèìè, ÿêùî àáî âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç ðiçíèõ åëåìåíòiâ,
àáî âiäðiçíÿþòüñÿ ¨õ ïîðÿäêîì.

Êiëüêiñòü ðîçìiùåíü ç n ïî k áóäåìî ïîçíà÷àòè Ak
n.

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë n i k (0 ≤ k ≤ n)

Ak
n =

n!

(n− k)!
. (D.1)
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Äîâåäåííÿ. Áóäü-ÿêå ðîçìiùåííÿ iç n ïî k ìîæíà îäåðæàòè òàê: âèáðàòè îäèí åëå-
ìåíò iç n íà ïåðøå ìiñöå â ðîçìiùåííi (n ñïîñîáiâ), ïîòiì âèáðàòè îäèí åëåìåíò iç n − 1
íà äðóãå ìiñöå (n− 1 ñïîñiá) i ò. ä., i, íàðåøòi, âèáðàòè îäèí åëåìåíò iç n− k + 1 íà k-òå
ìiñöå (n− k +1 ñïîñiá). Çî îñíîâíèì ïðèíöèïîì êîìáiíàòîðèêè ïîáóäóâàòè ðîçìiùåííÿ iç
n ïî k ìîæíà

Ak
n = n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1) =

n!

(n− k)!

ðiçíèìè ñïîñîáàìè.
Çàóâàæåííÿ. Hàãàäà¹ìî, ùî çà îçíà÷åííÿì

n! =

{
1, ÿêùî n = 0

1 · 2 · . . . · n, ÿêùî n ∈ N

Îçíà÷åííÿ. Ïåðåñòàíîâêîþ ç n åëåìåíòiâ íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà âïîðÿäêîâàíà n-
åëåìåíòíà ìíîæèíà.

Çàóâàæåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïåðåñòàíîâêà ç n åëåìåíòiâ ¹ ðîçìiùåííÿì iç n ïî n.
Êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê iç n åëåìåíòiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Pn. Îñêiëüêè Pn = An

n, òî
ìà¹ ìiñöå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê iç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹

Pn = n!. (D.2)

Îçíà÷åííÿ. Êîìáiíàöi¹þ ç n åëåìåíòiâ ïî k (0 ≤ k ≤ n) íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà k-
åëåìåíòíà ïiäìíîæèíà n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè.

Çàóâàæåííÿ. Êîìáiíàöi¨, íà âiäìiíó âiä ðîçìiùåíü,� öå íåâïîðÿäêîâàíi ïiäìíîæè-
íè äàíî¨ ìíîæèíè. Òîìó ðiçíi êîìáiíàöi¨ âiäðiçíÿþòüñÿ òiëüêè ñêëàäîì åëåìåíòiâ, ùî ¨õ
óòâîðþþòü.

Êiëüêiñòü âñiõ êîìáiíàöié iç n åëåìåíòiâ ïî k ïîçíà÷à¹òüñÿ Ck
n.

Òåîðåìà 3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë n i k (0 ≤ k ≤ n)

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
. (D.3)

Äîâåäåííÿ. ßêùî çàäàíî äåÿêó êîìáiíàöiþ iç n åëåìåíòiâ ïî k, òî âïîðÿäêîâóþ÷è
¨¨ ðiçíèìè ñïîñîáàìè, îäåðæèìî Pk ðiçíèõ ðîçìiùåíü iç n åëåìåíòiâ ïî k. Çà îñíîâíèì
ïðèíöèïîì êîìáiíàòîðèêè Ck

n · Pk = Ak
n.

Òîìó Ck
n = Ak

n

Pk
i ç (D.1) òà (D.2) ìàòèìåìî

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âàæëèâi âëàñòèâîñòi êiëüêîñòi êîìáiíàöié.
Òåîðåìà 4. Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë n i k (0 ≤ k ≤ n) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Ck

n = Cn−k
n .

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç (D.3).
Òåîðåìà 5. Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë n i k (0 ≤ k ≤ n) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n . (D.4)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (D.3) îäåðæèìî

Ck
n + Ck−1

n = n!
k!·(n−k)!

+ n!
(k−1)!·(n−k+1)!

=

= n!·(n−k+1)+n!·k
k!·(n−k+1)!

= n!·(n+1)
k!·(n−k+1)!

=

= (n+1)!
k!·(n+1−k)!

= Ck
n+1.
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1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
. . . . . . . . . . . . .

Òàáë. D.1:

Ç ôîðìóëè (D.4) âèïëèâà¹ ëåãêèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ÷èñåë Ck
n (áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹í-

òè).
Ñêëàäåìî òàáëèöþ (òðèêóòíèê Ïàñêàëÿ) çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

• ïåðøèé ðÿäîê ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îäèíèöü;

• êîæåí íàñòóïíèé ðÿäîê ïî÷èíà¹òüñÿ i çàêií÷ó¹òüñÿ îäèíèöåþ, êîæíå ç iíøèõ ÷èñåë
çàïèñó¹òüñÿ ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè ÷èñëàìè ïîïåðåäíüîãî ðÿäêà i äîðiâíþ¹ ¨õ ñóìi
(äèâ. òàáëèöþ D.1).

Â n-îìó ðÿäêó òàêî¨ òàáëèöi áóäóòü çàïèñàíi ÷èñëà Ck
n âïîðÿäêîâàíi çà çðîñòàííÿì k.

Òåîðåìà 6. Êiëüêiñòü âñiõ ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè äîðiâíþ¹
n∑

k=0
Ck

n = 2n.
Äîâåäåííÿ. Håõàé rn � êiëüêiñòü âñiõ ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè. Ðîçãëÿíåìî

(n + 1)-åëåìåíòíó ìíîæèíó i çàôiêñó¹ìî îäèí ç ¨¨ åëåìåíòiâ a. Ðîçiá'¹ìî âñi ïiäìíîæèíè
öi¹¨ ìíîæèíè íà òi, ùî ìiñòÿòü a i òi, ÿêi a íå ìiñòÿòü. Ïiäìíîæèíè, ùî a íå ìiñòÿòü ¹
ïiäìíîæèíàìè n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè. Òîìó ¨õ ¹ rn. Ïiäìíîæèíè, ùî ìiñòÿòü a ìîæóòü
áóòè îäåðæàíi ç ïîïåðåäíiõ ïðè¹äíàííÿì äî íèõ åëåìåíòà a. Òîìó ¨õ òàêîæ ¹ rn. Îòæå,
rn+1 = 2 · rn. Îñêiëüêè r1 = 2, áî îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà ìà¹ äâi ïiäìíîæèíè (ñàìó ñåáå
i ∅), òî rn = 2n.
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