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ÏåðåäìîâàÌîæíà ç óïåâíåíiñòþ ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðàêòè÷íî êîæíå íàóêîâå äî-ñëiäæåííÿ ïîâ'ÿçàíå ç âèâ÷åííÿì ðåçóëüòàòiâ îáñòåæåíü, ñïîñòåðåæåíü,åêñïåðèìåíòiâ ÷è âèìiðþâàíü. Äîñëiäæåííÿ äàíèõ çàéìàþòü âàãîìå ìiñ-öå ÿê ó ñîöiàëüíèõ, òàê i â ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ. Â àíàëiçi åìïiðè÷íèõ äà-íèõ îäíèì iç îñíîâíèõ iíñòðóìåíòiâ ¹ ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè. Ó íàâ÷àëüíèõïëàíàõ ïiäãîòîâêè �àõiâöiâ iç ñîöiîëîãi¨ ïåðåäáà÷åíî êóðñè �Êiëüêiñíiìåòîäè â ñîöiîëîãi÷íèõ äîñëiäæåííÿõ�, �Îáðîáêà, àíàëiç òà óçàãàëüíåí-íÿ ñîöiîëîãi÷íî¨ ií�îðìàöi¨�, �Ñîöiàëüíà ñòàòèñòèêà�, �àõiâöiâ ç åêîíî-ìiêè � �Ñòàòèñòèêà�, �Ïðèêëàäíèé àíàëiç äàíèõ�. Âiäïîâiäíi äèñöèïëi-íè âêëþ÷åíî i â íàâ÷àëüíi ïëàíè ïiäãîòîâêè ïîëiòîëîãiâ: �Ïîëiòè÷íà òàñîöiàëüíà ñòàòèñòèêà�, �Ëîãiêà íàóêîâèõ äîñëiäæåíü� òà iíøi. Äëÿ ñïå-öiàëüíîñòåé ç êîìï'þòåðíèõ íàóê, �içèêè òà ìàòåìàòèêè âèêëàäàþòüñÿàíàëîãi÷íi äèñöèïëiíè, àëå ç ïîãëèáëåíiøèì ìàòåìàòè÷íèì îá ðóíòóâà-ííÿì ìåòîäiâ àíàëiçó.Öåé ïîñiáíèê ïðèñâÿ÷åíî íàé÷àñòiøå âæèâàíèì ìåòîäàì ïðèêëàäíî¨ñòàòèñòèêè. Ó äîáîði ìàòåðiàëó âðàõîâàíî ñïåöè�iêó ñîöiàëüíèõ íàóê,ÿêà ïîëÿãà¹ ó âåëèêié êiëüêîñòi íå÷èñëîâèõ ïîêàçíèêiâ (ïîðÿäêîâèõ òàíîìiíàëüíèõ). ×àñòî ïðîáëåìîþ ¹ òàêîæ òîé �àêò, ùî åìïiðè÷íi ðîçïî-äiëè íå óçãîäæóþòüñÿ ç êëàñè÷íèìè i ïàðàìåòðè÷íi ìåòîäè íå ìîæóòüáóòè çàñòîñîâàíi. Òîìó ïîñiáíèê ìiñòèòü øèðîêèé ñïåêòð íåïàðàìåòðè÷-íèõ ìåòîäiâ.Îñêiëüêè âèäàííÿ ìà¹ íàâ÷àëüíå ïðèçíà÷åííÿ, òî âåëèêà óâàãà ïðèäi-ëåíà äåòàëüíîìó îïèñîâi àëãîðèòìiâ ðîçâ'ÿçàííÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷ ñòà-òèñòè÷íèìè ìåòîäàìè. Çàäà÷i äiáðàíî íà îñíîâi ðåàëüíèõ äàíèõ, ÿêiâèíèêàþòü ó ñîöiàëüíèõ íàóêàõ.Âàæëèâèì àñïåêòîì çàñòîñóâàííÿ ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ ¹ ¨õ êîìï'þ-òåðíà ðåàëiçàöiÿ. Ñó÷àñíà ñòàòèñòè÷íà îáðîáêà äàíèõ ïðàêòè÷íî íåìî-æëèâà áåç âiäïîâiäíèõ êîìï'þòåðíèõ ïðîãðàì, òàêèõ, íàïðèêëàä, ÿê ïà-êåòè STATISTICA, SPSS, SAS, S-Plus. Òîìó íàéáiëüø å�åêòèâíå íàâ÷àí-íÿ ñòóäåíòiâ ìà¹ âêëþ÷àòè ïîðÿä ç âèâ÷åííÿì òåîðåòè÷íèõ çàñàä i ìåòî-äiâ òàêîæ ïàðàëåëüíå îâîëîäiííÿ íàâè÷êàìè çàñòîñóâàííÿ ñòàòèñòè÷íîãîêîìï'þòåðíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Òàêi ïiäõîäè �àêòè÷íî âiäñóòíi â áiëüøîñ-3



4 ÏÅ�ÅÄÌÎÂÀòi âiò÷èçíÿíèõ ïîñiáíèêiâ, ÿêi âèäàíi ðàíiøå i íå âiäïîâiäàþòü ñó÷àñíèìâèìîãàì ïiäãîòîâêè âèñîêîêâàëi�iêîâàíèõ ñïåöiàëiñòiâ. Ñàìå íà ðîçâ'ÿ-çàííÿ öèõ ïðîáëåì i ñïðÿìîâàíå ïðîïîíîâàíå âèäàííÿ.Ó ïîñiáíèêó îïèñàíî çàñòîñóâàííÿ ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ ç äîïîìî-ãîþ ïàêåòó STATISTICA. Çàóâàæèìî, ùî öåé ïàêåò ìà¹ ñòàíäàðòíèéiíòåð�åéñ òà âèêîðèñòîâó¹ òðàäèöiéíó òåðìiíîëîãiþ, òîìó ìîæíà ëåãêîàäàïòóâàòè ïðàêòè÷íó ÷àñòèíó i äëÿ iíøèõ êîìï'þòåðíèõ ïðîãðàì.Ïîñiáíèê ìà¹ øiñòíàäöÿòü ðîçäiëiâ, êîæåí ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíiéòåìi i ìiñòèòü îïèñ ïðèêëàäíî¨ çàäà÷i, ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ ¨¨ äîñëiäæåí-íÿ, íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi îá ðóíòóâàííÿ, îçíà÷åííÿ, �îðìóëè, ìåòîäè÷íiíàñòàíîâè äî ¨õ çàñòîñîâóâàííÿ. Ïiñëÿ òåîðåòè÷íîãî îïèñó êîæíîãî ìå-òîäó ïðîäåìîíñòðîâàíî ïðèêëàäè äåòàëüíîãî äîñëiäæåííÿ åìïiðè÷íèõäàíèõ çà äîïîìîãîþ ïàêåòó STATISTICA. Îñêiëüêè ïîñiáíèê ïðèçíà÷å-íèé äëÿ ñòóäåíòiâ íåìàòåìàòè÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé, òî ÷àñòèíó ìàòåðià-ëó, ÿêà ñòàíîâèòü ëèøå òåîðåòè÷íèé iíòåðåñ, îïóùåíî.Äëÿ ãëèáøîãî îâîëîäiííÿ òåîðåòè÷íèì i ïðàêòè÷íèì ìàòåðiàëîì ÷è-òà÷àì ñëiä çâåðíóòèñÿ äî âèêîðèñòàíèõ ïðè ïiäãîòîâöi ïîñiáíèêà êíèã,ÿêi íàâåäåíi â ñïèñêó ëiòåðàòóðè.Ïîñiáíèê ïiäãîòîâàíèé çà ÷àñòêîâî¨ ïiäòðèìêè Öåíòðàëüíîãî �âðî-ïåéñüêîãî Óíiâåðñèòåòó (Áóäàïåøò). Âií ðîçðàõîâàíèé íà ñòóäåíòiâ êâà-ëi�iêàöiéíîãî ðiâíÿ �ìàãiñòð� iç ñîöiàëüíèõ íàóê, �ñïåöiàëiñò� iç ïðèðîä-íè÷èõ íàóê. Ìîæå áóòè òàêîæ êîðèñíèì äëÿ àñïiðàíòiâ, âèêëàäà÷iâ òàíàóêîâöiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè àíàëiçó.�îçäiëè 1�5, 10 òà 11 ïîñiáíèêà óêëàâ À.ß. Îëåíêî, ðîçäiëè 6�8 �À.ß. Îëåíêî òà Ì.Ì. Îñèï÷óê ðàçîì, ðîçäië 9 � Â.�. Øïîðòþê, ðîçäiëè12 òà 13 � Ì.Ì. Îñèï÷óê. Ò.I. Ìàì÷è÷ óêëàëà ðîçäiëè 14�16. Àâòîðè



�îçäië 1Ìåòîäè âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü
1.1 Ïëàíóâàííÿ ñòàòèñòè÷íèõ îáñòåæåíüÍà åòàïi ïëàíóâàííÿ îáñòåæåííÿ, äîñëiäíèê ìà¹ ïðîàíàëiçóâàòè öiëóíèçêó ðiçíîìàíiòíèõ ïðîáëåì i çíàéòè âiäïîâiäü íà òàêi òèïîâi ïèòàííÿ:1. Ùî ¹ ìåòîþ îáñòåæåííÿ (äîñëiäæåííÿ)?2. ßêi õàðàêòåðèñòèêè ïîòðiáíî âèìiðÿòè é îá÷èñëèòè?3. Ùî áóäå åëåìåíòîì îáñòåæåííÿ (àäìiíiñòðàòèâíèé ðàéîí, ïiäïðè-¹ìñòâî, ñiì'ÿ ÷è îêðåìà îñîáà)?4. Ó ÿêèé ñïîñiá áóäå îòðèìàíî ïîòðiáíó ií�îðìàöiþ (çà äîïîìîãîþíàÿâíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ çâiòíîñòi, iíòåðâ'þ, àíêåòóâàííÿì ïî ïîøòi ÷è ïîòåëå�îíó ÷è â ðåçóëüòàòi iíøèõ ñïîñòåðåæåíü)?5. Íåîáõiäíèé ñòóïiíü òî÷íîñòi âèñíîâêiâ, âåëè÷èíà i õàðàêòåð ðèçè-êó âiä ïîìèëêè, íà ÿêèé ìîæíà ïiòè.6. Ôiíàíñîâi òà iíøi ðåñóðñè.7. Âàðòiñòü êîæíî¨ îïåðàöi¨.8. Êâàëi�iêàöiÿ òà ðiâåíü ïiäãîòîâêè ïåðñîíàëó.9. Õàðàêòåð ïîäàííÿ ðåçóëüòàòiâ îáñòåæåííÿ (çâiòè, ïóáëiêàöi¨).10. Ñòóïiíü äåòàëiçàöi¨ òà ñåêðåòíîñòi ií�îðìàöi¨.11. Áóäå ïðîâåäåíå ñóöiëüíå ÷è âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ?12. Íåîáõiäíà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó âèáiðöi (îáñÿã âèáiðêè), ùî ãà-ðàíòó¹ ïîòðiáíó òî÷íiñòü.13. ßêi àíàëiòè÷íi ìåòîäè áóäóòü çàñòîñîâàíi? Âèä ñòàòèñòè÷íîãî àíà-ëiçó òà ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ.14. Ìåòîäè çíàõîäæåííÿ âèáiðêîâèõ õàðàêòåðèñòèê, ïðîöåäóðè ñòà-òèñòè÷íîãî îöiíþâàííÿ òà ïåðåâiðêè ãiïîòåç.15. Îöiíêà òî÷íîñòi ðåçóëüòàòiâ.16. Ïîáóäîâà äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ.17. Òëóìà÷åííÿ ðåçóëüòàòiâ. 5



6 �ÎÇÄIË 1Öåé ïåðåëiê âêëþ÷à¹ ÿêiñíèé àíàëiç ïðîáëåìàòèêè, ïèòàííÿ �iíàíñî-âîãî òà ìàòåðiàëüíîãî çàáåçïå÷åííÿ, ìåíåäæìåíòó òà óïðàâëiííÿ ïåðñî-íàëîì. Ñóòò¹âà ñêëàäîâà ÷àñòèíà (ï. 11� 17) ñòîñó¹òüñÿ òåîðåòèêî-éìî-âiðíiñíèõ i ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ ïëàíóâàííÿ òà àíàëiçó âèáiðêîâèõ äà-íèõ. Ñàìå öi ïèòàííÿ áóäóòü òåìîþ ïîäàëüøîãî âèêëàäó. Çàóâàæèìî,ùî êîíêðåòíi âèáiðêè ìîæóòü áóòè ñ�îðìîâàíi çà ðiçíèìè ìåòîäèêàìè.Òàê, äëÿ îöiíêè ðiâíÿ âèòðàò íà õàð÷óâàííÿ ìîæíà âiäiáðàòè ïåðøèõ 20ñòóäåíòiâ çà ñïèñêîì óñüîãî êóðñó; äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ïîëiòè÷íèõ ïîãëÿäiâíàñåëåííÿ ðåãiîíó äîñëiäíèê ìîæå âiäiáðàòè 100 òèïîâèõ, íà éîãî ïî-ãëÿä, æèòåëiâ. ×è áóäóòü ðåçóëüòàòè òàêèõ îáñòåæåíü âiääçåðêàëþâàòèñïðàâæíié ñòàí ñïðàâ, àáî, iíàêøå, ÷è áóäóòü öi âèáiðêè ðåïðåçåíòàòèâ-íèìè? Ó íàâåäåíèõ âèùå ïðèêëàäàõ ïîçèòèâíî¨ âiäïîâiäi íà öi ïèòàííÿäàòè íåìîæëèâî, îñêiëüêè âëàñòèâîñòi òàêèõ âèáiðîê íåâiäîìi, à ñóá'¹ê-òèâíèé �àêòîð ìîæå âiäiãðàâàòè çíà÷íó ðîëü.Iíøà ñèòóàöiÿ, êîëè âèáiðêè ñ�îðìîâàíi íà îñíîâi îá'¹êòèâíèõ �îð-ìàëiçîâàíèõ ïðàâèë âèïàäêîâîãî âiäáîðó. Òiëüêè öåé òèï âèáiðêè ìà¹ðîçðîáëåíó òåîðiþ, ÿêà ìiñòèòü ìåòîäè é àëãîðèòìè îáðîáêè äàíèõ, çäàò-íà îïèñàòè êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòi ðåçóëüòàòiâ òà äàòè ïåâíiðåêîìåíäàöi¨ ùîäî ïëàíóâàííÿ âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ. Ïðè öüîìó äëÿàíàëiçó âèáiðêîâèõ äàíèõ çàëó÷àþòü ðîçâèíåíèé àïàðàò òåîði¨ éìîâið-íîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè. Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ íàãàäà¹ìîáàçîâi ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, ïîòðiáíi äëÿ ïðàâèëüíîãî ðî-çóìiííÿ îñíîâíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ïðîöåäóð, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü â îáðîáöiâèáiðêîâèõ äàíèõ.1.2 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêèÏîòðiáíî ðîçðiçíÿòè òàêi ïîíÿòòÿ:Çàãàëüíà ñóêóïíiñòü. Çàãàëüíà ñóêóïíiñòü � íàáið åëåìåíòiâ, âëà-ñòèâîñòi òà õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ áóäóòü âèâ÷àòèñÿ.Çàãàëüíîþ ñóêóïíiñòþ ìîæå áóòè âñå íàñåëåííÿ êðà¨íè àáî ÿêîãîñüíàñåëåíîãî ïóíêòó, âñi ñóïåðìàðêåòè ìiñòà, âñi òðèêîòàæíi �àáðèêè, âñiïðàöiâíèêè ïåâíî¨ �iðìè, âñi ñòóäåíòè ÂÍÇ òîùî.�åíåðàëüíà ñóêóïíiñòü. Äàëi íàñ áóäóòü öiêàâèòè ëèøå êiëüêiñíi õà-ðàêòåðèñòèêè åëåìåíòiâ çàãàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, íàïðèêëàä, ðiâåíü äîõîäiâìåøêàíöiâ ìiñòà, ìiñÿ÷íèé òîâàðîîáiã ñóïåðìàðêåòiâ, ñòàæ ïðàöiâíèêiâ�iðìè, âèòðàòè íà òðàíñïîðò ñòóäåíòiâ ÂÍÇ. Òàêèì ÷èíîì, ïðèõîäèìîäî ïîíÿòòÿ ñóêóïíîñòi çà îçíàêîþ, àáî ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.Áiëüø �îðìàëüíî, ó êîæíîìó êîíêðåòíîìó äîñëiäæåííi çàãàëüíà ñó-êóïíiñòü iç êiëüêiñíîãî áîêó çîáðàæà¹òüñÿ äåÿêîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷è-



ÌÅÒÎÄÈ ÂÈÁI�ÊÎÂÈÕ ÎÁÑÒÅÆÅÍÜ 7íîþ.�åíåðàëüíà ñóêóïíiñòü � öå ìíîæèíà âñiõ çíà÷åíü, ÿêèõ ìîæå íàáó-âàòè äàíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.Òàê, ÿêùî íà �iðìi ïðàöþ¹ 120 îñiá, òî ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü, ùîîïèñó¹ ¨õíié ñòàæ ðîáîòè, ñêëàäà¹òüñÿ ç 120 äàíèõ; ãåíåðàëüíà ñó-êóïíiñòü äàíèõ ñòîñîâíî äîõîäiâ 200-òèñÿ÷íîãî ìiñòà ñêëàäà¹òüñÿ iç200000 äàíèõ.Ó ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi ðîçðîáëåíi ìåòîäè àíàëiçó äàíèõ, ùî ñòî-ñóþòüñÿ ÿê ñêií÷åííèõ, òàê i íåñêií÷åííèõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé.Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷íèõ ìåòî-äiâ ó ñîöiîëîãi¨ ¹ àíàëiç äàíèõ, ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííèì ãåíåðàëü-íèì ñóêóïíîñòÿì. Ïðîòå ÷àñòî, êîëè ìàþòü ñïðàâó ç äóæå âåëèêèìèãåíåðàëüíèìè ñóêóïíîñòÿìè (íàñåëåííÿì óñi¹¨ êðà¨íè àáî âåëèêèõ ìiñòòîùî), âiäïîâiäíi ãåíåðàëüíi ñóêóïíîñòi ìîæíà ââàæàòè íåñêií÷åííèìèi çàñòîñîâóâàòè äî íèõ àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè ñòàòèñòèêè.Äàëi êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi áóäåìî ïîçíà÷àòè
N i íàçèâàòè îáñÿãîì ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.Ñòðîãî ìàòåìàòè÷íî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü âèçíà÷àþòü ÿê iìîâiðíiñ-íèé ïðîñòið iç çàäàíîþ íà íüîìó âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Òîìó ìîæíàãîâîðèòè ïðî éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà òàêi ïà-ðàìåòðè, ÿê ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñiÿ, ñåðåäíÿ êâàäðàòè÷íàïîõèáêà, êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ òà ií.Âèáiðêà. Ó øèðîêîìó ðîçóìiííi, âèáiðêà � äåÿêà ÷àñòèíà åëåìåí-òiâ çàãàëüíî¨ ñóêóïíîñòi; êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó íié íàçèâàþòü îáñÿãîìâèáiðêè.Ïðîñòà âèïàäêîâà âèáiðêà � öå âèáiðêà, â ÿêié êîæåí åëåìåíò ìà¹ðiâíó i íåçàëåæíó âiä iíøèõ iìîâiðíiñòü áóòè âiäiáðàíèì i âêëþ÷åíèì óâèáiðêó.Ïiñëÿ òîãî, ÿê âèáiðêà ñ�îðìîâàíà, âèçíà÷àþòü (âèìiðþþòü) çíà÷å-ííÿ îçíàêè, ÿêó âèâ÷àþòü. �åçóëüòàò äîñëiäæåííÿ çîáðàæóþòü íàáîðîìiç n ÷èñåë (x1, . . . , xn). Îñêiëüêè íàñ öiêàâëÿòü ëèøå êiëüêiñíi õàðàêòå-ðèñòèêè åëåìåíòiâ, òî, �îðìàëüíî, âèáiðêà � öå íàáið äàíèõ (x1, . . . , xn),îòðèìàíèõ ó ðåçóëüòàòi îáñòåæåííÿ ÷àñòèíè çàãàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.Ï�ÈÊËÀÄ. Íåõàé ó ãðóïi N = 10 ñòóäåíòiâ. Âèâ÷àþòü ¨õ çðiñò, ïðèöüîìó âèðiøåíî âiäiáðàòè äëÿ îáñòåæåííÿ ÷îòèðüîõ ñòóäåíòiâ, òîáòî âçÿ-òè âèáiðêó îáñÿãîì n = 4. Öå ìîæíà çðîáèòè C4

10 = 210 ñïîñîáàìè. Íå-õàé âiäiáðàíî ñòóäåíòiâ, ÷è¨ ïðiçâèùà çà ñïèñêîì ìàþòü íîìåðè 1, 8, 17,9. Äàíi ïðî ¨õ çðiñò (180, 152, 164, 170 ). Ïðîòå, ÿêùî ìè âiçüìåìî iíøóâèáiðêó ç ÷îòèðüîõ ñòóäåíòiâ (íîìåðè 4, 5, 13, 19 çà ñïèñêîì), òî îòðè-ìà¹ìî iíøi âèáiðêîâi äàíi (175, 160, 191, 156). Òàêèì ÷èíîì, êîíêðåòíiâèáiðêîâi äàíi ðiçíi äëÿ êîæíî¨ ç 210 ìîæëèâèõ âèáiðîê. Îñêiëüêè çà-



8 �ÎÇÄIË 1çäàëåãiäü íåâiäîìî, ÿêi ñàìå åëåìåíòè áóäóòü âiäiáðàíi, òî íåâiäîìî, ÿêiñàìå çíà÷åííÿ (x1, . . . , xn) áóäóòü îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi îáñòåæåííÿ.Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî êîæíå âèáiðêîâå çíà÷åííÿ ìîæíàòëóìà÷èòè ÿê âèïàäêîâó âåëè÷èíó, à âñi âèáiðêîâi äàíi � ÿê âèïàäêîâèéâåêòîð.Êîíêðåòíi çíà÷åííÿ, îòðèìàíi ïðè îáñòåæåííi âèáiðêè, � ðåàëiçàöiÿâèáiðêè.×àñòî âèáiðêîâi çíà÷åííÿ çðó÷íî ðîçãëÿäàòè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ
x∗

1 ≤ x∗
2 ≤ . . . ≤ x∗

n,

x∗
1 � íàéìåíøå, x∗

n � íàéáiëüøå ç ìîæëèâèõ çíà÷åíü.Îçíà÷åííÿ. Íàáið (x∗
1, . . . , x

∗
n) íàçèâàþòü âàðiàöiéíèì ðÿäîì, à âè-ïàäêîâi âåëè÷èíè x∗

i , i = 1, . . . , n � ïîðÿäêîâèìè ñòàòèñòèêàìè.1.3 Òèïè âèáiðîê çi ñêií÷åííî¨ çàãàëüíî¨ñóêóïíîñòi�îçðiçíÿþòü äâà òèïè âèáiðîê:
• Êîëè ó âèáiðêàõ íå äîïóñêàþòü äóáëþâàííÿ (ïîâòîðåííÿ) åëåìåí-òiâ íåçàëåæíî âiä ïîðÿäêó ¨õ âiäáîðó, òî òàêi âèáiðêè íàçèâà-þòü áåçïîâòîðíèìè (âèáiðêàìè áåç ïîâåðíåííÿ). Âîíè âiäïîâiäà-þòü ñõåìi âiäáîðó æåòîíiâ iç íîìåðàìè ç óðíè áåç ïîâåðíåííÿ âæåâiäiáðàíèõ æåòîíiâ.
• ßêùî æ äîïóñêàþòü äóáëþâàííÿ åëåìåíòiâ ó âèáiðöi, òî òàêèé âiä-áið íàçèâàþòü ïîâòîðíèì (ç ïîâåðíåííÿì). Âií âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨,êîëè ïiñëÿ êîæíîãî êðîêó âiäiáðàíèé æåòîí çíîâó ïîâåðòàþòü âóðíó.Âåñü ïîäàëüøèé ìàòåðiàë, ÿêùî íå îáóìîâëåíî ïðîòèëåæíå, ñòîñó-¹òüñÿ áåçïîâòîðíèõ âèáiðîê. Ïðàêòè÷íî âèïàäêîâèé âiäáið ìîæíà çäié-ñíèòè, ÿêùî ¹ ìîæëèâiñòü óïîðÿäêóâàòè âñi åëåìåíòè çàãàëüíî¨ ñóêóï-íîñòi òà ïðèñâî¨òè ¨ì âiäïîâiäíi íîìåðè, à ïîòiì âiäiáðàòè åëåìåíòè âè-áiðêè, êîðèñòóþ÷èñü òàáëèöÿìè âèïàäêîâèõ ÷èñåë àáî êîìï'þòåðíèìèäàò÷èêàìè âèïàäêîâèõ ÷èñåë.



ÌÅÒÎÄÈ ÂÈÁI�ÊÎÂÈÕ ÎÁÑÒÅÆÅÍÜ 91.4 Ïðîñòèé òà ñòðàòè�iêîâàíèé âèïàäêîâèéâèáiðßêùî ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi îáñÿãîì ó N îäèíèöü âèïàäêîâèì ÷èíîìâèáèðàþòü n îäèíèöü, òî òàêèé âèáið íàçèâàþòü ïðîñòèì, àáî âëàñíåâèïàäêîâèì. Ó òàêîìó âèïàäêó âèáiðêà � öå ïiäìíîæèíà ïîâíî¨ ìíîæèíèîáñÿãîì n < N , îòðèìàíà çà äåÿêèì ïðàâèëîì, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ ðiâíiìîæëèâîñòi áóòè âèáðàíèìè äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè.Ïðîñòèé âèáið õàðàêòåðèçóþòü òðüîìà ÷èñëàìè:
N � îáñÿã ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi,
n � îá
ÿã âèáiðêè,
f = n/N � ÷àñòêà âiäáîðó.Íà ïðàêòèöi íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíèìè òà âàæëèâèìè ïàðàìåòðà-ìè, ÿêi îöiíþþòü çà âèáiðêîþ, ¹:� ÷àñòêà i êiëüêiñòü îäèíèöü iç ïåâíîþ îçíàêîþ;� ñåðåäíi çíà÷åííÿ îçíàê, ÿêi âèâ÷àþòü;� ñóìàðíi çíà÷åííÿ îçíàê, ÿêi âèâ÷àþòü;� ÷àñòêà äâîõ ñóìàðíèõ àáî ñåðåäíiõ çíà÷åíü.Ñàìå öi âåëè÷èíè (õàðàêòåðèñòèêè, ïàðàìåòðè) âiäîáðàæàþòü ðiâåíü,ñòðóêòóðó òà äèíàìiêó ñóñïiëüíèõ ÿâèù.Ó ñòðàòè�iêîâàíîìó âiäáîði (stratified sampling) ãåíåðàëüíó ñóêóï-íiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç N åëåìåíòiâ ðîçäiëÿþòü íà L ïiäñóêóïíîñòåéîáñÿãîì N1, N2, . . . , NL, ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ i N1 + N2 +

. . . + NL = N . Òàêi ïiäñóêóïíîñòi íàçèâàþòü ñòðàòàìè (âiä ëàòèíñüêîãîstratum). Ìîæëèâi äâi ñèòóàöi¨:� ñòðàòè âèçíà÷àþòü ïðèðîäíèì ÷èíîì ç àíàëiçó ïðîáëåìè, íà ðîçâ'ÿ-çàííÿ ÿêî¨ ñïðÿìîâàíå îáñòåæåííÿ, i ñóêóïíiñòü a priori ðîçáèòà íà ñòðà-òè (íàïðèêëàä, çãiäíî ç òåðèòîðiàëüíèì àáî àäìiíiñòðàòèâíèì ïîäiëîì,çà âiêîâèìè àáî ïðî�åñiéíèìè îçíàêàìè);� äîñëiäíèê ñàì âèçíà÷à¹ ñòðàòè ç ìåòîþ îòðèìàòè áiëüøó òî÷íiñòüïîðiâíÿíî ç ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì ïðè �iêñîâàíîìó îáñÿçi âè-áiðêè àáî æ �iêñîâàíó òî÷íiñòü, àëå ïðè ìåíøîìó îáñÿçi âèáiðêè.Ïiñëÿ òîãî, ÿê ñòðàòè âèçíà÷åíi, âèáiðêà çäiéñíþ¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ çíèõ îêðåìî. ßêùî öi âèáiðêè çäiéñíþþòü çà ïðàâèëàìè ïðîñòîãî âèïàä-êîâîãî âiäáîðó, òî â öiëîìó âñþ ñõåìó îáñòåæåííÿ íàçèâàþòü ñòðàòè-�iêîâàíèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì. Òàêèé ìåòîä âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿäîñèòü ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü, ÿêùî:1. Ïîòðiáíî îòðèìàòè âèñíîâêè íå òiëüêè äëÿ âñi¹¨ ñóêóïíîñòi, àëå éäëÿ ïåâíèõ ïiäðîçäiëiâ.



10 �ÎÇÄIË 12. Çàñòîñóâàííÿ ñòðàò çóìîâëåíî îðãàíiçàöiéíèìè ìiðêóâàííÿìè, êî-ëè îðãàíiçàöi¨ òà óñòàíîâè, ùî çàìîâëÿþòü àáî ïðîâîäÿòü îáñòåæåí-íÿ, ìàþòü ðàéîííi âiääiëåííÿ, êîæíå ç ÿêèõ çàáåçïå÷ó¹ îáñòåæåííÿó ñâî¹ìó ðåãiîíi.3. Ïðîáëåìè, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîâåäåííÿì îáñòåæåíü, ìîæóòü äóæå âiä-ðiçíÿòèñÿ â ðiçíèõ ÷àñòèíàõ ñóêóïíîñòi. Òàê, íàïðèêëàä, ïðè âè-â÷åííi äiëîâî¨ àêòèâíîñòi ìîæíà âèäiëèòè â îêðåìèé ñïèñîê âåëèêi�iðìè, à ïðè îáñòåæåííi ìàëèõ ïiäïðè¹ìñòâ âèêîðèñòàòè òåðèòîði-àëüíèé ïiäõiä.4. Ñòðàòè�iêàöiÿ ìîæå äàòè âèãðàø ó òî÷íîñòi ïðè îöiíþâàííi ïàðà-ìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.Îòæå, êðiì çàãàëüíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ïðîáëåì îöiíþâàííÿ îñíîâíèõ ïàðà-ìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (÷àñòêè, ñåðåäíüîãî, ñóìàðíîãî çíà÷åííÿòîùî), ¨õ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèõ ïîõèáîê, ïîáóäîâè äîâið÷èõ iíòåðâàëiâi âèçíà÷åííÿ íåîáõiäíîãî îáñÿãó âèáiðêè ïðè ñòðàòè�iêîâàíîìó âiäáîðiâèíèêàþòü i äîäàòêîâi çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç îïòèìàëüíèì ðîçáèòòÿì ãåíå-ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íà ñòðàòè i ðîçïîäiëîì åëåìåíòiâ ó öi ñòðàòè.1.5 Áàãàòîñòóïåíåâèé ãíiçäîâèé âiäáiðÏðè áàãàòîñòóïåíåâîìó âiäáîði åëåìåíòè, ùî áåçïîñåðåäíüî äîñëiäæó-þòü, âèáèðàþòü ëèøå íà îñòàííié ñòàäi¨, ïiñëÿ äåêiëüêîõ ïîñëiäîâíèõâèïàäêîâèõ âiäáîðiâ. Ó òàêèé ñïîñiá âèäiëÿþòü åëåìåíòè âiäáîðó ïåð-øîãî ñòóïåíÿ, äðóãîãî òîùî.Ï�ÈÊËÀÄ. Òðåáà äîñëiäèòè îñîáèñòi ïiäñîáíi ãîñïîäàðñòâà çà äåêiëü-êîìà îçíàêàìè. Ïîòðiáíèé âiäáið ìîæíà âèêîíàòè â òðè åòàïè:1. åëåìåíòè âiäáîðó ïåðøîãî ñòóïåíÿ: àäìiíiñòðàòèâíi ðàéîíè (íàïðè-êëàä, 50% âñiõ ðàéîíiâ);2. åëåìåíòè âiäáîðó äðóãîãî ñòóïåíÿ: ñåëà (íàïðèêëàä, 20% óñiõ ñiëðàéîíó);3. åëåìåíòè âiäáîðó òðåòüîãî ñòóïåíÿ: îñîáèñòi ïiäñîáíi ãîñïîäàðñòâà(íàïðèêëàä, 30% ãîñïîäàðñòâ iç âiäiáðàíèõ ñië).Íà êîæíîìó åòàïi ïðîâîäèòüñÿ ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið, ÿêèé õàðàê-òåðèçó¹òüñÿ ñâî¹þ ÷àñòêîþ âiäáîðó f1, f2, f3, . . .. Ó íàâåäåíîìó ïðèêëàäi
f1 = 0.5, f2 = 0.2, f3 = 0.3. Îñòàòî÷íî ÷àñòêà âiäiáðàíèõ äëÿ îáñòåæåííÿ



ÌÅÒÎÄÈ ÂÈÁI�ÊÎÂÈÕ ÎÁÑÒÅÆÅÍÜ 11îñîáèñòèõ ïiäñîáíèõ ãîñïîäàðñòâ ¹ f = f1f2f3 = 0.5 ·0.2 ·0.3 = 0.03, òîáòîáóäóòü îáñòåæåíi ëèøå 3% âñiõ îñîáèñòèõ ãîñïîäàðñòâ.�íiçäîâèé âiäáið çíà÷íî çìåíøó¹ òà ñïðîùó¹ îáñòåæåííÿ, ïðîòå ïðèöüîìó âèíèêàþòü äåÿêi ìåòîäîëîãi÷íi ñêëàäíîùi â àíàëiçi îòðèìàíèõäàíèõ. Îñíîâè ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ ïëàíóâàííÿ òà àíàëiçó äàíèõ ïðèãíiçäîâîìó âiäáîði âèêëàäåíi â ìîíîãðà�iÿõ Øâàðöà [21℄ i Êîêðåíà [15℄.Áiëüø ñêëàäíi ãiáðèäíi ïëàíè îáñòåæåíü íàâåäåíi Êîêðåíîì i Äæåñ-ñåíîì [11℄. Ó. Êîêðåí òàêîæ ïðèäiëèâ çíà÷íó óâàãó àíàëiçîâi ïîìèëîê,ùî âèíèêàþòü ïðè îáñòåæåííÿõ, à �. Äæåññåí, êðiì iíøîãî, íàâîäèòüäåòàëüíå ïîðiâíÿííÿ å�åêòèâíîñòi ðiçíèõ ìåòîäiâ i ïëàíiâ îáñòåæåíü, çà-ñòîñîâóþ÷è ìåòîäè îïòèìiçàöi¨, à òàêîæ çâåðòà¹ óâàãó íà íå�îðìàëüíåçìiñòîâíå òëóìà÷åííÿ äàíèõ.1.6 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÓ ïàêåòi STATISTICA äàíi, îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi åêñïåðèìåíòó, çðó÷íîçáåðiãàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi, ñòîâïöi ÿêî¨ çâè÷àéíî âiäïîâiäàþòü ïîêàç-íèêàì, ÿêi ñïîñòåðiãàþòü (âèïàäêîâèì âåëè÷èíàì), à ðÿäêè � îêðåìèìñïîñòåðåæåííÿì. Òàêà �îðìà äà¹ çðó÷íå âiçóàëüíå çîáðàæåííÿ äàíèõäëÿ ïîïåðåäíüîãî àíàëiçó (îïèñîâî¨ ñòàòèñòèêè) i ïîäàëüøî¨ áiëüø äå-òàëüíî¨ îáðîáêè (äèâ. ðèñ. 1.1.)Çàïîâíþ¹ìî òàáëèöþ çâè÷àéíèì äëÿ Windows-ïðîãðàì ÷èíîì. ßêùîäàíi çíàõîäÿòüñÿ â iíøîìó �îðìàòi â çîâíiøíiõ �àéëàõ, òî ìîæíà âñòà-íîâèòè äèíàìi÷íi çâ'ÿçêè. Òîäi êîæíà çìiíà äàíèõ ó ïàêåòi STATISTICAïðèâîäèòèìå äî çìiíè äàíèõ ó çîâíiøíüîìó �àéëi, i íàâïàêè.Äëÿ ðîáîòè ç âåëèêèìè ìàñèâàìè äàíèõ âèêîðèñòîâóþòü ìåíåäæåðìåãà�àéëiâ � êiëüêiñòü ñòîâïöiâ ó òàáëèöÿõ, ç ÿêèìè âií îïåðó¹, ìîæåäîñÿãàòè 32000.Äîñèòü ÷àñòî äëÿ ïîðiâíÿííÿ ðåàëüíèõ äàíèõ ç òåîðåòè÷íèìè ïîòði-áíî çãåíåðóâàòè íà êîìï'þòåði âèáiðêó ç ïåâíîãî òåîðåòè÷íîãî ðîçïîäiëó.Ïîêàæåìî íà ïðèêëàäi, ÿê öå ìîæíà çðîáèòè. Ïðèíöèïè ðîáîòè ç òàáëè-öÿìè äàíèõ, ÿêi áóäå ïðîäåìîíñòðîâàíî â ïðèêëàäi, çàñòîñîâóþòü i âóñiõ iíøèõ âèïàäêàõ ó ðîáîòi ç ðåàëüíèìè äàíèìè.�åíåðàöiÿ âèáiðêèÇãåíåðó¹ìî, íàïðèêëàä, âèáiðêó îáñÿãîì n = 50 iç ïîêàçíèêîâîãîðîçïîäiëó ç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì 5.Ñòâîðèìî íîâèé �àéë:File � New Data,âêàæåìî iì'ÿ �àéëà ó âiêíi File Name : new (íàïðèêëàä) � OK.



12 �ÎÇÄIË 1

�èñ. 1.1. Çîáðàæåííÿ äàíèõ ó âèãëÿäi òàáëèöiÍà åêðàíi òàáëèöÿ, â çàãîëîâêàõ ÿêî¨ âêàçàíî íàçâè òà ðîçìiðè:10v * 10
 � (10 çìiííèõ-ñòîâïöiâ (variables) ïî 10 ñïîñòåðåæåíü-ðÿäêiâ (
ases).Çìiíèìî òàáëèöþ äî ðîçìiðiâ 1×50:êíîïêà Vars (íà åêðàíi) � Delete;ó âiêíi Delete Variables: âêàæåìî ÿêi çìiííi-ñòîâï÷èêè âèëó÷èòè:From variable: var 2, To variable: var 10 � OK.Êíîïêà Cases � Add (äîäàâàííÿ) � âiêíî Add Cases: âêàæåìî, ñêiëüêèðÿäêiâ äîäàòè i êóäè:Number of Cases to Add: 40, Insert after Case: 1 (íàïðèêëàä) � OK.Çãåíåðó¹ìî âèáiðêó:âèäiëèìî ñòîâï÷èê � çìiííó Var1 (êëàöàííÿì êíîïêîþ ìèøi ïî çàãîëîâ-êó) � íàòèñíåìî ïðàâó êëàâiøó ìèøi � â ìåíþ, ùî âiäêðèëîñÿ, âèáåðåìîVariable spe
s (ñïåöè�iêàöi¨ çìiííî¨) � ó âiêíi Variable 1 ââåäåìî:Name: x (íàïðèêëàä),ó íèæíüîìó ïîëi Long name ââîäÿòü âèðàç, ÿêèé âèçíà÷à¹ âèä ðîçïîäiëóãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (âèðàç ìà¹ ïî÷èíàòèñÿ çíàêîì �äîðiâíþ¹�).Öå ìîæíà çðîáèòè:àáî áåçïîñåðåäíüî íàáîðîì íà êëàâiàòóði,
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�èñ. 1.2. Ñïîñòåðåæåííÿ, ðîçïîäiëåíi çà ïîêàçíèêîâèìçàêîíîì ç ñåðåäíiì 5 (n = 50)àáî çà äîïîìîãîþ êëàâiøi Fun
tions, îáèðàþ÷è â ìåíþ Category òà Nameïîòðiáíó �óíêöiþ òà âñòàâëÿþ÷è êëàâiøåþ Insert.Ùîá çàäàòè çàêîí ðîçïîäiëó, ïîòðiáíî ââåñòè, íàïðèêëàä,=Rnd(2) äëÿ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó íà âiäðiçêó [0, 2] (R[0, 2]),=Vnormal(Rnd(1); 2; 0.5 ) äëÿ N(2, σ2 = 0.52),=VExpon(Rnd(1); 0.2 ) äëÿ E(5) ç ñåðåäíiì 1/0.2 = 5; (äëÿ ïðèêëàäóìè âèáðàëè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ = 0.2).Òàêà �îðìà çàïèñó âèçíà÷à¹òüñÿ ñïîñîáîì ãåíåðàöi¨: çà äîïîìîãîþ�óíêöi¨, îáåðíåíî¨ (áóêâà V ) äî �óíêöi¨ ðîçïîäiëó òà ãåíåðàòîðà âèïàä-êîâèõ ÷èñåë R[0, 1℄ (Rnd(1)).�îçäðóêó¹ìî âèáiðêó êîìàíäîþ Print ìåíþ File.Çîáðàçèìî âèáiðêó ãðà�i÷íî:Graphs � Custom Graphs (íàñòðîþ¹ìî ãðà�iêè) � 2D graphs � ó âiêíi,ùî âiäêðèëîñÿ, âñå ìîæíà ëèøèòè çà çàìîâ÷óâàííÿì � OK. Îòðèìó¹ìîãðà�iê (ðèñ. 1.2).Ïîáóäîâà âàðiàöiéíîãî ðÿäóÏåðøèé ñïîñiá:âèäiëèìî ïîòðiáíó çìiííó (ñòîâï÷èê) � íàòèñêà¹ìî ïðàâó êëàâiøó ìèøi� Graphs;� âèáåðåìî Quiq Stats Graphs (øâèäêi ñòàòèñòèêè òà ãðà�iêè);



14 �ÎÇÄIË 1

�èñ. 1.3. ×àñòèíà âàðiàöiéíîãî ðÿäó� Values / Stats of Vars (çíà÷åííÿ òà ñòàòèñòèêè);ñïîñòåðiãà¹ìî âàðiàöiéíèé ðÿä òà âèáiðêîâå ñåðåäí¹ (mean) òà ñòàíäàðò-íå âiäõèëåííÿ ( SD ), äèâ. ðèñ. 1.3.Äðóãèé ñïîñiá:óâiéäåìî äî ìîäóëÿ Data Menagement (ïîäâiéíå êëàöàííÿ ëiâîþ êëàâi-øåþ ìèøi íà ÷èñòîìó ïîëi òà âèáið ìîäóëÿ ó âiêíi Module Swit
her;ÿêùî ìîäóëü óæå çàâàíòàæåíèé, òî Alt+Tab äî ïîÿâè ìîäóëÿ):Analysis;Sort;âñòàâëÿ¹ìî iì'ÿ çìiííî¨ òà íàïðÿìîê ñîðòóâàííÿ:As
en (çà çðîñòàííÿì) àáî Des
 (çà ñïàäàííÿì) � OK.Ñïîñòåðiãà¹ìî âàðiàöiéíèé ðÿä.Åìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëóÏåðøèé ñïîñiá ïîáóäîâè:Graphs � Stats 2D Graphs � Histogram � ó âiêíi, ùî ç'ÿâèëîñÿ,âñòàíîâèìî:Graph Type : Regular, Cumulative Counts (íàêîïè÷åíi ÷àñòîòè),Fit Type: Exponential (äëÿ íàøîãî ïðèêëàäó) àáî off (áåç ïiäáîðó),Variablles: x.Ñïîñòåðiãà¹ìî ãðà�iê �óíêöi¨ åìïiðè÷íîãî ðîçïîäiëó (ðèñ. 1.4). �ðà-�iê ìîæíà âiäðåäàãóâàòè: çìiíèòè êîëið ëiíi¨, òî÷êè, �îí, øêàëè, íàïè-ñè. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî íàâåñòè ñòðiëêó íà âiäïîâiäíèé åëåìåíò i äâi÷i
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�èñ. 1.4. Åìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëóêëàöíóòè ëiâîþ êëàâiøåþ ìèøi.�ðà�iê ìîæíà ðîçäðóêóâàòè àáî çáåðåãòè ó �àéëi.Äðóãèé ñïîñiá ïîáóäîâè:� âïîðÿäêó¹ìî çà çðîñòàííÿì íàøó âèáiðêó (äèâ. Ïîáóäîâà âàðiàöié-íîãî ðÿäó);� óòâîðèìî íîâó çìiííó F äëÿ çíà÷åíü �óíêöi¨:êëàâiøà Var � Add (äèâ. �åíåðàöiÿ âèáiðêè);âèäiëèìî íîâó çìiííó NEWVAR � ïðàâà êëàâiøà ìèøi� Variable Spe
s � Name: F � Long name: = V 0/50(îïåðàòîð V 0 ñòâîðþ¹ ìàñèâ öiëèõ ÷èñåë);i ïîáóäó¹ìî ãðà�iê:Graphs � Custom Graphs � 2D Graphó íîâîìó âiêíi âñòàíîâèìî: â ïîëi X : x, â ïîëi Y : F,Step Plot (ñõiäöi, àëå íå Line Plot � ëiíi¨) � OK.Ñïîñòåðiãà¹ìî �óíêöiþ åìïiðè÷íîãî ðîçïîäiëó.Ïîáóäîâà ãiñòîãðàìè ÷àñòîòGraphs � Stats 2D Graphs � Histograms;ó âiêíî, ùî ç'ÿâèëîñÿ, âñòàâèìî: iì'ÿ çìiííî¨,Graph Type: Regular,



16 �ÎÇÄIË 1

�èñ. 1.5. �iñòîãðàìàFit Type � off (áåç ïiäáîðó), àáî òîé òåîðåòè÷íèé òèï ðîçïîäiëó, çÿêèì ìè õî÷åìî ïîðiâíÿòè åìïiðè÷íèé ðîçïîäië,êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ ãðóïóâàííÿ:Integer Mode � Auto(àâòîìàòè÷íèé âèáið êiëüêîñòi iíòåðâàëiâ) � OK.Îòðèìó¹ìî ãiñòîãðàìó (ðèñ. 1.5). Âiäðåäàãó¹ìî ãðà�iê, ÿêùî ïîòðiáíî.Ïðîâåäåìî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç:Íà ãðà�iêó íàòèñíåìî êíîïêó Next.Ó âiêíi, ùî ç'ÿâèëîñÿ, âèáåðåìî êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ ãðóïóâàííÿ Cate-gories: çìiíèìî àâòîìàòè÷íî âèáðàíó êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ, íàïðèêëàä,10 � ÎÊ.Ïîðiâíþ¹ìî îòðèìàíó ãiñòîãðàìó ç ïîïåðåäíüîþ. Äëÿ öüîãî ââiéäåìîäî Windows � Tile verti
ally. Ñïîñòåðiãà¹ìî îáèäâi ãiñòîãðàìè.



�îçäië 2Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâÇ êiëüêiñíîãî áîêó ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü õàðàêòåðèçó¹òüñÿ öiëîþ íèç-êîþ ïîêàçíèêiâ (ïàðàìåòðiâ). Ç ïîãëÿäó ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè òà ìî-æëèâîñòi çìiñòîâíîãî òëóìà÷åííÿ äàíèõ îñíîâíèìè ïàðàìåòðàìè ¹ ìàòå-ìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (ãåíåðàëüíå ñåðåäí¹), äèñïåðñiÿ, ñåðåäíÿ êâàäðàòè-÷íà ïîõèáêà, êîå�iöi¹íò êîðåëÿöi¨ òà ïàðàìåòðè ðåãðåñi¨ (ïðè âèâ÷åííiâçà¹ìîçâ'ÿçêó ìiæ äåêiëüêîìà îçíàêàìè).×èñëîâå çíà÷åííÿ ãåíåðàëüíîãî ïàðàìåòðà ìîæíà çíàéòè, ÿêùî ìà-òè ïîâíó ií�îðìàöiþ ñòîñîâíî âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Àëå òàêî¨ií�îðìàöi¨, çäåáiëüøîãî íåìà¹. Âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ ÿêðàç i ñïðÿìîâà-íå íà îòðèìàííÿ âèñíîâêiâ ùîäî ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íàîñíîâi âèáiðêè. Öå ðîáèòüñÿ øëÿõîì îá÷èñëåíü çà ïåâíèìè �îðìóëàìèòèïó â = f(x1, . . . , xn), ÿêi äàþòü çìîãó ïðèáëèçíî îöiíèòè ñïðàâæí¹(ïðîòå íåâiäîìå) çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ.Îçíà÷åííÿ. Îöiíêîþ â íåâiäîìîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ãåíå-ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íàçèâàþòü âiäïîâiäíó âèáiðêîâó õàðàêòåðèñòèêó(�óíêöiþ ñïîñòåðåæåíü)
â = f(x1, . . . , xn),ÿêó îá÷èñëþþòü çà ðåçóëüòàòàìè âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü.Ó òàêèé ñïîñiá ðîçãëÿäàþòü âèáiðêîâå ñåðåäí¹, âèáiðêîâó äèñïåð-ñiþ, âèáiðêîâi êîå�iöi¹íòè âàðiàöi¨ òà êîðåëÿöi¨ òîùî. Óñi öi âèáiðêîâiõàðàêòåðèñòèêè ñëóãóþòü îöiíêàìè âiäïîâiäíèõ ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ñóêóïíîñòi. Êîíêðåòíi ïðîöåäóðè ¨õ îá÷èñëåííÿ ðîçãëÿíåìî ïiçíiøå.2.1 Âëàñòèâîñòi îöiíîêÎñêiëüêè îöiíêà â ¹ �óíêöi¹þ âiä âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òî äëÿ øèðîêîãîêëàñó �óíêöié f( · ), â = f(x1, . . . , xn) áóäå çíîâó âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ,17



18 �ÎÇÄIË 2ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñâî¨ì ðîçïîäiëîì, ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì, äèñ-ïåðñi¹þ. Ñàìå â öèõ òåðìiíàõ �îðìóëþþòü âèìîãè äî òî÷íîñòi îöiíîê.2.1.1 ÍåçìiùåíiñòüÎçíà÷åííÿ. Îöiíêó â ïàðàìåòðà a íàçèâàþòü íåçìiùåíîþ, ÿêùî ¨¨ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ Eâ äîðiâíþ¹ ñïðàâæíüîìó çíà÷åííþ ïàðà-ìåòðà, ÿêèé îöiíþþòü, òîáòî
Eâ = a.Iíøèìè ñëîâàìè, E(â − a) = 0. Íàî÷íî, öå îçíà÷à¹, ùî ïðè áàãàòî-ðàçîâîìó âèêîðèñòàííi îöiíêè â äëÿ àïðîêñèìàöi¨ a, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿïîõèáêè â − a äîðiâíþ¹ íóëåâi. Íåçìiùåíiñòü âêàçó¹ íà âiäñóòíiñòü ñèñ-òåìàòè÷íî¨ ïîõèáêè.2.1.2 ÊîíçèñòåíòíiñòüÎçíà÷åííÿ. Îöiíêó â = ân = f(x1, . . . , xn) íàçèâàþòü êîíçèñòåíòíîþ(âiä àíãë. 
onsistent), ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0

P{|ân − a| > ε} → 0 ïðè n → N,òîáòî ïðè çðîñòàííi îáñÿãó âèáiðêè îöiíêà ân çáiãà¹òüñÿ äî a çàéìîâiðíiñòþ.Îöiíêó ân íàçèâàþòü ñòðîãî êîíçèñòåíòíîþ, ÿêùî ìà¹ ìiñöå çáiæ-íiñòü ç iìîâiðíiñòþ 1.Çìiñòîâíî êîíçèñòåíòíiñòü îçíà÷à¹, ùî ç ðîñòîì îáñÿãó âèáiðêè nòî÷íiñòü îöiíêè çðîñòà¹.2.1.3 Å�åêòèâíiñòüÓ ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi êiëüêiñíî ìiðó ïîõèáêè ïðè çàìiíi a íà íå-çìiùåíó îöiíêó â õàðàêòåðèçóþòü çà äîïîìîãîþ äèñïåðñi¨ îöiíêè
σ2

â = Dâ = E|â − a|2.Çðîçóìiëî, ùî âàðòî êîðèñòóâàòèñÿ òèìè îöiíêàìè, ÿêi ìàþòü ìåíøóäèñïåðñiþ. ×àñòî äëÿ îöiíþâàííÿ òîãî æ ñàìîãî ïàðàìåòðà ãåíåðàëüíî¨ñóêóïíîñòi ìîæíà çàïðîïîíóâàòè äåêiëüêà îöiíîê. Å�åêòèâíîþ íàçèâà-þòü òàêó îöiíêó, ÿêà ìà¹ ìiíiìàëüíî ìîæëèâó äèñïåðñiþ.Å�åêòèâíiñòü ¹ äóæå áàæàíîþ âëàñòèâiñòþ îöiíêè, ïðîòå íå çàâæäèâäà¹òüñÿ ¨¨ îòðèìàòè.



ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÏÀ�ÀÌÅÒ�IÂ 192.2 Ìåòîäè îäåðæàííÿ îöiíîê2.2.1 Åìïiðè÷íi îöiíêèÍåõàé ζ = (x1, ..., xn) � âèáiðêà iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç �óíêöi¹þðîçïîäiëó F(x, θ), äå θ � íåâiäîìèé ïàðàìåòð òàêèé, ùî îäíîçíà÷íî âè-çíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì. Òîáòî
θ = Φ(F(x, θ)),äå Φ � �óíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi �óíêöié ðîçïîäiëó.Íàïðèêëàä, ïàðàìåòð θ = Eξ âèçíà÷à¹òüñÿ ùiëüíiñòþ p(x) = p(x, θ) òàê:

θ =
∫ +∞

−∞
xp(x)dx.Îñêiëüêè åìïiðè÷íà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó F̂n(x) ¹ îöiíêîþ F(x, θ), òîáòî óïåâíîìó ðîçóìiííi �áëèçüêà� äî F(x, θ), òî çà îöiíêó θ ìîæíà áðàòè

θ̂ = Φ(F̂n(x)).Íàïðèêëàä, äëÿ θ = Eξ, îñêiëüêè F̂n(x) âiäïîâiäà¹ äèñêðåòíèé ðîçïîäië,îòðèìó¹ìî
θ̂ =

1

n

n∑

i=1

xi.Îçíà÷åííÿ. Îöiíêó θ̂n = Φ(F̂n(x)) ïàðàìåòðà θ = Φ(F(x, θ)) íàçèâà-þòü åìïiðè÷íèì (âèáiðêîâèì) çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà θ.2.2.2 Ìåòîä ìîìåíòiâÍåõàé ζ = (x1, ..., xn) � âèáiðêà iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç �óíêöi¹þðîçïîäiëó F(x, θ1, θ2, ..., θs), θi ∈ Rs. Ïîòðiáíî îòðèìàòè îöiíêè ïàðàìåò-ðiâ θ1, θ2, ..., θs. Íåõàé mi(θ1, θ2, ..., θs) � ìîìåíò i-ãî ïîðÿäêó, ïiäðàõîâà-íèé çà �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F(x, θ1, θ2, ..., θs).Íàïðèêëàä, äëÿ àáñîëþòíî-íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ
mi(θ1, θ2, ..., θs) =

∫ +∞

−∞
xip(x, θ1, θ2, ..., θs)dx,äå p(x, θ1, θ2, ..., θs) � ùiëüíiñòü, ÿêà âiäïîâiäà¹ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó

F(x, θ1, θ2, ..., θs). Âiäïîâiäíi åìïiðè÷íi ìîìåíòè âèçíà÷àþòü òàê:
m̂i =

1

n

n∑

k=1

xi
k.



20 �ÎÇÄIË 2Ìåòîä ìîìåíòiâ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî äåÿêà êiëüêiñòü åìïiðè÷íèõ ìî-ìåíòiâ m̂i ïðèðiâíþþòü äî âiäïîâiäíèõ ìîìåíòiâ mi(θ1, θ2, ..., θs) i ç öi¹¨ñèñòåìè ðiâíÿíü çíàõîäÿòü îöiíêè θ̂1, θ̂2, ..., θ̂s.Ï�ÈÊËÀÄ. Çà âèáiðêîþ ζ = (x1, ..., xn) iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç ðîçïî-äiëîì N(a, σ2) ìåòîäîì ìîìåíòiâ îòðèìàòè îöiíêè äëÿ ñåðåäíüîãî a òàäèñïåðñi¨ σ2.Îñêiëüêè
m1(â, σ̂2) = â, m2(â, σ̂2) = σ̂2 + (â)2i âiäïîâiäíi åìïiðè÷íi ìîìåíòè

m̂1 =
1

n

n∑

k=1

xk, m̂2 =
1

n

n∑

k=1

x2
k,òî îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

â =
1

n

n∑

k=1

xk, (â)2 + σ̂2 =
1

n

n∑

k=1

x2
k.Îòæå, øóêàíi îöiíêè òàêi:

â =
1

n

n∑

k=1

xk, σ̂2 =
1

n

n∑

k=1

x2
k −

(
1

n

n∑

k=1

xk

)2

.2.2.3 Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòiÍåõàé ζ = (x1, ..., xn) � âèáiðêà îáñÿãó n iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç ðîç-ïîäiëîì p(x, θ1, θ2, ..., θs), ÿêèé çàëåæèòü âiä íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ (θ1, θ2,
..., θs) ∈ Θ. ßêùî ðîçïîäië àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, òî p(x, θ1, θ2, ..., θs) �éîãî ùiëüíiñòü, à ÿêùî äèñêðåòíèé, òî p(x, θ1, θ2, ..., θs) � éìîâiðíiñòüçíà÷åííÿ x.Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöi¹þ ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi âèáiðêè ζ = (x1, ..., xn)íàçèâàþòü �óíêöiþ

L(θ1,θ2,...,θs)(ζ) =
n∏

i=1

p(xi, θ1, θ2, ..., θs).Äàëi, ÿêùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî �óíêöiþ âiðîãiäíîñòi ïðè êîíêðåòíié ðåà-ëiçàöi¨ âèáiðêè i íàñ öiêàâëÿòü ëèøå ïàðàìåòðè θ1, θ2, ..., θs, òî áóäåìîñêîðî÷åíî ïèñàòè L(θ1, θ2, ..., θs).Îçíà÷åííÿ. Ëîãàðè�ìi÷íîþ �óíêöi¹þ âiðîãiäíîñòi íàçèâàþòü �óíêöiþ
ln L(θ1,θ2,...,θs)(ζ) =

n∑

i=1

ln p(xi, θ1, θ2, ..., θs).



ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÏÀ�ÀÌÅÒ�IÂ 21Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi ñïèðà¹òüñÿ íà òàêå iíòóiòèâíå óÿâ-ëåííÿ: â åêñïåðèìåíòi â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ñïîñòåðiãàþòü òå çíà÷åííÿâåêòîðà ζ = (x1, ..., xn), ïðè ÿêîìó ùiëüíiñòü áëèçüêà äî ìàêñèìàëüíîãîçíà÷åííÿ.Îòæå, çà îöiíêó ïàðàìåòðiâ θ1, θ2, ..., θs áåðåìî òî÷êó θ̂1, θ̂2, ..., θ̂s, óÿêié
L(θ̂1, θ̂2, ..., θ̂s) = max

(θ1,θ2,...,θs)∈Θ
L(θ1, θ2, ..., θs). (2.1)Îñêiëüêè L i ln L íàáóâàþòü ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü â òèõ ñàìèõ òî-÷êàõ, òî ìîæíà ïðîðîáèòè öþ ïðîöåäóðó íå äëÿ L, à äëÿ ln L (ó äåÿêèõâèïàäêàõ öå çðó÷íiøå).Çà ïåâíèõ óìîâ, îöiíêè, îòðèìàíi ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi,êîíçèñòåíòíi, àñèìïòîòè÷íî å�åêòèâíi òà àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíi.2.2.4 Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâÂàæëèâèé ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi � ìå-òîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Íà ïðàêòèöi éîãî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îòðè-ìàííÿ íàáëèæåíèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ çàëåæíîñòåé.Íåõàé äåÿêà çàêîíîìiðíiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ �óíêöi¹þ y = y(x). Áóäåìî�íàáëèæåíî� ââàæàòè, ùî

y = θ0ϕ0(x) + ... + θsϕs(x) =
s∑

j=0

θjϕj(x),äå ϕi(·), i = 0, 1, ..., s � âiäîìi �óíêöi¨, à θ0, θ1, ..., θs � íåâiäîìi ïàðàìåò-ðè, ÿêi ïîòðiáíî îöiíèòè.Íåõàé â òî÷êàõ x1, ..., xn çðîáëåíi ñïîñòåðåæåííÿ çìiííî¨ y = y(x),ðåçóëüòàòè ÿêèõ âiäïîâiäíî y1, ..., yn. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âiäõèëåííÿñïîñòåðåæåíü âiä ñïðàâæíiõ çíà÷åíü y = y(x) � íåçàëåæíi íîðìàëüíi
N(0, σ2) âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Òîäi ëîãàðè�ìi÷íà �óíêöiÿ âiðîãiäíîñòiäîðiâíþ¹:

ln L(θ1,θ2,...,θs)(ζ) = −n

2
ln(2π) − n ln σ − 1

2σ2

n∑

i=1

(yi −
s∑

j=0

θjϕj(xi))
2.Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìà ëîãàðè�ìi÷íî¨ �óíêöi¨ âiðîãiäíîñòi ïîòðiá-íî ìiíiìiçóâàòè ñóìó êâàäðàòiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi (çâiäñè i íàçâà � ìåòîäíàéìåíøèõ êâàäðàòiâ). Îòæå, îöiíêè θ̂1, ..., θ̂s ïàðàìåòðiâ θ1, ..., θs áåðóòüòàêèìè, ùîá ñóìà

n∑

i=1

(yi −
s∑

j=0

θjϕj(xi))
2áóëà ìiíiìàëüíîþ.



22 �ÎÇÄIË 22.3 Òî÷êîâi òà iíòåðâàëüíi îöiíêèÏðèïóñòèìî, ùî äîñëiäíèê îòðèìàâ êîíêðåòíó ðåàëiçàöiþ âèáiðêè (x1,
. . . , xn) i îá÷èñëèâ çíà÷åííÿ â çà �îðìóëîþ â = f(x1, . . . , xn), òîáòîîòðèìàâ ¹äèíå çíà÷åííÿ â, ÿêå ¹ ïðèáëèçíèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà a.Òàêi îöiíêè íàçèâàþòü òî÷êîâèìè.Áiëüø ií�îðìàòèâíèìè ñòîñîâíî òî÷íîñòi àïðîêñèìàöi¨ ¹ òàê çâàíiiíòåðâàëüíi îöiíêè, ùî âêàçóþòü iíòåðâàë, ÿêèé iç �iêñîâàíîþ (çàäàíîþ)éìîâiðíiñòþ P ìiñòèòü ñïðàâæí¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a.Éìîâiðíiñòü P = 1−α íàçèâàþòü íàäiéíiñòþ àáî ðiâíåì äîâiðè, à ñàìiíòåðâàë � äîâið÷èì àáî íàäiéíèì iíòåðâàëîì. Äëÿ âåëè÷èíè α âæèâà-þòü òåðìií êðèòè÷íèé ðiâåíü àáî ïîõèáêà.Îçíà÷åííÿ. Äîâið÷èì (íàäiéíèì) iíòåðâàëîì äëÿ ïàðàìåòðà a çðiâíåì íàäiéíîñòi P = 1 − α, (0 < α < 1) íàçèâàþòü âèïàäêîâèéiíòåðâàë (aH , aB) òàêèé, ùîP(aH ≤ a ≤ aB) = P. (2.2)Ñïiââiäíîøåííÿ (2.2) ñëiä ÷èòàòè �éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñïðàâæí¹çíà÷åííÿ a ëåæèòü â iíòåðâàëi âiä aH äî aB, äîðiâíþ¹ P�. Ìåæi iíòåðâà-ëó aH = aH(x1, . . . , xn), aB = aB(x1, . . . , xn), ÿêi çíàõîäÿòü çà äîïîìîãîþâèáiðêîâèõ äàíèõ, íàçèâàþòü âiäïîâiäíî íèæíüîþ i âåðõíüîþ äîâið÷èìèìåæàìè (ìåæàìè íàäiéíîñòi).ßêùî aH = −∞, òî äîâið÷èé iíòåðâàë íàçèâàþòü ëiâîñòîðîííiì, àïðè aB = +∞ ìà¹ìî ïðàâîñòîðîííié äîâið÷èé iíòåðâàë.Çìiñòîâíî ðiâåíü äîâiðè îçíà÷à¹, ùî ïðè áàãàòîðàçîâîìó ïîâòîðåííiîäíàêîâî¨ ñõåìè âiäáîðó òà ïðîöåäóðè îöiíþâàííÿ çà âèáiðêîþ ñòàëîãîîáñÿãó â ñåðåäíüîìó â P · 100% âèïàäêiâ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a äiéñíîëåæèòü ó ìåæàõ âiä aH äî aB i ëèøå â α ·100% âèïàäêàõ ìîæå âèõîäèòèçà öi ìåæi.Òðàäèöiéíî P âèáèðàþòü ðiâíèì 0,95 (α = 0, 05) àáî 0,99 (α = 0, 01)i ãîâîðÿòü ïðî 95% àáî 99% äîâið÷i iíòåðâàëè.2.4 ÊâàíòèëiÍåõàé P ∈ (0, 1), F(x) � äåÿêà �óíêöiÿ ðîçïîäiëó.Îçíà÷åííÿ. Êâàíòèëü ðiâíÿ P � ðîçâ'ÿçîê dP ðiâíÿííÿ

F(x) = P.Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ç ðîçïîäiëîì F(x),P(ξ < dP) = P.



ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÏÀ�ÀÌÅÒ�IÂ 23ßêùî F(x) ñòðîãî ìîíîòîííà i íåïåðåðâíà, òî dP âèçíà÷åíî îäíîçíà÷íî.2.5 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÑòàòèñòè÷íå ïîðiâíÿííÿ îöiíîêÍå çàâæäè âäà¹òüñÿ àíàëiòè÷íî îá÷èñëèòè äèñïåðñiþ îöiíêè. ßê åêñ-ïåðèìåíòàëüíî âèçíà÷èòè, ÿêîþ ç îöiíîê êîðèñòàòèñÿ? Çà îäíi¹þ âèáið-êîþ íå ìîæíà ñóäèòè ïðî ðîçêèä çíà÷åíü îöiíêè, îñêiëüêè çíà÷åííÿ ëè-øå îäíå; íåîáõiäíî ìàòè êiëüêà âèáiðîê, íàïðèêëàä, k = 20, (÷è õî÷à á5 � 10), îöiíèòè ðîçêèä çíà÷åíü äëÿ êîæíî¨ îöiíêè i âiääàòè ïåðåâà-ãó òié îöiíöi (òîìó ñïîñîáó îöiíþâàííÿ), äëÿ ÿêî¨ ðîçêèä íàéìåíøèé.ßêùî æ âèáiðêà ëèøå îäíà, òî ìîæíà (ÿêùî n äîñèòü âåëèêå) ðîçáèòè¨¨ âèïàäêîâèì ÷èíîì íà êiëüêà âèáiðîê, i çà íèìè ïîðiâíþâàòè ÿêiñòüîöiíîê.Äëÿ ïðèêëàäó, ñ�îðìó¹ìî k = 20 âèáiðîê îáñÿãó n = 10 i âèçíà÷èìîçíà÷åííÿ îöiíîê a1, a2, a3 íà êîæíié âèáiðöi.Çàïóñòèìî ïàêåò STATISTICA for Windows, âèáðàâøè â ìåíþ Basi
Statisti
/Tables and Banners.Ñòâîðåííÿ òàáëèöi ïîòðiáíèõ ðîçìiðiâÇ ïóíêòó ìåíþ File âèáåðåìî êîìàíäó New Data;âêàæåìî iì'ÿ �àéëà äëÿ çáåðåæåííÿ ìàéáóòíüî¨ ií�îðìàöi¨, íàïðèêëàäESTIM � ÎÊ.Áà÷èìî íà åêðàíi òàáëèöþ 10×10, äå êîæåí ñòîâïåöü âiäâåäåíî ïiäçìiííó (íàçâó ÿêî¨ âèíåñåíî â çàãîëîâîê ñòîâïöÿ).Ïåðåòâîðèìî öþ òàáëèöþ äî ðîçìiðiâ 20×10 (20 âèáiðîê ïî 10 ñïîñ-òåðåæåíü): êíîïêà Vars (çìiííi), ÷è ÷åðåç ìåíþ Åditå-Variables, i ó íî-âîìó ìåíþ âèáåðåìî êîìàíäó Add (äîäàòè).Íà åêðàíi ç'ÿâèòüñÿ çàïèò ïðî êiëüêiñòü äîäàòêîâèõ çìiííèõ (ñòîâï-öiâ) i ïðî òå, êóäè ¨õ ïîìiñòèòè.Äîäàìî 10 çìiííèõ, ïðîñòàâèâøè 10 ó ïîëå Number... to add (íàáîðîìíà êëàâiàòóði ÷è êíîïêàìè ïðàâîðó÷ âiä ïîëÿ; ó ïîëå Insert after âêàæåìîiì'ÿ çìiííî¨ Var10, ïiñëÿ ÿêî¨ áóäóòü âñòàâëåíi â ìàòðèöþ íîâi ñòîâïöi;ïîòiì ÎÊ.Òåïåð ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ (ïåðåãëÿäîì òàáëèöi), ùî â íié 20 ñòîâï-öiâ; êðiì òîãî, ðîçìiðè òàáëèöi (ó äàíîìó âèïàäêó, 20v ∗ 10c) çàâæäèçàçíà÷åíî ó ¨¨ çàãîëîâêó. Êiëüêiñòü ðÿäêiâ íå çìiíþ¹ìî: 10. Çàóâàæè-ìî, ùî êîëè êiëüêiñòü ðÿäêiâ (ñase) ÷è ñòîâïöiâ (variable) ó òàáëèöiïåðåâèùó¹ íåîáõiäíó, ìîæíà òàáëèöþ íå çìåíøóâàòè.
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�èñ. 2.1. Ñïåöè�iêàöiÿ çìiííèõ�åíåðàöiÿ âèáiðîêÏîñëiäîâíiñòü äié:êëàâiøà Vars � All spe
s (ñïåöè�iêàöiÿ óñiõ) � ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âiêíî-òàáëèöÿ,ó ïåðøîìó ñòîâïöi ÿêî¨ ¹ íàçâè çìiííèõ (var1, var2,..., var20), à â ÷å-òâåðòîìó (Long Name) � �óíêöiÿ ðîçðàõóíêó, äèâ. ðèñ. 2.1;âèäiëèìî ïåðøó êëiòèíêó öüîãî ñòîâïöÿ i ââåäåìî=Rnd(10) � ãåíåðàöiÿ âèïàäêîâèõ ÷èñåë, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íàâiäðiçêó [0;10℄.Ñêîïiþ¹ìî öåé çàïèñ ó áó�åð îáìiíó: Edit � Copy (÷è êíîïêîþCopy), à ïîòiì ïåðåíåñåìî ¨¨ â iíøi êëiòèíêè (ç 2 ïî 20). Çàêðè¹ìîâiêíî.Âèêîíà¹ìî çðîáëåíi ïðèçíà÷åííÿ:êíîïêà x = ? � All variables � OK.Çáåðåæåìî 2 � 3 ïåðøi âèáiðêè-ñòîâïöÿ äëÿ òîãî, ùîá íàäàëi ðîç-äðóêóâàòè:âèäiëÿ¹ìî 2 � 3 ñòîâïöi � File � Export Data � �îðìàò Text � File name:Samples (íàïðèêëàä).�îçäðóêóâàòè ¨õ ìîæíà i âiäðàçó:File � Print � Variables (âêàçàòè, ÿêi ñàìå).



ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÏÀ�ÀÌÅÒ�IÂ 25Âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü îöiíîê a1, a2 i a3 çà 20 âèáiðêàìèÂèçíà÷èìî ñòàòèñòèêè, çà ÿêèìè îá÷èñëþâàòèìåìî îöiíêè:âèäiëèìî âñþ ìàòðèöþ, ïîòiì ïðîâåäåìî òðè òàêi îïåðàöi¨ (äèâ. ðèñ. 2.2):Edit � Blo
k Stats/Columns � Sums (Max's, Medians)Ìîæåìî öå çðîáèòè iíàêøå: ïðàâà êëàâiøà ìèøi � Blo
k Stats/Columns(áëîê ñòàòèñòèê ïî ñòîâï÷èêàõ) � Sums, (Max's, Medians).Ó íèæíié ÷àñòèíi òàáëèöi ç'ÿâëÿþòüñÿ òðè ðÿäêè ç ïîòðiáíèìè ñòà-òèñòèêàìè. Äëÿ íîâèõ ðÿäêiâ óâåäåìî çðó÷íiøi ïîçíà÷åííÿ:êíîïêà Cases � Names.Òðàíñïîíó¹ìî íàøó ìàòðèöþ, ùî òåïåð ìà¹ ðîçìið 20v×13c, ó ìà-òðèöþ 13v×20c (ùîá ðîáèòè äi¨ çi ñòîâïöÿìè):Edit � Transponse � Data File.Äîäàìî â ìàòðèöþ 3 ñòîâïöi (ç 14 ïî 16 äëÿ çíà÷åíü îöiíîê)Vars � Add � Number of vars: 3 � after: 13i ââåäåìî �îðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ îöiíêè a1:âèäiëèìî 1-é íîâèé ñòîâïåöü Newvar1, íàòèñíåìîVars � Current Spe
s (ñïåöè�iêàöiÿ)�Name: A1 � Long name: = 2/10 ∗ V11.Àíàëîãi÷íî ââåäåìî �îðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü îöiíîê a2 i a3:äëÿ a2: = 11/10 ∗ V12,äëÿ a3: = 2 ∗ V13.Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè (ñòîâïöi a1, a2, a3) çíà÷åíü òðüîõ îöiíîê íà 20âèáiðêàõ çáåðåæåìî, ùîá íàäàëi ðîçäðóêóâàòè:âèäiëèìî a1, a2, a3 � File � Export Data � �îðìàò Text � âêàæåìî, êóäèçáåðåãòè i ç ÿêèì iì'ÿì.Õàðàêòåðèñòèêè ðîçñiþâàííÿ îöiíîêÂèäiëèìî ñòîâïöi a1, a2, a3 � Edit � Blo
k Stats/Column � SD's(ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ), ïîòiì àíàëîãi÷íî: Min's, Max's.
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�èñ. 2.2. Çíàõîäæåííÿ îöiíîê îñíîâíèõ ïàðàìåòðiâ
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�èñ. 2.3. Ïîðiâíÿííÿ îöiíîêÏîðiâíÿííÿ ðîçìàõiâ w i ñòàíäàðòíèõ âiäõèëåíü Sa äëÿ òðüîõ îöiíîêïîêàçó¹, ùî îöiíêà â2 (X1, . . . , Xn) íàéòî÷íiøà, à îöiíêà â3 (X1, . . . , Xn)íàéìåíø òî÷íà.Ïîðiâíÿííÿ îöiíîê a2 i a3 ãðà�i÷íîGraphs � Stats 2D Graphs � Line Plots (Variables)ó âiêíi 2D Line Plots: Variables: A2 � A3,Graphs Type : Multiple, Fit (ïiäáið ðîçïîäiëó) : off (âèêëþ÷èòè),Cases: 1�20 ; � ÎÊ.Ç ãðà�iêà (ðèñ. 2.3) âèäíî, ùî çíà÷åííÿ îöiíîê ðîçñòàøîâàíi â îêîëi10 i ùî îöiíêà a2 ìà¹ ðîçñiþâàííÿ ìåíøå, íiæ a3. �îçäðóêó¹ìî öåéãðà�iê: File � Print Graphs.Îöiíþâàííÿ çà âèáiðêàìè îáñÿãó n=40 i n=160Ïîâòîðèìî ïîïåðåäíi ïðîöåäóðè äëÿ n = 40 i n = 160.Ïîðiâíÿííÿ Sa(n) òðüîõ îöiíîê ãðà�i÷íî äëÿ çíà÷åíü n = 10, 40, 160:� óòâîðèìî 4 íîâi çìiííi äîâæèíè 3:
n : çi çíà÷åííÿìè 10, 40, 160; Sa1, Sa2, Sa3: çi çíà÷åííÿìè ñòàíäàð-òíîãî âiäõèëåííÿ äëÿ òðüîõ îöiíîê.
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�èñ. 2.4. Ïîðiâíÿííÿ òðüîõ îöiíîê çà ñòàíäàðòíèì âiäõèëåííÿìÏîáóäó¹ìî ãðà�iêè Sa(n) :âèäiëèìî çìiííi Sa1, Sa2, Sa3 � Graphs � Custom Graphs � 2D Graphsââåäåìî äëÿ Plot1 X : N, Y : Sa1,äëÿ Plot2 X : N, Y : Sa2,äëÿ Plot3 X : N, Y : Sa3 � OK.Ñïîñòåðiãà¹ìî òðè êðèâi Sa(n) ÿê �óíêöi¨ n (äèâ. ðèñ. 2.4).Î÷åâèäíî, ùî îöiíêà â2 (X1, . . . , Xn) íàéòî÷íiøà, à íàéìåíø òî÷íà �îöiíêà â3 (X1, . . . , Xn) .�ðà�iê âèâîäèìî íà äðóê: File � Print Graphs.



�îçäië 3Îöiíþâàííÿ ÷àñòêè òà êiëüêîñòiåëåìåíòiâ iç ïåâíîþ îçíàêîþ
3.1 Òî÷êîâi îöiíêè äëÿ P i N1Íåõàé ¹ ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü îáñÿãîì N îäèíèöü, ñåðåä ÿêèõ N1 îäè-íèöü ìàþòü ïåâíó îçíàêó C. Íàïðèêëàä, N � êiëüêiñòü óñiõ ìàãàçèíiâ óìiñòi, N1 � êiëüêiñòü ìàãàçèíiâ ñàìîîáñëóãîâóâàííÿ (ñóïåðìàðêåòiâ).×àñòêó åëåìåíòiâ iç ïåâíîþ îçíàêîþ âèçíà÷àþòü ÿê

P = N1/N, 0 ≤ P ≤ 1.Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ÷àñòêó âèçíà÷àþòü òàêîæ ó âiäñîòêàõ, òîäi âîíàäîðiâíþ¹ P ∗ = P · 100%.Ï�ÈÊËÀÄ. Ñåðåä N = 400 âñòóïíèêiâ íà åêçàìåíi N1 = 60 îòðèìàëèâiäìiííó îöiíêó. Òîäi P = 60/400 = 0.15 àáî P ∗ = P · 100% = 15%.Îáèäâi õàðàêòåðèñòèêè N1 òà P ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi ïðè ïîâíî-ìó îáñòåæåííi âñiõ îäèíèöü ñóêóïíîñòi. ßêùî æ âèñíîâêè ðîáëÿòü çàâèáiðêîþ îáñÿãó n, â ÿêié âèÿâèëîñÿ n1 îäèíèöü ç ïåâíîþ îçíàêîþ, òîîöiíêè ïàðàìåòðiâ N1 òà P âèçíà÷àþòü çà �îðìóëàìè
P̂ = n1/n,

N̂1 = P̂N = n1N/n.Öi îöiíêè ¹ íåçìiùåíèìè òà êîíçèñòåíòíèìè îöiíêàìè âiäïîâiäíèõïàðàìåòðiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî âîíè ¹ ðåàëiçàöiÿìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.Äëÿ âèáîðó áåç ïîâåðíåííÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà n1 ìà¹ ãiïåðãåîìåòðè÷-íèé ðîçïîäië, òîáòîP{n1 = k} =
CN1

k CN−N1
n−k

CN
n

, k = 0, 1, . . . , n,29



30 �ÎÇÄIË 3ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì E(n1) = nP òà äèñïåðñi¹þ
D(n1) = nP (1 − P )(N − n)/(N − 1).Äëÿ êiëüêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòi îöiíþâàííÿ ïîòðiáíî çíàòèäèñïåðñi¨ òà ñòàíäàðòíi ïîõèáêè îöiíîê P̂ òà N̂1. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòiãiïåðãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó, äëÿ äèñïåðñié i ñåðåäíiõ êâàäðàòè÷íèõïîõèáîê îöiíîê îòðèìà¹ìî òàêi âèðàçè:

σ2
N̂1

=
N2P (1 − P )

n

N − n

N − 1
, σN̂1

= N

√
P (1 − P )

n

√
N − n

N − 1
, (3.1)

σ2
P̂

=
1

N2
σN̂1

=
P (1 − P )

n

N − n

N − 1
, σP̂ =

√
P (1 − P )

n

√
N − n

N − 1
, (3.2)Êîëè îáñÿã âèáiðêè äîñèòü âåëèêèé, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî

N − 1 ≈ N . Òîäi �îðìóëè (3.1), (3.2) òðàíñ�îðìóþòüñÿ ÿê:
σP̂ =

√
P (1 − P )

n

√
1 − n

N
=

√
P (1 − P )

n

√
1 − f, (3.3)

σN̂1
= N

√
P (1 − P )

n

√
1 − f. (3.4)Ïðîàíàëiçó¹ìî öi âèðàçè. Áà÷èìî, ùî ñòàíäàðòíi ïîõèáêè çàëåæàòü âiä:1) ÷àñòèíè âiäáîðó f = n/N ;2) îáñÿãó âèáiðêè n;3) ÷àñòêè P ó ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi.Ìíîæíèê k =

√
N−n
N−1

≈
√

1 − f íàçèâàþòü êîðåêòóþ÷èì ìíîæíèêîì,àáî ïîïðàâêîþ íà ñêií÷åíiñòü ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (ÏÑÑ).Çðîçóìiëî, ùî 0 ≤ k ≤ 1. Ó òàáëèöi íàâåäåíî çíà÷åííÿ ìíîæíèêà kçàëåæíî âiä f :

f 0.001 0.01 0.05 0.10 0.20
k =

√
1 − f 1 0.995 0.975 0.949 0.894

f 0.40 0.60 0.80 0.90 0.95
k =

√
1 − f 0.775 0.632 0.447 0.316 0.224Î÷åâèäíî, ùî ïðè f ≤ 0.05, òîáòî êîëè âèáiðêà íå ïåðåâèùó¹ 5%ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, êîðåêòóþ÷èé ìíîæíèê k ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿ-¹òüñÿ âiä îäèíèöi.



ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÊIËÜÊÎÑÒI ÅËÅÌÅÍÒIÂ 31Çàóâàæèìî, ùî ïðè âèáîði ç ïîâåðíåííÿì, n1 ðîçïîäiëåíî çà áiíîìi-àëüíèì çàêîíîì, òîáòîP{n1 = k} = Ck
nP k(1 − P )n−k, k = 0, 1, . . . , nç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì En1 = nP òà äèñïåðñi¹þD(n1) = nP (1−P ).Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî êîëè îáñÿã ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íåîáìåæåíîçðîñòà¹ (N → ∞) òîäi, êîëè n i N1/N çàëèøàþòüñÿ �iêñîâàíèìè, òîãiïåðãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië çáiãà¹òüñÿ äî áiíîìiàëüíîãî.Ââàæàþòü, ùî àïðîêñèìàöiþ áiíîìiàëüíèì ðîçïîäiëîì âàðòî âæèâà-òè, ÿêùî f < 0.05. Äåÿêi àâòîðè ðåêîìåíäóþòü çàñòîñîâóâàòè ¨¨ âæå ïðè

f < 0.1.Îòæå, êîëè âèáiðêà ìàëà (N� âåëèêå) àáî æ ïðè âèáîði ç ïîâåðíåí-íÿì, êîðèñòó¹ìîñÿ òàêèì âèðàçîì äëÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè
σP̂ =

√
P (1 − P )

n
, σN̂1

= N

√
P (1 − P )

n
. (3.5)Òàêèì ÷èíîì, âèáið áåç ïîâåðíåííÿ áiëüø òî÷íèé, íiæ iç ïîâåðíåí-íÿì, îñêiëüêè �îðìóëè (3.5) äàþòü çàâæäè áiëüøi çíà÷åííÿ, íiæ �îðìó-ëè (3.3), (3.4).Îáñÿã âèáiðêè n � ¹äèíà âåëè÷èíà, ùî âïëèâà¹ íà ïîõèáêó îöiíþ-âàííÿ, ÿêó ìîæå âàðiþâàòè ñòàòèñòèê. Ç ðîñòîì îáñÿãó âèáiðêè ïîõèáêàîöiíþâàííÿ çìåíøó¹òüñÿ ïðîïîðöiéíî 1/

√
n.Íàðåøòi, ñòàíäàðòíà ïîõèáêà îöiíêè çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè P , òî÷-íiøå âiä P (1 − P ). Íàâåäåìî çíà÷åííÿ P (1 − P ) i √P (1 − P ) äëÿ ðiç-íèõ P :

P 0.01 0.05 0.10 0.20 0.30√
P (1 − P ) 0.99 0.218 0.300 0.400 0.458

P 0.50 0.70 0.80 0.90 0.95√
P (1 − P ) 0.500 0.468 0.400 0.300 0.218Çàóâàæèìî, ùî ïðè çíà÷åííÿõ P , íå äóæå áëèçüêèõ äî 0 i 1 (0.20 ≤

P ≤ 0.80), çíà÷åííÿ √
P (1 − P ) ìàëî çìiíþ¹òüñÿ çàëåæíî âiä P . Öåé�àêò ìà¹ âåëèêå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Ó �îðìóëàõ (3.1) � (3.4), (3.5) äëÿäèñïåðñié i ñòàíäàðòíèõ ïîõèáîê �iãóðó¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà P , ïðîòåöå çíà÷åííÿ, çäåáiëüøîãî, íåâiäîìå, à âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ ïðîâîäèòüñÿñàìå ç ìåòîþ éîãî îöiíêè. Îòæå, (3.1) � (3.4), (3.5) ìàþòü ëèøå òåîðå-òè÷íèé iíòåðåñ. Ïðîòå äëÿ 0.2 ≤ P ≤ 0.8 çíà÷åííÿ P ìîæíà çàìiíèòè



32 �ÎÇÄIË 3íà éîãî îöiíêó P̂ (áëèçüêó äî ñïðàâæíüîãî çíà÷åííÿ P ), òîáòî çàìi-íèòè √P (1 − P ) íà √P̂ (1 − P̂ ) i ïðè öüîìó íå çâàæàòè íà ïðèáëèçíèéõàðàêòåð òàêî¨ çàìiíè.Òîìó íåîáõiäíi äëÿ ðîçðàõóíêiâ �îðìóëè ìàþòü âèãëÿä:ïàðàìåòð � P , îöiíêà � P̂ = n1/n, îöiíêà ñòàíäàðòíî¨ ïîõèáêè �
SP̂ =

√
P̂ (1 − P̄ )

n

√
1 − n

N
;ïàðàìåòð � N1, îöiíêà � N̂1 = P̂N = n1N/n, îöiíêà ñòàíäàðòíî¨ ïîõèáêè

SN̂1
= N

√
P̂ (1 − P̄ )

n

√
1 − n

N
.Öi �îðìóëè ìiñòÿòü óæå òiëüêè âiäîìi çíà÷åííÿ: îáñÿã ãåíåðàëüíî¨ñóêóïíîñòi N , îáñÿã âèáiðêè n òà ðåçóëüòàò âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ n1� êiëüêiñòü åëåìåíòiâ iç �iêñîâàíîþ îçíàêîþ. Äëÿ òîãî, ùîá âiäðiçíÿòèçíà÷åííÿ äèñïåðñié i ñòàíäàðòíèõ ïîõèáîê, ÿêi ðîçðàõîâóþòü çà âèáið-êîþ, âiä òåîðåòè÷íèõ, âæèâà¹ìî äëÿ íèõ ïîçíà÷åííÿ S2 i S íà âiäìiíóâiä σ2 i σ.3.2 Äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ P i N13.2.1 Òî÷íi ìåòîäèÍåõàé n1 åëåìåíòiâ âèáiðêè îáñÿãó n íàëåæàòü äî êëàñó C. Òðåáà çðîáè-òè âèñíîâêè ñòîñîâíî êiëüêîñòi N1 îäèíèöü ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ÿêiíàëåæàòü äî C.Òî÷íi ìåòîäè ïîáóäîâè äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ (íàäiéíèõ ïðîìiæêiâ)äëÿ N1  ðóíòóþòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ ãiïåðãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó.Îçíà÷åííÿ. Âåðõíüîþ äîâið÷îþ ìåæåþ äëÿ N1 ââàæà¹ìî òàêå çíà-÷åííÿ NB

1 , äëÿ ÿêîãî éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ó âèáiðöi íå áiëüøå n1 åëå-ìåíòiâ iç êëàñó C äîðiâíþâàëà çàäàíié iìîâiðíîñòi αB. Ôîðìàëüíî NB
1çíàõîäÿòü ç ðiâíÿííÿ

n1∑

j=0

P (j, n − j; NB
1 , N − NB

1 ) = αB, (3.6)äå P (·) � çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó.



ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÊIËÜÊÎÑÒI ÅËÅÌÅÍÒIÂ 33Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (3.6) íå çàâæäè öiëå ÷èñëî, ïðîòå çà çìi-ñòîì øóêàíå NB
1 ìà¹ áóòè öiëèì. Òîìó NB

1 çíàõîäÿòü ÿê íàéìåíøå öiëå,äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
n1∑

j=0

P (j, n − j; NB
1 , N − NB

1 ) ≤ αB. (3.7)Àíàëîãi÷íî íèæíþ äîâið÷ó ìåæó äëÿ N1 çíàõîäÿòü ÿê íàéáiëüøåöiëå, äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
n∑

j=n1

P (j, n − j; NH
1 , N − NH

1 ) ≤ αH . (3.8)�iïåðãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië òàáóëüîâàíî. Äîâið÷i ìåæi äëÿ P ëåãêî çíàé-òè iç ñïiââiäíîøåíü
PH = NH

1 /N, PB = NB
1 /N,äå NB

1 , NH
1 çíàõîäÿòü çà (3.7), (3.8).3.2.2 Ïîâòîðíà âèáiðêà. Áiíîìiàëüíèé ðîçïîäiëÓ ðàçi ïîâòîðíî¨ âèáiðêè äëÿ çíàõîäæåííÿ äîâið÷îãî iíòåðâàëó äëÿ Pâèêîðèñòîâó¹ìî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè äîâið÷îãî iíòåðâàëó äëÿ ïàðàìåòðàáiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó. Öå îçíà÷à¹, ùî âåðõíþ PB i íèæíþ PH äîâið÷iìåæi äëÿ P çíàõîäèìî, ÿê ðîçâ'ÿçêè íåðiâíîñòåé

n1∑

j=0

PP,N(j) ≤ α, α < 1/2,

n∑

j=n1

PP,N(j) ≤ 1 − α, α > 1/2,äå PP,N(j) = Cj
NP j(1 − P )N−j � áiíîìiàëüíi éìîâiðíîñòi.ßêùî n1 = 0, òî ââàæàþòü, ùî PN = 0, ÿêùî æ n1 = n, òî Pb = 1.Äîâið÷i ìåæi äëÿ ïàðàìåòðà áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó íàâåäåíi â ñïå-öiàëüíèõ ñòàòèñòè÷íèõ òàáëèöÿõ.3.2.3 Íîðìàëüíà àïðîêñèìàöiÿ. Ñèìåòðè÷íi iíòåðâàëèÂâàæàþòü, ùî äëÿ ðîçïîäiëó îöiíîê P̂ i N̂1 = P̂N ïðè nP (1−P ) > 1 ìà¹ìiñöå çàäîâiëüíà, à ïðè nP (1−P ) > 9 � ãàðíà àïðîêñèìàöiÿ íîðìàëüíèì



34 �ÎÇÄIË 3ðîçïîäiëîì ç ìàòåìàòè÷íèìè ñïîäiâàííÿìè P i PN òà ñòàíäàðòíèìèïîõèáêàìè σP i σN1 , âiäïîâiäíî, ÿêi âèçíà÷àþòü çà (3.3), (3.4). Òàêèì÷èíîì, çà öèõ óìîâ äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ P i N1 ç íàäiéíiñòþ P = 1−αâèçíà÷àþòü çà �îðìóëàìè
p̂ ± uασP , N̂1 ± uασN1 ,äå uα � êâàíòèëü ðiâíÿ 1−α/2 äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.Îñêiëüêè òåîðåòè÷íi äèñïåðñi¨ σP i σN1 çäåáiëüøîãî íåâiäîìi, à âiäîìiëèøå ¨õ îöiíêè SP òà SN1, òî áåçïîñåðåäíi ðîçðàõóíêè ïðîâîäÿòü çà�îðìóëàìè
P̂ ± uα

√
P̂ (1 − P̂ )

n

√
1 − f, (3.9)

N̂1 ± uαN

√
P̂ (1 − P̂ )

n

√
1 − f.Ó.Êîêðåí (1976) çàìiñòü (3.9) ðåêîìåíäó¹ çàñòîñîâóâàòè äåùî øèð-øèé iíòåðâàë

P̂ ± uα




√
P̂ (1 − P̂ )

n

√
1 − f +

1

2n


 .3.2.4 Íåñèìåòðè÷íi iíòåðâàëèÍàâåäåíèé âèùå ìåòîä ðîçðàõóíêó ñèìåòðè÷íèõ äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ äà¹ïîìèëêîâi ðåçóëüòàòè, êîëè ÷àñòêà P ïîìiòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 0,5. Iñíó¹iíøèé ìåòîä ïîáóäîâè äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ, ÿêèé òåæ âèêîðèñòîâó¹ êâàí-òèëi íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó, ïðîòå äà¹ çàäîâiëüíi ðåçóëüòàòè i ïðè Páëèçüêèõ äî 0 àáî 1. Ïðè öüîìó âèìàãàþòü, ùîá f = n/N < 0, 05.Äîâið÷èé iíòåðâàë (PH , PB) âèçíà÷àþòü ñïiââiäíîøåííÿìè

PH , PB =
1

n + u2
α




n1 +
u2

α

2
± uα

√
n1(n − n1)

n
+

u2
α

n




 . (3.10)ßêùî ó âèðàç (3.10) ïiäñòàâèòè n1 = 0, òî íàâiòü ïðè íóëüîâîìó ðåçóëü-òàòi îòðèìà¹ìî âåðõíþ ìåæó ìîæëèâèõ çíà÷åíü ÷àñòèíè P

PB ≤ u2
α/(n + u2

α). (3.11)Çàóâàæèìî, ùî �îðìóëà (3.11) äà¹ äåùî çàâèùåíó îöiíêó, íiæ ïðèâèêîðèñòàííi òî÷íîãî ðîçïîäiëó, ïðîòå âîíà ïðîñòiøà äëÿ ðîçðàõóíêiâ.



ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÊIËÜÊÎÑÒI ÅËÅÌÅÍÒIÂ 35Ï�ÈÊËÀÄ. Ïðè ïåðåâiðöi â óñòàíîâi ñåðåä n = 500 âèïàäêîâî âiäiáðà-íèõ äîâiäîê íå áóëî âèÿâëåíî æîäíî¨ ïîìèëêîâî¨, õî÷ ìîæëèâiñòü ïîÿâèïîìèëîê ñëiä áðàòè äî óâàãè. Òðåáà âêàçàòè iíòåðâàë, â ÿêîìó ç iìî-âiðíiñòþ 0,955 çíàõîäèòüñÿ êiëüêiñòü ïîìèëêîâèõ äîâiäîê. Çà �îðìóëîþ(3.11)(uα = 2) öÿ êiëüêiñòü ëåæèòü ó iíòåðâàëi (0; 4/504), òîáòî ç éìî-âiðíiñòþ 0,955 êiëüêiñòü ïîìèëêîâèõ äîâiäîê íå ïåðåâèùó¹ 0, 79% óñiõäîâiäîê.3.3 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÎöiíþâàííÿ ÷àñòêè òà êiëüêîñòi åëåìåíòiâ iç ïåâíîþ îçíàêîþ òà ÷èñëî-âèõ õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòi ¨õ îöiíþâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà âiäïîâiäíèìèòî÷íèìè àáî íàáëèæåíèìè òåîðåòè÷íèìè �îðìóëàìè. Äëÿ òîãî, ùîá ¨õçàñòîñîâóâàòè, íàì ïîòðiáíî çíàòè ëèøå çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó äëÿáiíîìiàëüíèõ òà ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.Ïîêàæåìî, ÿê çíàõîäèòè â ïàêåòi STATISTICA öi ïîêàçíèêè.Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó äëÿ áiíîìiàëüíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èíÑêîðèñòà¹ìîñÿ ìîäóëåì Nonparametri
s & Distributions.Ñòâîðþ¹ìî íîâó òàáëèöþ ç êiëüêiñòþ âèïàäêiâ íå ìåíøîþ íiæ ïàðà-ìåòð N (çàãàëüíà êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü) ó áiíîìiàëüíîìó ðîçïîäiëi, ùîíàñ öiêàâèòü. Çðó÷íî âçÿòè ¨õ öiëèìè ÷èñëàìè âiä 0 äî N.Âèáåðåìî íà ïàíåëi êíîïêó Distribution Fitting i ó âiêîíå÷êó òèï äèñ-êðåòíîãî ðîçïîäiëó (Distributions) âèáèðà¹ìî Binomial (áiíîìiàëüíèé)(äèâ. ðèñ. 3.1)Çàïîâíþ¹ìî âiêíà äëÿ êiëüêîñòi êàòåãîðié, íèæíüî¨ òà âåðõíüî¨ ìåæêàòåãîðié (çãiäíî ç òèì áiíîìiàëüíèì ðîçïîäiëîì, ùî íàñ öiêàâèòü) �äèâ., íàïðèêëàä, ðèñ. 3.2.Íàòèñêà¹ìî êíîïêó OK.Îòðèìó¹ìî òàáëèöþ ÷àñòîò � äèâ. ðèñ. 3.3.Çíà÷åííÿ ç ñòîâï÷èêà �
umul. % expe
ted� i äàþòü, ïðè ïåðåõîäi âiäâiäñîòêiâ äî ÷àñòîê (ïðîñòî äiëèìî íà 100), ïîòðiáíi éìîâiðíîñòi äëÿáiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó.Ïiäñòàâèâøè öi ÷èñëà â �îðìóëè, çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà ëåã-êî çíàõîäèòè âiäïîâiäíi õàðàêòåðèñòèêè. ßêùî öi ïîêàçíèêè ïîòðiáíîðàõóâàòè ÷àñòî, òî ïðîöåäóðó ëåãêî çàïðîãðàìóâàòè çà äîïîìîãîþ ìîâèStatisti
a Basi
.
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�èñ. 3.1. Âèáið òèïó ðîçïîäiëó

�èñ. 3.2. Âèáið ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó
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�èñ. 3.3. Òàáëèöÿ ÷àñòîò



�îçäië 4Îöiíþâàííÿ ñåðåäíiõ i ñóìàðíèõçíà÷åíü
4.1 Îöiíþâàííÿ ñåðåäíüîãî òà ìiíëèâîñòiÍåõàé êîæíîìó åëåìåíòîâi ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âiäïîâiäà¹ ïåâíå êiëü-êiñíå çíà÷åííÿ îçíàêè xi, i = 1, 2, . . . , N.Îòæå, ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü ìîæå áóòè îïèñàíà òàêèìè ñòàòèñòè÷-íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè (ïàðàìåòðàìè):� ñóìàðíèì çíà÷åííÿì îçíàêè äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

X
′

=
N∑

i=1

xi,� ñåðåäíiì çíà÷åííÿì îçíàêè (ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì)
X̄ =

1

N

N∑

i=1

xi =
1

N
X

′

.Ìiíëèâiñòü îçíàêè õàðàêòåðèçóþòü äèñïåðñi¹þ σ2 òà ñåðåäíüîþ êâà-äðàòè÷íîþ ïîõèáêîþ σ:
σ2 =

1

N − 1

N∑

i=1

(xi − x̄)2, σ =
√

σ2 =

√√√√ 1

N − 1

N∑

i=1

(xi − x̄)2Óñi öi õàðàêòåðèñòèêè ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi ëèøå çà ñóöiëüíîãî îáñòå-æåííÿ. ßêùî æ äîñëiäíèê ìà¹ ëèøå n âèáiðêîâèõ äàíèõ x1, . . . , xn, òîâií ìîæå âèêîðèñòàòè âèáiðêîâå ñóìàðíå çíà÷åííÿ
x

′

=
n∑

i=1

xi38
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x̄ =

x
′

n
=

1

n

n∑

i=1

xi,ÿê îöiíêè äëÿ âiäïîâiäíèõ ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.Ï�ÈÊËÀÄ. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèòðàò íà õàð÷óâàííÿ, îòðèìàíå ïðèîïèòóâàííi 120 âèïàäêîâî âiäiáðàíèõ ñòóäåíòiâ ãóðòîæèòêó, ìîæíà òðàê-òóâàòè ÿê îöiíêó ñåðåäíiõ âèòðàò íà õàð÷óâàííÿ âñiõ ñòóäåíòiâ ãóðòî-æèòêó.Âèáiðêîâi îöiíêè x̄ òà x
′ ¹ êîíçèñòåíòíèìè îöiíêàìè âiäïîâiäíèõïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi; ¨õ òåîðåòè÷íi äèñïåðñi¨ òà ñåðåäíiêâàäðàòè÷íi ïîõèáêè ìàþòü âèãëÿä:

σ2
x̄ =

σ2

n

N − n

N − 1
, σx̄ =

σ√
n

√
N − n

N − 1
, (4.1)

σ2
x′ =

N2σ2

n

N − n

N − 1
, σx′ =

Nσ√
n

√
N − n

N − 1
, (4.2)à êîå�iöi¹íòè âàðiàöi¨ âèáiðêîâîãî ñåðåäíüîãî Vx̄ òà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ

Vx′ äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó:
Vx̄ =

σx̄

x̄
=

Nσx̄

Nx̄
= Vx′ , (4.3)Äåÿêi ñïðîùåííÿ ìîæíà äîñÿãòè çà óìîâ:

1) N − 1 ≈ N, òîäi σx̄ =
σ√
n

√
1 − f,

2) N → ∞, òîäi σx̄ → σ√
n

. (4.4)Çàóâàæèìî, ùî �îðìóëè (4.1) � (4.4) ìàþòü ëèøå òåîðåòè÷íå çíà÷å-ííÿ, îñêiëüêè â íèõ âõîäèòü σ, ÿêå ìîæíà çíàéòè, îáñòåæèâøè âñþ ãå-íåðàëüíó ñóêóïíiñòü. Ïðîòå àíàëiç öèõ �îðìóë äà¹ çìîãó çðîáèòè íèçêóêîðèñíèõ âèñíîâêiâ ñòîñîâíî âåëè÷èí, ùî âïëèâàþòü íà òî÷íiñòü îöiíêè(ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ïîõèáêó). Òàê ñåðåäíÿ êâàäðàòè÷íà ïîõèáêà ñå-ðåäíüîãî σx̄, çà âñiõ iíøèõ ðiâíèõ óìîâ, çìåíøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿìîáñÿãó âèáiðêè n i çðîñòà¹ ïðè çðîñòàííi îáñÿãó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
N òà ïðÿìó¹ äî ñòàëî¨ âåëè÷èíè σ/

√
n ïðè N → ∞.Äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü òåîðåòè÷íó äèñïåðñiþ σ2 àáî òåîðåòè÷íóñòàíäàðòíó ïîõèáêó σ ó (4.1), (4.2), (4.4) çàìiíþþòü íà ¨õ âèáiðêîâiàíàëîãè:

S2 =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2, S =
√

S2 =

√√√√ 1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2
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S2

x̄ =
S2

n

N − n

N − 1
, Sx̄ =

S√
n

√
N − n

N − 1àáî
Sx̄ =

S√
n

√
1 − f ïðè N − 1 ≈ N,

Sx̄ =
S√
n
ïðè N → ∞;òà

S2
x′ = N2S2

x̄ =
N2S2

n

N − n

N − 1
, Sx′ =

NS√
n

√
N − n

N − 1àáî
Sx′ =

NS√
n

√
1 − f ïðè N − 1 ≈ N.4.2 Íàäiéíi ïðîìiæêè äëÿ ïàðàìåòðiâíîðìàëüíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí1. Íàäiéíèé ïðîìiæîê äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ θ ç ðiâíåì íà-äiéíîñòi 1 − α, ïðè âiäîìîìó ñòàíäàðòíîìó âiäõèëåííi σ :

(
x̄ −

d1−α
2√

n
σ, x̄ +

d1−α
2√

n
σ

)
,äå dα � êâàíòèëü íîðìàëüíîãî N(0, 1) ðîçïîäiëó ðiâíÿ α.2. Íàäiéíèé ïðîìiæîê äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ θ ç ðiâíåì íà-äiéíîñòi 1 − α, ÿêùî ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ íåâiäîìå:

(
x̄ −

t1−α
2

,n−1√
n

Ŝ, x̄ +
d1−α

2√
n

Ŝ

)
,äå t1−α,n−1 � êâàíòèëü ðiâíÿ 1 − α ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç (n − 1)ñòóïåíåì âiëüíîñòi, à Ŝ2 = 1

n−1

∑n
i=1(xi − x̄)2.3. Íàäiéíèé ïðîìiæîê äëÿ äèñïåðñi¨ σ2 ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1−α, ïðèâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi a :


 nσ̂2

χ2
1−α

2
,n

,
nσ̂2

χ2
α
2

,n


 ,
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α,n � êâàíòèëü χ2 ðîçïîäiëó ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi ðiâíÿ α,à σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(xi − a)2.4. Íàäiéíèé ïðîìiæîê äëÿ äèñïåðñi¨ σ2 ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1 − α,ÿêùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ íåâiäîìå:


(n − 1)Ŝ2

χ2
1−α

2
,n−1

,
(n − 1)Ŝ2

χ2
α
2

,n−1


 .5. Íàäiéíèé ïðîìiæîê ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1 − α äëÿ ðiçíèöi ìàòå-ìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü a1 − a2 äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ òà η, ïðèâiäîìèõ ñòàíäàðòíèõ âiäõèëåííÿõ σ1 òà σ2 :



ξ̄ − η̄ − d1−α
2

√
σ2

1

n
+

σ2
2

m
; ξ̄ − η̄ + d1−α

2

√
σ2

1

n
+

σ2
2

m



 .6. Íàäiéíèé ïðîìiæîê ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1 − α äëÿ ðiçíèöi ìàòåìà-òè÷íèõ ñïîäiâàíü a1−a2 äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ (îáñÿã âèáiðêè
n) òà η (îáñÿã âèáiðêè m), ÿêùî ñòàíäàðòíi âiäõèëåííÿ îäíàêîâi,àëå íåâiäîìi:


ξ̄ − η̄ − t1−α

2
,n+m−2s

√
n + m

nm
; ξ̄ − η̄ + t1−α

2
,n+m−2s

√
n + m

nm


 ,äå

s2
ξ =

1

n − 1

n∑

i=1

(ξi − ξ̄)2, s2
η =

1

m − 1

m∑

j=1

(ηj − η̄)2,

s2 =
1

n + m − 2
[(n − 1)s2

ξ + (m − 1)s2
η].4.3 �îçïîäië âèáiðêîâîãî ñåðåäíüîãîËèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ, çíàþ÷è ðîçïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ìî-æíà òî÷íî çíàéòè ðîçïîäië âèáiðêîâîãî ñåðåäíüîãî x̄. Ó çàãàëüíîìó âè-ïàäêó äîïîìîæå öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà, çãiäíî ç ÿêîþ çà äîñèòüâåëèêîãî îáñÿãó âèáiðêè n ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè x̄ ¹ ïðèáëèçíîíîðìàëüíèì iç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì m òà äèñïåðñi¹þ σ2.Öåé �àêò øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè íàäiéíèõ ïðîìiæêiâ.Çà äîñèòü âåëèêèõ îáñÿãiâ âèáiðêè äëÿ çíàõîäæåííÿ íàäiéíèõ ïðîìiæêiââèêîðèñòîâóþòü íàâåäåíi âèùå �îðìóëè.



42 �ÎÇÄIË 44.4 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÇãåíåðó¹ìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ç ïåâíèì ðîçïîäiëîì i ç âiäîìèìè ïàðà-ìåòðàìè.Çíàõîäæåííÿ âèáiðêîâèõ õàðàêòåðèñòèêÏåðøèé ñïîñiá:êëàöíåìî ïðàâîþ êëàâiøåþ ìèøi íà íàçâi ñòîâï÷èêà ç âèáiðêîþ;� Qui
k Basi
 Stats� Des
riptives of var� OK.îòðèìà¹ìî òàáëèöþ ç õàðàêòåðèñòèêàìè:mean (ñåðåäí¹),Confid 95% (ìåæi äîâið÷îãî iíòåðâàëó ç ðiâíåì äîâiðè 0.95: íèæíÿòà âåðõíÿ),Sum (ñóìà),Minimum, Maximum,Range (ðîçìàõ),Varian
e (äèñïåðñiÿ),Std. Dev. (ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ).Ïîðiâíÿ¹ìî âèáiðêîâå ñåðåäí¹, ìåäiàíó òà ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ çâiäïîâiäíèìè òåîðåòè÷íèìè çíà÷åííÿìè.Äðóãèé ñïîñiá: íà íàçâi ñòîâï÷èêà ç âèáiðêîþ êëàöíåìî ïðàâîþ êëà-âiøåþ ìèøi � Blo
k Stats / Columns (áëîê ñòàòèñòèê çà êîëîíêàìè) �âèäiëèìî íåîáõiäíå àáî All.Çíàéòè îöiíêè ñåðåäíüîãî, äèñïåðñi¨, ïðîìiæêè íàäiéíîñòi äëÿ äèñ-ïåðñi¨ ìîæíà òàêîæ â ìîäóëi Basi
 Statisti
s � Des
riptive Statisti
s.Âèáåðåìî ñïî÷àòêó çìiííi ç òàáëèöi äëÿ àíàëiçó � äèâ. ðèñ. 4.1. Íà-ïðèêëàä � All. Íàòèñíåìî íà êíîïêó More statisti
s òà âèáåðåìî All �äèâ. ðèñ. 4.2. Íàòèñíåìî OK i îòðèìà¹ìî îöiíêè ðiçíîìàíiòíèõ ïàðàìå-òðiâ ðîçïîäiëiâ.Âëàñíi �îðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâçà âèáiðêàìè (ñòîâïöÿìè òàáëèöi) ìîæíà íàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ìîâèStatisti
a Basi
, ÿêà äà¹ çìîãó çàïðîãðàìóâàòè ðiçíîìàíiòíi ñòàòèñòè÷íiïðîöåäóðè.Ïðîöåäóðè äëÿ îöiíþâàííÿ iíøèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ (íàïðèêëàä,ìîäè) ìîæíà çíàéòè â ìîäóëi Nonparametri
s � Des
riptive Statisti
s �ðîçäië Ordinal Des
riptive Statisti
s.
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�èñ. 4.1. Âèáið çìiííèõ

�èñ. 4.2. Âèáið îöiíîê ðiçíîìàíiòíèõ ïàðàìåòðiâ



�îçäië 5Âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêèÓ ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ íàøó óâàãó áóëî çîñåðåäæåíî íà îöiíþâàííiîñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (÷àñòêè, êiëüêîñòi åëå-ìåíòiâ iç ïåâíîþ îçíàêîþ) çà âèáiðêîâèìè äàíèìè, à òàêîæ íà âèçíà÷åííiêiëüêiñíî¨ ìiðè òî÷íîñòi öèõ îöiíîê. Ïðè öüîìó îáñÿã âèáiðêè ââàæàâ-ñÿ �iêñîâàíèì. Ïðîòå âæå àíàëiç ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè îöiíîêíàî÷íî ïîêàçó¹, íàñêiëüêè iñòîòíî îáñÿã âèáiðêè âïëèâà¹ íà òî÷íiñòüîöiíîê.Ïðè ïëàíóâàííi âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ÿê çàáåç-ïå÷èòè íåîáõiäíó òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ i ïðè öüîìó óíèêíóòè çàéâèõâèòðàò.Ó öüîìó ðîçäiëi çîñåðåäèìîñÿ íà ïðîáëåìi âèçíà÷åííÿ êiëüêîñòi âè-áiðêîâèõ äàíèõ, íåîáõiäíèõ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ çàäàíî¨ òî÷íîñòi ïðè îöi-íþâàííi ÷àñòêè òà êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ç �iêñîâàíîþ îçíàêîþ.5.1 Ïîêàçíèêè òî÷íîñòi îöiíþâàííÿÍàâåäåìî íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíi êiëüêiñíi éìîâiðíiñíî-ñòàòèñòè÷íi ìi-ðè òî÷íîñòi îöiíîê, â îñíîâi ÿêèõ ëåæèòü äèñïåðñiÿ àáî ñåðåäíüîêâàäðà-òè÷íà ïîõèáêà. Çàóâàæèìî, ùî îñòàòî÷íèé âèáið ïîêàçíèêà òî÷íîñòi ÿêîñíîâè äëÿ ïëàíóâàííÿ âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ íàëåæèòü íå ñòàòèñòè-êàì, à ñïîæèâà÷àì ðåçóëüòàòiâ îáñòåæåííÿ. Ñóòò¹âèì ìîìåíòîì ïîâèííàáóòè ìîæëèâiñòü çìiñòîâíîãî òëóìà÷åííÿ ðåçóëüòàòiâ.Íàâåäåìî îñíîâíi ïîêàçíèêè òî÷íîñòi îöiíîê:1. Ñòàíäàðòíà (ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà) ïîõèáêà σ: ïîêàçó¹ ïîðÿäîêâåëè÷èíè ìîæëèâîãî âiäõèëåííÿ îöiíêè âiä ñïðàâæíüîãî çíà÷åííÿïàðàìåòðà. Çà óìîâè íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó îöiíîê ó 2/3 âèïàäêiâäiéñíå âiäõèëåííÿ îöiíêè ìåíøå çà ñòàíäàðòíó ïîõèáêó.44



ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÎÁÑß�Ó ÂÈÁI�ÊÈ 452. �ðàíè÷íà ïîõèáêà âèáiðêè eα � ïðàêòè÷íî ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìåâiäõèëåííÿ îöiíêè âiä ïàðàìåòðà. �iäêî, ç iìîâiðíiñòþ α, ìîæëèâåâiäõèëåííÿ áiëüøå çà eα. Éìîâiðíiñòü α âèáèðà¹òüñÿ äîñëiäíèêîììàëîþ.3. Âåëè÷èíà äîâið÷îãî iíòåðâàëó l = 2eα � äiàïàçîí, ó ÿêîìó çíàõî-äèòüñÿ çíà÷åííÿ îöiíþâàíîãî ïàðàìåòðà.4. Ïîêàçíèêè âiäíîñíî¨ òî÷íîñòi � êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ àáî ïîêàçíè-êè, ïåðåëi÷åíi â ïóíêòàõ 2 òà 3, ïîäiëeíi íà ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿîöiíêè.Iíêîëè áóâà¹ ïîòðiáíî çàäàâàòè òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ îáñòåæåíü ó âiä-íîñíèõ ïîêàçíèêàõ. Çðîçóìiëî, ùî òðåáà ïî-ðiçíîìó ñòàâèòèñü äî ñåðå-äíüî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè σp = 0.04, êoëè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà P = 1 iêîëè P = 0.1. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ñåðåäíÿ êâàäðàòè÷íà ïîõèáêà äîðiâ-íþ¹ ëèøå 4% âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà P , à â äðóãîìó � óæå 40%.Îçíà÷åííÿ. Êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ îöiíêè â ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàí-íÿì Eâ = a i äèñïåðñi¹þ Dâ = σ2 äîðiâíþ¹ V = σ/a.×àñòî êîå�iöi¹íò âàðiàöi¨ ïîäàþòü ó âiäñîòêàõ.5.2 Âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè n ïðèîöiíþâàííi ÷àñòîê PÒî÷íiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ ñåðåäíiìè êâàäðàòè÷íèìè ïîõèáêàìè σp.ßêùî ââàæàòè âåëè÷èíè σp, P òà N âiäîìèìè, òî îòðèìà¹ìî �îðìóëóäëÿ n:
n =

P (1 − P )N

σ2
p(N − 1) + P (1 − P )

, (5.1)êîëè ââàæàòè N äîñèòü âåëèêèì, òî N ≈ N − 1 i �îðìóëà (5.1) ñïðîùó-¹òüñÿ:
n =

P (1 − P )N

σ2
p(N − 1) + P (1 − P )

=
N

1 + Nσ2
p/P (1 − P )

=
n0

1 + n0/N
, (5.2)äå n0 = P (1 − P )/σ2

p.Öÿ �îðìóëà áóäå îñíîâîþ äëÿ ïîäàëüøèõ âèñíîâêiâ. Çàóâàæèìî, ùîïðè N → ∞ ãðàíè÷íèé îáñÿã âèáiðêè äîðiâíþ¹
n0 = lim

N→∞
n =

P (1 − P )

σ2
p

. (5.3)



46 �ÎÇÄIË 5Ôîðìóëó (5.3) âàðòî çàñòîñîâóâàòè, êîëè íåìà¹ æîäíî¨ ií�îðìàöi¨ñòîñîâíî N ,àáî êîëè N äóæå âåëèêå, a f < 0, 05. Êîëè æ N íå äó-æå âåëèêå, òî �îðìóëà (5.3) äà¹ çàâèùåíi ðåçóëüòàòè ùîäî íåîáõiäíî¨êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü n. Çíà÷åííÿ n0 òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü ÿê ïåðøåíàáëèæåííÿ, ùî ïîòðåáó¹ ïîäàëüøîãî óòî÷íåííÿ.Ïðè çàñòîñóâàííi �îðìóë (5.1) � (5.3) âèíèêà¹ ùå êiëüêà ïðîáëåì.Ó öi �îðìóëè, êðiì N , âõîäèòü âåëè÷èíà P , ÿêó ÿêðàç i òðåáà îöi-íèòè çà âèáiðêîþ. Iíêîëè áóâà¹ âiäîìà àïðiîðíà ií�îðìàöiÿ âiäíîñíîïðèáëèçíîãî çíà÷åííÿ P , âèõîäÿ÷è ç òåîðåòè÷íèõ ìiðêóâàíü àáî ç àíà-ëîãi÷íèõ äîñëiäæåíü. Òîäi öþ ïîïåðåäíþ îöiíêó ìîæíà âèêîðèñòàòè â(5.1) � (5.3).ßêùî æ ñòîñîâíî P íi÷îãî íå âiäîìî, òî âàðòî ó �îðìóëó (5.1)ïiäñòàâèòè çíà÷åííÿ P = 0.5, ÿêe äà¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ äîáóòêó
P (1−P ) = 0.25. Ïðè öüîìó äîñëiäíèê îòðèìó¹ äåùî çàâèùåíå çíà÷åííÿäëÿ n, ÿêå ãàðàíòó¹ íåîáõiäíó òî÷íiñòü.Ó.Êîêðåí (1976), ðîçâèâàþ÷è iäå¨ Êîêñà, ðåêîìåíäó¹ òàêîæ ïðîâîäèòèîáñòåæåííÿ ó äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàïi áåðóòü ïðîñòó âèïàäêîâóâèáiðêó îáñÿãîì m1, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ çíàõîäÿòü îöiíêó ÷àñòêè P1. Öþîöiíêó âèêîðèñòîâóþòü äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîòðiáíîãî îáñÿãó n áiëüøî¨âèáiðêè çà �îðìóëîþ

n =
P1(1 − P1)

σ2
p

+
3 − 8P1(1 − P1)

P1(1 − P1)
+

1 − 3P1(1 − P1)

σ2
pm1

.Oòæå, ïîòðiáíî äîäàòêîâî îáñòåæèòè n−m1 åëåìåíòiâ, ïîòiì çà âñiìà
n äàíèìè çíàéòè íîâó îöiíêó p̂1 , òîáòî p̂1 = n1/n i âíåñòè ïîïðàâêó íàçñóâ. Îñòàòî÷íî îöiíêà äëÿ P çíàõîäèòüñÿ çà �îðìóëîþ

P̂ = p̂1 +
σ2

p(1 − 2p̂1)

p̂1(1 − p̂1)
.Òàêà ïðîöåäóðà äà¹ íàäiéíiøi îöiíêè äëÿ P , ïðîòå ïîäîâæó¹ òåðìiíèïðîâåäåííÿ îáñòåæåíü.5.2.1 Âèçíà÷åííÿ n ïðè çàäàíié ãðàíè÷íiéïîõèáöi epÂâàæàòèìåìî, ùî âñi îöiíêè ìàþòü íîðìàëüíèé (àñèìïòîòè÷íî íîðìàëü-íèé) ðîçïîäië.



ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÎÁÑß�Ó ÂÈÁI�ÊÈ 47Íåîáõiäíèé îáñÿã âèáiðêè çíàõîäÿòü çà �îðìóëîþ
n =

u2
αP (1 − P )N

e2
p(N − 1) + u2

αP (1 − P )
,äå uα � êâàíòèëü ðiâíÿ 1−α/2 äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.Ïðè N ≈ N − 1 ìà¹ìî
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e2
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=
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p/u
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n0 = lim

N→∞
n =

u2
αP (1 − P )

e2
p5.2.2 Âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè ïðè çàäàíiéâiäíîñíié òî÷íîñòiÏðè çàäàíîìó êîå�iöi¹íòi âàðiàöi¨ V íåîáõiäíèé îáñÿã âèáiðêè äîðiâíþ¹

n =
(1 − P )

V 2P + (1 − P )/N
=

N

1 + NV 2P/(1 − P )
(5.4)i ïðè N → ∞ ïðÿìó¹ äî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ

n0 =
(1 − P )

V 2P
(5.5)ßêùî íåìà¹ àïðiîðíî¨ ií�îðìàöi¨ ñòîñîâíî âåëè÷èíè P , àëå ç ïåâíèõìiðêóâàíü ìîæíà âêàçàòè íèæíþ ìåæó äëÿ P , òî çíà÷åííÿ Pmin ñëiäïiäñòàâèòè â (5.4), (5.5) i îòðèìàíå n ãàðàíòó¹ íåîáõiäíó òî÷íiñòü. Äî-çâîëÿþòü òàêîæ çàñòîñóâàííÿ äâîõåòàïíî¨ ñõåìè. Ïiñëÿ ïåðøîãî åòàïó,íà ÿêîìó çà âèáiðêîþ îáñÿãîì m1 çíàéøëè îöiíêó P1, òðåáà äîäàòêîâîîáñòåæèòè n − m1 åëåìåíòiâ, äå

n =
(1 − P1)

V 2p1
+

3

P1(1 − P1)
+

1

V 2P1m1
,à ïîòiì çíàéòè

p̂ = p̂1 − V 2p̂1(1 − p̂1).



48 �ÎÇÄIË 55.3 Îáñÿã âèáiðêè ïðè äîñëiäæåííiäåêiëüêîõ îçíàêÓ áiëüøîñòi îáñòåæåíü äàíi çáèðàþòü ñòîñîâíî íå îäíi¹¨, à äåêiëüêîõîçíàê. Îäíèì iç ìåòîäiâ âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè â öié ñèòóàöi¨ ¹ òàêàïîñëiäîâíiñòü äié: ñïî÷àòêó âèáèðàþòü ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïîõèáîê äëÿêîæíî¨ ç öèõ îçíàê, âèçíà÷àþòü íàéâàæëèâiøi äëÿ öüîãî îáñòåæåííÿîçíàêè, çíàõîäÿòü íåîáõiäíi çíà÷åííÿ äëÿ îáñÿãó âèáiðêè ni îêðåìî çàêîæíîþ îçíàêîþ, à ïîòiì ïðèéìàþòü êîìïðîìiñíå ðiøåííÿ ç óðàõóâàí-íÿì çíàéäåíèõ ni äëÿ îêðåìèõ îçíàê, âàðòîñòi é òåðìiíiâ îáñòåæåííÿ.5.4 Âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè ïðèîöiíþâàííi ñåðåäíiõ i ñóìàðíèõ çíà÷åíüÏðè ïðÿìîìó îöiíþâàííi ñåðåäíiõ i ñóìàðíèõ çíà÷åíü îáñÿã âèáiðêè n� ¹äèíà âåëè÷èíà, çìiíþþ÷è ÿêó äîñëiäíèê ìîæå âïëèâàòè íà òî÷íiñòüîöiíêè. ßê i ïðè îöiíþâàííi ÷àñòèí, âèìîãè äî òî÷íîñòi ìîæóòü �îð-ìóëþâàòèñÿ â òåðìiíàõ äèñïåðñi¨ àáî ñåðåäíüî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêèîöiíîê, ãðàíè÷íî¨ òà âiäíîñíî¨ ïîõèáêè. �îçãëÿíåìî îêðåìî öi âèïàäêè.5.4.1 Âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè n ïðè îöiíþâàííiñåðåäíüîãî ïðè çàäàíié ñåðåäíié êâàäðàòè÷íiéïîõèáöiÍåõàé a priori çàäàíî áàæàíå çíà÷åííÿ sx̄. Òîäi ïðè N − 1 ≈ N ìà¹ìî�îðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ n:
n =

σ2N

Nσ2
x̄ + σ2

=
N

1 + N(σx̄/σ)2
=

σ2

σ2
x̄ + σ2/N

(5.6)çâiäêè
n0 = lim

N→∞
n =

σ2

σ2
x̄

, (5.7)äå N � îáñÿã ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, σ2 � äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóï-íîñòi. Îòæå, êîëè íåìà òî÷íèõ äàíèõ ïðî N , òî ó �îðìóëó (5.6) ìîæíàïiäñòàâèòè ÷èñëî áiëüøå çà N (òàêó âåðõíþ ìåæó ÷àñòî ìîæíà âêàçàòè)òà îòðèìàòè n, ÿêå ãàðàíòó¹ íåîáõiäíó òî÷íiñòü. ßêùî æ ïðî N íåìà íi-ÿêî¨ ií�îðìàöi¨, ñëiä âèêîðèñòàòè �îðìóëó (5.7), ÿêà äà¹ äåùî çàâèùåíiçíà÷åííÿ äëÿ n, ïðîòå ãàðàíòó¹ íåîáõiäíó òî÷íiñòü.



ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÎÁÑß�Ó ÂÈÁI�ÊÈ 49Ïåâíi ñêëàäíîùi íà ñòàäi¨ ïëàíóâàííÿ âèáiðêè ìîæóòü áóòè ïîâ'ÿçàíii ç âiäñóòíiñòþ òî÷íèõ äàíèõ ùîäî σ2. Ó öüîìó ðàçi ìîæíà âèêîðèñòàòè:1. Äàíi ùîäî äèñïåðñi¨ òà ñåðåäíüî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè ç àíàëîãi÷-íèõ îáñòåæåíü, ÿêi ïðîâîäèëèñÿ ðàíiøå;2. Ñïåöiàëüíî ïðîâåñòè ïîïåðåäí¹ ïðîáíå îáñòåæåííÿ ç ìàëèì îá-ñÿãîì m0, íàïðèêëàä, ç m0 = 30, çà ðåçóëüòàòàìè ÿêîãî îöiíèòèâèáiðêîâó äèñïåðñiþ
S2

0 = (1/(m0 − 1))
m0∑

i=1

(xi − x̄0),i ñêîðèñòàòèñÿ �îðìóëîþ (Êîêðåí (1976))
n ≈ S2

0

σ2
x̄

(1 + 2/m0);3. Îöiíèòè σ2 íà îñíîâi ïðèïóùåíü ùîäî ðîçïîäiëó ãåíåðàëüíî¨ ñó-êóïíîñòi òà ñïiââiäíîøåíü ìiæ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ ïîõèáêîþ òàìàêñèìàëüíèì iíòåðâàëîì âàð'þâàííÿ îçíàêè R = xmin − xmax äëÿîñíîâíèõ òèïiâ ðîçïîäiëiâ (Øâàðö (1978)).5.4.2 Âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè ïðè îöiíþâàííiñåðåäíüîãî ïðè çàäàíié ãðàíè÷íié ïîõèáöi ex̄Íåõàé çàäàíå áàæàíå çíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ ïîõèáêè ex̄ = uασx̄ (ðîçïîäië x̄ââàæà¹ìî ïðèáëèçíî íîðìàëüíèì).Ó öüîìó ðàçi îáñÿã âèáiðêè n âèçíà÷àþòü çà �îðìóëàìè
n =

Nu2
ασ2

Ne2
x̄ + u2

ασ2
=

N

1 + N(ex̄/uασ)2
=

u2
ασ2

e2
x̄ + u2

ασ2/Nòà
n ≈ (uασ/ex̄)

2 ïðè N → ∞,äå uα � êâàíòèëü ðiâíÿ 1−α/2 äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.5.4.3 Âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè ïðè îöiíþâàííiñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ïðè çàäàíié ñåðåäíüî-êâàäðàòè÷íié àáî ãðàíè÷íié ïîõèáöiÄîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ îçíàêè X
′ ìîæíà çíàéòè ëè-øå äëÿ ñêií÷åííî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç âiäîìèì îáñÿãîì N . Îòæå,



50 �ÎÇÄIË 5íåîáõiäíèé îáñÿã âèáiðêè, ùî ãàðàíòó¹ çàäàíó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ïî-õèáêó σX′ = NSx̄ âèçíà÷àþòü çà �îðìóëàìè
n =

Nσ2

Nσ2 + σ2
x′

=
N

1 + N(σx′/Nσ)2
,à ïðè çàäàíié ãðàíè÷íié ïîõèáöi ex′ = uασX′ � çà �îðìóëàìè

n =
N2u2

ασ2

e2
x′ + N2u2

ασ2
=

N

1 + N(ex′/Nuασ)2
.5.4.4 Âèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè ïðè çàäàíiéâiäíîñíié òî÷íîñòiÏåðåâàãà âiäíîñíèõ îöiíîê ó òîìó, ùî âîíè ¹ âåëè÷èíàìè, ÿêi íå ìàþòüðîçìiðíîñòi, i çà ¨õ äîïîìîãîþ ìîæíà ïîðiâíþâàòè òî÷íiñòü îöiíîê ðiç-íèõ îçíàê (i â ðiçíèõ îáñòåæåííÿõ). Ïðèïóñòèìî, ùî N ≈ N − 1. Tîäiïðè çàäàíîìó êîå�iöi¹íòi âàðiàöi¨ V îöiíêè ñåðåäíüîãî äëÿ íåîáõiäíîãîîáñÿãó âèáiðêè n ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

n =
V 2

V 2
x̄ + V 2/N

=
N

1 + N(Vx̄/V )2
, (5.8)i

n ≈ (V/Vx̄)
2 ïðè N → ∞ (f < 0.05). (5.9)Îñêiëüêè êîå�iöi¹íòè âàðiàöi¨ îöiíîê ñåðåäíüîãî òà ñóìàðíîãî çíà÷åí-íÿ äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó, òî �îðìóëè (5.8), (5.9) ìîæíà âèêîðèñòîâó-âàòè i òîäi, êîëè ìåòîþ äîñëiäæåíü ¹ ñóìàðíi çíà÷åííÿ îçíàê.Ïðè ïðàêòè÷íîìó âèêîðèñòàííi �îðìóë (5.8), (5.9) âèíèêàþòü ïðîá-ëåìè âèçíà÷åííÿ Vx̄, ÿêi ìè âæå îáãîâîðþâàëè. Ó öüîìó ðàçi ñëiä ñêî-ðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòàìè àíàëîãi÷íèõ ïîïåðåäíiõ îáñòåæåíü àáî iíøîþàïðiîðíîþ ií�îðìàöi¹þ, ùî äà¹ âåðõíþ îöiíêó äëÿ Vx̄.5.5 Îáñÿã âèáiðêè çà íåîáõiäíîñòi îòðèìàòèîöiíêè äëÿ ïiäðîçäiëiâ ñóêóïíîñòiÄîñèòü ÷àñòî ïîòðiáíî îòðèìàòè îöiíêè íå òiëüêè äëÿ ñóêóïíîñòi â öi-ëîìó, àëå é äëÿ ïiäðîçäiëiâ. ßêùî öi ïiäðîçäiëè ìîæíà âèäiëèòè çà-çäàëåãiäü, ÿê, íàïðèêëàä, ãåîãðà�i÷íi (àáî àäìiíiñòðàòèâíi) ðàéîíè, òî

ni çíàõîäèòüñÿ îêðåìî ïî êîæíîìó ïiäðîçäiëó. Ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåäí¹



ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÎÁÑß�Ó ÂÈÁI�ÊÈ 51òðåáà îöiíèòè äëÿ êîæíîãî ç ïiäðîçäiëiâ iç çàäàíîþ ñåðåäíüîêâàäðà-òè÷íîþ ïîõèáêîþ σ. Òîäi äëÿ i-òîãî ïiäðîçäiëó ni ≈ s2
i /σ

2, à çàãàëü-íèé îáñÿã âèáiðêè n =
∑k

i=1 ni =
∑k

i=1 s2
i /σ

2. ßêùî ìîæíà ââàæàòè, ùî
s2
1 ≈ . . . ≈ s2

k ≈ S2, S2 � äèñïåðñiÿ âñi¹¨ âèáiðêè, òî n = kS2/σ2. Öå îçíà-÷à¹, ùî êîëè áàæàíî îòðèìàòè îöiíêè ñåðåäíüîãî ç çàäàíîþ òî÷íiñòþäëÿ êîæíîãî ç k ïiäðîçäiëiâ ñóêóïíîñòi, òî òðåáà ïðîâåñòè â k ðàçiâ áiëü-øå îáñòåæåíü, íiæ êîëè á öÿ óìîâà ñòàâèëàñÿ ëèøå äëÿ âñi¹¨ ñóêóïíîñòiâ öiëîìó. Íà öåé �àêò ñëiä çâåðòàòè óâàãó ïðè ïëàíóâàííi îáñòåæåíü.Ó ðàçi, êîëè êëàñè�iêàöiÿ åëåìåíòiâ âèáiðêè ïî ïiäðîçäiëàõ ìîæåáóòè ïðîâåäåíà òiëüêè ïiñëÿ îáñòåæåííÿ, âèíèêàþòü ñïåöè�i÷íi çàäà÷i,ÿêi ðîçãëÿäàâ, íàïðèêëàä, Êîêðåí (1976), íèì æå äîñëiäæåíî çàäà÷óâèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè ç ïîãëÿäó òåîði¨ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü.5.6 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÂèçíà÷åííÿ îáñÿãó âèáiðêè n ïðîâîäÿòü çà âiäïîâiäíèìè òî÷íèìè àáîíàáëèæåíèìè òåîðåòè÷íèìè �îðìóëàìè. Äëÿ òîãî, ùîá ¨õ çàñòîñîâóâàòèïðè âiäîìié íåîáõiäíié òî÷íîñòi îöiíþâàííÿ, íàì ïîòðiáíî çíàòè ëèøåçíà÷åííÿ êâàíòèëåé íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó é iíîäi îöiíêó ÷àñòêè P ïðèïåðøîìó åòàïi îáñòåæåííÿ.Ïîêàæåìî, ÿê çíàõîäèòè â ïàêåòi STATISTICA öi ïîêàçíèêè.Êâàíòèëi íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëóÇàõîäèìî â ìîäóëü Basi
 Statisti
s and Tables. Âèáèðà¹ìî ïóíêòProbability Cal
ulator � äèâ. ðèñ. 5.1. Ïiñëÿ éîãî âiäêðèòòÿ âèáèðà¹ìîíîðìàëüíèé ðîçïîäië � äèâ. ðèñ. 5.2.Çìiíþþ÷è çíà÷åííÿ ó âiêîíöi ð, ó âiêîíöi Õ îòðèìóâàòèìåìî çíà÷åí-íÿ êâàíòèëåé ðiâíÿ ð. Âiäïîâiäíi õàðàêòåðèñòèêè áóäóòü âiäîáðàæàòèñÿãðà�i÷íî ÿê ïëîùi ïiä ãðà�iêîì ùiëüíîñòi i íà êðèâié, ùî çîáðàæà¹�óíêöiþ ðîçïîäiëó N(0,1) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.Ïiäñòàâèâøè öi ÷èñëà â �îðìóëè, çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà ëåãêîçíàõîäèòüñÿ âiäïîâiäíèé îáñÿã âèáiðêè n. ßêùî öåé ïîêàçíèê n ïîòðiáíîðàõóâàòè ÷àñòî, òî ïðîöåäóðó ëåãêî çàïðîãðàìóâàòè çà äîïîìîãîþ ìîâèStatisti
a Basi
.
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�èñ. 5.1. Iìîâiðíiñíèé êàëüêóëÿòîð

�èñ. 5.2. Êâàíòèëi íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó



�îçäië 6Ïåðåâiðêà ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç
6.1 Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè, îñíîâíi ïîíÿòòÿÎäíà ç îñíîâíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè � ïåðåâiðêà óçãîäæåíîñ-òi ðåçóëüòàòiâ ïîñëiäîâíîñòi ñïîñòåðåæåíü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç ãiïîòå-çàìè ïðî ðîçïîäië öèõ âåëè÷èí.Íåõàé ùîäî ðîçïîäiëó âèáiðêè ζ = (ξ1, ..., ξn) âiäîìî, ùî âií íàëå-æèòü äî äåÿêîãî êëàñó ðîçïîäiëiâ P. Íåõàé G ⊂ P � äåÿêèé ïiäêëàñ
P (ìîæëèâî G ìiñòèòü ëèøå îäèí ðîçïîäië F). Ïîòðiáíî çà ðåçóëüòàòà-ìè åêñïåðèìåíòó (ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè ζ(ω) = (ξ1(ω), ..., ξn(ω))) çðîáèòèâèñíîâîê: ðîçïîäië ζ ìîæå áóòè iç G ÷è íi.Ñòàòèñòè÷íèìè ãiïîòåçàìè áóäåìî íàçèâàòè ãiïîòåçè ïðî ðîçïîäiëèâèïàäêîâèõ âåëè÷èí.Íóëüîâà (îñíîâíà) ãiïîòåçà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ζ ìà¹ ðîçïîäië içïiäêëàñó G. Ïîçíà÷åííÿ: H0. �åøòó ãiïîòåç íàçèâàþòü àëüòåðíàòèâíèìè÷è êîíêóðåíòíèìè âiäíîñíî H0. Ïîçíà÷åííÿ: H1.Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ êëàñ P óòâîðåíèé ðîçïîäiëàìè Pθ, ÿêi âèçíà-÷àþòüñÿ ïàðàìåòðàìè θ ∈ Θ ⊂ Rs. Çà òàêèõ ïðèïóùåíü ñòàòèñòè÷íàãiïîòåçà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ïàðàìåòð θ ðîçïîäiëó Pθ íàëåæèòü âêàçàíiéìíîæèíi H0 ⊂ Θ. Äîïîâíåííÿ äî H0 : H1 = Θ\H0 áóäå òîäi àëüòåðíà-òèâíîþ ãiïîòåçîþ.Ï�ÈÊËÀÄ. Íåõàé ξ ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië. Òîäi

P = {Pθ, θ ∈ (0, 1)}, äå Pθ = θ(1 − θ)n, n = 0, 1, 2, ... .Íåõàé G = {P 1
2
}. Îòæå, îñíîâíà ãiïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ξ ìà¹òàêèé ðîçïîäië: P 1

2
= {

(
1
2

)n+1
, n = 0, 1, 2, ...}, à êîíêóðåíòíà ãiïîòåçà H1� â òîìó, ùî ðîçïîäië ξ � Pθ, äå θ ∈ (0, 1

2
) ∪ (1

2
, 1).ßêùî ãiïîòåçà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ζ ìà¹ ðîçïîäië K, äå K � åëåìåíòêëàñó P, òî êàæóòü, ùî öå � ïðîñòà ãiïîòåçà. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó53



54 �ÎÇÄIË 6ãiïîòåçó íàçèâàþòü ñêëàäíîþ. Ó ïàðàìåòðè÷íîìó âèïàäêó P = {Pθ, θ ∈
Θ ⊂ Rs} ãiïîòåçà H0 ïðîñòà, ÿêùî ìíîæèíà H0 ìiñòèòü ëèøå îäèíåëåìåíò ìíîæèíè Θ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ãiïîòåçà ñêëàäíà.Ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi H0 � ïðîñòà ãiïîòåçà, à H1 � ñêëàäíà.Çíàþ÷è ëèøå ðåàëiçàöiþ âèáiðêè ζ(ω) = (ξ1(ω), ..., ξn(ω)), íåîáõiäíîçðîáèòè âèñíîâîê: ðîçïîäië ζ ìîæå áóòè iç G (ãiïîòåçó H0 ïðèéìàþòü)÷è íi (ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü).Îòæå, ïîòðiáíî ìíîæèíó ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ζ(ω) (âèáiðêîâèé ïðî-ñòið) ðîçáèòè íà äâi ÷àñòèíè: ìíîæèíó ðåçóëüòàòiâ S, ïðè ÿêèõ H0 âiä-õèëÿþòü i S̄, ïðè ÿêèõ H0 ïðèéìàþòü.Îçíà÷åííÿ. Ìíîæèíó S íàçèâàþòü êðèòè÷íîþ ìíîæèíîþ (îáëàñòþ)÷è êðèòåði¹ì äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0, ÿêùî ïðè ζ(ω) ∈ S ãiïîòåçó H0âiäõèëÿþòü, à ïðè ζ(ω) 6∈ S ïðèéìàþòü.Îñêiëüêè êðèòè÷íó îáëàñòü ìîæíà âèáðàòè áàãàòüìà ñïîñîáàìè, ïî-ñòà¹ ïèòàííÿ: ÿêi ¹ ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè �ÿêîñòi� êðèòåðiþ.�iïîòåçó H0 ìè ïåðåâiðÿ¹ìî òàê: ÿêùî ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè ζ(ω) =
(ξ1(ω), ..., ξn(ω)) ïîòðàïëÿ¹ äî S, òî H0 âiäõèëÿ¹ìî, ÿêùî ζ(ω) 6∈ S, òîãiïîòåçó H0 ïðèéìà¹ìî. Ïðè öüîìó ó íàñ ìîæëèâi òàêi ïîìèëêè:1. �iïîòåçà H0 iñòèííà, àëå ìè ¨¨ âiäõèëèëè, îñêiëüêè ζ(ω) ∈ S;2. �iïîòåçà H0 õèáíà, àëå ìè ¨¨ ïðèéìà¹ìî, îñêiëüêè ζ(ω) 6∈ S.Ïîìèëêó 1 íàçèâàþòü ïîìèëêîþ ïåðøîãî ðîäó, à ïîìèëêó 2 � ïîìèëêîþäðóãîãî ðîäó. Íà ïðàêòèöi çâè÷àéíî iç äâîõ ãiïîòåç çà îñíîâó îáèðà-þòü òó, äëÿ ÿêî¨ ïîìèëêà ïåðøîãî ðîäó áiëüø �øêiäëèâà�, íiæ ïîìèëêàäðóãîãî ðîäó.Çðîçóìiëî, ùî îñêiëüêè ζ(ω) = (ξ1(ω), ..., ξn(ω)) � âèïàäêîâà âåëè÷è-íà, òî, âçàãàëi êàæó÷è, ïîáóäóâàòè êðèòåðié S, ÿêèé áè íå ïðèâîäèâ äîïîìèëîê, íåìîæëèâî. Çàòå ìîæíà âèáèðàòè êðèòåðié S òàê, ùîá áóëèíåâåëèêi éìîâiðíîñòi ïîìèëîê.Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:PH0(A) = supP∈G

P(A), PH1(A) = supP∈P\G
P(A).Ó ïàðàìåòðè÷íîìó âèïàäêó P = {Pθ, θ ∈ Θ ⊂ Rs} :PH0(A) = sup

θ∈H0

Pθ(A), PH1(A) = sup
θ∈H1=Θ\H0

Pθ(A).Îçíà÷åííÿ. �iâíåì çíà÷óùîñòi α êðèòåðiþ S íàçèâàþòü ÷èñëî:
α = PH0(S).



ÏÅ�ÅÂI�ÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ �IÏÎÒÅÇ 55�iâåíü çíà÷óùîñòi α îáìåæó¹ çâåðõó éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãîðîäó.Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöi¹þ ïîòóæíîñòi êðèòåðiþ S íàçèâàþòü �óíêöiþ
β : P\G → [0, 1], ÿêà äëÿ äîâiëüíîãî P ∈ P\G âèçíà÷åíà òàê:

β(P) = P(S).Öÿ �óíêöiÿ ïðè ðiçíèõ ðîçïîäiëàõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü àëüòåðíàòèâíiéãiïîòåçi, äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi ïîòðàïëÿííÿ ðåàëiçàöi¨ âèáiðêè â êðèòè÷-íó îáëàñòü ïðè ñïðàâåäëèâié àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi.ßêùî ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α êðèòåðié S ìîæíà âèáðàòèíå îäíèì ñïîñîáîì, òî ïîòðiáíî îáèðàòè òîé, ïðè ÿêîìó éìîâiðíiñòüïîìèëêè äðóãîãî ðîäó PH1(S̄) íàéìåíøà.Îñêiëüêè çâè÷àéíî ïîìèëêà ïåðøîãî ðîäó áiëüø �øêiäëèâà�, íiæäðóãîãî, òî äëÿ �ãàðíîãî� êðèòåðiþ ïåðåâiðêè ãiïîòåç ðiâåíü çíà÷óùî-ñòi α ìà¹ áóòè ìåíøèé éìîâiðíîñòi ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó PH1(S̄).Îçíà÷åííÿ. Íåõàé ðiâåíü çíà÷óùîñòi äîðiâíþ¹ α. Êðèòåðié S∗ íà-çèâàþòü ðiâíîìiðíî íàéáiëüø ïîòóæíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî iíøîãîêðèòåðiþ S : PH1(S∗) ≤ PH1(S).Ïðàöþâàòè ç âèáiðêàìè i êðèòåðiÿìè â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði Rn íå-çðó÷íî. Òîìó çâè÷àéíî äiþòü òàê: ðîçãëÿäàþòü äåÿêó äiéñíîçíà÷íó �óíê-öiþ ϕ : Rn → R (ñòàòèñòèêó). Âîíà âiäîáðàæà¹ êðèòè÷íó îáëàñòü S óäåÿêó ìíîæèíó I ⊂ R. ßêùî ïðè çàñòîñóâàííi ϕ äî ðåàëiçàöi¨ âèáiðêè
ζ(ω) = (ξ1(ω), ..., ξn(ω)) ϕ(ξ1(ω), ..., ξn(ω)) ∈ I, òî ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü,à ÿêùî ϕ(ξ1(ω), ..., ξn(ω)) ∈ R\I, òî ïðèéìàþòü. Çâè÷àéíî ðîçãëÿäàþòüòàêi I, ùî R\I = (a, b). (Ïðîìiæîê íå îáîâ'ÿçêîâî ñêií÷åííèé. Îäíå ç÷èñåë a, b ìîæå áóòè −∞ àáî +∞ âiäïîâiäíî.)6.2 Ïåðåâiðêà ãiïîòåç äëÿ íîðìàëüíèõðîçïîäiëiâ6.2.1 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãîÂèïàäîê, êîëè äèñïåðñiÿ íåâiäîìàÍåõàé ζ(ω) = (ξ1(ω), ..., ξn(ω)) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè iç ãåíåðàëüíî¨ñóêóïíîñòi ç íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì N(a, σ2) ç íåâiäîìèìè ïàðàìåòðàìè
a òà σ2. �iïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî a = a0. Êîíêóðåíòíà ãiïîòåçà H1



56 �ÎÇÄIË 6ìîæå áóòè àáî a 6= a0 (äâîñòîðîííÿ àëüòåðíàòèâà), àáî a > a0 (a < a0)(îäíîñòîðîííÿ àëüòåðíàòèâà).�îçãëÿíåìî îöiíêó ξ̄ = 1
n

∑n
i=1 ξi. Âîíà íåçìiùåíà i êîíçèñòåíòíà îöií-êà ïàðàìåòðà a. Îòæå, âiäõèëåííÿ ξ̄ âiä a â ñåðåäíüîìó ìåíøå, íiæ âiä-õèëåííÿ ξ̄ âiä a0 6= a. Òîìó êðèòåðié ìîæíà áóäóâàòè òàê: âiäõèëÿòèãiïîòåçó H0, ÿêùî ξ̄ − a0 âåëèêå, i ïðèéìàòè H0, ÿêùî ξ̄ − a0 ìàëå.Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà

ϕ(ζ) =
ξ̄ − a

s/
√

n
, äå s2 =

1

n − 1

n∑

i=1

(ξi − ξ̄)2,ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç (n − 1) ñòóïåíåì âiëüíîñòi.Íåõàé t1−α
2

,n−1 � êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α
2
ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç (n− 1)ñòóïåíåì âiëüíîñòi. Áóäåìî ïðèéìàòè ãiïîòåçó H0: a = a0, ÿêùî

|ξ̄ − a0|
s/
√

n
< t1−α

2
,n−1i âiäõèëÿòè, ÿêùî

|ξ̄ − a0|
s/
√

n
≥ t1−α

2
,n−1.Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó ïðè öüîìó � α. Äëÿ ïîáóäîâàíî-ãî òàê êðèòåðiþ êîíêóðåíòíà ãiïîòåçà áóëà a 6= a0. Ïðè îäíîñòîðîííiéàëüòåðíàòèâi, íàïðèêëàä a > a0, ãiïîòåçó âiäõèëÿþòü, ÿêùî

ξ̄ − a0

s/
√

n
≥ t1−α,n−1.�iâåíü çíà÷óùîñòi öüîãî êðèòåðiþ � α.Âèïàäîê, êîëè äèñïåðñiÿ âiäîìàßêùî íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó äèñïåðñiÿ σ2 âiäîìà, òîäëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ ìîæíà ðîçãëÿíóòè ñòàòèñòèêó ϕ(ζ) = ξ̄−a

σ/
√

n
, ÿêàìà¹ íîðìàëüíèé N(0, 1) ðîçïîäië. Íåõàé d1−α

2
� êâàíòèëü ðiâíÿ 1 − α

2íîðìàëüíîãî N(0, 1) ðîçïîäiëó. Áóäåìî ïðèéìàòè ãiïîòåçó H0: a = a0,ÿêùî
|ξ̄ − a0|
σ/

√
n

< d1−α
2
,i âiäõèëÿòè, ÿêùî

|ξ̄ − a0|
σ/

√
n

≥ d1−α
2
.



ÏÅ�ÅÂI�ÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ �IÏÎÒÅÇ 57�iâåíü çíà÷óùîñòi òàêîãî êðèòåðiþ α.Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî ïðè îäíîñòîðîííié àëüòåðíàòèâi H1: a >
a0, êðèòåðié ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α :

ξ̄ − a0

σ/
√

n
≥ d1−α.6.2.2 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõÂèïàäîê, êîëè äèñïåðñi¨ íåâiäîìiÍåõàé ζ1 = (ξ1, ..., ξn) i ζ2 = (η1, ..., ηm) � äâi íåçàëåæíi âèáiðêè çãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé ç ðîçïîäiëàìè N(a1, σ

2) i N(a2, σ
2) âiäïîâiäíî.Ïàðàìåòðè a1, a2, σ

2 � íåâiäîìi.Îñíîâíà ãiïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî a1 = a2. Êîíêóðåíòíà ãiïî-òåçà H1: a1 6= a2.�îçãëÿíåìî îöiíêó
ξ̄ − η̄ =

1

n

n∑

i=1

ξi −
1

m

m∑

j=1

ηj.Âîíà ¹ íåçìiùåíîþ i ñëóøíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà a1 − a2. Îòæå, âiä-õèëåííÿ ξ̄ − η̄ âiä a1 − a2 â ñåðåäíüîìó ìåíøå íiæ âiäõèëåííÿ ξ̄ − η̄âiä áóäü-ÿêîãî iíøîãî ÷èñëà. Òîìó êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ðiâíîñòi ñå-ðåäíiõ ïîòðiáíî áóäóâàòè òàê: âiäõèëÿòè ãiïîòåçó H0, ÿêùî ξ̄ − η̄ çíà÷íîâiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 0 i ïðèéìàòè H0, ÿêùî çíà÷åííÿ ξ̄− η̄ áëèçüêå äî íóëÿ.Íåõàé
s2

ξ =
1

n − 1

n∑

i=1

(ξi − ξ̄)2, s2
η =

1

m − 1

m∑

j=1

(ηj − η̄)2,

s2 =
1

n + m − 2
[(n − 1)s2

ξ + (m − 1)s2
η].Äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî ïðè a1 = a2 ñòàòèñòèêà

ξ̄ − η̄

s
√

n+m
nmìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç (n + m − 2) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Îòæå, êðèòåðié òàêèé: ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü, ÿêùî

|ξ̄ − η̄|
s
√

n+m
nm

≥ t1−α
2

,n+m−2,



58 �ÎÇÄIË 6i ïðèéìàþòü â iíøîìó âèïàäêó. �iâåíü çíà÷óùîñòi öüîãî êðèòåðiþ � α.Ïðè îäíîñòîðîííié àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1: a1 > a2 ãiïîòåçó H0âiäõèëÿþòü, ÿêùî
ξ̄ − η̄

s
√

n+m
nm

≥ t1−α,n+m−2.�iâåíü çíà÷óùîñòi òàêîãî êðèòåðiþ òàêîæ α.Âèïàäîê, êîëè äèñïåðñi¨ âiäîìißêùî, íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, äèñïåðñi¨ σ2
1 òà σ2

2 äëÿçàêîíiâ ðîçïîäiëó âèáiðîê ζ1 òà ζ2 âiäîìi, òî äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0âèêîðèñòîâóþòü ñòàòèñòèêó
ξ̄ − η̄ − (a1 − a2)√

σ2
1

n
+

σ2
2

m

,ÿêà ìà¹ íîðìàëüíèé N(0, 1) ðîçïîäië. Òîìó ãiïîòåçó H0, a1 = a2 âiä-õèëÿþòü ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi α i àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1: a1 6= a2,ÿêùî
|ξ̄ − η̄|
√

σ2
1

n
+

σ2
2

m

> d1−α
2
,i ïðèéìàòü â iíøîìó âèïàäêó. Ïðè îäíîñòîðîííié àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi

a1 > a2, êðèòåðié:
ξ̄ − η̄

√
σ2
1

n
+

σ2
2

m

> d1−α.6.2.3 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨Âèïàäîê, êîëè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ íåâiäîìåÍåõàé ζ(ω) = (ξ1(ω), ..., ξn(ω)) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè iç ãåíåðàëüíî¨ñóêóïíîñòi ç íîðìàëüíèì N(a, σ2) ðîçïîäiëîì. Ïàðàìåòðè a i σ2 � íåâi-äîìi. �iïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî σ2 = σ2
0. Êîíêóðóþ÷à ãiïîòåçà H1ìîæå áóòè àáî σ2 6= σ2

0 (äâîñòîðîííÿ àëüòåðíàòèâà) àáî σ2 > σ2
0 (σ2 < σ2

0)(îäíîñòîðîííÿ àëüòåðíàòèâà).�îçãëÿíåìî îöiíêó s2 = 1
n−1

∑n
i=1(ξi − ξ̄)2. ßê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå,âîíà ¹ íåçìiùåíîþ i ñëóøíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà σ2. Îòæå, âiäõèëåííÿ

s2

σ2 âiä 1 â ñåðåäíüîìó ìåíøå, íiæ âiäõèëåííÿ s2

σ2 âiä áóäü-ÿêîãî iíøîãî÷èñëà. Òîìó êðèòåðié ìîæíà áóäóâàòè òàê: ïðèéìàòè ãiïîòåçó H0, ÿêùîâiäíîøåííÿ s2

σ2
0
áëèçüêå äî 1, i âiäõèëÿòè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.



ÏÅ�ÅÂI�ÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ �IÏÎÒÅÇ 59Äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà
(n−1)s2

σ2 ìà¹ χ2 ðîçïîäië ç (n − 1) ñòóïåíåì âiëüíîñòi.Íåõàé χ2
γ,n−1 � êâàíòèëü ðiâíÿ γ ðîçïîäiëó χ2 ç (n − 1) ñòóïåíåìâiëüíîñòi. Áóäåìî ïðèéìàòè ãiïîòåçó H0: σ2 = σ2

0, ÿêùî
(n − 1)s2

σ2
0

∈ (χ2
α
2

,n−1, χ
2
1−α

2
,n−1),i âiäõèëÿòè â iíøèõ âèïàäêàõ. �iâåíü çíà÷óùîñòi òàêîãî êðèòåðiþ α.Öåé êðèòåðié çàñòîñîâó¹ìî ó âèïàäêó äâîñòîðîííüî¨ àëüòåðíàòèâè. Äëÿîäíîñòîðîííüî¨ àëüòåðíàòèâè, íàïðèêëàä σ2 > σ2

0, ìà¹ìî êðèòåðié:
(n − 1)s2

σ2
0

≥ χ2
1−α,n−1.�iâåíü çíà÷óùîñòi òàêîãî êðèòåðiþ � α.Âèïàäîê, êîëè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiäîìåßêùî ïàðàìåòð a âiäîìèé, òî ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ñòàòèñòèêó nσ̂2

σ2
0

, äå
σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(ξi − a)2, ÿêà ìà¹ χ2 ðîçïîäië ç n ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Òîäi ãiïîòåçó H0: σ2 = σ2

0 ïðèéìà¹ìî, ÿêùî
nσ̂2

σ2
0

∈ (χ2
α
2

,n, χ2
1−α

2
,n),i âiäõèëÿ¹ìî â iíøèõ âèïàäêàõ. �iâåíü çíà÷óùîñòi òàêîãî êðèòåðiþ çäâîñòîðîííüîþ àëüòåðíàòèâîþ äîðiâíþ¹ α.Äëÿ îäíîñòîðîííüî¨ àëüòåðíàòèâè, íàïðèêëàä, σ2 > σ2

0, ïðè ðiâíi çíà-÷óùîñòi α çàñòîñîâóþòü êðèòåðié:
nσ̂2

σ2
0

≥ χ2
1−α,n.6.2.4 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî ðiâíiñòü äèñïåðñiéÂèïàäîê, êîëè ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ íåâiäîìiÍåõàé ζ1(ω) = (ξ1(ω), ..., ξn(ω)) i ζ2(ω) = (η1(ω), ..., ηm(ω)) � ðåàëi-çàöi¨ âèáiðîê iç ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé ç íîðìàëüíèìè ðîçïîäiëàìè

N(a1, σ
2
1) òà N(a2, σ

2
2) âiäïîâiäíî. Âñi ïàðàìåòðè a1, σ

2
1, a2, σ

2
2 � íåâiäîìi.Îñíîâíà ãiïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî σ2

1 = σ2
2 . Êîíêóðåíòíà ãiïî-òåçà H1: σ2

1 6= σ2
2. Îöiíêè

s2
ξ =

1

n − 1

n∑

i=1

(ξi − ξ̄)2, s2
η =

1

m − 1

m∑

j=1

(ηj − η̄)2



60 �ÎÇÄIË 6� íåçìiùåíi ñëóøíi îöiíêè äëÿ ïàðàìåòðiâ σ2
1 òà σ2

2 âiäïîâiäíî. Òîìóâiäõèëåííÿ s2
ξ

s2
η
âiä σ2

1

σ2
2
â ñåðåäíüîìó ìåíøå, íiæ âiäõèëåííÿ s2

ξ

s2
η
âiä áóäü-ÿêîãî iíøîãî ÷èñëà.Òîìó êðèòåðié ïîòðiáíî áóäóâàòè òàê: âiäõèëÿòè ãiïîòåçó H0, ÿêùî

s2
ξ

s2
η
çíà÷íî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 1, i ïðèéìàòè H0 ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.Ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî ïðè σ2

1 = σ2
2 ñòàòèñòèêà s2

ξ

s2
η
ìà¹ ðîçïîäië Ôi-øåðà ç (n − 1, m − 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Íåõàé Fγ,(n−1,m−1) � êâàíòèëü ðiâíÿ γ ðîçïîäiëó Ôiøåðà ç (n − 1, m− 1)ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi. Êðèòåðié òàêèé: ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü, ÿêùî

s2
ξ

s2
η

6∈ (Fα
2

,(n−1,m−1), F1−α
2

,(n−1,m−1)),i ïðèéìàþòü ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. �iâåíü çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ α.Îñêiëüêè Fα,(n,m) = 1
F1−α,(m,n)

, òî êðèòè÷íó îáëàñòü ìîæíà çàïèñàòèùå òàê: (
1

F1−α
2

,(m−1,n−1)

, F1−α
2

,(n−1,m−1)

)
.Äëÿ îäíîñòîðîííüî¨ àëüòåðíàòèâè σ2

1 > σ2
2 êðèòåðié ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi

α ìà¹ âèãëÿä
s2

ξ

s2
η

≥ F1−α,(n−1,m−1).Âèïàäîê, êîëè ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ âiäîìißêùî ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ïàðàìåòðè a1 òà a2 âiäîìi, òî âèêîðèñòî-âó¹ìî ñòàòèñòèêó
σ̂2

1

σ̂2
2

=
1
n

∑n
i=1(ξi − a1)

2

1
m

∑m
j=1(ηj − a2)2

,ÿêà ìà¹ ðîçïîäië Ôiøåðà ç (n, m) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Ïðè äâîñòîðîííié àëüòåðíàòèâi êðèòåðié ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α òà-êèé:
σ̂2

1

σ̂2
2

6∈ (
1

F1−α
2

,(m,n)

, F1−α
2

,(n,m)).À ïðè îäíîñòîðîííié àëüòåðíàòèâi σ2
1 > σ2

2 :

σ̂2
1

σ̂2
2

≥ F1−α,(n,m).
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�èñ. 6.1. t-êðèòåðié äëÿ íåçàëåæíèõ âèáiðîêÓ áàãàòüîõ âèïàäêàõ, ïðè äîñèòü âåëèêîìó îáñÿçi âèáiðêè, çàïðî-ïîíîâàíi êðèòåði¨ âèêîðèñòîâóþòü i äëÿ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé, ÿêiíå ìàþòü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Öå ãðóíòó¹òüñÿ íà òîìó �àêòi, ùî,çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ, ξ̄ òà η̄ ðîçïîäiëåíi àñèìïòîòè÷íîíîðìàëüíî.6.3 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÏðîäåìîíñòðó¹ìî, ÿê ïåðåâiðÿòè ðiçíi ãiïîòåçè çà äîïîìîãîþ ïàêåòóSTATISTICA. �îçãëÿíåìî äâà ïðèêëàäè � çàñòîñóâàííÿ t-òåñòó òà çà-ñòîñóâàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ òåñòiâ íà âèÿâëåííÿ ðiçíèöi ó âàæëèâèõ ïî-êàçíèêàõ ðîçïîäiëiâ.Çàñòîñóâàííÿ t-òåñòót-òåñò çíàõîäèòüñÿ â ìîäóëi The Basi
 Statisti
s and Tables.Âèáèðà¹ìî ó âiêíi, ùî âiäêðèëîñÿ, âèõiä t-test for Independent Samplesàáî t-test for Dependent Samples � äèâ. ðèñ. 6.1.t-êðèòåðié � íàéáiëüø ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàíèé ìåòîä âèÿâëåííÿ ðîç-áiæíîñòi ìiæ ñåðåäíiìè äâîõ âèáiðîê. Íàïðèêëàä, t-êðèòåðié ìîæíà âè-



62 �ÎÇÄIË 6êîðèñòîâóâàòè äëÿ ïîðiâíÿííÿ ñåðåäíiõ ïîêàçíèêiâ ãðóïè, â ÿêié ïðîâî-äèëàñü ðåêëàìíà êîìïàíiÿ, ç êîíòðîëüíîþ ãðóïîþ, äå ðåêëàìà íå ïðîâî-äèëàñü.Òåîðåòè÷íî t-êðèòåðié ìîæå çàñòîñîâóâàòèñÿ, íàâiòü ÿêùî îáñÿãè âè-áiðîê äóæå íåâåëèêi (íàïðèêëàä, 10; äåÿêi äîñëiäíèêè ñòâåðäæóþòü, ùîìîæíà äîñëiäæóâàòè âèáiðêè ìåíøîãî îáñÿãó), i ÿêùî çìiííi íîðìàëüíîðîçïîäiëåíi (óñåðåäèíi ãðóï), à äèñïåðñi¨ ñïîñòåðåæåíü ó ãðóïàõ íå çà-íàäòî âiäðiçíÿþòüñÿ. Ïðèïóùåííÿ ïðî íîðìàëüíiñòü ìîæíà ïåðåâiðèòè,äîñëiäæóþ÷è ðîçïîäië (íàïðèêëàä, âiçóàëüíî çà äîïîìîãîþ ãiñòîãðàìè)àáî çàñòîñóâàâøè ÿêèéñü êðèòåðié íîðìàëüíîñòi. �iâíiñòü äèñïåðñié óäâîõ ãðóïàõ ìîæíà ïåðåâiðèòè çà äîïîìîãîþ F -êðèòåðiþ ÷è âèêîðèñòî-âóâàòè áiëüø ñòiéêèé êðèòåðié Ëåâåíà. ßêùî óìîâè çàñòîñîâóâàíîñòit-êðèòåðiþ íå âèêîíàíi, âàðòî âèêîðèñòîâóâàòè íåïàðàìåòðè÷íi àëüòåð-íàòèâè t-êðèòåðiþ (äèâ. ðîçäië Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨).p-ðiâåíü çíà÷óùîñòi t-êðèòåðiþ äîðiâíþ¹ iìîâiðíîñòi ïîìèëêîâî âiä-êèíóòè ãiïîòåçó ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ äâîõ âèáiðîê, êîëè íàñïðàâäi öÿãiïîòåçà iñòèííà. Iíøèìè ñëîâàìè, âií äîðiâíþ¹ iìîâiðíîñòi ïîìèëêèïðèéíÿòè ãiïîòåçó ïðî íåðiâíiñòü ñåðåäíiõ, êîëè íàñïðàâäi ñåðåäíi ðiâíi.ßê öå âèãëÿäà¹ â ïàêåòi STATISTICA � äèâ. ðèñ.6.2. Äåÿêi äîñëiäíèêèïðîïîíóþòü, ó âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäàþòü âiäìiííîñòi òiëüêè â îäíîìóíàïðÿìêó (íàïðèêëàä, ðîçãëÿäàþòü àëüòåðíàòèâó: ñåðåäí¹ â ïåðøié ãðó-ïi áiëüøå (ìåíøå), íiæ ñåðåäí¹ â äðóãié), âèêîðèñòîâóâàòè îäíîái÷íèét-òåñò.Ùîá çàñòîñóâàòè t-êðèòåðié â ïàêåòi STATISTICA äëÿ íåçàëåæíèõâèáiðîê, ïîòðiáíà, ïðèíàéìíi, îäíà íåçàëåæíà (ùî ãðóïó¹) çìiííà (íà-ïðèêëàä, ñòàòü: ÷îëîâiê/æiíêà) i îäíà çàëåæíà çìiííà (íàïðèêëàä, òå-ñòîâå çíà÷åííÿ äåÿêîãî ïîêàçíèêà, îöiíêà, i ò.ä.). Âèáið ¨õ ó ïàêåòiSTATISTICA âèäíî íà ðèñ. 6.3.Çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ çíà÷åíü íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ (öi çíà÷åííÿíàçèâàþòü êîäàìè, íàïðèêëàä, ÷îëîâiê i æiíêà) äàíi ðîçáèâàþòüñÿ íà äâiãðóïè. Ìîæíà çðîáèòè àíàëiç íàñòóïíèõ äàíèõ çà äîïîìîãîþ t-òåñòó, ùîïîðiâíþ¹ ñåðåäí¹ IQ äëÿ ÷îëîâiêiâ i æiíîê.Ñòàòü IQñïîñòåðåæåííÿ 1ñïîñòåðåæåííÿ 2ñïîñòåðåæåííÿ 3ñïîñòåðåæåííÿ 4ñïîñòåðåæåííÿ 5 ÷îëîâiê÷îëîâiê÷îëîâiêæiíêàæiíêà 111110109102104ñåðåäí¹ IQ äëÿ ÷îëîâiêiâ = 110ñåðåäí¹ IQ äëÿ æiíîê = 103
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�èñ. 6.2. p-ðiâåíü çíà÷óùîñòi t-êðèòåðiþ

�èñ. 6.3. t-êðèòåðié äëÿ íåçàëåæíèõ âèáiðîê



64 �ÎÇÄIË 6

�èñ. 6.4. Êîðîáêè ç âóñàìèÂiçóàëüíî ïîðiâíÿòè ñåðåäíi i ìiðè âiäõèëåííÿ âiä ñåðåäíüîãî â ãðó-ïàõ ìîæíà çà äîïîìîãîþ äiàãðàì ðîçìàõó � êîðîáîê ç âóñàìè (äèâ.ðèñ. 6.4).Íà ïðàêòèöi ÷àñòî ïîòðiáíî ïîðiâíþâàòè áiëüøå äâîõ ãðóï äàíèõ àáîïîðiâíþâàòè ãðóïè, ñòâîðåíi áiëüø íiæ îäíi¹þ íåçàëåæíîþ çìiííîþ. Óòàêèõ áiëüø ñêëàäíèõ äîñëiäæåííÿõ âàðòî âèêîðèñòîâóâàòè Äèñïåðñié-íèé àíàëiç, ÿêèé ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ t-êðèòåðiþ. Ôà-êòè÷íî ó âèïàäêó îäíî�àêòîðíîãî ïîðiâíÿííÿ äâîõ ãðóï äèñïåðñiéíèéàíàëiç äà¹ ðåçóëüòàòè, iäåíòè÷íi t-êðèòåðiþ. Îäíàê, ÿêùî ïëàí iñòîòíîáiëüø ñêëàäíèé, ñëiä âiääàòè ïåðåâàãó ANOVA ïåðåä t-êðèòåði¹ì (íàâiòüÿêùî âèêîðèñòîâóþòü ïîñëiäîâíiñòü t-êðèòåði¨â).Ïðîäåìîíñòðó¹ìî âèêîðèñòàííÿ t-êðèòåðiþ íà êîíêðåòíié çàäà÷i. Äå-ÿêié ãðóïi ëþäåé áóëî çàïðîïîíîâàíî îöiíèòè â áàëàõ îäèí iç çàãàëüíî-äåðæàâíèõ òåëåâiçiéíèõ êàíàëiâ çà òàêèìè ïîêàçíèêàìè:Ïîêàçíèê 1: ÿêiñòü ií�îðìàöiéíèõ ïðîãðàì;Ïîêàçíèê 2: ÿêiñòü ðîçâàæàëüíèõ ïðîãðàì;Ïîêàçíèê 3: ÿêiñòü ðåêëàìíèõ ìàòåðiàëiâ;Ïîêàçíèê 4: âðàõóâàííÿ iíòåðåñiâ àóäèòîði¨.Ïðè îïèòóâàííi �iêñóâàëàñü ñòàòü ðåñïîíäåíòiâ. Áóëî îäåðæàíî òàêiðåçóëüòàòè:



ÏÅ�ÅÂI�ÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ �IÏÎÒÅÇ 65� Ñòàòü 1 2 3 4 � Ñòàòü 1 2 3 41 × 8 5 3 5 19 × 8 5 3 52 Æ 5 8 6 5 20 Æ 5 8 6 53 Æ 4 9 5 3 21 Æ 4 9 5 34 Æ 6 7 4 4 22 × 7 7 4 45 × 7 2 4 6 23 Æ 7 3 4 66 × 9 1 1 7 24 × 9 1 4 77 Æ 3 6 2 9 25 Æ 3 6 2 98 × 5 4 4 2 26 × 4 4 1 29 Æ 2 8 4 1 27 Æ 2 6 4 110 Æ 4 9 2 3 28 × 4 9 2 311 × 9 4 2 4 29 Æ 9 5 2 412 × 5 5 2 5 30 × 6 4 2 313 Æ 6 9 6 7 31 × 6 8 2 714 Æ 2 7 9 2 32 Æ 3 8 5 215 × 9 3 5 2 33 Æ 8 3 5 216 Æ 3 8 8 7 34 Æ 2 8 2 717 × 8 2 4 8 35 × 7 3 2 818 Æ 5 6 8 6 36 Æ 8 5 2 6Ïîðiâíÿ¹ìî ñåðåäíi çíà÷åííÿ îöiíîê, âèñòàâëåíèõ ÷îëîâiêàìè òà æií-êàìè, çà âñiìà ðîçãëÿíóòèìè ïîêàçíèêàìè. �iâåíü çíà÷óùîñòi âiçüìåìî
α = 0, 05.Çàñòîñó¹ìî ïðîöåäóðó t-test for independent samples ìîäóëÿ Basi
Statisti
s and Tables. Ââåäåìî òàáëèöþ äàíèõ iç 5 çìiííèõ òà 36 çíà÷åíü:Ïåðøà çìiííà: ñòàòü (STAT) � M, F;Äðóãà çìiííà: áàë çà ÿêiñòü ií�îðìàöiéíèõ ïðîãðàì (INF) � 0-9;Òðåòÿ çìiííà: áàë çà ÿêiñòü ðîçâàæàëüíèõ ïðîãðàì (ROZV) � 0-9;×åòâåðòà çìiííà: áàë çà ÿêiñòü ðåêëàì (RECL) � 0-9;Ï'ÿòà çìiííà: áàë çà âðàõóâàííÿ iíòåðåñiâ àóäèòîði¨ (INT) � 0-9.Ó âiêíi, ùî âiäêðè¹òüñÿ, âèáåðåìî Input file: One re
ord per 
ase(use a grouping variable), çìiííi Variables (Grouping variable: 1-STAT,Dependent variables: 2-INF � 5-INT). Âèáåðåìî êîäè (Code for group 1:



66 �ÎÇÄIË 6M, Code for Group 2: F) òà îïöi¨ � Options (t-text with separate vari-an
e estimates, Multivariate test (Hotelling's TI)). �åçóëüòàòîì ðîáîòèïðîöåäóðè ¹ òàêà òàáëèöÿ:Grouping: STAT Group 1: M; Group 2: FTI(
asewise MD)=26,0749 F(4,31)=5,9436 p<0,00114Variable Mean Mean t-value df p t separ. dfM F var.est.INF 6,94 4,55 3,53 34 0,0012 3,62 33,99ROZV 4,19 6,90 -3,90 34 0,0004 -3,80 28,50RECL 2,81 4,55 -2,84 34 0,0076 -3,01 30,79INT 4,88 4,60 0,35 34 0,7271 0,36 33,81p Val. N Val. N Std.D. Std.D. F-ratio p2-sided M F M F varian
e varian
e0,0009 16 20 1,77 2,19 1,53 0,40760,0007 16 20 2,32 1,86 1,55 0,36520,0052 16 20 1,22 2,19 3,20 0,02640,7225 16 20 2,13 2,48 1,36 0,5501�åçóëüòàòè îá÷èñëåíü äàþòü çìîãó ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ äâîõ âè-áiðîê (÷îëîâi÷à i æiíî÷à) äèñïåðñi¨ çìiííî¨ RECL ìîæíà ââàæàòè ðiç-íèìè (p varian
s = 0,0264), ðiçíèöi ìiæ îöiíêàìè äèñïåðñié (Std.D.)iíøèõ çìiííèõ áiëüøå âèïàäêîâi, íiæ ïîâ'ÿçàíi ç âiäìiííîñòÿìè äèñïåð-ñié (p varian
s > 0,05). Çâiäñè ïîòðiáíî ââàæàòè ñòàòèñòè÷íî çíà÷óùèìèðiçíèöi ìiæ ñåðåäíiìè çìiííèõ INF (p = 0,0012), ROZV (p = 0,004),RECL (p 2-sided = 0,0052). Êðiì òîãî, ìà¹ìî ðåçóëüòàòè áàãàòîâèìiðíîãîòåñòó íà âiäìiííiñòü âåêòîðiâ ñåðåäíiõ îáîõ âèáiðîê. Ïðè ðiâíi çíà÷óùî-ñòi p < 0,00114 âåêòîðè ñåðåäíiõ ¹ ðiçíèìè.Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi çàóâàæèìî, ùî îáñÿãè îáîõ âèáiðîê ¹ íåäîñòàò-íüî âåëèêèìè, ùîá îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà áóëî ââàæàòè ÿêiñíèìè.t-êðèòåðié äëÿ çàëåæíèõ âèáiðîêÑòóïiíü ðîçáiæíîñòi ìiæ ñåðåäíiìè â äâîõ ãðóïàõ çàëåæèòü âiä âíóò-ðiøíüîãðóïîâî¨ âàðiàöi¨ (äèñïåðñi¨) çìiííèõ. Çàëåæíî âiä òîãî, íàñêiëü-êè ðiçíi öi çíà÷åííÿ äëÿ êîæíî¨ ãðóïè, ðiçíèöÿ ìiæ ãðóïîâèìè ñåðåäíiìèïîêàçó¹ áiëüø ñèëüíèé ÷è áiëüø ñëàáêèé ñòóïiíü çàëåæíîñòi ìiæ íåçà-ëåæíîþ (ùî ãðóïó¹) i çàëåæíîþ çìiííèìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî ñåðåäí¹



ÏÅ�ÅÂI�ÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ �IÏÎÒÅÇ 67IQ äîðiâíþâàëî 102 äëÿ ÷îëîâiêiâ i 104 äëÿ æiíîê, òî ðiçíèöÿ âíóòði-øíüîãðóïîâèõ ñåðåäíiõ òiëüêè íà âåëè÷èíó 2 áóäå íàäçâè÷àéíî âàæëèâà,êîëè âñi çíà÷åííÿ IQ ÷îëîâiêiâ ëåæàòü â iíòåðâàëi âiä 101 äî 103, à âñiçíà÷åííÿ IQ æiíîê � â iíòåðâàëi 103 � 105. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíàäîñèòü äîáðå ïåðåäáà÷èòè IQ (çíà÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨), âèõîäÿ÷è çiñòàòi ñóá'¹êòà (íåçàëåæíî¨ çìiííî¨). Îäíàê ÿêùî òà æ ðiçíèöÿ 2 îòðè-ìàíà iç ñèëüíî ðîçêèäàíèõ äàíèõ (íàïðèêëàä, ùî çìiíþþòüñÿ â ìåæàõâiä 0 äî 200), òî öi¹þ ðiçíèöåþ öiëêîì ìîæíà çíåõòóâàòè. Òàêèì ÷èíîì,ìîæíà ñêàçàòè, ùî çìåíøåííÿ âíóòðiøíüîãðóïîâî¨ âàðiàöi¨ çáiëüøó¹ ÷ó-òëèâiñòü êðèòåðiþ.t-êðèòåðié äëÿ çàëåæíèõ âèáiðîê êîðèñíèé ó òèõ ñèòóàöiÿõ, ÿêi ÷àñ-òî âèíèêàþòü íà ïðàêòèöi, êîëè âàæëèâå äæåðåëî âíóòðiøíüîãðóïîâî¨âàðiàöi¨ (÷è ïîìèëêè) ìîæå áóòè ëåãêî âèçíà÷åíå i âèëó÷åíå ç àíàëiçó.Íàïðèêëàä, öå ñòîñó¹òüñÿ åêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ äâi ïîðiâíþâàíi ãðóïè ðóíòóþòüñÿ íà îäíié i òié æå ñóêóïíîñòi ñïîñòåðåæåíü (ñóá'¹êòiâ), ÿêiòåñòóâàëè äâi÷i (íàïðèêëàä, äî i ïiñëÿ àãiòàöi¨, äî i ïiñëÿ âèáîðiâ). Óïîäiáíèõ åêñïåðèìåíòàõ çíà÷íà ÷àñòèíà âíóòðiøíüîãðóïîâî¨ ìiíëèâîñ-òi (âàðiàöi¨) â îáîõ ãðóïàõ ìîæå áóòè ïîÿñíåíà iíäèâiäóàëüíèìè ðîçái-æíîñòÿìè ñóá'¹êòiâ. Çàóâàæèìî, ùî íàñïðàâäi òàêà ñèòóàöiÿ íå íàäòîâiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òi¹¨, êîëè ïîðiâíþâàíi ãðóïè çîâñiì íåçàëåæíi (äèâ.
t-êðèòåðié äëÿ íåçàëåæíèõ âèáiðîê), äå iíäèâiäóàëüíi âiäìiííîñòi òàêîæìàþòü âíåñîê ó äèñïåðñiþ ïîìèëêè. Îäíàê ó âèïàäêó íåçàëåæíèõ âèái-ðîê, íåìîæëèâî ç öèì íi÷îãî çðîáèòè, òîìó ùî íåìîæëèâî âèçíà÷èòè (÷è�âèäàëèòè�) ÷àñòèíó âàðiàöi¨, çâ'ÿçàíó ç iíäèâiäóàëüíèìè ðîçáiæíîñòÿìèñóá'¹êòiâ. ßêùî æ òó ñàìó âèáiðêó òåñòóþòü äâi÷i, òî ìîæíà âèëó÷èòèöþ ÷àñòèíó âàðiàöi¨. Çàìiñòü äîñëiäæåííÿ êîæíî¨ ãðóïè îêðåìî é àíà-ëiçó ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïðîñòî ðiçíèöþ ìiæ äâîìàâèìiðàìè (íàïðèêëàä, �äî ïðèéîìó ëiêiâ� i �ïiñëÿ ïðèéîìó ëiêiâ�) äëÿêîæíîãî ñóá'¹êòà. Âiäíiìàþ÷è ïåðøi çíà÷åííÿ âiä äðóãèõ (äëÿ êîæíîãîñóá'¹êòà) i àíàëiçóþ÷è ïîòiì òiëüêè öi �÷èñòi (ïàðíi) ðiçíèöi�, âèëó÷àþòüòó ÷àñòèíó âàðiàöi¨, ÿêà ¹ ðåçóëüòàòîì ðîçáiæíîñòi ïî÷àòêîâèõ ðiâíiâ ií-äèâiäóóìiâ. Ñàìå òàê i ïðîâîäÿòü îá÷èñëåííÿ â t-êðèòåði¨ äëÿ çàëåæíèõâèáiðîê. Ó ïîðiâíÿííi ç t-êðèòåði¹ì äëÿ íåçàëåæíèõ âèáiðîê, òàêèé ïiä-õiä äà¹ çàâæäè �êðàùèé� ðåçóëüòàò (êðèòåðié ñòà¹ ÷óòëèâiøèì).Òåîðåòè÷íi ïðèïóùåííÿ t-êðèòåðiþ äëÿ íåçàëåæíèõ âèáiðîê ñòîñó-þòüñÿ òàêîæ äî êðèòåðiþ äëÿ çàëåæíèõ âèáiðîê. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîïàðíiðiçíèöi ìàþòü áóòè íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíi. ßêùî æ öå íå òàê, òî ìîæíàñêîðèñòàòèñÿ îäíèì iç àëüòåðíàòèâíèõ íåïàðàìåòðè÷íèõ êðèòåði¨â.Ìîæåìî çàñòîñîâóâàòè t-êðèòåðié äëÿ çàëåæíèõ âèáiðîê äî áóäü-ÿêî¨ïàðè çìiííèõ ó íàáîði äàíèõ. Çàóâàæèìî, ùî çàñòîñóâàííÿ öüîãî êðè-òåðiþ íåâèïðàâäàíå, ÿêùî çíà÷åííÿ äâîõ çìiííèõ íåïîðiâíÿííi. Íàïðè-



68 �ÎÇÄIË 6êëàä, ÿêùî âè ïîðiâíþ¹òå ñåðåäí¹ ñïîæèâàííÿ ó âèáiðöi ëþäåé äî iïiñëÿ ðåêëàìè, àëå âèêîðèñòîâó¹òå ðiçíi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ êiëüêiñíîãîïîêàçíèêà àáî îäèíèöi âèìiðó, òî âèñîêî çíà÷óùi ðåçóëüòàòè t-êðèòåðiþìîæóòü áóòè îòðèìàíi øòó÷íî, ñàìå çà ðàõóíîê çìiíè îäèíèöü âèìi-ðó. Íàñòóïíèé íàáið äàíèõ ìîæå áóòè ïðîàíàëiçîâàíèé çà äîïîìîãîþt-êðèòåðiþ äëÿ çàëåæíèõ âèáiðîê. äî ïiñëÿñïîñòåðåæåííÿ 1ñïîñòåðåæåííÿ 2ñïîñòåðåæåííÿ 3ñïîñòåðåæåííÿ 4ñïîñòåðåæåííÿ 5...
111.910914310180...

11311014410280.9...ñåðåäíÿ ðiçíèöÿ ìiæ�äî� i �ïiñëÿ� = 1Ñåðåäíÿ ðiçíèöÿ ìiæ ïîêàçíèêàìè â äâîõ ñòîâïöÿõ âiäíîñíî ìàëà(d = 1) ó ïîðiâíÿííi ç ðîçêèäîì äàíèõ (âiä 80 äî 143, ó ïåðøié âèáiðöi).Ïðîòå t-êðèòåðié äëÿ çàëåæíèõ âèáiðîê âèêîðèñòîâó¹ òiëüêè ïàðíi ðiçíè-öi, �iãíîðóþ÷è� âèõiäíi ÷èñåëüíi çíà÷åííÿ i ¨õíþ âàðiàöiþ. Òàêèì ÷èíîì,âåëè÷èíà öi¹¨ ðiçíèöi i áóäå ïîðiâíþâàòèñÿ íå ç ðîçêèäîì âèõiäíèõ çíà-÷åíü, à ç ðîçêèäîì iíäèâiäóàëüíèõ ðiçíèöü, ÿêèé âiäíîñíî ìàëèé: 0.2(âiä 0.9 ó ñïîñòåðåæåííi 5 äî 1.1 ó ñïîñòåðåæåííi 1). Ó öié ñèòóàöi¨ðiçíèöÿ 1 äóæå âåëèêà i ìîæå ïðèâåñòè äî çíà÷óùîãî t-çíà÷åííÿ.t-êðèòåðié äëÿ çàëåæíèõ âèáiðîê ìîæå áóòè îá÷èñëåíèé äëÿ ñïèñ-êiâ çìiííèõ i ïåðåãëÿíóòèé äàëi ÿê ìàòðèöÿ. Ïðîïóùåíi äàíi ïðè öüî-ìó îáðîáëÿþòü àáî ïîñòði÷êîâî, àáî ïîïàðíî, òàê ñàìî, ÿê ïðè îá÷è-ñëåííi êîðåëÿöiéíèõ ìàòðèöü. Çàñòåðåæåííÿ ïðè îá÷èñëåííi ìàòðèöüt-êðèòåði¨â çà íàÿâíîñòi ïðîïóñêiâ:
• ìîæëèâà ïîÿâà àðòå�àêòiâ (øòó÷íèõ ðåçóëüòàòiâ) ÷åðåç ïîïàðíåâèäàëåííÿ ïðîïóñêiâ ó t-êðèòåði¨;
• ìîæëèâå âèíèêíåííÿ ÷èñòî �âèïàäêîâèõ� çíà÷óùèõ ðåçóëüòàòiâ.�îçãëÿíåìî êîíêðåòíèé ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ t-êðèòåðiþ.Ó ãðóïi âîäi¨â ïðîâîäèòüñÿ íàâ÷àííÿ ç óäîñêîíàëåííþ çíàíü ïðàâèëäîðîæíüîãî ðóõó. Äî íàâ÷àííÿ, ïiñëÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî òèæíiâ íàâ÷àí-íÿ ïðîâîäèëîñÿ òåñòóâàííÿ. �åçóëüòàòè òåñòóâàííÿ � êiëüêiñòü ïîìèëîê



ÏÅ�ÅÂI�ÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ �IÏÎÒÅÇ 69äîïóùåíèõ êîæíèì âîäi¹ì ó âiäïîâiäi íà òåñòîâi çàâäàííÿ, íàâåäåíî âòàáëèöi: � Äî 1 òèæ 2 òèæ � Äî 1 òèæ 2 òèæ1 8 5 4 2 6 5 53 7 4 6 4 8 6 45 9 8 6 6 8 5 57 8 3 4 8 5 6 49 7 5 4 10 6 5 411 7 3 4 12 9 8 713 7 6 5 14 5 3 315 8 6 6 16 9 5 617 6 6 6 18 8 5 519 7 7 6 20 6 6 5Âèçíà÷èòè, ÷è âiäðiçíÿþòüñÿ ðåçóëüòàòè äî i ïiñëÿ êîæíîãî òèæíÿíàâ÷àííÿ (ðiâåíü çíà÷óùîñòi ïðèéíÿòè ðiâíèì 0,05).Ââåäåìî äàíi â ïàêåòi STATISTICA. Äëÿ öüîãî ñòâîðèìî òðè çìiííiç 20 çíà÷åííÿìè. Â ïåðøó çìiííó VAR1 çàíåñåìî êiëüêîñòi ïîìèëîê,äîïóùåíèõ äî íàâ÷àííÿ, â äðóãó VAR2 � ïiñëÿ ïåðøîãî òèæíÿ i â òðåòþVAR3 � ïiñëÿ äðóãîãî òèæíÿ íàâ÷àííÿ.Âèáåðåìî â ìîäóëi Basi
 Statisti
s and Tables ïðîöåäóðó t-test fordependent samples. Ó âiêíi öi¹¨ ïðîöåäóðè âèáåðåìî äâà ñïèñêè çìiííèõVariables: (First variable list: 1-VAR1, Se
ond variable list (optional): 2-VAR2 � 3-VAR3). Íàòèñíóâøè T-test, îäåðæèìî òàáëèöþ ðåçóëüòàòiâ:T-test for Dependent SamplesMarked differen
es are signifi
ant at p<0,05Std.Dv.Mean Std.Dv. N Diff. Diff. t df pVAR1* 7,20 1,24VAR2* 5,35 1,42 20 1,85 1,57 5,29 19 0,00VAR1* 7,20 1,24VAR3* 4,95 1,05 20 2,25 1,16 8,64 19 0,00



70 �ÎÇÄIË 6Ç òàáëèöi âèäíî, ùî ñåðåäíi ïàð çìiííèõ VAR1 i VAR2, VAR1 i VAR3 ¹ñóòò¹âî ðiçíèìè (ðiâåíü çíà÷óùîñòi p çíà÷íî ìåíøèé 0,05). Ïîðiâíÿ¹ìîòåïåð ñåðåäíi çìiííèõ VAR2 i VAR3 ìiæ ñîáîþ. Ïðîðîáèìî âñå òå æñàìå, òiëüêè âèáåðåìî â ïåðøîìó ñïèñêó çìiííó VAR2, à â äðóãîìóñïèñêó çìiííó VAR3. �åçóëüòàò ðîçìiùåíî â òàáëèöi:T-test for Dependent SamplesMarked differen
es are signifi
ant at p<0,05Std.Dv.Mean Std.Dv. N Diff. Diff. t df pVAR2 5,35 1,42VAR3 4,95 1,05 20 0,40 1,10 1,63 19 0,12Îòæå, íåìà¹ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòè, ùî ñåðåäíi çìiííèõ VAR2 i VAR3ðiçíi (p > 0,05).ßêùî ìà¹ìî áiëüøå äâîõ �çàëåæíèõ âèáiðîê�, òî ìîæíà âèêîðèñòî-âóâàòè äèñïåðñiéíèé àíàëiç iç ïîâòîðíèìè âèìiðàìè. Ïîâòîðíi âèìiðèâ äèñïåðñiéíîìó àíàëiçi (ANOVA) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿt-êðèòåðiþ äëÿ çàëåæíèõ âèáiðîê, ùî äîçâîëÿþòü çáiëüøèòè ÷óòëèâiñòüàíàëiçó. Íàïðèêëàä, ìîæíà îäíî÷àñíî êîíòðîëþâàòè íå òiëüêè áàçîâèéðiâåíü çàëåæíî¨ çìiííî¨, àëå é iíøi �àêòîðè, à òàêîæ âêëþ÷àòè â ïëàíåêñïåðèìåíòó áiëüøå îäíi¹¨ çàëåæíî¨ çìiííî¨ (áàãàòîâèìiðíèé äèñïåð-ñiéíèé àíàëiç MANOVA).Òåñòóâàííÿ íàÿâíîñòi ðiçíèöi ó ïîêàçíèêàõ ðîçïîäiëiâÇàõîäèìî â ìîäóëü The Basi
 Statisti
s and Tables.Âèáèðà¹ìî ó âiêíi, ùî âiäêðèëîñÿ, âèõiä Other Signifi
an
e Tests �äèâ. âèùå ðèñ. 6.1.Îòðèìó¹ìî âiêíî ç òðüîìà òåñòàìè íà âèçíà÷åííÿ íàÿâíîñòi ðiçíèöió ïîêàçíèêàõ ðîçïîäiëiâ � äèâ. ðèñ. 6.5.Ìîæåìî ïðîâåñòè òåñò íà âèÿâëåííÿ ðiçíèöi äâîõ êîå�iöi¹íòiâ êîðå-ëÿöi¨, ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü àáî éìîâiðíîñòåé.Äëÿ òîãî, ùîá ïðîâåñòè îá÷èñëåííÿ, ïîòðiáíî çíàòè çíà÷åííÿ îöiíîêâiäïîâiäíèõ ïàðàìåòðiâ òà îáñÿãè âiäïîâiäíèõ âèáiðîê. Êiëüêîñòi ñïîñ-òåðåæåíü âèçíà÷àþòüñÿ íàøèìè ìàñèâàìè äàíèõ, à îöiíêè âiäïîâiäíèõïàðàìåòðiâ ðàõó¹ìî â ïàêåòi òàê, ÿê ïðî öå ðîçïîâiäàëîñÿ ðàíiøå (âñåîöiíþâàííÿ íåîáõiäíèõ ïàðàìåòðiâ ïðîâîäèìî â öüîìó æ ìîäóëi Basi
Statisti
s and Tables).Íàïðèêëàä, çíàõîäæåííÿ êîðåëÿöiéíî¨ ìàòðèöi:
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�èñ. 6.5. Òåñòóâàííÿ íàÿâíîñòi ðiçíèöi ó ïîêàçíèêàõ ðîçïîäiëiâ� Çàõîäèìî â Analysis;� Qui
k Basi
 Stats;� Correlation matri
es;� Variables for the analyses � First list: All � Se
ond list: All;� OK.Äðóãå çíà÷åííÿ çíàõîäèìî â ðåçóëüòàòi àíàëîãi÷íèõ ïðîöåäóð, àëå çiíøèìè äàíèìè.Çàïîâíþ¹ìî âiäïîâiäíi âiêîíöÿ öèìè çíà÷åííÿìè. Âèáèðà¹ìî êíîïêóäëÿ ïðîâåäåííÿ îäíîñòîðîííüîãî ÷è äâîñòîðîííüîãî òåñòóâàííÿ. Íàòèñ-êà¹ìî Compute.Áiëÿ �ð� ç'ÿâëÿ¹òüñÿ éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ ìè ìîæåìî ïðèéíÿòè ãiïî-òåçó ïðî ðiâíiñòü âiäïîâiäíèõ ïîêàçíèêiâ, äèâ., íàïðèêëàä, ðèñ. 6.6.ßêùî öÿ éìîâiðíiñòü áëèçüêà äî 1, òî ïðèéìà¹ìî ãiïîòåçó ïðî ðiâ-íiñòü âiäïîâiäíèõ ïîêàçíèêiâ. ßêùî æ âîíà áëèçüêà äî 0, òî ââàæà¹ìîùî öþ ãiïîòåçó âiäõèëÿ¹ìî.Çáiëüøóþ÷è êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ó âèáiðêàõ ó âiäïîâiäíèõ âiêîíöÿõ,çà òèõ æå çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ i ïåðåðàõîâóþ÷è éìîâiðíîñòi, ïîìi÷à¹ìî,ùî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ âåäå äî áiëüø òî÷íîãî ðîçðiçíåííÿïàðàìåòðiâ (éìîâiðíîñòi �ð� ïðèéíÿòòÿ ãiïîòåç ïðî ðiâíiñòü ïîêàçíèêiâçìåíøóþòüñÿ), ÷îãî i ñëiä áóëî ñïîäiâàòèñü iç åìïiðè÷íèõ ìiðêóâàíü.
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�èñ. 6.6. Iìîâiðíîñòi ïðèéíÿòòÿ ãiïîòåç ïðî ðiâíiñòü ïîêàçíèêiâ



�îçäië 7Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨�îçãëÿíóòi ðàíiøå êðèòåði¨ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç  ðóíòóâàëèñüíà ïåâíèõ ïðèïóùåííÿõ ïðî ðîçïîäiëè ó ìîäåëÿõ, ÿêi âèâ÷àëèñü (ó áiëü-øîñòi âèïàäêiâ ðîçïîäië âèçíà÷àâñÿ ñâî¨ìè ïàðàìåòðàìè). Ïðè íåâèêî-íàííi öèõ ïðèïóùåíü (ó âèïàäêó iíøèõ ðîçïîäiëiâ) êðèòåði¨ çäåáiëü-øîãî íåïðèäàòíi. Íà ïðàêòèöi, ïðè îáðîáöi ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåíü,ðîçïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi áóâà¹ íåâiäîìèé, òàê ùî çàñòîñóâàííÿìåòîäiâ, ðîçãëÿíóòèõ ðàíiøå, ìîæå äàâàòè ïîìèëêè. Ó òàêèõ âèïàäêàõçàñòîñîâóþòü ìåòîäè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ðîçïîäiëó ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-ïíîñòi. Iõ íàçèâàþòü íåïàðàìåòðè÷íèìè ìåòîäàìè.Íåïàðàìåòðè÷íi ìåòîäè â îñíîâíîìó âèêîðèñòîâóþòü íå ñàìi ÷èñëîâiçíà÷åííÿ åëåìåíòiâ âèáiðêè, à ñòðóêòóðíi âëàñòèâîñòi âèáiðêè (íàïðè-êëàä, âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó ìiæ ¨¨ åëåìåíòàìè).Ó çâ'ÿçêó ç öèì, ÷àñòèíà ií�îðìàöi¨, ÿêà ìiñòèòüñÿ ó âèáiðöi, âòðà-÷à¹òüñÿ. Òîìó, íàïðèêëàä, ïîòóæíiñòü íåïàðàìåòðè÷íèõ êðèòåði¨â ìåí-øà íiæ ó àíàëîãi÷íèõ ïàðàìåòðè÷íèõ êðèòåði¨â. Ïðîòå íåïàðàìåòðè÷íiìåòîäè çàñòîñîâóþòü ïðè çàãàëüíiøèõ ïðèïóùåííÿõ òà âèêîðèñòîâóþòüïðîñòiøi îá÷èñëåííÿ.7.1 Êðèòåðié çíàêiâÊðèòåðié çíàêiâ çàñòîñîâóþòü äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðî òå, ùî âè-áiðêè (ξ1, ξ2, ..., ξn) òà (η1, η2, ..., ηn) iç îäíi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, òîáòîïðî òå, ùî �óíêöi¨ ðîçïîäiëó Fξ(x) òà Fη(y) äâîõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñ-òåé, îäíàêîâi: Fξ(x) ≡ Fη(x) (ãåíåðàëüíi ñóêóïíîñòi îäíîðiäíi).Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðîçïîäiëè Fξ òà Fη àáñîëþòíî íåïåðåðâíi, àëåíàì íå âiäîìi. ßêùî íàøi âèáiðêè îòðèìàíi iç îäíîðiäíèõ ãåíåðàëüíèõ73



74 �ÎÇÄIË 7ñóêóïíîñòåé, òîP{ξi − ηi > 0} = P{ξi − ηi < 0} =
1

2
, i = 1, 2, ..., k.Òóò k � êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ðiçíèöü ξi − ηi, k ≤ n.Ñòàòèñòèêà êðèòåðiþ çíàêiâ � êiëüêiñòü çíàêiâ �+� ÷è ��� ó ïîñëi-äîâíîñòi çíàêiâ ðiçíèöü ξi − ηi, i = 1, 2, ..., k. Äàëi, äëÿ âèçíà÷åíîñòi,áóäåìî áðàòè çíàê �+�.Çà óìîâè ñïðàâåäëèâîñòi ãiïîòåçè H0, êiëüêiñòü çíàêiâ �+� ìà¹ áiíîìi-àëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè p = 1

2
òà k. Îòæå, ìè îòðèìàëè çàäà÷ó ïå-ðåâiðêè ãiïîòåçè H0: p = 1

2
ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1. H1 ìîæå áóòèÿê îäíîñòîðîííÿ: p > 1

2
(P{ξi − ηi > 0} > 1

2
) ÷è p < 1

2
(P{ξi − ηi < 0} > 1

2
)òàê i äâîñòîðîííÿ: p 6= 1

2
(P{ξi − ηi > 0} 6= 1

2
).Íåõàé r � êiëüêiñòü çíàêiâ �+�, à α � ðiâåíü çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ.Òîäi ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü, ÿêùî

∑k
i=r Ci

k

(
1
2

)k ≤ α (ïðè àëüòåðíàòèâi p > 1
2
);

∑r
i=0 Ci

k

(
1
2

)k ≤ α (ïðè àëüòåðíàòèâi p < 1
2
);

∑k
i=r Ci

k

(
1
2

)k ≤ α
2
÷è ∑r

i=0 Ci
k

(
1
2

)k ≤ α
2
(ïðè àëüòåðíàòèâi p 6= 1

2
).Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ãiïîòåçó H0 ïåðåâiðÿþòü, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòà-òèñòèêó Ôiøåðà. �iïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü, ÿêùî

F̂1 = r
k−r+1

≥ F1−α,(2(k−r+1),2r) (àëüòåðíàòèâà p > 1
2
);

F̂2 = k−r
r+1

≥ F1−α,(2(r+1),2(l−r)) (àëüòåðíàòèâà p < 1
2
);

F̂1 ≥ F1−α
2

,(2(k−r+1),2r) ÷è F̂2 ≥ F1−α
2

,(2(r+1),2(l−r)) (àëüòåðíàòèâà p 6= 1
2
).Ï�ÈÊËÀÄ. Ïðîâîäèëîñü îïèòóâàííÿ äâîõ ñîöiàëüíèõ ãðóï ïðî ìàéáóòíiéáþäæåò. �åçóëüòàòè áóëè òàêi (çà 100-áàëüíîþ øêàëîþ):

v1 70 85 63 54 65 80 75 95 52 55
v2 72 86 62 55 63 80 78 90 53 57×è ìîæíà çà òàêèìè ðåçóëüòàòàìè ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi α = 0, 1ñòâåðäæóâàòè, ùî äðóãà ãðóïà äà¹ çàâèùåíó îöiíêó?Çíàê ðiçíèöi v1−v2 íàáóâà¹ çíà÷åíü �,�,+,�,+,0,�,+,�,�. Íåíóëüîâèõðiçíèöü k = 9, äîäàòíiõ r = 3. Ïåðåâiðèìî ãiïîòåçó H0 ïðî òå, ùî ðiçíèöÿðåçóëüòàòiâ îïèòóâàííÿ çóìîâëåíà âèïàäêîâèìè ïîìèëêàìè.Àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî îöiíêè äðóãî¨ ãðóïè çà-âèùåíi.Îòæå, H0 : p = 1

2
, H1 : p < 1

2
. Îñêiëüêè F̂2 = 9−3

3+1
= 1, 5 i F0,9;(8,12) =

2, 24, òî ãiïîòåçó H0 íå âiäõèëÿþòü.



ÍÅÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÍI Ê�ÈÒÅ�I� 757.2 Êðèòåðié ÂiëêîêñîíàÍåõàé ξ̄ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) òà η̄ = (η1, η2, ..., ηm) � ðåàëiçàöi¨ íåçàëåæíèõâèáiðîê iç íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ F òà G âiäïîâiäíî. Ïðî ðîçïîäiëè Fòà G âiäîìî, ùî
G(x) = F(x − θ),äå θ � íåâiäîìèé ïàðàìåòð.�iïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî θ = 0 (F ≡ G, òîáòî ãåíåðàëüíiñóêóïíîñòi îäíîðiäíi).�îçìiñòèìî âèáiðêè ξ1, ξ2, ..., ξn i η1, η2, ..., ηm ó ñïiëüíèé âàðiàöiéíèéðÿä. Äëÿ êîæíîãî ξi (ηj) âèçíà÷èìî éîãî ðàíã ÿê íîìåð ìiñöÿ, íà ÿêî-ìó ñòî¨òü ξi (ηj) ó ñïiëüíîìó âàðiàöiéíîìó ðÿäi. ßêùî äåÿêi âèáiðêîâiçíà÷åííÿ çáiãàþòüñÿ, òî ¨ì ïðèïèñóþòü ðàíã, ÿêèé äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìóàðè�ìåòè÷íîìó âiäïîâiäíèõ ìiñöü.Ñòàòèñòèêó Âiëêîêñîíà W âèçíà÷àþòü ÿê ñóìó ðàíãiâ âèáiðêîâèõ çíà-÷åíü âèáiðêè ìåíøîãî îáñÿãó.Íåõàé n ≤ m, r1, r2, ..., rn � ðàíãè ξ1, ..., ξn. Òîäi:

W = r1 + r2 + ... + rn.Âåëè÷èíà W îïèñó¹ ìiðó �çìiøàíîñòi� çíà÷åíü âèáiðîê. ßêùî W âå-ëèêå (áiëüøiñòü âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ξi ðîçìiùåíi ïðàâîðó÷ çíà÷åíü ηj)÷è ìàëå (áiëüøiñòü çíà÷åíü ξi ðîçìiùåíi ëiâîðó÷ çíà÷åíü ηj), òî �çìiøà-íiñòü� íåçíà÷íà, iíàêøå �ãàðíà� (çíà÷íà).Ìiíiìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè W : 1+ 2+ ...+n = n(n+1)
2

,ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå: (m + 1) + (m + 2) + ... + (m + n) = (2m+n+1)n
2

,�ñåðåäí¹�: 1
2

[
n(n+1)

2
+ (2m+n+1)n

2

]
= n(n+m+1)

2
.ßêùî ãiïîòåçà H0 : θ = 0 (F ≡ G) iñòèííà, òî ξ̄ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) i

η̄ = (η1, η2, ..., ηm) � íåçàëåæíi âèáiðêè ç îäíîãî ðîçïîäiëó i çìiøàíiñòü�ãàðíà�. W òîäi áëèçüêå äî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ n(n+m+1)
2

. Â iíøîìó âè-ïàäêó W iñòîòíî âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä n(n+m+1)
2

.Ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α ìåæi Wα,n,m òà n(n+m+1)−Wα,n,m,ùî âiääiëÿþòü çíà÷åííÿ W, ÿêi �ìàëî âiäðiçíÿþòüñÿ� âiä n(n+m+1)
2

, i òi,ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ iñòîòíî, çíàõîäÿòü çà âiäïîâiäíèìè òàáëèöÿìè.Îòæå, êðèòåðié Âiëêîêñîíà ïîëÿãà¹ ó âiäõèëåííi ãiïîòåçè H0, ÿêùî
W < Wα,n,m (ïðè îäíîñòîðîííié àëüòåðíàòèâi θ > 0);
W > n(n + m + 1) − Wα,n,m (ïðè îäíîñòîðîííié àëüòåðíàòèâi θ < 0);
W 6∈ [Wα

2
,n,m; n(n + m + 1) − Wα

2
,n,m] (ïðè àëüòåðíàòèâi θ 6= 0).Îñêiëüêè ïðè n, m → +∞ W àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíà ç ñåðåäíiì

n(n+m+1)
2

i äèñïåðñi¹þ nm(n+m+1)
12

, òî ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íàáëèæåíi



76 �ÎÇÄIË 7çíà÷åííÿ:
Wα,n,m ≈ 1

2
n(n + m + 1) + dα

√
1

12
nm(n + m + 1),

n(n + m + 1) − Wα,n,m ≈ 1

2
n(n + m + 1) − dα

√
1

12
nm(n + m + 1),äå dα � êâàíòèëü ðîçïîäiëó N(0, 1).7.3 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICA�îçãëÿíåìî ïðèêëàä ïåðåâiðêè ãiïîòåçè çà äîïîìîãîþ íåïàðàìåòðè÷íèõêðèòåði¨â ó ïàêåòi. Áiëüøiñòü iç íèõ çiáðàíi â ìîäóëi Nonparametri
s &Distributions. Çîêðåìà, âiäêðèâøè öåé ìîäóëü, ó ðîçäiëi Nonparametri
Statisti
s ìè çðàçó áà÷èìî òàêi êðèòåði¨ ïåðåâiðêè ãiïîòåç: χ2 êðèòåðié,Âîëüäà-Âîëü�îâiöà, Ìàííà-Óiòíi, êðèòåðié çíàêiâ, òåñò Âiëêîêñîíà òàiíøi � äèâ. ðèñ. 7.1.

�èñ. 7.1. Íåïàðàìåòðè÷íi êðèòåði¨Ïðîäåìîíñòðó¹ìî, íàïðèêëàä, ÿê âèêîðèñòîâóâàòè êðèòåðié çíàêiâ.Çàõîäèìî â ìîäóëü Nonparametri
s & Distributions.



ÍÅÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÍI Ê�ÈÒÅ�I� 77Âèáèðà¹ìî îïöiþ Nonparametri
 Statisti
s i â íié êðèòåðié çíàêiâ �äèâ. ðèñ. 7.1. Ó âiêíi, ùî âiäêðèâà¹òüñÿ, íàòèñêà¹ìî êíîïêó Variablesi âèáèðà¹ìî, íàïðèêëàä, òðåòþ òà ÷åòâåðòó äëÿ àíàëiçó çà êðèòåði¹ìçíàêiâ � äèâ. ðèñ. 7.2.

�èñ. 7.2. Êðèòåðié çíàêiâÄëÿ ïî÷àòêîâîãî âiçóàëüíîãî àíàëiçó ìîæíà âèêîðèñòàòè îïöiþ Boxand whisker plot. Îòðèìó¹ìî êîðîáêè ç âóñàìè, ÿêi äàþòü ãðà�i÷íå óÿâ-ëåííÿ ïðî ðîçïîäië íàøèõ äâîõ âåëè÷èí � äèâ. ðèñ. 7.3.Äëÿ ïðîâåäåííÿ ñàìîãî êðèòåðiþ çíàêiâ ïîâåðíåìîñÿ äî ïàíåëi êðèòå-ðiþ çíàêiâ. Íàòèñêà¹ìî OK i îòðèìó¹ìî òàáëèöþ ç ðåçóëüòàòàìè àíàëiçó(äèâ. ðèñ. 7.4).Ïåðøà êëiòèíêà òàáëèöi ïîêàçó¹, ñêiëüêè çíà÷åíü íå çáiãàþòüñÿ óäâîõ çìiííèõ i áóäóòü âèêîðèñòàíi äëÿ îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíî¨ ñòàòèñòè-êè ó êðèòåði¨ çíàêiâ. Äðóãà êëiòèíêà òàáëèöi äà¹ âiäñîòîê çíà÷åíü îäíi¹¨çìiííî¨, ÿêi áiëüøi çà çíà÷åííÿ äðóãî¨ çìiííî¨.ßêùî çìiííi íå âiäðiçíÿþòüñÿ îäíà âiä iíøî¨ (âèïàäêîâi âåëè÷èíè çîäíi¹¨ i òi¹¨ æ ñàìî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi), òî ñëiä áè áóëî ÷åêàòè 50%ïåðåâèùåíü çíà÷åíü îäíi¹¨ íàä iíøîþ.Íàñòóïíà êëiòèíêà äà¹ çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè, à â ÷åòâåðòié êëiòèíöiîòðèìó¹ìî éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ ïðèéìà¹ìî íàøó ãiïîòåçó. ßêùî öÿ éìî-âiðíiñòü áëèçüêà äî 1, òî ââàæà¹ìî, ùî çìiííi íå âiäðiçíÿþòüñÿ, à ÿêùî
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�èñ. 7.3. �ðà�i÷íå çîáðàæåííÿ ðîçïîäiëó âåëè÷èí

�èñ. 7.4. �åçóëüòàòè àíàëiçó êðèòåðiþ çíàêiâ



ÍÅÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÍI Ê�ÈÒÅ�I� 79áëèçüêà äî 0, òî ïðèéìà¹ìî ãiïîòåçó ïðî çíà÷íó ðiçíèöþ ó ðîçïîäiëàõäâîõ ïîêàçíèêiâ.Ï�ÈÊËÀÄ. Äîñëiäæóâàëàñü ïîïóëÿðíiñòü åñòðàäíîãî ñïiâàêà äî (VAR1)i ïiñëÿ (VAR2) ãàñòðîëåé. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè (ó %) â 25 ðåãiîíàõ:12,0 26,0 15,0 24,0 25,0 29,0 14,0 16,0 12,0 13,014,0 20,0 23,0 21,0 25,0 30,0 24,0 28,0 16,0 15,017,0 20,0 13,0 21,0 8,00 10,0 6,00 9,00 13,0 12,014,0 13,0 24,0 25,0 31,0 34,0 26,0 29,0 25,0 16,018,0 12,0 13,0 16,0 7,00 9,00 14,0 11,0 6,00 4,00×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ãàñòðîëi âïëèíóëè íà ïîïóëÿðíiñòü ñïi-âàêà? Äàíi íàâåäåíî ïàðàìè (VAR1 VAR2) äëÿ êîæíîãî ðåãiîíó.�îçâ'ÿæåìî çàäà÷ó ç âèêîðèñòàííÿì ïðîöåäóðè Sign test ïàêåòó Non-parametri
 Statisti
s. Çàéäåìî â ïàêåò, ñòâîðèìî �àéë äàíèõ òà âèáåðåìîâiäïîâiäíó ïðîöåäóðó (ðèñ. 7.5).

�èñ. 7.5. Çàñòîñóâàííÿ êðèòåðiþ çíàêiâÓ âiêíi, ùî âiäêðè¹òüñÿ, âèáåðåìî Variables (First variable list:1,Se
ond variable list:2) (ðèñ. 7.6).Íàòèñíóâøè OK, îäåðæèìî ðåçóëüòàò (ðèñ. 7.7).
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�èñ. 7.6. Âèáið çìiííèõ

�èñ. 7.7. Âiêíî ðåçóëüòàòiâ



ÍÅÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÍI Ê�ÈÒÅ�I� 81Íà öüîìó ðèñóíêó No. of Non-ties � êiëüêiñòü âàðiàíòiâ ç ðiçíèìèçíà÷åííÿìè, Per
ent v<V � ïðîöåíò âàðiàíòiâ, ó ÿêèõ ïåðøå çíà÷åííÿáiëüøå äðóãîãî (ïðîöåíò çíàêiâ �+�), Z � çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè êðèòå-ðiþ, p-level � ðiâåíü çíà÷óùîñòi, ïðè ÿêîìó ãiïîòåçà H0 íå ñóïåðå÷èòüâèáiðöi.Îòæå, âèáiðêà íå äà¹ ïiäñòàâ ââàæàòè, ùî ãàñòðîëi íå âïëèíóëèíà ïîïóëÿðíiñòü ñïiâàêà. Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïðè öüîìó ñòàíîâèòü
0, 109599.Çàóâàæèìî, ùî öþ òà ïîäiáíi çàäà÷i ìîæíà áóëî á ðîçâ'ÿçàòè ç äîïî-ìîãîþ êðèòåðiþ Âiëêîêñîíà (Wil
oxon mat
hed pairs test). �åçóëüòàòè,îäåðæàíi ç äîïîìîãîþ öüîãî êðèòåðiþ, íàâåäåíi íà ðèñ. 7.8.

�èñ. 7.8. Êðèòåðié ÂiëêîêñîíàÙîá îäåðæàòè ðåçóëüòàò, ïîòðiáíî âèêîíàòè àíàëîãi÷íi îïåðàöi¨, ÿê iïðè âèêîðèñòàííi êðèòåðiþ çíàêiâ.ßê âèäíî, êðèòåðié Âiëêîêñîíà äà¹ ìåíøó éìîâiðíiñòü ïîìèëêè (p-level), íiæ êðèòåðié çíàêiâ.



82 �ÎÇÄIË 77.4 Êðèòåðié Ìàííà i ÓiòíiÊðèòåðié çàñòîñîâóþòü äëÿ ïîðiâíÿííÿ äâîõ íåçàëåæíèõ âèáiðîê îáñÿãó
n1 òà n2. Ïåðåâiðÿþòü ãiïîòåçó H0, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî âèáiðêè îäåðæàíiç îäíîðiäíèõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé.Ñòàòèñòèêó êðèòåðiþ W âèçíà÷àþòü òàê. �îçìiñòèìî n1 + n2 çíà÷åíüîá'¹äíàíî¨ âèáiðêè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ. Êîæíîìó åëåìåíòîâi îäåðæàíî-ãî âàðiàöiéíîãî ðÿäó ïîêëàäåìî ó âiäïîâiäíiñòü éîãî ïîðÿäêîâèé íîìåð �ðàíã. ßêùî êiëüêà åëåìåíòiâ ðÿäó îäíàêîâi, òî êîæíîìó ç íèõ ïðèñâîþ-þòü ðàíã, ùî äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó àðè�ìåòè÷íîìó ¨õ íîìåðiâ.Íåõàé R1 � ñóìà ðàíãiâ åëåìåíòiâ ïåðøî¨ âèáiðêè, R2 � ñóìà ðàíãiâåëåìåíòiâ äðóãî¨ âèáiðêè. Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ

w1 = n1n2 +
n1(n1 + 1)

2
− R1,

w2 = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− R2.Âèáiðêîâå çíà÷åííÿ wâ ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ ¹ ìåíøå ç ÷èñåë w1 òà w2(W = min(w1, w2)). Ó ñòàòèñòè÷íèõ òàáëèöÿõ íàâîäÿòüñÿ éìîâiðíîñòi p =

P (W < x/H0) çà óìîâè, ùî ãiïîòåçà H0 ïðàâèëüíà äëÿ âèáiðîê îáñÿãó
n1 i n2 (n1 ≥ n2). Ïðè äâîñòîðîííié àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi ãiïîòåçó H0âiäõèëÿþòü, ÿêùî p ≤ α/2.ßêùî îáñÿã êîæíî¨ ç âèáiðîê áiëüøèé, íiæ 8, òî ïåðåâiðêó ãiïîòåçè
H0 ìîæíà ïðîâîäèòè ç äîïîìîãîþ ñòàòèñòèêè

Z =
W − 1

2
n1n2√

1
12

n1n2(n1 + n2 + 1)
,ùî ìà¹ (çà óìîâè, ùî ãiïîòåçà H0 ïðàâèëüíà) ïðèáëèçíî ñòàíäàðòíèéíîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0, 1). Ó öüîìó âèïàäêó ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòüíà ðiâíi çíà÷óùîñòi α, ÿêùî âèáiðêîâå çíà÷åííÿ Zâ ñòàòèñòèêè Z çàäî-âîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (ïðè äâîñòîðîííié àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi)

|Zâ| > u1−α
2
.7.5 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÍåõàé íà åêçàìåíi ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé â äâîõ ãðóïàõ áóëè îòðèìàíiòàêi îöiíêè:



ÍÅÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÍI Ê�ÈÒÅ�I� 83Ïåðøà ãðóïà: 5, 3, 4, 2, 5, 4, 4, 3, 4, 3, 3, 5, 2, 4, 4, 3, 5, 2, 2, 4, 5, 3,5, 4, 2, 3, 3, 3, 5, 2, 4, 4;Äðóãà ãðóïà: 2, 5, 2, 4, 2, 4, 3, 3, 3, 2, 3, 2, 3, 4, 3, 4, 3, 2, 3, 5, 3, 4, 4,3, 3, 2.×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî â öèõ ãðóïàõ àáñîëþòíà óñïiøíiñòü ¹ðiçíîþ?Ñ�îðìó¹ìî äâi çìiííi VAR1 � îá'¹äíàíà âèáiðêà îöiíîê, VAR2 � íî-ìåð ãðóïè, â ÿêié âiäïîâiäíà îöiíêà âèñòàâëåíà. Âèáåðåìî â Nonparamet-ri
 Statisti
s ïóíêò Mann-Whitney U test (ðèñ. 7.9). Íàòèñíóâøè Vari-

�èñ. 7.9. Êðèòåðié Ìàííà-Óiòíiables, âèáåðåìî ãðóïóþ÷ó çìiííó (Indep. (grouping) variable: 2-VAR2)òà çàëåæíó çìiííó (Dependent variable list: 1-VAR1) (ðèñ. 7.10).�åçóëüòàò ðîáîòè íàâåäåíî â òàáëèöi, çîáðàæåíié íà ðèñóíêó 7.11.Â îäåðæàíié òàáëèöi Rank Sum Group 1 � ñóìà ðàíãiâ ïåðøî¨ âèáiðêè,Rank Sum Group 2 � ñóìà ðàíãiâ äðóãî¨ âèáiðêè, U � âèáiðêîâå çíà÷åííÿñòàòèñòèêè W , Z � âèáiðêîâå çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè Z, p-level � ðiâåíü
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�èñ. 7.10. Âèáið çìiííèõ

�èñ. 7.11. �åçóëüòàòè êðèòåðiþ Ìàííà-Óiòíi



ÍÅÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÍI Ê�ÈÒÅ�I� 85çíà÷óùîñòi, ïðè ÿêîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî ãiïîòåçà H0 íå ñóïåðå÷èòüñòàòèñòè÷íèì äàíèì, Z adjusted � âèïðàâëåíå çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè Zòà âiäïîâiäíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi (p-level), Valid N Group 1 � êiëüêiñòüåëåìåíòiâ ïåðøî¨ âèáiðêè (n1), Valid N Group 2 � êiëüêiñòü åëåìåíòiâäðóãî¨ âèáiðêè (n2), 2*1sided exa
t p � òî÷íå çíà÷åííÿ ðiâíÿ çíà÷óùîñòiïðè äâîñòîðîííié àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi.�åçóëüòàòè, îäåðæàíi íàìè, äàþòü çìîãó ñòâåðäæóâàòè, ùî íåìà¹ïiäñòàâ ââàæàòè àáñîëþòíi óñïiøíîñòi â ðîçãëÿíóòèõ ãðóïàõ ðiçíèìè.Ïðè öüîìó éìîâiðíiñòü ïîìèëèòèñÿ íå ïåðåâèùó¹ 0,1.7.6 �àíãîâà êîðåëÿöiÿÍåõàé ξ̄ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) òà η̄ = (η1, η2, ..., ηn) � ðåàëiçàöi¨ âèáiðîê ç íå-ïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ. Êîæíîìó çíà÷åííþ ξi ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòüéîãî ðàíã ξ′i ó âàðiàöiéíîìó ðÿäi. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî i ðàíã η′
i.Âèáiðêîâèì çíà÷åííÿì ðàíãîâîãî êîå�iöi¹íòà êîðåëÿöi¨ Ñïiðìåíà ρsíàçèâàþòü âåëè÷èíó

rs = 1 − 6
∑n

i=1(ξ
′
i − η′

i)
2

n(n2 − 1)
. (7.1)�àíãîâèé êîå�iöi¹íò êîðåëÿöi¨ ρs, ÿê i çâè÷àéíèé êîå�iöi¹íò êîðå-ëÿöi¨, õàðàêòåðèçó¹ çàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Êîå�iöi¹íò rs �íåïàðàìåòðè÷íà ìiðà çâ'ÿçêó.�iïîòåçà H0 : ρ = 0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 : ρs 6= 0 ïåðåâiðÿ-þòü çà äîïîìîãîþ ñòàòèñòèêè

Tn−2 = |rs|
√

n − 2

1 − r2
s

.ßêùî ãiïîòåçà H0 ïðàâèëüíà, òî ñòàòèñòèêà Tn−2 ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþ-äåíòà ç n− 2 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi. Îòæå, ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi
α, ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü, ÿêùî

Tn−2 > t1−α
2

,n−2,òîáòî ìiæ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ¹ ðàíãîâà êîðåëÿöiéíà çàëåæíiñü.Ï�ÈÊËÀÄ. Ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi α = 0, 1 ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî iñíó-âàííÿ ðàíãîâî¨ êîðåëÿöiéíî¨ çàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çà òàêèìèâèáiðêàìè
ξi 68,8 63,3 75,5 67,2 71,3 72,8 76,5 63,5 69,9 71,4
ηi 167 113,3 159,9 153,6 150,8 181,2 173,1 115,4 125,6 166,2



86 �ÎÇÄIË 7Îá÷èñëèìî âèáiðêîâå çíà÷åííÿ ðàíãîâîãî êîå�iöi¹íòà êîðåëÿöi¨. ßêùîâïîðÿäêóâàòè çíà÷åííÿ ξi, ηi ç òàáëèöi òàê, ùîá ξi éøëè ó ïîðÿäêó çðî-ñòàííÿ, òî îòðèìà¹ìî òàáëèöþ
ξ̃i 63,3 63,5 67,2 68,8 69,9 71,3 71,4 72,8 75,7 76,5
η̃i 113,3 115,4 153,6 167 125,6 150,8 166,2 181,2 159,9 173,1Òàáëèöÿ ðàíãiâ òîäi áóäå òàêà:

ξ′i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
η′

i 1 2 5 8 3 4 7 10 6 9
ξ′i − η′

i 0 0 -2 -4 2 2 0 -2 3 1Òîìó, çà �îðìóëîþ 7.1:
rs ≈ 0, 745.Çâiäñè

T8 = 0, 745

√
10 − 2

1 − (0, 745)2
≈ 3, 159.Îñêiëüêè t0,95;8 ≈ 1, 86, òî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ðàíãîâî êîðåëÿöiéíîçàëåæíi.7.7 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICA�ðóïi ç 20 ñòóäåíòiâ áóëî çàïðîïîíîâàíî âiäïîâiñòè íà çàïèòàííÿ: ÿê÷àñòî (çàâæäè, çàçâè÷àé, iíîäi, íiêîëè) âè âiäâiäó¹òå ñïîðòèâíi çìàãàííÿç ðiçíèõ âèäiâ ñïîðòó (�óòáîë, áåéñáîë, áàñêåòáîë, áîêñ, ãiìíàñòèêà).�åçóëüòàòè îïèòóâàííÿ íàâåäåíî â òàáëèöi.� Ôóòáîë Áåéñáîë Áàñêåòáîë Áîêñ �iìíàñòèêà1 çàâæäè çàçâè÷àé çàçâè÷àé íiêîëè çàâæäè2 çàâæäè çàâæäè çàçâè÷àé iíîäi çàçâè÷àé3 çàâæäè çàçâè÷àé íiêîëè iíîäi çàçâè÷àé4 çàâæäè çàçâè÷àé iíîäi íiêîëè çàçâè÷àé5 íiêîëè çàçâè÷àé iíîäi iíîäi iíîäi6 íiêîëè iíîäi iíîäi iíîäi iíîäi7 çàâæäè çàçâè÷àé iíîäi iíîäi iíîäi8 çàâæäè iíîäi íiêîëè iíîäi iíîäi9 çàâæäè çàâæäè iíîäi iíîäi iíîäi10 çàçâè÷àé çàâæäè iíîäi iíîäi iíîäi



ÍÅÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÍI Ê�ÈÒÅ�I� 8711 çàçâè÷àé çàçâè÷àé iíîäi çàçâè÷àé íiêîëè12 çàçâè÷àé çàçâè÷àé iíîäi íiêîëè çàçâè÷àé13 çàçâè÷àé çàçâè÷àé iíîäi iíîäi íiêîëè14 çàçâè÷àé çàçâè÷àé iíîäi íiêîëè iíîäi15 çàâæäè çàçâè÷àé iíîäi iíîäi iíîäi16 çàçâè÷àé iíîäi iíîäi íiêîëè iíîäi17 çàçâè÷àé íiêîëè iíîäi iíîäi iíîäi18 çàçâè÷àé iíîäi iíîäi iíîäi iíîäi19 çàçâè÷àé iíîäi íiêîëè iíîäi iíîäi20 çàçâè÷àé iíîäi iíîäi çàâæäè iíîäiÇàäà÷ó ðîçâ'ÿæåìî ç äîïîìîãîþ ïðîöåäóðè Correlations (Spearman,Kendall tau, gamma) ïàêåòó Nonparametri
 Statisti
s. Çàéäåìî â ïàêåòòà âèáåðåìî âiäïîâiäíó ïðîöåäóðó. Ó âiêíi, ùî âiäêðè¹òüñÿ, âèáåðåìîçìiííi, íàòèñíóâøè Variables (ðèñ. 7.12). ßêùî çìiííèõ êiëüêà, ÿê ó íà-

�èñ. 7.12. Âèáið çìiííèõøîìó âèïàäêó, i íàñ öiêàâëÿòü êîðåëÿöi¨ ìiæ âñiìà ïàðàìè, òî çðó÷íîïåðåä öèì âèáðàòè îïöiþ Compute: Square matrix. Êðiì òîãî, âèáåðåìîòèï êîå�iöi¹íòà êîðåëÿöi¨, íàïðèêëàä, Correlation: Spearmen R. Íàòè-ñíóâøè OK, ÷èòà¹ìî ðåçóëüòàò (ðèñ. 7.13).
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�èñ. 7.13. Êîðåëÿöiÿ Ñïiðìåíà



�îçäië 8Òåñòè ïðî âèãëÿä ðîçïîäiëó
8.1 Äâîâèáiðêîâèé êðèòåðiéÊîëìîãîðîâà � ÑìiðíîâàÍåõàé x1, x2,..., xn � âèáiðêà ç íåïåðåðâíî ðîçïîäiëåíî¨ ãåíåðàëüíî¨ñóêóïíîñòi ç �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x), à y1, y2,..., ym � âèáiðêà çíåïåðåðâíî ðîçïîäiëåíî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó
G(x). Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçïîäiëè îáîõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé îäíàêî-âi (H0) : F (x) = G(x).Êðèòåði¹ì ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ¹ ñòàòèñòèêà

Dmn = sup
−∞<x<+∞

|Fm(x) − Gn(x)|,äå Fm(x) i Gn(x) � åìïiðè÷íi �óíêöi¨ ðîçïîäiëó îáîõ âèáiðîê.Ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n i m ñòàòèñòèêà
DB =

√
mn

m + n
Dmnìà¹ ðîçïîäië Êîëìîãîðîâà íåçàëåæíî âiä ðîçïîäiëiâ ðîçãëÿíóòèõ ãåíå-ðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé. Öåé �àêò i âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè

H0. ßêùî DB < Dα, äå Dα � êâàíòèëü ïîðÿäêó α ðîçïîäiëó Êîëìîãîðî-âà, òî íóëüîâà ãiïîòåçà íå ñóïåðå÷èòü äîñëiäæóâàíèì âèáiðêàì (éìîâið-íiñòü ïîìèëêè α).8.2 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICA�îçâ'ÿæåìî çàäà÷ó � 7.5 ç äîïîìîãîþ êðèòåðiþ Êîëìîãîðîâà � Ñìiðíîâà(Kolmogorov � Smirnov two-sample test). Âèêîíóþ÷è àíàëîãi÷íi äi¨, ÿêäëÿ êðèòåðiþ Ìàííà-Óiòíi â � 7.5, îäåðæèìî òàêèé ðåçóëüòàò (ðèñ. 8.1):89



90 �ÎÇÄIË 8

�èñ. 8.1. �åçóëüòàòè êðèòåðiþ Êîëìîãîðîâà � ÑìiðíîâàÏiäïèñè äî êîæíî¨ êëiòèíêè ðåçóëüòóþ÷î¨ òàáëèöi äîñèòü äîáðå ïî-ÿñíþþòü ¨¨ çìiñò. ßê áà÷èìî, êðèòåðié Êîëìîãîðîâà � Ñìiðíîâà äà¹ òîéæå ðåçóëüòàò, ùî i òåñò Ìàííà � Óiòíi.8.3 Êðèòåðié χ2 òà éîãî çàñòîñóâàííÿ8.3.1 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî âèä ðîçïîäiëóÍåõàé ó ðåçóëüòàòi åêñïåðèìåíòó îòðèìàëè âèáiðêó ζ = (ξ1, ..., ξn) içãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç íåâiäîìèì ðîçïîäiëîì F. G � çàäàíèé ðîçïîäië.Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0: F = G.Iäåÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0  ðóíòó¹òüñÿ íàòîìó, ùî åìïiðè÷íèé ðîçïîäië F̂n, îòðèìàíèé çà âèáiðêîþ ζ, ìàëî âiäðiç-íÿ¹òüñÿ âiä ñïðàâæíüîãî ðîçïîäiëó F. Òîìó, ÿêùî ãiïîòåçà H0 ñïðàâåä-ëèâà, òî âiäõèëåííÿ F̂n âiä G ìàëå, iíàêøå � âåëèêå.Ìiðó âiäõèëåííÿ F̂n âiä G áóäóþòü òàê: ðîçáèâàþòü îáëàñòü çíà÷åíüâèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ìíîæèí △i, i = 1, 2, ..., r,



ÒÅÑÒÈ Ï�Î ÂÈ�ËßÄ �ÎÇÏÎÄIËÓ 91ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ, i çà ìiðó âiäõèëåííÿ áåðóòü
χ̂2

n =
r∑

i=1

(νi − npi)
2

npi

=
r∑

i=1

n

pi

(
νi

n
− pi

)2

,äå pi = P{ξk ∈ △i} îá÷èñëþþòü çà ãiïîòåòè÷íèì ðîçïîäiëîì G, à νi �÷èñëî åëåìåíòiâ âèáiðêè, ÿêi ïîòðàïèëè ó ìíîæèíó △i. Ìíîæèíè △iâèáèðàþòü òàê, ùîá óñi pi > 0.ßêùî ñïðàâåäëèâà ãiïîòåçà H0: F = G, òî ÷àñòîòè νi

n
¹ ñëóøíèìè iíåçìiùåíèìè îöiíêàìè pi, i òîìó âiäõèëåííÿ χ̂2

n ó öüîìó âèïàäêó ìiíi-ìàëüíå.Êðèòåðié ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 áóäóþòü íà îñíîâi òîãî, ùî ó âè-ïàäêó ñïðàâåäëèâîñòi H0 ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè χ̂2
n, ïðè n → ∞çáiãà¹òüñÿ äî ðîçïîäiëó χ2 ç r − 1 ñòóïåíåì âiëüíîñòi. Òîìó ïðè äîñèòüâåëèêèõ n çà ðîçïîäië χ̂2

n áåðóòü ðîçïîäië χ2 ç r − 1 ñòóïåíåì âiëüíîñòi.Êðèòåðié χ2 ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ãiïîòåçó H0âiäõèëÿþòü ïðè
χ̂2

n > χ2
1−α,r−1i ïðèéìàþòü â iíøîìó âèïàäêó.8.3.2 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî âèä ðîçïîäiëó, ÿêèéçàëåæèòü âiä íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâÍåõàé ζ = (ξ1, ..., ξn) � âèáiðêà iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç íåâiäîìèìðîçïîäiëîì F. �iïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî F = G(θ), θ = (θ1, ..., θm),äå ðîçïîäië G âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðàìåòðàìè θ1, ..., θm, ÿêi íåâiäîìi. Íàøåçàâäàííÿ, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, âiäõèëèòè ÷è íi ãiïîòåçó H0.Ó öüîìó âèïàäêó äiþòü òàê: çà ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòiîòðèìóþòü îöiíêè θ̂1, θ̂2, ..., θ̂m ïàðàìåòðiâ i ÿê ãiïîòåòè÷íèé ðîçãëÿäàþòüðîçïîäië G(θ̂1, θ̂2, ..., θ̂m). Òîäi ðîçïîäië âiäõèëåííÿ

χ̂2
n =

r∑

i=1

(νi − npi(θ̂1, θ̂2, ..., θ̂m))2

npi(θ̂1, θ̂2, ..., θ̂m)çáiãà¹òüñÿ äî ðîçïîäiëó χ2 ç (r − 1 − m) ñòóïåíåì âiëüíîñòi.Ó öüîìó âèïàäêó êðèòåðié χ2 ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α ïîëÿãà¹ ó âiä-õèëåííi ãiïîòåçè H0 ïðè
χ̂2

n > χ2
1−α,r−1−mÇÀÓÂÀÆÅÍÍß. Êðèòåðié χ2 âèêîðèñòîâó¹ òîé �àêò, ùî ðîçïîäië âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè (νi−npi)√

npi
áëèçüêèé äî íîðìàëüíîãî N(0, 1). Òîìó äëÿ âñiõ



92 �ÎÇÄIË 8ìíîæèí △i ìà¹ âèêîíóâàòèñü óìîâà npi > 10. ßêùî äëÿ äåÿêèõ ìíîæèí
△i öÿ óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ¨õ ïîòðiáíî îá'¹äíàòè ç ñóñiäíiìè.Ï�ÈÊËÀÄ. Ó òàáëèöi âêàçàíi äàíi ïðî êiëüêiñòü òåëå�îííèõ äçâiíêiâ äîäåïóòàòà ç ðiçíèõ áóäèíêiâ ðàéîíó çà 10000 ãîäèí. Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçóïðî òå, ùî êiëüêiñòü äçâiíêiâ ïiäëÿãà¹ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ïðè ðiâíiçíà÷óùîñòi α = 0, 01.Êiëüêiñòü äçâiíêiâ, k Êiëüêiñòü áóäèíêiâ,ç ÿêèõ áóëî k äçâiíêiâ, nk0 4271 2352 723 214 15 1

≥ 6 0Âñüîãî 757Îòæå, ïðè ñïîñòåðåæåííi çà 757 áóäèíêàìè áóëî 0 · 427 + 1 · 235 + 2 ·
72 + 3 · 21 + 4 · 1 + 5 · 1 = 451 äçâiíêiâ.Îöiíêà λ̂ ïàðàìåòðà λ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà äîðiâíþ¹ ñåðåäíié êiëü-êîñòi äçâiíêiâ: λ̂ = 451

757
≈ 0, 6. Òîìó ìà¹ìî òàáëèöþ éìîâiðíîñòåé pk òàî÷iêóâàíî¨ êiëüêîñòi âèïàäêiâ ç k äçâiíêàìè n · pk :Êiëüêiñòü ïîëîìîê, k pk = 0,6k

k!
e−0,6 npk0 0,54881 4161 0,32929 2492 0,09879 753 0,01976 154 0,00296 25 0,00036 0

≥6 0,00004 0Îñêiëüêè äëÿ k=4,5,6 çíà÷åííÿ npk < 10, îá'¹äíó¹ìî öi äàíi ç äàíèìèäëÿ k=3:
k nk npk

(nk−npk)2

npk0 427 416 0,2911 235 249 0,7872 72 75 0,120
≥ 3 23 17 2,118
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n = 3, 316.Îñêiëüêè ìè îöiíþâàëè ëèøå îäèí ïàðàìåòð λ, òî m = 1. Îòæå,êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi 4 − 1 − 1 = 2. Çà ñòàòèñòè÷íèìè òàáëèöÿìèçíàõîäèìî: χ2
0,99;2 = 9, 21. Îòæå, χ̂2

n < χ2
0,99;2, i ãiïîòåçó ïðî ðîçïîäiëêiëüêîñòi äçâiíêiâ çà çàêîíîì Ïóàññîíà ïðèéìà¹ìî.8.3.3 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî îäíîðiäíiñòüÍåõàé ó ðåçóëüòàòi k ñåðié íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü îòðèìàëè ðåçóëüòà-òè ξi = (ξi1, ξi2, ..., ξini

), i = 1, 2, ..., k. ×è ìîæíà ââàæàòè öi ðåçóëüòàòè,îòðèìàíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè íàä îäíi¹þ i òi¹þ æ âèïàäêîâîþ âåëè÷è-íîþ, òîáòî ââàæàòè, ùî çàêîí ðîçïîäiëó âiä ñåði¨ äî ñåði¨ íå çìiíþ¹òüñÿ?ßêùî öå òàê, òî êàæóòü, ùî ñòàòèñòè÷íi äàíi îäíîðiäíi.ßêùî Fi(x) � �óíêöiÿ ðîçïîäiëó ñïîñòåðåæåíü i-¨ ñåði¨, òî ìè ïîâèííiïðèéíÿòè ÷è âiäõèëèòè ãiïîòåçó îäíîðiäíîñòi H0 :

F1(x) ≡ F2(x) ≡ ... ≡ Fk(x).Äëÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ, ÿê i â ðîçäiëi 8.3.1, ðîçiá'¹ìî îáëàñòü çíà÷åíüâèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ìíîæèí △i, i = 1, 2, ..., r,ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Íåõàé νij � êiëüêiñòü ðåçóëüòàòiâ j-î¨ ñåði¨ âè-ïðîáóâàíü, ÿêi ïîòðàïèëè â ìíîæèíó △i. Òîäi êiëüêiñòü ðåçóëüòàòiâ j-î¨ñåði¨ nj =
∑r

i=1 νij, à çàãàëüíà êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü n =
∑k

j=1 nj =
∑k

j=1

∑r
i=1 νij.Âiçüìåìî çà ìiðó âiäõèëåííÿ âåëè÷èíó

χ̂2
n = n




r∑

i=1

k∑

j=1

ν2
ij

njνi·
− 1



 ,äå νi· =
∑k

j=1 νij.Ïðè n → ∞ âåëè÷èíà χ̂2
n ìà¹ ãðàíè÷íèé ðîçïîäië χ2 ç (r − 1)(k − 1)ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Îòæå, ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿ¹ìî, ÿêùî χ̂2

n > χ2
1−α,(r−1)(k−1) ïðè ðiâíiçíà÷óùîñòi α.8.4 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÇàñòîñó¹ìî Observed versus expe
ted XI äî ïðèêëàäó ç � 7.3. Áóäå-ìî ââàæàòè, ùî ðiâíi ïîïóëÿðíîñòi ñïiâàêà ïiñëÿ ãàñòðîëåé ¹ ñïîñòå-ðåæóâàíèìè ÷àñòîòàìè, à ðiâíi äî ãàñòðîëåé � ïðîãíîçîâàíèìè. Òà-êèé âèáið ïðîäèêòîâàíèé çìiñòîì íóëüîâî¨ ãiïîòåçè. Âèáðàâøè çìiííi



94 �ÎÇÄIË 8ó âiêíi Observed vs. Expe
ted Frequen
y (observed � ñïîñòåðåæóâàíi,expe
ted � ïðîãíîçîâàíi) (ðèñ. 8.2), îäåðæèìî ðåçóëüòàòè (ðèñ. 8.3), ÿêiñâiä÷àòü, ùî âiäìiííiñòü ìiæ ÷àñòîòàìè ¹ çíà÷óùîþ (p < 0, 009204).8.5 Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî íåçàëåæíiñòüâèïàäêîâèõ âåëè÷èíÍåõàé ξ òà η � äâi äèñêðåòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi ìîæóòü íàáóâàòèçíà÷åííÿ x1, x2, ..., xk òà y1, y2, ..., yl âiäïîâiäíî.Çà ðåçóëüòàòàìè n ñïîñòåðåæåíü âèïàäêîâîãî âåêòîðà ζ = (ξ, η) ïî-òðiáíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó H0: âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ òà η � íåçàëåæíi,òîáòîP{ξ = xi, η = yj} = P{ξ = xi}P{η = yj} = piqj , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l.Ïîçíà÷èìî νij � êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü ζ, ðåçóëüòàòàìè ÿêèõ ¹ (xi, yj).Òîäi ðåçóëüòàòè íàøèõ n ñïîñòåðåæåíü ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi òàáëèöiñïðÿæåíîñòi îçíàê:
ξ\η y1 y2 ... yl Ñóìà
x1 ν11 ν12 ... ν1l ν1·
x2 ν21 ν22 ... ν2l ν2·... ... ... . . . ... ...
xk νk1 νk2 ... νkl νk·Ñóìà ν·1 ν·2 ... ν·l näå ν·j =

∑k
i=1 νij , j = 1, 2, ..., l; νi· =

∑l
j=1 νij , i = 1, 2, ..., k.Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 âèêîðèñòîâóþòü êðèòåðié χ2 ïðî âèãëÿäðîçïîäiëó, ùî çàëåæèòü âiä íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ. Ó íàøîìó âèïàäêóíåâiäîìi ïàðàìåòðè � pi òà qj .Âåñü âèáiðêîâèé ïðîñòið ðîçáèâàþòü íà ìíîæèíè, êîæíà ç ÿêèõ ñêëà-äà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ òî÷êè (xi, yj). Ìiðó âiäõèëåííÿ åìïiðè÷íîãî ðîç-ïîäiëó νij

n
âiä ãiïîòåòè÷íîãî piqj âèçíà÷àþòü òàê:

χ̂2
n =

k∑

i=1

l∑

j=1

(νij − np̂iq̂j)
2

np̂iq̂j

,äå p̂i òà q̂j � îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi äëÿ pi òà qj : p̂i = νi·

n
, q̂j =

ν·j
n

. Òîìó
χ̂2

n = n
k∑

i=1

l∑

j=1

ν2
ij

ν·jνi·
− 1. (8.1)
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�èñ. 8.2. Âèáið çìiííèõ

�èñ. 8.3. �åçóëüòàòè ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî îäíîðiäíiñòü



96 �ÎÇÄIË 8Îñêiëüêè ∑k
i=1 pi = 1 i ∑l

j=1 qj = 1, òî êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ, ÿêi îöiíþ-þòü, äîðiâíþ¹ k−1+l−1 = k+l−2. Âèáiðêîâèé ïðîñòið ðîçáèòî íà kl ÷àñ-òèí. Òîìó χ̂2
n ìà¹ ãðàíè÷íèé ðîçïîäië χ2 ç lk−1−(k+l−2) = (k−1)(l−1)ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.Îòæå, ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi α, ÿêùî

χ̂2
n > χ2

1−α,(k−1)(l−1).ÇÀÓÂÀÆÅÍÍß. ßêùî ξ òà η � íåïåðåðâíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî îáëàñòüçíà÷åííÿ êîæíî¨ ç íèõ ðîçáèâàþòü íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ, ÿêiâiäiãðàþòü ðîëü xi òà yj.Ï�ÈÊËÀÄ. Âèâ÷àþòü òðè ñîöiàëüíi ãðóïè. �åçóëüòàòè ïåðåâiðêè íà íàÿâ-íiñòü äåÿêî¨ îçíàêè òàêi: �ðóïàÎçíàêà I II III ÂñüîãîÍàÿâíà 29 38 53 120Âiäñóòíÿ 1 2 7 10Âñüîãî 30 40 60 130Ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi α = 0, 1 ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî òå, ùî íàÿâ-íiñòü îçíàêè íå çàëåæèòü âiä ãðóïè.Íàì ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè íåçàëåæíiñòü íàÿâíîñòi îçíàêè òà ãðóïè. Çà�îðìóëîþ (8.1):
χ̂2

n = 130

(
292

30 · 120
+

382

40 · 120
+

532

60 · 120
+

12

30 · 10
+

22

40 · 10
+

72

60 · 10
− 1

)
≈ 2, 546.×èñëî ñòóïåíiâ âiëüíîñòi: (2 − 1)(3 − 1) = 2. Îñêiëüêè χ̂2

0,9;2 ≈ 4, 605 ,òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íàÿâíiñòü îçíàêè íå çàëåæèòü âiä ãðóïè.



�îçäië 9Ëiíiéíi ðåãðåñiéíi ìîäåëiÄëÿ òîãî, ùîá îïèñóâàòè òà ïðîãíîçóâàòè ïðîöåñè, â åêîíîìiöi òà ñîöiî-ëîãi¨ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi öèõ ïðîöåñiâ. Ó öüîìóâèïàäêó îäèí àáî êiëüêà ïàðàìåòðiâ ïðîöåñó (åíäîãåííèõ çìiííèõ) ïîäà-þòü ÿê �óíêöiþ äåÿêèõ çîâíiøíiõ �àêòîðiâ (åêçîãåííèõ çìiííèõ). Äåÿêiç öèõ �àêòîðiâ ¹ ñóòò¹âèìè i ÷èíÿòü çíà÷íèé âïëèâ íà ïàðàìåòðè ïðîöå-ñó, à iíøi ¹ íåñóòò¹âèìè, áî ¨õ âïëèâ ¹ íåçíà÷íèì. ßê ïðàâèëî, ñóòò¹âèõ�àêòîðiâ ¹ âñüîãî êiëüêà, à íåñóòò¹âèõ � äîñèòü áàãàòî. Òîìó íå ìîæíàïîâíiñòþ íåõòóâàòè âïëèâîì áàãàòüîõ íåñóòò¹âèõ �àêòîðiâ íà ðåçóëü-òóþ÷i ïîêàçíèêè ïðîöåñó. Ïîçíà÷èìî ðåçóëüòóþ÷èé ïîêàçíèê ïðîöåñó÷åðåç y, íàáið ñóòò¹âèõ �àêòîðiâ (x1, ..., xk) i íàáið íåñóòò¹âèõ �àêòîðiâ
(ξ1, ..., ξk). Çàãàëüíèé âèãëÿä ðåãðåñiéíî¨ çàëåæíîñòi:

y = F (x1, ..., xk, ξ1, ..., ξk) ,äå F � �óíêöiÿ ðåãðåñi¨. Ñëiä ðîçðiçíÿòè êðîñ-ñåêöiéíó ðåãðåñiþ òàðåãðåñiþ ÷àñîâèõ ðÿäiâ. Êðîñ-ñåêöiéíà ðåãðåñiÿ âiäîáðàæà¹ çâ'ÿçîê ìiæåíäîãåííèìè òà åêçîãåííèìè çìiííèìè â îäèí i òîé æå æ ìîìåíò ÷àñó.Òîìó äàíi äëÿ âñiõ çìiííèõ âèìiðþþòü îäíîìîìåíòíî. À ðåãðåñiÿ ÷àñîâèõðÿäiâ âiäîáðàæà¹ çâ'ÿçîê ìiæ çìiííèìè ïðîòÿãîì ïåâíîãî ïðîìiæêó ÷àñó,i òîìó äàíi äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ âèìiðþþòü ïåðiîäè÷íî, ó ïåâíi ïîñëiäîâíiìîìåíòè ÷àñó, ïðîòÿãîì äåÿêîãî ÷àñîâîãî iíòåðâàëó.9.1 Ïàðíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿÓ òîìó ðàçi, êîëè F ¹ ëiíiéíîþ �óíêöi¹þ, êàæóòü ïðî ëiíiéíó ðåãðåñiþ.Íàéïðîñòiøèì âèïàäêîì ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ ¹ ïàðíà ðåãðåñiÿ: ç îäíi¹þåíäîãåííîþ òà îäíi¹þ ñóòò¹âîþ åêçîãåííîþ çìiííîþ. Òàêó ìîäåëü ìîæíàçàïèñàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:
y = b0 + b1x + ξ,97



98 �ÎÇÄIË 9äå ÷åðåç ξ ÿêðàç i ïîçíà÷åíî âïëèâ óñiõ íåñóòò¹âèõ ÷èííèêiâ. Áóäåìîââàæàòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ïiäëÿãà¹ N (0, σ2) ðîçïîäiëó. Íå-õàé ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí x òà y ïîäàíî óâèãëÿäi âèáiðêè (xi, yi) , i = 1, n. Ó òàêîìó ðàçi ìîæíà ââàæàòè, ùî
yi = b0 + b1xi + εi, äå εi � ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü, ¹ íåêîðåëüîâàíèìèíîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç íóëüîâèì ñåðåä-íiì òà îäíàêîâîþ äèñïåðñi¹þ (òîáòî ïiäëÿãàþòü ðîçïîäiëó N (0, σ2)).Ñòàòèñòè÷íi îöiíêè êîå�iöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ b̂0 òà b̂1 áóäóþòü òàêèì ÷èíîì,ùîá îöiíêè çíà÷åíü åíäîãåííî¨ çìiííî¨ ŷi = b̂0 + b̂1xi, i = 1, n ó òî÷êàõ
xi, i = 1, n áóëè ÿêîìîãà áëèæ÷èìè äî âèáiðêîâèõ çíà÷åíü yi, i = 1, n.Çà ìiðó áëèçüêîñòi âèáèðàþòü, ÿê ïðàâèëî, ñóìó êâàäðàòiâ âiäõèëåíü:
n∑

i=1
(yi − ŷi)

2, ðiäøå � ñóìó ìîäóëiâ âiäõèëåíü: n∑
i=1

|yi − ŷi|. ßêùî ìiðîþáëèçüêîñòi ¹ ñóìà êâàäðàòiâ âiäõèëåíü, òî êàæóòü, ùî âiäïîâiäíi îöiíêèêîå�iöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ îòðèìàíî ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ.9.1.1 Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ�îçãëÿíåìî ìiðó áëèçüêîñòi ïðîãíîçîâàíèõ i ñïîñòåðåæóâàíèõ çíà÷åíü
Q
(
b̂0, b̂1

)
=

n∑
j=1

(
yj − b̂0 − b̂1xj

)2 ÿê �óíêöiþ äâîõ çìiííèõ b̂0 i b̂1 òà äîñëi-äèìî ¨¨ íà åêñòðåìóì. Çàïèøåìî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ åêñòðåìóìó:





∂Q

∂b̂0
= −2

n∑
j=1

(
yj − b̂0 − b̂1xj

)
= 0,

∂Q

∂b̂1
= −2

n∑
j=1

xj

(
yj − b̂0 − b̂1xj

)
= 0;�îçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó âiäíîñíî îöiíîê êîå�iöi¹íòiâ ðåãðåñi¨:






n · b̂0 + b̂1 ·
n∑

j=1
xj =

n∑
j=1

yj,

b̂0 ·
n∑

j=1
xj + b̂1

n∑
j=1

xj =
n∑

j=1
xjyj ;






b̂0 = ȳ − b̂1x̄,
(
ȳ − b̂1x̄

)
·

n∑
j=1

xj + b̂1

n∑
j=1

x2
j =

n∑
j=1

xjyj;





b̂0 = ȳ − b̂1x̄,

ȳ
n∑

j=1
xj − b̂1

(
x̄ ·

n∑
j=1

xj −
n∑

j=1
x2

j

)
=

n∑
j=1

xjyj;
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ȳ ·

n∑

j=1

xj −
n∑

j=1

xjyj = b̂1 ·

x̄ ·

n∑

j=1

xj −
n∑

j=1

x2
j


 ,

n∑

j=1

xj · (ȳ − yj) = b̂1 ·



n∑

j=1

xj (x̄ − xj)



 .Îñêiëüêè n∑
j=1

xj · (ȳ − yj) = 0, òî
n∑

j=1

xj · (ȳ − yj) −
n∑

j=1

x̄ · (ȳ − yj) = b̂1 ·



n∑

j=1

xj · (x̄ − xj) − x̄ ·
n∑

j=1

(x̄ − xj)



 ,çâiäêè
n∑

j=1

(xj − x̄) (ȳ − yj) = b̂1 ·
n∑

j=1

(xj − x̄) (x̄ − xj) .Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî òàêi çíà÷åííÿ äëÿ îöiíîê êîå�iöi¹íòiâ ïàðíî¨ ëi-íiéíî¨ ðåãðåñi¨:





b̂1 =

n∑
j=1

(xj−x̄)(yj−ȳ)

n∑
j=1

(xj−x̄)2
= ρ̂ · σ̂y

σ̂x
,

b̂0 = ȳ −

n∑
j=1

(xj−x̄)(yj−ȳ)

n∑
j=1

(xj−x̄)2
· 1

n

n∑
j=1

xj = ȳ − b̂1x̄.Îòæå, åìïiðè÷íà ëiíiÿ ðåãðåñi¨ ìà¹ âèãëÿä:
ŷ = ȳ − b̂1 · x̄ + b̂1 · x.Àáî ŷ = ȳ − b̂1 (x − x̄) i, îòæå, ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x̄, ȳ).Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíi ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ îöiíêè êîå-�iöi¹íòiâ ïàðíî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ ¹ íàéêðàùèìè ó êëàñi ëiíiéíèõ íåçìi-ùåíèõ îöiíîê (Best Linear Unbiased Estimator � BLUE).9.1.2 Ïåðåâiðêà ìîäåëi íà àäåêâàòíiñòüßêùî íå ðîçãëÿäàòè ïèòàííÿ ïðàâèëüíîñòi ñïåöè�iêàöi¨ ðåãðåñiéíî¨ ìî-äåëi ç òî÷êè çîðó âiäïîâiäíî¨ (åêîíîìi÷íî¨, ñîöiîëîãi÷íî¨ òà iíøî¨) òåîði¨,òî ïåðåâiðêà àäåêâàòíîñòi âèáiðêîâî¨ ðåãðåñi¨ çâîäèòüñÿ äî ïåðåâiðêè ¨¨íà âiäïîâiäíiñòü ðàíiøå çðîáëåíèì ïðèïóùåííÿì, à ñàìå:
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• ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü εi = yi − ŷi ¹ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè âè-ïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç íóëüîâèì ñåðåäíiì;
• äèñïåðñiÿ ïîõèáîê ¹ ñòàëîþ (ãîìîñêåäàñòè÷íiñòü);
• ïîõèáêè íå ¹ àâòîêîðåëüîâàíèìè.9.1.3 Ïåðåâiðêà ìîäåëi íà çíà÷óùiñòüÏåðåâiðêó ìîäåëi íà çíà÷óùiñòü çäiéñíþþòü ó äâà åòàïè. Íà ïåðøîìóåòàïi ñëiä ïåðåâiðèòè, ÷è âêëþ÷à¹ äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ êîå�iöi¹íòà

b1 íóëüîâå çíà÷åííÿ. ßêùî ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi äîâið÷èé ií-òåðâàë íàêðèâà¹ íóëüîâå çíà÷åííÿ, òî çíàéäåíà ðåãðåñiéíà çàëåæíiñòü¹ íåçíà÷óùîþ. ßêùî æ íóëüîâå çíà÷åííÿ íå ïîòðàïëÿ¹ ó âiäïîâiäíèéäîâið÷èé iíòåðâàë, òî ñëiä ïåðåéòè äî äðóãîãî åòàïó, íà ÿêîìó âñòà-íîâëþ¹òüñÿ, ÿêà ñàìå ÷àñòèíà âàðiàöi¨ åíäîãåííî¨ çìiííî¨ ïîÿñíþ¹òüñÿâàðiàöi¹þ åêçîãåííî¨ çìiííî¨.Âiäíîøåííÿ ñóìè êâàäðàòiâ âiäõèëåíü, ÿêi ïîÿñíþþòüñÿ ðåãðåñi¹þ,äî çàãàëüíî¨ ñóìè êâàäðàòiâ âiäõèëåíü íàçèâàþòü êîå�iöi¹íòîì äåòåðìi-íàöi¨ R2. Òàêèì ÷èíîì, çíà÷åííÿ êîå�iöi¹íòó R2 ïîêàçó¹ ÷àñòêó âàðiàöi¨åíäîãåííî¨ çìiííî¨, ÿêó ìîæíà ïîÿñíèòè âàðiàöi¹þ åêçîãåííî¨ çìiííî¨, à
1−R2 ÷àñòêó âàðiàöi¨ åíäîãåííî¨ çìiííî¨, âèêëèêàíó âïëèâîì âèïàäêîâèõ�àêòîðiâ.9.2 Ìíîæèííà ëiíiéíà ðåãðåñiÿÍà æàëü, ïàðíà ëiíiéíà ðåãðåñiÿ ìà¹ äîñèòü îáìåæåíó ñ�åðó çàñòîñóâàí-íÿ íà ïðàêòèöi, îñêiëüêè çàçâè÷àé äîâîäèòüñÿ äîñëiäæóâàòè çâ'ÿçîê ìiæáàãàòüìà åêçîãåííèìè çìiííèìè òà îäíi¹þ åíäîãåííîþ. Òàêó ðåãðåñiþíàçèâàþòü ìíîæèííîþ, àáî áàãàòî�àêòîðíîþ.Çàãàëîì, ìíîæèííà ðåãðåñiÿ äîçâîëÿ¹ äîñëiäíèêîâi âèçíà÷èòè, "ùî¹ êðàùèì ïîÿñíåííÿì äëÿ...". Íàïðèêëàä, äîñëiäíèêîâi â ãàëóçi îñâiòèáóëî á öiêàâî, ÿêi �àêòîðè ¹ êðàùèì ïîÿñíåííÿì óñïiøíîãî íàâ÷àííÿ âñåðåäíié øêîëi, ïñèõîëîãà ìîãëî á çàöiêàâèòè ïèòàííÿ, ÿêi iíäèâiäóàëü-íi ÿêîñòi äîçâîëÿþòü êðàùå ïðîãíîçóâàòè ñòóïiíü ñîöiàëüíî¨ àäàïòàöi¨iíäèâiäà, ñîöiîëîãàì, iìîâiðíî, áóëî á öiêàâî çíàéòè òi ñîöiàëüíi iíäèêà-òîðè, ÿêi íàéêðàùå ïîÿñíþþòü ðåçóëüòàò àäàïòàöi¨ íîâî¨ iììiãðàíòñüêî¨ãðóïè i ñòóïiíü ¨¨ çëèòòÿ iç ñóñïiëüñòâîì.Ìîäåëü ìíîæèííî¨ ðåãðåñi¨ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

y = b0 + b1x1 + b2x2 + ... + bnxn + ξ,



�Å��ÅÑIÉÍI ÌÎÄÅËI 101äå n � ÷èñëî �àêòîðiâ (åêçîãåííèõ çìiííèõ) ìíîæèííî¨ ðåãðåñi¨.Çàñòîñóâàâøè ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, ìîæíà îá÷èñëèòè îöií-êè êîå�iöi¹íòiâ ìíîæèííî¨ ðåãðåñi¨ àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíîäëÿ ïàðíî¨ ðåãðåñi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ïàðíî¨ ðåãðåñi¨ âàæëèâèìè áóëèïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî:
• ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü ¹ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìèâåëè÷èíàìè ç íóëüîâèì ñåðåäíiì;
• äèñïåðñiÿ ïîõèáîê ¹ ñòàëîþ (ãîìîñêåäàñòè÷íiñòü);
• ïîõèáêè íå ¹ àâòîêîðåëüîâàíèìè.Äëÿ ìíîæèííî¨ ðåãðåñi¨ äî öèõ óìîâ äîäà¹òüñÿ ùå óìîâà íåçàëåæíîñ-òi (íåêîðåëüîâàíîñòi) åêçîãåííèõ çìiííèõ. ßêùî æ äåÿêi ç åêçîãåííèõçìiííèõ êîðåëþþòü ìiæ ñîáîþ, òî ãîâîðÿòü ïðî ÿâèùå ìóëüòèêîëiíåàð-íîñòi.Ìóëüòèêîëiíåàðíiñòü íå äîçâîëÿ¹ ïðàâèëüíî âèçíà÷èòè îöiíêè êîå-�iöi¹íòiâ ó ðåãðåñiéíié ìîäåëi ïðè êîðåëþþ÷èõ çìiííèõ, i òîìó âàðòîïåðåãëÿíóòè ïèòàííÿ ñïåöè�iêàöi¨ ìîäåëi, âèõîäÿ÷è ç ìiðêóâàíü âiäïî-âiäíî¨ (åêîíîìi÷íî¨, ñîöiîëîãi÷íî¨ òà iíøî¨) òåîði¨.9.3 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÂiäêðè¹ìî �àéë Job_prof.sta, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó äèðåêòîði¨ Examplesïàêåòó (ðèñ. 9.1). Ïåðøi ÷îòèðè çìiííi (Test1-Test4) ïîêàçóþòü ðåçóëüòà-òè òåñòiâ íà ïðî�åñiéíó ïðèäàòíiñòü 25 ïðåòåíäåíòiâ íà ïîñàäó ñëóæáîâ-öiâ êîìïàíi¨. Íåçâàæàþ÷è íà ðåçóëüòàòè òåñòóâàííÿ, âñi 25 ïðåòåíäåíòiâáóëè âçÿòi ç âèïðîáóâàëüíèì òåðìiíîì, ïiñëÿ çàêií÷åííÿ ÿêîãî ðîáîòàêîæíîãî iç ñëóæáîâöiâ áóëà îöiíåíà çà ¹äèíîþ øêàëîþ. �åçóëüòàòè îöi-íîê îïèñó¹ çìiííà Job_prof. Ñëiä âèçíà÷èòè, ÿêèé (àáî ÿêi) ç ïðîâåäåíèõòåñòiâ íàéáiëüø àäåêâàòíî âiäîáðàæà¹ ðiâåíü ïðî�åñiéíî¨ ïðèäàòíîñòiïðåòåíäåíòà.Âiäêðè¹ìî âiêíî Multiple Regression Startup Panel (ðèñ. 9.2), íàòèñ-íåìî íà êíîïêó Variables òà âèáåðåìî Job_prof ÿê åíäîãåííó çìiííó òàTest1-Test4 ÿê åêçîãåííi.Ó êëiòèíöi Perform default analysis ïðèáåðåìî âiäïîâiäíå ïîçíà÷åí-íÿ (õðåñòèê). Öèì ñàìèì ìè âèáåðåìî ïîêðîêîâèé ìåòîä ïðîâåäåííÿðåãðåñiéíîãî àíàëiçó.Ìè ìîæåìî âèáðàòè íàñòóïíi ìåòîäè ïðîâåäåííÿ ðåãðåñiéíîãî àíàëi-çó: Standard, Forward stepwise òà Ba
kward stepwise.
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�èñ. 9.1. �åçóëüòàòè òåñòiâ íà ïðî�åñiéíó ïðèäàòíiñòü

�èñ. 9.2. Ìíîæèííà ðåãðåñiÿ
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�èñ. 9.3. Âèáið ìåòîäóÓ âiêíi Model definition (ðèñ. 9.3) îáåðåìî ìåòîä Forward stepwiseòà âèáåðåìî îïöiþ âiäîáðàæåííÿ ïðîöåñó ïîêðîêîâî ó âiêîíöi Displayingresults. Ïiñëÿ âèáîðó iíøèõ ïàðàìåòðiâ ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó íàòèñíåìîOK.Âiäêðè¹òüñÿ âiêíî Multiple Regression Results (ðèñ. 9.4) äëÿ íóëüîâî-ãî êðîêó (Step 0). Íà öüîìó êðîöi ìîæíà ïåðåãëÿíóòè îïèñîâó ñòàòèñòè-êó åêçîãåííèõ çìiííèõ, íàòèñíóâøè íà êíîïêó Correlations and des
r.stats.

�èñ. 9.4. Íóëüîâèé êðîê
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�èñ. 9.5. Ïåðøèé êðîêÍà ïåðøîìó êðîöi (Step 1) (ðèñ. 9.5) êîæíó ç åêçîãåííèõ çìiííèõîöiíþþòü îêðåìî i òó ç íèõ, ùî ìà¹ íàéáiëüøèé âïëèâ (íàéáiëüøå çíà-÷åííÿ F-ñòàòèñòèêè), âêëþ÷àþòü ó ðåãðåñiéíó ìîäåëü.Íà êîæíîìó íàñòóïíîìó êðîöi (ðèñ. 9.6 i 9.7) â ìîäåëü âêëþ÷àþòüíàñòóïíó, íàéáiëüø âïëèâîâó, çãiäíî ç F-êðèòåði¹ì, åêçîãåííó çìiííó.

�èñ. 9.6. Äðóãèé êðîêÊîëè âñi çíà÷óùi åêçîãåííi çìiííi óâiéäóòü ó ìîäåëü, ïðîãðàìà ïåðå-õîäèòü äî âiêíà Residual Analysis (ðèñ. 9.8), çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíàïðîâåñòè àíàëiç çàëèøêiâ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi.Íàïðèêëàä, íàòèñíóâøè êíîïêó Plots of residuals, ìîæíà ÷àñòêîâîïåðåâiðèòè ìîäåëü íà âiäïîâiäíiñòü ïðèïóùåííþ ïðî íîðìàëüíèé ðîçïî-
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�èñ. 9.7. �åçóëüòàòè íàñòóïíèõ êðîêiâ

�èñ. 9.8. Âiêíî àíàëiçó çàëèøêiâ
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�èñ. 9.9. Çàëèøêè íà íîðìàëüíîìó Q-Q ãðà�iêóäië çàëèøêiâ (ðèñ. 9.9).Òàêîæ íà ïàíåëi âiêíà Residual Analysis ðîçìiùåíà êíîïêà Regressi-on Summary, íàòèñíóâøè ÿêó, ìîæíà îòðèìàòè çíà÷åííÿ êîå�iöi¹íòiâðåãðåñi¨, t-ñòàòèñòèêè òà âiäïîâiäíî¨ éìîâiðíîñòi ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó
p, à òàêîæ êîå�iöi¹íò äåòåðìiíàöi¨ R2.Çàóâàæèìî, ùî ó âiêíi Regression Summary for Dependent Variable(ðèñ. 9.10) êîå�iöi¹íòè åêçîãåííèõ çìiííèõ, ùî óâiéøëè â ìîäåëü, çî-áðàæåíi ó äâîõ âàðiàíòàõ.

�èñ. 9.10. Òàáëèöÿ ðåçóëüòàòiâ àíàëiçóÏî-ïåðøå, öå B êîå�iöi¹íòè, ÿêi âiäïîâiäàþòü çâè÷àéíèì b ðåãðåñié-íî¨ ìîäåëi. Ïî-äðóãå, öå BETA êîå�iöi¹íòè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïîïåðåäíüîöåíòðîâàíèì òà ñòàíäàðòèçîâàíèì çíà÷åííÿì åêçîãåííèõ çìiííèõ. Âiä-ïîâiäíî, âåëè÷èíè êîå�iöi¹íòiâ BETA äîçâîëÿþòü âèçíà÷àòè âiäíîñíèéâíåñîê âiäïîâiäíî¨ åêçîãåííî¨ çìiííî¨ ó ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ åíäîãåí-íî¨ çìiííî¨.



�îçäië 10Êëàñòåðíèé àíàëiçÊëàñè�iêàöiÿ îá'¹êòiâ òà ÿâèù çîâíiøíüîãî ñâiòó ¹ îäíi¹þ ç âëàñòèâîñ-òåé ëþäñüêîãî ðîçóìó. Êîæíå ñëîâî â ìîâi îçíà÷à¹ ïåâíèé êëàñ ïðåä-ìåòiâ, ÿêi ÷èìîñü âiäðiçíÿþòüñÿ âiä iíøèõ. Çäåáiëüøîãî òàêå ðîçðiçíåííÿâiäáóâà¹òüñÿ íà iíòó¨òèâíîìó ðiâíi. Ïðîòå êîëè ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç íî-âèìè ÿâèùàìè ÷è íàìàãà¹ìîñÿ çãðóïóâàòè âæå âiäîìi îá'¹êòè â íîâiêëàñè çà ÿêèìèñü îçíàêàìè, òî â öüîìó ðàçi íå ìîæíà ïîâíiñòþ ïîêëà-äàòèñü íà iíòó¨öiþ. Äëÿ çàâäàíü òî÷íî¨ êëàñè�iêàöi¨ ïîòðiáíèé ïåâíèéíàóêîâèé àïàðàò i ìåòîäîëîãiÿ, ÿêi é äà¹ êëàñòåðíèé àíàëiç.Ôîðìàëüíî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç n îá'¹êòàìè (iíäèâiäàìè, îçíàêàìè,õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿâèùàìè òîùî), êîæåí ç ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ìíîæèíîþç p éîãî õàðàêòåðèñòèê. ßêùî ïîçíà÷èòè çíà÷åííÿ i-¨ õàðàêòåðèñòèêèäëÿ k-ãî îá'¹êòà xki, òî ìè ìàòèìåìî ìàòðèöþ
X =




x11 x12 ... x1p

x21 x22 ... x2p

... ... ... ...
xn1 xn2 ... xnp


Ïîòðiáíî îá'¹êòè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðÿäêàì ìàòðèöi, ïåâíèì ÷èíîìðîçáèòè íà ãðóïè (êëàñòåðè). Çà äîïîìîãîþ êëàñòåðíîãî àíàëiçó âèçíà-÷àþòü êiëüêiñòü êëàñòåðiâ òà ÿêi îá'¹êòè â ÿêèé êëàñòåð ïîòðàïëÿþòü.Ó ðåàëüíèõ ñèòóàöiÿõ ïîñòàíîâêà çàäà÷i íå çàâæäè òàêà ïðîñòà. ×àñ-òî äåÿêi ñïîñòåðåæåííÿ âòðà÷åíi, äåÿêi õàðàêòåðèñòèêè ìè íå ìîæåìîâèìiðÿòè. Iíîäi äëÿ ðiçíèõ îá'¹êòiâ ìà¹ìî õàðàêòåðèñòèêè ðiçíèõ òèïiâ iòîùî.Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiçíi ìàòåìàòè÷íi àñïåêòè é ìîäåëi â êëà-ñòåðíîìó àíàëiçi. ßêi àëãîðèòìè êëàñòåðèçàöi¨ çàñòîñîâóâàòè, çíà÷íîþìiðîþ çàëåæèòü âiä ðåàëüíî¨ çàäà÷i. Ïèòàííÿ öå íå ¹ ñóòî ìàòåìàòè÷íèìi ïîòðåáó¹ ãëèáîêîãî ðîçóìiííÿ íå ëèøå òåîði¨, àëå é ïðèðîäè ðåàëüíîãîÿâèùà, ÿêå ðîçãëÿäàþòü. 107



108 �ÎÇÄIË 10Îñòàííiìè ðîêàìè êëàñòåðíèé àíàëiç äåäàëi ÷àñòiøå çàñòîñîâóþòü óñîöiîëîãi÷íèõ íàóêàõ. Òî÷íå âèçíà÷åííÿ ñîöiàëüíèõ, âiêîâèõ ãðóï äà¹çìîãó å�åêòèâíiøå ïðàöþâàòè ç íèìè, öiëåñïðÿìîâàíiøå çàñòîñîâóâàòèçàñîáè âïëèâó, ðîáèòè òî÷íiøi ïðîãíîçè.Ïåðøå ïèòàííÿ, ÿêå ïîñòà¹ ïðè êëàñòåðèçàöi¨ äåÿêî¨ ñóêóïíîñòi îá'¹ê-òiâ, � ÿê âèìiðþâàòè ¨õ ïîäiáíiñòü ÷è âiäìiííiñòü ìiæ ñîáîþ. Òîáòî, äëÿîá'¹êòiâ i òà j òà ïàðè âåêòîðiâ ¨õ õàðàêòåðèñòèê xi = (xi1, xi2, ..., xip),
xj = (xj1, xj2, ..., xjp) ìè ïîâèííi ðîçãëÿíóòè �óíêöiþ ïîäiáíîñòi (âiäìií-íîñòi) f(xi, xj). Çíà÷åííÿ sij = f(xi, xj) áóäåìî íàçèâàòè êîå�iöi¹íòîìïîäiáíîñòi (âiäìiííîñòi). �îçãëÿíåìî äåÿêi âàæëèâi êîå�iöi¹íòè, ÿêi ÷à-ñòî çóñòði÷àþòüñÿ íà ïðàêòèöi.10.1 Êîå�iöi¹íòè ïîäiáíîñòi áiíàðíèõ çìiííèõÍåõàé êîæíà çi çìiííèõ xki, ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó õàðàêòåðèñ-òèê iíäèâiäà, ìîæå íàáóâàòè ëèøå äâà çíà÷åííÿ (íàïðèêëàä, âèñîêèé ÷èíèçüêèé, ïàëèòü ÷è íi, ñîöiàëüíî àêòèâíèé ÷è íi òîùî). Òîäi äëÿ äâîõiíäèâiäiâ ìè ìîæåìî óòâîðèòè 2 × 2 òàáëèöþ, ó êîæíié êëiòèíöi ÿêî¨ñòî¨òü ÷èñëî, ùî ïîêàçó¹, ñêiëüêè âiäïîâiäíèõ ïàð çíà÷åíü iñíó¹:Iíäèâiä 1Çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê 1 2 ÓñüîãîIíäèâiä 2 1 a b a + b2 c d c + dÓñüîãî a + c b + d a + b + c + dÎñü ñïèñîê êîå�iöi¹íòiâ ïîäiáíîñòi, ÿêi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü íàïðàêòèöi äëÿ òàêî¨ ñèòóàöi¨:

1. a+d
a+b+c+d

2. a
a+b+c

3. 2a
2a+b+c

4. 2(a+d)
2(a+d)+b+c

5. a
a+2(b+c)ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, äî ÿêèõ äàíèõ çàñòîñîâóâàòè òîé ÷è iíøèé êîå-�iöi¹íò, âèçíà÷à¹òüñÿ ïðèðîäîþ ðåàëüíî¨ ñèòóàöi¨. Äëÿ îäíàêîâèõ äàíèõðiçíi êîå�iöi¹íòè ìîæóòü ìàòè äóæå âiäìiííi çíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, íå-õàé ìè ìà¹ìî äâîõ iíäèâiäiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ äåñÿòüìà ïîêàçíèêàìè:

X =

(
1 0 0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0

) (10.1)Âiäïîâiäíà 2 × 2 òàáëèöÿ ìà¹ âèãëÿä:



ÊËÀÑÒÅ�ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 109Iíäèâiä 1Çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê 1 0 ÓñüîãîIíäèâiä 2 1 2 1 30 2 5 7Óñüîãî 4 6 10Çíà÷åííÿ ðîçãëÿíóòèõ ðàíiøå êîå�iöi¹íòiâ áóäóòü äëÿ öèõ äàíèõ òàêi:1. 0,7 2. 0,4 3. 0,57 4. 0,82 5. 0,25Íàñïðàâäi ðiçíèöÿ ìiæ êîå�iöi¹íòàìè ùå ãëèáøà. Ìîæíà áóëî á î÷i-êóâàòè, ùî âñi êîå�iöi¹íòè ïîäiáíîñòi ñóìiñíî ìîíîòîííi, òîáòî ÿêùîçíà÷åííÿ ÿêîãîñü îäíîãî êîå�iöi¹íòà äëÿ âñiõ ïàð iíäèâiäiâ ìàþòü ïåâ-íèé ïîðÿäîê, òî é çíà÷åííÿ iíøèõ êîå�iöi¹íòiâ äëÿ öèõ ñàìèõ ïàð óïî-ðÿäêîâàíi òàêèì ñàìèì ÷èíîì.Äîäàìî äî íàøî¨ ìàòðèöi (10.1) íîâèé ðÿäîê õàðàêòåðèñòèê ùå îäíîãîiíäèâiäà:
X =




1 0 0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0


 (10.2)Ó öüîìó âèïàäêó ïåðøèé òà äðóãèé iç ðîçãëÿíóòèõ êîå�iöi¹íòiâ íà-áóâàþòü òàêèõ çíà÷åííü:1) s12 = 0, 70 2) s̃12 = 0, 40

s13 = 0, 50 s̃12 = 0, 00
s23 = 0, 80 s̃23 = 0, 33Îòæå, êîå�iöi¹íòè íå ¹ ñóìiñíî ìîíîòîííi.Ñèòóàöiÿ, êîëè äåÿêèé ïîêàçíèê iíäèâiäà íå ¹ áiíàðíèì, àëå ìîæåíàáóâàòè ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çíà÷åíü, çâîäèòüñÿ ðiçíèìè ìåòîäàìè äîïîïåðåäíüî¨. Ñêàæiìî, ìîæíà ââåñòè íîâi áiíàðíi õàðàêòåðèñòèêè, êîæíàç ÿêèõ ïîêàçó¹, ÷è íàáóâà¹ ïî÷àòêîâà õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãîñü ïåâíîãîçíà÷åííÿ.10.2 Ïîäiáíiñòü çìiííèõ iç íåïåðåðâíèìèçíà÷åííÿìèÇìiííi, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü iç äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ îáëàñòi, ìîæíà ïå-ðåòâîðèòè íà áiíàðíi, ïîðiâíþþ÷è ¨õ iç äåÿêèì �iêñîâàíèì çíà÷åííÿì.



110 �ÎÇÄIË 10Íàïðèêëàä, çìiííi, ÿêi ïîêàçóþòü òåðìií ïåðåáóâàííÿ íà îäíié ïîñà-äi, ïðîæèâàííÿ â ïåâíîìó ðåãiîíi, âæèâàííÿ íàðêîòèêiâ, ìîæóòü áóòèòðàíñ�îðìîâàíi â áiíàðíó çìiííó ç äâîìà çíà÷åííÿìè: áiëüøå äâîõ ðî-êiâ, ìåíøå ÷è òî÷íî äâà ðîêè. Äàëi ìîæåìî çàñòîñóâàòè ðîçãëÿíóòi ðà-íiøå êîå�iöi¹íòè ïîäiáíîñòi. Çðîçóìiëî, ùî çà òàêîãî ïiäõîäó çíà÷íà÷àñòèíà ií�îðìàöi¨ âòðà÷à¹òüñÿ. Íà ïðàêòèöi çàñòîñîâóþòü ðiçíi iíøiêîå�iöi¹íòè, çîêðåìà ïîâ'ÿçàíi ç êîðåëÿöi¹þ äàíèõ (äèâ. Clifford, Step-henson [23℄). �îçãëÿíåìî ùå îäèí êîå�iöi¹íò (çàïðîïîíîâàíèé Gower[24℄), ÿêèé äåìîíñòðó¹, ÿê ìîæíà ïîðiâíþâàòè iíäèâiäiâ çà ïîêàçíèêàìèðiçíèõ òèïiâ:
sij =

∑p
k=1 wijkSijk∑p

k=1 wijk

.Çìiííà wijk íàáóâà¹ çíà÷åíü 1 ÷è 0 çàëåæíî âiä òîãî, âðàõîâó¹ìî ÷èíi ïîðiâíÿííÿ k-¨ õàðàêòåðèñòèêè i-ãî òà j-ãî iíäèâiäiâ. Sijk � ïîäiáíiñòüìiæ i-ì òà j-ì iíäèâiäàìè çà ¨õ k-þ õàðàêòåðèñòèêîþ. Ñêàæiìî, ìîæåìîðîçãëÿíóòè òàêèé âèïàäîê: äëÿ õàðàêòåðèñòèê, ÿêi íàáóâàþòü äèñêðåò-íèõ çíà÷åíü, Sijk äîðiâíþ¹ 1, ÿêùî k-òà õàðàêòåðèñòèêà îäíàêîâà äëÿ
i-ãî òà j-ãî iíäèâiäiâ, i 0, ÿêùî ðiçíà. Äëÿ õàðàêòåðèñòèê ç íåïåðåðâíîþîáëàñòþ çíà÷åíü ìîæåìî ðîçãëÿíóòè

Sijk = 1 − |xik − xjk|
Rk

,äå xik òà xjk � çíà÷åííÿ k-¨ õàðàêòåðèñòèêè i-ãî òà j-ãî iíäèâiäiâ âiä-ïîâiäíî, à Rk � äîâæèíà ïðîìiæêà, â ÿêîìó çìiíþ¹òüñÿ k-òà õàðàêòåðè-ñòèêà iíäèâiäiâ, ùî êëàñòåðèçóþòüñÿ.Ï�ÈÊËÀÄ. Íåõàé òàáëèöÿ äà¹ çíà÷åííÿ ï'ÿòè õàðàêòåðèñòèê äëÿ ï'ÿòèîñiá: 1 2 3 4 51-é iíäèâiä 60 ñåðåäíié 0 íi þíèé2-é iíäèâiä 75 âèñîêèé 1 íi ñåðåäíüîãî âiêó3-é iíäèâiä 55 íèçüêèé 1 òàê ñòàðèé4-é iíäèâiä 72,5 ñåðåäíié 0 òàê ñòàðèé5-é iíäèâiä 60 ñåðåäíié 0 òàê þíèéÌè õî÷åìî çíàéòè êîå�iöi¹íòè ïîäiáíîñòi ìiæ iíäèâiäàìè, íå âðàõî-âóþ÷è ïàðè íóëüîâèõ òðåòiõ õàðàêòåðèñòèê i íåãàòèâíèõ ÷åòâåðòèõ.�îçãëÿíåìî ïåðøó õàðàêòåðèñòèêó ÿê òàêó, ùî ìà¹ íåïåðåðâíó îáëàñòüçíà÷åíü, ðåøòó � ç äèñêðåòíèìè. Îñêiëüêè R1 = 75 − 55 = 20, òî
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s12 =

1 · (1 − 15
20

) + 1 · 0 + 1 · 0 + 1 · 0 + 1 · 0
1 + 1 + 1 + 0 + 1

= 0, 0625.Îá÷èñëèâøè àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ðåøòó êîå�iöi¹íòiâ, îòðèìó¹ìî ñè-ìåòðè÷íó ìàòðèöþ ïîäiáíîñòi S äëÿ íàøèõ ï'ÿòè iíäèâiäiâ:
S =




1 0, 062 0, 15 0, 344 0, 75
0, 062 1 0, 2 0, 175 0, 005
0, 15 0, 2 1 0, 425 0, 350
0, 344 0, 175 0, 425 1 0, 475
0, 75 0, 005 0, 35 0, 475 1


10.3 Êîå�iöi¹íòè âiäìiííîñòiÓ áàãàòüîõ âèïàäêàõ çðó÷íî âèìiðþâàòè íå ïîäiáíiñòü iíäèâiäiâ, à âiä-ìiííiñòü ó ¨õ õàðàêòåðèñòèêàõ. Ïðîòå çíà÷íî¨ ðiçíèöi òóò íåìà¹. ×àñòîäëÿ âiäïîâiäíèõ ïðîòèëåæíèõ êîå�iöi¹íòiâ iñíó¹ ïðîñòà �îðìóëà, ÿêàäà¹ ¨õ çâ'ÿçîê.Îñü äåêiëüêà êîå�iöi¹íòiâ âiäìiííîñòi, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ íàé÷àñòiøå:

1.
p∑

k=1

(xik − xjk)
2; 2.

p∑

k=1

|xik − xjk|;

3.
p∑

k=1

|xik − xjk|
xik − xjk

; 4.

∑p
k=1 xikxjk

(
∑p

k=1 x2
ik

∑p
k=1 x2

jk)
1
2

.Ìîæëèâî, îäèí iç íàé÷àñòiøå âæèâàíèõ êîå�iöi¹íòiâ � öå ïåðøèé.Ç ìàòåìàòèêè âiäîìî, ùî öå êâàäðàò åâêëiäîâî¨ âiäñòàíi ìiæ äâîìà òî-÷êàìè. Ïðîòå äëÿ ðåàëüíèõ äàíèõ öåé êîå�iöi¹íò íå çàâæäè äà¹ ãàðíiðåçóëüòàòè. Íàïðèêëàä, íåõàé ó íàñ ¹ äàíi ïðî òðüîõ äiòåé, âàãà ÿêèõâèçíà÷åíà ó �óíòàõ, à çðiñò â �óòàõ: Âàãà ÇðiñòÏåðøà äèòèíà 60 3,0Äðóãà äèòèíà 65 3,5Òðåòÿ äèòèíà 63 4,0Âiäïîâiäíi åâêëiäîâi âiäñòàíi òîäi äîðiâíþþòü:
d12 = 5, 02; d13 = 3, 16; d23 = 2, 06.Àëå ÿêùî çìiíèòè øêàëó âèìiðþâàííÿ çðîñòó, ñêàæiìî, íà äþéìè,òî åâêëiäîâi âiäñòàíi áóäóòü óæå òàêi:
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d12 = 7, 81; d13 = 12, 37; d23 = 6, 32.Çà ïåðøèì ìåòîäîì øêàëþâàííÿ òðåòÿ äèòèíà áëèæ÷à, íiæ äðóãà, äîïåðøî¨ çà ñâî¨ìè õàðàêòåðèñòèêàìè, à ïðè äðóãîìó ìåòîäi øêàëþâàííÿ� íàâïàêè.Åâêëiäîâó âiäñòàíü (ïåðøèé iç êîå�iöi¹íòiâ âiäìiííîñòi) çâè÷àéíî çà-ñòîñîâóþòü ó òîìó ðàçi, êîëè ââàæàþòü, ùî ðiçíi õàðàêòåðèñòèêè iíäè-âiäà íåêîðåëüîâàíi ìiæ ñîáîþ. Çà íàÿâíîñòi êîðåëÿöi¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿêîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ S, âiääàëi ìiæ âåêòîðàìè xi òà xj âèçíà÷àþòü�îðìóëîþ

dij = (xi − xj)S
−1(xi − xj)

′.Äëÿ áàãàòüîõ áiíàðíèõ ïîêàçíèêiâ iç êîå�iöi¹íòàìè ïîäiáíîñòi sij ∈
[−1, 1] ÷àñòî çàñòîñîâóþòü òàêó �îðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ âiäìiííîñòåé:

dij =
√

2(1 − sij).10.4 Ìiæãðóïîâi âiäñòàíiÄî öüîãî ìîìåíòó ìè ïîðiâíþâàëè ìiæ ñîáîþ äâà îá'¹êòè: çíàõîäèëè¨õ ïîäiáíiñòü, âiäìiííiñòü, óâîäèëè âiäñòàíü ìiæ íèìè. Ó êëàñòåðíîìóàíàëiçi äîñèòü ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ðîçãëÿäàòè ïîäiáíi õàðàêòåðèñòèêè íåìiæ îêðåìèìè îá'¹êòàìè, à ìiæ äåÿêèìè ãðóïàìè. Íàâåäåìî äåêiëüêàïðèêëàäiâ ìiæãðóïîâèõ õàðàêòåðèñòèê.Îäíèìè ç íàéáiëüø ïðîñòèõ i ÷àñòî âæèâàíèõ ìiæãðóïîâèõ õàðàêòå-ðèñòèê ¹ òi, ÿêi îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòèê îêðåìèõ ïàðîá'¹êòiâ ãðóï. Òàê, ÿêùî ìè âèáåðåìî íàéìåíøó ç âiäñòàíåé ìiæ ïàðàìèîá'¹êòiâ ãðóï, òî îòðèìó¹ìî õàðàêòåðèñòèêó, ÿêó íàçèâàþòü âiäñòàííþíàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ ãðóï. ßêùî æ âiçüìåìî íàéáiëüøó ç âiäñòàíåé ìiæïàðàìè îá'¹êòiâ, òî îòðèìà¹ìî âiäñòàíü íàéâiääàëåíiøèõ ñóñiäiâ ãðóï.Öi õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòî çàñòîñîâóþòü ó êëàñòåðíîìó àíàëiçi, é ïðî íèõìè áóäåìî ãîâîðèòè äîêëàäíiøå äàëi.Äîñèòü ÷àñòî çàñòîñîâóþòü ïåâíi ñåðåäíi ïîêàçíèêè ãðóïîâèõ âiäñòà-íåé. Îäèí iç òàêèõ ìåòîäiâ ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåííi àðè�ìåòè÷íîãî ñåðåä-íüîãî õàðàêòåðèñòèê óñiõ ïàð îá'¹êòiâ (äå ïåðøèé ç îäíi¹¨ ãðóïè, à äðó-ãèé � ç iíøî¨). Iíøèé ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ êîæíî¨ ãðóïè îá÷èñëþþòüâåêòîð, êîìïîíåíòè ÿêîãî ¹ ñåðåäíiìè äëÿ âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðèñòèêïî ãðóïi x̄A = (x̄A,1; x̄A,2; ...; x̄A,p), x̄B = (x̄B,1; x̄B,2; ...; x̄B,p). Âiäñòàíü ìiæãðóïàìè A òà B òîäi îá÷èñëþþòü òàê:
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dAB =

√√√√
p∑

i=1

(x̄A,i − x̄B,i)2.ßêùî õàðàêòåðèñòèêè îá'¹êòiâ ó ãðóïàõ çàëåæíi i S � êîâàðiàöiéíàìàòðèöÿ ìiæãðóïîâèõ ñåðåäíiõ, òî òîäi ÷àñòî çàñòîñîâóþòü òàêó õàðàê-òåðèñòèêó âiäñòàíi:
D2

AB = (x̄A − x̄B)S−1(x̄A − x̄B)′.�iäøå âèêîðèñòîâóþòü êîå�iöi¹íò ïîäiáíîñòi ìiæ ãðóïàìè
SAB = cos

[
1

nAnB

∑

i∈A

cos−1 sij

]
,äå nA, nB � êiëüêiñòü îá'¹êòiâ ó ãðóïàõ A òà B âiäïîâiäíî, sij � êîå�i-öi¹íò ïîäiáíîñòi îá'¹êòiâ i òà j.



�îçäië 11I¹ðàðõi÷íà êëàñòåðíà òåõíiêàI¹ðàðõi÷íà êëàñòåðíà òåõíiêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áóäóþòü äåÿêó ïî-ñëiäîâíiñòü êëàñòåðíèõ ðîçáèòòiâ ìíîæèíè, òàêó, ùî, ç îäíîãî áîêó,ðîçáèòòÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñòåðiâ, êîæåí iç ÿêèõ ìiñòèòü òiëüêè îäèíåëåìåíò ìíîæèíè, à ç iíøîãî áîêó, ìà¹ìî ëèøå îäèí êëàñòåð, ùî ìi-ñòèòü óñþ ìíîæèíó. Âiäïîâiäíî äî íàïðÿìó, â ÿêîìó áóäóþòü i¹ðàðõiþ,ðîçãëÿäàþòü àáî àãëîìåðàòèâíi àáî ïîäðiáíþâàëüíi ìåòîäè.Ïðè êîæíîìó ìåòîäi ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ÿêèé iç êðîêiâ ëàíöþæêà àãëî-ìåðàöié ÷è ïîäðiáíåíü ââàæàòè îïòèìàëüíèì. Êëàñòåðè, ùî îòðèìàíi íàîïòèìàëüíîìó êðîöi, é ñòàíîâëÿòü ïîòðiáíå ðîçáèòòÿ.�ðà�i÷íî ïðîöåñ i¹ðàðõi÷íî¨ êëàñè�iêàöi¨ çîáðàæàþòü òàê çâàíèìèäåíäðîãðàìàìè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü çðîñòàííÿ ÷è ïîäðiáíåííÿ, ùî âiäáó-âà¹òüñÿ íà êîæíîìó êðîöi. Ïðèêëàä òàêî¨ äåíäðîãðàìè äëÿ ìíîæèíè çï'ÿòè îá'¹êòiâ ïîäàíî íà ðèñ. 11.1.Çàëåæíî âiä íàïðÿìêó, â ÿêîìó ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñòâîðåííÿ êëàñòåðiâ,ìà¹ìî àáî ïðîöåñ àãëîìåðàöi¨, àáî ïðîöåñ ïîäðiáíåííÿ.11.1 Àãëîìåðàòèâíi ìåòîäèÍåõàé ìè ìà¹ìî ìíîæèíó ç n îá'¹êòiâ. Ìåòîä ïîëÿãà¹ â óòâîðåííi ïî-ñëiäîâíîñòi Pn, Pn−1, ..., P1 ðîçáèòòiâ îá'¹êòiâ. Ïåðøå ðîçáèòòÿ Pn ñêëàäà-¹òüñÿ ç n êëàñòåðiâ, êîæåí ç ÿêèõ ìiñòèòü ëèøå îäèí îá'¹êò. Îñòàíí¹ðîçáèòòÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ¹äèíîãî êëàñòåðà ç óñiìà îá'¹êòàìè. Ïðàâèëîóòâîðåííÿ ïðîìiæíèõ ðîçáèòòiâ îïèñó¹òüñÿ òàêèì àëãîðèòìîì:Íåõàé ïðè äåÿêîìó ðîçáèòòi Pk ìà¹ìî êëàñòåðè C1, C2, ..., Cl. Òîäi:1. Çíàõîäèìî ñåðåä íèõ ïàðó íàéáëèæ÷èõ êëàñòåðiâ Ci òà Cj . Îá'¹ä-íó¹ìî Ci òà Cj ó íîâèé êëàñòåð, à ñòàði êëàñòåðè Ci òà Cj çíèùó-¹ìî. 114
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-

1 2 3 4 5 Àãëîìåðàöiÿab
ed
a,b

e,d 
,e,d a,b,
,d,e
� 5 4 3 2 1 Ïîäðiáíåííÿ�èñ. 11.1. Äåíäðîãðàìà2. ßêùî êiëüêiñòü êëàñòåðiâ äîðiâíþ¹ 1, ïðîöåñ çóïèíÿþòü. Iíàêøåïîâåðòà¹ìîñü äî êðîêó 1.� áàãàòî ðiçíèõ ìåòîäiâ âèçíà÷åííÿ ïîäiáíîñòi, âiäìiííîñòi ÷è âiä-ñòàíi ìiæ êëàñòåðàìè. Òîìó é ïðîöåñ àãëîìåðèçàöi¨ ìîæå âiäáóâàòèñÿïî-ðiçíîìó.11.1.1 Ìåòîä íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâÏðè òàêîìó ìåòîäi âiäñòàíü ìiæ äâîìà êëàñòåðàìè âèçíà÷àþòü ÿê íàé-ìåíøó âiäñòàíü ó ïàðàõ, äå îäèí åëåìåíò ç îäíîãî êëàñòåðà, à äðóãèé �ç iíøîãî (äèâ. ðèñ. 11.2).Ï�ÈÊËÀÄ. Íåõàé ìà¹ìî 5 îá'¹êòiâ, âiäñòàíi ìiæ ÿêèìè çàäàíi òàêîþìàòðèöåþ:

{1}
{2}
{3}
{4}
{5}

{1} {2} {3} {4} {5}


0 2 6 10 9
2 0 5 9 8
6 5 0 4 9
10 9 4 0 3
9 8 9 3 0




(11.1)Íà ïåðøîìó êðîöi ìà¹ìî ðîçáèòòÿ
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dAB

�èñ. 11.2. Íàéáëèæ÷i ñóñiäè
P5 : {1}, {2}, {3}, {4}, {5}.Íàéìåíøà âiäñòàíü � ìiæ 1-ì òà 2-ì îá'¹êòàìè. Òîìó îá'¹äíó¹ìî ¨õó íîâèé êëàñòåð i äiñòà¹ìî ðîçáèòòÿ

P4 : {1, 2}, {3}, {4}, {5}.Îá÷èñëèìî âiäñòàíü ìiæ êëàñòåðîì {1, 2} òà ðåøòîþ:
d{1,2}{3} = min{d13, d23} = 5;

d{1,2}{4} = min{d14, d24} = 9;

d{1,2}{5} = min{d15, d25} = 8.Íîâà ìàòðèöÿ âiäñòàíåé ìiæ êëàñòåðàìè ìà¹ âèãëÿä:
{1, 2}
{3}
{4}
{5}

{1, 2} {3} {4} {5}


0 5 9 8
5 0 4 9
9 4 0 3
8 9 3 0


Íàéìåíøà âiäñòàíü ìiæ êëàñòåðàìè {4} i {5}. Óòâîðþ¹ìî íîâèé êëàñ-òåð {4, 5} i äiñòà¹ìî ðîçáèòòÿ

P3 : {1, 2}, {3}, {4, 5}.Îñêiëüêè
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d{1,2}{4,5} = min{d14, d15, d14, d25} = 8;

d{3}{4,5} = min{d34, d35} = 4; d{1,2}{3} = 5,òî íîâà ìàòðèöÿ âiäñòàíåé
{1, 2}
{3}
{4, 5}

{1, 2} {3} {4, 5}


0 5 8
5 0 4
8 4 0


Íàéìåíøà âiäñòàíü � ìiæ êëàñòåðàìè {4, 5} i {3}. Òîìó íàñòóïíåðîçáèòòÿ

P2 : {1, 2}, {3, 4, 5}.I íà îñòàííüîìó êðîöi îòðèìó¹ìî ðîçáèòòÿ
P1 : {1, 2, 3, 4, 5}.Âiäïîâiäíà äåíäðîãðàìà çîáðàæåíà íà ðèñ. 11.3.

-
1 2 3 4 5 Àãëîìåðàöiÿ12345

1,2
4,5 3,4,5 1,2,3,4,5
�èñ. 11.3. Äåíäðîãðàìà 1



118 �ÎÇÄIË 1111.1.2 Ìåòîä íàéâiääàëåíiøèõ ñóñiäiâÓ öüîìó ìåòîäi âiäñòàíü ìiæ êëàñòåðàìè âèçíà÷àþòü ÿê íàéáiëüøó ñåðåäïàð, äå îäèí åëåìåíò iç ïåðøîãî êëàñòåðà, à iíøèé � ç äðóãîãî (äèâ.ðèñ. 11.4). A B
dAB

�èñ. 11.4. Íàéâiääàëåíiøi ñóñiäèßêùî çàñòîñîâóâàòè öåé ìåòîä äî ìàòðèöi (11.1), òî íà ïåðøîìó êðîöiçíîâó îòðèìó¹ìî íîâèé êëàñòåð {1, 2} i
P2 : {1, 2}, {3}, {4}, {5}.Îñêiëüêè
d{1,2}{3} = max{d13, d23} = 6;

d{1,2}{4} = max{d14, d24} = 10;

d{1,2}{5} = max{d15, d25} = 9,òî íà íàñòóïíîìó êðîöi ìà¹ìî òàêå ðîçáèòòÿ:
P3 : {1, 2}, {3}, {4, 5}i ìàòðèöþ âiäñòàíåé

{1, 2}
{3}
{4, 5}

{1, 2} {3} {4, 5}


0 6 10
6 0 9
10 9 0






I��À�ÕI×ÍÀ ÊËÀÑÒÅ�ÍÀ ÒÅÕÍIÊÀ 119Òîìó íàñòóïíèìè ðîçáèòòÿìè áóäóòü:
P4 : {1, 2, 3}, {4, 5};
P5 : {1, 2, 3, 4, 5}.Äåíäðîãðàìà áóäå âæå òàêà:

-
1 2 3 4 5 Àãëîìåðàöiÿ12345

1,2
4,5

1,2,3 1,2,3,4,5
�èñ. 11.5. Äåíäðîãðàìà 2

11.1.3 Ìåòîä ñåðåäíiõ ãðóïîâèõ âiäñòàíåéÓ öüîìó ìåòîäi âiäñòàíü ìiæ äâîìà êëàñòåðàìè âèçíà÷àþòü ÿê ñåðåäí¹àðè�ìåòè÷íå âiäñòàíåé óñiõ ïàð iíäèâiäiâ, ïî îäíîìó ç êîæíîãî êëàñòå-ðà. �îçãëÿíåìî ìåòîä íà ïðèêëàäi ìàòðèöi âiäñòàíåé (11.1). Íà ïåðøîìóêðîöi áåç çìií îòðèìó¹ìî ðîçáèòòÿ:
P2 : {1, 2}, {3}, {4}, {5}.Îñêiëüêè

d{1,2}{3} =
1

2
(d13 + d23) = 5, 5;

d{1,2}{4} =
1

2
(d14 + d24) = 9, 5;

d{1,2}{5} =
1

2
(d15 + d25) = 8, 5,
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{1, 2}
{3}
{4}
{5}

{1, 2} {3} {4} {5}


0 5, 5 9, 5 8, 5
5, 5 0 4 9
9, 5 4 0 3
8, 5 9 3 0


Íàéìåíøà âiäñòàíü � ìiæ {4} òà {5}. Îòæå, íîâå ðîçáèòòÿ:

P3 : {1, 2}, {3}, {4, 5}.Îñêiëüêè
d{1,2}{4,5} =

1

4
(d14 + d15 + d24 + d25) = 9;

d{1,2}{3} = 5, 5;

d{4,5}{3} =
1

2
(d43 + d53) = 6, 5,òî íîâà ìàòðèöÿ âiäñòàíåé:

{1, 2}
{3}
{4, 5}

{1, 2} {3} {4, 5}


0 5, 5 9
5, 5 0 6, 5
9 6, 5 0


i íàñòóïíi ðîçáèòòÿ òàêi:

P4 : {1, 2, 3}, {4, 5};

P5 : {1, 2, 3, 4, 5}.Äåíäðîãðàìà çàëèøà¹òüñÿ òàêîþ ñàìîþ, ÿê i íà ðèñ. 11.5.11.1.4 Êëàñòåðèçàöiÿ çà öåíòðàìèÖåé ìåòîä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ êîæíî¨ ãðóïè çíàõîäÿòü ñåðåäí¹ àðè�-ìåòè÷íå õàðàêòåðèñòèê ¨¨ åëåìåíòiâ. Âiäñòàíü ìiæ îòðèìàíèìè âåêòîðà-ìè ââàæàþòü âiäñòàííþ ìiæ ãðóïàìè.Ïðîäåìîíñòðó¹ìî çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó íà ïðèêëàäi. Íåõàé ìèìà¹ìî 5 îñiá, êîæíà ç ÿêèõ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ 2-ìà ïîêàçíèêàìè:
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{1}
{2}
{3}
{4}
{5}




1 1
1 2
6 3
8 2
8 0


ßêùî âçÿòè çà âiäñòàíü ìiæ iíäèâiäàìè åâêëiäîâó âiäñòàíü, òî îòðè-ìà¹ìî òàêó ìàòðèöþ âiäñòàíåé:

{1}
{2}
{3}
{4}
{5}

{1} {2} {3} {4} {5}


0 1 5, 39 7, 07 7, 07
1 0 5, 10 7, 00 7, 28

5, 39 5, 10 0 2, 24 3, 61
7, 07 7, 00 2, 24 0 2
7, 07 7, 28 3, 61 2 0


Îñêiëüêè íàéìåíøà âiäñòàíü � ìiæ 1-þ òà 2-þ îñîáàìè, òî óòâîðþ¹ìîíîâèé êëàñòåð {1, 2}. Îòæå,

P4 : {1, 2}, {3}, {4}, {5}.Äëÿ ãðóïè {1, 2} ñåðåäíi õàðàêòåðèñòèêè öå (1; 1, 5). Íîâà ìàòðèöÿâiäñòàíåé áóäå òîäi:
{1, 2}
{3}
{4}
{5}

{1, 2} {3} {4} {5}


0 5, 22 7, 02 7, 16
5, 22 0 2, 24 3, 61
7, 02 2, 24 0 2
7, 16 3, 61 2 0


Îñêiëüêè íàéìåíøà âiäñòàíü � ìiæ {4} i {5}, òî ìà¹ìî íîâèé êëàñòåð

{4, 5} i íîâó ìàòðèöþ âiäñòàíåé:
{1, 2}
{3}
{4, 5}

{1, 2} {3} {4, 5}


0 5 7, 02
5 0 2, 83

7, 02 2, 83 0


Îòæå,

P3 : {1, 2}, {3}, {4, 5}.Íàñòóïíi ðîçáèòòÿ íà êëàñòåðè áóäóòü òàêèìè:
P2 : {1, 2}, {3, 4, 5};
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P4 : {1, 2, 3, 4, 5}.Äåíäðîãðàìà òàêà ñàìà, ÿê i íà ðèñ. 11.3.11.1.5 Ìåòîä ÓîðäàÌåòîä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðè ïåðåõîäi âiä îäíîãî ðîçáèòòÿ äî íàñòóï-íîãî îá'¹äíóþòü òi äâà êëàñòåðè, ïðè îá'¹äíàíi ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ìi-íiìàëüíå çáiëüøåííÿ çàãàëüíî¨ âòðàòè ií�îðìàöi¨. Çà âòðàòó ií�îðìàöi¨äëÿ îäíi¹¨ ãðóïè áåðóòü çâè÷àéíî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ, àäëÿ êiëüêîõ ãðóï � ñóìó âñiõ ãðóïîâèõ âiäõèëåíü.Íàïðèêëàä, íåõàé ìà¹ìî 10 îñiá, äëÿ ÿêèõ îòðèìàíî çíà÷åííÿ äåÿêî¨õàðàêòåðèñòèêè:

2, 6, 5, 6, 2, 2, 2, 0, 0, 0.ßêùî êîæåí êëàñòåð ìiñòèòü ëèøå îäíîãî iíäèâiäà, òî îñêiëüêè âiä-õèëåííÿ â êîæíîìó êëàñòåði � 0, òî çàãàëüíå âiäõèëåííÿ äîðiâíþ¹ 0.Íåõàé ìà¹ìî ðîçáèòòÿ, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî êëàñòåðà, ùîìiñòèòü óñiõ iíäèâiäiâ. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè òîäi:
2 + 6 + 5 + 6 + 2 + 2 + 2 + 0 + 0 + 0

10
= 2, 5.Âiäõèëåííÿ â öüîìó ðàçi:

(2 − 2, 5)2 + (6 − 2, 5)2 + (5 − 2, 5)2 + ... + (0 − 2, 5)2 = 50, 5.ßêùî æ êëàñòåðèçóâàòè iíäèâiäiâ òàêèì ÷èíîì:
{0, 0, 0}, {2, 2, 2, 2}, {5}, {6, 6},òî âiäïîâiäíi ñåðåäíi ãðóï áóäóòü:
x̄1 = 0, x̄2 = 0, x̄3 = 0, x̄4 = 0.Âiäõèëåííÿ äëÿ êîæíî¨ ãðóïè íóëüîâå, i òîìó çàãàëüíå âiäõèëåííÿäîðiâíþ¹ íóëåâi òàêîæ.11.2 Âèáið êiëüêîñòi êëàñòåðiâÍà ïðàêòèöi íàñ ÷àñòî íå öiêàâèòü ïîáóäîâà ïîâíî¨ i¹ðàðõi÷íî¨ êëàñòå-ðèçàöiéíî¨ ïîñëiäîâíîñòi. Íàì ïðîñòî ïîòðiáíî âèáðàòè îäíå ÷è äâà çðîçáèòòiâ i âêàçàòè, ÿêå íàéêðàùå ïiäõîäèòü äî ðåàëüíî¨ ñèòóàöi¨.



I��À�ÕI×ÍÀ ÊËÀÑÒÅ�ÍÀ ÒÅÕÍIÊÀ 123Çðîçóìiëî, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèáið íàéêðàùîãî ðîçáèòòÿ çó-ìîâëåíèé íå ëèøå ìàòåìàòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè îá'¹êòiâ, àëå é ïðèðî-äîþ êîíêðåòíî¨ ïðèêëàäíî¨ çàäà÷i. Ïðîòå ìîæíà âêàçàòè äåêiëüêà êîðè-ñíèõ çàãàëüíèõ ðåêîìåíäàöié.Îäíà ç íèõ òàêà: ÿêùî áóäóâàòè äåíäðîãðàìó, âêàçóþ÷è âiäñòàíi,íà ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ óòâîðåííÿ íîâèõ êëàñòåðiâ, òî ÷àñòî âåëèêi çìiíèáóäóòü ñâiä÷èòè ïðî ïðàâèëüíèé âèáið êëàñòåðiâ.Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî äåíäðîãðàìó íà ðèñ. 11.6.

-0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12�èñ. 11.6. Äåíäðîãðàìà ç âiäñòàíÿìèÒóò ñïîñòåðiãà¹òüñÿ âåëèêèé ðîçðèâ ïðè ïåðåõîäi âiä ðîçáèòòÿ íà äâàêëàñòåðè äî îá'¹äíàííÿ âñiõ îá'¹êòiâ â îäèí êëàñòåð. Ïðèðîäíî ñïðîáó-âàòè ðîçãëÿíóòè ÿê îïòèìàëüíå ðîçáèòòÿ iíäèâiäiâ íà äâà êëàñòåðè.11.3 Ìåòîäè ïîäðiáíåííÿÌåòîäè ïîäðiáíåííÿ ïîðiâíÿíî ç àãëîìåðàòèâíèìè ìåòîäàìè çàñòîñîâó-þòü ðiäøå. Òîìó îïèøåìî ëèøå äâà ç íèõ.Ïåðøèé ìåòîä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñïî÷àòêó ç êëàñòåðà, ùî ìiñòèòüóñi iíäèâiäè, âèäiëÿþòü îäèí, ÿêèé íàéáiëüøå âiäìiííèé âiä ðåøòè. Öåéiíäèâiä i óòâîðþ¹ íîâèé êëàñòåð. Ïîòiì äî íîâîóòâîðåíîãî ïðè¹äíóþòüåëåìåíòè iç çàëèøêó ïî÷àòêîâîãî êëàñòåðà â ïîðÿäêó çìåíøåííÿ ¨õ âiä-



124 �ÎÇÄIË 11ìiííîñòi âiä åëåìåíòiâ, ùî çàëèøàþòüñÿ. Ïðîöåñ çóïèíÿ¹ìî, ÿêùî ñåðå-äíÿ âiäìiííiñòü åëåìåíòà âiä íîâîãî êëàñòåðà ñòà¹ áiëüøà, íiæ ñåðåäíÿâiäìiííiñòü âiä çàëèøêó ïî÷àòêîâîãî êëàñòåðà. Äàëi ïðîöåñ ïîâòîðþ¹ìîäëÿ êîæíîãî ç äâîõ íîâîóòâîðåíèõ êëàñòåðiâ.Íàïðèêëàä, íåõàé ìè ìà¹ìî 7 îñiá i ìàòðèöÿ âiäñòàíåé ìiæ ¨õíiìèâåêòîðàìè õàðàêòåðèñòèê òàêà:
{1}
{2}
{3}
{4}
{5}
{6}
{7}

{1} {2} {3} {4} {5} {6} {7}


0 10 7 30 29 38 42
10 0 7 23 25 34 36
7 7 0 21 22 31 36
30 23 21 0 7 10 13
29 25 22 7 0 11 17
38 34 31 10 11 0 9
42 36 36 13 17 9 0


Ó ïåðøîãî iíäèâiäà ñåðåäíÿ âiäñòàíü äî òèõ, ùî çàëèøèëèñü, áiëüøà,íiæ ó ðåøòè iíäèâiäiâ. Òîìó ìà¹ìî äâi ãðóïè {1} i {2, 3, 4, 5, 6, 7}. Ëåãêîîòðèìàòè òàêi äàíi:Iíäèâiä Ñåðåäíÿ âiäñòàíü äî Ñåðåäíÿ âiäñòàíü �içíèöÿ ñåðåäíiõãðóïè {2, 3, 4, 5, 6, 7} äî ãðóïè {1} âiäñòàíåé2 25 10 153 23,4 7 16,44 14,8 30 -15,25 16,4 29 -12,66 19 38 -197 22,2 42 -19,8Îòæå, íîâi äâi ãðóïè � öå {1, 3} òà {2, 4, 5, 6, 7}. Äëÿ çàëèøêó îñíîâ-íî¨ ãðóïè îòðèìó¹ìî òàêi äàíi:Iíäèâiä Ñåðåäíÿ âiäñòàíü äî Ñåðåäíÿ âiäñòàíü �içíèöÿ ñåðåäíiõãðóïè {2, 4, 5, 6, 7} äî ãðóïè {1, 3} âiäñòàíåé2 29,5 8,5 214 13,2 25,5 -12,35 15 25,5 -10,56 16 34,5 -18,57 18,7 39 -20,3



I��À�ÕI×ÍÀ ÊËÀÑÒÅ�ÍÀ ÒÅÕÍIÊÀ 125Îòðèìó¹ìî ðîçáèòòÿ íà ãðóïè: {1, 2, 3} òà {4, 5, 6, 7}. Òåïåð ìà¹ìî:Iíäèâiä Ñåðåäíÿ âiäñòàíü äî Ñåðåäíÿ âiäñòàíü �içíèöÿ ñåðåäíiõãðóïè {4, 5, 6, 7} äî ãðóïè {1, 2, 3} âiäñòàíåé4 10 24,3 -14,35 11,7 25,3 -13,66 10 34,3 -24,37 13 38 -25,0Îòæå, ìà¹ìî äâà êëàñòåðè: {1, 2, 3} òà {4, 5, 6, 7}. Äàëi äëÿ êîæíîãî çíèõ ïðîöåñ ðîçáèòòÿ íà ãðóïè ïîâòîðþ¹ìî. Òàê ïðîäîâæó¹ìî äîòè, äîêèíà äiéäåìî äî åëåìåíòàðíîãî ðîçáèòòÿ � ïî iíäèâiäó â êëàñòåði.Íàñòóïíèé ìåòîä çàñòîñîâóþòü äî äàíèõ iç áiíàðíèìè õàðàêòåðèñòè-êàìè. Ïîäië íà êëàñòåðè âiäáóâà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì: çà äåÿêèì êðèòåði¹ìâèáèðàþòü ïåâíó õàðàêòåðèñòèêó. Iíäèâiäè ïîòðàïëÿþòü ó ðiçíi êëàñòå-ðè, ÿêùî âîíè ìàþòü ðiçíi çíà÷åííÿ öi¹¨ õàðàêòåðèñòèêè.Íàâåäåìî äåêiëüêà íàéáiëüø óæèâàíèõ êðèòåði¨â äëÿ âèáîðó âiä-îêðåìëþâàëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ,ââåäåíi â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi.Çà âiäîêðåìëþâàëüíó õàðàêòåðèñòèêó áåðóòü òó, äëÿ ÿêî¨ ìàêñèìàëü-íèé âèðàç
1.
∑

j 6=k x2
jk; 2.

∑
j 6=k

√
x2

jk; 3.
∑ |ad − bc|; 4.

∑
(ad − bc)2,äå x2

jk = (ad−bc)2N
(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)

.Íàïðèêëàä, íåõàé ó íàñ ¹ 5 iíäèâiäiâ, ií�îðìàöiþ ïðî òðè õàðàêòå-ðèñòèêè ÿêèõ çàäàíî ìàòðèöåþ:
{1}
{2}
{3}
{4}
{5}




0 1 1
1 1 0
1 1 1
1 1 0
0 0 1


Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïåðøèé êðèòåðié.Îñêiëüêè:

x2
12 + x2

13 = 1, 87 + 2, 22 = 4, 09 ,

x2
12 + x2

23 = 1, 87 + 0, 83 = 2, 7 ,

x2
13 + x2

23 = 2, 22 + 0, 83 = 3, 05 ,



126 �ÎÇÄIË 11òî ðîçäiëåííÿ íà êëàñòåðè âiäáóâà¹òüñÿ çà çíà÷åííÿì ïåðøî¨ õàðàêòåðèñ-òèêè (ñóìà 4,09 ¹ ìàêñèìàëüíîþ). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî äâà êëàñòåðè
{1, 5} òà {2, 3, 4}.11.4 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÂ STATISTICA ðåàëiçîâàíi òàêi ìåòîäè êëàñòåðèçàöi¨ � àãëîìåðàòèâ-íi ìåòîäè: joining (tree 
lustering), two way joining, à òàêîæ ìåòîä k-ñåðåäíiõ � k-means 
lustering.Çäåáiëüøîãî ïåðåä ïî÷àòêîì êëàñè�iêàöi¨ äàíi ñòàíäàðòèçóþòü (îá÷èñ-ëþþòü ñåðåäí¹, i äiëÿòü íà êâàäðàòíèé êîðiíü ç äèñïåðñi¨). Îòðèìàíi âðåçóëüòàòi ñòàíäàðòèçàöi¨ çìiííi ìàþòü íóëüîâå ñåðåäí¹ é îäèíè÷íó äèñ-ïåðñiþ. Äàíi, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äàëi, � âæå ñòàíäàðòèçîâàíi.Ó STATISTICA ìîæíà âèáðàòè òàêi ïðàâèëà i¹ðàðõi÷íîãî îá'¹äíàííÿêëàñòåðiâ:Single linkage � ìåòîä îäèíî÷íîãî çâ'ÿçêó;Complete linkage � ìåòîä ïîâíîãî çâ'ÿçêó;Unweighted pair group average � íåçâàæåíèé ìåòîä �ñåðåäíüîãîçâ'ÿçêó�;Weighted pair group average � çâàæåíèé ìåòîä �ñåðåäíüîãî çâ'ÿçêó�;Weighted 
entroid pair group � çâàæåíèé öåíòðî¨äíèé ìåòîä;Ward method � ìåòîä Óîðäà.Öi àëãîðèòìè âiäðiçíÿþòüñÿ ïðàâèëàìè îá'¹äíàííÿ îá'¹êòiâ ó êëàñòåð.Ó ìåòîäi îäèíî÷íîãî çâ'ÿçêó íà ïåðøîìó êðîöi îá'¹äíóþòü äâà îá'¹-êòè, ÿêi ìàþòü ìiæ ñîáîþ ìàêñèìàëüíó ìiðó ïîäiáíîñòi. Íà íàñòóïíîìóêðîöi äî íèõ ïðè¹äíóþòü îá'¹êò ç ìàêñèìàëüíîþ ìiðîþ ïîäiáíîñòi çîäíèì iç îá'¹êòiâ êëàñòåðà. Ó òàêèé ñïîñiá, ïðîöåñ ïðîäîâæóþòü äàëi.Îòæå, äëÿ âêëþ÷åííÿ îá'¹êòà â êëàñòåð ïîòðiáíà ìàêñèìàëüíà ïîäiáíiñòüëèøå ç îäíèì ÷ëåíîì êëàñòåðà. Çâiäñè i íàçâà ìåòîäó îäèíî÷íîãî çâ'ÿç-êó: ïîòðiáåí òiëüêè îäèí çâ'ÿçîê, äëÿ òîãî, ùîá ïðè¹äíàòè îá'¹êò äîêëàñòåðà � çâ'ÿçîê íîâîãî åëåìåíòà ç êëàñòåðîì âèçíà÷à¹òüñÿ òiëüêè çàîäíèì ç åëåìåíòiâ êëàñòåðà. Âàäîþ öüîãî ìåòîäó ¹ óòâîðåííÿ äóæå âå-ëèêèõ �ïðîäîâãóâàòèõ� êëàñòåðiâ.Ìåòîä ïîâíèõ çâ'ÿçêiâ äîçâîëÿ¹ óñóíóòè öåé íåäîëiê. Òóò ìiðà ïîäiá-íîñòi ìiæ îá'¹êòîì � êàíäèäàòîì íà âêëþ÷åííÿ â êëàñòåð i âñiìà ÷ëåíà-ìè êëàñòåðà íå ìîæå áóòè ìåíøîþ âiä äåÿêîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ.Ó ìåòîäi ñåðåäíüîãî çâ'ÿçêó ìiðà ïîäiáíîñòi ìiæ êàíäèäàòîì i ÷ëå-íàìè êëàñòåðà ñåðåäíÿ, íàïðèêëàä, áåðóòü ïðîñòî ñåðåäí¹ àðè�ìåòè÷íåìið ïîäiáíîñòi.
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�èñ. 11.7. Êëàñòåðíèé àíàëiçIäåÿ ùå îäíîãî àãëîìåðàòèâíîãî ìåòîäó � ìåòîäó Óîðäà ïîëÿãà¹ âòîìó, ùîá ïðîâîäèòè îá'¹äíàííÿ, ÿêå äà¹ ìiíiìàëüíèé ïðèðiñò âíóòðiø-íüîãðóïîâî¨ ñóìè êâàäðàòiâ âiäõèëåíü. Çàóâàæåíî, ùî ìåòîä Óîðäà ïðè-âîäèòü äî óòâîðåííÿ êëàñòåðiâ ïðèáëèçíî ðiâíèõ ðîçìiðiâ, ÿêi ìàþòü�îðìó ãiïåðñ�åð.�îçãëÿíåìî ùå iòåðàòèâíèé ìåòîä ãðóïóâàííÿ k-ñåðåäíiõ � k-means
lustering. Öåé ìåòîä ïðàöþ¹ áåçïîñåðåäíüî ç îá'¹êòàìè, à íå ç ìàòðè-öåþ ïîäiáíîñòi. Â ìåòîäi k-ñåðåäíiõ îá'¹êò çàðàõîâóþòü äî òîãî êëàñó,âiääàëü äî ÿêîãî ìiíiìàëüíà. �îçãëÿäàþòü åâêëiäîâó âiääàëü, òîáòî îá'-¹êòè � òî÷êè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.Çàïóñê ìîäóëÿÂèáåðiòü ó ïåðåìèêà÷i ìîäóëiâ íàçâó ìîäóëÿ � Cluster Analysis (Êëà-ñòåðíèé àíàëiç), âèñâiòiòü éîãî iì'ÿ i íàòèñíiòü êíîïêó Swit
h To àáîïðîñòî äâi÷i êëàöíiòü íà éîãî iìåíi (ðèñ. 11.7). Ó ðîáî÷îìó âiêíi STATI-STICA êëàöíiòü íà ïóíêò Analysis (àíàëiç). Â ìåíþ, ÿêå âèïàäà¹, âè-áåðiòü Startup Panel (ñòàðòîâà ïàíåëü). Íà åêðàíi ç'ÿâèòüñÿ ñòàðòîâàïàíåëü ìîäóëÿ Cluster Analysis (Êëàñòåðíèé àíàëiç) (ðèñ. 11.8.)Âèáið ìåòîäóÏîäèâiòüñÿ íà ñòàðòîâó ïàíåëü. Ó ãîëîâíié ¨¨ ÷àñòèíi ¹ ñïèñîê ìåòîäiâ
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�èñ. 11.8. Ìåòîä k-meansêëàñòåðíîãî àíàëiçó, ðåàëiçîâàíèõ ó STATISTICA.Ó ñïèñêó ìåòîäiâ âèñâiòiòü k-means (k-ñåðåäíiõ) (äèâ. ðèñ. 11.8) iíàòèñíiòü êíîïêó ÎÊ â ïðàâîìó âåðõíüîìó êóòi ïàíåëi.Äiàëîãîâå âiêíî ìåòîäó k-means ç'ÿâèòüñÿ íà åêðàíi (ðèñ. 11.9).Âèáið çìiííèõ, âñòàíîâëåííÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü, çàïóñê îá÷èñëþ-âàëüíî¨ ïðîöåäóðè ìåòîäó k-ñåðåäíiõÏî÷íiòü ïðàöþâàòè â öüîìó âiêíi. Ïåðåäóñiì âèáåðiòü çìiííi äëÿàíàëiçó. Íàòèñíiòü êíîïêó Variables (çìiííi) â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòiàêòèâíîãî âiêíà i âiäêðèéòå äiàëîãîâå âiêíî: Sele
t variables for analysis(ðèñ. 11.10).Íåõàé ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè âñi ïàðàìåòðè. Òîäi íàòèñíiòü ñïî÷àòêóêíîïêó Sele
t All (âèáðàòè âñå), à ïîòiì � êíîïêó ÎÊ.Ïîãëÿíüòå äàëi íà ïîëå Cluster (Êëàñòåð), ÿêå ðîçòàøîâàíå íèæ÷åêíîïêè Variables (çìiííi). Íàòèñíiòü ñòðiëêó â öüîìó ïîëi, âèáåðiòüïóíêò ìåíþ Cases (Âèïàäêè). Òàê äiþòü, êîëè êëàñòåðèçóþòü çìiííi.Ó ïîëi Number of Cases (Êiëüêiñòü êëàñòåðiâ) ïîòðiáíî âèçíà÷èòèêiëüêiñòü ãðóï, íà ÿêi ìè õî÷åìî ðîçáèòè çìiííi. Çàïèøiòü ó öå ïîëå÷èñëî 3.Òàêèì ÷èíîì, ìè áóäåìî ðîçáèâàòè äàíi íà òðè êëàñòåðè.
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�èñ. 11.9. Äiàëîãîâå âiêíî ìåòîäó k-means

�èñ. 11.10. Âèáið çìiííèõ äëÿ êëàñòåðíîãî àíàëiçó
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�èñ. 11.11. Âiêíî ðåçóëüòàòiâ êëàñòåðèçàöi¨ çà ìåòîäîì ñåðåäíiõÓ ðÿäêó Number of iterations (êiëüêiñòü iòåðàöié) çàäàþòü ìàêñè-ìàëüíó êiëüêiñòü iòåðàöié, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ïîáóäîâi êëàñiâ.Çàäàéòå, íàïðèêëàä, ÷èñëî 11.Ó ðÿäêó Missing Data çàäàþòü ñïîñiá îáðîáêè ïðîïóùåíèõ çíà÷åíü óäàíèõ (íàïðèêëàä, äëÿ ÿêîãîñü îá'¹êòó âiäñóòí¹ çíà÷åííÿ äåÿêîãî ïàðà-ìåòðà). ßêùî ïðîïóñêiâ â äàíèõ íåìà¹, òî îáðîáêà ïðîïóùåíèõ çíà÷åíüíå âiäáóâà¹òüñÿ.�ðóïà îïöié Initial 
luster 
enters äîçâîëÿ¹ çàäàòè ïî÷àòêîâi öåíòðèêëàñòåðiâ.Ïiñëÿ òîãî, ÿê âñi óñòàíîâêè çðîáëåíi, íàòèñíiòü êíîïêó ÎÊ ó âåðõ-íüîìó ïðàâîìó êóòi âiêíà k-means Clustering i çàïóñòiòü îá÷èñëþâàëüíóïðîöåäóðó.Ïåðåãëÿä ðåçóëüòàòiâ êëàñòåðèçàöi¨×åðåç äåêiëüêà ñåêóíä ïiñëÿ íàòèñêàííÿ êíîïêè ÎÊ ó âiêíi k-meansClustering âiêíî ðåçóëüòàòiâ ç'ÿâèòüñÿ íà åêðàíi (ðèñ. 11.11).Ó âåðõíié ÷àñòèíi âiêíà çàïèñàíà ií�îðìàöiÿ: êiëüêiñòü çìiííèõ, êiëü-êiñòü âèïàäêiâ, ìåòîä êëàñòåðèçàöi¨, êiëüêiñòü êëàñòåðiâ, à òàêîæ ïîâi-äîìëåííÿ ïðî òå, ïiñëÿ ñêiëüêîõ iòåðàöié çíàéäåíî ðiøåííÿ: Solution wasobtained after 3 iterations � �îçâ'ÿçîê çíàéäåíî ïiñëÿ 3 iòåðàöié.



I��À�ÕI×ÍÀ ÊËÀÑÒÅ�ÍÀ ÒÅÕÍIÊÀ 131Êíîïêè â íèæíié ÷àñòèíi âiêíà äîçâîëÿþòü ïðîâåñòè àíàëiç ðåçóëü-òàòiâ êëàñòåðèçàöi¨.Êíîïêà Analysis of variation (Äèñïåðñiéíèé àíàëiç) äîçâîëÿ¹ ïðîäè-âèòèñÿ òàáëèöþ äèñïåðñiéíîãî àíàëiçó.Êíîïêà Cluster Means&Eu
lidean Distan
es äîçâîëÿ¹ âèâåñòè òàáëè-öi, â ïåðøié iç ÿêèõ âêàçàíi ñåðåäíi äëÿ êîæíîãî êëàñòåðà (çíàõîäæåííÿñåðåäíüîãî ïðîâîäèòüñÿ âñåðåäèíi êëàñòåðà), â äðóãié âêàçàíi åâêëiäîâiâiäñòàíi i êâàäðàòè åâêëiäîâèõ âiäñòàíåé ìiæ êëàñòåðàìè.Êíîïêà Graph of means äîçâîëÿ¹ ïðîäèâèòèñÿ ñåðåäíi çíà÷åííÿ äëÿêîæíîãî êëàñòåðà íà ëiíiéíîìó ãðà�iêó.Êíîïêà Des
riptive Statisti
s for ea
h 
lusters âiäêðèâà¹ åëåêòðîí-íó òàáëèöþ ç îïèñîâèìè ñòàòèñòèêàìè äëÿ êîæíîãî êëàñòåðà (ñåðåäí¹,äèñïåðñiÿ i ò.ä.)Êíîïêà Save 
lassifi
ations and distan
es äîçâîëÿ¹ çáåðåãòè ðåçóëü-òàòi êëàñè�iêàöi¨ ó �àéëi äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ.Íàì, çâè÷àéíî, öiêàâî ïîäèâèòèñÿ, ÿê ðîçïîäiëèëèñÿ îá'¹êòè çà êëà-ñòåðàìè. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî íàòèñíóòè êíîïêy Member of ea
h 
luster&distan
es. Íà åêðàíi ç'ÿâëÿòüñÿ åëåêòðîííi òàáëèöi ç íàçâàìè îá'¹êòiâ,âiäíåñåíi äî âèçíà÷åíèõ êëàñòåðiâ. Ó ðÿäêàõ òàáëèöü âêàçàíî âiäñòàíüâiä êîæíîãî îá'¹êòà äî öåíòðà êëàñòåðà.Íàòèñíiòü íà êíîïêó Cluster Means&Eu
lidean Distan
es. Íà åêðàíiç'ÿâèòüñÿ òàáëèöÿ, â ÿêié äàíi åâêëiäîâi âiäñòàíi ìiæ ñåðåäíiìè êëàñòå-ðiâ (äëÿ êîæíîãî iç ïàðàìåòðiâ âñåðåäèíi êëàñòåðà îá÷èñëþþòü ñåðåäí¹,îòðèìóþòü òî÷êè â áàãàòîâèìiðíîìó ïðîñòîði i ìiæ íèìè çíàõîäÿòü âiä-ñòàíi) (ðèñ. 11.12).Íàä äiàãîíàëëþ â òàáëèöi äàíi êâàäðàòè âiäñòàíåé ìiæ êëàñòåðàìè.Çà äîïîìîãîþ êíîïêè Graph of means (ãðà�iê ñåðåäíiõ) áóäóþòüãðà�iêè ñåðåäíiõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòèê îá'¹êòiâ äëÿ êîæíîãî êëàñòå-ðà (äèâ. ðèñ. 11.13).Iíøi ìåòîäè êëàñòåðèçàöi¨, ðåàëiçîâàíi â ñèñòåìiÓ ñèñòåìi ðåàëiçîâàíi òàêîæ iíøi ìåòîäè êëàñòåðèçàöi¨, à ñàìå òàêçâàíèé two way joining, â ÿêîìó êëàñòåðèçóþòüñÿ âèïàäêè i çìiííi îäíî-÷àñíî.Íà ðèñ. 11.14 ïîêàçàíèé ðåçóëüòàò êëàñòåðèçàöi¨ îá'¹êòiâ ìåòîäîì twoway joining.ßêùî âè ñêîðèñòà¹òåñÿ Joining (tree 
lustering), òî çìîæåòå ïîáà÷è-òè äåíäðîãðàìó, àáî äåðåâî îá'¹äíàííÿ (ðèñ. 11.15), ïðî ÿêå ìè ãîâîðèëèðàíiøå.
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�èñ. 11.12. Âiäñòàíü ìiæ êëàñòåðàìè

�èñ. 11.13. �ðà�iê ñåðåäíiõ äëÿ êîæíîãî êëàñòåðà
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�èñ. 11.14. Ìåòîä two way joining

�èñ. 11.15. Âåðòèêàëüíà äåíäðîãðàìà



�îçäië 12Äèñïåðñiéíèé àíàëiçÄèñïåðñiéíèé àíàëiç øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ÿê ó ñîöiàëüíèõ, òàê i òåõ-íi÷íèõ äîñëiäæåííÿõ. Çàñòîñîâóþòü éîãî â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ¹ ïîòðåáàç'ÿñóâàòè âïëèâ ðiçíèõ �àêòîðiâ íà çíà÷åííÿ äåÿêî¨ âåëè÷èíè. Ïðè÷îìó�àêòîðè ïåðåâàæíî ìàþòü ÿêiñíèé õàðàêòåð i ìîæóòü ìàòè ñêií÷åííóêiëüêiñòü ðiçíèõ ðiâíiâ.Ñóòü öüîãî ìåòîäó äîñëiäæåíü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çàãàëüíó äèñïåð-ñiþ äîñëiäæóâàíî¨ îçíàêè ðîçáèâàþòü íà îêðåìi ÷àñòèíè, êîæíà ç ÿêèõõàðàêòåðèçó¹ âïëèâ íà îçíàêó ïåâíîãî êîíêðåòíîãî ÷èííèêà. Âåëèêà÷àñòèíà äèñïåðñi¨, âèêëèêàíà âïëèâîì îäíîãî ç �àêòîðiâ, ó çàãàëüíiéäèñïåðñi¨ ñâiä÷èòü ïðî ñòàòèñòè÷íî çíà÷óùèé çâ'ÿçîê ìiæ �àêòîðîì òàäîñëiäæóâàíîþ îçíàêîþ.12.1 Îäíî�àêòîðíèé äèñïåðñiéíèé àíàëiçÍåõàé ïîòðiáíî âèâ÷èòè âïëèâ îäíîãî �àêòîðà íà çíà÷åííÿ äåÿêî¨ âå-ëè÷èíè (äîñëiäæóâàíî¨ îçíàêè). Ïðèïóñòèìî, ùî �àêòîð ìà¹ k ðiâíiâ.�îçäiëèìî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó íà k ãðóï, çãiäíî ç ðiçíèìè ðiâíÿìèäi¨ �àêòîðà.Íåõàé ïiä âïëèâîì i-òîãî ðiâíÿ �àêòîðà îäåðæàíî ni çíà÷åíü xijâåëè÷èíè X. Áóäåìî ââàæàòè, ùî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ âåëè÷èíè ìî-æóòü áóòè çàäàíi â òàêîìó âèãëÿäi:
xij = ai + εij ,äå ai � âïëèâ äàíîãî �àêòîðà (íåâèïàäêîâi âåëè÷èíè), εij �ðåçóëüòàòâïëèâó íåâðàõîâàíèõ �àêòîðiâ. Ââàæàòèìåìî, ùî âåëè÷èíè εij ¹ ðåàëi-çàöiÿìè öåíòðîâàíî¨ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç äèñ-ïåðñi¹þ σ2, òîáòî ε ∼ N(0, σ2). ßêùî �àêòîð íå ìà¹ âïëèâó íà âåëè÷èíó

X, òî âåëè÷èíè ai ðiâíi ìiæ ñîáîþ.134



ÄÈÑÏÅ�ÑIÉÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 135Òàêèì ÷èíîì, ìè ìà¹ìî k íåçàëåæíèõ âèáiðîê (ãðóï), îäåðæàíèõ ç
k íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé, ÿêi ìàþòü, çàãàëîìêàæó÷è, ðiçíi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ a1, ..., ak òà îäíàêîâi äèñïåðñi¨ σ2.Ïåðåâiðèìî ãiïîòåçó ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ H0 : a1 = a2 = ... = ak.�îçãëÿíåìî âèïàäîê k > 2. Êîëè k = 2 ïðîñòiøå âèêîðèñòàòè êðèòåði¨,ðîçãëÿíóòi ðàíiøå.Íåõàé xi � âèáiðêîâå ñåðåäí¹ i-òî¨ âèáiðêè,

xi =
1

ni

ni∑

j=1

xij ;

x � âèáiðêîâå ñåðåäí¹ îá'¹äíàíî¨ âèáiðêè,
x =

1

n

k∑

i=1

ni∑

j=1

xij =
1

n

k∑

i=1

nixi,äå n � çàãàëüíà êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü.Çàãàëüíà ñóìà êâàäðàòiâ âiäõèëåíü ñïîñòåðåæåíü âiä çàãàëüíîãî ñå-ðåäíüîãî çíà÷åííÿ x ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi
k∑

i=1

ni∑

j=1

(xij − x)2 =
k∑

i=1

ni(xi − x)2 +
k∑

i=1

ni∑

j=1

(xij − xi)
2Ïîçíà÷èâøè çàãàëüíó ñóìó êâàäðàòiâ

Q =
k∑

i=1

ni∑

j=1

(xij − x)2,ñóìó êâàäðàòiâ âiäõèëåíü âèáiðêîâèõ ñåðåäíiõ xi âiä çàãàëüíîãî ñåðåä-íüîãî x

Q1 =
k∑

i=1

ni(xi − x)2,ñóìó êâàäðàòiâ âiäõèëåíü ó ñåðåäèíi ãðóï âiäíîñíî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿâ êîæíié ãðóïi
Q2 =

k∑

i=1

ni∑

j=1

(xij − xi)
2,îäåðæèìî ðiâíiñòü

Q = Q1 + Q2.Öå îñíîâíà ðiâíiñòü äèñïåðñiéíîãî àíàëiçó.



136 �ÎÇÄIË 12ßêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H0, òî ñòàòèñòèêè Q1

σ2 i Q2

σ2 íåçàëåæíi iìàþòü ðîçïîäiëè χ2 ç k−1 òà n−k ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi. Òîìó ñòàòèñòèêè
S2

1 =
Q1

k − 1
i S2

2 =
Q2

n − k¹ íåçìiùåíèìè îöiíêàìè íåâiäîìî¨ äèñïåðñi¨ σ2. Îöiíêà S2
1 õàðàêòåðè-çó¹ ðîçñiþâàííÿ ãðóïîâèõ ñåðåäíiõ, à îöiíêà S2

2 � ðîçñiþâàííÿ âñåðåäèíiãðóï, ÿêå çóìîâëåíå âèïàäêîâèìè âàðiàöiÿìè ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåíü(âïëèâîì íåâðàõîâàíèõ �àêòîðiâ). Çíà÷íó ïåðåâàãó âåëè÷èíè S2
1 íàä S2

2ìîæíà ïîÿñíèòè âiäìiííiñòþ ñåðåäíiõ ó ãðóïàõ. Öåé �àêò ìîæíà âèêî-ðèñòàòè äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0.�îçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ S2
1

S2
2

= F . Ñòàòèñòèêà F ìà¹ ðîçïîäië Ôiøåðàç k − 1 òà n − k ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi. �iïîòåçà H0 íå ñóïåðå÷èòü (ïðèðiâíi çíà÷óùîñòi α) ðåçóëüòàòàì ñïîñòåðåæåíü, ÿêùî âèáiðêîâå çíà÷åííÿ
Fâ ñòàòèñòèêè F ìåíøå, íiæ êâàíòèëü F1−α(k − 1, n − k) ïîðÿäêó 1 − αðîçïîäiëó Ôiøåðà ç k−1 òà n−k ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi. Çíà÷åííÿ F1−α(k−
1, n − k) ìîæíà çíàéòè ç òàáëèöü. ßêùî æ Fâ ≥ F1−α(k − 1, n − k), òîãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü i ïîòðiáíî ââàæàòè, ùî ñåðåä ñåðåäíiõ a1, a2...,
ak ¹ õî÷à á äâà ðiçíi. Ïðè öüîìó â α · 100% âèïàäêiâ áóäå äîïóùåíîïîìèëêó (âiäõèëåíî ïðàâèëüíó ãiïîòåçó).12.2 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÓ òðüîõ ìàãàçèíàõ, ùî òîðãóþòü îäíîòèïíèìè òîâàðàìè, çiáðàíî äàíiïðî òîâàðîîáiã çà 8 ìiñÿöiâ ðîáîòè (â òèñ. ãðí.)Ìàãàçèí Òîâàðîîáiã çà ìiñÿöü1 2 3 4 5 6 7 81 19 23 26 18 20 20 18 352 20 20 32 27 40 24 22 183 16 15 18 26 19 17 19 18Ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ çíà÷åíü òîâàðîîáiãó â ðiç-íèõ ìàãàçèíàõ. ßêùî ãiïîòåçà áóäå âiäõèëåíà, ïðîâåñòè ïîïàðíå ïîðiâ-íÿííÿ ñåðåäíiõ.Áóäåìî âèêîíóâàòè äi¨ â ìîäóëi Basi
 Statisti
s and Tables (ìîæíàâèêîíóâàòè òàêîæ ó ìîäóëi ANOVA/ MANOVA). Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìîãiïîòåçó ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ.1. Ñòâîðèìî òàáëèöþ ç äâîìà ñòîâïöÿìè Ì (ìàãàçèí) i Ò (òîâàðîîáiã)òà 24 (3 × 8) ðÿäêàìè.



ÄÈÑÏÅ�ÑIÉÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 1372. Ó Ò çàíåñåìî äàíi ïðî òîâàðîîáiã, à ó Ì � íîìåðè ìàãàçèíiâ (ðiâíi�àêòîðà) Ì1, Ì2, Ì3 (ðèñ. 12.1).

�èñ. 12.1. Äàíi ïðî òîâàðîîáiã3. Äàëi â ìåíþ âèáèðà¹ìî Analysis; ïîòiì âèáèðà¹ìî Breakdown andone-way ANOVA; ó âiêíi, ùî âiäêðèëîñÿ (ðèñ. 12.2), âèáèðà¹ìî:(a) Analysis: Detailed Analysis Of Individual tables,(b) Variables:� Grouping variables (ãðóïóþ÷i çìiííi): 1-M,� Dependent variables (çàëåæíi çìiííi � âiäãóêè): 2-P,� OK;(
) Codes for grouping variables: All+OK;(d) OK4. Ó âiêíi (Des
riptive Statisti
s and Correlations by groups � Results),ùî âiäêðèëîñÿ (ðèñ. 12.3), âèáèðà¹ìî:(a) Statisti
s:� Number of observations (êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü),
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�èñ. 12.2. Âèáið ãðóïóþ÷î¨ i çàëåæíî¨ çìiííèõ

�èñ. 12.3. Âiêíî àíàëiçó ðåçóëüòàòiâ
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�èñ. 12.4. �içíèöÿ ìiæ ñåðåäíiìè
�èñ. 12.5. Òàáëèöÿ ðåçóëüòàòiâ Analysis of Varian
e� Standard deviations (ñòàíäàðòíi âiäõèëåííÿ),� Varian
es (äèñïåðñi¨);(b) OK. Ó âiêíi Summary Table of Means (ðèñ.12.4) áà÷èìî, ÿêâiäðiçíÿþòüñÿ ñåðåäíi â çàëåæíîñòi âiä ðiâíÿ �àêòîðà Ì.(
) Ïîâåðòà¹ìîñü ó âiêíî Des
riptive Statisti
s and Correlationsby groups � Results, íàòèñíóâøè íà ×;(d) Âèáèðà¹ìî Analysis of Varian
e i îòðèìó¹ìî òàáëèöþ ðåçóëü-òàòiâ Analysis of Varian
e (ðèñ. 12.5).

p = 0, 079683 � éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ñåðåäíiðiâíi ìiæ ñîáîþ. Îñêiëüêè p íàäòî ìàëå, ùîá ââàæàòè ñåðåäíi îäíàêî-âèìè, òî ãiïîòåçó ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ âiäõèëÿ¹ìî. Ïðîâåäåìî ïîïàðíåïîðiâíÿííÿ ñåðåäíiõ ìåòîäîì ëiíiéíèõ êîíòðàñòiâ (ìåòîä Øå��å).1. Ïîâåðíåìîñü äî âiêíà Des
riptive Statisti
s and Correlations bygroups � Results;2. Âèáåðåìî Post-ho
 
omparisons of means (ðèñ. 12.6);3. Âèáåðåìî Sheffe test;4. Ó âiêíi, ùî âiäêðèëîñÿ, ÷èòà¹ìî ðiâíi çíà÷óùîñòi äëÿ ãiïîòåç ïðîðiâíiñòü óñiõ ïàð ñåðåäíiõ (ðèñ. 12.7).
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�èñ. 12.6. Ïîðiâíÿííÿ ñåðåäíiõ
�èñ. 12.7. �iâíi çíà÷óùîñòi äëÿ ãiïîòåç ïðî ðiâíiñòü ïàð ñåðåäíiõÇ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ñëiä ââàæàòè ðiçíèìè ñåðåäíiçíà÷åííÿ òîâàðîîáiãó â äðóãîìó òà òðåòüîìó ìàãàçèíàõ.12.3 Äâî�àêòîðíèé äèñïåðñiéíèé àíàëiçÍåõàé íåîáõiäíî âèçíà÷èòè âïëèâ äâîõ �àêòîðiâ A i B íà ïåâíó îçíàêó

X. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî, ùîá çíà÷åííÿ îçíàêè áóëè îäåðæàíi ïðè âñiõðiçíèõ ðiâíÿõ �àêòîðiâ A i B òà ïðè ¨õ îäíî÷àñíîìó âïëèâi íà îçíàêó X.Ïðèïóñòèìî, ùî îäåðæàíî n çíà÷åíü äîñëiäæóâàíî¨ îçíàêè ïðè êîæíîìóç p ðiâíiâ �àêòîðà A i êîæíîìó ç q ðiâíiâ �àêòîðà B. Ïîçíà÷èìî öiçíà÷åííÿ ÷åðåç xijk (i = 1, p, j = 1, q, k = 1, n).Ââåäåìî òàêi õàðàêòåðèñòèêè:
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xij =

1

nij

n∑

k=1

xijkñåðåäíi çíà÷åííÿ îçíàêè ïðè âïëèâi êîæíî¨ ïàðè ðiâíiâ îáîõ �à-êòîðiâ;
yi =

1

nq

q∑

j=1

n∑

k=1

xijkñåðåäíi çíà÷åííÿ îçíàêè ïðè êîæíîìó ðiâíi �àêòîðà A;
zj =

1

np

p∑

i=1

n∑

k=1

xijkñåðåäíi çíà÷åííÿ îçíàêè ïðè êîæíîìó ðiâíi �àêòîðà B;
x =

1

npq

p∑

i=1

q∑

j=1

n∑

k=1

xijkçàãàëüíå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îçíàêè X.2. Ñóìè êâàäðàòiâ âiäõèëåíü òà âèïðàâëåíi äèñïåðñi¨
Q1 = np

p∑

i=1

(yi − x)2, S2
1 =

Q1

p − 1çóìîâëåíi âïëèâîì �àêòîðà A íà îçíàêó X;
Q2 = nq

q∑

j=1

(zj − x)2, S2
2 =

Q2

q − 1çóìîâëåíi âïëèâîì �àêòîðà B íà îçíàêó X;
Q3 =

p∑

i=1

q∑

j=1

(xij − yi − zj + x)2, S2
3 =

Q3

(p − 1)(q − 1)çóìîâëåíi âïëèâîì íà îçíàêó X îáîõ �àêòîðiâ A i B;
Q4 =

p∑

i=1

q∑

j=1

n∑

k=1

(xijk − xij)
2, S2

4 =
Q4

pq(n − 1)çóìîâëåíi âïëèâîì íà îçíàêó iíøèõ íåâðàõîâàíèõ �àêòîðiâ.Ñòàòèñòèêè
FA =

S2
1

S2
4

, FB =
S2

2

S2
4

, FAB =
S2

3

S2
4ìàþòü ðîçïîäiëè Ôiøåðà ç p−1 òà pq(n−1), q−1 òà pq(n−1), (p−1)(q−1)òà pq(n − 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi, âiäïîâiäíî.



142 �ÎÇÄIË 12Ïîðiâíÿâøè âèáiðêîâi çíà÷åííÿ ðîçãëÿíóòèõ ñòàòèñòèê ç âiäïîâiäíè-ìè êðèòè÷íèìè çíà÷åííÿìè (êâàíòèëÿìè ðîçïîäiëó Ôiøåðà), çìîæåìîçðîáèòè âèñíîâîê ïðî ãiïîòåçó H0. À ñàìå, âèáðàâøè äåÿêèé ðiâåíü çíà-÷óùîñòi α, áóäåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî âiäñóòíiñòü âïëèâó �àêòîðà A íàçíà÷åííÿ îçíàêè X íå ïiäòâåðäæó¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íèìè äàíèìè, ÿêùî
F ∗

A ≥ F1−α(p − 1, pq(n − 1)) (F ∗
A � âèáiðêîâå çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè F ∗

A).Ïðè öüîìó éìîâiðíiñòü ïðèïóñòèòèñÿ ïîìèëêè äîðiâíþ¹ α. Ïîäiáíi âè-ñíîâêè ìîæíà çðîáèòè i äëÿ âïëèâó �àêòîðà B òà îáîõ �àêòîðiâ ðàçîì.12.4 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÄîñëiäæóâàâñÿ âïëèâ �àêòîðiâ A i B íà ðåéòèíã ïðàâèõ ïîëiòè÷íèõ ïàð-òié (ó âiäñîòêàõ): �àêòîð A � ðåãiîíè (A1 � çàõiäíèé, A3 � öåíòðàëüíèé,
A3 � ñõiäíèé); �àêòîð B � âiê îïèòàíèõ (B1 � 20 � 35 ðîêiâ, B2 � 35 �50 ðîêiâ, B3 � 50 � 70 ðîêiâ). �åçóëüòàòè äîñëiäæåíü íàâåäåíi â òàáëèöi:Ôàêòîð B Ôàêòîð A

A1 A2 A3

B1

25,2 10,25,4 13,218,2 5,213,4 15,24,5 19,2 4,3 10,520,3 32,45,6 12,46,2 9,816,8 18,4 14,3 10,628,4 10,87,4 6,54,5 26,330,2 11,8
B2

10,6 8,411,2 4,65,8 18,216,4 13,24,8 8,9 12,4 4,313,2 5,68,9 14,822,3 6,87,2 11,4 6,2 7,53,5 12,413,5 16,47,9 8,915,4 10,8
B3

2,5 6,412,5 14,812,3 8,55,9 8,915,4 12,8 4,5 4,912,3 15,67,9 8,99,8 13,94,2 6,9 14,8 2,95,9 10,68,5 13,42,2 19,57,9 9,9Âèêîðèñòà¹ìî ìîäóëü ANOVA/ MANOVA.1. Ñòâîðèìî òàáëèöþ ç òðüîìà ñòîâïöÿìè X (ðåéòèíã), A (ðåãiîíè),B (âiê) òà 90 (3 × 3 × 10) ðÿäêàìè.2. Ó X çàíåñåìî äàíi ïðî ðåéòèíã, ó A � iíäåêñ ðåãiîíó, à â B � iíäåêñâiêó (ðèñ. 12.8).3. Â ìåíþ ìîäóëÿ âèáèðà¹ìî Analysis, à ïîòiì ïóíêò Resume Analysis.
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�èñ. 12.8. Òàáëèöÿ ç äàíèìè4. Ó âiêíi, ùî âiäêðè¹òüñÿ (ðèñ. 12.9), íàòèñêà¹ìî:(a) Variables òà ââîäèìî ií�îðìàöiþ:� Independent variables (fa
tors): 2-A, 3-B;� Dependent variable list: 1-X;� OK.(b) Íàòèñêó¹ìî OK. Ó âiêíi ANOVA Results, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ (ðèñ.12.10) âèáèðà¹ìî All effe
ts i ÷èòà¹ìî ðåçóëüòàò ó Summary ofall Effe
ts (äëÿ êîæíîãî �àêòîðà òà ¨õ ñóêóïíîñòi):df Effe
t: p − 1 = 2, q − 1 = 2, (p − 1)(q − 1) = 4;MS Effe
t: S2
1 = 163, 9488, S2

2 = 3, 1214, S2
3 = 6, 1313;df Error: pq(n − 1) = 81;MS Error: S2

4 = 38, 06314;F: FA = 4, 307285, FB = 0, 082007, FAB = 0, 161082;p - level: pA = 0, 016684, pB = 0, 921342, pAB = 0, 957390.Ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî �àêòîð A (ðå-ãiîí) iñòîòíî âïëèâà¹ íà ðåéòèíã ïðàâèõ ïîëiòè÷íèõ ñèë (éìîâiðíiñòüïîìèëêè íå ïåðåâèùó¹ 0,017), à ïðî íàÿâíiñòü âïëèâó �àêòîðà B (âiê)íà ïiäñòàâi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ñòàòèñòè÷íèõ äîñëiäæåíü ãîâîðèòè íåìîæíà. Îñòàíí¹ ñòîñó¹òüñÿ i ñóêóïíîãî âïëèâó öèõ �àêòîðiâ.
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�èñ. 12.9. Âèáið çàëåæíèõ i íåçàëåæíèõ çìiííèõ

�èñ. 12.10. Âiêíî àíàëiçó ðåçóëüòàòiâ



�îçäië 13Êàòåãîðèçîâàíi äàíiÂåëè÷èíè, âèìiðÿíi â íîìiíàëüíié øêàëi, áóäåìî íàçèâàòè êàòåãîðiàëü-íèìè. Êàòåãîðiàëüíi âåëè÷èíè âèêîðèñòîâóþòü òiëüêè äëÿ ÿêiñíî¨ êëàñè-�iêàöi¨. Öå îçíà÷à¹, ùî öi çìiííi ìîæóòü áóòè âèìiðÿíi òiëüêè â òåðìi-íàõ íàëåæíîñòi äî äåÿêèõ ñóòò¹âî ðiçíèõ êëàñiâ, ïðè öüîìó íåìîæëèâîâèçíà÷èòè ÿêóñü êiëüêiñíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñó ÷è íàâiòü âïîðÿäêóâàòè¨õ. Íàïðèêëàä, îïèñóþ÷è ïåâíó ñïiëüíiñòü ëþäåé, ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêiõàðàêòåðèñòèêè, ÿê ñòàòü, êîëið î÷åé, ñòàâëåííÿ äî êóðiííÿ i ò.ï. Î÷å-âèäíî, ùî öi çìiííi ìàþòü äåùî iíøèé òèï, íiæ òàêi, ÿê âiê, ðiñò, ìàñàòiëà. Êðiì òîãî, çàâæäè ìîæíà ïåðåéòè âiä âèìiðó ó áiëüø áàãàòié øêàëiäî ìåíø áàãàòî¨. Òàê íåïåðåðâíi âåëè÷èíè ìîæíà øòó÷íî ïåðåòâîðèòèíà êàòåãîðiàëüíi, òîáòî êàòåãîðèçóâàòè ¨õ. Çðîáèòè öå ìîæíà, ïîäiëèâøèìíîæèíó çíà÷åíü íåïåðåðâíî¨ âåëè÷èíè íà êiëüêà ÷àñòèí, ùî íå ïåðå-òèíàþòüñÿ, òà íàäàâøè êàòåãîðèçîâàíié çìiííié çíà÷åííÿ, ùî ÿêèìîñü÷èíîì iäåíòè�iêó¹ ìíîæèíó, â ÿêó ïîòðàïèëà äàíà âåëè÷èíà. Êàòåãîðè-çîâàíi äàíi ÷àñòî çàäàþòü ó âèãëÿäi ÷àñòîò ñïîñòåðåæåíü, ùî ïîòðàïèëèâ ïåâíi êàòåãîði¨ ÷è êëàñè. Â öüîìó âèïàäêó äëÿ îïèñàííÿ êàòåãîðè-çîâàíèõ äàíèõ âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ ìîäà � çíà÷åííÿ ç íàéáiëüøîþ÷àñòîòîþ.13.1 �iïîòåçè ïðî ðîçïîäië ÷àñòîòÀäàïòó¹ìî òåñò, ðîçãëÿíóòèé â � 8.3.1, äî êàòåãîðèçîâàíèõ äàíèõ. Íå-õàé X � äåÿêà êàòåãîðiàëüíà çìiííà, ÿêà ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü, ùîíàëåæàòü äî k êàòåãîðié. �îçãëÿíåìî ãiïîòåçó H0, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó,ùî ÷àñòîòè νi, ç ÿêèìè îêðåìi êàòåãîði¨ çóñòði÷àþòüñÿ ñåðåä çíà÷åíü âå-ëè÷èíè X, äîðiâíþþòü çàäàíèì ÷èñëàì ni. Àëüòåðíàòèâîþ äî íóëüîâî¨ãiïîòåçè áóäåìî ââàæàòè ãiïîòåçó, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî õî÷à á îäíà ç÷àñòîò íå çáiãà¹òüñÿ ç çàäàíèì äëÿ íå¨ ÷èñëîì.145



146 �ÎÇÄIË 13�îçãëÿíåìî âèáiðêîâi ÷àñòîòè ν̂i òà âèêîðèñòà¹ìî ñòàòèñòèêó � ìiðóâiäõèëåííÿ ¨õ âiä òåîðåòè÷íèõ ÷àñòîò
χ2 =

k∑

i=1

(ν̂i − ni)
2

ni
.Ìàëi çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè χ2 ñâiä÷àòü ïðî íåñóïåðå÷ëèâiñòü íóëüîâî¨ãiïîòåçè òà ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ. �iâåíü çíà÷óùîñòi (éìîâiðíiñòü ïîìè-ëèòèñÿ ïðè öüîìó) âèçíà÷àþòü iç óìîâè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ðîç-ïîäiëîì χ2(k − 1) áiëüøà çà îäåðæàíå âèáiðêîâå çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè.13.2 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÓ ñåðåäîâèùi êðèìiíîëîãiâ àêòèâíî îáãîâîðþþòü ïèòàííÿ ïðî çâ'ÿçîêìiæ ïîðîþ ðîêó òà ðiâíåì çëî÷èííîñòi. Áóëî âèâ÷åíî 1361 âáèâñòâî òàðîçïîäiëåíî ¨õ çà ÷îòèðìà ïîðàìè ðîêó. �åçóëüòàòè âèÿâèëèñü òàêèìè:Ïîðà ðîêóÇèìà Âåñíà Ëiòî Îñiíü328 334 372 327×è ìîæíà, íà îñíîâi öèõ äàíèõ, çðîáèòè âèñíîâîê ïðî íàÿâíiñòüçãàäàíî¨ çàëåæíîñòi?�îçãëÿíåìî ãiïîòåçó ïðî ðiâíiñòü ÷àñòîò âáèâñòâ ó ðiçíi ïîðè ðîêó(âiäñóòíiñòü çâ'ÿçêó ìiæ çëî÷èííiñòþ òà ïîðîþ ðîêó). �iïîòåòè÷íi ÷àñòî-òè âñi îäíàêîâi i äîðiâíþþòü 1361 : 4 = 340, 25.Âèêîðèñòà¹ìî ìîäóëü Nonparametri
 Statisti
s, ïðîöåäóðó Observedversus expe
ted XI. Ñòâîðèìî äâà íàáîðè äàíèõ VAR1 � ðåàëüíi ÷àñòîòè,VAR2 � ãiïîòåòè÷íi ÷àñòîòè (äèâ. ðèñ. 13.1). Âèáðàâøè ó âiêíi Variables(ðèñ. 13.2) (Observed frequen
ies: 1, Expe
ted frequen
ies 2), îäåðæèìîðåçóëüòàò (ïiñëÿ íàòèñêóâàííÿ ïîòðiáíî¨ êiëüêîñòi OK), íàâåäåíèé íàðèñ. 13.3.Òîìó ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ãiïîòåçà ïðî ðiâíiñòü ÷àñòîòâáèâñòâ çàëåæíî âiä ïîðè ðîêó íå ñóïåðå÷èòü íàÿâíèì äàíèì (ç ðiâíåìçíà÷óùîñòi ìåíøèì, íiæ 0,25778). Îòæå, íåìà¹ ïiäñòàâ ñòâåðäæóâàòèïðî çàëåæíiñòü ðiâíÿ çëî÷èííîñòi âiä ïîðè ðîêó.
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�èñ. 13.1. Ïîðiâíÿííÿ ÷àñòîò

�èñ. 13.2. Âèáið çìiííèõ
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�èñ. 13.3. Âiêíî ðåçóëüòàòiâ13.3 �iïîòåçè ïðî íåçàëåæíiñòü îçíàêÀäàïòó¹ìî òåñò, ðîçãëÿíóòèé â � 8.5, äî êàòåãîðèçîâàíèõ äàíèõ. �îçãëÿ-íåìî äâi êàòåãîðiàëüíi çìiííi ç k òà l ðiâíÿìè îçíàê, âiäïîâiäíî. Íåõàéïðîâåäåíî n åêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ ïàðà çíà÷åíü îçíàê ç íîìåðàìè (i, j)çóñòði÷àëàñü nij ðàç (i = 1, k, j = 1, l). Íåõàé ni· � êiëüêiñòü åêñïåðèìåí-òiâ, ó ÿêèõ áóëî îäåðæàíî i-òèé ðiâåíü ïåðøî¨ îçíàêè, à n·j � êiëüêiñòüåêñïåðèìåíòiâ, ó ÿêèõ áóëî îäåðæàíî j-òèé ðiâåíü äðóãî¨ îçíàêè. Îá÷èñ-ëèìî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiâíiâ îçíàê ÷èñëî ñij = ni·n·j

n
. Çà óìîâè, ùîðîçãëÿíåíi îçíàêè íåçàëåæíi, öi ÷èñëà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê î÷iêóâàíi÷àñòîòè, ç ÿêèìè âiäïîâiäíà ïàðà çíà÷åíü îçíàê ïîâèííà áóëà çóñòðiòèñÿó âèáiðöi. Íàñòóïíó ñòàòèñòèêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìiðó âiäìiííîñòiìiæ ðåàëüíèìè òà ïðîãíîçîâàíèìè ÷àñòîòàìè. Ñòàòèñòèêà

χ2 =
k∑

i=1

l∑

j=1

(nij − ñij)
2

ñijìà¹ ðîçïîäië χ2 ç (k − 1)(l − 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi (çà óìîâè, ùî âñi
ñij ≥ 4).Îòæå, ãiïîòåçó H0 ïðî íåçàëåæíiñòü ðîçãëÿíóòèõ îçíàê ïðèéìàþòü(íå ñóïåðå÷èòü âèáiðêîâèì äàíèì) íà ðiâíi çíà÷óùîñòi α, ÿêùî χ2â <
χ2

1−α((k − 1)(l − 1)), äå χ2
1−α((k − 1)(l − 1)) � êâàíòèëü ïîðÿäêó 1 − αðîçïîäiëó χ2 ç (k − 1)(l − 1) ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi. Â iíøîìó âèïàäêóãiïîòåçó H0 ïîòðiáíî âiäõèëèòè ÿê òàêó, ùî íå óçãîäæó¹òüñÿ ç íàÿâíèìèäàíèìè.13.4 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÎòðèìàíî âiäïîâiäi 100 ñòóäåíòiâ ïåðøèõ òðüîõ êóðñiâ íà çàïèòàííÿ:�×è ââàæà¹òå Âè, ùî êóðiííÿ çàâàæà¹ íàâ÷àííþ?�



ÊÀÒÅ�Î�ÈÇÎÂÀÍI ÄÀÍI 149×è ïiäòâåðäæóþòü öi äàíi ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âiäíîøåííÿ äîêóðiííÿ ó ñòóäåíòiâ ðiçíèõ êóðñiâ ðiçíå? Âèáðàòè ðiâåíü çíà÷óùîñòi 0,01.Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäi âèêîðèñòà¹ìî ìîäóëü Corresponden
eAnalysis. Çàäàìî òàáëèöþ äàíèõ, óâiâøè ÷àñòîòè, îòðèìàíi çà ðåçóëüòà-òàìè îïèòóâàííÿ: Âiäïîâiäü ÊóðñI II IIIÍi 15 10 0Íå çíàþ 8 5 7Òàê 0 30 25Âèáðàâøè ìåòîä Corresponden
e Analysis, òèï äàíèõ Frequen
iesw/out grouping vars, çìiííi Variables with frequen
ies: All (ðèñ. 13.4),îäåðæèìî (ïiñëÿ íàòèñêóâàííÿ OK) ðåçóëüòàòè ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0(âiäíîøåííÿ äî êóðiííÿ íå çàëåæèòü âiä êóðñó) òà ìîæëèâiñòü îòðèìàòèäåÿêi äîäàòêîâi ðåçóëüòàòè (ðèñ. 13.5). �åçóëüòàò (Total 
hi-square = 44,24;df = 4; p = 0,000) ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ãiïîòåçà H0 ìà¹ áóòè âiäõèëåíà.

�èñ. 13.4. Âèáið çìiííèõ
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�èñ. 13.5. Âiêíî ðåçóëüòàòiâ13.5 Îöiíêà çàëåæíîñòi äâîðiâíåâèõ äàíèõÍåõàé íåçàëåæíî ïðîâåäåíî äâi ñåði¨, ùî ìiñòÿòü n1 òà n2 âèïðîáóâàíü,âiäïîâiäíî. Â ïåðøié ñåði¨ ïîäiÿ A âiäáóëàñÿ n11 ðàçiâ, à â äðóãié � n21ðàçiâ. Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó ïðî òå, ùî éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨
A â îáîõ ñåðiÿõ îäíà i òà æ, òîáòî H0 : p1 = p2. �åçóëüòàòè îáîõ ñåðiéìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi ñïðÿæåíîñòi îçíàê ðîçìiðó 2 × 2 : ÒóòÑåðiÿ Ïîäiÿ Ñóìà

A A1 n11 n12 n1·2 n21 n22 n2·Ñóìà n·1 n·2 n

n12 = n1−n11, n22 = n2−n21, n1· = n11+n12, n2· = n21+n22, n·1 = n11+n21,
n·2 = n12 + n22.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç h1 = n11

n1·
, h2 = n21

n2·
, h = n·1

n
. Ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ

n òà çà óìîâè, ùî íàéìåíøà ç âåëè÷èí n·inj·

n
, i, j = 1, 2 áóäå áiëüøîþ,



ÊÀÒÅ�Î�ÈÇÎÂÀÍI ÄÀÍI 151íiæ 5, ÿê ñòàòèñòèêó äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ìîæíà âèêîðèñòàòè
Z =

h1 − h2

σ̃h1−h2

,äå σ̃2
h1−h2

� îöiíêà äèñïåðñi¨ ðiçíèöi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí h1 òà h2 îá÷èñ-ëåíà çà �îðìóëîþ
σ̃2

h1−h2
= h(1 − h)

(
1

n1·
+

1

n2·

)
.ßêùî ãiïîòåçà H0 ïðàâèëüíà, òî ñòàòèñòèêà Z ìà¹ ìàéæå íîðìàëüíèéðîçïîäië N(0, 1). Êðèòè÷íà îáëàñòü êðèòåðiþ ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi αâèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíîñòÿìè

zâ > u1−α ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 : p1 > p2,
zâ < uα ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 : p1 < p2,
|zâ| > u1−α/2 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 : p1 6= p2.Ó âèïàäêó, êîëè ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü òàêi, ùî óìîâà n·inj·

n
>

5 íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ïàð iíäåêñiâ, òî äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0âèêîðèñòîâóþòü êðèòåðié χ2. �iïîòåçà H0 åêâiâàëåíòíà ãiïîòåçi ïðî òå,ùî îáèäâi âèáiðêè îäåðæàíi ç îäíi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Ñòàòèñòèêàäëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ìà¹ âèãëÿä
χ2â =

n(n11n22 − n12n21)
2

n1·n2·n·1n·2
.Êðèòè÷íó îáëàñòü íà ðiâíi çíà÷óùîñòi α âèçíà÷àþòü íåðiâíiñòþ χ2â ≥

χ2
1−α(1), äå χ2

1−α(1) � êâàíòèëü ïîðÿäêó 1 − α ðîçïîäiëó χ2 ç îäíèìñòóïåíåì âiëüíîñòi.Êðèòåðié χ2 ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè çà óìîâè, ùî âñi çíà÷åííÿ n·inj·

n
>

3 i n > 20. Äëÿ ìàëèõ n ïðè îá÷èñëåííi χ2â ïîòðiáíî n çàìiíèòè íà n−1;ïðè öüîìó ïîâèííî áóòè n1· > 5 n2· > n1·

3
.13.6 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÏiä ÷àñ åïiäåìi¨ ãðèïó âèâ÷àâñÿ âïëèâ ùåïëåíü ïðîòè öi¹¨ õâîðîáè.Îòðèìàëè òàêi ðåçóëüòàòè:



152 �ÎÇÄIË 13 Ïiñëÿ ùåïëåííÿ Áåç ùåïëåííÿÇàõâîðiëè 4 34Íå çàõâîðiëè 192 111×è âêàçóþòü öi ðåçóëüòàòè íà å�åêòèâíiñòü ùåïëåíü?Çàñòîñó¹ìî ïðîöåäóðó 2×2 Tables XI/VI/Phil, M
Nemar, Fisher exa
tìîäóëÿ Nonparametri
 Statisti
s. Çàâàíòàæèìî ïàêåò òà âèáåðåìî âiäïî-âiäíó ïðîöåäóðó (ðèñ. 13.6). Ó âiêíi, ùî âiäêðè¹òüñÿ (ðèñ. 13.7), ââåäåìîçíà÷åííÿ òàáëèöi ñïðÿæåíîñòi îçíàê. Íàòèñíóâøè OK, îòðèìó¹ìî ðå-çóëüòàò (ðèñ. 13.8).

�èñ. 13.6. Âiêíî Nonparametri
 Statisti
sÁà÷èìî, ùî ãiïîòåçó ïðî âiäñóòíiñòü âïëèâó ùåïëåíü íà ðiâåíü çà-õâîðþâàíîñòi ïîòðiáíî âiäõèëèòè.Êðiì ñòàíäàðòíîãî êðèòåðiþ χ2 Ïiðñîíà (Chi-square) i ñêîðåêòîâàíî-ãî χ2 (V-square), STATISTICA îá÷èñëþ¹: χ2 ç ïîïðàâêîþ É¹òñà (Yates
orre
ted Chi-square) äëÿ âèïàäêó ìàëèõ çíà÷åíü ÷àñòîò; ñòàòèñòèêó
F 2 (F-square), ùî ¹ ìiðîþ çâ'ÿçêó ìiæ íîìiíàëüíèìè ÷è êàòåãiàëüíè-ìè çìiííèìè, çíà÷åííÿ ÿêèõ íåìîæëèâî âïîðÿäêóâàòè; ðiâíi çíà÷óùîñ-òi îäíîñòîðîííüîãî (one-tailed) òà äâîñòîðîííüîãî (two-tailed) êðèòåðiþ
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�èñ. 13.7. Òàáëèöÿ ñïðÿæåíîñòi îçíàê

�èñ. 13.8. �åçóëüòàòè àíàëiçóÔiøåðà (Fisher exa
t); çíà÷åííÿ òà ðiâíi çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ χ2 Ìà-êíåìàðà (M
Nemar Chi-square), ÿêèé çàñòîñîâóþòü äëÿ äîñëiäæåííÿ çà-ëåæíèõ âèáiðîê. ßêùî ñóìà ÷àñòîò íåâåëèêà, òî êðàùå âèêîðèñòîâóâàòèêðèòåðié Ôiøåðà çàìiñòü χ2.



�îçäië 14Êàíîíi÷íèé àíàëiç
14.1 Çàãàëüíi ïîëîæåííÿÌåòîä êàíîíi÷íî¨ êîðåëÿöi¨ ïðèçíà÷åíèé äëÿ àíàëiçó çàëåæíîñòåé ìiæäâîìà íàáîðàìè çìiííèõ. ßêùî îá÷èñëåííÿ ïîïàðíèõ êîðåëÿöié ìiæçìiííèìè äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè çàëåæíîñòi ìiæ îêðåìèìè ïàðàìè çìií-íèõ, òî öåé ìåòîä äîçâîëÿ¹ âèÿâëÿòè çàëåæíiñòü ìiæ äâîìà íàáîðàìè âöiëîìó. Íàïðèêëàä, äîñëiäíèê ó ãàëóçi îñâiòè ìîæå îöiíèòè çàëåæíiñòüìiæ íàâè÷êàìè ç òðüîõ íàâ÷àëüíèõ äèñöèïëií òà îöiíêàìè ç ï'ÿòè øêiëü-íèõ ïðåäìåòiâ. Ñîöiîëîã ìîæå äîñëiäèòè çàëåæíiñòü ìiæ ïðîãíîçàìè ñî-öiàëüíèõ çìií, ÿêi äðóêóþòü ó òðüîõ âèäàííÿõ, òà ðåàëüíèìè çìiíàìè,ÿêi âiäîáðàæàþòüñÿ ï'ÿòüìà ñòàòèñòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè. Ìåäèê ìîæåâèâ÷àòè çàëåæíiñòü ìiæ ðiçíèìè íåñïðèÿòëèâèìè �àêòîðàìè òà ïîÿâîþãðóïè ñèìïòîìiâ çàõâîðþâàííÿ. Ó âñiõ âèïàäêàõ ìè ìà¹ìî äâi ìíîæè-íè çìiííèõ, i ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ âèÿâëåííÿ âçà¹ìîçâ'ÿçêó ìiæ öèìèìíîæèíàìè.Âëàñíi çíà÷åííÿ. Äëÿ îá÷èñëåííÿ êàíîíi÷íèõ êîðåíiâ çíàõîäÿòü âëàñ-íi çíà÷åííÿ ìàòðèöi ïîïàðíèõ êîðåëÿöié. Öi çíà÷åííÿ âèðàæàþòü ÷àñòêóäèñïåðñi¨, ÿêà ïîÿñíþ¹òüñÿ êîðåëÿöi¹þ ìiæ âiäïîâiäíèìè êàíîíi÷íèìèçìiííèìè. ×àñòêó îá÷èñëþþòü âiäíîñíî äèñïåðñi¨ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ,òîáòî çâàæåíèõ ñóì çà äâîìà íàáîðàìè çìiííèõ. Çíàõîäÿòü ñòiëüêè âëà-ñíèõ çíà÷åíü, ñêiëüêè ¹ çìiííèõ ó íàéìåíøîìó ç äâîõ íàáîðiâ äàíèõ.Ïîñëiäîâíå îá÷èñëåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü. Ó ðåçóëüòàòi âèêîíàííÿïðîöåäóðè ïîñëiäîâíî îá÷èñëþþòüñÿ âëàñíi çíà÷åííÿ. Ñïî÷àòêó îá÷èñ-ëþþòü âàãè, ÿêi ìàêñèìiçóþòü êîðåëÿöiþ ìiæ çâàæåíèìè ñóìàìè ïîäâîõ ìíîæèíàõ çìiííèõ, i çíàõîäÿòü âiäïîâiäíå ¨ì çíà÷åííÿ ïåðøîãîêîðåíÿ. Äàëi îá÷èñëþþòü íàñòóïíó ïàðó êàíîíi÷íèõ çìiííèõ, ÿêi ìàþòüìàêñèìàëüíó êîðåëÿöiþ i íå êîðåëþþòü ç ïîïåðåäíiìè ïàðàìè, ç íàñòóï-íèì îá÷èñëåííÿì çíà÷åííÿ êàíîíi÷íîãî êîðåíÿ.154



ÊÀÍÎÍI×ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 155Êàíîíi÷íi êîðåëÿöi¨. Êîðåíi êâàäðàòíi ç îòðèìàíèõ âëàñíèõ çíà÷åíüìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êîå�iöi¹íòè êîðåëÿöi¨. Öi êîðåíi ñòîñóþòüñÿ êàíî-íi÷íèõ çìiííèõ, òîìó ¨õ íàçèâàþòü êàíîíi÷íèìè êîðåëÿöiÿìè. Âiäïîâiä-íî äî âëàñíèõ çíà÷åíü ïîñëiäîâíî äîáóòi êàíîíi÷íi êîðåëÿöi¨ óòâîðþþòüñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü. Íå òiëüêè íàéáiëüøi êîðåëÿöi¨, àëå é íàñòóïíi äî-ïóñêàþòü çìiñòîâíå òëóìà÷åííÿ.Çíà÷óùiñòü êîðåíiâ. Êàíîíi÷íi êîðåíi îöiíþþòü îäèí çà îäíèì óïîðÿäêó ñïàäàííÿ âåëè÷èíè. Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó çàëèøàþòü ëèøåçíà÷óùi êîðåíi. Iñíóþòü ðiçíi äóìêè äîñëiäíèêiâ ñòîñîâíî ïîñëiäîâíî¨ïåðåâiðêè, ïðîòå íàé÷àñòiøå ïåðåâiðêà çíà÷óùîñòi ïðîâîäèòüñÿ ñàìå òàê.Êàíîíi÷íi âàãè. Ïiñëÿ âñòàíîâëåííÿ çíà÷óùîñòi êîðåíiâ âèíèêà¹ïðîáëåìà ¨õ òëóìà÷åííÿ. Îñêiëüêè êîæåí êàíîíi÷íèé êîðiíü ÿâëÿ¹ ñî-áîþ äâi çâàæåíi ñóìè, ùî âiäïîâiäàþòü äâîì íàáîðàì äàíèõ, òî öi âà-ãè òðàêòóþòü àíàëîãi÷íî äî ÷àñòêîâèõ êîðåëÿöié. Öi âàãè íàçèâàþòüêàíîíi÷íèìè âàãàìè. Êàíîíi÷íi âàãè òëóìà÷àòü àíàëîãi÷íî äî âàãîâèõêîå�iöi¹íòiâ �àêòîðiâ. Ââàæàþòü, ùî ÷èì áiëüøà âàãà çà àáñîëþòíèìçíà÷åííÿì, òèì áiëüøèé âíåñîê êîæíî¨ çìiííî¨ â çíà÷åííÿ êàíîíi÷íî¨çìiííî¨. �îçãëÿä êàíîíi÷íèõ âàã äîçâîëÿ¹ ç'ÿñóâàòè, ÿê êîíêðåòíi çìiííiâ êîæíié ìíîæèíi âïëèâàþòü íà çâàæåíó ñóìó, òîáòî êàíîíi÷íó çìií-íó. Êàíîíi÷íi âàãè ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíüêàíîíi÷íèõ çìiííèõ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ñêëàñòè âõiäíi çìiííi ç âiäïî-âiäíèìè âàãîâèìè êîå�iöi¹íòàìè.Ôàêòîðíà ñòðóêòóðà. Iíøèì ñïîñîáîì òëóìà÷åííÿ êàíîíi÷íèõ êî-ðåíiâ ¹ ðîçãëÿä çâè÷àéíèõ êîðåëÿöié ìiæ êàíîíi÷íèìè çìiííèìè (àáî�àêòîðàìè) i çìiííèìè ç êîæíî¨ ìíîæèíè. Öi êîðåëÿöi¨ òàêîæ íàçèâàþòüêàíîíi÷íèìè íàâàíòàæåííÿìè �àêòîðiâ. Ââàæàþòü, ùî çìiííi, ñèëüíîêîðåëüîâàíi ç êàíîíi÷íîþ çìiííîþ çíà÷íîþ ìiðîþ �ïîÿñíþþòüñÿ� íåþ.Òàêå ïîÿñíåííÿ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ ñõîæå íà ìåòîä �àêòîðíîãî àíàëiçó.Ôàêòîðíà ñòðóêòóðà òà êàíîíi÷íi âàãè. Êàíîíi÷íi çíà÷åííÿ âiä-ïîâiäàþòü óíiêàëüíîìó âíåñêîâi êîæíî¨ çìiííî¨ ó çâàæåíó ñóìó àáî êà-íîíi÷íó çìiííó. Íàâàíòàæåííÿ êàíîíi÷íèõ �àêòîðiâ âiäîáðàæàþòü ïîâ-íó êîðåëÿöiþ ìiæ âiäïîâiäíèìè çìiííèìè òà çâàæåíîþ ñóìîþ. Ìîæëèâiòàêi ñèòóàöi¨, ùî ïðè áëèçüêèõ äî íóëÿ êàíîíi÷íèõ âàãàõ âiäïîâiäíiíàâàíòàæåííÿ çìiííèõ äóæå âåëèêi, àáî, íàâïàêè, ïðè âåëèêèõ êàíîíi÷-íèõ âàãàõ íàâàíòàæåííÿ ìàëi. Çâiñíî òàêi âèïàäêè âàæêî òëóìà÷èòè.Ïðîòå öÿ ñèòóàöiÿ ìîæå âèíèêàòè çà íàÿâíîñòi äâîõ äóæå ïîâ'ÿçàíèõ,ìàéæå äóáëþþ÷èõ çìiííèõ. Ïðè îá÷èñëåííi âàã äëÿ çâàæåíèõ ñóì ïîêîæíié ìíîæèíi äî öi¹¨ ñóìè áóäå âêëþ÷åíî òiëüêè îäíó ç öèõ äâîõçìiííèõ. ßêùî áiëüøà âàãà áóäå ïðèïèñàíà îäíié iç çìiííèõ, òî âíåñîêiíøî¨ çìiííî¨ ìîæíà ââàæàòè íåñóòò¹âèì. Ïðè öüîìó çâè÷àéíi êîðåëÿöi¨ìiæ iñíóþ÷èìè ñóìàðíèìè çíà÷åííÿìè äâîõ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ (òîáòî



156 �ÎÇÄIË 14íàâàíòàæåííÿ �àêòîðiâ), òî âîíè ìîæóòü âèÿâèòèñÿ ñóòò¹âèìè â îáîõ�àêòîðiâ.Äèñïåðñiÿ. Êîå�iöi¹íòè êàíîíi÷íî¨ êîðåëÿöi¨ âiäïîâiäàþòü êîðåëÿöi¨ìiæ çâàæåíèìè ñóìàìè ïî äâîõ ìíîæèíàõ äàíèõ. Âîíè íå âiäîáðàæàþòüií�îðìàöi¨ ïðî òå, ÿêó ÷àñòèíó ìiíëèâîñòi (äèñïåðñi¨) êîæåí êàíîíi÷íèéêîðiíü ïîÿñíþ¹ â çìiííèõ.Ií�îðìàöiþ ïðî ÷àñòêó äèñïåðñi¨ ìîæíà îòðèìàòè ç íàâàíòàæåíü êà-íîíi÷íèõ �àêòîðiâ. Öi íàâàíòàæåííÿ ÿâëÿþòü ñîáîþ êîðåëÿöi¨ ìiæ êà-íîíi÷íèìè çìiííèìè òà ïî÷àòêîâèìè çìiííèìè ó âiäïîâiäíié ìíîæèíi.Ïiäíåñåíi äî êâàäðàòó êîðåëÿöi¨ áóäóòü âiäîáðàæàòè ÷àñòêó äèñïåðñi¨,ùî ïîÿñíþ¹òüñÿ êîæíîþ çìiííîþ. Äëÿ êîæíîãî êîðåíÿ ìîæíà îá÷èñëè-òè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ öèõ ÷àñòîê. Ïðè öüîìó îòðèìóþòü ñåðåäíþ ÷àñòêóìiíëèâîñòi, ïîÿñíåíî¨ â öié ìíîæèíi íà îñíîâi âiäïîâiäíî¨ çìiííî¨.Íàäëèøêîâiñòü. Êàíîíi÷íà êîðåëÿöiÿ ïðè ïiäíåñåííi äî êâàäðàòóäà¹ ÷àñòêó äèñïåðñi¨, çàãàëüíî¨ äëÿ ñóì ïî êîæíié ìíîæèíi (êàíîíi÷íiéçìiííié). ßêùî ïîìíîæèòè öþ ÷àñòêó íà ÷àñòêó äîáóòî¨ äèñïåðñi¨, òîîòðèìóþòü ìiðó íàäëèøêîâîñòi ìíîæèíè çìiííèõ, òîáòî âåëè÷èíó, ÿêàâiäîáðàæà¹, íàñêiëüêè íàäëèøêîâà îäíà ìíîæèíà çìiííèõ, ÿêùî çàäàíàiíøà ìíîæèíà. Òàê ìîæíà îá÷èñëþâàòè íàäëèøêîâiñòü ïåðøî¨ ìíîæèíèçìiííèõ ïðè çàäàíié äðóãié ìíîæèíi, à òàêîæ íàäëèøêîâiñòü äðóãî¨ ìíî-æèíè çìiííèõ ïðè çàäàíié ïåðøié ìíîæèíi. Äëÿ îòðèìàííÿ çàãàëüíîãîêîå�iöi¹íòà íàäëèøêîâîñòi äîäàþòü íàäëèøêîâîñòi ïî âñiõ (çíà÷óùèõ)êîðåíÿõ.Ïðàêòè÷íà çíà÷óùiñòü. Çà âåëèêèõ îáñÿãiâ âèáiðêè íåâåëèêi êàíî-íi÷íi êîðåëÿöi¨ (íàïðèêëàä, 0, 3) ìîæóòü âèÿâèòèñÿ ñòàòèñòè÷íî çíà÷ó-ùèìè. Äëÿ îá÷èñëåííÿ íàäëèøêîâîñòi öåé êîå�iöi¹íò ïiäíîñÿòü äî êâàä-ðàòó. Îòðèìó¹ìî íåçíà÷íó âåëè÷èíó, ÿêà ñâiä÷èòü ïðî íåçíà÷íó ÷àñòêóìiíëèâîñòi çìiííèõ. Öå ñëiä âðàõîâóâàòè ïðè ç'ñóâàííi òîãî, íàñêiëüêèðåàëüíà ìiíëèâiñòü â îäíié ìíîæèíi çìiííèõ ïîÿñíþ¹òüñÿ äðóãîþ ìíî-æèíîþ.Ïðèïóùåííÿ. Íàâåäåìî íèçêó ïðèïóùåíü, âðàõóâàííÿ ÿêèõ âàæëèâåäëÿ îòðèìàííÿ äîñòîâiðíèõ ðåçóëüòàòiâ.Çàñòîñóâàííÿ êðèòåði¨â äëÿ ïåðåâiðêè çíà÷óùîñòi êàíîíi÷íî¨ êîðåëÿ-öi¨ áàçó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi, ùî çìiííi ó âèáiðöi ìàþòü áàãàòîâèìiðíèéíîðìàëüíèé ðîçïîäië.�åêîìåíäóþòü âèêîðèñòîâóâàòè äîñòàòíüî âåëèêi âèáiðêè äëÿ îòðè-ìàííÿ äîñòîâiðíèõ îöiíîê íàâàíòàæåíü êàíîíi÷íèõ �àêòîðiâ. Äåÿêi àâ-òîðè ðåêîìåíäóþòü çàáåçïå÷èòè â 20, à òî i â 40 � 60 ðàçiâ áiëüøåñïîñòåðåæåíü, íiæ êiëüêiñòü äîñëiäæóâàíèõ çìiííèõ. Õî÷à, ÿê ïîêàçó¹ïðàêòèêà, ïðè çíà÷íèõ êîðåëÿöiÿõ ìiæ äàíèìè íàâiòü ìàëi îáñÿãè âè-áiðêè ( íàïðèêëàä, n = 50) äîçâîëÿþòü ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ âèÿâèòè öi



ÊÀÍÎÍI×ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 157êîðåëÿöi¨.Âèêèäè. Íàÿâíiñòü âèêèäiâ ìîæå ìàòè çíà÷íèé âïëèâ íà âåëè÷èíóêîå�iöi¹íòiâ êîðåëÿöi¨. Ïðè çáiëüøåííi îáñÿãó âèáiðêè âïëèâ íåâåëèêî¨êiëüêîñòi âèêèäiâ íiâåëþ¹òüñÿ. �åêîìåíäóþòü ïåðåä ïðîâåäåííÿì ïðîöå-äóðè âèÿâèòè çíà÷íi âèêèäè, íàïðèêëàä, íà äiàãðàìi ðîçñiþâàííÿ.Ïîãàíî îáóìîâëåíi ìàòðèöi. Âèìàãàþòü, ùîá çìiííi â îáîõ ìíîæè-íàõ íå áóëè öiëêîì íàäëèøêîâèìè. Íàïðèêëàä, ïðè âêëþ÷åííi îäíi¹¨ iòi¹¨ æ çìiííî¨ äâi÷i â îäíó ç ìíîæèí îòðèìó¹òüñÿ íàäëèøêîâiñòü, ïðèÿêié íåçðîçóìiëî, ÿêó æ âàãó ïðèïèñàòè öié çìiííié. Êðiì òîãî, ïðè íà-äëèøêîâîñòi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñèëüíà êîðåëüîâàíiñòü ìiæ ñïîñòåðåæåíè-ìè çìiííèìè, òîäi ïðîáëåìàòè÷íèì ¹ îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíî¨ îáåðíåíî¨ìàòðèöi, ùî öiëêîì ïîðóøó¹ ïðîöåäóðó îá÷èñëåííÿ êàíîíi÷íî¨ êîðåëÿ-öi¨. Òàêi êîðåëÿöiéíi ìàòðèöi íàçèâàþòü ïîãàíî îáóìîâëåíèìè.Âèêîðèñòàííÿ çâàæåíèõ ñóì. Çàìiñòü ðîçãëÿäó çâè÷àéíèõ ñóì ïîìíîæèíàõ êîðèñíî ðîçãëÿäàòè çâàæåíi ñóìè, ùîá âàãè, ïðèïèñàíi îêðå-ìèì äîäàíêàì, âiäïîâiäàëè ðåàëüíié ñòðóêòóði çìiííèõ.14.2 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICA�îçãëÿíåìî ïðèêëàä äîñëiäæåííÿ çàëåæíîñòi ìiæ îáñÿãàìè âàëîâîãîçáîðó ïøåíèöi, öóêðîâîãî áóðÿêà òà îâî÷iâ (ïåðøà ãðóïà ïîêàçíèêiâ)15 ãîñïîäàðñòâ Óêðà¨íè òà áàçîâèìè ïîêàçíèêàìè âèðîáíèöòâà (äðóãàãðóïà ïîêàçíèêiâ).Ââåäåìî òàêi çìiííi:Y1� âàëîâèé çáið ïøåíèöi (òèñ. ò.);Y2 � âàëîâèé çáið öóêðîâîãî áóðÿêà (òèñ. ò.);Y3 � âàëîâèé çáið îâî÷iâ (òèñ. ò.);X1� çàãàëüíà ïëîùà ïîñiâiâ (ãà);X2 � êiëüêiñòü âíåñåíèõ äîáðèâ (ò.);X3 � �îíäîçàáåçïå÷åíiñòü ïðàöiâíèêiâ (òèñ. ò.);X4 � ìåõàíiçîâàíiñòü ïðàöi (ìëí. êâò-ãîä./÷îë.)Ïîïåðåäíüî ïðîâåäåíèé àíàëiç ïîêàçíèêiâ äîçâîëèâ âèñóíóòè ãiïîòå-çó ïðî òå, ùî îçíàêè, Y1, Y2, Y3 ¹ ðåçóëüòàòèâíèìè, çàëåæíèìè, à îçíàêè
X1, X2, X3, X4 ¹ �àêòîðíèìè, íåçàëåæíèìè. Ïðè öüîìó íå çàïåðå÷ó¹-òüñÿ íàÿâíiñòü i çâîðîòíèõ çâ'ÿçêiâ ìiæ ãðóïàìè çìiííèõ.Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêi çàäà÷i:

• îöiíèòè âåëè÷èíó êàíîíi÷íî¨ êîðåëÿöi¨ ìiæ ïåðøîþ òà äðóãîþ ãðó-ïàìè ïîêàçíèêiâ;
• ïåðåâiðèòè ñòàòèñòè÷íó çíà÷óùiñòü;
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• âèÿâèòè âíóòðiøíi ëàòåíòíi âëàñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ ãîñïîäàðñòâ(êàíîíi÷íi çìiííi), äàòè ¨ì åêîíîìi÷íå òëóìà÷åííÿ òà êiëüêiñíóîöiíêó;
• âèÿâèòè ìîæëèâi ïðàêòè÷íi íàïðÿìêè âèêîðèñòàííÿ çíàéäåíèõ êiëü-êiñíèõ îöiíîê êàíîíi÷íèõ çìiííèõ äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà.Äëÿ àíàëiçó âèêîðèñòàíî äàíi, íàâåäåíi ó òàáëèöi:� Y1 Y2 Y3 X1 X2 X3 X41 47,1 717,4 12,386 3317 308,5 44 0,852 66,6 1124 12,833 4167 304,4 46 1,303 38,6 593,7 9,786 2410 244,2 28 1,504 87,0 1854,5 15,266 5332 378,7 48 1,605 53,8 971 12,577 3763 290,3 37 1,106 106,0 1187,9 14,282 4094 378,7 54 0,027 74,2 870,0 15,048 4892 357,9 43 0,078 47,0 1024,0 15,171 3031 381,2 37 1,089 56,6 1009,1 16,190 3596 366,7 50 5,0210 62,8 859,2 11,654 4356 304,8 44 0,1411 90,2 1285,8 20,871 5750 458,9 53 4,7012 48,7 608,9 9,969 3137 237,6 38 0,4513 24,1 487,3 7,000 1477 181,5 44 0,1014 66,7 908,6 15,820 4335 364,4 48 0,1815 40,0 710,0 9,039 2720 205,7 51 2,00Ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ìîäóëÿ �Êàíîíi÷íèé àíàëiç�(Canoni
al Analysis)ïîòðiáíî ñòâîðèòè íîâèé �àéë äàíèõ, àêòèâiçóâàòè íà ïàíåëi êëàâiøó�Àíàëiç� (Analysis) i âiäêðèòè ñòàðòîâó ïàíåëü, ÿêà ïîêàçàíà íà ðèñ.14.1.Çàçâè÷àé, ðîáîòó â ìîäóëi ïî÷èíàþòü ç âèáîðó çìiííèõ äëÿ äîñëi-äæåííÿ çà äîïîìîãîþ êëàâiøi �Çìiííi�(Variables), ÿêà âiäêðèâà¹ ñïèñîêóñiõ îçíàê ñòâîðåíîãî �àéëó äàíèõ. Îáåðåìî äëÿ êàíîíi÷íîãî àíàëiçóóñi 7 çìiííèõ, íàòèñíóâøè íà êëàâiøó �Îáðàòè óñå�(Sele
t All).Ó âiêíi �Ôàéë, ùî ââîäèòüñÿ�(Input file) ïîòðiáíî âiäìiòèòè �Âõiäíiäàíi�(Raw Date), à ó âiêíi �Âèäàëåííÿ ïðîïóùåíèõ äàíèõ�(MD deletion)� �Ïðîïóùåíi âèïàäêè�(Casewise).ßêùî �àéë, ùî ââîäèòüñÿ, ïîòðiáíî çàäàòè ó âèãëÿäi êîðåëÿöiéíî¨ìàòðèöi (Correlation Matrix), òî ¨¨ íåîáõiäíî ïîïåðåäíüî ñòâîðèòè óÿêîìó-íåáóäü ìîäóëi ñèñòåìè, íàïðèêëàä, �Ìíîæèííà ðåãðåñiÿ�(MultipleRegression), çáåðåãòè i ïîòiì âiäêðèòè â ìîäóëi �Êàíîíi÷íèé àíàëiç�.Ïðè àêòèâiçàöi¨ îïöi¨ �Ïåðåãëÿä îïèñîâèõ ñòàòèñòèê i êîðåëÿöié-íî¨ ìàòðèöi�(Review des
riptive stats and 
orrelation matrix) íàòèñíå-
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�èñ. 14.1. Ñòàðòîâà ïàíåëü ìîäóëÿ �Êàíîíi÷íèé àíàëiç�ííÿ êëàâiøi ÎÊ âèêëèêà¹ ïîÿâó âiêíà, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèâîäÿòüñÿñåðåäíi çíà÷åííÿ òà çíà÷åííÿ ñòàíäàðòíèõ âiäõèëåíü óñiõ çìiííèõ, ùîâèâ÷àþòüñÿ, ìàòðèöÿ êîå�iöi¹íòiâ ïàðíî¨ êîðåëÿöi¨ ìiæ íèìè, ìàòðèöÿäèñïåðñié � êîâàðiàöié, ðiçíi ãðà�iêè i ò.ä. (ðèñ.14.2.)Íàòèñíåííÿ íà êëàâiøó OK âèêëèêà¹ ïîÿâó ïàíåëi �Âèáið ìîäå-ëi�(Model Definition), çà äîïîìîãè ÿêî¨ íåîáõiäíî âêàçàòè ïåðåëiê çìií-íèõ ó ïåðøié i äðóãié ãðóïàõ Variables for 
anoni
al analysis (ðèñ. 14.3).Ó ïåðøîìó ñïèñêó âêàæåìî VAR1 � VAR3, ÿêi âiäïîâiäàþòü çìií-íèì Y1 − Y3, à ó äðóãîìó � VAR4 � VAR7, ÿêi âiäïîâiäàþòü îçíàêàì
X1 − X4. Íàòèñíåííÿ íà êëàâiøó ÎÊ âèêëèêà¹ ïîÿâó âiêíà ðåçóëüòàòiâêàíîíi÷íîãî àíàëiçó, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: ií�îðìàöiéíî¨ òà�óíêöiîíàëüíî¨ (ðèñ. 14.4).Ó âåðõíié ií�îðìàöiéíié ÷àñòèíi ìiñòÿòüñÿ äàíi ïðî âåëè÷èíó ïåðøî-ãî êàíîíi÷íîãî êîå�iöi¹íòà êîðåëÿöi¨, ðîçðàõóíêîâå çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè
χ2 äëÿ r1, êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi i p � çíà÷óùiñòü, êiëüêiñòü ïîâíî-öiííèõ ñïîñòåðåæåíü i çìiííèõ, âiäñîòîê âèäiëåíî¨ äèñïåðñi¨ i çàëèøêóâ êîæíié ãðóïi. Iíøèìè ñëîâàìè, òóò âêàçóþòüñÿ çàãàëüíi ðåçóëüòàòèêàíîíi÷íîãî àíàëiçó.Ó íèæíié, �óíêöiîíàëüíié, ÷àñòèíi âiêíà ðîçìiùåíi îïöi¨ òà êëàâiøi,ÿêi íåîáõiäíi äëÿ ïîãëèáëåíîãî ïåðåãëÿäó âñiõ íàéâàæëèâiøèõ ðåçóëü-
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�èñ. 14.2. Âiêíî ïåðåãëÿäó îïèñîâèõ ñòàòèñòèê

�èñ. 14.3. Ïàíåëü âèáîðó êàíîíi÷íî¨ ìîäåëi
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�èñ. 14.4. Âiêíî ðåçóëüòàòiâ êàíîíi÷íîãî àíàëiçóòàòiâ êàíîíi÷íîãî àíàëiçó.Òàê, êëàâiøà �Ïiäñóìêîâi ðåçóëüòàòè� (Results Summary) äîçâîëÿ¹âèâåñòè íà åêðàí òàáëèöþ çàãàëüíèõ ïiäñóìêiâ äîñëiäæåííÿ (ðèñ. 14.5),ÿêi ñòîñóþòüñÿ r1, y1, x1, ùî íàâîäèëèñÿ âèùå â ií�îðìàöiéíié ÷àñòèíiâiêíà ðåçóëüòàòiâ êàíîíi÷íîãî àíàëiçó.Àíàëiç äàíèõ, ÿêèé íàâåäåíèé ó òàáëèöi íà ðèñ. 14.5, ïîêàçó¹, ùî âðåçóëüòàòi ïðîâåäåíîãî êàíîíi÷íîãî àíàëiçó çàãàëüíà ÷àñòèíà äèñïåðñi¨îçíàê ïåðøî¨ ìàëî¨ ãðóïè (Y1−Y3), ÿêà áóëà âèäiëåíà çà äîïîìîãîþ ïåð-øî¨ êàíîíi÷íî¨ çìiííî¨ y1, ñòàíîâèòü 100%. À çàãàëüíà ÷àñòèíà äèñïåðñi¨îçíàê äðóãî¨ âåëèêî¨ ãðóïè (X1 − X4), âèäiëåíî¨ êàíîíi÷íî¨ çìiííî¨ x1,ñòàíîâèòü 79,9%.Çàãàëüíèé çáèòîê äëÿ çìiííèõ ïåðøî¨ ãðóïè äîðiâíþ¹ 81,3%, à çà-ãàëüíèé çáèòîê äëÿ çìiííèõ äðóãî¨ ãðóïè � 64,1%. Öå îçíà÷à¹, ùî 81,3%âàðiàöi¨ âàëîâîãî çáîðó ïøåíèöi, öóêðîâîãî áóðÿêà òà îâî÷iâ âèçíà÷à-¹òüñÿ çìiíàìè ÷îòèðüîõ àãðîòåõíi÷íèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà X1−X4 íàâèðîáíèöòâàõ, ùî âèâ÷àþòü. Âîäíî÷àñ ñàìi îáñÿãè âàëîâèõ çáîðiâ âêà-çàíèõ êóëüòóð äåòåðìiíóþòü 64,1% âàðiàöi¨ ðåñóðñíèõ òà àãðîòåõíi÷íèõìîæëèâîñòåé ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêèõ îá'¹êòiâ.Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî äîñòàòíüî âèñîêó òî÷íiñòü ïîáóäî-âàíî¨ êàíîíi÷íî¨ ìîäåëi: ìåíøå 19% äèñïåðñi¨ çìiííèõ Y1 − Y3 çàëåæèòü
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�èñ. 14.5. Âiêíî çàãàëüíèõ ïiäñóìêiâ êàíîíi÷íîãî àíàëiçóâiä iíøèõ, íå âðàõîâàíèõ â àíàëiçi �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà.Êëàâiøà �Êîðåëÿöiÿ âñåðåäèíi òà ìiæ ãðóïàìè�(Correlations withinand between sets) äîçâîëÿ¹ âèâåñòè íà åêðàí êîðåëÿöiéíi ìàòðèöi ry,
rx, ryx, íà áàçi ÿêèõ ïîòiì áóäóþòü ìàòðèöþ r

′ (ðèñ. 14.6.)Òàê, àíàëiç îñòàííüî¨ ìàòðèöi ïîêàçó¹, ùî ðåçóëüòàòèâíi îçíàêè Y1 −
Y3 òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç �àêòîðàìè X1, X2 (ryx> 0,7) i ñëàáøå � iç çìiííèìèX3 òà X4.Íàòèñíåííÿ íà êëàâiøó �Õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi�(Eigenvalues) âiä-êðèâà¹ äëÿ ïåðåãëÿäó òàáëèöþ êâàäðàòiâ êîå�iöi¹íòiâ êàíîíi÷íî¨ êîðå-ëÿöi¨ r21, r22, r23 (ðèñ.14.7.) Çàóâàæèìî, ùî êiëüêiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõêîðåíiâ äîðiâíþ¹ min (s,m) = min (3,4) = 3.Êëàâiøà �Êàíîíi÷íi âàãè, ëiâà òà ïðàâà ãðóïè� (Canoni
al weights,Left and right set) äîçâîëÿ¹ âèâåñòè íà åêðàí òðè ïàðè êàíîíi÷íèõ çìií-íèõ y1 i x1, y2 i x2, y3 i x3 (ñòîâïöi òàáëèöü íà ðèñ. 14.8). Ó ïîäàëüøîìóáóäåìî àíàëiçóâàòè ëèøå ïåðøó ïàðó êàíîíi÷íèõ çìiííèõ, ÿêà ìà¹ íàé-áiëüø òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê: r1 = 0,99476.Àíàëiç äàíèõ òàáëèöi ïîêàçó¹, ùî âñi ñòàòèñòè÷íi âàãè ïåðøèõ êàíî-íi÷íèõ çìiííèõ äîäàòíi é çíàõîäÿòüñÿ â ìåæàõ âiä 0,0377 äî 0,8100.Ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ âàãè âiäïîâiäà¹ Zx3( β3= 0,037741),òîìó �àêòîð X3(VAR6) äà¹ íàéìåíøèé âíåñîê ó ïîÿñíåííÿ âàðiàöi¨ ðå-
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�èñ. 14.6. Êîðåëÿöiéíà ìàòðèöi

�èñ. 14.7. Âiêíî õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ
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�èñ. 14.8. Êàíîíi÷íi çìiííi äâîõ ãðóï îçíàêçóëüòàòèâíèõ îçíàê ïåðøî¨ ãðóïè i ¹ ïåðøèì êàíäèäàòîì íà âèêëþ÷åííÿç ïîäàëüøîãî àíàëiçó. Çàñòîñó¹ìî äî íüîãî àëãîðèòì ïîñëiäîâíîãî âiäñi-âó çìiííèõ ç âiäêèäàííÿì íàéìåíø çíà÷óùèõ (ç ïîãëÿäó âíåñêó ó âåëè-÷èíó r1) îçíàê. Äëÿ öüîãî çíîâó çâåðíåìîñÿ äî ñèñòåìè STATISTICA iðîçðàõó¹ìî íîâó êàíîíi÷íó ìîäåëü, ÿêà íå ìà¹ �àêòîðà X3 (ðèñ. 14.9).Ó âåðõíié ií�îðìàöiéíié ÷àñòèíi âiêíà íà ðèñ. 14.9. çíàõîäèìî rt−1=0,9943498 (r1 = 0,9947622 � ïåðøèé êàíîíi÷íèé êîå�iöi¹íò êîðåëÿöi¨äî âèêëþ÷åííÿ X3). Òîìó ïåðåòâîðåííÿ Ôiøåðà ìàþòü òàêèé âèãëÿä:
Ft = 0, 5 ln[(1 + 0, 9947622)/(1− 0, 9947622)] = 2, 97118928;

Ft−1 = 0, 5 ln[(1 + 0, 9943498)/(1− 0, 9943498)] = 2, 93319121.Âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàòèñòèêè:
N = (2, 97118928− 2, 93319121)[(15− 3)/2]1/2 = 0, 09307589 .Ïåðåâiðÿ¹ìî íóëüîâó ãiïîòåçó H0 : rt = rt+1. Îñêiëüêè ð > α (0, 463 >

0, 05), òî ðîçðàõóíêîâå çíà÷åííÿ ð ïîòðàïëÿ¹ â äîïóñòèìó îáëàñòü i íó-ëüîâó ãiïîòåçó íå âiäõèëÿ¹ìî. Öå çíà÷èòü, ùî âèêëþ÷åííÿ iç äîñëiä-æåííÿ çìiííî¨ X3 ïðèâåëî äî íåñóòò¹âî¨ çìiíè ïåðøîãî êàíîíi÷íîãî êî-å�iöi¹íòà r1.
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�èñ. 14.9. �åçóëüòàòè ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ çìiííî¨ X3Çíîâó ðîçãëÿíåìî ñòàòèñòè÷íi âàãè ïåðøèõ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ ïiñëÿâèêëþ÷åííÿ X3 (ðèñ. 14.10).Àíàëiç äàíèõ òàáëèöi íà ðèñ. 14.10 ïîêàçó¹, ùî âñi ñòàòèñòè÷íi âà-ãè ïåðøèõ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ äîäàòíi i äîñòàòíüî âåëèêi çà àáñîëþ-òíîþ âåëè÷èíîþ. Òîìó ïîäàëüøèé ïîêðîêîâèé âiäñiâ íåñóòò¹âèõ îçíàêâèðiøåíî áóëî ïðèïèíèòè i äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó âèêîðèñòîâóâàòèêàíîíi÷íó ìîäåëü ç òðüîìà çìiííèìè ó êîæíié ãðóïi: Y1 − Y3, X1, X2, X4.Êëàâiøà �Ôàêòîðíi ñòðóêòóðè òà âòðàòè� (Fa
tor stru
tures and re-dundan
ies) âiêíà ðåçóëüòàòiâ êàíîíi÷íîãî àíàëiçó äîçâîëÿ¹ ïåðåäèâèòè-ñÿ �àêòîðíi íàâàíòàæåííÿ äëÿ êîæíî¨ ãðóïè îçíàê (ðèñ.14.11), à òàêîæâèäiëåíó âàðiàöiþ (ïðîïîðöi¨) i âiäïîâiäíi âòðàòè, çíàéäåíi íà ¨õ îñíîâiäëÿ êîæíî¨ êàíîíi÷íî¨ çìiííî¨ (ðèñ. 14.12).Ïiäñóìêîâi çíà÷åííÿ âèäiëåíî¨ âàðiàöi¨ (ïðîïîðöi¨) i âòðàò çà ïåðøîþêàíîíi÷íîþ çìiííîþ íàâåäåíi ó âåðõíié ií�îðìàöiéíié ÷àñòèíi âiêíà ðå-çóëüòàòiâ êàíîíi÷íîãî àíàëiçó íà ðèñ. 14.5, à òàêîæ ìîæóòü áóòè âè-âåäåíi íà åêðàí çà äîïîìîãîþ êëàâiøi �Ïiäñóìêîâi ðåçóëüòàòè�(ResultsSummary).Ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ êàíîíi÷íîãî àíàëiçó ïîêàçó¹, ùî ïiñëÿ âiäñiâóçìiííî¨ X3 âiäáóëîñü íåçíà÷íå çíèæåííÿ ïåðøîãî êàíîíi÷íîãî êîå�iöi-¹íòà êîðåëÿöi¨ (rt − rt+1 = 0, 9947622 − 0, 9943498 = 0, 0004124), à òàêîæ
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�èñ. 14.10. Êàíîíi÷íi çìiííi ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ X3

�èñ. 14.11. Âèäiëåíà âàðiàöiÿ òà âòðàòè



ÊÀÍÎÍI×ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 167äåÿêå çìåíøåííÿ çàãàëüíî¨ âòðàòè äëÿ çìiííèõ ïåðøî¨ ãðóïè (ç 81,3%äî 79,2%). Âîäíî÷àñ âiäáóâñÿ çðiñò çàãàëüíî¨ âòðàòè äëÿ çìiííèõ äðóãî¨ãðóïè (ç 64,1% äî 74,3%), òîáòî áiëüøå, íiæ íà 10 âiäñîòêîâèõ ïóíêòiâ.Öå îçíà÷à¹, ùî 79,2% âàðiàöi¨ âàëîâîãî çáîðó ïøåíèöi, öóêðîâîãîáóðÿêà òà îâî÷iâ âèçíà÷à¹òüñÿ çìiíîþ òðüîõ àãðîòåõíi÷íèõ �àêòîðiâ âè-ðîáíèöòâà (X1, X2, X4). Âîäíî÷àñ ñàìi îáñÿãè âàëîâèõ çáîðiâ óêàçàíèõêóëüòóð äåòåðìiíóþòü 74,3% âàðiàöi¨ ðåñóðñíèõ òà àãðîòåõíi÷íèõ ìî-æëèâîñòåé îá'¹êòiâ ñiëüñüêîãî ãîñïîäàðñòâà.Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî äîñòàòíüî âèñîêó òî÷íiñòü êàíîíi÷-íî¨ ìîäåëi, ïîáóäîâàíî¨ íà äðóãîìó êðîöi (ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ X3): ìåíøå21% äèñïåðñi¨ çìiííèõ (Y1 − Y3) çàëåæèòü âiä iíøèõ, íåâðàõîâàíèõ âàíàëiçi �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà.Êëàâiøà �χ2 êðèòåði¨ äëÿ êàíîíi÷íèõ êîðåíiâ�(Chi square tests for
an. roots) ó âiêíi ðåçóëüòàòiâ êàíîíi÷íîãî àíàëiçó äà¹ ìîæëèâiñòü îòðè-ìàòè ðîçðàõóíêîâi çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè χ2.Íà ðèñ. 14.12 íàâåäåíî òàáëèöþ, â ÿêié ó ïåðøîìó ñòîâïöi âêàçàíiêàíîíi÷íi êîå�iöi¹íòè êîðåëÿöi¨ r1, r2, r3, ó äðóãîìó � ¨õ êâàäðàòè, òîáòîõàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi λ1, λ2, λ3 ìàòðèöi, à â òðåòüîìó � ðîçðàõóíêîâiçíà÷åííÿ χ2 ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñëiäîâíî âèäiëåíèõ êàíîíi÷íèõ êîðåíiâ,ó ÷åòâåðòîìó � êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ñòàòèñòèêè χ2, ó ï'ÿòîìó �
p-çíà÷óùiñòü χ2 êðèòåðiþ, ó øîñòîìó � çíà÷åííÿ Λ

′-ñòàòèñòèêè Óiëêñà.Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàâåäåíèìè äàíèìè äëÿ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íî¨ çíà-÷óùîñòi äëÿ êàíîíi÷íèõ êîå�iöi¹íòiâ êîðåëÿöi¨ r1, r2, r3. Àâòîìàòè÷íèéðîçðàõóíîê ð � çíà÷óùîñòi ðîçðàõóíêîâèõ âåëè÷èí χ2 ó STATISTICA äî-çâîëÿ¹ âèêîðèñòàòè ñó÷àñíó ñõåìó ïðîöåäóðè ïåðåâiðêè ãiïîòåç: äîñòàò-íüî ïîðiâíÿòè ð ç äîïóñòèìèì ðiâíåì çíà÷óùîñòi (çàçâè÷àé α = 0,05).Îñêiëüêè äëÿ r1 : ð ≤ α (0 < 0, 05), à äëÿ r2, r3: ð > α (0, 492 > 0, 200 >
0, 05), òî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî äëÿ ïåðøîãî êàíîíi÷íîãîêîå�iöi¹íòà êîðåëÿöi¨ íóëüîâó ãiïîòåçó H0 : r1 = 0 âiäõèëÿ¹ìî ïðàêòè÷íîiç 100% íàäiéíiñòþ i ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâà Ha : r1 > 0. Äëÿ äðóãîãî iòðåòüîãî êàíîíi÷íèõ êîå�iöi¹íòiâ êîðåëÿöi¨ íóëüîâó ãiïîòåçó H0 : r1 = 0íå âiäõèëÿ¹ìî i ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî âîíè ñòàòèñòè÷íî íåçíà÷óùi.Íàâïàêè, ïåðøèé êàíîíi÷íèé êîå�iöi¹íò êîðåëÿöi¨ r1 = 0,99435 ¹çíà÷óùèì, à âiäïîâiäíi éîìó êàíîíi÷íi çìiííi:Zy= 0,121419Zy1+0,104535Zy2+0,831331Zy3,Zx= 0,225475Zx1+0,749734Zx2+0,135645Zx3¹ ñòàòèñòè÷íî çíà÷óùèìè.Îñòàííi ÿâëÿþòü ñîáîþ, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, ëàòåíòíi ïîêàçíèêè,ÿêiñíå òëóìà÷åííÿ ÿêèõ çäiéñíþþòü àíàëîãi÷íî ïîÿñíåííþ âèäiëåíèõ ãî-
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�èñ. 14.12. χ2 êðèòåði¨ äëÿ ïîñëiäîâíî âèäiëåíèõ êàíîíi÷íèõ êîðåíiâëîâíèõ êîìïîíåíò àáî çàãàëüíèõ �àêòîðiâ. Òîìó ñòàíäàðòèçîâàíà çìiííàZy, ùî âêëþ÷à¹ âàëîâi çáîðè ïøåíèöi, öóêðîâîãî áóðÿêà òà îâî÷iâ, ìîæåðîçãëÿäàòèñü ÿê ïîêàçíèê �âàëîâîãî çáîðó ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêèõ êóëü-òóð�. Âií äà¹ çàãàëüíó õàðàêòåðèñòèêó ði÷íèõ ðåçóëüòàòiâ âèðîáíè÷î¨äiÿëüíîñòi ãîñïîäàðñòâ, ÿêi âèâ÷àþòü.Êàíîíi÷íà çìiííà Zx, ÿêó �íàâàíòàæóþòü� îçíàêè Õ1 � çàãàëüíà ïëî-ùà ïîñiâó (ãà), Õ2 � êiëüêiñòü âíåñåíèõ äîáðèâ (ò), Õ4 � ìàøèíîîçáðî-¹íiñòü ïðàöi (ìëí. êÂò-ãîä/ëþä), ¹ çàãàëüíèì ïîêàçíèêîì ðåñóðñíî�àãðîòåõíi÷íèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëè ãîñïîäàðñòâà,ÿêi âèâ÷àþòü ó çâiòíîìó ðîöi äëÿ îòðèìàííÿ âàëîâîãî çáîðó ñiëüñüêîãîñ-ïîäàðñüêèõ êóëüòóð.Ïiäñòàâëÿþ÷è â íàâåäåíi âèùå ðiâíÿííÿ äëÿ Zy, Zx êîíêðåòíi çíà-÷åííÿ ñòàíäàðòèçîâàíèõ îçíàê�ñèìïòîìiâ, äóæå ëåãêî îòðèìàòè êiëüêi-ñíi îöiíêè ëàòåíòíèõ ïîêàçíèêiâ �âàëîâèé çáið ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêèõêóëüòóð� i �ðåñóðñíî�àãðîòåõíi÷íèé �àêòîð âèðîáíèöòâà� äëÿ êîæíîãîîêðåìîãî ãîñïîäàðñòâà. Öi ñòàíäàðòèçîâàíi îöiíêè ìîæíà âèêîðèñòîâó-âàòè äëÿ ðàíæóâàííÿ äîñëiäæóâàíèõ îá'¹êòiâ çà âåëè÷èíîþ âèÿâëåíèõëàòåíòíèõ ïîêàçíèêiâ, äëÿ âèäiëåííÿ ãðóï ëiäåðiâ, ïîñåðåäíiõ òà àóòñàé-äåðiâ.



�îçäië 15Äèñêðèìiíàíòíèé àíàëiç
15.1 Çàãàëüíi ïîëîæåííÿÌåòîäè äèñêðèìiíàíòíîãî àíàëiçó ¹ ñòàòèñòè÷íèì àïàðàòîì äëÿ âèâ÷åí-íÿ âiäìiííîñòåé ìiæ ãðóïàìè îá'¹êòiâ, êîæåí ç ÿêèõ çîáðàæåíî áàãà-òîâèìiðíèì âåêòîðîì. Öåé ìåòîä âèêîðèñòîâóþòü ó ïñèõîëîãi¨ äëÿ ðîç-ðîáêè òåñòiâ, äëÿ ïåðåäáà÷åííÿ óñïiøíîñòi; â ñîöiîëîãi¨ � äëÿ âèâ÷åííÿïîâåäiíêè åëåêòîðàòó, äëÿ êëàñè�iêàöi¨ äèòÿ÷î¨ ïîâåäiíêè òà â iíøèõñèòóàöiÿõ.Çàäà÷à äèñêðèìiíàíòíîãî àíàëiçó ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó: ÿêùî íàáiðîá'¹êòiâ (îïèñàíèõ áàãàòüìà ïîêàçíèêàìè � áàãàòîâèìiðíèìè âåêòîðàìè)óæå ïîäiëåíî íà ãðóïè, òî ïîòðiáíî âñòàíîâèòè �ïðàâèëî� âiäíåñåííÿ äîîäíi¹¨ ç âiäîìèõ ãðóï íîâîãî îá'¹êòà. Â öüîìó âiäìiííiñòü äèñêðèìiíàí-òíîãî òà êëàñòåðíîãî àíàëiçó, ÿêèé áóëî ðîçãëÿíóòî ðàíiøå. Â îñòàí-íüîìó âiäñóòíié íàïåðåä âèçíà÷åíèé ïîäië íà ãðóïè, òàêå ðîçáèòòÿ ñàìåøóêàþòü çà õàðàêòåðèñòèêàìè íàáîðó îá'¹êòiâ.Ìåòîä ¹ êîðèñíèì äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ ñîöiàëüíèõ ÿâèù, âií äà¹ çìîãóâèâ÷àòè âiäìiííîñòi ìiæ äâîìà òà áiëüøå ãðóïàìè çà êiëüêîìà çìiííèìèîäíî÷àñíî.�Äèñêðèìiíàíòíèé àíàëiç� � öå çàãàëüíèé òåðìií, ÿêèé îá'¹äíó¹ ìå-òîäè iíòåãðàöi¨ ìiæãðóïîâèõ âiäìiííîñòåé òà ìåòîäè êëàñè�iêàöi¨ ñïî-ñòåðåæåíü çà ãðóïàìè. Ïðè òëóìà÷åííi îòðèìó¹ìî âiäïîâiäü íà ïèòàí-íÿ: ÷è ìîæëèâî âiäðiçíèòè îäíó ãðóïó âiä iíøî¨, âèêîðèñòîâóþ÷è íàáiðçìiííèõ; ÿêi ç öèõ çìiííèõ íàéáiëüø ií�îðìàòèâíi. Ìåòîäè, ïîâ'ÿçàíiç êëàñè�iêàöi¹þ, ïåðåäáà÷àþòü îòðèìàííÿ íàáîðó �óíêöié (ìîæëèâî,îäíi¹¨), ÿêi çàáåçïå÷óþòü ìîæëèâiñòü âiäíåñòè êîæåí îá'¹êò äî òi¹¨ ÷èiíøî¨ ãðóïè. Òàêi �óíêöi¨ íàçèâàþòü äèñêðèìiíàíòíèìè.Çìiííi (ïîêàçíèêè, õàðàêòåðèñòèêè), ÿêi âðàõîâóþòü ïðè âiäíåñåííiîá'¹êòà äî ãðóïè, íàçèâàþòü äèñêðèìiíàíòíèìè çìiííèìè. Öi çìiííi ìà-169



170 �ÎÇÄIË 15þòü âèìiðþâàòèñÿ çà iíòåðâàëüíîþ øêàëîþ, ÷è øêàëîþ âiäíîøåíü. ßêïðàâèëî, êiëüêiñòü îá'¹êòiâ ïåðåâàæà¹ êiëüêiñòü äèñêðèìiíàíòíèõ çìií-íèõ õî÷à á íà äâà.Îáìåæåííÿ äëÿ äèñêðèìiíàíòíèõ çìiííèõ1. Æîäíà çìiííà íå ìà¹ áóòè ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ çìiííèõ.2. Íåäîïóñòèìî, ùîá äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè çìiííèõ êîå�iöi¹íò êîðåëÿöi¨äîðiâíþâàâ 1 ÷è �1.3. ×àñòî âèêîðèñòîâóþòü ïðèïóùåííÿ ïðî çáiã êîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöüðiçíèõ ãðóï.4. Çàêîí ðîçïîäiëó äëÿ êîæíî¨ ãðóïè áàãàòîâèìiðíèé, íîðìàëüíèé (öåäîçâîëÿ¹ îòðèìàòè çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòåé íàëåæíîñòi äî ãðóï).Ôóíêöi¨ âòðàòÁàæàíî òàê ïiäáèðàòè êëàñè�iêóþ÷i (äèñêðèìiíàíòíi) �óíêöi¨, ùîáéìîâiðíiñòü íåïðàâèëüíî¨ êëàñè�iêàöi¨ áóëà ÿêîìîãà ìåíøîþ.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç c(j|i) �óíêöiþ âòðàò, ÿêà âèçíà÷à¹ âàðòiñòü âòðàòâiä âiäíåñåííÿ îá'¹êòà i-ãî êëàñó äî j-ãî êëàñó (î÷åâèäíî, c(j|i) = 0).×åðåç m(j|i) ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü òàêèõ íåïðàâèëüíèõ âiäíåñåíü. Òîäiñóìàðíi âòðàòè ïðè êëàñè�iêàöi¨ n îá'¹êòiâ òà k êëàñàõ äîðiâíþþòü
Cn =

k∑

i=1

k∑

j=1

c(j|i)m(j|i).ßêùî îñòàííþ ðiâíiñòü ïîäiëèòè íà êiëüêiñòü êëàñè�iêîâàíèõ îá'¹ê-òiâ n, òî îòðèìà¹ìî íîðìó âòðàò ïðè çàäàíîìó n. Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöiïðè n → ∞, îòðèìó¹ìî:
C = lim

n→∞
Cn

n
= lim

n→∞

k∑

i=1

k∑

j=1

c(j|i)m(j|i)
ni(n)

· ni(n)

n
=

k∑

i=1

πi

k∑

j=1

c(j|i)p(j|i)(âèêîðèñòîâó¹ìî çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ).Òóò ni(n) � ÷àñòîòà i-ãî êëàñó; πi � éìîâiðíiñòü âèáîðó îá'¹êòà i-ãî êëàñó iç çàãàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (òàê çâàíà àïðiîðíà éìîâiðíiñòü, àáîïèòîìà âàãà i-ãî êëàñó); p(j|i) � éìîâiðíiñòü âiäíåñòè îá'¹êò êëàñó i äîêëàñó j. ßêùî ââàæàòè, ùî âòðàòè c(j|i) îäíàêîâi äëÿ âñiõ i, j = 1, k,
(c(j|i) = c0 = const), òî
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C = C0

(
1 −

k∑

i=1

πip(j|i)
)

.Âåëè÷èíà 1−
k∑

i=1
πip(j|i) âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü íåïðàâèëüíî¨ êëàñè�iêàöi¨.Ïðîöåäóðà êëàñè�iêàöi¨.Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âiäíåñåííi êîæíîãî ç n êëàñè�iêîâàíèõ îá'¹êòiâ (ÿêiÿâëÿþòü ñîáîþ m-âèìiðíèé âåêòîð îçíàê) äî îäíîãî ç k êëàñiâ, ÿêi íåïåðåòèíàþòüñÿ. Çàäàíi k êëàñiâ ïðåäñòàâëåíî k âèáiðêàìè, ÿêi íàçèâàþòüíàâ÷àþ÷èìè.Îòæå, Xi = (x

(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(m)
i ) � öå i-òèé îá'¹êò, ÿêèé ïîòðiáíî êëà-ñè�iêóâàòè.

z1, z2, ..., zk � íàâ÷àþ÷i âèáiðêè, êîæíà ç ÿêèõ ¹ íåïîðîæíiì íàáîðîìm-âèìiðíèõ âåêòîðiâ (îá'¹êòiâ), ïðî ÿêi òî÷íî âiäîìî, ùî âîíè íàëåæàòüäî îäíîãî êëàñó.�îçãëÿäà¹ìî íàáið îá'¹êòiâ, ÿêi ìàþòü áóòè êëàñè�iêîâàíi, ÿê âèáiðêóç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi çi ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi f(x) =
k∑

j=1
πjfj(x), äå

πi � àïðiîðíà éìîâiðíiñòü ïîÿâè åëåìåíòà ç êëàñó j;

fj(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó â j-ìó êëàñi.Äèñêðèìiíàíòíà �óíêöiÿ (êëàñè�iêàòîð, âèðiøàëüíà ïðîöåäóðà) δ(x)ìîæå íàáóâàòè òiëüêè öiëi äîäàòíi çíà÷åííÿ 1, 2, ..., k, ïðè÷îìó òi îá'¹êòè
X, ïðè ÿêèõ âîíà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ j, çàðàõîâó¹ìî äî j-ãî êëàñó.Òàêèì ÷èíîì, âñÿ ìíîæèíà ìîæëèâèõ âåêòîðiâ X äiëèòüñÿ íà k ïiä-ìíîæèí, ùî ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ S = (s1, s2, ..., sk). Îòæå, i âèði-øàëüíà ïðîöåäóðà ìîæå áóòè çàäàíà ðîçáèòòÿì.Ïðîöåäóðó êëàñè�iêàöi¨ (äèñêðèìiíàíòíó �óíêöiþ) íàçèâàþòü îïòè-ìàëüíîþ (áàé¹ñiâñüêîþ), ÿêùî âîíà çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìóì âòðàò, ïîðiâíÿíîç iíøèìè ïðîöåäóðàìè êëàñè�iêàöi¨.Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îïòèìàëüíà ïðîöåäóðà êëàñè�iêàöi¨ S(îïò), ïðè ÿêiéâòðàòè áóäóòü îïòèìàëüíèìè, âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

S(îïò) = (s
(îïò)
1 , s

(îïò)
2 , . . . , s

(îïò)
k );

S
(îïò)
j =



x :

∑

i=1,k, i6=j

πifi(x)c(j|i) = min
1≤l≤k

∑

i=1,k, i6=l

πifi(x)c(l|i)


 ,



172 �ÎÇÄIË 15òîáòî ñïîñòåðåæåííÿ Xr (r=1, 2, ...,m) áóäå âiäíåñåíå äî êëàñó j òîäi,êîëè ñåðåäíi ïèòîìi âòðàòè âiä âíåñåííÿ éîãî ñàìå äî öüîãî êëàñó âèÿâ-ëÿòüñÿ ìiíiìàëüíèìè, ïîðiâíÿíî ç àíàëîãi÷íèìè âòðàòàìè ïðè âiäíåñåííiéîãî äî áóäü-ÿêîãî iíøîãî êëàñó.Ïðè îäíàêîâèõ âòðàòàõ c(j|i) ïðàâèëî íàáóâà¹ ïðîñòîãî âèäó. Ñïîñòå-ðåæåííÿ Xr áóäå âiäíåñåíå äî êëàñó j òîäi, êîëè
πjfj(Xr) = max

1≤l≤k
πlfl(Xr).Äëÿ òîãî, ùîá ñêîðèñòàòèñü íàâåäåíèìè âèðàçàìè, íåâiäîìi éìîâið-íîñòi πj çàìiíþþòü ¨õ ñòàòèñòè÷íèìè îöiíêàìè, ïîáóäîâàíèìè íà îñíîâiíàâ÷àþ÷èõ âèáiðîê:

π̂j =
nj

n
,äå nj � îáñÿã j-¨ íàâ÷àþ÷î¨ âèáiðêè; n � çàãàëüíèé îáñÿã óñiõ âèáiðîê.Àëå ìîæëèâi âèïàäêè, êîëè îöiíêè πj çíàõîäÿòü ç iíøèõ ìiðêóâàíü,áàçóþ÷èñü íà çàêîíîìiðíîñòÿõ êîíêðåòíî¨ ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi.ßêùî âñi êëàñè çàäàþòü îäíàêîâèé çàêîí ðîçïîäiëó, àëå ç âiäìiííèìèïàðàìåòðàìè, òîáòî äâà êëàñè âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå âåëè÷èíîþ ïàðàìå-òðà, òî òàêèé âèä êëàñè�iêàöi¨ íàçèâàþòü ïàðàìåòðè÷íèì äèñêðèìiíàí-òíèì àíàëiçîì. Ó öüîìó âèïàäêó ÿê îöiíêè íåâiäîìèõ �óíêöié fj(x, v)âèêîðèñòîâóþòü �óíêöi¨ fj(x, v̂j), äå v � ïàðàìåòð; v̂j � ñòàòèñòè÷íà îöií-êà íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà v, îá÷èñëåíà çà j-þ íàâ÷àþ÷îþ âèáiðêîþ.Íåïàðàìåòðè÷íèé äèñêðèìiíàíòíèé àíàëiç íå ïåðåäáà÷à¹ çíàííÿ�óíêöié fj(x), j = 1, k. Òóò âèêîðèñòîâóþòü íåïàðàìåòðè÷íi îöiíêè äëÿ�óíêöié.Êàíîíi÷íà äèñêðèìiíàíòíà �óíêöiÿ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ äèñêðè-ìiíàíòíèõ çìiííèõ i çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíi óìîâè:

fij = u0 + u1x1ij + u2x2ij + ... + umxmij , (15.1)äå fij � çíà÷åííÿ êàíîíi÷íî¨ äèñêðèìiíàíòíî¨ �óíêöi¨ äëÿ i-ãî îá'¹êòà âãðóïi k; ui � êîå�iöi¹íòè.Êîå�iöi¹íòè ui äëÿ ïåðøî¨ �óíêöi¨ âèáèðàþòü òàê, ùîá ¨¨ ñåðåäíi çíà-÷åííÿ äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ ÿêîìîãà áiëüøå âiäðiçíÿëèñü îäèí âiä îäíîãî.Ïðè âèáîði êîå�iöi¹íòiâ äëÿ äðóãî¨ �óíêöi¨ âèêîðèñòîâóþòü òå æ ïðàâè-ëî ç äîäàòêîâîþ âèìîãîþ, ùîá çíà÷åííÿ äðóãî¨ �óíêöi¨ áóëè íåêîðåëüî-âàíèìè çi çíà÷åííÿìè ïåðøî¨. Àíàëîãi÷íî òðåòÿ �óíêöiÿ ìà¹ áóòè íå-êîðåëüîâàíà ç ïåðøèìè äâîìà. Ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü äèñêðèìiíàíòíèõ�óíêöié, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè òàêèì ñïîñîáîì äîðiâíþ¹ min(k − 1, m).



ÄÈÑÊ�ÈÌIÍÀÍÒÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 173�åîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿÊîæåí îá'¹êò (ñïîñòåðåæåííÿ) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê òî÷êó m-âèìiðíîãîåâêëiäîâîãî ïðîñòîðó, êîëè êîîðäèíàòè òî÷îê ¹ çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíèõïîêàçíèêiâ äëÿ çàäàíîãî îá'¹êòà. ßêùî êëàñè äiéñíî âiäðiçíÿþòüñÿ çàöèìè ïîêàçíèêàìè, òî âîíè óòâîðÿòü âèðàæåíi çãóñòêè òî÷îê. Äëÿ êîæ-íîãî êëàñó ìîæíà îá÷èñëèòè ãåîìåòðè÷íi öåíòðè, ÿêi ùå íàçèâàþòü öåí-òðî¨äàìè. Öåíòðî¨äè õàðàêòåðèçóþòü êëàñè, ¹ ¨õ �òèïîâèìè ïðåäñòàâíè-êàìè�. Ùîá âèâ÷àòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ öåíòðî¨äiâ, äîñòàòíüî îáìå-æèòèñü âèìiðíiñòþ íà îäèíèöþ ìåíøîþ âiä êiëüêîñòi êëàñiâ. Îòæå, çà-äà÷ó êëàñè�iêàöi¨ òåïåð ìîæíà ðîçãëÿäàòè â (k− 1)-âèìiðíîìó ïðîñòîði,íàòÿãíóòîìó íà öåíòðî¨äè.Ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïîìiùàþòü ó òî÷êó íóëüîâèõ çíà÷åíü ïîêàçíèêiâ.Ïåðøó âiñü íàïðàâëÿþòü òàê, ùîá ñåðåäíi çíà÷åííÿ êëàñiâ ðîçäiëÿëèñüáiëüøîþ ìiðîþ, íiæ äëÿ iíøèõ íàïðÿìêiâ. Äðóãó âiñü íàïðàâëÿþòü òåæç óìîâîþ ìàêñèìàëüíîãî ðîçðiçíåííÿ êëàñiâ ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ îðòî-ãîíàëüíîñòi äî ïåðøî¨ îñi. Àíàëîãi÷íî áóäóþòü íàñòóïíi îñi.Ôàêòè÷íî âèðàç (15.1) çàäà¹ ïåðåòâîðåííÿ m-âèìiðíîãî ïðîñòîðó äèñ-êðèìiíàíòíèõ çìiííèõ ó q-âèìiðíèé ïðîñòið êàíîíi÷íèõ äèñêðèìiíàíò-íèõ �óíêöié. Êîæíié îñi âiäïîâiäà¹ ñâî¹ ñïiââiäíîøåííÿ âèäó (15.1).Äëÿ äàíîãî ñïîñòåðåæåííÿ fij òëóìà÷àòü ÿê êîîðäèíàòó îá'¹êòà â ïðîñ-òîði êàíîíi÷íèõ äèñêðèìiíàíòíèõ �óíêöié.Ó ðàçi, êîëè êiëüêiñòü äèñêðèìiíàíòíèõ çìiííèõ m ìåíøà âiä êiëü-êîñòi êëàñiâ, ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü �óíêöié q äîðiâíþ¹ m. Òîäi âæå íåâiäáóâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ ç ïðîñòîðó ç áiëüøîþ âèìiðíiñòþ â ïðîñòið çìåíøîþ âèìiðíiñòþ, ïðîâîäèòüñÿ òiëüêè çàìiíà êîîðäèíàò.15.2 Ïàðàìåòðè÷íèé äèñêðèìiíàíòíèé àíàëiç(âèïàäîê íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó êëàñiâ)Íåõàé êëàñ çàäàíî m-âèìiðíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì ç âåêòîðîì ñå-ðåäíiõ çíà÷åíü aj òà êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ ∑. Çàóâàæèìî, ùî êîâàði-àöiéíà ìàòðèöÿ ñïiëüíà äëÿ âñiõ êëàñiâ.Îá÷èñëþþòü îöiíêè âj = (â1
j , â

2
j , ...., â

m
j ) òà ∑̂ = (σ̂lp), l = 1, m, p =

1, k çà âèáiðêàìè. Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi äà¹âèãëÿä îöiíîê
âl

j =
1

nj

nj∑

i=1

x
(l)
ji , l = 1, m, j = 1, k; (15.2)
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σ̂lp =

1

n − k

k∑

j=1

nj∑

i=1

(x
(l)
ji −â

(l)
j )(x

(p)
ji − â

(p)
j ), (15.3)

l, p = 1, k, n =
k∑

j=1

nj.Êëàñè�iêóþ÷å ïðàâèëî çàðàõîâó¹ ñïîñòåðåæåííÿ X äî j-¨ ãðóïè,ÿêùî
[
X − 1

2
(âj0 + âj)

]T ∑̂−1

(âj0 − âj) ≥ ln
πj

πj0
(15.4)äëÿ âñiõ j = 1, k.Ïðàâèëî, çàäàíå ñïiââiäíîøåííÿì (15.4), ìà¹ ìiñöå äëÿ âèïàäêó îäíà-êîâèõ çíà÷åíü âòðàò.Äëÿ äâîõ ãðóï (k = 2) i îäíàêîâèõ àïðiîðíèõ éìîâiðíîñòåé (π1 =

π2 = 0, 5) ïðàâèëî êëàñè�iêàöi¨ òàêå:ñïîñòåðåæåííÿ Õ çàðàõîâóþòü äî ïåðøîãî êëàñó òîäi i òiëüêè òîäi,êîëè
[
X − 1

2
(â1 + â2)

]T ∑̂−1

(â1 − â2) ≥ 0, (15.5)à äî äðóãîãî êëàñó � ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ.Äëÿ îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó (m = 1) íîðìàëüíèõ ñïîñòåðåæåíü i äâîõãðóï, äåÿêå ñïîñòåðåæåííÿ X çàðàõîâóþòü äî ïåðøî¨ ãðóïè, ÿêùî
(X − 1

2
(â1 + â2))(â1 − â2) ≥ 0. (15.6)Ï�ÈÊËÀÄ.[1℄ Ñïåöiàëüíå äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëî, ùî ñõèëüíiñòü �iðì äîïðèõîâóâàííÿ ÷àñòèíè ñâî¨õ äîõîäiâ (i, âiäïîâiäíî, äî óõèëó âiä ñïëàòè÷àñòèíè ïîäàòêiâ) ïî ñóòi âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà ïîêàçíèêàìè:

x(1) � ñïiââiäíîøåííÿ �øâèäêèõ àêòèâiâ� i ïîòî÷íèõ ïàñèâiâ;
x(2) � ñïiââiäíîøåííÿ ïðèáóòêó i ïðîñòðî÷åíèõ ïëàòåæiâ (îáèäâà ïî-êàçíèêè îöiíþþòü çà ïåâíîþ ìåòîäèêîþ çà øêàëîþ âiä 300 äî 900áàëiâ).Ó òàáëèöi íàâåäåíi çíà÷åííÿ öèõ ïîêàçíèêiâ (äàíi ïîäàòêîâî¨ iíñïåê-öi¨) ïî 10 �iðìàõ, ÿêi â òié ÷è iíøié �îðìi íå ñïëà÷óâàëè ïîäàòêè (n1 =

10), i ïî 13 �iðìàõ, ÿêi ñòàáiëüíî ñïëà÷óâàëè ïîäàòêè (n2 = 13) :



ÄÈÑÊ�ÈÌIÍÀÍÒÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 175� Íàâ÷àþ÷à âèáiðêà (�iðìè, Íàâ÷àþ÷à âèáiðêà (�iðìè,ÿêi óõèëÿþòüñÿ âiä ÿêi íå óõèëÿþòüñÿ âiäñïëàòè ïîäàòêiâ) ñïëàòè ïîäàòêiâ)
x

(1)
1i x

(2)
1i x

(1)
1i x

(2)
1i1 740 680 750 5902 670 600 360 6003 560 550 720 7504 540 520 540 7105 590 540 570 7006 590 700 520 6707 470 600 590 7908 560 540 670 7009 540 630 620 73010 500 600 690 84011 � � 610 68012 � � 550 73013 � � 590 750ñåðåäí¹ â

(1)
1 = 576, 0 â

(2)
1 = 596, 0 â

(1)
2 = 598, 5 â

(2)
2 = 710, 8Êðiì òîãî, ñòàòèñòèêà i ñïåöiàëüíi äîñëiäæåííÿ ãîâîðÿòü ïðî òå, ùîâiäñîòîê �iðì, ÿêi â òié ÷è iíøié �îðìi íå ñïëà÷óþòü ïîäàòêè, ñòàíîâèòü50% (òîáòî π1 = π2 = 0, 5).Ñòàòèñòè÷íà ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî íîðìàëüíèé õàðàêòåð ðîçïîäiëóäâîâèìiðíî¨ îçíàêè X = (x(1), x(2))T âñåðåäèíi êîæíî¨ ñóêóïíîñòi �iðì,ÿêi àíàëiçóþòü, i ïðî ðiâíiñòü ¨õ êîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöü ∑(1) i ∑(2) äàëàïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò, òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî âèáiðêè (1) i (2), ÿêiìè ìà¹ìî, âçÿòî ç íîðìàëüíèõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé ç îäíàêîâèìèêîâàðiàöiéíèìè ìàòðèöÿìè.Íà �iðìi, ÿêà íå ïðîéøëà ïåðåâiðêó ïîäàòêîâî¨ iíñïåêöi¨, çàðå¹ñòðî-âàíi òàêi çíà÷åííÿ çìiííèõ X = (x(1), x(2))T : x

(1)
0 = 740, x

(2)
0 = 590. Ïî-òðiáíî âèçíà÷èòè, äî ÿêî¨ ñóêóïíîñòi (1 ÷è 2) ìîæíà âiäíåñòè öþ �iðìó(òîáòî ñïîñòåðåæåííÿ X0=(x(1)

0 , x(2)
0 )T ), âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïàðàìåò-ðè÷íîãî äèñêðèìiíàíòíîãî àíàëiçó (ç óðàõóâàííÿì íîðìàëüíîñòi ñïîñòå-ðåæåíü, ÿêi àíàëiçóþòü).Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè ïðàâèëî êëàñè�i-êàöi¨, ÿêå âèçíà÷åíå ñïiââiäíîøåííÿì (15.4).Íåîáõiäíi îá÷èñëåííÿ äàþòü:1. Îöiíêè ñåðåäíiõ çíà÷åíü ïî êîæíié íàâ÷àþ÷ié âèáiðöi, ïiäðàõîâàíi
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â1 = (576, 0; 596, 0)T ; â2 = (598, 46; 710, 77)T ;âiäïîâiäíî:

â1 − â2 = (−22, 46;−114, 77)T ; (â1 + â2)/2 = (587, 23; 653, 39)T .2. Çàãàëüíó êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ ∑̂ îöiíþþòü çà �îðìóëîþ (15.3)àáî, ùî òå æ ñàìå,
∑̂

=
1

n1 + n2 − 2

2∑

j=1

nj∑

i=1

(Xji − âj)(Xji − âj)
T =

1

10 + 13 − 2
×

[(
56240 17240
17240 33240

)
+

(
121569 25615
25615 56492

)]
=

(
8467 2041
2041 4273

)
.Îòðèìó¹ìî òàêó îáåðíåíó ìàòðèöþ:

∑̂−1

=

(
0, 0001335 −0, 0000637
−0, 0000637 0, 0002645

)
.3. ∑̂−1

(â1 − â2) =

(
0, 0043
−0, 0289

)
,

X0 −
1

2
(â1 + â2) =

(
740 − 587, 23
590 − 653, 39

)
=

(
152, 77
−63, 39

)
.4. Îñêiëüêè ÷èñëîâå çíà÷åííÿ âèðàçó, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíî-øåííÿì (15.5), ó íàøîìó âèïàäêó äîðiâíþ¹

(
152, 77
−63, 39

)T (
0, 0043
−0, 0289

)
= 2, 489 > 0,òî ñïîñòåðåæåííÿ X0 ìà¹ áóòè âiäíåñåíå äî êëàñó 1, à öå çíà÷èòü, ùî ¹ïiäñòàâè äëÿ òîãî, ùîá äiàãíîñòóâàòè �iðìó, ÿêó àíàëiçóþòü, ÿê �iðìó,ùî â òié ÷è iíøié �îðìi óõèëÿ¹òüñÿ âiä ñïëàòè ïîäàòêiâ.Äëÿ êëàñè�iêàöi¨ íîâîãî îá'¹êòó ìîæíà òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè êëà-ñè�iêóþ÷i �óíêöi¨ (ó öüîìó âèïàäêó àëãîðèòì êëàñè�iêàöi¨ íàâiòü ïðîñ-òiøèé). Êëàñè�iêóþ÷i �óíêöi¨ âèçíà÷àþòü äëÿ êîæíî¨ ç iñíóþ÷èõ ãðóïó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ �óíêöi¨ âiä äèñêðèìiíàíòíèõ ïîêàçíèêiâ. Äëÿ ðîçïi-çíàâàííÿ íîâîãî îá'¹êòó éîãî êîîðäèíàòè ïiäñòàâëÿþòü ó âñi çíàéäåíiêëàñè�iêóþ÷i �óíêöi¨. Äëÿ ÿêî¨ ç íèõ îòðèìóþòü íàéáiëüøå çíà÷åííÿ,äî òi¹¨ ãðóïè i ñëiä âiäíåñòè íîâèé îá'¹êò.
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�èñ. 15.1. �îçòàøóâàííÿ íàâ÷àþ÷èõ âèáiðîê15.3 Íåëiíiéíèé äèñêðèìiíàíòíèé àíàëiç.Íà ïðàêòèöi òðàïëÿþòüñÿ âèïàäêè, êîëè ëiíiéíi äèñêðèìiíàíòíi �óíê-öi¨ íåäîñòàòíi äëÿ ïðîâåäåííÿ êëàñè�iêàöi¨. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó äâîõäèñêðèìiíàíòíèõ îçíàê òà äâîõ ãðóï, íàâ÷àþ÷i âèáiðêè ðîçòàøîâàíi, ÿêíà ðèñóíêó 15.1.Ó öüîìó âèïàäêó íiÿêà ëiíiéíà äèñêðèìiíàíòíà �óíêöiÿ âèäó a0 +
a1x1 + a2x2 (çàäà¹ ïðÿìó ëiíiþ) íå ïðèäàòíà äëÿ òîãî, ùîá çàäàòè ðîç-ïîäië ïðîñòîðó S = (s1, s2), ùî âiäïîâiäà¹ ðîçìåæóâàííþ ãðóï. Ïðîòåìîæíà çàäàòè ÿê âèðiøàëüíå ïðàâèëî òàêå: îá'¹êòè, ÿêi ìiñòÿòüñÿ âñåðå-äèíi êîëà, çàðàõîâóþòü äî ïåðøî¨ ãðóïè, à îá'¹êòè, ÿêi ìiñòÿòüñÿ çîâíiêîëà � äî äðóãî¨.Îïèñàíà ñèòóàöiÿ äîñèòü ÷àñòî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â íàóêîâèõ äîñëiäæå-ííÿõ, êîëè äàíi ìàþòü áàãàòîâèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.�îçãëÿíåìî îäèí iç ìåòîäiâ íåëiíiéíîãî äèñêðèìiíàíòíîãî àíàëiçó �ìåòîä íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ. Íåõàé ïîòðiáíî âiäíåñòè ñïîñòåðåæåííÿ X =
(x1, x2) äî îäíi¹¨ ç 3 ãðóï, äèâ. ðèñ. 15.2.Äëÿ öüîãî îá÷èñëþþòü âñi âiäñòàíi âiä îá'¹êòà X äî åëåìåíòiâ íàâ÷à-þ÷èõ âèáiðîê. Ñåðåä óñiõ åëåìåíòiâ âèáèðàþòü k òàêèõ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿíàéáëèæ÷å äî îá'¹êòà X. Ñåðåä âiäiáðàíèõ âèçíà÷àþòü, ïðåäñòàâíèêiâÿêîãî êëàñó íàéáiëüøå. Äî öüîãî êëàñó i çàðàõîâóþòü ñïîñòåðåæåííÿ X.Âåëè÷èíó k âñòàíîâëþþòü äî ïî÷àòêó âèêîíàííÿ ïðîöåäóðè ç òàêèõ ìið-êóâàíü: ïðè íàäòî ìàëåíüêèõ k âåëèêà éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ÷åðåç ìàëóêiëüêiñòü âiäiáðàíèõ åëåìåíòiâ; à ïðè íàäòî âåëèêèõ k íà êëàñè�iêàöiþ
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�èñ. 15.2. Îá'¹êò X i åëåìåíòè íàâ÷àþ÷èõ âèáiðîêìîæóòü âïëèâàòè åëåìåíòè, ùî ðîçñòàøîâàíi äóæå äàëåêî i íå ìàþòüíiÿêîãî âiäíîøåííÿ äî öüîãî ñïîñòåðåæåííÿ. �åêîìåíäîâàíà âåëè÷èíà
k ≈ ln(n), äå n � çàãàëüíèé îáñÿã íàâ÷àþ÷èõ âèáiðîê.ßê âiäñòàíi ìiæ îá'¹êòàìè âèêîðèñòîâóþòü âiäñòàíü d =

m∑
j=1

| xi
j − xk

j |,åâêëiäîâó âiäñòàíü d(X i, Xk) =

√
m∑

j=1
(xi

j − xk
j )

2 àáî âiäñòàíü Ìàõàëîíî-áiñà d =

√
m∑

j=1

(xi
j
−xk

j
)2

Dj
, äå Dj � âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ îçíàêè. Îñòàííþâiäñòàíü âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âðàõóâàííÿ ðiçíèöi ó ðîçïîäiëi îêðåìèõïîêàçíèêiâ (êîìïîíåíò).15.4 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÇàñòîñó¹ìî ìîäóëü �Äèñêðèìiíàíòíèé àíàëiç� äî ðîçãëÿíóòîãî âèùåïðèêëàäó.Ïî÷àòîê ðîáîòèÓ âiêíi ïåðåêëþ÷åííÿ ìîäóëiâ STATISTICA Module Swit
her âèáåðå-ìî çi ñïèñêó Dis
riminant Analysis i íàòèñíåìî íà êíîïêó Swit
h to.Âõiäíi äàíi ó âèãëÿäi òàáëèöi ïîòðiáíî ðîçìiñòèòè ó âiäïîâiäíîìó�àéëi. Ïóíêò ìåíþ File / New Data äîçâîëÿ¹ éîãî ñòâîðèòè.ßêùî ó ñòâîðþâàíié òàáëèöi ìà¹ áóòè áiëüøå ñòîâïöiâ ÷è ðÿäêiâ,íiæ ïðîïîíó¹òüñÿ, òî ñòâîðèòè âiäïîâiäíi åëåìåíòè ìîæíà çà äîïîìîãîþ
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�èñ. 15.3. Äàíi ó âèãëÿäi òàáëèöiêîíòåêñòíîãî ìåíþ (ïðàâà êëàâiøà ìèøi) êîìàíäîþ Modify Variable(s)/ Add, àáî Modify Case(s) / Add.Ó ñòâîðåíié òàáëèöi (äèâ. ðèñ. 15.3) çìiííà Var3 íàáóâà¹ çíà÷åííÿ�1�, ÿêùî äàíà �iðìà óõèëÿëàñÿ âiä ïîäàòêiâ, à �2� � íå óõèëÿëàñÿ.Äàëi ïîòðiáíî çàïóñòèòè íà âèêîíàííÿ ñàìó ïðîöåäóðó äèñêðèìiíàí-òíîãî àíàëiçó (ïóíêò ìåíþ Analysis � äèâ. ðèñ. 15.4).Ó âiêíi, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïðè öüîìó, ñëiä íàòèñíóòè íà êíîïêó Vari-ables (Çìiííi), ùîá âèçíà÷èòè, çà ÿêèìè çìiííèìè ìà¹ ïðîâîäèòèñü êëà-ñè�iêàöiÿ (independent variables) òà ÿêà çìiííà çàäà¹ ðîçáèòòÿ íà ãðóïè(grouping variable).Ó íàøîìó âèïàäêó çìiííi, çà ÿêèìè ìà¹ ïðîâîäèòèñü êëàñè�iêàöiÿ(independent variables) � öå var1, var2, à çìiííà, ÿêà çàäà¹ ðîçáèòòÿ íàãðóïè (grouping variable) � öå var3 (äèâ. ðèñ. 15.5).Ïiñëÿ íàòèñíåííÿ íà êíîïêó ÎÊ âiäáóâà¹òüñÿ ïîâåðíåííÿ äî âiêíàModel Definition. Âàðòî çàëèøèòè âñòàíîâëåíèé çà çàìîâ÷óâàííÿì ìå-òîä Ñòàíäàðòíèé (Standard) (äèâ. ðèñ. 15.6). Êíîïêà ÎÊ çàïóñêà¹ íàâèêîíàííÿ ïðîöåäóðó.Âèãëÿä êëàñè�iêóþ÷èõ �óíêöié äëÿ îáîõ ãðóï ìîæíà âñòàíîâèòè,âèêîðèñòàâøè ïóíêò ìåíþ Classifi
ation fun
tions.
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�èñ. 15.4. Âiêíî ìîäóëÿ äèñêðèìiíàíòíîãî àíàëiçó

�èñ. 15.5. Âèáið ãðóïóþ÷î¨ i íåçàëåæíèõ çìiííèõ
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�èñ. 15.6. Âèáið ìåòîäóÓ íàøîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî (äèâ. ðèñ. 15.7) äëÿ ïåðøî¨ ãðóïè
f1 = 0, 0389 ∗ var1 + 0, 1209 ∗ var2 − 48, 0633;äëÿ äðóãî¨
f2 = 0, 0346 ∗ var1 + 0, 1490 ∗ var2 − 64, 1622.Öi �óíêöi¨ ìîæíà âèêîðèñòàòè, ùîá âñòàíîâèòè, äî ÿêî¨ ç âèäiëå-íèõ ãðóï ñëiä âiäíåñòè íîâå ñïîñòåðåæåííÿ. Äëÿ íîâîãî ñïîñòåðåæåííÿîá÷èñëþþòü çíà÷åííÿ êëàñè�iêóþ÷èõ �óíêöié. Äëÿ ÿêî¨ ç ãðóï òàêåçíà÷åííÿ áiëüøå, äî òi¹¨ ãðóïè i çàðàõîâóþòü.Ó íàøîìó âèïàäêó íîâå ñïîñòåðåæåííÿ � (740; 590). Ïiäñòàâèâøè ó�óíêöi¨, îòðèìó¹ìî:

f1 = 0, 0389 ∗ 740 + 0, 1209 ∗ 590 − 48, 0633 = 52, 0537;

f2 = 0, 0346 ∗ 740 + 0, 1490 ∗ 590 − 64, 1622 = 49, 3518.Îòæå, öå ñïîñòåðåæåííÿ ñëiä âiäíåñòè äî ïåðøî¨ ãðóïè. Öå îçíà÷à¹, ùî¹ ïiäñòàâè äëÿ òîãî, ùîá äiàãíîñòóâàòè �iðìó, ÿêó àíàëiçóþòü ÿê �iðìó,ÿêà â òié ÷è iíøié �îðìi óõèëÿ¹òüñÿ âiä ñïëàòè ïîäàòêiâ.Ó âiêíi Posterior Probabilities (äèâ. ðèñ. 15.8) ìîæíà ïîáà÷èòè éìî-âiðíîñòi òîãî, ùî íîâå ñïîñòåðåæåííÿ íàëåæèòü äî iñíóþ÷èõ ãðóï (ïî-ïåðåäíüî öå ñïîñòåðåæåííÿ çàíåñëè â òàáëèöþ îñòàííiì, áåç çàçíà÷åííÿãðóïè). ßê áà÷èìî, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíî íàëåæèòü äî ïåðøî¨ ãðóïè� 0,903, à äî äðóãî¨ � 0,097, ùî òåæ ñâiä÷èòü íà êîðèñòü ãiïîòåçè, ùîöÿ �iðìà, î÷åâèäíî, óõèëÿ¹òüñÿ âiä ñïëàòè ïîäàòêiâ.



182 �ÎÇÄIË 15

�èñ. 15.7. Êëàñè�iêóþ÷i �óíêöi¨

�èñ. 15.8. Àïîñòåðiîðíi éìîâiðíîñòi



�îçäië 16Ôàêòîðíèé àíàëiçÌåòîä �àêòîðíîãî àíàëiçó ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ñòðóêòóðè çâ'ÿç-êiâ ìiæ çìiííèìè. Íåõàé åìïiðè÷íi äàíi ïîäàíî ó âèãëÿäi ïðÿìîêóòíî¨ìàòðèöi ðîçìiðàìè m × n:



x11 x12 ... x1m

x21 x22 ... x2m

... ... ... ...
xn1 xn2 ... xnm


Öå ÷èñëîâi ïîêàçíèêè, ÿêi âiäïîâiäàþòü n îá'¹êòàì (ðÿäêè) òà m äî-ñëiäæóâàíèì ïîêàçíèêàì (ñòîâïöi). Çìiííèìè íàçâåìî m âåêòîð-ñòîâï-öiâ. ßêùî ñïîñòåðiãà¹ìî âçà¹ìíó êîðåëÿöiþ ìiæ ïåâíèìè çìiííèìè, òîëîãi÷íî ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ äåÿêèé �àêòîð, ÿêèé âïëèâà¹ îäíî÷àñíîíà âñi öi çìiííi. Iíøèìè ñëîâàìè, òðàêòó¹ìî �àêòîð ÿê �ïðè÷èíó� îäíî-÷àñíèõ çìií ãðóïè ïîêàçíèêiâ.Ñóòü äàíîãî ìåòîäó çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî çìiíè âiäíîñíî âåëè-êî¨ êiëüêîñòi äîñëiäæóâàíèõ îçíàê ïîÿñíþþòü âïëèâîì ìåíøî¨ êiëü-êîñòi �àêòîðiâ, ÿêi áåçïîñåðåäíüî íå âèìiðþþòü i ¹ �ïðèõîâàíèìè�,�ëàòåíòíèìè�. Êiëüêiñòü �àêòîðiâ ñóòò¹âî ìåíøà âiä êiëüêîñòi çìiííèõ(f1, f2, ..., fk), k < m. Ôàêòîðè ¹ çàãàëüíèìè äëÿ âñiõ çìiííèõ. Âèäiëÿþòü�àêòîðè, ÿêi, ÿê ïðàâèëî, ¹ íåêîðåëüîâàíèìè.Çàëåæíiñòü çìiííèõ âiä �àêòîðiâ ìîæå áóòè ëiíiéíîþ àáî iíøîãî âè-äó. Ââàæàþòü, ùî êîæíà iç çìiííèõ Xi, i = 1, m, êðiì òîãî, ùî çàëåæèòüâiä �àêòîðiâ f1, f2, ..., fk, çàëåæèòü òàêîæ âiä äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ (ñïåöè-�i÷íî¨ äëÿ äàíî¨ çìiííî¨) êîìïîíåíòè u(i). Êîìïîíåíòà u(i) ìiñòèòü òó÷àñòèíó ií�îðìàöi¨ ïðî çìiííó Xi, ÿêà íå ïîÿñíþ¹òüñÿ âïëèâîì �àêòî-ðiâ f1, f2, ..., fk.Ìåòîþ çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó ¹ âèäiëåííÿ òà çìiñòîâíå òëóìà-÷åííÿ ëàòåíòíèõ çàãàëüíèõ �àêòîðiâ, êiëüêiñòü ÿêèõ ñóòò¹âî ìåíøà âiä183



184 �ÎÇÄIË 16êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíèõ çìiííèõ, i îäíî÷àñíî ïðàãíåííÿ ìiíiìiçóâàòè çà-ëåæíiñòü çìiííèõ âiä ñâî¨õ ñïåöè�i÷íèõ êîìïîíåíò. Õîòiëîñÿ á âèäiëèòèêiëüêà �àêòîðiâ, ÿêi á äîñèòü ïîâíî îïèñóâàëè ìîäåëü.Ó òàêié ïîñòàíîâöi çàäà÷à �àêòîðíîãî àíàëiçó ïîëÿãà¹ ó ïîíèæåííiâèìiðíîñòi ìîäåëi: çàìiñòü âåëèêî¨ êiëüêîñòi ïîêàçíèêiâ ìîäåëü îïèñóþòüíåâåëèêîþ êiëüêiñòþ �àêòîðiâ.Ïîÿâà ãîëîâíèõ iäåé ìåòîäó �àêòîðíîãî àíàëiçó äàòó¹òüñÿ ïî÷àòêîì20 ñò. (×.Ñïiðìåí, Ë.Òåðñòîöè, �.Òîìñîí), àëå òiëüêè â 50-õ ðîêàõ öi iäå¨îòðèìàëè òåîðåòè÷íå îá ðóíòóâàííÿ (íàïðèêëàä, ðîáîòè Ò.Àíäåðñîíà òà�.�óáiíà).16.1 Ëiíiéíà ìîäåëüßê i ðàíiøå, ðîçãëÿäà¹ìî ïðÿìîêóòíó ìàòðèöþ åìïiðè÷íèõ ñïîñòåðåæåíü



x11 x12 ... x1m

x21 x22 ... x2m

... ... ... ...
xn1 xn2 ... xnm


Òóò îá'¹êòàì âiäïîâiäàþòü ðÿäêè, à äîñëiäæóâàíèì ïîêàçíèêàì (çìií-íèì) � ñòîâïöi. Xi, i = 1, m � çìiííi; xj = (xj1, xj2, ..., xjm) � âåêòîðè,ùî âiäïîâiäàþòü îá'¹êòàì.16.2 ÏðèïóùåííÿÂâàæà¹ìî, ùî çìiííi X1, X2, ..., Xm � öåíòðîâàíi (âiä êîæíîãî çíà÷åííÿ,ÿêå ñïîñòåðiãàþòü, âiäíÿëè ñåðåäí¹, ùî îçíà÷à¹ ïåðåíåñåííÿ ïî÷àòêóêîîðäèíàò ó �öåíòð� íàáîðó äàíèõ). Ââàæà¹ìî, ùî çìiííi X1, X2, ..., Xmçàëåæàòü âiä �àêòîðiâ f1, f2, ..., fk ëiíiéíî:

Xi = qi1f1 + qi2f2 + ... + qikfk + ui, i = 1, m. (16.1)
ui� ñïåöè�i÷íà ñòîõàñòè÷íà êîìïîíåíòà, ÿêà âèçíà÷à¹ òó ÷àñòêó çìií-íî¨ Xi, ÿêà íå ïîÿñíþ¹òüñÿ äi¹þ çàãàëüíèõ �àêòîðiâ. Ïðèïóñêà¹ìî, ùîâåêòîð U = (ui), i = 1, m ìà¹ m-âèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç íóëüî-âèì ñåðåäíiì, éîãî êîìïîíåíòè ¹ ïîïàðíî íåçàëåæíèìè. Êîâàðiàöiéíàìàòðèöÿ V = E(vvT ) ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä ç äiàãîíàëüíèìè åëåìåí-òàìè vii = Dui, i = 1, m. Äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà (ñïîñòåðåæåííÿ)

Xj=QFj + Uj . (16.2)



ÔÀÊÒÎ�ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 185(16.2) ìîæíà çàïèñàòè ÿê: X = QF+V, (16.3)äå X = (X1, X2, ..., Xm)T , F = (f1, f2, ..., fk), V = (u1, u2, ..., um), Q = (qij),
i = 1, m, j = 1, k.Âåêòîð F ïåðåâàæíî ââàæàþòü âèïàäêîâèì âåêòîðîì, ùî ìà¹ k-âèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç íóëüîâèì ñåðåäíiì, õî÷à ÷àñîì òðàê-òóþòü i ÿê âåêòîð íåâiäîìèõ äåòåðìiíîâàíèõ ïàðàìåòðiâ.Ó �àêòîðíié ìîäåëi (16.1) âåêòîð ñïîñòåðåæåíü X � íîðìàëüíî ðîç-ïîäiëåíèé m-âèìiðíèé (ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äâîõ íîðìàëüíî ðîçïîäi-ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ F òà U).Ç ðiâíîñòåé (16.2) i (16.3) îòðèìó¹ìî:

EXi = 0,





σii =
k∑

l=1
qil + vii

σij =
k∑

l=1
qilqjl

, i, j = 1, m (16.4)àáî â ìàòðè÷íié �îðìi
EX = 0,

∑
QQT + V .Òóò ∑ = (σij)i,j=1,m ïîçíà÷à¹ êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ.(16.2) i (16.3) �îðìàëüíî çáiãàþòüñÿ ç àíàëiòè÷íèìè çàëåæíîñòÿìèìíîæèííî¨ ðåãðåñi¨. Ïðèíöèïîâà âiäìiííiñòü �àêòîðíîãî àíàëiçó ïîëÿãà¹â òîìó, ùî òóò �àêòîðè ¹ ëàòåíòíèìè, âîíè ÿâíî íå ñïîñòåðiãàþòüñÿ, íåâèçíà÷àþòüñÿ ÷èñåëüíî, ÿê öå âiäáóâà¹òüñÿ ó ìíîæèííié ðåãðåñi¨.Çâ'ÿçîê �àêòîðíîãî àíàëiçó ç ìåòîäîì ãîëîâíèõ êîìïîíåíò ðîçãëÿíó-òî â [1℄ òà [14℄.Iñíóâàííÿ òà îäíîçíà÷íiñòü ìîäåëiÂèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íå äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó âèõiäíèõ ïîêàçíèêiâ X =

(X1, X2, ..., Xm) ìîæíà âêàçàòè çàäàíó êiëüêiñòü çàãàëüíèõ �àêòîðiâ f1,
f2, ..., fk, ÿêi á ïîÿñíþâàëè íàÿâíó êîðåëÿöiþ ìiæ ïîêàçíèêàìè. Íå êîæ-íà êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ ∑ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi (16.4), àîòæå, íå êîæåí âåêòîð ñïîñòåðåæåíü äîïóñêà¹ òëóìà÷åííÿ ìîäåëi �àê-òîðíîãî àíàëiçó. Êðiì òîãî, ÿêùî ïðè çàäàíèõ êiëüêîñòÿõ m òà k i çàäàíiéêîâàðiàöiéíié ìàòðèöi ∑ ìîæëèâà ïîáóäîâà ìîäåëi �àêòîðíîãî àíàëiçó,âèçíà÷åííÿ ñàìèõ �àêòîðiâ F = (f1, f2, ..., fk) (à âiäïîâiäíî, i ìàòðèöi
Q = (qij)) íå ¹äèíå.Ó ðîáîòi [1℄ çàïðîïîíîâàíi îêðåìi âèïàäêè àïðiîðíèõ ñïiââiäíîøåíü,çà ÿêèõ ìîäåëü îäíîçíà÷íî iäåíòè�iêó¹òüñÿ:



186 �ÎÇÄIË 161. �îçâ'ÿçîê (Q, V ) ñèñòåìè (16.4) íàëåæèòü êëàñîâi òàêèõ ìàòðèöü Qòà V , äëÿ ÿêèõ ìàòðèöÿ QT V Q ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, ïðè÷îìóäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ¨¨ ðiçíi i âïîðÿäêîâàíi çà ñïàäàííÿì.2. �îçâ'ÿçîê (Q, V ) òàêèé, ùî QT Q � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, ïðè÷îìóâñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ðiçíi i âïîðÿäêîâàíi çà ñïàäàííÿì.3. �îçâ'ÿçîê (Q, V ) øóêàþòü ñåðåä ìàòðèöü Q, ÿêi äëÿ íàïåðåä çàäà-íî¨ ìàòðèöi B = (bij)i=1,m,j=1,k çàäîâîëüíÿþòü óìîâó BT Q = D (âñiíàääiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi D íóëüîâi).Îñòàííÿ óìîâà äîðå÷íà ó âèïàäêàõ, êîëè âiäîìà äåÿêà àïðiîðíà ií-�îðìàöiÿ ïðî âiäñóòíiñòü çâ'ÿçêó ïåâíî¨ êiëüêîñòi ïîêàçíèêiâ âiä çàãàëü-íèõ �àêòîðiâ.16.3 Àëãîðèòì ìåòîäóÎäíå ç ïåðøèõ ïèòàíü, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâi �àêòîðíî¨ ìîäåëi, �öå êiëüêiñòü �àêòîðiâ. Òîáòî ÿêà íàéìåíøà êiëüêiñòü �àêòîðiâ äîçâîëÿ¹ïîÿñíèòè êîðåëÿöi¨ ìiæ ïîêàçíèêàìè, ÿêi ñïîñòåðiãàþòü. Âñòàíîâëþþòüöþ êiëüêiñòü çà äîïîìîãîþ ñòàòèñòè÷íîãî êðèòåðiþ äëÿ ïåðåâiðêè çíà÷ó-ùîñòi ðîçáiæíîñòi ìiæ ïåâíîþ ìîäåëëþ òà íàáîðîì äàíèõ. Çà âiäñóòíîñòiàïðiîðíèõ äàíèõ çâåðòàþòüñÿ äî îäíî�àêòîðíî¨ ìîäåëi ç íàñòóïíîþ ïåðå-âiðêîþ çíà÷óùîñòi ðîçáiæíîñòi. ßêùî ðîçáiæíiñòü ñòàòèñòè÷íî çíà÷óùà,òî îöiíþþòü ìîäåëü iç ùå îäíèì äîäàòêîâèì �àêòîðîì i çíîâó çàñòîñî-âóþòü êðèòåðié. I òàê ïðîöåñ ïðîäîâæóþòü äîòè, äîêè ðîçáiæíiñòü áóäåâèçíàíà íåçíà÷íîþ, òîáòî ðîçáiæíiñòü áóäå ïîÿñíþâàòèñü âèïàäêîâiñòþâèáiðêè.Ñàìi �àêòîðè êîíñòðóþþòü çà êîâàðiàöiéíîþ (êîðåëÿöiéíîþ) ìàòðè-öåþ. Îñíîâíà ìàòåìàòè÷íà iäåÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà âiäøóêàííi âëàñíèõ ÷è-ñåë òà âëàñíèõ âåêòîðiâ ðåäóêîâàíî¨ êîâàðiàöiéíî¨ (êîðåëÿöiéíî¨) ìàòðè-öi. �åäóêîâàíîþ êîðåëÿöiéíîþ (adjusted 
orrelation) ìàòðèöåþ íàçèâà-þòü êîðåëÿöiéíó (êîâàðiàöiéíó) ìàòðèöþ iç çàãàëüíîñòÿìè íà ãîëîâíiéäiàãîíàëi (ÿê çàãàëüíîñòi âèêîðèñòîâóþòü êâàäðàòè âiäïîâiäíèõ ìíîæèí-íèõ êîå�iöi¹íòiâ êîðåëÿöi¨). Ó íàøîìó âèïàäêó äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ÷èñåë òà âåêòîðiâ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ RW = λW ,äå R � ðåäóêîâàíà êîðåëÿöiéíà ìàòðèöÿ, W � øóêàíèé âëàñíèé âå-êòîð, λ � øóêàíå âëàñíå ÷èñëî. Ñóìà âëàñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ êiëüêîñòiçìiííèõ, à äîáóòîê äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíòîâi êîðåëÿöiéíî¨ ìàòðèöi. Êðiìòîãî, ïåðøå (íàéáiëüøå) âëàñíå ÷èñëî ÿâëÿ¹ ñîáîþ âåëè÷èíó äèñïåð-ñi¨, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïåâíié îñi m-âèìiðíîãî ïðîñòîðó, äðóãå òà íàñòóïíi



ÔÀÊÒÎ�ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 187âëàñíi ÷èñëà âiäïîâiäàþòü äèñïåðñi¨ âçäîâæ iíøèõ îñåé öüîãî ïðîñòîðó.ßê �àêòîðè ìîæëèâî ðîçãëÿäàòè öi çíàéäåíi âåêòîðè. ßêùî ïîäiëèòèïåðøå âëàñíå ÷èñëî íà m (êiëüêiñòü çìiííèõ), òî îòðèìà¹ìî ÷àñòêó äèñ-ïåðñi¨, ùî âiäïîâiäà¹ äàíîìó íàïðÿìêó (ïåðøîìó �àêòîðó). Àíàëîãi÷íîçíàõîäèìî âiäïîâiäíó ÷àñòêó äëÿ iíøèõ �àêòîðiâ. Ôàêòîðè ðîçãëÿäà¹ìîó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ âëàñíèõ ÷èñåë (à îòæå, i ÷àñòêè äèñïåðñi¨).Ïðè çíàõîäæåííi �àêòîðiâ âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðà-òiâ, ÿêèé òóò ïîëÿãà¹ ó ìiíiìiçàöi¨ çàëèøêîâî¨ êîðåëÿöi¨ ïiñëÿ âèäiëåííÿâèçíà÷åíî¨ êiëüêîñòi �àêòîðiâ òà îöiíêè ìiðè âiäïîâiäíîñòi (ñóìà êâàäðà-òiâ âiäõèëåíü) êîå�iöi¹íòiâ êîðåëÿöi¨, ÿêi îá÷èñëåíi òà ñïîñòåðiãàþòü.Àëãîðèòì ó çàãàëüíèõ ðèñàõ òàêèé:Íà ïåðøîìó êðîöi ïðèïóñêàþòü, ùî êiëüêiñòü �àêòîðiâ � k (ìî-æíà ðîçïî÷àòè ç k = 1). Äëÿ âñòàíîâëåííÿ âåëè÷èíè k âèêîðèñòî-âóþòü òàêîæ êðèòåði¨, ÿêi áóäóòü ðîçãëÿíóòi ïiçíiøå.Íà äðóãîìó êðîöi îöiíþþòü çàãàëüíîñòi. Äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ ÿêòàêó îöiíêó âèêîðèñòîâóþòü êâàäðàò ìíîæèííîãî êîå�iöi¹íòà êî-ðåëÿöi¨ ìiæ âiäïîâiäíîþ çìiííîþ òà ñóêóïíiñòþ âñiõ iíøèõ çìií-íèõ. Òàêîæ ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñü íàéáiëüøèé çà àáñîëþòíîþâåëè÷èíîþ êîå�iöi¹íò êîðåëÿöi¨ ó âiäïîâiäíîìó ðÿäêó çìiííî¨ êî-ðåëÿöiéíî¨ ìàòðèöi.Íà òðåòüîìó êðîöi âèäiëÿþòü k �àêòîðiâ, äëÿ ÿêèõ îá÷èñëåíi êîå-�iöi¹íòè êîðåëÿöi¨ ÿêíàéêðàùå (â ñåíñi ìiíiìiçàöi¨ ñóìè êâàäðàòiââiäõèëåíü) íàáëèæàþòü ñïîñòåðåæåíi êîðåëÿöi¨.Íà ÷åòâåðòîìó êðîöi çíîâó ïðîâîäÿòü îöiíêó çàãàëüíîñòåé, ïðè÷î-ìó âèêîðèñòîâóþòü ìàòðèöþ �àêòîðíîãî âiäîáðàæåííÿ, îòðèìàíóíà ïîïåðåäíüîìó åòàïi.Ïðîöåñ ïîâòîðþþòü, äîêè ïîêðàùàííÿ ñòàíå íåìîæëèâèì. Îïèñàíèéàëãîðèòì âiäîìèé ïiä íàçâîþ �Ìåòîä ãîëîâíèõ �àêòîðiâ ç iòåðàöiÿìè ïîçàãàëüíîñòÿõ�.Ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ òàêîæ ìåòîä ìiíiìàëüíèõ çàëèøêiâ Õàðìà-íà, ÿêèé ¹ òåæ iòåðàöiéíèé. Ó öüîìó ìåòîäi êðèòåði¹ì çóïèíêè ñëóãó¹êðèòåðié χ2.Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi òåæ ñïðÿìîâàíèé íà âiäøóêàííÿ�àêòîðíî¨ ìîäåëi, ÿêà á ÿêíàéêðàùå ïîÿñíþâàëà ñïîñòåðåæåíi êîðåëÿ-öi¨. Òóò ââàæàþòü, ùî ðîçïîäië çìiííèõ áàãàòîâèìiðíèé íîðìàëüíèé.Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî îöiíêè çíà÷åíü �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü ãåíåðàëü-íî¨ ñóêóïíîñòi, çà ÿêèõ ïðè çàäàíèõ ïðèïóùåííÿõ �óíêöiÿ âiðîãiäíîñ-òi äëÿ ðîçïîäiëó åëåìåíòiâ êîðåëÿöiéíî¨ ìàòðèöi ìàêñèìàëüíà. Ìåòîä



188 �ÎÇÄIË 16�óíêöiîíó¹ â ïðèïóùåííi, ùî äàíi, ÿêi ñïîñòåðiãàþòü, � öå âèáiðêà çãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ÿêà òî÷íî âiäïîâiäà¹ k-�àêòîðíié ìîäåëi.Ìîæå òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòèñÿ êðèòåðié çíàõîäæåííÿ �àêòîðíèõ íà-âàíòàæåíü, çà ÿêèõ çàãàëüíi �àêòîðè i çìiííi, ÿêi ñïîñòåðiãàþòü, çíà-õîäÿòüñÿ â êàíîíi÷íié êîðåëÿöi¨, òîáòî êîå�iöi¹íò êîðåëÿöi¨ ìiæ íèìèìàêñèìàëüíèé.Iíøèé êðèòåðié � âèçíà÷åííÿ �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü, çà ÿêèõ äå-òåðìiíàíò ìàòðèöi çàëèøêîâèõ êîðåëÿöié ìàêñèìàëüíèé.Äëÿ ðåàëiçàöi¨ íàçâàíèõ êðèòåði¨â çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâóþòü iòå-ðàöiéíi ñõåìè.Óñi âàðiàíòè ìåòîäó ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ'ÿç-êó õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ det(R′′ − λI) = 0, äå R′′ = U−1R′U−1,
R′ � ðåäóêîâàíà êîðåëÿöiéíà ìàòðèöÿ. Íà âiäìiíó âiä ìåòîäó íàéìåí-øèõ êâàäðàòiâ â îá÷èñëþâàíó íà êîæíîìó êðîöi îöiíêó çàãàëüíîñòåé çáiëüøîþ âàãîþ âõîäÿòü êîðåëÿöi¨ çi çìiííèìè, ùî ìàþòü ìåíøó ñïåöè-�i÷íiñòü (ui).16.4 Êðèòåði¨ âèçíà÷åííÿ êiëüêîñòi �àêòîðiâ1. Ç ìåòîäàìè ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi òà íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ íàé-÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü êðèòåðié χ2. ßê ïîêàçó¹ äîñâiä, öå äà¹âåðõíþ îöiíêó êiëüêîñòi �àêòîðiâ. Òîìó ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ îáåð-òàíü äåÿêi äðóãîðÿäíi �àêòîðè (çà âåëè÷èíîþ ÷àñòêè ¨õ äèñïåðñié)âàðòî óñóíóòè.2. Êðèòåði¨, ÿêi áàçóþòüñÿ íà âëàñíèõ ÷èñëàõ. Çàëèøàþòü �àêòîðèç âëàñíèìè ÷èñëàìè, áiëüøèìè 1 (Êàéçåð). Ïðè öüîìó âèêîðèñòî-âóþòü êîðåëÿöiéíó ìàòðèöþ. Õî÷à öåé êðèòåðié íîñèòü åâðèñòè÷-íèé õàðàêòåð, âií áóâ ïåðåâiðåíèé íà ìîäåëüíèõ äàíèõ. Êðiì òîãî,ââàæàþòü (Õàðìàí), ùî ïîòðiáíî ïðèïèíèòè âèäiëåííÿ ñïiëüíèõ�àêòîðiâ, êîëè ñóìà âëàñíèõ ÷èñåë ïåðåâèùèòü ñóìó îöiíîê çà-ãàëüíîñòåé.3. Êðèòåðié, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà âåëè÷èíi ÷àñòêè îïèñàíî¨ äèñïåðñi¨.Êðèòåðié âèçíà÷à¹òüñÿ ÷àñòêîþ äèñïåðñi¨ îñòàííüîãî �àêòîðà (�àê-òîðè ðîçòàøîâóþòü çà ñïàäàííÿì ÷àñòêè äèñïåðñi¨). Íàïðèêëàä, öåìîæå áóòè 1%, 5% ÷è 10%.4. Êðèòåðié âiäñiþâàííÿ Êàòòåëëà. �îçãëÿäàþòü ãðà�i÷íå çîáðàæåííÿâëàñíèõ ÷èñåë êîðåëÿöiéíî¨ ìàòðèöi. Áóäóþòü ëàìàíó ç êîîðäèíà-òàìè (ki, λk), k = 1, m, äå λk � âëàñíi ÷èñëà êîðåëÿöiéíî¨ ìàòðèöi,
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�èñ. 16.1. Êðèòåðié âiäñiþâàííÿ Êàòòåëëàâïîðÿäêîâàíi çà ñïàäàííÿì. Âèäiëåííÿ çàêií÷óþòü íà �àêòîði, ïiñ-ëÿ ÿêîãî äîñëiäæóâàíà çàëåæíiñòü íàáëèæà¹òüñÿ äî ïðÿìî¨, ìàéæåãîðèçîíòàëüíî¨ ëiíi¨ (äèâ. ðèñ. 16.1).5. Êðèòåðié iíòåðïðåòîâíîñòi òà iíâàðiàíòíîñòi. Ïðîïîíóþòü âèêîðèñ-òîâóâàòè òàêó êiëüêiñòü �àêòîðiâ, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç óñiìà íàâå-äåíèìè êðèòåðiÿìè. Îñòàòî÷íå ðiøåííÿ ïîâèííå  ðóíòóâàòèñÿ íàçìiñòîâíîìó òëóìà÷åííi â ïðåäìåòíié îáëàñòi.Ìåòîäè îáåðòàííÿÇàñòîñîâóþ÷è îïèñàíi ìåòîäè, îòðèìóþòü íàáið îðòîãîíàëüíèõ (íå-çàëåæíèõ) �àêòîðiâ, âïîðÿäêîâàíèõ çà ñïàäàííÿì ¨õíüîãî âíåñêó â çà-ãàëüíó ìîäåëü. Îðòîãîíàëüíiñòü òà âïîðÿäêîâàíiñòü ¹ øòó÷íèìè îáìå-æåííÿìè, ïðèâíåñåíèìè â ìîäåëü äëÿ îäíîçíà÷íîñòi ðîçâ'ÿçêó.Ó òèïîâîìó âèïàäêó çìiííi áóäóòü ìàòè âèñîêi �àêòîðíi íàâàíòà-æåííÿ áiëüøå, íiæ ïî îäíîìó �àêòîðó. Ôàêòîðíi íàâàíòàæåííÿ, ùîñòîñóþòüñÿ îäíîãî �àêòîðà, íàáóâàòèìóòü ðiçíèõ çíàêiâ. Õîòiëîñÿ á ïî-çáóòèñü öèõ íåäîëiêiâ, ùî óòðóäíþþòü çìiñòîâíå òëóìà÷åííÿ ìîäåëi.Ìàòåìàòè÷íî ðîçâ'ÿçîê (Q, V ) ñèñòåìè (16.4) ìîæíà øóêàòè ëèøåç òî÷íiñòþ äî îáåðòàííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Òîæ âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷èíå ìîæíà äîñÿãòè ïðîçîðîãî òëóìà÷åííÿ äëÿ iíøîãî íàáîðó �àêòîðiâ,îòðèìàíîãî îáåðòàííÿì. Ìåòîþ âñiõ îáåðòàíü ¹ îòðèìàííÿ íàéáiëüøïðîñòî¨ �àêòîðíî¨ ñòðóêòóðè.Çàóâàæèìî, ùî ïîíÿòòÿ ïðîñòîòè íåîäíîçíà÷íå. Iñíó¹ êiëüêà ïiäõîäiâäî öüîãî ïîíÿòòÿ. Â îäíîìó ç íèõ îñíîâíîþ âèìîãîþ äî ïðîñòî¨ ñòðó-êòóðè ¹ íàÿâíiñòü õî÷à á îäíîãî íóëüîâîãî åëåìåíòà â êîæíîìó ðÿäêóìàòðèöi �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü.



190 �ÎÇÄIË 16Òàêîæ áàæàíî, ùîá êîæåí ñòîâï÷èê ìàòðèöi �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíüìàâ íå ìåíøå íóëiâ, íiæ �àêòîðiâ.Ó êîæíîãî iç ñòîâïöiâ áóäü-ÿêî¨ ïàðè ñòîâïöiâ ìà¹ áóòè êiëüêà íó-ëiâ ó òèõ ïîçèöiÿõ, äå â iíøîìó ñòîâïöi âîíè íåíóëüîâi; öå ãàðàíòó¹ìîæëèâiñòü ðîçðiçíèòè âòîðèííi îñi.ßêùî êiëüêiñòü çàãàëüíèõ �àêòîðiâ ïåðåâèùó¹ 4 i â êîæíié ïàði ñòîâ-ïöiâ äåÿêà êiëüêiñòü íóëüîâèõ íàâàíòàæåíü â îäíèõ i òèõ æå ðÿäêàõ, òîöå äà¹ ìîæëèâiñòü ïîäiëèòè çìiííi íà ãðóïè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ñòîâïöiâ ìàòðèöi �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü ìà¹ áóòèÿêîìîãà ìåíøå çíà÷íèõ íàâàíòàæåíü, ùî âiäïîâiäàþòü îäíèì i òèì æåðÿäêàì. Òîäi áóäå çàáåçïå÷åíà ìiíiìiçàöiÿ �àêòîðíî¨ ñêëàäíîñòi çìiííèõ.� 3 ðiçíi ïiäõîäè äî ïðîáëåìè îáåðòàííÿ:Ïåðøèé ïiäõiä � ãðà�i÷íèé. ßêùî ó k�âèìiðíîìó ïðîñòîði �àêòî-ðiâ ñïîñòåðiãàþòü ÿñêðàâî âèðàæåíi ãðóïè çìiííèõ, ñêóï÷åííÿ, òî¹ ñåíñ ïðîâåñòè íîâi îñi ÷åðåç öi ñêóï÷åííÿ.Äðóãèé ïiäõiä âèêîðèñòîâó¹ àíàëiòè÷íi ìåòîäè. Ïðîâîäÿòü îðòî-ãîíàëüíå àáî êîñîêóòíå îáåðòàííÿ çãiäíî ç ïåâíèì êðèòåði¹ì.Òðåòié ïiäõiä ïåðåäáà÷à¹ çíàõîäæåííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó (ìàòðèöi�àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü), ÿêèé ¹ íàéáëèæ÷èì äî çàäàíî¨ ìàòðèöi.Çàäàíà ìàòðèöÿ âðàõîâó¹ âèìîãè äî �àêòîðíî¨ ñòðóêòóðè.Ìåòîäè îðòîãîíàëüíîãî îáåðòàííÿßêùî �àêòîðíà ñêëàäíiñòü çìiííî¨ áiëüøà âiä îäèíèöi (çìiííà ìà¹çíà÷íi �àêòîðíi íàâàíòàæåííÿ áiëüøå, íiæ äëÿ îäíîãî �àêòîðà), òî âàði-àöiÿ êâàäðàòà âñiõ �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü äëÿ öi¹¨ çìiííî¨ õàðàêòåðèçó¹ñêëàäíiñòü ìîäåëi äëÿ öi¹¨ çìiííî¨. Ïðè �iêñîâàíié êiëüêîñòi �àêòîðiâ içàäàíèõ çàãàëüíîñòÿõ äèñïåðñiÿ êâàäðàòiâ �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü ìàê-ñèìàëüíà, ÿêùî çàãàëüíiñòü ¹ îäíèì iç öèõ êâàäðàòiâ íàâàíòàæåíü, à âñiiíøi êâàäðàòè � íóëi (ùî îçíà÷à¹ çàëåæíiñòü çìiííî¨ ëèøå âiä îäíîãî�àêòîðà).Êðèòåðié êâàðòèìàêñ Q ñïðÿìîâàíèé íà îáåðòàííÿ îñåé ç ìåòîþìàêñèìiçàöi¨ äèñïåðñi¨ êâàäðàòiâ �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü. Ìiðîþ ïðî-ñòîòè òóò ¹ âåëè÷èíà Q =
m∑

i=1

k∑
j=1

qij .Êðèòåðié âàðiìàêñ V ìà¹ íà ìåòi ñïðîùåííÿ îïèñó �àêòîðiâ. Ó íüîìóìàêñèìiçóþòü äèñïåðñiþ êâàäðàòiâ íàâàíòàæåíü �àêòîðà
V =




k∑

j=1

m
m∑

i=1

q4
ij −

k∑

j=1

(
m∑

i=1

q2
ij)

2



 /n2.



ÔÀÊÒÎ�ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 191Ïðàêòèêà âèêîðèñòàííÿ êðèòåði¨â êâàðòèìàêñ i âàðiìàêñ ïîêàçó¹, ùîîñòàííié äà¹ êðàùó ðîçäiëüíiñòü �àêòîðiâ.Ìîæíà îòðèìàòè óçàãàëüíåíèé êðèòåðié αQ + βV = M, äå α òà β �âàãîâi íàâàíòàæåííÿ, àáî æ
k∑

j=1

m∑

i=1

q4
ij − γ

k∑

j=1

(
m∑

i=1

q2
ij)

2/n = M,äå γ = β/(α + β).Ïðè γ = 0 îòðèìóþòü êðèòåðié êâàðòèìàêñ Q; ïðè γ = 1 � âàði-ìàêñ V . Êðèòåðié, ÿêèé îòðèìóþòü ïðè γ = k/2 íàçèâàþòü åêâiìàêñ,ïðè γ = 0, 5 � áiêâàðòèìàêñ.Ìåòîäè êîñîêóòíîãî îáåðòàííÿßêùî âiäìîâèòèñü âiä âèìîãè íåçàëåæíîñòi �àêòîðiâ (îðòîãîíàëüíîñ-òi), òî öå çáiëüøó¹ êiëüêiñòü ìîæëèâèõ ðîçâ'ÿçêiâ i, î÷åâèäíî, äà¹ áiëüøåìîæëèâîñòåé äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè �àêòîðíî¨ ìîäåëi.Ìåòîäè ïîøóêó íå îáîâ'ÿçêîâî îðòîãîíàëüíèõ �àêòîðiâ øëÿõîì êîñî-êóòíîãî îáåðòàííÿ íàçèâàþòü îáëiìií. Ñåðåä öèõ ìåòîäiâ íàéïîøèðåíi-øèé êâàðòèìií, ÿêèé ïîäiáíèé äî îðòîãîíàëüíîãî ìåòîäó êâàðòèìàêñ,òiëüêè íå âèñóâà¹òüñÿ âèìîãà îðòîãîíàëüíîñòi �àêòîðiâ.Âèáiðêîâà àäåêâàòíiñòü �àêòîðíî¨ ìîäåëiÄëÿ âèðiøåííÿ ïèòàííÿ àäåêâàòíîñòi �àêòîðíî¨ ìîäåëi ïî âiäíîøåí-íþ äî çàäàíîãî íàáîðó çìiííèõ áóëî çàïðîïîíîâàíî (Êîíiçåð) ñïåöiàëü-íèé êðèòåðié � �ìiðó âèáiðêîâî¨ àäåêâàòíîñòi� (MBA)

MBA =

∑
j 6=k

∑
rjk

∑
j 6=k

∑
r2
jk +

∑
j 6=k

∑
g2

ik

,äå rij � êîå�iöi¹íòè êîðåëÿöi¨, ÿêi ñïîñòåðiãàþòü,
gij � åëåìåíòè ìàòðèöi Q = SR−1S, òóò R � êîðåëÿöiéíà ìàòðèöÿ,

S = (diagR−1)1/2.Êîå�iöi¹íò MBA ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ âiä 0 äî 1. Êðèòåðié íàáó-âà¹ çíà÷åííÿ 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà çìiííà ìîæå áóòè ïîâíiñòþâèðàæåíà ÷åðåç iíøi. ßêùî MBA ≥ 0,9, òî öå âiäìiííèé ðiâåíü àäåêâàò-íîñòi, ÿêùî MBA ≥ 0,8 � õîðîøèé, MBA ≥ 0,7 � ñåðåäíié, MBA ≥0,6 � ïîñåðåäíié, MBA ≤ 0,5 � íåïðèéíÿòíèé.Âåëè÷èíà MBA çáiëüøó¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi êiëüêîñòi çìiííèõ, çìåí-øåííi êiëüêîñòi çàãàëüíèõ �àêòîðiâ, çáiëüøåííi îáñÿãó ñïîñòåðåæåíü,çáiëüøåííi ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ êîå�iöi¹íòiâ êîðåëÿöi¨.



192 �ÎÇÄIË 16Äëÿ �àêòîðíî¨ ìîäåëi, îòðèìàíî¨ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñ-òi, çàïðîïîíîâàíî (Òàêåð, Ëåâiñ) êîå�iöi¹íò íàäiéíîñòi ρ. Íà ïðàêòèöi÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü éîãî àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ
ρ ≈ 1−E1 − 1

E2 − 1
, E1 =

∑

i6=j

∑
(rij)

2/dfk; E2 =
∑

i6=j

∑
(rij)

2/ [1/2n(n − 1)] ,äå rij � ÷àñòèííi êîå�iöi¹íòè êîðåëÿöi¨ áåç âïëèâó �àêòîðiâ,dfk � êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, dfk=1/2[(n-r)2 − (n + r)].16.5 Âèêîíàííÿ â ïàêåòi STATISTICAÄëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî �àêòîðíèé àíàëiç øåñòè ði÷íèõ ïîêàçíèêiâãîñïîäàðñüêî¨ äiÿëüíîñòi âîñüìè ïiäïðè¹ìñòâ. Äîñëiäæóâàíi äàíi çàíå-ñåíî â òàáëèöþ:� X1 X2 X3 X4 X5 X61 47,1 1285,8 458,9 1,9 576 17,32 66,6 608,9 237,6 1,0 764 15,63 38,6 487,3 181,5 2,7 649 19,44 87,0 908,6 364,4 2,0 868 16,95 53,8 710,0 205,7 1,4 970 17,86 106,0 1023,7 394,9 1,3 521 18,07 74,2 743,8 260,1 1,2 493 9,18 47,0 1806,8 355,3 0,4 475 10,0
X1 � îáñÿã òîâàðíî¨ ïðîäóêöi¨, ìëí. ãðí.;
X2 � âòðàòè âiä áðàêó, êã;
X3 � ñåðåäíüîìiñÿ÷íà îïëàòà ïðàöi, ãðí.;
X4 � çàãàëüíi ïðîñòî¨ òåõíîëîãi÷íîãî óñòàòêóâàííÿ, òèñ. äíiâ;
X5 � ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi, òèñ. ãðí.;
X6 � åíåðãîîçáðî¹íiñòü, ìëí. êâò-ãîä./÷îë.�îëîâíi çàâäàííÿ:
• ïîíèçèòè âèìiðíiñòü ïðîñòîðó îçíàê;
• âèÿâèòè âíóòðiøíi ëàòåíòíi âëàñòèâîñòi ïiäïðè¹ìñòâ.Âiäêðèòè ìîäóëü Ôàêòîðíèé àíàëiç çà äîïîìîãîþ ïåðåìèêà÷à ìîäóëiâ.Íà åêðàíi ç'ÿâèòüñÿ ñòàðòîâà ïàíåëü ìîäóëÿ Fa
tor Analysis. Â ðÿäêóInput File � Ôàéë âõiäíèõ äàíèõ âêàçó¹ìî òèï âõiäíîãî �àéëà. Ó öüîìóìîäóëi âèêîðèñòîâóþòü òàêi òèïè âõiäíèõ �àéëiâ:



ÔÀÊÒÎ�ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 193Correlation Matrix � Êîðåëÿöiéíà ìàòðèöÿ;Raw Data � Âõiäíi äàíi. Öå çâè÷àéíèé �àéë, ó ÿêîìó â ðÿäêàõ çàïè-ñàíi çíà÷åííÿ çìiííèõ. Ó ðÿäêó Missing Data � Ïðîïóùåíi äàíi ïîòðiáíîçàäàòè ñïîñiá îáðîáêè ïðîïóùåíèõ çíà÷åíü:Casewise � Ñïîñiá îáðîáêè ïðîïóùåíèõ âèïàäêiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîâèêëþ÷àþòü ç îáðîáêè âñi âèïàäêè (ðÿäêè, çàïèñè), â ÿêèõ ¹ õî÷à á îäíåïðîïóùåíå çíà÷åííÿ (äëÿ áóäü-ÿêî¨ çìiííî¨). Çàëèøàþòü ëèøå âèïàäêèáåç æîäíîãî ïðîïóñêó.Pairwise � Ïàðíèé ñïîñiá âèêëþ÷åííÿ ïðîïóùåíèõ çíà÷åíü iãíîðó¹ïðîïóùåíi çíà÷åííÿ òiëüêè äëÿ ïàðè �iêñîâàíèõ çìiííèõ. Ïðè òàêîìóñïîñîái îáðîáêè çàëèøà¹òüñÿ áiëüøå âèïàäêiâ, íiæ ïðè ïîïåðåäíüîìó.Ïðàâäà, ìîæóòü ç'ÿâèòèñü íåóçãîäæåíîñòi ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ðiçíi êî-å�iöi¹íòè ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi ïî ðiçíèõ âèïàäêàõ, à òàêîæ ç ðiçíîþêiëüêiñòþ âõiäíèõ äàíèõ.Mean Substitution � Ïiäñòàíîâêà ñåðåäíüîãî çàìiñòü ïðîïóùåíèõçíà÷åíü.Âiäêðè¹ìî �àéë. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâó¹ìî êíîïêó Open Data �Âiäêðèòè äàíi.Ó âiêíi Open Data File � âèáèðà¹ìî �àéë ç äàíèìè.Ïiñëÿ öüîãî âiäêðèâà¹ìî ñòàðòîâó ïàíåëü ìîäóëÿ Fa
tor Analysis �Ôàêòîðíèé àíàëiç. Âèáèðà¹ìî çìiííi ó âiäêðèòîìó �àéëi äëÿ àíàëiçó çàäîïîìîãîþ êíîïêè Variables � Çìiííi.Ó âiêíi âèáîðó çìiííèõ Sele
t the variables for the fa
tor analysis� Âèáðàòè çìiííi äëÿ �àêòîðíîãî àíàëiçó âèêîíó¹ìî âèáið. Âèáèðàòèçìiííi ìîæíà çà äîïîìîãîþ êóðñîðà ìèøi, ïîçíà÷àþ÷è íàçâè àáî íîìåðèâiäïîâiäíèõ çìiííèõ. Êíîïêà Sele
t All � Âèáðàòè âñå äîçâîëÿ¹ âèáðàòèâñi çìiííi îäðàçó.Âèêîðèñòàâøè Spread � �îçêðèòè, ìîæåìî ïðîäèâèòèñü ðîçøèðåíèéîïèñ çìiííèõ.Ïiñëÿ íàòèñíåííÿ ó ñòàðòîâîìó âiêíi ìîäóëÿ êíîïêè ÎÊ ïî÷èíà¹ìîâèêîíàííÿ ïðîöåäóðè �àêòîðíîãî àíàëiçó äëÿ âèáðàíèõ çìiííèõ.Íà ïåðøîìó êðîöi îá÷èñëþ¹ìî êîðåëÿöiéíó ìàòðèöþ (ÿêùî òiëüêèêîðåëÿöiéíà ìàòðèöÿ íå áóëà çàäàíà).Ïîòðiáíî âèáðàòè ìåòîä âèäiëåííÿ �àêòîðiâ ó âiêíi Define Method ofFa
tor Extra
tion, äèâ. ðèñ. 16.2.Ìîæëèâi òàêi âàðiàíòè:Prin
ipal 
omponents � Ìåòîä ãîëîâíèõ êîìïîíåíò.Prin
ipal fa
tor analysis � ãðóïà ìåòîäiâ, îá'¹äíàíèõ ïiä íàçâîþ Àíà-ëiç ãîëîâíèõ (çàãàëüíèõ) �àêòîðiâ:Communalities=multiple R**2 � Çàãàëüíîñòi äîðiâíþþòü êâàäðàòîâiêîå�iöi¹íòà ìíîæèííî¨ êîðåëÿöi¨.;
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�èñ. 16.2. Âèáið ìåòîäóIterated 
ommunalities (MINRES) � Ìåòîä iòåðàöiéíèõ çàëèøêiâ (ìi-íiìàëüíèõ çàëèøêiâ);Centroid method � Öåíòðî¨äíèé ìåòîä;Prin
ipal axis method � Ìåòîä ãîëîâíèõ îñåé.Ó ïðàâié ÷àñòèíi âiêíà ïîòðiáíî çàäàòè Maximum no. of fa
tor �Ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü �àêòîðiâ, ÿêi áóäóòü âèäiëåíi, òà Minimum ei-genvalue � Ìiíiìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ, âñi âëàñíi çíà÷åííÿ, ìåíøi âiäçàäàíîãî, áóäóòü iãíîðóâàòèñÿ.Êíîïêà Can
el ïîâåðòà¹ äî ñòàðòîâîãî âiêíà ìîäóëÿ.Êíîïêà Rewier 
orrs/means/SD � Ïðîäèâèòèñü êîðåëÿöi¨/ñåðåäíi/ñòàí-äàðòíi âiäõèëåííÿ âiäêðèâà¹ âiêíî, ó ÿêîìó ìîæíà ïðîãëÿíóòè ñåðåäí¹çíà÷åííÿ, ñòàíäàðòíi âiäõèëåííÿ, êîðåëÿöi¨, êîâàðiàöi¨, ïîáóäóâàòè ãðà-�iêè. Íàïðèêëàä, äëÿ îá÷èñëåííÿ êîðåëÿöiéíî¨ ìàòðèöi äëÿ âèáðàíèõçìiííèõ ïîòðiáíî íàòèñíóòè êíîïêó Correlation. Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ êîðå-ëÿöié ïîâåðíóòèñÿ äî âiêíà Define Method of Fa
tor Extra
tion ìîæíàçà äîïîìîãîþ êíîïêè Continue.Çà äîïîìîãîþ êíîïêè Perform multiple regression � Âèêîíàòè ìíîæèí-íó ðåãðåñiþ ìîæíà âèêîíàòè ìíîæèííó ðåãðåñiþ áåç âèõîäó ç ìîäóëÿ.Ïiñëÿ âèáîðó ìåòîäó �àêòîðèçàöi¨ (Prin
ipal 
omponents � Ìåòîäãîëîâíèõ êîìïîíåíò) i íàòèñíåííÿ êíîïêè ÎÊ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âiêíî Fa
tor



ÔÀÊÒÎ�ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ 195Analysis Results (äèâ. ðèñ. 16.3), ÿêå ìiñòèòü òàêó ií�îðìàöiþ:Number of variables � Êiëüêiñòü àíàëiçîâàíèõ çìiííèõ;Method � Ìåòîä àíàëiçó;log(10) determination of 
orrelation matrix � Äåñÿòêîâèé ëîãàðè�ìâèçíà÷íèêà êîðåëÿöiéíî¨ ìàòðèöi;Number of fa
tor extra
tion � Êiëüêiñòü âèäiëåíèõ �àêòîðiâ;Eigenvalues � Âëàñíi çíà÷åííÿ.

�èñ. 16.3. Âiêíî àíàëiçó ðåçóëüòàòiâÄëÿ êîìïîíåíòíîãî àíàëiçó íàéâàæëèâiøå ç'ÿñóâàòè âëàñíi çíà÷åííÿ(õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi). Äëÿ äàíî¨ ìàòðèöi âîíè íàâåäåíi ó òàáëèöi íàðèñ. 16.4.Òóò ó ïåðøîìó ñòîâïöi çíàõîäÿòüñÿ ñàìi õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi λL,â äðóãîìó � âiäñîòîê çàãàëüíî¨ äèñïåðñi¨ ïîêàçíèêiâ, ùî ïîÿñíþþòü ãî-ëîâíi êîìïîíåíòè, â òðåòüîìó � íàêîïè÷åíi çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõêîðåíiâ, ó ÷åòâåðòîìó � íàêîïè÷åíèé âiäñîòîê çàãàëüíî¨ äèñïåðñi¨ çìií-íèõ, ùî ïîÿñíþþòü ãîëîâíi êîìïîíåíòè.Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ïðîñòið çàãàëüíèõ �àêòîðiâ ââà-æàþòü çíàéäåíèì, ïðîòå ñàìi öi çàãàëüíi �àêòîðè ââàæàþòü âèçíà÷åíè-ìè îäíîçíà÷íî ïî âiäíîøåííþ äî îáåðòàííÿ îñåé çíàéäåíîãî ïðîñòîðó.Çà äîïîìîãîþ ïðîöåäóðè Fa
tor rotation � Îáåðòàííÿ �àêòîðiâ ïiäáèðà-þòü òàêó êîìáiíàöiþ çàãàëüíèõ �àêòîðiâ, ÿêà äà¹ çìiñòîâíå òëóìà÷åííÿ
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�èñ. 16.4. Âëàñíi çíà÷åííÿìîäåëi. Ñåðåä çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäiâ ðîòàöi¨: Varimax; Biquartimax;Quartimax; Equamax. ßêùî �àêòîðíi íàâàíòàæåííÿ â ïðîöåäóði íîðìà-ëiçóþòü äiëåííÿì íà êâàäðàò çàãàëüíîñòåé, òî âèêîðèñòîâóþòü íîðìà-ëiçîâàíèé (normalized) ìåòîä, ÿêùî æ âèêîðèñòîâóþòü ïî÷àòêîâi (raw)äàíi, òî öå îçíà÷à¹, ùî �àêòîðíi íàâàíòàæåííÿ íå ïiääàþòü íîðìàëiçà-öi¨. Íàïðèêëàä, Varimax normalized îçíà÷à¹, ùî áóäå âèêîðèñòàíî ìåòîäâàðiìàêñ iç íîðìàëiçàöi¹þ �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü.Ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿíóòè i ãðà�i÷íå çîáðàæåííÿ ðåçóëüòàòiâ �àêòî-ðèçàöi¨, âèêîðèñòàâøè Plot of loadings, 2D � Äâîâèìiðíèé ãðà�iê �àê-òîðíèõ íàâàíòàæåíü.Äëÿ ïåðåãëÿäó òàáëèöi �àêòîðíèõ íàâàíòàæåíü âèêîðèñòîâóþòü êíîï-êó Fa
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�èñ. 16.5. Ôàêòîðíi íàâàíòàæåííÿÎòæå, íàìè âèäiëåíî òðè �àêòîðè (çíèæåíî âèìiðíiñòü ïðîñòîðóîçíàê ç 8 äî 3), ÿêi îïèñóþòü ìàéæå 85 % çàãàëüíî¨ äèñïåðñi¨ äîñëi-äæóâàíèõ ïîêàçíèêiâ.
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