
Мiнiстерство освiти i науки, молодi та спорту України

Прикарпатський нацiональний унiверситет
iменi Василя Стефаника

Володимир Гаврилкiв

Формальнi мови та
алгоритмiчнi моделi

Навчальний посiбник
для студентiв напрямiв пiдготовки

«математика», «прикладна математика»
вищих навчальних закладiв

Iвано-Франкiвськ

2012



УДК 510.5:004.423.24
ББК 22.123
Г 12

Гаврилкiв В.М. Формальнi мови та алгоритмiчнi моделi: нав-
чальний посiбник / В.М. Гаврилкiв. — Iвано-Франкiвськ: «Сiмик»,
2012. — 172 c.

В посiбнику у виглядi курсу з 18 параграфiв викладено основи
теорiї формальних мов i скiнченних автоматiв та розглянуто три
основнi алгоритмiчнi моделi: машина Тюрiнґа, рекурсивнi функцiї
та нормальнi алгоритми Маркова. Кожен параграф супроводжу-
ється питаннями та завданнями для самостiйного розв’язування.

Рекомендовано Вченою радою факультету математики та iн-
форматики як навчальний посiбник для студентiв напрямiв пiдго-
товки «математика», «прикладна математика» (протокол № 1 вiд
6 вересня 2012 р.).

Рецензенти: доктор фiзико-математичних наук, професор
Протасов Iгор Володимирович, провiдний науко-
вий спiвробiтник кафедри дослiдження операцiй Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-
ченка;
доктор фiзико-математичних наук, професор
Банах Тарас Онуфрiйович, професор кафедри гео-
метрiї i топологiї Львiвського нацiонального унiверси-
тету iменi Iвана Франка;
кандидат фiзико-математичних наук
Бандура Андрiй Iванович, доцент кафедри вищої
математики Iвано-Франкiвського нацiонального технi-
чного унiверситету нафти i газу.

c© Володимир Гаврилкiв, 2012



Змiст

Передмова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Роздiл I. Формальнi мови . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
§ 1. Вiльнi напiвгрупи i формальнi мови . . . . . . . . . . . 5
§ 2. Системи числення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
§ 3. Регулярнi мови i регулярнi вирази . . . . . . . . . . . . 24
§ 4. Формальнi породжуючi граматики . . . . . . . . . . . 31

Роздiл II. Скiнченнi автомати . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
§ 1. Автомати. Їх типи та задання . . . . . . . . . . . . . . 41
§ 2. Детермiнованi скiнченнi автомати без виходу . . . . . 51
§ 3. Недетермiнованi скiнченнi автомати без виходу . . . . 61
§ 4. Перетворення НСА до ДСА . . . . . . . . . . . . . . . 68
§ 5. Скiнченнi автомати i регулярнi мови . . . . . . . . . . 77
§ 6. Автомати з магазинною пам’яттю . . . . . . . . . . . . 86

Роздiл III. Формальнi алгоритмiчнi моделi . . . . . . . . . . . 93
§ 1. Машина Тюрiнґа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
§ 2. Алгоритми синтезу МТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
§ 3. Функцiї, що обчислюються МТ . . . . . . . . . . . . . 114
§ 4. Рекурсивнi функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
§ 5. Нормальнi алгоритми Маркова . . . . . . . . . . . . . 135
§ 6. Синтез нормальних алгоритмiв Маркова . . . . . . . . 143
§ 7. Нормально обчислюванi функцiї . . . . . . . . . . . . . 150
§ 8. Складнiсть алгоритмiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

Список лiтератури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

Покажчик . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

3



Передмова

За останнi тридцять рокiв ми стали свiдками дуже бурхливого
зростання математичних дослiджень, пов’язаних з комп’ютерами
та обчислювальною технiкою. Величезний розвиток обчислюваль-
ної технiки вiдкрив новi горизонти для розвитку математики, який
за швидкiстю не має аналогiв у довгiй iсторiї математики. З одного
боку, новi дослiдження в математицi безпосередньо iнiцiювали роз-
виток комп’ютерiв i комп’ютерних наук. З iншого боку, досягнення
в галузi комп’ютерних наук сприяли енергiйному розвитку деяких
роздiлiв математики. Це, зокрема, стосується дискретної матема-
тики i таких її роздiлiв як теорiя формальних мов i скiнченних
автоматiв та теорiя алгоритмiв. Цi областi складають захоплюючу
частину сучасної математики, i їм притаманний дуже динамiчний
характер розвитку, який повний складних завдань, що вимагають
цiкавих i винахiдливих математичних методiв. Даний посiбник є
гарною основою для розумiння цих областей математики.

Загальновизнано, що найкращий спосiб вивчення математики
ґрунтується на розв’язуваннi прикладiв та практичних задач. Пра-
ктичний пiдхiд подачi матерiалу не тiльки допомагає вивчити ме-
тоди та iнструменти для розв’язання задач, а й змiцнює розумiння
основних понять. Книзi притаманний послiдовний виклад матерi-
алу з великою кiлькiстю iлюстративних прикладiв. Вона мiстить
понад 200 вправ, якi пояснюють i розширюють матерiал.

Посiбник має вигляд курсу з 18 параграфiв, подiлених на три
роздiли. У першому роздiлi розглядаються формальнi мови (зокре-
ма, регулярнi та контекстно-вiльнi мови), системи числення та гра-
матики. Другий роздiл мiстить виклад основних понять i фактiв,
пов’язаних зi скiнченними автоматами. Матерiал третього роздi-
лу мiстить детальний розгляд трьох основних алгоритмiчних моде-
лей: машин Тюрiнґа, рекурсивних функцiй та нормальних алгорит-
мiв Маркова. Останнiй параграф присвячений питанням складно-
стi алгоритмiв. Кожен параграф супроводжується питаннями для
(само)контролю засвоєння та вправами, якi є основою для прове-
дення практичного заняття з даної теми.
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Роздiл I

Формальнi мови

§ 1. Вiльнi напiвгрупи i формальнi мови
В цьому параграфi вводиться поняття формальної мови та ви-

вчаються деякi властивостi формальних мов. Вивчення формаль-
них мов спричинено, в першу чергу, їх застосуванням в ком’ютер-
них науках. Формальнi мови використовуються для опису штучних
мов, наприклад, мов програмування, мов команд операцiйної систе-
ми. Будь-яке програмне забезпечення створюється i експлуатується
з допомогою тiєї чи iншої формальної мови.

Розпочнемо параграф з необхiдних допомiжних означень. Не-
хай X – довiльна множина. Бiнарною операцiєю на множинi X
називається вiдображення ∗ : X × X → X, де X × X – множи-
на всiх впорядкованих пар елементiв з X. Образ в X елемента
(a, b) ∈ X×X позначатимемо через a ∗ b або просто через ab. Непо-
рожня множина X, надiлена бiнарною операцiєю ∗ : X ×X → X,
називається групоїдом. Бiнарна операцiя ∗ на множинi X назива-
ється асоцiативною, якщо a(bc) = (ab)c для всiх a, b, c ∈ X. Якщо
операцiя ∗ є асоцiативною на X, то пара (X, ∗) називається напiв-
групою. Нехай (X, ∗) i (Y, ◦) – напiвгрупи. Гомоморфiзмом з X в Y
називається таке вiдображення ϕ : X → Y , що ϕ(a∗ b) = ϕ(a)◦ϕ(b)
для всiх a, b ∈ X.

Нехай X – непорожня множина, яку називатимемо (формаль-
ним) алфавiтом, а її елементи – буквами (символами, знаками).
Якщо |X| = 2, то алфавiт називається бiнарним, або двiйковим.
Найчастiше бiнарний алфавiт позначається через B = {0, 1}.
1.1. Пpиклад. Алфавiт X формул алгебри висловлень є об’єдна-
нням X = X1 ∪ X2 ∪ X3, де множина X1 = {p, q, r, . . .} мiстить
пропозицiйнi змiннi, X2 = {∧,∨,→,↔,¬} – логiчнi зв’язки, а мно-
жина X3 = {(, )} складається з допомiжних символiв (дужок).
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6 I. ФОРМАЛЬНI МОВИ

Визначимо слово (ланцюг) в алфавiтi X як непорожню скiн-
ченну послiдовнiсть x1x2 . . . xm елементiв з X. Наприклад, 010111
– слово в бiнарному алфавiтi B, а p ∧ q → r – слово в алфавiтi X з
прикладу 1.1. Таким чином, два слова x1x2 . . . xm i y1y2 . . . yn дорiв-
нюють тодi i тiльки тодi, коли вони спiвпадають як послiдовностi,
тобто коли m = n i x1 = y1, . . . , xm = ym.

Алфавiти позначатимемо великими буквами латинського алфа-
вiту, наприклад A, B, C, X i т.д. Букви формального алфавiту бу-
демо позначати малими буквами латинського алфавiту: a, b, c i т.д.,
а слова – малими буквами грецького алфавiту, наприклад, α, β, ω.

Через X+ позначимо множину всiх слiв в алфавiтi X. Напри-
клад, якщо X – бiнарний алфавiт {0, 1}, то

X+ = {0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, . . .}.
На множинi X+ визначимо бiнарну операцiю:

x1x2 . . . xm ◦ y1y2 . . . yn = x1x2 . . . xmy1y2 . . . yn.

Операцiя ◦ називається конкатенацiєю. Вона, очевидно, асоцi-
ативна, i (X+, ◦) називається вiльною напiвгрупою на множинi X.
Вiльну напiвгрупу на множинi X позначають часто також через
F (X) (вiд англiйського слова ”free” – вiльний).

Поряд з вiльною напiвгрупою X+ над алфавiтом X часто роз-
глядають вiльний моноїд X∗ = X+ ∪{e} над X, в якому одиниця e
є порожнiм словом, яке не мiстить жодної букви.

Слово, яке мiстить i букв (слiв) a позначатимемо через ai. На-
приклад, a1 = a (таким чином, ми ототожнюємо букву a з словом,
що мiстить єдину букву a), a2 = aa, a0 = e – порожнє слово e.
Оберненням слова x (позначається через xR) називається слово,
записане в оберненому порядку, тобто якщо x = a1 . . . an, де всi ai

– букви, то xR = an . . . a1. Крiм того, eR = e. Легко перевiрити, що
(xy)R = yRxR.

Нехай α, β i γ – довiльнi слова в деякому алфавiтi X. Назвемо α
префiксом слова αβ, а β – суфiксом слова αβ. Слово β називатиме-
мо пiдсловом слова αβγ. Префiкс i суфiкс слова є його пiдсловами.
Наприклад, ba – префiкс i пiдслово слова bac. Зауважимо, що по-
рожнє слово є префiксом, суфiксом i пiдсловом довiльного слова.

Якщо α 6= β i α – префiкс (суфiкс) слова β, то α називає-
ться власним префiксом (суфiксом) слова β. Довжина слова – це
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кiлькiсть букв у ньому, тобто якщо ω = a1 . . . an, де всi ai – бу-
кви, то довжина слова ω дорiвнює n. Довжину слова ω познача-
тимемо через |ω|. Наприклад, |aab| = 3 i |e| = 0. Очевидно, що
|ω1 ◦ ω2| = |ω1|+ |ω2|.

Формальною мовою в алфавiтi X називається довiльна множи-
на слiв в X, тобто довiльна пiдмножина вiльного моноїда X∗. На-
приклад, множина ∅ – це формальна мова. Множина {e}, яка мi-
стить тiльки порожнє слово, також є мовою. Зауважимо, що ∅ i {e}
– двi рiзнi формальнi мови. Iншим прикладом формальної мови є
мова L, що мiстить всi слова, якi складаються з нуль i бiльше букв
a. Її можна позначити через {ai : i ≥ 0}. Ясно, що L = {a}∗ (для
спрощення {a}∗ позначатимемо надалi через a∗).

Якщо мова L така, що жодне слово в L не є власним префiксом
(суфiксом) жодного iншого слова в L, то кажуть, що L має пре-
фiксну (суфiксну) властивiсть. Наприклад, a∗ не має префiксної
властивостi, а {aib : i ≥ 0} має.

Оскiльки формальна мова L – це множина (пiдмножина X∗), то
до формальних мов застосовнi теоретико-множиннi операцiї об’єд-
нання, перетину, знаходження рiзницi i доповнення. Операцiю кон-
катенацiї можна застосувати до мов таким же чином, як i до слiв.

Нехай L1 та L2 – формальнi мови в алфавiтах X1 та X2 вiд-
повiдно. Конкатенацiєю (добутком) мов L1 i L2 називається фор-
мальна мова L1L2 = {ω1 ◦ω2 : ω1 ∈ L1, ω2 ∈ L2} в алфавiтi X1∪X2,
яка складається зi слiв, якi утворюються шляхом дописування до
будь-якого слова мови L1 довiльного слова мови L2.

Iтерацiя (замикання Клiнi) мови L, яка позначається через L∗,
визначається наступним чином:

1) L0 = {e},
2) Ln = LLn−1 для n ≥ 1,
3) L∗ = ∪n≥0L

n.

Розглянемо деякi приклади.

1.2. Пpиклад. Знайдемо iтерацiю мови L = {00, 111}. Мова L0 =
{e} мiстить одне порожнє слово незалежно вiд самої мови L. L1 = L
мiстить всi слова мови L. Таким чином, першi два члени в розкла-
дi L∗ утворюють мову {e, 00, 111}. Далi знайдемо мову L2 = LL =
{0000, 00111, 11100, 111111}. Аналогiчно L3 = LL2 є множиною слiв,
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утворених трикратним вибором iз двох слiв мови L. Для обчисле-
ння L∗ необхiдно знайти Li для кожного i ∈ N∪ {0} i об’єднати всi
цi мови. Хоча кожна множина Li є скiнченною, об’єднання нескiн-
ченної кiлькостi множин, як правило, утворює нескiнченну мову.
Це, зокрема, стосується i мови L, яка мiстить нескiнченну кiль-
кiсть слiв, в яких максимальнi пiдслова лише з нулiв мають парну
довжину, а довжина максимальних слiв з одиниць кратна три.

1.3. Пpиклад. Покажемо, що формальна мова {0, 10}∗ складаєть-
ся з усiх слiв, якi не мiстять пiдслова 11 i закiнчуються на 0.

Очевидно, що конкатенацiя довiльної кiлькостi 0 та 10 закiнчу-
ється на 0. Вона не може породити пiдслово 11, оскiльки останнi
букви обох слiв 0 та 10 роздiляють довiльнi двi 1 в їхнiй конкате-
нацiї.

Нехай ω – слово в алфавiтi {0, 1}, яке не мiстить пiдслiв 11 i
закiнчується на 0. Якщо ω не мiстить входжень 1, то ω є конка-
тенацiєю |ω| букв 0, i тому ω ∈ {0, 10}|ω| ⊂ {0, 10}∗. Нехай слово
ω мiстить n ≥ 1 входжень букв 1. Тодi пiсля кожного входження
букви 1 в ω мусить слiдувати буква 0, бо iнакше буква 1 або слiдує
за 1, або є останньою буквою слова ω, що суперечить вибору слова
ω. Таким чином, слово ω запишеться як

0 . . . 0(10)0 . . . 0(10)0 . . . 0(10)0 . . . 0,

де вираз 0 . . . 0 означає нуль або бiльше входжень букви 0. Отже, ω
є конкатенацiєю слiв 0 та 10, тобто ω ∈ {0, 10}∗.

Для мови L визначимо обернену мову як LR = {ωR : ω ∈ L}.

1.4. Пpиклад. Доведемо, що для формальних мов A i B викону-
ються рiвностi (AB)R = BRAR та (A ∪B)R = AR ∪BR.

Дiйсно, (AB)R = {ωR | ω ∈ AB}={(αβ)R | α ∈ A, β ∈ B}=
{βRαR |α ∈ A, β ∈ B}={βR | β ∈ B} · {αR | α ∈ A}=BRAR.

Аналогiчно (A∪B)R={ωR | ω ∈ A∪B} = {ωR | ω ∈ A}∪{ωR | ω ∈
B}=AR ∪BR.
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1.5. Твеpдження. (Лема Ардена) Нехай A i B – двi формальнi
мови, причому e /∈ A, i мова X задовольняє рiвнiсть X = AX ∪B.
Тодi X = A∗B.

Доведення. Доведемо iндукцiєю за довжиною |ω| слова ω, що
X ⊂ A∗B. Спершу розглянемо випадок |ω| = 0, тобто ω = e. Якщо
e ∈ X, то e ∈ AX ∪ B. Оскiльки e /∈ A, то необхiдно e ∈ B i, отже,
e ∈ A∗B.

Далi припустимо, що для всiх слiв ω довжини менше n з того,
що ω ∈ X випливає ω ∈ A∗B, i розглянемо слово α довжини n.
Якщо α ∈ X = AX∪B, то або α ∈ B ⊂ A∗B, або α = βγ для деяких
β ∈ A i γ ∈ X. В другому випадку β 6= e i, отже, |γ| < |α|. Тому за
iндуктивним припущенням γ ∈ A∗B i α = βγ ∈ AA∗B ⊂ A∗B. Цим
завершується iндуктивний крок i, отже, X ⊂ A∗B.

Щоб довести протилежне включення, використаємо iндукцiю,
щоб показати, що AnB ⊂ X для всiх n ≥ 0. Для n = 0 маємо, що
A0B = B ⊂ AX ∪B = X. Для n > 0 за iндуктивним припущенням
виконується AnB = A(An−1B) ⊂ AX. Таким чином, AnB ⊂ AX ⊂
AX ∪B = X i A∗B = (∪n≥0A

n)B = ∪n≥0(AnB) ⊂ X. ¤

1.6. Пpиклад. Нехай формальнi мови A,B ⊂ {a, b}∗ задовольня-
ють рiвностi:

A = {e} ∪ {a}A ∪ {b}B,

B = {e} ∪ {b}B.

Знайти мови A i B.

Застосуємо лему Ардена до другого рiвняння i знайдемо мову
B = {b}∗{e} = {b}∗. Аналогiчно знаходимо мову A = {a}∗({e} ∪
{b}B).

Насамкiнець пiдставимо {b}∗ замiсть B i одержуємо:

A = {a}∗({e} ∪ {b}{b}∗) = {a}∗{b}∗.
Нехай X1 i X2 – алфавiти i h : X1 → X∗

2 – довiльне вiдобра-
ження. Вiдображення h можна продовжити до гомоморфiзму h :
X∗

1 → X∗
2 , покладаючи h(e) = e i h(ωa) = h(ω)h(a) для всiх ω ∈ X∗

1

i a ∈ X1. Застосовуючи гомоморфiзм до мови L, одержимо iншу
мову h(L), яка є множиною слiв {h(ω) : ω ∈ L}.
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1.7. Пpиклад. Припустимо, що потрiбно замiнити кожне входже-
ння в слово букви 0 на букву a, а кожне входження 1 на bb. Тодi
можна визначити гомоморфiзм h так, що h(0) = a i h(1) = bb. Якщо
L = {0n1n : n ≥ 1}, то h(L) = {anb2n : n ≥ 1}.
Рекомендована лiтература : [2, с. 26–31], [4, с. 460–471], [5, с. 338–341],
[23, с. 6–14].

Питання та вправи до параграфа 1.

1.1. Дайте означення формального алфавiту та формальної мови.

1.2. Де застосовуються формальнi мови?

1.3. Якi операцiї над формальними мовами ви знаєте?

1.4. Визначте формальнi алфавiти для запису:
а) арифметичних виразiв;
б) азбуки Морзе.

1.5. Визначте довжину слова α = ”математика” в українському
алфавiтi.

1.6. Якi з наведених слiв є пiдсловами слова ω = ”iндустралiза-цiя”: α1 = ”iндус”, α2 = ”iндустрiя”, α3 = ”лiза”, α4 = ”акцiя”?

1.7. Випишiть всi (власнi) префiкси, суфiкси i пiдслова слова abca.

1.8. Скiльки формальних мов можна побудувати на алфавiтi X =
{0, 1, 2, 3}, в яких довжина кожного слова не перевищує 3?

1.9. Скiльки слiв ω довжини |ω| ≤ n можна побудувати в алфа-
вiтi, що мiстить k букв? Скiльки формальних мов можна утворити
з цих слiв?

1.10. Знайдiть всi слова ω в алфавiтi {0, 1}, якi задовольняють
рiвнiсть ω011 = 011ω.

1.11. Чи правда, що якщо формальна мова A мiстить n слiв, а
мова B – m слiв, то AB мусить мiстити nm слiв?

1.12. Нехай A = {(01)n : n ≥ 0} i B = {01, 010}. Знайти A ∪ B,
A ∩B, A \B, B \A, A∆B, AB i ABA.
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1.13. Нехай A = {пра, e}, B = {дiд, баба}. Знайти AB i A∗B.

1.14. Чи може мова L∗ або L+ бути порожньою? За яких умов
мови L∗ i L+ є скiнченними?

1.15. Знайти слово найменшої довжини в алфавiтi {0}, яке не
належить формальнiй мовi {e, 0, 02, 05}3.

1.16. Довести рiвнiсть: (A ∪B)∗ = A∗(BA∗)∗.

1.17. Нехай A i B – формальнi мови. Довести або спростувати
рiвностi:

1) (AR)∗ = (A∗)R;
2) (A+)∗ = A∗;
3) (A ∪AR)∗ = A∗ ∪ (A∗)R;
4) A2 ∪B2 = (A ∪B)2;
5) A∗ ∩B∗ = (A ∩B)∗.

1.18. Якi з наступних мов мають префiксну (суфiксну) власти-
вiсть?

1) ∅;
2) {e};
3) {anbn : n ≥ 1};
4) L∗, якщо L має префiксну властивiсть;
5) {ω : ω ∈ {a, b}∗ i кiлькiсть букв a в ω дорiвнює кiлькостi

букв b}.
1.19. Нехай h – гомоморфiзм, визначений рiвностями h(0) = a,
h(1) = bb i h(2) = e. Опишiть формальну мову h(L), де L = {012}∗.

§ 2. Системи числення
В цифрових обчислювальних машинах будь-яка iнформацiя, за-

дана певною формальною мовою, зображується в виглядi строго
визначеної послiдовностi цифр. Кожнiй такiй послiдовностi можна
поставити в вiдповiднiсть певне число i звести, таким чином, будь-
яке перетворення iнформацiї до операцiй над числами, заданих у
деякiй системi числення. В зв’язку з цим у даному параграфi ми
детально зупинимося на рiзних числових системах.
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Система числення (англ. number (numeration) system, notati-
on) – це сукупнiсть способiв i засобiв запису чисел для проведення
пiдрахункiв.

Найпростiшою системою числення є унарна система числен-
ня, в якiй кожне натуральне число зображується вiдповiдною кiль-
кiстю деяких символiв. Наприклад, якщо вибрати символ ”|”, тонатуральне число сiм запишеться у виглядi |||||||. Унарна система
числення використовується для запису малих чисел i має застосу-
вання в теорiї алгоритмiв.

2.1. Типи систем числення. Розрiзняють такi типи систем
числення: позицiйнi, непозицiйнi та змiшанi. Найбiльш поширени-
ми є позицiйнi системи числення. У них одна i та ж цифра (чи-
словий знак) у записi числа набуває рiзних значень залежно вiд
своєї позицiї. Кожна позицiя з присвоєним їй порядковим номером
називається розрядом числа. Домовимося про наступну нумерацiю
розрядiв: якщо число має n розрядiв цiлої i m розрядiв дробової
частини, то старшому розряду цiлої частини присвоюється номер
n−1, молодшому розряду цiлої частини – номер 0, старшому розря-
ду дробової частини – номер -1, а молодшому розряду – номер -m.
В позицiйних системах числення кожному розряду присвоюється
вiдповiдна вага. Найчастiше використовуються позицiйнi системи
числення, в яких i-му розряду присвоюється вага gi, де g ∈ N\{1}.
Натуральне число g при цьому називають основою системи числе-
ння. Значення числа за його зображенням визначається за форму-
лою:

(1) (an−1an−2 . . . ai . . . a1a0, a−1a−2 . . . a−m)g =
n−1∑

i=−m

aig
i =

an−1g
n−1+an−2g

n−2+. . .+aig
i+. . .+a1g+a0g

0+a−1g
−1+. . .+a−mg−m

В лiвiй частинi формули (1) записано символiчне зображення
числа. Тут ai (i = n−1, n−2, . . . ,−m) – символи, якi позначають де-
якi цiлi числа. Права частина формули (1) визначає правило обчи-
слення числового значення символiчного запису лiвої частини цiєї
формули. Можна вважати, що лiва частина формули (1) є шифром



§ 2. СИСТЕМИ ЧИСЛЕННЯ 13

числа, а права частина визначає алгоритм дешифрування даного
шифру.

2.1. Пpиклад. Обчислимо значення числа 10(−1)(−1), 01 в системi
числення з основою 3 i символами −1, 0 та 1. В цьому випадку
кiлькiсть цiлих розрядiв n = 4, а кiлькiсть дробових розрядiв m =
2. З допомогою формули (1) одержуємо:

10(−1)(−1), 01 = 1 ·33 +0 ·32 +(−1) ·3+(−1)+0 ·3−1 +1 ·3−2 = 23
1
9
.

Найчастiше (хоча i не завжди) символи ai позначають цiлi чи-
сла вiд 0 до g−1 i називаються цифрами даної системи числення, а
сама система числення називається g-ковою системою числення. В
g-ковiй системi числення кiлькiсть рiзних цифр дорiвнює основi g
системи числення. Наприклад, в звичайнiй арабськiй (десятковiй)
системi числення використовуються цифри 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

У непозицiйних системах числення величина, яку позначає ци-
фра, не залежить вiд її позицiї у числi. При цьому система може
накладати обмеження на позицiї цифр, наприклад, щоб вони були
розташованi по спаданню чи згрупованi за значенням. Проте це не є
принциповою умовою для розумiння записаних такими системами
чисел.

Типовим прикладом непозицiйної системи числення є римська
система числення. У нiй в якостi цифр використовуються латин-
ськi букви:

Римська цифра Десяткове значення
I 1
V 5
X 10
L 50
C 100
D 500
M 1000

Натуральнi числа записуються за допомогою повторення цих
цифр. При цьому, якщо бiльша цифра стоїть перед меншою, то вони
додаються (принцип додавання), якщо ж менша — перед бiльшою,
то менша вiднiмається вiд бiльшої (принцип вiднiмання). Останнє
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правило застосовується тiльки для уникнення чотириразового по-
вторення однiєї цифри. Римськi цифри I, X, C ставляться вiдповiд-
но перед X, C, M для позначення 9, 90, 900 або перед V , L, D для
позначення 4, 40, 400. Наприклад, V I = 5 + 1 = 6, IV = 5− 1 = 4,
XIX = 10 + 10 − 1 = 19 (замiсть XV IIII), XL = 50 − 10 = 40,
XXXIII = 10 + 10 + 10 + 1 + 1 + 1 = 33 тощо.

Римськi числа використовувалися стародавнiми римлянами. Ви-
конання арифметичних дiй над багатозначними числами в цiй си-
стемi дуже незручне. Дана система числення на сьогоднi майже
не застосовується. З допомогою таких чисел позначають столiття
(XV ст.), роки н.е. (MCMLXXV II) та мiсяцi в датах (1.V.1975),
порядковi числiвники, а також похiднi невеликих порядкiв (yIV ,
yV ). Часто римськi числа використовують також iз естетичною ме-
тою.

Змiшана система числення є узагальненням системи числе-
ння з основою g i ї ї часто вiдносять до позицiйних систем чи-
слення. Основою змiшаної системи є послiдовнiсть чисел, що зро-
стає, {bk}n

k=0 i кожне число x записується як лiнiйна комбiнацiя:
x =

∑n
k=0 akbk, де на коефiцiєнти ak (цифри) накладаються деякi

обмеження. Якщо bk = gk для деякого g, а ak ∈ {0, 1, . . . , g − 1}, то
змiшана система спiвпадає з g-ковою системою числення.

Найвiдомiшим прикладом змiшаної системи числення є зобра-
ження часу у виглядi кiлькостi дiб, годин, хвилин i секунд. При
цьому величина d днiв h годин m хвилин s секунд вiдповiдає зна-
ченню d · 24 · 60 · 60 + h · 60 · 60 + m · 60 + s секунд.

Цiкавим прикладом є система числення майя. Майя використо-
вували двадцяткову систему числення за одним винятком: у друго-
му розрядi було не 20, а 18 ступенiв, тобто пiсля числа (17)(19) вiд-
разу йшло число (1)(0)(0). Це було зроблено для полегшення роз-
рахункiв календарного циклу, оскiльки (1)(0)(0) дорiвнювало 360,
що приблизно дорiвнює кiлькостi днiв у сонячному роцi.

У нумiзматицi особливо велику вагу мають десяткова, дванад-
цяткова (дуодецимальна), четвiркова та шiсткова системи числе-
ння. У iнформацiйних технологiях застосовуються двiйкова, деся-
ткова, вiсiмкова та шiстнадцяткова системи числення.

2.2. Позицiйнi g-ковi системи числення. Зупинимося де-
тальнiше на g-кових позицiйних системах числення. Спершу дове-
демо наступну лему.
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2.2. Лема. Якщо a, g ∈ Z i g > 0, то iснують такi єдинi числа
s, r ∈ Z, що a = sg + r, де 0 ≤ r < g.

Доведення. Розглянемо множину всiх цiлих чисел виду a − xg,
де x ∈ Z. Нехай r = a − sg – найменший невiд’ємний елемент цiєї
множини. Ми стверджуємо, що 0 ≤ r < g. Дiйсно, в протилежному
випадку a− sg ≥ g, а тому 0 ≤ a− (s + 1)g < r, що суперечить мi-
нiмальностi r. Доведемо єдинiсть даного зображення. Припустимо,
що iснує iнший запис a = s̃g+r̃, де 0 ≤ r̃ < g. Тодi a = sg+r = s̃g+r̃,
звiдки (s− s̃)g = r̃ − r i −g < r̃ − r < g. Оскiльки r̃ − r дiлиться на
g, то r̃ − r = 0, а отже, r̃ = r i s̃ = s. ¤

Нехай g ∈ N \ {1} – основа g-кової системи числення.

2.3. Теоpема. Кожне натуральне число m можна єдиним чином
подати у виглядi

m = angn + an−1g
n−1 + . . . + a1g + a0,

де ai (0 ≤ i ≤ n) – деякi цiлi невiд’ємнi числа, меншi вiд g, причому
an 6= 0.

Доведення. Згiдно з лемою 2.2 для натуральних чисел m та g зна-
йдуться такi єдинi цiлi числа s0 i a0, що m = s0g + a0 i 0 ≤ a0 < g.
Оскiльки g ≥ 2, то 0 ≤ s0 < m. Якщо s0 = 0, то теорема доведе-
на, iнакше iснують такi єдинi цiлi числа s1 i a1, що s0 = s1g + a1,
0 ≤ a1 < g i 0 ≤ s1 < s0. Продовжуючи даний процес аналогiчно,
одержимо строго спадну послiдовнiсть (sk) натуральних чисел. Да-
на послiдовнiсть не може бути нескiнченною, а тому iснує таке n,
що sn−1 6= 0, але sn = 0. Звiдси одержуємо, що sn−2 = sn−1g+an−1 i
sn−1 = sng +an = an, де 0 ≤ ai < g. Тодi шуканий єдиний запис чи-
сла m матиме вигляд m = s0g+a0=(s1g+a1)g+a0=s1g

2+a1g+a0 =
. . .=sn−2g

n−1 + an−2g
n−2 + . . . + a1g + a0 =(sn−1g + an−1)gn−1 +

an−2g
n−2 + . . .+a1g+a0=angn +an−1g

n−1 +an−2g
n−2 + . . .+a1g+a0.

¤

Можна довести, що для кожного додатнього дробового числа a
так само, як i для кожного натурального числа, в системi числення
з будь-якою основою g iснує тiльки єдиний запис виду
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a =
n∑

i=−m

aig
i = angn + . . .+aig

i + . . .+a0g
0 +a−1g

−1 + . . .+a−mg−m.

Отже, запис числа a в системi числення з основою g – це зобра-
ження числа у виглядi суми степенiв основи g з цiлими невiд’єм-
ними коефiцiєнтами, меншими нiж основа g.

Вираз

a = angn + . . . + aig
i + . . . + a0g

0 + a−1g
−1 + . . . + a−mg−m.

скорочено записують так

a = (anan−1 . . . ai . . . a1a0, a−1a−2 . . . a−m)g.

Введення знака мiнус дає змогу записувати у системi числення
з основою g також i вiд’ємнi числа.

2.3. Арифметичнi операцiї в рiзних системах числення.
При виконаннi арифметичних операцiй над числами, записаними в
десятковiй системi числення, ми користуємось правилами додаван-
ня, вiднiмання i множення чисел ”стовпцем” i дiлення ”кутом”. За
цими ж правилами виконують операцiї й над числами, записаними
в будь-якiй iншiй системi числення. Доведемо, наприклад, правило
додавання в системi числення з основою g. Нехай a = (ak . . . a1a0)g

i b = (bs . . . b1b0)g. Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що
k ≥ s. Знайдемо суму a + b.

a+b = (ak . . . a1a0)g +(bs . . . b1b0)g=(akg
k + . . .+as+1g

s+1+asg
s+

. . . + a1g + a0) + (bsg
s + . . . + b1g + b0)= akg

k + . . . + as+1g
s+1 + (as +

bs)gs + . . . + (a1 + b1)g + (a0 + bo).
У цьому записi деякi з чисел a0 + b0, a1 + b1, . . . , as + bs можуть

виявитися бiльшими або дорiвнювати основi числення g. Якщо am+
bm ≥ g (0 ≤ m ≤ s), то am+bm = g+rm, де 0 ≤ rm < g. Тому (am+1+
bm+1)gm+1+(am+bm)gm = (am+1+bm+1+1)gm+1+rmgm. Замiнивши
кожен вираз (am+bm) ≥ g, починаючи з a0+b0 i закiнчуючи as+bs,
рiвнозначним йому виразом g + rm i перенiсши там, де це потрiбно,
одиницю в наступний розряд, дiстанемо запис суми a + b в системi
числення з основою g:

a + b = ctg
t + . . . + c1g + co,

або скорочено a + b = (ct . . . c1co)g.
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Таким чином, щоб додати два цiлi додатнi числа, записанi в си-
стемi числення з основою g, потрiбно додати їхнi цифри першого
розряду, потiм цифри другого розряду i т.д. При цьому кожного ра-
зу, коли при додаваннi цифр даного розряду дiстанемо суму бiльшу
або рiвну основi системи числення g, потрiбно перенести одиницю в
наступний розряд. При додаваннi чисел доданки доцiльно пiдпису-
вати один пiд одним (у стовпчик) так, щоб цифри, якi вiдповiдають
однаковим розрядам, були одна пiд одною. Як бачимо, додавання
багатоцифрових чисел зводиться до додавання одноцифрових чи-
сел. Таким чином, основою додавання системних чисел є таблиця
додавання одноцифрових чисел, що визначає суму двох чисел, мен-
ших, нiж основа g.

Можна показати, що вiднiмання, множення i дiлення чисел ви-
конується цiлком аналогiчно правилам звичайної шкiльної десятко-
вої арифметики.

Побудуємо, наприклад, таблицi додавання i множення одноци-
фрових чисел в четвiрковiй системi числення:

+ 0 1 2 3 · 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 10 1 0 1 2 3
2 2 3 10 11 2 0 2 10 12
3 3 10 11 12 3 0 3 12 21

У кожнiй клiтинцi цих таблиць записано у четвiрковiй систе-
мi числення суму (добуток) цифр, що є номерами рядка i стовпця,
на перетинi яких стоїть дана клiтинка. Користуючись цими табли-
цями i правилами, аналогiчними правилам десяткової арифметики,
виконаємо арифметичнi операцiї над числами в четвiрковiй системi
числення:

+203, 24 −203, 24 1024

132, 14 132, 14 214

1001, 34 11, 14 1024
+2104

22024
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2.4. Переведення цiлих чисел з однiєї позицiйної систе-
ми числення в iншу. У процесi розв’язування задач доводиться
переводити цiлi числа з однiєї позицiйної системи в iншу. Як же
перевести число a, записане в системi числення з основою s, в си-
стему числення з основою g? Як вiдомо, записати число a в си-
стемi числення з основою g – це зобразити його у виглядi суми
a = akg

k + . . . + a1g + ao. Знайдемо коефiцiєнти a0, a1, . . . , ak. По-
дiлимо в системi числення з основою s число a на g, дiстанемо
a = b0g + a0, де a0 < g. Далi подiлимо b0 на g: b0 = b1g + a1, де
a1 < g. Звiдси

a = b0g + a0 = (b1g + a1)g + a0 = b1g
2 + a1g + a0.

Потiм подiлимо b1 на g i т.д. Цей процес продовжуватимемо доти,
доки не отримаємо частку, яка дорiвнює нулю. Внаслiдок цього
матимемо:

a = akg
k + . . . + a1g + ao.

Оскiльки за теоремою 2.3 число a можна подати у такому виглядi
єдиним чином, то a0, a1, . . . , ak є цифрами числа a в системi числе-
ння з основою g.

Таким чином, для переведення натурального числа a, заданого
в s-ковiй системi числення, в g-кову систему числення користуємось
наступним правилом: спочатку записуємо число g в s-ковiй систе-
мi, а потiм виконуємо (в s-ковiй системi числення!) кiлька дiлень
числа as i послiдовно утворюваних часток на число gs доти, доки
не отримаємо частку, яка дорiвнює нулю. Здобутi остачi споча-
тку виражаємо цифрами g-кової системи числення i записуємо в
зворотньому порядку. Записанi таким чином остачi (це вже ци-
фри в g-ковiй системi числення) i є g-ковим записом числа as.

2.4. Пpиклад. Запишемо число a = 4710 в трiйковiй системi чи-
слення:

47 = 15 · 3 + 2
15 = 5 · 3 + 0
5 = 1 · 3 + 2
1 = 0 · 3 + 1

Звiдси випливає, що число a в трiйковiй системi числення за-
пишеться a = 12023.
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2.5. Пpиклад. Переведемо число a = 122103 з трiйкової системи
числення у вiсiмкову. Нова основа у трiйковiй системi числення до-
рiвнює 22. Подiлимо послiдовно у трiйковiй системi числення число
a = 122103 на 223

122103 = 2013 · 223 + 113

2013 = 23 · 223 + 103

23 = 03 · 223 + 23

Результати послiдовного дiлення записанi у трiйковiй системi
числення, але ми знаємо, що 113 = 48 i 103 = 38. Отже, a = 2348.

Перехiд вiд g-кової системи числення до десяткової виконують
ще й так. Число ag записують у виглядi

ag = angn + . . . + a1g + ao.

Потiм замiсть чисел an, . . . , a1, a0 i g пiдставляють їхнi десятковi за-
писи i роблять вiдповiднi обчислення. Десятковий запис результату
є шуканим числом.

У випадку, коли g = sk перехiд вiд однiєї системи числення до
iншої значно спрощується. Дiйсно, нехай маємо два записи числа a
в g-ковiй i s-ковiй системах числення:

a = (an . . . a1a0)g = (bl . . . b1b0)s, тобто

a = angn + . . . + a1g + a0 = bls
l + . . . + b1s + b0.

Покажемо спочатку, що для довiльних c0, c1, . . . , ck−1, 0 ≤ ci < s,

(2) ck−1s
k−1 + . . . + c1s + c0 < g.

Дiйсно,

ck−1s
k−1+. . .+c1s+c0 ≤ (s−1)sk−1+. . .+(s−1)s+(s−1) = sk−1 < sk.

З огляду на (2) остача a0 вiд дiлення числа a = bls
l + . . . + bks

k +
bk−1s

k−1 + . . . + b1s + b0 = (bls
l−k + . . . + bk)sk + (bk−1s

k−1 + . . . +
b1s + b0) на g = sk дорiвнює bk−1s

k−1 + . . . + b1s + b0. Отже, (a0)g =
(bk−1 . . . b1b0)s. Далi з рiвностi

angn−1 + . . . + a2g + a1 = bls
l−k + . . . + bk+1s + bk.

неповних часток вiд дiлення a на g = sk виливає, що

(a1)g = (b2k−1 . . . bk+1bk)s.
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Аналогiчно можна одержати зображення решти g-кових цифр в
виглядi k-розрядних s-кових чисел. Таким чином, для переведен-
ня числа, записаного в g-ковiй системi числення, в s-кову систе-
му числення достатньо кожну g-кову цифру замiнити рiвним їй k-
розрядним s-ковим числом.

2.6. Пpиклад. Переведемо число a = 765, 1638 в двiйкову систему
числення:

a = 765, 1638 = 111︸︷︷︸
7

110︸︷︷︸
6

101︸︷︷︸
5

, 001︸︷︷︸
1

110︸︷︷︸
6

011︸︷︷︸
3

= 111110101, 0011100112.

Для переведення числа з двiйкової в вiсiмкову систему числен-
ня достатньо розбити його праворуч i лiворуч вiд коми на трiади
i замiнити кожну трiаду вiдповiдною їй вiсiмковою цифрою. Якщо
при розбиттi крайнi трiади виявляться неповними, то їх слiд до-
повнити нулями.

2.7. Пpиклад. Переведемо число a = 1011, 12 у вiсiмкову систему
числення:

a = 1011, 12 = 001︸︷︷︸
1

011︸︷︷︸
3

, 100︸︷︷︸
4

= 13, 48.

Розглянемо метод переведення правильних дробiв з однiєї си-
стеми числення в iншу. Нехай правильний дрiб a, заданий в s-ковiй
системi числення, потрiбно записати в системi численнi з основою
g. Припустимо, що запис числа a в g-ковiй системi числення зна-
йдений:

a = (0, a−1a−2 . . . a−m)g = a−1g
−1 + a−2g

−2 + . . . + a−mg−m.

Якщо помножити число a на основу g нової системи числення, то
цiла частина добутку буде дорiвнювати a−1, а дробова –

a1 = a−2g
−1 + . . . + a−mg−m+1.

Число a1 є правильним дробом, оскiльки всi цифри ai < g. Та-
ким чином, в результатi множення числа a на g отримуємо цiлу
частину, яка дорiвнює значенню цифри старшого розряду дробо-
вого g-кового числа. Продовжуючи множення дробових частин ai

на основу g (цiлi частини при кожному множеннi вiдкидаються),
можна одержати решту цифр шуканого дробу: ними є цiлi частини
одержаних добуткiв. При цьому, якщо g < s, то цiлi частини до-
бутку є цифрами g-кової системи числення, а якщо g > s, то цiлi
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частини є числами s-кової системи числення, якi необхiдно замiни-
ти цифрами g-кової системи.

Сформулюємо правило переходу вiд однiєї системи числення
до iншої методом множення на основу: щоб перетворити правиль-
ний дрiб з однiєї системи числення в iншу, необхiдно послiдовно
множити це число i промiжнi значення на основу нової системи
числення (записану в старiй системi), вiдкидаючи кожен раз цiлi
частини добуткiв; цi цiлi частини є записом цифр шуканого числа
g-кової системи числення.

2.8.Пpиклад. Переведемо десяткове число a = 0, 687510 в двiйкову
систему числення:

×0, 6875
2

×1, 3750
2

×0, 7500
2

×1, 5000
2

1, 0000

Отже, a = 0, 10112

Слiд зауважити, що в загальному випадку дробовi числа пере-
водяться з однiєї системи числення в iншу наближено, тобто дро-
бова частина добутку при послiдовному множеннi на основу нiколи
не дорiвнюватиме нулю. В цьому випадку процес множення про-
довжують доти, доки не буде одержана необхiдна для досягнення
заданої точностi запису числа кiлькiсть розрядiв g-кового числа.

2.9. Пpиклад. Число 1
5 в десятковiй системi числення записують

скiнченним дробом, а в дванадцятковiй – нескiнченним:
1
5

= 0, 210 = 0, 249724972497 . . .12 ;

число 1
6 , навпаки, в дванадцятковiй системi числення записують

скiнченним дробом, а в десятковiй – нескiнченним:
1
6

= 0, 212,
1
6

= 0, 1666 . . .10 .
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В обох цих системах число 1
4 запишеться скiнченним дробом, а чи-

сло 1
7 – нескiнченним:

1
4

= 0, 2510 = 0, 312,
1
7

= 0, 142857142857...10 = 0, 186035186035 . . .12 .

Для переведення неправильного дробу з однiєї системи числен-
ня в iншу, слiд цiлу частину отримати методом дiлення, а дробову
– методом множення на основу нової системи числення.

Рекомендована лiтература : [3, с. 58–80], [8, с. 4–11], [9, с. 79–88], [18,
с. 70–89].

Питання та вправи до параграфа 2.

2.1. На якi типи подiляються системи числення?

2.2. Якi цифри використовуються для запису чисел в римськiй
системi числення?

2.3. Опишiть процес переведення чисел з двiйкової системи чи-
слення в четвiркову i навпаки.

2.4. Записати в десятковiй системi числення такi числа римської
нумерацiї: а) CXV I; б) CXIV ; в) DXCV I; г) MCCII;
д) MCDXXIX; е) MDCCCLXXIV .

2.5. Записати в римськiй системi числення числа: а) 39; б) 93; в)
2011; г) 1999.

2.6. Обчислити:
• (33334 + 22224) · 124;
• 20118 + 20128 − 43218;
• 206718/1318 − 1378;
• 1201113/1023 + 2013 · 123 − 112203;
• 2320115/1045 + 12345 · 3225 − 10221315;
• 32157 · 247 − 114617/257 + 15327 − 1150447.

2.7. Записати в десятковiй системi числення такi числа:

а) 1000011012;
б) 75634018;
в) (10)7(11)912;

г) 0, 2213;
д) 11001, 110012;
е) 437, 32018.
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2.8. Перевести з однiєї системи числення в iншу. Зробити пере-
вiрку.

а) 12410 → x4;
б) 134010 → x14;
в) 1010003 → x4;

г) 320145 → x8;
д) 333117 → x3;
е) 34(11)5712 → x11.

2.9. Перевести з однiєї системи числення в iншу.

а) 101110011012 → x4;
б) 13304 → x2;
в) 1017658 → x2;

г) 1201222011, 21113 → x9;
д) 3387656, 34559 → x3;
е) 1011100010101, 12 → x16.

2.10. Перевести число 2012, 201210 з десяткової системи числення
в двiйкову, трiйкову та четвiркову системи числення.

2.11. Знайти x, якщо:

а) 201x = 418;
б) 203x = 5310;
в) 106x = 1537;
г) 236x = 12405;

д) 324x = 100223;
е) 364x = 30014;
є) 401x = 2657;
ж) 541x = 20146.

2.12. Знайти частку вiд дiлення числа (62xy427)10 на 9910, а та-
кож невiдомi цифри x i y, якщо дiлення виконується без остачi.

2.13. Знайти таке найменше натуральне число m, яке в десятко-
вiй системi числення закiнчується цифрою 6, причому, якщо цю
цифру записати на початку числа, то воно збiльшиться в 4 рази.

2.14. Число (42x4y)10 дiлиться на 7210. Знайти цифри x i y.

2.15. Нехай 2 · (xyz)10 = (xyz)g. Знайти (xyz)10 i g.

2.16. Знайти число n, якщо n = (abc)7 = (cba)9.

2.17. Знайти 8-цифрове число n = (abcdefgh)10, якщо числа
(abcd)10 та (efgh)10 вiдрiзняються на одиницю.
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§ 3. Регулярнi мови i регулярнi вирази
В цьому параграфi опишемо важливий клас формальних мов

– регулярнi мови i їх задання з допомогою регулярних виразiв, а
також розглянемо алгебраїчнi закони для регулярних виразiв. Цi
закони багато в чому подiбнi до алгебраїчних законiв арифметики,
проте мiж арифметичними i регулярними виразами є i суттєвi вiд-
мiнностi. Регулярнi вирази тiсно пов’язанi зi скiнченними автома-
тами, якi ми розглядатимемо в наступному роздiлi. Їх можна також
розглядати як ”мову програмування” для опису деяких важливих
додаткiв, наприклад, програм текстового пошуку чи компонентiв
компiлятора.

Нехай X – довiльний алфавiт. Визначимо регулярну мову (мно-
жину) в алфавiтi X рекурсивно наступним чином:

1) порожня множина ∅ є регулярною мовою;
2) для кожної букви a ∈ X множина {a} є регулярною мовою;
3) якщо A i B є регулярними мовами, то множини A ∪B, AB

i A∗ також є регулярними мовами;
4) iнших регулярних мов не iснує.

3.1. Пpиклад. Безпосередньо з означення випливає:
1) множина {e} є регулярною мовою, бо {e} = ∅∗;
2) множина {001, 110} – регулярна мова над бiнарним алфавi-

том, бо {001, 110} = ({0}{0}{1}) ∪ ({1}{1}{0});
3) аналогiчно, як i в пунктi 2), можна показати, що будь-яка

скiнченна мова є регулярною.

Щоб спростити запис регулярних мов, визначимо поняття ре-
гулярного виразу над алфавiтом X наступним чином:

1) порожня множина ∅ є регулярним виразом, який позначає
порожню множину;

2) e є регулярним виразом, який позначає мову {e};
3) a – регулярний вираз, що позначає мову {a} для кожної

букви a ∈ X;
4) якщо rA i rB є регулярними виразами, що позначають мови

A i B вiдповiдно, то (rA) + (rB), (rA)(rB) i (rA)∗ є регу-
лярними виразами, що позначають мови A ∪ B, AB i A∗
вiдповiдно;

5) iнших регулярних виразiв над алфавiтом X не iснує.
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Якщо r – регулярний вираз, то через L(r) позначатимемо вiд-
повiдну йому регулярну мову. Щоб зменшити кiлькiсть дужок в
регулярних виразах, будемо вважати, що найвищий прiоритет має
операцiя iтерацiї ∗, потiм виконується конкатенацiя i останньою –
операцiя +. Наприклад, запис регулярного виразу ((0)(1))|((1)(0)),
який позначає мову {01, 10}, спрощується до 01|10, вираз 0∗ позна-
чає {0}∗, (0|1)∗ – {0, 1}∗, а (0|1)∗001 позначає множину всiх слiв,
якi складаються з нулiв i одиниць та закiнчуються словом 001.

Зрозумiло, що для кожної регулярної мови можна знайти при-
наймнi один регулярний вираз, який її позначає. I навпаки, для ко-
жного регулярного виразу можна побудувати регулярну мову, що
задається цим виразом. На жаль, для регулярної мови iснує багато
виразiв. Наприклад, вирази 0∗1 + ∅ i 0∗1 позначають одну й ту ж
мову {0}∗{1}. Кажемо, що два регулярних вирази рiвнi (=), якщо
вони позначають одну i ту ж регулярну мову.

3.2. Твеpдження. Нехай α, β i γ – регулярнi вирази. Тодi:
• α + β = β + α;
• ∅∗ = e;
• α + (β + γ) = (α + β) + γ;
• α(βγ) = (αβ)γ;
• α(β + γ) = αβ + αγ;
• (α + β)γ = αγ + βγ;
• αe = eα = α;
• ∅α = α∅ = ∅;
• α∗ = α + α∗;
• (α∗)∗ = α∗;
• α + α = α;
• α + ∅ = α.

Доведення. Нехай α i β позначають мови A i B вiдповiдно. Тодi
α + β позначає A ∪B, а β + α позначає B ∪ A. Але A ∪B = B ∪ A
за означенням об’єднання, тому α + β = β + α. Решту рiвностей
доводяться аналогiчно. ¤

Для зручностi запису введемо позначення: r+ = rr∗ = r∗r.

Розглянемо деякi приклади.

3.3. Пpиклад. Довести рiвностi:
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а) a∗(a + b)∗ = (a + ba∗)∗;
б) (ba)+(a∗b∗ + a∗) = (ba)∗ba+b∗.

а) Покажемо, що обидвi частини рiвностi дорiвнюють (a + b)∗.
Дiйсно, обидвi частини рiвностi є пiдмножинами (a+b)∗, бо (a+b)∗

позначає множину всiх слiв в алфавiтi {a, b}. Таким чином, доста-
тньо показати, що обидвi частини мiстять (a+ b)∗. Оскiльки e ∈ a∗,
то a∗(a + b)∗ ⊃ (a + b)∗. З того, що b ∈ ba∗ випливає потрiбне вклю-
чення (a + b)∗ ⊂ (a + ba∗)∗.

б) (ba)+(a∗b∗ + a∗)=(ba)∗(ba)a∗(b∗ + e)=(ba)∗ba+b∗.

3.4. Пpиклад. Регулярний вираз

1((0+1+2+3+4)(0+1+2+3+4+5+6+7+8+9)+5(0+1+2))

позначає множину натуральних чисел вiдрiзка [100, 152].

3.5. Пpиклад. Знайти регулярний вираз для множини всiх слiв в
алфавiтi {0, 1, 2}, якi є записами в трiйковiй системi чисел невiд’єм-
них цiлих степенiв числа 9.

В трiйковiй системi числення степенi 9n запишуться як 1 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n

.

Таким чином, шуканий регулярний вираз має вигляд 1(00)∗.

3.6. Пpиклад. Записати регулярний вираз для множини всiх слiв
у двiйковому алфавiтi, якi мiстять пiдслово 001.

Кожне таке слово запишеться у виглядi α001β, де α i β – довiль-
нi слова в двiйковому алфавiтi. Таким чином, одержуємо шуканий
регулярний вираз:

(0 + 1)∗001(0 + 1)∗.

3.7. Пpиклад. Записати регулярний вираз для множини всiх слiв
у двiйковому алфавiтi, якi не мiстять пiдслова 001.

Якщо слово ω належить шуканiй множинi, то воно не мiстить
пiдслова 00, за винятком того випадку, коли воно має суфiкс 0k

для k ≥ 2. Аналогiчно, як i у прикладi 1.3, можна показати, що
множина слiв, якi не мiстять пiдслова 00, записується з допомогою
регулярного виразу (01 + 1)∗(e + 0). Таким чином, множина всiх
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слiв, якi не мiстять пiдслова 001, запишеться наступним регуляр-
ним виразом:

(01 + 1)∗(e + 0 + 000∗) = (01 + 1)∗0∗.

Розглянемо рiвняння χ = αχ + β, де α i β регулярнi вирази
в алфавiтi X i χ /∈ X. З твердження 1.5 випливає, що χ = α∗β
– єдиний розв’язок рiвняння, якщо e /∈ α. У випадку e ∈ α рiв-
няння має безлiч розв’язкiв, кожен з яких, очевидно, має вигляд
α∗(β ∪ γ), де γ – довiльна (не обов’язково регулярна) мова. Вико-
ристовуючи твердження 1.5, можна розв’язувати системи рiвнянь
з регулярними коефiцiєнтами (методом, аналогiчним методу Гауса
для розв’язування систем лiнiйних рiвнянь).

Регулярнi вирази часто зображують помiченими орiєнтовани-
ми графами, стрiлки яких позначають буквами з алфавiту X ∪{e}.
Для довiльного регулярного виразу r його граф утворюється на-
ступним чином:

Спочатку малюємо двi спецiальнi вершини, якi називаються по-
чатковою i кiнцевою вершинами, i сполучаємо їх стрiлкою, позна-
ченою r:

/.-,()*+ r ///.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

Далi повторюємо наступнi кроки доти, доки кожна позначка
довiльної стрiлки не мiститиме символiв +, · i ∗:

1) замiнюємо кожну стрiлку з позначкою f +g на двi паралельнi
стрiлки з позначками f i g:

/.-,()*+ f+g ///.-,()*+ ⇒ /.-,()*+
f

**

g

44/.-,()*+

2) замiнюємо кожну стрiлку з позначкою fg на додаткову вер-
шину i двi стрiлки з позначками f i g:

/.-,()*+ fg ///.-,()*+ ⇒ /.-,()*+ f ///.-,()*+ g ///.-,()*+

3) замiнюємо кожну стрiлку з позначкою f∗ на додаткову вер-
шину i на три стрiлки з позначками e, f i e:



28 I. ФОРМАЛЬНI МОВИ

/.-,()*+ f∗ ///.-,()*+ ⇒ /.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

f

YY
/.-,()*+

Через G(r) позначимо помiчений орiєнтований граф регуляр-
ного виразу r. Очевидно, що кожна стрiлка в G(r) має позначку
з множини X ∪ {e}. Кожному шляху в G(r) вiдповiдає слово, яке
одержується конкатенацiєю всiх букв, якi позначають стрiлки шля-
ху. Слово x належить мовi L(r) тодi i тiльки тодi, коли iснує шлях
в G(r) з початкової вершини в кiнцеву вершину, якому вiдповiдає
слово x. Кожна e-стрiлка в G(r), яка є єдиною вихiдною стрiлкою
з некiнцевої вершини чи єдиною вхiдною стрiлкою в непочаткову
вершину, може бути стягнута в одну вершину.

3.8. Пpиклад. Побудуємо граф G(r) регулярного виразу

r = (11 + 0)∗(00 + 1)∗.

Зобразимо крок за кроком побудову даного графу:

///.-,()*+ (11+0)∗(00+1)∗ ///.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

///.-,()*+ (11+0)∗ ///.-,()*+ (00+1)∗ ///.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

///.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

11+0

YY
/.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

00+1

YY
/.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

///.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

11

YY

0

¦¦ /.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

00

YY

1

¦¦ /.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾
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///.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

0

¦¦

1
©©

/.-,()*+ e ///.-,()*+ e //

1

¦¦

0
©©

/.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

/.-,()*+
1

HH

/.-,()*+
0

HH

Стягнувши, де це можливо, e-стрiлки, остаточно одержуємо по-
мiчений граф G(r) регулярного виразу r = (11 + 0)∗(00 + 1)∗:

///.-,()*+ e //

0

¦¦

1
©©

/.-,()*+ÂÁÀ¿»¼½¾

1

¦¦

0
©©/.-,()*+

1

HH

/.-,()*+
0

HH

Рекомендована лiтература : [2, с. 124–131], [4, с. 490–494], [5, с. 351–
353], [6], [15, с. 13–31].

Питання та вправи до параграфа 3.

3.1. Яка формальна мова називається регулярною?

3.2. Де застосовуються регулярнi вирази?

3.3. Опишiть процес побудови графа регулярного виразу.

3.4. Знайти слово найменшої довжини в кожнiй з наступних ре-
гулярних мов, заданiй регулярним виразом. Якi непорожнi слова є
найкоротшими в даних мовах?

а) 10 + (0 + 11)0∗1;
б) (00 + 11 + (01 + 10)(00 + 11)∗(01 + 10))∗;
в) ((00 + 11)∗ + (001 + 110)∗)∗.

3.5. Визначити, чи належить рядок 1011 регулярним мовам, за-
даним регулярними виразами:

а) 10∗1;
б) 1(01)∗1∗;
в) (10)+11;

г) (10)+1011;
д) 1(00)∗(11)∗;
е) (1 + 00)(01 + 0)1∗.



30 I. ФОРМАЛЬНI МОВИ

3.6. Спростити регулярнi вирази:

а) (00)∗0 + (00)∗;
б) (0 + 1)(e + 00)+ + (0 + 1);
в) (0 + e)0∗1.

3.7. Доведiть рiвнiсть (02 + 03)∗ = (020∗)∗.

3.8. Чи є мова {03m+4n |m,n ≥ 0} регулярною? Вiдповiдь обґрун-
туйте.

3.9. Визначити алфавiт та побудувати регулярний вираз для на-
ступних мов:

а) множина всiх непарних натуральних чисел, записаних в че-
твiрковiй системi числення;

б) множина всiх непарних натуральних чисел, записаних в
трiйковiй системi числення.

3.10. Побудуйте регулярний вираз для множини всiх цiлих чисел
вiдрiзка [10, 2012].

3.11. Розв’язати системи рiвнянь з регулярними коефiцiєнтами.

а)

{
X1 = e + 0X1 + 1X2

X2 = e + 1X2

б)





X1 = 0X2 + 1X1 + e

X2 = 0X3 + 1X2

X3 = 0X1 + 1X3

в)





X1 = (01∗ + 1)X1 + X2

X2 = 11 + 1X1 + 00X3

X3 = e + X1 + X2

г)





X1 = 0X3 + 1X2

X2 = e + 1X1 + 0X3

X3 = e + 0X1

3.12. Побудувати помiчений граф для наступних регулярних ви-
разiв:

а) 01 + 11∗;
б) (00 + 10)(101)∗ + 01;
в) ((00+11)∗+(001+110)∗)∗;

г) a∗b(c + da∗b)∗;
д) (a + bc∗d)∗bc∗.
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3.13. Побудувати регулярнi вирази для мови всiх слiв в алфавiтi
{0, 1}, для яких виконується наступна умова:

а) мiстять пiдслово 000 або 111;
б) в яких п’ятою буквою справа є 0;
в) мiстять не бiльше однiєї пари послiдовних одиниць;
г) кiлькiсть нулiв кратна п’яти;
ґ) мiстять непарну кiлькiсть букв 0;
д) не мiстять пiдслова 000;
е) не мiстять нi пiдслова 000, нi 111;
є) не мiстять пiдслова 011;
ж) мiстять непарну кiлькiсть входжень пiдслова 011;
з) кiлькiсть одиниць дiлиться на п’ять, а кiлькiсть нулiв пар-

на.

3.14. Нехай L – мова над алфавiтом {0}. Довести, що мова L∗ є
регулярною. [Пiдказка: доведiть i використайте той факт, що якщо
a та b є взаємно простими натуральними числами, то для кожного
натурального n ≥ ab iснують такi невiд’ємнi цiлi числа u та v, що
виконується рiвнiсть n = ua + vb.]

§ 4. Формальнi породжуючi граматики
Ми визначили формальну мову L як множину слiв скiнченної

довжини в алфавiтi X. Якщо L мiстить скiнченну кiлькiсть слiв, то
найбiльш очевидний спосiб описати мову – скласти перелiк всiх її
слiв. Однак для багатьох мов не можна (або, можливо, не бажано)
обмежувати довжини слiв. Отже, доводиться розглядати мови, якi
мiстять як завгодно багато слiв. Вiдразу виникає важливе питання:
як описати мову L в тому випадку, коли вона нескiнченна. Очеви-
дно, що такi формальнi мови неможливо визначити вичерпним пе-
релiком слiв, якi їм належать, i тому потрiбно шукати iншi способи
їх опису. Як i ранiше, ми хочемо, щоб опис мови був скiнченним,
хоча сама мова може бути й нескiнченною. Вiдомо декiлька методiв
опису мов, якi задовольняють цю вимогу. Один з них показаний в
попередньому параграфi для регулярних мов. Розглянемо метод,
який полягає в використаннi структури, яка називається грамати-
кою.



32 I. ФОРМАЛЬНI МОВИ

Формальною породжуючою граматикою називається четвiрка
виду G = (N,T, S, P ), де N i T– скiнченнi непорожнi неперетин-
нi множини, елементи яких будемо називати нетермiнальними та
термiнальними символами вiдповiдно, S ∈ N – початковий не-
термiнальний символ, P – скiнченна множина продукцiй (правил
перетворення) вигляду ξ → η, де ξ та η – слова в алфавiтi N ∪ T .
Букви термiнального алфавiту позначатимемо малими латинськи-
ми буквами чи цифрами, а нетермiнального алфавiту – великими
латинськими буквами.

Нас цiкавитимуть слова, якi можуть бути породженi продукцiя-
ми граматики. Нехай G = (N, T, S, P ) – граматика i α0 = σξτ (тобто
α0 – конкатенацiя слiв σ, ξ i τ), α1 = σητ – слова в алфавiтi N ∪T .
Якщо ξ → η – продукцiя граматики G, то кажуть, що α1 безпосере-
дньо виводиться з α0 i записують α0 ⇒ α1. Якщо ж α0, α1, . . . , αn –
слова в алфавiтi N ∪ T такi, що α0 ⇒ α1 ⇒ α2 ⇒ . . . ⇒ αn−1 ⇒ αn,
то говорять, що αn виводиться з α0 i записують α0 ⇒∗ αn.

Мовою, породженою граматикою G = (N,T, S, P ), називають
множину всiх слiв, якi виводяться з початкового символу S i мi-
стять тiльки термiнальнi символи. Її позначають L(G). Таким чи-
ном,

L(G) = {ω ∈ T ∗ | S ⇒∗ ω}.
4.1. Пpиклад. Граматика G, яка породжує речення (слово з чо-
тирьох букв формальної мови L(G)) ”хороший студент одержав
п’ятiрку” матиме вигляд G = (N,T, S, P ), де

N={<речення>, <група пiдмета>, <група присудка>,
<означення>, <пiдмет>, <присудок>, <додаток>};

T={ хороший, студент, одержав, п’ятiрку };
S=<речення>.
Множина продукцiй P мiстить продукцiї:
<речення> → <група пiдмета> <група присудка>,
<група пiдмета> → <означення> <пiдмет>,
<група присудка> → <присудок> <додаток>,
<означення> → хороший,
<пiдмет> → студент,
<присудок> → одержав,
<додаток> → п’ятiрку.
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Розглянемо виведення даної граматики з початковго нетермi-
нального символу:

<речення> ⇒ <група пiдмета> <група присудка> ⇒
<означення> <пiдмет> <група присудка> ⇒
<означення> <пiдмет> <присудок> <додаток> ⇒
хороший <пiдмет> <присудок> <додаток> ⇒
хороший студент <присудок> <додаток> ⇒
хороший студент одержав <додаток> ⇒
хороший студент одержав п’ятiрку.
Таким чином, L(G) складається з єдиного слова (речення укра-

їнської мови), яке мiстить чотири термiнали.

L(G) = {”хороший студент одержав п’ятiрку”}.
4.2. Пpиклад. Нехай G – граматика з нетермiнальним алфавiтом
N = {S, A}, множиною термiналiв T = {a, b}, початковим сим-
волом S i множиною продукцiй P = {S → bA, S → a,A → bb}.
Знайдемо мову L(G), що породжується цiєю граматикою.

Iз початкового символу S можна вивести слово bA за допомогою
продукцiї S → bA чи застосувати продукцiю S → a, щоб вивести a.
З bA, скориставшись продукцiєю A → bb, можна вивести слово bbb.
Оскiльки iнших виведень не iснує, то L(G) = {a, bbb}.
4.3. Пpиклад. Розглянемо граматику G = (N = {S}, T = {0, 1}, S,
P = {S → e, S → 0S1}) i знайдемо мову, що породжується нею.

Граматика G мiстить єдиний нетермiнальний символ i єдине
правило S → 0S1, права частина якого мiстить цей символ. Таким
чином, єдиними виведеннями граматики G є виведення форми:

S ⇒ 0S1 ⇒ 00S11 ⇒ . . . ⇒ 0nS1n ⇒ 0ne1n = 0n1n

Отже,
L(G) = {0n1n | n ≥ 0}.

Якщо є багато правил граматики з однаковими лiвими части-
нами

A → x1, A → x2, . . . A → xm,

то їх об’єднують в одне правило наступного вигляду:

A → x1 | x2 | . . . | xm.

Наприклад, правила з попереднього прикладу можуть бути запи-
санi як S → e | 0S1.
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4.4. Пpиклад. Розглянемо граматику G = (N = {S,A, B}, T =
{a, b}, S, P ), де множина продукцiй P мiстить наступнi правила:

S → ABA, A → a | bb, B → bS | e,

i знайдемо мову L(G).
Оскiльки нетермiнальний символ A може тiльки продукувати

термiнальнi символи, то його замiщення слiд вiдкласти наостанок.
Таким чином, виведення граматики G мають наступну загальну
форму:

S ⇒ ABA ⇒ AbSA ⇒ AbABAA ⇒ AbAbSAA ⇒ A(bA)2BA3 ⇒
. . . ⇒ A(bA)nBAn+1 ⇒ A(bA)nAn+1.

Насамкiнець замiнюємо нетермiнал A термiналами a та bb, i
одержуємо слова вигляду:

(a + bb)(ba + bbb)n(a + bb)n+1, n ≥ 0.

Таким чином, L(G) складається з усiх побудованих вище слiв.

Граматики класифiкують за типами продукцiй. Розглянемо кла-
сифiкацiю, яку запропонував американський математик i лiнгвiст
Н. Хомський. Принцип цiєї класифiкацiї полягає в тому, що на про-
дукцiї накладено певнi обмеження. Вiн подiлив граматики на чоти-
ри типи.

У граматицi типу 0 немає жодних обмежень на продукцiї. Гра-
матика типу 1 може мати лише продукцiї вигляду ξ → η, де дов-
жина слова η не менша, нiж довжина слова ξ, або у виглядi ξ → e.
У граматицi типу 2 можуть бути лише продукцiї A → ω, де A – не-
термiнальний символ, ω ∈ (N ∪ T )∗. Граматика типу 3 може мати
такi продукцiї: A → ωB, A → ω i A → e, де A, B – нетермiнали, ω –
слово з термiналiв. Iз цих означень випливає, що кожна граматика
типу n, де n = 1, 2, 3, є граматикою типу n − 1. Граматики типу 2
називають контекстно вiльними, бо нетермiнал A в лiвiй частинi
продукцiї A → η можна замiнити словом η в довiльному оточеннi
щоразу, коли вiн зустрiчається, тобто незалежно вiд контексту. Мо-
ву, яку породжує граматика типу 2, називають контекстно вiль-
ною. Якщо в множинi продукцiй P є продукцiя виду γµδ → γνδ,
|µ| ≤ |ν|, то граматику називають контекстно залежною, оскiльки
µ можна замiнити на ν лише в оточеннi слiв γ . . . δ, тобто у вiдповiд-
ному контекстi. Мову, яку породжує граматика типу 1, називають
контекстно залежною. Граматику типу 3 називають праволiнiйною.
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Двоїсто визначають лiволiнiйну граматику; вона може мати такi
продукцiї: A → Bω, A → ω i A → e, де A, B – нетермiнали, ω – сло-
во з термiналiв. Лiволiнiйнi i праволiнiйнi граматики називаються
регулярними. В параграфi 5 наступного роздiлу ми доведемо, що
регулярнi граматики породжують регулярнi мови i тiльки їх.

4.5. Пpиклад. Побудуємо контекстно вiльну граматику, яка поро-
джує мову L = {0n12n | n ≥ 0}.

Ця мова нагадує мову, породжену граматикою з прикладу 4.2,
в тому сенсi, що замiнивши кожну 1 на 11, одержимо граматику
для L. Отже, шукана граматика має вигляд

G = ({S}, {0, 1}, S, {S → e | 0S11}).
Iншим методом побудови граматики є вiдшукання рекурсивної

функцiї, яка пов’язує довшi слова мови L з коротшими словами. На-
приклад, слово 0n+112(n+1) можна записати як 0(0n12n)11. Таким
чином, якщо iснує виведення S ⇒∗ 0n12n, то потрiбна продукцiя
S → 0S11, щоб одержати виведення S ⇒∗ 0n+112(n+1). Продемон-
струємо цю iдею в наступному прикладi.

4.6. Пpиклад. Побудуємо контекстно вiльну граматику, що поро-
джує мову L = {x ∈ {0, 1}∗ | x = xR}.

Оскiльки k-та злiва буква кожного слова має дорiвнювати k-тiй
справа буквi, то слово x ∈ L довжини 2n + 2 може бути записане
або як 0y0, або 1y1 для деякого слова y ∈ L довжини 2n. Отже,
нам потрiбнi правила S → 0S0 i S → 1S1, щоб породити слово x
рекурсивно. Зi сказаного вище випливає, що мова L породжується
граматикою G = ({S}, {0, 1}, S, P ), де множина P мiстить наступнi
продукцiї:

S → e | 0 | 1 | 0S0 | 1S1.

З чотирьох класiв граматик iєрархiї Хомського клас контекс-
тно вiльних граматик є найбiльш важливим з точки зору застосу-
вань до мов програмування i компiляцiї. З допомогою контекстно
вiльної граматики можна визначити бiльшу частину синтаксичної
структури мов програмування. Крiм того, вона є основою рiзних
схем задання перекладiв на машинну мову комп’ютера.

Слово ω належить мовi L(G) контекстно вiльної граматики G
тодi i лише тодi, коли iснує виведення S ⇒∗ ω в G. Воно показує,
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як крок за кроком застосовуються продукцiї граматики, щоб одер-
жати слово ω з початкового нетермiнального символу S. Це виве-
дення можна також продемонструвати наочно з допомогою дерева,
яке називатимемо деревом виведення. Наприклад, розглянемо кон-
текстно вiльну граматику G = ({S}, {a, b, c}, S, P ), де P = {S →
SbS | ScS | a} i слово abaca ∈ L(G). Виведення

S ⇒ SbS ⇒ SbScS ⇒ abScS ⇒ abSca ⇒ abaca

показано на рисунку (а), а виведення

S ⇒ ScS ⇒ SbScS ⇒ abScS ⇒ abSca ⇒ abaca

– на рисунку (б).
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В загальному випадку для контекстно вiльної граматики G =
(N, T, S, P ) дерево виведення будується наступним чином:

1. Вершиною дерева є початковий нетермiнальний символ S.
2. Повторюємо наступнi кроки доти, доки кожен листок дерева

буде або порожнiм символом e, або термiнальним символом: для
кожного листка A ∈ N дерева обираємо продукцiю A → x1x2 . . . xn

граматики G, де xi ∈ N ∪ T , i замiнюємо вершину A ∈ N деревом:
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Якщо конкатенацiя листкiв дерева виведення є словом ω ∈ T ∗,
то кажемо, що дане дерево є деревом виведення для слова ω.

Дерево виведення слова ω вiдповiдає виведенню ω в граматицi
G. Часто дерево виведення вiдповiдає бiльш нiж одному виведен-
ню слова ω. Наприклад, для граматики G, визначеної вище, є 16
рiзних виведень слова ω = abaca в граматицi G. Серед них 8 ви-
ведень, якi починаються з S ⇒ SbS, зображуються одним i ти же
деревом виведення, показаним на рисунку (а). Решту 8 виведень,
що починаються з S ⇒ ScS, зображенi деревом виведення на ри-
сунку (б).

Щоб зробити вiдповiднiсть мiж деревами виведення i виведен-
нями в граматицi G взаємно однозначною, назвемо виведення слова
ω ∈ L(G) лiвим виведенням, якщо завжди застосовується вiдповiд-
на продукцiя граматики G для замiни найлiвiшого нетермiнального
символу в промiжному словi при виведеннi слова ω. Очевидно, що
кожне дерево виведення слова ω вiдповiдає єдиному лiвому виве-
денню слова ω. Наприклад, серед восьми виведень для ω = abaca,
якi починаються з S ⇒ SbS, єдиним лiвим виведенням є

S ⇒ SbS ⇒ abS ⇒ abScS ⇒ abacS ⇒ abaca.

Аналогiчно дається означення правого виведення.
Контекстно вiльна граматика G = (N, T, S, P ) називається не-

однозначною, якщо iснує слово ω ∈ L(G), яке має два або бiль-
ше рiзних дерев виведень. Якщо граматика використовується для
визначення мови програмування, то бажано, щоб вона була одно-
значною. В iншому випадку програмiст i компiлятор можуть по-
рiзному зрозумiти смисл деяких програм.

4.7. Пpиклад. Найвiдомiшим прикладом неоднозначностi в мовах
програмування є ”плаваюче” else.

Розглянемо граматику G з правилами

S → if b then S else S | if b then S | a.

Ця граматика неоднозначна, оскiльки слово

if b then if b then a else a

має два виводи

if b then (if b then a) else a та
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if b then (if b then a else a),
яким вiдповiдають два рiзних дерева виведення.

Визначена нами неоднозначнiсть – це властивiсть граматики, а
не мови. Для деяких неоднозначних граматик можна побудувати
рiвносильнi їм однозначнi граматики.

4.8. Пpиклад. Розглянемо граматику i мову з попереднього при-
кладу. Граматика G неоднозначна, бо else можна асоцiювати з
двома рiзними then. З тiєї ж причини мови програмування, в яких
дозволяються як оператори виду if-then, так i оператори виду
if-then-else, можуть бути неоднозначними. Невизначенiсть мо-
жна виправити, якщо домовитися, що else повинно асоцiюватися
з останнiм з записаних перед ним then.

Можна поправити граматику з попереднього прикладу, ввiвши
два нетермiнали S1 i S2 i вимагаючи, щоб S2 породжував оператори
виду if-then-else, тодi як S1 може породжувати оператори обох
видiв. Продукцiї нової граматики є такими:

S1 → if b then S1 | if b then S2 else S1 | a

S2 → if b then S2 else S2 | a.

Той факт, що перед else знаходиться тiльки S2, гарантує по-
яву всерединi конструкцiї then-else або букви a, або iншого else.
Таким чином, структура if b then (if b then a) else a не виникає.

Рекомендована лiтература : [1, с. 92–150], [2, с. 105–123, 163–192], [5,
с. 341–351, 354–359], [16, с. 278–285], [23, с. 14–24].

Питання та вправи до параграфа 4.

4.1. Дайте означення граматики.

4.2. Якi типи граматик ви знаєте?

4.3. Як будується дерево виведення для слова ω?

4.4. Чи може для деякого слова ω iснувати декiлька дерев виве-
дення?
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4.5. Нехай N = {S,A, B}, T = {a, b}. Визначити мову, породжену
граматикою G = (N, T, S, P ) з вказаною множиною продукцiй P :

а) P = {S → AB | aA,A → a,B → ba};
б) P = {S → AB | AA,A → aB | ab,B → b};
в) P = {S → AA | B, A → aaA | aa, B → bB | b};
г) P = {S → aS | Sb | a};
д) P = {S → SS | a | b};
е) P = {S → SS | aSb | e};
є) P = {S → e | aS | aSbS};
ж) P = {e | aSbS | bSaS}.

4.6. Знайти мову, породжену граматикою G = (N,T, S, P ), де
N = {S,A, Q, R}, T = {a}, а множина продукцiй P = {S →
QAQ,QA → QR, RA → AAR, RQ → AAQ, A → a,Q → e}.
4.7. Нехай задана граматика G = (N, T, S, P ), де N = {S, A},
T = {0, 1}, множина продукцiй

P = {S → 0S | 1A | 1 | e,A → 1A | 1}.
а) Побудувати вивiд для слова 0316;
б) Показати, що дана граматика породжує мову {0m1n |m,n =

0, 1, 2, . . .}.
4.8. Побудувати граматики, якi породжують вказанi мови:

а) {012n | n = 0, 1, . . .};
б) {03n1n | n = 0, 1, . . .};
в) {0n1m0n | m,n = 0, 1, . . .}.

4.9. З’ясувати, до яких типiв за класифiкацiєю Хомського нале-
жить граматика G з множиною продукцiй P :

а) P = {S → SAB,SA → a,B → b};
б) P = {S → ABS, AB → ab, S → c};
в) P = {S → aAB, A → Bb, B → e};
г) P = {S → aA,A → bB,B → b | e};
д) P = {S → A,A → B, B → e}.

4.10. Побудувати лiволiнiйну граматику для формальної мови
всiх слiв довжини менше шести в алфавiтi {0, 1,m, n}, якi почи-
наються з букв m або n.
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4.11. Побудувати праволiнiйну граматику, яка породжує множи-
ну цiлих чисел.

4.12. Довести, що жодне слово мови L(G) не мiстить пiдслова ba,
де контекстно-вiльна граматика G задана продукцiями

S → aS | bA | a, A → bA | b.

4.13. Показати, що кожне слово мови L(G) мiстить бiльше букв a,
нiж букв b, де контекстно-вiльна граматика G задана продукцiями

S → Sa | bSS | SSb | SbS | a.

4.14. Показати, що мова

{ω ∈ {0, 1}∗ | ω мiстить однакову кiлькiсть букв 0 та 1 }
не породжується граматикою з продукцiями

S → 0S1 | 01S | 1S0 | 10S | S01 | S10 | e.

4.15. Довести, що мова

{ω ∈ {0, 1}∗ | ω мiстить однакову кiлькiсть букв 0 та 1 }
породжується граматикою з продукцiями

S → SS | 0S1 | 1S0 | e.

4.16. Яку формальну мову породжує граматика з продукцiями

S → aSBa|aba, aB → Ba, bB → bb ?

4.17. Нехай G – граматика з N = {S}, T = {a, b, c}, початковий
символ S i множина продукцiй

P = {S → abS | bcS | bbS | a | cb}.
Побудувати дерево виведення для слiв:

а) bbbcbba
б) bcabbbbbcb.

4.18. Показати, що граматика

G = {{S}, {+, x}, S, {S → S + S | x}}
є неоднозначною. Побудувати всi дерева виведення для слiв x+x+x
та x + x + x + x.



Роздiл II

Скiнченнi автомати

§ 1. Автомати. Їх типи та задання
Iснує багато рiзноманiтних методiв перетворення iнформацiї.

Алгоритм роботи перетворювачiв iнформацiї можна iнтуїтивно ви-
значити як деяку сукупнiсть правил, за якими даний пристрiй пе-
ретворює вхiдну iнформацiю у вихiдну. В даному параграфi ми роз-
глянемо перетворювач iнформацiї, який називається автоматом.

Щоб перейти до формальних методiв опису процесу перетво-
рення iнформацiї з допомогою автоматiв, розглянемо деякий при-
стрiй, який має n входiв i m виходiв. Будемо вважати, що на входи
iнформацiя подається в дискретнi моменти часу t0, t1, . . . , tn. Iн-
тервал часу ti+1 − ti називається тактом. Аналогiчно i з виходiв
iнформацiя одержується дискретно в часi. На кожному iз входiв
(виходiв) сигнал може приймати дискретнi значення з деякого на-
бору u0, u1, . . . , uq. Сукупнiсть значень вхiдних сигналiв у момент
часу ti називатимемо вхiдною буквою, а послiдовнiсть вхiдних букв
– вхiдним словом. Множину всiх вхiдних букв назвемо вхiдним ал-
фавiтом. Аналогiчнi означення вiдносяться i до вихiдних сигналiв.

Давши це означення, можна уявляти будь-який перетворювач
iнформацiї як пристрiй з одним входом, на який надходять сло-
ва, складенi з букв вхiдного алфавiту, i з одним виходом, з якого
отримуються слова в вихiдному алфавiтi. Процес перетворення iн-
формацiї в такому пристрої зводиться до встановлення деякої вiд-
повiдностi мiж словами вхiдного та вихiдного алфавiтiв.

Автоматом називають перетворювач алфавiтної iнформацiї,
який має один вхiд i один вихiд. Для задання умов функцiонування
автомата фiксуються три множини, елементами яких є букви трьох
алфавiтiв: вхiдного X = {x1, . . . , xm}, вихiдного Y = {y1, . . . , yl} i
множини внутрiшнiх станiв автомата Q = {q0, . . . , qn}.

41
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Автомат складається з трьох частин: стрiчки, головки i керую-
чого пристрою. Стрiчка використовується для запису вхiдних да-
них (вхiдного слова). Вона подiлена на скiнченну кiлькiсть комiрок.

0 0 1 0 1 1 0

J
J

J
J

J
JJ]

mq0

mq2

mqn

mqi

mq1

mq3

Головка переглядає стрiчку, читає букву з неї i передає одер-
жану iнформацiю керуючому пристрою. Кожного разу головка пе-
реглядає тiльки одну комiрку стрiчки, читає записану в нiй букву
i переходить до наступної комiрки праворуч. Керуючий пристрiй
складається з елементiв множини станiв Q.

Автомат функцiонує в дискретнi моменти часу, якi прийнято
позначати цiлими невiд’ємними числами t = 0, 1, . . . , k. В початко-
вий момент часу t = 0 керуючий пристрiй завжди знаходиться в
початковому станi q0 = q(0), в якому автомат починає роботу над
вхiдним словом. Потiм за активним станом i зчитаною головкою
буквою вiн визначає, в який стан потрiбно перейти, i яку букву тре-
ба написати на мiсцi прочитаної вхiдної букви. На згаданих вище
множинах задаються двi функцiї. Функцiя переходiв δ, яка визна-
чає стан автомата q(t + 1) ∈ Q в момент часу t + 1 в залежностi вiд
його стану q(t) ∈ Q i значення вхiдного сигналу x(t) ∈ X в момент
часу t: q(t + 1) = δ(q(t), x(t)). Тобто змiна станiв визначається за
допомогою функцiї двох змiнних δ : Q ×X → Q. Функцiя виходiв
f : Q×X → Y визначає значення вихiдного сигналу y(t) ∈ Y в за-
лежностi вiд стану автомата q(t) ∈ Q i значення вхiдного сигналу
x(t) ∈ X в момент часу t. Таким чином, якщо керуючий пристрiй
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перебуває в станi q ∈ Q i головка зчитує з стрiчки букву a ∈ X, то
керуючий пристрiй переходить в новий стан p = δ(q, a) i на мiсцi
букви a записується буква b = f(q, a).

Коли на вхiд автомата подавати слово (послiдовнiсть вхiдних
букв), на виходi також з’являється слово (послiдовнiсть вихiдних
букв). У цьому випадку автомат A можна розглядати як алфавi-
тний перетворювач iнформацiї, який перетворює слова вiльної на-
пiвгрупи F (X) в слова вiльної напiвгрупи F (Y ). Визначена таким
чином словесна функцiя gA : F (X) → F (Y ) називається функцiєю,
визначеною автоматом A, або автоматною A-функцiєю.

Для повного опису автомата потрiбно видiлити множину F ⊂ Q
кiнцевих станiв, в яких вiн пiдтверджує, що вхiдне слово належить
шуканiй мовi. Таким чином, ми приходимо до такого визначення
автомата.

Сiмка A = (Q,X, Y, δ, f, q0, F ) називається автоматом Мiлi,
якщо вона складається iз множини станiв автомата Q, множини
вхiдних букв X, множини вихiдних букв Y , функцiї переходiв δ :
Q×X → Q, функцiї виходiв f : Q×X → Y , початкового стану q0 та
множини кiнцевих станiв F . Множини X i Y називають вiдповiдно
вхiдним i вихiдним алфавiтами автомата. Якщо δ(a, x) = a′, то
кажуть, що автомат Q пiд дiєю вхiдного сигналу x ∈ X переходить
в стан a′, або сигнал x переводить автомат Q iз стану a в стан a′.
Якщо f(a, x) = y, то кажуть, що автомат Q перетворює в станi a
вхiдний сигнал x ∈ X у вихiдний сигнал y ∈ Y .

Як саме працює автомат на вхiдному словi? На початку робо-
ти керуючий пристрiй перебуває в початковому станi q0, на стрiчцi
записане вхiдне слово i головка зчитує букву з першої злiва комiр-
ки. Потiм автомат працює крок за кроком вiдповiдно до функцiй
переходiв δ та виходiв f . Вiн зупиняє роботу тодi, коли головка
прочитає букву, записану в останнiй справа комiрцi стрiчки. Ко-
ли обробка автоматом вхiдного слова завершилася, то кажуть, що
автомат розпiзнає вхiдне слово, якщо вiн зупиняється в одному
з кiнцевих станiв множини F . В протилежному випадку, кажуть,
що вхiдне слово не розпiзнається автоматом. Якщо ж множина
F кiнцевих станiв не задана, то вважається, що автомат розпiзнає
всi слова вхiдного алфавiту. Формальна мова всiх слiв вхiдного ал-
фавiту X, якi розпiзнаються автоматом A, позначається L(A). В
цьому випадку кажуть, що мова L(A) розпiзнається автоматом
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A. Множина всiх вихiдних слiв автомата A, якi є результатом ро-
боти автомата на мовi L(A), називається мовою, що породжується
автоматом A.

Автомат A = (Q,X, Y, δ, f, q0, F ) називається скiнченним, якщо
всi три множини – Q, X i Y – скiнченнi, i нескiнченним, якщо хоч
одна з них нескiнченна.

Автомат називається повним або повнiстю визначеним, якщо
функцiї переходiв i виходiв всюди визначенi, i частковим, якщо хоч
одна з них є частково визначеною функцiєю.

Iнодi трапляються автомати, в яких компонент δ – не функцiя,
а деяке вiдношення, тобто в таких автоматах не виконується умо-
ва однозначностi переходу. Автомати такого типу називаються не-
детермiнованими. Якщо ж вiдношення δ є функцiєю, то автомат
називається детермiнованим. Отже, для детермiнованого автома-
та Q з початковим станом a однозначно знаходиться стан b, в який
автомат перейде пiд дiєю слова ω ∈ F (X). А в недетермiнованому
автоматi таких станiв може бути не один, а декiлька. Ясно, що клас
детермiнованих автоматiв є пiдкласом класу недетермiнованих ав-
томатiв.

Крiм класiв детермiнованих i недетермiнованих автоматiв iсну-
ють i iншi спецiальнi класи. Серед них видiляються деякi виродженi
класи автоматiв, в яких одна з множин (Q, X або Y ) одноелемен-
тна. У таких випадках розглядаються спрощенi моделi автоматiв.
Наведемо деякi приклади.

Автомат без пам’ятi – це трiйка (X, Y , f), де f : X → Y . Цей
автомат виконує побуквену трансформацiю букв вхiдного алфавiту
X у букви вихiдного алфавiту Y , при якiй на одну i ту ж вхiдну
букву x ∈ X вiн реагує одною i тою ж вихiдною буквою y ∈ Y . По-
няття автомат без пам’ятi – основне в теорiї перемикальних схем,
яка вивчає способи подання таких автоматiв мережами iз логiчних
елементiв.

Автономний автомат – це четвiрка (Q,Y, δ, f), де δ : Q →
Q, f : Q → Y . Для такого автомата поданням початкового стану
визначається весь подальший процес його функцiонування.

Автомат без виходiв – це п’ятiрка (Q,X, δ, q0, F ), де F – мно-
жина кiнцевих станiв автомата, а q0 ∈ Q – початковий стан ав-
томата. Такi автомати будуть детальнiше розглянутi в наступних
параграфах.
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Iз перелiчених класiв автоматiв тiльки автомати без виходiв, з
точки зору теорiї, викликають iнтерес, бо в двох попереднiх випад-
ках поведiнка автомата є наперед визначеною.

Автомати Мура є окремим випадком автоматiв Мiлi. Автомат
A = (Q,X, Y, δ, f, q0, F ) називається автоматом Мура, якщо f(q, x1)
= f(q, x2) для кожних q ∈ Q та x1, x2 ∈ X. В автоматi Мура вихi-
дний сигнал y момент часу t однозначно визначається станом ав-
томата в той же момент часу, тобто y(t) = h(q(t)), де h : Q → Y .
Функцiя h називається функцiєю вiдмiток автомата, а її значення
h(a) на станi a – вiдмiткою цього стану.

Хоча автомати Мура i є окремим випадком автоматiв Мiлi, в
теорiї автоматiв вони заслуговують на особливу увагу, оскiльки в
рядi випадкiв їх специфiчнi властивостi дають можливiсть будува-
ти бiльш змiстовну i глибоку теорiю, нiж теорiя автоматiв Мiлi.

Перейдемо до розгляду скiнченних автоматiв i способiв їх зада-
ння.

У загальному випадку для задання скiнченних автоматiв ко-
ристуються двома стандартними способами, якi називаються унi-
версальними – це таблицi переходiв i виходiв та графи переходiв i
виходiв.

Таблицi переходiв i виходiв автомата – це двi матрицi однако-
вої розмiрностi, стовпчики яких вiдмiченi рiзними буквами вхiдного
алфавiту, а рядки – рiзними символами станiв автомата. Для фун-
кцiї переходiв (перша матриця) на перетинi i-го рядка, вiдмiченого
станом a ∈ Q, i j-го стовпчика, вiдмiченого буквою x ∈ X, знахо-
диться значення δ(a, x) = b. Аналогiчно для функцiї виходiв (друга
матриця) на перетинi i-го рядка i j-го стовпчика знаходиться зна-
чення f(a, x) = y ∈ Y . Вважають, що початковий стан автомата
вiдмiчає перший рядок як в таблицi переходiв, так i в таблицi ви-
ходiв.

1.1.Пpиклад. Автомат A=({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, {0, 1}, δ, f, q0, {q1})
задається такими таблицями переходiв i виходiв:

δ a b f a b
q0 q2 q1 q0 0 1
q1 q3 q0 q1 0 1
q2 q0 q3 q2 0 1
q3 q1 q2 q3 0 1
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В якому б станi даний автомат не перебував, вiн замiнює букви
a i b на 0 i 1 вiдповiдно. Таким чином, скiнченний автомат A пе-
реписує будь-яке слово в алфавiтi {a, b} в слово в алфавiтi {0, 1}.
Автомат A не є автоматом Мура, оскiльки перебуваючи в станi q0

вiн замiнює букву a на 0, а букву b – на 1.

Граф переходiв i виходiв скiнченного автомата A є альтерна-
тивним шляхом для зображення A. Вiн являє собою помiчений орi-
єнтований граф, вершини якого взаємно однозначно вiдповiдають
станам автомата. Стрiлки графа вiдмiченi парами букв: перша – бу-
ква вхiдного алфавiту, друга – буква вихiдного алфавiту. У даному
випадку вiдповiднiсть мiж графом переходiв i виходiв та функцiя-
ми переходiв δ i виходiв f така, що коли δ(a, x) = a′ i f(a, x) = y,
то в графi з вершини a у вершину a′ веде стрiлка, вiдмiчена парою
(x/y), i навпаки, коли в графi переходiв i виходiв автомата iснує
стрiлка (a, a′), вiдмiчена парою (x/y), то для функцiй переходу δ i
виходу f виконуються рiвностi δ(a, x) = a′ i f(a, x) = y. Крiм то-
го, щоб пiдкреслити початковий стан q0, проводиться стрiлка без
початкової вершини, кiнцевою вершиною якої є стан q0. Кiнцевий
стан позначається двома концентричними колами.

1.2. Пpиклад. Граф переходiв i виходiв для автомата з прикладу
1.1 має вигляд:

// GFED@ABCq0
a/0

//

b/1

²²

GFED@ABCq2

b/1

²²

a/0
rr

GFED@ABC?>=<89:;q1

a/0

22

b/1

KK

GFED@ABCq3
a/0oo

b/1

SS

З наведеної вiдповiдностi мiж графом автомата та його функцi-
ями переходiв i виходiв випливає, що не кожен граф, стрiлки якого
вiдмiченi парами символiв iз деяких алфавiтiв X i Y , буде графом
переходiв i виходiв детермiнованого автомата. Для того, щоб вiд-
мiчений граф був графом детермiнованого автомата, необхiдно i
достатньо, щоб виконувались двi умови, якi називаються умовами
автоматностi графа:
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1)не iснує двох стрiлок з однаковими вхiдними вiдмiтками, що
виходять з однiєї i тiєї ж вершини (умова однозначностi);

2)для будь-якої вершини i вхiдного символу iснує стрiлка, що
виходить iз цiєї вершини i вiдмiчена цим вхiдним символом (умова
повноти).

Отже, для недетермiнованих автоматiв не виконується умова 1),
а для часткових – умова 2). Незважаючи на це, як недетермiнованi,
так i частковi автомати теж зображують графами.

1.3.Пpиклад. Побудувати детермiнований скiнченний автомат Му-
ра, який всi букви бiнарного слова ω ∈ {0, 1}∗, що стоять на непар-
них позицiях, замiнює на букву a, а на парних – на букву b.

Граф переходiв i виходiв шуканого автомата A має вигляд:

// ONMLHIJKq0

0,1/a

** ONMLHIJKq1

0,1/b

jj

Перебуваючи в станi q0, даний автомат замiнює кожну букву
вхiдного слова на букву a, а в станi q1 – на букву b.

Таким чином, шуканий автомат A задається як шiстка

A = (Q,X, Y, δ, f, q0),

де Q = {q0, q1}, X = {0, 1}, Y = {a, b}, а функцiї переходiв δ i
виходiв f заданi таблицями:

δ 0 1 f 0 1
q0 q1 q1 q0 a a
q1 q0 q0 q1 b b

1.4. Пpиклад. Нехай X = Y = {0, 1}. Побудуємо детермiнований
скiнченний автомат, який ”шифрує” всi бiтовi рядки з 0 та 1, замi-
нюючи всi бiти, якi стоять на позицiях кратних 3, на протилежнi.

Граф переходiв i виходiв шуканого автомата A має вигляд:
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// ONMLHIJKq0
0/0, 1/1 // ONMLHIJKq1

0/0, 1/1
yyrrrrrrrrrrrrrr

ONMLHIJKq2

0/1, 1/0

eeLLLLLLLLLLLLLL

Зауважимо, що якщо ”зашифровану” послiдовнiсть (вихiдне сло-
во) з 0 та 1 подати на вхiд цього автомата, то одержимо початкову
послiдовнiсть (вхiдне слово), тобто цей автомат одночасно буде й

”дешифруючим пристроєм”.

Функцiї переходiв i виходiв можна продовжити на вхiдну i ви-
хiдну напiвгрупи F (X) i F (Y ). Для цього необхiдно покласти

δ(q, e) = q, δ(q, aω) = δ(δ(q, a), ω),

f(q, e) = e, f(q, aω) = f(q, a)f(δ(q, a), ω).
Використовуючи iндукцiю за довжиною слова ω, неважко до-

вести таке спiввiдношення:

δ(q, aω) = δ(δ(q, a), ω),

f(q, aω) = f(q, a)f(δ(q, a), ω).
Дiйсно, якщо ω = x, тобто l(ω) = 1, то база iндукцiї має мiсце

за означенням.
Якщо ж ω = νx i для ν спiввiдношення асоцiативностi викону-

ється, то

δ(q, aω) = δ(δ(q, aν), x) = δ(δ(q, a), νx),

f(q, aνx) = f(q, aω)f(δ(q, aν), x) =

= f(q, a)f(δ(q, a), α)f(δ(q, aν), x) = f(q, a)f(δ(q, a), νx).

Якщо δ(p, ω) = q, то кажемо, що автомат A переходить iз
стану p в стан q пiд дiєю слова ω, або, що слово ω переводить
автомат A iз стану p в стан q.
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Стан q називається досяжним iз стану p (p → q), коли iснує таке
вхiдне слово ω, яке переводить автомат A iз стану p в стан q. Для
того, щоб встановити досяжнiсть q з p, достатньо в графi переходiв i
виходiв знайти шлях iз вершини p у вершину q. Очевидно, що коли
такий шлях iснує, то послiдовнiсть перших компонентiв вiдмiток
стрiлок цього шляху i буде складати слово ω.

Зауважимо, що для встановлення досяжностi q з p достатньо
розглядати лише такi шляхи в графi автомата (вони називаються
простими), якi не проходять двiчi через одну i ту ж вершину гра-
фа. Це зауваження дає можливiсть обмежити пошук необхiдного
вхiдного слова лише такими словами, довжина яких не перевищує
загальної кiлькостi станiв автомата. Ясно, що у випадку скiнченних
автоматiв перевiрка iстинностi вiдношення p → q завжди можлива.

Рекомендована лiтература : [4, с. 494–509, 552–564], [5, с. 385–398],
[11, с. 286–309], [12, с. 410–426], [16, с. 285–289].

Питання та вправи до параграфа 1.

1.1. Дайте означення скiнченного автомата.

1.2. Якi типи автоматiв вам вiдомi?

1.3. В чому полягає рiзниця мiж автоматом Мура та автоматом
Мiлi?

1.4. Якi способи задання автоматiв ви знаєте?

1.5. Коли ми кажемо, що стан q скiнченного автомата A є дося-
жним iз стану p?

1.6. Побудувати граф скiнченного автомата A = (Q,X, Y, δ, f, q0),
де Q = {q0, q1, q2}, X = {0, 1, 2}, Y = {a, b, c}, а функцiї переходiв δ
i виходiв f заданi таблицями:

δ 0 1 2 f 0 1 2
q0 q1 q1 q2 q0 a b a
q1 q1 q2 q0 q1 b c b
q2 q1 q0 q2 q2 c a b

Визначте, в яке слово перетворює автомат A кожне з наступних
вхiдних слiв:
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а) 012;
б) 001022;

в) 100000;
г) 000111222.

1.7. Побудувати граф скiнченного автомата A = (Q,X, Y, δ, f, q0),
де Q = {q0, q1}, X = {00, 01, 10, 11}, Y = {0, 1}, а функцiї переходiв
δ i виходiв f заданi таблицями:

δ 00 01 10 11 f 00 01 10 11
q0 q0 q0 q0 q1 q0 0 1 1 0
q1 q0 q1 q1 q1 q1 1 0 0 1

В чому полягає робота даного автомата?

1.8. В чому полягає робота автомата A = (Q,X, Y, δ, f, q0), де
Q = {q0, q1}, X = {0, 1, ∗}, Y = {0, 1,+,−}, а функцiї переходiв
δ i виходiв f заданi таблицями:

δ 0 1 ∗ f 0 1 ∗
q0 q0 q1 q0 q0 0 1 +
q1 q1 q0 q0 q1 0 1 −

?

1.9. Скiнченний автомат A заданий графом:

GFED@ABCq1 a/all

b/a

¯¯

// GFED@ABCq0

a/b

88qqqqqqqqqqqqqq

b/b
&&MMMMMMMMMMMMMM

GFED@ABCq2 b/b
rr

a/b

LL

Задати його як шiстку A = (Q,X, Y, δ, f, q0) i з’ясувати у чому по-
лягає робота автомата.

1.10. Нехай X = {a, b, c}, Y = {∗, +, ¦}. Побудувати детермiнова-
ний скiнченний автомат, який реалiзує алгоритм шифрування вхi-
дного слова шифром простої замiни, мiняючи букву a на ∗, b на +
i c на ¦.



§ 2. ДЕТЕРМIНОВАНI СКIНЧЕННI АВТОМАТИ БЕЗ ВИХОДУ 51

1.11. Нехай X = Y = {a, b, c, d}. Побудувати скiнченний автомат,
який шифрує букви вхiдного слова, якi знаходяться на парних по-
зицiях, шифром зсуву на двi букви праворуч, а на непарних – на
три букви лiворуч.

1.12. Нехай X = Y = {0, 1, 2}. Побудувати скiнченний автомат,
який шифрує вхiдне слово, замiнюючи цифру x на позицiї 3n+k ≥
1, де n ≥ 0, k ∈ {0, 1, 2}, остачею вiд дiлення x + k на 3.

1.13. Побудувати ”дешифруючi автомати” для автоматiв з двох
попереднiх прикладiв.

1.14. Побудувати скiнченний автомат з виходом, у якого вхiдний
алфавiт X = {0, 1, a} i вихiдний Y = {0, 1, p, n}. Вихiдна послiдов-
нiсть з 0 та 1 збiгається з вхiдною, а на кожний символ запиту a

друкується p, якщо кiлькiсть 0 вiд початку роботи парна, i n – якщо
непарна.

1.15. Нехай X = Y = {a, b}. Побудувати скiнченний автомат,
який дає на виходi слово, що складається тiльки з букв a, тодi i
лише тодi, коли вхiдне слово мiстить префiкс ab.

1.16. Нехай X = Y = {a, b}. Побудувати скiнченний автомат,
який дає на виходi слово, що закiнчується буквою b, тодi i лише
тодi, коли вхiдне слово не мiстить суфiкса bbb.

§ 2. Детермiнованi скiнченнi автомати без
виходу

В цьому параграфi ми на прикладах розглянемо методи побудо-
ви детермiнованих скiнченних автоматiв (ДСА) без виходу. Зокре-
ма покажемо, що клас формальних мов, якi розпiзнаються детер-
мiнованими скiнченними автоматами, є замкненим вiдносно об’єд-
нання, перетину, доповнення, рiзницi та симетричної рiзницi.

2.1. Пpиклад. Знайти формальну мову, що розпiзнається ДСА
A = (Q,X, δ, q0, F ), який заданий помiченим графом:
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GFED@ABCq1
1 //

0

""EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
GFED@ABCq2

0

ÃÃA
AA

AA
AA

AA

1

­­

// GFED@ABCq0

0

>>}}}}}}}}}

1
ÃÃA

AA
AA

AA
AA

GFED@ABC?>=<89:;q3 0,1
ll

GFED@ABCq4
0 //

1
²²

GFED@ABCq5

1

>>}}}}}}}}}

0

TT

GFED@ABCq6 0,1
ll

Нагадаємо, що слово ω ∈ L(A) тодi i тiльки тодi, коли автомат
A зупиняє аналiз ω в одному з кiнцевих станiв множини F . Якщо
при аналiзi слова ω автомат переходить в стан q6, то дане слово не
розпiзнається A, i навпаки, перейшовши в кiнцевий стан q3 автомат
розпiзнає слово ω. Отже, нам потрiбно проаналiзувати, як зi стану
q0 можна перейти в стан q3. Всього є три типи шляхiв з q0 в q3:

(q0, q1, q2, . . . , q2, q3); (q0, q1, q5, . . . , q5, q3); (q0, q4, q5, . . . , q5, q3).

Вони вiдповiдають словам, префiкси яких належать регулярним
мовам 011∗0, 000∗1 i 100∗1 вiдповiдно. Таким чином,

L(A) = (011∗0 + 000∗1 + 100∗1)(0 + 1)∗.

2.2. Пpиклад. Побудувати граф ДСА A = (Q,X, δ, q0, F ) i знайти
мову, яка розпiзнається A, якщо Q = {q0, q1, q2, q3}, X = {0, 1},
F = {q1, q2}, а функцiя переходiв δ задана таблицею:

δ 0 1
q0 q1 q3

q1 q2 q3

q2 q2 q2

q3 q3 q3

Помiчений граф автомата A має вигляд:
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// GFED@ABCq0
0 //

1
ÃÃA

AA
AA

AA
AA

GFED@ABC?>=<89:;q1
0 //

1
²²

GFED@ABC?>=<89:;q2

0

­­

1

TT

GFED@ABCq3

1

66 0ll

Знайдемо мову L(A), яка розпiзнається автоматом A.
З графа ДСА видно: перейшовши в стан q3, автомат залишає-

ться в ньому до кiнця роботи i ω /∈ L(A). З iншого боку, перейшов-
ши в кiнцевий стан q2, автомат нiколи не покине даного стану, i
такi слова розпiзнаються ДСА. З вищесказаного випливає, що мо-
ва L(A) мiстить слово 0 (аналiз якого зупиняється в станi q1) i всi
слова, якi мають префiкс 00. Таким чином, L(A) записується регу-
лярним виразом 0 + 00(0 + 1)∗.

2.3. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мають префiкс 01.

Легко бачити, що регулярний вираз шуканої формальної мови
має вигляд 01(0 + 1)∗. Побудуємо граф цього регулярного виразу:

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1
ll

Даний граф не є графом ДСА, оскiльки в графi ДСА з кожної
вершини q має виходити єдина стрiлка з позначкою a для кожної
пари (q, a) ∈ Q×X. Щоб виконати цю умову, побудуємо додаткову
тупикову вершину q3 i стрiлки q0 → q3 i q1 → q3 з позначками 1 i 0
вiдповiдно. Шуканий граф ДСА має вигляд:

// GFED@ABCq0
0 //

1
&&MMMMMMMMMMMMMM
GFED@ABCq1

1 //

0
²²

GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1
ll

GFED@ABCq3 0,1
ll

2.4. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00.

Спершу зауважимо, що з регулярного виразу (0 + 1)∗00(0 + 1)∗
не можна визначити перше входження пари 00 у вхiдному словi.
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З другого боку, шуканий ДСА має виявляти 00 вже при першому
його входженнi. Проаналiзуємо дану проблему детальнiше.

Припустимо, що на стрiчцi записане слово ω = x1x2 . . . xn, де
xi ∈ {0, 1}. Ми маємо перевiряти кожне пiдслово x1x2, x2x3, . . . ,
xn−1xn, i як тiльки виявиться, що деяка пара рiвна 00, робити ви-
сновок, що слово w розпiзнається ДСА. Звiдси випливає наступний
алгоритм побудови графа автомата:
Крок 1. Будуємо граф

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

0 // GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1
ll

з кiнцевою вершиною q2, з допомогою якої розпiзнаються слова, що
мiстять 00. Зокрема, якщо x1x2 = 00, то слово ω розпiзнається.
Крок 2. Якщо x1 = 1, то залишаємо пiдслово x1x2 i переходимо
до перевiрки x2x3. Таким чином, автомату потрiбно перейти в стан
q0, тобто δ(q0, 1) = q0.

// GFED@ABCq0

1

··
0 // GFED@ABCq1

0 // GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1
ll

Крок 3. Якщо x1 = 0 i x2 = 1, то нi пiдслово x1x2, нi x2x3 не
дорiвнює 00. Отже, керуючий пристрiй ДСА має перейти в стан q0

для аналiзу пiдслова x3x4. Таким чином, покладемо δ(q1, 1) = q0.
Граф шуканого ДСА має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

··

0

22 GFED@ABCq1
0 //

1
rr GFED@ABC?>=<89:;q2 0,1

ll

2.5. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00101.

Аналогiчно, як i в попередньому прикладi, крок за кроком бу-
дуємо граф ДСА:

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

0 // GFED@ABCq2
1 // GFED@ABCq3

0 // GFED@ABCq4
1 // GFED@ABC?>=<89:;q5 0,1

ll
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// GFED@ABCq0

1

TT
0 // GFED@ABCq1

0 //

1

gg
GFED@ABCq2

1 // GFED@ABCq3
0 // GFED@ABCq4

1 // GFED@ABC?>=<89:;q5 0,1
ll

// GFED@ABCq0

1

TT
0 // GFED@ABCq1

0 //

1

gg
GFED@ABCq2

0

TT
1 // GFED@ABCq3

0 // GFED@ABCq4
1 // GFED@ABC?>=<89:;q5 0,1

ll

// GFED@ABCq0

1

TT
0 // GFED@ABCq1

0 //

1

gg
GFED@ABCq2

0

TT
1 // GFED@ABCq3

1

xx 0 // GFED@ABCq4

0

ii
1 // GFED@ABC?>=<89:;q5 0,1

ll

2.6. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мають суфiкс 01.

Спершу побудуємо наступний граф:

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABC?>=<89:;q2

Стани q0 та q1 вказують, що ”не знайдено префiкса слова 01” та

”знайдений префiкс 0 слова 01” вiдповiдно. Аналогiчно, як i в по-
передньому прикладi, покладемо δ(q0, 1) = q0 i δ(q1, 0) = q1. Якщо
перейшовши в стан q2 автомат не закiнчив аналiз вхiдного слова,
то необхiдно покласти δ(q2, 0) = q1 i δ(q2, 1) = q0. Таким чином,
шуканий граф ДСА має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

­­
0 // GFED@ABCq1

0

­­ 1
(( GFED@ABC?>=<89:;q2

0hh

1

gg
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2.7. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi двiйковi нату-
ральнi числа, якi конгруентнi нулю за модулем 5.

Iдея побудови даного ДСА подiбна до iдеї побудови автоматiв
з попереднiх двох прикладiв. Побудуємо п’ять станiв q0, q1, . . . , q4

i вважаємо, що кожен стан qi має значення ”префiкс α вхiдного
слова має властивiсть α ≡ i(mod 5)”. Тобто потрiбно визначити
δ(q0, x1x2 . . . xk) = qi, якщо x1x2 . . . xk ≡ i(mod 5).

Як же побудувати стрiлки мiж станами автомата, використову-
ючи цю iдею? Нагадаємо, що для функцiї переходiв δ виконується
наступна рiвнiсть:

δ(δ(q0, ω), a) = δ(q0, ωa)

для будь-якого бiнарного слова ω i довiльного a ∈ {0, 1}. Припу-
стимо, що δ(q0, ω) = qi i δ(q0, ωa) = qj . Тодi мають виконуватися
конгруенцiї: ω ≡ i(mod 5) i ωa ≡ j(mod 5). Таким чином,

j ≡ ωa(mod 5) ≡ 2 · ω + a(mod 5) ≡ 2 · i + a(mod 5).

Отже, покладемо δ(qi, a) = qj , якщо j ≡ 2 · i + a(mod 5). На-
приклад, δ(q2, 0) = q4 i δ(q2, 1) = q0. Крiм того, стан q0 є єдиним
кiнцевим станом, оскiльки δ(q0, ω) = q0 означає, що ω ≡ 0(mod 5).

Насамкiнець зауважимо, що двiйковий запис натурального чи-
сла завжди починається з 1. Таким чином, потрiбно додати новий
початковий стан s i тупиковий стан p як показано на графi:

// ?>=<89:;s

0
²² 1

&&LLLLLLLLLLLLLL GFED@ABC?>=<89:;q00 22

1
²²

GFED@ABCq3

0
qq

1
²²

GFED@ABCq4 1ll
0oo

?>=<89:;p0,1 55
GFED@ABCq1

0

66

1 11

GFED@ABCq2

1

ffMMMMMMMMMMMMMM
0

>>}}}}}}}}}

2.8. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00 або закiнчуються
на 01.

Шукана мова є об’єднанням двох мов, записаних регулярними
виразами (0+1)∗00(0+1)∗ i (0+1)∗01. В прикладах 2.4 та 2.6 ми по-
будували ДСА, якi розпiзнають цi двi мови. Для перевiрки того, чи
вхiдне слово ω належить об’єднанню цих мов, можна аналiзувати
слово ω двома автоматами паралельно. Наприклад, нехай ω = 0101.
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На першому ДСА обчислювальний шлях для слова ω має вигляд
(q0, q1, q0, q1, q0), а на другому – (q0, q1, q2, q1, q2). Оскiльки аналiз ω
на другому ДСА закiнчується в кiнцевому станi, то слово належить
об’єднанню мов.

Iдея побудови ДСА для об’єднання цих мов полягає в розглядi
так званого добутку автоматiв. Нехай A1 = (Q1, X, δ1, q0, F1) i A2 =
(Q2, X, δ2, q0, F2) – два автомати (зауважимо, що Q1 i Q2 можуть
мати стани з однаковими назвами, якi виконують рiзнi функцiї в
двох ДСА). Визначимо добуток A = A1 × A2 автоматiв A1 i A2

наступним чином. Нехай A = (Q,X, δ, q̃0, F ). Покладемо

Q = Q1 ×Q2 = {(qi, qj) | qi ∈ Q1, qj ∈ Q2},
δ((qi, qj), a) = (δ1(qi, a), δ2(qj , a)) i q̃0 = (q0, q0).

Наприклад, обчислювальний шлях слова ω = 0101 в добутку
автоматiв A має вигляд: (q0, q0); (q1, q1); (q0, q2); (q1, q1); (q0, q2).
Якщо qi ∈ F1 або qj ∈ F2, то покладаємо (qi, qj) ∈ F , тобто F =
(F1×Q2)∪(Q1×F2). Очевидно, що даний автомат A розпiзнає об’єд-
нання мов, якi розпiзнаються автоматами A1 та A2. Граф шуканого
ДСА має вигляд:

//
º¹ ¸·
³´ µ¶(q0, q0)

1

©©
0 //

º¹ ¸·
³´ µ¶(q1, q1)

0 //

1
¥¥

º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤(q2, q1)

1

((

0

©© º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤(q2, q2)

0kk

1vvmmmmmmmmmmmmmmm

º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤(q0, q2)

0

DD
1

hhQQQQQQQQQQQQQQQ º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤(q2, q0)

0

OO

1

VV

Звернемо увагу на два важливi факти, пов’язанi з автоматом
A. По-перше, оскiльки стани (q0, q1), (q1, q0) та (q1, q2) є недосяжни-
ми з початкового стану (q0, q0), то ми їх опускаємо. По-друге, ста-
ни (q2, q1), (q2, q0) та (q2, q2) можуть бути об’єднанi в єдиний стан,
оскiльки всi вони є кiнцевими i неможливо їх покинути, якщо ав-
томат перейшов хоча б в один iз них.

2.9. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00 i закiнчуються
на 01.
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Дана мова є перетином двох мов, записаних регулярними вира-
зами (0+1)∗00(0+1)∗ i (0+1)∗01. В прикладi 2.8 побудовано добуток
автоматiв, який розпiзнає об’єднання заданих мов. Тут ми розгля-
немо той самий добуток ДСА, в якому лише помiняємо множину
кiнцевих станiв, поклавши F = F1 × F2. Граф шуканого автома-
та такий же, як i автомата з прикладу 2.8, з тiєю рiзницею, що
множина F кiнцевих станiв мiстить тiльки стан (q2, q2).

2.10.Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00 i не закiнчуються
на 01.

Дана мова є рiзницею мов, записаних регулярними виразами
(0 + 1)∗00(0 + 1)∗ i (0 + 1)∗01. Тому ми можемо використати той
самий добуток автоматiв, що i в прикладах 2.8 та 2.9, включив-
ши в множину кiнцевих станiв тi пари, перша компонента яких є
кiнцевим станом першого ДСА, а друга компонента не є кiнцевим
станом другого автомата, тобто поклавши F = F1× (Q2 \F2). Граф
шуканого автомата такий же, як i автомата з прикладу 2.8, з тiєю
рiзницею, що множина F кiнцевих станiв мiстить стани (q2, q0) i
(q2, q1).

Частковим випадком рiзницi формальних мов є доповнення L =
X∗ \ L. В цьому випадку використовуємо наступну конструкцiю.
Зауважимо, що для автомата A = (Q,X, δ, q0, F ) вхiдне слово ω ∈
L(A) тодi i тiльки тодi, коли δ(q0, ω) ∈ F . Аналогiчно ω /∈ L(A)
тодi i лише тодi, коли δ(q0, ω) /∈ F . Звiдси випливає, що ДСА
(Q,X, δ, q0, Q \ F ) розпiзнає доповнення мови L(A).

Таким чином, ми довели наступну теорему:

2.11. Теоpема. Клас формальних мов, якi розпiзнаються детер-
мiнованими скiнченними автоматами, є замкненим вiдносно скiн-
ченних об’єднань, перетинiв, доповнення, рiзницi та симетричної
рiзницi.

Рекомендована лiтература : [15, с. 33–45], [16, с. 289–294], [22, с. 23–
38].

Питання та вправи до параграфа 2.

2.1. Як будується добуток A = A1 ×A2 автоматiв A1 i A2?
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2.2. Сформулюйте теорему про замкненiсть класу формальних
мов, якi розпiзнаються детермiнованими скiнченними автоматами.

2.3. Визначити, який з бiтових рядкiв

а) 1110
б) 101010

в) 110001010010
г) 000000000111

розпiзнається детермiнованим скiнченним автоматом без виходу A,
що заданий графом:

// GFED@ABCq0

1 ,,

0

((GFED@ABCq1

1

ll

0
²²

GFED@ABCq2
0oo

1 ,, GFED@ABCq3

1

ll

0
xxqqqqqqqqqqqqqq

GFED@ABC?>=<89:;q4

0

ffMMMMMMMMMMMMMM 1 ++ GFED@ABC?>=<89:;q5

1
kk

0

OO

2.4. Серед слiв регулярної мови (10)∗ визначити тi, якi належать
мовi L(A) автомата A з попереднього прикладу.

2.5. Розглянемо ДСА без виходу Am,d = (Q,X, δ, q0, F ), де m, d ∈
N, Q = {q0, q1, . . . , qm−1}, X = {0, 1, . . . , d− 1}, F = {q1} i δ(qi, k) =
q(di+k)mod m. Побудувати граф автомата A7,2 i визначити, який з
бiтових рядкiв розпiзнається ДСА:

а) 0101
б) 11010

в) 1101101010
г) 11110000.

2.6. Знайти мову, що розпiзнається ДСА без виходу:
а)

// GFED@ABCq0
0 //

1

TT
GFED@ABC?>=<89:;q1

1 //

0

TT
GFED@ABC?>=<89:;q2

0 //

1

TT
GFED@ABCq3

0,1

TT

б)

// GFED@ABCq0

0,1
++ GFED@ABC?>=<89:;q1

0 //

1
kk GFED@ABC?>=<89:;q2

1 ++

0

TT
GFED@ABCq3

1

TT
0

kk
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в)

// GFED@ABCq0
0

//

1

TT
GFED@ABCq1

1
//

0

TT
GFED@ABCq2

0
//

1

uu GFED@ABC?>=<89:;q3
0,1

// GFED@ABCq4

0,1

TT

г)

// GFED@ABCq0
1

//

0

TT
GFED@ABCq1

1
//

0

))GFED@ABCq2

0,1

TT
GFED@ABC?>=<89:;q3

0,1

TT

2.7. Побудувати ДСА без виходу, якi розпiзнають формальнi мо-
ви:

а) {0, 1};
б) {10, 101};

в) {0n | n = 2, 3, . . .};
г) {0n1m | n,m ∈ N}.

2.8. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мiстять пiдслово 100101.

2.9. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мають префiкс 010.

2.10. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що закiнчуються на 101.

2.11. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що починаються на 010 або закiнчуються на 101.

2.12. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мiстять пiдслово 11 i не закiнчуються на 101.

2.13. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мають префiкс 010, суфiкс 101 i мiстять пiд-
слово 0000.
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§ 3. Недетермiнованi скiнченнi автомати
без виходу

Недетермiнований скiнченний автомат (НСА) без виходу
A = (Q,X, δ, q0, F ) визначається так само, як i ДСА, за винятком
того, що δ не обов’язково є всюди визначеною функцiєю, а може
бути й вiдношенням. Це означає, що для кожного стану q i вхi-
дної букви a значення δ(q, a) є пiдмножиною множини станiв Q,
δ(q, a) = {p1, p2, . . . , pk}, тобто проаналiзувавши букву a в станi q
автомат може перейти в довiльний зi станiв p1, p2, . . ., pk. Якщо
δ(q, a) = ∅, то автомат не переходить в жоден стан, i вважається,
що вхiдне слово не розпiзнається НСА, незважаючи на те що де-
якi букви слова ще не проаналiзованi автоматом. В цьому випад-
ку кажуть, що НСА перейшов в тупиковий стан. Крiм переходiв в
декiлька станiв, в НСА дозволяються також e-переходи (e-такти).
При e-переходi головка автомата нiчого не виконує (не читає i не
рухається), але стан при цьому може змiнитися на довiльний iз за-
даних цим переходом станiв.

З сказаного вище випливає, що δ можна визначити як функцiю,
значення якої є пiдмножинами множини станiв Q, тобто

δ : Q× (X ∪ {e}) → 2Q,

де через 2Q позначається сiм’я всiх пiдмножин множини Q.
Функцiю δ зручно задавати за допомогою таблицi, стовпчики

якої вiдмiченi рiзними буквами вхiдного алфавiту, а рядки – стана-
ми автомата. Для функцiї переходiв на перетинi i-го рядка, вiдмiче-
ного станом q ∈ Q, i j-го стовпчика, вiдмiченого буквою a ∈ X∪{e},
знаходиться значення δ(q, a) = {p1, p2, . . . , pk}.
3.1. Пpиклад. Функцiя δ автомата

A = ({q0, q1, q2}, {0, 1}, δ, q0, {q2})
задається таблицею:

δ 0 1 e
q0 ∅ {q0, q1} {q1}
q1 {q2} {q1, q2} ∅
q2 {q2} ∅ {q1}
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НСА, так як i ДСА, задаються графами, вершинами яких є
стани автомата, а за допомогою стрiлок зображуються переходи.
Якщо δ(q, a) = {p1, p2, . . . , pk}, то проводиться k стрiлок з вершини
q до кожної з вершин p1, p2, . . . , pk, i всi стрiлки помiчаються буквою
a. Наприклад, граф автомата A з прикладу 3.1 має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

··

1
//

e
(( GFED@ABCq1

1

­­

0
//

1
(( GFED@ABC?>=<89:;q2

0

­­

e

hh

Вхiдне слово ω може мати бiльше одного обчислювального шля-
ху. Наприклад, слово ω = 01 має три обчислювальнi шляхи:

q0
e // q1

0 // q2
e // q1

1 // q1,

q0
e // q1

0 // q2
e // q1

1 // q2,

q0
e // q1

0 // q2
e // q1

1 // q2
e // q1.

Обчислювальнi шляхи вхiдного слова ω утворюють кореневе
дерево виведення, бо всi вони виходять з однiєї i тiєї ж вершини
q0 та їх гiлки не утворюють циклiв. Зобразимо дерево виведення
слова ω = 01 (ми додаємо стрiлку q2

e // q2 , щоб наголосити, що
другий шлях закiнчується в вершинi q2):

q1

q0
e // q1

0 // q2
e // q1

1
//

1
>>}}}}}}}}
q2

e //

e ÃÃA
AA

AA
AA

A
q2

q1

Деякi з цих обчислювальних шляхiв закiнчуються в кiнцевому
станi, а iншi – нi. Як же в цьому випадку визначити, чи розпiзна-
ється вхiдне слово НСА? Вважають, що автомат розпiзнає слово
ω, якщо принаймнi один з обчислювальних шляхiв закiнчується в
кiнцевому станi. Наприклад, другий обчислювальний шлях слова
ω = 01 закiнчується в q2, i тому воно розпiзнається НСА A з при-
кладу 3.1.
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Щоб визначити строго, коли НСА розпiзнає вхiдне слово ω, по-
трiбно ввести поняття e-замикання множини. Назвемо e-замикан-
ням пiдмножини P ⊂ Q множину станiв, якi досягаються з станiв
q ∈ P e-переходами (включаючи переходи з q в q). Тобто

cle(P ) = {p ∈ Q|(p ∈ P )∨(∃q0, . . . , qm)[q0 ∈ P, qm = p, qi+1 ∈ δ(qi, e)]}.
Наприклад, cle({q0}) = {q0, q1}, а cle({q2}) = {q1, q2} для автомата
з прикладу 3.1.

Продовжимо функцiю переходiв δ на множину 2Q × (X ∪ {e}),
поклавши

δ(P, a) = cle(
⋃

q∈cle(P )

δ(q, a)),

а далi продовжимо її на 2Q ×X∗ наступним чином:

δ(P, e) = cle(P ),

δ(P, ωa) = δ(δ(P, ω), a), якщо ω ∈ X∗ i a ∈ X.

Так, у прикладi 3.1 маємо, що δ({q0}, 0) = {q1, q2}, а δ({q1, q2}, 1)
={q1, q2}, тому δ({q0}, 01) = {q1, q2}.

Зауважимо, що δ({q0}, ω) є множиною всiх останнiх станiв (не
обов’язково кiнцевих!) обчислювальних шляхiв слова ω.

Тепер можна строго визначити, що НСА (Q, X, δ, q0, F ) розпi-
знає слово ω, якщо δ({q0}, ω)∩F 6= ∅. Через L(A) позначаємо мову,
яка розпiзнається НСА A, тобто

L(A) = {ω ∈ X∗ | δ({q0}, ω) ∩ F 6= ∅}.
3.2. Пpиклад. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, що мiстять пiдслово 010.

Будуємо даний автомат так само, як ми будували ДСА, тiльки
в початковому станi додаємо двi петлi з позначками 0 i 1. З їх до-
помогою автомат чекає доти, доки не знайде пiдслово 010. Маючи
цi двi петлi, не потрiбно покладати δ(q1, 0) = q1 i δ(q2, 1) = q0, як це
робилося для ДСА. Справдi, достатньо просто покласти δ(q1, 0) =
δ(q2, 1) = ∅. Граф НСА має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

··

0

JJ
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2
0 // GFED@ABC?>=<89:;q3

1

··

0

JJ



64 II. СКIНЧЕННI АВТОМАТИ

3.3. Пpиклад. Побудуємо НСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, що починаються з 010 або закiнчуються
на 110.

Множина всiх бiнарних слiв, якi починаються з 010, розпiз-
нається НСА, заданим графом:

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2
0 // GFED@ABC?>=<89:;q3

0,1

··

Множина всiх бiнарних слiв, якi закiнчуються на 110, розпiз-
нається автоматом:

// GFED@ABCs0

0,1

JJ
1 // GFED@ABCs1

1 // GFED@ABCs2
0 // GFED@ABC?>=<89:;s3

Зауважимо, що в цьому автоматi кiнцевий стан не має вихiдних
стрiлок, тобто δ(s3, 0) = δ(s3, 1) = ∅. Таким чином, якщо аналiзую-
чи вхiдне слово ω, автомат переходить в тупиковий кiнцевий стан
s3 ранiше, нiж слово ω повнiстю проаналiзується НСА, то з допо-
могою цього шляху ω не розпiзнається (але це не означає, що ω не
розпiзнається НСА).

Насамкiнець об’єднаємо цi два графи в один, додавши новий
початковий стан i двi e-стрiлки, якi виходять з нього в старi по-
чатковi стани. В результатi одержимо наступний граф шуканого
НСА:

GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2
0 // GFED@ABC?>=<89:;q3

0,1

··

// ?>=<89:;s

e

>>~~~~~~~~~

e
ÃÃ@

@@
@@

@@
@@

GFED@ABCs0

0,1

JJ
1 // GFED@ABCs1

1 // GFED@ABCs2
0 // GFED@ABC?>=<89:;s3
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3.4. Пpиклад. Побудуємо НСА, який розпiзнає всi слова в бiнар-
ному алфавiтi X = {0, 1}, що мiстять принаймнi два входження
пiдслова 01 i закiнчуються на 11.

Використаємо e-переходи, щоб об’єднати три простiших НСА в
один. В результатi отримаємо:

// GFED@ABCq0

0,1

··
0 // GFED@ABCq1

1 // GFED@ABCq2

e

wwnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

GFED@ABCq30,1
,, 0 // GFED@ABCq4

1 // GFED@ABCq5

e

wwnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

e

~~~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~

GFED@ABCq60,1
,,

1
// GFED@ABCq7

1
// GFED@ABC?>=<89:;q8

Зауважимо, що буква 1 другого входження пiдслова 01 може
спiвпасти з першою буквою суфiкса 11, але це не є проблемою у
випадку НСА: слiд просто додати ще одну e-стрiлку з стану q5 в
стан q7.

3.5. Пpиклад. Нехай A1 i A2 – два НСА. Побудуємо НСА A, для
якого L(A) = L(A1) ◦ L(A2).

Нехай A1 = (Q1, X, δ1, q
1
0, F1) i A2 = (Q2, X, δ2, q

2
0, F2), де Q1 ∩

Q2 = ∅. Побудуємо автомат A = (Q,X, δ, q0, F ) наступним чином.
Покладемо Q = Q1 ∪ Q2. Початковий стан q1

0 автомата A1 є поча-
тковим станом автомата A, а множина F кiнцевих станiв A дорiв-
нює F2. Також для кожного q ∈ F1 довизначимо δ(q, e) = q2

0, тобто
проведемо e-стрiлки з кожного стану q ∈ F1 в початковий стан q2

0

автомата A2. На решту наборах функцiя δ визначається так са-
мо, як функцiї δ1 i δ2. Легко бачити, що автомат A розпiзнає мову
L(A) = L(A1) ◦ L(A2).
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3.6. Пpиклад. Нехай A1 – НСА. Побудуємо НСА A, для якого
L(A) = L(A1)∗.

Нехай A1 = (Q1, X, δ1, q0, F1). Побудуємо граф автомата A, до-
давши новий початковий стан s i єдиний кiнцевий стан f . Прове-
демо e-стрiлки з стану s в старий початковий стан q0 ∈ Q1 та з
кожного qi ∈ F1 в новий кiнцевий стан f . Далi вiдкладемо з ко-
жного стану qi ∈ F1 e-стрiлку в початковий стан q0 автомата A1.
Насамкiнець додамо e-стрiлку з початкового стану s в новий кiнце-
вий стан f (при цьому порожнє слово e розпiзнається автоматом).
Шуканий НСА показано на рисунку:

З прикладiв 3.5 та 3.6 випливає наступна теорема:

3.7. Теоpема. Клас формальних мов, якi розпiзнаються недетер-
мiнованими скiнченними автоматами, замкнений вiдносно конка-
тенацiї та iтерацiї.

Рекомендована лiтература : [2, с. 134–138], [11, с. 309–312], [15, с. 55–
60], [22, с. 38–45].

Питання та вправи до параграфа 3.

3.1. У чому полягає рiзниця мiж ДСА i НСА?

3.2. Як за деревом виведення вхiдного слова з’ясувати, чи розпi-
знається воно автоматом?

3.3. Сформулюйте теорему про замкненiсть класу формальних
мов, якi розпiзнаються недетермiнованими скiнченними автомата-
ми.

3.4. Визначити, який з бiтових рядкiв
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а) 00010
б) 11000

в) 110001111000
г) 000000000111

розпiзнається недетермiнованим скiнченним автоматом без виходу
A, що заданий графом:

// GFED@ABC?>=<89:;q0
1 //

0
~~}}

}}
}}

}}
}

GFED@ABCq1

1
²²e

~~}}
}}

}}
}}

}

GFED@ABCq2

0

77nnnnnnnnnnnnnnnnn GFED@ABCq3
0

oo GFED@ABCq4

1

OO

GFED@ABCq5
1

oo

Знайти e-замикання множини {q0, q1}.
3.5. Серед слiв регулярної мови 0∗1∗ визначити тi, якi належать
мовi L(A) НСА без виходу A з попереднього прикладу. Задати його
як п’ятiрку A = (Q,X, δ, q0, F ).

3.6. Знайти мову, що розпiзнається НСА без виходу:
а)

// GFED@ABC?>=<89:;q0

e ++

0

TT
GFED@ABCq1

1 //

1
kk GFED@ABC?>=<89:;q2

б)

// GFED@ABCq0
0 // GFED@ABCq1

1 ++ GFED@ABC?>=<89:;q2

e ++

0

TT
0

kk GFED@ABCq3

1
kk

в)

// GFED@ABCq0
0,e

// GFED@ABCq1 0
++

1

""
GFED@ABCq2

e
kk GFED@ABC?>=<89:;q3e

oo

г)

// GFED@ABCq0
0 //

1

<<
GFED@ABC?>=<89:;q1

1 //

0

""
1

­­
GFED@ABCq2

0,1 // GFED@ABC?>=<89:;q3 1
rr
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3.7. Побудувати дерева виведення слова 010011 для кожного ав-
томата з попереднього прикладу i з їх допомогою з’ясувати, якi з
автоматiв розпiзнають дане слово.

3.8. Побудувати НСА без виходу, якi розпiзнають формальнi мо-
ви:

а) {1, e};
б) {01, 101};

в) {0n | n = 2, 3, . . .};
г) {0n1m | n,m ∈ N}.

3.9. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мiстять пiдслово 00101.

3.10. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мають префiкс 111.

3.11. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що закiнчуються на 001.

3.12. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що починаються на 111 або закiнчуються на 001.

3.13. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова в алфавiтi X =
{0, 1}, що мiстять щонайменше три входження пiдслова 010.

3.14. Користуючись розглянутою в прикладi 3.5 параграфа 3 кон-
струкцiєю побудувати автомат, який розпiзнає всi слова в алфавiтi
X = {0, 1}, що починаються на 11 i закiнчуються на 01.

3.15. Користуючись розглянутою в прикладi 3.6 параграфа 3 кон-
струкцiєю побудувати НСА, який розпiзнає регулярну мову {1, 01}∗
в алфавiтi X = {0, 1}.

§ 4. Перетворення НСА до ДСА
Недетермiнованi скiнченнi автомати будуються простiше, нiж

детермiнованi скiнченнi автомати, але вони є iдеалiзованими маши-
нами i не можуть бути ефективно застосованi на практицi, бо ре-
альна машина може працювати тiльки за однозначно визначеним
алгоритмом. Виявляється, що є простий метод для перетворення
НСА в рiвносильний ДСА в тому розумiннi, що обидва автомати
розпiзнають одну i ту ж формальну мову.
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Розглянемо НСА A = (Q,X, δ, q0, F ). Для кожного ω ∈ X∗

позначимо через Qω множину останнiх (не обов’язково кiнцевих!)
станiв обчислювальних шляхiв слова ω, тобто Qω = δ({q0}, ω), де
δ – функцiя переходiв, визначена на множинi 2Q × X∗. Зокрема,
Qe = cle({q0}). Таким чином, слово ω розпiзнається НСА тодi i тiль-
ки тодi, коли Qω ∩ F 6= ∅. Отже, можна взяти пiдмножини Qω ⊂ Q
в якостi станiв нового рiвносильного ДСА. Iншими словами, побу-
дуємо ДСА A′ = (Q′, X, δ′, Qe, F

′) з наступними компонентами:

Q′ = {Qω | ω ∈ X∗}, F ′ = {Qω | Qω ∩ F 6= ∅},
δ′(Qω, a) = Qωa, де ω ∈ X∗, a ∈ X.

Кожен стан Qω ∈ Q′ є пiдмножиною множини Q. Оскiльки мно-
жина Q мiстить 2|Q| пiдмножин, то Q′ є скiнченною множиною.
Якщо Qω = Qυ, то Qωa = Qυa для всiх a ∈ X. Звiдси випливає,
що означення функцiї переходiв δ′ є коректним. Дана конструкцiя
називається побудовою ДСА за допомогою пiдмножин.

Розглянемо деякi приклади.

4.1. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає ту ж формальну
мову, що i НСА A = (Q, {0, 1}, δ, q0, F ), де Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5},
F = {q3, q4} i функцiя переходiв задана таблицею:

δ 0 1 e
q0 {q0} {q0, q2} {q1}
q1 {q5} {q2} -
q2 {q3} - -
q3 - - {q4}
q4 {q3} - -
q5 - {q4} -

Спершу побудуємо граф заданого в умовi НСА:

// GFED@ABCq0
e //

1

²²

0,1

··
GFED@ABCq1

1

~~~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~

0 // GFED@ABCq5

1

²²
GFED@ABCq2

0
// GFED@ABC?>=<89:;q3 e

// GFED@ABC?>=<89:;q4

0
vv
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Побудуємо рiвносильний ДСА за наступним алгоритмом:

Крок 1. Нехай Qe = cle({q0}) – початковий стан шуканого ДСА.
Покладемо Q′ = {Qe} i F ′ = ∅. Якщо Qe ∩ F 6= ∅, то додаємо стан
Qe до множини F ′ кiнцевих станiв.

Крок 2.Повторюємо наступнi пункти доти, доки значення δ′(Qω, a)
не буде визначене для всiх станiв Qω ∈ Q′ i всiх a ∈ {0, 1}:

• Вибираємо такi Qω ∈ Q′ i a ∈ {0, 1}, що значення δ′(Qω, a)
функцiї переходiв ще не визначене.

• Покладемо Qωa = δ′(Qω, a).
• Якщо Qωa /∈ Q′, то додаємо стан Qωa до множини станiв Q′,
а також додаємо його до множини кiнцевих станiв F ′, якщо
Qωa ∩ F 6= ∅.

Результат роботи алгоритму поданий у таблицi:
δ′ 0 1
Qe = {q0, q1} {q0, q1, q5} {q0, q1, q2}
Q0 = {q0, q1, q5} {q0, q1, q5} = Q0 {q0, q1, q2, q4}
Q1 = {q0, q1, q2} {q0, q1, q3, q4, q5} {q0, q1, q2} = Q1

Q01 = {q0, q1, q2, q4} {q0, q1, q3, q4, q5} {q0, q1, q2} = Q1

Q10 = {q0, q1, q3, q4, q5} {q0, q1, q3, q4, q5} = Q10 {q0, q1, q2, q4} = Q01

Зауважимо, що при виконаннi кроку 2 не потрiбно розглядати
стани Q00, Q000, Q001 i т.д., бо Q00 = Q0, Q000 = Q00 = Q0 i Q001 =
Q01. Оскiльки Q11 = Q1, то не треба також розглядати стани Q11ω

для кожного ω ∈ {0, 1}∗.
Граф рiвносильного до НСА ДСА має вигляд:

//º¹ ¸·
³´ µ¶{q0, q1}

1

²²

0 //º¹ ¸·
³´ µ¶{q0, q1, q5}

0

¨¨
1 //º¹ ¸·

³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤{q0, q1, q2, q4}

1

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

0

vvº¹ ¸·
³´ µ¶{q0, q1, q2} 0 //

1

WW
º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤{q0, q1, q3, q4, q5}

0

WW

1

;;vvvvvvvvvvvvvvvvvvv
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4.2. Пpиклад. Побудувати ДСА, який рiвносильний до НСА

A = ({p, q, r}, {0, 1}, δ, p, {q, r}),
де функцiя переходiв δ задана таблицею:

δ 0 1
p {p, q} {p}
q − {r}
r − −

Зобразимо граф даного НСА:

// ?>=<89:;p 0 //

0,1

­­
?>=<89:;76540123q 1 // ?>=<89:;/.-,()*+r

Використовуючи описаний в прикладi 4.1 алгоритм побудови
рiвносильного до НСА ДСА, одержимо наступну таблицю функцiї
переходiв ДСА:

δ′ 0 1
Qe = {p} {p, q} {p} = Qe

Q0 = {p, q} {p, q} = Q0 {p, r}
Q01 = {p, r} {p, q} = Q0 {p} = Qe

Таким чином, шуканий ДСА задається як п’ятiрка

A′ = ({{p}, {p, q, }, {p, r}}, {0, 1}, δ′, {p}, {{p, q}, {q, r}}),
а його граф має вигляд:

//
º¹ ¸·
³´ µ¶{p} 0 //

1

©© º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤{p, q}

0

©©
1 //

º¹ ¸·
³´ µ¶
¨§ ¦¥
¡¢ £¤{p, r}

1

hh

0

}}

З вищесказаного випливає, що для кожного НСА iснує ДСА,
який розпiзнає ту ж мову, що i НСА. Оскiльки кожен ДСА є час-
тковим випадком НСА, то ми довели наступну теорему:
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4.3. Теоpема. Формальна мова розпiзнається НСА тодi i лише
тодi, коли вона розпiзнається ДСА.

Теорема 4.3 дає простий метод побудови ДСА, який розпiзнає
мову L: спершу ми будуємо НСА для L, а потiм перетворюємо його
в рiвносильний ДСА.

4.4. Пpиклад. Нехай A = ({p, q, r, s}, {0, 1}, δ, p, {q, s}) – НСА, де

δ 0 1
p {q, s} {q}
q {r} {q, r}
r {s} {p}
s − {p}

Побудувати НСА, який розпiзнає мову L(A).

Швидко побудувати шуканий НСА A′ по заданому НСА A не
вдасться, бо розглянутий в прикладi 2.10 для ДСА метод замiни
некiнцевих станiв автомата A на кiнцевi стани автомата A′ в да-
ному випадку незастосовний. Дiйсно, можлива ситуацiя, коли для
деякого слова ω обидва перетини Qω ∩F i Qω ∩ (Q\F ) непорожнi, i
тому слово ω розпiзнається обома автоматами A та A′. (Наприклад,
при Q01 = {p, q, r} i F = {q, s} слово 01 розпiзнається як A, так i
A′.) Таким чином, L(A′) 6= L(A).

Замiсть цього можна застосувати конструкцiю пiдмножин для
побудови шуканого НСА. Спершу знаходимо рiвносильний до A

ДСА AD, а потiм будуємо автомат A′, граф якого такий же, як
i автомата AD, за винятком того, що кiнцевими та некiнцевими
станами автомата A′ є вiдповiдно некiнцевi та кiнцевi стани ДСА
AD.

Використовуючи конструкцiю пiдмножин побудуємо детермiно-
ваний автомат AD = (QD, {0, 1}, δD, {p}, FD), де множина станiв QD

i функцiя переходiв δD заданi таблицею:



§ 4. ПЕРЕТВОРЕННЯ НСА ДО ДСА 73

δD 0 1
Qe = {p} {q, s} {q}
Q0 = {q, s} {r} {p, q, r}
Q1 = {q} {r} {q, r}
Q00 = {r} {s} {p}
Q01 = {p, q, r} {q, r, s} {p, q, r}
Q11 = {q, r} {r, s} {p, q, r}
Q000 = {s} ∅ {p}
Q010 = {q, r, s} {r, s} {p, q, r}
Q110 = {r, s} {s} {p}
Q0000 = ∅ ∅ ∅

Множина FD кiнцевих станiв має вигляд:

FD = {A ⊂ {p, q, r, s} | A ∩ {q, s} 6= ∅} =
{{q}, {s}, {q, s}, {q, r}, {r, s}, {p, q, r}, {q, r, s}}.

Таким чином, ДСА

A′ = (QD, {0, 1}, δD, {p}, QD \ FD)

розпiзнає мову L(A), де QD \ FD = {{p}, {r}, ∅}.
В параграфi 3 першого роздiлу для регулярного виразу було

визначено його помiчений граф G(r) так, що слово ω ∈ L(r) тодi i
лише тодi, коли iснує шлях в G(r) з початкової вершини в кiнцеву
вершину, позначки якого утворюють слово ω. Кожна стрiлка графа
G(r) помiчена однiєю буквою з множини {e} ∪ X. Легко бачити,
що G(r) є графом НСА, який розпiзнає мову L(r). Таким чином,
одержуємо твердження:

4.5. Твеpдження. Кожна регулярна мова розпiзнається деяким
недетермiнованим скiнченним автоматом.

Розглянемо деякi приклади.

4.6. Пpиклад. Побудувати ДСА, який розпiзнає регулярну мову,
задану регулярним виразом 10 + (0 + 11)0∗1.

Спершу побудуємо НСА, який розпiзнає дану мову, використо-
вуючи описаний в параграфi 3 першого роздiлу метод:
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// GFED@ABCq0

1

²²

0
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@@

@@
@@

@@
@@
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1 // GFED@ABCq4
0 // GFED@ABC?>=<89:;q3

GFED@ABCq1
1

// GFED@ABCq2

1

>>~~~~~~~~~~~~~~~~~~
0ll

Далi перетворимо даний НСА в ДСА, використовуючи констру-
кцiю пiдмножин. Граф шуканого ДСА має вигляд:

// GFED@ABCq0

1

²²

0 // GFED@ABCq2

1

²²

0ll

ONMLHIJKq1,4
0 //

1

>>}}}}}}}}}}}}}}}}}} GFED@ABC?>=<89:;q3
0,1 // ?>=<89:;p 0,1ii

4.7.Пpиклад. Побудувати НСА, який розпiзнає всi слова непарної
довжини в бiнарному алфавiтi X = {0, 1}, якi мiстять пiдслово 00.

Слово ω, яке мiстить пiдслово 00, може бути записане як ω =
α00β для деяких слiв α, β ∈ {0, 1}∗. Дане слово має непарну дов-
жину тодi i лише тодi, коли довжини |α| i |β| слiв α i β мають
рiзну парнiсть. Таким чином, L запишеться наступним регулярним
виразом:

((0 + 1)2)∗00((0 + 1)2)∗(0 + 1) + (0 + 1)((0 + 1)2)∗00((0 + 1)2)∗.

Використовуючи описаний в параграфi 3 першого роздiлу ме-
тод, побудуємо граф шуканого НСА:
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0
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// GFED@ABCq0

e
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0,1
ÃÃA

AA
AA

AA
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GFED@ABC?>=<89:;q11

GFED@ABCq6
0 //

0,1

­­

GFED@ABCq8
0 // GFED@ABCq9

e
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0,1

­­
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0,1
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GFED@ABCq10
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JJ

Рекомендована лiтература : [2, с. 138–140], [4, с. 521–531], [12, с. 429–
434, 452–461], [15, с. 60–70].

Питання та вправи до параграфа 4.

4.1. Як побудувати ДСА, який рiвносильний заданому НСА?

4.2. Як за заданим регулярним виразом r побудувати ДСА, який
розпiзнає формальну мову L(r)?

4.3. Побудувати ДСА, який розпiзнає ту ж формальну мову, що
i НСА A = (Q, {a, b}, δ, q0, F ), де Q = {q0, q1, q2, q3, q4}, F = {q4} i
функцiя переходiв δ задана таблицею:

δ a b e
q0 {q0, q2} {q1} {q2}
q1 {q3} {q4} -
q2 - {q3, q4} -
q3 {q3} - {q4}
q4 {q3} {q3} -

4.4. Побудувати ДСА, якi розпiзнають тi ж формальнi мови, що
й НСА A та A′, заданi графами:
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A :

// GFED@ABCq0 a,e
// GFED@ABCq1 a

++

b

""
GFED@ABCq2

e
kk GFED@ABC?>=<89:;q3e

oo

A′ :

// GFED@ABCq0
a //

b

<<
GFED@ABC?>=<89:;q1

b //

a

""
b

­­
GFED@ABCq2

a,b // GFED@ABC?>=<89:;q3 b
rr

4.5. Побудувати детермiнованi скiнченнi автомати, якi розпiзна-
ють мови L(A), L(A′) та L(A) ∩ L(A′), де A та A′ – автомати з
попереднього прикладу.

4.6. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що закiнчуються на 00 або 11 або 10.

4.7. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що починаються на 11 i закiнчуються на 01.

4.8. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, в яких третьою буквою злiва та справа є 0.

4.9. Побудувати ДСА, який розпiзнає всi слова в бiнарному ал-
фавiтi X = {0, 1}, що мiстять одночасно 11 i 00, або не мiстять нi
00, нi 11.

4.10. Скласти регулярний вираз для множини всiх непарних на-
туральних чисел, записаних в четвiрковiй системi числення, та по-
будувати ДСА, який розпiзнає дану множину.

4.11. Для кожного регулярного виразу r побудувати ДСА, який
розпiзнає регулярну мову L(r):

а) (0 + 10)∗(1 + 01)∗;
б) (0 + 1)∗0(0 + 1)(0 + 1)0(0 + 1);
в) 0(0 + 1)∗0 + 1(0 + 1)∗1.
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§ 5. Скiнченнi автомати i регулярнi мови
В цьому параграфi ми покажемо, що скiнченнi автомати розпi-

знають виключно регулярнi мови.

5.1. Теоpема. Для формальної мови L наступнi умови рiвносиль-
нi:

1) L – регулярна мова;
2) L = L(A) для деякого детермiнованого скiнченного авто-

мата A;
3) L = L(A) для деякого недетермiнованого скiнченного авто-

мата A;
4) мова L породжується деякою праволiнiйною граматикою.

Доведення. Рiвносильнiсть 2) ⇔ 3) доведена в теоремi 4.3, а iм-
плiкацiя 1) ⇒ 3) в твердженнi 4.5.

3) ⇒ 1) Нехай формальна мова L розпiзнається НСА A =
(Q,X, δ, s, F ). Покажемо, як побудувати регулярний вираз, що по-
значає мову L(A) = L. Спершу перетворимо автомат A до рiвно-
сильного автомата A′ з єдиним кiнцевим станом. Для цього замiни-
мо кiнцевi стани автомата A на некiнцевi стани, додамо новий кiн-
цевий стан f /∈ Q i проведемо e-стрiлки з кожного старого кiнцевого
стану в новий кiнцевий стан. Очевидно, що L(A′) = L(A). Граф ав-
томата A′ є помiченим графом G, кожна стрiлка якого позначена
єдиним символом з множини {e} ∪ X. Такi графи розглядалися в
параграфi 3 першого роздiлу.

Для кожного шляху π з вершини s в вершину f через r(π) по-
значимо регулярний вираз r1r2 . . . rk, утворений позначками стрi-
лок з π:

s
r1 // ν1

r2 // ν2
r3 // . . . rk // νk = f

Очевидно, що L(A) =
⋃{L(r(π)) | π − шлях з s до f}.

Доведемо iндукцiєю за кiлькiстю вершин графа G, вiдмiнних
вiд s i f , що формальна мова L(A) є регулярною мовою.
База iндукцiї. Для n = 0 граф G має тiльки двi вершини s та

f або єдину вершину s = f . Замiнимо всi паралельнi стрiлки з
позначками r1, r2, . . . , rm, якi iдуть з вершини s в вершину f , на
одну стрiлку з позначкою r1 + r2 + . . . + rm:
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?>=<89:;s

r1

tt

r2

SS
+3 ?>=<89:;s

r1+r2

tt

?>=<89:;s
r1 **

r2

44GFED@ABCf +3 ?>=<89:;s
r1+r2 //GFED@ABCf

Як наслiдок отримаємо один з двох графiв:

// ?>=<89:;/.-,()*+s
a

tt // ?>=<89:;s

a

©©

b

44GFED@ABC?>=<89:;f

c

¯¯dtt
,

де a, b, c, d – регулярнi вирази.
Очевидно, що для першого графа G мова L(A) = a∗ i є регу-

лярною. Розглянемо другий граф i шлях π з s до f . Припустимо,
що шлях π проходить k ≥ 1 разiв через вершину f . Тодi π мо-
жна подати як послiдовнiсть π1π2 . . . πk, де π1 – це шлях з s в f , а
π2, . . . , πk – такi шляхи з f в f , що в кожному з них f не є промi-
жною вершиною. Очевидно, що r(π1) = an1b для деякого n1 ≥ 0,
а для j = 2, . . . , k вираз r(πj) дорiвнює c або danjb для деякого
nj ≥ 0, тобто r(π) ∈ a∗b(c + da∗b)∗. Отже, L(A) = a∗b(c + da∗b)∗ i
база iндукцiї доведена.
Iндуктивний крок. Для n ≥ 1 оберемо вiдмiнну вiд s та f вер-
шину ν i видалимо її наступним чином. Спершу за використаним в
базi iндукцiї методом вилучимо паралельнi стрiлки. Таким чином,
можна вважати, що iснує не бiльше однiєї стрiлки з довiльної вер-
шини υ в довiльну вершину ω. Далi припустимо, що ν має петлю з
позначкою c. Видалимо вершину ν разом з цiєю петлею. Для довiль-
ної пари (υ, ω) вершин графа G з стрiлками υ

a // ν , ν
b // ω ,

υ
d // ω видалимо стрiлки υ

a // ν i ν
b // ω та замiнимо по-

значку d стрiлки υ → ω новою позначкою d + ac∗b (якщо стрiлки
υ → ω в графi G не iснує, то вважаємо, що вона має позначку ∅).
Дане перетворення показано на рисунку:
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(Щоб зробити даний рисунок простiшим для розумiння, ми опу-
стили деякi стрiлки з розташованих лiворуч вершин у вершини, якi
розмiщенi праворуч. Вважаємо, що стрiлка, яка веде з i-тої верши-
ни злiва до j-тої вершини справа, помiчена символом dij .) Зауважи-
мо, що дане перетворення не змiнює формальної мови L(A). Таким
чином, за iндуктивним припущенням мова L(A) є регулярною.

2) ⇒ 4) Нехай мова L розпiзнається ДСА A = (Q,X, δ, q0, F ).
Без втрати загальностi можна вважати, що Q ∩X = ∅. Побудуємо
праволiнiйну граматику G = (N,T, S, P ), де N = Q, T = X, S = q0,

P = {q → ap | δ(q, a) = p} ∪ {f → e | f ∈ F}.
Математичною iндукцiєю легко доводиться, що для будь-яких p, q ∈
Q i кожного ω ∈ X, δ(q, ω) = p тодi i тiльки тодi, коли iснує виведе-
ння q ⇒∗ ωp в граматицi G. Зокрема, ω ∈ L тодi i лише тодi, коли
iснує виведення q0 ⇒∗ ωf ⇒ ω для деякого f ∈ F . Звiдси випливає,
що L ⊂ L(G). Бiльше того, оскiльки єдиними правилами в P , якi
в правiй частинi не мiстять нетермiнальних символiв, є f → e, де
f ∈ F , то вищезгаданi виведення є єдиними в граматицi G. Таким
чином, L = L(G).

4) ⇒ 3) Нехай G = (N,T, S, P ) – праволiнiйна граматика. По-
будуємо помiчений орiєнтований граф наступним чином. Множина
вершин спiвпадає з N ∪{f}, де f /∈ N . Стан S є початковим станом,
а f – єдиним кiнцевим станом автомата. Для кожної продукцiї в G

виду A → ωB, де A,B ∈ N i ω ∈ T ∗ проводимо стрiлку A
ω−→ B в

графi, а для кожної продукцiї вигляду A → ω, де A ∈ N i ω ∈ T ∗

проводимо стрiлку A
ω−→ f .
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Легко бачити, що кожне виведення S ⇒∗ ω граматики G вiдпо-
вiдає шляху графа вiд початкової вершини S до кiнцевої вершини f ,
позначки якого утворюють слово ω. Таким чином, мова, яка вiдпо-
вiдає даному помiченому графу, спiвпадає з мовою L(G). Оскiльки
кожному такому помiченому орiєнтованому графу вiдповiдає НСА,
який розпiзнає ту ж мову, то мова L(G) є регулярною.

¤

5.2. Пpиклад. Побудуємо праволiнiйну граматику, яка породжує-
ться регулярною мовою, що розпiзнається детермiнованим скiнчен-
ним автоматом, який заданий графом:

//GFED@ABCS
0 //

1

²²

GFED@ABCA

0

­­

1

²²
GFED@ABCB

1

TT
0 //GFED@ABC?>=<89:;C

0,1

JJ

Використовуючи доведення теореми 5.1, побудуємо граматику
G = (N, T, S, P ), де N = {S, A,B, C}, T = {0, 1} i множина P

продукцiй мiстить наступнi правила:

S → 0A | 1B, A → 0A | 1C, B → 0C | 1B, C → 0C | 1C | e.

5.3. Пpиклад. Побудуємо недетермiнований скiнченний автомат,
який розпiзнає мову, що породжується праволiнiйною граматикою
G, яка мiстить наступнi продукцiї:

S → 1A | 0B | 1, B → 0A | 1B, A → 0B | 0.

Граф автомата матиме вигляд:



§ 5. СКIНЧЕННI АВТОМАТИ I РЕГУЛЯРНI МОВИ 81

//GFED@ABCS
1 //
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1

JJ
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Визначимо частку формальних мов L1 i L2 наступним чином:

L1/L2 = {ω | (∃ν ∈ L2)[ων ∈ L1]}.
Наприклад, якщо

L1 = {ω ∈ {0, 1}∗ | ω мiстить парну кiлькiсть входжень 0},
L2 = {0} i L3 = {0, 00}, то L1/L3 = {0, 1}∗, а

L1/L2 = {ω ∈ {0, 1}∗ | ω мiстить непарну кiлькiсть входжень 0}.

5.4. Твеpдження. Якщо L1 i L2 є регулярними мовами, то L1/L2

теж є регулярною мовою.

Доведення. Нехай мова L1 розпiзнається детермiнованим скiн-
ченним автоматом A = (Q,X, δ, q0, F ). Побудуємо автомат A′, який
розпiзнає мову L1/L2. За означенням частки мов для слова ω ∈
L1/L2 iснує таке слово ν ∈ L2, що δ(q0, ων) = δ(δ(q0, ω), ν) ∈ F . Не-
хай автомат A при аналiзi слова ω переходить в стан q = δ(q0, ω).
Якщо iснує таке ν ∈ L2, що δ(q, ν) ∈ F , то слово ω має розпiзна-
ватися A′, а тому q слiд визначити кiнцевим станом автомата для
мови L1/L2. Таким чином, покладемо

F ′ = {q ∈ Q | (∃ν ∈ L2) [δ(q, ν) ∈ F ]} i A′ = (Q,X, δ, q0, F
′).

Легко бачити, що A′ розпiзнає мову L1/L2.
¤

З теорем 5.1, 2.11 i 3.7 та твердження 5.4 випливає наступний
наслiдок:
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5.5. Наслiдок. Клас регулярних мов замкнений вiдносно скiнчен-
них об’єднань, перетинiв, доповнення, рiзницi, симетричної рiзни-
цi, конкатенацiї, iтерацiї та частки.

З наслiдку 5.5 випливає, що клас регулярних мов є досить широ-
ким. Природно виникає питання: чи даний клас спiвпадає з класом
усiх формальних мов? Наступна лема стверджує, що це не так.

5.6. Лема. (про роздування для регулярних мов) Нехай L – нескiн-
ченна регулярна мова, тодi iснує така (залежна вiд L) констан-
та s, що кожне слово ω ∈ L, яке задовольняє нерiвнiсть |ω| ≥ s,
можна так розбити на три пiдслова ω = αβγ, що виконуються
наступнi умови:

а) |β| ≥ 1;
б) |αβ| ≤ s;
в) для кожного k ≥ 0 слово αβkγ ∈ L, тобто αβ∗γ ⊂ L.

Доведення. Нехай L – регулярна мова, тодi згiдно з теоремою 5.1
iснує ДСА A, який розпiзнає цю мову. Нехай кiлькiсть станiв авто-
мата A дорiвнює s (константа, яка фiгурує у формулюваннi леми).
Якщо ω ∈ L, то обчислювальний шлях для слова ω починається в
початковому станi q0 i закiнчується в кiнцевому станi qf . Цей шлях
мiстить |ω| стрiлок, бо кожна стрiлка позначена єдиною буквою
слова ω. Таким чином, вiн мiстить послiдовнiсть з |ω| + 1 станiв.
Оскiльки |ω| ≥ s, то згiдно принципу Дiрiхле деякий стан в обчи-
слювальному шляху обов’язково повториться двiчi. Нехай qik = qil
– перший такий стан.

GFED@ABCq0 // GFED@ABCqi1 // . . . // GFED@ABCqik

©©

// ONMLHIJKqil+1
// . . . // GFED@ABC?>=<89:;qf

WVUTPQRSqik+1

++

ONMLHIJKqil−1

kk

GFED@ABCqij

HH

Нехай β – та частина слова ω, яка складається з букв, якi позна-
чають стрiлки пiдшляху вiд першого входження стану qik до дру-
гого його входження в обчислювальний шлях слова ω. Позначимо



§ 5. СКIНЧЕННI АВТОМАТИ I РЕГУЛЯРНI МОВИ 83

через α частину слова ω перед β, а через γ – його частину пiсля
β. Очевидно, що |β| ≥ 1 та |αβ| ≤ s (оскiльки всi стани до другої
появи qik рiзнi). Бiльше того, слово αβkγ для будь-якого цiлого не-
вiд’ємного числа k переводить автомат у той самий кiнцевий стан,
що й слово αβγ. Справдi, частина βk слова αβkγ просто переводить
стани автомата A вздовж петлi, яка починається та закiнчується в
станi qik . Ця петля проходить k разiв. Звiдси випливає, що автомат
A розпiзнає слова αβkγ, тому всi такi слова належать мовi L.

¤

5.7. Пpиклад. Доведемо, що мова {0m1m | m = 0, 1, . . .} не регу-
лярна.

Припустимо, що мова L є регулярною. Тодi L розпiзнається
ДСА, який має s станiв. Нехай слово ω = 0m1m i |ω| = 2m ≥ s.
Тодi за лемою про роздування слова ω = 0m1m = αβγ та αβkγ на-
лежать мовi L, причому β 6= e. Слово β не може мiстити водночас
нулi й одиницi, бо тодi β2 мiстило би 10 i αβ2γ не належало б мо-
вi L. Отже, слово β складається або виключно з нулiв, або тiльки
з одиниць, але тодi αβ2γ мiстить або забагато нулiв, або забагато
одиниць i не належить мовi L. Ця суперечнiсть доводить, що мова
L = {0m1m | m = 0, 1, . . .} не регулярна.

5.8. Пpиклад. Покажемо, що мова {0p | p− просте число } не є
регулярною.

Припустимо, що L = {0p | p− просте число } є регулярною мо-
вою. Тодi L розпiзнається ДСА. Нехай s – кiлькiсть станiв авто-
мата. Зафiксуємо просте число p > s. Зауважимо, що 0p ∈ L i
|0p| = p > s. Таким чином, за лемою про роздування 0p можна
записати як 0p = αβγ, причому |β| ≥ 1 i αβ∗γ ⊂ L.

Нехай i = |α|+ |γ| та j = |β|. Тодi з умови αβ∗γ ⊂ L випливає,
що для кожного k ≥ 0 слово αβkγ = 0i+kj ∈ L, тобто для кожного
k ≥ 0 число i + kj є простим. Зокрема, при k = 0 маємо, що i
є простим числом. Отже, i ≥ 2. Поклавши k = i, отримаємо, що
i(1+j) – просте число. Тим не менше, оскiльки β 6= e, то з j = |β| ≥
1 випливає, що i(1 + j) є складеним. Дана суперечнiсть доводить
нерегулярнiсть мови L = {0p | p− просте число }.
5.9. Пpиклад. Доведемо, що мова L = {0m | m− складене число }
не регулярна.
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Припустимо, що дана мова L є регулярною, тодi з наслiдку 5.5
випливає, що мови L та L \ {0} = {0p | p− просте число } є регу-
лярними, що суперечить прикладу 5.8.

Рекомендована лiтература : [2, с. 141–147], [4, с. 509–521, 538–543],
[15, с. 82–88, 114–123], [16, с. 294–303], [22, с. 53–69].

Питання та вправи до параграфа 5.

5.1. З яким класом формальних мов спiвпадають мови, що роз-
пiзнаються ДСА або НСА?

5.2. Дайте означення частки двох формальних мов.

5.3. Чи спiвпадає клас формальних мов з класом регулярних мов?

5.4. Сформулюйте лему про роздування для регулярних мов. Для
чого її застосовують?

5.5. Побудувати праволiнiйну граматику, яка породжує мову, що
розпiзнається НСА без виходу:

а)

// GFED@ABCq0

0,e
++ GFED@ABC?>=<89:;q1

0 //

1,0
kk GFED@ABC?>=<89:;q2

0,e
++

0

TT
GFED@ABCq3

1

TT
0

kk

б)

// GFED@ABCq0
1

//

0,e

TT
GFED@ABCq1

1,0
//

0

))GFED@ABCq2

e,1

TT
GFED@ABC?>=<89:;q3

0,1

TT

5.6. Побудувати граматику, яка породжує регулярну мову L(r),
задану регулярним виразом r = ((0 + 11)∗10)∗.

5.7. Побудувати НСА, який розпiзнає мову, породжену грамати-
кою G, що задана множиною продукцiй P :

а) P = {S → bB | aA, A → a,B → b};
б) P = {S → aB | aA,A → aB | ab,B → b};
в) P = {S → bA | B, A → aaA | aa,B → bB | b}.
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5.8. Побудувати ДСА, який розпiзнає мову, породжену грамати-
кою G з попереднього прикладу.

5.9. Використовуючи доведення теореми 5.1, побудувати регуляр-
ний вираз, який позначає регулярну мову, що розпiзнається авто-
матом:

// GFED@ABCq0

1 ,,

0

((GFED@ABCq1

1

ll

0
²²

GFED@ABCq2
0oo

1 ,, GFED@ABCq3

1

ll

0
xxqqqqqqqqqqqqqq

GFED@ABC?>=<89:;q4

0

ffMMMMMMMMMMMMMM 1 ++ GFED@ABC?>=<89:;q5

1
kk

0

OO

5.10. Довести або спростувати твердження:
а) якщо мова A є регулярною i A ⊂ B, то мова B теж є регу-

лярною;
б) якщо мова A є регулярною i B ⊂ A, то мова B – регулярна;
в) якщо мова A2 є регулярною, то мова A є регулярною;
г) якщо мови A i AB є регулярними, то мова B також регу-

лярна;
д) якщо мови A i B є регулярними, то мова ∪∞i=0(A

i ∩Bi) теж
є регулярною.

5.11. З’ясувати, чи є регулярними наступнi формальнi мови:
а) {02n1n | n ≥ 0};
б) {02n | n ≥ 0};
в) {0n1n2n | n ≥ 0};
г) {02n | n ≥ 0};
д) {0n2 | n ≥ 0};
е) {0m1n | m 6= n};
є) {0pq | p, q − простi числа};
ж) {0m1n | m,n ≥ 0, m = 2n + 1};
з) {0m1n | m,n ≥ 0, m 6= 3n + 1};
и) {anbmck | n,m, k ≥ 0, n 6= m або m 6= k або k 6= n};
i) {ωωR | ω ∈ {0, 1}+}.
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§ 6. Автомати з магазинною пам’яттю
Автомат з магазинною пам’яттю (МП-автомат) – це скiнченний

недетермiнований автомат без виходу, що має додатковий пристрiй
пам’ятi типу стек з головкою, яка виймає i заносить данi у стек.
У стеку кожен елемент iнформацiї заноситься в верхню комiрку
пам’ятi, змiщуючи тим самим весь її вмiст на одну комiрку вниз,
i дiстається тiльки iз верхньої комiрки пам’ятi, змiщуючи весь її
вмiст на одну комiрку вгору. При цьому у кожний момент часу
доступний тiльки верхнiй елемент стеку. Теоретично об’єм пам’ятi
МП-автомата необмежений. Схема МП-автомата має вигляд:

b b a c a b b

J
J

J
J

J
JJ]

mq0

mq2

mqn

mqi

mq1

mq3

¡
¡

¡
¡

¡

?

6.1. Означення. Автомат з магазинною пам’яттю – це шiстка
M = (Q,X, Z, δ, q0, F ), де Q, X, q0 i F визначаються так само, як i
в НСА, Z – скiнченний магазинний алфавiт (множина допустимих
букв пам’ятi), а δ – функцiя переходiв:

δ : Q× (X ∪ {e})× (Z ∪ {e}) → 2Q×(Z∪{e}).

На початку роботи МП-автомат M = (Q,X, Z, δ, q0, F ) завжди
перебуває в початковому станi q0, його стек порожнiй i головка
стрiчки аналiзує першу злiва букву вхiдного слова, яке записане на
стрiчцi. Якщо МП-автомат M перебуває в станi q, зчитує з стрiчки
букву a i виймає зi стеку верхню букву u та (p, v) ∈ δ(q, a, u), то
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M замiнює u на v, головка стрiчки перемiщується на одну комiрку
праворуч i керуючий пристрiй переводить автомат у стан p. Розгля-
немо випадки, коли v або u дорiвнює e. Якщо v = e, то МП-автомат
просто видаляє верхню букву u стеку, не виймаючи при цьому на-
ступної букви. У випадку u = e МП-автомат заносить в стек букву
v, не зачiпаючи верхньої букви стеку. Команда (p, v) ∈ δ(q, e, u)
аналогiчна e-тактам НСА, тобто МП-автомат M виконує операцiю,
як i у випадку (p, v) ∈ δ(q, a, u), але при цьому не зчитує букви
зi стрiчки (головка стрiчки не змiщується праворуч). Вважається,
що МП-автомат M розпiзнає вхiдне слово, якщо хоча б в одному з
обчислювальних шляхiв вiн повнiстю проаналiзовує слово, має по-
рожнiй стек i зупиняється в кiнцевому станi q ∈ F . Через L(M)
позначається мова, яка складається зi всiх слiв, якi розпiзнаються
автоматом M .

6.2. Пpиклад. Розглянемо МП-автомат

M = ({q, p}, {a, b, c}, {a, b}, δ, q, {p}),
де функцiя переходiв δ задається так:

δ(q, a, e) = {(q, a)}, δ(p, a, a) = {(p, e)}, δ(q, b, e) = {(q, b)},
δ(p, b, b) = {(p, e)}, δ(q, c, e) = {(p, e)}.

Знайдемо мову L(M).
Цей автомат працює наступним чином. В початковому станi q

вiн заносить букви a та b в стек доти, доки головка стрiчки не зна-
йде букву c. Пiсля аналiзу букви c вiн переходить в стан p. В станi p
автомат M порiвнює кожну букву стрiчки з верхньою буквою сте-
ку. Якщо всi вiдповiднi букви стрiчки та стеку спiвпадають, то M
розпiзнає вхiдне слово.

Нехай ω ∈ {a, b}∗ – префiкс вхiдного слова перед першим вхо-
дженням букви c i ν – суфiкс вхiдного слова пiсля першого вхо-
дження c. Зауважимо, що в той час, коли МП-автомат переходить
в стан p, слово ω записане в стеку в оберненому порядку (перша
буква слова ω записана вкiнцi стеку, а остання буква – на верху
стеку). Таким чином, коли автомат порiвнює суфiкс ν з буквами
стеку, то спершу порiвнюється перша буква слова ν з останньою
буквою слова ω i т.д. Отже, вхiдне слово розпiзнається тiльки тодi,
коли ν = ωR, тобто L(M) = {ωcωR | ω ∈ {a, b}∗}.
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Щоб краще зрозумiти як автомат працює на вхiдному словi,
введемо поняття конфiгурацiї МП-автомата. Конфiгурацiя – це
запис iнформацiї про роботу автомата на певному кроцi аналiзу
вхiдного слова, який включає активний стан, букви стрiчки, якi
ще не проаналiзованi, i символи, якi на даний момент є в стеку. От-
же, конфiгурацiя МП-автомата M = (Q,X, Z, δ, q0, F ) є елементом
декартового добутку Q×X∗×Z∗. Конфiгурацiя (q, ω, γ) означає, що
МП-автомат перебуває в станi q, непроаналiзований суфiкс вхiдно-
го слова дорiвнює ω (головка стрiчки аналiзує першу букву слова
ω) i стек мiстить слово γ (перша буква слова γ є верхньою буквою
стеку).

Нехай (q, ω1, β) i (p, ω2, γ) – двi конфiгурацiї. Кажемо, що кон-
фiгурацiя (p, ω2, γ) безпосередньо слiдує за (q, ω1, β) i записуємо
(q, ω1, β) ` (p, ω2, γ), якщо iснує така iнструкцiя (p, v) ∈ δ(q, a, u), що
ω1 = aω2 i β = uα, γ = vα для деякого слова α ∈ Z∗, де a, u, v мо-
жуть дорiвнювати порожньому слову e. Будемо казати, що конфiгу-
рацiя (p, ω2, γ) слiдує за (q, ω1, β) i записувати (q, ω1, β) `∗ (p, ω2, γ),
якщо iснує така послiдовнiсть конфiгурацiй C0, C1, . . . , Cn, що C0 =
(q, ω1, β), Cn = (p, ω2, γ) i Ci ` Ci+1 для всiх i = 0, 1, . . . , n − 1.
Послiдовнiсть (C0, C1, . . . , Cn) конфiгурацiй МП-автомата M нази-
вається обчислювальним шляхом автомата M , якщо C0 є поча-
тковою конфiгурацiєю (q0, ω, e), Cn не має наступної конфiгурацiї
i Ci ` Ci+1 для всiх i = 0, 1, . . . , n − 1. Нагадаємо, що в загально-
му випадку M є недетермiнованим автоматом, а тому може бути
багато обчислювальних шляхiв, якi починаються з початкової кон-
фiгурацiї. Крiм того, конфiгурацiя (q, ω, β) може не мати наступної
конфiгурацiї навiть при ω 6= e. Таким чином, МП-автомат M роз-
пiзнає слово ω тодi i лише тодi, коли iснує обчислювальний шлях
автомата M , який починається з початкової конфiгурацiї (q0, ω, e)
i закiнчується конфiгурацiєю (f, e, e) для деякого кiнцевого стану
f ∈ F , тобто

L(M) = {ω ∈ X∗ | (∃f ∈ F )[(q0, ω, e) `∗ (f, e, e)]}.
Наприклад, розглянемо три обчислювальнi шляхи МП-автомата

M з прикладу 6.2 для слiв abcba, abcb i abcbab вiдповiдно:
(q, abcba, e) ` (q, bcba, a) ` (q, cba, ba) ` (p, ba, ba) ` (p, a, a) ` (p, e, e);
(q, abcb, e) ` (q, bcb, a) ` (q, cb, ba) ` (p, b, ba) ` (p, e, a);



§ 6. АВТОМАТИ З МАГАЗИННОЮ ПАМ’ЯТТЮ 89

(q, abcbab, e) ` (q, bcbab, a) ` (q, cbab, ba) ` (p, bab, ba) ` (p, ab, a) `
(p, b, e).

Зауважимо, що з допомогою другого обчислювального шляху
слово abcb не розпiзнається автоматом M , бо стек не стає порожнiм
пiсля того, як слово проаналiзується автоматом. Третiй шлях теж
не розпiзнає вхiдного слова, оскiльки пiсля (p, b, e) не iснує насту-
пної конфiгурацiї, а вхiдне слово ще не проаналiзоване повнiстю.

Аналогiчно як i НСА, МП-автомат зображується графом. Вер-
шини графа є станами автомата, а кожна стрiлка з вершини q в
вершину p з позначкою ”a, u/v” зображує перехiд (p, v) ∈ δ(q, a, u).
Наприклад, граф автомата з прикладу 6.2 має вигляд:

//ONMLHIJKq
c, e/e

//

b, e/b
a, e/a

³³
ONMLHIJKGFED@ABCp

b, b/e
a, a/e

³³

6.3. Пpиклад. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову

{ωωR | ω ∈ {a, b}∗}.
Цей приклад аналогiчний до попереднього, за винятком того,

що вхiдне слово не мiстить всерединi букви c i тому не зрозумiло,
коли починати порiвняння мiж буквами вхiдного слова i буквами
стеку. Як же вирiшити цю проблему? Нагадаємо, що МП-автомат є
НСА, а тому можна в будь-який час починати порiвняння. Вхiдне
слово аналiзується доти, доки вхiднi букви, що залишилися, зiстав-
ляються коректно з буквами стеку по вiдношенню до деякої точки
подiлу. Звiдси слiдує, що шуканий МП-автомат задається графом:

//ONMLHIJKq
e, e/e

//

b, e/b
a, e/a

³³
ONMLHIJKGFED@ABCp

b, b/e
a, a/e

³³

Побудуємо три обчислювальнi шляхи для слова abba, перший з
яких розпiзнає дане слово, а два iншi – нi:
(q, abba, e) ` (q, bba, a) ` (q, ba, ba) ` (p, ba, ba) ` (p, a, a) ` (p, e, e);
(q, abba, e) ` (q, bba, a) ` (q, ba, ba) ` (q, a, bba) ` (p, a, bba);
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(q, abba, e) ` (q, bba, a) ` (p, bba, a).

6.4. Пpиклад. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову

{0n1n | n = 0, 1, . . .}.
Користуючись тим же методом, що i в прикладi 6.3, побудуємо

граф шуканого автомата:

//ONMLHIJKq
e, e/e

//

0, e/0
³³

ONMLHIJKGFED@ABCp

1, 0/e
³³

Даний автомат зчитує у пам’ять першу половину вхiдного сло-
ва, що складається з нулiв, а потiм видаляє з пам’ятi по одному
нулю на кожну одиницю, що поступає на вхiд. Крiм того, переходи
станiв гарантують, що всi нулi передують всiм одиницям.

З прикладiв 5.7 i 6.4 випливає, що клас мов, якi розпiзнаються
МП-автоматами, ширший вiд класу регулярних мов. Данi мови на-
зиваються контекстно-вiльними.

6.5. Пpиклад. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову

{aibjck | i, j, k ≥ 0, i + k = j}.
Основна iдея для розв’язання цiєї задачi полягає у використан-

нi рiзних станiв для того, щоб зберiгати правильний порядок вхо-
джень букв a, b i c, а також у використаннi стеку для дотримання
виконання рiвностi i+k = j. Таким чином, побудуємо МП-автомат
з трьома станами s, q i p, де s – початковий стан, а p – єдиний кiнце-
вий стан. В станi s автомат кожну букву a заносить у стек. В станi
q вiн спершу взаємно однозначно спiвставляє букви b з буквами a
зi стеку, а потiм заносить решту букв b у стек. В станi p автомат
аналiзує букви c i спiвставляє їх з буквами b зi стеку.

//ONMLHIJKs
e, e/e

//

a, e/a

±±
ONMLHIJKq

b, e/b
b, a/e

³³
e, e/e

//ONMLHIJKGFED@ABCp

c, b/e
³³
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6.6. Пpиклад. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову

L = {aibj | 2i = 3j}.
Для того, щоб слово належало мовi L, мають виконуватись рiв-

ностi i = 3k та j = 2k для деякого цiлого k ≥ 0. Таким чином, для
кожної букви a вхiдного слова потрiбно занести двi її копiї в стек.
Далi кожну букву b вхiдного слова треба спiвставити з трьома бу-
квами a стеку. Як же занести двi букви a у стек? Можна занести
одну букву a у стек, а потiм перейти в допомiжний стан для зане-
сення другої букви a. Аналогiчно спершу порiвнюємо кожну букву
b вхiдного слова з однiєю буквою a, а потiм переходимо в два iншi
допомiжнi стани для видалення двох зайвих букв a зi стеку. Граф
МП-автомата має вигляд:

// GFED@ABCq0
e, e/e //

a, e/a

¹¹

GFED@ABC?>=<89:;q4

b, a/e

¦¦®®
®®

®®
®®

®®
®®

®®

GFED@ABCq1

e, e/a

VV

GFED@ABCq2
e, a/e

// GFED@ABCq3

e, a/e

YY33333333333333

Рекомендована лiтература : [2, с. 192–220], [5, с. 399–402], [11, с. 374–
382], [15, с. 128–136].

Питання та вправи до параграфа 6.

6.1. Дайте означення автомата з магазинною пам’яттю.

6.2. Чим вiдрiзняється МП-автомат вiд НСА?

6.3. Що ви розумiєте пiд стеком?

6.4. Обґрунтуйте, чому клас мов, що розпiзнаються МП-автома-
тами, ширший вiд класу регулярних мов.

6.5. Як називаються мови, якi розпiзнаються МП-автоматами.
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6.6. Скiнченний МП-автомат M заданий графом:

//ONMLHIJKs
0, e/0

,,ONMLHIJKp
e, e/0 //

0, e/e

ll ONMLHIJKGFED@ABCq

0, 0/e
³³

Задати його як шiстку M = (Q,X, Z, δ, q0, F ) i знайти мову, яка
розпiзнається МП-автоматом.

6.7. Чи є мова, що розпiзнається МП-автоматом з попередньо-
го прикладу, регулярною? Якщо так, то побудувати рiвносильний
ДСА.

6.8. Знайти мову L(M), яка розпiзнається МП-автоматом M , за-
даним графом:

//ONMLHIJKGFED@ABCs
0, e/0 //ONMLHIJKp

0, e/0
³³

1, 0/e //ONMLHIJKq

e, e/e

ii

1, 0/e
³³

Чи можна побудувати праволiнiйну граматику, яка породжує мову
L(M)?

6.9. Побудувати МП-автомат, який розпiзнає мову:
а) {0n1m2n | n,m ≥ 0};
б) {aibjck | i, j, k ≥ 0, i + j = k};
в) {aibjck | i, j, k ≥ 0, i = j + k};
г) {aibjck | i, j, k ≥ 0, i + 2k = j};
д) {0n13n | n,m ≥ 0};
е) {0n1m | n,m ≥ 0, 2n = 5m}.



Роздiл III

Формальнi алгоритмiчнi моделi

§ 1. Машина Тюрiнґа
В попередньому роздiлi ми вивчили два типи обчислювальних

моделей: скiнченнi автомати i автомати з магазинною пам’яттю, якi
розпiзнають регулярнi та контекстно-вiльнi мови вiдповiдно. Зро-
зумiло, що данi моделi мають обмеженi обчислювальнi можливостi
в порiвняннi з реальними персональними комп’ютерами. Напри-
клад, формальна мова {anbncn | n ≥ 0} не розпiзнається жодним
iз згаданих вище скiнченних автоматiв, але може бути легко обчи-
слена з допомогою короткої програми на ПК.

В цьому роздiлi ми опишемо нову обчислювальну алгоритмiчну
модель, яка називається машиною Тюрiнґа (МТ). Основнi вiдмiн-
ностi мiж машиною Тюрiнґа та скiнченним автоматом полягають
у тому, що стрiчка МТ є нескiнченною i МТ може пересуватись по
стрiчцi (чи змiщувати стрiчку) в будь-якому напрямку. Це надає
машинi потенцiйно необмежену пам’ять, яку можна використову-
вати пiд час обчислень.

МТ складається з керуючого пристрою, що мiстить головку i
зовнiшньої пам’ятi (стрiчки). Головка машини Тюрiнґа може руха-
тися вздовж стрiчки праворуч або лiворуч, читати та записувати
символи, i, отже, поводиться аналогiчно, як i справжнiй комп’ю-
тер. Машина Тюрiнґа має тi ж самi обчислювальнi можливостi, що
i багато iнших комп’ютерних моделей.

Розглянемо детальнiше основнi складовi машини Тюрiнґа.
Cтрiчка використовується для збереження iнформацiї. Вона по-

дiлена на комiрки i є нескiнченною в обидва боки. Комiрки не но-
меруються. Кожна комiрка мiстить єдиний символ iз скiнченного
алфавiту A. Букви алфавiту A = X ∪Y ∪D дiляться на три групи.
Букви алфавiту X називаються вхiдними буквами або символами
(з них утворюються слова, якi записанi на стрiчцi перед початком

93



94 III. ФОРМАЛЬНI АЛГОРИТМIЧНI МОДЕЛI

роботи МТ). Через Y позначається множина букв, якi називаю-
ться вихiдними буквами або символами (з них утворюються слова,
якi записанi на стрiчцi пiсля завершення роботи МТ). D – множи-
на допомiжних символiв, до яких вiдноситься порожнiй символ #.
Множини X та Y можуть перетинатися.

# a a b a b a #

J
J

J
J

J
JJ]

ms

mq4

mqm mq2

mqf

mqk

mq1

mq3

Головка машини Тюрiнґа може рухатися вздовж стрiчки комiр-
ка за комiркою праворуч або лiворуч. Крiм того, вона може читати
букву з комiрки, яку аналiзує, а також видаляти букву i записувати
в комiрку нову букву. В кожен момент часу головка розмiщується
пiд однiєю з комiрок стрiчки i аналiзує її вмiст. Дана клiтинка на-
зивається активною, а символ, який в нiй знаходиться – активним
символом. Вмiст клiтинок, якi не є активними, головка МТ не ана-
лiзує i не знає, якi символи в них розмiщенi.

Головка машини Тюрiнґа контролюється керуючим пристроєм,
який складається зi скiнченної кiлькостi станiв. Серед них є два
видiленi стани: початковий i кiнцевий. Початковий стан зазвичай
позначається через s або q0, а кiнцевий – через qf . Множину станiв
позначимо через Q. В кожен момент часу керуючий пристрiй пе-
ребуває в одному зi станiв, якi позначатимемо через q1, q2, . . . , qn.
Перебуваючи в певному станi, МТ виконує деяку дiю (наприклад,
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рухається праворуч, мiняючи при цьому вмiст клiтинок на поро-
жнiй символ #). Пiсля того, як головка прочитає символ зi стрi-
чки, керуючий пристрiй визначає, яку дiю виконувати (який сим-
вол записувати i куди рухатися: праворуч чи лiворуч) i переходить
в iнший стан. МТ може виконувати тiльки три елементарнi дiї: за-
писувати в активну комiрку новий символ, пересуватися на одну
клiтинку лiворуч або праворуч, переходити в новий стан. Жодних
iнших дiй МТ виконувати не може! Тому бiльш складнi дiї повиннi
виражатися через елементарнi. Цi дiї описуються функцiєю перехо-
дiв (програмою):

δ : Q×A → Q×A× {L,R}.
Якщо для функцiї δ виконується δ(q, a) = (p, b, R) ( δ(q, a) =

(p, b, L)), то це означає, що перебуваючи в станi q, головка аналi-
зує букву a (тобто буква a є активною), мiняє її на b i рухається
праворуч (вiдповiдно лiворуч), керуючий пристрiй при цьому пере-
ходить зi стану q у стан p. Описаний процес називається тактом
роботи машини Тюрiнґа. Таким чином, МТ працює тактами, що
визначаються функцiєю δ.

Програма МТ записується у виглядi наступної таблицi:

δ a1 a2 . . . ai . . . an #
s
q1

. . .
qj q′, a′, [L,R]
. . .
qm

Злiва записуються всi стани, крiм кiнцевого qf , з множини ста-
нiв

Q = {s, q1, . . . , qj , . . . , qm, qf},
в яких може знаходитися керуючий пристрiй МТ. Зверху – всi бу-
кви з алфавiту A (серед яких обов’язково є #), якi головка МТ мо-
же аналiзувати на стрiчцi. На перетинах рядкiв i стовпцiв таблицi
вказуються тi такти, котрi повинен виконувати керуючий пристрiй,
знаходячись у вiдповiдному станi й аналiзуючи вiдповiдну букву на
стрiчцi.
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Пiдсумовуючи все вищенаписане, машина Тюрiнґа може бути
визначена як п’ятiрка MT = (Q,A, δ, s, qf ), де Q – скiнченна мно-
жина станiв, A – скiнченний алфавiт, δ – функцiя переходiв, s ∈ Q
– початковий стан, qf ∈ Q – кiнцевий стан.

Вхiдне слово – це скiнченна послiдовнiсть букв з алфавiту X ⊂
A, записаних злiва направо по однiй в кожнiй клiтинцi стрiчки.
Всерединi вхiдного слова порожнiх клiтинок немає. Всi клiтинки
лiворуч i праворуч вiд клiтинок, заповнених буквами вхiдного сло-
ва ω, вважаються порожнiми, i в них знаходиться символ #. Якщо
вхiдне слово порожнє, то на стрiчцi всi клiтинки заповненi поро-
жнiм символом #.

Для того щоб пояснити, як машина Тюрiнґа працює з вхiдним
словом ω, визначимо поняття конфiгурацiї МТ. Припустимо, що на
деякому етапi роботи МТ перебуває в станi q, ї ї стрiчка мiстить
символи . . .###x1x2 . . . xm### . . ., де xi ∈ A, i = 1, . . . , m, i го-
ловка аналiзує букву xk. В випадку, коли k ≤ m, будемо писати:

(q, x1x2 . . . xk−1xkxk+1 . . . xm),

щоб позначити цю конфiгурацiю. Якщо ж k > m, то позначимо цю
конфiгурацiю наступним чином:

(q, x1x2 . . . xm ## . . .#︸ ︷︷ ︸
k−m

).

Таким чином, конфiгурацiя – це пара (q, ω) ∈ Q×A∗. Конфiгу-
рацiя (q, x1x2 . . . xk−1xkxk+1 . . . xm) позначає той факт, що машина
перебуває в станi q, її стрiчка мiстить слово x1x2 . . . xk−1xkxk+1 . . . xm

i головка аналiзує букву xk.
Вживаючи цi позначення, результат кожного руху МТ можна

описати наступним чином:
• якщо δ(q, xk) = (p, a,R), то пiсля одного такту конфiгу-
рацiя (q, x1x2 . . . xkxk+1 . . . xm) змiнюється на конфiгурацiю
(p, x1x2 . . . axk+1 . . . xm);

• якщо δ(q, xm) = (p, a, R), то пiсля одного такту конфiгура-
цiя (q, x1x2 . . . xm) змiнюється на (p, x1x2 . . . a#);

• якщо δ(q, xk) = (p, a, L), то пiсля одного такту конфiгура-
цiя (q, x1x2 . . . xk−1xk . . . xm) змiнюється на конфiгурацiю
(p, x1x2 . . . xk−1a . . . xm);
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• якщо δ(q, x1) = (p, a, L), то пiсля одного такту конфiгурацiя
(q, x1x2 . . . xm) змiнюється на (p,#ax2 . . . xm);

• в конфiгурацiї (qf , x1x2 . . . xkxk+1 . . . xm) МТ зупиняє свою
роботу i на виходi дає слово x1x2 . . . xm.

Якщо конфiгурацiя α1 = (q, ω1aω2) змiнюється на конфiгура-
цiю α2 = (q, υ1bυ2), то писатимемо α1 → α2. Якщо ми матиме-
мо послiдовнiсть конфiгурацiй α1, α2, . . . αn, таких, що αi → αi+1,
i = 1, . . . n− 1, то писатимемо α1 ⇒ αn.

На початку роботи машина Тюрiнґа перебуває в початковому
станi s i головка аналiзує першу злiва непорожню клiтинку. Далi
починається виконання програми роботи МТ. У таблицi обирається
клiтинка на перетинi першого рядка (бо керуючий пристрiй знахо-
диться в початковому станi s) та того стовпчика, який вiдповiдає
першiй буквi вхiдного слова, i виконується такт, вказаний в цiй
клiтинцi. Таким чином, МТ перейде до нової конфiгурацiї. Потiм
виконуються такi ж дiї, але вже в новiй конфiгурацiї: в таблицi зна-
ходимо клiтинку, що вiдповiдає стану керуючого пристрою i буквi
цiєї конфiгурацiї, i виконується такт з цiєї клiтинки i т.д i т.п. Пе-
рейшовши в кiнцевий стан qf , МТ зупиняє свою роботу, i на виходi
одержуємо нове слово, яке записане в комiрках стрiчки МТ пiсля
завершення її роботи. Дане слово називатимемо вихiдним словом.
Кажемо, що слово ω = x1x2 . . . xm розпiзнається машиною Тюрi-
нґа, якщо МТ, аналiзуючи ω, зупиняє свою роботу в станi qf , тоб-
то (s, x1x2 . . . xm) ⇒ (qf , y1y2 . . . yk . . . yn). В протилежному випадку
слово ω не розпiзнається МТ.

В момент зупинки всерединi вихiдного слова не може мiсти-
тися порожнiх клiтинок, хоча в процесi виконання програми такi
клiтинки всерединi промiжного слова можуть з’являтися.

Може трапитися так, що в процесi обробки вхiдного слова ω,
МТ нiколи не перейде в кiнцевий стан qf . У цьому випадку кажемо,
що МТ зациклюється на вхiдному словi ω i слово не розпiзнається
МТ. Якщо функцiя δ не визначена на наборi (q, a) i МТ, перейшов-
ши в стан q, аналiзує букву a слова ω, то у цьому випадку також
будемо вважати, що слово ω не розпiзнається МТ.

1.1. Пpиклад. Нехай машина Тюрiнґа задана як п’ятiрка MT =
(Q,A, δ, s, qf ), де Q = {s, q1, q2, qf}, A = {a, b, 0, 1, #}, X = {a, b},
Y = {0, 1}, D = {#}, i програма роботи δ задана у виглядi таблицi:
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δ a b #
s s, 0, R q1, 1, R q2, #, L
q1 q2, 0, R q1, 1, R qf , 0, L
q2 q2, 0, R q2, 1, R q2, 0, R

Початкова конфiгурацiя МТ на вхiдному словi aababa матиме
вигляд (s, aababa). Починаючи з цiєї конфiгурацiї, робота МТ на
словi aababa може бути описана наступним чином:

(s, aababa) → (s, 0ababa) → (s, 00baba) → (q1, 001aba) →
(q2, 0010ba) → (q2, 00101a) → (q2, 001010#) → (q2, 0010100#) ⇒
(q2, 001010 . . . 0#) → . . .

Таким чином, МТ нiколи не вийде зi стану q2 i ї ї головка нескiн-
ченно рухатиметься праворуч, мiняючи при цьому порожнi симво-
ли на 0. Iншими словами, в станi q2 МТ зациклюється на вхiдному
словi aababa i дане слово не розпiзнається МТ.

На вхiдному словi aaaabb МТ працює iншим чином:
(s, aaaabb) → (s, 0aaabb) → (s, 00aabb) → (s, 000abb) → (s, 0000bb)

→ (q1, 00001b) → (q1, 000011#) → (qf , 0000110).
Оскiльки МТ перейшла в стан qf , то вона зупиняє свою роботу.

Вхiдне слово aaaabb розпiзнається МТ. Вихiдним словом є 0000110.

Для зручностi МТ зображують помiченим орiєнтованим гра-
фом G(MT ). Вершинами даного графа є стани автомата. Кожна
стрiлка графа має позначку виду ”a/b;R” або ”a/b; L”. Якщо δ(q, a)
=(p, b, R) (δ(q, a) = (p, b, L)), то граф мiстить стрiлку з позначкою

”a/b;R” (вiдповiдно ”a/b;L”), початком якої є вершина q, а кiнцем
– вершина p. При цьому, якщо стрiлка мiстить двi позначки виду

”a/b;R” i ”c/b; R” (вiдповiдно ”a/b; L” i ”c/b; L”), то для компа-
ктностi запису пишемо позначку ”a, c/b; R” (вiдповiдно ”a, c/b;L”).
Крiм того, щоб пiдкреслити початковий стан s, малюється стрiлка
без початкової вершини, кiнцевою вершиною якої є стан s. Кiнце-
вий стан позначається двома концентричними колами. Наприклад,
граф МТ з прикладу 1.1 має вигляд:
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GFED@ABCq1

b/1;R

­­

#/0;L

&&MMMMMMMMMMMMMM

a/0;R

²²

// ?>=<89:;s

a/0;R

©©

#/#;L
&&LLLLLLLLLLLLLL

b/1;R

99rrrrrrrrrrrrrr GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq2

a,#/0;b/1;R

TT

Мовою L1(MT ), що розпiзнається машиною Тюрiнґа, назива-
ється множина всiх слiв, якi розпiзнаються МТ, тобто

L1(MT ) = {ω ∈ A∗ : ω розпiзнається MT}.
Легко бачити, що в прикладi 1.1 мова, що розпiзнається маши-

ною Тюрiнґа L1(MT ) = {ambn : m ≥ 0, n ≥ 1}.
Кажемо, що формальна мова L розпiзнається машиною Тюрi-

нґа, якщо iснує така МТ, що L = L(MT ).
Мовою L2(MT ), що породжується машиною Тюрiнґа, нази-

вається множина всiх вихiдних слiв, якi утворюються з вхiдних
слiв мови L1(MT ), що розпiзнається машиною Тюрiнґа. Напри-
клад, в прикладi 1.1 мова, що породжується машиною Тюрiнґа
L2(MT ) = {0m1n0 : m ≥ 0, n ≥ 1}.
Рекомендована лiтература : [1, с. 24–33], [7, с. 178–183], [10, с. 317–
322], [16, с. 312–318], [19, с. 3–6], [23, с. 76–82].

Питання та вправи до параграфа 1.

1.1. Дайте означення машини Тюрiнґа.

1.2. Що ви розумiєте пiд тактом роботи МТ?

1.3. Опишiть процес обробки МТ вхiдного слова.

1.4. Як будується граф МТ?
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1.5. Нехай МТ задана як п’ятiрка: MT = (Q,A, δ, s, qf ), де Q =
{s, qf}, A = {0, 1,#}, а програма роботи δ задана у виглядi таблицi:

δ 0 1 #
s s, 1, R qf , 0, R s,#, R

Виписуючи на кожному тактi роботи МТ одержану конфiгу-
рацiю, визначте, в яке слово перетворює МТ кожне з наступних
вхiдних слiв:

а) 100;
б) 001;

в) 0010;
г) 0000.

1.6. Зобразiть граф МТ з попереднього прикладу та визначте мо-
ву, що розпiзнається даною МТ.

1.7. В чому полягає робота машини Тюрiнґа MT = (Q,A, δ, s, qf ),
де Q = {s, qf}, A = {0, 1,#}, а програма роботи δ задана у виглядi
таблицi:

δ 0 1 #
s s, 0, R qf , 1, R qf , 1, L

?

1.8. Нехай МТ задана як п’ятiрка: MT = (Q,A, δ, s, qf ), де Q =
{s, q, qf}, A = {0, 1, #}, а програма роботи δ задана у виглядi та-
блицi:

δ 0 1 #
s s, 0, R s, 1, R q, #, L
q qf , 1, L q, 0, L qf , 1, L

Проаналiзуйте роботу МТ на наступних вхiдних словах:

а) 00;
б) 100;

в) 10011;
г) 111.

Вважаючи вхiднi слова записами натуральних чисел в двiйковiй
системi числення, вкажiть загальну закономiрнiсть роботи машини
на усiх вхiдних словах.
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1.9. Нехай МТ зображена графом:

// ?>=<89:;s

a/b;R

©© b/a;R //

#/#;R
ÂÂ?

??
??

??
??

GFED@ABCq1

b/a;R

­­

a/a;R
xxqqqqqqqqqqqqqq

#/b;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq2

a,b/b;R, #/#;L

TT

Задайте її як п’ятiрку MT = (Q,A, δ, s, qf ) та визначте мову,
що розпiзнається даною МТ.

1.10. Знайти мову, що породжується машиною Тюрiнґа з попере-
днього прикладу.

1.11. Побудувати граф та проаналiзувати роботу машини Тюрi-
нґа MT = (Q,A, δ, s, qf ) на словах 1n = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

, де Q = {s, q1, q2, qf},

A = {0, 1,#}, а програма роботи δ задана у виглядi таблицi:

δ 0 1 #
s q2, 1, R q1, #, R q2, 1, R
q1 q2, 1, R qf , #, R q2,#, R
q2 q2, 1, R q2, 1, R q2, 1, R

Як працює машина на словi 1000000? Яку мову розпiзнає дана МТ?

1.12. В чому полягає робота машини Тюрiнґа MT = (Q,A, δ, s, qf ),
де Q = {s, q1, q2, q3, qf}, A = {a, b, #}, а програма роботи δ задана
у виглядi таблицi:

δ a b #
s q1, a, R q2, b, R
q1 q1, a, R q2, a, R q3,#, L
q2 q1, a, R q2, b, R q3,#, L
q3 qf , a, R qf , #, L

?
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1.13. Знайти мову, яку розпiзнає МТ, задана графом:
а)

// ?>=<89:;s
0/a;R //

b/b;R

²²

GFED@ABCq1

0/0, b/b;R

­­
1/b;L // GFED@ABCq2

0/0, b/b;L

­­

a/a;R

ff

GFED@ABCq3b/b;R
,, #/#;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

б)

GFED@ABCq1

0/0, 1/1;R

­­
#/#;L // GFED@ABCq2

0/#;L

&&MMMMMMMMMMMMMM

// ?>=<89:;s

0/#;R

88qqqqqqqqqqqqqq

1/#;R

&&MMMMMMMMMMMMMM

#/#;L
²²

GFED@ABCq3
#/#;Roo 0/0, 1/1;Lll

GFED@ABC?>=<89:;qf GFED@ABCq4

0/0, 1/1;R

TT

#/#;L // GFED@ABCq5

1/#;L

88qqqqqqqqqqqqqq

§ 2. Алгоритми синтезу МТ
У цьому параграфi на прикладах пояснюються основнi прийоми

складання алгоритмiв для МТ.

2.1. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа, яка розпiзнає всi сло-
ва в алфавiтi X = {a, b} i видаляє iз вхiдного слова його останню
букву.

Для розв’язання цiєї задачi потрiбно перемiстити головку МТ
пiд останню букву i видалити її. Нехай s – стан, в якому керуючий
пристрiй МТ перемiщує головку комiрка за комiркою праворуч, не
змiнюючи букви i залишаючись в станi s. Тут виникає невелика
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проблема: МТ аналiзує тiльки активну комiрку i не може визначи-
ти, чи наступна комiрка є порожньою. Тому головка МТ спершу
має перемiститися пiд першу порожню комiрку (в нiй записаний
символ #), яка розмiщена пiсля вхiдного слова, а потiм керуючий
пристрiй, перебуваючи в станi s i аналiзуючи символ #, має пере-
йти в новий стан q1, в якому видалить останню букву i зупинить
свою роботу (перейде в кiнцевий стан qf ). Таким чином, граф буде
мати наступний вигляд:

// ?>=<89:;s

a/a,b/b;R

©© #/#;L // GFED@ABCq1
a,b/#;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

Проаналiзуємо роботу даної МТ на вхiдних словах abb, a i по-
рожньому словi e.

(s, abb) → (s, abb) → (s, abb) → (s, abb#) → (q1, abb) → (qf , ab).
(s, a) → (s, a#) → (q1, a) → (qf , #).
(s,#) → (q1, #)
Ми бачимо, що на порожньому словi робота МТ невизначена i

вона не розпiзнає порожнього слова. В зв’язку з цим домовимося,
що порожнє слово МТ не змiнює. Остаточно, граф матиме вигляд:

// ?>=<89:;s

a/a,b/b;R

©© #/#;L // GFED@ABCq1
#,a,b/#;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

Таким чином, МТ задається як п’ятiрка MT = (Q,A, δ, s, qf ), де
Q = {s, q1, qf}, A = {a, b, #}, X = Y = {a, b}, D = {#} i програма
роботи δ задана у виглядi таблицi:

δ a b #
s s, a, R s, b, R q1, #, L
q1 qf , #, L qf , #, L qf ,#, L

2.2. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа, яка розпiзнає всi сло-
ва в алфавiтi X = {0, 1} i замiнює на 1 кожну другу букву вхiдного
слова.

Для розв’язання цiєї задачi потрiбно навчитися визначати, чи
знаходиться головка МТ пiд буквою, яка мiститься на парнiй по-
зицiї вхiдного слова. Для цього розглянемо два стани s i q1, в якi
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керуючий пристрiй буде почергово переходити при русi головки МТ
праворуч i аналiзi слова буква за буквою, починаючи з першої бу-
кви. Таким чином, якщо МТ перебуває в станi s, то вона аналiзує
букву, що знаходиться на непарнiй позицiї у вхiдному словi; якщо
ж МТ перебуває в станi q1, то вона аналiзує букву, що знаходиться
на парнiй позицiї. Домовимося також, що МТ не змiнює порожньо-
го слова. Отже, необхiдно визначити роботу МТ так, щоб у станi s
головка МТ не змiнювала букви, а в станi q1 замiнювала 0 i 1 на
1. Пiдсумовуючи все вищесказане, побудуємо граф МТ наступним
чином:

// ?>=<89:;s
0/0, 1/1;R

22

#/#;L ÂÂ?
??

??
??

??
GFED@ABCq1

#/#;L
xxqqqqqqqqqqqqqq

0,1/1;R
rr

GFED@ABC?>=<89:;qf

Шукана МТ задається як п’ятiрка MT = (Q,A, δ, s, qf ), де Q =
{s, q1, qf}, A = {0, 1, #}, X = Y = {0, 1}, D = {#} i програма
роботи δ задана у виглядi таблицi:

δ 0 1 #
s q1, 0, R q1, 1, R qf , #, L
q1 s, 1, R s, 1, R qf , #, L

2.3. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа, яка розпiзнає всi не-
порожнi слова в алфавiтi X = {a, b, c} i дописує вкiнцi вхiдного
слова його першу букву.

Для розв’язання даної задачi необхiдно виконати наступнi дiї:
• запам’ятати першу букву;
• перемiстити головку МТ праворуч пiд першу порожню ко-
мiрку i записати в неї першу букву.

Як перемiщуватися праворуч ми вже знаємо з попереднiх при-
кладiв. Але як запам’ятати першу букву? Адже в МТ немає iншої
пам’ятi, крiм стрiчки, а запам’ятовувати букву в якiй-небудь ко-
мiрцi немає сенсу: як тiльки головка МТ перемiститься лiворуч чи
праворуч вiд цiєї клiтки, МТ вiдразу ж забуде дану букву. Як же
вийти з цiєї ситуацiї? Стандартним вирiшенням цiєї проблеми є на-
ступне – для кожної букви треба використовувати окрему множину
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станiв. Якщо першою буквою є a, то потрiбно перейти в стан q1, в
якому головка МТ перемiщується праворуч i записує вкiнцi слова
букву a. Якщо ж першою буквою є буква b, то треба перейти в стан
q2, в якому виконуються тi ж самi дiї, тiльки вкiнцi слова дописує-
ться буква b. У випадку, якщо першою була буква c, переходимо в
стан q3, в якому дописуємо вкiнцi вхiдного слова букву c. Цей при-
йом будемо використовувати i надалi для запам’ятовування рiзних
букв вхiдного слова. Пiдсумовуючи все сказане, граф МТ можна
зобразити наступним чином:

GFED@ABCq1

a/a, b/b, c/c;R

­­

#/a;L

!!
// ?>=<89:;s

c/c;R
&&LLLLLLLLLLLLLL

a/a;R
55

b/b;R // GFED@ABCq2

a/a, b/b, c/c;R

­­
#/b;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq3

a/a, b/b, c/c;R

TT

#/c;L

88qqqqqqqqqqqqqq

Програма роботи δ машини Тюрiнґа MT = (Q,A, δ, s, qf ), де
Q = {s, q1, q2, q3, qf}, A = {a, b, c,#}, X = Y = {a, b, c}, D = {#},
задається у виглядi таблицi:

δ a b c #
s q1, a, R q2, b, R q3, c, R −
q1 q1, a, R q1, b, R q1, c, R qf , a, L
q2 q2, a, R q2, b, R q2, c, R qf , b, L
q3 q3, a, R q3, b, R q3, c, R qf , c, L

2.4. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа в алфавiтi X = {a, b},
яка працює наступним чином: якщо перша i остання букви непоро-
жнього вхiдного слова спiвпадають, то слово залишається незмiн-
ним, в протилежному випадку замiнює його на порожнє слово.

Для розв’язання цiєї задачi потрiбно запам’ятати першу букву
вхiдного слова, перемiстити головку МТ пiд останню букву i порiв-
няти її з першою. Якщо цi букви однаковi, то МТ має перейти в
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кiнцевий стан i зупинити свою роботу, в протилежному випадку –
видалити всi букви в словi. З попереднього прикладу ми вже знає-
мо, що для кожної букви потрiбно створити свою множину станiв
для запам’ятовування даної букви i порiвняння її з останньою бу-
квою. Нехай такими станами для букви a будуть q1, в якому МТ
запам’ятовує a, i q2, в якому перевiряється чи останньою є буква
a. Аналогiчнi стани для букви b позначимо через q3 i q4. Якщо ж
в станi q2 головка МТ аналiзує букву b або в станi q4 головка МТ
аналiзує букву a, то цi букви видаляються (замiнюються порожнiм
символом #) i МТ переходить в новий стан q5, в якому головка МТ
перемiщується лiворуч на початок слова, видаляючи при цьому всi
букви. Таким чином, граф МТ буде мати наступний вигляд:

GFED@ABCq1

a/a, b/b;R

­­
#/#;L // GFED@ABCq2

a/a;L

&&MMMMMMMMMMMMMM

b/#;L

²²
// ?>=<89:;s

b/b;R
ÂÂ?

??
??

??
??

a/a;R
??ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ GFED@ABCq5a,b/#;L 22

#/#;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq3

a/a, b/b;R

TT #/#;L
// GFED@ABCq4

b/b;L

88qqqqqqqqqqqqqq

a/#;L

OO

Отже, МТ задається як п’ятiрка MT = (Q, A, δ, s, qf ), де Q =
{s, q1, qf}, A = {a, b, #}, X = Y = {a, b}, D = {#} i програма
роботи δ задана у виглядi таблицi:

δ a b #
s q1, a, R q3, b, R −
q1 q1, a, R q1, b, R q2,#, L
q2 qf , a, L q5,#, L −
q3 q3, a, R q3, b, R q4,#, L
q4 q5, #, L qf , b, L −
q5 q5, #, L q5,#, L qf , #, R
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2.5. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа, яка розпiзнає всi сло-
ва в алфавiтi X = {a, b} i видаляє iз вхiдного слова його другу
букву.

На перший погляд здається, що таку МТ побудувати надзви-
чайно просто: достатньо змiстити головку МТ на одну букву пра-
воруч, а потiм видалити другу букву вхiдного слова. Але вкiнцi
роботи МТ вихiдне слово не може мiстити пропускiв, тому пiсля
видалення другого символу потрiбно стиснути слово, тобто пере-
мiстити першу букву в комiрку праворуч. Проте, перемiщуючись
праворуч до другої букви, а потiм повертаючись назад до першої
букви, ми виконуємо зайву роботу: яка рiзниця чи переносити пер-
шу букву в порожню комiрку чи в комiрку з якоюсь буквою? Тому
запам’ятовуємо першу букву, видаляємо i записуємо її замiсть дру-
гої букви. Крiм того, вважатимемо, що МТ не змiнює порожнього
слова. Отже, граф МТ матиме наступний вигляд:
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Проаналiзуємо роботу МТ на вхiдному словi, яке мiстить тiльки
одну букву. Аналiзуючи дану букву, головка МТ видалить її, пере-
мiститься на одну комiрку праворуч i запише в порожню комiрку
дану букву. Таким чином, слово iз однiєї букви просто змiститься
на комiрку праворуч. Це допустимо, бо комiрки стрiчки не номе-
руються, тому розташування слова на стрiчцi нiяк не фiксується
i перемiщення слова лiворуч чи праворуч неможливо помiтити. В
зв’язку з цим не вимагається, щоб вихiдне слово обов’язково зна-
ходилось на тому ж мiсцi, де було вхiдне слово: результат може
змiститися лiворуч чи праворуч вiд початкового мiсця.

Шукана МТ задається як п’ятiрка MT = (Q,A, δ, s, qf ), де Q =
{s, q1, q2, qf}, A = {a, b, #}, X = Y = {a, b}, D = {#} i програма
роботи δ задана у виглядi таблицi:
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δ a b #
s q1, #, R q2,#, R qf , #, R
q1 qf , a, R qf , a, R qf , a, R
q2 qf , b, R qf , b, R qf , b, R

2.6. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа, яка за першою бу-
квою непорожнього слова в алфавiтi X = {0, 1, 2} вставляє букву
2.

Шукана МТ має спочатку вивiльнити мiсце для букви 2. Для
цього потрiбно ”розтиснути” слово. Ми можемо запам’ятати пер-
шу букву, видалити, записати її в комiрцi лiворуч, а потiм у поро-
жню комiрку записати букву 2. Але, аналогiчно як у попередньому
прикладi, можна зробити це простiше: запам’ятати першу букву,
записати на її мiсце букву 2, а потiм перемiститися лiворуч i запи-
сати в порожнiй комiрцi першу букву вхiдного слова. Таким чином,
отримуємо наступний граф МТ:
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Отже, МТ задається як п’ятiрка MT = (Q, A, δ, s, qf ), де Q =
{s, q1, q2, q3, qf}, A = {0, 1, 2, #}, X = Y = {0, 1, 2}, D = {#} i
програма роботи δ задана у виглядi таблицi:

δ 0 1 2 #
s q1, 2, L q2, 2, L q3, 2, L −
q1 − − − qf , 0, R
q2 − − − qf , 1, R
q3 − − − qf , 2, R

2.7.Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа в алфавiтi X = {1, 2, 3},
яка у непорожньому вхiдному словi замiнює всi букви 3 на букви
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2 i впорядковує послiдовнiсть букв 1 i 2 так, щоб спочатку були
записанi букви 1, а потiм букви 2.

Шукана МТ має впорядкувати вхiдне слово, замiнивши при
цьому всi букви 3 на букви 2. Принцип її роботи може бути опи-
саний наступним чином. Як завжди, на початку роботи МТ зна-
ходиться в початковому станi s i ї ї головка аналiзує першу букву
вхiдного слова. В станi q1 головка МТ аналiзує всi букви 1 слова,
рухаючись праворуч доти, доки не знайде першу букву 2 або 3. Да-
лi керуючий пристрiй переходить в стан q2, в якому головка МТ,
рухаючись праворуч, аналiзує букви 2 i 3, мiняючи при цьому 3 на 2
доти, доки не побачить наступну 1. Пiсля цього вона мiняє мiсцями
в станi q3 1 з 2, що знаходиться лiворуч, i знову повертається в по-
чатковий стан, повторюючи далi аналогiчнi кроки аж доки вхiдне
слово не буде впорядковане. Граф МТ має вигляд:
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Проаналiзуємо роботу даної МТ на вхiдному словi 132113.
(s, 132113) → (q1, 132113) → (q2, 122113) → (q2, 122113) →
→ (q3, 122213) → (s, 121213) → (q2, 121213) → (q3, 122213) →
→ (s, 112213) → (q1, 112213) → (q1, 112213) → (q2, 112213) →
→ (q2, 112213) → (q3, 112223) → (s, 112123) → (q2, 112123) →
→ (q3, 112223) → (s, 111223) → (q1, 111223) → (q1, 111223) →
→ (q2, 111223) → (q2, 111223) → (q2, 111222#) → (qf , 111222)

Шукана МТ задається як п’ятiрка MT = (Q,A, δ, s, qf ), де Q =
{s, q1, q2, q3, qf}, A = {1, 2, 3,#}, X = {1, 2, 3}, Y = {1, 2}, D = {#}
i програма роботи δ задана у виглядi таблицi:
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δ 1 2 3 #
s q1, 1, R q2, 2, R q2, 2, R −
q1 q1, 1, R q2, 2, R q2, 2, R qf ,#, L
q2 q3, 2, L q2, 2, R q2, 2, R qf ,#, L
q3 − s, 1, L − −

2.8. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа в алфавiтi X = {a, b},
яка подвоює у вхiдному словi всi входження букви b.

У попереднiх прикладах ми бачили, що вставити чи видалити
хоча б одну букву зi слова досить непросто. Тому нове слово будемо
будувати на вiльному мiсцi, а саме, праворуч вiд вхiдного, попере-
дньо дописавши вкiнцi вхiдного слова допомiжний символ =. Для
цього в початковому станi s перемiщуємося праворуч вкiнець сло-
ва, мiняємо перший порожнiй символ на = i переходимо в новий
стан q1.
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Далi нам потрiбно переносити букви за знак =, подвоюючи при
цьому букву b. Для цього в станi q1 ”бiжимо” на початок слова,
переходимо в стан q2 i запам’ятовуємо першу букву: якщо це буква
a, то переходимо в стан q3, якщо b – в q4. В станах q3 i q4 ”бiжимо”
праворуч до першої порожньої комiрки i записуємо в неї першу
букву, дублюючи її в станi q5, якщо цiєю буквою є b. Потiм знову
повертаємося лiворуч до тiєї букви, яка стала першою у вхiдному
словi, i повторюємо описанi вище дiї з цiєю новою першою буквою.
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Даний цикл завершиться тодi, коли в станi q2 головка МТ буде
аналiзувати символ =. На останньому етапi витираємо допомiжний
символ = i переходимо в кiнцевий стан qf .

Програма роботи δ машини Тюрiнґа MT = (Q,A, δ, s, qf ), де
Q = {s, q1, q2, q3, q4, q5, qf}, A = {a, b,=,#}, X = Y = {a, b}, D =
{#, =}, задається у виглядi таблицi:

δ a b = #
s s, a, R s, b, R − q1, =, L
q1 q1, a, L q1, b, L q1, =, L q2, #, R
q2 q3, #, R q4, #, R qf , #, R −
q3 q3, a, R q3, b, R q3, =, R q1, a, L
q4 q4, a, R q4, b, R q4, =, R q5, b, R
q5 − − − q1, b, L

2.9. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа в алфавiтi X = {a, b},
яка подвоює слово, поклавши мiж ним i його копiєю знак =.

Ця задача розв’язується аналогiчно до попередньої: праворуч
вiд вхiдного слова дописуємо символ =, потiм повертаємося на по-
чаток слова i в циклi копiюємо всi його букви в порожнi комiрки
праворуч.

Однак, тут є одна вiдмiннiсть: букви вхiдного слова не видаля-
ються, i це приводить до такої проблеми. Записавши справа копiю
наступного слова, ми повиннi повернутися до вхiдного слова в пози-
цiю цiєї букви i потiм перемiститися праворуч до наступної букви.
Але як дiзнатися, в яку позицiю вхiдного слова потрiбно повер-
нутися? В попереднiй задачi ми завжди поверталися до першої з
букв вхiдного слова, якi залишилися, а тепер ми не видаляємо бу-
кви, i тому незрозумiло, якi букви ми вже продублювали, а якi –
нi. Нагадаємо, що в МТ комiрки стрiчки не номеруються, немає в
МТ i лiчильникiв, якi б дозволили визначити, скiльки букв ми вже
продублювали.

В загальному випадку, проблема, з якою ми стикнулись, насту-
пна: як зафiксувати на стрiчцi деяку позицiю, в якiй ми вже були
i до якої пiзнiше повиннi повернутися? Зазвичай ця проблема ви-
рiшується таким чином. Коли ми опиняємося в цiй позицiї перший
раз, то замiнюємо активну букву на її двiйник – новий допомiжний
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символ, причому рiзнi символи замiнюємо рiзними двiйниками. Пi-
сля цього виконуємо дiї в iнших мiсцях стрiчки. Щоб потiм повер-
нутися до нашої позицiї, потрiбно просто вiдшукати на стрiчцi ту
комiрку, де знаходиться буква-двiйник. Потiм в активнiй комiрцi
можна вiдновити попередню букву.

Таким чином, побудуємо МТ за наступним планом:
• спершу записуємо символ = пiсля останньої букви слова;
• потiм повертаємося пiд першу букву вхiдного слова;
• далi замiнюємо активну букву на її двiйник (a на A, b на

B), перемiщуємося праворуч до першої вiльної комiрки i
записуємо в неї букву, яку запам’ятали;

• пiсля цього повертаємося лiворуч до комiрки з двiйником,
вiдновлюємо попереднiй символ i перемiщуємося праворуч
до наступної букви;

• аналогiчним чином в циклi дублюємо решту букв вхiдного
слова;

• коли ми продублюємо останню букву вхiдного слова i по-
вернемося до її двiйника, то в комiрцi праворуч буде знахо-
дитись символ =. Це ознака того, що вхiдне слово повнiстю
продубльоване, i тому роботу МТ потрiбно зупинити.
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Таким чином, шукана МТ задається як п’ятiрка (Q,A, δ, s, qf ),
де Q = {s, q1, q2, q3, q4, qf}, A = {a, b, A, B,=, #}, X = {a, b},
Y = {a, b, =}, D = {A,B,#} i програма роботи δ задана у виглядi
таблицi:
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δ a b A B = #
s s, a,R s, b, R − − − q1, =, L
q1 q1, a, L q1, b, L q2, a, R q2, b, R q1, =, L q2, #, R
q2 q3, A,R q4, B,R − − qf ,=, R −
q3 q3, a, R q3, a, R − − q3, =, R q1, a, L
q4 q4, a, R q4, b, R − − q4, =, R q1, b, L

Рекомендована лiтература : [7, с. 183–185], [19, с. 7–15], [21, с. 163–
178].

Питання та вправи до параграфа 2.

В задачах 2.1-2.16 побудувати машину Тюрiнґа, яка розпiзнає
всi слова в алфавiтi X i виконує наступну роботу:

2.1. X – український алфавiт. Дописує злiва до вхiдного слова ω
слово ВУЗ (ω → ВУЗω).

2.2. X = {Н, П, У}. Дописує справа до вхiдного слова ω слово
ПНУ (ω → ωПНУ).

2.3. X = {a, b}. Залишає в словi тiльки першу букву (порожнє
слово не мiняє).

2.4. X = {a, b}. Залишає в словi тiльки останню букву (порожнє
слово не мiняє).

2.5. X = {a, b, c}. Якщо вхiдне слово не мiстить букви c, то замi-
нює всi букви a на b. В iншому випадку – видає слово з однiєї букви
c.

2.6. X = {0, 1, 2, a}. З’ясувати, чи є вхiдне слово записом числа в
трiйковiй системi числення. Вiдповiдь: 1 – якщо є, 0 – в протиле-
жному випадку.

2.7. X = {0, 1, 2}. Вважаючи вхiдне слово записом числа в трiй-
ковiй системi числення, видалити з нього всi незначущi нулi.

2.8. X = {0, 1, 2}. Вважаючи вхiдне слово записом числа в трiй-
ковiй системi числення, з’ясувати, чи дiлиться воно на 3. Вiдповiдь:
1 – якщо дiлиться, 0 – в протилежному випадку.
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2.9. X = {a, b}. В непорожньому вхiдному словi помiняти мiсця-
ми першу та останню букви.

2.10. X = {|}. Якщо вхiдне слово має непарну довжину, то замi-
нити його на слово |, в iншому випадку – на порожнє слово.

2.11. X = {a, b, c}. Якщо вхiдне слово має парну довжину, то
залишити в ньому тiльки праву половину.

2.12. X = {0, 1}. Визначити, чи вхiдне слово є симетричним (по-
лiндромом), тобто ω = ωR. Вiдповiдь: 1 – є, 0 – не є.

2.13. X = {a, b}. Замiнити у вхiдному словi кожне входження
букви b на ab.

2.14. X = {a, b}. Видалити iз вхiдного слова кожне входження
пiдслова ba.

2.15. X = {a, b}. Подвоїти кожну букву вхiдного слова (напри-
клад, aba → aabbaa).

2.16. X = {a, b}. Обернути вхiдне слово (наприклад, aab → baa).

§ 3. Функцiї, що обчислюються МТ
В даному параграфi розглядаються функцiї, для яких iснує ма-

шина Тюрiнґа, що їх обчислює. Данi функцiї визначаються пове-
дiнкою МТ. Аргументи (вхiднi слова) з’являються на стрiчцi до по-
чатку обчислення, а значення функцiї для цього аргументу – слово,
яке залишається на стрiчцi, коли обчислення завершено. Зауважи-
мо, що при аналiзi деяких вхiдних слiв МТ нiколи не переходить у
кiнцевий стан, i, отже, функцiя може бути невизначена для деяких
вхiдних слiв-аргументiв. В загальному випадку кажемо, що фун-
кцiя f : (X∗)n → Y ∗ є частково визначеною функцiєю, якщо вона не
визначена для деяких наборiв аргументiв (x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, тоб-
то коли область визначення f є пiдмножиною (X∗)n. Якщо область
визначення f спiвпадає з (X∗)n, то кажемо, що функцiя f повнi-
стю визначена на (X∗)n. Якщо функцiя f не визначена на наборi
(x1, . . . , xn), то писатимемо f(x1, . . . , xn) =↑.
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Кажемо, що частково визначена функцiя f : (X∗)n → Y ∗ обчи-
слюється з допомогою машини Тюрiнґа

MT = (Q,A = X ∪ Y ∪D, δ, s, qf ),

якщо для кожного набору (x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, на якому f визна-
чена,

(s, x1 ∗ x2 ∗ . . . ∗ xn) ⇒ (qf , y),
де y = f(x1, . . . , xn) ∈ Y ∗, а ∗ ∈ D – спецiальний допомiжний сим-
вол, який роздiляє вхiднi аргументи; i на кожному наборi
(x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, для якого функцiя не визначена, МТ нiколи
не перейде в кiнцевий стан qf .

Надалi найчастiше розглядатимемо числовi функцiї f : (N0)n →
N0, де N0 = N ∪ {0}.
3.1. Пpиклад. Покажемо, що функцiя f : N0 → N0, f(n) = 0
обчислюється з допомогою деякої машини Тюрiнґа.

Вважатимемо, що невiд’ємнi цiлi числа записанi в двiйковiй си-
стемi числення. Для побудови МТ, яка правильно обчислює дану
функцiю, достатньо визначити стани, в яких МТ замiнює всi ци-
фри вхiдного слова на порожнiй символ, друкує цифру 0 i зупиняє
роботу. Граф шуканої МТ має вигляд:

// ?>=<89:;s

0,1/#;R

©© #/0;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

3.2.Пpиклад. Побудуємо машину Тюрiнґа, яка обчислює функцiю
f : N → N, f(n) = n + 1 (вважаємо, що натуральнi числа заданi в
трiйковiй системi числення).

Нехай s – стан, в якому головка МТ рухається в кiнець слова.
Дiйшовши до першої порожньої клiтинки, головка МТ переходить
лiворуч пiд останню цифру слова, i керуючий пристрiй переходить
в стан q. В станi q МТ додає одиницю до тiєї цифри, яку вона ана-
лiзує в даний момент часу. Спочатку нею є остання цифра числа.
Якщо це цифра 0 або 1, то керуючий пристрiй замiнює її на 1 або
2 вiдповiдно, i МТ зупиняє роботу. Але якщо дана цифра є 2, то
керуючий пристрiй замiнює її на 0, i головка перемiщується лiво-
руч, залишаючись в станi q. Таким чином, тепер МТ додаватиме 1
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до попередньої цифри. Якщо нею є цифра 2, то МТ мiняє її на 0 i
перемiщується лiворуч, залишаючись як i до того в станi q, тобто
керуючий пристрiй повинен виконати ту ж саму дiю – збiльшити
активну цифру на 1. Якщо ж головка перемiстилася лiворуч, а в
активнiй комiрцi немає цифри (а є #), то МТ записує туди 1 i пе-
реходить в кiнцевий стан qf .

Зауважимо, що для порожнього вхiдного слова наша задача не
визначена, тому на цьому словi МТ може поводитися як завгодно.
В нашiй програмi, наприклад, на порожньому вхiдному словi МТ
зупиняється i видає 1.

Граф МТ матиме вигляд:

// ?>=<89:;s

0/0,1/1,2/2;R

©© #/#;L // ?>=<89:;q

2/0;L

­­
#/1,0/1,1/2;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

Пiд унарною системою числення розумiтимемо запис невiд’єм-
ного цiлого числа з допомогою ”паличок”: має бути виписано стiль-
ки паличок, якою є величина числа, наприклад, 2 → ||, 5 → |||||,
0 → <порожнiй символ>.

3.3.Пpиклад. Побудуємо машину Тюрiнґа, яка обчислює функцiю
f : N0×N0 → N0, f(n,m) = n +m (вважаємо, що натуральнi числа
заданi в унарнiй системi числення).

МТ починає аналiзувати вхiдне слово в конфiгурацiї

(s, || . . . |︸ ︷︷ ︸
n

∗ || . . . |︸ ︷︷ ︸
m

), або в конфiгурацiї (s, ∗ || . . . |︸ ︷︷ ︸
m

), якщо n = 0.

Шукана машина Тюрiнґа, яка правильно обчислює дану фун-
кцiю двох змiнних, може працювати, наприклад, таким чином. Як-
що n = 0, то вона видаляє ∗ i зупиняє роботу. В iншому випадку
– видаляє першу паличку |, перемiщується праворуч до ∗ i на її
мiсцi записує |. Таким чином MT = (Q,A = X ∪ Y ∪D, δ, s, qf ), де
Q = {s, q, qf}, X = Y = {|}, D = {∗}, а програма роботи δ задана у
виглядi таблицi:

δ | ∗ #
s q, #, R qf ,#, R −
q q, |, R qf , |, R −
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3.4.Пpиклад. Побудуємо машину Тюрiнґа, яка обчислює частково
визначену функцiю f : N0 → N0, f(x) = x− 2.

Iдея розв’язання задачi така ж як i в прикладi 3.2. Нехай s
– стан, в якому головка МТ рухається вкiнець слова. Дiйшовши
до першої порожньої клiтинки головка МТ переходить лiворуч пiд
останню цифру слова, i керуючий пристрiй переходить в стан q1.
Якщо в станi q1, МТ аналiзує цифри 2, 3, . . . , 9, то вони замiнюються
на 0, 1, . . . , 7 вiдповiдно, i МТ зупиняє роботу. В iншому випадку,
якщо це цифри 0 або 1, то керуючий пристрiй замiнює їх на 8 або
9 вiдповiдно, i головка перемiщується лiворуч, керуючий пристрiй
при цьому переходить в стан q2, в якому МТ вiднiмає 1 вiд попе-
редньої цифри. Якщо ця цифра дорiвнює 1, 2, . . . , 9, то МТ мiняє її
на 0, 1, . . . , 8 i зупиняє роботу; iнакше – замiнює 0 на 9 i перемiщує-
ться лiворуч, залишаючись як i до того в станi q2, тобто керуючий
пристрiй повинен виконати ту ж саму дiю – зменшити активну ци-
фру на 1 i т.д. Якщо ж головка, перемiстившись лiворуч, в станi
q2 аналiзує # (це має мiсце тiльки для чисел 0 та 1), то подальшi
дiї МТ не визначенi i до таких чисел МТ не застосовна. Побудуємо
граф даної МТ:

// ?>=<89:;s
#/#;L //

n/n;R, n=0,9

VV
GFED@ABCq1

n/n−2;L, n=2,9 //

0/8,1/9;L

²²

GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq20/9;L 22

n/n−1;R, n=1,9

::uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

3.5.Пpиклад. Побудуємо машину Тюрiнґа, яка обчислює функцiю
f : N0×N0 → N0, f(n,m) = |n−m| (вважаємо, що натуральнi числа
заданi в унарнiй системi числення).

Нехай початковою конфiгурацiєю є (s, | . . . |︸︷︷︸
n

∗ | . . . |︸︷︷︸
m

). Iдея розв’я-

зання задачi така. Спершу МТ перемiщується пiд першу паличку
другого числа. Далi порiвнює числа наступним чином: у станах q1

та q2 МТ вiдмiчає почергово по однiй палочцi (замiнюючи | на ∗) в
обох послiдовностях | i, вичерпавши одну iз послiдовностей, робить
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висновок, яка з них складається iз бiльшої кiлькостi паличок. Тодi
в станах q3 або q4 видаляє всi ∗ i на стрiчцi залишається n − m
паличок, якщо n ≥ m, або m− n паличок, якщо n < m. Граф МТ
має вигляд:

// ?>=<89:;s
∗/∗;R //

|/|;R
©©

GFED@ABCq1

∗/∗;R
­­ |/∗;L

,,

#/#;L

²²

GFED@ABCq2

|/∗;R
ll

∗/∗;L
­­

#/#;R // GFED@ABCq3

∗/#,|/|;R
­­

#/|;L

~~~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~

GFED@ABCq4∗/#;L 22
#/#,|/|;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

Проiлюструємо роботу МТ на прикладi. Нехай на входi маємо
слово | ∗ |||. Тодi:

(s, | ∗ |||) → (s, |∗|||) → (q1, | ∗ |||) → (q2, |∗ ∗ ||) → (q2, | ∗ ∗||) →
(q1, ∗∗∗||) ⇒ (q1, ∗∗∗||) → (q2, ∗∗∗∗|) ⇒ (q2, #∗∗∗∗|) → (q3, ∗∗∗∗|) ⇒
(q3, |#) → (qf , ||).

3.6. Пpиклад. Побудуємо МТ, яка обчислює функцiю f : N0×N→
N, f(n,m) = НСД(n,m).

Нехай цiлi невiд’ємнi числа n та m заданi в унарнiй системi
числення. Знайдемо їх найбiльший спiльний натуральний дiльник,
користуючись алгоритмом Евклiда. Даний алгоритм базується на
таких рекурентних формулах для знаходження НСД:

НСД(n,m) =





НСД(n−m,m), n > m;
НСД(n,m− n), n < m;
n, n = m.

Побудуємо МТ для вiдшукання НСД, процес обчислення на
якiй базуватиметься на почерговому використаннi циклiв порiвня-
ння i вiднiмання.
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Процес побудови МТ будемо супроводжувати iлюстрацiєю кон-
фiгурацiй для обчислення НСД(4, 6). Початкова конфiгурацiя ма-
тиме вигляд (s, |||| ∗ ||||||). Спершу в станах s та q1 перенесемо пер-
шу паличку на мiсце ∗. В результатi цього отримаємо конфiгурацiю
(s, ||||||||||). Далi, використовуючи допомiжнi мiтки a та b в станах
q2 та q3, будемо порiвнювати числа n i m. При цьому МТ пра-
цюватиме так, як би працювала людина, яка порiвнює двi довгi
послiдовностi з |, якi вiдразу важко повнiстю переглянути. Люди-
на вiдмiчала б почергово по однiй палочцi в обох послiдовностях i,
вичерпавши одну iз послiдовностей, зробила б висновок, яка з них
складається з бiльшої кiлькостi паличок. Машина ж замiнює першу
паличку другого числа на b, потiм замiнює першу паличку першо-
го числа буквою a, далi знову повертається до паличок другого
числа i т.д. Пiсля декiлькох тактiв на стрiчцi виникає конфiгура-
цiя (q3, #aaaabbbbb|), в якiй перше число вже вичерпане, а друге –
ще нi. Далi МТ переходить в стан q4, в якому її головка перемi-
щується праворуч, витираючи мiтки a та замiнюючи мiтки b на |.
Пiсля цього вона переходить в стан q2 для порiвняння чисел n = 4
i m − n = 2, знаходячись при цьому в конфiгурацiї (q2, ||||||) пiд
першою паличкою числа m− n = 2. Таким чином, пiсля циклу по-
рiвняння виконано цикл вiднiмання вiд другого числа першого, в
результатi якого менше число n витерто, а бiльше число m розбито
на n i m− n.

Далi знову проходить цикл порiвняння, який на цей раз закiн-
чується ”вичерпанням” другого числа (що знаходиться праворуч),
яке в цьому випадку є меншим. При цьому одержимо конфiгурацiю
(q2, ||aabb#). Наступний такт породжує конфiгурацiю (q5, ||aabb), i
починається цикл вiднiмання вiд першого числа другого, тобто сти-
рання всiх букв b i замiна букв a палочками. Пiсля цього МТ знову
переходить в стан q2 у конфiгурацiї (q2, ||||). Цей процес триває до-
ти, доки задачу не буде зведено до випадку двох рiвних мiж собою
чисел (в нашому випадку ми вже досягли цього). Насамкiнець по-
чинається останнiй цикл порiвняння, в якому одне з чисел видаля-
ється, МТ переходить у кiнцевий стан qf , i на стрiчцi залишається
число, записане в унарнiй системi числення, яке згiдно алгоритму
Евклiда дорiвнює НСД(n,m).

Граф шуканої МТ має вигляд:
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// ?>=<89:;s
|/#;R //

∗/#;R

ÂÂ?
??

??
??

??
??

??
??

??
?

GFED@ABCq1

|/|;R
­­ ∗/|;R // GFED@ABCq2

|/b;L
,,

#/#;L²²

a/a, b/b;R

­­
GFED@ABCq3

a/a, b/b;L

­­

|/a;R

ll

#/#;R

®®
GFED@ABC?>=<89:;qf GFED@ABCq5

a/|, b/#;L

TT

#/#;Roo

|/|;R

GG

GFED@ABCq4

a/#, b/|;R

TT

|/|, #/#;L

WW

Зауважимо, що якщо перше число n = 0, то, перебуваючи в
конфiгурацiї (s, ∗| . . . |), МТ переходить у кiнцевий стан i на виходi
дає число m = НСД(0,m), m ∈ N.
3.7. Пpиклад. Побудуємо машину Тюрiнґа, яка переводить нату-
ральнi числа з унарної системи числення в десяткову.

Граф МТ матиме вигляд:

// ?>=<89:;s

#/0;R

77
|/|;L // GFED@ABCq1

#/=;L

²²

GFED@ABCq3
#/#;L //

n/n, =/=, |/|;R, n=0,9

­­
GFED@ABCq4

=/#;L //

|/#;L

²²

GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq2

#/0;R
??~~~~~~~~~~~~~~~~~~ GFED@ABCq6

#/1, n/n+1;R

n=0,8

OO

9/0;L

TT
GFED@ABCq5

|/|;L

TT=/=;L
oo

Iдея розв’язання задачi така. Спершу злiва вiд унарного запису
числа, перебуваючи в конфiгурацiї (s, | . . . |), в станах q1 i q2 до-
писуємо допомiжний знак = i цифру 0 та переходимо в стан q3.
В результатi цього отримуємо конфiгурацiю (q3, 0=| . . . |). Далi вiд
унарного числа, розмiщеного праворуч, вiднiмаємо одиницю (вида-
ляємо одну паличку) в станi q4, перемiщуємося лiворуч та в станi
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q6 до десяткового числа додаємо одиницю, дiючи за правилами де-
сяткової арифметики. Пiсля цього знову повертаємося до унарного
числа i повторюємо циклiчно всi операцiї доти, доки всi палички
не будуть витертi. Насамкiнець зсуваємося праворуч, в станi q4 ви-
тираємо знак = i зупиняємося.

Нехай маємо двi машини Тюрiнґа MT1 = (Q1, A1 = X1 ∪ Y1 ∪
D1, δ1, s0, sn) i MT2 = (Q2, A2 = X2 ∪ Y2 ∪ D2, δ2, q0, qm), причому
вважаємо, що вихiдний алфавiт першої машини спiвпадає з вхi-
дним алфавiтом другої, тобто Y1 = X2. Нехай цi МТ обчислюють
словеснi функцiї f1 : (X1)∗ → (Y1)∗ та f2 : (X2)∗ → (Y2)∗ вiдпо-
вiдно. Побудуємо МТ, яка обчислює їх композицiю f2 ◦ f1. Нага-
даємо, що композицiєю функцiй f1 та f2 називають таку функцiю
f = f2 ◦ f1, що для кожного x з областi визначення функцiї f1 зна-
чення f(x) = f2(f1(x)). При цьому вимагається, щоб функцiя f2

була визначена на значеннi f1(x).
Машина Тюрiнґа MT = (Q,A = X ∪Y ∪D, δ, s, qf ) для функцiї

f = f2 ◦ f1 будується наступним чином. У разi потреби стани ма-
шини MT2 перепозначаємо так, щоб вони вiдрiзнялися вiд станiв
машини MT1. Вхiдний алфавiт X спiвпадає iз вхiдним алфавiтом
X1 машини MT1, вихiдний алфавiт Y – з вихiдним алфавiтом Y2

машини MT2, а допомiжний алфавiт D = X2 ∪D1 ∪D2. Початко-
вим станом MT є початковий стан s0 машини MT1, а кiнцевим –
кiнцевий qm машини MT2. Програми роботи δ1 i δ2 об’єднуємо i
записуємо в одну таблицю, доозначивши, що в станi sn шукана МТ
перемiщується лiворуч до початку слова i потiм переходить в стан
q0.

Нехай ω ∈ (X1)∗. Розглянемо початкову конфiгурацiю (s, ω).
Оскiльки s = s0, то на початку роботи MT працює так, як MT1, i
якщо MT1 застосовна до слова ω, то на деякому кроцi буде одер-
жано конфiгурацiю (sn, f1(ω)). Далi в станi sn головка машини MT
перемiститься лiворуч пiд першу букву слова f1(ω) i керуючий при-
стрiй перейде в стан q0, тобто одержимо конфiгурацiю (q0, f1(ω)).
Якщо MT2 застосовна до слова f1(ω), то на деякому кроцi отри-
маємо конфiгурацiю (qm, f2(f1(ω))), яка є заключною для MT , бо
qf = qm. Таким чином, якщо MT1 застосовна до ω i MT2 засто-
совна до f1(ω), то i MT застосовна до ω. Машина MT називається
композицiєю машин MT1 та MT2 i позначається через MT2 ◦MT1.
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Означення композицiї залишається без змiни, якщо MT1 та MT2

обчислюють функцiї кiлькох змiнних. Важливо лише, щоб данi для
MT2 були у вiдповiдному виглядi пiдготовленi машиною MT1.

3.8. Пpиклад. Розглянемо МТ, задану графом:
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Дана МТ обчислює функцiю f : N0 × N → N, f(n,m) =
НСД(n,m) i видає результат в десятковiй системi числення. Во-
на є композицiєю МТ, побудованих в прикладах 3.6 та 3.7.

Аналiзуючи попереднi приклади, у читача складається вражен-
ня, що процес, який вiдбувається на МТ, є сповiльненим переглядом
процесу обчислення, який виконується людиною вiдповiдно до де-
якого алгоритму. Разом з тим розглянутi приклади наштовхують
на думку, що з допомогою МТ можна задавати й iншi вiдомi нам
алгоритми. Цiлком природно виникає питання: чи спосiб задання
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алгоритмiв з допомогою МТ є унiверсальним в тому сенсi, що будь-
який алгоритм можна подати таким чином? На це питання сучасна
теорiя алгоритмiв дає вiдповiдь з допомогою наступної гiпотези:
Теза Тюрiнґа-Черча. Будь-який алгоритм можна реалiзувати
на вiдповiднiй машинi Тюрiнґа.

Перш за все звернемо увагу на наступну характерну особли-
вiсть даної гiпотези. В її формулюваннi мова йде, з одного боку,
про загальне поняття алгоритму, яке не є точним математичним
поняттям; з другого боку, в цьому ж формулюваннi говориться про
таке точне математичне поняття як машина Тюрiнґа. Тому не може
йти i мови про доведення даної гiпотези подiбно до того, як доводя-
ться теореми в математицi. Значення гiпотези полягає саме в тому,
що вона уточнює загальне, але розпливчасте поняття ”будь-якогоалгоритму” з допомогою цiлком точного математичного поняття
МТ. Таким чином, теорiя алгоритмiв оголошує об’єктом своїх до-
слiджень машини Тюрiнґа. Тепер вже стають коректними питання
можливостi чи неможливостi побудови алгоритму для задачi того
чи iншого типу.

Справедливiсть гiпотези пiдтверджується практикою, яка, як
вiдомо з фiлософiї, є єдиним критерiєм iстини. Всi вiдомi алгори-
тми, якi були придуманi впродовж багатьох тисячолiть iсторiї ма-
тематики, можуть бути заданi з допомогою МТ.
Рекомендована лiтература : [1, с. 33–45], [7, с. 186–194], [10, с. 324–
333], [16, с. 319–323], [23, с. 83–86].

Питання та вправи до параграфа 3.

3.1. Дайте означення частково визначеної функцiї, що обчислю-
ється МТ.

3.2. Що ви розумiєте пiд композицiєю МТ?

3.3. Побудувати машину Тюрiнґа, що обчислює числову функцiю
f : N0 → N0, аргументи якої заданi в трiйковiй системi числення.

б) f(x) = 0;

а) f(x) =

{
0, x = 0
1, x 6= 0;

б) f(x) = x + 2;
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в) f(x) = x− 2;
г) f(x) = 2 · x + 1;
д) f(x) = 910 · x + 2.

3.4. Побудувати машину Тюрiнґа, яка обчислює числову фун-
кцiю P 4

i : (N0)4 → N0, P 4
i (x1, x2, x3, x4) = xi, де i = 1, 2, 3, 4 (вважа-

ємо, що аргументи xk заданi в унарнiй системi числення).

3.5. Побудувати машину Тюрiнґа, що обчислює частково визна-
чену числову функцiю f : (N0)2 → N0, аргументи якої заданi в
унарнiй системi числення.

а) f(x, y) =

{
x− y, x > y

0, x ≤ y;

б) f(x, y) =

{
x− y, x ≥ y

↑, x < y;
в) f(x, y) = xy;
г) f(x, y) = min{x, y};
д) f(x, y) = max{x, y};
е) f(x, y) = [x

y ];
є) f(x, y) = x− y[xy ].

3.6. Побудувати машину Тюрiнґа, що обчислює частково визна-
чену числову функцiю f : N0 → N0, аргументи якої заданi в унарнiй
системi числення.

а) f(x) =

{
x
2 , x− парне
↑, x− непарне;

б) f(x) = [x
2 ].

3.7. Побудувати машину Тюрiнґа, яка обчислює частково визна-
чену числову функцiю f : (N0)2 → N0.

а) f(x, y) = x + y;
б) f(x, y) = x− y.

Вважаємо, що аргумент x заданий в четвiрковiй системi числе-
ння, а y – в трiйковiй системi. Результат отримати в четвiрковiй
системi числення.



§ 4. РЕКУРСИВНI ФУНКЦIЇ 125

3.8. Доведiть, що функцiя

fp(x) =

{
1, якщо x дiлиться на p

0, якщо x не дiлиться на p

обчислюється деякою МТ.

3.9. Побудувати машину Тюрiнґа, яка обчислює словесну фун-
кцiю f : {a, b}∗ → {a, b}∗.

а) f(ω) = ωab;
б) f(ω) = ωR;
в) f(ω) = ωω;
г) f(ω) = ωωR.

3.10. Побудувати машину Тюрiнґа, яка переводить натуральнi
числа з трiйкової системи числення в унарну.

3.11. Побудувати машину Тюрiнґа, яка переводить натуральнi
числа з четвiркової системи числення в двiйкову.

3.12. Побудувати машину Тюрiнґа, яка переводить натуральнi
числа з двiйкової системи числення в четвiркову (пiдказка: вра-
хуйте, що в двiйковому числi може бути непарна кiлькiсть букв).

3.13. Скориставшись композицiєю МТ, побудуйте машину Тюрi-
нґа, яка за записом числа в унарнiй системi числення визначає, чи
є це число степенем 3 (1, 3, 9, 27, . . .). Вiдповiдь: 1 якщо так, 0 – в
протилежному випадку.

§ 4. Рекурсивнi функцiї
Будь-який алгоритм спiвставляє допустимим вхiдним даним ре-

зультат. Це означає, що з кожним алгоритмом однозначно зв’язана
функцiя, яку вiн обчислює. В цьому параграфi розглядатимуться
алгоритмiчно обчислюванi функцiї. Ми побудуємо клас всiх фун-
кцiй такого виду з допомогою тiльки трьох найпростiших функцiй
i трьох операцiй над такими функцiями. Даний пiдхiд до форма-
лiзацiї поняття алгоритму належить Геделю. Основна iдея Геделя
полягала в тому, щоб одержати всi обчислюванi функцiї iз невели-
кої кiлькостi базових функцiй з допомогою найпростiших алгори-
тмiчних засобiв.
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Назвемо найпростiшими такi функцiї:
• нуль-функцiю: O(x) = 0, x ∈ N0 = N ∪ {0};
• функцiю наступностi: S(x) = x + 1, x ∈ N0;
• функцiї проектування: Pn

i (x1, x2, . . . , xi, . . . xn) = xi, xi ∈
N0.

До даних функцiй будемо застосовувати наступнi операцiї.
Композицiя. Нехай m, k ∈ N i задано числовi функцiї g : Nm

0 → N0

i hi : Nk
0 → N0, де i = 1, 2, . . . , m. Визначимо функцiю f : Nk

0 → N0

за правилом

f(n1, . . . , nk) = g(h1(n1, . . . , nk), . . . , hm(n1, . . . , nk)).

Кажемо, що функцiя f одержана з допомогою операцiї композицiї з
функцiй g i h1, . . . , hm. Функцiю f позначимо через g ◦ (h1, . . . , hm).
Примiтивна рекурсiя. Нехай k ∈ N0 i задано числовi функцiї
g : Nk

0 → N0 i h : Nk+2
0 → N0 (у випадку, коли k = 0, функцiя

g ототожнюється з числом iз множини N0). Визначимо функцiю
f : Nk+1

0 → N0 за правилом

f(n1, . . . , nk, 0) = g(n1, . . . , nk),

f(n1, . . . , nk,m + 1) = h(n1, . . . , nk,m, f(n1, . . . , nk,m)),m ≥ 0.

В цьому випадку кажемо, що функцiя f отримана з функцiй g
i h з допомогою операцiї примiтивної рекурсiї.

Клас примiтивно рекурсивних функцiй визначається наступним
чином:

• найпростiшi функцiї O, S i Pn
i є примiтивно рекурсивними

функцiями;
• якщо g : Nm

0 → N0 i hi : Nk
0 → N0, де i = 1, 2, . . . , m, є примi-

тивно рекурсивними функцiями, то g ◦ (h1, . . . , hm) також є
примiтивно рекурсивною функцiєю;

• якщо g : Nk
0 → N0 i h : Nk+2

0 → N0 є примiтивно рекур-
сивними функцiями, то функцiя f , одержана з g i h за до-
помогою операцiї примiтивної рекурсiї, також є примiтивно
рекурсивною;

• iнших примiтивно рекурсивних функцiй не iснує.
Iншими словами, функцiю називають примiтивно рекурсивною,

якщо її можна одержати з найпростiших функцiй за допомогою
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скiнченної кiлькостi застосувань операцiй композицiї та примiтив-
ної рекурсiї.

4.1. Пpиклад. Довести, що функцiя Ok(n1, n2, . . . , nk) = 0 є при-
мiтивно рекурсивною.

Дану функцiю можна зобразити у виглядi композицiї двох най-
простiших примiтивно рекурсивних функцiй. Дiйсно,

Ok(n1, n2, . . . , nk) = O(P k
1 (n1, n2, . . . , nk)).

Таким чином, функцiя Ok = O ◦ P k
1 є примiтивно рекурсивною.

4.2. Пpиклад. Показати, що функцiї Sk
i (n1, . . . , ni, . . . , nk) = ni+1,

де i = 1, . . . , k, є примiтивно рекурсивними.
Функцiї Sk

i можна визначити як

Sk
i (n1, n2, . . . , nk) = S(P k

i (n1, . . . , ni, . . . , nk)).

Отже, функцiя Sk
i = S ◦ P k

i є примiтивно рекурсивною, бо вона
одержана з примiтивно рекурсивних функцiй з допомогою операцiї
композицiї.

4.3. Пpиклад. Довести, що сталi функцiї Ck
a (n1, n2, . . . , nk) = a, де

k, a ∈ N0, є примiтивно рекурсивними.
Данi функцiї можна зобразити у виглядi скiнченної кiлькостi

композицiй примiтивно рекурсивних функцiй

Ck
a (n1, n2, . . . , nk) = S(S . . . (S︸ ︷︷ ︸

a

(Ok(n1, n2, . . . , nk))) . . .).

4.4.Пpиклад. Показати, що функцiя Suma : N2
0 → N0, Suma(n,m)

= n + m є примiтивно рекурсивною.
Функцiю Suma можна визначити наступним чином.

Suma(n, 0) = n = P 1
1 (n),

Suma(n,m+1) = n+(m+1) = (n+m)+1 = S(P 3
3 (n,m, Suma(n,m))).

Отже, Suma є примiтивно рекурсивною функцiєю, оскiльки її одер-
жано з примiтивно рекурсивних функцiй P 1

1 : N0 → N0 i S ◦ P 3
3 :

N3
0 → N0 з допомогою операцiї примiтивної рекурсiї.

4.5. Пpиклад. Довести, що функцiя Prod : N2
0 → N0, Prod(n,m) =

nm є примiтивно рекурсивною.
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Функцiю Prod можна одержати з примiтивно рекурсивних фун-
кцiй O i Suma◦ (P 3

3 , P 3
1 ) з допомогою операцiї примiтивної рекурсiї

наступним чином.

Prod(n, 0) = 0 = O(n),

P rod(n,m + 1) = n(m + 1) = nm + n =

= Suma(P 3
3 (n,m, Prod(n,m)), P 3

1 (n,m, Prod(n,m))).

4.6. Пpиклад. Показати, що функцiя Exp(n,m) = nm є примiтив-
но рекурсивною.

Функцiю Exp можна визначити як

Exp(n, 0) = 1 = S(O(n)),

Exp(n,m + 1) = nm+1 = nmn =
= Prod(P 3

3 (n,m,Exp(n,m)), P 3
1 (n,m, Exp(n,m))).

4.7. Пpиклад. Довести, що функцiї

a) Prec : N0 → N0, P rec(n) = n÷ 1 =

{
0, n = 0
n− 1, n > 0

б) Minus : N2
0 → N0, Minus(n,m) = n÷m =

{
0, n ≤ m

n−m,n > m

в) Abs(n,m) = |n−m| є примiтивно рекурсивними.

a) Функцiю Prec можна одержати з константи i проектування P 2
1 :

N2
0 → N0 з допомогою операцiї примiтивної рекурсiї.

Prec(0) = 0,
P rec(m + 1) = m = P 2

1 (m, Prec(m)).
б) Функцiю Minus можна одержати з допомогою функцiї Prec на-
ступним чином.

Minus(n, 0) = n = P 1
1 (n),

Minus(n,m + 1) = n÷ (m + 1) = (n÷m)÷ 1 =

= Prec(P 3
3 (n,m, Minus(n,m))).

в) Abs(n,m) = |n−m| = (n÷m) + (m÷ n) =

= Suma(Minus(n,m),Minus(m,n)).
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Оскiльки метою цього роздiлу є показати, що клас примiтивно
рекурсивних функцiй є досить широким, то слiд довести, що буле-
вi функцiї, якi використовуються в мовах програмування високого
рiвня, є примiтивно рекурсивними. В наступних вправах через 1
позначаємо значення ”iстина”, через 0 – ”хибнiсть”.

4.8. Пpиклад. Показати, що наступнi функцiї є примiтивно рекур-
сивними.

a) Neg(n) =

{
0, n ≥ 1
1, n = 0

б) And(n,m) =

{
1, n ≥ 1 i m ≥ 1
0, в протилежному випадку

в) Or(n,m) =

{
1, n ≥ 1 або m ≥ 1
0, в протилежному випадку

г) If -then-else(n,m, k) =

{
m,n ≥ 1
k, в протилежному випадку.

Дiйсно, данi функцiї утворюються з примiтивно рекурсивних
функцiй наступним чином:

a) Neg(n) = Minus(1, n);
б) And(n, m) = Neg(Neg(Prod(n,m)));
в) Or(n,m) = Neg(And(Neg(n), Neg(m)));
г) If -then-else(n,m, k) =

= Suma(Prod(Neg(Neg(n)),m), P rod(Neg(n), k))).

Надалi писатимемо ”x and y”, ”x or y” та ”if x then y else z”
замiсть And(x, y), Or(x, y) та If -then-else(x, y, z) вiдповiдно.

4.9. Пpиклад. Довести, що наступнi функцiї є примiтивно рекур-
сивними.

a) Eq(n, m) =

{
1, n = m

0, n 6= m

б) Gr(n, m) =

{
1, n > m

0, n ≤ m

в) Geq(n,m) =

{
1, n ≥ m

0, n < m
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г) Ls(n,m) =

{
1, n < m

0, n ≥ m

д) Leq(n,m) =

{
1, n ≤ m

0, n > m

Данi функцiї утворюються з примiтивно рекурсивних функцiй
так:

a) Eq(n,m) = Neg(Add(Minus(n,m),Minus(m,n)));
б) Gr(n,m) = Neg(Neg(Minus(n,m)));
в) Geq(n, m) = Gr(n,m) or Eq(n,m);
г) Ls(n,m) = Neg(Geq(n,m));
д) Leq(n,m) = Neg(Gr(n,m)).

4.10. Пpиклад. Довести, що для кожного k ∈ N функцiя

Maxk(n1, n2, . . . , nk) = max{n1, n2, . . . , nk}
є примiтивно рекурсивною.

Доведемо дане твердження iндукцiєю по k. Для k = 1 твер-
дження вiрне, бо Max1(n1) = P 1

1 (n1). Припустимо, що твердження
виконується для k − 1 i доведемо для k:
Maxk(n1, . . . , nk) =
= if nk > Maxk−1(n1, . . . , nk−1) then nk else Maxk−1(n1, . . . , nk−1).

4.11.Пpиклад. Застосувати операцiю примiтивної рекурсiї до при-
мiтивно рекурсивних функцiй g : N0 → N0 i h : N3

0 → N0.
а) g(n) = 3n, h(n1, n2, n3) = 4n2 + n3;
б) g(n) = 2n, h(n1, n2, n3) = 3n1nn1

3 (вважаємо, що 00 = 1).

а) f(n, 0) = g(n) = 3n

f(n,m + 1) = h(n,m, f(n,m)) = 4m + f(n,m)
f(n, 1) = 4 · 0 + f(n, 0) = 3n

f(n, 2) = 4 · 1 + f(n, 1) = 4 + 3n

f(n, 3) = 4 · 2 + f(n, 2) = 4 · 2 + 4 · 1 + 3n

Доведемо iндукцiєю по m, що
f(n,m) = 4((m− 1) + . . . + 2 + 1) + 3n = 4 (m−1)+1

2 (m− 1) + 3n =
= 2m(m− 1) + 3n.

Припустимо, що твердження виконується для m = k, тобто
f(n, k) = 2k(k − 1) + 3n.
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Для m = k + 1 маємо f(n, k + 1) = 4k + f(n, k) = 4k + 2k(k −
1) + 3n = 2k(2 + k − 1) + 3n = 2(k + 1)k + 3n.

Таким чином, для будь-яких n,m ∈ N0

f(n, m) = 2m(m− 1) + 3n

Функцiя f отримана з примiтивно рекурсивних функцiй g i h
з допомогою операцiї примiтивної рекурсiї i, отже, є примiтивно
рекурсивною.

б) f(n, 0) = g(n) = 2n

f(n,m + 1) = h(n,m, f(n,m)) = 3n(f(n,m))n

f(n, 1) = 3n(f(n, 0))n = 3n2n2

f(n, 2) = 3n(3n2n2
)n = 3n3n2

2n3
= 3n+n2

2n3

f(n, 3) = 3n(3n+n2
2n3

)n = 3n+n2+n3
2n4

Доведемо iндукцiєю по m, що

f(n,m) = 3n+n2+...nm
2nm+1

= 3
n(nm−1)

n−1 2nm+1
.

Припустимо, що твердження виконується для m = k, тобто

f(n, k) = 3
n(nk−1)

n−1 2nk+1
.

Для m = k + 1 маємо

f(n, k+1) = 3n(f(n, k))n = 3n(3
n(nk−1)

n−1 2nk+1
)n = 3n3

n2(nk−1)
n−1 2nk+2

= 3n+
n2(nk−1)

n−1 2nk+2
= 3

n2−n+nk+2−n2

n−1 2nk+2
= = 3

n(nk+1−1)
n−1 2nk+2 .

Таким чином, для будь-яких n,m ∈ N0

f(n,m) = 3
n(nm−1)

n−1 2nm+1
.

Дана функцiя f отримана з примiтивно рекурсивних функцiй
g та h, i тому є примiтивно рекурсивною.

Мiнiмiзацiя. Розглянемо частково визначену функцiю n змiнних
f(x1, . . . , xn). Визначимо функцiю g(x1, . . . , xn) наступним чином.
Зафiксуємо певнi n− 1 значення аргументiв x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . xn

функцiї f та розглянемо рiвняння f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) =
xi. Обчислюватимемо значення f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) для
y = 0, 1, 2, . . ..

Розглянемо наступнi випадки:
• значення f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) не визначено;
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• значення f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) для y = 0, 1, . . . , a−1
визначенi, але вони вiдмiннi вiд xi, а значення
f(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn) не визначено;

• значення f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) визначенi для всiх
y ∈ N0, але вони вiдмiннi вiд xi.

В усiх цих випадках значення функцiї g(x1, . . . , xn) вважають
не визначеним. Iнакше, нехай

a = min{y ∈ N0 | f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) = xi}.
У цьому випадку зазначений процес зупиняється i дає найменший
розв’язок y = a рiвняння f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) = xi, який
є значенням функцiї g(x1, . . . , xn) = a. Значення функцiї g для за-
даної функцiї f залежить вiд значень параметрiв x1, . . . , xn, тому
функцiя g є частково визначеною функцiєю змiнних x1, . . . , xn. Ка-
жуть, що функцiя g отримана з функцiї f з допомогою операцiї
мiнiмiзацiї за змiнною xi.

Функцiю f називають частково рекурсивною, якщо вона може
бути утворена з найпростiших функцiй за допомогою скiнченної
кiлькостi застосувань операцiй композицiї, примiтивної рекурсiї та
мiнiмiзацiї. Всюди визначенi частково рекурсивнi функцiї назива-
ються загальнорекурсивними.

4.12. Пpиклад. Розглянемо функцiю f : N0 → N0, f(x) = x + 2.
За допомогою операцiї мiнiмiзацiї визначимо функцiю g : N0 → N0.
Для цього розглянемо рiвняння y + 2 = x. Бачимо, що функцiя g
не визначена, якщо x = 0 або x = 1, i g(x) = x− 2, якщо x ≥ 2.

4.13. Пpиклад. Доведемо, що частково визначена функцiя g : N0×
N0 → N0,

g(x1, x2) =
x2

1− x1x2012
2

є частково рекурсивною. Застосуємо операцiю мiнiмiзацiї за змiн-
ною x2 до примiтивно рекурсивної функцiї f(x1, x2) = (1 ÷ x1)x2.
В результатi отримаємо рiвняння (1÷ x1)y = x2. Отже,

g(x1, x2) =





x2, x1 = 0,

0, x2 = 0,

↑, x1 6= 0 i x2 6= 0,

=
x2

1− x1x2012
2

.
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В даному параграфi ми показали, що клас частково рекурсив-
них функцiй є досить широким. Поняття частково рекурсивної фун-
кцiї – одне з основних понять теорiї алгоритмiв. Його значення є
таким. З одного боку, кожна стандартно задана частково рекурсив-
на функцiя є обчислювана за певною процедурою, яка вiдповiдає
iнтуїтивному уявленню алгоритму, а з iншого – якi б досi не буду-
валися класи точно визначених алгоритмiв, завжди з’ясовувалося,
що числовi функцiї, якi обчислювалися за алгоритмами цих кла-
сiв, були частково рекурсивними. Тому загальноприйнятою є така
наукова гiпотеза:

Теза Черча. Клас алгоритмiчно обчислюваних частково визна-
чених числових функцiй збiгається з класом усiх частково рекур-
сивних функцiй.

У формулювання цiєї тези входить iнтуїтивне поняття обчи-
слюваностi, тому її не можна нi довести, нi спростувати в загаль-
номатематичному значеннi. Це факт, на користь якого свiдчить ба-
гаторiчна математична практика. Проте справедливою є наступна
теорема, доведення якої читач може знайти в [10]:

4.14. Теоpема. Функцiя є обчислюваною за Тюрiнґом тодi i тiль-
ки тодi, коли вона є частково рекурсивною.

Рекомендована лiтература : [7, с. 195–202], [10, с. 333–354], [13], [16,
с. 323–327], [20, с. 194–207].

Питання та вправи до параграфа 4.

4.1. Дайте означення примiтивно рекурсивної функцiї.

4.2. Опишiть операцiю мiнiмiзацiї частково рекурсивної функцiї.

4.3. Як пов’язнанi частково рекурсивнi функцiї i машини Тюрi-
нґа?

4.4. Довести, що наступнi функцiї однiєї змiнної є примiтивно ре-
курсивними:

а) f(n) = 3n + 4;
б) f(n) = 2n + n2;
в) f(n) = n!;
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г) sg(n) =

{
0, n = 0
1, n > 0.

4.5. Довести, що наступнi функцiї f : N2
0 → N0 є примiтивно

рекурсивними:
а) f(n,m) = min{n,m};
б) f(n,m) = max{n,m}.

4.6. Застосувати операцiю примiтивної рекурсiї до функцiй g :
N0 → N0 i h : N3

0 → N0. Записати результуючу функцiю f : N2
0 → N0

аналiтично.
а) g(n) = 2n, h(n1, n2, n3) = 3n2 + n3;
б) g(n) = 2012n2012, h(n1, n2, n3) = 5n2 + n3;
в) g(n) = 3n, h(n1, n2, n3) = 2n1 + 5n3;
г) g(n) = 2012n, h(n1, n2, n3) = 5n1nn1

3 (вважаємо, що 00 = 1);
д) g(n) = 2n + n2, h(n1, n2, n3) = n1 + 3n3;
е) g(n) = 1, h(n1, n2, n3) = n3(sg|n1 + 2− 2n3|).

4.7. Застосувати операцiю мiнiмiзацiї до функцiї f за всiма її
змiнними. Подати вихiднi функцiї g аналiтично.

а) f(n) = 2;
б) f(n) = [n

3 ];
в) f(n,m) = n + m;
г) f(n,m) = 2− n−m;
д) f(n,m) = P 2

1 (n,m);
е) f(n,m) = max{n,m};
є) f(n,m) = min{n,m};
ж) f(n,m) = n÷m.

4.8. Застосувавши операцiю мiнiмiзацiї до вiдповiдної примiтивно
рекурсивної функцiї f , довести, що функцiя g є частково рекурсив-
ною.

а) g(n) = 3− n;
б) g(n) = n

3 ;
в) g(n, m) = n− 2m;
г) g(n) = 1

n+1 ;
д) g(n, m) = n

m+2 .
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4.9. Довести, що застосувавши один раз операцiю мiнiмiзацiї до
всюди визначеної числової функцiї, отримаємо функцiю, яка визна-
чена принаймнi в однiй точцi.

4.10. Навести приклад функцiї f : N0 → N0, застосувавши до якої
операцiю мiнiмiзацiї двiчi, отримаємо нiде не визначену функцiю.

4.11. Сформулювати необхiдну i достатню умову того, що фун-
кцiя g, отримана з функцiї f з допомогою операцiї мiнiмiзацiї, є

а) всюдивизначеною;
б) нiде не визначеною.

§ 5. Нормальнi алгоритми Маркова
В даному параграфi розглядається ще один важливий пiдхiд до

уточнення поняття алгоритму, розроблений А.А. Марковим. Нор-
мальнi алгоритми Маркова (НАМ) базуються на перетвореннi слiв
в деякому скiнченному алфавiтi в вiдповiдностi з певним чином ви-
значеними правилами. В НАМ використовується тiльки одна еле-
ментарна дiя – пiдстановка, яка визначається наступними чином.
Нехай A = {a1, a2, . . . , an} – алфавiт. Якщо α i β – слова в алфавiтi
A, то вирази α → β i α 7→ β називаються формулами пiдстановки
в алфавiтi A (вважаємо, що символи→ та 7→ не належать алфавiту
A). При цьому формула α → β називається звичайною формулою
пiдстановки, а формула α 7→ β – заключною формулою пiдстанов-
ки. Сама пiдстановка (як дiя) задається формулою пiдстановки i
застосовується до слiв ω в алфавiтi A. Суть операцiї α → β (α 7→ β)
полягає в вiдшуканнi в словi ω найлiвiшого входження пiдслова α i
замiнi його на слово β. При цьому iншi частини слова ω залишають-
ся незмiнними. Якщо лiва частина формули пiдстановки входить у
слово ω, то кажуть, що дана формула є застосовною до слова ω.
В iншому випадку кажемо, що формула пiдстановки є незастосов-
ною до слова ω, i в цьому випадку пiдстановка не виконується. Якщо
права частина формули пiдстановки – порожнє слово (яке в НАМ
не познається нiяким символом), то пiдстановка α → зводиться до
видалення пiдслова α в словi ω. Якщо в лiвiй частинi формули
пiдстановки є порожнє слово, то пiдстановка → β полягає в допи-
суваннi злiва до слова ω слова β. Зауважимо, що згiдно означення
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формула з порожньою лiвою частиною застосовна до будь-якого
слова.

5.1. Пpиклад. Нехай для слiв в алфавiтi A = {a, b, c} заданi на-
ступнi пiдстановки:

а) ab → ac;
б) abc → ba;
в) ba →;
г) b 7→ c.

Застосуємо кожну з них до слова abbacba.

Для застосування маркiвської пiдстановки до слова ω необхi-
дно знайти найлiвiше входження в ω лiвої частини пiдстановки. У
випадку a) слово ab тiльки раз входить у слово abbacba, тому в ре-
зультатi пiдстановки одержуємо слово acbacba. Оскiльки слово abc

не є пiдсловом слова abbacba, то пiдстановка з пункту б) є незасто-
совною до даного слова. У пунктах в) та г) лiвi частини пiдстановок
входять декiлька раз у слово abbacba, а тому застосовуємо пiдста-
новки до першого входження їх у вхiдне слово. Отримаємо слова
abcba i acbacba вiдповiдно.

5.2. Пpиклад. Застосувати кожну з пiдстановок iз попереднього
прикладу до слова abbacba максимальну кiлькiсть разiв.

Застосувавши один раз пiдстановку ab → ac до слова abbacba,
одержимо слово acbacba, яке вже не мiстить пiдслова ab, а тому
дана пiдстановка далi є незастосовною. Пiдстановка з пункту б) є
незастосовною до слова abbacba. Пiсля першого застосування пiд-
становки ba → до слова abbacba отримуємо слово abcba, до якого
ще раз можна застосувати дану пiдстановку. Остаточно одержує-
мо слово abc, до якого вже незастосовна пiдстановка з пункту в).
Оскiльки пiдстановка b 7→ c є заключною, то вона застосовується
тiльки раз до вхiдного слова i її результатом є слово acbacba.

Нормальним алгоритом Маркова називається пара (A,P ), де
A – алфавiт, а P – скiнченна впорядкована послiдовнiсть формул
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пiдстановки: 



α1 → β1

α2 → β2 ,

. . .

αk → βk

яка називається схемою пiдстановок. При цьому вважається, що в
P видiлено деяку пiдмножину Pf ⊂ P заключних формул пiдста-
новки.

Роботу НАМ можна описати наступним чином. Нехай задано
деяке вхiдне слово ω (у НАМ не важливо, де саме воно записано).
Далi всi формули схеми пiдстановок проглядаються зверху вниз,
обирається перша з формул, яка застосовна до слова ω, i виконує-
ться пiдстановка вiдповiдно до знайденої формули пiдстановки. В
результатi одержується нове слово ν. Потiм тi ж самi дiї викону-
ються з словом ν i т.д. При цьому зауважимо, що на кожному кроцi
формули в P завжди проглядаються зверху вниз, починаючи з пер-
шої формули! Якщо на черговому кроцi була застосована звичайна
формула пiдстановки, то робота НАМ продовжується, якщо ж – за-
ключна формула, то пiсля її застосування робота НАМ зупиняєть-
ся i одержане слово називається вихiдним словом або результатом
застосування НАМ до вхiдного слова ω. У випадку, якщо на деяко-
му кроцi кожна з формул схеми P є незастосовною до промiжного
слова, то робота НАМ також зупиняється i вихiдним словом вважа-
ється дане промiжне слово. В обох розглянутих випадках кажуть,
що НАМ застосовний до вхiдного слова ω.

5.3. Пpиклад. Застосувати кожен з НАМ

а)

{
ab → ba

ba → б)

{
ba →
ab 7→ ba

в алфавiтi A = {a, b} до слова abbbbaa.

a) Спершу застосовуємо першу пiдстановку максимальну мо-
жливу кiлькiсть разiв: abbbbaa ⇒ babbbaa ⇒ bbabbaa ⇒ bbbabaa ⇒
bbbbaaa. Потiм застосуємо до слова bbbbaaa пiдстановку ba → :
bbbbaaa ⇒ bbbaa ⇒ bba ⇒ b. В результатi одержуємо слово b.
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Оскiльки кожна з формул схеми a) є незастосовною до слова b,
то НАМ застосовний до слова abbbbaa.

б) Застосуємо НАМ до слова abbbbaa: abbbbaa ⇒ abbba ⇒ abb ⇒
bab. Оскiльки ми використали заключну пiдстановку ab 7→ ba, то
робота НАМ зупиняється i алгоритм з пункту б) застосовний до
слова abbbbaa.

Проте може трапитися так, що НАМ нiколи не зупиниться, тоб-
то на кожному кроцi до промiжного слова застосовна звичайна
формула. В цьому випадку кажуть, що НАМ є незастосовним до
вхiдного слова ω або зациклюється на вхiдному словi ω. Область
застосування НАМ – це множина всiх слiв, до яких застосовний
даний НАМ.

5.4. Пpиклад. Визначимо область застосування НАМ вiдносно ал-
фавiту A = {a, b}: {

a → a

b 7→ a

Перша формула застосовна до будь-якого вхiдного слова, яке
мiститить хоча б одну букву a, причому вона не змiнює даного сло-
ва. Тому на таких словах НАМ зациклюється. Якщо ж у вхiдному
словi немає букв a, але є хоча б одна буква b, тодi перша формула
не буде застосовуватися, а вiдразу виконується друга пiдстановка
i НАМ зупинить свою роботу. До порожнього вхiдного слова ко-
жна формула пiдстановоки є незастосовною, а тому НАМ до нього
застосовний. Отже, область застосування даного НАМ – всi слова
bn (n ≥ 0).

5.5. Пpиклад. Побудуємо НАМ, який застосовний до всiх слiв в
алфавiтi A = {a, b}, крiм слiв aa та ab.

З умови задачi випливає, що НАМ має зациклюватися на словах
aa та ab. Однак алгоритм {

aa → aa

ab → ab

не є розв’язком даної задачi, оскiльки вiн зациклюється не тiльки на
даних словах, але й на будь-яких iнших словах, якi мiстять пiдсло-
во aa або ab. Зазвичай задачi такого типу розв’язують наступним
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чином: початок i кiнець вхiдного слова ω вiдмiчають спецiальними
мiтками (наприклад, ∗ω+), а потiм використовують формули пiд-
становки, в лiвiй частинi яких вказуються потрiбнi слова i цi мiтки.
Для зупинки алгоритму на iнших словах можна використати, на-
приклад, формулу ∗ 7→ . Таким чином, шуканий НАМ має вигляд:





+a → a+
+b → b+
∗aa+ → ∗aa+
∗ab+ → ∗ab+
∗ 7→
7→ ∗+

Два НАМ над одним i тим же алфавiтом A називаються рiвно-
сильними, якщо їх областi застосувань спiвпадають i на однакових
вхiдних словах вони видають однаковi результати.

5.6. Пpиклад. Визначити, чи є рiвносильними наступнi пари НАМ
вiдносно алфавiту A = {a, b}:

а) P1 :
{

bb → ab P2 :
{

bb → ba

б) P3 :

{
a → ab

b → aab
P4 :

{
a → b

b → ba

в) P5 :
{

b 7→ ba
P6 :





+a → a+
+b 7→ ba

→ +

Розглянемо схеми P1 i P2 НАМ з пункту a). У них одна i та ж
область застосування – множина всiх слiв в алфавiтi A = {a, b}.
Однак друга умова рiвносильностi (однаковi результати на однако-
вих вхiдних словах) не виконується. Дiйсно,

P1 : abbb ⇒ aabb ⇒ aaab, P2 : abbb ⇒ abab.

Отже, НАМ з пункту a) не рiвносильнi.
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У НАМ P3 i P4 областi застосування спiвпадають i мiстять тiль-
ки єдине слово – порожнє. На непорожнiх словах данi алгоритми за-
циклюються, причому по-рiзному. Однак така рiзна поведiнка при
зациклюваннi не вiдiграє жодної ролi в означеннi рiвносильностi
алгоритмiв. Важливо тiльки, щоб у випадку зупинки алгоритми
видавали однаковi вихiднi слова. А для пари з пункту б) ця умова
виконується: на єдиному словi (порожньому), до якого вони засто-
совнi, НАМ видають одну i ту ж вiдповiдь – порожнє слово. Таким
чином, данi алгоритми рiвносильнi.

В алгоритмiв з пункту в), якi замiнюють перше входження бу-
кви b на ba, не спiвпадають областi застосування: P5 застосовний до
всiх слiв в алфавiтi A, а P6 зациклюється на словах, якi не мiстять
букви b. Отже, алгоритми з пункту в) не є рiвносильними.

Рекомендована лiтература : [1, с. 45–53], [5, с. 362–365], [10, с. 354–
356], [14, с. 138–146], [19, с. 18–21].

Питання та вправи до параграфа 5.

5.1. Дайте означення формули пiдстановки в алфавiтi A. Яка
формула пiдстановки називається заключною?

5.2. Якi НАМ називаються рiвносильними?

5.3. Нормальний алгоритм Маркова ({a, b}, P ) задається схемою

P :





ba → a

bb → b .

ab →
7→ b

Застосуйте його до слiв bbab, aaaab, bbaabba.

5.4. В чому полягає робота НАМ (A, P ), де A = {a, b}, а схема P
має вигляд:

P :





a →
b →
7→ baba
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5.5. Визначити область застосування НАМ з алфавiтом
A = {0, 1, 2}, якщо:

а) P1 :





1 →
2 → 2
0 →

в) P3 :





1 → 0
2 → 1
00 →
0 → 0

б) P2 :





1 →
22 → 2
000 → 00

г) P4 :





2 → 1
1 7→ 0
00 →
0 → 0

5.6. Знайти область застосування та визначити, в чому полягає
робота НАМ ({a, b}, P ), де

P :





a → aa

bb →
b 7→ ab

5.7. Побудувати НАМ в алфавiтi A = {0, 1}, який застосовний
тiльки до порожнього слова та слова 1000.

5.8. Зi схеми

P :





1 → 0
01 → 111
0 → 1

викреслити рiвно одну формулу пiдстановки, щоб одержати НАМ,
який застосовний до всiх слiв в алфавiтi A = {0, 1}.
5.9. Для кожної пари НАМ визначити, чи рiвносильнi вони вiд-
носно алфавiту {0, 1}:

а) P1 :
{

1 → 1
P2 :

{
+1 → 11
1 → +1

б) P3 :

{
10 → 01
01 → P4 :

{
01 →
10 →
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в) P5 :





+1 → 1?

+0 → 0+
?1 7→
?0 → 0+
? 7→
→ +

P6 :





+0 → 0+
+1 7→
+ 7→
1 → 1+

5.10. З НАМ в алфавiтi {0, 1}, заданого схемою

P :





010 → 001
10 → 01
0101 → 0011
01 →

викреслити якомога бiльше формул пiдстановки так, щоб одержа-
ний алгоритм був рiвносильний даному.

5.11. Побудувати машину Тюрiнґа, яка рiвносильна вказаному
НАМ в алфавiтi {0, 1}:

а) P :





+1 → 0+
+0 7→ 0
→ +

б) P :





01 7→ 01
10 7→ 10
→

5.12. Проаналiзувати роботу нормального алгоритму Маркова,
заданого над алфавiтом A = {a1, a2, . . . , am} зi схемою

P :





∗∗ → #
#a → a#, де a ∈ A

#∗ → #
# 7→
∗ab → b ∗ a, де a, b ∈ A

→ ∗
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§ 6. Синтез нормальних алгоритмiв Мар-
кова

У цьому параграфi на прикладах пояснюються основнi прийоми
побудови нормальних алгоритмiв Маркова.

6.1. Пpиклад. Побудувати НАМ, який застосовний до всiх слiв в
алфавiтi A = {a, b, c} i видаляє iз вхiдного слова перше входження
букви a (якщо таке є), а букви b замiнює на c.

Перш за все зауважимо, що в НАМ, на вiдмiну вiд машини
Тюрiнґа, легко реалiзуються вставки, замiни та видалення букв.
Наприклад, замiна букви b на букву c здiйснюється за допомогою
формули пiдстановки b → c, а видалення букви a реалiзується фор-
мулою a →. При цьому промiжне слово розтягується або стискає-
ться автоматично. Шуканий алгоритм спершу має всi букви b замi-
нювати на c, тому першою формулою має бути b → c. Якщо букв b
у словi вже не залишиться, то потрiбно видалити перше входження
букви a, використавши заключну пiдстановку a 7→. Таким чином,
НАМ матиме вигляд:

{
b → c

a 7→
6.2. Пpиклад. Побудувати НАМ, який ”сортує” непорожнє сло-
во в алфавiтi A = {0, 1} (послiдовнiсть з цифр 0 i 1) в порядку
незростання.

Дана задача розв’язується з допомогою НАМ, який мiстить єди-
ну формулу пiдстановки 01 → 10. Дана формула мiняє мiсцями 0
з кожною 1 доти, доки у словi праворуч вiд хоча б однiєї цифри
0 є цифра 1. Формула стає незастосовною, коли праворуч вiд ко-
жного 0 нема жодної 1, тобто коли вхiдне слово вiдсортоване по
незростанню. Наприклад,

0110 → 1010 → 1100.

6.3. Пpиклад. Побудувати НАМ, який застосовний до всiх слiв в
алфавiтi A = {a, b} i видаляє останню букву непорожнього вхiдного
слова.

Для розв’язання задачi потрiбно помiтити останню букву, по-
ставивши пiсля неї новий спецзнак *. Але як помiстити цей знак в
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кiнець слова? Робиться це наступним чином: спочатку дописуємо
лiворуч до вхiдного слова *, а потiм ”переганяємо” її в його кiнець.
Неважко помiтити, що ”перескакування” зiрочки через букву – це
замiна пари ∗x на пару x∗, яка здiйснюється з допомогою формули
пiдстановки ∗x → x∗. Пiсля того як * опиниться вкiнцi слова, по-
трiбно видалити останню букву i * та зупинити роботу алгоритму.
Таким чином, одержуємо наступний НАМ:





→ ∗
∗a → a∗
∗b → b∗
a∗ 7→
b∗ 7→

Проаналiзуємо його роботу на словi abb:

abb → ∗abb → ∗ ∗ abb → ∗ ∗ ∗abb → . . .

Бачимо, що цей алгоритм постiйно дописує злiва зiрочки. Чо-
му? Нагадаємо, що формула пiдстановки з порожньою лiвою части-
ною застосовна завжди, тому перша формула буде застосовуватися
нескiнченно, блокуючи доступ до наступних формул. Звiдси випли-
ває дуже важливе правило: якщо в НАМ є формула з порожньою
лiвою частиною, то вона має мiститися вкiнцi НАМ. З урахува-
нням цього алгоритм перепишеться так:





∗a → a∗
∗b → b∗
a∗ 7→
b∗ 7→
→ ∗

Однак це ще не все: алгоритм зациклюється на порожньому вхi-
дному словi, бо остання формула завжди буде застосовна. В чому
причина помилки? Рiч у тiм, що ми ввели знак * для того, щоб помi-
тити останню букву вхiдного слова, а потiм видалити * i цю букву.
Щоб врахувати випадок порожнього слова, треба перед останньою
формулою записати ще одну формулу, яка видаляє ”одиноку” зi-
рочку i зупиняє алгоритм. Таким чином, остаточно НАМ матиме
вигляд:
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



∗a → a∗
∗b → b∗
a∗ 7→
b∗ 7→
∗ 7→
→ ∗

6.4. Пpиклад. Побудувати НАМ над алфавiтом A = {a, b}, який
подвоює кожне входження букви b та дописує вкiнцi слова суфiкс
baba.

На перший погляд, щоб подвоїти кожну букву b, досить застосу-
вати формулу b → bb. Щоб переконатися, що це не так, розглянемо
приклад:

bab → bbab → bbbab → . . .

Помилка тут у тому, що пiсля замiни першого входження бу-
кви b на bb ми не можемо вiдрiзнити вже замiненi букви b вiд тих,
якi ще не мiнялися. Для вирiшення цiєї проблеми можна помiтити
злiва спецзнаком * ту букву b, яку потрiбно в даний момент замi-
нити, а пiсля того як така замiна вже здiйснена, спецзнак треба
перемiстити до наступної букви.

Таким чином, спершу слiд розмiстити лiворуч вiд вхiдного сло-
ва спецзнак *, а потiм ”перескакувати” через кожну наступну бу-
кву, не змiнюючи її, якщо ця буква a, або подвоюючи, якщо нею є b.
Якщо праворуч вiд * вже не виявиться жодної букви, то спецзнак
потрiбно замiнити на слово baba.

Отже, отримуємо наступний НАМ:




∗a → a∗
∗b → bb∗
∗ 7→ baba

→ ∗
Перевiримо його на вхiдному словi bab:

bab → ∗bab → bb ∗ ab → bba ∗ b → bbabb∗ → bbabbbaba.

6.5. Пpиклад. Побудувати НАМ над алфавiтом A = {a, b}, який
видаляє останнє входження букви b (якщо таке є).
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Для того щоб помiстити * поруч з останнiм входженням букви
b, можна спершу перемiстити * в кiнець слова, а потiм перенести
* справа налiво через букви a до найближчої букви b. При цьому
потрiбно врахувати, що вхiдне слово може не мiстити букви b: якщо
зiрочка знову опиниться на початку слова, то її потрiбно видалити
i зупинитися. Реалiзуємо дану iдею з допомогою наступного НАМ:





∗a → a∗
∗b → b∗
a∗ → ∗a
b∗ 7→
∗ 7→
→ ∗

Перевiримо роботу даного алгоритму на вхiдному словi aba:

aba → ∗aba ⇒ aba∗ → ab∗a → aba∗ → . . .

Як бачимо, замiсть того, щоб рухатися справа налiво до най-
ближчої букви b, зiрочка почала ”кружляти” навколо останньої
букви слова. Чому? Рiч у тiм, що першi двi формули, якi пере-
мiщують * праворуч, заважають третiй формулi. Зауважимо, що
перестановка цих формул не приведе до потрiбного результату, бо
тодi * почне ”бiгати” навколо першої букви вхiдного слова. Помил-
ка полягає в тому, що ми використовуємо спецзнак * як для руху
лiворуч, так i для руху праворуч. Щоб виправити цю помилку, по-
трiбно просто ввести ще один спецзнак, наприклад #, подiливши
мiж цими спецзнаками обов’язки: нехай * перемiщується праворуч,
a # – лiворуч. З’явитися ж спецзнак # має тодi, коли * дiйде до
кiнця слова, тобто коли справа вiд * не виявиться iнших букв. Оста-
точно отримаємо такий НАМ:
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



∗a → a∗
∗b → b∗
∗ → #
a# → #a

b# 7→
# 7→
→ ∗

6.6. Пpиклад. Побудувати НАМ, який застосовний до всiх слiв в
алфавiтi A = {a, b, c} i визначає кiлькiсть рiзних букв у вхiдному
словi. Вiдповiдь одержати в унарнiй системi числення (наприклад:
aabbab → ||).

Для розв’язання цiєї задачi спочатку вiдсортуємо вхiдне слово
таким чином, щоб спершу були всi букви a, потiм – b, а вкiнцi –
c. Далi видалимо зайвi букви так, щоб залишилась максимальна
кiлькiсть попарно рiзних букв. Для цього скористаємось формула-
ми пiдстановки виду xx → x. Насамкiнець замiнимо всi букви на
палички. Шуканий НАМ матиме вигляд:





ba → ab

ca → ac

cb → bc

aa → a

bb → b

cc → c

a → |
b → |
c → |

Наприклад,

aabbab → aababb → aaabbb → aabbb → abbb → abb → ab → |b → ||.
6.7. Пpиклад. Побудувати НАМ над алфавiтом A = {0, 1, 2}, який
дописує праворуч до непорожнього вхiдного слова (трiйкового чи-
сла) знак ”= ” i стiльки паличок, скiльки цифр мiстить трiйкове
число.
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Розв’яжемо дану задачу наступними чином. Спершу за кожною
цифрою вхiдного слова вставимо паличку |. Для цього допишемо
злiва до вхiдного слова спецзнак *, а потiм перенесемо його через
кожну цифру так, щоб злiва вiд нього залишалася ця цифра i вiд-
повiдна їй паличка. Наприклад,

10 → ∗10 → 1| ∗ 0 → 1|0|∗
В одержаному словi переставимо цифри i палички так, щоб злi-

ва опинилися всi букви, а справа – палички, зберiгаючи при цьому
вихiдний взаємний порядок як букв, так i паличок:

1|0|∗ → 10||∗
Вкiнцi слова замiнимо * на новий спецзнак = i перемiстимо його
лiворуч до першої цифри:

10||∗ → 10|| =→ 10| = | → 10 = ||
Всi вказанi дiї описуються наступним алгоритмом Маркова:





∗n → n|∗, n ∈ A

|n → n|, n ∈ A

∗ →=
| =→= |
n = 7→ n =, n ∈ A

→ ∗
Рекомендована лiтература : [10, с. 354–356], [14, с. 146–180], [19, с. 21–
32], [21, с. 178–189].

Питання та вправи до параграфа 6.

У задачах 6.1-6.21 побудувати НАМ, який застосовний до всiх
слiв в алфавiтi A i виконує наступну роботу:

6.1. A = {Н, П, У}. Дописує справа до вхiдного слова ω слово
ПНУ (ω → ωПНУ).

6.2. A = {a, b}. Залишає у словi тiльки першу букву (порожнє
слово не мiняє).
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6.3. A = {a, b}. Залишає у словi тiльки останню букву (порожнє
слово не мiняє).

6.4. A = {a, b, c}. За першою буквою непорожнього вхiдного слова
вставляє букву c.

6.5. A = {a, b}. Якщо у вхiдному словi є принаймнi двi букви, то
мiняє мiсцями першi двi букви.

6.6. A = {a, b}. Якщо вхiдне слово мiстить бiльше букв a, нiж
букв b, то видає вихiдне слово з однiєї букви a; якщо однакова
кiлькiсть букв a i b, то видає порожнє слово; iнакше – слово b.

6.7. A = {a, b}. У вхiдному словi всi букви a замiнює на b, а всi
(попереднi) букви b – на a.

6.8. A = {a, b, c}. Подвоює кожну букву у вхiдному словi.

6.9. A = {a, b}. Дописує праворуч до вхiдного слова стiльки па-
личок, зi скiлькох пiдряд записаних букв b починається це слово.

6.10. A = {a, b}. Зi всiх входжень букви a у вхiдне слово залишає
тiльки останнє входження, якщо таке є.

6.11. A = {a, b}. Якщо вхiдне слово мiстить одночасно букви a i
b, то замiнює його на порожнє слово.

6.12. A = {a, b}. Якщо вхiдне слово не є словом aabba, то замiнює
його на порожнє слово.

6.13. A = {a, b}. Визначає, чи входить перша буква непорожнього
вхiдного слова ще раз у це слово. Вiдповiдь: слово a, якщо входить,
або порожнє слово в протилежному випадку.

6.14. A = {a, b}. Переносить останню букву непорожнього вхi-
дного слова на його початок.

6.15. A = {a, b}. В непорожньому вхiдному словi переставляє мi-
сцями першу та останню букви.

6.16. A = {a, b}. Якщо в непорожньому вхiдному словi спiвпада-
ють перша та остання букви, то видаляє цi букви, в iншому випадку
слово не змiнює.
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6.17. A = {a, b, c}. Якщо вхiдне слово не мiстить букви c, то замi-
нює всi букви a на b. В iншому випадку видає слово з однiєї букви
c.

6.18. A = {a, b}. Подвоює вхiдне слово (дописує справа його ко-
пiю).

6.19. A = {a, b}. Обертає вхiдне слово (наприклад, aab → baa).

6.20. A = {a, b}. Визначає, чи є слово полiндромом. Вiдповiдь:
слово a, якщо є, або порожнє слово в протилежному випадку.

6.21. A = {a, b}. Нехай вхiдне слово має непарну довжину. Вида-
ляє з нього середню букву.

§ 7. Нормально обчислюванi функцiї
В даному параграфi розглядаються функцiї, для яких iснує

нормальний алгоритм Маркова, що їх обчислює. Зауважимо, що
при аналiзi деяких вхiдних слiв алгоритм Маркова може нiколи
не зупинитися (зациклюється), i тому функцiя може бути не ви-
значена для деяких вхiдних слiв-аргументiв. У загальному випад-
ку кажемо, що функцiя f : (X∗)n → Y ∗ є частково визначеною
функцiєю, якщо вона не визначена для деяких наборiв аргументiв
(x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, тобто коли область визначення f є пiдмно-
жиною (X∗)n. Якщо область визначення f спiвпадає з (X∗)n, то
кажемо, що функцiя f всюди визначена на (X∗)n. Якщо функцiя f
не визначена на наборi (x1, . . . , xn), то писатимемо f(x1, . . . , xn) =↑.

Частково визначена функцiя f : (X∗)n → Y ∗ називається нор-
мально обчислюваною, якщо iснує такий нормальний алгоритмМар-
кова, що для кожного набору (x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, на якому f ви-
значена, НАМ перетворює вхiдне слово x1 ∗ x2 ∗ . . . ∗ xn у вихi-
дне слово y, де y = f(x1, . . . , xn) ∈ Y ∗, а ∗ – спецiальний допомi-
жний символ, який роздiляє вхiднi аргументи; i на кожному наборi
(x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, для якого функцiя не визначена, НАМ заци-
клюється.

Надалi найчастiше розглядатимемо числовi функцiї f : (N0)n →
N0, де N0 = N ∪ {0}.
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7.1. Пpиклад. Покажемо, що функцiя f : N0 → N0, f(n) = 0
обчислюється з допомогою деякого НАМ.

Вважатимемо, що числа записанi в двiйковiй системi числен-
ня. Для побудови НАМ, який обчислює дану функцiю, достатньо
в його схему пiдстановок включити формули для видалення всiх
букв (цифр 0 i 1) вхiдного слова i заключну формулу для замiни
порожнього слова нулем. Таким чином, схема НАМ матиме вигляд:





0 →
1 →
7→ 0

7.2. Пpиклад. Покажемо, що функцiя f : N0×N0 → N0, f(n,m) =
|n − m| є нормально обчислюваною (вважаємо, що невiд’ємнi цiлi
числа записанi в унарнiй системi числення).

Нагадаємо, що

|n−m| =
{

n−m, n ≥ m

m− n, n < m

На початку роботи вхiдне слово має вигляд || . . . |︸ ︷︷ ︸
n

∗ || . . . |︸ ︷︷ ︸
m

. Оскiль-

ки |n −m| = |(n − 1) − (m − 1)|, то для розв’язання задачi досить
одночасно видаляти по однiй паличцi злiва i справа доти, доки в де-
якiй частинi не залишиться жодної палички. Отже, НАМ задається
схемою:

{
| ∗ | → ∗
∗ 7→

Наприклад, || ∗ |||| → | ∗ ||| → ∗|| → || i f(2, 4) = |2− 4| = 2.

7.3. Пpиклад. Покажемо, що функцiя f : N0 → N0, f(n) = n
mod 4, яка обчислює остачу вiд дiлення натурального числа на 4,
є нормально обчислюваною (вважаємо, що невiд’ємнi цiлi числа
записанi в унарнiй системi числення).

Оскiльки остачi вiд дiлення чисел n i n − 4 на 4 однаковi, то
для знаходження остачi досить вiд числа вiднiмати 4 доти, доки
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не отримаємо невiд’ємне число менше 4 – воно i буде шуканою
остачею. Таким чином, схема НАМ буде мiстити єдину формулу
пiдстановки: {

|||| →
Наприклад, ||||||||| → ||||| → | i f(9) = 1.

7.4. Пpиклад. Покажемо, що функцiя f : N0 → N0, f(n) = [n/4], є
нормально обчислюваною.

Для знаходження цiлої частини вiд дiлення числа n на 4, досить
спершу пiдрахувати, скiльки четвiрок паличок мiстить це унарне
число, а потiм витерти палички, якi вiдповiдають остачi. Данi мiр-
кування реалiзуються такою схемою НАМ:





∗|||| → |∗
∗| → ∗
∗ 7→
→ ∗

Наприклад, f(9) = 1 i ||||||||| → ∗||||||||| → |∗||||| → ||∗| → ||∗ → ||.
7.5.Пpиклад. Комбiнуючи попереднi два приклади, покажемо, що
функцiя f : N0 → N0 × N0, f(n) = ([n/4], n mod 4), є нормально
обчислюваною.

Легко бачити, що дана функцiя обчислюється НАМ з схемою:



∗|||| → |∗
∗ 7→ ∗
→ ∗

7.6. Пpиклад. Побудуємо НАМ, який обчислює функцiю f : N →
N, f(n) = n + 2 (вважаємо, що натуральнi числа заданi в трiйковiй
системi числення).

Для розв’язання задачi спершу введемо спецзнак * i перемiсти-
мо його вкiнець слова, щоб помiтити його останню букву (трiйкову
цифру). Далi додамо 2 за правилами трiйкової арифметики. Якщо
останньою цифрою є 0, то замiнимо її на 2 i зупинимо роботу, iна-
кше мiняємо 1 на 0, 2 на 1 i перемiщуємося лiворуч для додавання 1
до попередньої цифри з допомогою нового спецзнаку # (при цьому
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враховуємо, що цiєю цифрою може бути 2, яку треба замiнити на
0 i перемiститися лiворуч для додавання 1).

Всi розглянутi дiї описуються таким НАМ:




∗0 → 0∗
∗1 → 1∗
∗2 → 2∗
0∗ 7→ 2
1∗ → #0
2∗ → #1
0# 7→ 1
1# 7→ 2
2# → #0
# 7→ 1
→ ∗

7.7. Пpиклад. Нехай вхiдний алфавiт A = {0, 1, 2, 3}. Вважаючи
вхiдне слово записом числа в четвiрковiй системi числення, пере-
вести це число в двiйкову систему числення.

Як вiдомо, для переведення числа з четвiркової системи числе-
ння в двiйкову, потрiбно кожну четвiркову цифру замiнити на пару
вiдповiдних їй двiйкових цифр: 0 → 00, 1 → 01, 2 → 10, 3 → 11,
див. § 2 першого роздiлу. Користуючись цим фактом, схему НАМ
запишемо так:





∗0 → 00∗
∗1 → 01∗
∗2 → 10∗
∗3 7→ 11∗
∗ 7→
→ ∗

Нехай задано два нормальнi алгоритми Маркова НАМ1 i НАМ2

в одному i тому ж алфавiтi A, якi обчислюють словеснi функцiї
f1 : A∗ → A∗ та f2 : A∗ → A∗ вiдповiдно. Нас цiкавитимуть НАМ,
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якi обчислюють їх композицiю f2 ◦ f1. Нагадаємо, що композицiєю
функцiй f1 та f2 називають таку функцiю f = f2 ◦ f1, що для ко-
жного x з областi визначення функцiї f1 значення f(x) = f2(f1(x)).
При цьому вимагається, щоб функцiя f2 була визначена на значеннi
f1(x). Вихiдне слово НАМ1 можна подати на вхiд НАМ2. Таке по-
слiдовне виконання алгоритмiв називається композицiєю НАМ1 та
НАМ2 i позначається НАМ2(НАМ1). Якщо будь-який з алгоритмiв
зациклюється, то зациклюватися має i їх композицiя.

Доведена наступна теорема: для будь-яких двох нормальних ал-
горитмiв в алфавiтi A, якi обчислюють функцiї f1 : A∗ → A∗ та
f2 : A∗ → A∗ вiдповiдно, iснує НАМ, який обчислює композицiю
f2 ◦ f1, див. [14]

7.8. Пpиклад. Побудуємо нормальний алгоритм, який є компози-
цiєю наступних двох алгоритмiв НАМ1 i НАМ2 з схемами P1 i P2

вiдповiдно вiдносно алфавiту {a, b}:

P1 :





∗a → a∗
∗b → ab∗
∗ 7→
→ ∗

P2 :
{

b →

Спершу зауважимо, що в загальному випадку не можна будува-
ти композицiю простим виписуванням одна за одною формул пiд-
становки з НАМ1 i НАМ2. Наприклад, якщо спочатку виписати
формули з НАМ1, а потiм з НАМ2, то отримаємо алгоритм НАМ12,
а якщо спершу виписати формули з НАМ2, а потiм з НАМ1, то
отримаємо алгоритм НАМ21, якi заданi схемами:

P12 :





∗a → a∗
∗b → ab∗
∗ 7→
→ ∗
b →

P21 :





b →
∗a → a∗
∗b → ab∗
∗ 7→
→ ∗
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Але нi НАМ12, нi НАМ21 не є композицiєю алгоритмiв НАМ1 i
НАМ2. Наприклад, для вхiдного слова aaa маємо:

НАМ12 : aba → ∗aba → a ∗ ba → aab ∗ a → aaba∗ → aaba

НАМ21 : aba → aa → ∗aa → a ∗ a → aa∗ → aa,

тодi як НАМ2(НАМ1(aba))=НАМ2(aaba) = aaa.
Зауважимо, що iснує загальний метод побудови композицiї НАМ,

див. [14, c. 198]. Однак цей спосiб досить громiздкий i для простi-
ших НАМ краще використовувати iнший пiдхiд: перш за все треба
зрозумiти, яку задачу розв’язує кожен з алгоритмiв НАМ1 i НАМ2,
а потiм послiдовнiсть цих задач об’єднати в спiльну задачу i побу-
дувати алгоритм для цiєї загальної задачi.

В нашому прикладi алгоритм НАМ1 замiнює кожну букву b
словом ab, а потiм алгоритм НАМ2 видаляє букви b. Зрозумiло,
що послiдовне застосування спершу НАМ1, а потiм НАМ2 замiнює
кожну букву b вхiдного слова буквою a. Шукана композицiя НАМ1

i НАМ2 задається простою схемою НАМ:

{
b → a

Ми показали, що клас нормально обчислюваних функцiй є до-
сить широким. Поняття нормально обчислюваної функцiї – одне з
основних понять теорiї алгоритмiв. Зазначимо, що з одного боку,
кожна нормально обчислювана функцiя є обчислюваною за певною
процедурою, яка вiдповiдає iнтуїтивному уявленню алгоритму, а з
iншого – якi б досi не будувалися класи точно визначених алгори-
тмiв, завжди з’ясовувалося, що числовi функцiї, якi обчислюються
за алгоритмами цих класiв, є нормально обчислюваними. Тому за-
гальноприйнятою є така наукова гiпотеза:

Теза Маркова-Черча. Будь-який алгоритм можна реалiзувати
з допомогою НАМ.

У формулювання цiєї тези входить iнтуїтивне поняття алгори-
тму, а тому її не можна нi довести, нi спростувати в загальнома-
тематичному значеннi. Справедливiсть гiпотези пiдтверджується
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практикою: всi вiдомi алгоритми, якi були придуманi впродовж ба-
гатьох тисячолiть iсторiї математики, можуть бути заданi з допо-
могою НАМ. Проте справедливою є наступна теорема, доведення
якої читач може знайти в [10]:

7.9. Теоpема. Для функцiї f наступнi умови рiвносильнi:
• функцiя f є обчислюваною за Тюрiнґом;
• функцiя f частково рекурсивна;
• функцiя f є нормально обчислюваною.

Рекомендована лiтература : [10, с. 356–361], [14, с. 180–186, 198–219].

Питання та вправи до параграфа 7.

7.1. Що ви розумiєте пiд композицiєю НАМ?

7.2. Побудувати НАМ, який обчислює числову функцiю f : N0 →
N0, f(n) = n mod 2, якщо аргументи заданi:

а) в унарнiй системi числення;
б) в двiйковiй системi числення;
в) в трiйковiй системi числення.

7.3. Побудувати НАМ, який обчислює числову функцiю f : N0 →
N0, аргументи якої заданi в двiйковiй системi числення.

а) f(n) = 410 · n;
б) f(n) = [n

3 ];
в) f(n) = [n+3

4 ] + 2.

7.4. Побудувати НАМ, який обчислює числову функцiю f : N0 ×
N0 → N0, аргументи якої заданi в унарнiй системi числення.

а) f(n,m) = n + m;
б) f(n,m) = max{n,m};
в) f(n,m) = min{n,m}.

7.5. Показати, що наступнi частково визначенi числовi функцiї
f : N0 → N0, аргументи яких заданi в четвiрковiй системi числення,
є нормально обчислюванi:

а) f(n) = n + 1;
б) f(n) = n + 2;
в) f(n) = n− 2.
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7.6. Показати, що наступний НАМ обчислює функцiю f : N0 ×
N0 → N0, f(n, m) = НСД(n, m), аргументи якої заданi в унарнiй
системi числення:





|a → a|
| ∗ | → a∗
|∗ → ∗b
b → |
a → c

c → |
∗ →

7.7. A = {0, 1, 2, a}. З’ясувати, чи є вхiдне слово записом числа в
трiйковiй системi числення. Вiдповiдь: 1 – якщо є, 0 – в протиле-
жному випадку.

7.8. A = {0, 1, 2}. Вважаючи вхiдне слово записом числа в трiй-
ковiй системi числення, видалити з нього всi незначущi нулi.

7.9. A = {0, 1}. Вважаючи непорожнє слово записом двiйкового
числа, визначити, чи є воно степенем двiйки. Вiдповiдь: 1 – якщо
є, 0 – в протилежному випадку.

7.10. A = {0, 1}. Вважаючи непорожнє слово записом двiйкового
числа, перевести його в четвiркову систему числення. (Зауважен-
ня: врахувати, що в двiйковому числi може бути непарна кiлькiсть
цифр.)

7.11. A = {|}. Перевести число з унарної системи числення в трiй-
кову. (Рекомендацiя: можна у циклi видаляти з унарного числа по
паличцi i кожен раз додавати 1 до трiйкового числа, яке на початку
покласти рiвним 0.)

7.12. Для кожної пари НАМ побудувати їх композицiї вiдносно
алфавiту {0, 1}:

а) P1 :
{

01 → 10 P2 :
{

1 → 0
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б) P3 :





∗0 → ∗
∗1 → 1∗
∗ 7→
→ ∗

P4 :
{

1 → 0

в) P5 :





∗0 → 1∗
∗1 → 0∗
∗ 7→
→ ∗

P6 :
{

01 →

7.13. Чи є НАМ зi схемою P3 композицiєю нормальних алгори-
тмiв зi схемами P1 i P2 вiдносно алфавiту {0, 1, 2}?

P1 :
{

01 → 10 P2 :
{

02 → 20

P3 :

{
01 → 10
02 → 20

§ 8. Складнiсть алгоритмiв
В загальнiй теорiї алгоритмiв вивчається лише теоретична мо-

жливiсть розв’язання задач. При розглядi конкретних задач не
звертається увага на ресурси часу i пам’ятi для вiдповiдних алго-
ритмiв-розв’язкiв. Але теоретична можливiсть розв’язання задачi
не гарантує її практичної реалiзацiї.

Введемо необхiднi означення, вiдштовхуючись вiд машин Тюрi-
нґа. Нехай машина Тюрiнґа обчислює словесну функцiю f(ω). Ви-
значимо функцiю tT (ω), значення якої для слова ω дорiвнює кiль-
костi тактiв машини Тюрiнґа T , якi виконуються при обчисленнi
f(ω), якщо f(ω) визначене. Якщо f(ω) не визначене, то значення
функцiї tT (ω) теж вважається не визначеним. Функцiя tT (ω) нази-
вається часовою складнiстю машини Тюрiнґа T .

Активною зоною при роботi машини Тюрiнґа на словi ω нази-
вається множина всiх комiрок стрiчки, якi мiстять непорожнi букви
або вiдвiдувались головкою машини Тюрiнґа в процесi обчислення.
Введемо функцiю sT (ω), значення якої дорiвнює довжинi активної
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зони при роботi машини Тюрiнґа T на словi ω, якщо f(ω) визначене.
В iншому випадку значення функцiї sT (ω) не визначене. Функцiя
sT (ω) називається ємнiсною складнiстю машини Тюрiнґа T .

Введенi функцiї tT (ω) i sT (ω) є словесними. Зручно ввести для
розгляду функцiї натурального аргументу, поклавши:

tT (n) = max
|ω|=n

{tT (ω)} i sT (n) = max
|ω|=n

{sT (ω)}.

Цi функцiї теж називаються функцiями часової i ємнiсної складно-
стi (в найгiршому випадку) машини Тюрiнґа T .

Визначимо функцiї часової та ємнiсної складностi для алгори-
тмiв Маркова. Нехай алгоритм Маркова M обчислює словесну фун-
кцiю f(ω). Визначимо функцiю tM (ω), значення якої для вхiдного
слова ω дорiвнює кiлькостi пiдстановок, якi виконуються в процесi
обчислення вихiдного слова f(ω) з вхiдного слова ω, якщо алгоритм
застосовний до вхiдного слова ω. Якщо ж алгоритм зациклюється
на вхiдному словi ω, то значення функцiї tM (ω) вважається не ви-
значеним. Функцiя tM (ω) називається часовою складнiстю алгори-
тму Маркова M .

Введемо функцiю sM (ω), значення якої дорiвнює максимальнiй
з довжин слiв, якi виникають при обчисленнi з вхiдного слова ω
вихiдного слова f(ω), якщо f(ω) визначене. Якщо f(ω) не визна-
чене, то значення функцiї sM (ω) теж не визначене. Функцiя sM (ω)
називається ємнiсною складнiстю алгоритму Маркова M .

Аналогiчно, як i для машини Тюрiнґа, зручно ввести функцiї
натурального аргументу, поклавши:

tM (n) = max
|ω|=n

{tM (ω)} i sM (n) = max
|ω|=n

{sM (ω)}.

Цi функцiї теж називаються функцiями часової i ємнiсної складно-
стi (в найгiршому випадку) алгоритму Маркова M .

Гранична поведiнка функцiй tT i tM (вiдповiдно sT i sM ) при
збiльшеннi розмiру n задачi називається асимптотичною часовою
(вiдповiдно ємнiсною) складнiстю. Для конкретних задач розгля-
даються, як правило, асимптотичнi функцiї складностi.

Нехай f i g – двi функцiї натурального аргументу. Кажуть, що
f(n) = O(g(n)) (читається: ”еф вiд ен є о велике вiд же вiд ен”),
якщо iснує така константа c > 0, c ∈ R i таке число n0 ∈ N0, що
0 ≤ f(n) ≤ cg(n) для всiх n ≥ n0. Запис f(n) = Θ(g(n)) означає,
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що iснують такi константи c1, c2 > 0, c1, c2 ∈ R i таке n0 ∈ N0, що
0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n) для всiх n ≥ n0.

Кажуть, що машина Тюрiнґа (алгоритм Маркова) розв’язує
задачу за полiномiальний час, якщо tT (n) = O(p(n)) (tM (n) =
O(p(n))) для деякого многочлена p. В протилежному випадку ка-
жуть, що машина Тюрiнґа (алгоритм Маркова) розв’язує задачу за
експоненцiальний час.

Часова складнiсть алгоритму вiдображає потрiбнi для його ро-
боти витрати часу. Аналогiчно, як для машини Тюрiнґа i алгори-
тмiв Маркова, для будь-яких алгоритмiчних моделей часова скла-
днiсть визначається як функцiя, яка кожнiй послiдовностi вхiдних
даних довжини n ставить у вiдповiднiсть максимальний (за всiма
iндивiдуальними задачами довжиною n) час t(n), який витрачає
алгоритм для розв’язання iндивiдуальних задач iз цiєю довжиною.
Про конкретну задачу кажуть, що вона розв’язується за полiномi-
альний час, якщо iснує алгоритм (наприклад, машина Тюрiнґа чи
алгоритм Маркова), який розв’язує цю задачу за полiномiальний
час. Через P позначається клас всiх задач, якi розв’язуються за по-
лiномiальний час. В iншому випадку кажуть, що задача розв’язує-
ться за експоненцiальний час. Задачу називають важкорозв’язною,
якщо немає полiномiального алгоритму для її розв’язання.

Вважається, що полiномiальнi алгоритми вiдповiдають швид-
ким, ефективним на практицi алгоритмам, а полiномiально розв’я-
знi задачi вiдповiдають легким задачам, якi можуть бути розв’яза-
ними за прийнятний час на входах довжини, що має практичний iн-
терес. Часто полiномiальний алгоритм справдi задовольняє всi пра-
ктичнi потреби. В гiршому ж випадку його можна вважати швид-
ким лише асимптотично, а на вiдносно невеликих входах алгоритм
може працювати довго. Слiд пiдкреслити, що клас полiномiально
розв’язних задач не залежить вiд того, яка саме з багатьох мо-
жливих формалiзацiй алгоритму вибрана. Цей факт можна строго
довести як теорему для будь-яких означень алгоритму.

Слiд зазначити, що є експоненцiальнi алгоритми, якi добре за-
рекомендували себе на практицi. Рiч у тiм, що часову складнiсть
означено як мiру поведiнки алгоритму в найгiршому випадку. На-
справдi може виявитись, що для розв’язання бiльшостi конкретних
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задач потрiбно значно менше часу, i це дiйсно так для деяких до-
бре вiдомих алгоритмiв. Наприклад, симплекс-метод для розв’язу-
вання задач лiнiйного програмування має експоненцiальну часову
складнiсть, але дуже добре працює на практицi.

8.1. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа, яка в алфавiтi A =
{0, 1} для будь-якого слова P = p1p2 . . . pn визначає, чи є воно си-
метричним, тобто P = p1p2 . . . pn = pnpn−1 . . . p1 = P ′. Вiдповiдь:
слово 1, якщо слово P симетричне, 0 – в протилежному випадку.
Оцiнити часову та ємнiсну складнiсть побудованої машини Тюрi-
нґа.

Граф шуканої машини Тюрiнґа має вигляд:

GFED@ABCq1

0/0, 1/1;R

­­
#/#;L // GFED@ABCq2

0/#;L

½½

1/#;L

²²

#/1;R

¤¤
// ?>=<89:;s

0/#;R

::

#/1;R //

1/#;R

$$

GFED@ABC?>=<89:;f GFED@ABCq6 0/#, 1/#;Lll#/0;R
oo GFED@ABCq3 0/0, 1/1;Lll

#/#;R

ii

GFED@ABCq5

0/0, 1/1;R

TT #/#;L
// GFED@ABCq4

1/#;L

DD

0/#;L

SS

#/1;R

[[

Робота машини Тюрiнґа здiйснюється циклами. Впродовж пер-
шого циклу машина перевiряє, чи виконуться рiвнiсть p1 = pn. Для
цього в станi s запам’ятовується буква p1 i головка машини Тюрi-
нґа в станах q1 або q5 змiщується праворуч доти, доки не знаходить
букву pn i порiвнює її з p1 в станах q2 або q4. Якщо цi букви рiзнi,
то машина переходить в стан q6, видаляє слово на стрiчцi i друкує
букву 0, в протилежному випадку машина здiйснює другий цикл,
впродовж якого порiвнює букви p2 та pn−1 i т. д. Зрозумiло, що най-
бiльшу кiлькiсть тактiв машина Тюрiнґа виконує на симетричних
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словах довжини n. Якщо симетричне слово P має парну довжи-
ну, то буде проведено n/2 повних циклiв порiвнянь букв, впродовж
яких буде здiйснено число тактiв, яке дорiвнює

(2n + 1) + (2(n− 2) + 1) + . . . + 5 =
(2n + 1) + 5

2
· n

2
=

(n + 3)n
2

.

Пiсля цього машина здiйснює ще один такт i зупиняє роботу.
Якщо ж симетричне слово P має непарну довжину, то буде про-

ведено (n−1)/2 повних циклiв порiвнянь букв, впродовж яких буде
здiйснено число тактiв, яке дорiвнює

(2n+1)+(2(n−2)+1)+. . .+7 =
(2n + 1) + 7

2
·n− 1

2
=

(n + 4)(n− 1)
2

.

Далi МТ здiйснює ще три такти i переходить у кiнцевий стан.
З проведених вище мiркувань i аналiзу графа машини Тюрiнґа

випливає, що sT (n) = n + 1 ≤ 2n, sT (n) = O(n), а функцiя часової
складностi має вигляд

tT (n) =

{
(n+3)n

2 + 1, n = 2k, k ∈ N
(n+4)(n−1)

2 + 3, n = 2k − 1, k ∈ N =
n2 + 3n + 2

2

Оскiльки n2+3n+2
2 ≤ n2+3n2+2n2

2 = 3n2, то tT (n) = O(n2) i задача
розв’язується за полiномiальний час, тобто належить класу P.

8.2. Пpиклад. Проаналiзувати роботу алгоритму Маркова, зада-
ного над алфавiтом A = {a1, a2, . . . , am}, та оцiнити його скла-
днiсть:





∗∗ → #
#a → a#, де a ∈ A

#∗ → #
# 7→
∗ab → b ∗ a, де a, b ∈ A

→ ∗
Якщо P = b1b2 . . . bn, то оберненням слова P називається слово

P ′ = bnbn−1 . . . b1. Покажемо, що алгоритм здiйснює обернення слiв
в алфавiтi A. Дiйсно, нехай маємо деяке слово P в алфавiтi A. Тодi:

P → ∗P → b2 ∗ b1 . . . bn → b2b3 ∗ b1b4 . . . bn → . . . → b2b3 . . . bn ∗
b1 → ∗b2b3 . . . bn∗b1 → . . . → b3b4 . . . bn∗b2∗b1 → . . . → ∗bn∗bn−1 . . .∗
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b2∗b1 → ∗∗bn∗bn−1 . . .∗b2∗b1 → #bn∗bn−1 . . .∗b2∗b1 → bn#∗bn−1 . . .∗
b2 ∗ b1 → bn#bn−1 . . . ∗ b2 ∗ b1 → . . . → bnbn−1 . . . b1# 7→ bnbn−1 . . . b1

Оцiнимо часову та ємнiсну складнiсть цього алгоритму. Оскiль-
ки кiлькiсть пiдстановок, якi виконуються при обчисленнi вихiдно-
го слова P ′ з вхiдного слова P , залежить тiльки вiд довжини слова,
то функцiя часової складностi tM (n) = tM (ω) для будь-якого сло-
ва ω довжини n. Знайдемо кiлькiсть пiдстановок при аналiзi слова
P = b1b2 . . . bn довжини n. На першому етапi алгоритм дописує злi-
ва до слова ∗ i переносить її разом з першою буквою вкiнець слова,
використовуючи при цьому n пiдстановок. Далi алгоритм дописує
злiва до одержаного слова ∗ i переносить її з другою буквою поча-
ткового слова ω до попередньої ∗, використовуючи n−1 пiдстановок
i т.д., доки не отримаємо слово вигляду ∗bn ∗ bn−1 . . . ∗ b2 ∗ b1. При
цьому кiлькiсть пiдстановок дорiвнює n + (n− 1) + . . . + 1 = n(n+1)

2 .
Далi злiва до слова дописується ще одна ∗ i ∗∗ мiняється на #, пi-
сля чого решiтка переноситься вкiнець слова, знищуючи при цьому
всi зiрочки. Насамкiнець виконується пiдстановка # 7→ i алгоритм
Маркова зупиняє свою роботу. Таким чином, на другому етапi ви-
конується 2 + 2n пiдстановок. Отже,

tM (n) =
n(n + 1)

2
+ 2 + 2n =

n2 + 5n + 4
2

= O(n2).

З виведення видно, що ∗ ∗ bn ∗ bn−1 . . . ∗ b2 ∗ b1 – слово максимальної
довжини, тому sM (n) = 2n + 1 = O(n).

Таким чином, задача розв’язується за полiномiальний час i на-
лежить класу P.

8.3.Пpиклад. Знайти довжину (кiлькiсть цифр) натурального чи-
сла, записаного в m-ковiй системi числення, тобто знайти функцiю,
яка кожному числу n = akm

k + ak−1m
k−1 + . . . a1m + a0, де ak 6= 0

i 0 ≤ ai < m, ставить у вiдповiднiсть число |akak−1 . . . a0| = k + 1.
Оскiльки маємо, що mk ≤ akm

k + ak−1m
k−1 + . . . + a1m + a0 ≤

(m−1)mk+(m−1)mk−1+. . .+(m−1)m+(m−1) = mk+1−1 < mk+1,
то k ≤ logm n < k + 1. Таким чином, k = [logm n] i довжина нату-
рального числа n, записаного в m-ковiй системi числення, дорiвнює
1 + [logm n] = 1 + [ ln n

ln m ] = O(lnn). З останньої рiвностi видно, що
асимптотична оцiнка довжини числа не залежить вiд того, в якiй
системi числення воно записане.
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8.4. Пpиклад. Побудувати машину Тюрiнґа для визначення суми
чисел, заданих у сiмковiй та трiйковiй системах числення (резуль-
тат отримати в сiмковiй системi числення) i оцiнити її складнiсть.

// ?>=<89:;s

+/+, n/n;R n=0,...,6

©© #/#;L // GFED@ABCq1

+/#;R

zzuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

0/2;L

­­
2/1;L

1/0;L
// GFED@ABCq2

0/0, 1/1, 2/2;L

­­

+/+;L

²²

GFED@ABCq52/#;R
,,

#/#;L

²²

GFED@ABCq4

+/+, n/n;R n=0,...,6

TT

#/#;L

OO

GFED@ABCq3

6/0;L

TT#/1;R

n/n+1;R n=0,...,5oo

GFED@ABC?>=<89:;f

Очевидно, що алфавiт A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, +}. Множина ста-
нiв складається з семи елементiв: Q = {s, q1, q2, q3, q4, q5, f}. Нехай
доданки вiдокремлюються знаком +, порожнi секцiї, як i ранiше,
позначатимемо #. На стрiчцi лiворуч вiд знака + розмiщено дода-
нок у сiмковiй системi числення, а праворуч – доданок у трiйковiй
системi числення. Iдея розв’язання задачi така: спочатку в станi s

перемiщуємося до останнього символу, потiм вiд розмiщеного пра-
воруч трiйкового числа в станi q1 вiднiмаємо одиницю, дiючи за
правилами трiйкової арифметики, пiсля чого в станi q2 перемiщу-
ємося лiворуч та до сiмкового числа додаємо одиницю в станi q3,
дiючи за правилами сiмкової арифметики. Далi повертаємося до
правого числа з допомогою стану q4 i переходимо в стан q1. По-
вторюємо всi операцiї доти, доки розмiщений праворуч вiд знака +
доданок не буде вичерпано.

Оцiнимо складнiсть даного алгоритму. Очевидно, що функцiя
tT (ω) буде приймати максимальне значення на словах ω довжи-
ни n виду: a + b1b2 . . . bn−2. Оцiнимо, на стiльки може збiльшитися
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довжина слова в процесi додавання. Оскiльки

b1b2 . . . bn−2 = b13n−3 + b23n−4 + . . . + bn−33 + bn−2 < 3n−2,

то при додаваннi цього числа в лiву частину загальна довжина сло-
ва збiльшиться не бiльше, нiж на log7 3n−2 = (n − 2) log7 3. Врахо-
вуючи крайнi порожнi клiтинки i той факт, що кiлькiсть циклiв,
якi здiйснить машина Тюрiнґа при додаваннi, не перевищує 3n−2,
маємо, що ємнiсна складнiсть

sT (n) ≤ n log7 3− log7 9 + n + 2 = O(n),

а часова складнiсть

tT (n) ≤ 2(n log7 3− log7 9 + n + 2)3n−2 = O(n3n).

Отже, дана машина Тюрiнґа розв’язує задачу за експоненцiаль-
ний час.

Рекомендована лiтература : [5, с. 374–384], [12, с. 129–204], [16, с. 330–
353].

Питання та вправи до параграфа 8.

8.1. Дайте означення (асимптотичної) часової i ємнiсної складно-
стi машини Тюрiнґа та алгоритму Маркова.

8.2. Коли кажуть, що певна задача розв’язується за полiномiаль-
ний час?

8.3. Яка задача називається важкорозв’язною?

8.4. Чи можна стверджувати, що а) 2n+1 = O(2n); б) 22n = O(2n)?

8.5. Довести, що для полiнома f(n) = amnm + . . . + a1n + a0, де
am > 0, ai ∈ R, i = 1,m, має мiсце рiвнiсть f(n) = Θ(nm).

8.6. Доведiть, що f(n) = nO(1) тодi i тiльки тодi, коли iснує таке
додатнє m, для якого f(n) = O(nm) (вважаємо, що f(n) > 1).

8.7. Порiвняти час сортування масиву з 1 млн. чисел на двох ком-
п’ютерах, перший з яких виконує 100 млн. операцiй за секунду, а
другий – 1 млн. Для першого комп’ютера складений алгоритм з
складнiстю 2n2 операцiй, а для другого – 50nlog2n.
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8.8. При якому найменшому значеннi n алгоритм, що вимагає
100n2 операцiй, ефективнiший за алгоритм, що вимагає 2n опера-
цiй?

8.9. Дослiдити, якою буде двiйкова довжина числа, одержаного
а) додаванням, б) множенням n додатних чисел, двiйкова довжина
кожного з яких не перевищує k.

8.10. Нехай A i B – m1×m2 i m2×m3 матрицi вiдповiдно. Визна-
чити кiлькiсть арифметичних операцiй, необхiдних для обчислення
їх добутку за звичайним алгоритмом. Оцiнити складнiсть.

8.11. Визначити найефективнiшу послiдовнiсть множення матриць
A, B, C, якщо їх розмiрностi вiдповiдно

а) 10× 5, 5× 50, 50× 1;
б) 20× 50, 50× 10, 10× 40.

8.12. Визначити найефективнiшу послiдовнiсть множення матриць
A, B, C, D, якщо їх розмiрностi вiдповiдно

а) 10× 2, 2× 5, 5× 20, 20× 3;
б) 20× 5, 5× 10, 10× 40, 40× 3.

8.13. Побудувати полiномiальний нормальний алгоритм Марко-
ва в алфавiтi {a, b} з часовою складнiстю O(1), який видаляє у
вхiдному словi, яке мiстить не менше нiж три букви, третю букву?

8.14. Побудувати ефективнi нормальний алгоритм Маркова та
машину Тюрiнґа, якi обчислюють функцiю f(n) = n− 3 натураль-
них четвiркових аргументiв. Оцiнити їх часову та ємнiсну скла-
днiсть.

8.15. Нормальний алгоритм Маркова (A,P ) задається схемою

P :





ba# → a#b, де a, b ∈ A

∗a → a#a∗, де a ∈ A

# → +
+ →
∗ 7→
→ ∗

Оцiнити його часову та ємнiсну складнiсть.
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8.16. Оцiнити часову та ємнiсну складнiсть МТ, заданої графом:

// ?>=<89:;s
0/a;R //

b/b;R

²²

GFED@ABCq1

0/0, b/b;R

­­
1/b;L // GFED@ABCq2

0/0, b/b;L

­­

a/a;R

ff

GFED@ABCq3b/b;R
,, #/#;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

8.17. Показати, що наступний НАМ обчислює функцiю f : N0 ×
N0 → N0, f(n,m) = nm, аргументи якої заданi в унарнiй системi
числення:





b| → |b
a| → |ba
a →
|∗ → ∗a
∗| → ∗
∗ →
b → |

.

Оцiнити його часову та ємнiсну складнiсть.
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машини Тюрiнґа, 93

конкатенацiя, 6
конструкцiя пiдмножин, 69
конфiгурацiя

МП-автомата, 88
машини Тюрiнґа, 96

лема
Ардена, 8

170



Покажчик 171

про роздування, 82

машина Тюрiнґа, 95
зациклюється, 97

напiвгрупа, 5
вiльна, 6

обчислюваний шлях, 88

пiдслово, 6
префiкс, 6
продукцiя, 32

регулярний вираз, 24
розряд числа, 12

символ, 5
активний, 94
нетермiнальний, 32

початковий, 32
термiнальний, 32

система числення, 11
g-кова, 13
дуодецимальна, 14
змiшана, 12, 14
майя, 14
непозицiйна, 12
позицiйна, 12
римська, 13
унарна, 12

слово, 6
вихiдне, 41
вхiдне, 41, 96
не розпiзнається автоматом, 43
розпiзнається МТ, 97
розпiзнається автоматом, 43

стан
досяжний, 49
кiнцевий, 43

стек, 86
стрiчка

автомата, 42
машини Тюрiнґа, 93

суфiкс, 6
схема пiдстановок, 137

таблиця автомата, 45
такт, 41, 95

e-такт, 61
теза

Маркова-Черча, 155
Тюрiнґа-Черча, 123
Черча, 133

формальна мова, 7
має суфiксну властивiсть, 7
контекстно вiльна, 34
має префiксну властивiсть, 7
обернена, 8
породжується МТ, 99
породжується автоматом, 44
регулярна, 24
розпiзнається МТ, 99
розпiзнається автоматом, 43

формальний алфавiт, 5
бiнарний, 5

формула пiдстановки, 135
функцiя

ємнiсної складностi, 159
автоматна, 43
виходiв, 42
нормально обчислювана, 150
обчислюється МТ, 114
переходiв, 42
повнiстю визначена, 114
примiтивно рекурсивна, 126
часової складностi, 158
частково визначена, 114
частково рекурсивна, 132

цифра, 13
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