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 Розглянуто псевдо-диференціальне рівняння виду uauut ),(= BA  , 
де a  – вектор в dR , B  – псевдо-диференціальний оператор з символом 

di
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  )||( 2 , )(= BdivA c  зі сталими 0>c , (1,2] . Побудовано 
фундаментальний розв'язок цього рівняння у вигляді оберненого 
перетворення Фур'є. Досліджено деякі його властивості. 
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Вступ. 

Означимо клас F  дійснозначних функцій )(x , заданих на 
скінченновимірному евклідовому просторі dR  у вигляді перетворення 
Фур'є  

,)(=)( ),(   dex xi

d


R

                                         (1) 

де ),(   означає скалярний добуток в dR , та таких, що )(||     
абсолютно інтегровна на dR . 

Для деякого фіксованого (1,2]  позначимо через B  оператор, що 
діє на функції з 1F  за правилом  

.)(||=)( ),(2   deix xi

d


R

B                               (2) 

Зауважимо, що при 2=  цей оператор є градієнтом, який будемо 
позначати символом  . 

Нехай )(= BdivA c , де 0>c  деяка стала, а div  – оператор 
дівергенції. Легко бачити, що для функцій  F  має місце рівність  

.)(||=)( ),(   decx xi

d

 
R

A                              (3) 

Для достатньо гладких і обмежених разом зі своїми похідними 
функцій dx

x
R

))((  дії операторів A  і B  можуть бути представлені у 
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вигляді  
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Оператор A  є твірним оператором симетричного  -стійкого 
випадкового процесу, що є марківським процесом в dR  зі щільністю 
ймовірності переходу ( 0>t , dx R , dy R )  




 dtcyxiyxtg
d

d }||),({exp
)(2

1=),,( 
R

                    (4) 

Якщо 2=  і 
2
1=c , то такий процес є вінеровим. 

В роботі [2] побудовано функцію dydxt
yxtG

RR  ,0,>
)),,(( , що є 

фундаментальним розв'язком псевдо-диференціального рівняння  

),,()),((),(=),( xtuxaxtu
t

xtu
xx BA 


                             (5) 

де функція dx
xa

R
))((  неперервна і обмежена, а індекс x  у операторів A  

і B  означає їх дію на функцію кількох змінних за змінною x . Серед 
його властивостей слід відзначити виконання рівності Колмогорова-
Чепмена ( 0>s , 0>t , dx R , dy R )  

dzyztGzxsGyxtsG
d

),,(),,(=),,( 
R

                           (6) 

та правильну при всіх 0>t , dx R  рівність  
1.=),,( dyyxtG

d


R

                                            (7) 

Відкритим залишалось питання про невід'ємність функції ),,( yxtG , 
що означало б існування марківського процесу в dR  зі щільністю 
ймовірності переходу ),,( yxtG . Дане повідомлення дає деяку відповідь 
на це питання. 

Нижче ми побудуємо в явному вигляді фундаментальний розв'язок 
рівняння (5) у випадку сталої функції a , покажемо, що в цій ситуації 
функція ),,( yxtG  не є невід'ємною при 2 . 

1. Побудова фундаментального розв'язку 

Як і в [2] розглянемо функцію dydxt
yxtG

RR  ,0,>
)),,(( , яка задається 

рівністю  
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           (8) 

де da R  довільний (відмінний від нульового) сталий вектор, а функція 
dydxt

yxtV
RR  ,0,>

),,((  є сумою ряду  

),,,(=),,(
0=

yxtVyxtV k
k



                                  (9) 

де ( â –  орт вектора a )  
),ˆ),,,((=),,(0 ayxtgyxtV xB                             (10) 

а при 1k   
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В [2] доведено, що мають місце оцінки  
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де N  і M  деякі додатні сталі, і ряд (9) збігається локально рівномірно 
по 0>t  та рівномірно по ddyx RR ),( . Крім того, функція (8) є 
фундаментальним розв'язком рівняння (5) і виконуються рівності (6), 
(7). 

Далі нам будуть потрібні наступні допоміжні твердження.  
Лема 1.  Нехай 1  F . Тоді для функції )(=),( yxyxf   має 

місце рівність ),(=),( yxfyxf yx BB  .  
Доведення. Розглянемо при фіксованому dx R  функцію 

),(=)( yxfyf x  та при фіксованому dy R  функцію ),(=)( yxfxf y . 
Зауважимо, що ці функції належать до класу 1F . Дійсно,  

  deeyf xiyi

d
x

),(),( )(=)( 
R

 

і при фіксованому dx R  функція |)(|||=|)(||| 1),(1     xie  
інтегровна на dR . Аналогічно для функції )(xf y . 

Тоді за означенням оператора B  матимемо  
,)(||=)(=),( ),(2   deixfyxf yxi

d
yxx 

R

BB  

.)(||=)(=),( ),(2   deiyfyxf xyi

d
xyy 

R

BB  

Зробивши заміну змінної  =  в інтегралі другої рівності, 
одержимо твердження леми.  

Зауваження. Функція ),,( yxtg  як функція від ),( yx  при 
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фіксованому 0>t  задовольняє умову леми 1. Крім того, 
)(=),,( yxgyxtg t  , причому 1)(  kt Fg  з довільним Nk .  

Лема 2.  Нехай 1)(   mF  з деяким Nm . Тоді для функції 
)(=),( yxyxf   мають місце рівності  
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де оператор ),(= BB aa  з деяким ненульовим вектором da R , Nk , 
Nl , mlk  .  
Доведення. Зафіксуємо dx R  і розглянемо функцію  
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Зафіксувавши тепер dy R , одержимо  =),()()( yxfla
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x BB  
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Аналогічно одержуємо такий же вираз і для ),()()( yxfka
x

la
y BB . 

Зауваження. До функції ),,( yxtg  можна застосовувати оператор 
aB  по кожній із змінних x  та y  довільну скінченну кількість раз в 

будь-якому порядку.  
Основний результат цього пункту міститься в наступному 

твердженні. 
Теорема. Фундаментальний розв'язок рівняння (5) зі сталою 

функцією daxa R=)(  має вигляд  
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Доведення. Скористаємось зображеннями (8) і (9) і спочатку 
доведемо, за індукцією, що для всіх {0}Nk , 0>t , dx R , dy R  
має місце рівність 
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При 0=k  рівність (14) правильна (див. також (10)). Нехай вона 
правильна при деякому {0}Nk . Тоді, враховуючи (11), маємо  

.),,(),,(|=|),,( 0
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Нерівності (12) і (13) дозволяють стверджувати, що інтеграл  
dzyzVzxtV k

d

),,(),,(0 
R

                                  (15) 

збігається абсолютно при всіх 0>t , dx R , dy R  та {0}Nk . 
Таким чином, маємо рівність  
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Далі для зручності введемо позначення )()(=)( xuxxu   , 
|)(||)(=|)( xuxxu   . Тоді можемо записати ( )1/(= K )  
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Отже,  
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Підінтегральна функція в останній формулі може бути оцінена 
зверху за абсолютною величиною виразом  
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Інтеграл від нього за ),( z  по dt R)(0,  не перевищує (див. [1, лема 5]) 
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де )1,( jkC   множина комбінацій з 1k  перших натуральних чисел по 

j . Така функція інтегровна за ),,,( 110 kuuu   по }|{|= 1

0=
  

j
k

j
uD  для 

кожного 0>  при фіксованих 0>t , dx R , dy R . 
Збіжність інтеграла (15) дозволяє перейти в інтегралі (17) по D  до 

границі при  0 . Причому, ми можемо попередньо змінити 
потрібним чином порядок інтегрування. 

Отже, в інтегралі з рівності (16) можна змінити порядок 
інтегрування і, враховуючи лінійність різницевих операторів u , 
одержати рівність  
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З врахуванням тверджень лем 1 і 2 маємо  
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Цим і завершується доведення рівностей (14). Крім того, з леми 1 
маємо, що при всіх {0}Nk  та 0>t , dx R , dy R   
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Ряд в рівності (18) збігається рівномірно по dz R  і локально 
рівномірно по 0> . Тому можливе почленне інтегрування цього ряду, 
після чого другий доданок правої частини рівності (18) прийме вигляд  
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де враховано твердження леми 1. 
Аналогічні до наведених вище викладки дозволяють винести 

оператор 1ˆ )( ka
yB  з-під інтеграла по z  і одержати  
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Врахувавши рівність (4), можемо записати  
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Отже,  
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    (20) 

Зауважимо, що ряд k
k

ati
k

)),(||(
!

1 2
0=

    збігається локально 

рівномірно по   на dR . Тому для кожного 0>r  і }|:|{= rU d
r   R   
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
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Оскільки    dtcyxiati
k

k
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, 

а останній інтеграл можна легко обчислити і одержати 
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де dS  – площа d -вимірної одиничної сфери, то ряд в правій частині 
рівності (21) збігається рівномірно по r  на )(0, , бо  
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Перейшовши в рівності (21) до границі при r , з врахуванням 
(20), одержимо  
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Теорема доведена.  

2. Невід'ємність фундаментального розв'язку 
Явна формула для фундаментального розв'язку псевдо-

диференціального рівняння (5) зі сталою функцією daxa R=)(  
дозволяє дослідити його невід'ємність.  

Розглянемо випадок 1=d . Задавши деякі конкретні значення 0>c , 
0>t , Rx , Ra , можемо побудувати графіки функцій ),,( yxtG , як 

функцій від y  при різних значеннях (1,2] . На рисунку 1 зображено 
такі графіки одержані з допомогою Wolfram Mathematica 8. Ми взяли 

1/2=c , 2=t , 0=x , 1=a . 
Видно, що функція ),,( yxtG  приймає від'ємні значення при 
(1,2)  і тільки при 2=  маємо 0>),,( yxtG . Останній випадок 

відповідає вінеровому процесу зі сталим переносом. 
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Рис.  1: Графіки функції ),,( yxtG  при фіксованих ),( xt . 
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We consider pseudo-differential equation of the form uauut ),(= BA   
where a  is a vector in dR , B  is a pseudo-differential operator with symbol 

di
R





  )||( 2 and  0>c , (1,2]  are fixed constants. The fundamental 
solution of this equation is constructed in the form of inverse Fourier 
transform. Some of its properties investigated. 
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