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ÏÐÎ ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ ÏÐÎÑÒÎÃÎ ØÀÐÓ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÓ ÏÑÅÂÄÎ-

ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

ON SINGLE-LAYER POTENTIALS FOR A CLASS OF PSEUDO-DIFFEREN-

TIAL EQUATIONS

For a class of pseudo-di�erential equations connected with symmetric stable stochastic proces-

ses, a kind of single-layer potentials is considered. An operator analogous to that of the gradient

in the classical potential theory is pointed out and an analogue of the classical theorem on the

jump of the (co-)normal derivative of a single-layer potential is established. This result allows

one to construct a solution to some initial-boundary value problem for a pseudo-di�erential

equation of the kind.

Â ðîáîòi ïîáóäîâàíî ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó äëÿ ïñåâäî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ïîâ'ÿçàíèõ iç ñèìåòðè÷íèìè ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè. Âèäiëåíî îïåðàòîð, ÿêèé

¹ àíàëîãîì ãðàäi¹íòà â êëàñè÷íié òåîði¨, i äîâåäåíà òåîðåìà, àíàëîãi÷íà êëàñè÷íié òåîðåìi

ïðî ñòðèáîê (êî-)íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. Ç äîïîìîãîþ öi¹¨ òåîðå-

ìè ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçêè äåÿêèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü çãàäàíîãî êëàñó.

Â ðàáîòå ïîñòðîåíû ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ ïñåâäî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ñâÿçàííûõ ñ ñèììåòðè÷íûìè óñòîé÷èâûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Âûäåëåíî îïå-

ðàòîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãðàäèåíòà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè, è äîêàçàíà òåîðå-

ìà, àíàëîãè÷íàÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìå î ñêà÷êå (êî-)íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà

ïðîñòîãî ñëîÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ ïñåâäî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óïîìÿíóòîãî êëàññà.



Âñòóï

Ïðîòÿãîì îñòàííiõ ðîêiâ ïñåâäî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ñòàëè îá'¹êòîì ÷èñëåííèõ ïó-

áëiêàöié ìàòåìàòèêiâ íàéðiçíîìàíiòíiøèõ ñïåöiàëiçàöié (äèâ., íàïðèêëàä, êíèãó [1] i íà-

âåäåíèé òàì ñïèñîê ëiòåðàòóðè ïî òåìi). Äëÿ àâòîðiâ öi¹¨ ñòàòòi, ÿê ìàòåìàòèêiâ-éìîâið-

íiñíèêiâ, íàéáëèæ÷èìè ¹ òi ðîáîòè (íàïðèêëàä, òðèòîìíèê [2]), ÿêi ïðèñâÿ÷åíi ïñåâäî-

äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ùî âiäïîâiäàþòü ïåâíèì êëàñàì âèïàä-

êîâèõ ïðîöåñiâ. Ñåðåä òàêèõ íàéïðîñòiøèìè ¹ ñèìåòðè÷íi ñòiéêi ïðîöåñè. �õ ðîëü ó âiäïî-

âiäíié òåîði¨ ïîòåíöiàëó ¹ òàêîþ æ, ÿêó âiäiãðà¹ âiíåðiâ ïðîöåñ â êëàñè÷íié òåîði¨.

Îäíi¹þ ç íàéêðàñèâiøèõ â êëàñè÷íié òåîði¨ ¹ òåîðåìà ïðî ñòðèáîê (êî-)íîðìàëüíî¨ ïî-

õiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. Ñàìå âîíà äà¹ çìîãó áóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî-

êðàéîâèõ çàäà÷ òèïó çàäà÷i Íåéìàíà àáî òðåòüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (äèâ., íàïðèêëàä, êíèãè

[3], [4]).

Ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ ïîáóäóâàòè ùîñü ïîäiáíå äëÿ ïñåâäî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïî-

ðîäæåíèõ áàãàòîâèìiðíèìè ñèìåòðè÷íèìè ñòiéêèìè ïðîöåñàìè. Ãåíåðàòîð òàêèõ ïðîöåñiâ

âiäiãðà¹ ðîëü ëàïëàñiàíà â êëàñè÷íié òåîði¨. Ìè âêàçó¹ìî îïåðàòîð, ÷èÿ ðîëü â íîâié òåîði¨

ïîäiáíà äî ðîëi ãðàäi¹íòà â êëàñèöi. Ïîòiì ôîðìóëþ¹òüñÿ i äîâîäèòüñÿ àíàëîã òåîðåìè ïðî

ñòðèáîê (êî-)íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, à ç éîãî äîïîìîãîþ áóäóþ-

òüñÿ ðîçâ'ÿçêè äåÿêèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ âiäïîâiäíèõ ïñåâäî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü.

Àâòîðè ñòàòòi âäÿ÷íi À. Í. Êî÷óáåþ çà ÷iòêi ðîç'ÿñíåííÿ äåÿêèõ äåòàëåé îòðèìàíèõ

íèì ðåçóëüòàòiâ.

1. Áàãàòîâèìiðíi ñèìåòðè÷íi ñòiéêi ïðîöåñè

1.1. Îïåðàòîð A. Ôiêñó¹ìî ïàðàìåòðè c > 0, α ∈ (1, 2) òà öiëå ÷èñëî d ≥ 1. Âèçíà÷è-

ìî îïåðàòîð A éîãî ñèìâîëîì: (−c|ξ|α)ξ∈Rd (÷åðåç Rd ïîçíà÷à¹òüñÿ d-âèìiðíèé åâêëiäiâ

ïðîñòið). Öå îçíà÷à¹, ùî A äi¹ íà ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈Rd , ÿêà ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ äåÿêî¨

ôóíêöi¨ (Φ(ξ))ξ∈Rd , çà ïðàâèëîìAϕ(x) = −c
∫
Rd

|ξ|α exp{i(x, ξ)}Φ(ξ) dξ, x ∈ Rd, çà óìîâè, ùî

iíòåãðàë â öié ôîðìóëi ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì. Iíøå çîáðàæåííÿ äi¨ îïåðàòîðà A íà ôóíêöiþ

(ϕ(x))x∈Rd äà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ Aϕ(x) =
c

κ

∫
Rd

ϕ(x+ y)− ϕ(x)− (∇ϕ(x), y)

|y|d+α
dy,



x ∈ Rd, â ïðèïóùåííi, ùî ôóíêöiÿ ϕ(x) ¹ äîñòàòíüî ãëàäåíüêîþ i îáìåæåíîþ ðàçîì çi ñâî-

¨ìè ïîõiäíèìè. Â öié ôîðìóëi ñòàëà κ = −2π
d−1
2 Γ(2− α)Γ((α + 1)/2) cos(πα/2)

α(α− 1)Γ((d+ α)/2)
çàëåæèòü

ëèøå âiä α ∈ (1, 2) i ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó d.

1.2. Ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó. Äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd ïîêëàäåìî

g(t, x, y) =
1

(2π)d

∫
Rd

exp{i(x− y, ξ)− ct|ξ|α} dξ. (1)

Íåñêëàäíîþ âïðàâîþ ¹ ïåðåâiðêà òîãî, ùî ôóíêöiÿ g ¹ íåïåðåðâíîþ çà ñóêóïíiñòþ çìií-

íèõ, à òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(1) g(s+ t, x, y) =

∫
Rd

g(s, x, z)g(t, z, y) dz, s > 0, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd;

(2)
∫
Rd

g(t, x, y) dy ≡ 1, t > 0, x ∈ Rd;

(3) g(t, x, y) > 0, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Îòæå, iñíó¹ ïðîöåñ Ìàðêîâà â Rd, äëÿ ÿêîãî g ¹ ùiëüíiñòþ (âiäíîñíî ëåáåãîâî¨ ìiðè â Rd)

éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó. Áiëüøå òîãî, öåé ïðîöåñ ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá éîãî òðàåêòîði¨

áóëè íåïåðåðâíèìè ñïðàâà i íå ìàëè ðîçðèâiâ äðóãîãî ðîäó. Ñàìå öåé ïðîöåñ i çâàòèìåòüñÿ

ñèìåòðè÷íèì ñòiéêèì ïðîöåñîì â Rd (ç ïàðàìåòðàìè c òà α).

1.3. Çàäà÷à Êîøi. Äëÿ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈Rd ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè

ïîêëàäåìî

u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (2)

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i Êîøi:

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, x), t > 0, x ∈ Rd; (3)

lim
t→0+

u(t, x) = ϕ(x), x ∈ Rd. (4)

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Cb(Rd) áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

(ϕ(x))x∈Rd çi çíà÷åííÿìè â R1, äëÿ ÿêèõ ‖ϕ‖ = supx∈Rd |ϕ(x)|. ×åðåç C0(Rd) ïîçíà÷àòèìå-

òüñÿ ïiäïðîñòið Cb(Rd) ñêëàäåíèé ç òèõ ôóíêöié ϕ ∈ Cb(Rd), äëÿ ÿêèõ ïðè äîâiëüíîìó

ε > 0 ìíîæèíà {x ∈ Rd : |ϕ(x)| ≥ ε} ¹ êîìïàêòîì â Rd.

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ïðè âñiõ t > 0 ôóíêöiÿ u(t, ·, ϕ), âèçíà÷åíà iíòåãðàëîì (2), ¹

ôóíêöi¹þ ç C0(Rd), ÿêùî òàêîþ ¹ ôóíêöiÿ ϕ.



Ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó äëÿ ðiâíÿííÿ (3) (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ëåìà 4.7]) âèïëèâà¹, ùî

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3) � (4) ¹äèíèé â êëàñi C0(Rd).

1.4. Äåÿêi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ ðîçïîäiëiâ. Äëÿ öiëèõ d ≥ 1 òà x ∈ Rd

ïîêëàäåìî hd(x) = (2π)−d
∫
Rd

exp{−i(x, ξ) − c|ξ|α} dξ. Ôóíêöiÿ g, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (1),

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç hd òàêîþ ðiâíiñòþ g(t, x, y) = t−d/αhd((y−x)t−1/α), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Íàñòóïíå çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ hd äîáðå âiäîìå (äèâ., íàïðèêëàä, [5])

hd(x) = (2π)−d/2|x|−d/2+1

+∞∫
0

ρd/2e−cρ
α

Jd/2−1(ρ|x|) dρ, x ∈ Rd, (5)

äå Jµ îçíà÷à¹ áåññåëüîâó ôóíêöiþ, òîáòî, Jµ(z) =
(z/2)µ√

πΓ(µ+ 1/2)

1∫
−1

(1 − u2)µ−1/2 cos(zu) du

ïðè Reµ > −1/2 òà J−1/2(z) =

√
2

πz
cos z.

Ôîðìóëà (5) ìà¹ ñâî¨ì íàñëiäêîì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó hd

ïðè âåëèêèõ |x| (äèâ. [5]):

lim
|x|→+∞

|x|d+αhd(x) = α c 2α−1π−d/2−1 sin
πα

2
Γ

(
d+ α

2

)
Γ
(α

2

)
(6)

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ ëåãêî âèâåñòè iñíóâàííÿ òàêî¨ ñòàëî¨ N , ùî hd(x) ≤ N
1

(1 + |x|)d+α
,

x ∈ Rd, çâiäêè âèïëèâà¹ òàêà íåðiâíiñòü äëÿ ôóíêöi¨ g

g(t, x, y) ≤ N
t

(t1/α + |x− y|)d+α
, (7)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd. Öþ íåðiâíiñòü, ÿê i äåÿêi áiëüø

çàãàëüíi, âêëþ÷àþ÷è íåðiâíîñòi äëÿ (äðîáîâèõ) ïîõiäíèõ âiä g, ìîæíà çíàéòè â [1]. Íèæ÷å

ìè ìàòèìåìî íàãîäó ñêîðèñòàòèñü ïîäiáíèìè îöiíêàìè.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèãëÿäà¹ ìàéæå î÷åâèäíèì äëÿ éìîâiðíiñíèêà, îäíàê ìè íàâåäåìî

àíàëiòè÷íå äîâåäåííÿ éîãî.

Ëåìà 1. Íåõàé d ≥ 2, ν � ôiêñîâàíèé îðò â Rd, à x̃ � äîâiëüíèé âåêòîð â Rd îðòîãî-

íàëüíèé äî ν. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ξ ∈ R1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∫
R1

eiλξhd(λν + x̃) dλ = (2π)−
d−1
2 |x̃|−

d−3
2

+∞∫
0

exp{−c(ξ2 + ρ2)α/2}ρ
d−1
2 J d−3

2
(ρ|x̃|) dρ. (8)



Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi (8) ÷åðåç I. Ç ôîðìóëè (5) âèïëèâà¹ ðiâ-

íiñòü I =
2

(2π)d/2

+∞∫
0

ρd/2e−cρ
α

dρ

+∞∫
0

Jd/2−1(ρ
√
λ2 + b2)(λ2 + b2)−

d−2
4 cos(λξ) dλ, äå b = |x̃|.

Âíóòðiøíié iíòåãðàë â öié ôîðìóëi îá÷èñëþ¹òüñÿ (äèâ. [6, ãë. III, �16]), à ñàìå

+∞∫
0

Jd/2−1(ρ
√
λ2 + b2)(λ2 + b2)−

d−2
4 cos(λξ) dλ =

=


0, ÿêùî |ξ| > ρ√

π
2
ρ−

d−2
2 J d−3

2

(
b
√
ρ2 − ξ2

)(√
ρ2−ξ2
b

) d−3
2

, ÿêùî |ξ| < ρ.

Òîìó I = (2π)−
d−1
2 b−

d−3
2

+∞∫
|ξ|

e−cρ
α

ρ J d−3
2

(
b
√
ρ2 − ξ2

)(√
ρ2 − ξ2

) d−3
2
dρ. Çðîáèâøè òóò ïiä-

ñòàíîâêó ρ′ =
√
ρ2 − ξ2, ïðèéäåìî äî ôîðìóëè (8). �

Íàñëiäîê 1. Íåõàé L � ïiäïðîñòið Rd, dimL = k, 1 ≤ k < d. Äëÿ äîâiëüíèõ ξ ∈ L òà

x̃ ∈ L⊥ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∫
L

ei(x,ξ)hd(x+ x̃) dx = (2π)−
d−k
2 |x̃|−

d−k−2
2

+∞∫
0

ρ
d−k
2 exp

{
−c(|ξ|2 + ρ2)α/2

}
J d−k−2

2
(ρ|x̃|) dρ.

Çîêðåìà, ÿêùî ν � ôiêñîâàíèé îðò â Rd, S =
{
x ∈ Rd : (x, ν) = 0

}
, òî äëÿ ξ ∈ S òà

λ ∈ R1 ñïðàâåäëèâèì ¹ òàêå ñïiââiäíîøåííÿ

∫
S

ei(x,ξ)hd(x+ λν) dx =
1

π

+∞∫
0

e−c(|ξ|
2+ρ2)α/2 cos(ρλ) dρ. (9)

2. Ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó.

2.1. Ïîâåðõíi êëàñó H1+γ. Íåõàé çàäàíà äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ S, ÿêà ðîç-

äiëÿ¹ ìíîæèíó Rd \ S íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè: âíóòðiøíþ � D òà çîâíiøíþ � Rd \ D̄

(÷åðåç Γ̄ ïîçíà÷à¹òüñÿ çàìêíåííÿ ìíîæèíè Γ ⊂ Rd). Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî â êîæíié

òî÷öi x ∈ S iñíó¹ äîòè÷íà äî S ãiïåðïëîùèíà. ×åðåç ν(x) ïîçíà÷àòèìåòüñÿ îäèíè÷íèé

âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî S â òî÷öi x ∈ S. Ëîêàëüíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò â òî÷öi

x ∈ S çâåòüñÿ òàêà îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà êîîðäèíàò (y1, y2, . . . , yd) ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x,

ùî yd = (ν(x), y). Ïðèïóñêàòèìåòüñÿ, ùî iñíó¹ òàêå r0 > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ S

÷àñòèíà ïîâåðõíi Sr0(x) = S ∩Br0(x) (òóò i äàëi ÷åðåç Bδ(z) ïîçíà÷à¹òüñÿ çàìêíåíà êóëÿ â



Rd ðàäióñà δ > 0 ç öåíòðîì â òî÷öi z ∈ Rd) ìîæå áóòè çàäàíîþ â ëîêàëüíié ñèñòåìi êîîð-

äèíàò (ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x) ðiâíÿííÿì yd = F (y1, y2, . . . , yd−1), äå F � äåÿêà îäíîçíà÷íà

ôóíêöiÿ. Íàãàäà¹ìî (äèâ., íàïðèêëàä, [4, ãëàâà IV, �4]), ùî S çâåòüñÿ ïîâåðõíåþ êëàñó

H1+γ äëÿ äåÿêîãî γ ∈ (0, 1), ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ S âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ F â îáëàñòi
d−1∑
k=1

(yk)2 ≤ r2
0/4 ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi

∂F

∂yk
, k = 1, 2, . . . , d−1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

â öié îáëàñòi óìîâó Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì γ i ç êîíñòàíòîþ, ùî íå çàëåæèòü âiä x. Íàäàëi

áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ïîâåðõíÿ S ¹ ñàìå òàêîþ.

Åëåìåíòàðíî äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi S êëàñó H1+γ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü
∫
S

dσy
(t1/α + |y − x|)d+α

≤ K̃ t−1−1/α ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ Rd ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ

K̃ > 0. Öÿ íåðiâíiñòü ðàçîì ç (7) ïðèâîäèòü äî îöiíêè

∫
S

g(t, x, y) dσy ≤ K t−1/α, (10)

ùî ñïðàâåäëèâà ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ Rd ç äåÿêîþ ñòàëîþ K > 0.

2.2. Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó. Íåõàé íà ìíîæèíi (0,+∞)×S çàäàíà íåïåðåðâíà ôóí-

êöiÿ v, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |v(t, x)| ≤ C t−β ïðè âñiõ (t, x) ∈ (0,+∞)×S ç äåÿêèìè

ñòàëèìè C > 0 òà β < 1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ U çìiííèõ t > 0 òà x ∈ Rd, ùî âèçíà÷à¹-

òüñÿ ðiâíiñòþ U(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî öå íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ ïî ñóêóïíîñòi çìiííèõ â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,+∞) × Rd, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêó íå-

ðiâíiñòü |U(t, x)| ≤ C K
Γ(1− β)Γ(1− 1/α)

Γ(2− β − 1/α)
t1−β−1/α, äå K � ñòàëà ç (10). Öÿ ôóíêöiÿ i

çâåòüñÿ ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó (ç ãóñòèíîþ v �ìàñè�, ðîçïîäiëåíîþ ïî ïîâåðõíi S).

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ U çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3) â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,+∞)×(Rd\S). Ç

öi¹þ ìåòîþ îöiíèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ag(t, ·, y)(x) (íàäàëi öå áóäå çàïèñóâàòèñÿ êîðîòøå

Axg(t, x, y)) â îáëàñòi t > 0, x /∈ S. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì îïåðàòîðà A, ìîæåìî

çàïèñàòè

Axg(t, x, y) = − c

(2π)d

∫
Rd

|ξ|α exp{i(x− y, ξ)− ct|ξ|α} dξ =

= − c

(2π)d
t−(d+α)/α

∫
Rd

|ξ|α exp

{
i

(
x− y
t1/α

, ξ

)
− c|ξ|α

}
dξ.



Çãiäíî ç ëåìîþ 4.2 â [1] iñíó¹ òàêà ñòàëà N > 0, ùî ïðè t > 0, x /∈ S òà y ∈ S

|Axg(t, x, y)| ≤ N

(t1/α + |x− y|)d+α
≤ N

(t1/α + d(x, S))d+α
,

äå ÷åðåç d(x, S) ïîçíà÷åíî âiäñòàíü âiä x äî S. Òîìó

t∫
0

dτ

∫
S

|Axg(t− τ, x, y)||v(τ, y)| dσy ≤ C N |S|
t∫

0

dτ

τβ((t− τ)1/α + d(x, S))d+α
,

äå |S| îçíà÷à¹ ïëîùó ïîâåðõíi S. Iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ íåðiâíîñòi ñêií÷åííèé ïðè

t > 0. Òàêà æ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i ó âèïàäêó, ÿêùî çàìiñòü Axg(t − τ, x, y) â ëiâié

÷àñòèíi áóäå ñòîÿòè
∂g(t− τ, x, y)

∂t
, îñêiëüêè g(t − τ, x, y), ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòiâ (t, x) ∈

(τ,+∞) × Rd, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3) ïðè ôiêñîâàíèõ τ > 0 òà y ∈ Rd. Çàëèøà¹òüñÿ,

îòæå, äîâåñòè, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ x /∈ S òà t > 0 lim
ε→0+

∫
S

g(ε, x, y)v(t, y) dσy = 0. Àëå öå

âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (7):
∫
S

g(ε, x, y)|v(t, y)| dσy ≤ C N |S| t−β ε

(ε1/α + d(x, S))d+α
. Òàêèì

÷èíîì,
∂U

∂t
= AU â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,+∞)× (Rd \ S).

Öåé ðåçóëüòàò êîðåñïîíäó¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì êëàñè÷íèì ðåçóëüòàòîì: ïîçà ïîâåðõíåþ-

íîñi¹ì ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó âií ¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

(äèâ. [4, ãë. V]).

2.3. Îïåðàòîð B. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B îïåðàòîð, ñèìâîëîì ÿêîãî ¹ âåêòîðíà ôóíêöiÿ

(2ic|ξ|α−2ξ)ξ∈Rd (òóò i � óÿâíà îäèíèöÿ). Öå îçíà÷à¹, ùî äiÿ îïåðàòîðà B íà ôóíêöiþ

ϕ(x) =

∫
Rd

ei(x,ξ)Φ(ξ) dξ, x ∈ Rd, âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ Bϕ(x) = 2ic

∫
Rd

ξ|ξ|α−2ei(x,ξ)Φ(ξ) dξ,

x ∈ Rd, â ïðèïóùåííi, ùî öåé iíòåãðàë ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì.

Iíøà ôîðìóëà äëÿ ðåçóëüòàòó äi¨ îïåðàòîðà B íà äîñèòü ãëàäåíüêó ôóíêöiþ (ψ(x))x∈Rd :

Bψ(x) =
2c

ακ

∫
Rd

ψ(x+ y)− ψ(x)

|y|d+α
y dy, x ∈ Rd, äå κ � ñòàëà, âèçíà÷åíà âèùå (äèâ. ï. 1.1).

Îïåðàòîð B áóäå âiäiãðàâàòè ðîëü, ïîäiáíó äî ðîëi ãðàäi¹íòà â êëàñè÷íié òåîði¨. Çàóâà-

æèìî, ùî A = 1
2
divB.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî îðòà ν ∈ Rd ÷åðåç Bν ïîçíà÷à¹ìî îïåðàòîð, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì

(2ic|ξ|α−2(ξ, ν))ξ∈Rd . Öåé îïåðàòîð ¹ àíàëîãîì îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ â íàïðÿìêó ν.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç gν(t, x, y) ðåçóëüòàò äi¨ îïåðàòîðà Bν íà ôóíêöiþ g, ÿê ôóíêöiþ ñåðå-

äíüîãî àðãóìåíòó gν(t, x, y) = Bνg(t, ·, y)(x), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd. Ç ôîðìóëè (1) âèïëèâà¹

ðiâíiñòü gν(t, x, y) =
2ic

(2π)d

∫
Rd

exp{i(x − y, ξ) − ct|ξ|α}|ξ|α−2(ξ, ν) dξ, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè



t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd. Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òóò ïðèâîäèòü äî ôîðìóëè

gν(t, x, y) =
2

α

(y − x, ν)

t
g(t, x, y). (11)

Öÿ ôîðìóëà öiëêîì ïîäiáíà äî ïîõiäíî¨ â íàïðÿìêó ν ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó

âiíåðîâîãî ïðîöåñó (öÿ îñòàííÿ îòðèìó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (1), ÿêùî òàì ïîêëàñòè α = 2 òà

c = 1/2).

Íåõàé òåïåð S, ÿê i âèùå, ¹ çàäàíîþ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ â Rd, ùî íàëå-

æèòü êëàñó H1+γ. Ôiêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ S i ïîêàæåìî, ùî ïðè 0 < τ < t iñíó¹ iíòåãðàë∫
S

gν(x0)(t−τ, x0, y)v(τ, y) dσy, äå v � ôóíêöiÿ íà (0,+∞)×S, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ï. 2.2.

Ïîçíà÷èâøè öåé iíòåãðàë ÷åðåç I i âðàõóâàâøè (11), ìîæåìî çàïèñàòè

I =
2

α(t− τ)

∫
S

(y − x0, ν(x0))g(t− τ, x0, y)v(τ, y) dσy = I ′ + I ′′,

äå I ′ âiäïîâiäà¹ iíòåãðàëó ïî Sr0/2(x0), à I ′′ � ïî S \ Sr0/2(x0).

Äëÿ y ∈ Sr0/2(x0), âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò (äèâ. ï. 2.1), áóäåìî

ìàòè |(y, ν(x0))| ≤ const |y|1+γ (òóò const íå çàëåæèòü âiä x0). Îöiíêà (7) äîçâîëÿ¹ òåïåð

òâåðäèòè, ùî |I ′| ≤ const τ−β
∫

Sr0/2(x0)

|y|1+γ dσy
((t− τ)1/α + |y|)d+α

≤ const τ−β(t− τ)−1+γ/α.

Äàëi, iñíóþòü äîäàòíå ÷èñëî δ0 i ñêií÷åííà êiëüêiñòü òî÷îê x1, x2,..., xm0 íà ïîâåðõíi

S, òàêèõ, ùî S \ Sr0/2(x0) ⊆
m0⋃
k=1

Sr0/2(xk) i ïðè öüîìó inf
y∈Sr0/2(xk)

|y − x0| ≥ δ0 ïðè âñiõ k =

1, 2, . . . ,m0. Àëå òîäi |I ′′| ≤ const τ−β((t− τ)1/α + δ0)−d−α.

Ç íåðiâíîñòåé äëÿ I ′ òà I ′′ âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. ßêùî S � çàìêíåíà îáìåæåíà ïîâåðõíÿ êëàñó H1+γ, ùî ðîçäiëÿ¹ ìíîæèíó

Rd\S íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè, à (v(t, x))t>0,x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó |v(t, x)| ≤ C t−β, t > 0, x ∈ S ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî

T > 0 iñíó¹ òàêà ñòàëà CT > 0, ùî ïðè (t, x) ∈ (0, T ]× S ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy

∣∣∣∣∣∣ ≤ CT t
−β+γ/α. (12)

Iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi (12) çâåòüñÿ ïðÿìèì çíà÷åííÿì äi¨ îïåðàòîðà Bν(x), x ∈ S, íà

ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó. Ëåìà 2 â êëàñè÷íié òåîði¨ çâó÷èòü òàê: ïðÿìå çíà÷åííÿ (êî-)

íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïðîñòîãî øàðó iñíó¹.



Çàóâàæåííÿ 1. Ìiðêóâàííÿ, ïîäiáíi äî òèõ, ùî äîâîäÿòü ëåìó 1 �3 ãëàâè I êíèãè [4],

äîçâîëÿþòü òâåðäèòè, ùî ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (12) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ àðãó-

ìåíòiâ (t, x) ∈ (0,+∞)× S.

2.4. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé ïîâåðõíÿ S òà ôóíêöiÿ v íà (0,+∞)×S çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè ëåìè 2. Çíîâó ôiêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ S i äëÿ t > 0 òà x /∈ S ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy. (13)

Éîãî iñíóâàííÿ âèïëèâà¹ ç ìiðêóâàíü àíàëîãi÷íèõ íàâåäåíèì â ï. 2.2, à ñàìå,∣∣∣∣∣∣
∫
S

gν(x0)(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

α
N C τ−β

∫
S

|y − x| dσy
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α

≤

≤ 2

α
N C τ−β

∫
S

dσy
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α−1

≤ 2

α
N C |S| τ−β((t− τ)1/α + d(x, S))−d−α+1,

çâiäêè

t∫
0

dτ

∫
S

|gν(x0)(t− τ, x, y)v(τ, y)| dσy ≤
2

α
N C |S|

t∫
0

τ−β((t− τ)1/α + d(x, S))−d−α+1 dτ ,

i ïðàâà ÷àñòèíà òóò ñêií÷åííà ïðè t > 0.

Iíòåãðàë (13) ¹ ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðà Bν(x0), x0 ∈ S, äî ïîòåíöiàëà ïðî-

ñòîãî øàðó U(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t − τ, x, y)v(τ, y) dσy â òî÷öi (t, x) ∈ (0,+∞) × (Rd \ S).

Ïîçíà÷èìî iíòåãðàë (13) ÷åðåç Uν(x0)(t, x). Íàøèì çàâäàííÿì òåïåð áóäå äîñëiäèòè ïîâå-

äiíêó ôóíêöi¨ Uν(x0)(t, x) ïðè x → x0. ßê i â êëàñèöi, ôóíêöiÿ Uν(x0) ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç

ïîâåðõíþ ðîáèòü ñòðèáîê. Òî÷íiøå, ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. ßêùî S � çàìêíåíà îáìåæåíà ïîâåðõíÿ â Rd êëàñó H1+γ, ùî ðîçäiëÿ¹ ìíî-

æèíó Rd \ S íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè, à (v(t, x))t>0,x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äié-

ñíèìè çíà÷åííÿìè, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |v(t, x)| ≤ C t−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà

β < 1, òî ïðè ôiêñîâàíèõ t > 0 òà x0 ∈ S ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→x0±

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy = ∓v(t, x0) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x0, y)v(τ, y) dσy,

(14)

äå x→ x0+ (âiäïîâiäíî x0−) îçíà÷à¹, ùî x íàáëèæà¹òüñÿ äî x0 âçäîâæ äîâiëüíî¨ êðèâî¨,

ðîçòàøîâàíî¨ â äåÿêîìó çàìêíåíîìó îáìåæåíîìó êîíóñi K â Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x0,

òàêîìó, ùî (äèâ. ïîçíà÷åííÿ â ï. 2.1) K ⊂ (Rd \ D̄) ∪ {x0} (âiäïîâiäíî K ⊂ D ∪ {x0}).



Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè áàãàòî â ÷îìó ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ êëàñè÷íîãî ðå-

çóëüòàòó, õî÷à ¹ i ïåâíi âiäìiííîñòi; ìè, òîìó, íàâåäåìî êîðîòêèé éîãî âèêëàä. Çîêðåìà,

äîñèòü ðîçãëÿíóòè ëèøå âèïàäîê, êîëè x íàáëèæà¹òüñÿ äî x0 âçäîâæ íîðìàëi ν(x0), òîáòî,

x = x0 + δν(x0), äå δ ∈ R1 i δ → 0. Òîäi

Uν(x0)(t, x) =
2

α

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(y − x0, ν(x0))g(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy −

− 2

α
δ

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy = J1 + J2.

Ïîçíà÷èìî iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi (12) ÷åðåç V (t, x), t > 0, x ∈ S. Äîäàíîê J1 â ïîïå-

ðåäíié ôîðìóëi ìîæíà çàïèñàòè òàê:

J1 = V (t, x0) +
2

α

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(y − x0, ν(x0))v(τ, y)(g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y)) dσy =

= V (t, x0) + J ′1.

Äîâåäåìî, ùî lim
δ→0

J ′1 = 0. ßê âèäíî ç äîâåäåííÿ ëåìè 2 (äèâ. îöiíêè äëÿ I ′ òà I ′′)∣∣∣∣∣∣
t∫

t−ρ

dτ

t− τ

∫
S

(y − x0, ν(x0))g(t− τ, x0, y)v(τ, y) dσy

∣∣∣∣∣∣ ≤ const

(t− ρ)β
ρ
γ
α ,

i ïðàâó ÷àñòèíó òóò ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëîþ âèáîðîì äîñèòü ìàëîãî ρ > 0

(t > 0 � ôiêñîâàíå).

Ïîêàæåìî, ùî òàê ñàìî ìàëèì áóäå i iíòåãðàë

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
S

(y − x0, ν(x0))g(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy, x = x0 + δν(x0),

ÿêèé ìè ïîäàìî ÿê ñóìó äâîõ äîäàíêiâ: ïåðøèé ç íèõ âiäïîâiäà¹ âíóòðiøíüîìó iíòåãðàëîâi

ïî Sr0/2(x0), à äðóãèé � ïî S \Sr0/2(x0). Ïîçíà÷èìî öi äîäàíêè ÷åðåç Q1 òà Q2 âiäïîâiäíî.

Ìîæåìî çàïèñàòè |Q1| ≤ const

t∫
t−ρ

dτ

τβ

∫
Sr0/2(x0)

|y − x0|1+γ dσy
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α

.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ỹ îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ y ∈ Sr0/2(x0) íà ïëîùèíó, äîòè÷íó äî S â

òî÷öi x0. Î÷åâèäíî, |y − x| ≥ |ỹ − x0|. Ç iíøîãî áîêó, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 0 < const1 ≤
|y − z|
|ỹ − z|

≤ const2 äëÿ y ∈ Sr0/2(x0) òà z = x0 + ζν(x0) ïðè ζ ∈ [−|δ|, |δ|] (öå äîâåäåíî â



�1 ãëàâè V êíèãè [4]). Òîìó, ïåðåõîäÿ÷è äî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x0,

áóäåìî ìàòè íåðiâíîñòi (÷åðåç ∆x0 ïîçíà÷åíî äåÿêó îáëàñòü â Rd−1)

|Q1| ≤ const

t∫
t−ρ

dτ

τβ

∫
∆x0

|ỹ|1+γ dỹ

((t− τ)1/α + |ỹ|)d+α
≤

≤ const

(t− ρ)β

t∫
t−ρ

dτ

∫
Rd−1

|ỹ|1+γ dỹ

((t− τ)1/α + |ỹ|)d+α
=

const

(t− ρ)β
ρ
γ
α

Òàêèì ÷èíîì, Q1 ñòà¹ ìàëèì, êîëè ρ→ 0+. Äîäàíîê Q2 îöiíþ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ, ùî òàêîæ

ñòà¹ ìàëîþ, êîëè ρ → 0+, ç äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, ïîäiáíèõ äî òèõ, ùî âèêîðèñòàíi ïðè

äîâåäåííi ëåìè 2 (äèâ. îöiíêè äëÿ I ′′).

Òåïåð çàôiêñó¹ìî òàêå ρ > 0, ùîá ñóìà |Q1| + |Q2| áóëà äîñèòü ìàëîþ, i ðîçãëÿíåìî

iíòåãðàë
2

α

t−ρ∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(y − x0, ν(x0))v(τ, y)(g(t − τ, x, y) − g(t − τ, x0, y)) dσy. Ïîçíà÷èâøè

öåé iíòåãðàë ÷åðåç Q3, çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g(t − τ, x, y) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà

ìíîæèíàõ (τ, x, y) ∈ [0, t − ρ] × K1 × K2, äå K1 òà K2 � äîâiëüíi êîìïàêòè â Rd. Òîìó

lim
δ→0

Q3 = 0 (íàãàäà¹ìî, ùî x = x0 + δν(x0)). Öèì çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
δ→0

J ′1 = 0. Îòæå,

lim
δ→0

J1 = V (t, x0). (15)

Çàëèøà¹òüñÿ äîñëiäèòè ïîâåäiíêó J2 ïðè δ → 0. Ïîêëàäåìî J2 =
4∑

k=1

J
(k)
2 , äå

J
(1)
2 = −2δ

α
v(t, x0)

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y) dσy,

J
(2)
2 =

2δ

α

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y)(v(t, x0)− v(τ, y)) dσy,

J
(3)
2 = −2δ

α

t−ρ∫
0

dτ

t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy,

J
(4)
2 = −2δ

α

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S\Sε(x0)

g(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy.

Äëÿ îöiíêè J
(4)
2 ïðè ôiêñîâàíîìó ε > 0 âèêîðèñòà¹ìî ìiðêóâàííÿ, ïîäiáíi äî òèõ, ùî

äîâîäÿòü ëåìó 2 (äèâ. îöiíþâàííÿ òàì âåëè÷èíè I ′′), à ñàìå, iñíóþòü òàêi òî÷êè xk ∈



S \ Sε(x0), k = 1, 2, . . . , l0, òà òàêå ÷èñëî p0 > 0, ùî S \ Sε(x0) ⊆
l0⋃
k=1

Sr0/2(xk) i ïðè öüîìó

inf
|ζ|≤|δ|

inf
y∈Sr0/2(xk)

|y− x0 − ζν(x0)| ≥ p0 ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . , l0 (÷èñëà l0 òà p0 çàëåæàòü âiä ε).

Òîìó äëÿ ôiêñîâàíîãî ε > 0 ìà¹ìî |J (4)
2 | ≤

2

α
l0N C |δ|

t∫
0

τ−δ((t − τ)1/α + p0)−d−α dτ → 0,

êîëè δ → 0.

Äàëi, ïðè ôiêñîâàíîìó ρ > 0, ìà¹ìî îöiíêó |J (3)
2 | ≤

2

α(1− β)
N C |S| ρ−

d+α
α |δ| → 0, êîëè

δ → 0.

ßêùî òåïåð äîâåñòè, ùî iñíó¹ lim
δ→0

J
(1)
2 ïðè ôiêñîâàíèõ ρ > 0 òà ε > 0, òî çâiäñè áóäå

âèïëèâàòè, ùî lim
δ→0
|J (2)

2 | ìîæå áóòè çðîáëåíà ÿê çàâãîäíî ìàëîþ âèáîðîì ρ òà ε âíàñëiäîê

òîãî, ùî ôóíêöiÿ v íåïåðåðâíà â òî÷öi (t, x0).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Πx0 ãiïåðïëîùèíó â Rd, äîòè÷íó äî S â òî÷öi x0 i îá÷èñëèìî ãðàíèöþ

iíòåãðàëà R =
2δ

α

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Πx0

g(t− τ, x0 + δν(x0), y) dσy, êîëè δ → 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîð-

ìóëó (9), ìîæåìî çàïèñàòè R =
2δ

πα

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

+∞∫
0

e−c(t−τ)rα cos(rδ) dr. Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-

ìè ó âíóòðiøíüîìó iíòåãðàëi ïðèâîäèòü äî âèðàçó R =
2c

π

t∫
t−ρ

dτ

+∞∫
0

e−c(t−τ)rαrα
sin(rδ)

r
dr.

Òàê çâàíà äðóãà òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ â iíòåãðàëüíîìó ÷èñëåííi äîçâîëÿ¹ òóò çìi-

íèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [6]). Òîìó R = sign δ− 2

π

+∞∫
0

e−cρr
α sin(rδ)

r
dr,

çâiäêè lim
δ→0±

R = ±1.

Òåïåð íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî lim
δ→0±

J
(1)
2 = ∓v(t, x0)+R1(ε, ρ), äå R1(ε, ρ) ñòà¹ ÿê çàâãîäíî

ìàëèì, ÿêùî ε > 0 òà ρ > 0 âèáðàíi äîñèòü ìàëèìè. Öèì çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ôàêòó

lim
δ→0±

J2 = ∓v(t, x0), ÿêèé ðàçîì ç (15) i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. �

Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé ν ∈ Rd � ôiêñîâàíèé îðò, à S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0} � ãi-

ïåðïëîùèíà â Rd, îðòîãîíàëüíà äî ν. Ôîðìàëüíî òåîðåìà 1 íå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà

äî ãiïåðïëîùèíè, îäíàê äîâåäåííÿ ïîäiáíîãî òâåðäæåííÿ â öüîìó âèïàäêó çíà÷íî ñïðî-

ùó¹òüñÿ (äèâ. [7]). Áiëüøå òîãî, â öüîìó âèïàäêó â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (14) áóäå

âiäñóòíié äðóãèé äîäàíîê, îñêiëüêè gν(t− τ, x0, y) =
(y − x0, ν)

t− τ
g(t− τ, x0, y) = 0 ïðè y ∈ S,



x0 ∈ S. Îòæå, àíàëîã òåîðåìè 1 äëÿ ãiïåðïëîùèíè S çâó÷èòü òàê

lim
x→x0±

t∫
0

dτ

∫
S

gν(t− τ, x, y)v(τ, y) dσy = ∓v(t, x0).

3. Ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé çàäàíà ïîâåðõíÿ S â Rd, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðå-

ìè 1, i íåõàé çàäàíi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈Rd òà (q(x))x∈S ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, ïðè-

÷îìó ϕ ïðèïóñêà¹òüñÿ îáìåæåíîþ. Íàãàäà¹ìî: ‖ϕ‖ = sup
x∈Rd
|ϕ(x)|; òàê ñàìî ‖q‖ = max

x∈S
|q(x)|.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi òàêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ (u(t, x))t>0,x∈Rd , ÿêà

(1) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
∂u

∂t
= Au â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,+∞)× (Rd \ S);

(2) çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó u(0+, x) = ϕ(x) ïðè âñiõ x ∈ Rd;

(3) çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íó óìîâó (1+q(x))Bν(x)u(t, x+)−(1−q(x))Bν(x)u(t, x−) = 0 ïðè

âñiõ t > 0, x ∈ S (òóò Bν(x)u(t, x±) � íåäîòè÷íi ãðàíèöi ôóíêöi¨ Bν(x)u(t, z), êîëè

z → x±, äèâ. òåîðåìó 1).

3.2. Ðîçâ'ÿçîê. Ïîêëàäåìî äëÿ t > 0 òà x ∈ Rd

u(t, x) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)q(y)v(τ, y) dσy, (16)

äå (v(t, x))t>0,x∈Rd � íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Íàøèì çàâäàííÿì òåïåð áóäå ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ

v òàê, ùîá äëÿ u âèêîíóâàëèñü óìîâè (1) � (3)

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (äëÿ t > 0 òà x ∈ S)

Bν(x)u(t, x±) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy ∓ q(x)v(t, x) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)v(τ, y) dσy,

(17)

ÿêùî òiëüêè ôóíêöiÿ v íåïåðåðâíà ïðè (t, x) ∈ (0,+∞)× S.

Ïîêëàâøè v(t, x) =
1

2
(Bν(x)u(t, x+) + Bν(x)u(t, x−)), t > 0, x ∈ S, äiñòàíåìî iíòåãðàëüíå

ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ v:

v(t, x) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)v(τ, y) dσy, (18)



äå t > 0, x ∈ S. Öå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, à ñàìå,

ïîêëàäåìî v0(t, x) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ S, à äëÿ n ≥ 1

vn(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)vn−1(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ S.

Äëÿ v0 ñïðàâåäëèâà îöiíêà |v0(t, x)| ≤ L ‖ϕ‖ t−1+1/α, t > 0, x ∈ S, äå ñòàëà L âèçíà÷à¹òüñÿ

ðiâíiñòþ L =
2

α

∫
Rd

|z|hd(z) dz (öåé iíòåãðàë îá÷èñëþ¹òüñÿ, àëå äëÿ íàñ çàðàç éîãî òî÷íå

çíà÷åííÿ íåâàæëèâå). Ôiêñó¹ìî òåïåð äîâiëüíå T ∈ (0,+∞) i çàóâàæèìî, ùî ç äîâåäåííÿ

ëåìè 2 âèïëèâà¹ òàêà íåðiâíiñòü
∫
S

|gν(x)(t− τ, x, y)| dσy ≤ KT (t− τ)−1+ γ
α , ñïðàâåäëèâà ïðè

âñiõ (t, x) ∈ (0, T ]× S ç äåÿêîþ ñòàëîþ KT > 0. Òåïåð iíäóêöi¹þ ïî n äiñòà¹ìî îöiíêè

|vn(t, x)| ≤ LΓ(1/α)‖ϕ‖ (KT‖q‖Γ(γ/α))n
t−1+ 1

α
+nγ

α

Γ
(

1+nγ
α

) , (19)

ñïðàâåäëèâi ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S òà n = 0, 1, . . . . Î÷åâèäíî, ðÿä

v(t, x) =
+∞∑
n=0

vn(t, x) (20)

çáiãà¹òüñÿ i ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòiâ (t, x) ∈ (0, T ] × S, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-

íÿííÿ (18), à òàêîæ óìîâó |v(t, x)| ≤ NT t
−1+1/α, t ∈ (0, T ], x ∈ S, äå NT > 0 � äåÿêà ñòàëà,

ùî, ìîæëèâî, çàëåæèòü âiä T .

Ïiäñòàâëÿþ÷è ïîáóäîâàíó ôóíêöiþ v ó ôîðìóëó (16), äiñòà¹ìî ôóíêöiþ u, ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó (1), ùî âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ï. 1.3 òà ï. 2.2. Ç (17) òà (18) âèïëèâàþòü

ðiâíîñòi Bν(x)u(t, x±) = (1∓ q(x))v(t, x), t > 0, x ∈ S, ÿêi ìàþòü ñâî¨ì íàñëiäêîì ôàêò, ùî

ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3). Ùîá äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ óìîâó

(2), òðåáà ïîêàçàòè, ùî äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi (16) ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè t→ 0+,

ïðè êîæíîìó x ∈ Rd. Öå áóäå âèïëèâàòè ç òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3. Íåõàé ϕ ∈ Cb(Rd). Äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå t0 > 0, ùî ïðè τ ∈ (0, t0)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

gν(x)(τ, x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε τ−1+1/α, x ∈ S. (21)



Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî
∫
Rd

gν(x)(τ, x, y) dy = 0 ïðè âñiõ τ > 0 òà x ∈ S. Òîìó

∫
Rd

gν(x)(τ, x, y)ϕ(y) dy =

∫
Rd

gν(x)(τ, x, y)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy.

Íåõàé çàäàíî ε > 0. Âèáåðåìî r > 0 òàê, ùîá sup
x∈S

sup
y∈Br(x)

|ϕ(y)−ϕ(x)| < ε

2L
, äå L � ñòàëà

ç íåðiâíîñòi äëÿ v0. Òîäi

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Br(x)

gν(x)(τ, x, y)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
τ−1+1/α ïðè âñiõ τ > 0 òà

x ∈ S. Iíòåãðàë ïî Rd \Br(x) ïðè ôiêñîâàíîìó r > 0 îöiíèìî òàê∣∣∣∣∣∣∣
∫

Rd\Br(x)

gν(x)(τ, x, y)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
4

α
‖ϕ‖ τ−1

∫
Rd\Br(x)

|y − x|g(τ, x, y) dy ≤

≤ 4

α
‖ϕ‖ τ−1r−β0

∫
Rd

|y − x|1+β0g(τ, x, y) dy ≤ 4

αrβ0
‖ϕ‖ τ−1+(1+β0)/α

∫
Rd

|z|1+β0hd(z) dz,

äå β0 ∈ (0, α−1), òàê ùî îñòàííié iíòåãðàë ñêií÷åííèé. Çâiäñè âèäíî, ùî ïðè τ ∈ (0, t0) öåé

âèðàç áóäå ìåíøèì, íiæ
ε

2
τ−1+1/α, ÿêùî òiëüêè t0 âèáðàíå äîñèòü ìàëèì. Ëåìó äîâåäåíî.

�

Òåïåð ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè îñíîâíå òâåðäæåííÿ òðåòüîãî ðîçäiëó.

Òåîðåìà 2. ßêùî S � ïîâåðõíÿ â Rd, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 1, (q(x))x∈S � íåïå-

ðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, à ϕ ∈ Cb(Rd), òî ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à (1) �

(3) ìà¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çîáðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (16) ç ôóíêöi¹þ v, âèçíà÷åíîþ ç

äîïîìîãîþ ðÿäó (20).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé çàäàíî ε > 0 i íåõàé t0 âèáðàíî òàê, ùî âèêîíó¹òüñÿ (21). Òîäi ç îöiíîê

(19) âèïëèâà¹, ùî ñóìà ðÿäó (20) áóäå çàäîâîëüíÿòè íåðiâíiñòü |v(τ, x)| ≤ ε ÑT τ
−1+1/α ïðè

τ ∈ (0, t0), x ∈ S, äå ÑT � äåÿêà ñòàëà. Òåïåð, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (10), äiñòà¹ìî òàêó

îöiíêó äëÿ äðóãîãî äîäàíêó â ïðàâié ÷àñòèíi (16)∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)q(y)v(τ, y) dσy

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε ÑT‖q‖K
t∫

0

τ−1+1/α(t− τ)−1/α dτ =

= ε ÑT‖q‖K Γ(1/α)Γ(1− 1/α),

ÿêùî òiëüêè t ∈ (0, t0). Öèì çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. �



3.3. Âèïàäîê ãiïåðïëîùèíè. ßê âæå çàçíà÷àëîñü, ãiïåðïëîùèíà S = {x ∈ Rd : (x, ν) =

0}, äå ν ∈ Rd � ôiêñîâàíèé îðò, íå ïiäïàäà¹ ïiä äiþ òåîðåì 1 òà 2, îäíàê âiäïîâiäíi ìiðêó-

âàííÿ ìîæóòü áóòè ïðîâåäåíi i äëÿ íå¨ (äèâ. [7]). Áiëüøå òîãî, ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1) � (3)

äëÿ ãiïåðïëîùèíè S ìîæå áóòè çîáðàæåíèé òàêîþ ôîðìóëîþ u(t, x) =

∫
Rd

G(t, x, y)ϕ(y) dy,

t > 0, x ∈ Rd, ϕ ∈ Cb(Rd), äå ôóíêöiÿ G âèçíà÷à¹òüñÿ ÿâíî ðiâíiñòþ

G(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y)q(z) dσz

ïðè t > 0, x ∈ Rd òà y /∈ S (ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè âèìàãà¹ìî äîäàòêîâî, ùîá q áóëà

îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ). Íåâàæêî âèâåñòè ç òåîðåìè 1 (òî÷íiøå, ç ¨¨ àíàëîãà äëÿ ãiïåðïëî-

ùèíè), ùî G(t, x, y±) = (1 ± q(x))g(t, x, y) ïðè t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S. Òà îáñòàâèíà, ùî

ôóíêöiÿ G çàäà¹òüñÿ òóò ÿâíîþ ôîðìóëîþ, ¹ íàñëiäêîì ñïðîùåíîãî âàðiàíòó òåîðåìè 1 ó

âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè (äèâ. çàóâàæåííÿ â ï. 2.4). Îäíîâèìiðíèé âèïàäîê ðîçãëÿíóòèé â

ðîáîòi [8].
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