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Метод суперсиметричної квантової механiки для побудови квазiточно розв’язуваних (КТР)
потенцiалiв узагальнено для систем iз масою, яка є функцiєю вiд координат. Знайдено точнi
розв’язки для основного стану системи, коли ґенеруючими функцiями є суперпотенцiал та
функцiя, що описує залежнiсть маси вiд координат. Дослiджено умови iснування основного
та першого збудженого станiв для рiзних залежностей маси вiд координат у тому самому
потенцiалi та умови iснування зв’язаних станiв для постiйного потенцiалу та координатно
залежної маси. Наведено низку прикладiв, що iлюструють запропонований метод.
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I. ВСТУП

Квантовомеханiчнi системи з масою, залежною вiд
координат, вiдiграють ключову роль у багатьох фi-
зичних задачах. Зокрема, практично важливi ви-
падки такої залежностi виникають у фiзицi неодно-
рiдно леґованих напiвпровiдникiв, напiвпровiднико-
вих гетероструктур, квантових ям, надґраток тощо
[1, 2]. Моделi, у яких потенцiал та ефективна маса є
кусково-непрервними функцiями, були предметом iн-
тенсивних як теоретичних, так i експериментальних
дослiджень (див., наприклад, [3,4]). Концепцiю ефек-
тивної маси, що є функцiєю вiд координат, також за-
стосувують у ядернiй фiзицi [5], теорiї квантових рi-
дин [6] та металiчних кластерiв [7].

При вивченнi систем iз масою, залежною вiд ко-
ординат, виникають також важливi загальнофiзичнi
проблеми, а саме, проблема упорядкування некому-
тативних операторiв координати та iмпульсу в опе-
раторi кiнетичної енерґiї, уточнення граничних умов
при переходi через поверхню, на якiй потенцiал та
ефективна маса є розривними функцiями, пробле-
ма галiлеївської iнварiантностi систем iз позицiйно-
залежною масою [4, 8–10].

Для систем, у яких маса є функцiєю вiд координат,
як i у iнших задачах, знаходження точних розв’яз-
кiв також важливе як iз загальнотеоретичних мiр-
кувань, так i з погляду практичної побудови рiзних
схем наближених розв’язкiв. Тому пошуковi точних
розв’язкiв для систем iз масою, залежною вiд коор-
динат, присвячено багато робiт, виконаних iз засто-
суванням рiзних методик [11–19]. Зокрема, у працях
[17, 19] у межах суперсиметричної квантової механi-
ки метод формiнварiантних потенцiалiв (метод фак-
торизацiї) для знаходження точних розв’язкiв стацiо-
нарного рiвняння Шрединґера був узагальнений для
маси, залежної вiд координат. У нашiй статтi, щоб от-
римати квазiточнi розв’язки, ми використовуємо ме-

тод суперсиметричної квантової механiки, розширеної
для ґенерування КТР потенцiалiв, запропонований у
роботi [20].

II. СУПЕРСИМЕТРИЧНА КВАНТОВА
МЕХАНIКА ДЛЯ ЧАСТИНКИ З МАСОЮ,

ЗАЛЕЖНОЮ ВIД КООРДИНАТ

При переходi вiд класичного гамiльтонiана з масою,
залежною вiд координат, до квантового виникає вi-
дома проблема впорядкування оператора iмпульсу та
маси в кiнетичнiй енерґiї. Зупинiмося на двопарамет-
ричнiй формi оператора кiнетичної енерґiї Росса [9],
для якої оператор гамiльтона має вигляд

H = −~
2

4

[

mδ′

(x)∇mκ
′

(x)∇mλ′

(x)

+ mλ′

(x)∇mκ
′

(x)∇mδ′

(x)

]

+ V (x), (1)

де V (x) — потенцiал, δ′,κ′, λ′ — параметри, що задо-
вольняють умову δ′ + κ

′ + λ′ = −1.
Подавши m(x) як

m(x) = m0 M(x), M(x) =
1

f2(x)
, (2)

запишiмо гамiльтонiан у виглядi

H = − ~
2

4m0

[

f δ(x)∇fκ(x)∇fλ(x)

+ fλ(x)∇fκ(x)∇f δ(x)

]

+ V (x), (3)

де f(x) — додатна функцiя вiд координат, а на iндекси
δ,κ, λ накладено умову δ + κ + λ = 2.

Гамiльтонiан (3) можна також переписати так:
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H = − ~
2

2m0

√

f(x)∇f(x)∇
√

f(x) + Veff(x)

=
P 2

2m0
+ Veff(x), (4)

де Veff(x) — деякий ефективний потенцiал, деформо-
ваний оператор iмпульсу, визначений як

P =
√

f(x)p
√

f(x), (5)

повинен задовольняти вимогу ермiтовостi, що забез-
печує ермiтовiсть гамiльтонiана i яка приводить до
умови [19]

lim
x→±∞

|ψ(x)|2f(x) = 0. (6)

Для дослiдження енерґетичного спектра систем за-
пишiмо гамiльтонiан (4) у факторизованому виглядi

H = B+B− + ε0, (7)

де B± = 1√
2

(

∓ iP + W (x)

)

, ε0 — енерґiя основно-

го стану. Без утрати загальностi надалi покладемо
ε0 = 0. Цього можна досягнути, вибравши вiдповiд-
но початок вiдлiку енерґiї системи. Пов’яжiмо з гамi-
льтонiаном системи H один iз SUSY-партнерiв H±, а
саме. H− = B+B−. Гамiльтонiани суперсиметричних
партнерiв такi:

H± = B∓B± =
1

2

(

P 2 + V±(x)

)

, (8)

де

V± = W 2(x) ± f(x)W ′(x), (9)

W (x) — суперпотенцiал, W ′(x) = dW (x)
dx — похiдна вiд

суперпотенцiалу за координатою, cталу Планка тут i
надалi покладаємо ~ = 1.

Оскiльки H = H−, то

Veff(x) = V−(x) = W 2(x) − f(x)W ′(x). (10)

Рiвняння для енерґетичного спектра суперсимет-
ричних партнерiв запишемо як

H±ψ
±
n (x) = E±

n ψ
±
n (x), n = 0, 1, 2 . . . . (11)

Спектри суперсиметричних партнерiв H+ i H− збi-
гаються, крiм, можливо, лише стану з нульовою
енерґiєю. Якщо стан iз нульовою енерґiєю належить
операторовi H−, то хвильова функцiя цього стану,
внаслiдок того, що гамiльтонiан H− представлено у
факторизованому виглядi, задовольнятиме рiвняння
B−ψ−

0 (x) = 0 та матиме вигляд

ψ−
0 (x) =

C−
0

√

f(x)
exp

(

−
∫

W (x)

f(x)
dx

)

, (12)

де C−
0 — константа нормування.

Необхiдною умовою виконання (6) з урахуванням
додатностi визначення функцiї f(x) є така умова на
суперпотенцiал

sign(W (±∞)) = ±1. (13)

Достатню умову ермiтовостi (6), а також квадра-
тичної iнтегровностi хвильової функцiї, при задано-
му суперпотенцiалi W (x), можна забезпечити вiдпо-
вiдним вибором функцiї f(x) .

III. ОСНОВНИЙ СТАН

A. Маса та суперпотенцiал як ґенеруючi функцiї

Ми використаємо методику суперсиметричної кван-
тової механiки для ґенерування квазiточно розв’язу-
ваних (КТР) потенцiалiв частинок, маса яких зале-
жить вiд координат. Вибираючи рiзнi суперпотенцi-
али W (x) та функцiї f(x), можна знайти розв’язок
для основного стану системи. Такий вибiр ґенерую-
чих функцiй фiксує залежнiсть маси вiд координат,
оскiльки f(x) фiксована. Змiна f(x) приводить до змi-
ни значення як маси вiд координати так i потенцiалу.

Як видно iз (10), вигляд потенцiалу Veff(x) визнача-
ється двома функцiями — суперпотенцiалом W (x) та
функцiєю f(x). Вважаючи їх ґенеруючими та беручи
до уваги додаткову умову (13), можна дiбрати таку
пару, яка приведе до потенцiалу, для якого iснувати-
ме точна хвильова функцiя основного стану (12)

Veff(x) = V−(x) = W 2(x) − f(x) W ′(x). (14)

Далi розгляньмо деякi приклади вiдповiдних пар
функцiй. Для зручностi використаймо перепозначен-
ня Veff(x) ≡ V (x).

Приклад 1.

Для першої пари таких функцiй виберiмо

W (x) = αx2n+1 (n = 0, 1, . . .), (15)

a

f(x) = (a+ bx2n+2)k, (16)

де a, b > 0.
У цьому випадку потенцiал, для якого iснує точний

розв’язок для основного стану, має вигляд

V (x) = α2x2(2n+1) − α(2n+ 1)x2n(a+ bx2n+2)k, (17)

а вiдповiдна хвильова функцiя для стану з нульовою
енерґiєю при b 6= 0 є такою:

ψ0(x) =
C0

(a+ bx2n+2)
k
2

(18)

× exp

(

− α

b(2n+ 2)(1 − k)
(a+ bx2n+2)1−k

)

.
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При b = 0 основний стан описується iншою хвильовою
функцiєю

ψ0(x) = C0 exp

(

− α

ak(2n+ 2)
x2n+2

)

. (19)

Iз наведених виразiв видно, що зв’язанi стани iснують
при α > 0, цiлих n та k < 1. При k = 1 також наявнi
зв’язанi стани, якi описуються хвильовою функцiєю

ψ0(x) = C0 · (a+ bx2n+2)
−( α

b(2n+2)
+ 1

2 )
. (20)

При k > 1 зв’язаних станiв не буде тому що при
такому обмеженнi, накладеному на k, не виконується
умова ермiтовостi оператора P .

Пiдкреслимо, що зв’язанi стани iснують як при вiд’-
ємних k, коли функцiя f(x) на нескiнченностi прямує
до нуля (m(x) → ∞), досягаючи максимального зна-
чення в точцi x = 0, так i при додатних k, коли вона
на нескiнченностi прямує до безмежностi (m(x) → 0),
досягаючи в точцi x = 0 мiнiмального значення.

B. Суперпотенцiал та потенцiальна енерґiя як
ґенеруючi функцiї

Зауважимо, що при змiнi ґенеруючих функцiй f(x)
i W (x) змiнюються одночасно й маса m(x), i потен-
цiал V (x). Цiкаво прослiдкувати, як впливають рiзнi
залежностi маси вiд координат на основний стан при
одному й тому ж самому потенцiалi. Для цього треба
перейти до нових ґенеруючих функцiй, а саме, W (x)
i V (x). Це легко зробити, знайшовши f(x) iз виразу
для потенцiалу

f(x) =
W 2(x) − V (x)

W ′(x)
. (21)

У цьому випадку, вибравши певного виду потенцiал
V (x) та змiнюючи W (x), одержимо рiзнi функцiї f(x),
тобто рiзнi маси. Розгляньмо одну з можливих умов
на ґенеруючi функцiї V (x) таW (x), яка дозволяє про-
iнтеґрувати (12) у явному виглядi.

W (x) = αϕ(x), (22)

V (x) = kϕ2(x) + V0, (23)

де ϕ(x) — деяка нова ґенеруюча функцiя.
Тепер, зафiксувавши параметри потенцiалу k i V0

та змiнюючи параметр суперпотенцiалу α, ми зможе-
мо одержати рiзнi залежностi маси вiд координат для
того самого потенцiалу. У цьому випадку

f(x) =
(α2 − k)ϕ2(x) − V0

αϕ′(x)
, (24)

а хвильова функцiя має вигляд

ψ0(x) = C0

√

ϕ′(x)

(

(α2 − k)ϕ2(x) − V0

)− 2α2
−k

2(α2
−k)

.

(25)

Щоби функцiя ψ0(x) не мала сингулярностей, виберi-
мо α2 − k > 0 i V0 = −|V0|.

При цьому умови ермiтовостi оператора P

lim
x→±∞

|C0|
[(α2 − k)ϕ2(x) + |V0|]

α2

α2
−k

= 0 (26)

та квадратичної iнтеґровностi хвильової функцiї за-
довольняються при

lim
x→±∞

ϕ(x) = ±∞. (27)

Розгляньмо деякi приклади функцiй ϕ(x), що при-
водять то точних розв’язкiв для основного стану.

| (x)|y0

2

Рис. 1. Залежнiсть маси M(x) = α2/[(α2 − k)x2 + |V0|]
(a) i квадрата модуля хвильової функцiї основного стану
(30) (b) вiд координат для значень параметра α2 = 2 —
крива 1, α2 = 1.5 — крива 2, α2 = 1.3 — крива 3 та при
k = 1 i |V0| = 1.
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Приклад 2

Зокрема, якщо ϕ(x) = x, то

V (x) = kx2 − |V0| (28)

i

f(x) = ((α2 − k)x2 + |V0|)/α. (29)

Для цього випадку хвильова функцiя основного стану
є такою:

ψ0(x) = C0

(

(α2 − k)x2 + |V0|
)− 2α2

−k

2(α2
−k)

(30)

i, за умови α2 > k описує локалiзованi стани.
При великих x асимптотика хвильової функцiї є та-

ка: ψ0(x) ∼ 1/x
2α2

−k

2(α2
−k) . Переписавши 2α2−k

2(α2−k)=1 +

k/2(α2 − k), бачимо, що чим менше α, тим швидше
хвильова функцiя спадає до нуля. Зауважимо, що ма-
са M(x) = 1/f2(x) = α2/[(α2 − k)x2 + |V0|]2 прямує
до нуля при x → ±∞, причому чим менше α, тим
повiльнiше маса прямує до нуля. Залежностi маси та
квадрата модуля хвильової функцiї основного стану
вiд координат зображено на рисунку 1.

Приклад 3.

Для ϕ(x) = sinh(x)

V (x) = k sinh2(x) − |V0|, (31)

a

f(x) =
(α2 − k) sinh2(x) + |V0|

α cosh(x)
. (32)

Для цього випадку хвильова функцiя основного
стану

ψ0(x) = C0

√

α cosh(x) (33)

×
(

(α2 − k) sinh2(x) + |V0|
)− 2α2

−k

2(α2
−k)

.

при α2 > k описує локалiзованi стани.
Якщо ж ϕ(x) при x→ ±∞ прямує не до нескiнчен-

ностi, а до деякої скiнченної величини, умова ермiто-
востi виконується при

lim
x→±∞

ϕ2(x) = ϕ2
0 =

V0

α2 − k
(34)

та k > α2. При цьому очевидно, що V0 повинен бути
вiд’ємним, тобто V0 = −|V0|.

Для подальшого аналiзу розгляньмо конкретний
приклад. Зокрема, нехай ϕ(x) = tanh(x), тодi

V (x) = k tanh(x) + |V0|, (35)

a

f(x) =
cosh2(x)

α
((α2 − k) tanh2(x) − |V0|). (36)

Хвильова функцiя, що описує стан iз нульовою енер-
ґiєю, має вигляд

ψ0(x) =
C0

cosh(x)

(

(α2 − k) tanh2(x) + |V0|
)− 2α2

−k

2(α2
−k)

,

(37)
де V0/(k − α2) = 1. Ця функцiя задовольняє всi необ-
хiднi для iснування зв’язаних станiв умови.

C. Частинка з масою, залежною вiд координат,
у полi зi сталим потенцiалом

Цiкаво розглянути питання про iснування зв’яза-
них станiв для частинки, маса якої залежить вiд ко-
ординат у полi, потенцiал якого є сталою величиною.
Використавши визначення потенцiалу (10) та прий-
нявши його сталою величиною, рiвною V0, одержимо

f(x) =
W 2(x) − V0

W ′(x)
, (38)

у якому з вимоги, щоб f(x) не перетворювалася в
нуль та не ставала вiд’ємною, виберемо V0 < 0, тобто
V0 = −|V0| та W ′(x) > 0.

Пiдставляючи знайдену функцiю f(x) у вираз для
хвильової функцiї основного стану (12), одержимо

ψ0(x) = C0

√

W ′(x)

W 2(x) + |V0|
. (39)

Умова ермiтовостi оператора P для цього випадку
набирає вигляду

lim
x→±∞

|C0|
W 2(x) + |V0|

= 0 (40)

та задовольняється, коли

lim
x→±∞

W (x) = ±∞. (41)

Умова квадратичної iнтеґровностi хвильової функцiї,

∫

|ψ0(x)|2dx = |C0|2
∫

W ′dx

(W 2(x) + |V0|)2

= |C0|2
∫

dW

(W 2(x) + |V0|)2
=

π

|V0|3/2
, (42)

дає змогу знайти сталу нормування, тобто C0 =
|V0|3/4/

√
π.

На завершення цього параграфа наголосимо, що
хвильова функцiя основного стану (39) вiдповiдає ру-
ховi частинки в сталому потенцiалi з масою, яка за-
лежить вiд координат так:

M(x) =
W ′2(x)

(W 2(x) + |V0|)2
. (43)
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Оскiльки потенцiал сталий, то зв’язаний стан тут ви-
никає тiльки внаслiдок залежностi маси вiд коорди-
нат. Установимо умови, якi повинна задовольняти ма-
са, щоб виникав зв’язаний стан. Його iснування ви-
значається умовою (42). Тому розгляньмо поведiнку
маси при x→ ±∞:

lim
x→±∞

M(x) = lim
x→±∞

(

W ′(x)

W 2(x)

)2

= lim
x→±∞

(

d

dx

1

W (x)

)2

= 0, (44)

де на останньому етапi ми скористалися тим, що
1/W (x) → 0 при x → ±∞. Отже, маса, залежна
вiд координат, може спричинити зв’язаний стан, коли
вона прямує до нуля на нескiнченностi. Це є необхiд-
ною умовою iснування зв’язаного стану.

Приклад 4.

Розгляньмо приклад виникнення зв’язаних станiв у
полi зi сталим потенцiалом та масою, що є функцiєю
вiд координат. Виберiмо такий суперпотенцiал W (x):

W (x) = sinh(x). (45)

Функцiя f(x), що описує залежнiсть маси вiд коор-
динат при русi в полi зi сталим потенцiалом −|V0|, у
цьому випадку є такою:

f(x) =
sinh2(x) + |V0|

cosh(x)
. (46)

Вiдповiдна хвильова функцiя є локалiзованою в точцi
x = 0 i має вигляд

ψ0(x) = C0

√

cosh(x)

sinh2(x) + |V0|
. (47)

Зазначимо, що зв’язаний стан, який описується хви-
льовою функцiєю ψ0(x), iснує при як завгодно малому
вiд’ємному потенцiалi. Iнший приклад руху частинки
з масою, що є функцiєю вiд координат у полi зi сталим
потенцiалом, розглянемо в наступному параграфi.

IV. КВАЗIТОЧНО РОЗВ’ЯЗУВАНI ЗАДАЧI З
ДВОМА РIВНЯМИ

Для одержання ще одного власного стану операто-
раH− врахуємо, що власнi значення та власнi функцiї
гамiльотонiанiв H+ i H− пов’язанi суперсиметрични-
ми перетвореннями

E−
n+1 = E+

n , E
−
0 = 0, (48)

ψ−
n+1(x) =

1
√

E+
n

B+ψ+
n (x), (49)

ψ+
n (x) =

1
√

E−
n+1

B−ψ−
n+1(x). (50)

Розглянувши гамiльтонiан H+, який є суперсимет-
ричним партнером оператораH−, та знайшовши його
основний стан, ми тим самим одержимо перший збу-
джений стан оператора H−. Використовуючи супер-
симетричнi перетворення (48), запишемоH+ у такому
виглядi:

H+ = H1
− + ε = B+

1 B
−
1 + ε, ε > 0, (51)

що приводить до спiввiдношення мiж потенцiалами
суперсиметричних партнерiв

V+(x) = V
(1)
− (x) + ε, (52)

де B±
1 та V (1)

− (x) заданi виразами (8) та (9) з новим
суперпотенцiаломW1(x), а ε є енерґiєю основного ста-
ну гамiльтонiана H+, тодi як енерґiя основного стану
H− нульова.

Суперпотенцiали W (x) та W1(x) задовольняють
рiвняння

W 2
0 (x) + f(x) W ′

0(x) = W 2
1 (x) − f(x) W ′

1(x) + 2ε. (53)

Хвильова функцiя оператора H+ iз енерґiєю E = ε
задовольняє рiвняння B−

1 (x)ψ+
1 (x) = 0, розв’язком

якого є

ψ+
1 (x) =

C+
1

√

f(x)
exp

(

−
∫

W1(x)

f(x)
dx

)

. (54)

Застосовуючи суперсиметричнi перетворення (49) до
ψ+

1 (x), одержимо хвильову функцiю збудженого ста-
ну з енерґiєю E = ε гамiльтонiана H−

ψ−
1 (x) =

C−
1

√

f(x)
W+(x) exp

(

−
∫

W1(x)

f(x)
dx

)

, (55)

де W+(x) = W1(x) +W (x).
Iз рiвняння (53) не вдається знайти нi W (x), анi

W1(x), але можна знайти таку пару величин W (x) i
W1(x), якi задовольнятимуть це рiвняння. Для цього
введемо двi новi величини

W+(x) = W1(x) +W (x),

(56)

W−(x) = W1(x) −W (x),

за допомогою яких рiвняння (53) записуємо як

f(x) W ′
+(x) = W+(x) W−(x) + 2ε. (57)

Його можна розв’язати як вiдносно W−(x) для за-
даного W+(x), так i навпаки. Ми виразимо розв’язок
через W+(x). Тодi

W−(x) =
f(x) W+

′(x) − 2ε

W+(x)
, (58)

а
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W (x) =
1

2

(

W+(x) − f(x) W ′
+(x) − 2ε

W+(x)

)

,

(59)

W1(x) =
1

2

(

W+(x) +
f(x) W ′

+(x) − 2ε

W+(x)

)

.

Вимога несинґулярностi потенцiалу V−(x) накладає
обмеження на ґенеруючу функцiю W+(x). Розглянь-
мо випадок, коли W+(x) має простий нуль у точцi x0,
тобто в околi нуля поведiнка W+(x) є такою:

W+(x) = W ′
+(x0) (x − x0) +

1

2
W

′′

+(x0) (x− x0)
2. (60)

Несинґулярнiсть V−(x) можна забезпечити несинґу-
лярнiстю W−(x), що приводить до значення енерґiї
збудженого рiвня

ε =
f(x0) W

′
+(x0)

2
. (61)

Розгляньмо приклади точних розв’язкiв для основ-
ного та першого збудженого станiв для деяких ґене-
руючих функцiй та функцiй, що описують залежнiсть
маси вiд координат. Почнiмо з випадкiв, для яких за-
лежнiсть вiд координат як ґенеруючої функцiї, так i
маси частинки є степеневими функцiями.

Приклад 5.

Виберiмо ґенеруючою функцiю

W+(x) = A x, A > 0, (62)

яка має нулi в точцi x0 = 0, а функцiєю f(x) — квад-
ратичну функцiю координат

f(x) = a+ bx2, a, b > 0. (63)

У цьому випадку

ε =
aA

2
, (64)

a

W−(x) = bx. (65)

Cуперпотенцiали W (x) та W1(x) набирають вигля-
ду

W (x) =
A− b

2
x,

(66)

W1(x) =
A+ b

2
x,

а хвильовi функцiї є такими:

ψ0(x) = C0(a+ bx2)
−[ A−b

4b + 1
2 ]

(67)

i

ψ1(x) = C1x(a+ bx2)−[ A+b
4b + 1

2 ]. (68)
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Рис. 2. Залежнiсть маси M(x) = 1/[a2(1 + βx2)2] (a),
квадрата модуля хвильової функцiї основного стану (71)
(b) i квадрата модуля хвильової функцiї першого збудже-
ного стану (72) (c) вiд координат для значень параметра
β = 1 — крива 1, β = 2 — крива 2, β = 3 — крива 3.
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З умови правильної поведiнки W (x) випливає умо-
ва A > b.

Потенцiал V−(x) для цього випадку є таким:

V−(x) =

(

A2

4
−Ab+

3

4
b2

)

x2 − (A− b)a

2
. (69)

Якщо A = b або A = 3b, то потенцiал набуває стало-
го значення V−(x) = −(A− b)a/2. При A = b суперпо-
тенцiал W (x) = 0, що приводить до хвильових функ-
цiй, якi не задовольняють умову ермiтовостi операто-
ра iмпульсу. Тому цей випадок не дає локалiзованих
станiв i не пiдходить.

При A = 3b V−(x) = −ba суперпотенцiали набира-
ють вигляду

W (x) = bx, W1(x) = 2bx, (70)

а вiдповiднi хвильовi функцiї,

ψ0(x) =
C0

a+ bx2
=

C0(β)

1 + βx2
, (71)

ψ1(x) =
C1x

(a+ bx2)
3
2

=
C1(β)x

(1 + βx2)
3
2

, (72)

описують локалiзованi стани при будь-яких додатних
a i b (тут β = b/a).

Зауважимо, що маса при цьому має вигляд M(x) =
1/(a+ bx2)2 = 1/a2(1 + βx2)2 i в дiлянцi локалi-
зацiї досягає мiнiмального значення. При β → 0
M(x) → 1/a2 = const. Якщо β = 0, то зв’язанi стани
вiдсутнi, як i повинно бути для сталої маси i сталого
потенцiалу. Зi збiльшенням β ґрадiєнт змiни маси в

околi точки x = 0 зростає, що спричиняє до зростан-
ня ступеня локалiзацiї хвильової функцiї. Залежностi
маси та квадрата хвильових функцiй основного та
першого збудженого станiв вiд координат зображено
на рисунку 2.

Приклад 6.

Iнший приклад iз тiєю ж ґенеруючою функцiєю
W+(x) = Ax, коли функцiя f(x) має вигляд

f(x) =
B

a+ bx2
, (73)

де A > 0, B > 0, a > 0, b > 0. Тодi

M(x) =
(a+ bx2)2

B2
.

Для енерґiї першого збудженого рiвня маємо

ε =
AB

2a
. (74)

Суперпотенцiали задачi в цьому випадку є такими:

W (x) =
Abx3 + (Aa+ Bb

a )x

2(a+ bx2)
,

(75)

W1(x) =
Abx3 + (Aa− Bb

a )x

2(a+ bx2)
.

Потенцiал V−(x), у полi якого рухається частинка,
є такий

V−(x) =
A2b2

4

x6

(a+ b2)2
+
A2ab+ ABb2

a

2

x4

(a+ bx2)2

+ ABb2
x4

(a+ bx2)3
+

(Aa+ Bb
a )2

4

x2

(a+ bx2)2
− 3ABb

2

x2

(a+ bx2)2
(76)

+

(

ABab+
B2b2

a

)

x2

(a+ bx2)3
− (Aa+ Bb

a )B

2

1

(a+ bx2)2
.

Хвильовi функцiї основного стану з нульовою енерґiєю й першого збудженого стану з енерґiєю ε = AB/2a
мають вигляд

ψ0(x) = C0

√

a+ bx2 exp

(

− Ab

8B
x4 − Aa+ Bb

a

4B
x2

)

, (77)

ψ1(x) = C1x
√

a+ bx2 exp

(

− Ab

8B
x4 − Aa− Bb

a

4B
x2

)

, (78)

i ψ1(x) має вузол у початку координат.
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Розгляньмо також приклади, у яких як W+(x), так
i f(x) виражаються через гiперболiчнi функцiї.

Приклад 7.
Розгляньмо ґенеруючу функцiю

W+(x) = A sinh(αx), (79)

а залежнiсть функцiї f(x), пов’язаної iз залежнiстю
маси вiд координат, описується виразом

f(x) =
B

cosh(βx)
. (80)

Ґенеруюча функцiя має нулi в точцi x0 = 0, що при-
водить до такого значення енерґiї першого збуджено-
го стану:

ε =
AB

2
α, (81)

а суперпотенцiали є такими:

W (x) =
A

2
sinh(αx) +

Bα

2 sinh(αx)

(

cosh(αx)

cosh(βx)
− 1

)

,

(82)

W1(x) =
A

2
sinh(αx) − Bα

2 sinh(αx)

(

cosh(αx)

cosh(βx)
− 1

)

.

Для спрощення розрахункiв розгляньмо два част-
ковi випадки, коли α = β i коли α = 2β.

При α = β суперпотенцiали набирають вигляду

W (x) = W1(x) =
A

2
sinh(αx). (83)

Характер потенцiалу V−(x) визначається виразом

V−(x) =
A2

4
sinh2(αx) − AB

2
α, (84)

а хвильова функцiя стану з нульовою енерґiєю є та-
кою:

ψ0(x) = C0

√

cosh(αx) exp

(

− A

4Bα
cosh2(αx)

)

. (85)

Хвильова функцiя стану з енерґiєю ε = AB
2 α для

першого збудженого стану має в точцi x = 0 вузол

ψ1(x) = C1 sinh(αx)
√

cosh(αx)

× exp

(

− A

4Bα
cosh2(αx)

)

. (86)

Зазначимо, що локалiзованi стани в цiй задачi iсну-
ють при додатно визначених сталих A, B та α.

При α = 2β суперпотенцiали W (x) i W1(x) такi:

W (x) = A sinh(βx) cosh(βx) −Bβ
cosh(βx) − 1

sinh(βx) cosh(βx)
+
Bβ

2

1

sinh(βx) cosh(βx)
,

(87)

W1(x) = A sinh(βx) cosh(βx) +Bβ
cosh(βx) − 1

sinh(βx) cosh(βx)
− Bβ

2

1

sinh(βx) cosh(βx)
.

Хвильова функцiя стану з нульовою енерґiєю має вигляд

ψ0(x) = C0 cosh(βx)
√

2(cosh(αx) + 1) exp

(

− A

3Bβ
cosh3(βx)

)

, (88)

а хвильова функцiя стану з енерґiєю ε = AB β є такою:

ψ1(x) = C1 cosh2(βx) sinh(βx)
√

2(cosh(αx) + 1) exp

(

− A

3Bβ
cosh3(βx)

)

. (89)

З аналiзу виразiв для хвильових функцiй випливає,
що локалiзованi стани iснують при довiльних додат-
них сталих A i B.

Приклад 8.

У цьому прикладi розглянемо умови, при яких ви-
никають локалiзованi стани з такою ж, як у поперед-
ньому прикладi, залежнiстю маси вiд координат, але
iншою функцiєю W+(x). Отже,

f(x) =
B

cosh x
, (90)

а

W+(x) = A tanh x. (91)

Функцiя W+(x) має нуль у точцi x = 0, основний
стан системи має нульову енерґiю, а перший збудже-
ний — вiдповiдає енерґiї

ε =
AB

2
. (92)
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Суперпотенцiали W (x) i W1(x) для функцiй (90) i
(91) є такими:

W (x) =
A

2
tanh x− B

2

1 − cosh3 x

sinh x cosh2 x
,

(93)

W1(x) = A
A

2
tanh x+

B

2

1 − cosh3 x

sinh x cosh2 x
.

Хвильова функцiя основного стану

ψ0(x) = C0

√
cosh x+ 1

× exp

(

− 1

2

(

A

B
+ 1

)

cosh x

)

(94)

описує локалiзованi стани при додатно визначених
сталих A та B. Хвильова функцiя першого збуджено-
го стану, енерґiя якого дорiвнює ε = AB/2, має вузол
при x = 0

ψ1(x) = C1
sinh x√

cosh x+ 1

× exp

(

− 1

2

(

A

B
− 1

)

cosh x

)

(95)

i при додатних A та B й додатковiй умовi A > B та-
кож описує локалiзованi стани.

V. ВИСНОВКИ

У цiй статтi за допомогою суперсиметричної кван-
тової механiки ми знайшли квазiточно розв’язуванi
потенцiали з точно вiдомими хвильовими функцiями
для одного i двох рiвнiв частинки з масою, залежною
вiд координат. Говорячи точнiше, ми знайшли пару,
а саме, потенцiал i залежну вiд координат масу, для
яких вiдомi точнi хвильовi функцiї для одного i двох
рiвнiв.

Задача, для якої точно вiдомо розв’язок для одно-
го рiвня, на перший погляд, є тривiальною. Проте це
тiльки на перший погляд, i для задач iз масою, за-
лежною вiд координат, ми маємо змогу вiдповiсти на

питання про iснування зв’язаних станiв. Цiкавою є та-
ка постановка питання: для якої залежностi маси вiд
координат при сталому потенцiалi iснує хоча б один
зв’язаний стан? Зауважимо, що у зв’язку з проблемою
впорядкування маси та оператора iмпульсу в кiнетич-
нiй енерґiї це питання потребує уточнення. Справдi,
перехiд вiд одного впорядкування до iншого приво-
дить до iншої ефективної потенцiальної енерґiї. Тому
для одного впорядкування потенцiальна енерґiя може
бути сталою, а для iншого — нi. Ми розглядаємо впо-
рядкування, коли кiнетичну енерґiю можна записати
як P 2/2, де P = −i 1

m(x)1/4
d
dx

1
m(x)1/4 , i саме в цьому

випадку ставимо це запитання. Ми показали, що не-
обхiдною умовою iснування зв’язаного стану при ста-
лому потенцiалi є прямування маси до нуля на без-
межностi, m(x) → 0 при x→ ±∞.

Побудова квазiточно розв’язуваних потенцiалiв iз
двома рiвнями є суттєво складнiшою задачею порiв-
няно з одним. У наших попереднiх роботах ця за-
дача для сталої маси була розв’язана в межах су-
персиметричної квантової механiки. В цiй роботi ми
узагальнили суперсиметричний метод конструюван-
ня КТР-потенцiалiв на випадок, коли маса частин-
ки є функцiєю вiд координат. Метод проiлюстровано
низкою прикладiв. Приклад 5, як виявляється, вiд-
повiдає точно розв’язуваному випадку [19]. Цiкавим
є те, що вiн демонструє можливiсть iснування лока-
лiзованих зв’язаних станiв у сталому потенцiалi для
частинки з масою, залежною вiд координат. Вiн пiд-
тверджує висновок, отриманий ранiше, а саме, для iс-
нування зв’язаних станiв маса повинна прямувати до
нуля на нескiнченностi. Не аналiзуючи всi приклади,
звернемо увагу на приклад 8. Тут цiкавим є те, що
збуджений зв’язаний стан перестає iснувати при пев-
них спiввiдношеннях параметрiв, якi визначають ма-
су та потенцiал, але основний стан залишається. Пiд-
сумовуючи, можемо сказати, що поряд з отриманими
КТР-потенцiалами у випадку залежної вiд координат
маси запропонований метод дає змогу зробити деякi
загальнi висновки стосовно квантової поведiнки час-
тинок iз масою, залежною вiд координат.
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The method of supersymmetric quantum mechanics for generating quasi-exactly solvable potentials has been

extended for the case of systems with a position-dependent mass. The exact solutions for the ground and first

excited state have been found when both superpotential and position-dependent mass are generating functions.

The conditions for the existence of the ground and first excited state for different behaviors of the position-

dependent mass in the same potential, as well as those of existence of the bounded states in the case of constant

potential and coordinate dependent mass have been studied. Numerous examples have been provided.
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