
где Bx = x−k ∂
∂x

(xk ∂
∂x

) = ∂2

∂x2 + k
x
∂
∂x

— оператор Бесселя, 0 < k < 1.
Рассматривается задача о нахождении функции u(x, t), удовлетворяющую условиям:

u(x, t) ∈ C1,0
x,t (GT ) ∩ C2,1

x,t (GT ), (1)

LBu = 0, (x, t) ∈ GT , (2)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 l, (3)

u(0, t) = 0, 0 6 t 6 T, (4)

l∫
0

u(x, t)xkdx = 0, 0 6 t 6 T, (5)

где функция ϕ(x) задана, и выполняется условие согласования

l∫
0

ϕ(x)xkdx = 0. (6)

Гиперболическое уравнение с оператором Бесселя

utt −Bxu = 0

с нелокальным интегральным условием (6) изучено в работе [1].
Лемма. Если выполняется условие согласования (6) то задачи (1) – (5) и (1) – (4),

ux(l, t) = 0, 0 6 t 6 T

эквивалентны.
Теорема. Задача (1) – (5) не может иметь более одного решения.
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2004, Т. 11, № 2, С. 22—29.
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Нехай nm = n(n+ 1) · . . . · (n+m− 1) — зростаючий факторiальний степiнь m з кроком 1,
nm = n(n−1)·. . .·(n−m+1) — спадний факторiальний степiньm з кроком – 1 (n0 = n0 = 1).

Класичнi трансцендентнi функцiї ex, sin x, cosx задаються як степеневi ряди iз
звичайними факторiалами, якi можна розглядати як спаднi факторiальнi степенi
(n! = nn). Замiнивши у вiдомих степеневих розвиненнях цих функцiй спаднi факторi-
альнi степенi вiдповiдними зростаючими факторiальними степенями, приходимо до нових
функцiй з дещо аналогiчними властивостями.
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За аналогiєю з вiдомими степеневими рядами

ex =
∞∑
n=0

xn

nn
, cosx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)2n
sin x =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)2n+1
,

розглянемо функцiї Exp x, Cos x, Sinx, якi означенi при допомозi зростаючих факторiаль-
них степенiв за формулами

Expx =
∞∑
n=0

xn

nn
, Cos x =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)2n
, Sinx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)2n+1
.

Теорема 1. Для всiх x ≥ 0 справджуються спiввiдношення

Expx = 1 +
√
πx e

x
4 Φ
(√

x
2

)
,

Cos x = 1 + 2
√
x
(

cos x
4
S
(√

x
2

)
− sin x

4
C
(√

x
2

))
,

Sinx = 2
√
x
(

cos x
4
C
(√

x
2

)
+ sin x

4
S
(√

x
2

))
,

де Φ(p) — функцiя помилок (функцiя Лапласа), S(p), C(p) — iнтеграли Френеля:

Φ(p) = 2√
π

∫ p
0
e−t

2
dt, S(p) =

∫ p
0

sin t2dt, C(p) =
∫ p

0
cos t2dt.

Якщо x < 0, то в усiх формулах теореми 1 потрiбно замiнити
√
x на i

√
|x|.

Теорема 2. Функцiї Expx, Cos x, Sinx є розв’язками вiдповiдно таких задач Кошi для
звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь:

4xy′ − (x+ 2)y = x− 2, y(0) = 1;

16x2y′′ − 16xy′ + (x2 + 12)y = 12− x2, y(0) = 1, y′(0) = 0;

16x2y′′ − 16xy′ + (x2 + 12)y = − 4x, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Побудованi графiки функцiй Expx, Cosx, Sinx. Встановленi деякi спiввiдношення мiж
цими функцiями. Зокрема, справджується формула Exp(ix) = Cos x + i Sinx, аналогiчна
до формули Ейлера, наслiдком якої є

Cos2x+ Sin2x = Exp(ix) · Exp(−ix).
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