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КРАЙОВА ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНИМИ УМОВАМИ ДРУГОГО
РОДУ ДЛЯ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ФАКТОРИЗОВАНОГО
ОПЕРАТОРА

We study the problem for the factorized hyperbolic equations of high order with constant coeffi-
cients with nonlocal conditions in time and periodic conditions in space variable. The investigations
of this problem is associated with a problem of small denominators. For almost all (with respect to
Lebesque measure) parameters of the problem we establish conditions for the existence of a unique
classical solutions of the problem.

Розглянуто задачу з нелокальними умовами за часовою координатою та умовами перiодично-
стi за просторовою змiнною для гiперболiчного факторизованого рiвняння високого порядку
зi сталими коефiцiєнтами. Дослiдження задачi пов’язане з проблемою малих знаменникiв.
Для майже всiх (стосовно мiри Лебега) параметрiв задачi встановлено умови iснування єди-
ного класичного розв’язку задачi.

1. Вступ. Протягом останнiх десятилiть спостерiгаємо значне зростання iн-
тересу до нелокальних крайових задач для диференцiальних рiвнянь iз частин-
ними похiдними. Це зумовлено як потребами побудови загальної теорiї крайо-
вих задач, так i широким практичним застосуванням таких задач у моделю-
ваннi явищ i процесiв математичної бiологiї, фiзики плазми, процесiв коливань,
дифузiї тощо [1–4].

Нелокальнi крайовi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними є, взагалi,
некоректними за Адамаром. Зазвичай їх розв’язнiсть для обмежених областей є
нестiйкою щодо малих змiн параметрiв задачi та пов’язана з проблемою малих
знаменникiв, для подолання якої ефективним виявився метричний пiдхiд [5,6].

Задачi з нелокальними двоточковими умовами, що узагальнюють умови пе-
рiодичностi, а також з нелокальними багатоточковими крайовими умовами для
лiнiйних i квазiлiнiйних (слабконелiнiйних) гiперболiчних рiвнянь i систем ви-
вчались, зокрема, у [7–15].

У роботах [16,17] дослiджено задачi для факторизованого параболiчного та
гiперболiчного за Гордiнгом рiвнянь з нелокальними умовами, якi є лiнiйною
комбiнацiєю багатоточкових та iнтегральних умов за часовою змiнною, у класi
майже перiодичних за просторовими змiнними функцiй.

У цiй статтi, яка iдейно близька до робiт [8, 9], встановлено умови одно-
значної розв’язностi задачi з нелокальними крайовими умовами другого роду
(умови мiстять спiввiдношення мiж значеннями шуканої функцiї та її похiдни-
ми на межi областi [18]) за видiленою змiнною t для строго гiперболiчного за
Петровським факторизованого рiвняння високого порядку зi сталими коефiцi-
єнтами у класi функцiй, 2π-перiодичних за просторовою змiнною.

2. Постановка задачi. В областi Q = {(t, x) : t ∈ (0, T ), x ∈ Ω}, де T > 0,
Ω — одиничне коло, дослiджуємо задачу

P [u] ≡
n∏

j=1

(
∂

∂t
− aj

∂

∂x
− bj

)
u(t, x) = f(t, x), (1)
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n−1∑
j=0

n−j∑
q=0

cs
qj

(
∂

∂x

)q (
µ1

∂ju(t, x)

∂tj

∣∣∣∣
t=0

+ µ2
∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=0

+

+ µ3
∂ju(t, x)

∂tj

∣∣∣∣
t=T

− µ2
∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=T

)
= 0, s = 1, 2, . . . , n,

(2)

де aj, bj ∈ R, cs
qj ∈ C, µ1, µ2, µ3 ∈ C, µ2 6= 0,

∂−1u

∂t−1
:=

∫ t

0

u(τ, x)dτ.

Усi видiленi множники у лiвiй частинi рiвняння (1) вважаємо попарно рi-
зними (диференцiальний оператор P — гiперболiчний за Петровським). При-
пустимо також, що функцiя f(t, x) неперервна за змiнною t i досить гладка за
змiнною x в Q.

У випадку µ2 = 0 задача (1), (2) дослiджувалась у [8].
Через C(0,m)(Q) позначимо банахiв простiр функцiй f(t, x) з нормою

‖f‖C(0,m)(Q) =
∑

0≤s≤m

max
(t,x)∈Q

∣∣∣∣
∂sf(t, x)

∂xs

∣∣∣∣ ,

а через Cn(Q) — банахiв простiр функцiй u(t, x), якi неперервнi разом з усiма
похiдними до n-го порядку включно в Q, з нормою

‖u‖Cn(Q) =
∑

0≤r+s≤n

max
(t,x)∈Q

∣∣∣∣
∂r+su(t, x)

∂tr∂xs

∣∣∣∣ .

Вигляд областi Q накладає умови 2π-перiодичностi за змiнною x на шуканий
розв’язок u ∈ Cn(Q) i функцiю f ∈ C(0,m)(Q).

3. Умови єдиностi розв’язку. Розв’язок задачi (1), (2) шукаємо у виглядi
ряду Фур’є

u(t, x) =
∑

k∈Z
uk(t)e

ikx. (3)

Пiдставляючи ряд (3) у рiвняння (1) та нелокальнi умови (2), одержуємо, що
кожен з коефiцiєнтiв Фур’є uk(t), k ∈ Z, в (3) є розв’язком такої нелокальної
крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння:

n∏
j=1

(
d

dt
− γjk

)
uk(t) = fk(t), (4)

n−1∑
j=0

n−j∑
q=0

cs
qj(ik)q

(
µ1u

(j)
k (0) + µ2u

(j−1)
k (0) + µ3u

(j)
k (T )− µ2u

(j−1)
k (T )

)
= 0,

s = 1, 2, . . . , n,

(5)

де fk(t), k ∈ Z, — коефiцiєнти Фур’є функцiї f(t, x),

γjk = ajki + bj, j = 1, 2, . . . , n. (6)

Нехай k = 0 i B1, B2, . . . , Bv — попарно рiзнi коренi кратностей n1, n2, . . . , nv

вiдповiдно характеристичного рiвняння
n∏

j=1

(λ− bj) = 0, тобто

n∏
j=1

(λ− bj) ≡
v∏

j=1

(λ−Bj)
nj , n1 + n2 + . . . + nv = n.
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У цьому випадку фундаментальну систему розв’язкiв однорiдного рiвняння
n∏

j=1

(
d
dt
− bj

)
u0(t) = 0 утворюють функцiї uqj(t) = tq−1eBjt, j = 1, 2, . . . , v; q =

= 1, 2, . . . , nj, а характеристичним визначником вiдповiдної задачi є ∆0 = D0U0,
де

D0 = det
∥∥cs

0,l−1

∥∥
s,l=1,2,...,n

, U0 = det ‖Us[uqj(t)]‖s=1,2,...,n
j=1,2,...,v; q=1,2,...,nj

,

Us[u] = µ1
∂s−1u

∂ts−1

∣∣∣∣
t=0

+µ2
∂s−2u

∂ts−1

∣∣∣∣
t=0

+µ3
∂s−1u

∂ts−1

∣∣∣∣
t=T

−µ2
∂s−2u

∂ts−2

∣∣∣∣
t=T

, s = 1, 2, . . . , n.

Нехай тепер k 6= 0. За припущенням гiперболiчностi рiвняння γjk 6= γsk для
j 6= s, а тому вiдповiдне (4) однорiдне рiвняння для кожного k ∈ Z\{0} має
фундаментальну систему розв’язкiв {eγjkt : j = 1, 2, . . . , n} . Характеристичний
визначник ∆k задачi (4), (5) визначається формулою

∆k = Dk

n∏
j=1

Mjk

∏
1≤p<q≤n

(
γqk − γpk

)
, (7)

де

Dk = det

∥∥∥∥∥
n+1−l∑
q=0

cs
q,l−1(ik)q

∥∥∥∥∥
s,l=1,2,...,n

, (8)

Mjk =

{
µ1 + µ3e

γjkT +
µ2

γjk

(
1− eγjkT

)
, γjk 6= 0,

µ1 + µ3 − µ2T, γjk = 0,
j = 1, 2, . . . , n. (9)

Зауважимо, що коли всi числа b1, b2, . . . , bn є рiзними (v = n), то

U0 =
n∏

j=1

Mj0

∏
1≤p<q≤n

(
bq − bp

)
.

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi Cn(Q) необ-
хiдно й досить, щоб справджувались умови

D0 6= 0, U0 6= 0,

(∀ k ∈ Z\{0}) Dk 6= 0, Mjk 6= 0, j = 1, 2, . . . , n.
(10)

Доведення теореми 1 проводиться аналогiчно до доведення теореми 5 з [6, §7]
та випливає з єдиностi розвинення 2π-перiодичної функцiї у ряд Фур’є.

Розглянемо визначник Dk з (8), який є многочленом степеня n(n+1)
2

за змiн-
ною k. Нехай θ1, θ2, . . . , θn(n+1)/2 — коренi цього многочлена, а d0 — коефiцiєнт
бiля старшого степеня k. Очевидно, що

d0 = det
∥∥cp

n−q+1,q−1

∥∥
p,q=1,2,...,n

.

Лема 1. Якщо d0 6= 0, то для всiх |k| ≥ K1 справджується оцiнка

|Dk| ≥ C1 |k|
n(n+1)

2 , (11)

де K1 = 2 max
{|θ1|, |θ2|, . . . , |θn(n+1)/2|

}
, C1 = 2−

n(n+1)
2 |d0|.
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Доведення. Оскiльки d0 6= 0, то з (8), враховуючи умови леми, маємо

Dk = d0(k − θ1)(k − θ2) · . . . · (k − θn(n+1)/2).

Тодi
|Dk| ≥ |d0|·

∣∣|k| − |θ1|
∣∣·

∣∣|k| − |θ2|
∣∣ · . . . ·

∣∣|k| − |θn(n+1)/2|
∣∣ =

= |d0|·
∣∣∣∣
|k|
2

+
|k|
2
− |θ1|

∣∣∣∣·
∣∣∣∣
|k|
2

+
|k|
2
− |θ2|

∣∣∣∣ · . . . ·
∣∣∣∣
|k|
2

+
|k|
2
− |θn(n+1)/2|

∣∣∣∣
i для всiх |k| ≥ 2 max

{|θ1|, . . . , |θn(n+1)/2|
}
одержуємо оцiнку (11).

Зауваження 1. Якщо для коефiцiєнтiв ds бiля степеня k
n(n+1)

2
−s у мно-

гочленi Dk з (8) маємо d0 = 0, d1 = 0, . . . , ds−1 = 0, але ds 6= 0, то для всiх
|k| ≥ K1s справджується оцiнка

|Dk| ≥ C1s|k|
n(n+1)

2
−s,

де C1s = 2s−n(n+1)
2 |ds|,

K1s = 2 max
{|θ1|, |θ2|, . . . , |θn(n+1)/2−s|

}
, s ∈

{
1, 2, . . . , n(n+1)

2

}
.

З леми 1 та зауваження 1 випливає, що в теоремi 1 виконання умови Dk 6= 0
можна вимагати не для всiх цiлих k ∈ Z, а тiльки для скiнченної кiлькостi зна-
чень |k| < K1s.

4. Умови iснування розв’язку. Розглянемо питання про iснування кла-
сичного розв’язку задачi (1), (2). Надалi вважатимемо, що для всiх k ∈ Z умови
(10) справджуються. Тодi для кожного k ∈ Z iснує єдина функцiя Ґрiна Gk(t, τ)
задачi (4), (5), за допомогою якої розв’язок цiєї задачi зображується формулою

uk(t) =

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ, k ∈ Z. (12)

Розв’язок задачi (1), (2), з урахуванням (3), подається у виглядi ряду

u(t, x) =
∑

k∈Z

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ eikx, (13)

умови збiжностi якого будуть встановленi нижче.
У квадратi K = {(t, τ) : 0 ≤ t, τ ≤ T}, крiм сторiн τ = 0 i τ = T, функцiя

Ґрiна Gk(t, τ), k ∈ Z, визначається формулами

G0(t, τ) =
1

U0

×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g0(t, τ) eB1t . . . tn1−1eB1t . . . eBvt . . . tnv−1eBvt

U1[g0(t, τ)] U1[e
B1t] . . . U1[t

n1−1eB1t] . . . U1[e
Bvt] . . . U1[t

nv−1eBvt]
...

... . . .
... . . .

... . . .
...

Un[g0(t, τ)] Un[eB1t] . . . Un[tn1−1eB1t] . . . Un[eBvt] . . . Un[tnv−1eBvt]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(14)
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Gk(t, τ) = gk(t, τ)−
n∑

j=1

n∑
q=1

(−1)qeγjktSj
n−q,k

2MjkAjk

n∑
s=1

γq
skσske

−γskτ − 2µ3δq1

Ask

, k 6= 0, (15)

де

g0(t, τ) =
sgn(t− τ)

2W0(τ)
×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eB1τ . . . τn1−1eB1τ . . . eBvτ . . . τnv−1eBvτ

(eB1τ )′ . . . (τn1−1eB1τ )′ . . . (eBvτ )′ . . . (τnv−1eBvτ )′
... . . .

... . . .
... . . .

...
(eB1τ )(n−2) . . . (τn1−1eB1τ )(n−2) . . . (eBvτ )(n−2) . . . (τnv−1eBvτ )(n−2)

eB1t . . . tn1−1eB1t . . . eBvt . . . tnv−1eBvt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

gk(t, τ) =
sgn(t− τ)

2

n∑
j=1

eγjk(t−τ)

Ajk

, Ajk =
n∏

p=1, p 6=j

(
γpk − γjk

)
,

σjk = µ1 − µ3e
γjkT +

µ2

γjk

(
1 + eγjkT

)
, j = 1, 2, . . . , n,

W0(τ) — вронскiан функцiй uqj(τ), j = 1, 2, . . . , v; q = 1, 2, . . . , nj, Sj
n−q,k — сума

всiх можливих добуткiв виразiв γ1k, . . . , γj−1,k, γj+1,k, . . . , γnk у кiлькостi n − q
(Sj

0k ≡ 1), δq1 — символ Кронекера.
На сторонах τ = 0 i τ = T квадрата K функцiя Ґрiна Gk(t, τ), k ∈ Z, до-

визначається за неперервнiстю справа i злiва вiдповiдно.
Збiжнiсть ряду (13) у загальному випадку пов’язана з проблемою малих зна-

менникiв, бо вiдмiннi вiд нуля вирази Mjk, j = 1, 2, . . . , n, визначенi формулами
(9), якi входять знаменниками у формулу (15), можуть набувати як завгодно
малих за модулем значень для нескiнченної кiлькостi цiлих чисел k.

Встановлюючи умови iснування класичного розв’язку задачi (1), (2), вико-
ристаємо допомiжне твердження.

Лема 2. Для всiх k ∈ Z\{0} справджуються оцiнки

|Ajk| ≥ C2 |k|n−N , j = 1, 2, . . . , n, (16)

де N = max{l1, . . . , ln}, lj — кратнiсть кореня λ = aj многочлена
n∏

s=1

(λ − as)

(as — коефiцiєнти рiвняння (1)), а стала C2 не залежить вiд k.

Доведення. Оскiльки |γpk − γjk| =
√

(ap − aj)2k2 + (bp − bj)2, то

|γpk − γjk| ≥
{
|ap − aj| |k|, ap 6= aj,

|bp − bj|, ap = aj,
p 6= j, k 6= 0. (17)

Нехай C̃1 = min
1≤p<q≤n

ap 6=aq

{|ap − aq|} > 0, C̃2 = min
1≤p<q≤n,

ap=aq

{|bq − bp|} > 0.

Добуток Ajk =
n∏

p=1, p 6=j

(
γpk − γjk

)
мiстить n− 1 множникiв, серед яких є рiвно

lj − 1 множникiв, для яких ap = aj при p 6= j. Звiдси, враховуючи (17), маємо
оцiнку

|Ajk| ≥ (C̃2)
lj−1

(
C̃1|k|

)n−lj , k 6= 0,

з якої, позначивши C2 = min
j=1,...,n

(C̃2)
lj−1(C̃1)

n−lj , одержуємо потрiбну оцiнку (16).
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Теорема 2. Нехай виконуються умови (10) та iснують такi дiйснi чи-
сла C3 > 0 i α, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi k ∈ Z) виконуються
нерiвностi

|Mjk| ≥ C3|k|−α, j = 1, 2, . . . , n. (18)

Тодi, якщо f ∈ C(0,[α]+2N+2)(Q), де [α] — цiла частина числа α, а число N
визначено у лемi 2, то iснує єдиний розв’язок u ∈ Cn(Q) задачi (1), (2), який
неперервно залежить вiд функцiї f .

Доведення. З формул (15) та нерiвностей (16), (18) для достатньо великих
значень |k| випливають оцiнки

|u(s)
k (t)| ≤ max

0≤t≤T

∣∣∣∣
ds

dts

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤
C4fk

(1 + |k|)n−s−α−2N
, s = 0, 1, . . . , n,

(19)
де fk = max

0≤t≤T
|fk(t)|, а додатна стала C4 не залежить вiд k.

Оскiльки за умовою теореми f ∈ C(0,[α]+2N+2)(Q), то

fk ≤
C5

(1 + |k|)[α]+2N+2
||f ||C(0,[γ]+2N+2)(Q). (20)

Тодi з нерiвностей (19), (20) отримуємо оцiнку для норми класичного розв’яз-
ку задачi (1), (2):

||u(t, x)||Cn(Q) ≤
∑

0≤p+s≤n

∑

|k|≥0

(1 + |k|)p max
0≤t≤T

∣∣∣∣
ds

dts

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤

≤ C6||f(t, x)||Cn(Q)

∑

k∈Z
(1 + |k|){α}−2 = C7||f(t, x)||Cn(Q) < +∞,

(21)

де {α} — дробова частина числа α.
Зауважимо, що сталi C5, C6, C7 у нерiвностях (20), (21) є додатними i не

залежать вiд цiлого k.
Таким чином, з оцiнки (21) випливає доведення теореми.

5. Умови вiдсутностi проблеми малих знаменникiв для задачi (1), (2).
Розглянемо за змiнною k ∈ Z квадратнi тричлени вигляду

Hj(k) = ζ0j(ajk)2 + ζ1j ajk + ζ2j, j = 1, 2, . . . , n, (22)

з вiдповiдними коефiцiєнтами

ζ0j = ζ0j(z, h, bj, T ) = |z|2 − |h|2e2bjT ,

ζ1j = ζ1j(z, h, bj, T ) = −2 Im
(
z + he2bjT

)
,

ζ2j = ζ2j(z, h, bj, T ) = b2
j(|z|2 − |h|2e2bjT ) + 2bjRe

(
z + he2bjT

)
+ 1− e2bjT ,

де (z, h) ∈ C2.
Для кожного j = 1, 2, . . . , n, зафiксувавши bj, T , позначимо у просторi C2

множини
O

bj

0 =
{
(z, h) ∈ C2 : |z| = |h|ebjT

}
,
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O
bj

1 =
{
(z, h) ∈ C2 : Im

(
z + he2bjT

)
= 0

}
,

O
bj

2 =
{
(z, h) ∈ C2 : b2

j

(|z|2 − |h|2e2bjT
)

+ 2bjRe
(
z + he2bjT

)
+ 1− e2bjT = 0

}
,

O
bj

3 =

{
(z, h) ∈ C2 :

|1− ebjT |
2|bj|ebjT

≤ |h| ≤ |1 + ebjT |
2|bj|ebjT

}
, bj 6= 0.

Лема 3. Якщо µ2 6= 0 i aj 6= 0 для деякого j ∈ {1, 2, . . . , n}, то для цього j
справджується оцiнка

|Mjk| ≥





c1j,
(
µ1, µ3

) ∈ C2\Obj

0 , |k| ≥ 2 max{|k1j|, |k2j|},
c2j|k|−1,

(
µ1

µ2
, µ3

µ2

)
∈ O

bj

0 \Obj

1 , |k| ≥ k3j,

c3j|k|−2,
(

µ1

µ2
, µ3

µ2

)
∈ (O

bj

0 ∩ O
bj

1

)\Obj

2 , bj 6= 0, k 6= 0,

c4j,
(

µ1

µ2
, µ3

µ2

)
∈ (O

bj

0 ∩ O
bj

1 ∩ O
bj

2

)\Obj

3 , bj 6= 0, |k| > k4j,

(23)

де k1j, k2j — коренi квадратного рiвняння Hj(k) = 0, k3j =
2|ζ0j |
|ζ1j | , k4j = 2(1+ebjT )

qj |aj | ,

qj =





ebjT (ebjT + 1)
(
|1−ebjT |
2|bj |ebjT − |h|

)
, |h| < |1−ebjT |

2|bj |ebjT ,

ebjT |ebjT − 1|
(
|h| − 1+ebjT

2|bj |ebjT

)
, |h| > 1+ebjT

2|bj |ebjT ,

а додатнi величини c1j, c2j, c3j, c4j не залежать вiд k.

Доведення. Оскiльки за умовою леми aj 6= 0 для деякого j, то γjk 6= 0 при
k 6= 0, а вираз Mjk зображується формулою

Mjk = µ1 +
µ2

γjk

+
(
µ3 − µ2

γjk

)
eγjkT , k 6= 0, j ∈ {1, 2, . . . , n}. (24)

Для µ2 6= 0 позначимо допомiжний вираз

M̃jk =
γjk

µ2

Mjk = zγjk + 1 +
(
hγjk − 1

)
eγjkT , (25)

де
z = z1 + iz2 =

µ1

µ2

, h = h1 + ih2 =
µ3

µ2

.

Враховуючи, що

Reγjk = bj, Imγjk = ajk, Rez = z1, Imz = z2, Reh = h1, Imh = h2,

при k 6= 0 для виразу M̃jk з (25) отримуємо оцiнку

|M̃jk| ≥
∣∣|zγjk + 1| − |hγjk − 1|ebjT

∣∣ =

∣∣|zγjk+1|2−|hγjk−1|2e2bjT
∣∣

|zγjk+1|+|hγjk−1|ebjT =

=
|(z1bj+1−z2ajk)2+(z2bj+z1ajk)2−e2bjT (h1bj−1−h2ajk)2−e2bjT (h2bj+h1ajk)2|

|zγjk+1|+|hγjk−1|ebjT =

=

∣∣∣∣
(
|z|2−|h|2e2bjT

)
(a2

jk2+b2j )−2aj

(
z2+h2e2bjT

)
k+2bj

(
z1+h1e2bjT

)
+1−e2bjT

∣∣∣∣
|zγjk+1|+|hγjk−1|ebjT =
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=
1

|zγjk + 1|+ |hγjk − 1|ebjT
|Hj(k)| .

Тодi з нерiвностей

|γjk| ≤ c5j|k|, c5j =
√

a2
j + b2

j ,

|zγjk + 1|+ |hγjk − 1|ebjT ≤ c6j|k|, c6j = max
j=1,...,n

(
c4j(|z|+ |hebjT |) + 1 + ebjT

)
,

|Mjk| = |µ2||M̃jk|
|γjk| ≥ |µ2|

c5jc6j|k|2 |Hj(k)|,

|Hj(k)| ≥





ζ0j|k|2/4, (z, h) ∈ C2\Obj

0 , |k| ≥ 2 max{|k1j|, |k2j|},
ζ1j|k|/2, (z, h) ∈ O

bj

0 \Obj

1 , |k| ≥ k3j,

ζ2j, (z, h) ∈ (O
bj

0 ∩ O
bj

1

)\Obj

2 , k 6= 0,

отримуємо першi три нерiвностi (23), якщо

c1j =
|µ2ζ0j|
4c5jc6j

, c2j =
|µ2ζ1j|
2c5jc6j

, c3j =
|µ2ζ2j|
c5jc6j

.

Якщо (z, h) ∈ O
bj

0 ∩O
bj

1 ∩O
bj

2 при bj 6= 0, то у цьому випадку, враховуючи, що

z + he2bjT = 1−e2bjT

2bj
,

одержуємо
M̃jk

γjk

=
1− e2bjT

2bj

− h
(
e2bjT − eγjkT

)
+

1− eγjkT

γjk

. (26)

Оскiльки
∣∣∣ |1−e2bjT |

2|bj | − |h||e2bjT − eγjkT |
∣∣∣ ≥

∣∣∣ |1−e2bjT |
2|bj | − |h|ebjT (ebjT + 1)

∣∣∣ =

= ebjT (ebjT + 1)
(
|1−ebjT |
2|bj |ebjT − |h|

)
= qj > 0 при |h| < |1−ebjT |

2|bj |ebjT ,
∣∣∣|h||e2bjT − eγjkT | − |1−e2bjT |

2|bj |

∣∣∣ ≥
∣∣∣|h|ebjT |ebjT − 1| − |1−e2bjT |

2|bj |

∣∣∣ =

= ebjT |ebjT − 1|
(
|h| − 1+ebjT

2|bj |ebjT

)
= qj > 0 при |h| > 1+ebjT

2|bj |ebjT ,

|γjk| =
√

b2
j + a2

jk
2 ≥ |aj||k|, aj 6= 0,

то для (z, h) ∈ (O
bj

0 ∩O
bj

1 ∩O
bj

2 )\Obj

3 , bj 6= 0, та достатньо великих |k| виконується
нерiвнiсть

|Mjk|
|µ2| =

|M̃jk|
|γjk| ≥

∣∣∣∣
|1− e2bjT |

2|bj| − |h|
∣∣∣e2bjT − eγjkT

∣∣∣− |1− eγjkT |
|γjk|

∣∣∣∣ ≥

≥
∣∣∣∣qj − 1 + ebjT

|aj||k|

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
qj

2
+

qj

2
− 1 + ebjT

|aj||k|

∣∣∣∣ ≥
ζj
5

2
> 0, |k| ≥ 2(1 + ebjT )

qj|aj| = k4j,

з якої випливає остання з нерiвностей (23) при c4j =
|µ2|qj

2
. Лему доведено.
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Зауважимо, що при aj = 0 справджується рiвнiсть

Mjk = µ1 + µ3e
bjT +

µ2

bj

(
1− ebjT

)
, bj 6= 0.

Таким чином, якщо
(

µ1

µ2
, µ3

µ2

)
/∈ ⋃n

j=1 Obj , де

Obj =

{
O

bj

0 ∩ O
bj

1 ∩ O
bj

2 ∩ O
bj

3 , aj 6= 0, bj 6= 0,

O
bj

0 ∩ O
bj

1 , aj 6= 0, bj = 0,

то для задачi (1), (2) проблема малих знаменникiв вiдсутня, оскiльки на пiдставi
леми 3 нерiвностi (18) виконуються для певних α ∈ {0, 1, 2}.

Зокрема, якщо
(
µ1, µ3

) ∈ C2\⋃n
j=1 O

bj

0 , то

|Mjk| ≥ c1j > 0, |k| ≥ 2 max{|k1j|, |k2j|}, j = 1, 2, . . . , n,

тобто у нерiвностях (18) C3 = min
j=1,...,n

c1j, α = 0. У цьому випадку справджується
теорема 3.

Теорема 3. Нехай виконуються умови:
1) U0 6= 0;
2) рiвняння Dk = 0 не має розв’язкiв у цiлих числах k;
3)

(
µ1, µ3

) ∈ C2\⋃n
j=1 O

bj

0 ;
4) Mjk 6= 0 для всiх |k| < 2 max{|k1j|, |k2j|}, j = 1, 2, . . . , n;
5) f ∈ C(0,2N+2)(Q),

де число N визначене у лемi 2. Тодi iснує єдиний розв’язок u ∈ Cn(Q) задачi
(1), (2), який неперервно залежить вiд функцiї f .

6. Метричнi оцiнки малих знаменникiв. Якщо
(

µ1

µ2
, µ3

µ2

) ∈
n⋃

j=1

Obj , то

розв’язнiсть задачi (1), (2) пов’язана з проблемою малих знаменникiв Mjk,
j = 1, 2, . . . , n. Для її розв’язання застосуємо метричний пiдхiд, який дозво-
ляє встановити виконання оцiнок (18) з деяким показником α для множини
повної мiри Лебега параметрiв (коефiцiєнтiв) задачi (1), (2).

Оцiнки в термiнах коефiцiєнтiв рiвняння та нелокальних умов.
Випадок bj 6= 0. Тодi множина O

bj

0 ∩ O
bj

1 ∩ O
bj

2 є кривою Γbj у просторi C2:

Γbj := O
bj

0 ∩ O
bj

1 ∩ O
bj

2 =
{

(z, h) ∈ C2 : h ∈ Kbj , z = −he2bjT + e2bjT−1
2bj

}
,

де Kbj (Kbj ⊂ C) — коло радiуса (2|bj|ebjT )−1 з центром у точцi ( 1
2bj

, 0), тобто

Kbj =
{

h ∈ C :
(
h1 − 1

2bj

)2
+ h2

2 = (2|bj|ebjT )−2
}

.

Теорема 4. Якщо bj 6= 0 для деякого j ∈ {1, 2, . . . , n}, то для майже всiх
(стосовно iндукованої мiри Лебега на Γbj) точок (z, h) ∈ Γbj ∩ O

bj

3 нерiвнiсть

|Mjk| ≥ ebjT |ebjT − 1|
|µ2| |k|−α (27)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z при α > 1.
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Доведення. Крива Γbj у просторi C2 складається з двох вiток Γ
bj

± , якi можна
задати за допомогою параметра τ ∈ Ij:





z1 = z1(τ) = −τe2bjT + e2bjT−1
2bj

,

z2 = z2(τ) = ∓e2bjT
√(

2|bj|ebjT
)−2 − (

τ − 1
2bj

)2
,

h1 = h1(τ) = τ,

h2 = h2(τ) = ±
√(

2|bj|ebjT
)−2 − (

τ − 1
2bj

)2
,

(28)

де Ij = [I1j, I2j] — вiдрiзок параметризацiї з кiнцями

I1j = 1
2bj
− 1

2|bj |ebjT , I2j = 1
2bj

+ 1

2|bj |ebjT .

Тепер за допомогою параметризацiї (28) представимо вираз M̃jk як функцiю
незалежного параметра τ на вiдрiзку Ij :

M̃jk(τ) = γjk(e
γjkT − e2bjT )(τ + ih2(τ)) + 1−e2bjT

2bj
γjk + 1− eγjkT , τ ∈ Ij.

Позначимо

M jk(τ) =
M̃jk(τ)

γjk(eγjkT − e2bjT )
= τ + ih2(τ) + χjk, τ ∈ Ij,

де

χjk =
1− e2bjT

2bj

(
e2bjT − eγjkT

) +
1− eγjkT

γjk

(
e2bjT − eγjkT

) .

Запровадимо для кожного k множини

N jk =
{
τ ∈ Ij : |M jk(τ)| < |k|−α

}
, Njk =

{
τ ∈ Ij : |τ + Reχjk| < |k|−α

}
,

а також Nj — множину тих точок τ ∈ Ij, для яких безлiч разiв (стосовно k)
виконується нерiвнiсть |M jk(τ)| < |k|−α.

Оскiльки N jk ⊂ Njk,

mesRN jk ≤ mesRNjk ≤ 2|k|−α,

то ряд
∑

k∈Z\{0}
mesRNjk є збiжним для α > 1. На пiдставi леми Бореля – Кантеллi

маємо, що множина тих точок τ ∈ Ij, якi потрапляють у нескiнченну кiлькiсть
множин Njk, k ∈ Z, дорiвнює нулевi, тобто mesRNj = 0.

Тодi з нерiвностей

|µ2||Mjk|
|e2bjT − eγjkT | = |M jk(τ)| ≥ |h1 + Reχk|

маємо, що для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел τ ∈ Ij нерiвностi
(27) виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z при α > 1.

Iз параметричного задання (28) кривої Γbj у просторi C2 випливає, що не-
рiвностi (27) виконуються для майже всiх (стосовно iндукованої мiри Лебега на
Γbj) точок (z, h) на вiдрiзку кривої Γbj ∩ O

bj

3 , що й треба було довести.
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Випадок bj = 0. У цьому випадку множина O
bj

0 ∩ O
bj

1 є об’єднанням двох
двовимiрних поверхонь

Γ0
1 = {(z, h) ∈ C2 : z = −h, }, Γ0

2 = {(z, h) ∈ C2 : z = h̄ = h1 − ih2},

тобто O
bj

0 ∩ O
bj

1 = Γ0
1 ∪ Γ0

2.
Позначимо через J1, J2, . . . , Jn вiдрiзки дiйсної прямої.

Теорема 5. Якщо z = −h, h 6= 0, bj = 0 для деякого j ∈ {1, 2, . . . , n}, то
для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел aj ∈ Jj нерiвнiсть

|Mjk| ≥ |k|−α (29)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z при α > 0.

Доведення. За умов теореми

Mjk = µ2

(
h− 1

iajk

)
(eiajkT − 1).

Тодi для |k| > 2
|aj ||h| модуль виразу Mjk можна оцiнити знизу:

|Mjk| ≥ |µ2| |h|
∣∣ sin

ajTk

2

∣∣ ≥ 2|µ2| |h|
π

∣∣ajTk

2
− πdk

∣∣ =

= T |µ2| |h| |k|
π

∣∣aj − 2πdk

Tk

∣∣ ,

де dk — цiле число, для якого
∣∣∣∣
ajTk

2
− πdk

∣∣∣∣ ≤
π

2
.

Оскiльки для α > 0

∑

k∈Z
mesR

{
aj ∈ Jj :

∣∣aj − 2πdk

Tk

∣∣ < π
T |µ2| |h| |k|

−α−1
}
≤ 2π

T |µ2| |h|
∑

k∈Z
|k|−α−1 < ∞,

то з леми Бореля – Кантеллi випливає, що для майже всiх (стосовно мiри Лебега
в R) чисел aj ∈ Jj нерiвнiсть

∣∣∣∣aj − 2πdk

Tk

∣∣∣∣ ≥
π

T |µ2| |h| |k|
−α−1

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z при α > 0.
Теорему доведено.

Позначимо через Π прямокутник, що є декартовим добутком довiльних фi-
ксованих вiдрiзкiв Π1 i Π2 дiйсної прямої, тобто Π = Π1 × Π2.

Теорема 6. Якщо z = h̄, bj = 0 для деякого фiксованого j, то для майже
всiх (стосовно мiри Лебега в R2) чисел (h1, h2) ∈ Π нерiвнiсть (29) виконує-
ться для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z при α > 1.
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Доведення. За умов теореми вираз Mjk має вигляд

Mjk = (h̄ + heiajkT ) + 1−eiajkT

iajk
=

= h1(e
iajkT + 1) + ih2(e

iajkT − 1) + 1−eiajkT

iajk
.

(30)

Для фiксованих aj i T позначимо

E1 =
{

k ∈ Z :
∣∣∣cos

ajkT

2

∣∣∣ > 1
2

}
, E2 = Z\E1.

Якщо k ∈ E1, то для фiксованого h2 ∈ Π2 для такого k

mesR
{
h1 ∈ Π1 : |Mjk| < |k|−α

} ≤ 2|k|−α

|eiajkT +1| = 2|k|−α

2

∣∣∣∣ cos
ajkT

2

∣∣∣∣
< 2|k|−α,

звiдки, iнтегруючи за змiнною h2, за теоремою Фубiнi отримуємо оцiнку

mesR2

{
(h1, h2) ∈ Π : |Mjk| < |k|−α

} ≤ 2mesRΠ2 |k|−α, k ∈ E1.

Якщо k ∈ E2, то для фiксованого h1 ∈ Π1

mesR
{
h2 ∈ Π2 : |Mjk| < |k|−α

} ≤ 2|k|−α

|eiajkT−1| = 2|k|−α

2

∣∣∣∣sin
ajkT

2

∣∣∣∣
<

2√
3
|k|−α,

звiдки, iнтегруючи вже за змiнною h2, за теоремою Фубiнi аналогiчно отриму-
ємо оцiнку

mesR2

{
(h1, h2) ∈ Π : |Mjk| < |k|−α

} ≤ 2mesRΠ1√
3

|k|−α, k ∈ E2.

Таким чином, ряд
∑

k∈Z\{0}
mesR2 {(h1, h2) ∈ Π : |Mjk| < |k|−α} мажорується збi-

жним рядом при α > 1. На пiдставi леми Бореля – Кантеллi маємо, що мно-
жина тих точок (h1, h2) ∈ Π, якi потрапляють у нескiнченну кiлькiсть множин
{(h1, h2) ∈ Π : |Mjk| < |k|−α}, k ∈ Z, дорiвнює нулевi. Теорему доведено.

Зауваження 2. Теорему 6 можна сформулювати для майже всiх (сто-
совно мiри Лебега в C) чисел h.

Зауваження 3. Якщо z = h̄, aT/π — цiле число, то нерiвнiсть (18) ви-
конується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z при γ = 0.

Оцiнки в термiнах параметра T . Нехай R(λ) — многочлен степеня n
вигляду

R(λ) ≡ λn +
n∑

j=1

rjλ
n−j, r1, r2 . . . , rn ∈ C, (31)

а Q(t) — квазiмногочлен

Q(t) =
m∑

j=1

ezjtpj(t), (32)

де z1, z2, . . . , zm ∈ C, zj 6= zq (j 6= q), а p1(t), p2(t), . . . , pn(t) — многочлени степе-
нiв n1 − 1, n2 − 1, . . . , nm − 1 вiдповiдно (n1, n2, . . . , nm ∈ N).

Для R(λ) i Q(t) позначимо

AR = 1 + max
j=1,...,n

|rj|1/j, ZQ = 1 + max
j=1,...,m

|zj|.
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Лема 4. [19] Нехай R(λ), Q(t) — многочлен i квазiмногочлен, визначенi
рiвностями (31), (32) вiдповiдно. Якщо для всiх t ∈ [a, b]

|R (d/dt) Q(t)| ≥ δ > 0,

то для всiх ε ∈
(
0, δ

(2n+2)An
R

]
справджується оцiнка

mes R {t ∈ [a, b] : |Q(t)| < ε} ≤ C9 ZQ (ε/δ)1/n ,

де C9 ≡ C9(n, n0, b− a), n0 = n1 + n2 + . . . + nm.

Теорема 7. Якщо |µ1|+ |µ2| 6= 0, aj 6= 0 для деякого j ∈ {1, 2, . . . , n}, то для
майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T ∈ [T1, T2], де 0 < T1 < T2 < +∞,
нерiвнiсть (29) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ Z при
α > 2− sgn|µ1|.

Доведення. Для кожного фiксованого k i j розглянемо вираз Mjk як фун-
кцiю змiнної T на вiдрiзку [T1, T2]:

Mjk(T ) ≡ Mjk, T ∈ [T1, T2],

та множини

Njk =
{
T ∈ [T1, T2] : |Mjk(T )| < |k|−α

}
, α > 1.

Через Nj позначимо множину тих точок T ∈ [T1, T2], для яких безлiч разiв
(стосовно k) виконується нерiвнiсть |Mjk(T )| < |k|−α.

Очевидно, що функцiя Mjk(T ) є квазiмногочленом вигляду (32) при m = 2,
z1 = 0, z2 = γjk, p1(T ) = µ1 + µ2

γjk
, p2(T ) = µ3 − µ2

γjk
i розв’язком звичайного

диференцiального рiвняння першого порядку:

Rkj

(
d

dT

)
Mjk ≡ dMjk(T )

dT
− γjkMjk(T ) = −µ1γjk − µ2,

де Rkj(λ) = λ− γjk.
Для оцiнки мiри множини Njk застосуємо лему 4. Оскiльки

|Rkj (d/dT )Mjk(T )| ≥ |µ1aj|
2

|k|, якщо |k| ≥ 2|µ2+bjµ1|
|µ1aj | , µ1 6= 0,

|Rkj (d/dT )Mjk(T )| = |µ2|, якщо µ1 = 0,

ARkj
= ZMjk

= 1 + |γjk|,
0 < |k|−α <

|µ1ajk|
8ARkj

, якщо |k|α >
8(1+2max{|aj |,|bj |})

|µ1aj | , α > 1, µ1 6= 0,

0 < |k|−α < |µ2|
4ARkj

, якщо |k|α−1 ≥ 4(1+2max{|aj |,|bj |})
|µ2| , α > 1, µ1 = 0,

то для досить великих значень |k| залежно вiд значення µ1 отримуємо оцiнки

mesRNjk ≤ 2C9|µ1aj|−1
(
1 + |γjk|

)|k|−α−1 ≤
≤ 2C9|µ1aj|−1

(
1 + 2 max{|aj|, |bj|}

)|k|−α, якщоµ1 6= 0;
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mesRNjk ≤ 2C9|µ2|−1(1 + |γjk|)|k|−α ≤
≤ 2C9|µ2|−1(1 + 2 max{|aj|, |bj|})|k|−α+1, якщоµ1 = 0.

Оскiльки ряд
∑
k∈Z

mesRNjk збiжний для α > 2 − sgn|µ1|, то на пiдставi леми

Бореля – Кантеллi маємо, що множина тих точок T ∈ [T1, T2], якi потрапляють
у нескiнченну кiлькiсть множин Njk, k ∈ Z, дорiвнює нулевi, тобто mesRNj = 0
для деякого числа j ∈ {1, 2, . . . , n}.
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