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АНОТАЦIЯ

Куриляк А. О. Асимптотичнi властивостi i розподiл значень випадкових

аналiтичних функцiй. — На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.01 “Математичний аналiз”. — Прикарпатський на-

цiональний унiверситет iменi Василя Стефаника, Iвано-Франкiвськ, 2024.

Дисертацiя складається зi вступу, 6 роздiлiв, висновкiв, списку використа-

них джерел. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiджень, сформульо-

вано мету, завдання, предмет, об’єкт та методи дослiдження, наведено наукову

новизну, практичне значення отриманих результатiв та особистий внесок здо-

бувача, а також вказано, де апробованi та опублiкованi основнi результати ди-

сертацiї.

У роботi об’єктом дослiдження є класи аналiтичних та випадкових аналi-

тичних функцiй, зображуваних збiжними в довiльнiй кратно-круговiй областi

Рейнхарда степеневими рядами, а також цiлих кратних рядiв Дiрiхле, лакунар-

них рядiв за однорiдними полiномами та iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса.

У другому роздiлi вперше з однiєї точки зору розглядаються аналоги класи-

чних нерiвностi Вiмана та спiввiдношення Бореля в класi аналiтичних функцiй

вiд однiєї змiнної, зображуваних степеневими рядами f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n з довiль-

ним скiнченних чи нескiнченним радiусом збiжностiR ∈ (0;+∞] та встановлено

найбiльш загальний опис виняткових множин у цих твердженнях. Отриманi тут

спiввiдношення виконуються зовнi виняткової множини скiнченної логарифмi-

чної h-мiри з довiльною зростаючою функцiєю h, що визначає дану h-мiру, як

для аналiтичних функцiй, так i для цiлих функцiй вiд однiєї змiнної. Отрима-

нi тут твердження мiстять в собi твердження про класичну нерiвнiсть Вiмана

для цiлих функцiй та про нерiвнiсть типу Кеварi для аналiтичних функцiй в

одиничному крузi, а також iстотно доповнюють результати попередникiв сто-

совно як аналогiв нерiвностi Вiмана, так i спiввiдношення Бореля, що викону-
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ються зовнi виняткових множин, величина яких описується в термiнах скiнчен-

ностi їхньої логарифмiчної h-мiри. Встановлено також наявнiсть ефекту типу

Левi iстотного уточнення нерiвностi типу Вiмана для випадкових субгаусових

цiлих функцiй, якi зображаються лакунарними степеневими рядами вигляду

f(z) =
+∞∑
k=0

akZk(ω)z
nk, nk ∈ Z+. Зазначимо, що у всiх результатах попередникiв

(П. Левi, М. Стiла, П.В. Фiлевича, О.В. Зрума i О.Б. Скаскiва) послiдовнiсть не-

залежних випадкових величин Zk(ω) є майже напевно рiвномiрно обмеженою, а

послiдовнiсть субгаусових випадкових величин Zk(ω) може не бути рiвномiрно

обмеженою.

Крiм цього у даному роздiлi встановлено наявнiсть ефекту типу Левi для

випадкових аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної f(z, ω) =
+∞∑
n=0

anZn(ω)z
n у

випадку коли послiдовнiсть випадкових величин Zn(ω) є послiдовнiстю субгау-

сових випадкових величин, послiдовнiсть дисперсiй яких є обмеженою. Також

встановлено необхiднiсть умови обмеженостi послiдовностi дисперсiй для на-

вявностi ефекту типу Левi.

Дослiдження аналогiв нерiвностi типу Вiмана для аналiтичних функцiй

вiд декiлькох комплексних змiнних проводиться у третьому роздiлi. У цьо-

му роздiлi в класi аналiтичних функцiй, зображуваних в довiльнiй фiксова-

нiй кратно-круговiй областi Рейнхарда кратними степеневими рядами вигляду

f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, вперше розвинуто пiдхiд типу методу Вiмана-

Валiрона i також вперше отримано в найбiльш загальному виглядi аналоги кла-

сичної нерiвностi Вiмана. При цьому, встановлено явнi залежностi мiж вигля-

дам отриманих аналогiв нерiвностi Вiмана i довiльною наперед заданою мi-

рою (h-мiрою), скiнченнiсть якої дає описання величини виняткової множини

в отриманiй нерiвностi. Використання довiльної h-мiри для описання величини

виняткової множини, з однiєї сторони викликано потребами розширення зони

застосовностi результатiв теорiї Вiмана-Валiрона (зокрема, в аналiтичнiй тео-

рiї диференцiйних рiвнянь), а з iншого боку продиктовано вiдомою проблемою

Й.В. Островського про вiдшукання найкраще можливого опису величин виня-
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ткових множин, як в класичнiй нерiвностi Вiмана, так i взагалi в рiзноманiтних

асимптотичних спiввiдношеннях, що розглядаються в цiй теорiї. У випадку цi-

лих функцiй, як вiд однiєї комплексної змiнної так i вiд багатьох змiнних для

цiлого ряду асимптотичних спiввiдношень, остаточнi вiдповiдi знайденi ранiше

у працях П.В. Фiлевича, а також О.Б. Скаскiва разом зi О.В. Зрумом, Т.М. Са-

ло, О.М. Тракало та Д.Ю. Зiкрачем. Успiшнiсть проведеного у другому роздiлi

дослiдження степеневих рядiв у довiльнiй кратно-круговiй областi Рейнхарда,

з одного боку вказує на можливiсть успiшної реалiзацiї пiдходiв типу Вiмана-

Валiрона у цьому випадку, а з iншого боку результати вказують на ефективнiсть

i потужнiсть методiв, розвинутих у ньому, i на те, що методи як цього роздiлу,

так i роздiлу 2, безумовно повиннi бути застосованi у подальших дослiдженнях,

оскiльки результати про нерiвностi типу Вiмана у певному сенсi можна вважати

iндикатором можливої успiшностi подальших дослiджень.

З отриманого у третьому роздiлi твердження, як наслiдок, отримуються, як

вiдомi нерiвностi для цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних, так i для аналiти-

чних функцiй вiд однiєї змiнної. Точнiсть отриманих нерiвностей встановлена

у випадку, якщо область збiжностi кратного степеневого ряду є одна з множин

Cp, Dl × Cp−l, Dp, де l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2.

У третьому роздiлi також розглянуто випадковi аналiтичнi функцiї f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n, областю збiжностi яких майже напевно є кратно-кругова

область Рейнхарда. Для цих функцiй встановлено наявнiсть ефекту Левi i побу-

довано приклади на точнiсть отриманих тверджень. Результати цього роздiлу

в загальному сенсi повнiстю вичерпують, сформульовану в 1996 р. проф. А.А.

Гольдбергом i проф. М.М. Шереметою проблему, про наявнiсть ефекту типу

Левi у випадку кратних степеневих рядiв.

Об’єктом дослiдження у четвертому роздiлi є цiлi функцiї, представленi ла-

кунарними рядами однорiдних полiномiв у виглядi f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp, де

P0(z) ≡ a0 ∈ C, Pk(z) =
∑

∥n∥=λk
anz

n — однорiднi полiноми степеня λk ∈ Z+, i
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0 = λ0 < λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞), λ = (λk). Вичерпання Cp вiдбувається не по-

лiкругами, а довiльною однопараметричною системою подiбних повних кратно-

кругових областей з центром у початку координат. Оцiнка максимуму модуля

проводиться через дiагональний максимальний член ряду. Доведено аналоги

нерiвностi Бiтляна-Гольдберга, встановленої у такiй постановцi питання для цi-

лих функцiй вiд багатьох комплексних змiнних. Також побудовано приклад на

точнiсть отриманих тверджень.

У другому пiдроздiлi встановлено аналоги нерiвностi Вiмана для цiлих кра-

тних рядiв Дiрiхле з довiльними комплексними показниками. А саме, розгляну-

то ряди Дiрiхле абсолютно збiжнi у всьому комплексному просторi Cp вигляду

F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn) з такою послiдовнiстю показникiв (λn), що {λn : n ∈ Zp} ⊂

Cp та λn ̸= λm для всiх n ̸= m. Доведено багатовимiрний аналог нерiвностi типу

Вiмана, який є узагальненням одновимiрної теореми, до якої було побудовано

приклад на точнiсть.

Дослiдження асимптотичних властивостей ймовiрностi вiдсутностi нулiв у

гаусових аналiтичних функцiй в крузi з центром у початку координат прово-

диться у п’ятому роздiлi. Нехай
(
ξn(ω)

)
∈ NC(0; 1) — послiдовнiсть незалежних

випадкових комплексних величин зi стандартним гаусовим розподiлом у ком-

плекснiй площинi зi щiльнiстю pξn(z) = 1
πe

−|z|2, z ∈ C, n ∈ Z+. Для цiлих

трансцендентних гаусових функцiй f(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n ранiше в працях

А. Нiшрi, М. Содiна та iнших були вiдомi асимптотичнi оцiнки ймовiрностi вiд-

сутностi нулiв в довiльному крузi з центром у початку координат та висловлю-

вались гiпотези стосовно їх точностi, оскiльки питання про точнiсть цих оцiнок

залишалися вiдкритими. У дисертацiйнi роботi дано вiдповiдь на це питання

у випадку коли тейлоровi коефiцiєнти цiлої функцiї домножаються на добу-

ток гаусових випадкових величин та випадкових величин Штейнгауса. Тобто,

для функцiй вигляду f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n, де εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn)

— послiдовнiсть незалежних випадкових величин, рiвномiрно розподiлених на
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[−π, π),
(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1). При цьому вiдому ранiше оцiнку знизу iстотно по-

силено. Використовуючи деякi результати з теорiї Вiмана-Валiрона для цiлих

трансцендентних функцiй, отримано асимптотичнi оцiнки згори i знизу згада-

ної ймовiрностi зовнi деякої виняткової множини та побудовано приклади на

точнiсть отриманих оцiнок.

На вiдмiну вiд цiлих гаусових функцiй, для гаусових аналiтичних функцiй

в одиничному крузi проблема знаходження асимптотичних спiввiдношень для

ймовiрностi вiдсутностi нулiв залишалася практично повнiстю вiдкритою у за-

гальному випадку. Були вiдомi лише оцiнки для деяких аналiтичних функцiй з

цiлком конкретно заданими тейлоровими коефiцiєнтами.

У другому пiдроздiлi цього роздiлу дисертацiйного дослiдження отримано

асимптотичнi спiввiдношення для ймовiрностi вiдсутностi нулiв зовнi множини

скiнченної логарифмiчної мiри для класу випадкових аналiтичних функцiй в

одиничному крузi, що визначається цiлком подiбно до класу випадкових цiлих

гаусових функцiй, результати стосовно якого описано вище. При цьому у по-

рiвняннi з випадком цiлих функцiй цей клас визначається додатковою умовою

lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4, N(r) = #{n : |an|rn > 1}. Побудовано приклади на точнiсть

отриманих верхньої та нижньої оцiнок.

У шостому роздiлi встановлено спiввiдношення типу Бореля для iнтегралiв

Лапласа-Стiлт’єса F (x) =
∫
R+

f(u)exuν(du). Побудовано приклад на точнiсть

цього твердження.

У третьому пiдроздiлi проведено дослiдження одного банахового простору

iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса та рядiв Дiрiхле вигляду D(σ) =
∞∑
n=1

dne
λnσ.

Також у шостому роздiлi отримано твердження про узагальненi та моди-

фiковано узагальненi порядки зростання iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса та до-

слiджено певнi простори Фреше цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного узагальненого

порядку.

Усi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими. Вони ма-

ють теоретичний характер i можуть бути використанi як в багатовимiрному
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комплексному аналiзi, так i в iнших роздiлах аналiзу, а також в таких сумi-

жних роздiлах математики, як диференцiйнi рiвняння i теорiя ймовiрностей.

Ключовi слова: аналiтичнi функцiї, кратнi степеневi ряди, лакунарнi ря-

ди однорiдних полiномiв, кратнi ряди Дiрiхле, максимум модуля, максимальний

член, гаусовi та субгаусовi випадковi величини, нерiвнiсть Вiмана, спiввiдношен-

ня Бореля, ефект Левi, нерiвнiсть Бiтляна-Гольдберга, кратно-кругова область

Рейнхарда, ймовiрнiсть вiдсутностi нулiв, iнтеграли Лапласа-Стiлт’єса, узагаль-

нений порядок.
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ABSTRACT

Kuryliak A.O. Asymptotic properties and value distribution of random analytic

functions. — Manuscript.

The thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences,

speciality 01.01.01 — Mathematical analysis, Vasyl Stefanyk Precarpathian Na-

tional University, Ivano-Frankivsk, 2024.

The thesis consists of an introduction, 6 sections, conclusions, references. The

introduction consists of the relevance of the research topic, purpose, objectives,

subject, object and research methods. The introduction substantiates the rele-

vance of research topic. The goal, subject, object and methods of the research

are listed there. Scientific novelty, the practical significance of the results and

applicant’s contribution are also indicated in the introduction.

The object of investigations are classes of analytic and random analytic func-

tions, represented by convergent power series in an arbitrary multiple-circular

Reinhard domain, entire multiple Dirichlet series, lacunary series of the homoge-

neous polynomials and Laplace-Stiltjes integrals.

In the second chapter, for the first time, analogues of classical Wiman in-

equalities and Borel relations in the class of analytic functions of one variable,

represented by power series f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n with an arbitrary finite or infinite ra-

dius of convergence R ∈ (0;+∞] and the most general description of exceptional

sets in these statements is established. The relations obtained here hold outside

the exceptional set of finite logarithmic h-measure with arbitrary increasing func-

tion h that defines a given h-measure, both for analytic functions and for entire

functions of one variable. This statements obtained here include the assertions of

the classical Wiman inequality for entire functions and the Kevari inequality for

analytic functions in the unit disk, and also significantly complement the results

of the predecessors regarding both Wiman’s inequality analogues and Borel’s re-

lations, which are fulfilled outside exceptional sets, the value of which is described

in terms of the finiteness of their logarithmic h-measure. The existence of a Levy-
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type effect of a significant improvement of the Wiman-type inequality for random

sub-Gaussian entire functions, which are represented by lacunar power series of

the form f(z) =
+∞∑
k=0

akZk(ω)z
nk, nk ∈ Z+. Note that in all the results of the

predecessors (P. Levy, M. Steel, P.V. Filevych, O.V. Zrum, and O.B. Skaskiv),

the sequence of independent random variables Zk(ω) is almost surely uniformly

bounded, but the sequence of sub-Gaussian random variables Zk(ω) may not be

uniformly bounded.

In addition, in this section, the existence of a Levy-type effect is established

for random analytical functions of one variable f(z, ω) =
+∞∑
n=0

anZn(ω)z
n in the

case when the sequence of random variables Zn(ω) is a sequence of sub-Gaussian

random variables, the sequence of variances of which is bounded. The necessity of

the condition of the boundedness of the sequence of dispersions for the presence

of the Levy-type effect is also proved.

The study of analogues of the Wiman-type inequality for analytic functions

of several complex variables is carried out in the third section. In this section, in

the class of analytic functions represented in an arbitrary fixed multiple-circular

Reinhard domain by multiple power series of the form f(z) = f(z1, . . . , zp) =
+∞∑

∥n∥=0

anz
n, for the first time, an approach like the Wiman-Valiron method was

developed. Also for the first time analogues of the classical Wiman inequality

were obtained in the most general form. At the same time, dependencies have

been established between the forms of the obtained analogues of Wiman’s inequa-

lity and an arbitrary predefined measure (h-measure), the finiteness of which gives

a description of the value of the exceptional set in the obtained inequality. The

use of an arbitrary h-measure to describe the size of the exceptional set is, on the

one hand, caused by the need to expand the area of applicability of the results of

the Wiman-Valiron theory (in particular, in the analytical theory of differential

equations), and on the other hand, it is dictated by the well-known problem

of J.V. Ostrovsky about finding the best possible description of the values of

exceptional sets, both in the classical Wiman inequality and in general in various
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asymptotic relations considered in this theory. In the case of entire functions,

both from one complex variable and from many variables for many asymptotic

relations, the final answers were found earlier in the works of P.V. Filevych, as well

as O.B. Skaskiv together with O.V. Zrum, T.M. Salo, O.M. Trakalo and D.Yu. Zik-

rach. The success of the study of power series in the arbitrary multi-circular

Reinhard domain carried out in the second chapter, on the one hand, indicates

the possibility of successful implementation of Wiman-Valiron type approaches

in this case, and on the other hand, the results indicate the effectiveness and

power of the methods developed in it, and that the methods of both this chapter

and chapter 2 should certainly be applied in further research, since the results on

Wiman-type inequalities can in a certain sense be considered an indicator of the

possible success of further research.

From the statement obtained in the third section, as a result, both known

inequalities for entire functions of several variables and for analytic functions of

one variable are obtained. The sharpness of the obtained inequalities is established

in the case of convergence domain of the multiple power series is one of the sets

Cp, Dl × Cp−l, Dp, where l, p ∈ N, p > l, p ≥ 2.

In the third chapter we consider random analytic functions f(z, t) =
+∞∑

∥n∥=0

anXn(t)z
n, the domain of convergence of which is almost surely a multiply-

circular Reinhard domain. For these functions, the presence of the Levy effect was

established and examples of the sharpness of the statements were constructed.

The results of this section in a general sense completely exhaust the idea formu-

lated in 1996 by Prof. A.A. Goldberg and Prof. M.M. Sheremeta the problem of

the existence of a Levy-type effect in the case of multiple power series.

The object of the investigations of the fourth chapter is entire functions rep-

resented by lacunary series of the homogeneous polynomials and Dirichlet en-

tire multiple series. Here f(z) =
+∞∑
k=0

Pk(z), z ∈ Cp, where P0(z) ≡ a0 ∈ C,

Pk(z) =
∑

∥n∥=λk
anz

n is homogeneous polynomials of degree λk ∈ Z+, and 0 = λ0 <

λk ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞), λ = (λk). The exhaustion of Cp does not occur by
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polydiscs but by an arbitrary one-parameter system of similar complete multiple-

circular domains centered at the origin. The modulus maximum is evaluated by

the diagonal maximum term of this series. Analogues of the Bitlyan-Gol’dberg

inequality investigated in this formulation of the question for entire functions of

many complex variables are proved. An example of the sharpness of the received

statements is also constructed.

In the second subsection, analogs of Wiman’s inequality for entire multi-

ple Dirichlet series with arbitrary complex exponents are investigated. Namely,

we considered Dirichlet series absolutely convergent in Cp of the form F (z) =
+∞∑

∥n∥=0

ane
(z,λn) with a sequence of exponents (λn) such that {λn : n ∈ Zp} ⊂ Cp

and λn ̸= λm for all n ̸= m. Namely, a multidimensional analogue of the Wiman

type inequality is proved. This analogue is generalization of the one-dimensional

theorem, to which an example of sharpness is constructed.

The investigation of the asymptotic properties of probability of zeros absence of

Gaussian analytic functions in the disks with the center at the origin is considered

in the fifth chapter. Let
(
ξn(ω)

)
∈ NC(0; 1) be a sequence of independent random

variables with a standard Gaussian distribution in the complex plane with density

pξn(z) = 1
πe

−|z|2, z ∈ C, n ∈ Z+. For entire transcendental Gaussian functions

f(z, ω) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anz
n previously, in the works of A. Nishry, M. Sodin and

others, asymptotic estimates of the probability of absence were known asymptotic

estimates of the probability of zeros absence in an arbitrary disk with the center

at the origin were previously known for entire transcendental Gaussian functions.

Hypotheses regarding their sharpness were expressed, because questions about

the sharpness of these estimates are still open. In the thesis the answer to this

question was given in the case when the Taylor coefficients of the entire function

are multiplied on the product of Gaussian random variables and Steinhaus random

variables. That is, f(z, ω) =
+∞∑
n=0

εn(ω1)ξn(ω2)anz
n, where εn(ω1) = eiθn(ω1), (θn)

is a sequence of independent random variables uniformly distributed on [−π, π),(
ξn(ω2)

)
∈ NC(0; 1). At the same time the assessment from below has been
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significantly strengthened. Using some results from the Wiman-Valiron theory

for entire transcendental functions, asymptotic estimates from above and below of

the mentioned probability outside some exceptional set were obtained. Examples

of the shaprness of this estimates are also constructed.

Unlike the entire Gaussian functions, for Gaussian analytical functions in the

unit disc, the problem of finding asymptotic estimates for the probability of zeros

absence remained almost completely open in the general case. Only estimates

for some analytic functions with quite specifically given Taylor coefficients were

known.

In the second subsection of the thesis asymptotic relations for the probability

of zeros absence outside the set of finite logarithmic measure are obtained for

the class of random analytic functions in the unit disc. This classes are defined

quite similarly to the class of random entire Gaussian functions, the results of

which are described above. At the same time, in comparison with the case of

entire functions, this class is determined by an additional condition lim
r↑1

lnN(r)

ln 1
1−r

> 4,

N(r) = #{n : |an|rn > 1}. Examples of the sharpness of the obtained upper and

lower estimates are constructed.

In the sixth chapter a Borel-type relation for Laplace-Stieltjes integrals F (x) =∫
R+

f(u)exuν(du) is investigated. The example of the sharpness of this statement

is constructed.

In the third subsection, a study of one Banach space of Laplace-Stiltjes inte-

grals and Dirichlet series of the form D(σ) =
∞∑
n=1

dne
λnσ.

Also, in the sixth chapter, statements about the generalized and modified

generalized growth orders of Laplace-Stiltjes integrals were obtained and certain

Frechet spaces of Dirichlet series of finite generalized order were investigated.

All the results of the thesis are new. They have a theoretical meaning and

can be used both in multidimensional complex analysis and in other sections of

analysis, as well as in such related sections of mathematics as differential equations

and probability theory.
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