
© Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2000. Випуск 1.На підставі (9), (14), (35)-(39) одержуємо, що нерівністьН е - * с , л г і | , д ,  - С ,  Ж  * - £ 1* 4 .Ь'>41 мі  ̂v ■Чя' iHsn ;_і 'С!k|ao (4 0 )лс C 5 = C 5(M ,C ,C |,C 4) > 0, T = v + (p(n2 + 2n -  1) + ( N -  n)(n -  l)2 ++ n(n + l)yT)/2 + 2N + є, e , = 1 - e - { v + co}, 0 < e < l - { v  + co}, справджується для для майже всіх векторів і та для майже всіх векторів А і Ь. Зі збіжності ряду у правій частині нерівності (40) випливає доведення теореми.
Conditions are established o f uniqueness solvability o f the problem with multipoint 

conditions on chosen variable t and with conditions o f periodicity on space coordinates for  
high order linear typeless equations with constant coefficients, nonisotropic rather 
derivatives on a variables x j ,  . . .  Xp. The new metric theorems are proved on the lower 
hounds o f  small denominators, which appear in the problem.
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Г. П. Малицька

IJ111ІТИ КО -П АРАБО Л ІЧН І РІВНЯННЯ В И С О К О Г О  П О Р Я Д К У

Побудовано і досліджено фундаментальний розв'язок задачі Коші для 
гліптико-параболічних рівнянь, що узагальнюють рівняння Колмогорова високого 
порядкуВ цій статті побудовано і досліджено фундаментальний розв’язок задачі Коші для класу рівнянь, що узагальнюють рівняння 
дифузії з інерцією в інерціальній частині, зокрема, мають довільну кількість груп змінних, за якими є виродження, а за просторовими імінними містять похідні порядку, не вищого 2 b , b >  1.
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Г П. Малицька Еліптико-параболічні рівняння високого порядку ..О держ ані результати дають можливість побудувати фундаментальний р озв’язок для такого ж  типу рівнянь, але із змінними коефіцієнтами в параболічній частині.1) Позначення: m r - фіксовані цілі невід'ємні числа, т ,  < т . _ ,  < т г. ,  < ... < т ,  < n ,  г ,п - д е я к і фіксовані натуральні числа.
Г

N  =  I m , + n ,  Х  =  ( х , у , , у 2 .... У г ), х  =  ( х , ,..., х п ), х є  R " .J*l
У = f У І І - У І 2...У 1т ).У| e R " 1 > - ,У г =(Уг|.Уг2.-,Угтг),Уг є R ' 11' •М = п + (2Ь + 1)т, + ... + (2Ьг + 1)шг.
X =  (X, ,..., Х т| ) , Х (2’ = ( х , .... х т ;  )..... Х ,Г) =  (Х| Х Ші ),

x (k’J) = (xk, x k+1,..., Xj  ),k < j, y]s) = (Yj! , yj2.....y jnls ) J < s, X e R nАналогічний зміст мають символи:Е=«і,г|і„..,г|,),Л = (>.,цІ,...,|аг).(Х,Е) = Х х ,с ] 
j=i

г [П|* Z I ( y Jk.nJk) = (x^ ) + (yi.ni) + - + ( y r^ rXj=l k=l(X(ll ,D y|) = I x jDy 
і= і

<(у !2’ . 0 У I y „ D У2|......... ( У г ^ . О , ) = £ y r- i ,D v
D = —  .II = {(tX),t€(O.T],X€R4j.V̂sj2) Постановка задачі. Розглянемо таку задачу Коші: (D,-(x(,>,DVi)-(^ 2>,D y,) - ...- (y rr',D yr) -  y a k(t)^)u(t,X)=0, (1,Х)є . (1)k<2bu(t,X)|t=T =cp(x), (2)де (Dj -  I a k(t)Dk)u(t,X) = 0 - рівномірно параболічне в сенсіk <2ЬПетровського рівняння, a k(t) комплекснозначні неперервні і обмеженіфункції, t є (0, Т ] . ф : R 4 —> С - досить гладка і фінітна функція.Розв’язок шукатимемо у вигляді оберненого перетворення Фур’ є функції v(t,E), тобто:u(t.X) = (2tt)_ n JRNexp{i(X,E)}v(t,E)dE, (3)1> t, X e R \  Для визначення функції v(t, Е), одержимо задачу 
(І). — (rj,.I>. і*(Л 2.°пі2)) + -. + (Лг>D )+ X a k(t)(i£)k)v(t,E) = 0,’  Пі V l  !k|s2b (4 )t > т, X  є R N,
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v(t, E)|t=T = v|/(E),E6 R n, де у (Е )=  ^  ехр{- і(Х,Е)}<іХ.

3) Розв’язання задачі Коші (5),(6).Задачу (5),(6) розв’яжемо методом характеристик: d£,i _  ^m , dr|n dri,m2 сіті2, drir_, n
(5)
( 6 )

dt = •Пі і Л і ™ ,  Л 21 dv Л 2т ,  Пзі (7)X ak(t)(i£,)k vjk|s2bЦя система містить +1 незалежних перших інтегралів. З
j=i

рівняньd n r-idl = ------ - j = 1,2,...,m r знаходимо г|г_,0 =triM + C )J>r_,, C ljr4 =cons,(7,)’Ir j 
drtа із dt= - »  J  =  U - ^  - 4 , - 2j = ^ , j  + c ,  J r_ , t  +  c 2 j r_ 2 Лг-I.j *dr|i іі і . д. Із dt = ---- —, j = 1,2,..., m r знаходимо4 2 ,

= ї Ь у)\Цг + c , 'j’r-' ( h r ) '. + + C r -u 2 t + Cr- ,'jj ’
dtа із dt = —  визначимо і = 1,2,...,mr:H ij

(72)

c ^  t r_‘  _—— Пгі -̂---------C . j + --------- cJ (Г)! 1 (r -1)! Ur 1 (r -  2)! Якщо j = m r + l ,. . . ,m r_|, to nr-2,j = + С Ю,Г- 2>t 2nr-3.j ~ Пг- i.j і j ..- :1 +
2, j, r— 2 + -  + tCr-l.j.l + C r

r - 2П !,j — , -  . П r-l, j  +  C | , j , r_2 r- I( r-2 ) ' (r -  3)!
, r - 2

+  . . .  +  C r—2, j, 1 >
^ I — ------------  Лг-1 і --------------- C |  j r_ 2 +  . . .  +  C  2 j i t  +  C• (r -1)! ' (r -  2)! ,J' 1Поступово дійдемо до j = m3 + 1,..., m2, тоді

(7 ,)
(7r+i) 
(7 ,.+2)

(7 2f—| ) 
(7 2,.)
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Г ГІ. Малицька. Еліптико-параболічні рівняння високого порядку.
n i j  =  t n 2 j + C lijil, 4 J = y n 2iJ+ C 1>j>1+ C i . 

Якщо j = m 2 +  l,...,m,, то ^ = Щ и + с г

Оскільки v =  c e x p i |  E a k (P X iO kd(3i. то,г |k|<2b

(8) (9)використовуючи перші
г. , 1інтеграли для ^  . можемо записати: v = cexp-M £ a k (pXi^('n,P,c)E dp >.[т|к|<2Ь Jде£,(л,Р,с)= f ~ л г.. + c u r_, ~ r s .і ГІ ( г - 1 ) р г+  -  +  с і .......“ ГЛ  г.ш, ( г - 1 )

+ -  + Ст РЛ І.т, + С т|^ и]Дп).Нехай __Лг-і і v ‘  значення при t = x відповідно ___ г)г_ , . v,
„г-2

тому при j = Ли =^—

- тг тг_1—  л „  + т — T \ ; c i,j ,r-i + -  +  т С г_ ,  м + с , .
l.j.r-l + ... + с Г—I ,j , l  ’

(г -1)1 'Г - I . j . l  ^  '- ( И
Я кщо ш г + 1 S  j ^ ш г_,, то т г- 2( r - 2 ) ! '" - 'J ' ( r - 3 ) r ljr-2 + -  + С - 0 ."т г*' т г' 2Л ■ -и  + 7“ ГЛ с  и.г-2 + -  +  т С  г_ и , +  C j  і т. д.

(г - 1)! 'J ' (г -2 )!
При шк + 1 < j < ш к_ , , 1 < к < г,

к -І ^ к-2( к -  1)! Mk’J ' ( k - 2 ) ! C | 'J'k- ’ + ‘ " +  C k - ,'J'1’= 7T7TYi1"lk.J + Tт к| x k_l= Y T r,k’J + (k T i)jC ,-J-k-1 + -  + т С кг-о.і + c rЗокрема, при m2 + 1 < j < m, = тЛу + C j .Аналогічно знаходимо rjr_k jnpH відповідних j,v  = C, але \' = ці,тому С = v ( 4 . i l , Пк і . Л к )Окремо випишемо аргументи | , р fjK_ , , p K :
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г—І Тті-, + —  
г!
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.  +  / і \ . С  ! ,1 ,Г -1  +  ••• +  ^ г - и , 1  ■*" *•••9

(г -  0 -.г-І
Т П г т ,  +г! Ігті (г-1)! + ... + тС г_|іП,г_| + C mf ,

_г-2

(г-1)! "П r - l , l f  т г (г-2 )! ^ ' 2 т г,г-2 + т С г_2 л і г + і .І mr + 1
^ " П | . т г + 1  " *  ^  т г  +  1 » • • • >  1 л і ]  *  ^  т ,  > ̂т, +1 ♦•••і ^п »

_г-2( , - і ) П' ' Т ( г -2 ) .'Тг-' тг-2Лг.т. і .\. + ( + ... + С г_] m і,
,1Г,г-І +  ■• +  С ,.| |f|,

" ' ( г - І )  ( г - 2)!Пг-І.І, І,г-2 +  ... +  С г_2 і і .......
( 10)

(г-2)! (г -  3)!Г Г І2 ,т2 С— і ,т 2,1 ’Л !.пь+1 Г1ігп| >••*, Г Л  г| +  C j j r_j , . . . ,  ТТІгггг̂  +  ' 1 smr .г—ІГ)г-І.піг*І "  П г - І ,т (_, »*"5 Пгі ’ •"Г1гтг )Використовуючи (7)-(9), знайдемо сталі C ijk, С j і, підставивши 
їх в (10) та в показник ехр, одержимо:v(t,E) = exp| X  Iа k (P)(i£(r|, t -  Р ,c))k d(3У k|£2b т W (^ (r) - (t-T)Tl!r) +

+ ^— ^-Tll2r ,+ ...+  
2! 2

, , и ) ч і 2 д : п_д(, . „ _ (1_ т ) ііГ , +(r-l) , (t т) „(Г)
2!

П2 +( - i r ' q - t r 1(г-1)!
( - і Г 'О - т Г '

+ . . .+
+ . . . +

лг-І- . .^ т -а -т ) т і! , , , ^ +,'п',л !г ,- 0 - т ) ^ г ,+ П І)ЛГ,...,Л, - 0 - т ) л <2к)+ ...+ ( -l) k-I(t -  Т)к_1Лк,(г-1)! ,г’ ’ 11 '' ........  (к-1)!
- . n '. M t - Ол2, п Г 3̂ , - ^ ,  - 0  -О л г, Л І Г '^ ’.лД t > т,Е є R n.

4) Розв’язок задачі (1), (2).Підставивши (11) у (3) та зробивши відповідну заміну змінних, одержимо:
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Г.ІІ. Малицька. Еліптико-параболічні рівняння високого порядку. .u(t,X) = (2ti)‘ n ^ 4exp{i(x,m|+1'nl,4 lm'+',n))+ i(x(m2+l'm'),4<n’;+l,m|) + (t-x)x+ ...+I j(m,+l,mr4) ^(т,.+1,тпг_|)
+ 1 xlr\ ^ r ,+ ( t - T K r ,+...+ (t-T )r +(t " ’ * V t r V .  +(r-1)! )

+ ( y p * lm” ,n  p * ' 'm ,)+ .. .+ (y !rW 1r’
+ (і-,)пУ- + ... + ̂ л г |+i(y(2m)+,̂ , ,T1̂ +l-m-’ ))+...+i(yV),r,t--r'+(t-t>x( r - i ) !  )  " "
хпо > ....+ ( и С л;(r — 2)! + ...+(уг,Л гМ  I i kak(P)^(P-t,n)dP 4>(E)dE,,  k S2bДЄ̂(Р-т,Л) = 4 (г )+ ( Р - т ) л і г) +  ^ ~ ^  Л (2Г) +  - + ( -  Т) тіг , £ (" ' , + І т ' ’ 

2 г!(р -т )л !т'-,+І■т«) + ...+  ^  ^)Г- л(гТ ,ТПг)......+ (р -т ) л ітгin, -t-l.n) ІСкориставшись виразом (6) і змінивши порядок інтегрування та зробивши перепозначення змінних, прийдемо до формулиu(t,X) = (27t)-N [s Z(t,X; т, E)cp(E)dE, t > т,Z(t, Х;т, E) = (2n)“N exp{i(x — А.)-і- i(у + x (1,(t - т ) - л , .В :) +
•Ну 2 + y l 2’ ( t - T)  + - --- (t2; T) Г| 2 і Ц 2 | + i(y 3 + У ’3| (1 _  T) + У z*' x(t-т ) 2 x (3,(t-T )3X ----------+ ------------------Лз» M-3

2! 3!\r-l V U) ,
+  I

J  \

y r + y t-l ( t - r )  + y lrr.,2 (t X)
2! ( 12)

(t — x) x ’ (t-x)  ~  r
+ -  + Уі — rc~ + ---------;----------- 1,.Hr + Z  Jak(P)x( r - І ) !  r! ,  |kis2b T
X  (ІХ(Р -  x, p))k dpjdA, A =  ( X „  p | ц г ).В інтегралі (12) зробимо заміну змінних_ І. _2Ь+1Р х = (t х)р,л = (t — Т) = ( t - X )  *ь Д , .nр , = ( і - т )  2Ь р 2......H , = ( l - T ) k 2bjp,-і ’
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© Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 20ПО. Випуск 1і замість Х,ц, , . . . ,Дг,р знов запишемо відповідно А . , ц , jur, Р, тоді і|)ундаментальний розв’язок Z(t, X; т, Е) задачі Коші (1)-(2) матиме вигляд:
/,(і,Х;т,Е) = (27і) 4 :ь exp<j ( x - ) ; ) ( t - T ) + і((у і
(t -  т)х(” -Г), X t-Т) (1 + 2Ь А+ -  + І| I Уг +Уг-і(ї-^+У г-2 ^Ч г~

( 13 )

+ ...+ УІ(г) (t- т Г 1 t Xr(t (r — 1)! ~ Г т)г "1-------Лг (t-т) + І  | а к( т -
k < 2 b 0-  (t -  x)p)(iX* ((t -  t)P, p))k dp(t -  т)}сіЛ,де X ((t-T )P ,p ) - вираз, шо одержали з Z(p-x,p) після заміни змінних.

5) Обгрунтування існування Z(t, X; т, Е ) .Позначимо через 1(A)  такий виразІ(Л) = ехрі X  Ja k(P(t-T) + T)(iZx(t-T p ,p )) kdp(jkiS2l>0і оцінимо 1(A)  при дійсних Л , використавши означення параболічності.
(  п ти гті, 1 , J h  mr І

І(А)| й С exp-' -  с0| X  %і\ + X  fe + P ^ u !  dp + ... + Х  jp :.4П|J-] j=m,+l о j=l 0П2 Rr+ PMlj +••• + — ЦгГ! dp , C, Cq > 0,або1(A) < Сехрі -  с0 П . ти ҐПі 1х  !^| + t  Jp ? і т  + 0 Ї і і 2bd(i + . m, 1■ + S K1 j-m,+! рпь + lQ\ Plj Pi, J=l 0
+ P ^  + ...+ ^ -P,i *'■ Pr 2b ^dp • де Pkj = №  + >̂і + -  + Pk,-Для подальшої оцінки 1(A) використаємо таку лему:

Лема. Якщо a0(A ),a ,(A ) ,...,a r(A)- неперервні функції на компакті К, які одночасно не перетворюються в нуль, то
19



Г.П. Малиііька. Елілтико-парабол Ічні рівняння високого порядку
ІІ(А)= jX !(a J(A)pJ )2b > М 0 >0 де стала М (1 залежить тільки від 2Ь.sup а ](А) і infaj(A), j = 0,1,2, . . r.Тому для 1(A) справедлива оцінка:І(А )|<Сехр{-с0(|£|2Ь +|р,|2Ь + ... + |ргі2Ь|  А є R N. (14)Якщо розглянути A + iS = (4 + i 0 ,P | +ІУ|,—,Р , +іу, ) ,Se  R 4 . S = (0.Х., J, то для І(А + iS) встановлюємо оцінку:ІІ(А + iS)| < С exp j— с, |^ 2Ь + ||д,|2Ь + ... + |цг|2Ь)+ с2|©|2Ь + |Х,j"2Ь (15)+ . . .+  X,  ' Ігде С , С| , с : >0, і залежать від 2Ь, сталої параболічності Т, п , т , ..... т г.Оскільки l(A + iS)- ціла функція, то перетворення Фур’є від 1(A) існує (лемаї 1 [ 1J), отже Z( l ,X ; t , E) -  перетворення Фур’є від І(А)вточціх - &  ' УІ -  Лі + x 0,(t-T)

( t - T ) ( t - т ) u —-2b Уг -  Tlr + ( t -T ) y (r,. l1 + ( t - T ) 12! •y'r-2 +■■■-
ї Т А д Л - т) ■(r -1)!і є аналітичною функцією, причому справедлива оцінка:

Г  ('К г; Z(t, X; х, Е)| < С к (t — т) (м+ Kn + К, (2b+l)+ К, (4b+l)+ + К, (2гЬ*І|І

: ехр І^ -4 |
(t-T)-'

Уі -я , +х(|,(і-т;

( t - T ) 2Ь
(t -  Т)" дг| ^ ^ ( t -T ) r* І;(0 , x(r)(t - т)г‘ У,-2 (г — 1)! Уі ( t - x )

+ .- + {уг-Лг +(t-T)y;”
2 Ь _ я= 2Ь

2b - 1С к,с ()>0,|К|=!К0|+|КІ|+ ... + ЇКг|, Kj =0,1,2,..., j =0,1,...,г. {(X ,E )}cR \  t > т.У випадку b = 1 справедливі результати [2], при г -  2-результати [3].
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We constructed and researched the fundamental solution o f Cauchy problem for

elliptic parabolic equations that generalized equation by Kohnogorow s o f high order.1 Лйдельман С .Д . Параболические системьі. M: Наука, 1964. -444с.
2 Малицька Г .П . Про структуру фундаментального розв’язку задачі Коші для еліптико-параболічних рівнянь, що узагальнюють рівняння дифузій з інерцією// Вісник Національного університету “ Львівська політехніка". Прикладна математика. -  2000. -  №411. -  С . 221-228.1 Малицкая Г .П . Фундаментальньїе решения одного класса вьірождаюшихся параболических уравнений. -  В кн. Приближенньїе методьі интегрирования дифференциальньїх и интегральньїх уравнений. -  Киев: Киев пединстигут -  1973.- С .  109-130.
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СК ІН Ч ЕН Н О -Р ІЗН И Ц ЕВ І А П Р О К С И М А Ц ІЇ П А Р Н О ГО  
ПОРЯДКУ КВАЗІЛ ІН ІЙ Н И Х ЗАКОНІВ ЗБЕРЕЖ ЕННЯ

Встановлено збіжність скінченно-різницевих апроксимацій парного порядку 
кназілінійного закону збереження.У  теорії квазілінійних рівнянь з частинними похідними для обгрунтування існування і єдиності розв’язку задачі Коші важливу роль відіграють наближені методи. Часто саме наближені методи визначають підходи до введення коректного означення розв'язку відповідної задачі.Для квазілінійного рівняння першого порядкуU, + Е < Ф , (и))х, = 0 , Ф, Є С 2 (1)1*1розглядається задача Коші з початковою умовоюLi lt_o = u0(x), uo(x ) є L x ( R n) -(2)У  роботі [1] викладено якісну теорію задачі (1), (2) у сенсі наступного означення.
Означення. Обмежена вимірна функція u(t,x) називається узагальненим розв’язком задачі (1),(2), якщо :1) Vk є R 1, Vf(t,  х) є C J  (П т), f(t, х) > 0 виконується нерівністьЯІІ U — k і f, + Isig n (a  -  k)(cp, (u)- ф, (k))fX| Idxdt > 0.

nT l 1*1 J2) 31; c  [0,T],mes^ = 0: Vt є [0,T] \ £, функція u(t,x) визначенамайже скрізь в R ” іW  lim ]|и(/,х)_ м0(х)|Дг = 0.гЄ|о.7{- '
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