
© Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2000. Випуск ]

П.Б.Васи шшин. Б.Й. Пташник

БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ НЕІЗОТРОПНИХ 
БЕЗТИПНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З 

ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ ЗІ СТАЛИМИ 
КОЕФІЦІЄНТАМИ

Встановлено умови однозначноїрозв язності. задачі з багатоточковими 
умовами за виненою  змінною ; та умовами періодичності за просторовими 
координатами для лінійних безтипних рівнянь високого порядку зі сталими 
коефіцієнтами, неізотропних стосовно похідних за змінною ; та змінними xj 
Доведено нові метричні теореми про оцінки знизу малих знаменників, які виникають 
при побудові розв 'язку розглядуваної задачі_

1 Запровадимо деякі позначення та функціональні простори, 
які використовуватимемо при вивченні задачі: 
k = (k, kp) є Zp; 3d = |k,j + ... + jkpj; s = (sn,slJ...,sp) є Zp+1;

s = s0 + s, + ... + sp; О?, -р-вимірний тор Rp/[0,27i]p ;
Г -  простір всіх тригонометричних поліномів

m rn
P(x)= £  ... £ c k(P)exp(i(k,x)), m = ОД,..., хє[0,2ти]р,

k, = - m  kp=-m

з комплексними коефіцієнтами, в якому збіжність визначається
г

наступним чином: Рп — > Р, якщо, починаючи з деякого номера.
П->со

степені всіх поліномів р„(х) не перевищують деякого фіксованого 
числам і Ck(Pn) -> СДР)при кожномуП->У.

Г' -  простір усіх антилінійних неперервних функціоналів над Г 
зі слабкою збіжністю, який співпадає з простором формальних 
тригонометричних рядів [1];

Сп([0,Т],Г)(Сп([0,Т],Г')) -  простір функцій z(t,x> визначених в 

області QPi п раз неперервно диференційовних за t. і таких, що при
Ят 7

кожному te[0,T] —— є Г(Г'), т  = 0.1,..., п;
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C<n> (QP) _ простір функцій u(t,x), визначених в області Qp, які є п раз 
неперервно диференційовні за t та N раз неперервно диференційовні за 
сукупністю ЗМІННИХ t, Х|, .... Хр,

a |s|u(t,x)
5ts°5x*1...5XpP

A6(QpJ ,§ > 0 ,P > 0 ,-  простір 2тс-періодичних комплекснозначних 
функцій вигляду g(x) = X |к|г08к exp(i(k, х)), для яких

lUllc<"N>(Op. -  X  max|s|SN (t,x)eQ°

8іаї,пї ■ s  X !§k і exp(5|k|t)) < co;
к|гО

Сп([0,Т],А^(П?я)) -  простір функцій hft,x), визначених в області Qp і 
п раз неперервно диференційовних за змінною t, і таких, що при 

hкожному іє[0,Т] є А~(С2?л),ш = 0,1,...,п,
ct

!ІЬі!с"([о,т],а»(п5„)) 2 ,™ »

2. В області Qp розглянемо задачу

3tn

.. . , 3nu(t,x) ^  5 s’u(t,x) „ ХІ хтHuft,x) = ---- — + У  А ,---------------- = 0, N e N ,5 t n s|<n 5 ts°3 x^  ...5 x p
SoSn

( 1 )

& u(t,,x)
X b i,j—j----;------ r  = (Pj(x)’)i|sn-i 5t °5xj'...5x p

l„<n
,0 < t, < t2 <> T,

(2)

де As єС , isj < N, s0< n; Ьц є C, Ь(0)о ф 0, |1| <N -1,10 <n, j = 1.....n.
Вигляд області Qp накладає умови 2тс-періодичності за змінними 

Х|,...,хр на функції u(t,x) та <Pj(x), j=l,...,n. На тип диференціального 
виразу Н ніяких обмежень не накладається.

Задача з простішими, ніж (2), багатоточковими умовами для 
коректного за Петровським рівняння (1) вивчена в роботі [2]. Частинний 
випадок задачі (1)-(2), коли N =п, Ь ,, = 0,1 ф (0), b(0)J а 1, j = 
досліджений у роботі [3].

Розв’язок задачі (1), (2) шукаємо у вигляді ряду

4
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u(t,x) = Е икО)ехр(і(к,х)). (3)
|к|іО

Припустимо, що
ф / х )  =  Z 9 j k e x P ( i ( k . x ) ) ,  j =  ( 4 )

|к|>0

«Pjk = JcPj(х)ехр(-і(к,x))dx, j = l,...,n. (5)
Ця) n p̂

Підставивши ряди (3), (4) у рівняння (1) та умови (2), одержимо, що 
кожна з функцій uk(t), k є Zp, є розв’язком наступної багатоточкової 
задачі для звичайного диференціального рівняння:

d X (t>
dt"

l A s(ik,)s'...(ikp)Spu(k5“)(t) = 0, ( 6 )

^ b 1>J(ik1)''...(ikp)lpuklo)(t) = (pjk, j = (7)
WjN-l
l0<n

Для спрощення викладок припустимо, що для всіх k© Zp X- 
корені характеристичного рівняння, яке відповідає рівнянню (6),

Р(Х,к)^Х" + ХАзОкД^-Дікр^'А5» = 0  (8)

s0<n

є різні; позначимо їх таким чином: ХДк) = л0)(к) ч-іХ^Ск), Х(т1(к) є R , 
j = 1,....п, ш = 1, 2. Зі структури рівняння (8) випливає, що

[XJ(k)j<C|k|N' n+l, k є Zp, |kj > К > 0, j = l,...,n, С>0. (9)

Для кожного k є Zp розв’язок задачі (6), (7) зображується формулою 

u k(t)=  І  Ckmexp(Xm(k)t), (10)
m»l

де сталі Ckm, ш = 1,..., п, визначаються зі системи рівнянь

Z  X bi.j(iki) ''••■№р)'Р(Am(k))lj exp(Xm(k)tj)Ckm = <pjk, (11)
m=l 1,<N-1 

l0<n

визначник Д(к)якої має вигляд

A(k) = det X  b,j (ik,)’’ ...(ikp)lp (Xm(k))'c exp(Xm(k)tj) ( 12)
j,m=l

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (1), (2) у просторі 
С,п(|0,Т],Г') необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова
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(V keZ p) Д(к)*0. (13)
Доведення модифікує схему доведення теореми 3.1 [4, розд.2].
3. Нехай справджується умова (13). Тоді для кожного к є 2 р 

система (11) має єдиний розв’язок

р  'v  —" 1'' * 1Ck m = I —ттг—4>jk m = l,...,n,
j=i A(k)

а розв’язок задачі (1), (2) формально зображається рядом
п Д (к)

u ( t ,x ) = S  Е  Г , '  q>Jkexp(i(k,x) + /im(k)t), (14)
к|>0 m,j=] А(к)

де Д jm (к) -  алгебраїчне доповнення елемента

Е  b, j(ік, У' ...(ікр)’’ (Хт (к))1» exp(?im(k)tJ)
l|£N-l
1„<п

у визначнику Д(к).
Зауваження 1. Із формули (14) (враховуючи, що у просторі Г' 

будь-який тригонометричний ряд збіжний) випливає, що якщо 
Ф, єГ(Г'), j = l,...,n, то, за умови (13), існує єдиний розв’язок задачі (1),

(2) із простору Сп ([0,Т],Г) (Сп ([0,Т],Г')).
В інших випадках ряд (14), взагалі, розбіжний, оскільки відмінна 

від нуля величина |Д(к)| може ставати як завгодно малою для нескінчен
ної множини векторів k є Zp.

Теорема 2. Нехай справджується умова (13) і нехай існують сталі 
а > 0, Н > Отакі, що

(Vk є Zp, jk| > К > 0) |Д(к)|>|к|““ ехр(-Н |кҐ_"+І Т ). (15)
Я к щ о  є  А5 _п+і(Qp„), j = 1,...,п, 5 > (Н + пС)Т, де С -  стала з

нерівностей (9), то існує розв’язок задачі (1), (2) із простору C(n'N|(Qp), 
який неперервно залежить від функцій фДх), j = 1,...,п .

Доведення. Враховуючи (9) і (12), одержуємо нерівності
|Ajm(k)|S H;jk!vexp((n - l)C|k!N n+iT), j,m = l,...,n, (16)

де
H, = H|(n,N,p,C) >0, v = (n(N -  n) + 2(n -  l))(n -  l)/n . 

На підставі формули (14) та нерівностей (9), (15), (16) отримуємо

!|ЄЗ|!с(п.М)(Орі = Е  тах
s|<N (t.x)eQp 
s„Sn

5|s|u(t,x)
а 5зЗхЕ..схРр

б
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-  X max
sSN(l,x)£Qf 
>„іп

< nH,Cn X  XI <Pjk II w |v+a+N("+lbn(n-1) exp((nC + H)jk|N_n+l T). (17)
j=l kj>0

Скориставшись елементарною нерівністю
Sp <, А(ц)ехр(05), А(ц)>0, (18)

яка при 0 < 8 < +сосправедлива для довільних ц > 0  і 0£О. і
поклавши в ній 0 = 8 -  (Н + пС)Т, із (17) одержуємо оцінку

||u||c(„N, 5 <nH,C"AX X!cpjk |ехр(8|кГ'-"+,) = пН1С’'А І |ф ]|| 
j=l |к)го j=] А‘

де А = A(v,a, N) > 0, з якої випливає доведення теореми.
Зауваження 2. За умов теореми 2 розв’язок задачі (1), (2)

належить простору С"([0,Т],а £[_п+і(О§1і)), 6, < 8 -(Н  + пС)Т.
З’ясуємо, коли виконується умова (15). Позначимо через А = 

=(zh...,z2o) вектор, складений із дійсних та уявних частин 
коефіцієнтів As, а через Ь;= (уи,...,у2Д -  вектор, складений із дійсних 
та уявних частин коефіцієнтів bLj, j = 1,..., п, де о -  число розв'язків 
(s0,s,,...,sp) є Zp+I нерівностей |s |^N , s0 < n , а т -  число розв'язків 

(10,1|,...,1р) є Zp+I нерівностей |l |S N - l, 10<п.
Лема 1. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в R2°) векторів А 

нерівність
П  |^q(k) -  2,r(k)| > jkj"(p"N)(n4)/2' E,/25 0<є,<1, (19)

l£r<q£n

виконується для всіх (крім скінченного числа) векторівk є Zp.
Доведення проводиться за схемою доведення теореми 4.5 із [4, 

розд.2] і належить Б. О. Сализі [2].
Лема 2. Для майже кожного (стосовно міри Лебега в R21)

вектора b ,, нерівність

>|кГр-Е,,(2п\  0<£, <1, (20)

де ) = 1,...,п, справджується для всіх (крім скінченного числа) 
векторів k є Zp.

Xb,,j(ik1)l'...(ikp) 4 ^ J(k))1»
|l|sN-l
1„<п

_  " A,m(k)
Z  Z  ~Т7Г~(^m(k))s° (ikj )s‘...(ikp)'p (pjk exp(i(k, x) + кт(k)t)
k|>0 m,j=1

7
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Доведення. Зафіксуємо j, 1 < j< n . Позначимо через М множину 
тих векторів ф , що належать деякому 2т -  вимірному паралелепіпеду Р2т 
= [op, Р,]хР2г-і, Для яких нерівність

Xb.jtikpV.XikpVHA.Ck))1'
J |!|<N-1

'!кҐр_Є|/<2п) ( 21)

має безмежне число розв’язків keZp. Зафіксуємо вектор k та вектор Ь' = 
= (y2j,yjj,---,y24) і припустимо (без обмеження загальності), що y Vj = 
Re b(0), j Ф 0. Тоді для Mk(b ') -множини тих y ^ e fa ^ p ,], що
задовольняють нерівність (21) при фіксованих k та Ь ', справджується 
оцінка

mes Mk(b')<  2:kS”p_E| <2п). (22)
Інтегруючи оцінку (22) по паралелепіпеду Р2і_,. одержуємо, що міра 
множини М(к) тих векторівф, для яких нерівність (21) виконується при 
фіксованому к, задовольняє оцінку

mes M(k)<2V|kpp"e,/(2n),

де V -  об’єм паралелепіпеда Р2х.і. Оскільки ряд 2Vikpp_E| <2п 1
збігається, то з леми 2.1 [4, розд.1] випливає, що mes М = 0, тобто для 
майже всіх векторів Ь, нерівність, протилежна до нерівності (21),
виконується для всіх (крім скінченного числа) векторів k є Zp. 
Враховуючи, що простір R2* можна покрити зліченним числом 
паралелепіпедів Р2т, одержуємо доведення леми.

Побудуємо функції gj(k,t), j = 1,..., p(n), p(n) = n(n-l)/2, наступним 
чином (див. схему доведення теореми 6 із [5]):

g,(k,t) = X  г і  (k)_ (k))Snj(k)exp((A.j(k)- XT(k))tn), (23)
pr S=I

Де t = (t,.... t n ), Smj(k) = £  blm(ik1)''...(ikp)lp(^J(k))l°, m,j = l,...,n,
l]£N-l,l0<n

Anj -  алгебраїчне доповнення елемента Snj(k)exp(A.j(k)tn) у визначнику 
Д(к), г = 1,2,...,п-1;

g„+r_, (к, lf=  Sn п (k)fj(A.n (к) -  X, (к)) х
5=1

х Z  П(^.,(к) -  As(k))Sn_, j(k)exp((A.j(k) -  Xr(k))tn_,)An_iJ, r = -  2;
Г*І S=l

8
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п 1-1

§,(п)+г-з(к,0 = П Sm,m(k)n П(МЮ-Ь„(к))х
1=4 q=]

n ^ j ( k) “ ^ s(k))S3 j(k)exp((Xj(k)-Xr(k))t,)A, , r = 1,2;
j-r 5=1

g „ n ) ( k , t ) = n s m.m(k) n ^ s( k ) - ^ r(k))(SM(k)S2,2(k)x
m=3 l^r<s<n

S*1

X exp((A2 (k) -  A, (k))t 2 + A, (k)t,) -  S, 2(k)S2, (k)exp(A2(k)t,)), (24) 
де Ar4 j-алгебраїчне доповнення елемента S ^ j^ e x p ^ k )^ .,)  у 
визначнику Arr, r = n,n -

Із (24) знаходимо, що

Cg^ (k,t) = B(k)J~[ Sm m (k)exp((A2 (k) -  A,(k))t2 + A, (k)t,), (25)
c^ 2  m-I

де B(k)= П ( ^ ( к ) - А г(к)).
I5r<s<n

Теорема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в R") векторів 
і, для майже всіх (стосовно міри Лебега в R2t") векторів
Ь = (уі  у2ті.....Уіп,-..,У2тп) 1 Ддя майже всіх (стосовно міри Лебега в
К2°) векторів А умова (15) виконується при а > (p(n2+2n-l)+(N-n)(n- 
I f)!2 і Н = пС, де С -  стала з оцінок (9).

Доведення. Без обмеження загальності вважатимемо, що 
А(,'1(к)< <А2)(к)<...<А(У(к). На підставі лем 1 і 2, із (25) одержуємо, 
що для майже всіх (стосовно міри Лебега в R2°) векторів А і для 
майже всіх (стосовно міри Лебега в R2™) векторів b нерівність

5§ц(п)(кН)
9t2

де р = (p-N)(n-l)/2+np, 0<є,<1,

>|к| Р Ь| ехр(А-с111 (k)t(), 

справджується для всіх

(26)

(крім
скінченного числа) k e Z p. За нерівністю (26) інтервал [0, Т] 
розбивається на підмножини (які, можливо, перетинаються) А, і В,, 
A|UB,=[0,T], такі, що

(Vt2 є А,) Reogn(n)(k,t)
9 t,

exp(A,,(k)t1), (27)

9
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(Vt2 є В,) ! і т ^ Ц [ = ^ - М| exp(^il,(k)t1). (28)
dt2 I V2

Покладемо £j = js/(p(n)+l), j=l,...,j.i(n)+l, 0< є <1. На підставі (27) 
та леми 2.2 [4, розд. 1] для кожного з інтервалів множини А, одержуємо 
оцінку

m es|t2 :jRegtl(n)(k ,t) |< -^ jk fp"p' N+n' 1̂ 2 expĈ V’(k)t, ) | < 

<H,jkpp-N+n“H£2-£,).
Оскільки функція

ехр(-((Я| + l (1,,(k)t|))Reg„n)(k ,t)/a t2 =
= ReB(k)cos((A.(22,(k) -  A,(2)(k))t2 + A,(2)(k)t,) -  

-  ImB(k) sin((A.l22) (k) -  k(2)(k))t2 + k,2)(k)t,) 
c періодичною за змінною t2 з періодом 2nf !к22|(к) -  A.(2)(k)j, то число 
інтервалів множини Аі не перевищує такої величини:

(і + т|*.(22)(к) -  к(2>(к)|)/ті < H2|k|N' n+l.
Отже,

m es|t2 є A, :|RegM(n)(k ,t) j< -^ |k rP“p"N+n' ' ' C2 exp^,0 (k)t, ) |  <

<Н 3|кГР' (Е2' £,), Н3=Н,Н2. (29)
Аналогічними міркуваннями з нерівності (28) одержуємо

mesjt, є В, :jlmg^(n)(k ,t) |< -|= |k |',i' p' N+n' ,' E2 ехр(^с|1)(k)t, ) |  <

< н 4|кГр-,£2-£|\  (ЗО)
Із (29) і (ЗО) випливає, що

m es|t2 s[0,T]:|gu(T1)(k ,t) j< -j- |k fIH>' N+n“'“£2 exp(k<l1)(k)tl ) |  £

<(H3+ H 4)jk| M£2_£|). (31)
Інтегруючи оцінку (31) в кубі [0,Т]П' ! за змінними tb Із, 

отримуємо
mes {t2 є [0, T ]n :|g^(n)(k ,t) |<  ik rP' P' N + n"’"E2 exp( ^ " (k )! ,)}  <;

< H 5ikrM£2' £' >.
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Аналогічно, переходячи послідовно від оцінки для !gMln)(k,t)| 

до оцінки для |gM(nH(k,t)| і т. д., знаходимо, що для майже всіх

5 Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2000. Випуск 1.

векторів A e R 2” і для майже всіх векторів b є R 2nT нерівність

|gi(k,t)|<!kj Чр(У+2п-П+( N-n)(n-1 )2) / 2-е exp
Ч J=1 у

справедлива для множини векторів t є [0,Т]П(позначимо її М(к)), 
міра якої задовольняє оцінку)

m esM (k)<H6|kfp с,; Н6 > 0; (32)
при цьому використовується той факт, що кількість інтервалів зміни 
компоненти t s є[0, T],s = 3,4,...,n,, на яких виконуються нерівності 
ниі ляду

або

!Re

іш

<5gr(k,t) l(k)

K  \ '  V 2

5gr(k,t) l(k)
a . V2

t,.....  ts ІІ ^S+l5‘

V .  г = 1,...,р(п)-1,

■~7Т, г = 1,...ц(п)-1,

Доведення цього твердження проводиться за схемою доведення 
аналогічного факту в теоремі 6 із [5].

Підсумовуючи оцінку (32) за всіма k є Zp, одержимо, що

X m esM (k )< H 6 X  |k|-p"E|. (33)
іфо ^>0

Оскільки ряд у правій частині нерівності (33) збігається, то, на 
основі леми 2.1 [4, розд.1], одержуємо, що для майже всіх векторів 
іє[0,Т]", для майже всіх векторів A eR 2” і для майже всіх векторів 
b є R2in оцінка

(  П-1
•g, (k,t)i > |k|. ^  її |-(р(п  +2n-l)+(N -n)(n-I) )/2 -є exp ^ ' , ( k ) Z t J (34)

справджується для всіх (крім скінченного числа) k є Zp.
Оскільки, |A(k)| = exp(A,(ll)(k)tn)|g,(k,t)], то, на підставі (9) і (34), 

отримуємо доведення теореми.
5. В цьому пункті розглянемо частинний випадок задачі (1), (2), 

коли рівняння (1) є коректним за Петровським. тобто коли 
справджуються умови

зФ(к) < М, к є Zp, j= l..... n, MeR. (35)

п
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Теорема 4. Нехай справджуються умови (13), (35), і нехай 
Ф, є Agfn+I(Q ^), j = l,...,n, б2 > nCT . Тоді для майже всіх (стосовно міри 
Лебега в R") векторів і, для майже всіх (стосовно міри Лебега в R2°) 
векторів А і для майже всіх (стосовно міри Лебега в R2t") векторів І) 
існує єдиний розв’язок задачі (1), (2) із простору C(n'N,(Q p), який 
неперервно залежить від Фі(х), j=l,..., п.

Доведення. За умов (35) вірні такі нерівності (див. оцінки (16)):
|Д,т (к)| < C ,jk |\ j, т  = 1, ..., п, (36)

де Сі = C|(n, N, р, С, М) > 0. На підставі формули (14), теореми 3 та 
нерівностей (9), (18), (35), (36) отримуємо, що для майже всіх векторів t 
та для майже всіх векторів А і b справедлива оцінка

іНІс, Х..5 Р, ^ C2g  I I  9 jk II k Г  exp(nC|klN-n+lT) < c31 fiL).

в якій ц = v + (р(п2 + 2п -  1) + (N -  n)(n -  І)2)/2 + N(n + 1) -  n(n -  1), С3 = 
= C3(M ,C,C|,N ,n,p,e)>0, є>0. З останньої нерівності випливає
доведення теореми.

Теорема 5. Нехай справджуються умови (35) і умови
A.,Jl,( k )> - 7 ln|k] к є Zp \ {(0)}, j = 1 п, у > 0. (37)

Тоді для майже всіх векторів t eRn, для майже всіх векторів A eR20 і для 
майже всіх векторів b eR2ln нерівність

|A(k)|*jk|““ , (38)
виконується при со >(p(n2+ 2 п - 1)+ (N -n )(n - І ) 2 + п(п + 1)уТ)/2 для всіх 
(крім скінченного числа) векторів k є Zp.

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 3; при 
цьому використовується той факт, що, за умов (37), вірні оцінки

ехр(^')(к)Т)>|кГ1'Т, к е Zp \ {(0)}, j = l....п.

Теорема 6. Нехай справджуються умови (13), (35) і (37). Якщо
є Сг(0£її), j = 1....п.г = [v + со] + р + 2N + 1, де v, со -  сталі з

нерівностей (16), (38) відповідно, то для майже всіх (стосовно міри 
Лебега в R11) векторів ї, для майже всіх (стосовно міри Лебега в R2a) 
векторів А і для майже всіх (стосовно міри Лебега в R2™) векторів b 
існує єдиний розв’язок задачі (1), (2), який належить простору
C(n,N,(Op) і неперервно залежить від ф/х), j = 1, ..., п.

Доведення. За умов теореми з (5) отримуємо, що

Фік! -  С4|к| Г||ф3 jc,(fip^, j= l ...... n, с 4> 0. (39)
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На підставі (9), (14), (35)-(39) одержуємо, що нерівність

Н е - * с , л г і | , д ,  -С, Ж  * - £ 1*4 .
Ь '>41 м і  ^  v ■ Ч я '  i H s n  ; _ і  ' С!k|ao

(40)

лс

C5 = C5(M,C,C|,C4) > 0, T = v + (p(n2 + 2n -  1) + (N -  n)(n -  l)2 +
+ n(n + l)yT)/2 + 2N + є, e, = 1 - e - { v + co}, 0 < e < l - { v  + co}, 

справджується для для майже всіх векторів і та для майже всіх 
векторів А і Ь. Зі збіжності ряду у правій частині нерівності (40) 
випливає доведення теореми.

Conditions are established of uniqueness solvability o f the problem with multipoint 
conditions on chosen variable t and with conditions of periodicity on space coordinates for 
high order linear typeless equations with constant coefficients, nonisotropic rather 
derivatives on a variables xj, ... Xp. The new metric theorems are proved on the lower 
hounds o f small denominators, which appear in the problem.
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Г. П. Малицька

IJ111ІТИКО-ПАРАБОЛІЧНІ РІВНЯННЯ ВИСОКОГО ПОРЯДКУ

Побудовано і досліджено фундаментальний розв'язок задачі Коші для 
гліптико-параболічних рівнянь, що узагальнюють рівняння Колмогорова високого 
порядку

В цій статті побудовано і досліджено фундаментальний 
розв’язок задачі Коші для класу рівнянь, що узагальнюють рівняння 
дифузії з інерцією в інерціальній частині, зокрема, мають довільну 
кількість груп змінних, за якими є виродження, а за просторовими 
імінними містять похідні порядку, не вищого 2 b , b > 1.
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