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НЕЛОКАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ 
СЛАБКОНЕЛІНІЙНИХ ГІП ЕРБОЛ ІЧН ИХ  РІВНЯНЬ ЗІ 

ЗМ ІННИМ И КОЕФІЦІЄНТАМ И

Дослідж ена задача з нелокальними двоточковими умовами за часовою 
координатою та локальними крайовими умовами за просторовою змінною х  для 
слабконелінійних гіперболічних рівнянь високого порядку з і змінними за х  
коефіцієнтами у  прямокутній області. Д ля майж е всіх (відносно міри Лебега) 
параметрів задачі встановлені умови існування єдиного класичного розв'язку  
задачі.

Інтерес до задач з нелокальними крайовими умовами для 
диференціальних рівнянь з частинними похідними зумовлений як 
потребами загальної теорії крайових задач, так і запитами практики 
(див., наприклад [1-5] та бібліографію в них). Такі задачі є, взагалі, 
некоректними, а їх розв'язність у багатьох випадках пов'язана з 
проблемою малих знаменників.

Дослідження задач з періодичними крайовими умовами за 
часовою змінною для нелінійних гіперболічних рівнянь започатковані 
у роботі [6]. Задачі з нелокальними крайовими умовами, що 
узагальнюють умови періодичності, для нелінійних гіперболічних 
рівнянь і систем першого та другого порядків вивчались, зокрема, у

У даній статті, яка є розвитком робіт [14-16], встановлені умови 
класичної коректності у прямокутній області задачі з двоточковими 
нелокальними умовами за часовою змінною для слабконелінійних 
гіперболічних рівнянь зі змінними за х  коефіцієнтами у лінійній 
частині оператора.

1. Розглянемо в області (У = { ( ї ,х ) : і є  (0 ,Т ) , х є  (0,Ь)}  задачу

де аг є  Я, з =0,1,...,п, ая = 1,а0 * 0 , є , ц е С \ { 0 } ;  оператор Р (и )  -  
строго гіперболічний за Петровським;

[7-13].

О)

(2)

и и ( і ,0 )  = І ги(і,Ь) = 0, г = 0,1.....п - 1 , (3)
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самоспряжений диференціальний оператор з коефіцієнтами
р ( х ) * р в >0, я ( х ) > 0 ,  р є С и -‘ ({0,Ь]1 Ч Є С ^ І / О . Ь ] ) .  

Припустимо, що функція / ( і ,  х ,г)  визначена і неперервна за І 
та достатньо гладка за х, г в області 
і> = ^ 'і,х,2 ) : ( і , х ) є  в , \ г І ^ г < о а } .  Інші умови на функцію / (1 ,х ,г )  
будуть з'ясовані пізніше.

Позначимо через А = {Яі }іеЛГ та Д={ЛГ*}нлг відповідно
множину власних чисел та множину власних функцій задачі Штурма- 
Ліувілля

Відомо [17], що множина £2 є повною та ортогональною в 
^ ([0 ,* ]) , а всі власні значення задачі (4) є додатними та різними.

Крім цього, Х к( х ) е  С 2”([0 ,Ь ]) ,кє  N. і справджуються такі 
асимптотичні оцінки:

Якщо ряд (7) і ряди, отримані з нього почленним 
диференціюванням за змінною х  до порядку 2л включно, рівномірно 
збігаються в області С ,  то функція и(і,х),  визначена формулою (7), 
очевидно, задовольняє умови (3).

Підставивши ряд (7) у рівняння (1) та умови (2), для визначення 
кожної з функцій ик( і ) ,к є  Рі, одержимо таку крайову задачу для 
нескінченної системи звичайних диференціальних рівнянь:

<-Х(х) = XX(х),  Х ( 0 )  = Х (Ь )  = 0. (4)

2. Розв'язок задачі (1)-(3) шукаємо у вигляді ряду

и ( і . х ) = ± и к( і ) Х к(х) . (7)

% а ,Х Г и [2і>(і) = # к{і.{иК( і )} \  Хк є Л , т є 2 ,  (8)

и іп (0 )  = і  = 0,1.....2п - 1 ,  (9)(9)
де

Л ( ‘.{и „ (0 } )  = ] / І ( . х . ^ и. ( * ) Х я ( х ) ) х к( х )4 х ,  к е  N. (10)
0
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коефіцієнти розвинення функції / (г.*.ХГ=/“ к(1) Х к(х ) )  у ряд за 
ортогональною системою Я .

Покажемо, що задача (1)-(3) зводиться до еквівалентного їй 
нелінійного інтегрального рівняння.

Для кожного к е  N  розглянемо задачу з умовами (9) для 
лінійного рівняння

^ а Х ‘< 2" ( 0 = 0 .  (11)

Згідно з припущенням про строгу гіперболічність оператора Р, 
корені характеристичного рівняння

£ а , Л 2 і =0  ( 12)
і -о

т. дійсними та простими (випадок кратних коренів призводить лише до 
Оільш громіздких викладок). Тому рівняння (11) має таку 
фундаментальну систему розв’язків:

ик/(1) = ехр{іГІ] ^ і )  икп+/ і )  = ехр{-ітіІ 4 К ‘) І  = >.....
де Т|у,у = 1,...,и,- додатні корені рівняння (12), а характеристичний 
визначник Д(Хк) задачі (11),(9) обчислюється за формулою

А(Хк) = Ґ Г Х < ^ > ' 2

х О 7?/(/ -  V е х р ( і ^ п ^ ) \ і  -  (і ехр(- г))• (13)
м

Зауважимо, що якщо виконується хоча б одна з наступних умов: 
І ) \ ц \ * 1 ;  2 )  (УХк є  А )  аг£Ц ±  .Д 7  П, Т *  2топ, у = 1,..., п, т е  2 ,  

то визначник Л(А*)  тотожно відмінний від нуля для всіх Хк є  А .
Надалі вважатимемо, що для всіх Хк є  А  А(Хк ) Ф 0 . Тоді 

розв'язок лінійної задачі (1)-(3) (коли є = 0) буде єдиним і для 
кожного к є  N  існує єдина функція Ґріна Ск(і,т) задачі (11),(9).

У квадраті К Т = \( і ,т ): 0< і ,т < Т],  за винятком сторін г - 0  і 
Т = Т , функції Ск(і,т), к є  N , визначаються формулами

0 , ( 1 . * ) = - ^ ] ' - " ± ± ( - 1 ) ^ - ' П ^ - и . Т *
4 ]=!р=0 і-І
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На стороні т = 0 (т  = Т )  квадрата К т кожну з функцій Ск (І,т), 
к  є  N , доозначимо за неперервністю справа (зліва).

За допомогою системи функцій {Ок( і , г ) , к є  Л^} задачу (8), (9)
зводимо до еквівалентної їй нескінченної системи нелінійних
інтегральних рівнянь

т
икО) = є І С к( і ,т ) /к(т,{ит(т)})<іт, к . т е И .  (15)

0
Припустимо, що ряд

Т) Х к (х )Х к ( € )  (16)

рівномірно збігається в області 0 x 0  до деякої функції К (і,х ,т ,£) .  
Тоді задача (1),(2) еквівалентна інтегральному рівнянню

и ( і .х )= є \К ( ^ х .т £ ) / ( г ,$ ,и ( і : Л ) ) < 1 Щ -  (17)
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О
Збіжкість рядів (7) і (16) у загальному випадку пов’язана з 

проблемою малих знаменників, бо відмінні від нуля вирази
1 - ц е х р ( ± і ^ п ^ ) ,  ]= 1 , . . . ,п ,  (18)

що входять знаменниками у формули (14) можуть бути як завгодно 
малими за модулем для нескінченної кількості А* є  А .

У випадку |/ і  вирази (18) не є малими знаменниками, що 
випливає з оцінок:

1-  Цехр(± / Д 7 л  /  )| = ] і - |Ц | ехр(/(± - Д Т п /  + агвц))| =

= ^ 1 - 2 |^ |с о 8 ( ± л/ ^ 7 л /  + а г 8 |і ^ |ц |2 > | і - | ц | | ,  ./ = 1,...,л. (19)
З (14) та (19) одержуємо, що в кожному з трикутників 

0<, І < Т $ Г  та 0 < т < 1 < Т  виконуються оцінки 
д 1 г

тах
ОіііТ ді

с3к ,-2"*, '^ \і-ц ехр {іу[ ^ і 1яТ'\ '\ і -Ц е х р ( - і іІ \ і іят Ґ , \ц\=1,
ч“і (20)

с4к '- 2̂ ,  \ц\ФІ, 
де 5=0,1,...^п,

с3 = Т с,(1+ \ц \)2В г \\  с4 = Т с,{ і+ \ц \]і-\ц \- 'В пт )',
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Якщо ж |д  |=7,  то ряд (16) є, взагалі, розбіжним, однак малі 
знаменники (18) лише незначною мірою погіршують його збіжність, 
що випливає з наступного твердження.

Лема. Для майже всіх (відносно міри Лебега в К) чисел 
т\] , і  = та Т >0  ряди

де | ц  |= / ,  збігаються, якщо п > 2.
Доведення леми проводиться за схемою доведення леми з [14] з 

використанням оцінок (6).
З цієї леми та оцінок (20) випливає, що для майже всіх 

(відносно міри Лебега в К) чисел , _/ = 1,..., п , та Т > 0 при п > 2 ряд

(16) рівномірно збігається в області ^ ' X ^ .

3. Розглянемо питання про існування розв’язку інтегрального 
рівняння (17) з простору С 2" (()).

Теорема. Нехай п>  2, функція / ( і ,х ,г) неперервна за І і має в 
області О обмежені похідні за змінними х, г до п'ятого порядку 
включно, причому справджуються умови

Тоді, якщо | ц  |= 1 , то для майже всіх (відносно міри Лебега в К) чисел 
Т > 0 ,  і  = \,...,п, та для всіх Є, | е | <є , ,  а якщо \ц \* 1 ,  то для 

довільних фіксованих Т) г і  = Т > 0 , і для всіх є, | є |< є : , існує
єдиний розв’язок інтегрального рівняння (17), який належить 
замкненій кулі 5 ( г ) , де

(21)

Є, = т
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/  = та х  та х
дх"д2” 

стала с5 з оцінки (24.)
Доведення теореми проведемо для випадку | /і |= / .  Інтегральне 

рівняння (17) запишемо у вигляді
и ( і ,х )  = А и(І ,х ) ,  (22)

де А -  нелінійний інтегральний оператор
А и(  і, х )  = £ |  К(і, х.т, и(т, ̂  ))сІгс1%, (23)

Є
визначений у кулі та покажемо, що для майже всіх (відносно
міри Лебега) чисел ту .,у = 1,...,п, та Т  > 0 оператор /4 переводить кулю 

5 (г) у себе, тобто Ц Аи \ \С2. - і  г ■

Якщо функція и(і,х) вигляду (5) належить кулі 5(г)  і 
виконуються умови (21), то з (10) одержуємо оцінки

—Ч/
тах\/к (г,{ит( і )} ]<  с5Х / 2 т а х
оіііг (г.чсд

д я / ( і , х , и ( і , х ) )

д х ч
д = 0,1,...,4. (24)

Користуючись правилом диференціювання складної функції, 
знаходимо

д р/ ( { , х , и ( і , х ) )
Чс!"(в)тах_

('.х*Є дхр
і / ( і  + И и о > У і 7 ( ^ г У , р = 0 , 1 , . . . , 4 . (25)

Тепер з формули (23), враховуючи оцінки (20),(24) та (25), одержуємо
\Аи( 1-х)\с-(в>

< | £ | Х  X  тах.
к=1 ]+5<.2г С’х^0

“І 5+І Т
~ \ С к( і . ф { ? Л ,  и (т , ї ) )Х к ( х ) Х ( ї  )
17 У-Гґ * \

д ґдх^  о
\ О к(і.х)Гк(х.{ит( х ) } ) й х Х к(х)

А  є І Е  Е  тах
к^І )+2з<2п 0йхіЬ

й і Х к( х )
(ІХ}

тах
0<1<кТ тах\

;х\ / і{ і .{ит(1)/]<

< с2с3с5(1 + г ) 4Щ п  + 1)(2п + і / /т а х ( і ,с "~ : ) | £ |= Ф,(1 + г )  \ є |< г.

—  \ С к(і,т)с1т 
Лі п
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Покажемо тепер, що оператор А для майже всіх (відносно міри 
ЛеСсга) чисел т) т а  Г > 0  є оператором стиску. Нехай

иІ,иі є  5 ( г ) .  Позначимо
Р ( і , х )  == / ( і , х , и І( і , х ) ) - / { і , х , и 2( і , х ) \  
и ±в и , (1 ,х )  +  (1 - в  )и2( і , х) ,  0 < 6 £ 1 .

Із (23), враховуючи лему, оцінки (20), (24), (25) та формулу 
Наїранжа про скінченні прирости, одержуємо, що для майже всіх 
чисел т; , у = п, та Т  > 0 справджується оцінка

1А и 1 - А и 2ІС>'( в )  *

хі^і  Ш с к(і ,х )Р (г ,х )Х к( х ) Х к (Ш т»%
С2-(0)

- а

ЬР( т,£,и )

! \\п '- ,е Х  І  
* к=!

~ \ О к( г ,х ) ^  
Ж 1 0

тах А‘Х к(х)
Ж1

X т ах
оінт і - ди ^ £ \ Ь 2 - » і \ с’-(д)Ф(2 + г )-

За умов теореми \є \Ф І(2  + г ) < 1 , тому оператор А, визначений 
формулою (23), є оператором стиску для майже всіх (відносно міри 
ІІебега) чисел 77у,у = та Т > 0. Згідно з теоремою 1 з [18, розд.
І6| інтегральне рівняння (17), а отже, і задача (1)-(3) має єдиний 
роїв'язок.

У випадку | / і  |Ф 1 доведення теореми проводиться за тією ж  

схемою. Теорему доведено.
Ікуваження. Розв’язок задачі (1)-(3) можна шукати як границю 
послідовності {и3( і , х ) } , де и0 -  довільна функція з кулі 5 (г) ,  де
и,и ( і ,х )  — Аи3(і ,х ) ,  я є  N.

П'є зішіу ргоЬІет т ік  поп-іосаі Іюо-роіпі сопАШою іп Ііте уагіаЬІе апсі Іосаі 
Ьіштіагу сопйіііот іп а зрасе уагіаЬІе х /о г  неакіу поп-ііпеаг курегЬоІіс Ні%Н-огсіег 
»циаЧоп5 т ік  \>агіаЬІе сое//ісіепії іп гесіап^иіаг сіотаіп. Рог аітозі аіі (т ік гезресі 
Ні І вЬехцие теазиге) рагат еїеп  о /  іНе ргоЬІет к е  езіаЬІізН сопсіШот /о г  іке 
и Ш м с е  о /а  ипідие сіамісаі т іиііоп о /Іке  ргоЬІет.
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