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ПРО СТАБІЛІЗАЦІЮ РОЗВ’ЯЗКІВ ЗАДАЧІ КОШТ ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ 
УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ

Розглянуто стабілізацію інтеграла Пуассона для рівнянь Колмогорова, що мають три 
групи змінних, за якими є виродження параболічності.

Ключові слова: фундаментальний розв ’язок, ультрапараболічне рівняння, задача Коші.

Одержані результати узагальнюють результати робіт [1; 2] і можуть бути застосовані в 
теорії стохастичних процесів.

Позначення n ^ m [^m 2>mJ, п,тІ,т2,т3 -  натуральні числа.
Nl =n + 3ml +5m2 + 7mi , X  = (x ,y )e R N, N  = п + т]+т2+ті ,

X — С̂І > ̂ 2 » ̂ 3.....*„ )€*  , У (Уі>Уг»Уз) » У\ ~ (.Ум > У>2’ • • •» Уіт, ) ^ F »
Уз =(У2оУк,Упт-чУ2щ)^Кт' , Уз = (Уз\>Уз2’Узз>->Узщ) є  Rm' ,

х (Xj ,х2, . . .,хт^), k  1,2,3, у, — (Уи >У\2>Уіз>‘ )» ^  —1,2, у2 — (У21 > У22 > * • -»Угт,) •
Розглянемо задачу Коші
д и ( і , х )  ^ _ д и ( і . Х )  Є.. d u ( t , X )  ЛЦ.ДГ) _ л

-------—г --------------- 2-^2У- ~ г — = ° 2 - — т з — • a > v ,  (і)
м  дУі, Те fyij J пг дх>

(2 )

d t

u (t,X )\,^= u0(X ),

де и0(Х ) -  вимірна, обмежена функція в R N.
Фундаментальний розв’язок (1) -  (2) має вигляд [3]:

Z{t,X -r,S) = (12)2 (720)2 (25200)2 (4ла) > ( і - т ) 2 e x p ^ -^ ( / ,Z ;r ,H ) j ,1

ле
/?(/,X; т,Б) = \х -  (/ -  г)-14-' + 3(1 -  г)-3 |у, -  /7, + (х(,) + £(,) X/ -  r)2 '] f  +

+180(/ -  r y s Iу2 -r j2+ (у® + -  т)2ч + (х(2) -  £(2)Х* -  г)212~‘ |2 +

+6300(/ -  г)~7 |_у3 -  773 + (yl3) +7f >Xf - r ) 2-1 +(yf3) - ^ Х ' - ^ І О " 1 +

+(х(3) + £ (3)Х* - г)3120~1|2 ,

s  = {$,Ч\ £ e R n, n e  / Г , п, є Rm■ ,1 = 1, 2, 3.
p(l,X\0,Z) = r: -  сімейство поверхонь рівня фундаментального розв’язку задачі (1), (2). Через 
F* позначимо тіло, обмежене еліпсоїдом

р(і,Х о,0,Щ = г2,
де S -  змінна точка, t»N -  об’єм тіла, обмеженого поверхнею:|£|2 + |7, -> /з ^(1)|2 + |tj2 -  VT5/7/ 2) -  V5£<3,|2 + 

+ k  - 2  'у/35р:ІЗ)+j2\Tj]0)+2'1у! Ї ^  =1.

(3)

Нехай M f (r) -  середнє значення щ (Х) потілу Ff: , обмеженому поверхнею (3). 
Означення І. Функція и0(Х) має граничне середнє М*(г) по тілах F* при І -> о о , 

якщо існує ІітМ,* (г) = М *(г).

Точкова стабілізація і ні «.грала Пуассона для задачі Коші (1), (2). За аналогією до 
параболічних рівнянь, розв’язок задачі Коші (1), (2)
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( 4 )u(t,X)=  I  Z(t,X,0,E)uo(E)dE
RS

назвемо інтегралом Пуассона задачі Коші (1), (2).
Теорема ї. Якщо иа{Х) має граничне середнє по еліпсоїдах F*, то інтеграл Пуассона 

(4) стабілізується (прямує при t —> -н» ) до числа
N  -мс

Є = (2яa ) T uN (r)dr.
о

Доведене», Розглянемо інтеграл Пуассона для рівняння (1) і введемо заміну змінних 
інтегрування

х - £ - - 2  \ fa ta ,
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Уі
(і) V/ а/3) 

- Т } , + х [ }t  = -----

У2- ті2 + УЇ2){ +
x{2)t2

2 6^5
slTaftУС t (3) 2 * tу, -  л3 + ——  + y2( )t + ------ = ------ r~

^  3 2 72 6 30V7
Тоді (4) матиме вигляд:

u(t,X ) = x 2 Jexp |-|a |2- |Д -л /3 а (1)| -\/32- Л 5 $ 2)-yjSa
R*

- |Д  -л/35Д (3)2-' + Т2ІД(3) + V7a(3)2 ' f  |и0(ґ,х + 2 л & ,у ,

( 2 )

+  XWt  +

+ 2-' +J ^ A , y 3 + y ™t + xc V  6 - + 2-'y,(V  (5)
6V5

E = ( a , А) ,  Е є Д \  
Розглянемо додатно визначену квадратичну форму;

\ a f  + 1Д -  S a m |2 + \/32 -  VT5 Д(2) -  V5ar(2) f  +

(6)

(7)

+ |д + 7 2 1 ^ (3,- ^ 5 Д 2(2)2-, +л/7а(3)2-|Г =  £  сф а ‘f t  ,
OJXO

де (/, У, *, s) = |і| + |УІ + 1*| + 1у| = 2,

І  Сеь<*'ІЇІЇІЇ=г2-

В інтегралі (5) перейдемо до нових змінних інтегрування:
a, = rO (vF)cosvP1 

a 2=rO ('P)sin 'P1 cos 4*2

=rO('P)sin sin 'Pj-.-sin 'FAM 

де Ч' = 0Р1,'Р2,...,'І'„_1), 0 ^ r < +ao, O s'?J<7C, j  = l,2 ,- . . ,N -2 ,  (К'Р*., ^ 2 n .
Функція 0 (4 0  визначається рівністю:

Ф2̂ )  Z
((.у.*.*)

f І Г
з a, =008^,, а г = sinvP1cos4/2,..., Д„з = sinlF1 s inT ^ .-sinT * .,. Якобіан перетворення (7) 

J  = r N-'Jit
Jr, = O*0P)sin"'2 T, s in ^3T 2 ...s in 'P ^ 2-
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Позначимо через
M0(/,r,Y,Ar) = M0 2̂r-/a/<I>(vF)cosvF1 + ху,. . .г 4 а 7  {ЗОурІу' х 

xO('F)sinlF1...cos'F)I+1 +yn +xxt,..., 

/•7^1'(6V5)-10(T )sin T 1...cos'F„e|+I + y 2 l + y ut  +  2 - \ t 2 , . . . ,  

r ja 7 (3 0 s liy ' Ф(Ч») sin V , .. .sin Ч\_, + у3и, + # + 2'1 у1я/  + б’1 ) .
Тоді:

N  -*-»
u(t,X) = я  * J V V -  \u Q(t,r,4> ,Xyxd4> =

0 І,
jV +« г

= J е-'2 J p WH</p \u0{t,p ,'¥ ,Xyd4> dr =
0 0 £,
+ос г

= 2 я *  fre -r‘ \ p N-xd p \u 0( t ,p , ^ ,X y d ^ d r ,
0 0 І ,

де Е, -  одинична сфера в RN .
Виділимо M f(r):

u(t,X) = 2я^и„*]г*м е-’3 (rNun) |и 0(/, a 1? ,X y c T i’dr =
0 0 1,

N +«
= 2я~1 и„ j r N+'e-,2M? (r)dr . (8)

0
Залишається здійснити граничний перехід під знаком інтеграла (8) при t -> +оо. Це 

можна зробити на основі теореми Лебега, оскільки існує граничне середнє, а з обмеженості 
и0(Х) безпосередньо випливає рівномірна (по t ) обмеженість М,*(г).

Зауважимо, що досить вимагати існування граничного середнього в деякій фіксованій 
точці Х х, із цього вже безпосередньо випливає існування граничного середнього в будь-якій 
точці X  і факт стабілізації на кожному компакті.

Теорема 2. Якщо и0(Х ) > 0, то для стабілізації інтеграла Пуассона (4) до нуля 
необхідно й досить, щоб и0(Х ) мала граничне середнє М *(г), майже скрізь рівне нулю.

Доведення. Достатність випливає з теореми 1. Покажемо, що зі стабілізації (4) до 0 
випливає існування нульового граничного середнього по F,* .

mesF* t‘ r't

<.ct 6 |е х р |- р ( /3,Х,0,Н)1мо(Н )£/іі^«(ґ3,^ ) , c,c, >0. (9)
R* l J

У нерівності (9) mesF* замінено об’ємом куба зі стороною Р , який міститься в F x, . 
Оскільки 0 при / - > о о ,  із (9) випливає, що Mf, ->0 при /->  оо для будь-якого г .
Теорема доведена.

При п = т], п2 =т3=0 одержимо теореми з [1].
Рівномірна стабілізація інтеграла Пуассона. Розглянемо задачу Коші для рівняння 

порядку 2Ь по змінних х :

(А - 0 (,)> А,) - O f. А ) - O f. А ) - X в* А > =о, (Ю)
1*1-2*
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де D, -  V  atD* -  параболічний за Петровським оператор із сталими коефіцієнтами, 0 <Ь.
\kp2b

Фундаментальній розв’язок задачі Коші (10), (2) задовольняє нерівності [2]:

|Z>; D lD kxZ(t,X-T,H)\ < c(t -  т) »  ехр{-р, (/,ЛГ;г,Н)}, 

де N2 =\k\ + n + (2Ь + ІХт, + |ф + (4Ь +1 \т 2 + |у'|) + (6b + \){пц + | ф .

(П)

pl(t,X .r,z.) =
і Л (26+1) 'і

x - 4 \ ( t - T ) 1Ь + \у і-т  +х0)( / - г ) |( / - т )  24

X(1\ t - T f
(4А+1)

< r - r ) ~

- 0 +  f>-  + 7 « -Z U ( '~ T)
66+1 

' 26 9 =
2b

2 b - \

Нехай u0(X )  має граничне середнє

lim
-¥CO

n— J— { u0(E)dE = £, ( 12)
x 22Nl l b> '  *'

де b -> oo , j  = 1 незалежно одне від одного.
Теорема 3. Для того, щоб інтеграл Пуассона рівняння (10) рівномірно стабілізувався до 

£ при / —» оо, необхідно й досить, щоб и0(Х ) мала граничне середнє, рівне і .
Доведення. Нехай и0(Х) має рівномірне граничне середнє, рівне 0. Це означає, що для 

будь-якого є  > 0 знайдеться Ь0( є ) ,  що при всіх bj > Ь0(є)  і при будь-якому X :

6|+і„ *\+Л»з
— -— J ••• J

Звідси випливає, що и0(Х )  має кутові граничні середні рівні 0. 
В інтегралі Пуассона зробимо заміну змінних:

< є .

x - z  = -4't™,
і ?*±і

гО )+  _  *  26ух-ті1+х"'і = -щ і™  ,

Уі -Л 2+У?)г +
xw t 2 4Ь+\ 

2 Ь- r i 2t 2b ,

тоді одержимо:

(3) y™t2
Уз'Чз+Ж )t + ̂ Y -  + —^ -  = -Th t 2b ,

Ь. J_ , 26Н
u(t,X ) = t 2b \r(t,X -,0 ,E ')u o(x + 4't2b,y ,+ xmt + ̂ t 2b ,

я*
х (2)( 2 , 46+1

~2
у(3)/ 2 *(3)/3

У2+ У П  + ——  + П2* 24 >У3+У2 )і + ̂ -  + —^  + тГзг 24
66+1

де Z '( t,X ;0,Е') -  фундаментальний розв’язок задачі Коші (10), (2) в нових змінних.
N3 =n + (2 Ь +1 )щ + (4 b +1 )т2 + (6 b + 1)/и3, 

або
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А *

2b+]
д^ - дтНщ 0 

хіу  ' ^
2

Проінтегрувавши частинами, матимемо:

}••• j  u^x  + t ^  ,y ,+ x (])t +

+7і * 2І ,^2 + y[2)t + * - -  + T}21 24 ,y3 + y (23)t + - } - + -  + /7, / 24 )dE'dE .
Л ).г т<зу , «Ц

2 Т

/ 2 ^ М і М 2 ] „ 7 и „ х

f — /2 1 , 6A+i N]
х + ̂ 724, . . . , ^  + у2„)Г + уІИ — + - * „ /  - n ^ t 2b WH'da = I, + I2+ I:

2 6 j
(13)

Інтеграл (13) розіб’ємо на інтеграли:
I, -  інтеграл по ділянці, для якої виконується хоч одна з нерівностей:

|?7іу| > Д, >  ̂ 1,...,и, і 1,2,3, j  — 1 , . . тпі .
І2 -  інтеграл по ділянці:

І3 -  інтеграл по ділянці: 

Оскільки

{ о < м | ф ^ , о < / И Ф 5*}-

І£І5А. ’ k k V

dNZ '(t,X ;  0,S) 24 expj-c|E|? j ,я . л — я- 04)
з оцінки (14) випливає, що можна вибрати досить великі Bs, Bt] і досить малі ht , hv, 

залежні тільки від є , щоб для всіх X  і t: ІІ. І < —, ІІ3| < —.

Перейдемо до оцінки L . Позначимо
і, ">*,  ,  J L  v (3 )/2  Г (3 )Д  , 6 І+ 1 Л

g,(E)= J... j  и0 x + ̂ 't2b,...,y3+ /23)t + ̂ —-  + ——  + rj3t 2b
о о

dE .

Зробивши заміну змінних:
J _  , 26+1 х (2)( 2 , 4І+1

x + / 2i£' = a ,  у, + X r, ‘t  + t]i t 24 =а,, у2 + y (2)t  + 1- j — +  rj2 t  24 = а , ,

(3)  ̂ ^ з у  ,*£. 
У г + У 2 І +  ~ -  +  — 7 -  +  % ( 2Ь =«з»

Z  О

g,(E) запишемо у вигляді

~ТГ Г'п+«и'" Я
*•<=> = '  ”  І  - І

:[П+Йі'“ ”
« о ( ^ -

2 + 6Х*3/
Оскільки и0(Х ) має кутові граничні середні, то для будь-яких

Х , \ Х \ ї К ,  t>  N0, |g,(E)|(£, < s ,
візьмемо

s = c - ' ~N  3

V і
Ш П 5* |ехр {-с0И ?} ^ !  ,

. 1-1 I J  ft

тому |l2| i  J , a  \u (t,X ^< e.

Необхідність. Доведення від супротивного. Нехай
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u(t,X)=  fZ (/,*;0,E )rfH -y0І, 1-ИЄЯ'
рівномірно по JT ,a початкова функція и0(Х) не має рівномірного граничного середнього (12), 
де £ -  0 . Це означає, що знайдеться таке є0 > 0 , що для будь-якого додатного п0 знайдеться 
В > «о і така точка М , що

‘ 1
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|5(5,М )| =
(2В)" „лГ J ^ »

де -  куб зі стороною В і центром у точці М .
Оскільки фундаментальний розв’язок Z(t,X ;0,0) можна записати:

(
Z(t,X;0,0) = t 2bZ,

d), fx у, +x' 7 
T" ’ 26Й »

\ t 2b t 2b
У2+УЇ2)і + x m i 2 \  46+1

2b
\

y .+ y f ' t  + y ^  - +  6 2*

де Z, -  ціла функція вказаних аргументів при t > 0, і
\Z(t,X\Q ,0)dX = J Z, (A)dA = 1,

RN В '
JZ,(A)dA = fz ,(A )dA  + J г,(Л)<і4,

-  куб зі стороною В ', що

J Z ,(A )d A < ^ , f Z,(A)dA> 1 - ^ ./  4 v_JK 4V * V
Після відповідної заміни змінних інтеграл Пуассона запишеться у вигляді:

/  J _  26+1 46+1

x + a t2b, p t 2Ь + у, + x0)t, P2t 2b +у2 +

dA +

u(t,X )~  J Z, (A) x x«0

r (U ,2  66+1 <3) 2  ( 3 ) , 3 ^

2b +y3+ y2(3)r + ^ — + —

J Z,(A)u0
R -V _

1 2A+1 4&+1

jc + a t2byf i t 2b +y2 +x(l)t,P2t 2b + y2+y,'zV +, <2) + xmt2

6b+\

p}t 2b +y3+y2mt + y]{3)' -  +
t2 x(V > dA = I, + I2.

Для простоти будемо вважати, що |и0 (ЛТ)| S 1, а В" вибрано так, що

Візьмемо послідовність п0{‘] ->оо, за нею знайдемо послідовності В{к) —>оо і М(1С) такі, 
що £(2?(Г),М(Г)) > є0, визначимо тепер послідовність

(  є  Vаf  _  Ь 0 D

(к) (к\
Розглянемо
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(2К ) )  с

1

J u(t(K),X)dX > jz,(A)dAS(B(K),M(J ~  jZ,(A)dAx

№
J  "o

V*" 4V)

J_ 2І+І ( 2)t 2 <4+1

x + at2b,yt + xmt + f it  2b ,y2 + y{2)t + --------t- fi2t 24 ,

( 3) ,  ( 3 ) 3  64+1 4
уО)і + К ^ + +Рзї2ь a x -  j u 0(X)dX

‘ I  № 7î <r> H

%лг) -
(

1- 1

"5" є0 1°* IV £о_
ч 4 ) 4 4 4

/ \N
{Щ . .)

З цієї нерівності випливає, що в кожному кубі F^(r) є хоч одна точка Х (к), в якій 
£

“Ц с ) > ^ ( г щ о  суперечить рівномірній збіжності.

Теорема 3 доведена.
Зауваження. При п = ти,, т2 = т3 = 0 одержимо результати [2].
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In this paper we consider the stabilization o f Poisson’s integral Cauchy problem for 
Kolmogorov’s equations that are three groups o f variables with degeneration o f parabolical 
equations.

Key words: fundamental solution, ultraparabolic equation, Cauchy problem.

УДК 517.948
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ІНТЕГРАЛЬНІ НЕРІВНОСТІ ТИПУ ВОЛЬТЕРРА З БАГАТЬМА НЕЗАЛЕЖНИМИ

ЗМІННИМИ

Для інтегральних рівнянь типу Вольтерра з багатьма незалежними змінними доведено 
нові теореми про оцінки розв 'язків.

Ключові слова: інтегральні нерівності, диференціальні нерівності, оцінка розв ’язку, N-eu- 
шрний аналог.

Теореми про диференціальні, інтегральні та інші класи операторних нерівностей мають 
широке застосування як у якісній, так і в кількісній теорії диференціальних рівнянь. У даній 
стаггі одержано деякі результати, які узагальнюють відомі теореми Гронуола, Біхарі, Вендрофа 
та деякі інші теореми про інтегральні нерівності. Вони близькі до відповідних результатів з [1] 
(див. [І, §20, 21]) і деколи теж є новими і для N = 1. Зазначимо, що подані твердження не
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