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НОВI ФУНКЦIЇ, ПОРОДЖЕНI ЗРОСТАЮЧИМИ ФАКТОРIАЛАМИ,
ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТI

Запропонованi новi функцiї, означенi при допомозi зростаючих факторiальних степенiв.
Побудованi графiки цих функцiй, встановленi деякi властивостi та формули, що їх пов’язу-
ють. Виведенi звичайнi диференцiальнi рiвняння, розв’язками яких є введенi функцiї.

We consider new functions defined by increasing factorial powers. We sketch graphs of such
functions and find some of their properties and related formulas. It is shown that constructed
functions are solutions of ordinary differential equations derived in the paper.

1. Вступ. У комбiнаторному аналiзi спо-
стерiгаємо двоїстiсть, притаманну зроста-
ючим i спадним факторiальним степеням.
Якщо комбiнаторна задача приводить до де-
якої комбiнаторної тотожностi, побудованої
при допомозi спадних факторiальних степе-
нiв, то зазвичай iснує змiстовна двоїста ком-
бiнаторна задача, яка приводить до двоїстої
комбiнаторної тотожностi з участю зроста-
ючих факторiальних степенiв. Як один з
численних прикладiв таких двоїстих комбi-
наторних тотожностей наведемо тотожностi
Вандермонда та Нерлунда

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xk yn−k ,

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xk yn−k

вiдповiдно, де
(

n
k

)
– бiномiальнi коефiцiєн-

ти.
Класичнi трансцендентнi функцiї ex, sin x

та cos x задаються при допомозi вiдповiдних
степеневих рядiв з участю факторiалiв, якi
можна подати у виглядi спадного факторi-
ального степеня nn.

Замiнивши у степеневих рядах, що зада-
ють цi функцiї, спаднi факторiальнi степенi
вiдповiдними зростаючими факторiальними
степенями nn, ми одержуємо новi функцiї з
дещо аналогiчними властивостями.

Задля дотримання аналогiї мiж новими
функцiями, побудованими при допомозi зро-
стаючих факторiальних степенiв, i класи-
чними функцiями ex, sin x, cos x ми зберi-
гаємо звичнi позначення iз замiною перших
лiтер на вiдповiднi великi лiтери.

Таким чином, предметом цiєї статтi є
означення та дослiдження властивостей
функцiй Exp(x), Sin(x), Cos(x).

2. Основнi позначення.
Означення 1. [1] Для довiльних x ∈ R

i m ∈ N факторiальним степенем m з
кроком k ∈ R називають вираз

xm{k} =

= x(x + k)(x + 2k) · . . . · (x + (m− 1)k
)
. (1)

Вважають, що x0{k} = 1, а для k = 0 маємо
звичайний степiнь, тобто xm{0} = xm.

Найчастiше зустрiчаються зростаючi фа-
кторiальнi степенi m з кроком 1 i спаднi фа-
кторiальнi степенi m з кроком – 1, якi позна-
чатимемо вiдповiдно через

xm = xm{1} = x(x + 1) · . . . · (x + m− 1),

xm = xm{−1} = x(x− 1) · . . . · (x−m + 1).

Вважають, що x0 = x0 = 1. Очевидно, що
n! = 1n = nn.

У математичнiй лiтературi зустрiчаємо
й iншi позначення факторiальних степенiв,
наприклад, зростаючий факторiальний сте-
пiнь m з кроком 1 часто позначають симво-
лом Похгаммера (x)m, тобто (x)m = xm [2].
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3. Функцiя Exp(x) та її графiк.
За аналогiєю з вiдомим степеневим рядом

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, який можна трактувати як ряд,

побудований при допомозi спадних факторi-
альних степенiв (n! = nn), розглянемо "дво-
їсту"функцiю, побудовану при допомозi зро-
стаючих факторiальних степенiв.

Означення 2. Exp(x) називатимемо
функцiю, визначену при допомозi степене-
вого ряду

Exp(x) = 1 +
x

1
+

x2

2 · 3 +
x3

3 · 4 · 5 + . . .

. . . +
xn

n · (n+1) · . . . · (2n−1)
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

nn
.

Очевидно, що

Exp(x) = 1 +
∞∑

n=1

(n− 1)!

(2n− 1)!
xn (2)

i ряд у (2) збiгається на всiй числовiй осi.
Оскiльки

(n− 1)!

(2 n− 1)!
xn =

=
xn

4n−1

n∑

k=1

(−1)n−k

(k − 1)!(n− k)!
(
2(n− k) + 1

) =

=
n∑

k=1

xk−1

4k−1(k − 1)!
· (−1)n−kxn−k+1

(n− k)!
(
2(n− k) + 1

)
4n−k

,

то з (2) за правилом множення рядiв маємо

Exp(x) = 1+
∞∑

n=0

xn

4nn!
·
∞∑

n=0

(−1)n xn+1

n!(2n + 1)4n
. (3)

Враховуючи тепер, що

2√
π

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

n!(2n + 1)
=

2√
π

x∫

0

e−t2dt = Φ(x),

де Φ(x) – функцiя ймовiрностей (функцiя
помилок), з (3) для x ≥ 0 маємо

Exp(x) = 1 +
√

π
√

x e
x
4 Φ

(√
x

2

)
. (4)

Очевидно, що lim
x→+∞

Exp(x)=+∞, а якщо
x < 0, то

Exp(x) = 1 + i
√

π
√
|x| ex

4 Φ

(
i
√
|x|

2

)
. (5)

Використовуючи асимптотичний розклад
(x →∞) [3]

Φ(x) = 1− e−x2

√
πx

×

×
(

1− 1

2x2
+

1 · 3
(2x2)2

− 1 · 3 · 5
(2x2)3

+ . . .

. . . + (−1)n (2n− 1)!!

(2x2)n
+ . . .

)
,

з (4) одержуємо асимптотичну формулу при
великих |x|:

Exp(x) = 1 +
√

π
√

xe
x
4 −

−2

(
1− 2

1

x
+ 22 1 · 3

x2
+ (−2)n (2n− 1)!!

xn
+ . . .

)
,

з якої випливає, що lim
x→−∞

Exp(x) = −1.

Графiк функцiї y = Exp(x), x ∈ R, наве-
дений на рис. 1.

Рис.1. Графiк функцiї y = Exp(x)
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Єдиним нулем функцiї Exp(x) є число

E0 = −1, 2204100845963337151 . . . ,

а у точцi E1 = −9, 02371882596227 . . . вона
досягає свого найменшого значення.

4. Функцiя Cos(x) та її графiк. За
аналогiєю з вiдомим степеневим розвинен-
ням

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)2n
x2n

розглянемо функцiю, побудовану при допо-
мозi зростаючих факторiальних степенiв.

Означення 3. Cos(x) називатимемо
функцiю, визначену рiвнiстю

Cos(x) = 1− x2

2 · 3 +
x4

4 · 5 · 6 · 7 + . . .

. . . +
(−1)nx2n

2n · (2n + 1) · . . . · (4n− 1)
+ . . . =

=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)2n
x2n.

Очевидно, що функцiя Cos(x) парна,

Cos(x) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n(2n− 1)!

(4n− 1)!
x2n (6)

i ряд у правiй частинi (6) збiгається абсолю-
тно та рiвномiрно на всiй числовiй осi.

Оскiльки
∞∑

n=1

(−1)n(2n− 1)!

(4n− 1)!
x2n =

x2

4

∞∑
n=0

(−1)n

42n
×

×
n∑

j=0

x2n

(2j)!
(
2(n− j) + 1

)
!
(
4(n− j) + 3

) −

− x2

4

∞∑
n=0

(−1)n

42n
×

×
n∑

j=0

x2n

(2j + 1)!
(
2(n− j)

)
!
(
4(n− j) + 1

) =

=
∞∑

n=0

(−1)n

42n(2n)!
x2n×

×
∞∑

n=0

(−1)n

42n+1(4n + 3)(2n + 1)!
x2n+2−

−
∞∑

n=0

(−1)n

42n(2n + 1)!
x2n+1×

×
∞∑

n=0

(−1)n

42n+1(2n)! (4n + 1)
x2n+1,

то з (6) для x ≥ 0 одержуємо

Cos(x) = 1 + cos
x

4
· 2√xS

(√
x

2

)
−

− sin
x

4
· 2√xC

(√
x

2

)
, (7)

де S(p), C(p) – iнтеграли Френеля, якi ви-
значаються вiдповiдно формулами [3]

S(p) =

p∫

0

sin t2 dt =

=
∞∑

n=0

(−1)n

(4n + 3)(2n + 1)!
p4n+3,

C(p) =

p∫

0

cos t2 dt =

=
∞∑

n=0

(−1)n

(4n + 1)(2n)!
p4n+1.

Отже, з (7) остаточно маємо

Cos(x) = 1 + 2
√

x×

×
(

cos
x

4
S

(√
x

2

)
− sin

x

4
C

(√
x

2

))
, x ≥ 0.

(8)
Якщо x < 0, то у формулi (8) потрiбно

замiнити
√

x на i
√
|x|.

Найменшим додатним нулем функцiї
Cos(x) є число

C0 = 2, 50539603854250 . . .

Графiк функцiї Cos(x), x ∈ R, зображе-
ний на рис. 2.
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Рис.2. Графiк функцiї Cos(x)

5. Функцiя Sin(x) та її графiк. За ана-
логiєю з вiдомим степеневим розвиненням

sin x =
∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n− 1)!
x2n−1 =

=
∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2n−1
x2n−1

розглянемо функцiю, означену при допомозi
зростаючих факторiальних степенiв.

Означення 4. Sin(x) називатимемо
функцiю, визначену рiвнiстю

Sin(x) =

=
x

1
− x3

3 · 4 · 5 +
x5

5 · 6 · 7 · 8 · 9 − . . .

. . . +
(−1)n−1x2n−1

(2n− 1) · 2n · . . . · (4n− 3)
+ . . . =

=
∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2n−1
x2n−1.

Очевидно, що Sin(x) – непарна функцiя,

Sin(x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1(2n− 2)!

(4n− 3)!
x2n−1 (9)

i ряд у (9) абсолютно i рiвномiрно збiгається
на всiй числовiй осi.

Враховуючи, що
∞∑

n=1

(−1)n−1(2n− 2)!

(4n− 3)!
x2n−1 =

=
x2

4

∞∑
n=0

(−1)n

42n
×

×
n∑

j=0

x2n

(2j)!
(
2(n− j) + 1

)
!
(
4(n− j) + 3

) +

+
x2

4

∞∑
n=0

(−1)n

42n
×

×
n∑

j=0

x2n

(2j + 1)!
(
2(n− j)

)
!
(
4(n− j) + 1

) =

=
∞∑

n=0

(−1)n

42n(2n)!
x2n+1×

×
∞∑

n=0

(−1)n

42n(2n)!(4n + 1)
x2n+

+
∞∑

n=0

(−1)n

42n+1(2n + 1)!
x2n+1×

×
∞∑

n=0

(−1)n

42n+1(2n + 1)!(4n + 3)
x2n+2,

для x ≥ 0 маємо

Sin(x) = cos
x

4
· 2√xC

(√
x

2

)
+

+ sin
x

4
· 2√x S

(√
x

2

)

або
Sin(x) = 2

√
x×

×
(

cos
x

4
C

(√
x

2

)
+ sin

x

4
S

(√
x

2

))
. (10)

Якщо x < 0, то у формулi (10)
√

x потрi-
бно замiнити на i

√
|x|.

Графiк функцiї Sin(x), x ∈ R, зображе-
ний на рис. 2.
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Рис. 3. Графiк функцiї Sin(x)

Найменшим додатним нулем функцiї
Sin(x) є число

S0 = 9, 18975829443256 . . .

6. Диференцiальнi рiвняння, поро-
дженi функцiями Exp(x),Cos(x),Sin(x).
Покажемо, що функцiї Exp(x), Cos(x),
Sin(x), означенi у пп. 3-5, є розв’язками де-
яких задач Кошi для лiнiйних неоднорiдних
звичайних диференцiальних рiвнянь з непе-
рервними коефiцiєнтами.

Теорема 1. Функцiї Exp(x), Cos(x),
Sin(x) є розв’язками вiдповiдно таких задач
Кошi :

4xy′ − (x + 2)y = x− 2,

y(0) = 1;

}
(11)

16x2y′′−16xy′+ (x2+12)y = 12−x2,

y(0) = 1, y′(0) = 0;

}
(12)

16x2y′′ − 16xy′ + (x2 + 12)y = − 4x,

y(0) = 0, y′(0) = 1.

}
(13)

Доведення. Те, що функцiї Exp(x),
Cos(x), Sin(x) задовольняють вiдповiднi по-
чатковi умови з (11), (12), (13), випливає з
формул (2), (6), (9).

Доведемо тепер, що цi функцiї є розв’яз-
ками вiдповiдних рiвнянь з (11), (12), (13).

а) Оскiльки

(Exp(x))′ =

=

√
π

4
e

x
4 Φ

(√
x

2

)(
2√
x

+
√

x

)
+

1

2
, (14)

то, виключаючи з (4) i (14) Φ(
√

x/2), одер-
жуємо спiввiдношення

(Exp(x))′ − x + 2

4x
Exp(x) =

x− 2

4x
,

з якого випливає, що функцiя Exp(x) є
розв’язком рiвняння з (11).

б) З (6) знаходимо першу та другу похiднi
функцiї Cos(x):

(Cos(x))′ =

=
1√
x

(
cos

x

4
S

(√
x

2

)
− sin

x

4
C

(√
x

2

))
−

−
√

x

2

(
cos

x

4
C

(√
x

2

)
+ sin

x

4
S

(√
x

2

))
,

(15)

(Cos(x))′′ = − 1

8
− x2 + 4

8x
√

x
×

×
(
cos

x

4
S

(√
x

2

)
− sin

x

4
C

(√
x

2

))
−

− 1

2
√

x

(
cos

x

4
C

(√
x

2

)
+ sin

x

4
S

(√
x

2

))
.

(16)
Виключаючи тепер з (8), (15), (16) вирази

cos
x

4
S

(√
x

2

)
− sin

x

4
C

(√
x

2

)
,

cos
x

4
C

(√
x

2

)
+ sin

x

4
S

(√
x

2

)
,

одержуємо спiввiдношення

16x2(Cos(x))′′ − 16x (Cos(x))′ +

+(x2 + 12)Cos(x) = 12− x2,

звiдки випливає, що функцiя Cos(x) є
розв’язком диференцiального рiвняння з
(12).
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в) Використовуючи (10), знаходимо пер-
шу та другу похiднi функцiї Sin(x):

(Sin(x))′ =

=
1

2
+

√
x

2

(
cos

x

4
S

(√
x

2

)
− sin

x

4
C

(√
x

2

))
+

+
1√
x

(
cos

x

4
C

(√
x

2

)
+ sin

x

4
S

(√
x

2

))
,

(17)

(Sin(x))′′ =
1

4x
− x2 + 4

8x
√

x
×

×
(

cos
x

4
C

(√
x

2

)
+ sin

x

4
S

(√
x

2

))
+

+
1

2
√

x

(
cos

x

4
S

(√
x

2

)
− sin

x

4
C

(√
x

2

))
.

(18)
З (10), (17) i (18) випливає, що

16x2 (Sin(x))′′ − 16x (Sin(x))′ +

+(x2+12) Sin(x) = −4x,

тобто Sin(x) – розв’язок диференцiального
рiвняння з (13).

Теорема 2. Сукупнiсть функцiй

y = Cos(x), z = Sin(x)

є розв’язком задачi Кошi для лiнiйної не-
однорiдної системи диференцiальних рiв-
нянь

{
y′ = y

2x
− z

4
− 1

2x
,

z′ = y
4

+ z
2x

+ 1
4
,

y(0) = 1, z(0) = 0.

Доведення. Доведення теореми безпо-
середньо випливає з формул (8), (10), (15),
(17).

7. Деякi формули, що пов’язують
функцiї Exp(x) Cos(x), Sin(x). З формули
(2), враховуючи, що

1 +
∞∑

n=1

(n− 1)!

(2n− 1)!
(ix)n =

= 1 +
∞∑

n=1

(2n− 1)!

(4n− 1)!
(ix)2n+

+
∞∑

n=1

(2n− 2)!

(4n− 3)!
(ix)2n−1 =

= 1 +
∞∑

n=1

(−1)n(2n− 1)!

(4n− 1)!
x2n+

+i

∞∑
n=1

(−1)n−1(2n− 2)!

(4n− 3)!
x2n−1,

а також (6), (9), одержуємо формулу, анало-
гiчну до формули Ейлера:

Exp(ix) = Cos(x) + i Sin(x). (19)

З (19) i формули

Exp(−ix) = Cos(x)− i Sin(x)

отримуємо спiввiдношення

Cos(x) =
1

2

(
Exp(ix) + Exp(−ix)

)
,

Sin(x) =
1

2i

(
Exp(ix)− Exp(−ix)

)
,

звiдки

Cos(ix) =
1

2

(
Exp(x) + Exp(−x)

)
,

Sin(ix) =
1

2i

(
Exp(−x)− Exp(x)

)
,

а також

Cos2(x) + Sin2(x) = Exp(ix)Exp(−ix).
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