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ÀÍÎÒÀÖIß

Âàñèëèøèí Ñ. I. Àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðàõ, ïîðîäæåíi çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ òâiðíèõ åëåìåíòiâ. � Êâàëiôiêàöiéíà

íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ çà ñïåöi-

àëüíiñòþ 111 � Ìàòåìàòèêà. � Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2023 � Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiî-

íàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2023.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â ðàìêàõ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ i ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ òîïîëîãi÷íèõ àëãåáð öiëèõ

ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Òåîðiÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ ¹ îäíèì

iç îñíîâíèõ ðîçäiëiâ ñó÷àñíîãî íåëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó. Âiäî-

ìî, ùî ñóêóïíîñòi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ

ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ óòâîðþþòü àëãåáðè, ÿêi ìîæíà ïåâíèì ïðèðîäíèì ÷è-

íîì òîïîëîãiçóâàòè. Ó áàãàòüîõ ñó÷àñíèõ äîñëiäæåííÿõ âèâ÷àþòüñÿ òîïî-

ëîãi÷íi àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ òà

ñïåêòðè òàêèõ àëãåáð. Çîêðåìà, äàíîþ òåìàòèêîþ çàéìàþòüñÿ òàêi â÷åíi

ÿê Ð. Àðîí, Ï. Ãàëiíäî, Æ. Ìóõiêà, Ì. Ìàåñòðå, Ä. Ãàðñià, À. Çàãîðîäíþê,

Ò. Âàñèëèøèí, Â. Êðàâöiâ, I. ×åðíåãà òà ií.

Íåõàé X ¹ êîìïëåêñíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì i H(X) ¹ àëãåáðîþ óñiõ

öiëèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði X. Äàíà àëãåáðà ¹ ëîêàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíî

îïóêëîþ (ëîêàëüíî m-îïóêëîþ) âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X. Âiäîìî, ùî ÿêùî ïðîñòið X ìà¹

áàçèñ Øàóäåðà, òî ñïåêòð àëãåáðè H(X) ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöiîíàëiâ îá÷è-

ñëåííÿ çíà÷åíü â òî÷êàõ. ßê íàñëiäîê, êîæíèé ãîìîìîðôiçì àëãåáðè H(X)

ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ÿê îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ ç àíàëiòè÷íèì âiäîáðàæåí-

íÿì. Ó çàñòîñóâàííÿõ ÷àñòî ïîòðiáíî ìàòè ñïðàâó ç ïåâíèìè ïiäàëãåáðàìè

àëãåáðè H(X). Ïiäàëãåáðà Hb(X) àëãåáðè H(X), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóí-
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êöié îáìåæåíèõ íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X (ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó), çàâæäè ¹ âëàñíîþ ïiäàëãåáðîþ, ÿêùî ïðîñòið X ¹ íåñêií÷åí-

íîâèìiðíèì. Çàóâàæèìî, ùî ïðèðîäíîþ òîïîëîãi¹þ íà àëãåáði Hb(X) ¹ òî-

ïîëîãiÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X. Öÿ

òîïîëîãiÿ ïîðîäæó¹òüñÿ çëi÷åííîþ ñèñòåìîþ íîðì, òîìó ¹ ìåòðèçîâíîþ.

Àëãåáðà Hb(X) iç äàíîþ òîïîëîãi¹þ ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå. Àëãåáðà Hb(X)

äîñëiäæóâàëàñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè, çîêðåìà Ð. Àðîíîì, Á. Êîóëîì, Ò. Ãà-

ìåëiíîì, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ãàðñià, Ì. Ìàåñòðå, Ò. Êîðíîì, Æ. Ìóõiêîþ, À.

Çàãîðîäíþêîì òà ií.

Ñïåêòð òà ãîìîìîðôiçìè àëãåáðè Hb(X) ìîæíà ïîâíiñòþ îïèñàòè äëÿ

ïåâíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ (íàïð., ÿêùî X = c0 àáî X ¹ ïðîñòîðîì Öi-

ðåëüñîíà), â òîé ÷àñ ÿê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñïåêòð àëãåáðè Hb(X) ìîæå

ìàòè äóæå ñêëàäíó ñòðóêòóðó. Òàêèì ÷èíîì, ¹ ðàöiîíàëüíèì ðîçãëÿíóòè

äåÿêi ìåíøi ïiäàëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ùîá ìàòè ìîæëèâiñòü îòðè-

ìàòè ïîâíèé i òî÷íèé îïèñ ¨õíiõ ãîìîìîðôiçìiâ. Çîêðåìà, ïðèêëàäîì òà-

êî¨ ïiäàëãåáðè ¹ àëãåáðà Ôðåøå Hbs(L∞) âñiõ öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞ âñiõ âèìiðíèõ

çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1], äëÿ ÿêî¨ â ðîáîòàõ

Ò. Âàñèëèøèíà, Ï. Ãàëiíäî òà À. Çàãîðîäíþêà çäiéñíåíî ïîâíèé îïèñ ñïå-

êòðà i çîáðàæåíî äàíó àëãåáðó ÿê àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ñïåêòði.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îïèñó ñïåêòðà àëãåáðèHbs(L∞) ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóâà-

ëàñÿ íàÿâíiñòü çëi÷åííîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó â àëãåáði âñiõ íåïåðåðâíèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði L∞, ÿêà ¹ ùiëüíîþ ïiäàëãåáðîþ àëãå-

áðè Hbs(L∞). Iíøèìè ñëîâàìè, âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî àëãåáðà Hbs(L∞)

ïîðîäæåíà çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Äàíà âëàñòèâiñòü

¹ òèïîâîþ i äëÿ áàãàòüîõ iíøèõ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ iíâà-

ðiàíòíèìè (ñèìåòðè÷íèìè) âiäíîñíî ãðóïè àáî íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ íà

êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Çîêðåìà, àëãåáðè öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ

(âiäíîñíî ãðóïè ïåðåñòàíîâîê áàçèñíèõ âåêòîðiâ) ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó

íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ℓp òàêîæ ¹ ïîðîäæåíèìè çëi÷åííèìè
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ñèñòåìàìè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ.

Ó ðîáîòàõ Ð. Àëåíêàðà, Ð. Àðîíà, Ï. Ãàëiíäî, À. Çàãîðîäíþêà, Ä. Ïi-

íàñêî òà I. Çàëäóåíäî äîñëiäæóâàëèñÿ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ ℓp. Öi äîñëiäæåííÿ áóëè ïðîäîâæåíi ó ðîáîòàõ À.

Çàãîðîäíþêà, Ï. Ãàëiíäî òà I. ×åðíåãè. Òàêîæ ðåçóëüòàòè ó öüîìó íàïðÿì-

êó äëÿ ðiçíèõ ïiäàëãåáð áóëè îòðèìàíi ó ðîáîòàõ Ð. Àðîíà, Æ. Ôàëüêî, Ä.

Ãàðñià, Ì. Ìàåñòðå, À. Çàãîðîäíþêà, Ò. Âàñèëèøèíà, I. ×åðíåãè, Â. Êðàâ-

öiâ, À. Áàíäóðè, Ô. Äæàâàä.

ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiäíîñíî ãðóïè ñèìåòðié ¹ ïîðîäæåíi çëi÷åííîþ ìíî-

æèíîþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Òîìó ¹ ñåíñ âèâ÷àòè àëãåáðè, ïîðîäæåíi ïî-

ñëiäîâíiñòþ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ (çëi÷åííî ïîðîäæåíi àëãå-

áðè) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîäîâæåíî öi äîñëi-

äæåííÿ äëÿ äîâiëüíèõ çëi÷åííî ïîðîäæåíèõ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Îñíîâíèì çàâäàííÿì äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹ âèâ÷åííÿ âëàñòè-

âîñòåé àëãåáð öiëèõ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè àëãåáðà-

¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, çîêðåìà îïèñ ñïåêòðiâ

òàêèõ àëãåáð òà äîñëiäæåííÿ ¨õ ñòðóêòóðè, âñòàíîâëåííÿ óìîâ çà ÿêèõ äàíi

àëãåáðè ¹ içîìîðôíèìè.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨, âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ

äî ðîçäiëiâ i çàãàëüíèõ âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà îäíîãî

äîäàòêó, ÿêèé ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié àâòîðà òà âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ

ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ,

âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê äîñëiäæåííÿ ç íàóêîâî-äîñëiäíèìè ðîáîòàìè òà ïðî¹-

êòàìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó, çàäà÷i, îá'¹êò, ïðåäìåò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ,

çàçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ òà

îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, òàêîæ çàçíà÷åíî, äå îïóáëiêîâàíî i äå áóëî

àïðîáîâàíî ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.
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Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöiéíîãî

äîñëiäæåííÿ òà âèêëàäåííþ íåîáõiäíîãî òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé òîïîëîãi÷íèõ

àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè ïîëiíî-

ìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 óçàãàëüíåíî òåîðåìó ïðî îá÷èñëåííÿ ðàäióñ-ôóíêöi¨

ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà äëÿ ïiäàëãåáðè àëãåáðè Ôðåøå âñiõ öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãîãî òèïó Hb(X) íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, ÿêà

ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà íàëåæèòü öié ïiäàëãå-

áði, óñi ÷ëåíè ¨¨ ðÿäó Òåéëîðà òåæ íàëåæàòü ïiäàëãåáði.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 ðîçãëÿíóòî ïiäàëãåáðó HbP(X) àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó Hb(X), ïîðîäæåíó çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ àëãå-

áðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ P. Äîâåäåíî, ùî äàíà àëãåáðà

¹ àëãåáðîþ Ôðåøå i ùî êîæåí ÷ëåí ðîçêëàäó ó ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨, ùî

íàëåæèòü àëãåáði HbP(X), ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ ìíîæèíè

P. Ïîêàçàíî, ùî êîæíèé íåòðèâiàëüíèé íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêà-
òèâíèé ôóíêöiîíàë φ, ùî äi¹ ç àëãåáðè HbP(X) ó ìíîæèíó C, îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ (φ(P1), φ(P2), . . . , φ(Pn), . . .) ñâî¨õ çíà÷åíü íà

åëåìåíòàõ ìíîæèíè P. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ái¹êöiÿ ìiæ ñïåêòðîì (ìíîæè-

íîþ óñiõ íåòðèâiàëüíèõ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiî-

íàëiâ) àëãåáðè HbP(X) i äåÿêîþ ìíîæèíîþ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ

÷èñåë. Äîâåäåíî âåðõíþ îöiíêó äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé iç öi¹¨ ìíîæèíè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ðîçãëÿíóòî çàãàëüíèé êëàñ àëãåáð, ïîðîäæåíèõ ïî-

ñëiäîâíîñòÿìè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Äîñëiäæåíî óìîâè, çà ÿêèõ äâi òàêi

àëãåáðè ¹ içîìîðôíèìè òà ïîáóäîâàíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ðiçíèõ çëi÷åííî

ïîðîäæåíèõ àëãåáð.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ñïåêòðiâ àëãåáð öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè ïîëiíîìiâ íà äåÿêèõ

ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà-
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÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ ïîñëiäîâíi-

ñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði, ÿêèé ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞ óñiõ îáìåæåíèõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé x = (x1, x2, . . .) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç íîðìîþ ∥x∥ = supi∈N |xi|
i ìiñòèòü ïðîñòið c00 âñiõ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé x = (x1, x2, . . . , xn, 0, . . .)

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ïiäðîçäië 3.2 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ñïåêòðà àëãåáðè Ôðåøå âñiõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðî-

äæåíî¨ ïîñëiäîâíiñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ℓ1. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi òàêîæ ðîçãëÿíóòî

ïîâ'ÿçàíó ç îïèñîì ñïåêòðà çàäà÷ó ïðîäîâæåííÿ ôóíêöié iç öi¹¨ àëãåáðè

íà ïîñëiäîâíîñòi, ÿêi íå íàëåæàòü ïðîñòîðó ℓ1. Òàêîæ ïîáóäîâàíî ïðè-

êëàä ôóíêöi¨, ÿêà íàëåæèòü äàíié àëãåáði i ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi

x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .), àëå íå ìîæå áóòè ïðîäîâæåíîþ äî àíàëiòè÷íî¨

ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîðàõ ℓp, äå 1 < p <∞.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 ðîçãëÿíóòî äåÿêi îïåðàöi¨ çñóâó, ÿêi çäiéñíþþòüñÿ íà

ñïåêòði àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ ïîñëi-

äîâíiñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîìïëåêñíîìó áàíà-

õîâîìó ïðîñòîði ℓp, äå 1 ≤ p ≤ ∞.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ óìîâ içîìîðôiçìó òîïî-

ëîãi÷íèõ àëãåáð öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè

ìíîæèíàìè ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ içîìîðôiçìó àëãåáð Ôðå-

øå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ïîñëiäîâíîñòÿìè íåïå-

ðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ n ç îäè-

íè÷íèìè íîðìàìè íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ïðåäñòàâëåíî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ äëÿ àëãåáð ñèìåòðè-

÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó. Çîêðåìà, ðîçãëÿíóòî àëãåáðó

Hbs(L∞) öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà L∞, ÿêi ¹ ñèìåòðè÷íèìè, òîá-

òî iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî âèìiðíèõ ái¹êöié âiäðiçêà [0, 1], ùî çáåðiãàþòü
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ìiðó, äå L∞ ¹ êîìïëåêñíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì óñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì

ñóòò¹âî îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié x íà âiäðiçêó [0, 1] ç íîð-

ìîþ ||x||∞ = ess supt∈[0,1]|x(t)|. Ìè äîâîäèìî, ùî àëãåáðà Hbs(L∞) ¹ içîìîð-

ôíîþ äî àëãåáðè óñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ äåÿêîþ

çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði ℓ∞.

Ï'ÿòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ àëãåáðà¨÷íèõ áàçèñiâ àëãåáðè

ïîëiíîìiâ, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ òâiðíèõ åëåìåíòiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 ðîçãëÿíóòî àëãåáðó ïîëiíîìiâ, ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íèìè

êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòiâ ìíîæèíè P. Äîñëiäæåíî ÿêi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè

iñíóþòü ó äàíié àëãåáði i ó ÿêîìó âèãëÿäi ¨õ ìîæíà ïîäàòè.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 âñòàíîâëåíî îöiíêó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöié, ùî íàëå-

æàòü àëãåáði HbP(ℓp), äå 1 ≤ p <∞, äëÿ ïåâíîãî âèäó ïîëiíîìiâ P. Òàêîæ
ïîáóäîâàíî ïðèêëàä çëi÷åííî ïîðîäæåíî¨ àëãåáðè, ó ÿêié âñi àëãåáðà¨÷íi

áàçèñè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïîëiíîì íà íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði, îäíîði-

äíèé ïîëiíîì, ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì, çáiæíiñòü, ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü, àíà-

ëiòèíà ôóíêöiÿ êiëüêîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ, àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà áàíà-

õîâîìó ïðîñòîði, ñèìåòðè÷íà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði,

öiëà ôóíêöiÿ, àëãåáðà, àëãåáðà Ôðåøå, ñïåêòð àëãåáðè, àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ,

ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî òèïó, içîìîðôiçì àëãåáð.
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ABSTRACT

Vasylyshyn S. I. Algebras of analytic functions on Banach spaces generated

by a countable set of generating elements. � Qualifying scienti�c work on rights

of manuscript.

The thesis for obtaining the Philosophy Doctor Degree in Mathematics,

speciality 111 � Mathematics. � Vasyl Stefanyk Precarpathian National Uni-

versity. � Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk,

2023.

The thesis is ful�lled within the theory of analytic functions on Banach

spaces and is devoted to the study of topological algebras of entire functions

generated by countable sets of polynomials on complex Banach spaces.

The theory of analytic functions is one of the main sections of modern

nonlinear functional analysis. It is known that in many cases the sets of analytic

functions on in�nite dimensional spaces have the structure of algebras. These

algebras can be topologized in some natural way. In many modern investigati-

ons topological algebras of analytic functions and spectra of such algebras are

studied. In particular, in this �eld work such scientists as R. Aron, P. Galindo,

J. Mujica, M. Maestre, D. Garcia, A. Zagorodnyuk, T. Vasylyshyn, V. Kravtsiv,

I. Chernega and others.

Let X be a complex Banach space and H(X) be the algebra of all enti-

re functions on the space X. This algebra is locally multiplicatively convex

(locally m-convex) with respect to the topology of the uniform convergence

on compact subsets of the space X. It is known that if the space X has a

Schauder basis, the spectrum of the algebraH(X) consists of the point evaluati-

on functionals. Consequently, every homomorphism of the algebra H(X) can

be represented as a composition operator with an analytic map. In applications

we often have to deal with some particular subalgebras of the algebra H(X).

The subalgebra Hb(X) of the algebra H(X) comprising of functions which

are bounded on bounded subsets of the space X (functions of bounded type),

is always the proper subalgebra if the space X is in�nite dimensional. Note
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that the natural topology on the algebra Hb(X) is the topology of uniform

convergence on the bounded subsets of the space X. This topology is generated

by the countable set of norms, therefore it is metrizable. The algebra Hb(X)

endowed with this topology is the Fr�echet algebra. The algebra Hb(X) was

studied by many authors, in particular, by R. Aron, B. Cole, T. Gamelin, P.

Galindo, D. Garcia, M. Maestre, T. Carne, J. Mujica, A. Zagorodnyuk and

others.

Spectrum and homomorphisms of the algebra Hb(X) can be explicitly

described for some special cases of Banach spaces (e.g. if X = c0 or X is

the Tsirelson space), while in the general case, the spectrum of the algebra

Hb(X)may have a very complicated structure. Thus, it is reasonable to consider

some smaller subalgebras of analytic functions to get a chance for a complete

and explicit description of their homomorphisms. In particular, the example

of such subalgebra is the Fr�echet algebra Hbs(L∞) of all entire symmetric

functions of bounded type on the complex Banach space L∞ of all Lebesgue

measurable essentially bounded functions on the segment [0, 1]. The spectrum

of this algebra is described completely and this algebra is represented as the

algebra of analytic functions on the spectrum by T. Vasylyshyn, P. Galindo

and A. Zagorodnyuk. Note that the existence of the countable algebraic basis

in the algebra of all continuous symmetric polynomials on the space L∞, whi-

ch is a dense subalgebra of the algebra Hbs(L∞), played an important role in

the description of the spectrum of the algebra Hbs(L∞). In other words, it was

used the fact that the algebra Hbs(L∞) is generated by the countable set of

homogeneous polynomials. This property is typical for many other algebras of

analytic functions that are invariant (symmetric) with respect to the group or

semigroup of operators on complex Banach spaces. In particular, the algebras

of entire symmetric (with respect to the group of permutations of basis vectors)

functions of bounded type on the complex Banach spaces ℓp are also generated

by countable sets of homogeneous polynomials. Algebras of symmetric analytic

functions on the spaces ℓp were investigated by R. Alencar, R. Aron, P. Galindo,



10

A. Zagorodnyuk, D. Pinasco and I. Zalduendo. These investigations were conti-

nued in the papers of A. Zagorodnyuk, P. Galindo and I. Chernega. Also results

in this �eld for di�erent subalgebras were obtained by R. Aron, J. Falc�o, D.

Garcia, M. Maestre, A. Zagorodnyuk, T. Vasylyshyn, I. Chernega, V. Kravtsiv,

A. Bandura, F. Jawad.

As it was mentioned above, in many cases algebras of symmetric analytic

functions with respect to a group of symmetry are generated by the countable

set of homogeneous polynomials. Therefore it is reasonable to study algebras,

generated by sequences of algebraically independent polynomials (countably

generated algebras) in general case. In the thesis these investigations are conti-

nued for arbitrary countably generated algebras of analytic functions on complex

Banach spaces.

The main task of the dissertation research is to study the properties of

algebras of entire functions generated by countable sets of algebraically inde-

pendent polynomials on Banach spaces, in particular, to describe spectra of

such algebras and investigate their structures, to study conditions under which

the given algebras are isomorphic.

The thesis consists of an abstract, introduction, �ve sections, conclusi-

ons for each section and general conclusions, bibliography, and appendix that

contains the list of author's publications and information about the approbation

of the results of research.

The introduction outlines relevance of the research topics, the connecti-

on of the thesis with research programs and projects, formulates the purpose,

tasks, object, subject and methods of research, notes the scienti�c novelty and

the practical signi�cance of the obtained results, points out the personal contri-

bution of the author and also where the results of the thesis have been published

and discussed.

The �rst section is devoted to the literature review on the topic of the

thesis and to the introduction of the necessary theoretical background.

The second section is devoted to the investigation of the properties of
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topological algebras of analytic functions generated by countable sets of polynomi-

als on complex Banach spaces.

In the subsection 2.1 we generalise the theorem for computing the radius

function of a linear functional on case of the subalgebra of the Fr�echet algebra

of entire functions of bounded type Hb(X) on a complex Banach space X that

has the following property: for every function belonging to this subalgebra each

term of the Taylor series also belongs to the subalgebra.

In the subsection 2.2 we consider the subalgebra HbP(X) of the Fr�echet

algebra of entire functions of bounded type Hb(X) generated by the countable

set of algebraically independent homogeneous polynomials P. It is proved that
the given algebra is the Fr�echet algebra and that every term of the Taylor

series expansion of entire function which belongs to the algebra HbP(X), is

an algebraic combination of the elements of the set P. It is shown that every

continuous linear multiplicative functional φ acting from HbP(X) to C is uni-

quely determined by the sequence (φ(P1), φ(P2), . . . , φ(Pn), . . .) of its values

on elements of P. Consequently, there is a bijection between the spectrum (the

set of all nontrivial continuous linear multiplicative functionals) of the algebra

HbP(X) and some set of sequences of complex numbers. We prove the upper

estimate for sequences from this set.

In the subsection 2.3 we consider the general case of algebras, generated

by sequences of homogeneous polynomials. We found some conditions when

two such algebras are isomorphic and constructed a lot of examples of di�erent

countably generated algebras.

The third section is devoted to the study of spectra of algebras of entire

functions of bounded type, generated by countable sets of polynomials on some

sequence spaces.

In the subsection 3.1 we investigate the spectrum of the Fr�echet algebra of

all complex-valued entire analytic functions of bounded type generated by the

sequence of polynomials of some special form on a complex Banach space that

is a closed subspace of the space ℓ∞ of all bounded sequences x = (x1, x2, . . .)
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of complex numbers with the norm ∥x∥ = supi∈N |xi| and contains the space c00
of all eventually zero sequences x = (x1, x2, . . . , xn, 0, . . .) of complex numbers.

The subsection 3.2 is devoted to the study of the spectrum of the Fr�echet

algebra of all complex-valued entire analytic functions of bounded type generated

by the sequence of polynomials of some special form on the complex Banach

space ℓ1. In the given subsection it is also considered the problem of extension

of the functions that are the elements of this algebra to the sequences that do

not belong to the space ℓ1, which is related to the problem of the description of

the spectrum. It is also constructed an example of the function that belongs to

the given algebra and is well de�ned on the element x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .),

but cannot be extended to the analytic function of bounded type on the spaces

ℓp, where 1 < p <∞.

The subsection 3.3 is devoted to the study of the shift type operations

that can be performed on the spectrum of the Fr�echet algebra of entire analytic

functions of bounded type generated by the sequence of polynomials of some

special form on the complex Banach space ℓp, where 1 ≤ p ≤ ∞.

The fourth section is devoted to the investigation of conditions of an

isomorphism of topological algebras of entire analytic functions of bounded type

generated by the countable sets of polynomials on complex Banach spaces.

In the subsection 4.1 we investigate conditions of existence of the isomorphi-

sm of the Fr�echet algebras of entire functions of bounded type generated by the

sequences of continuous algebraically independent homogeneous polynomials of

the degree n with norm one on complex Banach spaces.

In the subsection 4.2 we present some applications for algebras of symmetric

analytic functions of bounded type. In particular, we consider the subalgebra

Hbs(L∞) of entire functions of bounded type on L∞ which are symmetric,

i.e. invariant with respect to measurable bijections of [0, 1] that preserve the

measure, where L∞ is the complex Banach space of all Lebesgue measured

essentially bounded complex-valued functions x on the segment [0, 1] with the

norm ||x||∞ = ess supt∈[0,1]|x(t)|. We prove that Hbs(L∞) is isomorphic to the
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algebra of all entire functions of bounded type, generated by a countable set of

homogeneous polynomials on the complex Banach space ℓ∞.

The �fth section is devoted to the investigation of the algebraic bases of

the algebra of polynomials, generated by a countable set of generating elements.

In the subsection 5.1 we consider the countable set P of continuous algebrai-
cally independent complex-valued n-homogeneous polynomials with unit norms

on a complex Banach space X and the algebra PP(X) of all polynomials whi-

ch are algebraic combinations of elements of the set P. We investigate what

algebraic bases exist in the algebra PP(X) and in what form they can be

represented.

In the subsection 5.2 we establish the estimate for the coe�cients of functi-

ons that belong to the algebra HbP(ℓp) of entire functions of bounded type

generated by the sequence of polynomials of some special form P on the complex

Banach space ℓp of all sequences x = (x1, x2, . . .) of complex numbers for whi-

ch the series
∑∞

i=1 |xi|p is convergent with the norm ∥x∥ =
(∑∞

i=1 |xi|p
)1/p

,

where 1 ≤ p < ∞. In this subsection we also construct a countably generated

algebra, where all normalized algebraic bases of homogeneous polynomials are

equivalent.

Key words: polynomial on in�nite dimensional space, homogeneous polynomi-

al, symmetric polynomial, convergence, uniform convergence, analytic function

on several complex variables, analytic function on a Banach space, symmetric

analytic function on a Banach space, entire function, algebra, Fr�echet algebra,

spectrum of an algebra, algebraic basis, function of a bounded type, isomorphi-

sm of algebras.
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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

N,R,C � ìíîæèíè âñiõ íàòóðàëüíèõ, äiéñíèõ, êîìïëåêñíèõ

÷èñåë âiäïîâiäíî

N0 � ìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë

Q+,R+ � ìíîæèíè âñiõ äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ ÷è-

ñåë âiäïîâiäíî

Nn
0 � n-òèé äåêàðòîâèé ñòåïiíü ìíîæèíè N0

C∞ � ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

B(a, r) � âiäêðèòà êóëÿ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X iç öåíòðîì

a ∈ X i ðàäióñîì r, äå r ∈ R+

B̄(a, r) � çàìêíåíà êóëÿ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X iç öåíòðîì

a ∈ X i ðàäióñîì r, äå r ∈ R+

H(n) � ãiïåðôàêòîðiàë íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

I � çëi÷åííà ìíîæèíà ïîëiíîìiâ I(Y )
1 , I

(Y )
2 , . . . íà ëiíié-

íîìó ïðîñòîði Y, òàêîìó ùî c00 ⊂ Y ⊂ ℓ∞, ÿêi

âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ I
(Y )
n (y) = ynn äëÿ âñiõ n ∈ N

òà y = (y1, y2, . . .) ∈ Y

P � çëi÷åííà ìíîæèía íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçà-

ëåæíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ P1, P2, . . .

íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, òàêèõ

ùî Pn ¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì i ∥Pn∥1 = 1 äëÿ

êîæíîãî n ∈ N

PP(X) � àëãåáðà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïîëiíîìiâ, ÿêi ¹ àë-

ãåáðà¨÷íèìè êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòiâ ìíîæèíè P.
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Hb(X) � àëãåáðà Ôðåøå âñiõ öiëèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó (îáìåæåíèõ

íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ) íà êîìïëåêñíîìó áàíà-

õîâîìó ïðîñòîði X

HbP(X) � àëãåáðà Ôðåøå âñiõ öiëèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíà

çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ ïîëiíîìiâ P íà êîìïëåêñíî-

ìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X

Hbs(X) � àëãåáðà Ôðåøå âñiõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òè-

ïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X

MbP(X) � ñïåêòð àëãåáðè HbP(X)

δx � ôóíêöiîíàë îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi x

ΓP � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå äi¹ ç ìíîæèíè MbP(X) ó

ìíîæèíó C∞ i âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ ΓP(φ) =

(φ(P1), φ(P2), . . .) äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ ∈
MbP(X), äå P = (P1, P2, . . .)
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Òåîðiÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâè-

ìiðíèõ ïðîñòîðàõ ¹ îäíèì iç îñíîâíèõ ðîçäiëiâ ñó÷àñíîãî íåëiíiéíîãî ôóí-

êöiîíàëüíîãî àíàëiçó. Ó áàãàòüîõ ñó÷àñíèõ äîñëiäæåííÿõ âèâ÷àþòüñÿ òî-

ïîëîãi÷íi àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ

òà ñïåêòðè òàêèõ àëãåáð. Çîêðåìà, äàíîþ òåìàòèêîþ çàéìàþòüñÿ òàêi çàðó-

áiæíi òà âiò÷èçíÿíi â÷åíi ÿê Ð. Àðîí, Ï. Ãàëiíäî, Æ. Ìóõiêà, Ì. Ìàåñòðå,

Ä. Ãàðñià, À. Çàãîðîäíþê, Ò. Âàñèëèøèí, Â. Êðàâöiâ, I. ×åðíåãà òà ií.

Òåîðiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöié âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ

ðîçïî÷àëà ñâié ðîçâèòîê íàïðèêiíöi XIX � íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ çàâäÿ-

êè ðîáîòàì Â. Âîëüòåððà, Ì. Ôðåøå, Ã. ôîí Êîõà. Çîêðåìà, Ì. Ôðåøå ââiâ

ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨ i ïîëiíîìà íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ. Äîñëiäæå-

ííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ áóëè ðîçïî÷àòi

Ã. ôîí Êîõîì. Ðåçóëüòàòè éîãî ðîáîòè áóëè óçàãàëüíåíi Ä. Ãiëüáåðòîì. Ó

äðóãîìó äåñÿòèëiòòi XX ñòîëiòòÿ çíà÷íèé âíåñîê â òåîðiþ áóëî çðîáëåíî

Ð. Ãàòî. Ó 1923 ðîöi Í. Âiíåð óçàãàëüíèâ âåëèêó êiëüêiñòü êëàñè÷íèõ ðå-

çóëüòàòiâ íà âèïàäîê àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ çi

çíà÷åííÿìè ó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ. Ó 1931 ðîöi Â. Áîãíåíáëóñò

i Å. Õiëëå ââåëè ïîêðàùåíó âåðñiþ îçíà÷åííÿ îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà. Ð. Ñ.

Ìàðòií ó 1932 ðîöi âèêîðèñòàâ ïiäõiä ÷åðåç ñòåïåíåâi ðÿäè äëÿ ðîçðîáêè

òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ñó÷àñíå îçíà÷åííÿ

àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði áóëî ââåäåíî íåçàëåæíî À. Å.

Òåéëîðîì i À. Ì. Ãðåéâñîì. Òàêîæ ó 1930-õ ðîêàõ ðîçâèòêîì òåîði¨ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ çàéìàëèñÿ À. Ä. Ìiõàë, À. Õ.

Êëiôîðä, I. Å. Õàéáåðã, Ñ. Áàíàõ, Â. Îðëi÷, Ñ. Ìàçóð.

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òåîði¨ ïîâ'ÿçàíèé iç äîñëiäæåííÿìè Ì. À. Öîðíà,

Æ. Ñåáàñòüÿî å Ñiëâè, Ã. Õ. Áðåìåðìàíà, À. Äóàäi., À. Êàðòàíà, Ì. Åðâå,

Ï. Ëåëîíãà, Ë. Íàõáiíà, À. Ìàðòiíà, Ê. Ñòåéíà.

Çàóâàæèìî, ùî ñóêóïíîñòi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâèìið-

íèõ ïðîñòîðàõ ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ óòâîðþþòü àëãåáðè, ÿêi ìîæíà ïåâíèì
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ïðèðîäíèì ÷èíîì òîïîëîãiçóâàòè.

Íåõàé X ¹ êîìïëåêñíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì i H(X) ¹ àëãåáðîþ óñiõ

öiëèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði X. Äàíà àëãåáðà ¹ ëîêàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíî

îïóêëîþ (ëîêàëüíî m-îïóêëîþ) âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X. Âiäîìî, ÿêùî X ìà¹ áàçèñ Øà-

óäåðà, òî ñïåêòð àëãåáðè H(X) ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ

çíà÷åíü â òî÷êàõ. ßê íàñëiäîê, êîæíèé ãîìîìîðôiçì àëãåáðè H(X) ìîæå

áóòè çîáðàæåíèé ÿê îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ ç àíàëiòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì. Ó

çàñòîñóâàííÿõ ÷àñòî ïîòðiáíî ìàòè ñïðàâó ç ïåâíèìè ïiäàëãåáðàìè àëãå-

áðè H(X). Ïiäàëãåáðà Hb(X) àëãåáðè H(X), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié

îáìåæåíèõ íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X (ôóíêöié îáìåæåíîãî

òèïó), i çàâæäè ¹ âëàñíîþ ïiäàëãåáðîþ, ÿêùî ïðîñòið X ¹ íåñêií÷åííîâè-

ìiðíèì. Çàóâàæèìî, ùî ïðèðîäíîþ òîïîëîãi¹þ íà àëãåáði Hb(X) ¹ òîïî-

ëîãiÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X. Öÿ

òîïîëîãiÿ ïîðîäæó¹òüñÿ çëi÷åííîþ ñèñòåìîþ íîðì, òîìó ¹ ìåòðèçîâíîþ.

Àëãåáðà Hb(X) iç äàíîþ òîïîëîãi¹þ ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå. Àëãåáðà Hb(X)

äîñëiäæóâàëàñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè, çîêðåìà Ð. Àðîíîì, Á. Êîóëîì, Ò. Ãà-

ìåëiíîì, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ãàðñià, Ì. Ìàåñòðå, Ò. Êîðíîì, Æ. Ìóõiêîþ, À.

Çàãîðîäíþêîì òà ií.

Ñïåêòð òà ãîìîìîðôiçìè àëãåáðè Hb(X) ìîæíà ïîâíiñòþ îïèñàòè äëÿ

ïåâíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ (íàïð., ÿêùî X = c0 àáî X ¹ ïðîñòîðîì Öi-

ðåëüñîíà), â òîé ÷àñ ÿê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñïåêòð àëãåáðè Hb(X) ìîæå

ìàòè äóæå ñêëàäíó ñòðóêòóðó. Òàêèì ÷èíîì, ¹ ðàöiîíàëüíèì ðîçãëÿíóòè

äåÿêi ìåíøi ïiäàëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ùîá ìàòè ìîæëèâiñòü îòðè-

ìàòè ïîâíèé i òî÷íèé îïèñ ¨õíiõ ãîìîìîðôiçìiâ. Çîêðåìà, ïðèêëàäîì òà-

êî¨ ïiäàëãåáðè ¹ àëãåáðà Ôðåøå Hbs(L∞) âñiõ öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞ âñiõ âèìiðíèõ

çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1], äëÿ ÿêî¨ â ðîáîòàõ

Ò. Âàñèëèøèíà, Ï. Ãàëiíäî òà À. Çàãîðîäíþêà çäiéñíåíî ïîâíèé îïèñ ñïå-

êòðà i çîáðàæåíî äàíó àëãåáðó ÿê àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ñïåêòði.
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îïèñó ñïåêòðà àëãåáðèHbs(L∞) ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóâà-

ëàñÿ íàÿâíiñòü çëi÷åííîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó â àëãåáði âñiõ íåïåðåðâíèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði L∞, ÿêà ¹ ùiëüíîþ ïiäàëãåáðîþ àëãå-

áðè Hbs(L∞). Iíøèìè ñëîâàìè, âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî àëãåáðà Hbs(L∞)

ïîðîäæåíà çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Äàíà âëàñòèâiñòü

¹ òèïîâîþ i äëÿ áàãàòüîõ iíøèõ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ iíâà-

ðiàíòíèìè (ñèìåòðè÷íèìè) âiäíîñíî ãðóïè àáî íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ íà

êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Çîêðåìà, àëãåáðè öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ

(âiäíîñíî ãðóïè ïåðåñòàíîâîê áàçèñíèõ âåêòîðiâ) ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó

íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ℓp òàêîæ ¹ ïîðîäæåíèìè çëi÷åííèìè

ñèñòåìàìè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ.

Ó ðîáîòàõ Ð. Àëåíêàðà, Ð. Àðîíà, Ï. Ãàëiíäî, À. Çàãîðîäíþêà, Ä. Ïi-

íàñêî òà I. Çàëäóåíäî äîñëiäæóâàëèñÿ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ ℓp. Öi äîñëiäæåííÿ áóëè ïðîäîâæåíi ó ðîáîòàõ À. Çà-

ãîðîäíþêà, Ï. Ãàëiíäî òà I. ×åðíåãè. Òàêîæ ðåçóëüòàòè ó öüîìó íàïðÿìêó

äëÿ ðiçíèõ ïiäàëãåáð áóëè îòðèìàíi ó ðîáîòàõ Ð. Àðîíà, Äæ. Ôàëüêî, Ä.

Ãàðñià, Ì. Ìàåñòðå, À. Çàãîðîäíþêà, Ò. Âàñèëèøèíà, I. ×åðíåãè, Â. Êðàâ-

öiâ, À. Áàíäóðè, Ô. Äæàâàä.

ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiäíîñíî ãðóïè ñèìåòðié ¹ ïîðîäæåíi çëi÷åííîþ ìíî-

æèíîþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Òîìó ¹ ñåíñ âèâ÷àòè àëãåáðè, ïîðîäæåíi ïî-

ñëiäîâíiñòþ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ (çëi÷åííî ïîðîäæåíi àëãå-

áðè) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîäîâæåíî öi äîñëi-

äæåííÿ äëÿ äîâiëüíèõ çëi÷åííî ïîðîäæåíèõ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî îïèñè ñïåêòðiâ

òîïîëîãi÷íèõ àëãåáð öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ïîñëi-

äîâíîñòÿìè n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîì-

ïëåêñíèõ ïðîñòîðàõ, ùî ¹ çàìêíåíèìè ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó ℓ∞ i ìiñòÿòü

ëiíiéíèé ïðîñòið ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé c00 òà íà êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði

ℓ1. Òàêîæ ïîáóäîâàíî äåÿêi îïåðàöi¨ íà ñïåêòðàõ ïåâíèõ çëi÷åííî ïîðîäæå-
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íèõ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ℓp,

äå 1 ≤ p ≤ ∞. Êðiì öüîãî, ó ðîáîòi îïèñàíî óìîâè çà ÿêèõ äâi çëi÷åííî

ïîðîäæåíi àëãåáðè ¹ içîìîðôíèìè òà ïðåäñòàâëåíî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ äëÿ

àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó. Òàêîæ ïîáóäî-

âàíî çëi÷åííî ïîðîäæåíó àëãåáðó, ó ÿêié âñi íîðìîâàíi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè

îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äîñëiäæåííÿ âèêîíóâàëîñÿ ó ðàìêàõ ðåàëiçàöi¨ ïðî¹êòó iç âèêîíàííÿ íà-

óêîâèõ äîñëiäæåíü i ðîçðîáîê �Ñèìåòði¨ â àëãåáðà¨÷íèõ òà òîïîëîãi÷íèõ

ñòðóêòóðàõ íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àíàëiòè÷íèõ ìíîãîâèäàõ òà ¨õ ìîæëèâi

çàñòîñóâàííÿ� (ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð ïðî¹êòó 2020.02/0025, 0120U103996), à

òàêîæ, ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ ðîáîòè �Äîñëiäæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ ôóí-

êöié íà äåÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ� (ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0119U103204)

çà ïiäòðèìêè Ãðàíòó Ïðåçèäåíòà Óêðà¨íè äëÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ.

Ìåòà òà çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ âèâ÷åííÿ âëàñòè-

âîñòåé àëãåáð öiëèõ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè àëãå-

áðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, îïèñ ñïåêòðiâ òà

äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ñïåêòðiâ òàêèõ àëãåáð, âñòàíîâëåííÿ óìîâ çà ÿêèõ

äàíi àëãåáðè ¹ içîìîðôíèìè, ùî ïåðåäáà÷à¹ âèðiøåííÿ òàêèõ çàäà÷:

� óçàãàëüíèòè òåîðåìó ïðî îá÷èñëåííÿ ðàäióñ-ôóíêöi¨ ôóíêöiîíàëà íà

âèïàäîê ïiäàëãåáð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó

Hb(X), äå X � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið;

� äîñëiäèòè ÿêi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè iñíóþòü â àëãåáði PP(X) óñiõ ïîëiíî-

ìiâ, ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íèìè êîìáiíàöiÿìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçà-

ëåæíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íîðìè 1 íà ïðî-

ñòîði X, i â ÿêîìó âèãëÿäi ¨õ ìîæíà ïîäàòè;

� äîâåñòè, ùî ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òè-

ïó Hb(X), ïîðîäæåíà çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå;
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� äîñëiäèòè çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåíòiâ àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãå-

áðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ;

� âñòàíîâèòè îöiíêó çâåðõó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü õàðàêòåðiâ çi ñïå-

êòðó àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi-

÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ

ïîëiíîìiâ, íà ìíîæèíi öèõ ïîëiíîìiâ;

� âñòàíîâèòè îöiíêó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöié, ùî íàëåæàòü àëãåáði

Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíî-

æèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ äå-

ÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ℓp

óñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x = (x1, x2, . . .) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ ðÿä∑∞
i=1 |xi|p çáiæíèé ç íîðìîþ ∥x∥ =

(∑∞
i=1 |xi|p

)1/p
, äå 1 ≤ p <∞;

� ïîáóäóâàòè ïðèêëàä çëi÷åííî ïîðîäæåíî¨ àëãåáðè, â ÿêié óñi íîðìîâàíi

àëãåáðà¨÷íi áàçèñè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè;

� äîâåñòè, ùî êîæíó ôóíêöiþ, ÿêà ¹ åëåìåíòîì àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ çàëåæíèõ

âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîðäèíàò íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞ óñiõ îáìåæåíèõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé x = (x1, x2, . . .) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç íîðìîþ ∥x∥ =

supi∈N |xi| i ìiñòèòü ëiíiéíèé ïðîñòið c00 ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé x =

(x1, x2, . . . , xn, 0, . . .) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì àíàëi-

òè÷íî ïðîäîâæèòè íà ïðîñòið ℓ∞;

� äîâåñòè, ùî àëãåáðà Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæå-

íà ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ çàëåæíèõ âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîðäèíàò

íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì

ïðîñòîðó ℓ∞ i ìiñòèòü ïðîñòið c00, ¹ içîìåòðè÷íî içîìîðôíîþ äî àë-

ãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ
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ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði ℓ∞;

� îïèñàòè ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðî-

äæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó

ℓ∞ i ìiñòèòü ïðîñòið c00;

� äîñëiäèòè ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïî-

ðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîì-

ïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ℓ1;

� äîñëiäèòè îïåðàöi¨ çñóâó, ÿêi çäiéñíþþòüñÿ íà ñïåêòðàõ àëãåáð Ôðåøå

öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ñóêóïíîñòÿìè ïîëiíîìiâ

äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà ïðîñòîðàõ ℓp, äå 1 ≤ p ≤ ∞;

� âñòàíîâèòè óìîâè içîìîðôiçìó àëãåáð Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ïîñëiäîâíîñòÿìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íå-

çàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ;

� ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì àëãåáðè öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîâîìó ïðîñòîði L∞ óñiõ âèìiðíèõ

çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié x íà âiä-

ðiçêó [0, 1] ç íîðìîþ ||x||∞ = ess supt∈[0,1]|x(t)| òà àëãåáðè óñiõ öiëèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ îäíîði-

äíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîâîìó ïðîñòîði ℓ∞.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àëãåáðè öiëèõ ôóíêöié, ïîðîäæåíi çëi÷åí-

íèìè ìíîæèíàìè àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðàõ, òà ñïåêòðè òàêèõ àëãåáð.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi àëãåáð öiëèõ ôóíêöié, ïî-

ðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ñòðóêòóðè ñïåêòðiâ òàêèõ àëãåáð.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ âèêîðè-

ñòàíî ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, íåñêií÷åííîâèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
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àíàëiçó, òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, òåîði¨ àëãåáð Ôðåøå.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ íîâèìè. Ó ðîáîòi âïåðøå:

� óçàãàëüíåíî òåîðåìó ïðî îá÷èñëåííÿ ðàäióñ-ôóíêöi¨ ôóíêöiîíàëà íà

âèïàäîê ïiäàëãåáðè àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó

Hb(X), äå X � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið, ÿêà ìà¹ íàñòóïíó âëà-

ñòèâiñòü: äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà íàëåæèòü öié ïiäàëãåáði, óñi ÷ëåíè

¨¨ ðÿäó Òåéëîðà òåæ íàëåæàòü ïiäàëãåáði;

� äîñëiäæåíî ÿêi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè iñíóþòü â àëãåáði PP(X) óñiõ ïî-

ëiíîìiâ, ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íèìè êîìáiíàöiÿìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íîðìè 1 íà

ïðîñòîði X, i â ÿêîìó âèãëÿäi ¨õ ìîæíà ïîäàòè;

� äîâåäåíî, ùî ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òè-

ïó Hb(X), ïîðîäæåíà çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå;

� âñòàíîâëåíî çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåíòiâ àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ

àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ;

� âñòàíîâëåíî îöiíêó çâåðõó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü õàðàêòåðiâ çi ñïå-

êòðó àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi-

÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ

ïîëiíîìiâ, íà ìíîæèíi öèõ ïîëiíîìiâ;

� âñòàíîâëåíî îöiíêó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöié, ùî íàëåæàòü àëãåáðàì

Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíî-

æèíàìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ

äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà ïðîñòîðàõ ℓp, äå 1 ≤ p <∞;

� ïîáóäîâàíî ïðèêëàä çëi÷åííî ïîðîäæåíî¨ àëãåáðè, â ÿêié óñi íîðìîâàíi

àëãåáðà¨÷íi áàçèñè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè;
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� äîâåäåíî, ùî êîæíó ôóíêöiþ, ÿêà ¹ åëåìåíòîì àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ çàëåæíèõ

âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîðäèíàò íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞ i ìiñòèòü ïðîñòið c00,

ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì àíàëiòè÷íî ïðîäîâæèòè íà ïðîñòið ℓ∞;

� äîâåäåíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðî-

äæåíà ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ çàëåæíèõ âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîð-

äèíàò íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðî-

ñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞ i ìiñòèòü c00, ¹ içîìåòðè÷íî içîìîðôíîþ äî àëãå-

áðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ

ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði ℓ∞;

� îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðî-

äæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó

ℓ∞ i ìiñòèòü ïðîñòið c00;

� äîñëiäæåíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïî-

ðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîì-

ïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ℓ1;

� äîñëiäæåíî îïåðàöi¨ çñóâó, ÿêi çäiéñíþþòüñÿ íà ñïåêòðàõ àëãåáð Ôðå-

øå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ñóêóïíîñòÿìè ïîëi-

íîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà ïðîñòîðàõ ℓp, äå 1 ≤ p ≤ ∞;

� âñòàíîâëåíî óìîâè içîìîðôiçìó àëãåáð Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìå-

æåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ïîñëiäîâíîñòÿìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðàõ;

� ïîáóäîâàíî içîìîðôiçì àëãåáðè öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíî-

ãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîâîìó ïðîñòîði L∞ òà àëãåáðè óñiõ öi-
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ëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ îäíî-

ðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîâîìó ïðîñòîði ℓ∞.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

â òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, òåîði¨ àëãåáð Ôðå-

øå, çîêðåìà äëÿ äîñëiäæåííÿ àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

ïðîñòîðàõ ℓp, äå 1 ≤ p < +∞, òà L∞[a, b], òåîði¨ ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ

ïðîñòîðàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ùî âèíî-

ñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíî àâòîðêîþ ñàìîñòiéíî. Ó ðîáîòi [80] À. Â. Çàãî-

ðîäíþêó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, Ç.

Ã. Íîâîñàä íàëåæàòü ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 6.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó"(Âîðîõòà, 22�25 ëþòîãî 2017 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, ïðèñâÿ÷åíié 125

ði÷íèöi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ñòåôàíà Áàíàõà (Ëüâiâ, 18�23 âåðåñíÿ

2017 ð.);

� Êîíôåðåíöi¨ ç íåëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó (Âàëåíñiÿ, Iñïà-

íiÿ, 17-20 æîâòíÿ 2017 ð.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó"(Âîðîõòà, 27 ëþòîãî � 2 áåðåçíÿ

2018 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Có÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ìà-

òåìàòèêè"(Ëüâiâ, 22�25 òðàâíÿ 2018 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè òà

¨¨ çàñòîñóâàííÿ â ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ i iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãiÿõ�
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ïðèñâÿ÷åíié 50-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè (×åð-

íiâöi, 17-19 âåðåñíÿ, 2018 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Òåîðiÿ Ìîðñà òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ïðèñâÿ÷å-

íié ïàì'ÿòi i 70 ði÷íèöi ç äíÿ íàðîäæåííÿ Âîëîäèìèðà Øàðêà (Êè¨â,

25 � 28 âåðåñíÿ 2019 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Íåñêií÷åííîâèìiðíèé àíàëiç i òîïîëîãiÿ ïðè-

ñâÿ÷åíié 70 ði÷íèöi ç äíÿ íàðîäæåííÿ ïðîôåñîðà Îëåãà Ëîïóøàíñüêî-

ãî (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 16 � 19 æîâòíÿ 2019 ð.);

� Îäèíàäöÿòié ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iìåíi Â. Ñêîðî-

áîãàòüêà (Ëüâiâ, 26 � 30 æîâòíÿ 2020 ð.);

� Ìiæíàðîäíîìó îíëàéí-ñåìiíàði ç òåîði¨ íàáëèæåíü (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê,

19 � 21 áåðåçíÿ 2021 ð.);

� Ï'ÿòié ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìàòåìàòè÷íèõ íàóê (Ñòàìáóë, Òóðå÷-

÷èíà, 23 � 27 ÷åðâíÿ 2021 ð.);

� Ìiæíàðîäíié îíëàéí-êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi òåíäåíöi¨ àáñòðàêòíîãî òà

ïðèêëàäíîãî àíàëiçó"(Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 12 � 15 òðàâíÿ 2022 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ìà-

òåìàòèêè - 2023"(Ëüâiâ, 23 � 25 òðàâíÿ 2023 ð.).

� Çâiòíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ âèêëàäà÷iâ, äîêòîðàíòiâ, àñïiðàíòiâ

Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíè-

êà;

� Íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó àíàëiçó, ãåîìåòði¨ òà òîïîëîãi¨ Iíñèòóòó

ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à

ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ëüâiâ).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 18 äðóêîâàíèõ ïðà-

öÿõ, ñåðåä ÿêèõ: 5 ñòàòåé ó âiò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ ôàõîâèõ íàóêîâèõ
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âèäàííÿõ [51�53,80,94], ðåøòà ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ òà âñåóêðà¨íñüêèõ

íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [1�4,49,50,54�58,93,95]; 5 ñòàòåé îïóáëiêîâàíî ó âè-

äàííÿõ, ïðîiíäåêñîâàíèõ ó áàçàõ äàíèõ Scopus òà/àáî Web of Science Core

Collection [51�53,80,94].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòóïó,

ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë i äîäàòêà. Ïîâíèé

îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 149 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó. Ñïèñîê âèêîðè-

ñòàíèõ äæåðåë çàéìà¹ 12 ñòîðiíîê i ìiñòèòü 113 íàéìåíóâàíü. Äîäàòîê çà-

éìà¹ 5 ñòîðiíîê i ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi

ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.
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ÐÎÇÄIË 1. ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ I ÏÎÏÅÐÅÄÍI

ÂIÄÎÌÎÑÒI

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë. Çðîáëåíî

îãëÿä ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíü, ÿêi ñòîñóþòüñÿ òåìè äèñåðòàöi¨. Óñi ïîíÿòòÿ

i òâåðäæåííÿ, ÿêi íå íàëåæàòü àâòîðó, íàâåäåíî iç çàçíà÷åííÿì àâòîðñòâà

i âiäïîâiäíîãî ïîñèëàííÿ íà äæåðåëî.

1.1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Òåîðiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöié âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ

ðîçïî÷àëà ñâié ðîçâèòîê íàïðèêiíöi XIX � íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ çàâäÿêè

ðîáîòàì Â. Âîëüòåððà, Ì. Ôðåøå, Ã. ôîí Êîõà. Çîêðåìà, ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨

i ïîëiíîìà íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ áóëî ââåäåíî Ì. Ôðåøå â

ðîáîòàõ [35], [36]. Äîñëiäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä íåñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi çìiííèõ áóëè ðîçïî÷àòi Ã. ôîí Êîõîì â ðîáîòi [66]. Ðåçóëüòàòè äàíî¨

ðîáîòè áóëè óçàãàëüíåíi Ä. Ãiëüáåðòîì. Â äðóãîìó äåñÿòèëiòòi XX ñòîëi-

òòÿ çíà÷íèé âíåñîê â òåîðiþ áóëî çðîáëåíî Ð. Ãàòî (äèâ. [43�45]). Ó 1923

ðîöi Í. Âiíåð óçàãàëüíèâ âåëèêó êiëüêiñòü êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ íà âè-

ïàäîê àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ çi çíà÷åííÿìè

ó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ. Â 1931 ðîöi Â. Áîãíåíáëóñò i Å. Õiëëå

â ðîáîòi [19], ïðèñâÿ÷åíié âèâ÷åííþ ðÿäiâ Äiðiõëå íà íåñêií÷åííîâèìið-

íèõ ïðîñòîðàõ, ââåëè ïîêðàùåíó âåðñiþ îçíà÷åííÿ îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà.

Ð. Ñ. Ìàðòií â 1932 ðîöi (äèâ. [72]) âèêîðèñòàâ ïiäõiä ÷åðåç ñòåïåíåâi ðÿäè

äëÿ ðîçðîáêè òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ñó÷àñíå

îçíà÷åííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði áóëî ââåäåíî íåçà-

ëåæíî À. Å. Òåéëîðîì [89], [90] i À. Ì. Ãðåéâñîì [48]. Òàêîæ ó 1930-õ ðîêàõ

ðîçâèòêîì òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ çàéìàëèñÿ

À. Ä. Ìiõàë, À. Õ. Êëiôîðä, I. Å. Õàéáåðã, Ñ. Áàíàõ, Â. Îðëi÷, Ñ. Ìàçóð.

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òåîði¨ ïîâ'ÿçàíèé iç äîñëiäæåííÿìè Ì. À. Öîð-

íà [111�113], Æ. Ñåáàñòüÿî å Ñiëâè [85], [86], Ã. Õ. Áðåìåðìàíà, À. Äóàäi.



34

ßê çàçíà÷à¹ Ø. Äiíií ó [31], äèñåðòàöiÿ À. Äóàäi [33] ïðèâåðíóëà äî òåîði¨

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ óâàãó òàêèõ ìàòåìàòèêiâ ÿê

À. Êàðòàí, Ì. Åðâå, Ã. Õ. Áðåìåðìàí, Ï. Ëåëîíã, Ë. Íàõáií, À. Ìàðòiíó,

Ê. Ñòåéí i ñòèìóëþâàëà ¨õ ñêåðîâóâàòè ¨õíiõ ó÷íiâ äî âèâ÷åííÿ íåñêií÷åí-

íîâèìiðíî¨ àíàëiòè÷íîñòi. Íàñëiäêîì öüîãî ñòàâ áóðõëèâèé ðîçâèòîê äàíî¨

òåîði¨.

Çàóâàæèìî, ùî ñóêóïíîñòi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâèìið-

íèõ ïðîñòîðàõ ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ óòâîðþþòü àëãåáðè, ÿêi ìîæíà ïåâíèì

ïðèðîäíèì ÷èíîì òîïîëîãiçóâàòè. Íàéáiëüø âiäîìèìè òàêèìè àëãåáðàìè ¹

àëãåáðà H(X) âñiõ öiëèõ ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X i ¨ ¨ ïiäàëãå-

áðà Hb(X) âñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó (îáìåæåíèõ íà îáìåæåíèõ

ìíîæèíàõ) íà ïðîñòîðiX, ÿêà, iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìå-

æåíèõ ìíîæèíàõ, ìà¹ ñòðóêòóðó àëãåáðè Ôðåøå. Âïåðøå äàíi àëãåáðè ÿê

òîïîëîãi÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè âèâ÷àëèñÿ ó ðîáîòàõ [37], [65], [73].

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ f((x1, x2, . . .)) =
∑∞

n=1 x
n
n, âèçíà÷åíà íà ñå-

ïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, ¹ öiëîþ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà

âñüîìó ïðîñòîði, àëå ¹ íåîáìåæåíîþ íà êîæíié êóëi ç öåíòðîì ó íóëi i

ðàäióñîì, áiëüøèì âiä 1. Òàêèì ÷èíîì, äàíà ôóíêöiÿ f íàëåæèòü àëãåáði

H(ℓ2), àëå íå íàëåæèòü àëãåáði Hb(ℓ2). Çãiäíî ç òåîðåìîþ Äæîçåôñîíà-

Íiçåíöâåéãà iñíó¹ ∗-ñëàáêî çáiæíà äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ ç îäèíè÷íèìè íîðìàìè íà êîæíîìó íåñêií÷åííîâè-

ìiðíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Íà îñíîâi öi¹¨ òåîðåìè ó ðîáîòi [64] ïîáóäî-

âàíî ïðèêëàä öiëî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íåîáìåæåíîãî òèïó íà äîâiëüíîìó

íåñêií÷åííîâèìiðíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Òîáòî, ïîáóäîâàíî åëåìåíò

àëãåáðè H(X), ÿêèé íå íàëåæèòü àëãåáði Hb(X). Îòæå, ó âèïàäêó íåñêií-

÷åííîâèìiðíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X àëãåáðà H(X) ¹ ñòðîãî øèðøîþ

âiä àëãåáðè Hb(X).

Ó 1941 ðîöi I. Ì. Ãåëüôàíä äîâiâ, ùî êîæíó íàïiâïðîñòó êîìóòàòèâíó

áàíàõîâó àëãåáðó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïiäàëãåáðè àëãåáðè íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié íà ¨¨ ñïåêòði (ìíîæèíi ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ). Ïiçíiøå àíàëîãi-
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÷íi ðåçóëüòàòè áóëî âñòàíîâëåíî äëÿ àëãåáð Ôðåøå. Òîìó äëÿ äîñëiäæåííÿ

áàíàõîâèõ àëãåáð i àëãåáð Ôðåøå âàæëèâî çíàòè ñòðóêòóðè ñïåêòðiâ öèõ

àëãåáð. Âiäîìî, ùî ìiæ ìíîæèíîþ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ i ìíîæèíîþ íåïå-

ðåðâíèõ ëiíiéíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ (íåïåðåðâíèõ êîìïëå-

êñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ) iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, ÿêà ïîëÿãà¹

â òîìó, ùî ÿäðî êîæíîãî õàðàêòåðà ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì i äëÿ êîæíîãî

ìàêñèìàëüíîãî iäåàëà iñíó¹ õàðàêòåð, ÿäðîì ÿêîãî ¹ öåé iäåàë. Òîìó ñïåêòð

àëãåáðè îòîòîæíþþòü iç ìíîæèíîþ õàðàêòåðiâ.

Ñïåêòðè àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïî÷à-

ëè àêòèâíî äîñëiäæóâàòè íàïðèêiíöi 1980-õ � íà ïî÷àòêó 1990-õ ðîêiâ â

ðîáîòàõ Ð. Àðîíà, Á. Êîóëà, Ò. Êîðíà, Ò. Ãàìåëiíà, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ãàðñi¨,

Ì. Ìàåñòðå, Æ. Ìóõiêè, Ï. Áiñòðüîìà, Õ. Õàðàìiëëî, Ì. Ëiíäñòðüîìà òà

iíøèõ àâòîðiâ (äèâ. [9�11], [17], [20], [77]). Çîêðåìà, â ðîáîòi Ð. Àðîíà, Á.

Êîóëà, Ò. Ãàìåëiíà [9] äîñëiäæó¹òüñÿ ñïåêòð àëãåáðè Hb(X). Â äàíié ðîáî-

òi ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ôóíêöiîíàëà

íà àëãåáði Hb(X) iñíó¹ íàïðÿìëåíiñòü åëåìåíòiâ ïðîñòîðó X, çáiæíà äî

öüîãî ôóíêöiîíàëà ó ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíié òîïîëîãi¨. Â çãàäàíîìó âèùå

ðåçóëüòàòi íå âèìàãà¹òüñÿ, ùîá ôóíêöiîíàë áóâ íåïåðåðâíèì. Çàóâàæèìî,

ùî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ëiíiéíîãî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ðîçðèâíîãî ôóíêöiî-

íàëà íà àëãåáði Ôðåøå ¹ âiäêðèòîþ ïðîáëåìîþ, âiäîìîþ ÿê ïðîáëåìà Ìàé-

êëà (äèâ. [32], [38], [74]). Òàêîæ ó ðîáîòàõ [9] i [10] ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð

àëãåáðè Hb(X) çáiãà¹òüñÿ iç äðóãèì ñïðÿæåíèì ïðîñòîðîì äî ïðîñòîðó X

ó âèïàäêó, ÿêùî àëãåáðà âñiõ ïîëiíîìiâ ñêií÷åííîãî òèïó (òîáòî àëãåáðà,

ïîðîäæåíà óñiìà ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè ôóíêöiîíàëàìè) ¹ ùiëüíîþ â àë-

ãåáði Hb(X). Çàóâàæèìî, ùî äàíèé ðåçóëüòàò òiñíî ïîâ'ÿçàíèé iç çàäà÷åþ

ïðîäîâæåííÿ ïîëiíîìà íà äðóãèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið, ÿêié, çîêðåìà, ïðè-

ñâÿ÷åíî ðîáîòè [7], [8], [30], [75], [110]. Ó âèïàäêó iñíóâàííÿ íà ïðîñòîði X

ïîëiíîìà, ùî íå ¹ ñëàáêî íåïåðåðâíèì íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòî-

ðó X, ÿê ïîêàçàíî â ðîáîòi [11], iñíó¹ åëåìåíò ñïåêòðà àëãåáðè Hb(X), ÿêèé

íå íàëåæèòü äðóãîìó ñïðÿæåíîìó ïðîñòîðó äî ïðîñòîðó X. Ïèòàííÿ iñíó-
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âàííÿ òàêîãî ïîëiíîìà ïîâ'ÿçàíå iç ïèòàííÿì âëàñòèâîñòi àïðîêñèìàöi¨ äëÿ

ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó äî ïðîñòîðó X (äèâ. [15]). Â ðîáîòi [78] âñòàíîâëåíî

äåÿêi óìîâè, çà ÿêèõ âñi íåïåðåðâíi ìóëüòèïëiêàòèâíi ëiíiéíi ôóíêöiîíà-

ëè àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, çàäàíèõ íà ôiêñîâàíié

çáàëàíñîâàíié âiäêðèòié ïiäìíîæèíi áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ¹ ôóíêöiîíà-

ëàìè îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ó òî÷êàõ. À ñàìå, ÿêùî ñïðÿæåíèé ïðîñòið äî

ïðîñòîðó X ìà¹ âëàñòèâiñòü àïðîêñèìàöi¨, òî çãàäàíà âèùå âëàñòèâiñòü âè-

êîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîñòið X ¹ ðåôëåêñèâíèì i êîæåí íå-

ïåðåðâíèé ïîëiíîì ìîæíà íàáëèçèòè ïîëiíîìàìè ñêií÷åííîãî òèïó. Òàêèì

ïðîñòîðîì, íàïðèêëàä, ¹ ïðîñòið Öiðåëüñîíà (äèâ. [92]). À. Â. Çàãîðîäíþê â

ðîáîòàõ [107], [108] ïîáóäóâàâ ïîñëiäîâíiñòü ñïðÿæåíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðiâ äî äåÿêèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðiâ ïîëiíîìiâ òàêó, ùî êîæåí íåïåðåðâíèé

ìóëüòèïëiêàòèâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà àëãåáði Hb(X) ìîæíà ïîäàòè

ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ öèõ ïðîñòîðiâ.

Ñïåêòð àëãåáðè Hb(X) ïîâíiñòþ îïèñàíèé äëÿ ïåâíèõ áàíàõîâèõ ïðî-

ñòîðiâ (íàïð. ÿêùî X = c0 àáî ÿêùî X ¹ ïðîñòîðîì Öiðåëüñîíà [18], [?],

[78]), â òîé ÷àñ, ÿê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñïåêòð àëãåáðè Hb(X) ìîæå ìàòè

äóæå ñêëàäíó ñòðóêòóðó (äèâ. [9], [107]). Òîìó äîöiëüíî ðîçãëÿíóòè äåÿêi

ìåíøi ïiäàëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ìîæíà îòðèìàòè ïîâíèé i

òî÷íèé îïèñ ¨õíiõ ñïåêòðiâ. Òàêèìè, íàïðèêëàä, ¹ äåÿêi ïiäàëãåáðè àëãåáðè

Hb(X), ïîðîäæåíi çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ ïîëiíîìiâ, òèïîâèìè ïðèêëàäàìè

ÿêèõ ¹ àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âèâ÷àëèñÿ ó ðîáîòàõ [6],

[12], [14], [23], [26], [39�42], [47], [79]. Õî÷à ïîíÿòòÿ ñèìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨

¹ äîñèòü çàãàëüíèì, òà äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ iñíóþòü

äåÿêi îñîáëèâi ïðèðîäíi ãðóïè ñèìåòðié. Íàïðèêëàä, ãðóïè ïåðåñòàíîâîê

óñiõ êîîðäèíàò (äèâ. [6], [23], [26], [47], [79]) àáî áëîêiâ êîîðäèíàò (äèâ.

[16], [69], [99]) ¹ ïðèðîäíiìè ãðóïàìè ñèìåòðié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé iç ñèìåòðè÷íèìè áàçèñàìè. Òèïîâèìè ãðóïàìè ñèìåòðié íà

ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèõ (äèâ. [70, Îçíà÷åííÿ 2.à.1, ñ. 117]) áàíàõîâèõ ïðî-
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ñòîðàõ ôóíêöié (äèâ. [39�41], [47], [79], [100]) i íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ öèõ

ïðîñòîðiâ (äèâ. [96�98], [101�105]) ¹ ãðóïè îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ÿê êîìïî-

çèöi¨ ñâîãî àðãóìåíòà ç äåÿêèì ïåðåòâîðåííÿì îáëàñòi âèçíà÷åííÿ öüîãî

àðãóìåíòà, ÿêå çáåðiãà¹ ìiðó.

Âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ

ïî÷àëîñÿ ç ðîáîòè [79] (äëÿ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó

âèïàäêó äèâ., íàïðèêëàä, [71, 106]). Ó ðîáîòi [79] àâòîðè ðîçãëÿíóëè ñèìå-

òðè÷íi íåïåðåðâíi ïîëiíîìè íà äiéñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ℓp òà Lp[0, 1],

äå p ∈ [1,+∞). Çîêðåìà, ó [79] àâòîðè ïîáóäóâàëè àëãåáðà¨÷íi áàçèñè àë-

ãåáð âèùåçãàäàíèõ ïîëiíîìiâ. Ó ðîáîòi [47] áóëî ðîçãëÿíóòî ñèìåòðè÷íi

íåïåðåðâíi ïîëiíîìè íà ñåïàðàáåëüíèõ äiéñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïîñëi-

äîâíîñòåé iç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì (äèâ. [70, Îçíà÷åííÿ. 3.à.1, ñ. 113]) i íà

ñåïàðàáåëüíèõ ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèõ äiéñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ôóí-

êöié (äèâ. [70, Îçíà÷åííÿ 2.à.1, ñ. 117]). Òîïîëîãi÷íi àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ ℓp âïåðøå âèâ÷àëè ó ðîáîòi [6]. Ñè-

ìåòðè÷íi ïîëiíîìè i ñèìåòðè÷íi ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé âèâ÷àëè ó ðîáîòàõ [23�26, 67�69, 99].

Ñèìåòðè÷íi ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ íåîáìåæåíîãî òèïó íà áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðàõ ïîñëiäîâíîñòåé âèâ÷àëè ó ðîáîòàõ [27, 59�61]. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè i

ñèìåòðè÷íi ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ óñiõ âèìiðíèõ çà

Ëåáåãîì ôóíêöié òà íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ òàêèõ ïðîñòîðiâ âèâ÷àëè ó

ðîáîòàõ [39, 41, 96, 97, 101]. Ó ïðàöÿõ [12�14, 42] áóëî çàñòîñîâàíî íàéáiëüø

çàãàëüíèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, äëÿ

ÿêî¨ îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ ñïåêòðà, äîñëiäæåíî àíàëiòè÷íó ñòðóêòóðó íà

ñïåêòði i îòðèìàíî çîáðàæåííÿ àëãåáðè ó âèãëÿäi àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà ñïåêòði. Ó ðîáîòi [39] áóëî ïîáóäîâàíî àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè

ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞ óñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóò-

ò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1] i áóëî îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè
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Ôðåøå Hbs(L∞) ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ öiëèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ îáìåæåíè-

ìè íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ, íà ïðîñòîði L∞. Ó ðîáîòi [41] áóëî ïîêàçàíî,

ùî àëãåáðà Hbs(L∞) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè óñiõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà ñèëüíî ñïðÿæåíîìó ïðîñòîði äî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó óñiõ

öiëèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði C. Òàêîæ ó ðîáîòi [41] áóëî ïî-

êàçàíî, ùî àëãåáðà Hbs(L∞) ¹ òåñò àëãåáðîþ äëÿ âiäîìî¨ ïðîáëåìè Ìàéêëà

(äèâ. [74]). Ó ðîáîòi [100] áóëî ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Hbs(L∞) ¹ içîìîðôíîþ

äî àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði óñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà ïiâîñi.
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1.2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

ÍåõàéX, E òà F � êîìïëåêñíi áàíàõîâi ïðîñòîðè. Ïîçíà÷èìî N ìíîæè-

íó âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i N0 ìíîæèíó N∪ {0}. Ïîçíà÷èìî Q+ ìíîæèíó

âñiõ äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i C ìíîæèíó âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ïî-

çíà÷èìî R ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë i R+ ìíîæèíó âñiõ äîäàòíèõ äiéñíèõ

÷èñåë. Ïîçíà÷èìî ℓp, 1 ≤ p <∞, � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið, ùî ñêëà-

äà¹òüñÿ ç óñiõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë x = (x1, x2, . . .), äëÿ ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
∑∞

n=1 |xn|p < ∞, ç íîðìîþ ∥x∥ =
(∑∞

n=1 |xn|p
)1/p

. Ïî-

çíà÷èìî ℓ∞ � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið óñiõ îáìåæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë x = (x1, x2, . . .), ç íîðìîþ ∥x∥ = supn∈N |xn|. Ïîçíà-
÷èìî c00 � ïðîñòið óñiõ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé x = (x1, x2, . . . , xn, 0, . . .)

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç íîðìîþ ∥x∥ = supn∈N |xn|. Ïîçíà÷èìî B(a, r) i B̄(a, r)

âiäïîâiäíî âiäêðèòó i çàìêíåíó êóëi iç öåíòðîì a ∈ X i ðàäióñîì r, äå

r ∈ R+.

1.2.1. Ïîëiíîìè

Îçíà÷åííÿ 1.1. Âiäîáðàæåííÿ A : Xn → C, äå n ∈ N, ÿêå ¹ ëiíié-

íèì âiäíîñíî êîæíîãî çi ñâî¨õ n àðãóìåíòiâ ïðè iíøèõ n− 1 àðãóìåíòàõ

ôiêñîâàíèõ, íàçèâàþòü n-ëiíiéíîþ ôîðìîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N âiäîáðàæåííÿ P : X → C
íàçèâàþòü n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, ÿêùî iñíó¹ äåÿêà n-ëiíiéíà ôîðìà

AP : Xn → C çâóæåííÿ íà äiàãîíàëü ÿêî¨ äîðiâíþ¹ P, òîáòî

P (x) = AP (x, ..., x︸ ︷︷ ︸
n

)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Ïîçíà÷èìî Pn
a (X) ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi

äiþòü ç ïðîñòîðó X ó ïðîñòið C. Òàêîæ íåõàé P0(X) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì

ñòàëèõ ôóíêöié ç X ó C. Äëÿ êîæíîãî P ∈ Pn
a (X) ïîêëàäåìî

∥P∥1 = sup{|P (x)| : x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1}. (1.1)
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Âiäîìî, ùî ïîëiíîì P ∈ Pn
a (X) ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

∥P∥1 < ∞. Ïîçíà÷èìî Pn(X) íîðìîâàíèé ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíèõ n-

îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü ç ïðîñòîðó X ó ïðîñòið C, iç íîðìîþ (1.1).

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið Pn(X) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Âiäîáðàæåííÿ P : X → C íàçèâàþòü ïîëiíîìîì

ñòåïåíÿ ùîíàéáiëüøå n, äå n ∈ N0, ÿêùî äëÿ íüîãî iñíóþòü P0, P1, . . . , Pn

òàêi, ùî

P = P0 + P1 + ...+ Pn,

äå Pj ¹ j-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, . . . , n}.

1.2.2. Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ñòåïåíåâèì ðÿäîì ó îêîëi òî÷êè a ∈ X íàçèâàþòü

ðÿä iç âiäîáðàæåíü âèãëÿäó
∑∞

n=0 Pn(x− a), äå P0 ∈ C i Pn ¹ n-îäíîðiäíèì

ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî n ∈ N.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ðàäióñîì çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî ðÿäó
∑∞

n=0 Pn(x−
a) íàçèâàþòü ñóïðåìóì òèõ r ∈ R+, äëÿ ÿêèõ ðÿä ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ

íà êóëi B̄(a, r).

Çãiäíî iç [76, ñ. 27, òåîðåìà 4.3], ðàäióñ çáiæíîñòi R ñòåïåíåâîãî ðÿäó

ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ Êîøi-Àäàìàðà

1

R
= lim sup

n→∞
∥Pn∥1/n1 .

Îçíà÷åííÿ 1.6. Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X. Âiä-

îáðàæåííÿ f : U → X íàçèâàþòü àíàëiòè÷íèì àáî ãîëîìîðôíèì, ÿêùî

äëÿ êîæíîãî a ∈ U iñíóþòü êóëÿ B(a, r) ⊂ U i ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ

f0, f1, . . . , äå f0 ∈ C i fj ¹ j-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî j ∈ N,
òàêà, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä

∑∞
n=0 fn(x − a) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî f(x)

äëÿ x ∈ B(a, r). Ðÿä
∑∞

n=0 fn(x − a) íàçèâàþòü ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f

ó îêîëi òî÷êè a. Ó âèïàäêó U = X ôóíêöiþ f íàçèâàþòü öiëîþ.
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Çãiäíî iç [76, ñ. 47, íàñëiäîê 7.3], ÷ëåíè ðÿäó Òåéëîðà äëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨

f : X → C ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi

fn(x) =
1

2πi

∫
|ζ|=r

f(ζx)

ζn+1
dζ, (1.2)

äå r ∈ R+.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X, f :

U → C � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ i íåõàé a ∈ U. Ðàäióñîì îáìåæåíîñòi ôóí-

êöi¨ f ó òî÷öi a íàçèâàþòü ñóïðåìóì òèõ r ∈ R+, äëÿ ÿêèõ B̄(a, r) ⊂ U

i f � îáìåæåíà íà B̄(a, r).

Çãiäíî iç [76, ñ. 52, òåîðåìà 7.13], äëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ ðàäióñ îáìåæåíîñòi

â íóëi çáiãà¹òüñÿ iç ðàäióñîì çáiæíîñòi ðÿäó Òåéëîðà öi¹¨ ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ôóíêöiþ, äëÿ ÿêî¨ ðàäióñ îáìåæåíîñòi äîðiâíþ¹ íå-

ñêií÷åííîñòi, íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó. Iíøèìè ñëîâàìè,

ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî òèïó � öå ôóíêöiÿ, ÿêà ¹ îáìåæåíîþ íà îáìåæåíèõ

ìíîæèíàõ.

Îçíà÷åííÿ 1.9. (Äèâ. [76, c. 58, îçíà÷åííÿ 8.1]) Íåõàé U ¹ âiäêðè-

òîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó E. Âiäîáðàæåííÿ f : U → F íàçèâàþòü

G-ãîëîìîðôíèì àáî G-àíàëiòè÷íèì, ÿêùî äëÿ âñiõ a ∈ U i b ∈ E âiä-

îáðàæåííÿ λ 7→ f(a+ λb) ¹ ãîëîìîðôíèì íà âiäêðèòié ìíîæèíi {λ ∈ C :

a+λb ∈ U}. Ïîçíà÷èìî HG(U ;F ) � ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ G-ãîëîìîðôíèõ

âiäîáðàæåíü, ÿêi äiþòü ç ïiäìíîæèíè U ó ïðîñòið F.

Òâåðäæåííÿ 1.1. (Äèâ. [76, c. 61, òâåðäæåííÿ 8.6]) Íåõàé U ¹ âiäêðè-

òîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó E i íåõàé f ∈ HG(U ;F ). Òîäi âiäîáðàæåííÿ

f ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì.

Òåîðåìà 1.1. (Äèâ. [76, c. 61, òåîðåìà 8.7]) Íåõàé U ¹ âiäêðèòîþ

ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó E. Òîäi äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f : U → F

íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1. f ¹ ãîëîìîðôíèì.
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2. f ¹ íåïåðåðâíèì i G-ãîëîìîðôíèì.

3. f ¹ íåïåðåðâíèì i f |U∩M ¹ ãîëîìîðôíèì äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîâè-

ìiðíîãî ïiäïðîñòîðó M ⊂ E.

1.2.3. Àëãåáðè òà ¨õíi ñïåêòðè

Íåõàé K = R àáî C.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Ëiíiéíèé ïðîñòið A íàä ïîëåì K íàçèâàþòü àëãå-

áðîþ, ÿêùî â íüîìó ââåäåíî ùå îäíó àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ � ìíîæåííÿ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi àêñiîìè:

1. (xy)z = x(yz) äëÿ êîæíèõ x, y, z ∈ A.

2. x(y + z) = xy + xz; (y + z)x = yx+ zx äëÿ êîæíèõ x, y, z ∈ A.

3. α(xy) = (αx)y = x(αy) äëÿ êîæíèõ x, y ∈ A, α ∈ K.

ßêùî iñíó¹ åëåìåíò e ∈ A òàêèé, ùî ex = xe = x äëÿ êîæíîãî

x ∈ A, òî åëåìåíò e íàçèâàþòü îäèíèöåþ àëãåáðè A, à ñàìó àëãåáðó

íàçèâàþòü àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ.

ßêùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíà, òîáòî ÿêùî xy = yx äëÿ

êîæíèõ x, y ∈ A, òî àëãåáðó A íàçèâàþòü êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Òîïîëîãi÷íèé ëiíiéíèé ïðîñòið A íàçèâàþòü òî-

ïîëîãi÷íîþ àëãåáðîþ, ÿêùî âií ¹ àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ i ìíîæåííÿ ¹ ñóêó-

ïíî íåïåðåðâíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Òîïîëîãi÷íó àëãåáðó A íàçèâàþòü ëîêàëüíî ìóëü-

òèïëiêàòèâíî îïóêëîþ àáî ëîêàëüíî m-îïóêëîþ àëãåáðîþ, ÿêùî òîïîëî-

ãiÿ íà àëãåáði A ¹ ïîðîäæåíîþ äåÿêîþ ñiì'¹þ íàïiâíîðì {pj : j ∈ J}, äå
J � äåÿêà iíäåêñíà ìíîæèíà, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ òàêi äâi óìîâè:

1. pj(e) = 1 äëÿ êîæíîãî j ∈ J.

2. pj(xy) ≤ pj(x)pj(y) äëÿ êîæíèõ x, y ∈ A, j ∈ J.



43

Îçíà÷åííÿ 1.13. Ïîâíó ìåòðèçîâíó ëîêàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíî

îïóêëó òîïîëîãi÷íó àëãåáðó íàçèâàþòü àëãåáðîþ Ôðåøå.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Âiäîáðàæåííÿ F : A → B íàçèâàþòü ãîìîìîðôi-

çìîì ç àëãåáðè A â àëãåáðó B, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

F (x+ y) = F (x) + F (y), (1.3)

F (αx) = αF (x), (1.4)

F (xy) = F (x)F (y) (1.5)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ A i α ∈ C.

Îçíà÷åííÿ 1.15. Àëãåáðà Ôðåøå F ¹ ôóíêöiîíàëüíî íåïåðåðâíîþ,

ÿêùî êîæíèé êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì íà F ¹ íåïåðåðâíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.16. Äâi àëãåáðè, A i B íàçèâàþòü içîìîðôíèìè, ÿêùî

iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.3),

(1.4), (1.5). ßêùî ïðè öüîìó àëãåáðè A i B ¹ òîïîëîãi÷íèìè, à âiäîáðàæå-

ííÿ F ¹ íåïåðåðâíèì, òî àëãåáðè A i B íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íî içîìîð-

ôíèìè.

Îçíà÷åííÿ 1.17. Äâi àëãåáðè Ôðåøå A òà B iç çàôiêñîâàíèìè íà

íèõ ìåòðèêàìè dA i dB âiäïîâiäíî íàçèâàþòü içîìåòðè÷íî içîìîðôíèìè,

ÿêùî iñíó¹ àëãåáðà¨÷íèé içîìîðôiçì F : A↔ B, ÿêèé ¹ içîìåòði¹þ àëãåáð

A òà B ÿê ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, òîáòî äëÿ êîæíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ A

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü dA(x, y) = dB(F (x), F (y)).

Îçíà÷åííÿ 1.18. Íåõàé A � òîïîëîãi÷íà àëãåáðà íàä ïîëåì K. Íå-
òðèâiàëüíèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì φ : A → K íàçèâàþòü õàðàêòå-

ðîì àëãåáðè A. Ìíîæèíó âñiõ õàðàêòåðiâ àëãåáðè A íàçèâàþòü ñïåêòðîì

àëãåáðè A i ïîçíà÷àþòü M(A).

Îçíà÷åííÿ 1.19. Àëãåáðó A íàçèâàþòü íàïiâïðîñòîþ, ÿêùî êîìïëå-

êñíi ãîìîìîðôiçìè çi ñïåêòðó M(A) àëãåáðè A âiäîêðåìëþþòü ¨¨ òî÷êè.

Òîáòî àëãåáðó A íàçèâàþòü íàïiâïðîñòîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ
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åëåìåíòiâ x, y ∈ A iñíó¹ êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì φ ∈M(A) òàêèé, ùî

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà, ùî φ(x) ̸= φ(y).

Íåõàé A ¹ àëãåáðîþ ôóíêöié, ÿêi äiþòü ç äåÿêî¨ ìíîæèíè T ó ìíîæèíó

C.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ a1, a2, . . . àëãåáðè A íàçèâà-

þòü àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äëÿ êîæíîãî

ïîëiíîìà q : Cn → C ç òîãî, ùî

q(a1(t), a2(t), . . . , an(t)) = 0

äëÿ âñiõ t ∈ T âèïëèâà¹, ùî q ≡ 0.

Îçíà÷åííÿ 1.21. Åëåìåíò b àëãåáðè A íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íîþ êîì-

áiíàöi¹þ åëåìåíòiâ a1, a2, . . . àëãåáðè A, ÿêùî iñíóþòü n ∈ N i ïîëiíîì

q : Cn → C òàêi, ùî

b(t) = q(a1(t), a2(t), . . . , an(t))

äëÿ âñiõ t ∈ T.

Îçíà÷åííÿ 1.22. Ñêií÷åííó àáî çëi÷åííó ìíîæèíó åëåìåíòiâ {ai} ⊂
A íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè A ç îäèíèöåþ e, ÿêùî:

1. ìíîæèíà {ai} ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ;

2. êîæíèé åëåìåíò àëãåáðè A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨

êîìáiíàöi¨ (ñêií÷åííî¨ ñóìè ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ) åëåìåíòiâ ç ìíî-

æèíè {ai} òà îäèíè÷íîãî åëåìåíòà e.

1.2.4. Àëãåáðà Hb(X)

Ïîçíà÷èìîHb(X) àëãåáðó óñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ ôóíêöié îáìå-

æåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Òîïîëîãiþ íà àëãå-

áði Hb(X) ââîäÿòü çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè íîðì

∥f∥r = sup
∥x∥≤r

|f(x)|,
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äå r ∈ Q+. Çàóâàæèìî, ùî ∥fg∥r ≤ ∥f∥r∥g∥r i ∥1∥r = 1 äëÿ âñiõ r ∈ Q+.

Çãiäíî iç [5, ñ. 147], òîïîëîãiþ ó çëi÷åííî-íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ìîæíà

çàäàòè çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ìåòðèêè. À ñàìå, çàïèøåìî åëåìåíòè ìíîæèíè

Q+ ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi r1, r2, . . . i çàäàìî ìåòðèêó íà Hb(X) ôîðìóëîþ

d(f, g) =
∞∑
n=1

1

2n
∥f − g∥rn

1 + ∥f − g∥rn
. (1.6)

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî àëãåáðà Hb(X) ¹ ïîâíîþ âiäíîñíî öi¹¨ ìåòðèêè.

Îòæå, Hb(X) ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå.

Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ Hb(X) ìîæíà ðîçêëàñòè ó ðÿä Òåéëîðà

f =
∞∑
n=0

fn, (1.7)

äå fn ∈ Pn(X) äëÿ n ∈ N0, i ðÿä (1.7) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî ôóíêöi¨ f

íà êîæíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó X.

Iç ðiâíîñòi (1.2) âèïëèâà¹ íàñòóïíà îöiíêà, ÿêó íàçèâàþòü îöiíêîþ Êî-

øi:

∥fn∥1 ≤ ∥f∥1 (1.8)

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hb(X), äå fn � öå n-òèé ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà (1.7)

äëÿ ôóíêöi¨ f.

Ïîçíà÷èìî H∗
b (X) � ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóí-

êöiîíàëiâ íà àëãåáði Hb(X).

Îçíà÷åííÿ 1.23. (Äèâ. [9, c. 53]) Ðàäióñ ôóíêöi¹þ R(φ) ôóíêöiîíàëà

φ ∈ H∗
b (X) íàçèâàþòü iíôiìóì óñiõ r ∈ R+ òàêèõ, ùî φ ¹ íåïåðåðâíèì

âiäíîñíî íîðìè ∥ · ∥r.

Òàêèì ÷èíîì,

0 ≤ R(φ) <∞.

Ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Pn(X) ¹ îáìåæåíi íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó

X, òîìó Pn(X) ⊂ Hb(X).
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Íåõàé φ ∈ H∗
b (X). Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiîíàëà φ, îòðèìó-

¹ìî

φ(f) =
∞∑
n=0

φ(fn). (1.9)

Ïîçíà÷èìî φn çâóæåííÿ ôóíêöiîíàëà φ ∈ H∗
b (X) íà ïðîñòið Pn(X). Òîäi

ôóíêöiîíàë φn ¹ íåïåðåðâíèì. Âèçíà÷èìî éîãî íîðìó íà ïðîñòîði Pn(X)

íàñòóïíèì ÷èíîì

∥φn∥ = sup{|φ(P )| : P ∈ Pn(X), ∥P∥ ≤ 1}.

Ðàäióñ ôóíêöiÿ ìîæå áóòè âèðàæåíà ó ñåíñi öèõ íîðì.

Òåîðåìà 1.2. (Äèâ. [9, c. 54]) Ðàäióñ ôóíêöiþ R íà H∗
b (X) ìîæíà

îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ íàñòóïíî¨ ôîðìóëè:

R(φ) = lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n .

Äëÿ êîæíîãî x ∈ X ïîçíà÷èìî δx ∈ M
(
Hb(X)

)
� ôóíêöiîíàë îá÷è-

ñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó òî÷öi x :

δx(f) = f(x), f ∈ Hb(X).

Âiäîìî (äèâ. [9, c. 53]), ùî

R(δx) = ∥x∥, x ∈ X.

Íåõàé P = {P1, P2, . . . , Pn, . . .} ¹ ìíîæèíîþ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ íåïå-

ðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði X, òàêèõ, ùî Pn ¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì

i ∥Pn∥1 = 1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Ïîçíà÷èìî PP(X) àëãåáðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç óñiõ ïîëiíîìiâ, ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íèìè êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòiâ ìíîæèíè P.
Ïîçíà÷èìî HbP(X) çàìèêàííÿ àëãåáðè PP(X) ó ìåòðèöi àëãåáðè Hb(X).

1.2.5. Àëãåáðà ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði

Íåõàé S ¹ ãðóïîþ içîìåòðié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîðiX.Ôóíêöiþ f : X →
C íàçèâàþòü S-ñèìåòðè÷íîþ (àáî ïðîñòî ñèìåòðè÷íîþ), ÿêùî

f(σ(x)) = f(x)
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äëÿ âñiõ σ ∈ S òà x ∈ X. Íåõàé Ps(X) � àëãåáðà óñiõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði X i Hbs(X) � ¨¨ ïîïîâíåííÿ ó ìåòðèöi àëãåáðè

Hb(X). Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ àëãåáðà Ps(X) ìà¹ äåÿêèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ

P i òîìó Hbs(X) = HbP(X).

Ïîçíà÷èìî L∞ � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið óñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáå-

ãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié x íà âiäðiçêó [0, 1] ç

íîðìîþ

||x||∞ = ess supt∈[0,1]|x(t)|.

Ó [39] äîâåäåíî, ùî ÿêùî S ¹ ãðóïîþ óñiõ âèìiðíèõ àâòîìîðôiçìiâ âiäðiçêà

[0, 1], ÿêi çáåðiãàþòü ìiðó Ëåáåãà, òî ïîëiíîìè

Rn(x) =

∫
[0,1]

(x(t))ndt, x ∈ L∞

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Ps(L∞).

Òîìó êîæíó ôóíêöiþ F ∈ Hbs(L∞) ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

F (x) =
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...knR
k1
1 (x)Rk2

2 (x) . . . Rkn
n (x), (1.10)

äå αk1...kn ∈ C i k1, k2, . . . , kn ∈ N0.

Ïîçíà÷èìî Mbs � ñïåêòð àëãåáðè Hbs(L∞). Âiäîìî, ùî ñïåêòð Mbs

àëãåáðè Hbs(L∞) çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü

ôóíêöié â òî÷êàõ i ìîæå áóòè îïèñàíèé ÿê ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé

Λ× =
{
{ξn}∞n=1 : ξn = Rn(x), x ∈ L∞, n ∈ N

}
=
{
{ξn}∞n=1 ∈ C∞ : sup

n∈N
|ξn|1/n <∞

}
.

Ìíîæèíó Λ× ìîæíà ïðèðîäíèì ÷èíîì iäåíòèôiêóâàòè ç (DF)-ïðîñòîðîì

H ′(C)β, ñèëüíî ñïðÿæåíèì (äèâ. [84, ñ. 179]) äî ïðîñòîðó Ôðåøå H(C) öi-
ëèõ ôóíêöié íà C. Çãiäíî ç [41], àëãåáðà Hbs(L∞) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãå-

áðè H(H ′(C)β) óñiõ öiëèõ ôóíêöié íà H ′(C)β. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ìî-

æíà îòðèìàòè äëÿ äåÿêèõ iíøèõ àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó [100].
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1.2.6. Ãiïåðôàêòîðiàë íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

Îçíà÷åííÿ 1.24. Ãiïåðôàêòîðiàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçèâà-

þòü äîáóòîê

H(n) = 11 · 22 · . . . · nn. (1.11)

Òåîðåìà 1.3. (Äèâ. [46]) Àñèìïòîòè÷íà øâèäêiñòü ðîñòó ãiïåðôà-

êòîðiàëà ¹ íàñòóïíîþ:

H(n) ∼ An
6n2+6n+1

12 e
−n2

4 ,

äå A = 1, 2824 . . . ¹ ñòàëîþ Ãëåéøåðà-Êiíêåëiíà.

1.2.7. Ãiïåðöèêëi÷íèé îïåðàòîð

Îçíà÷åííÿ 1.25. Íåõàé Y ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì Ôðåøå. Íåïåðåðâ-

íèé ëiíiéíèé îïåðàòîð T : Y → Y íàçèâàþòü ãiïåðöèêëi÷íèì, ÿêùî iñíó¹

âåêòîð y0 ∈ Y, äëÿ ÿêîãî îðáiòà ïiä äi¹þ T,

Orb(T, y0) = {y0, T y0, T 2y0, . . .},

¹ ùiëüíîþ â ïðîñòîði Y. Êîæåí òàêèé âåêòîð y0 íàçèâàþòü ãiïåðöèêëi-

÷íèì âåêòîðîì îïåðàòîðà T.

Òåîðåìà 1.4. (Êðèòåðié ãiïåðöèêëi÷íîñòi) Íåõàé X ¹ ñåïàðàáåëüíèì

ïðîñòîðîì Ôðåøå i T : X → X ¹ ëiíiéíèì, íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü X0, Y0 � ùiëüíi ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó X, ïî-

ñëiäîâíiñòü {nk} íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, i ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü (ìî-

æëèâî íåëiíiéíèõ, ìîæëèâî íå íåïåðåðâíèõ) Sn : Y0 → X, òàêi, ùî:

1. T nk(x) → 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ X0 ïðè k → ∞.

2. Snk(y) → 0 äëÿ êîæíîãî y ∈ Y0 ïðè k → ∞.

3. T nk ◦ Snk(y) = y äëÿ êîæíîãî y ∈ Y0.

Òîäi îïåðàòîð T ¹ ãiïåðöèêëi÷íèì.
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Êàæóòü, ùî îïåðàòîð T çàäîâîëüíÿ¹ êðèòåðié ãiïåðöèêëi÷íîñòi äëÿ

öiëî¨ ïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî ìè ìîæåìî ïîêëàñòè nk = k.

Òåîðåìà 1.5. (Äèâ. [26, c. 159, Òåîðåìà 3.2]) Íåõàé X ¹ êîìïëåêñíèì

áàíàõîâèì ïðîñòîðîì i P = (P1, P2, . . .) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ àëãåáðà¨÷íî íåçà-

ëåæíèõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòî-

ði X òàêèõ, ùî Pn ¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Íåõàé
T : HbP(X) → HbP(X) ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì, òàêèì, ùî

T (Pn) = Pn + an

äëÿ äåÿêî¨ íåíóëüîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {an}∞n=1. Òîäi îïå-

ðàòîð T ¹ ãiïåðöèêëi÷íèì i çàäîâîëüíÿ¹ êðèòåðié ãiïåðöèêëi÷íîñòi äëÿ

öiëî¨ ïîñëiäîâíîñòi.



50

ÐÎÇÄIË 2. ÀËÃÅÁÐÈ, ÏÎÐÎÄÆÅÍI

ÇËI×ÅÍÍÈÌÈ ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ ÏÎËIÍÎÌIÂ

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíà-

õîâèõ ïðîñòîðàõ.

2.1. Ðàäióñ-ôóíêöiÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà íà ïiäàëãåáði àë-

ãåáðè Hb(X)

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè óçàãàëüíþ¹ìî òåîðåìó ïðî îá÷èñëåííÿ ðàäióñ-

ôóíêöi¨ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà äëÿ ïiäàëãåáð àëãåáðè Hb(X) íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X.

Íåõàé H(0)
b (X) ¹ äîâiëüíîþ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè Hb(X), ÿêà ìà¹ íà-

ñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà íàëåæèòü öié ïiäàëãåáði, óñi

÷ëåíè ¨¨ ðÿäó Òåéëîðà òåæ íàëåæàòü ïiäàëãåáði.

Äëÿ êîæíîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà φ ∈
(
H

(0)
b (X)

)∗
iñíó¹ ÷èñëî r ∈ Q+ òàêå, ùî ôóíêöiîíàë φ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè

∥ · ∥r, äå
(
H

(0)
b (X)

)∗
¹ ïðîñòîðîì âñiõ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ

íà àëãåáði H(0)
b (X).

Àíàëîãi÷íî äî îçíà÷åííÿ 1.23 âèçíà÷èìî ðàäióñ-ôóíêöiþ íà ïðîñòîði(
H

(0)
b (X)

)∗
íàñòóïíèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Äëÿ φ ∈
(
H

(0)
b (X)

)∗
ðàäióñ-ôóíêöi¹þ R(φ) áóäåìî

íàçèâàòè iíôiìóì óñiõ r > 0 òàêèõ, ùî φ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè

∥ · ∥r.

Òàêèì ÷èíîì,

0 ≤ R(φ) <∞.

Äëÿ n ∈ N0 ïîçíà÷èìî P̃n(X) = Pn(X)
⋂
H

(0)
b (X) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ

n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði X, ÿêi íàëåæàòü àëãåáði H(0)
b (X). Äëÿ
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êîæíîãî ïîëiíîìà P ∈ P̃n(X) ïîêëàäåìî

∥P∥ = ∥P∥1 = sup{|P (x)| : x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1}.

Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ H
(0)
b (X) ìîæíà ðîçêëàñòè ó ðÿä Òåéëîðà

f =
∞∑
n=0

fn, (2.1)

äå fn ∈ Pn(X) äëÿ n ∈ N0, i ðÿä (2.1) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî ôóíêöi¨

f íà êîæíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó X. Çãiäíî iç ïðèïóùåííÿì

ñòîñîâíî àëãåáðè H(0)
b (X), çðîáëåíèì íà ïî÷àòêó äàíîãî ïiäðîçäiëó, êîæåí

÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà fn íàëåæèòü àëãåáði H(0)
b (X). Òîìó fn ∈ P̃n(X) äëÿ

êîæíîãî n ∈ N0. Çâiäñè òàêîæ, âíàñëiäîê çàìêíåíîñòi àëãåáðè âiäíîñíî

äîäàâàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ, âèïëèâà¹, ùî ÷àñòèííi ñóìè ðÿäó

Òåéëîðà (2.1) íàëåæàòü àëãåáði H(0)
b (X), òîáòî

m∑
n=0

fn ∈ H
(0)
b (X)

äëÿ êîæíîãî m ∈ N0. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ðÿäó Òåéëîðà (2.1) äî ôóíêöi¨

f íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ÷à-

ñòèííèõ ñóì öüîãî ðÿäó çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ó ñåíñi òîïîëîãi¨ íà àëãåáði

H
(0)
b (X), iíäóêîâàíî¨ òîïîëîãi¹þ àëãåáðè Hb(X), òîáòî

lim
m→∞

m∑
n=0

fn = f. (2.2)

Íåõàé φ ∈
(
H

(0)
b (X)

)∗
. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (2.2), âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâ-

íiñòü ôóíêöiîíàëà φ, îòðèìà¹ìî, ùî

φ(f) = lim
m→∞

φ

(
m∑
n=0

fn

)
. (2.3)

Çãiäíî iç ëiíiéíiñòþ ôóíêöiîíàëà φ,

φ

(
m∑
n=0

fn

)
=

m∑
n=0

φ(fn) (2.4)
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äëÿ êîæíîãî m ∈ N0. Iç ðiâíîñòåé (2.3) òà (2.4) âèïëèâà¹ íàñòóïíà ðiâíiñòü:

φ(f) =
∞∑
n=0

φ(fn). (2.5)

Ïîçíà÷èìî φn � çâóæåííÿ ôóíêöiîíàëà φ íà P̃n(X). Òîäi ôóíêöiîíàë φn ¹

íåïåðåðâíèì. Âèçíà÷èìî éîãî íîðìó íà ïðîñòîði P̃n(X) íàñòóïíèì ÷èíîì

∥φn∥ = sup{|φ(P )| : P ∈ P̃n(X), ∥P∥ ≤ 1}.

Ðàäióñ-ôóíêöiÿ ìîæå áóòè âèðàæåíà ó ñåíñi öèõ íîðì. Äîâåäåìî àíàëîã

òåîðåìè 1.2.

Òåîðåìà 2.1. Ðàäióñ-ôóíêöiþ R íà ïðîñòîði
(
H

(0)
b (X)

)∗
ìîæíà îá-

÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ íàñòóïíî¨ ôîðìóëè

R(φ) = lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

0 < t < lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n .

Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ Pj ñòåïåíÿ nj → ∞ òàêà, ùî

∥Pj∥ = 1 i |φ(Pj)| > tnj . ßêùî 0 < r < t, òî çà îäíîðiäíiñòþ,

∥Pj∥r = rnj .

Îòæå,

|φ(Pj)| >
( t
r

)nj
∥Pj∥r

i ôóíêöiîíàë φ íå ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà êóëi B̄(0, r). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî R(φ) ≥ r, i, âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü

âèáîðó ÷èñåë r òà t, ìè îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

R(φ) ≥ lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n .

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè ïðîòèëåæíó íåðiâíiñòü, íåõàé

s > lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n .
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Òàêèì ÷èíîì ∥φn∥ ≤ sn äëÿ âåëèêèõ n. Òîäi iñíó¹ c ≥ 1 òàêå, ùî

∥φn∥ ≤ csn, n ≥ 0.

Íåõàé r > s ¹ äîâiëüíèì, i ôóíêöiÿ f ∈ H
(0)
b (X) ìà¹ ðîçêëàä ó ðÿä Òåéëîðà

(2.1). Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó Êîøi (1.8), îòðèìà¹ìî, ùî

rn∥fn∥ = ∥fn∥r ≤ ∥f∥r, n ≥ 0.

Îòæå,

|φ(fn)| ≤ ∥φn∥∥fn∥ ≤ csn

rn
∥f∥r.

Òîìó, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.5) îòðèìà¹ìî, ùî

|φ(f)| ≤ c
( ∞∑
n=0

sn

rn

)
∥f∥r.

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiîíàë φ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ðiâíîìiðíî¨ çái-

æíîñòi íà êóëi B̄(0, r) i R(φ) ≤ r. Îñêiëüêè ÷èñëà s òà r âèáðàíi äîâiëüíèì

÷èíîì, òî

R(φ) ≤ lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n .

Îòæå, ðiâíiñòü

R(φ) = lim sup
n→∞

∥φn∥
1
n

äîâåäåíî.
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2.2. Àëãåáðà HbP(X) òà ¨¨ âëàñòèâîñòi

Íåõàé P = {P1, P2, . . .} ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íå-

çàëåæíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði X, òàêèõ, ùî Pn ¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì i ∥Pn∥1 = 1 äëÿ êîæíîãî

n ∈ N. Ïîçíà÷èìî PP(X) àëãåáðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïîëiíîìiâ, ÿêi

¹ àëãåáðà¨÷íèìè êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòiâ ìíîæèíè P. Ïîçíà÷èìî HbP(X)

çàìèêàííÿ àëãåáðè PP(X) ó ìåòðèöi àëãåáðè Hb(X).

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî, ùî àëãåáðà HbP(X) ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå,

äîñëiäæåíî çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåíòiâ äàíî¨ àëãåáðè, à òàêîæ âñòàíîâëå-

íî îöiíêó çâåðõó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü õàðàêòåðiâ çi ñïåêòðó àëãåáðè

HbP(X) íà ìíîæèíi ïîëiíîìiâ P.

Òåîðåìà 2.2. Àëãåáðà HbP(X) ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå âiäíîñíî ìåòðèêè

(1.6).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f, g ∈ HbP(X)

i ñêàëÿðà λ ∈ C ôóíêöi¨ f + g, λf i fg áóäóòü íàëåæàòè àëãåáði HbP(X).

Îñêiëüêè àëãåáðà HbP(X) ¹ çàìèêàííÿì àëãåáðè PP(X), òî äëÿ ôóíêöié

f, g ∈ HbP(X) iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi {an}∞n=1, {bn}∞n=1 ⊂ PP(X) òàêi, ùî

an → f i bn → g ïðè n → ∞. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∥f − an∥r → 0 i

∥g − bn∥r → 0 ïðè n → ∞ äëÿ êîæíîãî r ∈ Q+. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî

r ∈ Q+

∥f + g − (an + bn)∥r ≤ ∥f − an∥r + ∥g − bn∥r → 0, n→ ∞,

i

∥λf − λan∥r = |λ|∥f − an∥r → 0, n→ ∞,

òî

an + bn → f + g, n→ ∞

i

λan → λf, n→ ∞.
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Îòæå, ôóíêöi¨ f + g i λf íàëåæàòü àëãåáði HbP(X).

Òåïåð äîâåäåìî, ùî fg ∈ HbP(X). Ïîêàæåìî, ùî anbn → fg ïðè n →
∞. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî r ∈ Q+

∥fg − anbn∥r = ∥fg − fbn + fbn − anbn∥r ≤

≤ ∥fg − fbn∥r + ∥fbn − anbn∥r ≤

≤ ∥f∥r∥g − bn∥r + ∥f − an∥r∥bn∥r.

Îñêiëüêè ∥bn − g∥r → 0 ïðè n → ∞, òî iñíó¹ íîìåð N ∈ N òàêèé, ùî ïðè

n ≥ N áóäå ∥bn − g∥r < 1. Òîìó äëÿ n ≥ N

∥bn∥r = ∥bn − g + g∥r ≤

≤ ∥bn − g∥r + ∥g∥r <

< 1 + |g∥r.

Îòæå, äëÿ n ≥ N

∥fg − anbn∥r ≤ ∥f∥r∥g − bn∥r + ∥f − an∥r(1 + ∥g∥r).

Îñêiëüêè ∥f − an∥r → 0 i ∥g − bn∥r → 0 ïðè n → ∞, òî ∥fg − anbn∥r → 0

ïðè n → ∞. Òîìó anbn → fg ïðè n → ∞ i, îòæå, fg ∈ HbP(X). Òåîðåìó

äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2.3. Êîæåí ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f ∈ HbP(X) ìîæíà

¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ ìíî-

æèíè P. ßê íàñëiäîê,

f(x) = f(0) +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2,...,knP1(x)
k1P2(x)

k2 · · ·Pn(x)kn

äëÿ âñiõ x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n ∈ N i íåõàé ïîëiíîì fn � öå n-òèé ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà

ôóíêöi¨ f. Äîâåäåìî, ùî ïîëiíîì fn ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ P1, . . . , Pn.

Ïîçíà÷èìî Pn
Pn
(X) ïðîñòið óñiõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi ¹ àëãåáðà-

¨÷íèìè êîìáiíàöiÿìè ïîëiíîìiâ P1, . . . , Pn. Çàóâàæèìî, ùî ñóêóïíiñòü ïî-

ëiíîìiâ âèãëÿäó P k1
1 P

k2
2 . . . P kn

n , äå k1, k2, . . . , kn � öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà, äëÿ
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ÿêèõ k1+2k2+ . . .+nkn = n, ¹ áàçèñîì Ãàìåëÿ ïðîñòîðó Pn
Pn
(X). Îñêiëüêè

òàêèõ ïîëiíîìiâ ¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü, òî ïðîñòið Pn
Pn
(X) � ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé. Òîìó ïðîñòið Pn
Pn
(X) � ïîâíèé âiäíîñíî êîæíî¨ ç íîðì. Çîêðåìà,

ïðîñòið Pn
Pn
(X) � ïîâíèé âiäíîñíî íîðìè ∥ · ∥1.

Îñêiëüêè àëãåáðà HbP(X) ¹ çàìèêàííÿì àëãåáðè PP(X), òî iñíó¹ ïî-

ñëiäîâíiñòü {al}∞l=1 ⊂ PP(X), ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f âiäíîñíî ìåòðèêè

(1.6). Íåõàé aln � öå n-é ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà ïîëiíîìà al. Çàóâàæèìî, ùî

aln ∈ Pn
Pn
(X) äëÿ êîæíîãî l ∈ N. Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {aln}∞n=1

çáiãà¹òüñÿ äî ïîëiíîìà fn âiäíîñíî íîðìè ∥ ·∥1. Çãiäíî ç iíòåãðàëüíîþ ôîð-

ìóëîþ Êîøi (1.2), ó ÿêié âiçüìåìî r = 1,

fn(x) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζx)

ζn+1
dζ

i

aln(x) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

al(ζx)

ζn+1
dζ.

Òîìó

|fn(x)− aln(x)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζx)− al(ζx)

ζn+1
dζ

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

∫
|ζ|=1

|f(ζx)− al(ζx)|
|ζ|n+1

dζ =

=
1

2π

∫
|ζ|=1

|f(ζx)− al(ζx)| dζ.

Ïðè x ∈ X òàêîìó, ùî ∥x∥ ≤ 1 i ζ ∈ C òàêîìó, ùî |ζ| = 1, áóäå ∥ζx∥ ≤ 1.

Òîìó ïðè ∥x∥ ≤ 1

|f(ζx)− al(ζx)| ≤ ∥f − al∥1.

Çâiäñè,

∥fn − aln∥1 = sup
∥x∥≤1

|fn(x)− aln(x)| ≤

≤ 1

2π
∥f − al∥1

∫
|ζ|=1

dζ =

= ∥f − al∥1.
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Îñêiëüêè al → f, òî ∥f − al∥1 → 0 ïðè l → ∞. Òîìó ∥fn − aln∥1 → 0

ïðè l → ∞. Îòæå, aln → fn ïðè l → ∞ âiäíîñíî íîðìè ∥ · ∥1. Îñêiëüêè
ïðîñòið Pn

Pn
(X) � ïîâíèé âiäíîñíî íîðìè ∥ · ∥1, òî fn ∈ Pn

Pn
(X). Îòæå,

ïîëiíîì fn ìîæíà ïîäàòè ÿê àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ P1, . . . , Pn.

�äèíiñòü òàêîãî ïîäàííÿ âèïëèâà¹ iç àëãåáðà¨÷íî¨ íåçàëåæíîñòi ïîëiíîìiâ

P1, . . . , Pn. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî MbP ñïåêòð àëãåáðè HbP(X). Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.3 êîæíó

ôóíêöiþ f ∈ HbP(X) ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

f =
∞∑
n=0

fn = f(0) +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2...,knP
k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n ,

äå ak1,k2...,kn ∈ C i k1, k2 . . . , kn ∈ N0. Òîìó äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ ∈ MbP

çãiäíî ç íåïåðåðâíiñòþ, ëiíiéíiñòþ òà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ âèêîíó¹òüñÿ íà-

ñòóïíà ðiâíiñòü:

φ(f) = f(0) +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2...,kn(φ(P1))
k1(φ(P2))

k2 · · · (φ(Pn))kn.

Òàêèì ÷èíîì áà÷èìî, ùî õàðàêòåð φ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷å-

ííÿìè íà ïîëiíîìàõ Pj, äå j ∈ N. Îòæå, êîæåí õàðàêòåð φ ∈ MbP ìîæíà

iäåíòèôiêóâàòè ç ïîñëiäîâíiñòþ {φ(Pj)}∞j=1.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ ∈ MbP iñíó¹ ÷èñëî r ∈ Q+

òàêå, ùî îöiíêà

|φ(Q)| ≤ rn∥Q∥1

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî n-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà Q, ÿêèé íàëåæèòü àë-

ãåáði HbP(X).

Äîâåäåííÿ. Êîæåí õàðàêòåð φ ∈MbP ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ðiâíî-

ìiðíî¨ çáiæíîñòi íà äåÿêié êóëi ïðîñòîðó X. Íåõàé õàðàêòåð φ ¹ íåïåðåðâ-

íèì âiäíîñíî íîðìè ∥ · ∥r, äå r ∈ Q+. Îñêiëüêè íîðìà êîæíîãî íåíóëüîâî-

ãî íåïåðåðâíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ãîìîìîðôiçìó äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òî

îöiíêà

|φ(Q)| ≤ ∥Q∥r



58

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ÷èñåë r > R(φ), äå R(φ) � ðàäióñ-ôóíêöiÿ õàðàêòåðà

φ i Q � n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì, ÿêèé íàëåæèòü àëãåáði HbP(X). Îòæå,

|φ(Q)| ≤ sup
∥x∥≤r

|Q(x)|.

Çðîáèìî çàìiíó:

x = ry.

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è, ùî Q ¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, îòðèìà¹ìî

íåðiâíiñòü

|φ(Q)| ≤ rn sup
∥y∥≤1

|Q(y)|,

òîáòî

|φ(Q)| ≤ rn∥Q∥1.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Iç äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.1. Äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ ∈ MbP iñíó¹ ÷èñëî r ∈ Q+

òàêå, ùî îöiíêà

|φ(Pn)| ≤ rn

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà Pn, ÿêèé íàëåæèòü ïîñëiäîâíîñòi P.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ìîäóëiâ çíà÷åíü õàðàêòåðà íà ïîëiíîìàõ iç ïîñëi-

äîâíîñòi P çðîñòà¹ íå øâèäøå, íiæ äåÿêà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ.
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2.3. Àëãåáðè ïîðîäæåíi ïîñëiäîâíîñòÿìè ïîëiíîìiâ

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàãàëüíèé êëàñ àëãåáð, ïîðîäæåíèõ

ïîñëiäîâíiñòþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Äîñëiäæåíî óìîâè, çà ÿêèõ äâi òàêi

àëãåáðè ¹ içîìîðôíèìè òà ïîáóäîâàíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ðiçíèõ çëi÷åííî

ïîðîäæåíèõ àëãåáð.

Íåõàé P = {Pn} ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâî-

ìó ïðîñòîði X. Íàäàëi, ó ìåæàõ öüîãî ïiäðîçäiëó ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè,

ùî êîæíèé ïîëiíîì Pn ¹ àáî n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì ç îäèíè÷íîþ íîðìîþ,

àáî äîðiâíþ¹ íóëþ, i íåíóëüîâi ïîëiíîìè ó öié ïîñëiäîâíîñòi ¹ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíèìè. Ðîçãëÿíåìî ìiíiìàëüíó àëãåáðó ç îäèíèöåþ PP(X), ïîðî-

äæåíó ïîëiíîìàìè P. Ìè ïîçíà÷à¹ìî HbP(X) � çàìèêàííÿ àëãåáðè PP(X)

ó ìåòðèöi àëãåáðè Hb(X) i HP(X) � àëãåáðó óñiõ öiëèõ ôóíêöié

f =
∞∑
n=0

fn

íà ïðîñòîði X òàêó, ùî óñi ÷ëåíè ðÿäó Òåéëîðà fn íàëåæàòü àëãåáði PP(X).

Àëãåáðà HP(X) ¹ òîïîëîãi÷íîþ àëãåáðîþ âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó X. Íåõàé Q = {Qn} ¹

ùå îäíi¹þ ïîñëiäîâíiñòþ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ

ç îäèíè÷íèìè íîðìàìè (àáî ïîëiíîìiâ, ùî äîðiâíþþòü íóëþ) íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Y. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî íàñòóïíå

ïèòàííÿ:

� Çà ÿêèõ óìîâ àëãåáðà¨÷íèé içîìîðôiçì

J0 = JPQ0 : PP(X) → PQ(Y ),

äå

J0 : Pn 7→ Qn

ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèé äî òîïîëîãi÷íîãî içîìîðôiçìó

J = JPQ : HP(X) → HQ(Y )
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àáî äî òîïîëîãi÷íîãî içîìîðôiçìó

Jb = JPQb : HbP(X) → HbQ(Y )?

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü P ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè

PP(X) i ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü Q ¹ ùå îäíèì àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãå-

áðè PP(X), òî àëãåáðà HbP(X) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè HbQ(X). Ïðîòå, ó

öüîìó âèïàäêó, âiäîáðàæåííÿ J0 íåîáîâ'ÿçêîâî ¹ íåïåðåðâíèì. Íàñòóïíèé

ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ J0 ìîæå áóòè ðîçðèâíèì íàâiòü ÿêùî

Qn = anPn äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë an, òàêèõ, ùî |an| = 1.

Ïðèêëàä 2.1. Íåõàé X = ℓ1 i

Pn(x) = Fn(x) =
∞∑
k=1

xnk ,

äå x = (x1, x2, . . .) ∈ ℓ1. Òîäi àëãåáðà HbP(X) = Hbs(ℓ1) ¹ àëãåáðîþ ñèìå-

òðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði ℓ1 i ïîñëi-

äîâíiñòü ïîëiíîìiâ {Fn} óòâîðþ¹ àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði âñiõ ñèìå-

òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ PS(X) ⊂ Hbs(ℓ1) (äèâ. [47]). Ó ðîáîòi [26] äîâåäåíî,

ùî âiäîáðàæåííÿ Fn 7→ aFn ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèì äî íåïåðåðâíîãî ãî-

ìîìîðôiçìó àëãåáðè Hbs(ℓ1) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a ¹ äîäàòíèì öiëèì

÷èñëîì.

Ïðîòå, ¹ öiêàâi òà íåî÷iêóâàíi ïðèêëàäè, äå içîìîðôiçì J0 ¹ íåïåðåðâ-

íèì.

Ïðèêëàä 2.2. Íåõàé X = L∞,

Pn(x) = Rn(x) :=

∫
[0,1]

(x(t))ndt

(äèâ. [39]), i Y = ℓ∞, i Qn(x) = In(x) = xnn. Ó ðîçäiëi 4 áóäå äîâåäåíî, ùî

âiäîáðàæåííÿ Rn 7→ In ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèì äî íåïåðåðâíîãî içîìîð-

ôiçìó ç àëãåáðè Hbs(L∞) â àëãåáðó HbI(ℓ∞).

Çàóâàæèìî, ùî ç iñíóâàííÿ içîìîðôiçìó ìiæ àëãåáðàìè HbP(X) òà

HbQ(Y ) íå âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ içîìîðôiçìó ìiæ àëãåáðàìèHP(X) òàHQ(Y ).
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Ïðèêëàä 2.3. Ó ðîçäiëi 3 áóäå äîâåäåíî, ùî içîìîðôiçì J0 ìîæå áó-

òè ïðîäîâæåíèì äî íåïåðåðâíîãî içîìîðôiçìó Jb ìiæ àëãåáðàìè HbI(c0)

òà HbI(ℓ∞), äå In(x) = xnn, x = (x1, x2, . . .) ∈ X. Àëå àëãåáðà HI(c0) íå ¹

içîìîðôíîþ äî àëãåáðè HI(ℓ∞), áî àëãåáðà HI(c0) ìiñòèòü íåòðèâiàëüíó

ôóíêöiþ íåîáìåæåíîãî òèïó, ó òîé ÷àñ ÿê HI(ℓ∞) = HbI(ℓ∞) [59].

Îçíà÷åííÿ 2.2. Àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ Q àëãåáðè PP(X) íàçèâàþòü åêâi-

âàëåíòíèì äî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó P, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ JPQb ¹ içîìîð-

ôiçìîì àëãåáðè HbP(X) ó ñåáå.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ P = {P1, P2, . . . , Pn, . . .} óòâîðþ¹ àë-
ãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè PP(X) i àëãåáðà PP(X) ¹ ùiëüíîþ ïiäàëãåáðîþ

àëãåáðè HbP(X), òî êîæíèé íåïåðåðâíèé êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì φ íà

àëãåáði HbP(X) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà áàçèñíèõ ïî-

ëiíîìàõ Pn ∈ P(X). Òàêèì ÷èíîì, ñïåêòð MbP(X) àëãåáðè HbP(X) ìîæíà

iäåíòèôiêóâàòè ç ìíîæèíîþ ΓP(MbP(X)), äå

ΓP(φ) = (φ(P1), φ(P2), . . . , φ(Pn), . . .) (2.6)

äëÿ φ ∈MbP(X). Çîêðåìà, äëÿ ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü δx, x ∈ X,

ìîæåìî çàïèñàòè

ΓP(X) = {ΓP(δx) = ΓP(x) = (P1(x), P2(x), . . . , Pn(x), . . .) : x ∈ X}.

Çãiäíî iç íàñëiäêîì 2.1, äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ ∈ MbP(X) iñíó¹ ÷èñëî

r ∈ Q+ òàêå, ùî îöiíêà

|φ(Pn)| ≤ rn

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Äàíà âëàñòèâiñòü íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà
ïîñëiäîâíîñòi ΓP(φ). À ñàìå,

sup
n∈N

|φ(Pn)|1/n <∞. (2.7)

×àñòî çàìiñòü âiäîáðàæåííÿ ΓP çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå áàãàòî-

çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå äi¹ ç ïðîñòîðó X â ïðîñòið ℓ∞ i âèçíà÷åíå ôîð-

ìóëîþ

PP(x) =
(
P1(x), (P2(x))

1/2, . . . , (Pn(x))
1/n, . . .

)
,
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äå a1/n ¹ áàãàòîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ êîðåíÿ ñòåïåíÿ n, n ∈ N. Ó [59] äîñëi-

äæåíî, ùî êîëè PP âiäîáðàæà¹ êóëþ B(0, r) ïðîñòîðó X ó êóëþ B(0, r)

ïðîñòîðó ℓ∞, äå r ≥ 0, i ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü z ¹ â îáëàñòi çíà÷åíü âiäîáðà-

æåííÿ PP(x), òî Pn(x) = In(z).

Òåîðåìà 2.5. Ïðèïóñòèìî, ùî PP(X) = ℓ∞, òîáòî, âiäîáðàæåííÿ

PP ¹ ñþð'¹êöi¹þ ç ïðîñòîðó X íà ïðîñòið ℓ∞. Òîäi ñïåêòðMbP(X) àëãåáðè

HbP(X) ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ó òî÷êàõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ ∈ MbP(X). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

ξ = (ξ1, ξ2, . . .) òàêà, ùî

ξnn = φ(Pn)

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîäi, çãiäíî iç (2.7),

sup
n∈N

|ξn| <∞.

Îòæå, ξ ∈ ℓ∞. Çãiäíî iç ïðèïóùåííÿì, âiäîáðàæåííÿ PP ¹ ñþð'¹êöi¹þ ç

ïðîñòîðó X íà ïðîñòið ℓ∞. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò x ∈ X òàêèé, ùî ξ ∈ PP(x).

Òîäi

Pn(x) = φ(Pn)

äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òîáòî

δx(Pn) = φ(Pn)

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî êîæåí õàðàêòåð ¹ öiëêîâèòî

âèçíà÷åíèì ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà ïîñëiäîâíiñòþ ïîëiíîìiâ P, îòðèìó¹ìî,
ùî δx(f) = φ(f) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ HbP(X), òîáòî δx = φ. Òàêèì

÷èíîì, õàðàêòåð φ ¹ ôóíêöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi. Òåîðåìó

äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 2.1. ßêùî ΓP(X) = ΓQ(Y ), òî âiäîáðàæåííÿ J0 : Pn 7→
Qn ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèì äî àëãåáðà¨÷íîãî içîìîðôiçìó J ç àëãåáðè

HP(X) â àëãåáðó HQ(Y ).
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ΓP(X) = ΓQ(Y ), òî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y0 ∈ Y

iñíó¹ åëåìåíò x0 ∈ X òàêèé, ùî ΓP(x0) = ΓQ(y0). ßêùî

f =
∞∑
n=0

fn ∈ HP(X)

i

g = J(f) =
∞∑
n=0

gn =
∞∑
n=0

J0(fn),

òî g(y0) = f(x0). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ g ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì íà ïðîñòîði Y.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ g ¹ G-àíàëiòè÷íèì (òîáòî, çâóæåííÿ âiäîáðà-

æåííÿ g íà áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið ¹ àíàëiòè÷íèì). ßêùî

âiäîáðàæåííÿ g íå ¹ íåïåðåðâíèì, òî îäíîðiäíèé ïîëiíîì gn ¹ ðîçðèâíèì.

Àëå êîæíèé ïîëiíîì gn ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ïîëiíîìiâ Q1, . . . , Qn

i, îòæå, ¹ íåïåðåðâíèì. Òàêèì ÷èíîì, g ∈ HQ(Y ) i J
(
HP(X)

)
⊂ HQ(Y ). Ç

òî¨ æ ïðè÷èíè, J−1
(
HQ(Y )

)
⊂ HP(X). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ái¹êöi¹þ.

Ëiíiéíiñòü òà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ J ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðè-

òè.

Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé ΓP(X) = ΓQ(Y ). Ïðèïóñòèìî, ùî HbP(X) =

HP(X), i HbQ(Y ) = HQ(Y ). Òîäi Jb = J ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì ç

àëãåáðè HbP(X) â àëãåáðó HbQ(Y ).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.1, âiäîáðàæåííÿ Jb ¹ àëãåáðà¨÷íèì içî-

ìîðôiçìîì. Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [21, 29]), ùî iñíó¹ ¹äèíà òîïîëîãiÿ

Ôðåøå íà êîìóòàòèâíié íàïiâïðîñòié àëãåáði. Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé àëãå-

áðà¨÷íèé içîìîðôiçì ìiæ êîìóòàòèâíèìè íàïiâïðîñòèìè àëãåáðàìè Ôðåøå

¹ òîïîëîãi÷íèì, òîìó ùî ÿêùî ìè ìà¹ìî ðîçðèâíèé àëãåáðà¨÷íèé içîìîð-

ôiçì, òî ïðîîáðàçè âiäêðèòèõ ìíîæèí âiäíîñíî öüîãî içîìîðôiçìó äàþòü

íàì iíøó òîïîëîãiþ Ôðåøå.

Ó [59] äîâåäåíî, ùî HbP(X) = HP(X) ó âèïàäêó, êîëè PP(X) = ℓ∞.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.3. ßêùî PP(X) = PQ(Y ) = ℓ∞, òî àëãåáðà HbP(X) ¹

içîìîðôíîþ äî àëãåáðè HbQ(Y ).
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Ïiäìíîæèíà Ω ⊂ X ¹ HbP(X)-îáìåæåíîþ, ÿêùî êîæíà ôóíêöiÿ àëãå-

áðè HbP(X) ¹ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi Ω.

Òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî êîæíà àëãåáðà Ôðåøå ¹ ôóíêöiîíàëüíî íåïå-

ðåðâíîþ (äèâ. îçíà÷åííÿ 1.15 íà ñ. 43) ¹ âiäîìîþ Ïðîáëåìîþ Ìàéêëà, ÿêà

¹ âiäêðèòèì ïèòàííÿì ç 1952 ðîêó (äèâ. [74]). � áàãàòî ðåçóëüòàòiâ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [29]) ïðî êëàñè àëãåáð Ôðåøå, ÿêi ¹ ôóíêöiîíàëüíî íåïåðåðâíè-

ìè (íàïðèêëàä, àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié êiëüêîõ çìiííèõ). Ç iíøîãî

áîêó, âiäîìî (äèâ. [76, ñ. 240]), ùî ÿêùî X ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèì áàíà-

õîâèì ïðîñòîðîì ç òîïîëîãi÷íèì áàçèñîì, òî àëãåáðà Hb(X) ¹ òàê çâàíîþ

òåñò àëãåáðîþ. Òîáòî, ÿêùî êîæíèé êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì íà àëãåáði

Hb(X) ¹ íåïåðåðâíèì, òî êîæíà àëãåáðà Ôðåøå ¹ ôóíêöiîíàëüíî íåïåðåðâ-

íîþ. Ó ðîáîòi [41] äîâåäåíî, ùî çëi÷åííîïîðîäæåíà àëãåáðà Hbs(L∞) ¹ òåñò

àëãåáðîþ.

Òåîðåìà 2.6. Ïðèïóñòèìî, ùî ΓP(X) = ΓQ(Y ) i äëÿ êîæíî¨ îáìå-

æåíî¨ ïiäìíîæèíè W ⊂ Y iñíó¹ HbP(X)-îáìåæåíà ïiäìíîæèíà Ω ⊂ X

òàêà, ùî ΓP(Ω) ⊃ ΓQ(W ). Òîäi çâóæåííÿ Jb âiäîáðàæåííÿ J íà àëãå-

áðó HbP(X) ¹ ií'¹êòèâíèì àëãåáðà¨÷íèì ãîìîìîðôiçìîì ç àëãåáðè HbP(X)

â àëãåáðó HbQ(Y ) çi ùiëüíîþ îáëàñòþ çíà÷åíü. ßêùî àëãåáðà HbP(X) ¹

ôóíêöiîíàëüíî íåïåðåðâíîþ, òî âiäîáðàæåííÿ Jb ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ HP(X) i g = J(f). Íåõàé W ¹ îáìåæåíîþ ïiäìíî-

æèíîþ ïðîñòîðó Y. Òîäi

sup
y∈W

|g(y)| ≤ sup
x∈Ω

|f(x)| <∞,

áî ìíîæèíà Ω ¹ îáìåæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ g ¹ îáìåæåíî-

ãî òèïó. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ Jb ¹ àëãåáðà¨÷íèì ãîìîìîðôiçìîì ç àëãåáðè

HbP(X) â àëãåáðó HbQ(Y ). Îáëàñòü çíà÷åíü âiäîáðàæåííÿ Jb ¹ ùiëüíîþ, òî-

ìó ùî ìiñòèòü âñi ïîëiíîìè ç àëãåáðèHbQ(Y ). Âiäîìî, ùî êîæíèé ãîìîìîð-

ôiçì ç ôóíêöiîíàëüíî íåïåðåðâíî¨ àëãåáðè Ôðåøå ó íàïiâïðîñòó àëãåáðó

Ôðåøå ¹ íåïåðåðâíèì (äèâ. [29]). Îñêiëüêè àëãåáðà HbQ(Y ) ¹ íàïiâïðîñòîþ
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àëãåáðîþ Ôðåøå, òî ãîìîìîðôiçì Jb ¹ íåïåðåðâíèì, ÿêùî àëãåáðà HbP(X)

¹ ôóíêöiîíàëüíî íåïåðåðâíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2.4. Íåõàé ΓP(X) = ΓQ(Y ). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨

îáìåæåíî¨ ïiäìíîæèíèW ⊂ Y iñíó¹ HbP(X)-îáìåæåíà ïiäìíîæèíà Ω ⊂
X òàêà, ùî ΓP(Ω) ⊃ ΓQ(W ) i íàâïàêè, äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ïiäìíî-

æèíè W ′ ⊂ X iñíó¹ HbQ(Y )-îáìåæåíà ïiäìíîæèíà Ω′ ⊂ Y òàêà, ùî

ΓQ(Ω
′) ⊃ ΓP(W

′). Òîäi âiäîáðàæåííÿ Jb ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì ç

àëãåáðè HbP(X) â àëãåáðó HbQ(Y ).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.6, îáèäâà âiäîáðàæåííÿ JPQb òà JQPb ¹ äîáðå

âèçíà÷åíèìè òà íåïåðåðâíèìè. Àëå JQPb =
(
JPQb

)−1
. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðà-

æåííÿ Jb = JPQb ¹ içîìîðôiçìîì.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íàì ïðîñòó óìîâó çà ÿêî¨ àëãåáðà HbP(X) ¹ içî-

ìîðôíîþ äî àëãåáðè HbQ(Y ).

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé

ΓP
(
MbP(X)

)
= ΓQ

(
MbQ(Y )

)
.

Òîäi âiäîáðàæåííÿ Jb ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì ç àëãåáðè HbP(X) â

àëãåáðó HbQ(Y ).

Äîâåäåííÿ. ßê ó òâåðäæåííi 2.1, äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà θ ∈MbQ(Y ) iñíó¹

õàðàêòåð φ ∈MbP(X) òàêèé, ùî ΓP(φ) = ΓQ(θ). ßêùî

f =
∞∑
n=0

fn ∈ HbP(X)

i

g = Jb(f) =
∞∑
n=0

gn =
∞∑
n=0

J0(fn),

òî ĝ(θ) = f̂(φ). Îòæå, ôîðìàëüíèé ðÿä

ĝ =
∞∑
n=0

ĝn
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¹ äîáðå âèçíà÷åíèì íà ñïåêòði MbQ(Y ). Ìè ïèøåìî, ùî φ = J∗
b (θ).

ßêùî âiäîáðàæåííÿ Jb = JPQb ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì íà àëãåáði HbP(X)

i ñþð'¹êòèâíèì, òî âîíî ¹ ái¹êòèâíèì i, îòæå, íåïåðåðâíèì. ßêùî âiäîáðà-

æåííÿ Jb ¹ ðîçðèâíèì, òî âîíî íå ¹ âèçíà÷åíèì (ÿê ãîìîìîðôiçì ç àëãåáðè

HbP(X) â àëãåáðó HbQ(Y )), i òîìó iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ HbP(X) òàêà, ùî âiä-

îáðàæåííÿ g = Jb(f) íå ¹ îáìåæåíîãî òèïó.

Òàêèì ÷èíîì, ðàäióñ îáìåæåíîñòi ôîðìàëüíîãî ðÿäó

g =
∞∑
n=1

gn

äîðiâíþ¹ r0 < ∞. Îòæå, iñíó¹ îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü yk ∈ Y òàêà, ùî

r0 < ∥yk∥ < r1 <∞ i ìíîæèíà{
m∑
n=1

gn(yki) : m, i ∈ N

}
¹ íåîáìåæåíîþ äëÿ êîæíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi (yki) ïîñëiäîâíîñòi (yk). Ç ií-

øîãî áîêó, R(δyk) < r1 i ó çâ'ÿçêó ç êîìïàêòíiñòþ, ìíîæèíà õàðàêòåðiâ

{δyk} ìiñòèòü ãðàíè÷íó òî÷êó θ0. Íåõàé φ0 = J∗
b (θ0). ßê áóëî çàçíà÷åíî

âèùå,

θ0(g) = φ0(f) =
∞∑
n=1

φ0(fn) =
∞∑
n=1

f̂n(φ0)

¹ äîáðå âèçíà÷åíèì. Àëå

φ0(f) =
∞∑
n=1

φ0(fn) =
∞∑
n=1

θ0(gn) =
∞∑
n=1

ĝn(θ0)

i ðÿä ïðàâîðó÷ ðîçáiæíèé, îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ãðàíè÷íî¨ òî÷êè θ0 iñíó¹

ïiäïîñëiäîâíiñòü (yki) ïîñëiäîâíîñòi (yk) òàêà, ùî

θ0(gn) = lim
i→∞

gn(yki)

äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà gn. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Ïðèêëàä 2.4. Î÷åâèäíî,

ΓI(c0) ̸= ΓI(ℓ∞),



67

àëå

ΓI
(
MbI(c0)

)
= ΓI

(
MbI(ℓ∞)

)
= {(I1(x), . . . , In(x), . . .) : x ∈ ℓ∞}

(äèâ. ðîçäië 3). Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.7, àëãåáðà HbI(c0) ¹

içîìîðôíîþ äî àëãåáðè HbI(ℓ∞).

Ïðèêëàä 2.5. Ó ðîáîòi [63] ïîêàçàíî, ùî âiäîáðàæåííÿ JTFb ç àëãå-

áðè ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó Hbsup(ℓ1⊕
ℓ1) íà ℓ1 ⊕ ℓ1 â àëãåáðó ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî

òèïó íà ïðîñòîði ℓ1, J
TF
b : Tk 7→ Fk, f ∈ N ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôi-

çìîì çi ùiëüíèì îáðàçîì i íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ

JFTb ¹ âèçíà÷åíèì íà ùiëüíîìó ïiäïðîñòîði i ¹ íåîáìåæåíèì. Òàêèì ÷è-

íîì, ñïåêòð Mbsup(ℓ1⊕ℓ1) àëãåáðè Hbsup(ℓ1⊕ℓ1) ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè

Mbs(ℓ1) ó òîìó ñåíñi, ùî çâóæåííÿ êîæíîãî õàðàêòåðà çi ñïåêòðóMbs(ℓ1)

íà îáðàç Hbsup(ℓ1⊕ℓ1) ïiä äi¹þ âiäîáðàæåííÿ Jb äà¹ íàì åëåìåíò ìíîæèíè

Mbsup(ℓ1 ⊕ ℓ1). Ç iíøîãî áîêó, ç òåîðåìè 2.7 âèïëèâà¹, ùî

ΓT

(
Mbsup(ℓ1 ⊕ ℓ1)

)
̸= ΓF

(
Mbs(ℓ1)

)
.

Âëàñòèâîñòi àëãåáð, ïîðîäæåíèõ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè

íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, i ñòðóêòóðè ¨õ ñïåêòðiâ áóëè ðîçãëÿíóòi ó [22,

28,63]. Ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè êiëüêîõ çìiííèõ òà ïîâ'ÿçàíi àëãåáðà-

¨÷íi ñòðóêòóðè âèâ÷àëè ó [81,87,88].

Ïðèêëàä 2.6. Íåõàé B : (x1, x2, x3, . . .) → (x2, x3, . . .) ¹ îïåðàòîðîì

çâîðîòíîãî çñóâó íà ïðîñòîði X = ℓp àáî íà ïðîñòîði X = c0. Òîäi äëÿ

äàíî¨ àëãåáðè HbP(X) îïåðàòîð JPQb ¹ içîìîðôiçìîì, äå ïîñëiäîâíiñòü ïî-

ëiíîìiâ Q âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ Qk = Pk ◦ B. Ñïðàâäi, ëåãêî ïåðåâiðèòè,

ùî ΓP(X) = ΓQ(X) i îñêiëüêè îïåðàòîð B ¹ îáìåæåíèì, òî ìè ìîæåìî

çàñòîñóâàòè íàñëiäîê 2.4.

Ïðèêëàä 2.7. Íåõàé HbP(X) = HbF(ℓ1) = Hbs(ℓ1) ¹ àëãåáðîþ ñèìå-

òðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði ℓ1, i

F̃k(x) = Fk
(
Bk(x)

)
=

∞∑
n=k+1

xkn.
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Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ ℓ1 iñíó¹ õàðàêòåð φx ∈ MbF̃(ℓ1) òàêèé, ùî

φx
(
F̃k
)
= Fk(x) i ¹ âèçíà÷åíèé íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé

um = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, x1, x2, . . .).

Ïîêëàäåìî

φx(g) = lim
m→∞

g(um), g ∈ HbF̃(ℓ1).

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü um ¹ îáìåæåíîþ i âiäîáðàæåííÿ g ¹ îáìåæåíîãî

òèïó, òî ãðàíèöÿ ôîðìàëüíî iñíó¹ ÷åðåç âiëüíèé óëüòðàôiëüòð (äèâ.,

íàïð., [82]). Àëå, î÷åâèäíî, ùî

lim
m→∞

F̃k(um) = Fk(x),

äå k ∈ N. Òàêèì ÷èíîì, ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä óëüòðàôiëüòðà i

φx(g) = f(x)

äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ g = JFF̃b (f). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ J F̃Fb

âiäîáðàæà¹ àëãåáðó HbF̃(ℓ1) â àëãåáðó Hbs(ℓ1). Çàóâàæèìî, ùî õàðàêòåðè

φx íå ¹ ôóíêöiîíàëàìè îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü â òî÷êàõ, âöiëîìó. Ç iíøîãî

áîêó, çãiäíî ç [23,24] ìè çíà¹ìî, ùî iñíó¹ ñiì'ÿ ψλ �âèêëþ÷íèõ� õàðàêòåðiâ

íà àëãåáði Hbs(ℓ1), ÿêi íå ¹ ôóíêöiîíàëàìè îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü, òàêèõ ùî

ψλ(F1) = λ ∈ C i ψλ(Fk) = 0 äëÿ k > 1. Äëÿ âèêëþ÷íîãî õàðàêòåðà ψλ ∈
Mbs(ℓ1) òî÷êà yλ = (0, λ, 0, . . .) ¹ òàêîþ, ùî ψλ(f) = g(y0), g = JFF̃b (f).

Ñïðàâäi,

F̃k(yλ) =

{
λ, ÿêùî k = 1,

0, ÿêùî k > 1

= ψλ(Fk).

Òâåðäæåííÿ 2.2. ßêùî y = (y1, . . . , yn, . . .) ¹ âåêòîðîì ç ïðîñòîðó

ℓ1 òàêèì, ùî òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü êîîðäèíàò yk1, . . . , ykm, m ̸=
0, kj > 1 íå äîðiâíþþòü íóëþ. Òîäi iñíó¹ õàðàêòåð θ ∈ Mbs(ℓ1) òàêèé,

ùî θ(f) = g(y) äëÿ âñiõ âiäîáðàæåíü g = JFF̃b (f) (ÿê ó ïðèêëàäi 2.7).

Âiäîáðàæåííÿ J F̃Fb íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî òàêi âåêòîð y i õàðàêòåð θ iñíóþòü, òî θ(Fk) ̸= 0 òiëüêè

äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà k, k1, . . . km, m ̸= 0, kj > 1. Àëå öå íåìîæëèâî

âiäïîâiäíî äî [24]. ßêùî âiäîáðàæåííÿ J F̃Fb ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òîäi âîíî ¹

ái¹êòèâíèì, i JFF̃b =
(
J F̃Fb

)−1
. Òàêèì ÷èíîì,

f 7→ JFF̃b (f)(y)

¹ õàðàêòåðîì äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi y ∈ ℓ1. Àëå öå íå òàê çãiäíî ç òèì,

ùî ìè ïîêàçàëè âèùå.
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2.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíà-

õîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 óçàãàëüíåíî òåîðåìó ïðî îá÷èñëåííÿ ðàäióñ-ôóíêöi¨

ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà äëÿ ïiäàëãåáðè àëãåáðè Hb(X) âñiõ öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, ÿêà ìà¹ íà-

ñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà íàëåæèòü öié ïiäàëãåáði, óñi

÷ëåíè ¨¨ ðÿäó Òåéëîðà òåæ íàëåæàòü ïiäàëãåáði.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 ðîçãëÿíóòî ïiäàëãåáðó HbP(X) àëãåáðè Ôðåøå Hb(X)

âñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíó çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ àë-

ãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ P. Äîâåäåíî, ùî äàíà àëãåáðà
¹ àëãåáðîþ Ôðåøå i ùî êîæåí ÷ëåí ðîçêëàäó ó ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨, ùî

íàëåæèòü àëãåáði HbP(X), ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ ìíîæèíè

P. Ïîêàçàíî, ùî êîæíèé íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóí-

êöiîíàë, ùî äi¹ ç àëãåáðè HbP(X) ó ìíîæèíó C, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
ïîñëiäîâíiñòþ ñâî¨õ çíà÷åíü íà åëåìåíòàõ ìíîæèíè P. Òàêèì ÷èíîì iñíó¹

ái¹êöiÿ ìiæ ñïåêòðîì àëãåáðè HbP(X) i äåÿêîþ ìíîæèíîþ ïîñëiäîâíîñòåé

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Äîâåäåíî âåðõíþ îöiíêó äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé öi¹¨ ìíî-

æèíè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ðîçãëÿíóòî çàãàëüíèé êëàñ àëãåáð, ïîðîäæåíèõ ïîñëi-

äîâíiñòþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Äîñëiäæåíî óìîâè, çà ÿêèõ äâi òàêi àëãåáðè

¹ içîìîðôíèìè òà ïîáóäîâàíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ðiçíèõ çëi÷åííî ïîðîäæå-

íèõ àëãåáð.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â äàíîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ:

[2], [51], [80].
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ÐÎÇÄIË 3. ÑÏÅÊÒÐÈ ÀËÃÅÁÐ ÖIËÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ,

ÏÎÐÎÄÆÅÍÈÕ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒßÌÈ

ÏÎËIÍÎÌIÂ ÍÀ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ñïåêòðiâ àëãåáð öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè ïîëiíîìiâ íà äåÿêèõ

ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé.

3.1. Ñïåêòð àëãåáðè HbI(X), äå c00 ⊂ X ⊂ ℓ∞

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî àëãåáðóHbP(X), äå ïîëiíîìè ç ìíîæè-

íè P çàëåæàòü òiëüêè âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîðäèíàò, òà X ¹ çàìêíåíèì

ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞, ÿêèé ìiñòèòü ïðîñòið c00. Äîâåäåíî, ùî êîæíó

ôóíêöiþ, ÿêà íàëåæèòü àëãåáði HbP(X) ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì àíàëiòè÷íî

ïðîäîâæèòè íà ℓ∞ i àëãåáðè HbP(X) òà HbP(ℓ∞) ¹ içîìåòðè÷íî içîìîðôíè-

ìè. Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè HbP(X) äëÿ âèïàäêó P = I, äå ïîëiíîìè I
âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.5) (äèâ. ñ. 76). Íàäàëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

ïîçíà÷åííÿ HbI(X) äëÿ äàíî¨ àëãåáðè òà ïîçíà÷åííÿMbI(X) äëÿ ¨¨ ñïåêòðó.

Íåõàé X ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞ òàêèì, ùî X ìiñòèòü

ïðîñòið c00, i P ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ P1, . . . , Pn, . . . òàêèõ,

ùî:

1. Pn ¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì;

2. Ïîëiíîìè P1, . . . , Pn, . . . ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè;

3. Êîæíèé ïîëiíîì Pn çàëåæèòü òiëüêè âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîðäè-

íàò.

Ëåìà 3.1. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ J : HbP(ℓ∞) → HbP(X) çà äî-

ïîìîãîþ ôîðìóëè J(g) = g|X , äå g ∈ HbP(ℓ∞). Íåõàé gn ∈ HbP(ℓ∞) ¹ n-

îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü:

∥gn∥1 = ∥J(gn)∥1.
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Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.3 êîæíèé ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà gn ìîæå

áóòè ¹äèíèì ÷èíîì ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëi-

íîìiâ P1, . . . , Pn. Îñêiëüêè ó íàøîìó âèïàäêó êîæíèé ïîëiíîì Pn çàëåæèòü

âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîðäèíàò, òî ïîëiíîìè gn çàëåæàòü âiä ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi çìiííèõ. Ïîçíà÷èìî κ(j) � íàéáiëüøèé ñåðåä iíäåêñiâ åëåìåíòiâ

ïîñëiäîâíîñòi x, âiä ÿêèõ çàëåæèòü ïîëiíîì Pj, äå j = 1, n i n ∈ N. Î÷åâè-
äíî, ùî κ(j) ∈ N. Òàêîæ ïîçíà÷èìî κmax = max{κ(j) : 1 ≤ j ≤ n}. Òîäi
ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíèé ëàíöþã ðiâíîñòåé:

∥gn∥1 = sup{|gn(x)| : x = (x1, . . . , xm, . . .) ∈ ℓ∞,

xm = 0∀m > κmax,m ∈ N, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|gn(x)| : x ∈ c00, ∥x∥ ≤ 1}.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, îäåðæèìî íàñòóïíèé ëàíöþã ðiâíîñòåé äëÿ íîðì

J(gn) ∈ HbP(X) :

∥J(gn)∥1 = sup{|J(gn(x))| : x = (x1, . . . , xm, . . .) ∈ X, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|gn(x)| : x = (x1, . . . , xm, . . .) ∈ X, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|gn(x)| : x = (x1, . . . , xm, . . .) ∈ X,

xm = 0∀m > κmax,m ∈ N, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|gn(x)| : x ∈ c00, ∥x∥ ≤ 1}.

Òàêèì ÷èíîì ðiâíiñòü ∥gn∥1 = ∥J(gn)∥1 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.1. Êîæíà ôóíêöiÿ, ÿêà íàëåæèòü àëãåáði HbP(X), ìî-

æå áóòè ¹äèíèì ÷èíîì àíàëiòè÷íî ïðîäîâæåíà íà ïðîñòið ℓ∞ i àëãåáðè

HbP(X) òà HbP(ℓ∞) ¹ içîìåòðè÷íî içîìîðôíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ J : HbP(ℓ∞) → HbP(X) òàêå, ùî

J(f) = f |X äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ HbP(ℓ∞). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî J ¹

ãîìîìîðôiçìîì ç HbP(ℓ∞) ó HbP(X).
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Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ ái¹êöi¹þ. Ñïåðøó äîâåäåìî, ùî äëÿ

âñiõ f1, f2 ∈ HbP(ℓ∞) ÿêùî J(f1) = J(f2), òî f1 = f2, òîáòî, ùî âiäîáðàæåí-

íÿ J ¹ ií'¹êòèâíèì. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g ∈ HbP(ℓ∞) òàêó, ùî g = f1 − f2.

Ôóíêöiÿ g ìà¹ ðîçêëàä ó ðÿä Òåéëîðà: g =
∑∞

n=0 gn. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì,

J(f1) = J(f2), i òîìó

J(g) = J(f1 − f2) = J(f1)− J(f2) = 0.

Ç iíøîãî áîêó,

J(g) = J(
∞∑
n=0

gn) =
∞∑
n=0

J(gn)

i çãiäíî ç îöiíêîþ Êîøi,

∥J(gn)∥1 ≤ ∥J(g)∥1, n ∈ N0.

Îñêiëüêè J(g) = 0, òî ∥J(g)∥1 = 0 i ∥J(gn)∥1 = 0. Âiäïîâiäíî äî ëåìè 3.1,

ìà¹ìî, ùî

∥gn∥1 = ∥J(gn)∥1.

Òîìó ∥gn∥1 = 0 i çâiäñè âèïëèâà¹, ùî gn(x) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ ℓ∞.

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî íàñòóïíi ðiâíîñòi:

f1(x)− f2(x) = g(x) =
∞∑
n=0

gn(x) = 0

äëÿ âñiõ x ∈ ℓ∞. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f1 = f2. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹

ií'¹êòèâíèì.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî J ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òîáòî, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

h ∈ HbP(X) iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà ôóíêöiÿ h̃ ∈ HbP(ℓ∞) òàêà, ùî J(h̃) = h.

Îñêiëüêè h ∈ HbP(X), òî ôóíêöiÿ h ìà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ðÿäó Òåéëîðà

h =
∑∞

n=0 hn iç ðàäióñîì çáiæíîñòi

ρ0(h) =
1

lim supn→∞ ∥hn∥
1
n
1

= ∞

äëÿ âñiõ x ∈ X. Ïîêàæåìî, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ

x ∈ ℓ∞. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.3 êîæåí ÷ëåí hn ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ h
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ìîæå áóòè ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨

ïîëiíîìiâ P1, . . . , Pn. Îñêiëüêè êîæåí ïîëiíîì Pn çàëåæèòü âiä ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi êîîðäèíàò, òî ïîëiíîìè hn çàëåæàòü âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìií-

íèõ. Ïîçíà÷èìî κ(j) � íàéáiëüøèé ñåðåä iíäåêñiâ åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi

x, âiä ÿêèõ çàëåæèòü ïîëiíîì Pj, äå j = 1, n, n ∈ N. Î÷åâèäíî, ùî κ(j) ∈ N.
Òàêîæ ïîçíà÷èìî κmax = max{κ(j) : 1 ≤ j ≤ n}. Òîäi ïðàâèëüíèì ¹ íàñòó-

ïíèé ëàíöþã ðiâíîñòåé:

∥hn∥1 = sup{|hn(x)| : x = (x1, . . . , xk, . . .) ∈ X, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|hn(x)| : x = (x1, . . . , xk, . . .) ∈ X,

xk = 0 ∀k > κmax, k ∈ N, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|hn(x)| : x ∈ c00, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|hn(x)| : x = (x1, . . . , xk, . . .) ∈ ℓ∞,

xk = 0 ∀k > κmax, k ∈ N, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|hn(x)| : x = (x1, . . . , xk, . . .) ∈ ℓ∞, ∥x∥ ≤ 1} =

= ∥h̃n∥1.

Òîìó

lim sup
n→∞

∥h̃n∥
1
n
1 = 0

i âiäïîâiäíî

ρ0(h̃) =
1

lim supn→∞ ∥h̃n∥
1
n
1

= ∞

äëÿ âñiõ x ∈ ℓ∞. Îòæå, êîæíà ôóíêöiÿ h ∈ HbP(X) ìîæå áóòè ¹äèíèì

÷èíîì àíàëiòè÷íî ïðîäîâæåíà íà ℓ∞.Öå ïðîäîâæåííÿ ¹ øóêàíîþ ôóíêöi¹þ

h̃. Òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåííÿ J ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî äàíà ôóíêöiÿ J ¹ içîìåòði¹þ ìiæ àëãåáðàìè

HbP(ℓ∞) òàHbP(X). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ âñiõ h ∈ HbP(X),

h̃ ∈ HbP(ℓ∞) òàêèõ, ùî J(h̃) = h, i r ∈ Q+ âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü:

∥J(h̃)∥r = ∥h̃∥r,

òîáòî

∥h∥r = ∥h̃∥r.
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Íåõàé h =
∑∞

n=0 hn i h̃ =
∑∞

n=0 h̃n ¹ çîáðàæåííÿìè ó âèãëÿäi ðÿäiâ Òåéëîðà

ôóíêöié h ∈ HbP(X) òà h̃ ∈ HbP(ℓ∞) âiäïîâiäíî. Òàêîæ íåõàé

Sn+1 = h0 + . . .+ hn

i

S̃n+1 = h̃0 + . . .+ h̃n

¹ ÷àñòèííèìè ñóìàìè çàäàíèõ ðÿäiâ Òåéëîðà. Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

ðiâíîñòi:

lim
n→∞

∥h− Sn+1∥r = 0, (3.1)

lim
n→∞

∥h̃− S̃n+1∥r = 0. (3.2)

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü íîðìè, ìà¹ìî íàñòóïíi íåðiâíî-

ñòi:

|∥h∥r − ∥Sn+1∥r| ≤ ∥h− Sn+1∥r, (3.3)

|∥h̃∥r − ∥S̃n+1∥r| ≤ ∥h̃− S̃n+1∥r. (3.4)

Âçÿâøè äî óâàãè (3.1) òà (3.3), îòðèìà¹ìî, ùî

lim
n→∞

∥Sn+1∥r = ∥h∥r.

Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.2) òà (3.4), ìà¹ìî, ùî

lim
n→∞

∥S̃n+1∥r = ∥h̃∥r.

Îñêiëüêè ÷àñòèííi ñóìè Sn+1 òà S̃n+1 çàëåæàòü âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

çìiííèõ (÷ëåíè ðÿäiâ Òåéëîðà hn òà h̃n, n ∈ N0 ¹ àëãåáðà¨÷íèìè êîìáiíà-

öiÿìè ïîëiíîìiâ P1, . . . , Pn i êîæíèé ïîëiíîì Pn çàëåæèòü âiä ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi êîîðäèíàò), òî

∥Sn+1∥r = ∥S̃n+1∥r.

Òîìó

lim
n→∞

∥Sn+1∥r = lim
n→∞

∥S̃n+1∥r
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i, îòæå,

∥h∥r = ∥h̃∥r.

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ J ¹ içîìåòði¹þ i àëãåáðè HbP(X) òà HbP(ℓ∞) ¹

içîìåòðè÷íî içîìîðôíèìè.

Íåõàé c00 ⊂ Y ⊂ ℓ∞ ¹ äîâiëüíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Âèçíà÷èìî íà

ïðîñòîði Y ïîëiíîìè I = {I(Y )
1 , I

(Y )
2 , . . .} ôîðìóëîþ

I(Y )
n (y) = ynn (3.5)

äëÿ âñiõ n ∈ N òà y ∈ Y. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ïîëiíîìè I(ℓ∞)
n áóäåìî

ïîçíà÷àòè I(∞)
n i ïîëiíîìè I(ℓp)n áóäåìî ïîçíà÷àòè I(p)n .

Òâåðäæåííÿ 3.1. Ïîëiíîìè I(Y )
1 , I

(Y )
2 , . . . , âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.5),

¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n ∈ N. Íåõàé q : Cn → C ¹ ïîëiíîìîì òàêèì, ùî

q
(
I
(Y )
1 (y), . . . , I(Y )

n (y)
)
= 0 (3.6)

äëÿ âñiõ y ∈ Y. Îñêiëüêè q ¹ ïîëiíîìîì, òî iñíóþòü ñêií÷åííà ìíîæèíà

A ⊂ Nn
0 i êîìïëåêñíi ÷èñëà αk, äå k = (k1, . . . , kn) ∈ A, òàêi, ùî q ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi

q(z1, z2, . . . , zn) =
∑
k∈A

αkz
k1
1 z

k2
2 · . . . · zknn , (3.7)

äå z1, . . . , zn ∈ C. Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîñòi (3.6) i (3.7) ìà¹ìî, ùî

q
(
I
(Y )
1 (y), . . . , I(Y )

n (y)
)
=
∑
k∈A

αky
k1
1 · . . . · ynknn = 0

äëÿ âñiõ y ∈ Y. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âñi êîåôiöi¹íòè αk äîðiâíþþòü íóëþ,

äå k ∈ A. Òîìó, q ≡ 0 i ïîëiíîìè I(Y )
1 , I

(Y )
2 , . . . ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè.

Äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, ïîëiíîìè I(Y )
n çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1, 2, 3 íà ñ. 71.
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Òåîðåìà 3.2. Íåõàé I = {I(∞)
1 , I

(∞)
2 , . . .} ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ïîëiíîìiâ,

âèçíà÷åíèõ ôîðìóëîþ (3.5). Òîäi ñïåêòð MbI(ℓ∞) àëãåáðè HbI(ℓ∞) çáiãà¹-

òüñÿ ç ìíîæèíîþ óñiõ ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöié ó òî-

÷êàõ ïðîñòîðó ℓ∞.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ ∈ MbI(ℓ∞) ¹ õàðàêòåðîì, ùî íàëåæèòü ñïåêòðó àë-

ãåáðè HbI(ℓ∞). Ïîçíà÷èìî δx � ôóíêöiîíàë îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ó òî÷öi

x ∈ ℓ∞. Ïîêàæåìî, ùî φ = δx äëÿ äåÿêîãî x ∈ ℓ∞.

Êîæíèé õàðàêòåð φ ∈ MbI(ℓ∞) ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷åíèé ïîñëiäîâíi-

ñòþ (
φ(I

(∞)
1 ), φ(I

(∞)
2 ), . . . , φ(I(∞)

n ), . . .
)
.

Ïîêëàäåìî

x =
(
φ(I

(∞)
1 ),

2

√
φ(I

(∞)
2 ), . . . ,

n

√
φ(I

(∞)
n ), . . .

)
.

Îñêiëüêè ∥I(∞)
n ∥ = 1, n ∈ N, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.4 ïîñëiäîâíiñòü(

φ(I
(∞)
1 ), φ(I

(∞)
2 ), . . . , φ(I(∞)

n ), . . .
)

ðîñòå íå øâèäøå íiæ äåÿêà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëi-

äîâíiñòü

x =
(
φ(I

(∞)
1 ),

2

√
φ(I

(∞)
2 ), . . . ,

n

√
φ(I

(∞)
n ), . . .

)
¹ îáìåæåíîþ i, îòæå, x ∈ ℓ∞.

Êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíèé ëàíöþã ðiâíîñòåé:

δx(I
(∞)
n ) = I(∞)

n (x) = xnn =
(

n

√
φ(I

(∞)
n )

)n
= φ(I(∞)

n ).

Îòæå, φ = δx i êîæíèé õàðàêòåð φ ∈ MbI(ℓ∞) ¹ ôóíêöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ

ó äåÿêié òî÷öi ïðîñòîðó ℓ∞. Äîâåäåíî.

Ó òåîðåìi 3.1 äîâåäåíî, ùî àëãåáðè HbP(ℓ∞) òà HbP(X) ¹ içîìîðôíèìè,

äå X ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞, ÿêèé ìiñòèòü ïðîñòið c00. Ç

öüîãî âèïëèâà¹, ùî ñïåêòðè öèõ àëãåáð ìàþòü îäíàêîâó ñòðóêòóðó. Òîìó,

ïîêëàâøè P = I, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3.3. Íåõàé ïîëiíîìè I
(X)
n âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.5) äëÿ êî-

æíîãî x = (x1, x2, . . .) ∈ X, äå X ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞

òàêèì, ùî X ìiñòèòü ïðîñòið c00. Òîäi ñïåêòð MbI(X) àëãåáðè HbI(X)

çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ óñiõ ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöié ó

òî÷êàõ ïðîñòîðó ℓ∞.



79

3.2. Ñïåêòð àëãåáðè HbI(ℓ1)

Íåõàé I =
{
I
(p)
1 , I

(p)
2 , . . .

}
¹ ìíîæèíîþ n-îäíîðiäíèõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði ℓp, äå 1 ≤ p ≤ +∞, âèçíà÷åíèõ ôîðìóëîþ

(3.5).

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè íàäà¹ìî äåÿêó iíôîðìàöiþ ïðî ñïåêòð àëãå-

áðè HbP(X) ó âèïàäêó, êîëè P = I =
{
I
(1)
n

}∞
n=1

òà X = ℓ1. Íàäàëi ìè

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ HbI(ℓ1) äëÿ äàíî¨ àëãåáðè òà MbI(ℓ1)

äëÿ ¨¨ ñïåêòðó. Ñïåêòð MbP àëãåáðè HbP(X) ìîæå áóòè îïèñàíèé ÿê ìíî-

æèíà ïîñëiäîâíîñòåé ΓP(MbP), äå âiäîáðàæåííÿ ΓP âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

(2.6) äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ ∈ MbP(X). Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî

x ∈ ℓ1 ôóíêöiîíàë îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi δx, âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

δx(f) = f(x) äëÿ êîæíîãî f ∈ HbI(ℓ1), íàëåæèòü ñïåêòðó MbI(ℓ1) àëãåáðè

HbI(ℓ1). Öiêàâî äîñëiäèòè, ÷è iñíóþòü iíøi õàðàêòåðè çi ñïåêòðó MbI(ℓ1).

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ìóëüòè-

ïëiêàòèâíèé ôóíêöiîíàë ϕ : HbI(ℓ1) → C, ÿêèé íå çáiãà¹òüñÿ ç æîäíèì

õàðàêòåðîì δx, äå x ∈ ℓ1. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

xϕ =
(
ϕ
(
I
(1)
1

)
,

√
ϕ
(
I
(1)
2

)
, . . . ,

n

√
ϕ
(
I
(1)
n

)
, . . .

)
.

Çàóâàæèìî, ùî xϕ /∈ ℓ1. Iíàêøå, ÿêùî xϕ ∈ ℓ1, òî õàðàêòåð ϕ çáiãàòèìåòüñÿ

ç ôóíêöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi δxϕ. Íåõàé f ∈ HbI(ℓ1). Òîäi

f(x) =
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2,...,kn
(
I
(1)
1 (x)

)k1(I(1)2 (x)
)k2 · · · (I(1)n (x)

)kn,
äå x ∈ ℓ1, ak1,k2,...,kn ∈ C i k1, k2 . . . , kn ∈ N0. Çàóâàæèìî, ùî

∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2,...,kn
(
I
(1)
1 (xϕ)

)k1(I(1)2 (xϕ)
)k2 · · · (I(1)n (xϕ)

)kn =

=
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2,...,kn
(
ϕ(I

(1)
1 )
)k1(ϕ(I(1)2 )

)k2 · · · (ϕ(I(1)n )
)kn = ϕ(f).

Òîìó ôóíêöiþ f ìîæíà ïðèðîäíèì ÷èíîì ïðîäîâæèòè íà ìíîæèíó ℓ1 ∪
{xϕ}. Çàãàëîì, êîæíó ôóíêöiþ f ∈ HbI(ℓ1) ìîæíà ïðîäîâæèòè íà êîæíó
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òî÷êó ìíîæèíè ν−1(ΓP(MbI(ℓ1))), äå âiäîáðàæåííÿ ΓP âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

(2.6) i âiäîáðàæåííÿ ν : C∞ → C∞ âèçà÷åíå ôîðìóëîþ

ν((x1, x2, . . . , xn, . . .)) = (x1, x
2
2, . . . , x

n
n, . . .), (3.8)

äå (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ C∞. Òàêèì ÷èíîì ïèòàííÿ îïèñó ñïåêòðó àëãåáðè

HbI(ℓ1) ¹ òiñíî ïîâ'ÿçàíèì iç ïèòàííÿì ïðîäîâæåííÿ åëåìåíòiâ öi¹¨ àëãåáðè

íà ìíîæèíó, øèðøó âiä ℓ1.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî, ÿêi òî÷êè íå íàëåæàòü ñïåêòðó

MbI(ℓ1). Ìè òàêîæ áóäó¹ìî ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêà íàëåæèòü àëãåáði HbI(ℓ1)

i ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .), àëå íå ìîæå

áóòè ïðîäîâæåíîþ äî àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîðàõ

ℓp, äå 1 < p <∞.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Ïîëiíîìè I(p)1 , I
(p)
2 , . . . , âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.5),

¹ íåïåðåðâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

∥I(p)n ∥1 = sup{|I(p)n (x)| : x ∈ ℓp, ∥x∥ ≤ 1} =

= sup{|xn|n : x ∈ ℓp, ∥x∥ ≤ 1} =

= 1 <∞

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Îñêiëüêè ∥I(p)n ∥1 <∞ äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî ïîëiíîìè
I
(p)
1 , I

(p)
2 , . . . ¹ íåïåðåðâíèìè. Äîâåäåíî.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.1 ïîëiíîìè I(p)1 , I
(p)
2 , . . . ,

âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.5), ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ïîëiíîìiâ I
(p)
1 , . . . , I

(p)
n , . . . , âèçíà÷åíèõ ôîðìóëîþ

(3.5), íàñòóïíà ðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíîþ:

∥I(p)1 · . . . · I(p)n ∥b = p

√√√√√ H(n)(
n(n+1)

2

)n(n+1)
2

b
n(n+1)

2
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äëÿ êîæíîãî b > 0 i n ∈ N, äå H(n) ¹ ãiïåðôàêòîðiàëîì ÷èñëà n, òîáòî,

H(n) = 112233 . . . nn, (3.9)

i íîðìà äîñÿãà¹òüñÿ ó òî÷öi

x =

(
p

√
1

n(n+1)
2

b, p

√
2

n(n+1)
2

b, . . . , p

√
n

n(n+1)
2

b, 0, . . .

)
.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî

ç ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó ìîäóëÿ (äèâ, íàïðèêëàä, [91, ðîçäië 5]),

∥I(p)1 · . . . · I(p)n ∥b = sup
∥x∥≤b

|I(p)1 (x) · . . . · I(p)n (x)|

= sup
∥x∥≤b

|x1x22 · . . . · xnn|

= sup
∥x∥=b

|x1x22 · . . . · xnn|

= sup
∥x∥=b

|I(p)1 (x) · . . . · I(p)n (x)|,

äå x ∈ ℓp, 1 ≤ p < ∞. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ

âèïàäêó n = 1. Ñïðàâäi,

∥I(p)1 ∥b = sup
∥x∥=b

|x1| = b

äëÿ x = (b, 0, . . .).

Íåõàé n ∈ N i n ≥ 2. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

n− 1 çìiííèõ, òîáòî

∥I(p)1 · . . . · I(p)n−1∥b = sup
∥x∥=b

|x1 · . . . · xn−1
n−1| = p

√√√√√ H(n− 1)(
n(n−1)

2

)n(n−1)
2

b
n(n−1)

2 (3.10)

i íîðìà äîñÿãà¹òüñÿ ó òî÷öi

x =

(
p

√
1

n(n−1)
2

b, p

√
2

n(n−1)
2

b, . . . , p

√
n− 1
n(n−1)

2

b, 0, . . .

)
.
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Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ n çìiííèõ. Íåõàé a = |xn|.
Îñêiëüêè ∥x∥ = b i |xn| ≤ ∥x∥, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a ≤ b. Òàêèì ÷èíîì,

a ∈ [0, b]. Êðiì òîãî, îñêiëüêè |xn| = a i äëÿ êîæíîãî

x = (x1, . . . , xn, 0, . . .) ∈ ℓp

ìè ìà¹ìî, ùî

∥x∥ = p
√

|x1|p + . . .+ |xn|p = b,

òî
p
√

|x1|p + . . .+ |xn−1|p + ap = b

i òîìó,

|x1|p + . . .+ |xn−1|p = bp − ap

i, ÿê íàñëiäîê,
p
√

|x1|p + . . .+ |xn−1|p = p
√
bp − ap.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.10), ìà¹ìî íàñòóïíå:

∥I(p)1 · . . . · I(p)n ∥b = sup
∥x∥=b

|x1 · . . . · xnn|

= an sup
(|x1|p+...+|xn−1|p)1/p=(bp−ap)1/p

|x1 · . . . · xn−1
n−1|

= an
p

√√√√√ H(n− 1)(
n(n−1)

2

)n(n−1)
2

(bp − ap)
n(n−1)

2p .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(a) = an
p

√√√√√ H(n− 1)(
n(n−1)

2

)n(n−1)
2

(bp − ap)
n(n−1)

2p .

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ f äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ íà

âiäðiçêó [0, b] ó òî÷öi amax = p

√
2

n+1b.
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Òîäi

∥I(p)1 · . . . · I(p)n ∥b = f(amax)

= p

√√√√( 2

n+ 1

)n

bn
p

√√√√√ H(n− 1)(
n(n−1)

2

)n(n−1)
2

(
bp − 2

n+ 1
bp
)n(n−1)

2p

.

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ îñòàííüîãî âèðàçó ìè îòðèìà¹ìî áàæàíå:

∥I(p)1 · . . . · I(p)n ∥b = p

√√√√√ H(n)(
n(n+1)

2

)n(n+1)
2

b
n(n+1)

2 .

Äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.1. Äëÿ ïîëiíîìiâ I
(1)
1 , . . . , I

(1)
n , . . . , âèçíà÷åíèõ ôîðìóëîþ

(3.5), íàñòóïíà ðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíîþ:

∥I(1)1 · . . . · I(1)n ∥1 =
H(n)(

n(n+1)
2

)n(n+1)
2

.

Íàñëiäîê 3.2. Äëÿ ïîëiíîìiâ I
(p)
1 , . . . , I

(p)
n , . . . , âèçíà÷åíèõ ôîðìóëîþ

(3.5), íàñòóïíà ðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíîþ:

∥I(p)1 · . . . · I(p)n ∥1 = p

√√√√√ H(n)(
n(n+1)

2

)n(n+1)
2

.

Òâåðäæåííÿ 3.3. Ïîñëiäîâíiñòü (c, c, c, . . .), äå c ∈ [1,+∞), íå íàëå-

æèòü ìíîæèíi ν−1(ΓP(MbI(ℓ1))), äå âiäîáðàæåííÿ ΓP âèçíà÷åíå ôîðìó-

ëîþ (2.6) i âiäîáðàæåííÿ ν âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (3.8).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(x) =
∞∑
m=1

(m
2

)m
I
(1)
1 (x)I

(1)
2 (x) · . . . · I(1)m (x),
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x ∈ ℓ1. Çàóâàæèìî, ùî n-òèé ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f âèçíà÷åíèé

ôîðìóëîþ

fn(x) =


(
m
2

)m
I
(1)
1 (x) · . . . · I(1)m (x), ÿêùî n = m(m+1)

2 äëÿ

äåÿêîãî m ∈ N
0, iíàêøå.

Çãiäíî iç Òåîðåìîþ 1.3, àñèìïòîòè÷íà øâèäêiñòü ðîñòó ãiïåðôàêòîðiàëà

H(m) ¹ íàñòóïíîþ:

H(m) ∼ Am
6m2+6m+1

12 e
−m2

4 , (3.11)

äå A = 1.2824 . . . ¹ êîíñòàíòîþ Ãëåéøåðà-Êiíêåëiíà. Âçÿâøè öå äî óâàãè,

ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

lim
m→∞

∥fm(m+1)
2

∥
2

m(m+1)

1 = lim
m→∞

((m
2

)m
∥I(1)1 I

(1)
2 · . . . · I(1)m ∥1

) 2
m(m+1)

= lim
m→∞

((m
2

)m H(m)(
m(m+1)

2

)m(m+1)
2

) 2
m(m+1)

= lim
m→∞

((m
2

)mAm 6m2+6m+1
12 e

−m2

4(
m(m+1)

2

)m(m+1)
2

) 2
m(m+1)

= 0.

Òîìó ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöi¨ f äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîñòi:

R(f) =
1

lim supn→∞ ∥fn∥1/n1

= ∞.

I, îòæå, f ∈ HbI(ℓ1). Äàëi äîâåäåìî, ùî çàäàíà ôóíêöiÿ f íå ¹ âèçíà÷åíîþ

íà ïîñëiäîâíîñòi (c, c, c, . . .), äå c ∈ [1; +∞) ¹ êîíñòàíòîþ, òîáòî ðÿä
∞∑
m=1

(m
2

)m
c

m(m+1)
2 (3.12)

ðîçáiæíèé. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

lim
m→∞

m

√(m
2

)m
c

m(m+1)
2 = lim

m→∞

m

2
c

m+1
2 = ∞.

Òîìó çà îçíàêîþ Êîøi ðÿä (3.12) íå ¹ çáiæíèì. Äîâåäåíî.
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Òåîðåìà 3.5. Íåõàé
{
I
(1)
1 , . . . , I

(1)
m , . . .

}
¹ ìíîæèíîþ ïîëiíîìiâ, âè-

çíà÷åíèõ ôîðìóëîþ (3.5). Òîäi êîæíà ôóíêöiÿ f âèãëÿäó

f(x) =
∞∑
m=1

α(m)I
(1)
1 (x) · . . . · I(1)m (x),

äå α(m) ¹ äåÿêèì êîåôiöi¹íòîì, çàëåæíèì âiä m, òàêà, ùî f ∈ HbI(ℓ1),

¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ

f(x) =
∞∑
m=1

α(m)I
(1)
1 (x) · . . . · I(1)m (x),

äå α(m) ¹ äåÿêèì êîåôiöi¹íòîì, çàëåæíèì âiäm, íàëåæèòü àëãåáði HbI(ℓ1).

Çàóâàæèìî, ùî n-òèé ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

fn(x) =


α(m)I

(1)
1 (x) · . . . · I(1)m (x), ÿêùî n = m(m+1)

2 äëÿ

äåÿêîãî m ∈ N
0, iíàêøå.

(3.13)

Îñêiëüêè äàíà ôóíêöiÿ f íàëåæèòü àëãåáði HbI(ℓ1), òî ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi ôóíêöi¨ f ¹ ðiâíèì íåñêií÷åííîñòi:

R(f) =
1

lim supn→∞ ∥fn∥1/n1

= ∞.

Òîäi

lim sup
n→∞

∥fn∥1/n1 = 0

i, âiäïîâiäíî,

lim
n→∞

∥fn∥1/n1 = 0.

Òàêèì ÷èíîì, áåðó÷è äî óâàãè (3.13), ìà¹ìî, ùî

lim
m→∞

∥∥fm(m+1)
2

∥∥ 2
m(m+1)

1 = 0,

òîáòî,

lim
m→∞

∥∥α(m)I
(1)
1 · . . . · I(1)m

∥∥ 2
m(m+1)

1 = 0.
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Çðîáèìî çàìiíó

α(m) =

(
ε(m)

)m(m+1)
2∥∥I(1)1 · . . . · I(1)m

∥∥
1

.

Òîäi ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

lim
m→∞

(
|ε(m)|

m(m+1)
2

∥I(1)1 · . . . · I(1)m ∥1
∥I(1)1 · . . . · I(1)m ∥1

) 2
m(m+1)

= lim
m→∞

|ε(m)| = 0.

Òîìó limm→∞ ε(m) = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìî-

âîþ òîãî, ùî äàíà ôóíêöiÿ f íàëåæèòü àëãåáði HbI(ℓ1).

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ

f(x) =
∞∑
m=1

(
ε(m)

)m(m+1)
2

∥I(1)1 · . . . · I(1)m ∥1
I
(1)
1 (x) · . . . · I(1)m (x)

òàêà, ùî f ∈ HbI(ℓ1), ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi

x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .).

Çàóâàæèìî, ùî

f(x0) =
∞∑
m=1

(
ε(m)

)m(m+1)
2

∥I(1)1 · . . . · I(1)m ∥1
1 · 1

22
· . . . · 1

mm

=
∞∑
m=1

(
ε(m)

)m(m+1)
2

∥I(1)1 · . . . · I(1)m ∥1

1

H(m)

=
∞∑
m=1

(
ε(m)

)m(m+1)
2

(
m(m+1)

2

)m(m+1)
2

H2(m)
.

Îòæå, íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî ðÿä

∞∑
m=1

(
ε(m)

)m(m+1)
2

(
m(m+1)

2

)m(m+1)
2

H2(m)
(3.14)

¹ çáiæíèì. Îñêiëüêè f ∈ HbI(ℓ1), òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

lim
m→∞

ε(m) = 0
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i òîìó |ε(m)| ≤ 1
2 äëÿ âåëèêèõm. Áåðó÷è äî óâàãè öåé ôàêò i àñèìïòîòè÷íó

øâèäêiñòü ðîñòó ãiïåðôàêòîðiàëà H(m) (äèâ. (3.11)), âèêîðèñòà¹ìî îçíàêó

Êîøi. Òîäi îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

lim
m→∞

m

√√√√√|ε(m)|
m(m+1)

2

(
m(m+1)

2

)m(m+1)
2

H2(m)
= lim

m→∞

|ε(m)|
m+1
2
(
m2 +m

)m+1
2 e

m
2

A
2
m2

m+1
2 m

12m2+12m+2
12m

≤ lim
m→∞

(
m2 +m

)m+1
2 e

m
2

A
2
m2m+1m

12m2+12m+2
12m

= 0.

Ç iíøîãî áîêó,

lim
m→∞

m

√√√√√|ε(m)|
m(m+1)

2

(
m(m+1)

2

)m(m+1)
2

H2(m)
≥ 0.

Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi,

lim
m→∞

m

√√√√√|ε(m)|
m(m+1)

2

(
m(m+1)

2

)m(m+1)
2

H2(m)
= 0.

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç îçíàêîþ Êîøi, ðÿä (3.14) ¹ çáiæíèì. Îòæå, ôóíêöiÿ

f(x) =
∞∑
m=1

(
ε(m)

)m(m+1)
2

∥I(1)1 · . . . · I(1)m ∥1
I
(1)
1 (x) · . . . · I(1)m (x),

òàêà, ùî f ∈ HbI(ℓ1), ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi

x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .).

Çàëèøèëîñÿ çàìiíèòè

(
ε(m)
)m(m+1)

2∥∥I(1)1 ·...·I(1)m

∥∥
1

íà α(m). Òîäi îòðèìà¹ìî áàæàíå: êîæíà

ôóíêöiÿ

f(x) =
∞∑
m=1

α(m)I
(1)
1 (x) · . . . · I(1)m (x),

ùî íàëåæèòü àëãåáði HbI(ℓ1), ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi x0. Òåîðåìó

äîâåäåíî.
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Ïðèêëàä 3.1. Ôóíêöiÿ f ∈ HbI(ℓ1) âèãëÿäó

f(x) =
∞∑
m=1

(
H(m)

)1− 1
log(logm)

I
(1)
1 (x)I

(1)
2 (x) . . . I(1)m (x),

äå ïîëiíîìè I
(1)
1 , I

(1)
2 , . . . âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.5) i H(m) ¹ ãiïåðôàêòîði-

àëîì ÷èñëà m ∈ N, âèçíà÷åíèì ôîðìóëîþ (3.9), íå ìîæå áóòè ïðîäîâæå-

íîþ äî àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði ℓp, äå 1 < p <

∞. Àëå ôóíêöiÿ f ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .).

Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî f ∈ HbI(ℓ1). Äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî äî-

âåñòè, ùî ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöi¨ f äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîñòi,

òîáòî, çà ôîðìóëîþ Êîøi-Àäàìàðà (äèâ. [76, c. 27, òåîðåìà 4.3]),

R(f) =
1

lim supn→∞ ∥fn∥1/n1

= ∞.

Çàóâàæèìî, ùî n-òèé ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

fn(x) =


(
H(m)

)1− 1
log(logm)

I
(1)
1 (x) · . . . · I(1)m (x), ÿêùî n = m(m+1)

2 äëÿ

äåÿêîãî m ∈ N
0, iíàêøå.

(3.15)

Âçÿâøè äî óâàãè ôîðìóëó (3.15) i Íàñëiäîê 1, ìà¹ìî íàñòóïíå:

∥fm(m+1)
2

∥
2

m(m+1)

1 =
∥∥∥(H(m)

)1− 1
log(logm)

I
(1)
1 · . . . · I(1)m

∥∥∥
1

=

((
H(m)

)1− 1
log(logm)∥∥I(1)1 · . . . · I(1)m

∥∥
1

) 2
m(m+1)

=

((
H(m)

)1− 1
log(logm)

) 2
m(m+1)

·

(
H(m)

) 2
m(m+1)

m(m+1)
2

=

(
H(m)

)(2− 1
log(logm)

)
· 2
m(m+1)

m(m+1)
2

.
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Âçÿâøè äî óâàãè àñèìïòîòè÷íó øâèäêiñòü ðîñòó ãiïåðôàêòîðiàëà H(m)

(äèâ. (3.11)), ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

lim
m→∞

∥fm(m+1)
2

∥
2

m(m+1)

1 = lim
m→∞

(
H(m)

)(2− 1
log(logm)

)
· 2
m(m+1)

m(m+1)
2

= lim
m→∞

2
(
Am

6m2+6m+1
12 e

−m2

4

) 2
m(m+1)

(
2− 1

log(logm)

)
m(m+ 1)

= 0.

Òîìó R(f) = ∞ i f ∈ HbI(ℓ1). Äàëi äîâåäåìî, ùî f /∈ HbI(ℓp), äå p > 1,

òîáòî, R(f) ̸= ∞. Âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 3.2, ìà¹ìî íàñòóïíå:

∥fm(m+1)
2

∥
2

m(m+1)

1 =

((
H(m)

)1− 1
log(logm)

p

√√√√√ H(m)(
m(m+1)

2

)m(m+1)
2

) 2
m(m+1)

=
2

1
p

(
H(m)

) 2
m(m+1)

(
1− 1

log(logm)+
1
p

)
(
m(m+ 1)

) 1
p

.

Òîäi ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

lim
m→∞

∥fm(m+1)
2

∥
2

m(m+1)

1 = lim
m→∞

2
1
p

(
H(m)

) 2
m(m+1)

(
1− 1

log(logm)+
1
p

)
(
m(m+ 1)

) 1
p

= lim
m→∞

2
1
p

(
Am

6m2+6m+1
12 e

−m2

4

) 2
m(m+1)

(
1− 1

log(logm)+
1
p

)
(m2 +m)

1
p

= ∞.

Òîìó R(f) = 0 i f /∈ HbI(ℓp), äå p > 1.

Êðiì òîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.5, äàíà ôóíêöiÿ f ¹ äîáðå âèçíà÷å-

íîþ íà åëåìåíòi x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .).
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3.3. Îïåðàöi¨ íà ñïåêòði àëãåáðè HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ ∞

Íåõàé P = {Pn}∞n=1 ¹ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ n-

îäíîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði X, òàêèõ, ùî

∥Pn∥1 = 1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Îñêiëüêè êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ HbP(X) ìîæå

áóòè ¹äèíèì ÷èíîì ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

f(x) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...knP
k1
1 (x)P k2

2 (x) · · ·P kn
n (x),

äå αk1...kn ∈ C i k1, k2, . . . , kn ∈ N ∪ {0}, òî êîæíèé õàðàêòåð φ ∈ MbP(X)

¹ îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèì ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà ïîëiíîìàõ {Pn}∞n=1. Òîìó

öiêàâî ðîçãëÿíóòè îáðàç ΓP(MbP(X)) ñïåêòðó MbP(X) àëãåáðè HbP(X), äå

âiäîáðàæåííÿ ΓP âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (2.6). Òàêîæ öiêàâî ðîçãëÿíóòè ïiä-

ìíîæèíó ΓP(M
(0)
bP (X)) ìíîæèíè ΓP(MbP(X)), äå

M
(0)
bP (X) = {δx : x ∈ X}. (3.16)

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ΓP
(
M

(0)
bP (X)

)
ìà¹ ñòðóêòóðó ëiíié-

íîãî ïðîñòîðó ó âèïàäêó X = ℓp, äå 1 ≤ p ≤ +∞, i {Pn}∞n=1 = {I(p)n }∞n=1, äå

ïîëiíîìè I(p)1 , I
(p)
2 , . . . âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.5).

Íåõàé I = {In}∞n=1. ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, êîæíà ôóíêöiÿ f ∈
HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ +∞, ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

f(x) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (x)

)k1(I(p)2 (x)
)k2 · · · (I(p)n (x)

)kn,
äå αk1...kn ∈ C i k1, k2, . . . , kn ∈ N ∪ {0}.

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ Jλ(f) : ℓp → C i J+c(f) : ℓp → C, íàñòóïíèìè
ôîðìóëàìè:

Jλ(f)(x) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn(λI
(p)
1 (x))k1 · · · (λI(p)n (x))kn (3.17)

i

J+c(f)(x) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn(I
(p)
1 (x) + c1)

k1 · · · (I(p)n (x) + cn)
kn

(3.18)



91

äëÿ âñiõ λ ∈ C i c = {cn}∞n=1 = {φ(I(p)n )}∞n=1 ∈ C∞, äå φ = δz ∈ M
(0)
bI (ℓp) i

z ∈ ℓp ¹ ôiêñîâàíèì åëåìåíòîì.

Òåîðåìà 3.6. Ôóíêöi¨ Jλ(f) i J+c(f), âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.17) i

(3.18) âiäïîâiäíî, ¹ öiëèìè ôóíêöiÿìè îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði ℓp

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ +∞. Âiäîáðàæåííÿ Jλ : f 7→
Jλ(f) i J+c : f 7→ J+c(f) ¹ ãîìîìîðôiçìàìè ç àëãåáðè HbI(ℓp) â ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ HbI(ℓp), 1 ≤ p ≤ +∞. Ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî äëÿ

êîæíî¨ ñòàëî¨ λ ∈ C âiäîáðàæåííÿ Jλ ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì. Äîâåäåìî, ùî

äëÿ âñiõ λ ∈ C i x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ ℓp iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü yx ∈
ℓp òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü I(p)n (yx) = λI

(p)
n (x). Äîñèòü ðîçãëÿíóòè

ïîñëiäîâíiñòü

yx = (λx1,
√
λx2, . . . ,

n
√
λxn, . . .).

Ïîêàæåìî, ùî yx ∈ ℓp. Ó âèïàäêó 1 ≤ p < +∞ ìà¹ìî, ùî

∥yx∥p = |λx1|p + |
√
λx2|p + . . .+ | n

√
λxn|p + . . .

= |λ|p|x1|p + |
√
λ|p|x2|p + . . .+ | n

√
λ|p|xn|p + . . .

≤
(
max {|λ|, 1}

)p ∞∑
n=1

|xn|p

=
(
max {|λ|, 1}

)p∥x∥p < +∞,

îñêiëüêè x ∈ ℓp. Îòæå, yx ∈ ℓp. Êðiì òîãî, ∥yx∥ ≤ max {|λ|, 1}∥x∥.
Ó âèïàäêó p = ∞ ìà¹ìî, ùî

∥yx∥ = sup
n∈N

(
| n
√
λ||xn|

)
≤

≤ sup
n∈N

(
max {|λ|, 1}|xn|

)
=

= max {|λ|, 1}∥x∥ <∞,

îñêiëüêè x ∈ ℓ∞. Òîìó yx ∈ ℓ∞ i

∥yx∥ ≤ max {|λ|, 1}∥x∥.
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Âèêîíàííÿ ðiâíîñòi I(p)n (yx) = λI
(p)
n (x) ¹ î÷åâèäíèì â îáîõ âèïàäêàõ.

Òàêèì ÷èíîì äàíèé åëåìåíò yx ∈ ℓp, äå 1 ≤ p ≤ +∞, ¹ øóêàíèì. Òî-

äi, áåðó÷è äî óâàãè, ùî ôóíêöiÿ f ∈ HbI(ℓp) ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ, ìà¹ìî

íàñòóïíå:

Jλ(f)(x) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn(λI
(p)
1 (x))k1 · · · (λI(p)n (x))kn

= α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (yx)

)k1 · · · (I(p)n (yx)
)kn

= f(yx) <∞.

Òîìó ôóíêöiÿ Jλ(f) ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ Jλ(f) ∈ HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ +∞. Çãiäíî

ç [76, ðîçäië 8, òâåðäæåííÿ 8.6 i òåîðåìà 8.7] i áåðó÷è äî óâàãè, ùî êîæíà

ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî òèïó ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíîþ, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

Jλ(f) ¹ G-ãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó.

Ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ Jλ(f) ¹ G-ãîëîìîðôíîþ. Çãiäíî ç îçíà-

÷åííÿì G-ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨, ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé a = {an}∞n=1, b = {bn}∞n=1 ∈ ℓp i ñòàëî¨ µ ∈ C ôóíêöiÿ h : C → C,
âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

h(µ) = Jλ(f)(a+ µb),

¹ öiëîþ íà ìíîæèíi C. Íåõàé hm+1(µ) ¹ (m+1)-øîþ ÷àñòèííîþ ñóìîþ ðÿäó,

ùî âiäïîâiäà¹ ôóíêöi¨ h. Î÷åâèäíî, ùî hm+1 ∈ H(C). Çãiäíî iç çàçíà÷åíèì
âèùå, íàñòóïíi ðiâíîñòi ¹ ïðàâèëüíèìè:

h(µ) =
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn(λI
(p)
1 (a+ µb))k1 · · · (λI(p)n (a+ µb))kn

=
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (ya+µb)

)k1 · · · (I(p)n (ya+µb)
)kn

= f(ya+µb)
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i

hm+1(µ) =
m∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
λI

(p)
1 (a+ µb)

)k1 · · · (λI(p)n (a+ µb)
)kn

=
m∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (ya+µb)

)k1 · · · (I(p)n (ya+µb)
)kn

= fm+1(ya+µb).

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì {hm+1}∞m=0 ðÿäó, ùî âiäïîâiäà¹

ôóíêöi¨ h, ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ h. Íåõàé l ∈ N. Òîäi, îñêiëüêè
f ∈ HbI(ℓp), òî ìà¹ìî íàñòóïíå:

∥h− hm+1∥l = sup
|µ|≤l

|h(µ)− hm+1(µ)|

≤ sup
{y∈ℓp:∥y∥≤max{|λ|,1}(∥a∥+l∥b∥)}

|f(y)− fm+1(y)| → 0, m→ ∞.

Òîìó, îñêiëüêè ïðîñòið H(C) ¹ ïîâíèì i hm+1 ∈ H(C), òî h ∈ H(C). I,
îòæå, ôóíêöiÿ Jλ(f) ¹ G-ãîëîìîðôíîþ.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ Jλ(f) ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó. Íåõàé

S ¹ äîâiëüíîþ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ ïðîñòîðó ℓp, òîáòî, iñíó¹ êóëÿ B(a, r),

äå a ∈ ℓp, r > 0 òàêà, ùî S ⊂ B(a, r). Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ Jλ(f) ¹

îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi S. Íåõàé s ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì ìíîæèíè S.

Òîäi ∥s∥ ≤ r. Îñêiëüêè f ∈ HbI(ℓp), òî ìà¹ìî íàñòóïíå:

|Jλ(f)(s)| = |f(ys)| ≤

≤ sup
{z∈ℓp:∥z∥≤∥ys∥}

|f(z)| ≤

≤ sup
{z∈ℓp:∥z∥≤rmax{|λ|,1}}

|f(z)| =

= ∥f∥rmax{|λ|,1} <

< +∞.

Òàêèì ÷èíîì, Jλ(f) ∈ HbI(ℓp).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äàíå âiäîáðàæåííÿ Jλ çáåðiãà¹ îïåðàöi¨ àëãåáðè

HbI(ℓp).
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Äàëi äîâåäåìî äðóãó ÷àñòèíó òåîðåìè. Àíàëîãi÷íî, íåõàé f ∈ HbI(ℓp),

äå 1 ≤ p ≤ +∞. Çàôiêñó¹ìî z ∈ ℓp i ïîçíà÷èìî c = {cn}∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêó, ùî {cn}∞n=1 =
{
φ
(
I
(p)
n

)}∞
n=1

, äå φ = δz ∈MbI(ℓp).

Ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ ℓp, äå 1 ≤ p ≤ +∞, i äëÿ

äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi c = {cn}∞n=1 ∈ C∞ iñíó¹ åëåìåíò yx ∈ ℓp òàêèé, ùî

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

I(p)n (yx) = I(p)n (x) + cn.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

yx =
(
x1 + c1,

√
x22 + c2, . . . , n

√
xnn + cn, . . .

)
.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi yx âèêîíó¹òüñÿ óìîâà I
(p)
n (yx) =

I
(p)
n (x) + cn. Ïîêàæåìî, ùî yx ∈ ℓp, äå 1 ≤ p ≤ +∞.

Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 1 ≤ p < +∞. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ïðàâèëüíîþ ¹ íàñòóïíà îöiíêà:

| n
√
xnn + cn|p =

(
n
√

|xnn + cn|
)p ≤ ( n

√
|xn|n + |cn|

)p
=
(

n
√

|xn|n + |zn|n
)p ≤ ( n

√
(|xn|+ |zn|)n

)p
= (|xn|+ |zn|)p

=
(
|xn|+ n

√
|cn|
)p ≤ 2p

(
max {|xn|, n

√
|cn|}

)p ≤ 2p
(
|xn|p + n

√
|cn|p

)
.

Òîäi

∞∑
n=1

|yn|p =
∞∑
n=1

| n
√
xnn + cn|p ≤ 2p

∞∑
n=1

(
|xn|p + n

√
|cn|p

)
= 2p

( ∞∑
n=1

|xn|p +
∞∑
n=1

n
√

|cn|p
)
<∞,

îñêiëüêè x, z ∈ ℓp. Òîìó yx ∈ ℓp, 1 ≤ p < +∞. Êðiì òîãî,

∥yx∥ ≤ 2

(
∥x∥+

( ∞∑
n=1

n
√

|cn|p
) 1

p

)
.

Ïîçíà÷èìî L =
(∑∞

n=1
n
√
|cn|p

) 1
p

. Òîäi

∥yx∥ ≤ 2
(
∥x∥+ L

)
.
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Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè p = ∞. Îñêiëüêè x, z ∈ ℓ∞, íàñòóïíà

îöiíêà ¹ ïðàâèëüíîþ:

∥yx∥ = sup
n∈N

| n
√
xnn + cn| = sup

n∈N

n
√

|xnn + cn| ≤ sup
n∈N

n
√

|xn|n + |cn|

= sup
n∈N

n
√

|xn|n + |zn|n ≤ sup
n∈N

n
√

(|xn|+ |zn|)n = sup
n∈N

(|xn|+ |zn|)

≤ sup
n∈N

|xn|+ sup
n∈N

|zn| ≤ ∥x∥+ ∥z∥ <∞.

Òîìó yx ∈ ℓ∞. Íåõàé

M = sup
n∈N

|zn| = sup
n∈N

n
√

|cn|.

Òîäi

∥yx∥ ≤ ∥x∥+M.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi c âiäîáðàæåííÿ J+c ¹ äîáðå

âèçíà÷åíèì. Ñïðàâäi, áåðó÷è äî óâàãè çàçíà÷åíå âèùå i, ùî ôóíêöiÿ f ∈
HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ +∞, ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ, ìà¹ìî ïîòðiáíå:

J+c(f)(x) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (x) + c1

)k1 · · · (I(p)n (x) + cn
)kn

= α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (yx)

)k1 · · · (I(p)n (yx)
)kn

= f(yx) <∞.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî J+c(f) ∈ HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ +∞. Àíàëîãi÷íî, íàì ïî-

òðiáíî ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ J+c(f) ¹G-ãîëîìîðôíèì i îáìåæåíèì íà

îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ. Ñïåðøó äîâåäåìî, ùî J+c(f) ¹ G-ãîëîìîðôíîþ ôóí-

êöi¹þ. Íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî äëÿ âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé a = {an}∞n=1, b =

{bn}∞n=1 ∈ ℓp i ñòàëî¨ µ ∈ C ôóíêöiÿ h : C → C, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

h(µ) = J+c(f)(a+ µb),

¹ öiëîþ íà ìíîæèíi C, òîáòî, ùî h ∈ H(C). Íåõàé hm+1(µ) ¹ (m+ 1)-øîþ

÷àñòèííîþ ñóìîþ ðÿäó, ùî âiäïîâiäà¹ ôóíêöi¨ h. Î÷åâèäíî, ùî hm+1 ∈
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H(C). Çãiäíî iç çàçíà÷åíèì âèùå, íàñòóïíi ðiâíîñòi ¹ ïðàâèëüíèìè:

h(µ) =
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (a+ µb) + c1

)k1 · · · (I(p)n (a+ µb) + cn
)kn

=
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (ya+µb)

)k1 · · · (I(p)n (ya+µb)
)kn

= f(ya+µb)

i

hm+1(µ) =
m∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (a+ µb) + c1

)k1 · · · (I(p)n (a+ µb) + cn
)kn

=
m∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn
(
I
(p)
1 (ya+µb)

)k1 · · · (I(p)n (ya+µb)
)kn

= fm+1(ya+µb).

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì {hm+1}∞m=0 ðÿäó, ùî âiäïîâiäà¹

ôóíêöi¨ h, ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî h.

Íåõàé l ∈ N. Îñêiëüêè f ∈ HbI(ℓp), òîäi ó âèïàäêó, êîëè 1 ≤ p < +∞,

ìà¹ìî, ùî

∥h− hm+1∥l = sup
|µ|≤l

|h(µ)− hm+1(µ)|

≤ sup
{y∈ℓp:∥y∥≤2(∥a∥+l∥b∥+L)}

|f(y)− fm+1(y)|

= ∥f − fm+1∥2(∥a∥+l∥b∥+L) → 0, m→ ∞.

I ó âèïàäêó, êîëè p = ∞, îñêiëüêè f ∈ HbI(ℓ∞), ìà¹ìî, ùî

∥h− hm+1∥l = sup
|µ|≤l

|h(µ)− hm+1(µ)|

≤ sup
{y∈ℓ∞:∥y∥≤∥a∥+l∥b∥+M}

|f(y)− fm+1(y)|

= ∥f − fm+1∥∥a∥+l∥b∥+M → 0, ïðè m→ ∞.

Òîìó, îñêiëüêè ïðîñòið H(C) ¹ ïîâíèì i hm+1 ∈ H(C), òî h ∈ H(C)
ó âñiõ öèõ âèïàäêàõ. I òîìó ôóíêöiÿ J+c(f) ¹ G-ãîëîìîðôíîþ äëÿ êîæíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ +∞.
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Äàëi ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ J+c(f) ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó. Íå-

õàé S ¹ äîâiëüíîþ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ ïðîñòîðó ℓp, äå 1 ≤ p ≤ +∞,

òîáòî iñíó¹ êóëÿ B(a, r), äå a ∈ ℓp i r > 0, òàêà, ùî S ⊂ B(a, r). Ïîêàæå-

ìî, ùî ôóíêöiÿ J+c(f) ¹ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi S. Íåõàé s ¹ äîâiëüíèì

åëåìåíòîì ìíîæèíè S. Òîäi ∥s∥ ≤ r.

Îñêiëüêè f ∈ HbI(ℓp), òî ó âèïàäêó, êîëè 1 ≤ p < ∞, íàñòóïíà îöiíêà

¹ ïðàâèëüíîþ:

|J+c(f)(s)| = |f(ys)| ≤

≤ sup
{z∈ℓp:∥z∥≤∥ys∥}

|f(z)| ≤

≤ sup
{z∈ℓp:∥z∥≤2(r+L)}

|f(z)| =

= ∥f∥2(r+L) < +∞.

I ó âèïàäêó, êîëè p = ∞, îñêiëüêè f ∈ HbI(ℓ∞), íàñòóïíà îöiíêà ¹ ïðàâèëü-

íîþ:

|J+c(f)(s)| = |f(ys)| ≤

≤ sup
{z∈ℓ∞:∥z∥≤∥ys∥}

|f(z)|

≤ sup
{z∈ℓ∞:∥z∥≤r+M}

|f(z)|

= ∥f∥r+M < +∞.

Îòæå, J+c(f) ∈ HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ ∞.

Òàêîæ ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äàíå âiäîáðàæåííÿ J+c çáåðiãà¹ îïåðàöi¨

àëãåáðè HbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ ∞.

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.3. Äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà φ ∈ MbI(ℓp), äå 1 ≤ p ≤ ∞,

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:(
φ ◦ Jλ

(
I
(p)
1

)
, φ ◦ Jλ

(
I
(p)
2

)
, . . .

)
= λ

(
φ
(
I
(p)
1

)
, φ
(
I
(p)
2

)
, . . .

)
, (3.19)(

φ ◦ J+c
(
I
(p)
1

)
, φ ◦ J+c

(
I
(p)
2

)
, . . .

)
=
(
φ
(
I
(p)
1

)
+ c1, φ

(
I
(p)
2

)
+ c2, . . .

)
. (3.20)
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Îñêiëüêè âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (3.19) i (3.20), òî, î÷åâèäíî, ùî ìè ìî-

æåìî âèêîíóâàòè îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð òà äîäàâàííÿ (çàóâàæèìî,

ùî äðóãèé äîäàíîê ìà¹ áóòè îáðàçîì ôóíêöiîíàëà îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ó

òî÷êàõ ïðîñòîðó ℓp) íà ìíîæèíi ΓP(MbI(ℓp)), äå âiäîáðàæåííÿ ΓP âèçíà÷åíå

ôîðìóëîþ (2.6).

Íàñëiäîê 3.4. Ìíîæèíà ΓP
(
M

(0)
bI
(
X)), äå M

(0)
bI (X) âèçíà÷åíî ôîðìó-

ëîþ (3.16), ìà¹ ñòðóêòóðó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ó âèïàäêó, êîëè X = ℓp, äå

1 ≤ p ≤ +∞.

Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà J+c i [26], ìà¹ìî íàñòóïíèé íà-

ñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.5. Îïåðàòîð J+c ¹ ãiïåðöèêëi÷íèì.



99

3.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ñïåêòðiâ àëãåáð Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè îäíîðiäíèõ ïîëiíî-

ìiâ íà äåÿêèõ ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè HbP(X) äëÿ âèïàäêó P = I,
äå ïîëiíîìè I âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.5) òà X ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì

ïðîñòîðó ℓ∞, ÿêèé ìiñòèòü ïðîñòið c00.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 äîñëiäæåíî ñïåêòð àëãåáðè HbP(X) ó âèïàäêó, êîëè

P = I òà X = ℓ1. Âñòàíîâëåíî ÿêi òî÷êè íå íàëåæàòü ñïåêòðó öi¹¨ àëãåáðè.

Ïîáóäîâàíî ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêà íàëåæèòü äàíié àëãåáði i ¹ äîáðå âèçíà÷å-

íîþ íà åëåìåíòi x0 = (1, 1/2, . . . , 1/n, . . .), àëå íå ìîæå áóòè ïðîäîâæåíîþ

äî àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîðàõ ℓp, äå 1 < p <∞.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 ðîçãëÿíóòî äåÿêi îïåðàöi¨ çñóâó, ÿêi çäiéñíþþòüñÿ íà

ñïåêòði MbP àëãåáðè HbP(X) ó âèïàäêó P = I òà X = ℓp, äå p ≥ 1.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â äàíîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ:

[1], [3] � [4], [49] � [51], [53] � [55], [58], [93] � [95].
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ÐÎÇÄIË 4. IÇÎÌÎÐÔIÇÌÈ ÄÅßÊÈÕ ÀËÃÅÁÐ

ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÎÁÌÅÆÅÍÎÃÎ ÒÈÏÓ

ÍÀ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ óìîâ içîìîðôiçìó òîïîëîãi÷íèõ àë-

ãåáð öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè

ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

4.1. Óìîâè íåïåðåðâíîñòi

Íåõàé X òà Y ¹ êîìïëåêñíèìè áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè. Íåõàé A =

{An}∞n=1 i P = {Pn}∞n=1 ¹ ïîñëiäîâíîñòÿìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëå-

æíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ n ç îäèíè÷íèìè íîðìàìè íà ïðîñòîðàõ

X òà Y âiäïîâiäíî. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî àëãåáðè Ôðåøå HbA(X)

òà HbP(Y ) öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíi ïîñëiäîâíîñòÿìè ïî-

ëiíîìiâ A òà P âiäïîâiäíî, i äîñëiäæåíî óìîâè içîìîðôiçìó äàíèõ àëãåáð.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Íåõàé X ¹ êîìïëåêñíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Òîäi ðàäióñ-ôóíêöiÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â

òî÷öi δx íà àëãåáði HbP(X) ¹ ìåíøîþ çà íîðìó ∥x∥ àáî äîðiâíþ¹ íîðìi

∥x∥.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ PP(
nX) ¹ ïiäïðîñòîðîì

ïðîñòîðó óñiõ n-îäíîðiäíèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ P(nX), òî íîðìà çâóæå-

ííÿ ôóíêöiîíàëà δx íà ïðîñòið PP(
nX) ¹ ìåíøîþ àáî äîðiâíþ¹ íîðìi çâóæå-

ííÿ ôóíêöiîíàëà δx íà ïðîñòið P(nX). Òàêèì ÷èíîì ðàäióñ-ôóíêöiÿ ôóí-

êöiîíàëà δx íà àëãåáði HbP(X) ¹ ìåíøîþ àáî äîðiâíþ¹ ðàäióñ-ôóíêöi¨ ôóí-

êöiîíàëà δx íà àëãåáði Hb(X). Àëå çãiäíî ç [9], âiäîìî, ùî ðàäióñ-ôóíêöiÿ

ôóíêöiîíàëà δx íà àëãåáði Hb(X) äîðiâíþ¹ ∥x∥.

Òâåðäæåííÿ 4.2. Íåõàé Z ¹ ëîêàëüíî îïóêëèì òîïîëîãi÷íèì âå-

êòîðíèì ïðîñòîðîì i H0(Z) ¹ ïiäàëãåáðîþ H(Z), ÿêà ðîçäiëÿ¹ òî÷êè ïðî-

ñòîðó Z. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïåêòðè îáîõ àëãåáð H(Z) òà H0(Z) ñêëà-

äàþòüñÿ iç ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöié δz, z ∈ Z. Íåõàé
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A : H(Z) → H0(Z) ¹ ñþð'¹êòèâíèì íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì. Òîäi

iñíó¹ àíàëiòè÷íå ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ Φ: Z → Z òàêå, ùî

A(f)(z) = f ◦ Φ(z)

äëÿ êîæíîãî f ∈ H(Z) òà z ∈ Z.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A′ ¹ ñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì

A′ : H ′
0(Z) → H ′(Z), A′(φ)(f) = φ(A(f)),

äå φ ∈ H ′
0(Z), f ∈ H(Z). Ïîçíà÷èìî Ã′ � çâóæåííÿ îïåðàòîðà A′ íà

ïiäìíîæèíó ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ ó H ′(Z) âèãëÿäó δz, z ∈ Z,

òîáòî íà ñïåêòð H0(Z). Îñêiëüêè A ¹ àëãåáðà¨÷íèì ãîìîìîðôiçìîì, òî Ã′

âiäîáðàæà¹ ñïåêòð àëãåáðè H0(Z) ó ñïåêòð àëãåáðè H(Z). Ïîêëàäåìî

Φ(z) = y, äå δy = Ã′(δz).

Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(Z), f ◦Φ = A(f) ∈ H0(Z), òîáòî Φ ¹ àíàëi-

òè÷íèì âiäîáðàæåííÿì çà îçíà÷åííÿì. Ùîá ïîêàçàòè, ùî Φ ¹ ií'¹êòèâíèì,

ïðèïóñòèìî, ùî Φ(z1) = Φ(z2). Òîäi A(f)(z1) = A(f)(z2) äëÿ êîæíî¨ ôóí-

êöi¨ f ∈ H(Z). Îñêiëüêè A ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òî g(z1) = g(z2) äëÿ êîæíîãî

g ∈ H0. Îòæå, z1 = z2.

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé àëãåáðè H(Z) òà H0(Z) ¹ òàêèìè, ÿê ó òâåð-

äæåííi 4.2 i A ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì àëãåáð. Òîäi Φ ¹ àíàëiòè-

÷íèì àâòîìîðôiçìîì.

Íåõàé A = {A1, A2, . . . , An, . . .} òà P = {P1, P2, . . . , Pn, . . .} ¹ ïîñëiäîâ-
íîñòÿìè àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ X òà

Y âiäïîâiäíî, ∥An∥1 = ∥Pn∥1 = 1, degAn = degPn = n, n ∈ N. Ðîçãëÿíåìî
íàñòóïíèé àëãåáðà¨÷íèé içîìîðôiçì àëãåáð ïîëiíîìiâ Θ: PA(X) → PP(Y ),

âèçíà÷åíèé íà àëãåáðà¨÷íîìó áàçèñi PA(X) ôîðìóëîþ Θ: An 7→ Pn. Òîäi

àëãåáðà¨÷íî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð

Θ∗ : P∗
P(Y ) → P∗

A(X)
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¹ âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

Θ∗(ψ)(P ) = (ψ ◦Θ)(P ), ψ ∈ P∗
P(Y ), P ∈ PA(X).

Òóò P∗
A(X) ¹ ïðîñòîðîì óñiõ (íåîáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíèõ) ëiíiéíèõ ôóí-

êöiîíàëiâ íà PA(X). Ïîçíà÷èìî Θ̃∗ � çâóæåííÿ Θ∗ íà ñïåêòð MbP àëãåáðè

HbP(Y ).

Òåîðåìà 4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî Θ̃∗ âiäîáðàæà¹ MbP ó MbA òà iñíó¹

ôóíêöiÿ K : [0,+∞) → [0,+∞), îáìåæåíà íà êîæíîìó âiäðiçêó ç ìíî-

æèíè [0,+∞) òàêà, ùî

R(Θ̃∗(ψ)) ≤ K
(
R(ψ)

)
, ψ ∈MbP.

Òîäi Θ ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì, ÿêèé ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïå-

ðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó (ÿêèé ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè òèì ñàìèì ñèìâîëîì

Θ) ç HbA(X) ó HbP(Y ).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî y ∈ Y íåõàé ψy = Θ̃∗(δy) ∈ MbA. ßêùî a ∈
HbA(X), òî a(x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

a(x) =
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...knA
k1
1 (x)A

k2
2 (x) . . . A

kn
n (x),

äå k1, . . . , kn ∈ N
⋃
{0} i αk1...kn ∈ C. Îòæå, ìè ìîæåìî ôîðìàëüíî ïðîäîâ-

æèòè Θ íà HbA(X) íàñòóïíèì ÷èíîì:

Θ(a) = Θ

( ∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...knA
k1
1 A

k2
2 . . . A

kn
n

)

=
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn(Θ(A1))
k1(Θ(A2))

k2 . . . (Θ(An))
kn

=
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...knP
k1
1 P

k2
2 . . . P kn

n .

Ïîêàæåìî, ùî Θ(a) ∈ HbP(Y ). Äëÿ êîæíîãî y ∈ Y

Θ(a)(y) =
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...knP
k1
1 (y) . . . P kn

n (y)



103

=
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...kn(ψy(A1))
k1 . . . (ψyAn)

kn = ψy(a).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ a ∈ HbA(X) i ψy ∈ MbA, òî âiäîáðàæåííÿ ψy(a) ¹ äîáðå

âèçíà÷åíèì i òîìó ôóíêöiÿ Θ(a)(y) ¹ òàêîæ äîáðå âèçíà÷åíîþ äëÿ âñiõ

y ∈ Y.

ßêùî ∥y∥ ≤ r, òî

|Θ(a)(y)| =
∣∣∣ ∞∑
n=0

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...knP
k1
1 (y) . . . P kn

n (y)
∣∣∣

= |ψy(a)| ≤ sup
{ψ∈MbA : R(ψ)≤K(∥y∥)}

|ψ(a)| ≤ sup
{ψ∈MA : R(ψ)≤sup[0,r]K(γ)}

|ψ(a)|

≤ ∥ψ∥sup[0,r]K(γ)∥a∥sup[0,r]K(γ) = ∥a∥sup[0,r]K(γ) <∞,

îñêiëüêè ôóíêöiÿ a ¹ îáìåæåíîãî òèïó. Òàêèì ÷èíîì Θ(a) ¹ îáìåæåíîþ íà

îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ. Îòæå, ÿêùî

a(m) = a−
∞∑
n=m

∑
k1+2k2+...+nkn=n

αk1...knA
k1
1 A

k2
2 . . . A

kn
n ,

òî ∣∣Θ(a(m)

)
(y)
∣∣ ≤ ∥∥a(m)

∥∥
sup[0,r]K(γ)

→ 0 as m→ ∞.

Çà îçíà÷åííÿì Θ âiäîáðàæà¹ îäíîðiäíi ïîëiíîìè â îäíîðiäíi ïîëiíîìè. Òî-

ìó Θ(a) ìîæíà íàáëèçèòè ïîëiíîìàìè Θ(a)−Θ
(
a(m)

)
ðiâíîìiðíî íà îáìå-

æåíèõ ïiäìíîæèíàõ Y. Òîìó ìè ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ a ∈ HbA(X),

Θ(a) ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði Y, ÿêà íàëåæèòü çàìèêàííþ

PP(Y ) ó HbP(Y ). Îòæå, Θ(a) ∈ HbP(Y ).

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ Θ ¹ íåïåðåðâíîþ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

äëÿ âñiõ r1 > 0 i a ∈ HbA(X) iñíóþòü C > 0 i r2 > 0 òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

∥Θ(a)∥r1 ≤ C∥a∥r2.

Ìà¹ìî, ùî

∥Θ(a)∥r1 = sup
{y∈Y : ∥y∥≤r1}

|Θ(a)(y)|
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≤ sup
{ψ∈MbA : R(ψ)≤max {sup[0,r1]K(γ),1}}

|ψ(a)|

≤ ∥ψ∥max {sup[0,r1]K(γ),1}∥a∥max {sup[0,r1]K(γ),1} = ∥a∥max {sup[0,r1]K(γ),1}.

Òàêèì ÷èíîì C = 1 i r2 = max {sup[0,r1]K(γ), 1} i òîìó Θ ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåíî.

Îñêiëüêè i A = {A1, A2, . . . , An, . . .}, i P = {P1, P2, . . . , Pn, . . .} ¹ ïîñëi-
äîâíîñòÿìè àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ, òî ãîìîìîðôiçì Θ ¹ ií'¹ê-

òèâíèì. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.2. ßêùî âiäîáðàæåííÿ Θ ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òî ïðè âèêî-

íàííi óìîâ òåîðåìè 4.1, Θ ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî ïîìiòèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ Θ−1 ¹ íåïåðåðâíèì çãi-

äíî ç òåîðåìîþ ïðî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äëÿ ïðîñòîðiâ Ôðåøå (äèâ.,

íàïðèêëàä, [83, íàñëiäîê 2.12]).
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4.2. Çàñòîñóâàííÿ äëÿ àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî àëãåáðó Hbs(L∞) öiëèõ ôóíêöié îáìå-

æåíîãî òèïó íà ïðîñòîði L∞[0, 1], ÿêi ¹ ñèìåòðè÷íèìè, òîáòî iíâàðiàíòíèìè

âiäíîñíî âèìiðíèõ ái¹êöié âiäðiçêà [0, 1], ÿêi çáåðiãàþòü ìiðó. Äîâåäåíî, ùî

àëãåáðà Hbs(L∞) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè óñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî

òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ℓ∞.

Íåõàé S ¹ ãðóïîþ içîìåòðié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîðiX.Ôóíêöiþ f : X →
C íàçèâàþòü S-ñèìåòðè÷íîþ (àáî ïðîñòî ñèìåòðè÷íîþ), ÿêùî f(σ(x)) =

f(x) äëÿ âñiõ σ ∈ S òà x ∈ X. Ïîçíà÷èìî Ps(X) � àëãåáðà óñiõ ñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ íà X i Hbs(X) � ¨¨ ïîïîâíåííÿ ó Hb(X). Ó áàãàòüîõ âè-

ïàäêàõ Ps(X) ìà¹ àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ P i, îòæå, Hbs(X) = HbP(X). Ó [39]

äîâåäåíî, ùî ÿêùî S ¹ ãðóïîþ óñiõ âèìiðíèõ àâòîìîðôiçìiâ âiäðiçêà [0; 1],

ÿêi çáåðiãàþòü ìiðó Ëåáåãà, òî ïîëiíîìè

Rn(x) =

∫
[0;1]

(x(t))ndt, x ∈ L∞[0; 1]

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Ps(L∞[0; 1]).

Ñïåêòð Mbs(L∞[0; 1]) àëãåáðè Hbs(L∞[0; 1]) çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ôóí-

êöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöié i ìîæå áóòè îïèñàíèé ÿê ìíîæèíà

ïîñëiäîâíîñòåé

Λ× = {ξn : ξn = Rn(x), x ∈ L∞[0; 1], n ∈ N} = {ξn ∈ C : sup
n

|ξn|1/n <∞}.

Ìíîæèíó Λ× ìîæíà ïðèðîäíèì ÷èíîì iäåíòèôiêóâàòè ç (DF)-ïðîñòîðîì

H ′(C)β, ñèëüíèì ñïðÿæåíèì äî ïðîñòîðó Ôðåøå H(C) öiëèõ ôóíêöié íà

ìíîæèíi C. Çãiäíî ç [41], àëãåáðà Hbs(L∞[0; 1]) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãå-

áðè H(H ′(C)β) óñiõ öiëèõ ôóíêöié íà H ′(C)β. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ìî-

æíà îäåðæàòè äëÿ äåÿêèõ iíøèõ àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó [100].
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Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé {ξn : ξn = In(y), y ∈ ℓ∞, n ∈
N} çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Λ×, âèçíà÷åíîþ âèùå. Îòæå, ñïåêòð àëãåáðè

Hbs(L∞[0; 1]) çáiãà¹òüñÿ çi ñïåêòðîì àëãåáðè HbI(ℓ∞) ÿê ìíîæèíà i ÿêùî

Θ: Rn 7→ In, òî Θ̃∗ ¹ ái¹êöi¹þ ç MbI íà Mbs(L∞[0; 1]). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.2. Iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì Θ: Hbs(L∞[0; 1]) → HbI(ℓ∞)

òàêèé, ùî Θ: Rn 7→ In.

Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî ñïåêòðè MbI òà Mbs(L∞[0; 1]) ñêëàäà-

þòüñÿ ç ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ó òî÷êàõ. Òàêîæ äëÿ êîæíîãî

õàðàêòåðà δy ∈ MbI, y ∈ ℓ∞, ìà¹ìî, ùî R(δy) = ∥y∥. Ñïðàâäi, íåõàé yn ¹

òàêèì, ùî ∥y∥ − |yn| ≤ ε. Òîäi

R(δy) = sup
Q∈PI(nℓ∞), ∥Q∥≤1

|Q(y)|1/n ≥ |In(y)|1/n = |yn| ≥ ∥y∥ − ε.

Îñêiëüêè öå ïðàâèëüíî äëÿ êîæíîãî ε > 0, R(δy) ≥ ∥y∥. Àëå iç òâåðäæåííÿ
4.1 ìà¹ìî âèêîíàííÿ îáåðíåíî¨ íåðiâíîñòi.

Íåõàé y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) ∈ ℓ∞ ¹ äîâiëüíèì âåêòîðîì. Òîäi ïîñëi-

äîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ξ = (ξ1, ξ
2
2 , . . . , ξ

n
n , . . .) = (y1, y

2
2, . . . , y

n
n, . . .) çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâó supn
n
√
|ξn| < ∞. Çãiäíî ç [39] iñíó¹ åëåìåíò xξ ∈ L∞[0, 1]

òàêèé, ùî Rn(xξ) = ξn äëÿ êîæíîãî n ∈ N i ∥xξ∥ ≤ 2
M supn∈N

n
√

|ξn|, äå

M =
∞∏
n=1

cos
(π
2

1

n+ 1

)
.

Çàóâàæèìî, ùî 0 < M < 1. Òîìó Θ̃∗(δy) = xξ i, âèêîðèñòîâóþ÷è Òâåðäæå-

ííÿ 4.1 ìà¹ìî, ùî

R(δxξ) ≤ ∥xξ∥ ≤ 2

M
sup
n∈N

n
√
|yn|n =

2∥y∥
M

= K(∥y∥) = K(R(δy)),

äå K(t) = 2t/M. Òàêèì ÷èíîì ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè íàñëiäîê 4.2.
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4.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ óìîâ içîìîðôiçìó òîïîëîãi÷íèõ àë-

ãåáð öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè

ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 âñòàíîâëåíî óìîâè içîìîðôiçìó àëãåáð Ôðåøå HbA(X)

òà HbP(Y ) öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ïîñëiäîâíîñòÿìè

íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ A i P íà êîì-

ïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ X òà Y âiäïîâiäíî.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ïðåäñòàâëåíî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ äëÿ àëãåáð ñèìåòðè-

÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî àë-

ãåáðà Hbs(L∞) öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði

L∞[0, 1] ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè óñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó,

ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði ℓ∞.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â äàíîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ:

[52] � [53], [56] � [58].
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ÐÎÇÄIË 5. ÀËÃÅÁÐÀ�×ÍI ÁÀÇÈÑÈ ÀËÃÅÁÐÈ

ÏÎËIÍÎÌIÂ, ÏÎÐÎÄÆÅÍÎ� ÇËI×ÅÍÍÎÞ

ÌÍÎÆÈÍÎÞ ÒÂIÐÍÈÕ ÅËÅÌÅÍÒIÂ

5.1. Àëãåáðà PP(X) òà ¨¨ àëãåáðà¨÷íi áàçèñè

Ïîçíà÷èìî Nn
0 � äåêàðòîâèé äîáóòîê n ìíîæèí N0, . . . ,N0, òîáòî Nn

0 =

N0 × . . .× N0︸ ︷︷ ︸
n

. Íåõàé P = {P1, P2, . . .} ¹ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨-

÷íî íåçàëåæíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði X òàêèõ, ùî Pn

¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì i ∥Pn∥1 = sup{|Pn(x)| : x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1} = 1 äëÿ

êîæíîãî n ∈ N. Íåõàé PP(X) ¹ àëãåáðîþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïîëiíîìiâ,

ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íèìè êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòiâ ìíîæèíè P. Çàóâàæèìî, ùî
ìíîæèíà P ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X). Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi

ìè äîñëiäæó¹ìî, ÿêi iíøi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè iñíóþòü â àëãåáði PP(X) i â

ÿêîìó âèãëÿäi ¨õ ìîæíà ïîäàòè.

Ïðèêëàä 5.1. Íåõàé Ps(ℓ1) ¹ àëãåáðîþ óñiõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði ℓ1. Ïîëiíîìè íà ïðîñòîði ℓ1 íàçèâàþòü ñèìå-

òðè÷íèìè, ÿêùî âîíè iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ãðóïè S∞ óñiõ ïåðåñòàíîâîê

äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë N, ùî äiþòü íà ïðîñòîði ℓ1 íàñòóïíèì ÷èíîì:

σ : x =
∞∑
n=1

xnen ⇝
∞∑
n=1

xσ(n)en.

Äîâåäåíî (äèâ. [47]), ùî ïîëiíîìè

Fk(x) =
∞∑
i=1

xki ,

k ≥ 1, óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði Ps(ℓ1). Äàíi ïîëiíîìè Fk

íàçèâàþòü ñòåïåíåâèìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè. Iñíó¹ òàêîæ iíøèé

ïðèðîäíié àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ {Gk}∞k=1,

Gk(x) =
∑

i1<i2<...<ik

xi1xi2 · . . . · xik,
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â àëãåáði Ps(ℓ1), ÿêèé íàçèâàþòü áàçèñîì åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ. Çãiäíî ç ôîðìóëàìè Íüþòîíà (äèâ. [71]) iñíó¹ íàñòóïíèé çâ'ÿçîê

ìiæ ñòåïåíåâèìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè òà åëåìåíòàðíèìè ñèìå-

òðè÷íèìè ïîëiíîìàìè:

nGn = Gn−1F1−Gn−2F2+Gn−3F3−. . .+(−1)n−2G1Fn−1+(−1)n−1Fn, n ∈ N.

Ïðèêëàä 5.2. Ïîëiíîìè Hk òàêi, ùî

Hk(x) =
∑

i1≤i2≤...≤ik

xi1xi2 · . . . · xik,

óòâîðþþòü ùå îäèí âàæëèâèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði Ps(ℓ1). Çãiäíî

ç ôîðìóëàìè Íüþòîíà iñíó¹ íàñòóïíèé çâ'ÿçîê ìiæ ïîëiíîìàìè Hk òà

åëåìåíòàðíèìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè Gk:

Gn = Gn−1H1−Gn−2H2+Gn−3H3−. . .+(−1)n−2G1Hn−1+(−1)n−1Hn, n ∈ N.

Òåîðåìà 5.1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ïîëiíîìiâ Q = {Q1, Q2, . . .} íà

ïðîñòîði X òàêèõ, ùî ïîëiíîìè Q1, Q2, . . . çîáðàæåíi ó íàñòóïíîìó âè-

ãëÿäi:

Q1 = a11P1,

Q2 = a21Q1P1 + a22P2,
...

Qn = an1Qn−1P1 + an2Qn−2P2 + . . .+ annPn,
...

(5.1)

äå aij ∈ C ¹ äåÿêèìè êîíñòàíòàìè, i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , aij ̸= 0 êîëè

i = j. Äàíà ìíîæèíà Q ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X).

Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó äîâåäåìî, ùî ïîëiíîìè Q1, Q2, . . . ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçà-

ëåæíèìè. Íåõàé n ∈ N ¹ äîâiëüíèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. Ðîçãëÿíåìî äî-

âiëüíèé ïîëiíîì q : Cn → C òàêèé, ùî q(Q1(x), Q2(x), . . . , Qn(x)) = 0 äëÿ

êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X. Îñêiëüêè êîæíèé ïîëiíîì Qn, n ∈ N, ìîæå áóòè
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çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (5.1), òî ìà¹ìî íàñòóïíå:

Q1 = a11P1,

Q2 = a21a11P
2
1 + a22P2,

Q3 = a31a21a11P
3
1 + (a31a22 + a32a11)P1P2 + a33P3,

...

Qn = an1an−1,1 · . . . · a11P n
1 + . . .+ annPn,

...

Çàóâàæèìî, ùî ann ̸= 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîäi ìà¹ìî, ùî

q(Q1(x), Q2(x), . . . , Qn(x)) =
∑
k∈Zn

+

αkQ
k1
1 (x)Q

k2
2 (x) · . . . ·Qkn

n (x) =

=
∑
k∈Zn

+

αk

(
a11P1(x)

)k1(
a21a11P

2
1 (x) + a22P2(x)

)k2
· . . .

·
(
an1an−1,1 · . . . · a11P n

1 (x) + . . .+ annPn(x)
)kn

=

=
∑
k∈Zn

+

(
αka

k1+k2+...+kn
11 ak2+k3+...+kn21 · . . . · aknn1P

k1+2k2+...+nkn
1 (x)+

+ . . .+ αka
k1
11a

k2
22 · . . . · aknnnP

k1
1 (x)P k2

2 (x) · . . . · P kn
n (x)

)
= 0

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Çàóâàæèìî, ùî∣∣{k ∈ Nn
0 : αk ̸= 0}

∣∣ < +∞.

Ìè îòðèìàëè, ùî àëãåáðà¨÷íà êîìáiíàöiÿ ïîëiíîìiâ P1(x), P2(x), . . . , Pn(x)

äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îñêiëüêè ïîëiíîìè P1, P2, . . . , Pn ¹ àë-

ãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè, òî îñòàíí¹ ìîæëèâå òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ

íàñòóïíi óìîâè:
αka

k1+k2+...+kn
11 ak2+k3+...+kn21 · . . . · aknn1 = 0,

...

αka
k1
11a

k2
22 · . . . · aknnn = 0.

Îñêiëüêè ann ̸= 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî ç îñòàííüî¨ óìîâè ìè ìà¹ìî, ùî

αk = 0 äëÿ êîæíîãî k ∈ Nn
0 . Ó ïiäñóìêó, ìè îòðèìàëè íàñòóïíå: äëÿ âñiõ



111

n ∈ N i q : Cn → C ÿêùî

q(Q1(x), Q2(x), . . . , Qn(x)) =
∑
k∈Zn

+

αkQ
k1
1 (x)Q

k2
2 (x) · . . . ·Qkn

n (x) = 0

äëÿ êîæíîãî x ∈ X, òî αk = 0 äëÿ êîæíîãî k ∈ Nn
0 , òîáòî q ≡ 0. Öå

îçíà÷à¹, ùî ïîëiíîìè Q1, Q2, . . . ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè.

Äàëi äîâåäåìî, ùî êîæíèé ïîëiíîì P ∈ PP(X) ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìái-

íàöi¹þ åëåìåíòiâ ìíîæèíè Q. Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîñòi ç óìîâè òåîðåìè,

ëåãêî áà÷èòè, ùî êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè P ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ

ïîëiíîìiâ ìíîæèíè Q. Íàïðèêëàä,

P1 =
1

a11
Q1,

P2 =
1

a22
Q2 −

a21
a22a11

Q2
1,

P3 =
1

a33
Q3 −

a32
a33a22

Q1Q2 −
a31
a33a11

Q2Q1 +
a33a21
a33a22a11

Q3
1

i äàëi àíàëîãi÷íî. Ìíîæèíà P ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X), òîìó

êîæíèé ïîëiíîì P ∈ PP(X) ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ ìíîæè-

íè P. Îñêiëüêè êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè P ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ

ïîëiíîìiâ ìíîæèíè Q, òî êîæíèé ïîëiíîì P ∈ PP(X) ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîì-

áiíàöi¹þ åëåìåíòiâ ìíîæèíè Q òàêîæ. Òàêèì ÷èíîì äàíà ìíîæèíà Q ¹

àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X).

Íåõàé G = {G1, G2, . . .} ¹ äîâiëüíèì àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè

PP(X). Îñêiëüêè ìíîæèíà P ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X) òàêîæ,

òî iñíóþòü äåÿêi êîìïëåêñíi ñòàëi cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

, cn − 2 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

, cn − 3 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

, . . . , c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
n

, . . . (êiëü-

êiñòü öèõ ñòàëèõ äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðîçáèòòiâ ÷èñëà n ∈ N, ÿêå ìè ïîçíà-

÷à¹ìî p(n), i c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
n

̸= 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N) òàêi, ùî êîæíèé ïîëiíîì
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Gn ∈ G, n ∈ N, ìîæå áóòè çîáðàæåíèé íàñòóïíèì ÷èíîì:

G1 = c1P1,

G2 = c20P
2
1 + c01P2,

G3 = c300P
3
1 + c110P1P2 + c001P3,

G4 = c4000P
4
1 + c2100P

2
1P2 + c1010P1P3 + c0001P4 + c0200P

2
2 ,

...

Gn = cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

P n
1 + cn − 2 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

P n−2
1 P2 + cn − 3 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

P n−3
1 P3 + . . .+ c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

n

Pn+

+
∑

k1+2k2+...+nkn=n

ck1 k2...knP
k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n ,

äå k1, k2, . . . , kn ∈ N0 i ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïåðøi n çàïèñàíèõ âèùå äîäàí-

êiâ ïîëiíîìà Gn íå íàëåæàòü ñóìi∑
k1+2k2+...+nkn=n

ck1 k2...knP
k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n ,

òîáòî ñóìà
∑

k1+2k2+...+nkn=n
ck1 k2...knP

k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n ìiñòèòü p(n)−n äîäàíêiâ.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé G = {G1, G2, . . .} ¹ ðîçãëÿíóòèì âèùå àëãåáðà¨-

÷íèì áàçèñîì. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ck1 k2...kn iç ñóìè∑
k1+2k2+...+nkn=n

ck1 k2...knP
k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n

¹ òàêèìè, ùî

ck1 k2...kn =

cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

ck1−1 k2...kn−1
+

+
n−1∑
j=2

cn − j 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n

−
cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸ 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

ck1 k2...kj−1 kj+1...kn−j
.

Çàóâàæèìî, ùî êîæíèé êîåôiöi¹íò ck1 k2...kn ¹ ñóìîþ ùîíàéáiëüøå n − 1

äîäàíêiâ.
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Òîäi iñíóþòü äåÿêi ñòàëi bnj ∈ C, n ∈ N, j = 1, n, bnn ̸= 0 òàêi, ùî

êîæíèé ïîëiíîì Gn ∈ G, n ∈ N ç àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó G ìîæå áóòè

çîáðàæåíèé ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

G1 = b11P1,

G2 = b21G1P1 + b22P2,
...

Gn = bn1Gn−1P1 + bn2Gn−2P2 + . . .+ bnnPn,

áiëüøå òîãî

bn1 =

cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,

bnj =

cn − j 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n

− bn1cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

, j = 2, n− 1,

bnn = c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
n

.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñóìó

bn1Gn−1P1 + bn2Gn−2P2 + bn3Gn−3P3 + . . .+ bnjGn−jPj + . . .+ bnnPn.

Áåðó÷è äî óâàãè âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ bnj, n ∈ N, j = 1, n i ùî êîæíèé

ïîëiíîìGk, k = 1, n− 1, ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ïîëiíîìiâ P1, P2, . . . , Pk

(äèâ. òâåðäæåííÿ òåîðåìè), ìà¹ìî, ùî íàñòóïíèé ëàíöþã ðiâíîñòåé ¹ ïðà-

âèëüíèì:

bn1Gn−1P1 + bn2Gn−2P2 + bn3Gn−3P3 + . . .+ bnjGn−jPj + . . .+ bnnPn =

= bn1P1(cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

P n−1
1 + cn − 3 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1

P n−3
1 P2 + cn − 4 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1

P n−4
1 P3 + . . .+

+ cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−1

P
n−(j+1)
1 Pj + . . .+ c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

n−1

Pn−1+

+
∑

r1+2r2+...+(n−1)rn−1=n−1

cr1 r2...rn−1
P r1
1 P

r2
2 · · ·P rn−1

n−1 )+
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+ bn2P2(cn − 2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−2

P n−2
1 + cn − 4 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−2

P n−4
1 P2 + cn − 5 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−2

P n−5
1 P3 + . . .+ c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

n−2

Pn−2+

+
∑

m1+2m2+...+(n−2)mn−2=n−2

cm1m2...mn−2
Pm1
1 Pm2

2 · · ·Pmn−2

n−2 )+

+ bn3P3(cn − 3 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−3

P n−3
1 + cn − 5 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−3

P n−5
1 P2 + cn − 6 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−3

P n−6
1 P3+

+ . . .+ c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
n−3

Pn−3 +
∑

l1+2l2+...+(n−3)ln−3=n−3

cl1 l2...ln−3
P l1
1 P

l2
2 · · ·P ln−3

n−3 )+

+
n−1∑
j=4

bnjPj(cn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

P n−j
1 + cn − (j + 2) 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−j

P
n−(j+2)
1 P2 + cn − (j + 3) 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−j

P
n−(j+3)
1 P3+

+ . . .+ c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
n−j

Pn−j +
∑

s1+2s2+...+(n−j)sn−j=n−j

cs1 s2...sn−j
P s1
1 P

s2
2 · · ·P sn−j

n−j ) + bnnPn =

= bn1cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

P n
1 +

(
bn1cn − 3 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1

+ bn2cn − 2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−2

)
P n−2
1 P2+

+
(
bn1cn − 4 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1

+ bn3cn − 3 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−3

)
P n−3
1 P3+

+
n−1∑
j=4

(
bn1cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸

j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−1

+ bnjcn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

)
P n−j
1 Pj + bnnPn+

+
( ∑
r1+2r2+...+(n−1)rn−1=n−1

bn1cr1 r2...rn−1
P r1+1
1 P r2

2 · · ·P rn−1

n−1 +

+
∑

m1+2m2+...+(n−2)mn−2=n−2

bn2cm1m2...mn−2
Pm1
1 Pm2+1

2 · · ·Pmn−2

n−2 +

+
∑

l1+2l2+...+(n−3)ln−3=n−3

bn3cl1 l2...ln−3
P l1
1 P

l2
2 P

l3+1
3 · · ·P ln−3

n−3+

+
n−1∑
j=4

∑
s1+2s2+...+(n−j)sn−j=n−j

bnjcs1 s2...sn−j
P s1
1 P

s2
2 · · ·P sn−j+1

n−j

)
/ = /

Î÷åâèäíî, ùî ïîëiíîìè çàïèñàíi â äóæêàõ, ¹ ïîëiíîìàìè ñòåïåíÿ n i ñåðåä

äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë r1, . . . , rn−1,m1, . . . ,mn−2, l1, . . . , ln−3, . . . , s1, . . . , sn−j

¹ òàêi, ùî r1 + 1 = m1 = l1 = s1, r2 = m2 + 1 = l2 = s2, r3 = m3 =

l3 + 1 = s3, . . . , rn−j = mn−j = ln−j = sn−j + 1. Ðîçãëÿíåìî äîäàòíi öiëi
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÷èñëà k1, k2, . . . , kn òàêi, ùî k1 + 2k2 + . . .+ nkn = n i

k1 = r1 + 1 = m1 = l1 = . . . = s1,

k2 = r2 = m2 + 1 = l2 = . . . = s2,

k3 = r3 = m3 = l3 + 1 = . . . = s3,

. . . ,

kn−j = rn−j = mn−j = ln−j = . . . = sn−j + 1,

. . . ,

kn−1 = rn−1,

kn = 0.

Òîìó ìè ìîæåìî ïðîäîâæèòè íàø ëàíöþã ðiâíîñòåé íàñòóïíèì ÷èíîì:

/ = /

cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

P n
1 +

( cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − 3 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

+

+

cn − 2 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

−
cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − 3 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − 2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−2

cn − 2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−2

)
P n−2
1 P2+

+
( cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − 4 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

+

cn − 3 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

−
cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − 4 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − 3 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−3

cn − 3 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−3

)
P n−3
1 P3+

+
n−1∑
j=4

( cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−1

+

+

cn − j 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n

−
cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

cn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

)
P n−j
1 Pj + c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

n

Pn+
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+
∑

k1+2k2+...+nkn=n

(
bn1ck1−1 k2...kn−1

+
n−1∑
j=2

bnjck1 k2... kj − 1︸ ︷︷ ︸
j

kj+1...kn−j

)
P k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n =

= cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

P n
1 + cn − 2 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

P n−2
1 P2 + cn − 3 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

P n−3
1 P3+

+
n−1∑
j=4

cn − j 0 . . . 0 1︸︷︷︸
n−j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n

P n−j
1 Pj + c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

n

Pn+

+
∑

k1+2k2+...+nkn=n

( cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

ck1−1 k2...kn−1
+

+
n−1∑
j=2

cn − j 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n

− bn1cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

ck1 k2... kj − 1︸ ︷︷ ︸
j

kj+1...kn−j

)
P k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n =

= cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

P n
1 + cn − 2 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

P n−2
1 P2 + cn − 3 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

P n−3
1 P3+

+
n−1∑
j=4

cn − j 0 . . . 0 1︸︷︷︸
n−j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n

P n−j
1 Pj + c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

n

Pn+

+
∑

k1+2k2+...+nkn=n

ck1 k2...knP
k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n = Gn.

Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìàëè, ùî êîæíèé ïîëiíîì Gn ç àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó

G àëãåáðè PP(X) ìîæå áóòè ¹äèíèì ÷èíîì ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

Gn = bn1Gn−1P1 + bn2Gn−2P2 + . . .+ bnnPn,

äå êîåôiöi¹íòè bn1, bn2, . . . , bnn ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè:

bn1 =

cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,

bnj =

cn − j 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n

− bn1cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

, j = 2, n− 1,

bnn = c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
n

.
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Êîíòðïðèêëàä 5.1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ïîëiíîìiâ G = {G1, G2, . . .}
òàêó, ùî

G1 = P1,

G2 = P 2
1 + P2,

G3 = P 3
1 + P1P2 + P3,

G4 = P 4
1 + P 2

2 + P4,

...

(∗∗)
Gn = P n

1 + P2Pn−2 + Pn, n ∈ N.

Ïîêàæåìî, ùî äàíà ìíîæèíà G ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X).

Ñïåðøó äîâåäåìî, ùî ïîëiíîìè G1, G2, . . . ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè. Íå-

õàé n ∈ N ¹ äîâiëüíèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ïîëi-

íîì q : Cn → C òàêèé, ùî q(G1(x), G2(x), . . . , Gn(x)) = 0 äëÿ êîæíîãî

x ∈ X. Òîäi ìà¹ìî íàñòóïíå:

q(G1(x), G2(x), . . . , Gn(x)) =
∑
k∈Zn

+

αkG
k1
1 (x)G

k2
2 (x) · . . . ·Gkn

n (x) =

=
∑
k∈Zn

+

αkP
k1
1 (x)(P 2

1 (x) + P2(x))
k2 · . . . · (P n

1 (x) + P2(x)Pn−2(x) + Pn(x))
kn =

=
∑
k∈Zn

+

(αkP
k1+2k2+...+nkn
1 (x) + . . .+ αkP

k1
1 (x)P k2

2 (x) · . . . · P kn
n (x)) = 0
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äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Çàóâàæèìî, ùî
∣∣{k ∈ Nn

0 : αk ̸= 0}
∣∣ < +∞. Ìè

îòðèìàëè, ùî àëãåáðà¨÷íà êîìáiíàöiÿ ïîëiíîìiâ P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) äî-

ðiâíþ¹ íóëþ äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îñêiëüêè ïîëiíîìè P1, P2, . . . , Pn ¹ àë-

ãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè, òî îñòàíí¹ ìîæëèâå òiëüêè òîäi, êîëè αk = 0.

Îòæå, ìè îòðèìàëè, ùî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà n ∈ N i êîæíîãî ïîëiíîìà

q : Cn → C ÿêùî q(G1(x), G2(x), . . . , Gn(x)) = 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ X,

òî q ≡ 0, òîáòî ïîëiíîìè G1, G2, . . . ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè. Äà-

ëi äîâåäåìî, ùî êîæíèé ïîëiíîì P ∈ PP(X) ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ

åëåìåíòiâ ìíîæèíè G. Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîñòi (∗∗), ëåãêî áà÷èòè, ùî
êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè P ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ïîëiíîìiâ ìíî-

æèíè G. Íàïðèêëàä,

P1 = G1,

P2 = G2 −G2
1,

P3 = G3 −G1G2

i äàëi àíàëîãi÷íî. Ìíîæèíà P ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X), òî-

ìó êîæíèé ïîëiíîì P ∈ PP(X) ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ

ìíîæèíè P. Îñêiëüêè êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè P ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîì-

áiíàöi¹þ ïîëiíîìiâ ìíîæèíè G, òî êîæíèé ïîëiíîì P ∈ PP(X) ¹ àëãå-

áðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ ìíîæèíè G òàêîæ. Òàêèì ÷èíîì, äàíà

ìíîæèíà G ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äàíîãî áàçèñó G óìîâè Òåîðåìè 5.2 íå âèêîíó-

þòüñÿ, òîáòî äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà Gn ∈ G,

Gn = cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

P n
1 + cn − 2 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

P n−2
1 P2 + . . .+ c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

n

Pn+

+
∑

k1+2k2+...+nkn=n

ck1 k2...knP
k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n ,
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äå k1, k2, . . . , kn ∈ N0, êîåôiöi¹íòè ck1 k2...kn iç ñóìè∑
k1+2k2+...+nkn=n

ck1 k2...knP
k1
1 P

k2
2 · · ·P kn

n

¹ òàêèìè, ùî

ck1 k2...kn ̸=
cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

ck1−1 k2...kn−1
+

+
n−1∑
j=2

cn − j 0 . . . 0 1︸︷︷︸
j

0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n

−
cn0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

cn − 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − (j + 1) 0 . . . 0 1︸︷︷︸ 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

cn − j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

ck1 k2...kj−1 kj+1...kn−j
.

Íàïðèêëàä, äëÿ ïîëiíîìà G4 ìè áà÷èìî, ùî c0200 = 1, àëå çãiäíî ç Òåîðå-

ìîþ 5.2 äàíèé êîåôiöi¹íò ïîâèíåí áóòè ðiâíèì −1:

c0200 =
c2100 − c4000

c300
c110

c20
c01 =

0− 1
11

1
1 = −1.

Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîì G4 íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

G4 = b41G3P1 + b42G2P2 + b43G1P3 + b44P4.

Îñêiëüêè êîæíèé ïîëiíîì Gn, n ∈ N, ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âè-

ãëÿäi (∗∗), òî ìà¹ìî íàñòóïíå:

b41G3P1+b42G2P2+b43G1P3+b44P4 = b41P1(P
3
1 +P1P2+P3)+b42P2(P

2
1 +P2)+

+b43P1P3 + b44P4 = b41P
4
1 + (b41 + b42)P

2
1P2 + (b41 + b43)P1P3 + b44P4 + b42P

2
2 .

Òîìó ðiâíiñòü G4 = b41G3P1+ b42G2P2+ b43G1P3+ b44P4 âèêîíó¹òüñÿ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè

P 4
1 + P 2

2 + P4 = b41P
4
1 + (b41 + b42)P

2
1P2 + (b41 + b43)P1P3 + b44P4 + b42P

2
2 ,
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òîáòî êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

b41 = 1,

b42 = −1,

b43 = −1,

b44 = 1,

b42 = 1.

Àëå öi ðiâíîñòi íå ìîæóòü âèêîíóâàòèñÿ, îñêiëüêè ìè îòðèìàëè ñóïå-

ðå÷íiñòü b42 = −1 = 1. Òàêèì ÷èíîì, ïîëiíîì G4 íå ìîæå áóòè ïîäàíèì

ó âèãëÿäi

G4 = b41G3P1 + b42G2P2 + b43G1P3 + b44P4

i, îòæå, óìîâè Òåîðåìè 5.2 ïðî êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìiâ Gn, n ∈ N, ¹ íåîá-
õiäíèìè.
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5.2. Åêâiâàëåíòíiñòü àëãåáðà¨÷íèõ áàçèñiâ

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè âñòàíîâëþ¹ìî îöiíêó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóí-

êöié, ùî íàëåæàòü àëãåáði HbP(ℓp), äå 1 ≤ p < ∞, äëÿ ïåâíîãî âèäó ïî-

ëiíîìiâ P. Ìè òàêîæ ðîçãëÿäà¹ìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê çëi÷åííî ïîðîäæåíî¨

àëãåáðè, äå óñi íîðìîâàíi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâi-

âàëåíòíèìè.

Ñïåðøó äîâåäåìî íàñòóïíó äîïîìiæíó ëåìó.

Ëåìà 5.1. Íåõàé p : Cn → C ¹ ïîëiíîìîì âiä n, n ∈ N, êîìïëåêñíèõ
çìiííèõ:

p(z1, . . . , zn) =

M1∑
m1=0

. . .

Mn∑
mn=0

βm1,...,mn
zm1
1 . . . zmn

n .

Òîäi äëÿ âñiõ l1, . . . , ln ∈ N0 òàêèõ, ùî lj ∈ {0, . . . ,Mj} äëÿ êîæíîãî j ∈
{1, . . . , n}, i äëÿ êîæíîãî r > 0

|βl1,...,ln| ≤
1

rl1+...+ln
sup

|z1|≤r,...,|zn|≤r
|p(z1, . . . , zn)|.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n. Ó âèïàäêó

n = 1 ïîëiíîì p ìà¹ âèãëÿä

p(z1) =

M1∑
m1=0

βm1
zm1
1 .

Çãiäíî ç îöiíêîþ Êîøi, äëÿ âñiõ l1 ∈ {0, . . . ,M1} òà r > 0

sup
|z1|≤r

|βl1z
l1
1 | ≤ sup

|z1|≤r
|p(z1)|.

Îñêiëüêè sup|z1|≤r |βl1z
l1
1 | = rl1|βl1|, òî

|βl1| ≤
1

rl1
sup
|z1|≤r

|p(z1)|.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó n = 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . . , n− 1} âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæå-
ííÿ ëåìè. Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè ïðàâèëüíå äëÿ k = n. Íåõàé
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l1, . . . , ln ∈ N0 ¹ òàêèìè, ùî lj ∈ {0, . . . ,Mj} äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , n}.
Äëÿ ôiêñîâàíèõ z2, . . . , zn ∈ C ôóíêöiÿ p1(z1) = p(z1, z2, . . . , zn) ¹ ïîëiíî-

ìîì âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Çàóâàæèìî, ùî

p1(z1) =

M1∑
m1=0

γm1
zm1
1 .

äå

γm1
=

M2∑
m2=0

. . .

Mn∑
mn=0

βm1,m2,...,mn
zm2
2 . . . zmn

n

Îñêiëüêè òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïîëiíîìiâ âiä îäíi¹¨ êîìïëå-

êñíî¨ çìiííî¨, òî äëÿ êîæíîãî r > 0

|γl1| ≤
1

rl1
sup
|z1|≤r

|p1(z1)|,

òîáòî,∣∣∣∣ M2∑
m2=0

. . .

Mn∑
mn=0

βl1,m2,...,mn
zm2
2 . . . zmn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

rl1
sup
|z1|≤r

|p(z1, z2, . . . , zn)|. (5.2)

Íåõàé ïîëiíîì ql1 : Cn−1 → C ¹ òàêèì, ùî

ql1(z2, . . . , zn) =

M2∑
m2=0

. . .

Mn∑
mn=0

βl1,m2,...,mn
zm2
2 . . . zmn

n .

Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ äëÿ êîæíîãî r > 0

|βl1,l2,...,ln| ≤
1

rl2+...+ln
sup

|z2|≤r,...,|zn|≤r
|ql1(z2, . . . , zn)|. (5.3)

Áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíîñòi (5.2) òà (5.3), ìà¹ìî, ùî

|βl1,l2,...,ln| ≤
1

rl2+...+ln
sup

|z2|≤r,...,|zn|≤r

1

rl1
sup
|z1|≤r

|p(z1, z2, . . . , zn)|

=
1

rl1+l2+...+ln
sup

|z1|≤r,|z2|≤r,...,|zn|≤r
|p(z1, z2, . . . , zn)|.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.
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Íåõàé P ¹ ïîñëiäîâíiñòþ n-îäíîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ íåïå-

ðåðâíèõ ïîëiíîìiâ òàêèõ, ùî Pn : ℓp → C i ïîëiíîì Pn(x) íå çàëåæèòü âiä

êîîðäèíàò xn+1, xn+2, . . . äëÿ êîæíîãî ÷èñëà n ∈ N i äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi x = (x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . .) ∈ ℓp, 1 ≤ p <∞.

Ïîçíà÷èìî HbP(ℓp) àëãåáðó Ôðåøå óñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òè-

ïó íà ïðîñòîði ℓp, ïîðîäæåíó ïîñëiäîâíiñòþ ïîëiíîìiâ P. Ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ f ∈ HbP(ℓp). Òîäi ôóíêöiÿ f ìîæå áóòè ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàæåíà ó

íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

f(x) = f(0) +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2,...,knP
k1
1 (x)P k2

2 (x) · · ·P kn
n (x)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ ℓp, 1 ≤ p < ∞, i äëÿ âñiõ ÷èñåë n ∈ N,
ak1,k2,...,kn ∈ C òà íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë k1, k2, . . . , kn.

Çàôiêñó¹ìî n ∈ N. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ ℓp ïîçíà÷èìî fn

íàñòóïíó ñóìó

fn(x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2,...,knP
k1
1 (x)P k2

2 (x) · · ·P kn
n (x).

Íåõàé s > 0. Íàãàäà¹ìî, ùî

∥fn∥s = sup
{x∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)|.

Ëåìà 5.2. Íåõàé n ∈ N i 1 ≤ p < ∞ ¹ ôiêñîâàíèìè ÷èñëàìè. Íåõàé

r > 0 òà s > 0 ¹ òàêèìè, ùî r ≤ s
p
√
n
. Òîäi

sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:|x1|≤r,...,|xn|≤r}

|fn(x)| ≤ sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)|.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü x = (x1, . . . , xn, 0, . . .) ∈ ℓp ¹ òàêîþ, ùî

|xk| ≤ r äëÿ êîæíîãî ÷èñëà k = 1, n. Îñêiëüêè r ≤ s
p
√
n
, òî

∥x∥ = p
√

|x1|p + . . .+ |xn|p ≤ p
√
nrp = r p

√
n ≤ s

p
√
n

p
√
n = s.

Òîìó

{x = (x1, . . . , xn, 0, . . .) ∈ ℓp : |x1| ≤ r, . . . , |xn| ≤ r} ⊂

⊂ {x = (x1, . . . , xn, 0, . . .) ∈ ℓp : ∥x∥ ≤ s}.
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Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî áàæàíå:

sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:|x1|≤r,...,|xn|≤r}

|fn(x)| ≤ sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)|.

Ëåìà 5.3. Íåõàé n ∈ N i 1 ≤ p < ∞ ¹ ôiêñîâàíèìè ÷èñëàìè. Íåõàé

s > 0. Òîäi

sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)| = ∥fn∥s.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

{x = (x1, . . . , xn, 0, . . .) ∈ ℓp : ∥x∥ ≤ s} ⊂

⊂ {x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ ℓp : ∥x∥ ≤ s}.

Òîìó

sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)| ≤ sup
{x=(x1,...,xn,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)|. (5.4)

Òåïåð äîâåäåìî çâîðîòíó íåðiâíiñòü. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi

z ∈ {x = (x1, x2, . . .) ∈ ℓp : ∥x∥ ≤ s}

iñíó¹ åëåìåíò

z0 ∈ {x = (x1, . . . , xn, 0, . . .) : ∥x∥ ≤ s}

òàêèé, ùî

|fn(z0)| ≥ |fn(z)|.

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü z = {zn}∞n=1 ∈ ℓp ¹ òàêîþ, ùî ∥z∥ ≤ s. Ðîçãëÿíåìî

ïîñëiäîâíiñòü y = (z1, . . . , zn, 0, . . .) ∈ ℓp. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ∥y∥ ≤ ∥z∥ ≤ s.

Ïîêëàäåìî λ = ∥z∥
∥y∥ , òîäi λ ≥ 1. Íåõàé

z0 = λy = (λz1, . . . , λzn, 0, . . .).

Òîäi

∥z0∥ = p
√

|λz1|p + . . .+ |λzn|p =

= p
√

|λ|p(|z1|p + . . .+ |zn|p) =

= |λ|∥y∥ =
∥z∥
∥y∥

∥y∥ = ∥z∥ ≤ s.
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Òîìó

z0 ∈ {x = (x1, . . . , xn, 0, . . .) ∈ ℓp : ∥x∥ ≤ s}.

Êðiì òîãî,

fn(z0) = fn(λy) = λnfn(y) = λnfn(z).

Òàêèì ÷èíîì, îñêiëüêè λ ≥ 1, òî |fn(z0)| ≥ |fn(z)|. Òîìó åëåìåíò z0 ¹

øóêàíèì i ìè ìà¹ìî, ùî

sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)| ≥ sup
{x=(x1,...,xn,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)|. (5.5)

Òàêèì ÷èíîì áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîñòi (5.4) òà (5.5), ìà¹ìî ïîòðiáíó ðiâ-

íiñòü:

sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)| = sup
{x=(x1,...,xn,...)∈ℓp:∥x∥≤s}

|fn(x)| = ∥fn∥s.

Ëåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé n ∈ N i 1 ≤ p < ∞ ¹ ôiêñîâàíèìè ÷èñëàìè.

Íåõàé r > 0 i s > 0 ¹ òàêèìè, ùî r ≤ s
p
√
n
. Iç ëåìè 5.2 òà ëåìè 5.3

âèïëèâà¹, ùî

sup
{x=(x1,...,xn,0,...)∈ℓp:|x1|≤r,...,|xn|≤r}

|fn(x)| ≤ ∥fn∥s.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé s > 0. Íåõàé P ¹ ïîñëiäîâíiñòþ n-îäíîðiäíèõ

àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ ïîëiíîìiâ òàêèõ, ùî Pn : ℓp → C i ïîëiíîì Pn(x)

íå çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò xn+1, xn+2, . . . äëÿ êîæíîãî ÷èñëà n ∈ N i äëÿ

êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x = (x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . .) ∈ ℓp, äå 1 ≤ p < ∞.

Òîäi, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ HbP(ℓp),

f(x) =
∞∑
n=0

fn(x) =
∞∑
n=0

∑
k1+2k2+···+nkn=n

ak1,k2,...,knP
k1
1 (x)P k2

2 (x) · · ·P kn
n (x),

ìà¹ìî, ùî

|ak1,k2,...,kn| ≤
1

rn
∥fn∥s, (5.6)

äå

∥fn∥s = sup
{x∈ℓp : ∥x∥≤s}

|fn(x)|
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i ÷èñëî r > 0 ¹ òàêèì, ùî

r ≤ s
p
√
n
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n ∈ N ¹ ôiêñîâàíèì ÷èñëîì. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îïå-

ðàòîð K̂n : Cn → ℓp òàêèé, ùî K̂n(z1, . . . , zn) = (z1, . . . , zn, 0, . . .) äëÿ

êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (z1, . . . , zn). Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

g : Cn → C òàêèé, ùî g = fn ◦ K̂n, òîáòî

g(z1, . . . , zn) = fn(z) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2,...,knz
k1
1 z

2k2
2 · · · znknn

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi z = (z1, . . . , zn, 0, . . .) ∈ ℓp.

Âiäïîâiäíî äî ëåìè 5.1, ìà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë

k1, . . . , kn òàêèõ, ùî k1 + 2k2 + . . . + nkn = n i äëÿ êîæíîãî ÷èñëà r > 0

âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà îöiíêà:

|ak1,k2,...,kn| ≤
1

rk1+...+nkn
sup

|z1|≤r,...,|zn|≤r
|g(z1, . . . , zn)|.

Òîìó

|ak1,k2,...,kn| ≤
1

rn
sup

|z1|≤r,...,|zn|≤r
|fn(z)|.

Áåðó÷è äî óâàãè íàñëiäîê 5.1, ìè ìà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ ÷èñåë r > 0, s > 0

òàêèõ, ùî r ≤ s
p
√
n
, íàñòóïíà íåðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíîþ:

|ak1,k2,...,kn| ≤
1

rn
∥fn∥s. (5.7)

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî äëÿ ñïåöiàëüíîãî âèïàäêó àëãåáðè PP(X),

óñi íîðìîâàíi áàçèñè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé Q = (Q1, Q2, . . .) ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè

PP(X), PP(X) = ℓ∞, i ∥Qn∥ = 1 äëÿ êîæíîãî ÷èñëà n ∈ N (òîáòî, áàçèñ

Q ¹ íîðìîâàíèì). Òîäi Q ∼ P.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè P ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè PP(X), òî áàçèñ Q
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÷åðåç P íàñòóïíèì ÷èíîì:

Q1(x) = c1P1(x),

Q2(x) = c20(P1(x))
2 + c01P2,

· · ·
Qn(x) = cn0...0(P1(x))

n + · · ·+ ck1...kn(P1(x))
k1 · · · (Pn(x))kn + · · ·+ c0...01Pn(x)

· · · ,

(5.8)

äå c0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
n

̸= 0 i k1+2k2+ · · ·+nkn = n äëÿ êîæíîãî ÷èñëà n ∈ N. Ñïåðøó

ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè X = ℓ∞ i P = I. Òîäi ç ðiâíîñòåé (5.8) âèïëè-

âà¹, ùî êîæíèé ïîëiíîì Qn, n ∈ N, ìîæå çàëåæàòè òiëüêè âiä êîîðäèíàò

x1, x2, . . . , xn. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî ∥Qn∥ = 1, n ∈ N, i ëåìó 5.1, ìà¹ìî, ùî
|ck1...kn| ≤ 1. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ ℓ∞,

|Qn(x)| ≤
∑

k1+···+nkn=n

|ck1...kn|∥x∥n ≤ part (n)∥x∥n,

äå part (n) ¹ ÷èñëîì ðîçáèòòiâ äîäàòíîãî öiëîãî ÷èñëà n. Äîáðå âiäîìî, ùî

part (n) ∼
exp(π

√
2n/3)

4n
√
3

i òîìó

lim sup
n→∞

n
√

part (n) = 1.

Îòæå,
n
√

|Qn(x)| ≤ ∥x∥,

òîáòî,
(
(Q1(x))

1/n, . . . , (Qn(x))
1/n, . . .

)
∈ ℓ∞.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî z = (z1, . . . zn, . . .) ∈ ℓ∞. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü x ∈ ℓ∞ òàêà, ùî Qn(x) = znn. Âçÿâøè îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ

äî âiäîáðàæåííÿ (5.8) äëÿ Pn = In i znn = Qn(x) ìà¹ìî, ùî

xmm = Im(x) =
∑

k1+···+mkm=m

ak1...kmz
k1
1 · · · zkmm , m = 1, . . . , n
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äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ ak1...km. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 5.1 i òi æ àðãóìåíòè, ùî

é âèùå, ìè îòðèìà¹ìî, ùî x ∈ ℓ∞. Òàêèì ÷èíîì, PQ(ℓ∞) = ℓ∞ i, îòæå,

êîæíèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ Q àëãåáðè HbI(ℓ∞) ¹ åêâiâàëåíòíèé áàçèñó I.
Çàãàëüíèé âèïàäîê ìîæå áóòè îòðèìàíèé, âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 2.3.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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5.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ àëãåáðà¨÷íèõ áàçèñiâ àëãåáðè ïîëiíî-

ìiâ, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ òâiðíèõ åëåìåíòiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 ðîçãëÿíóòî àëãåáðó ïîëiíîìiâ, ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íèìè

êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòiâ ìíîæèíè P. Äîñëiäæåíî ÿêi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè

iñíóþòü ó äàíié àëãåáði i ó ÿêîìó âèãëÿäi ¨õ ìîæíà ïîäàòè.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 âñòàíîâëåíî îöiíêó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöié, ùî íàëå-

æàòü àëãåáði HbP(ℓp), äå 1 ≤ p <∞, äëÿ ïåâíîãî âèäó ïîëiíîìiâ P. Òàêîæ
ïîáóäîâàíî ïðèêëàä çëi÷åííî ïîðîäæåíî¨ àëãåáðè, ó ÿêié âñi àëãåáðà¨÷íi

áàçèñè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi ó äàíîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî ó ïðàöi [80].



130

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ âëàñòèâîñòåé àëãåáð öiëèõ

ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Çîêðåìà, ó ðîáîòi äîñëiäæåíî ñïåêòðè àëãåáð Ôðåøå

öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ïîñëiäîâíîñòÿìè n−îäíîðiäíèõ
ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîìïëåêñíèõ ïðîñòîðàõ, äîñëi-

äæåíî óìîâè içîìîðôiçìó àëãåáð Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òè-

ïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíàõî-

âèõ ïðîñòîðàõ òà ïðåäñòàâëåíî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ äëÿ àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó.

Ó ðîáîòi îòðèìàíî òàêi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

1. Óçàãàëüíåíî òåîðåìó ïðî îá÷èñëåííÿ ðàäióñ-ôóíêöi¨ ôóíêöiîíàëà íà

âèïàäîê äîâiëüíî¨ ïiäàëãåáðè àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó Hb(X), ÿêà ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨,

ÿêà íàëåæèòü ïiäàëãåáði, óñi ÷ëåíè ðÿäó Òåéëîðà öi¹¨ ôóíêöi¨ òåæ íà-

ëåæàòü ïiäàëãåáði;

2. Äîñëiäæåíî ÿêi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè iñíóþòü â àëãåáði PP(X) óñiõ ïî-

ëiíîìiâ, ÿêi ¹ àëãåáðà¨÷íèìè êîìáiíàöiÿìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íîðìè 1 íà

ïðîñòîði X, i â ÿêîìó âèãëÿäi ¨õ ìîæíà ïîäàòè;

3. Äîâåäåíî, ùî ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî

òèïó Hb(X), ïîðîäæåíà çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨-

÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå;

4. Âñòàíîâëåíî çàãàëüíèé âèãëÿä åëåìåíòiâ àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ

àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ;

5. Âñòàíîâëåíî îöiíêó çâåðõó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü õàðàêòåðiâ çi

ñïåêòðó àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæå-
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íî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíî-

ðiäíèõ ïîëiíîìiâ, íà ìíîæèíi öèõ ïîëiíîìiâ;

6. Âñòàíîâëåíî îöiíêó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöié, ùî íàëåæàòü àëãåáðàì

Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ çëi÷åííèìè ìíî-

æèíàìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ

äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà ïðîñòîðàõ ℓp, äå 1 ≤ p <∞;

7. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàä çëi÷åííî ïîðîäæåíî¨ àëãåáðè, â ÿêié óñi íîðìî-

âàíi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè;

8. Äîâåäåíî, ùî êîæíó ôóíêöiþ, ÿêà ¹ åëåìåíòîì àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ çàëåæíèõ

âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîðäèíàò íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞ i ìiñòèòü ëiíiéíèé

ïðîñòið ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé c00, ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì àíàëiòè÷íî

ïðîäîâæèòè íà ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé ℓ∞;

9. Äîâåäåíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðî-

äæåíà ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ çàëåæíèõ âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîîð-

äèíàò íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðî-

ñòîðîì ïðîñòîðó ℓ∞ i ìiñòèòü ëiíiéíèé ïðîñòið ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé c00, ¹ içîìåòðè÷íî içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði ℓ∞;

10. Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðî-

äæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ùî ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó

ℓ∞ i ìiñòèòü ëiíiéíèé ïðîñòið ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé c00;

11. Äîñëiäæåíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó,

ïîðîäæåíî¨ ñóêóïíiñòþ ïîëiíîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà êîì-

ïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ℓ1;
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12. Äîñëiäæåíî îïåðàöi¨ çñóâó, ÿêi çäiéñíþþòüñÿ íà ñïåêòðàõ àëãåáð Ôðå-

øå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ñóêóïíîñòÿìè ïîëi-

íîìiâ äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó íà ïðîñòîðàõ ℓp, äå p ≥ 1;

13. Âñòàíîâëåíî óìîâè içîìîðôiçìó àëãåáð Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìå-

æåíîãî òèïó, ïîðîäæåíèõ ïîñëiäîâíîñòÿìè íåïåðåðâíèõ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðàõ;

14. Ïîáóäîâàíî içîìîðôiçì àëãåáðè öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîâîìó ïðîñòîði L∞[0, 1] òà àëãåáðè

óñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ

îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîâîìó ïðîñòîði ℓ∞.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âíåñêîì ó òåîðiþ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi

àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ ℓp, äå 1 < p < +∞,

òà L∞[a, b].
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11. Ï'ÿòié ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìàòåìàòè÷íèõ íàóê (Ñòàìáóë, Òóðå÷-

÷èíà, 23 � 27 ÷åðâíÿ 2021 ð.);

12. Ìiæíàðîäíié îíëàéí-êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi òåíäåíöi¨ àáñòðàêòíîãî òà

ïðèêëàäíîãî àíàëiçó"(Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 12 � 15 òðàâíÿ 2022 ð.);

13. Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ìà-

òåìàòèêè - 2023"(Ëüâiâ, 23 � 25 òðàâíÿ 2023 ð.).

14. Çâiòíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ âèêëàäà÷iâ, äîêòîðàíòiâ, àñïiðàíòiâ

Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíè-

êà;

15. Íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó àíàëiçó, ãåîìåòði¨ òà òîïîëîãi¨ Iíñèòóòó

ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à

ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ëüâiâ).
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