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Передмова

Теорiя автоматичного керування — це роздiл технiчної кiбернетики, що вивчає законо-
мiрностi керування рiзноманiтними технiчними пристроями, технологiчними процесами,
економiчними виробництвами тощо, якi називають системами автоматичного керування
(САК).

Цей лабораторний практикум мiстить завдання i методичнi рекомендацiї для виконан-
ня шести лабораторних робiт з теорiї автоматичного керування засобами системи комп’ю-
терної математики MatLab (Matrix Laboratory). В разi використання trial-версiї MatLab,
навчальна дисциплiна вивчається блоком впродовж пiвсеместру з подвоєним тижневим
навантаженням. Ще однiєю альтернативою є використання вiльно поширюваної системи
комп’ютерної математики SciLab, яка надає схожу на MatLab мову написання сценарiїв i
вiдповiдний набiр функцiй для моделювання та iмiтацiї систем автоматичного керування,
а також пiдтримує сценарiї, написанi для MatLab.

Лабораторнi роботи охоплюють математичне моделювання систем автоматичного ке-
рування, перетворення їх структурних схем, аналiз типових (елементарних) динамiчних
ланок, дослiдження стiйкостi та якостi систем автоматичного керування, їх аналiз i синтез.

Лабораторний практикум написаний на основi узагальнення досвiду авторiв виклада-
ння навчальної дисциплiни «Теорiя керування» i призначений для студентiв спецiальностi
«прикладна математика». Може бути корисним для студентiв галузей знань «математика
i статистика» та «iнформацiйнi технологiї».



Лабораторна робота 1

Математичне моделювання САК

Засоби моделювання САК

У системi MatLab (Matrix Laboratory) є два основнi засоби моделювання систем авто-
матичного керування (САК) — це використання комплекту iнструментiв Control System
Toolbox (CST) та вiзуального середовища iмiтацiйного моделювання Simulink.

CST пропонує вiдповiднi iнструменти для побудови, аналiзу i синтезу лiнiйних стацiо-
нарних САК — LTI-моделей (Linear Time Invariant Models), котрi можуть бути як одно-
вимiрними SISO-моделями (Single Input – Single Output), так i багатовимiрними MIMO-
моделями (Multiple Input – Multiple Output). Simulink дозволяє використовувати вже го-
товi бiблiотеки блокiв для вiзуального моделювання САК i вирiшувати весь спектр задач
вiд розробки концепцiї моделi аж до її iмiтацiї.

LTI-моделi в CST можуть бути представленi у трьох основних формах:

• з допомогою передавальної функцiї (Transfer Function): tf(num,den), де масиви num i
den визначають коефiцiєнти в чисельнику i знаменнику передавальної функцiї;

• з допомогою нулiв, полюсiв i коефiцiєнта пiдсилення (Zero-Pole-Gain): zpk(z,p,k), де
масиви z, p i k визначають нулi, полюси i коефiцiєнт пiдсилення передавальної функцiї;

• у просторi станiв (State Space): ss(A,B,C,D), де A, B, C i D визначають вiдповiдно
матрицi станiв, керуючих впливiв, спостережень i прямого зв’язку спостереження-
керування.

Усi три форми LTI-моделей дозволяють манiпулювати з лiнiйними САК як цiлим об’є-
ктом, а не набором даних у виглядi векторiв чи матриць. Для аналiзу САК у CST можна
використовувати такi функцiї: tfdata, series, parallel, feedback, append, pole, zero, minreal,
pzmap, roots, poly, conv, polyval, rlocus, опис яких можна знайти в роздiлi Help (F1).

Завдання на лабораторну роботу

Динамiка САК описується звичайним диференцiальним рiвнянням першого порядку у
стандартнiй формi

Ty′(t) + y(t) = ku(t), y(0) = y0, (1)

де варiанти значень часового коефiцiєнта T , коефiцiєнта пiдсилення k та початкового
значення y0 наведенi в таблицi 1 нижче, y(t) та u(t) — вихiдний i вхiдний сигнали вiд-
повiдно.

Виконати такi завдання:

1. Написати сценарiй pib lab1 dm.m (pib — вашi iнiцiали) аналiзу диференцiальної моделi
САК в CST, виконавши наступнi кроки:
(a) розв’язати диференцiальну модель (dsolve) i знайти перехiдну h(t) та iмпульсну

перехiдну (вагову) w(t) функцiї
(перехiдну функцiю для диференцiального рiвняння x′(t) + ax(t) = bu(t) можна
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шукати як розв’язок початкової задачi x′(t) + ax(t) = b, x(0) = 0, а iмпульсну
перехiдну функцiю — як розв’язок задачi x′(t) + ax(t) = 0, x(0) = b);

(b) побудувати вiдповiднi часовi характеристики;
(c) побудувати часовi характеристики в однiй системi координат;
(d) застосувати перетворення Лапласа до iмпульсної перехiдної функцiї w(t)

(laplace(w)).

2. Побудувати вiзуальну модель pib lab1 dm.mdl в Simulink:
(a) для побудови моделi використати такi блоки з бiблiотеки Simulink Library, як

Sources (Step, Constant), MathOperations (Gain, Add), Continuous (Derivative,
Integrator), Sinks (Scope); налаштувати параметри блокiв;

(b) виконати iмiтацiю моделi i отримати перехiдну та iмпульсну перехiдну функцiї на
осцилографi.

3. Написати сценарiй pib lab1 tf.m аналiзу tf-моделi САК, виконавши наступнi кроки:
(a) побудувати tf-модель у виглядi передавальної функцiї в зображеннях Лапласа

W (s) ;
(b) порiвняти отриману модель з результатом виконання команди laplace(w) зi сцена-

рiю pib lab1 dm.m;
(c) обчислити нулi i полюси функцiї W (s) ;
(d) побудувати часовi характеристики (step, impulse) в однiй системi координат;
(e) порiвняти результат з п. 1c;
(f) перетворити tf-модель у zpk-модель (команда zpk).

4. Побудувати вiзуальну tf-модель pib lab1 tf.mdl в Simulink, додатково використовуючи
блок Continuous/TransferFcn i порiвняти результати iмiтацiї моделi з п. 2.

5. Написати сценарiй pib lab1 zpk.m для аналiзу zpk-моделi САК, виконавши наступнi
кроки:
(a) побудувати zpk-модель, використавши iнформацiю з п. 3c про нулi i полюси пере-

давальної функцiї в зображеннях Лапласа W (s) ;
(b) порiвняти отриману модель з результатом виконання команди zpk зi сценарiю

pib lab1 tf.m;
(c) побудувати часовi характеристики в однiй системi координат;
(d) порiвняти результат з п. 1c;
(e) перетворити zpk-модель у ss-модель (команда ss).

6. Побудувати вiзуальну zpk-модель pib lab1 zpk.mdl в Simulink, додатково використову-
ючи блок Continuous/Zero-Pole i порiвняти результати iмiтацiї моделi з п. 2.

7. Написати сценарiй pib lab1 ss.m для аналiзу ss-моделi САК, виконавши наступнi кро-
ки:
(a) побудувати ss-модель;
(b) порiвняти отриману модель з результатом виконання команди ss у сценарiї

pib lab1 zpk.m;
(c) побудувати часовi характеристики в однiй системi координат.
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8. Побудувати вiзуальну ss-модель pib lab1 ss.mdl в Simulink, додатково використовуючи
блок Continuous/State-Space з нульовою i ненульовою початковими умовами i порiвняти
результати iмiтацiї моделi з п. 2.

Таблиця 1 Варiанти завдань

Варiант T k y0 Варiант T k y0

1 0.1 6.6 3.0 16 1.1 6.6 1.0
2 0.2 6.2 2.5 17 1.2 6.2 1.5
3 0.3 5.8 2.0 18 1.3 5.8 2.0
4 0.4 5.4 1.5 19 1.4 5.4 2.5
5 0.5 5.0 1.0 20 1.5 5.0 3.0
6 0.6 4.6 3.0 21 0.1 4.6 1.0
7 0.7 4.2 2.5 22 0.2 4.2 1.5
8 0.8 3.8 2.0 23 0.3 3.8 2.0
9 0.9 3.4 1.5 24 0.4 3.4 2.5
10 1.0 3.0 1.0 25 0.5 3.0 3.0
11 1.1 2.6 3.0 26 0.6 2.6 1.0
12 1.2 2.2 2.5 27 0.7 2.2 1.5
13 1.3 1.8 2.0 28 0.8 1.8 2.0
14 1.4 1.4 1.5 29 0.9 1.4 2.5
15 1.5 1.0 1.0 30 1.0 1.0 3.0

Звiт по лабораторнiй роботi

Змiст звiту:

1. Титульний аркуш зi стандартними атрибутами.
2. Сценарiї аналiзу моделей САК з часовими характеристиками.
3. Вiзуальнi (iмiтацiйнi) моделi САК з часовими характеристиками.
4. Висновки.
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Засоби перетворення структурних схем САК

У комплектi iнструментiв CST для перетворення структурних схем САК передбаченi
такi функцiї:

• series(lti1,lti2) — послiдовне з’єднання (множення) двох динамiчних ланок lti1 та lti2 (у
виглядi tf-, zpk-, ss-моделей); для з’єднання вiдразу N ланок використовують вкладенi
series або операцiю множення lti1*lti2*. . . *ltiN;

• parallel(lti1,lti2) — паралельне з’єднання (додавання) двох динамiчних ланок lti1 та
lti2; для з’єднання вiдразу N ланок використовують вкладенi parallel або операцiю
(алгебраїчного) додавання lti1+lti2+. . .+ltiN;

• feedback(lti1,lti2,sign) — контур вiд’ємного (sign = −1) чи додатного (sign = +1)

зворотного зв’язку з прямою ланкою lti1 i зворотною ланкою lti2; коротка форма
feedback(lti1,lti2) еквiвалентна функцiї feedback(lti1,lti2,−1 );

• minreal(lti) — скорочення однакових полюсiв i нулiв передавальної функцiї ланки lti ;
• inv(lti) — iнверсiя (обернення) вхiдного i вихiдного сигналiв ланки lti, так що сигнал
Y = W (s)X перетворюється у сигнал X = W−1(s)Y ;

• mrdivide(lti1,lti2)≡ lti1/lti2 — дiлення справа, що еквiвалентне операцiї lti1 ∗ inv(lti2) ;
• mldivide(lti1,lti2)≡ lti1/lti2 — дiлення злiва, що еквiвалентне операцiї inv(lti1) ∗ lti2 ;
• [lti1,lti2,. . . ,ltiN] — горизонтальна [,] конкатенацiя (склеювання) ланок lti1, lti2, . . . , ltiN
з N рiзними входами i спiльним виходом; окремим випадком є паралельне з’єднання,
коли всi N входiв однаковi;

• [lti1;lti2;. . . ;ltiN] — вертикальна [;] конкатенацiя ланок lti1, lti2, . . . , ltiN зi спiльним
входом i N рiзними виходами; окремим випадком є паралельне з’єднання, коли всi N
виходiв однаковi;

• [lti1,lti2,. . . ,ltiN] — дiагональна (агрегативна) конкатенацiя ланок lti1, lti2, . . . , ltiN з
N рiзними входами i виходами.

Для бiльш складних з’єднань динамiчних ланок можна використовувати додатковi фун-
кцiї connect i star.

Завдання на лабораторну роботу

САК задана вiдповiдною структурною схемою. Варiанти структурних схем i коефi-
цiєнти передавальних функцiй W1(s) = k1

T1s+1
, W2(s) = T1s−1

T2s+1
, W3(s) = k2

T 2
1 s

2+T2s+1
,

W4(s) =
T1s+1
T 2
2 s

2−1
динамiчних ланок наведенi вiдповiдно на рисунках 1–6 i в таблицi 1 нижче.

Виконати такi завдання:

1. Написати сценарiй pib lab2.m (pib — вашi iнiцiали), в якому на основi правил перетво-
рення структурних схем потрiбно:
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(a) обчислити передавальнi функцiї в зображеннях Лапласа WY U(s) за заданим впли-
вом та WY F (s) за збурюючим впливом;

(b) побудувати вiдповiднi часовi характеристики wyu(t) i wyf(t) .
2. Побудувати вiзуальну модель pib lab2.mdl в Simulink:

(a) для побудови моделi використати типовi блоки з бiблiотеки Simulink Library;
(b) виконати iмiтацiю моделi i отримати часовi характеристики на осцилографi;
(c) побудувати еквiвалентну вiзуальну модель лише з двома ланками WY U(s) i

WY F (s) ;
(d) виконати iмiтацiю еквiвалентної моделi i отримати часовi характеристики на осци-

лографi.
3. Порiвняти результати пп. 1b, 2b, 2d i зробити вiдповiднi висновки.

Рис. 1. Структурна схема (a)

Рис. 2. Структурна схема (b)
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Рис. 3. Структурна схема (c)

Рис. 4. Структурна схема (d)

Звiт по лабораторнiй роботi

Змiст звiту:

1. Титульний аркуш зi стандартними атрибутами.
2. Сценарiй побудови передавальних функцiй (в зображеннях Лапласа) САК разом з їх

часовими характеристиками.
3. Вiзуальна (iмiтацiйнi) моделi САК (початкової i еквiвалентної) разом з їх часовими

характеристиками.
4. Висновки.
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Рис. 5. Структурна схема (e)

Рис. 6. Структурна схема (f)
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Таблиця 1 Варiанти завдань

Варiант Схема T1 T2 k1 k2 Варiант Схема T1 T2 k1 k2

1 (c) 1.5 0.5 2.0 3.0 16 (f) 1.3 1.9 3.0 4.0

2 (d) 1.8 2.0 2.5 1.0 17 (a) 0.7 2.3 2.0 1.5

3 (e) 1.2 0.7 3.0 1.5 18 (b) 2.2 0.8 3.5 1.0

4 (f) 2.1 1.8 3.5 2.0 19 (c) 1.6 2.1 3.0 2.5

5 (a) 0.9 1.1 2.0 4.0 20 (d) 1.1 1.7 2.5 3.0

6 (b) 2.4 1.5 3.0 2.5 21 (e) 2.6 2.4 2.0 3.5

7 (c) 1.7 2.1 2.5 3.5 22 (f) 0.8 1.6 3.5 2.0

8 (d) 2.3 1.6 2.0 3.0 23 (a) 1.4 2.5 3.0 1.5

9 (e) 0.6 1.2 3.5 2.5 24 (b) 2.0 0.9 2.0 2.5

10 (f) 2.5 2.0 3.0 4.0 25 (c) 1.9 1.5 2.5 3.0

11 (a) 1.5 1.3 2.5 1.5 26 (d) 1.3 2.7 3.0 1.0

12 (b) 1.8 2.4 3.0 2.0 27 (e) 0.7 1.2 3.5 4.0

13 (c) 1.2 1.9 2.0 3.5 28 (f) 2.2 1.4 2.0 2.5

14 (d) 2.1 1.0 3.5 2.5 29 (a) 1.6 2.0 3.0 2.0

15 (e) 0.9 1.4 2.5 3.0 30 (b) 1.1 1.9 2.5 3.5



Лабораторна робота 3

Аналiз типових ланок САК (I)

Класифiкацiя типових ланок САК

Класифiкацiю типових (елементарних) динамiчних ланок САК отримують на основi
частинних форм диференцiальної моделi другого порядку

a0y
′′(t) + a1y

′(t) + a2y(t) = b0x
′(t) + b1x(t), (2)

записаної у стандартнiй формi

T 2
0 y

′′(t) + 2ξT0y
′(t) + y(t) = k[T1x

′(t) + x(t)] (3)

з часовими коефiцiєнтами T 2
0 , T1 , коефiцiєнтом пiдсилення k i коефiцiєнтом демпфування

(пом’якшення) ξ (0 ≤ ξ < 1) :

T 2
0 =

a0
a2

� 0, ξ =
a1

2a2T0

=
a1

2
√
a0a2

, k =
b1
a2

, T1 =
b0
ka2

=
b0
b1
,

або в операторнiй формi (p = d
dt
, p2 = d2

dt2
)

y(t) = W (p)x(t), W (p) =
B(p)

A(p)
=

b0p+ b1
a0p2 + a1p+ a2

=
k(T1p+ 1)

T 2
0 p

2 + 2ξT0p+ 1
, (4)

де W (p) — передавальна функцiя в операторнiй формi (ПдФ).

Таблиця 1 Класифiкацiя типових (елементарних) ланок САК (I)

№ Назва Диференцiальна модель ПдФ
з/п типової ланки у стандартнiй формi W (p)

1
Пропорцiйна

(iдеальна пiдсилююча)
y(t) = kx(t) k

2
Iнтегруюча

(астатична)

y′(t) = kx(t) ⇔

y(t) = y(0) + k
∫ t

0 x(τ)dτ

k

p

3 Диференцiююча y(t) = kx′(t) kp

4
Аперiодична 1-го порядку

(iнерцiйна)
Ty′(t) + y(t) = kx(t)

k

Tp+ 1

5
Форсуюча 1-го порядку

(пропорцiйно-диференцiююча)
y(t) = k[Tx′(t) + x(t)] k(Tp+ 1)

6
Аперiодична 2-го порядку

(коливальна)

T 2y′′(t) + 2ξT y′(t) + y(t) = kx(t)

0 ≤ ξ < 1

k

T 2p2 + 2ξTp+ 1

7
Форсуюча 2-го порядку

(для САК 3-го порядку)

y(t) = k[T 2x′′(t) + 2ξTx′(t) + x(t)]

0 < ξ < 1

k(T 2p2 + 2ξTp+ 1)
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Неелементарнi ланки САК можна отримати у формi послiдовного з’єднання елемен-
тарних ланок. Наприклад, реальну iнтегруючу ланку з передавальною функцiєю

W (p) =
k

T 2p2 + Tp
=

k

p
· 1/T

(Tp+ 1)

можна отримати як послiдовне з’єднання iдеальної iнтегруючої та iнерцiйної ланок,
реальну диференцiюючу ланку з передавальною функцiєю

W (p) =
kp

Tp+ 1
= kp · 1

(Tp+ 1)

— як послiдовне з’єднання iдеальної диференцiюючої та iнерцiйної ланок, а
iнтегро-диференцiюючу ланку з передавальною функцiєю

W (p) = k
T1p+ 1

T2p+ 1
= k(T1p+ 1) · 1

(T2p+ 1)

— як послiдовне з’єднання пропорцiйно-диференцiюючої та iнерцiйної ланок. За аналогiєю
на основi типових ланок можна будувати динамiчнi ланки вище другого порядку (див.
лабораторну роботу 4).

Засоби аналiзу типових ланок САК

У комплектi iнструментiв CST для дослiдження та побудови часових i частотних ха-
рактеристик ланок САК передбаченi такi функцiї:

• step(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — будує на одному графiку перехiднi характеристики N ланок;
• impulse(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — будує на одному графiку iмпульснi перехiднi характеристи-
ки N ланок;

• initial(lti1,lti2,. . . ,ltiN,x0) — будує на одному графiку реакцiї N ss-ланок на ненульовi
початковi умови, що визначаються вектором x0;

• lsim(lti1,lti2,. . . ,ltiN,u) — будує на одному графiку реакцiї N ланок на довiльнi вхiднi
послiдовностi u;

• evalfr(lti,ω ) — обчислює амплiтудно-фазову частотну характеристику на частотi ω ;
• freqresp(lti,ω ) — обчислює амплiтудно-фазову частотну характеристику в заданому
вектором ω дiапазонi частот;

• bode(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — будує на одному графiку логарифмiчнi амплiтуднi i фазовi
частотнi характеристики (дiаграми Боде) N ланок;

• nyquist(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — будує на одному графiку частотний годограф (дiаграму)
Найквiста N ланок;

• nyquist(lti1,lti2,. . . ,ltiN,{ ωmin ,ωmax }) — будує на одному графiку частотний годо-
граф (дiаграму) Найквiста N ланок в межах вiд ωmin до ωmax ;

• ltiview(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — графiчний iнтерфейс для дослiдження динамiчних характе-
ристик LTI–моделей;

• minreal(lti) — скорочення однакових полюсiв i нулiв передавальної функцiї ланки lti ;
• pzmap(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — вiдображає нулi � i полюси × N ланок в однiй комплекснiй
площинi;

• grid on — вiдображення додаткової сiтки.
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Таблиця 2 Варiанти завдань (ПдФ та їх коефiцiєнти)

W1(p) = k1, W2(p) =
k1

p
, W3(p) = k1p,

W4(p) =
k2

T1p+ 1
, W5(p) = k2(T1p + 1),

W6(p) =
k3

T 2
2 p

2 + 2ξT2p+ 1
, W7(p) = k3(T

2
2 p

2 + 2ξT2p+ 1)

Варiант k1 k2 k3 T1 T2 ξ Варiант k1 k2 k3 T1 T2 ξ

1 0.2 2.1 4.8 0.1 1.0 0.15 16 3.1 5.0 1.7 1.5 0.1 0.15

2 0.4 2.3 5.0 0.2 1.1 0.20 17 3.3 5.2 1.9 1.4 0.2 0.20

3 0.6 2.5 5.2 0.3 1.2 0.25 18 3.5 5.4 2.1 1.3 0.3 0.25

4 0.8 2.7 5.4 0.4 1.3 0.30 19 3.7 5.6 2.3 1.2 0.4 0.30

5 1.0 2.9 5.6 0.5 1.4 0.35 20 3.9 5.8 2.5 1.1 0.5 0.35

6 1.2 3.1 5.8 0.6 1.5 0.40 21 4.1 6.0 2.7 1.0 0.6 0.40

7 1.4 3.3 6.0 0.7 0.1 0.45 22 4.3 0.2 2.9 0.9 0.7 0.45

8 1.6 3.5 0.2 0.8 0.2 0.50 23 4.5 0.4 3.1 0.8 0.8 0.50

9 1.8 3.7 0.4 0.9 0.3 0.55 24 4.7 0.4 3.3 0.7 0.9 0.55

10 2.0 3.9 0.6 1.0 0.4 0.60 25 4.9 0.6 3.5 0.6 1.0 0.60

11 2.2 4.1 0.8 1.1 0.5 0.65 26 5.1 0.8 3.7 0.5 1.1 0.65

12 2.4 4.3 1.0 1.2 0.6 0.70 27 5.3 1.2 3.9 0.4 1.2 0.70

13 2.6 4.5 1.2 1.3 0.7 0.75 28 5.5 1.4 4.1 0.3 1.3 0.75

14 2.8 4.7 1.4 1.4 0.8 0.80 29 5.7 1.6 4.3 0.2 1.4 0.80

15 3.0 4.9 1.6 1.5 0.9 0.85 30 5.9 1.8 4.5 0.1 1.5 0.85

Завдання на лабораторну роботу

Типовi ланки САК заданi вiдповiдними передавальними функцiями в операторнiй фор-
мi Wi(p), i = 1, 7 (варiанти ПдФ наведенi в таблицi 2 нижче).

Виконати такi завдання:

1. Написати сценарiй pib lab31.m (pib — вашi iнiцiали), в якому потрiбно:
(a) створити передавальнi функцiї у зображеннях Лапласа Wi(s) (i = 1, 7) типових

ланок;
(b) побудувати (step) перехiднi характеристики hi(t) (кожну окремо i всi разом на

одному графiку);
(c) побудувати (impulse) iмпульснi перехiднi характеристики wi(t) (кожну окремо i

всi разом на одному графiку);
(d) побудувати (nyquist) амплiтудно-фазовi частотнi характеристики (годографи)

Wi(jω) (кожну окремо i всi разом на одному графiку);
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(e) побудувати (nyquist) амплiтудно-фазовi частотнi характеристики (годографи)
Wi(jω) у частотному дiапазонi вiд 0.1 до 10 рад/с (кожну окремо i всi разом на
одному графiку);

(f) обчислити (evalfr) амплiтудно-фазовi частотнi характеристики на частотах
±1 рад/с для кожної ланки;

(g) побудувати (bode) логарифмiчнi амплiтуднi Li(ω) i фазовi ϕi(ω) частотнi хара-
ктеристики (дiаграми Боде) кожну окремо i всi разом на одному графiку;

(h) побудувати (pzmap) карти нулiв i полюсiв елементарних ланок i з’ясувати, до якого
типу вони належать (мiнiмально-фазовi, немiнiмально-фазовi, маргiнальнi);

(i) побудувати (ltiview) часовi i частотнi характеристики типових ланок з допомогою
графiчного iнтерфейсу LTI-viewer i порiвняти з результатами попереднiх пунктiв;

(j) створити передавальнi функцiї в зображеннях Лапласа W8(s) , W9(s) i W10(s) за-
мiною коефiцiєнта демпфування ξ коливальної ланки W6(s) на |0.33−ξ| , |0.66−ξ|
i 1− ξ вiдповiдно;

(k) для коливальних ланок з рiзними значеннями коефiцiєнта демпфування W6(s) ,
W8(s) , W9(s) i W10(s) виконати пункти, подiбнi до (b)–(e), (g), (i) вище;

(l) порiвняти результати i зробити вiдповiднi висновки.
2. Побудувати вiзуальну модель pib lab3.mdl в Simulink:

(a) для побудови моделi використати типовi блоки з бiблiотеки Simulink Library (зокре-
ма блоки MathOperations/Complex to Magnitude-Angle та MathOperations/Complex
to Real-Imag для дослiдження частотних характеристик);

(b) для перегляду кiлькох характеристик в одному осцилографi слiд задати вiдповiдну
кiлькiсть вхiдних сигналiв для нього;

(c) виконати iмiтацiю моделi i отримати часовi i частотнi характеристики типових
ланок на вiдповiдних осцилографах.

3. Порiвняти результати пп. 1 i 2 та зробити вiдповiднi висновки.

Важливо! Окремi характеристики деяких типових ланок побудувати неможливо. В
такому разi замiсть графiка буде виводитись повiдомлення про помилку.

Звiт по лабораторнiй роботi

Змiст звiту:

1. Титульний аркуш зi стандартними атрибутами.
2. Сценарiй побудови часових i частотних характеристик типових ланок САК разом iз

самими характеристиками.
3. Вiзуальна (iмiтацiйна) модель типових ланок САК разом з їх часовими i частотними

характеристиками.
4. Висновки.



Лабораторна робота 4

Аналiз типових ланок САК (II)

Класифiкацiя типових ланок САК

Класифiкацiю типових (елементарних) динамiчних ланок САК отримують на основi
частинних форм диференцiальної моделi другого порядку

a0y
′′(t) + a1y

′(t) + a2y(t) = b0x
′(t) + b1x(t), (5)

записаної у стандартнiй формi

T 2
0 y

′′(t) + 2ξT0y
′(t) + y(t) = k[T1x

′(t) + x(t)] (6)

з часовими коефiцiєнтами T 2
0 , T1 , коефiцiєнтом пiдсилення k i коефiцiєнтом демпфування

(пом’якшення) ξ (0 ≤ ξ < 1) :

T 2
0 =

a0
a2

� 0, ξ =
a1

2a2T0
=

a1
2
√
a0a2

, k =
b1
a2

, T1 =
b0
ka2

=
b0
b1
,

або в операторнiй формi (p = d
dt
, p2 = d2

dt2
)

y(t) = W (p)x(t), W (p) =
B(p)

A(p)
=

b0p+ b1
a0p2 + a1p+ a2

=
k(T1p+ 1)

T 2
0 p

2 + 2ξT0p+ 1
, (7)

де W (p) — передавальна функцiя в операторнiй формi (ПдФ).
Таблиця 1 Класифiкацiя типових (елементарних) ланок САК (II)

№ Назва Диференцiальна модель ПдФ

з/п типової ланки у стандартнiй формi W (p)

1 Нестiйка аперiодична Ty′(t)− y(t) = kx(t)
k

Tp− 1

2 Нестiйка форсуюча y(t) = k[Tx′(t)− x(t)] k(Tp− 1)

3 Нестiйка коливальна
T 2y′′(t) − 2ξT y′(t) + y(t) = kx(t)

0 < ξ < 1 (коеф. демпфування)

k

T 2p2 − 2ξTp+ 1

4
Нестiйка форсуюча 2-го порядку

(для САК 3-го порядку)

y(t) = k[T 2x′′(t)− 2ξTx′(t) + x(t)]

0 < ξ < 1

k(T 2p2 − 2ξTp+ 1)

5
Чистого запiзнення

(для САК iз запiзненням)
y(t) = kx(t− τ), 0 < τ < t ke−τp

Динамiчну ланку з довiльною дробово-рацiональною ПдФ W (p) можна зобразити у
виглядi послiдовного з’єднання типових ланок з ПдФ Wi(p) , якщо її чисельник i знамен-
ник розкласти на елементарнi множники (не вище другого порядку):

W (p) =
∏
i

Wi(p).
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Засоби аналiзу типових ланок САК

У комплектi iнструментiв CST для дослiдження та побудови часових i частотних ха-
рактеристик ланок САК передбаченi такi функцiї:

• step(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — будує на одному графiку перехiднi характеристики N ланок;
• impulse(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — будує на одному графiку iмпульснi перехiднi характеристи-
ки N ланок;

• initial(lti1,lti2,. . . ,ltiN,x0) — будує на одному графiку реакцiї N ss-ланок на ненульовi
початковi умови, що визначаються вектором x0;

• lsim(lti1,lti2,. . . ,ltiN,u) — будує на одному графiку реакцiї N ланок на довiльнi вхiднi
послiдовностi u;

• evalfr(lti,ω ) — обчислює амплiтудно-фазову частотну характеристику на заданiй ча-
стотi ω ;

• freqresp(lti,ω ) — обчислює амплiтудно-фазову частотну характеристику в заданому
вектором ω дiапазонi частот;

• bode(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — будує на одному графiку логарифмiчнi амплiтуднi i фазовi
частотнi характеристики (дiаграми Боде) N ланок;

• nyquist(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — будує на одному графiку частотний годограф (дiаграму)
Найквiста N ланок;

• nyquist(lti1,lti2,. . . ,ltiN,{ ωmin ,ωmax }) — будує на одному графiку частотний годо-
граф (дiаграму) Найквiста N ланок в межах вiд ωmin до ωmax ;

• ltiview(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — графiчний iнтерфейс для дослiдження динамiчних характе-
ристик LTI–моделей;

• minreal(lti) — скорочення однакових полюсiв i нулiв передавальної функцiї ланки lti ;
• pzmap(lti1,lti2,. . . ,ltiN) — вiдображає нулi � i полюси × N ланок в однiй комплекснiй
площинi;

• grid on — вiдображення додаткової сiтки.

Завдання на лабораторну роботу

Типовi ланки САК i ланка третього порядку заданi вiдповiдними передавальними фун-
кцiями в операторнiй формi Wi(p), i = 1, 5 , та W (p) вiдповiдно (варiанти ПдФ наведенi
в таблицi 2 нижче).

Виконати такi завдання:

1. Написати сценарiй pib lab41.m (pib — вашi iнiцiали), в якому потрiбно:
(a) побудувати передавальнi функцiї у зображеннях Лапласа Wi(s) (i = 1, 5) заданих

типових ланок;
(b) побудувати (step) перехiднi характеристики hi(t) (кожну окремо i всi разом на

одному графiку);
(c) побудувати (impulse) iмпульснi перехiднi характеристики wi(t) (кожну окремо i

всi разом на одному графiку);
(d) побудувати (nyquist) амплiтудно-фазовi частотнi характеристики (годографи)

Wi(jω) (кожну окремо i всi разом на одному графiку);



0. Звiт по лабораторнiй роботi 19

(e) побудувати (nyquist) амплiтудно-фазовi частотнi характеристики (годографи)
Wi(jω) у частотному дiапазонi вiд 0.1 до 10 рад/с (кожну окремо i всi разом на
одному графiку);

(f) обчислити (evalfr) амплiтудно-фазовi частотнi характеристики на частотах
±1 рад/с для кожної ланки;

(g) побудувати (bode) логарифмiчнi амплiтуднi Li(ω) i фазовi ϕi(ω) частотнi хара-
ктеристики (дiаграми Боде) кожну окремо i всi разом на одному графiку;

(h) побудувати (pzmap) карти нулiв i полюсiв елементарних ланок i з’ясувати, до якого
типу вони належать (мiнiмально-фазовi, немiнiмально-фазовi, маргiнальнi);

(i) побудувати (ltiview) часовi i частотнi характеристики типових ланок з допомогою
графiчного iнтерфейсу LTI-viewer i порiвняти з результатами попереднiх пунктiв.

2. Написати сценарiй pib lab42.m, в якому потрiбно:
(a) побудувати ПдФ в зображеннях Лапласа W (s) ланки третього порядку;
(b) обчислити її нулi (zero) i полюси (pole) та визначити тип ланки (мiнiмально-фазова,

немiнiмально-фазова, маргiнальна);
(c) представити ланку у виглядi послiдовного з’єднання типових ланок, тобто побуду-

вати Wk(s) , такi що W (s) =
∏
k

Wk(s) ;

(d) побудувати (bode) на одному графiку логарифмiчнi амплiтуднi i фазовi частотнi
характеристики (дiаграми Боде) типових ланок Wk(s) i ланки третього порядку
W (s) ;

(e) з’ясувати зв’язок мiж ними i зробити вiдповiднi висновки.
3. Побудувати вiзуальнi моделi pib lab41.mdl i pib lab42.mdl в Simulink для кожного з

двох попереднiх сцинарiїїв:
(a) для побудови моделей використати типовi блоки з бiблiотеки Simulink Library

(зокрема, блок TransportDelay для визначення запiзнення у ПдФ вiдповiдної ланки,
блоки MathOperations/Complex to Magnitude-Angle та MathOperations/Complex to
Real-Imag для дослiдження частотних характеристик);

(b) для перегляду кiлькох характеристик в одному осцилографi слiд задати вiдповiдну
кiлькiсть вхiдних сигналiв для нього;

(c) виконати iмiтацiю моделей та отримати часовi i частотнi характеристики типових
ланок i ланки третього порядку на вiдповiдних осцилографах.

4. Порiвняти результати пп. 1 i 2 з п. 3 та зробити вiдповiднi висновки.

Звiт по лабораторнiй роботi

Змiст звiту:

1. Титульний аркуш зi стандартними атрибутами.
2. Сценарiї побудови часових i частотних характеристик ланок САК разом iз самими

характеристиками.
3. Вiзуальнi (iмiтацiйнi) моделi ланок САК разом з їх часовими i частотними характери-

стиками.
4. Висновки.
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Таблиця 2 Варiанти завдань (ПдФ та їх коефiцiєнти)

W1(p) =
k2

T1p− 1
, W2(p) = k2(T1p− 1), W3(p) =

k3

T 2
2 p

2 − 2ξT2p+ 1

W4(p) = k3(T
2
2 p

2 − 2ξT2p+ 1), W5(p) = k1e
−τp, W (p) =

b0p
2 + b1p + b2

a0p3 + a1p2 + a2p

Варiант k1 k2 k3 T1 T2 ξ τ a0 a1 a2 b0 b1 b2

1 0.2 2.1 4.8 0.1 1.0 0.15 1.0 1.21 0.33 1 0.020 0.180 −0.2

2 0.4 2.3 5.0 0.2 1.1 0.20 1.1 0.22 0.90 −1 0.676 0.208 0.4

3 0.6 2.5 5.2 0.3 1.2 0.25 1.2 2.25 −0.75 1 0.216 0.540 −0.6

4 0.8 2.7 5.4 0.4 1.3 0.30 1.3 0.52 0.90 −1 2.312 −0.816 0.8

5 1.0 2.9 5.6 0.5 1.4 0.35 1.4 3.61 1.33 1 0.700 0.900 −1.0

6 1.2 3.1 5.8 0.6 1.5 0.40 1.5 0.90 0.90 −1 5.292 2.016 1.2

7 1.4 3.3 6.0 0.7 0.1 0.45 0.5 0.64 −0.72 1 0.098 −0.840 −1.4

8 1.6 3.5 0.2 0.8 0.2 0.50 0.6 0.16 −0.60 −1 1.600 −1.600 1.6

9 1.8 3.7 0.4 0.9 0.3 0.55 0.7 1.44 1.32 1 0.486 −1.080 −1.8

10 2.0 3.9 0.6 1.0 0.4 0.60 0.8 0.40 −0.60 −1 3.920 3.360 2.0

11 2.2 4.1 0.8 1.1 0.5 0.65 0.9 2.56 −2.08 1 1.210 −1.320 −2.2

12 2.4 4.3 1.0 1.2 0.6 0.70 1.0 0.72 −0.60 −1 7.776 −6.048 2.4

13 2.6 4.5 1.2 1.3 0.7 0.75 1.1 4.00 3.00 1 2.366 −1.560 −2.6

14 2.8 4.7 1.4 1.4 0.8 0.80 1.2 1.12 −0.60 −1 13.552 9.856 2.8

15 3.0 4.9 1.6 1.5 0.9 0.85 1.3 5.76 −4.08 1 4.050 −1.800 −3.0

16 3.1 5.0 1.7 1.5 0.1 0.15 1.4 0.15 −1.40 −1 7.936 −1.488 3.1

17 3.3 5.2 1.9 1.4 0.2 0.20 1.5 2.56 0.64 1 0.924 −3.960 −3.3

18 3.5 5.4 2.1 1.3 0.3 0.25 0.5 0.39 −1.00 −1 8.960 2.800 3.5

19 3.7 5.6 2.3 1.2 0.4 0.30 0.6 2.56 −0.96 1 1.776 −2.960 −3.7

20 3.9 5.8 2.5 1.1 0.5 0.35 0.7 0.55 −0.60 −1 9.984 −4.368 3.9

21 4.1 6.0 2.7 1.0 0.6 0.40 0.8 2.56 1.28 1 2.460 −1.640 −4.1

22 4.3 0.2 2.9 0.9 0.7 0.45 0.9 0.63 −0.20 −1 11.008 6.192 4.3

23 4.5 0.4 3.1 0.8 0.8 0.50 1.0 2.56 −1.60 1 2.880 0 −4.5

24 4.7 0.4 3.3 0.7 0.9 0.55 1.1 0.63 0.20 −1 12.032 −8.272 4.7

25 4.9 0.6 3.5 0.6 1.0 0.60 1.2 2.56 1.92 1 2.940 1.960 −4.9

26 5.1 0.8 3.7 0.5 1.1 0.65 1.3 0.55 0.60 −1 13.056 10.608 5.1

27 5.3 1.2 3.9 0.4 1.2 0.70 1.4 2.56 −2.24 1 2.544 4.240 −5.3

28 5.5 1.4 4.1 0.3 1.3 0.75 1.5 0.39 1.00 −1 14.080 −13.20 5.5

29 5.7 1.6 4.3 0.2 1.4 0.80 0.5 2.56 2.56 1 1.596 6.840 −5.7

30 5.9 1.8 4.5 0.1 1.5 0.85 0.6 0.15 1.40 −1 15.104 16.048 5.9



Лабораторна робота 5

Дослiдження стiйкостi САК

Алгебраїчнi критерiї стiйкостi САК

Стiйкiсть є однiєю з основних вимог до САК. Це поняття характеризує працездатнiсть
системи. Система, що не володiє стiйкiстю, не здатна виконувати функцiї керування, має,
фактично, нульову ефективнiсть i може призводити до аварiйних станiв.

Нехай динамiчна поведiнка САК описується диференцiальним рiвнянням n -го порядок
в операторнiй формi

A(p)y(t) = B(p)u(t) + C(p)f(t), p =
d

dt
, (8)

де y(t) — керована величина (вихiдний сигнал), u(t) i f(t) — задаючий i збурюючий
впливи (вхiднi сигнали), A(p) = a0p

n + a1p
n−1 + . . . + an — власний оператор, B(p) i

C(p) — оператори впливу.
Основна умова стiйкостi: для того, щоб САК була (асимптотично) стiйка, необхiдно i

достатньо, щоб усi коренi її характеристичного рiвняння

A(λ) = 0, λ ∈ C, (9)

мали вiд’ємну дiйсну частину Reλi < 0, i = 1, n , тобто були лiвими.
Необхiдна умова стiйкостi САК : для того, щоб САК була (асимптотично) стiйка, необ-

хiдно, щоб усi коефiцiєнти її характеристичного рiвняння були додатними: ai > 0, i = 0, n

(за потреби домножуванням на −1 завжди можна гарантувати виконання умови a0 > 0 ).
Якщо вiдшукати коренi характеристичного рiвняння складно, то для дослiдження на

стiйкiсть можна скористатися критерiями стiйкостi, якi дозволяють з’ясувати, чи коренi
є лiвими, без явного їх вiдшукання. Критерiї стiйкостi дiляться на алгебраїчнi (критерiї
Гурвiца, Л’єнара–Шипара, Рауса) i частотнi (критерiї Михайлова i Найквiста).

Критерiй Гурвiца (Hurwitz, 1895): для того, щоб САК була стiйкою, необхiдно i доста-
тньо, щоб визначники Гурвiца

Δ1 = a1, Δ2 =

∣∣∣∣∣
a1 a3
a0 a2

∣∣∣∣∣, Δ3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5

a0 a2 a4
0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣∣
, . . . , Δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 a7 . . . 0

a0 a2 a4 a6 . . . 0

0 a1 a3 a5 . . . 0

0 a0 a2 a4 . . . 0
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

складенi з коефiцiєнтiв її характеристичного рiвняння, при a0 > 0 були додатними

Δk > 0, k = 1, n.
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Критерiй Л’єнара–Шипара (Lienard, Chipard, 1914): при виконаннi необхiдної умови
стiйкостi (ai > 0, i = 0, n) для стiйкостi САК необхiдно i достатньо, щоб усi її визначники
Гурвiца з парними iндексами (або всi визначники Гурвiца з непарними iндексами) були
додатними Δ2 > 0,Δ4 > 0,Δ6 > 0, . . . або Δ1 > 0,Δ3 > 0,Δ5 > 0, . . .

Критерiй Рауса (Routh, 1877): для того, щоб САК була стiйкою, необхiдно i достатньо,
щоб усi елементи першого стовпця таблицi Рауса при a0 > 0 були додатними

ri1 > 0, i = 1, n+ 1.

Таблиця Рауса мiстить n+ 1 рядок i будується за таким алгоритмом: у першому ряд-
ку таблицi записуються коефiцiєнти характеристичного рiвняння з парними iндексами,
а в другому — з непарними iндексами, в порядку зростання iндексiв (при потребi решта
клiтин цих рядкiв заповнюються нульовими елементами). Елементи наступних рядкiв об-
числюються за формулою

rij =

∣∣∣∣∣
ri−2,j+1

ri−2,1

ri−1,1

ri−1,j+1 1

∣∣∣∣∣ = ri−2,j+1 − ri−2,1

ri−1,1
· ri−1,j+1, i = 3, 4, . . . , j = 1, 2, . . .

Кiлькiсть стовпцiв в мiру зростання номера рядка спадає. Елементи другого i наступних
стовпцiв слiд обчислювати по мiрi потреби обчислення елементiв першого стовпця. При
цьому обчислення можна зупинити, як тiльки деякий елемент першого стовпця стає ну-
льовим або вiд’ємним.

Частотнi критерiї стiйкостi САК

Годограф характеристичного вектора A(jω), тобто криву, яку описує кiнець цього
вектора при змiнi частоти вiд 0 до ∞, називають кривою Михайлова. При an > 0 крива
Михайлова починається на додатнiй дiйснiй пiвосi, бо A(j · 0) = A(0) = an > 0.

Критерiй Михайлова (1938): Для стiйкостi САК необхiдно i достатньо, щоб при a0 > 0

її крива Михайлова, починаючись на додатнiй дiйснiй пiвосi, послiдовно обходила n ква-
дрантiв у додатному (проти годинникової стрiлки) напрямку. Кривi Михайлова стiйких

Рис. 1. Кривi Михайлова стiйких (лiворуч) i нестiйких (праворуч) САК рiзного порядку

САК не перетинають початку координат i виходять на безмежнiсть в n -му квадрантi.
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Якщо кiлькiсть квадрантiв, якi проходить крива Михайлова, не дорiвнює n або пору-
шується послiдовнiсть їх проходження, то така САК нестiйка. Якщо крива Михайлова
проходить через початок координат, то САК знаходиться на межi стiйкостi.

При використаннi алгебраїчних критерiїв i критерiю Михайлова неважливо, стiйкiсть
яких САК — розiмкнених чи замкнених — дослiджується. Ще один частотний критерiй —
критерiй Найквiста — за амплiтудно-фазовою частотною характеристикою Wp(jω) розi-
мкненої системи дозволяє зробити висновок про стiйкiсть вiдповiдної замкненої системи.

Критерiй Найквiста (Nyquist, 1932): для того, щоб замкнена САК з вiд’ємним зво-
ротним зв’язком була стiйкою, необхiдно i достатньо, щоб амплiтудно-фазова частотна
характеристика Wp(jω) розiмкненої системи охоплювала точку (−1, j · 0) = (−1, 0) у до-
датному напрямку l/2 разiв, де l — кiлькiсть правих нулiв характеристичного полiнома
розiмкненої системи (вважається, що решта n− l нулiв є лiвими; випадок наявностi ней-
тральних нулiв розглядається окремо).

Критерiй Найквiста (випадок стiйкої розiмкненої САК).
В разi, якщо розiмкнена САК є стiйкою, тобто всi нулi її характеристичного полiнома

є лiвими, то число l = 0 i тому критерiй Найквiста можна сформулювати так: якщо ро-
зiмкнена САК стiйка, то для стiйкостi замкненої системи з вiд’ємним зворотнiм зв’язком
необхiдно i достатньо, щоб амплiтудно-фазова частотна характеристика Wp(jω) розi-
мкненої системи не охоплювала точку (−1, 0) .

Критерiй Найквiста (випадок наявностi нейтральних нулiв).
Якщо характеристичний полiном

розiмкненої САК має нейтральнi нулi,
то її передавальна функцiя може бути
представлена у виглядi

W (p) =
k

pr
W0(p), W0(0) = 1, r ≥ 1,

тому амплiтудно-фазова частотна ха-
рактеристика при ω→ 0 виходить
на безмежнiсть (див. рис). У цьому
випадку амплiтудно-фазова частотна
характеристика доповнюється дугою
−r(π/2) кола як завгодно великого
радiуса (пунктирнi лiнiї на рис.) i для стiйкостi замкненої системи доповнена таким чином
амплiтудно-фазова частотна характеристика повинна l/2 разiв охоплювати (зокрема, при
l = 0 не охоплювати) точку (−1, 0) .

Критерiй Найквiста (випадок САК з чистим запiзненням): для того, щоб замкнена
САК, передавальна функцiя якої в розiмкненому станi має вигляд Wτ (p) = N(p)

D(p)
e−τ , де

N(p), D(p) — многочлени степенiв m i n (m ≤ n) вiдповiдно, була стiйкою, необхiдно i до-
статньо, щоб амплiтудно-фазова частотна характеристика Wτ (jω) розiмкненої системи
охоплювала точку (−1, j · 0) = (−1, 0) у додатному напрямку l/2 разiв, де l — кiлькiсть
правих нулiв характеристичного полiнома D(λ) розiмкненої системи.
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Завдання на лабораторну роботу

Розiмкнена САК задана передавальною функцiєю в операторнiй формi W (p) (варiанти
ПдФ наведенi в таблицi 1 нижче). Дослiдити на стiйкiсть розiмкнену i вiдповiдну замкнену
(з вiд’ємним зворотним зв’язком) САК, виконавши такi завдання:

1. Чи справджується для розiмкненої САК необхiдна умова стiйкостi? Чи означає це, що
розiмкнена САК є стiйкою/нестiйкою?

2. Побудувати передавальну функцiю в зображеннях Лапласа W (s) розiмкненої САК.
3. Обчислити визначники Гурвiца Δk .
4. На основi критерiю Гурвiца зробити висновок про стiйкiсть розiмкненої САК.
5. На основi критерiю Л’єнара–Шипара зробити висновок про стiйкiсть розiмкненої САК.

Чи узгоджується вiн iз критерiєм Гурвiца?
6. Побудувати таблицю Рауса.
7. На основi критерiю Рауса зробити висновок про стiйкiсть розiмкненої САК. Чи узго-

джується вiн iз критерiєм Л’єнара–Шипара?
8. Побудувати годограф (криву) Михайлова.
9. На основi критерiю Михайлова зробити висновок про стiйкiсть розiмкненої САК. Чи

узгоджується вiн iз критерiєм Рауса?
10. Знайти (roots, pzmap, damp) коренi характеристичного рiвняння A(λ) = 0 .
11. Чи справджується основна властивiсть стiйкостi? Як це узгоджується з попереднiми

висновками?
12. Побудувати амплiтудно-фазову частотну характеристику розiмкненої САК.
13. На основi критерiю Найквiста зробити висновок про стiйкiсть замкненої (з вiд’ємним

зворотним зв’язком) САК.
14. Знайти коренi характеристичного рiвняння замкненої САК.
15. Чи справджується основна властивiсть стiйкостi? Як це узгоджується з критерiєм Най-

квiста?
16. Чи справджується для замкненої САК необхiдна умова стiйкостi? Чи означає це, що

замкнена САК є стiйкою/нестiйкою?
17. Побудувати iмпульсну перехiдну функцiю розiмкненої i замкненої САК i порiвняти їх

поведiнку.

Звiт по лабораторнiй роботi

Змiст звiту:

1. Титульний аркуш зi стандартними атрибутами.
2. Аргументованi вiдповiдi на питання.
3. Сценарiї дослiдження САК на стiйкiсть.
4. Висновки.
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Таблиця 1 Варiанти завдань (ПдФ та їх коефiцiєнти)

W (p) =
k

p4 + a1p3 + a2p2 + a3p+ a4

Варiант k a1 a2 a3 a4 Варiант k a1 a2 a3 a4

1 −50 4.93 33.72 79.90 48.36 16 −20 8.68 28.56 41.85 14.41

2 −53 5.70 34.08 84.39 51.85 17 −19 8.15 26.58 39.83 13.25

3 −57 6.47 34.92 88.33 54.10 18 −17 7.62 24.89 38.18 12.18

4 −58 7.24 36.24 91.92 55.43 19 −14 7.09 23.49 36.74 11.15

5 −60 8.01 38.03 95.35 56.10 20 −15 6.56 22.39 35.35 10.11

6 −62 8.78 40.30 98.82 56.36 21 −20 6.93 25.43 42.98 11.65

7 −59 9.55 43.05 02.53 56.40 22 −18 7.30 28.66 51.66 13.11

8 −61 0.32 46.27 06.69 56.41 23 −16 7.67 32.10 61.44 14.39

9 −64 1.09 49.98 11.48 56.55 24 −23 8.04 35.73 72.40 15.42

10 −58 1.86 54.15 17.12 56.93 25 −19 8.41 39.57 84.59 16.10

11 −49 1.33 48.90 98.32 45.21 26 −21 8.78 43.61 98.10 16.29

12 −43 0.80 43.94 81.81 35.47 27 −18 9.15 47.85 112.98 15.90

13 −35 0.27 39.28 67.41 27.46 28 −17 9.52 52.29 129.29 14.78

14 −28 9.74 34.91 54.99 20.96 29 −15 9.89 56.93 147.12 12.79

15 −23 9.21 30.84 44.38 15.77 30 −14 10.26 61.77 166.52 9.77



Лабораторна робота 6

Дослiдження якостi САК

Показники якостi САК i алгоритм керування

Стiйкiсть (працездатнiсть) САК є головною, але не єдиною її характеристикою. Ще
однiєю важливою характеристикою є якiсть (точнiсть) роботи САК. Найбiльш повною
характеристикою якостi САК є вiдхилення вихiдного (керованого) сигналу y(t) вiд вхi-
дного (керуючого) сигналу g(t) (помилка, похибка, неузгодженiсть) e(t) = g(t) − y(t),

котру можна подати у виглядi суми e(t) = eg(t) + ef (t) помилки за задаючим впливом
eg(t) = Weg(p)g(t) = (1−Wyg(p))g(t) i помилки за збурюючим впливом

ef (t) = Wef(p)f(t) =

⎧⎨
⎩
−Wyf (p)f(t), якщо f на входi у суматор,

Wef(p)f(t), якщо f не на входi у суматор.

Однак на практицi частiше використовують числовi показники, котрi є зручнiшими для
оцiнки якостi САК. Розрiзняють числовi показники якостi у перехiдному i в усталеному
режимах.

Числовi показники якостi у перехiдному режимi дiляться на прямi i непрямi (кореневi,
частотнi, iнтегральнi). Основними прямими показниками якостi є час регулювання tр,

перерегулювання σ, час наростання tн, час досягання tmax першого максимуму hmax.

Основними кореневими показниками якостi є степiнь стiйкостi η = min
k

|Reλk| i

степiнь коливальностi μ = max
k

∣∣∣ Imλk

Reλk

∣∣∣ .
Основними частотними показниками якостi є резонансний пiк M = Amax/A(0) i ре-

зонансна частота ωр (Amax = A(ωр)), смуга пропускання (0, ωп) (A(ωп) = 0.707A(0)),

запаси стiйкостi по амплiтудi Lc i по фазi ϕc.

Основними iнтегральними показниками якостi є звичайна J2[eп(t)] =
∫∞
0
e2п(t)dt i уза-

гальнена Jk
2 [eп(t)] iнтегральнi квадратичнi оцiнки (тут eп — перехiдна складова помил-

ки).
Числовими показниками якостi в усталеному режимi є коефiцiєнти позицiйної помилки

Cg0 i Cf0, коефiцiєнти швидкiсної помилки Cg1 i Cf1, коефiцiєнти прискорювальної
помилки Cg2 i Cf2.

Вибiр алгоритму керування є однiєю з головних задач у процесi проєктування
САК. Найчастiше на практицi використовують PID-контролери iз закладеним у них
пропорцiйно-iнтегро-диференцiальним алгоритмом керування:

u(t) = kpe(t) + ki

∫ t

0

e(τ)dτ + kd
de(t)

dt
,

де kp, ki, kd — коефiцiєнти передачi пропорцiйної, iнтегральної i диференцiальної складо-
вих. Передавальна функцiя PID-контролера має вигляд

Wк(s) =
U(s)

E(s)
= kp +

ki
s
+ kds =

kds
2 + kps+ ki

s
,
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але, оскiльки виконувати iдеальне диференцiювання сигналу помилки e(t) не вдається,
то в реальних САК передавальна функцiя PID-контролера насправдi має вигляд

Wк(s) = kp +
ki
s
+

kd
Tds+ 1

=
(kd + kpTd)s

2 + (kp + kiTd)s+ ki
s(Tds+ 1)

,

де Td — часовий коефiцiєнт, що характеризує iнерцiйнi властивостi реальної диференцiю-
ючої ланки. Оптимальне налаштування параметрiв kp, ki, kd, Td є основною задачею при
проєктуваннi PID-контролерiв.

Засоби аналiзу i синтезу САК

У комплектi iнструментiв CST для аналiзу i синтезу САК передбаченi такi функцiї:

• stepinfo(sys) — повертає прямi числовi показники (за винятком усталеного значення)
якостi керування САК sys без виводу графiки;

• ltiview(sys) — дозволяє отримати числовi показники якостi на вкладцi Characteristics
контекстного меню вiдповiдних часових i частотних характеристик;

• margin(sys) — дозволяє знайти запаси стiйкостi по амплiтудi i по фазi;
• pid (kp, ki, kd, Td) — формує неперервний паралельний регулятор з незалежними про-
порцiйним kp, iнтегральним ki, диференцiальним kd i часовим Td (час iнерцiї реальної
диференцiюючої ланки) коефiцiєнтами;

• pidstd (kp, Ti, Td, N) — формує неперервний регулятор у стандартнiй формi зi спiльним
пропорцiйним коефiцiєнтом пiдсилення kp, часовими коефiцiєнтами iнтегрування Ti i
диференцiювання Td i дiльником N iнерцiйного часового коефiцiєнта;

• piddata(contr), pidstddata(contr) — повертає параметри PID-контролера contr вiдповiд-
ної форми (паралельна, стандартна);

• pidtune(plant,'type',options) — для об’єкта керування plant проєктується контролер па-
ралельної форми вказаного типу type ('P','I','PI','PD','PDF','PID','PIDF'), параметри яко-
го вибранi збалансовано мiж вимогами задовiльних часу регулювання i запасiв стiйко-
стi, iз заданням додаткових опцiй options;

• pidtune(plant,basecontr,options) — проєктування проводиться у порiвняннi з еталонним
(базовим) контролером basecontr, причому отримуваний результат є контролером того
ж типу;

• pidtool(plant,'type') — викликає конструктор PID Tuner для проєктування (в iнтер-
активному режимi) PID-контролера типу type для об’єкта керування plant;

• pidtool(plant,basecontr) — проєктування проводиться у порiвняннi з еталонним (базо-
вим) контролером basecontr;

• pidTuner(plant,'type') — у новiших версiях замiнює pidtool;
• pidTuner(plant,basecontr) — у новiших версiях замiнює pidtool;
• sisotool — викликає конструктор SISO Design Tool для проєктування (в iнтерактивному
режимi) PID-контролера.
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Завдання на лабораторну роботу

Структурна схема САК з вiд’ємним зворотним зв’язком наведена на рисунку 1 нижче,
де АКП — це автоматичний керуючий пристрiй, що складається з контролера (регуля-
тора) i вимiрювального пристрою (ВП), ОК — це об’єкт керування, g(t) — задаючий
вплив (вхiдний сигнал), y(t) — керована змiнна (вихiдний сигнал), u(t) — керуюча змiн-
на (вихiдний сигнал з контролера), e(t) — помилка керування, Wк(p) , Wок(p) , Wвп(p) —
передавальнi функцiї (ПдФ) вiдповiдно контролера, ОК (по керуванню) та ВП (варiанти
ПдФ наведенi в таблицi 1 нижче). Виконати аналiз i синтез САК.

Рис. 1. Структурна схема САК

1. Написати сценарiй pib lab61.m (pib — вашi iнiцiали), в якому потрiбно:
(a) побудувати (series, parallel, feedback) ПдФ в зображеннях Лапласа Wgy(s) САК

з вiд’ємним зворотним зв’язком на основi ПдФ базового (kp = ki = kd = 1 ,
Td = 0.01) PID-контролера (з реальною диференцiюючою ланкою) Wк(s) (pid),
ПдФ ОК Wок(s) i ПдФ ВП Wвп(p) ;

(b) побудувати з допомогою графiчного iнтерфейсу ltiviewer перехiдну характеристи-
ку отриманої САК i через контекстне меню Characteristics визначити її устале-
не значення (FinalValue), час наростання (RiseTime), час регулювання (SettlingTi-
me), перерегулювання (Overshoot), максимум (Peak), час досягнення максимуму
(PeakTime);

(c) обчислити (stepinfo) прямi числовi показники якостi побудованої САК i порiвняти
основнi з них з отриманими в (b), зробити висновок про додатковi показники;

(d) обчислити з допомогою ltiview/Characteristics (якщо є така можливiсть) або само-
стiйно з командного рядка за формулами кореневi числовi показники якостi САК:
степенi коливальностi i стiйкостi (можуть бути корисними функцiї zero i pole);

(e) так само обчислити частотнi числовi показники якостi САК: резонанснi пiк i ча-
стоту, смугу пропускання, запаси стiйкостi по амплiтудi i по фазi (margin);

(f) iз командного рядка спроєктувати (pidtune) PID-контролер на основi базового кон-
тролера;

(g) побудувати САК на основi спроєктованого контролера i порiвняти числовi пока-
зники якостi з базовою САК (ltiview/step та stepinfo);
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(h) виконати синтез PID-контролера на основi базового контролера з допомогою кон-
структора PID Tuner в iнтерактивному режимi (pidtool або pidTuner), ставлячи
за мету покращити (ResponseTime, TransientBehavior) окремi числовi показники
(ShowParameters).

2. Побудувати вiзуальну модель pib lab6.mdl в Simulink для проєктування PID-
контролера:
(a) для побудови ланки PID-контролера i визначення запiзнення у ПдФ ОК використа-

ти блоки PIDController i TransportDelay з бiблiотеки Simulink Library/Continuous;
(b) виконати iмiтацiю базової моделi i отримати перехiдну функцiю на осцилографi;
(c) виконати синтез PID-контролера на основi базового контролера (P = I = D = 1,

N = 100) з допомогою кнопки Tune... у блоцi налаштування його параметрiв;
(d) показати таблицю числових характеристик отриманої САК;
(e) виконати синтез PID-контролера за встановленими межами допустимої зони з до-

помогою блоку обмежень Check Step Response бiблiотеки Simulink Design Optimi-
zation/Signal Constraints.

3. Спроєктувати PID-контролер з допомогою конструктора SISO Design Tool (sisotool).

Таблиця 1 Варiанти завдань (ПдФ та їх коефiцiєнти)

Wок(p) =
ke

−0.2p

T 2p2 + 2ξTp+ 1
, Wвп(p) = 1

Варiант k T ξ Варiант k T ξ

1 1.0 1.00 0.2 16 1.0 4.50 1.4

2 1.7 1.25 0.4 17 1.1 4.25 1.5

3 2.3 1.50 0.5 18 1.3 4.00 0.5

4 2.8 1.75 1.3 19 1.6 3.75 0.6

5 3.2 2.00 1.4 20 2.0 3.50 0.7

6 3.5 2.25 1.5 21 2.5 3.25 0.8

7 3.7 2.50 0.5 22 3.1 3.00 0.9

8 3.8 2.75 0.6 23 3.8 2.75 1.0

9 3.1 3.00 0.7 24 3.7 2.50 1.1

10 2.5 3.25 0.8 25 3.5 2.25 1.2

11 2.0 3.50 0.9 26 3.2 2.00 1.3

12 1.6 3.75 1.0 27 2.8 1.75 1.4

13 1.3 4.00 1.1 28 2.3 1.50 1.5

14 1.1 4.25 1.2 29 1.7 1.25 0.5

15 1.0 4.50 1.3 30 1.0 1.00 0.6
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Звiт по лабораторнiй роботi

Змiст звiту:

1. Титульний аркуш зi стандартними атрибутами.
2. Сценарiй аналiзу i синтезу САК.
3. Аргументованi вiдповiдi на питання.
4. Вiзуальна (iмiтацiйна) модель аналiзу i синтезу САК.
5. Висновки.
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