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Вступ

Використовуючи модель випадкового поля 
шорсткої поверхні і не пов’язуючи її з 
автокореляційною функцією (АКФ) якогось 
певного виду, і не використовуючи припущення, 
які прийняті для опису поверхні одномірними 
випадковими функціями або поверхні з сильною 
анізотропією і орієнтованими мікронерівностями, 
а також не припускаючи певної форми 
нерівностей, в [1-42] отримано співвідношення 
для щільности ймовірности розподілу висот 
вершин, розподілу кривин у вершинах

нерівностей, розподілу градієнту анізотропної 
поверхні.

У [1-13, 16, 24, 38-42] показана придатність 
теорії випадкового поля для опису топографії 
гауссовських поверхонь і контактних явищ, при 
цьому порівняння розрахунків фактичної площі 
контакту (ФПК) пружного контакту шорсткої 
гауссовської анізотропної поверхні з рівною 
методом випадкового поля з результатами 
експериментального визначення ФПК оптико- 
акустичним методом показало на близькість 
експериментальних даних і результатів 
розрахунків.
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Загальна теорія випадкового поля викладена в 
[43, 44]. Для інтегральних перетворень використа­
ли [45-46].

Мета роботи полягала в тому, щоби, на 
підставі математичного опису профілоґрами, 
розробити методику для розрахунків параметрів 
поверхні.

І. Теоретична частина

1. Опис випадкових процесів і випадкових 
полів для нано- та мікрошорстких поверхонь.

1.1. Автокореляційна функція шорсткої 
поверхні.

Нехай анізотропна шорстка поверхня описана 
рівнянням г = г(х, у), де г -  випадкова функція 
для двох змінних х і у (випадкове поле), а х, у -  
декартові координати на середній площині висот 
шорсткої поверхні, але разом з тим статистичні 
характеристики поверхні залежать від напрямків 
0 = агс£д(ку/кх) та інваріянтні до переміщення 
початку координат на поверхні (однорідна 
поверхня). У якости поверхні, від якої 
здійснюється відлік висот, є площина, яка 
відповідає середній висоті шорсткої поверхні.

Випадкова функція г, яка описує таку 
шорстку статистично однорідну анізотропну 
поверхню, має автокореляційну функцію К (х, у) і 
допускає її спектральний розклад Фур’є Ф (кх, ку) 
на гармонічні компоненти, де кх, ку -  компоненти 
хвильового вектора к , який дорівнює к = 2п / к з 
довжиною хвилі к.

Тоді автокореляційна функція за означенням 
дорівнює [16]:

М(х, у) =  І і т ------ х
4ЦЦЬ2 с̂ю 1 2

А А
х |  І ф у У і ) ф і  + А , у  +Лу)йХйУ

(і)

Якщо шорстка поверхня ізотропна, то функція 

К (х, у) залежить лише від змінної г = ^  х2 + у 2 і 
не залежить від полярного кута 0 = агсід(у/х).

1.2. Спектральною щільністю (СЩ) шорст­
кої поверхні є перетворення Фур’є від функції 
К (х, у) [16]:

1 да да

Ф К , Ку) = ^  11  М(х, у) х

х ехр [- і(хКх + уКу)] іїхіїу, 

а зворотне перетворення Ф(кх,ку) [16]:
да да

М  х ,  у ) = | |Ф ( К х , К у ) х
—да—да

х ЄХР[і(хКх  + УК у  ) ] ^К х ^К у  .

(2)

(3)

З виразу (1) видно, що К (0, 0) = о2, де о2 -  
дисперсія, а о -  середнє квадратичне (стандартне) 
відхилення висоти нерівностей [16, 17]. Тому з (3) 
витікає [16, 17]:

а 2 =
00 00

І  | ф (кх, ку ) & х & у  . (4)

Вираз (4) відбиває те, що функція Ф (кх, ку) 
визначає той внесок у величину дисперсії о2, який 
додає різні спектральні компоненти, що 
відповідають хвилям з хвильовим числом к і 
довжинами [16]:

X = 2л  /| к| (5)
та напрямками [16]:

в  = агсґд(кх / ку) . (6)
Для ізотропних поверхонь функція Ф 

залежить тільки від змінної к = | к |.
Моменти спектральної щільности шорсткої 

поверхні (СЩ) визначаються так [16, 17]:

т =,п р^ Ке |  | Ф (кх , ку ) к Ррк ^ к хЛку , (7)
— д а  — д а

де Ке -  дійсна частина числа.
Згідно (7) маємо: т 00 = о2. (8)
1.3. Щільність ймовірностей розподілу

висот вершин випадкової шорсткої поверхні.
1.3.1. Анізотропна поверхня. Залежність 

щільности ймовірностей розподілу висот вершин 
анізотропної поверхні [1, 5] від є| = г / т 00 = г/  а  — 
безрозмірної (нормованої) висоти:

1  
4

Р .и т Є  =  т ^ Л А —1/2т 0 0 2т 5 2 2 х

х ехр А 2т 00(£ 1)2 
2А„ 1

|  е х р (А1і2 + А1є[і)ії( х
_ —да 
2л

|  (і 2 —р 2) р Ур  |  е х р [А4р 2 С0 8 2 ф + (9)
—і

х |  (і 2 —/
0 0

+ А5р 2 С08 ф 8ІП ф + А6р 2 8ІП2 ф +

+ (А2і + А ф )Р С08 ф + (А3і + А9є1)Р 8ІП ф]<І ф, 
де

А =  т 22 (А 6 +  2 А 8 + А п )  . А = — т 22 (А 6 — А п )  .

2А 12 А12

А = т 22(А7 + А1о) . а  = — т 22 (А6 — 2А8 + Ап ) .
А12 2А-12

А  =  т 22(А  7 А 10) Л _  А 9т 22
А А 6 =  —

А 9т 2

12 2А12

А7 =
(А 3 + А 5) ( т 00т 22)

1/2

А12

А 8 =
( а з А 5 ) ( т 00т 22 )

А і у

1/2

. А 9 =
А 4 ( т 00т 22)

1/2

А12

Д, Ді, ..., Аі2, ^ , ї, р, ф [1, 5].
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1.3.2. Ізотропна поверхня. Розглядаючи  
ізотропну ш орстку поверхню  як поодинокий  
випадок анізотропної ш орсткої поверхні, коли 
АКФ  і моменти СЩ  не залежать від напрямку, на 
підставі (7), будем о мати співвідношення:

т 00 =  т0 ; т 20 =  т 02 =  т 2 ;

т 11 =  т 13 =  т 31 =  0  ; (10)

3 т 22 = т 40 = т 04 = т 4 .
Звідки за (9) щільність ймовірностей розподілу  
висот вершин ізотропної поверхні [1, 5, 16]:

( ' )Рш т  ( £1 )  =
2 4

±  -  2
. с

\

1 /
З 0 + £>1 ^1 + 2 ̂ 2

' а

43
2 4

{єхр [-  Сі( , І )2
3(2а -  3) ,

2 18Л +

+ ехр (*; )2

а

(1+ еф р) [(,,• )2 -1 +
2

+ 4 2 4  е х р а (є І)2
2 ( а - 1)

(1 + е ф )
а

3(а -1 )
(11)

де Р = є[
2(2а -  3)’ Г £1 2(а -  1)(2а -  3 ) ;

а3

2 хеф (х) = [ ехр( - 2фі -  інтеграл ймо-
4  0

вірностей похибок [46];

с  =
а

• С = С 12 • 
2 а  -  3 а

(12)

а  =
т 0т 4 
т2

параметер ш ирокосмугастости

спектру ш орсткої ізотропної випадкової поверхні; 
1,5 <  а  <  ®. Ф ізичний смисл параметра а пов’яза­
ний з характеристичною ш ириною СЩ -поверхні: 
ш ирокий спектер містить значний діапазон  
довж ин хвиль (характеристична ширина зростає: 
а^ -® ), а вузький спектер -  всі хвилі мають 
приблизно однакову довж ину (характеристична 
ширина зменшується: а^ -1 ,5 ).

На рис. 1 приведена залежність щ ільности  
ймовірностей розподілу висот вершин р(є'\) 
ш орсткої ізотропної поверхні в залеж носте від  
безрозм ірної (нормованої) висоти є[ та параметра
ш ирокосмугастости спектру а , який зміню ється в 
м еж ах І ,5 . . .да [16].

За [16] для опису ізотропних ш орстких 
поверхонь н еобхідно використати три спектральні 
моменти (т 0, т 2 і т 4) і один параметер

( т 0 т 4 )
ш ирокосмугастости спектру а  = 4 , який не

т^
залежить від орієнтації системи координат на 
поверхні.

Рис. 1. Залежність щ ільности ймовірностей  
розподілу висот вершин ізотропної ш орсткої 
поверхні, змодельованої випадковим полем, від  
безрозм ірної (нормованої) висоти для параметра 
ш ирокосмугастости спектру СЩ -поверхні а=1,5; 
2; 3; 4; 5; 10; ® [16].

Згідно [16], параметер ш ирокосмугастости  
СЩ  а для ізотропної випадкової поверхні 
знаходиться в м еж ах 1,5 <  а < ®. Для граничних 
значень а щільність ймовірностей розподілу висот  
вершин ізотропної поверхні дорівню є [16]:

• при а^ -1 ,5  (Р ^ ® ; у^-® ; С ^ ® )

і4 3

2 4 ехр
М

2

х{(,і)2 - 1 + ехР [- ( ,і)2 ] }

X

є [ >  0
>

(13)

0, є [ <  0 ^
тобто розподіл  ( І І )  близький д о  релеєвського  
розподілу;

• при а ^ -®  (Р ^ 0 ;  у^ -0; С ^ І / 2 )

Р (єі) ехр
2

( * і ' ї

2 (14)

тобто розподіл  ( І І )  підпорядкований ґауссовсько- 
м у розподілу.

У  загальному випадку щільність ймовірностей  
висот вершин залежить від двох параметрів: а і 
є[ , а в граничних випадках -  в ід одного параметра

е 1.
Як видно з рис. І, для а ^ ®  спостерігається  

ґауссовський розподіл  щ ільности ймовірностей  
висот вершин при е 1 = - 3 ,5 . . .  +  3,5, при цьому  

0 < р (е І )  < 0 ,4 ,  а при а=1,5  маємо релеєвський

розподіл в м еж ах 0 <  £І <  + 3 ,5 , при цьому  

0 < р (е1) < 0 ,627  .

Щ ільність ймовірностей висот £і =  г  поверхні 
[І, 5]:

р(еі ) = лІ(2ла-2) ехр
,2 Л 
ч

2 о 2
(15)

Таким чином, розподіл висот поверхні 
підпорядкований ґауссовському закону.
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1.4. Функція розподілу висот вершин
ізотропної шорсткої поверхні [16], яка визначає 
частку тих вершин, у яких величини висот не 
перевищують значення є1:

є 1
1  (є1) - |  Р (є0  гіє1 , (16)

—Ж

де 0 < І (є1) < 1 при 0 < є1' < 3,5 та 1,5 < а < ж .
На рис. 2 приведена залежність функції 

розподілу висот вершин І  (є1) шорсткої
ізотропної поверхні [16] від нормованої висоти 
є1, яка змінюється від 0 до 3,0 для значень 
параметра широкосмугастости спектру а=1,5; 2; 3; 
4; 5; 10; ®.

Як видно з рис. 2, при а^-1,5 відбувається 
зменшення відносного числа тих вершин, висоти 
яких не перевищують рівень +3с (приє1 < 3) [16].

1.5. Середня кривина шорсткої поверхні у 
вершині виступів висотою є1.

1.5.1. Анізотропна поверхня [1, 6]:

Рис. 2. Залежність функції розподілу І (є1')
висот вершин ізотропної шорсткої поверхні, 
змодельованої випадковим полем, від 
безрозмірної (нормованої) висоти вершини є1 для 
параметра широкосмугастости спектру СЩ-по- 
верхні а: 1 -  а=1,5; 2 -  а=2; 3 -  а=3; 4 -  а=4; 5 -  
а=5; 6 -  а=10; 7 -  а^-®.

ЕК шт (є1) = —т.„1/222 *
(  т 12т5П " 1т "122 х Т 1 жЛ  - -----ехр

1
1

ю
__

_1

V 4 ̂ ^ 3А1/2 0 Д/2С1 Р 2 (1 + е ф ) ;

х ехр ^ ( є ! ) 2 
2А 112

I і ехр(ДІ2 + А1є[і')гііх Л = С | ехр[— с 1(£1)2]+Рл/яетр

2п
х  | ( і 2 — р 2)р  гір |ехр[А4р 2 соз2 ф

0 0
+ Л5р 2 СОЗф- зіп ф+ Л6р 2 8ІП2 ф + 

+ (А2і + А8є1) р  соз ф + (А3і + А9є1) х

+

:рзіп ф] гіф) { 1  ̂  Іп  3А 1

3* 1 9
—3 а —1/2 1/2..5/2

х ехр А^ ( є 1 ) 2 2А 112

•о
|  ехр( А^2 + Аіє[і )гіі х

—і 2ж
х І ( ' ; —р 2 )ргір |  ехр[А4р 2 соз2 ф +

0 0
+ Л5р 2 созфзіп ф + А6р 2 зіп2 ф + (А2і + 

+ А8є1)р созф+ (А3і + Дє1)рзіп ф]гіф)}.
(17)

1.5.2. Ізотропна поверхня [16]:

Е К  (є ' ) -  1 ^ 4  ^3(є1) 2 Л  (є1) +  2 У5(є1) 
- 3  ■ У2(є1) — 2 З 0(є1)+ 2 Л (є1),

^ 1 \° 1 /  1 5

Г2 (є1 ) — 2 У0 (є1 ) +  2 У4 

де ^о, ..., ^5 -  функції параметрів є1 і а [16]:

( є ) 2

У2 -  Р  ехр [— С1 (є1)2 ]+^к  ехр 

х (1 + е ф ) ( р 2 + 1/2 )}; 

у3 -  -С- <|ехр [— с 1 (є;)2 ](1+ р 2 )+ 4 ^  ехр 

х(1 + е ф )  (р3 + 3Р /2)}, 

ехр

(1+ еФ)\; 

(є1 ) 2

(єї)2

У 4 -
П

2(1 + С1)

’ \ 2а (є 0  
2(а — 1)

(1 + е ф );

Л  - Ц -  { ехр[— С1 (є1)2 ]+ у 4 я  (1 + е ф )  х
С1 +1

х ехр а(є1)2
2(а — 1)

Цей же результат за [1, 6]:

ЕК Є ) -  т  хзит\ 1 / ЛІ 3

(

Д І У 0+
2 3(є;)

+ -
V С1 а

.2 Л
— 2 ^1 + 2  ̂ 3

у

- 1  — 2''
СV -1 у

У0 + Є1Л "Л + 2У 2V а
^ (18)

2

2

х
2

х
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Граничні залежносте для К шт (є-) [16]:

- 5 К шт (єі ) = Є1• при а^-1,5 т 4, є- > 0

0, є- < 0
\ (19)

• при а^ «  К Шт (є1) = 8 т 4 . (20)
3 ж

На рис. 3 приведена залежність сподівання 
значення безрозмірної (нормованої) середньої 
кривини ізотропної шорсткої поверхні у вершині
Кт від безрозмірної (нормованої) висоти є1
та параметра широкосмугастости спектру а.

3,0

15

20

15

хо
Ц5

0

/

/ /
-о'-й

«Ч
1

р*-
< /

>У-
^  а*оС- ї

ї-ч / \ |
о>Л

А
■'г

2,6  -2,0 Х6 -1,0 -0,5 0  0,5 Г.0 1.5 2,0 2.5 3,0
&[ = г/ст

Рис. 3. Сподіване значення безрозмірної 
нормованої середньої кривини ізотропної 
шорсткої поверхні, змодельованої випадковим 
полем, у вершині нано- чи мікронерівностей від 
безрозмірної (нормованої) висоти для параметра 
широкосмугастости спектру СЩ-поверхні а=1,5; 
2; 3; 4; 5; 10; ® [16].

1.6. Ґрадієнт випадкової шорсткої поверхні 
визначається за [1, 7, 13, 16].

1.6.1. Анізотропна поверхня:

Е Чшт = 4 М Г ЄХР ж
^  ̂  Е1 (УІ1 -  ЄХР(-  2̂ 1) ), 

(21)
де зворотній гіперболічний косинус [46]: 

Т)1 = АтсИ М і
2 ^ 4 " ’

де > і ;

Е1 (ж) -  повний еліптичний інтеґрал Лежандра 
2-го роду.
1.6.2. Для ізотропної поверхні [1] Д1= т 22;

М2= 2т2; п1=0, тоді вираз (21) набуде вигляду 
[1, 7, 16]:

Е ^ зит (22)

2. Опис профілоґрами випадкових процесів 
і полів шорсткої поверхні.

2.1. Автокореляційна функція (АКФ) 
профілоґрами. За [16], якщо профілоґрама 
поверхні вимірюється у довільному напрямку 
«зрізу» (перерізу) 0=0;, то висота г(х, у) виступів 
профілоґрами залежить лише від відстані г точки 
профіля поверхні від начала координат (х, у). Тоді, 
автокореляційна функція профілоґрами в площині 
0=0; за [16] визначається виразом:

1 ^
К в (г  ) = Н т Г 2 (гі ) 2 (гі + г  ) Ог- .  (23)

1 1 ̂ от 2 Ь -ь

2.2. Спектральна щільність (СЩ) профіло- 
ґрами. СЩ профілоґрами виміряної шорсткости 
поверхні так визначається за перетворенням Фур’є 
[16]:

1 +ОТ
Ф в (к ')  = -  Г К в ( г ) ехр (-  ік Г ) Ли , (24)

2ж -от
де індекс «0;» відносить статистичну характери­
стику до профілоґрами.

2.3. Співвідношення між спектральними 
щільностями поверхні (Ф) та її профілоґрами
( Ф в. ) визначається за [41]:

+ОТ
Ф в  (к  ) =  Г ф (к х, к у ) Л І , (25)

—от

де І =  д/(к; +  к ]  — (к ')2) . (2 6 )
За [16] співвідношення (25) має таке тлума­

чення (рис. 4): точка Р на площині хвильових 
чисел має координати Р(к'§іп00; к'со§00), що 
відповідає хвилям з хвильовим числом к' у 
напрямку «зрізу» профілоґрами шорсткої 
поверхні, при цьому пряма лінія МРК, яка 
перпендикулярна ОР, уявляє собою геометричне 
місце тих точок площини хвильових чисел, для 
яких проекція хвильового вектора на пряму

Рис. 4. Означення спектральної щільности 
(СЩ) профілоґрами, виміряної у довільному 
напрямку 0; по СЩ-поверхні [16].
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лінію ОР має довжину к' [таким чином, будь-яка 
хвиля, для якої кінець хвильового вектора лежить 
на прямій № К, має хвильове число к' у напрямку 
ОР, тоді пряма лінія уявляє собою шлях
інтегрування у виразі (25)].

2.4. Моменти спектральної щільности 
профілоґрами шорсткої поверхні за [16] 
визначаються так:

д а

т пв. =  [ Ф в. (к ' ) ( к У а к ' • (27)1 * 1
— д а

Моменти СЩ анізотропної поверхні т рч та 
СЩ її пофілоґрами пов’язані між собою такими 
залежностями [41] на основі виразів (7), (25), (27):

тпв = тп0 со8п в, + С1“тп—11 со8п—1 в і 8Їп в і +

+ С 2тп—2,2 С08П—2 в , 8Іп2 в , + ••• + т0п 8ІП п в,

де С п
т

п !
т !(п — т )!

(28)

(29)

Для ізотропної поверхні на підставі (7) і (28) 
можна отримати співвідношення (10).

2.5. Вибіркова аналіза випадкових ізотроп­
них поверхонь.

2.5.1. Якщо виміряна профілоґрама ізотроп­
ної випадкової поверхні у довільному напрямку, 
то за [16] її АКФ можна розрахувати за (23), а за 
(24) -  розрахувати СЩ профілоґрами і за 
формулою (27) -  розрахувати моменти т 0, т 2, т 4.

2.5.2. За Лонґе-Гіґґінсом [41] ця процедура 
спрощена:

1) Розраховується щільність нулів ^ 2е̂ о, 0 
(перетин профілоґрами зі середньою арифметич­
ною лінією) та екстремумів (максимумів + мініму­
мів профілоґрами шорсткої випадкової поверхні) 
за формулами [41]:

2ЄГО,в
1 т 2

п т п
(30)

ехґг ,в
1 т 4
п т

(31)

де індекс «0» вказує, що статистична
характеристика відноситься до профілоґрами, а не 
означає анізотропію (за профілоґрамою розрахо-
вують за МНК о

2) Після цього визначають т 2 за (30) та т 4 за 
(31), підрахувавши кількість «нулів» та 
«екстремумів» на одиницю базової довжини 
профілоґрами [16, 41]:

-2- 2 (В!тЛ )2 = п 2 т о (Б!тЛ )2,
.4_2 /

т 2 = п о

т

в ) ; (32)

=  п  V  &тв )2 ̂ т .в )2 =

= ж'т о (Р !„о в  У (Р „ гоов } •
(33)

2.5.3. Параметр широкосмугастости спектру
а визначається за (12):

(
а  =

т 0

Б У
вхіг ,в

У ̂ 2е̂ О,в ^
(34)

2.5.4. З-за симетрії щільність піків (макси­
мумів) профілоґрами дорівнює половині 
відповідної щільности екстремумів [16]:

1
2п ]]

За (32), (33) отримаємо:

^ реак,в
т.
т.,

реак,в 1 цех(г ,в

(35)

(36)

За формулою (49) для щільности вершин 
шорсткої випадкової поверхні маємо вираз [16]:

1
^ тт  ̂ ГГ6 п  3

' т  >

У т 2 у

(37)

тоді, порівнюючи (35) з (37), отримаємо 
співвідношення між щільностями вершин 
поверхні ^ 8цт та її профілоґрами ^ реак:

П = -
2п • ^ 2

реак
у /3

! 1,2092В 1реак

Р е*.
бТ3

0,3023 • ̂  2

Сучасні прилади дозволяють отримувати 
вихідний сиґнал т 0, т 2, т 4.

2.5.5. Певними недоліками методу Лонґе- 
Гіґґінса [41] по визначенню ^ 2е̂ о,е; ^ еx*̂,е; т 2, т 4; 
а ; ^ реак; ^ !шт полягає у тому, що сиґнал, який 
подолав фільтр високих частот, за профілоґрамою 
містить низькочастотні компоненти (тобто, які 
містять малі хвильові числа) -  піки (максимуми), 
западини (мінімуми), перетини нульового рівня, а 
високочастотні компоненти (тобто, які містять 
великі хвильові числа) Ф0 будуть відфільтровані і, 
навпаки, сиґнал, який подолав фільтр низьких 
частот за профілоґрамою містить лише великі 
піки, западини і перетини нульового рівня [16].

2.5.6. Щільність ймовірностей розподілу ви­
сот піків профілоґрами (максимумів) ізотропної 
випадкової поверхні отримано в [47] за [48]:

Р реак (У ) =
а  — 1 
2 п а

ехр а ( у )  
2 ( а —1)

+

+ У
п Г (У' )21

Ч2 ( а — 1) ЄХР 2
(38)

(  У  у
1 + е г / У

и  2(а  — У
т 0т 4 ^де а  = —0—- ;  1 < а < ®.
т ^

т 0 т 4

X

X
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Ф ізичний смисл параметра а для профілогра- 
ми відповідає а для ізотропної випадкової 
поверхні: малі значення а відповідаю ть вузько- 
смугастому спектру, а великі значення а -  широ- 
космугастому спектру [16]. А ле для випадкового 
процесу, щ о представляє профілоґраму ізотропної 
випадкової ш орсткої поверхні, можливі лише 
значення а>1,5  [16].

Для граничних значень а вираз для рреак має 
такий вигляд [16]:

= 1,0 Р р е а к  ( ? і ) = 1

є [  е х р
<

( є  ) 2 1
2

V
0

, * ;>  о
(39)

1

• а^ да Р р е а к  (є '̂ ) =  ^ 2 ^  Є Х Р
Є :)2 (40)

2

[це відповідає (15) для р шт (є { )  ].

На рис. 5 показані графіки функції 

р реак =  / (є[ ) -  щ ільности ймовірностей висот

піків профілоґрами від нормованої величини є1 , 

яка зміню ється від -2 ,5  до  + 3,0 , для значень 
параметра ш ирокосмугастости спектру а=1; 1,5; 2; 
3; 10; да [16].

Рис. 5. Залежність щ ільностей ймовірностей  
розподілу висот піків профілоґрами ш орсткої 
ізотропної поверхні в ід безрозм ірної (нормованої) 
висоти для параметра ш ирокосмугастости спектру 
профілоґрами а=1; 1,5; 2; 3; 10; да [16].

2.5.7. Функція розподілу висот піків 
профілоґрами ізотропної поверхні за [16] має 
вигляд:

є1

/ реак ( є 1 ) =  I  Р реак ( є 1 ) ^ 1  , (41)
— ТО

де 0 <  /  (є1 )<  0 ,6  при -3 ,5  <  е1 <  +3,5 та 1 <  а  <  да.

На рис. 6 показані залежности функції 
розподілу висот піків профілоґрами / реак (є[ )

ш орсткої ізотропної поверхні в ід нормованої 
висоти є1 , яка зміню ється від 0 до  3,0 для значень 

параметра ш ирокосмугастости спектру а=1,0; 1,5; 
2; 3; 4; 5; 10; да.

Рис. 6. Залежність функції розподілу висот  
піків профілоґрами ш орсткої ізотропної поверхні 
від безрозм ірної (нормованої) висоти для парамет­
ра ш ирокосмугастости спектру профілоґрами а :
1 -  а=1,0; 2 -  а=1,5; 3 -  а=2; 4 -  а=3; 5 -  а=4; 6 -  
а=5; 7 -  а=10; 8 -  а^-да.

2.5.8. Кривина піків профілоґрами ізотроп­
ної поверхні.

Вираз для сподіваного значення середньої 
кривини піків профілоґрами ізотропної поверхні,

отриманий аналогічно Е К ит ( є [ )  (18), за [1, 6, 16]

м ає вигляд:

^ р е а к  •

2(а — 1)

(
1 +  е г /

2 (а — 1)

: Л/т 4
2 ( а —1 )

а

Л ІК е х р

1__________
1

Ц Г Є  ) 2 + а —

XII

х

х

х

л № —1)
е х р

( є ;  ) 2

2 ( а — 1 )
х

1 +  е г / є1
и  2(а  —Ш

>

(42)
На рис. 7 показані залежности безрозмірних  

(нормованих) середн іх  кривин піків профілоґрами

ізотропної поверхні Е К реак (є1) від безрозмірної

(нормованої) висоти є1 , яка зміню ється в ід -2 ,5  до  

+ 3 ,0  для значень параметра ш ирокосмугастости  
спектру а=1; 1,5; 2; 3; 4; 5; 10; да [16].

2.6. Порівняння властивостей ізотропної 
шорсткої поверхні та її профілоґрами.

Найяк [16] розглянув методику знаходж ення  
моментів спектральної щ ільности ізотропної 
поверхні за однією  профілоґрамою , яка виміряна
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Рис. 7. Сподіване значення безрозмірної 
нормованої середньої кривини піків профілоґрами 
шорсткої ізотропної поверхні у вершині від 
безрозмірної (нормованої) висоти для параметра 
широкосмугастости спектру профілоґрами а=1; 
1,5; 2; 3; 4; 5; 10; да [16].
у довільному напрямку, а також показав 
відмінности щільности ймовірностей висот 
вершин поверхні і піків профілоґрами від 
очікуваних значень, кривин вершин поверхні та 
кривин піків профілоґрами.

Крім того, у [16] показана відмінність 
характеристик шорсткости ізотропної поверхні 
від характеристик її профілоґрами.

Порівняння щільности ймовірностей розподі­
лу висот піків профілоґрами (1) та вершин 
шорсткої ізотропної поверхні (2) для а=1,5 (а), а=5 
(б), а=10 (в), а^-да (г) приведені на рис. 8. 
Порівняння сподіваних значень кривин піків 
профілоґрами (1) та вершин шорсткої ізотропної 
поверхні (2) для а=1,5 (а), а=5 (б), а=10 (в), а^-да 
(г) приведені на рис. 9.

Порівняння сподіваних значень функцій 
розподілу висот піків профілоґрами (1) та вершин 
шорсткої ізотропної поверхні (2) для а=1,5 (а); а=5 
(б); а=10 (в); а^-да (г) приведені на рис. 10.

Як видно з рис. 8, 9, 10, є значна статистична 
різниця між даними профілоґрами та поверхні, яка 
зростає по мірі зміни параметра широко- 
смугастости а від да до 1,5. Встановлена 
відмінність статистичних характеристик поверхні 
та профілоґрами ймовірно суттєва і для 
анізотропної поверхні та буде зростати при 
переході від ізотропної до анізотропної моделі.

Як буде показано далі, наприклад, параметер 
широкосмугастости спектру а для поверхонь 
тертя металу і карбопластика дорівнював в 
основному 2,5-6,0 і не перевищував 15-20, а 
максимальне викривлення поверхні профілоґра- 
мою спостерігається при а=1,5 (при а^-да це 
викривлення відсутнє). Таким чином, вивчення 
навіть ізотропних шорстких поверхонь за 
допомогою лише параметрів її профілоґрами несе 
за собою значні неправдиві результати.

р{* !)47 
46 
0.5

ЦЗ
0,2

0,1
0

ОС = 1,5
2 ’

__А
/

4,Л
і _V і

/
N

\ і і N
// 7 \

_
2,5-2,0-1,5 -1,0 -0,5 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

=  2  /  СГ

а

-2,5 -2,0 -1,5 -Ц0 -0,5 0 Д 5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
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в

-2,5-2,0 4 ,5 -1;0 0,5 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
є [ =  2  І  С

г
Рис. 8. Порівняння залежностей щільности ймовірностей розподілу висот піків профілоґрами (1) та 

висот вершин шорсткої ізотропної поверхні (2) для а=1,5 (а); а=5 (б); а=10 (в); а^да (г) [16].
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Рис. 9. Порівняння сподіваних значень кривин піків профілоґрами (1) та вершин ізотропної шорсткої 
поверхні (2) для а=1,5 (а); а=5 (б); а=10 (в); а^-® (г) [16].
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Рис. 10. Порівняння сподіваних значень функцій розподілу висот піків профілоґрами (1) та вершин 
ізотропних шорстких поверхонь (2), змодельованих випадковим полем, від безрозмірної (нормованої) 
висоти для значень параметра широкосмугастости спектру а=1,5 (а); а=5 (б); а=10 (в); а^-® (г).
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З рис. 8 видно, що профілоґрама спотворює 
поверхню: вона вказує на значно менше число 
високих піків і значно більше число низьких піків 
порівняно з тими вершинами (піками), які 
правдиво має поверхня (викривлення макси­
мальне для а=1,5, а при а^-® -  відсутнє) [16]. 
Причина спотворення полягає у тому, що сиґнал 
профілометра з набагато більшою ймовірністю 
проходить по схилу вершини, ніж по самій 
вершині, внаслідок чого на профілоґрамі 
з’являється пік меншої висоти, ніж це має місце 
на відповідній вершині поверхні [16].

Як видно з рис. 9, на профілоґрамі спостері­
гається викривлення властивостей кривини 
ізотропної шорсткої поверхні, але при а>2,5 це 
викривлення мале, а при а<2,5 сподівана кривина 
піків профілоґрами виявляється більшою, а при 
а>2,5 меншою, ніж у вершинах поверхні.

Як видно з рис. 10, число вершин поверхні з
висотою більше +3с=+3 д/т0 значно перевищує
те число, що виміряне профілоґрамою, якщо 
вилучити випадок а^-® [16].

2.7. Кутовий коефіцієнт профілоґрами 
ізотропної шорсткої поверхні.

1. Нехай профілоґрама виміряна у напрямках 
х та у. Сумісна щільність ймовірностей змінних £і 
та £2, £і та £3 за [16] дорівнює:

• за напрямком х

Р (8 ,8 2 ) = р (8  )р (е 2) ;  (43)
• за напрямком у

р (81,8з ) = р (8х )р (8з ) , (44)

_ &  / ч _ д г ,
де 8  = 2; 82 = ; Е (8і * 82) = 0; 83 = -  ;

дх ду
Е  ( 8 1 * 8 3 ) =  0 .

З (43), (44) витікає, що кутові коефіцієнти 
поверхні в певному напрямку і висоти поверхні у 
відповідних точках статистично незалежні [16].

2. За методом [1, 6, 16] знаходимо:
• за напрямком х

Р (82 ) =
1 ґ

■̂ 2 —т .
^ехр

2

V 2т2 У
(45)

за напрямком у

Р (8з ) =
(

^ехр
т

2

V 2 т 2 У
(46)

1

З виразів (45), (46) знайдено [16] сподіване 
значення модуля кутового коефіцієнта Е|є2| та 
Е|є3| профілоґрами при довільній висоті [16]:

• за напрямком х

Е  8  2

(

п т
82 ехр

2 0

8 2
2

V 2 т2 У
ІЇ8п

2 2 т 2 .

п
(47)

• за напрямком у

Е  83 = .
2 ґ

п  т
83 ехр

2 0

.2 Л

V 2т2 У

2 т 2
п

(48)
Порівнюючи сподіване значення середнього 

ґрадієнта ізотропної поверхні [16]:

Еї,„т = \ С Р й )  <К
0

п  т 2 
2

(49)

(нормоване значення С™ /д/т2 = ^  — —1,2533=

сопзі) з виразами для кутового коефіцієнта 
профілоґрами ізотропної поверхні (47), (48)
знаходимо, що сподіване значення середнього 
кутового коефіцієнта профілоґрами [16]:

— і і —ї ї
Е Среак = 2  Е |82 | = 2  |83І (50)

завжди менше середнього значення ґрадієнта 
ізотропної поверхні:

\Е Среак\ < |Е Сшт \ . (51)

ІІ. Методолоґічна частина

2.1. Д л я  ан ал ізи  ан ізотр оп н ої п ов ер хн і
н еобхідно визначити д ев ’ять моментів СЩ  [16]: 

нульового порядку -  т 0о; 
другого порядку -  т 2о, т о 2, т п ; 
четвертого порядку -  т 13, т 22, т 31, т 04, т 40.
З ц ією  метою  на поверхні тертя довільно  

вибирали нульовий напрямок, який не співпадав з 
напрямком слідів технолоґічної обробки, 
напрямком ковзання та інш их напрямків 
технолоґічних чи природніх впливів, і знімали  
профілоґрами в непаралельних перерізах 6=6, іф'. 
Т оді можна записати для 3 -х  моментів СЩ  
профілоґрами п співвіднош ень (28):

• д л я  м ом ен т у  н ул ьов ого  п ор я дк у  -  п спів­

віднош ень виду: т 0в =  т 00 , де  і = 1,..., п; (52)

• д л я  м ом ен т ів  др угого  п ор я дк у  -  
п співвіднош ень виду:

т 2в = т 20 сов2 в і + 2т11 соз в і зіп в і + т 02 зіп2 в і ,
(53)

де і = 1,..., п, причому будь-які три із п рівнянь
(53) лінійно незалежні;

• д л я  м ом ен т ів  ч етв ер того  п ор я дк у  -
п співвіднош ень виду:

т 4в =  т 40 соз4 в і + 4 т 31 соз3 в і х  

х  зіп в і +  6 т 22 соз2 в і зіп2 в і +  4 т 13 х  (54)

х  соз в і зіп3 в і +  т 04 зіп 4 в і ,
де і = 1,..., п, причому будь-які п ’ять із  п рівнянь
(54) лінійно незалежні.
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Таким чином, для визначення характеристик 
анізотропної поверхні необхідно зняти п’ять 
профілоґрам, виміряних в непаралельних 
напрямках, наприклад, 0=00; 300; 450; 600; 900 
Для кожного напрямку визначаємо три моменти 
Ш0в , т2в , т4в і, застосовуючи метод найменших

квадратів (МНК) для обробки інформації, 
отримуємо формули:

т00 - (т°0° + т0,300 + т 0,450 + т °,6°° + т 0,900 ) ;

(55)

1
10 6 т 2,00 +

5
7 + 7 3 )  т 2,300 ^

X т 2,4-0 - (З  + 7 3  ) т 2,б00 +
'  4 З1 + —;= І т 0

л/3 і 2,900
(56)

т 20 =

т і3 = -  ^  т 4,00 +  '  1 + т 4,300

2

( 1 + Я )

+ ̂  т  4 ,4 -0 + ( 1 +  3 3 )  т 4,б00

1 1 |
4  % / 3  |  ^  ;

З
(62)

т 04 =  т 4,900 • (63)
2.2. Для ізотропної поверхні знаходили 

моменти нульового т 0, другого т 2 і четвертого т 4 
порядків за методом [16, 41], визначивши
щільність нулів ^ 0 і екстремумів (мінімумів і 
максимумів) ^ еx(̂  за профілоґрамою, виміряної в 
одному напрямку, яке не співпадає з напрямком 
ковзання та направленням обробки поверхні:

т 0 =  т 00 ; (64)

т п = 10
|  + 2л/3 - ( 2  -  V3 ) т 2,300 +

+ (7 + 2л/3 ) т 2,450 - ( 2  - 7 3  ) т 2,600

- І 3 + 2 7 3- + 2л/3 І да 02 І 2,900

(57)

1
10 2 , 0і

(1 +  2 л / 3  )-  Ц  +  А / 3  І т 2 4 5 0 +

'7  4 З
1 + ~ г

V V3 1

^ 5 ^

т  „ 0 - ( 3 +  7 3 ) т

7  +  г
V V 3 1

2,300

т 2,600 +  6 т 2,900

т 40 =  т 4 00 ;

(58)

(59)

^ 4  ^ 7 3  і  т 4,00 + ( 1 + ^ ) т 4,300

- 1 3 + л  | т 4,450 +
( л 1 3 1

1 ^ 3 1 т 4,600 -  4  т 4,900 ;

(60)

т 22 =

4л/3 + 3 8х/3 + 12
---------- т 0---------------т  0 +18 4,0 9 4,30

8 + 4л/3
+ ^ "  - 4 , 4 5 0

8^/3 +12
т 4,600 +  ( 6 1 )

4л/3 + 3+------------т
18 4 ,900 7

1

т 02

9

т 2 =  т 0( ^  ^ 0 ,0 )2 ; (65)

т 4 =  т 0(^ 2 ̂ в:оехіг ,в)2 . (66)

Так як т 0=с2, то безпосереднім вимірюванням 
середньоарифметичного відхилення профілю 
поверхні Ка, визначаємо середньогеометричне 
відхилення профілю поверхні:

= 7 ^  = Кд = Ка^ .  (67)

2.3. Використовуючи метод [16, 41] визнача­
ємо моменти СЩ профілограми:

_  2 _ 1
т00 ®

п

т 2ві =  т 00 ( ж ^ °,ві ) ; (69)

т 4ві =  т 00( к  ^ °,ві^ еx(̂ ,в, ) , (70)

що дозволяє розрахувати моменти СЩ поверхні.
2.4. Частина експериментальних даних

анізотропних поверхонь отримана вимірюванням 
параметрів Ка, ^о, у дванадцяти непара-
лельних перерізах, які задані співвідношеннями
0,=150 (і-1), і=1, ,12. У цьому випадку т 00
визначали за (68). Величини моментів другого 
порядку СЩ профілограми за напрямками, які 
розраховували за (69), використовували для 
розрахунків спектральних моментів другого 
порядку:

2 ж

т 2 - = -  [ т 2(в)С 2 - і (в )М  , І  = 0, 1, 2 • (71) 
Ж  0

Ж

2 ?  «
2 .
а в, ; (68)
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Після розрахунків скориґованих значень 
моментів другого порядку за напрямками (53), 
використовуючи (70), знаходили моменти 
четвертого порядку:

т 4ві =  т 2ві ( О  £>еХ(г ,в і ) 2  , 1 =  1  . . .  , 1 2  , (72)

і далі знаходили спектральні моменти четвертого 
порядку:

О
т4-і,і = — І тА(в)С А_} } (в )М  , і  = 0, 1, 2, 3, 4 . 

п  0
(73)

2.5. Для статистичної характеристики
анізотропної поверхні використовували дев’ять 
моментів т рч спектральної щільности, але ці 
моменти СЩ залежать від орієнтації системи 
координат.

2.6. При р+^<4 існує сім інваріянтних 
комбінацій цих моментів [16]. Для характеристи­
ки анізотропної поверхні будемо використовувати 
наступні сім інваріянтних комбінацій моментів

СЩ, які не залежать від орієнтації системи 
координат:

інваріянти нульового порядку:

М  0 = т00; (74)
інваріянти другого порядку:

М 2 = т 02 + т 20 ; (75)

М 3 = т 20 т 02 -  т 121 = А1; (76)

інваріянти четвертого порядку:

М  4 = т 40 + 2 т 22 + т 04; (77)

М 5 = т 40т 04 -  4 т 13т 31 + 3т^2 ; (78)

М 6 =  ( т 40 +  т 22 )  ( т 22 +  т 04 ) -  ( т 31 +  т 13 ) 2 ;

(79)

М 7 = т 40 ( т 22т 04 -  т В ) -  т 31( т 31т 04 -  

-  т 13т 22) + т 22 ( т 31т 13 -  т 222 ) = А2 .
(80)

2.7. Введемо у науковий обіг параметри широкосмугастости спектру анізотропної поверхні:

«  = М 0М 4 = т00(т40 + 2т 22 + т 04) .Слі 2 2 ;
М  2 ( т 02 + т 20)

« 2

« 3

« 4

« 5

«6

« 7

«8

М 0М 5 _  т 00( т 40т 04 -  4 т 13т 31 + 3 т 222)
М 2

М  0М  6

М  22

М  0М  7 

М  2

М  0М 4 
М 2

М  М 5
М 32

М  м  6

( т 02 +  т 20 )

[( т 40 + т 22 ) ( т 22 + т 04 ) -  ( т 31 + т 13 і ,

( т 02 + т 20)2 ’

[ т 40 ( т 22т 04 ~  т 13 ) -  т 31 ( т 31т 04 -  т 13т 22 ) +  т 22 (Я л
( т 02 +  т 20 )

_ т 00( т 40 + 2 т 22 + т 04)

( т 20т 02 -  т п  ^

( т 40т 04 -  4т !3т 3, + 3 т 222 )

( т 20т 02 -  т п )2

[(т40 + т 22 ) ( т 22 + т 04 ) -  ( т 31 + т 13 )" ] .
М  32 ( т 20 т 02 -  т 121 )2

м  0м  7 о

, 
8,оо8

1 ( т 22т 04 -  т 13 ) -  т 31 ( т 31т 04 -  т 13т 22 ) + т 22 ( т 31т 13 -  ^ 2  )]
М 32 ( т 20 т 02 -  т п )2

2

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

2.8. Для статистичної характеристики
ізотропної поверхні використовували три 
моменти СЩ (інваріянти):

нульового порядку т 0= т 00=М0; 
другого порядку т 2= т 20= т 02= т п=М2; 
четвертого порядку т 4= т і 3= т 22= т 3і= т 04= 
=т40=М4.

Для ізотропної поверхні параметер а, який 
характеризує широкосмугастість спектру [16]:

т0т4
«  = 0 2 4 , «  = 1,5;.....; го. (89)

т 2
Середньоквадратичне значення ширини 

спектру характеризує параметер [16]:
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Л = 1-----
а

т0т4 - т2
т0 т4

Л = 0,333(3);...;1,0 .(90)

2.9. Вимірювання шорсткости криволіній­
них поверхонь. Відомо [54], що для оцінки 
шорсткости циліндричних та інших криволіній­
них поверхонь, а також внутрішніх циліндричних 
та торцових поверхонь наскрізних та глухих 
отворів у діапазоні Ка=0,08-10,0 мкм, використо­
вується малогабаритний прилад -  індикатор 
шорсткости поверхні непрямої дії, який працює в 
режимі компаратора [54].

Для поверхонь циліндрів, штоків і 
ущільнювальних кілець можливе зняття 
профілоґрам тільки перпендикулярно слідам 
обробки в напрямку ковзання. У цьому випадку 
для анізотропної поверхні використовувалися
співвідношення для ізотропної поверхні 
введення еквівалентних моментів:

шляхом

т 0е = 1т х т 0 у  ; (91)

т 2е = ,^ т 2 х т 2 у  ; (92)

т 4е = , ^ т 4 х т 4 у  , (93)
де х, у відносяться до напрямків вздовж (х) і 

поперек (у) слідів обробки.
При цьому приймали, що поверхня має 

яскраво виражений напрямок слідів обробки. Тоді 
ширину просторового спектру мікронерівностей 
або нанонерівностей у напрямках х і у будуть 
характеризувати параметри широкосмугастости 
СЩ:

а 1
т т'"00"Ч0

т 20
2 (94)

а 2
т т,"00,"04

т02
2 (95)

За еквівалентними параметрами визначали 
еквівалентні значення параметру широко- 
смугастости СЩ:

а Є
т 0ет 4е

т і
(96)

Внаслідок симетрії і припущення про 
концентричні еліпси, будемо мати
т„= т і3 = т3 і= т2 і« 0 ; т 04> > т 40; т 02> > т 20, тоді 
т 0е« т 2у; т 2е~ т 2у; т 4е« т 4у, а еквівалентне 
значення параметра широкосмугастости СЩ:

а е
т 0 у т 4 у

т 2, п 2 у

(97)

Таким чином, еквівалентне значення ае для 
анізотропних поверхонь випливає із аналізи однієї 
профілоґрами, виміряної поперек слідів обробки. 
При цьому, статистичні характеристики поверхні,

які залежать від ае вважаємо ізотропними 
характеристиками, еквівалентними характеристи­
кам профілоґрами у напрямку нормалі до слідів 
обробки.

2.10. Методи дослідження мікрошорсткости 
поверхні. Полімерні зразки діаметром 10 мм і 
висотою 15 мм або із стороною квадрата 10 мм і 
висотою 15 мм після токарної обробки або 
фрезерування, послідовно припрацьовували на 
шліфувальній шкурці та металевому контртілі. 
Металеве контртіло шліфували, а потім обробляли 
на шліфувальній шкурці в одному напрямку (для 
того, щоб отримати анізотропну поверхню) і у 
випадкових напрямках (для того, щоб отримати 
поверхню, яка була б близькою до ізотропної 
поверхні). Після припрацювання полімерних 
зразків металеве контртіло знову припрацьовували 
на шліфувальній шкурці.

Профілоґрами мікрошорсткости знімали за 
допомогою профілометра-профілоґрафа моделі 
В^И «Калибр» і моделі «252». Для одного 
напрямку знімали 50-60 базових довжин
пофілоґрам для металевого контртіла і 10-15 
базових довжин профілоґрам для полімерного 
зразка. Для ізотропної поверхні профілоґраму 
знімали під кутом ~450 до напрямку ковзання. 
Ділянки зйомки поверхні були рівнорозподілені за 
слідом тертя. Статистичні характеристики різних 
ділянок поверхні були однаковими в
статистичному розумінні.

Профілоґрами оброблялися за методом МНК: 
знаходили середньоарифметичне відхилення 
профіля поверхні Ка, щільність нулів ^ 0 і 
щільність екстремумів ^еx̂ ■̂ Виміряна Яа і 
розрахункова за профілоґрамами ^о (для моделі 
«252» ^ 0 виміряна) були статистично рівні.

Великий об’єм виборки і рівномірний
розподіл її по поверхні забезпечили рівень вмісту 
довгохвильових компонентів спектру, і, таким 
чином, показність т 00. Границя дрібно­
масштабних мікронерівностей у ділянці малих 
довжин хвиль спектру була обмежена величиною, 
яка не перебільшувала у 2-3 рази похибку 
вимірювань. Параметер широкосмугастости а був 
більше 1,8, тобто тієї величини, яка характерна 
для «білого шуму».

2.11. Методи дослідження наношорсткости 
поверхні. Наношорсткість поверхонь досліджу­
ють за допомогою атомно-силової мікроскопії
(АСМ) на приладі Nаш8Соре за ^ітеп^іоп 3000 
Щі§іїа1 Іп8їттепї8, ША) у режимі періодичного 
контакту [49]. Вимірювання проводили в 
центральній частині зразків з використанням 
кремнієвих зондів N80-11 із номіналним радіусом 
закруглення вістря до 10 нм (NТОМ^Т) [49]. 
Профілоґрами поверхні знімали на приладі [49] 
^8хМ  4.0 ^еVе1ор 10.4. За результатами АСМ та 
профілоґрам визначали [49]: розміри нано- 
кристалів у латеральному напрямку, максимальну 
висоту нанонерівностей та наношорсткість
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поверхні за Ка (середнє арифметичне відхилення 
профіля поверхні від середньої площини [50]).

Для безконтактного оптичного вимірювання 
шорсткости поверхні твердого тіла використову­
ють тривимірний поверхневий профілограф «№■№ 
^ете 5022 8». Характеристика приладу: вимірю­
вана висота мікронерівностей від середньої 
поверхні від 1 нм до 5000 мкм при швидкости 
сканування 10 мкм/с з роздільною здатністю за 
висотою 0,1 нм; площа досліджуваної поверхні 
сягала 50х50 мм (можливе зшивання зображень) 
[51].

Принцип роботи приладу: в основу покладено 
явище інтерферометрії, коли зображення темних і 
світлих ліній з’являється з-за різниці оптичного 
пробігу падаючого та відбитого потоку променя 
від поверхні (прилад працює, використовуючи 
скануючий білий потік променя світла 
інтерферометра і дає зображення високої 
роздільної здатности) [51]. Падаюче світло 
розділяється в інтерферометері: один промінь 
направлений на шорстку, а другий -  на еталонну 
поверхню; після відбиття потоки променів 
рекомбінуються в інтерферометрі, даючи 
зображення світлих і темних ділянок зразка 
(проґрамне забезпечення дозволяє проводити 
вимірювання одночасно в п’яти позиціях, що 
приводить до малої похибки) [51].

ІІІ. Деякі зауваги до АКФ профілоґ- 
рами у вигляді моделі 
експоненціяльної функції

У [55] досліджується шорстка поверхня за 
профілоґрамами, АКФ яких змодельована 
експоненціяльною функцією:

К (г ) = т 0 ех р (- Р\г\ ) ,  (98)

де в -  параметер, який характеризує швидкість 
згасання кореляцій.
Використовуючи (24) [16], для випадку (98) 

будемо мати вираз для СЩ профілоґрами [55]:

Ф(Г') . 2р
2ж р 2 +(к')2 '

(99)

З (98) видно, що при великих значеннях в 
АКФ профілоґрами швидко згасає, а СЩ 
профілоґрами є сталою, навіть до великих значень 
к' [55].

Визначимо т 2 і т 4 за (27) [16] шляхом 
введення (99) у (27), при цьому отримаємо 
результат, який відомий з теорії марковських 
процесів [46, 56, 57]: у випадковому процесі з 
експоненціяльною АКФ середні квадрати першої 
та другої похідних т 2 та т 4 прагнуть <х> [16, 55], 
що видно з експоненціяльної АКФ, яка немає 
другої та четвертої похідних при х = 0 [16, 55].

Зворотне перетворення (24) [16] має вигляд:

К (г  ) =  |ф ( к  ')ехр(ік  Г )Ок ’
—ад

(100)

Диференціювання (100) і використання (27) 
приводить до такого результату [16, 55]:

V Ог 2 У г=0
\ ( к ')2ф (к ' ) Ок' = — т 2 ; (101)

(  О 4К  Л
V Ог4

У  г=0
\ ( к ')4ф (к ' ) Ок' = т 4 . (102)

Таким чином, щоби т 2 і т 4 (та, відповідно, а) 
існували, необхідно, щоби АКФ профілоґрами 
була надзвичайно рівною на початку процесу 
(тобто, щоби АКФ на початку процесу мала 2-гу 
та 4-ту похідні) [16, 55]. Ймовірно, що при 
великих г АКФ К(г) і є експонента, але її не 
можна екстраполювати до малих г [16].

Вислід з цього: теоретична експоненціяльна 
модель АКФ відкидає існування кутів нахилу (т 2) 
та кривин (т 4) профілоґрам, але аналіза 
шорсткости поверхні за профілоґрамами, 
апроксимованої експоненціяльною моделлю, 
практично можлива з-за конечности інтервалу, так 
як при цьому малі хвильові компоненти СЩ 
(тобто компоненти з великими хвильовими 
числами) відфільтровуються і на самому початку 
змінюються властивости АКФ [16]. Відфільтровка 
малих хвильових компонент викликає такі 
результати.

Якщо СЩ профілоґрами має вигляд [16]:

Ф(к') с
Р2 +(к' )2 ,

(103)

де \к' < к 0 , то з (27) отримаємо [16]:

2С

Р
агсід

п0

т2 = 2С к0 -  Р  агс ід

V Р У
'О
V  Р  У

т 0 (104)

(105)

т 4 = 2С
к 3

-  Р %  + Р 3а г с ід
V  Р  У

.(106)

За (12) [16]:

ґ і г Л
а  = а гс ід

' О

к

V Р У

к к  V  К0

V Р У
' О0 +

+ а гс ід
РV У У

' О
Р

— а гс ід
V У У

V Р У
(к лК  0

V р  У
(107)

1
3
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З (107) видно, що при
V Р  У

^  <х>, то й а^-да

[16], тобто висоти вершин нерівностей мають 
розподіл Ґаусса [16], що співпадає з [55]. Для

інших
( ь  \

0 параметер а визначають за (107),
V Р  У

після чого визначають статистичні характеристи­
ки профілоґрами і поверхні.

Модель анізотропної шорсткої поверхні у 
вигляді реалізації однорідного випадкового поля 
г=г(х,у), отриманого із відповідного ізотропного 
поля шляхом розтягування за однією з координат, 
розглянута в [58, 59]. Ця модель являє собою 
рідкісний випадок анізотропної поверхні, яка 
може бути отримана при окремих видах 
абразивної обробки або фрикційного припрацю- 
вання.

Використовуючи апроксимації АКФ виду
К(х,  у) = ехр [-(а1х2 + а 2у 2)], в [60] аналізу­
ється анізотропна поверхня. Вибір такої 
апроксимації пов’язаний з тим, щоби далі 
отримати матрицю кореляційних співвідношень 
для анізотропної поверхні, яка співпадала би зі 
структурою з матрицею кореляційних співвідно­
шень для ізотропної поверхні. Це говорить про 
штучний підхід до опису анізотропної поверхні.

Цінність викладених методів у [1-7] та у цій 
статті полягає в тому, що використана модель 
шорсткої поверхні та профілоґрами випадкового 
поля, не пов’язуючи з АКФ якогось певного виду 
і не використовуючи припущення, які прийняті 
для опису поверхні іншими функціями або 
поверхні з сильною анізотропією і орієнтовними 
мікро- та нанонерівностями та не припускаючи 
певної форми нерівностей.

Висновки

1. Узагальнені теоретичні основи матема­
тичного опису нано- та мікрошорстких поверхонь 
випадковим полем. Приведені математичні 
формули та графічні залежности для щільности 
ймовірностей розподілу висот вершин випадкових 
анізотропної та ізотропної поверхонь, функції 
розподілу висот вершин, середньої кривини цих 
шорстких поверхонь у вершині виступів нано- та 
мікронерівностей та ґрадієнтів цих поверхонь.

2. Дано означення автокореляційної функції 
та спектральної щільности профілоґрами 
випадкових шорстких поверхонь і приведені 
співвідношення між спектральними щільностями 
поверхонь та їх профілоґрамами. Дано означення 
моментів спектральної щільности поверхні та її 
профілоґрами.

3. Приведена процедура методу Лонґе- 
Гіґіінса вибіркової аналізи ізотропної випадкової 
поверхні за її профілоґрамою та показані недоліки 
цього методу.

4. Узагальнені теоретичні основи матема­
тичного опису профілоґрам нано- та мікро- 
шорстких випадкових поверхонь. Приведені 
математичні формули та графічні залежности 
щільности ймовірностей розподілу висот піків 
профілоґрами (максимумів), функції розподілу 
висот піків профілоґрами, кривини піків 
профілоґрами та кутового коефіцієнта профілоґра- 
ми ізотропної випадкової шорсткої поверхні.

5. Проведена порівняльна аналіза статистич­
них властивостей ізотропної випадкової шорсткої 
поверхні та її профілоґрами. Показано на значні 
відмінности статистичних властивостей поверхні 
та її профілоґрами при малих значеннях параметра 
широкосмугастости спектру (а) та малі відміннос- 
ти -  при великих значеннях цього параметру (а) 
(якщо а^-да, то ці відмінности відсутні, а для 
кривин -  малі).

6. Для аналізи анізотропної та ізотропної 
поверхонь знайдені математичні співвідношення 
та процедури знаходження моментів нульового, 
другого та четвертого порядків спектральної 
щільности профілоґрами та за цими результатми -  
розрахунків таких моментів для поверхні.

7. Розроблений метод вимірювання та 
статистичної аналізи шорсткости криволінійних 
поверхонь за еквівалентними параметрами.

8. Описані інструментальні методи дослі­
дження нано- та мікрошорсткости поверхонь.

9. Дискутується питання про обґрунтова­
ність вибору експоненціяльних моделей 
автокореляційної функції профілоґрами для 
статистичної аналізи випадкових шорстких 
поверхонь порівняно з методом вибору моделі 
шорсткої поверхні та її профілоґрами, яка не 
пов’язана з певним видом автокореляційної 
функції та певної форми нерівностей виступів 
висот поверхні та її піків профілоґрами.
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