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Квантова механіка як систематизована наука виникла в середині 
20-х pp. XX ст. і на початку свого існування швидко перетворилася із 
суми правил на зразок постулатів Бора чи комбінаційного принципу 
Рітца для розв'язання конкретних задач на логічно завершену, абст
рактно формалізовану й математизовану науку, межі якої змикають
ся з квантовою електродинамікою, теорією відносності, теорією гра
вітації тощо. На сьогодні квантова механіка є фундаментом приклад
ної фізики та важливою складовою (безпосередньо або опосередкова
но) більшості її розділів, а також основою квантової хімії та молеку
лярної біології.

Саме ідеї та принципи, на яких базується квантова механіка (коге
рентність і корельованість станів, інтерференційні явища, глобальний 
зв'язок і взаємовплив процесів тощо), визначають надзвичайно швид
кий прогрес у новітніх нанотехнологіях і біотехнологіях. Без активного 
застосування ідей і методів квантової механіки неможливий прогрес ні 
в мікрофізиці, ні в астрофізиці. Більше того, саме квантова механіка 
створює той місток, який логічно об'єднує граничні моделі мікрофізики 
(напр., теорію суперструн, для якої характерний просторовий масштаб

10 33 см) і різні моделі нестаціонарного Всесвіту (для яких характерний

масштаб відповідає 1010 світловим рокам). Квантова механіка є осно
вою квантового комп'ютера та квантової криптографії.

Всеосяжне проникнення ідей і методів квантової механіки в галузі, 
які визначають прогрес цивілізації, вимагає підготовки фахіців висо

кого рівня з прикладної фізики, які здатні успішно працювати та роз
вивати новітні технології. Цьому мають сприяти відповідні підручники 
з квантової механіки, які не лише вчити б проводити конкретні роз

рахунки на основі моделей конкретних явищ, але й розуміти та вико
ристовувати базові ідеї "квантового світу".

Більшість існуючих підручників з квантової механіки можна умов

но поділити на три групи. До першої з них належать книги, створені
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фундаторами квантової механіки. Ці фундаментальні видання чудово 

відображають ідейні проблеми, що стояли перед класичною фізикою, 
коли виникла необхідність перегляду багатьох базових понять і пред
ставлень. У цих підручниках багато уваги приділено перекиданню мі

стка між класичною та квантовою фізикою з використанням пред
ставлень звичайної оптики. Такий підхід у свій час був абсолютно об
грунтованим, оскільки квантову механіку вчили люди, які були вихо
вані на класичних поняттях.

Для сучасних студентів ситуація виглядає дещо інакше. Вони без 
особливих проблем сприймають і активно використовують такі кван

тові поняття, як співвідношення невизначеностей або тунельний 
ефект. І це зовсім не тому, що вони стали розумнішими. Загалом де
які явища, наприклад, тунельний ефект, остаточно зрозуміти немож
ливо, однак до нього можна звикнути й активно використовувати. 
Головним є те, що нашим сучасникам, на відміну від людей, вихова
них на поняттях класичної фізики, не треба ламати стереотипи, що 
часом дуже болісно. Сучасним студентам інколи значно простіше зро
зуміти квантовий опис явища та процеси, які відбуваються при цьо
му, ніж спробувати наближено описати його мовою класичної фізики. 
Особливо це стосується радіофізиків та інших фахівців, які вивчають 
хвильові процеси, оскільки для них сама "хвильова ідеологія" є зви
чайною і не вимагає критичного переосмислення явищ.

До другої групи належать підручники, створені з використанням 
математичного формалізму високого рівня. Вони вимагають глибокої 
математичної підготовки, що, на жаль, недоступна студентам, які не 
є фізиками-теоретиками і спеціалізуються в різних галузях приклад
ної фізики. Такі підручники є корисними для повторного поглиблено
го вивчення квантової механіки.

До третьої групи можна віднести надто спрощені підручники, у яких 
недостатньо висвітлені сучасні проблеми квантової фізики. Вони вико
нують або функцію короткого інформування і служать додатком до кла
сичної фізики, або швидше за все, функцію вступних курсів до суто ін
женерних дисциплін. Унаслідок фрагментарності та поверхневого ви
кладу такі курси не можуть повноцінно виконувати функцію форму
вання висококваліфікованих фахівців із прикладної фізики.

З іншого боку, наукові статті та монографії, у яких аналізуються 
прикладні задачі, досить слабо пов'язані з тим, що вивчають студен
ти. Кожна з них стосується вузького кола спеціальних наукових про
блем, про які вони недостатньо проінформовані. Водночас більш уза
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гальнюючі роботи зазвичай мають суто академічний характер і надто 
відірвані від конкретних прикладних задач. Розв’язання задач на ос
нові стандартних задачників також не може одразу вирішити про
блему формування кваліфікованих фахівців, оскільки вони, як пра
вило, розглядають лише модельні абстрактні задачі. Доцільно заува
жити, що існуючі підручники не містять матеріал, який дуже важли
вий фахівцям із прикладної фізики (або містять його в надто складній 
формі). У них квантова механіка викладена на основі тих самих ме
тодів і підходів, які використовувались для аналогічних підручників у 
перше десятиліття після створення квантової механіки і водночас не 
приділено достатньої уваги новим явищам і моделям. Це стосується, 
наприклад, питань корельованих станів квантових систем, приклад
них аспектів матриці густини або теорії спонтанного випромінюван
ня квантових систем тощо.

Ще одним недоліком багатьох сучасних підручників є те, що ви
кладений у них матеріал нерідко подано, виходячи не з умов макси
мальної адаптації до процесу навчання та оптимізації цього процесу, 
а  з персональних і професійних уподобань авторів. Це призводить до 
того, що студенти не розрізняють, які з розділів є важливими та обо
в’язковими до вивчення, а які можна при першому читанні пропус
тити. Доцільною є така структура підручника, яка максимально адап
тована до курсу лекцій і містить весь необхідний для вивчення мате
ріал, а  також ілюструються конкретними прикладними задачами.

Мета книжки - дати логічно послідовний і структурований виклад 
квантової механіки в обсязі, достатньому як для безпосереднього 
практичного використання в прикладній фізиці, так і для вивчення 
інших навчальних дисциплін, де використовується апарат і методи 

квантової механіки, в також показати, яким чином вивчений матері
ал можна використати при розв’язанні реальних прикладних проблем 
і задач. У кінці параграфів наведено контрольні запитання, які допо
магають краще зрозуміти та засвоїти відповідний матеріал.

Підручник відповідає програмі курсу "Квантова механіка" для спе

ціалізації "Прикладна фізика", який автор читає студентам радіофі
зичного факультету Київського національного університету імені Та
раса Шевченка протягом 20 останніх років. Він складається зі струк- 
турованих частин (розділів), кожний з яких відповідає певній великій 

темі. Розділи відповідно поділені на параграфи, кожний з яких стосу
ється, як правило, викладу конкретного питання або окремої задачі. 
Матеріал структуровано таким чином, щоб полегшити самостійну po

l l
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боту студентів. При цьому кожен параграф відповідає, як правило, 
окремій лекції. Літературні посилання в кінці параграфів відповіда

ють базовим підручникам, у яких розглядаються аналогічні питання. 
До деяких з параграфів наведено посилання на додаткову літературу. 
Це стосується матеріалу, який недостатньо подано або зовсім не ви
світлено у стандартних підручниках. Математичні викладки проводи

лись з тією деталізацією, яка дозволяє студентам повторити їх і про
стежити за ходом математичних перетвореннь. Така структура підру

чника добре узгоджується із загальною тенденцією переходу на кре
дитно-модульну систему.

В останньому розділі розглянуто деякі приклади практичного ви
користання базових положень квантової механіки для розв'язання 
низки реальних задач прикладної фізики, що допомагає адаптації 
студентів до проблем "реальної" фізики після розгляду ними модель
них задач.
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Розділ І

ІД ЕЙ Н І ПЕРЕДУМ ОВИ 

ТА БАЗОВІ МОДЕЛІ 

КВАНТОВОЇ М ЕХАНІКИ

§ 1. Історія та передумови 

виникнення квантової механіки

Квантова механіка - це наука, яка визначає метод опису та закони 
руху і взаємодії мікрочастинок та їх ансамблів. Закони квантової меха
ніки дозволяють безпосередньо пов'язати характеристики процесів, що 
відбуваються на мікрорівні (в ядрах, атомах, молекулах), з величинами, 
які характеризують макроскопічні характеристики великих ансамблів 
(макроскопічні молекули, газ, тверде тіло, плазму). Квантова механіка 
давно стала основною ідейною та розрахунковою базою для мікроелект- 
роніки, квантової електроніки, ядерної фізики тощо. Більше того, у по
єднанні з теорією відносності квантова механіка є основою для розвит
ку астрофізики та різних розділів науки про еволюцію Всесвіту.

Історія виникнення квантової механіки є одним із найбільш харак
терних прикладів хронологічно документованого процесу народження 
й розвитку науки, що має фіксовану дату початку виникнення та ін
тервал часу, коли були побудовані основні засади та отримані базові
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результати, які й сьогодні мають пріоритетне значення для безлічі 
прикладних задач.

В історичному плані квантова механіка як метод опису явищ мікрос
віту принципово відмінна від попередніх методів. Заснована вона була 
в 1900 р. До початку XX ст. фізика взагалі (а теоретична зокрема) досяг
ла високого рівня та накопичила дуже великий обсяг експерименталь
них результатів і теоретичних моделей. Вчені того часу (хоча їх кількість 
була незрівнянно меншою, ніж сьогодні) були переконані в тому, що во
ни адекватно розуміють усі процеси, а за допомогою вже відомих теоре
тичних моделей можуть їх пояснити та обчислити. І справді, механіка, 
термодинаміка, фізика електричних і магнітних явищ (вона передувала 
сучасній електродинаміці), хвильова оптика та інші розділи фізики були 
давно сформовані й логічно обгрунтовані.

Проблеми, які здавалися, на перший погляд, тимчасовими, виник
ли лише при інтерпретації таких явищ, як двоїста природа світла, що 
має властивості і хвилі, і потоку частинок, або процеси, які відбува
ються в атомах. Зокрема, атоми, якщо їх розглядати як класичні об'єк
ти, мають бути гранично нестійкими, оскільки рух електрона з прис
коренням навколо ядра має приводити до електромагнітного випро
мінювання та падіння електрона на ядро. Елементарні розрахунки 
показують, що процес такого падіння має відбутися за частки нано- 
секунди. Така сама доля чекає на всі атоми у Всесвіті. Однак оточую
чий нас світ не вкладається в такий песимістичний сценарій, оскіль
ки оцінки, пов'язані з космологічними моделями, показують, що ато
ми існують мільярди років і ніщо не віщує про їх швидке зникнення.

Інший аспект проблеми пов'язаний зі спектром випромінювання. 
Якщо вважати атоми класичними об'єктами, то частота випроміню
вання совипр має збігатися з класичною частотою обертання електро

нів навколо ядра = v / r . Якщо врахувати втрати енергії на випро

мінювання, то неперервне зменшення радіуса електронної орбіти 
приводить до такого ж  неперервного зростання частоти обертання, 
тобто і частоти випромінювання. Таким чином, із класичної моделі ви
пливає, що кожний атом живе дуже малий час, протягом якого він має 
випромінювати всі частоти - від мінімальної, що відповідає початковій 
орбіті, до максимальної, яка відповідає орбіті мінімального радіуса 
(при падінні електрона на ядро). Навіть для найлегшого з атомів мак
симальна частота відповідає жорсткій частині рентгенівського діапа
зону. Щ результати принципово відрізняються від експериментальних 
спектрів, які є дискретними й групуються в певні спектральні серії. 
Максимальна частота випромінювання виявляється набагато меншою,
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ніж та, що відповідає максимальній частоті при класичному аналізі. 
Наприклад, для атома водню ця частота лежить в ультрафіолетовому 
діапазоні. Зазначені проблеми не вдалось розв'язати методами класич
ної фізики, що стало наріжним каменем при створенні квантової теорії.

Дуже символічно, що перший крок до створення квантової механіки 
був зроблений на самому початку XX ст. Це відбулося 14 грудня 
1900 p., коли професор М. Планк виступив у Берліні на засіданні Ні
мецького фізичного товариства з доповіддю про результати теоретич
ного аналізу проблеми, відомої як "ультрафіолетова катастрофа". Таке 
явище пов'язано зі спробою обчислення повної густини енергії

®тах

U{T)= J {άυ(ω,Τ)/άω}άω (1 .1)
о

випромінювання абсолютно чорного тіла при використанні добре ві
домої формули Релея - Джинса для спектральної густини енергії ви
промінювання

dU(G>,T)/ d(i>-Аквоі2Т , (1.2)

де кв - стала Больцмана, А - 1 / п2с2 - нормівна стала.

Із формули (1. 1) з використанням (1.2) випливає, що при розши

ренні верхньої межі області інтегрування за частотами до сотах —» оо 

повна густина енергії електромагнітного поля стає нескінченною, що 
є безумовно невірним результатом і свідчить про некоректність вико
ристання (1.2). Для виключення цього явно нефізичного результату 
Планк висунув гіпотезу, згідно з якою будь-яка речовина випромінює 
та поглинає енергію у вигляді фіксованих мінімальних порцій (кван
тів), причому величина кожної з них пропорційна частоті випроміню
вання й має вигляд

Е = П(й. (1.3)

—97
Введений Планком коефіцієнт пропорційності й* 1,054 10 ерг с 

має зміст величини дії. Пізніше він заслужено отримав назву стала 
Планка. Базуючись на цій нічим на той час не обґрунтованій гіпотезі, 
Планк отримав загальну формулу

і1·4’

Очевидно, що співвідношення (1.4) переходить у формулу (1.2) у ви

падку гранично низьких частот Йсо «с квТ .
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У випадку гранично високих частот йш »  квТ формула Планка на

буває принципово іншого вигляду

dU (a ,T )/da=-^exp~ h(o/k*T (1.5)
π с

і збігається із законом зсуву Віна, який він запропонував у 1896 р. у 
результаті обробки даних вимірювань. Із (1.5) видно, що в області 

частот /ζω »  квТ спектральна густина енергії спадає за експоненцій- 

ним законом, що автоматично приводить до скінченності повної 
енергії (1 .1) навіть у тому випадку, коли її обчислювати в межах від

®min — ® ДО ® т ах  ^ 00 ·

Конкретної фізичної моделі, на якій базувалась гіпотеза, Планк не 
мав. Він вважав, що в речовині існують своєрідні мікрорезервуари, у 
яких зберігається енергія. При цьому процес випромінювання (або 
поглинання) відповідав ситуації, коли такий резервуар віддавав (або 
поглинав) усю енергію. Виходячи із сучасних уявлень, можна заува
жити, що такі резервуари і процеси передачі енергії справді існують. 
Таким резервуаром може бути будь-який рівень енергії в атомі, моле
кулі або іншій системі, з якого ймовірним є перехід на інший рівень з 
можливим випромінюванням або поглинанням енергії. Подальшу до
лю мінімальної порції енергії, яку може випромінювати цей резерву
ар, Планк не розглядав, вважаючи, що її поширення відповідає зви
чайним сферичним хвилям і описується стандартними законами 
електродинаміки. Це, звичайно, не принижує значення гіпотези План
ка, де вперше застосовано поняття дискретності щодо процесів ви
промінювання та поглинання.

Наступний істотний крок у розвитку квантово-дискретної ідеології 
зробив у 1905 р. А. Ейнштейн, який у той час працював у патентному 
бюро в Берні (Швейцарія). Він тоді досліджував явище фотоефекту і 
водночас дуже активно займався питаннями спеціальної теорії відно
сності. Досліджений у численних експериментах фотоефект мав одну 
незбагненну для дослідників особливість. Експерименти показували, 
що в цьому ефекті існує характерна для кожної речовини "червона 

границя", тобто та мінімальна частота tomin падаючого світла, почи

наючи з якої відбувається ефект. Важливо зауважити, що фотоефект 

у області частот ω > oomin був можливий при досить малій інтенсивно

сті опромінення. При ω < штіп фотоефект неможливий при будь-якій 

(з використанням техніки того часу) інтенсивності світла.
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Ейнштейн висунув гіпотезу про те, що процес дискретизації енергії 
випромінювання не обмежується самим процесом випромінювання. Він 
запропонував вважати, що мінімальна порція енергії (квант) поширю
ється і після процесу випромінювання у вигляді нероздільного цілісного 
об'єкта. Цей об’єкт пізніше (у 1929 р.) був названий фотоном. Рух тако
го об'єкта можна характеризувати як енергією (1.3), так і імпульсом.

Величина імпульсу була знайдена з виразу для повної енергії під 
час вільного руху будь-якої частинки

E--Jm2c4 + р 2с2 . (1.6)

При застосуванні цієї формули до світла треба мати на увазі, що 
кванти світла є релятивістськими частинками, для яких маса спо
кою дорівнює нулю (т  = 0). У цьому випадку із виразу (1.6), з ураху
ванням формули Планка (1.3), маємо вираз для імпульсу цієї нероз
дільної порції (фотона)

p - h a /c - h k , к-а> /с-2π/λ . (1-7)

Неподільність і цілісність фотона приводить до того, що він пере
носить незмінну порцію енергії Ε=Ηω. Виходячи з такого висновку, 

легко зрозуміти зміст фотоефекту. При поглинанні фотона з енергією 
Ε = Ηω атомом відбувається виривання електрона. На це потрібна пев

на енергія - робота виходу А = е<ріон, яка визначається зарядом елект

рона та потенціалом іонізації сріон. Написавши закон збереження для 

цього процесу і враховуючи, що фотоелектрони після завершення ф о
тоефекту можуть мати швидкість ν , приходимо до рівняння Ейнш

тейна для фотоефекту:

л mv2 /і о\Йсо=А+--- . (1.8)
2

Очевидно, що "червона границя" фотоефекту відповідає величині

ί1’9)

і є характерним параметром для кожного атома або іншого об'єкта, 
на якому можливий фотоефект.

Зазначимо, що хоча введення поняття фотона дозволило розв'язати 
проблему фотоефекту, але до самої ідеї про можливість існування 
окремих стабільних порцій світла, яку ввів Ейнштейн, ставлення було 
дуже скептичним аж  до середини 20-х pp. XX ст. Це було пов'язано з
тим, що хвильова теорія Френеля на той час досягла блискучих ре
зультатів і була загальноприйнятою. Вважалося, що введення поняття 
"фотон" є фактичним відступом до старих ідей Ньютонк. Склалася ці-
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кава ситуація - модель фотоефекту була сприйнята з ентузіазмом і за 
її створення Ейнштейн отримав Нобелівську премію, а теорія фотона, 
яка невіддільна від явища фотоефекту, була фактично відхилена. Ейн
штейну "пробачали" модель фотона, зважаючи на його надзвичайно 
високий авторитет у створенні теорії відносності. Ситуація змінилась 
лише в 1923 р. після експериментів А. Комптона з дослідження про
цесу зміни частоти фотонів при їх розсіюванні на вільних електронах.

Уперше підтвердженням того, що енергія може поглинатися ато
мами у вигляді окремих порцій був експеримент, проведений 
Дж. Франком і Г. Герцем у 1913 р. їх експериментальна установка яв
ляла собою триелектродну лампу (тріод), у якій катод у вигляді тонко
го розігрітого дроту був джерелом електронів. Ці електрони під дією 

прискорювальної різниці потенціалів Ua , прикладеної між катодом і 

анодом, рухалися в об'ємі лампи, створюючи струм Іа . Основне при

скорення відбувалося біля поверхні катода. Типову вольт-амперну за

лежність Ia(Ua) для вакуумного діода (за відсутності впливу сітки) 

представлено на рис. 1.1, а. Якщо між катодом і сіткою прикласти 
невелику гальмівну різницю потенціалів Ug , то якісний вигляд зале

жності Ia(Ua) залишиться незмінним.

Принципово інший випадок, коли об'єм лампи заповнений газом, 
що перебуває під невеликим тиском. У даному експерименті об'єм за
повнений парами ртуті. Результат цього експериментального дослі

дження вольт-амперної залежності Ia(Ua) представлено на рис. 1.1, б.

При різниці потенціалів 4,9 В та 9,8 В і наявності парів ртуті в за

лежності Ia(Ua) спостерігалися два вузьких і глибоких провали стру

му. Походження цих провалів пов'язано з тим, що прискорені елект
рони взаємодіяли з атомами ртуті і, внаслідок цього, втрачали енер
гію. Електрони, які зупинялися, не могли подолати гальмівну дію сіт
ки і потрапити на анод.

Легко переконатись, що електрони з малою масою т  не могли 
втратити свою енергію в результаті пружного розсіювання на важких 
атомах ртуті з масою Μ , які до розсіювання можна вважати нерухо
мими. Процес пружного розсіювання описується законами збережен
ня енергії та імпульсу:

Ідейні передумови та базові моделі квантової механіки

їїхі Ктяж

Іа! Іщак

Рис. 1.1. Водьт-амперна залежність I a(Ua) у вакуумному тріод і (а) 

і тріод і, об'єм якого заповнений парами ртуті (б)

Максимальна величина енергії передається при одномірному розсію 
ванні. Для такого випадку є очевидним, що відношення максимальної 
кінетичної енергії атома ртуті до кінетичної енергії електрона після 
одноразового пружного розсіювання дорівнює

а
ґ ш 2Л ти „ 171 1=  4 —  « : 1 ,

М
(1.11)

a у випадку розсіювання електронів на атомах ртуті - а  « 10"
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За малої щільності парів ртуті та невеликому розмірі лампи най
більш ймовірними є одно- та двократне розсіювання. Цей результат 
свідчить, що електрон не може віддати суттєвої частки енергії при 
пружному розсіюванні на важких атомах. Очевидно, що єдина мож
ливість майже повного гальмування електрона пов'язана з непруж- 
ним розсіюванням, яке веде до збудження внутрішніх степенів сво
боди. З  експерименту безпосередньо випливає, що такий процес мо
жливий тільки при строго фіксованій енергії електрона (у даному ви
падку при енергії 4,9 еВ). Електрони з такою енергією швидко галь
муються, а після зупинки не можуть подолати бар'єр, створений по
лем сітки. Поява другого мінімуму пов'язана з можливістю повторного 
прискорення електрона після початкового гальмування до тієї самої 
порогової енергії 4,9 еВ. Цей експеримент підтвердив дискретність 
процесу поглинання енергії атомами.

Наступний крок на підтвердження того, що дискретність є базовою 
характеристикою на рівні явищ мікросвіту, зробив Н. Бор у 1913 р. У цей 
час він працював у лабораторії Е. Резерфорда - фундатора планетарної 
моделі атома. Бор провів детальний аналіз відомих даних про спектри 
атомних систем і висунув ряд положень, відомих в історії фізики, як 
постулати Бора, що описують напівкласичну модель атома за Бором:

1) електрони в атомах рухаються по стаціонарних орбітах (перебу
вають у стаціонарних станах), на яких вони не випромінюють і не по
глинають енергію;

2) випромінювання або поглинання світла відбувається тільки при 
переході з однієї стаціонарної орбіти на іншу. Частота таких перехо
дів визначається із закону збереження енергії й дорівнює

Е„ — Ек
<*пк =  ' п h к · (1 .1 2 )

Ці два постулати доповнюються умовою квантування, яка в остаточно
му формулюванні Бора є такою: стаціонарними вважаються такі орбіти 
(стани), для яких момент кількості руху електрона L відповідає умові

L = mvr = nh, η = 1,2,3... (1-13)

У цій умові m X V -  відповідно маса електрона та його швидкість на 

дозволеній орбіті з радіусом г , η - номер орбіти.

Умова стаціонарності колової орбіти визначається сумісним вико
нанням умови рівності абсолютних значень кулонівської сили притя
гування електрона до ядра

Ze2
(1-14)

r
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і відцентрової сили, яка відповідає руху електрона на коловій орбіті

(1 · 15)

а також умови (1.13). Із цих рівностей визначається радіус стаціо

нарних орбіт

п2а h2 0
гп = ^ ,  а  = ~ ~ 2  ~ 0,529А , (1.16)

Z те

а також вираз для швидкості та енергії частинки на конкретній ста
ціонарній орбіті

Ze2 „  Z2e4m

nh ' " 2h2n2

і вираз для частоти переходів між стаціонарними орбітами

к2 п2/  2 П3

Величину R називають сталою Рідберга, а співвідношення (1.18) - 
формулою Бальмера.

Радіус борівських орбіт дуже швидко зростає зі збільшенням номера 
орбіти п . Зокрема, при п > 100 радіус орбіти перевищує одиниці мік
ронів. Фактично це - класичний об'єкт. Атоми з такими великими зна
ченнями номера орбіти називають рідбергівськими атомами. Енергія 
іонізації для таких атомів надзвичайно мала й у разі Z  = 1 не переви
щує одиниць градусів Кельвіна. Такі атоми є дуже цікавими об'єктами. 
У наш час на їх основі проводяться прецизійні вимірювання світових 
констант. Такі атоми можна утримувати у стійкому стані тільки при 
дуже низькій температурі та дуже низькому тиску газу.

Частота переходу (1.18) між сусідніми рівнями п <-*п + 1 при вели
кому значенні п » 1  асимптотично переходить у частоту обертання 

електрона на класичній орбіті із заданим значенням гп (1.16), що є 

відображенням так званого принципу відповідності. Принцип відпо
відності стверджує, що квантово-механічні моделі та відповідні роз
рахунки мають будуватися таким чином, щоб асимптотично перехо
дити в результати класичної фізики за певних граничних умов (як 
правило, при переході до великих значень енергії, великих квантових 
чисел, великих розмірів системи, тобто при переході до макроскопіч
них систем). Цей принцип був логічною вимогою й базувався на ро
зумінні того, що природа єдина і не має бути ніякої різкої межі між
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галуззю застосування класичної фізики та галуззю, де діють нові кван
тові теорії. Поява такого принципу була викликана самим методом 
побудови теоретичних моделей у "старій квантовій теорії", для якої 
було характерне об'єднання класичних представлень (поняття орбіти, 
положення, імпульсу) з додатковими некласичними постулатами типу 
постулатів Бора. Із розвитком квантової теорії як аксіоматичної нау
ки, що відмовляється від деяких класичних понять у їх традиційному 
розумінні і спирається лише на формалізовані постулати, пряма необ
хідність у такому принципі зникла, він почав виконуватися автома
тично. Питання про ієрархію  співвідношень класичного та квантово
го аналізів буде детально розглянемо далі.

Формула (1.18) ідентична співвідношенню, встановленому як емпі
ричне правило ще в 1907 р. на основі аналізу великої кількості спект
ральних ліній, які характеризують частоти випромінювання та погли
нання в атомах, і має назву комбінаційний принцип Рітца. Ця форму
ла описує положення спектральних ліній атомів водню та воднеподіб- 
них важких іонів із зарядом ядра Z > 1, кратність іонізації яких дорів
нює Ζ -І. При різних комбінаціях квантових чисел п і к  формула
(1.18) характеризує частоти переходів близько 10 спектральних серій, 
у кожній з яких реєструється близько 20-30 спектральних ліній. По
ложення цих 200-300 ліній узгоджується з їх експериментальними 
значеннями для частот переходів з відносною точністю, не меншою

від 10~4. Такий збіг результатів розрахунку з даними експериментів 
не міг бути випадковим, він однозначно свідчив, що модель Бора, не 
зважаючи на її еклектичність (існування одночасно класичних і кван
тових понять, постулювання можливості існування класичних траєк
торій, на яких прискорення заряджених частинок не веде до випро
мінювання тощо), справді відображала фізичну реальність. Пізніше 
ця модель була поширена та узагальнена на випадок замкнених траєк
торій довільного типу, відмінних від колової. У найбільш загальному 
вигляді вона була сформульована у вигляді правила квантування Бо
ра  - Зоммерфельда в 1916 р.

<jPidqt =2пНпіг щ =1,2,3,..., (1.19)

де p i, qt - канонічно спряжені координата та імпульс частинки. Було 

багато інших спроб удосконалити цю модель, поширити її на інші си
стеми, але вона швидко дійшла до границі меж застосування. Зокре
ма, усі спроби розрахувати на її основі наступний за складністю після 
водню атом гелію виявились неефективними.
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Значний внесок у подальший розвиток передумов квантової меха
ніки зробив А. де Бройль. Він був першим із вчених, який повірив у 
реальність фотонів і прийняв гіпотезу Ейнштейна про можливість і 
реальність співіснування корпускул і хвиль. У своїй дисертації, пред
ставленій до захисту в 1924 p., де Бройль, використовуючи ідеї кван
тування Планка і Ейнштейна, а також загальні ідеї теорії відносності, 
пішов далі та запропонував вважати, що не тільки світлу притаманні 
корпускулярні властивості, але й будь-якому матеріальному тілу при

таманні хвильові властивості.
За великим рахунком у дуже стислому вигляді можна сказати, що 

де Бройль постулював можливість використання формул E-ha  (1.3) і 

p  = ha>/c = hk (1.7) не тільки в первісному вигляді (тобто, читаючи їх 

справа наліво і ставлячи у відповідність хвильовому процесу з певного 
частотою ω і певною довжиною хвилі λ конкретну енергію та ім

пульс), але й у зворотному порядку:

J e /П, А =2 п /р .  (1 .20)

При такому трактуванні будь-якому матеріальному об'єкту, який ха
рактеризується фіксованою енергією і фіксованим імпульсом, можна 
поставити у відповідність хвильовий процес (хвилю де Бройля)

Ψ(Γ,ί) = Аехр{-і
ҐЕ

t- —r (1.21)
\h h

з певною частотою ω і певною довжиною хвилі λ , а також певним 

хвильовим вектором к = p /h  .

А. де Бройль за допомогою своєї ідеї та правила квантування Бо
ра - Зоммерфельда зміг легко пояснити особливості квантування в 
моделі Бора. Кожна з орбіт електрона є своєрідним резонатором. 
Умова стійкості такої системи пов'язана з просторовим резонансом 
для хвиль де Бройля - траєкторія буде стійкою, якщо вздовж неї вкла
дається ціле число хвиль де Бройля для електрона, що рухається на
вколо ядра. За такого трактування кожна електронна орбіта є своєрід
ним аналогом струни, у якій збуджуються коливання. Слід зауважи
ти, що такий підхід дуже близький до сучасної моделі елементарних 
частинок у вигляді замкнених суперструн надмалого розміру

г « 10 33 см , у яких збуджуються різні коливальні моди. Ці ідеї спочат

ку не були сприйняті науковою спільнотою, вважалися певною мірою 
абсурдними, а саму дисертацію де Бройль захистив з перевагою всьо
го в один голос за рахунок підтримки математиків, які поряд з фізи
ками брали участь у захисті дисертації (у наш час така дисертація бу-
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ла б гарантовано відхилена ВАКом!). Водночас Ейнштейн зрозумів і 
оцінив ці ідеї, хоча спочатку вважав їх занадто радикальними (він 
навіть писав у листі до Борна: "їх автор несповна розуму, хоча дисер
тація дуже солідна").

Геніальні ідеї Л. де Бройля були підтверджені лише в 1927 р. в екс
перименті К. Девісона та А. Джермера, які відкрили явище дифракції 
прискорених електронів на кристалічних площинах при їх прохо
дженні крізь тонку металеву фольгу. Трохи пізніше, у 1929 p.,
О. Штерн спостерігав явище дифракції атомів гелію на кристалах ка
м'яної солі, а  разом з І. Естерманом - явище дифракції атомів гелію та 
молекул водню на кристалі LiF.

Контрольні запитання

1. Як узгоджуються хвилі де Бройля з постулатами Бора?
2. Фазова швидкість електромагнітних хвиль залежить від діелектричної 

проникності середовища. Яка величина є аналогом діелектричної проникності 
для хвиль де Бройля?

3. Чи можливе стійке існування атома Бора з розміром електронної орбіти 
в 1 см, коли він міститься в повітрі за кімнатної температури?

Л ітература : [1], § 1-8; [2], С. 9-20.

§ 2. Статистичний характер явищ мікросвіту

2.1. Статистична інтерпретація хвильової функції

Відкриття хвильової природи речовини, яке базувалось на гіпотезі 
А. де Бройля й було однозначно доведено в експериментах з дифрак
ції мікрочастинок, поставило питання про конкретну фізичну інтер
претацію хвильових властивостей мікрочастинок, а  саме, хвильової 

функції Ψ(Γ,ί). Доцільно зазначити, що представлена у формулі (1.21)
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функція Ψ(Γ,ί) у вигляді плоскої хвилі є лише одним із багатьох при

кладів можливого виду функцій Ψ(Γ,ί) .

Повсякденний досвід людини не дозволяє їй одразу уявити, яким чи
ном одному й тому самому матеріальному об'єкту можна приписати од
ночасно і корпускулярні властивості, і властивості хвилі. Обернену інтер
претацію зробити значно легше - неважко уявити, що пакет хвиль у ви
гляді, наприклад, короткого електромагнітного сигналу має деякі корпу
скулярні властивості (незмінну форму, локалізацію в просторі тощо), і в 
цьому сенсі така двоїстість не викликає особливого спротиву.

Оскільки першим інтуїтивним кроком будь-якого вченого щодо ново
го явища є розуміння його на рівні аналогій з уже відомими процесами, 
то початкова спроба з'ясування двоїстості була майже передбачуваною. 
Хід думок був таким: будь-який хвильовий процес можна представити 
як його часовою залежністю F(t) , так і спектральною густиною F(co). В 

узагальненому вигляді перша характеристика описується середньою 
тривалістю < At > , а друга - усередненою шириною спектра < Δω >.

Із теорії фурье-перетворень
00

F(t) - ]>(ω)βιωί<3ω, (2.1)

—00
00

F(ro) = —  J' F{t)e~i(atdt (2.2)

-00
випливає, що ці величини пов'язані простим співвідношенням

< At >& 2π . (2.3)
< Δω >

Аналогічні перетворення дозволяють пов'язати просторову струк

туру хвильового пакета F(r) у координатному просторі та його спект

ральну густину в к -просторі F(k):

т =  (2^ f F(* )e^ d3r’ (2Л’ а)

m  = j>(r)e-*?d3fc , (2 .2 . а)

О ΎΓ
<Ап>* . (2.3, а)

< Акі >
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З аналізу співвідношень (2.3) і (2.3, а) випливає, що будь-який корот
кий (у просторі або часі) хвильовий пакет можна синтезувати за допо
могою суперпозиції дуже широкого набору спектральних гармонік, 
кожна з яких представляє монохроматичну плоску хвилю. При цьому 
просторово-часовий розподіл енергії пакета визначається величиною

І Е(г, t) І . Оскільки дуже короткий хвильовий пакет подібний до частин

ки, то здається очевидним, що і частинку можна представити як супе
рпозицію плоских хвиль де Бройля, тобто зробити ототожнення

¥(r,i) = F(r,i), а густину речовини описати величиною |Ψ(Ρ,ί)|2. На 

перший погляд, така аналогія є логічно обґрунтованою. До речі, таку 
модель спочатку активно підтримував Е. Шредінгер, який був одним із 
творців квантової механіки. Простий аналіз показав, що ця аналогія 
некоректна, а частинки не можна представити як результат реальної 
інтерференції хвиль де Бройля. Насамперед це пов'язано з проблемою 
стійкості хвильових пакетів, утворених із таких хвиль.

Добре відомо, що під час руху електромагнітних хвиль крізь сере
довище з показником заломлення η(ω) відбувається явище дисперсії. 

Причиною цього явища є фазові швидкості різних спектральних ком
понент F((o), що залежать від частот і хвильових чисел цих цонстант. 

Рівняння дисперсії для електромагнітних хвиль у ізотропному середо
вищі має вигляд ω = кс / п(со). Із цього рівняння можна знайти вираз 

для фазової швидкості електромагнітних хвиль

Уфаз=^  = ̂ Й ·  (2-4)

У вакуумі η(ω) = 1, а дисперсія відсутня. Завдяки цьому у вакуумі

будь-який хвильовий пакет поширюється без дисперсії та зберігає
свою форму і розмір.

Інший випадок маємо для хвиль де Бройля. Його можна розглянути, 
виходячи із виразу для повної енергії вільного руху будь-якої частинки

Е = -у/т^с^Гр2̂  « т с 2 + ̂ _ . (2 .5)
2т

Якщо використати формули Планка (1.3) та Ейнштейна (1.7), то з рів
няння (2.5) можна отримати вираз для фазової швидкості хвиль 
де Бройля:

ω т с2 hk

V* &3~ k ~ ~ h k +2 ^ '  (2·6)
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Із (2 .6) випливає, що різні спектральні компоненти мають різну швид

кість. Це призводить до порушення з плином часу фазових співвід
ношень між ними, що веде до незворотного просторового та часового 
розширення (диспергування) пакета. Наведене свідчить про абсолют
ну нестійкість пакета, утвореного із хвиль де Бройля. Простий аналіз 
показує, що швидкість диспергування пакета залежить, зокрема, від 
розміру та маси пакета. Наприклад, для частинки з масою, що дорів

нює масі електрона т  ~ 1СГ27г , і класичним розміром електрона 

L = 2ге » 4 ■ 10_13см , час подвоєння розміру L-+2L за рахунок явища 

дисперсії хвиль де Бройля не перевищує дуже малу величину 

хе ~ mi? / t i*  1(Г25с ! Очевидною є абсурдність такого результату, ура

ховуючи такий факт, що електрон є стабільною частинкою.
Вірну фізичну інтерпретацію хвильових властивостей мікрочастинок 

(і, зокрема, розуміння змісту хвильової функції Ψ(Γ,ί)) зробив М. Борн у 

1926 р. Його висновок базувався на очевидному аналізі дифракційного 
експерименту для будь-якого хвильового процесу. Зробимо такий аналіз 
на основі класичного експерименту з дифракції плоскої хвилі на непро
зорому екрані з двома отворами (рис. 2 .1).

• * · ·

МІШИШ

• ···· /·« т ш

·· > ·

>••■

« · т
/

Рис. 2.1. Днфракдія плоскої хвилі й потоку мікрочастинок 
на екрані з двома отворами та з детектором, щ о розташований  

за екраном і орієнтований паралельно до його площини
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Спочатку розглянемо експеримент зі світлом. У випадку падіння на 

цю систему інтенсивної оптичної хвилі на екрані, розташованому за 

системою отворів, буде спостерігатись інтерференційна картина, яка є 
результатом когерентної інтерференції двох сферичних хвиль від двох 
отворів. Розподіл інтенсивності результуючої хвилі в різних випадках 
представлено в правій частині рис. 2 .1: 1 - теоретичний розподіл інтер
ференційного поля на поверхні детектора; 2 -експериментальний роз
поділ місць взаємодії квантів з поверхнею детектора (напр., фотоплів
кою) за малої кількості зареєстрованих фотонів; 3 - експерименталь
ний розподіл місць взаємодії квантів з поверхнею фотоплівки за вели
кої кількості зареєстрованих фотонів; 4 - теоретичний розподіл інтен
сивності поля на поверхні детектора при незалежному проходженні 
фотонів крізь отвори в екрані. Такий результат спостерігатиметься для 
будь-якого методу реєстрації (напр., фотоплівки або фотодетектора). 
Зазвичай такий процес трактують таким чином: відбувається розщеп
лення плоскої хвилі на дві частини, які потім інтерферують. Цей роз
поділ збігається з теоретичним розподілом інтерференційного поля.

Що зміниться, якщо ми будемо зменшувати інтенсивність світла? 
Очевидно, що яскравість картини спочатку буде спадати при незмін
ному розташуванні максимумів і мінімумів інтерференційної карти
ни. При гранично малій інтенсивності падаючої хвилі ситуація прин
ципово зміниться. Якщо на систему отворів буде падати така малоін- 
тенсивна хвиля, що в кожний конкретний момент на екран буде па
дати, наприклад, по одному фотону, то ніякої розподіленої по поверх
ні картини інтерференції не буде. Це очевидний висновок, тому що 
для утворення такої картини необхідно, щоб фотони потрапляли на 
різні частини екрана. Однак у нас у кожний конкретний момент часу 

існує тільки один фотон з енергією Ε0=Ηω0 (який відповідає, напр., 

частоті синього кольору). Якщо припустити, що фотони при інтерфе
ренції потрапляють на різні частини екрана, то енергія початкового

фотона має розділитися і £ 0 = У  , со0 = У  сог-, а такий процес поді-
І І

лу відповідає тому, що замість одного фотона синього кольору мати
мемо багато фотонів червоного або інфрачервоного кольору. Це явно 
абсурдний результат.

А що буде? На екрані будуть по черзі фіксуватися окремі події (окремі 
акти реєстрації фотонів, кожний з яких матиме ту саму початкову час

тоту ω0). Місце потрапляння кожного окремого фотона буде випадко
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вим процесом. Взаємодія кожного із фотонів з детектором фіксується як 

локальна довершена подія і не містить ознак хвильового процесу.
Характерна інтерференційна картина поступово виникає лише при 

відповідному наборі статистики реєстрації фотонів. Приклади експе
риментального розподілу місць взаємодії квантів з поверхнею фото
плівки за малої та великої кількості зареєстрованих фотонів предста
влено в правій частині того самого рис. 2.1. Такий результат не зале
жить окремо від тривалості чи інтенсивності опромінення, а лише від 
їх добутку, тобто від кількості зареєстрованих фотонів. Легко впевни
тись, що найімовірнішим буде їх потрапляння на ті частини екрана, 
які відповідають максимуму тієї інтерференційної картини, що без
посередньо спостерігалась у реальному масштабі часу при падінні ін
тенсивного пучка. Такий характер взаємодії є прямим доказом існу
вання як хвильових, так і корпускулярних характеристик світла. Із 
практичної точки зору хвильові характеристики легше спостерігати 

за великої інтенсивності, а корпускулярні - за малої.
Інтерференційна картина розподілу зареєстрованих подій буде ли

ше тоді, коли не досліджується, через який саме отвір пройшов ф о
тон. Якщо зробити спробу такого дослідження за допомогою будь- 
якого детектуючого пристрою, розташованого біля одного з отворів, 
то інтерференційна картина зникає й розподіл інтенсивностей на по
верхні детектора відповідатиме накладанню розподілів інтенсивнос
тей світла, яке пройшло крізь кожний з отворів (графік 4 на рис. 2.1). 
Пояснення впливу процесу такого вимірювання на формування інтер

ференційної картини з'ясуємо далі.
Подібний випадок маємо при інтерференції мікрочастинок. Прохо

дження кожної окремої мікрочастинки через дифракційну систему 
дає результат, який відповідає корпускулярній взаємодії, а хвильові 
властивості мікрочастинок, які в теоретичних моделях відповідають

-*■ 2
просторовому розподілу інтенсивності хвильової функції І Ψ(Γ,ί) І , ви

являються лише при наборі статистики! Це показує, що кожний акт 
індивідуальної взаємодії частинки характеризується корпускулярни
ми величинами, а хвильові властивості виявляються лише в міру ви
яву статистичних закономірностей. Такі міркування привели Борна 
до статистичної інтерпретації хвильової функції, яку він вперше сф о
рмулював у 1926 р. у вигляді твердження: "рух частинки відповідає 

законам імовірності, а  сама ймовірність поширюється відповідно до 
законів причинності". Згідно із цією інтерпретацією інтенсивність
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хвильової функції І Ψ(Γ,ί)|2 визначає розподіл імовірності просторової 

локалізації частинки - імовірність розміщення мікрочастинки в еле

ментарному об'ємі dV  в околі точки з радіус-вектром r у момент ча

су t визначається виразом dW{r,t) =| Ψ(Ρ,ί) |2 dV . Звідси знаходимо,

що величина |Ψ(Ρ,ί)|2 має зміст просторової густини ймовірності ло

калізації частинки в даний момент часу біля даної точки

\W ,t]f = ™ m .  (2.7)
dV

Виходячи з такої інтерпретації очевидно, що задана в такий спосіб 
хвильова функція має зміст амплітуди ймовірності й повинна задово
льняти певні умови. Вона має бути скінченною, неперервною, задово
льняти граничну умову

Ψ(|γ |->°ο,ί) = 0 , (2 .8)

а  її інтенсивність | Ψ(ΐ,ί) |2 має бути нормованою:

ί m , t ) \ 2d V  = 1 . (2.9)

У->00
Інші вимоги до хвильової функції будуть з'ясовані далі при розгляді 
конкретних фізичних систем.

Для пояснення явища дифракції необхідно припустити, що в тому 
випадку, коли частинка може перебувати в різних станах з відповід

ними хвильовими функціями Ψ1,Ψ2,..., загальна хвильова функція 

системи має бути суперпозицією (лінійною комбінацією) цих функцій:

Ψ(Γ,ί) = Σο„Ψ„(Γ,ί). (2 .10)
П

У цьому виразі коефіцієнти сп є нормуючими величинами, зміст яких 

полягає в тому, що величина | сп |2 визначає вагову функцію кожного 

зі станів Ψη(Γ,ί) у складі загальної хвильової функції Ψ(Ρ,ί).

Співвідношення (2.10) є наслідком одного з найбільш фундаменталь
них принципів квантової механіки - принципу суперпозиції, який роз
глянемо пізніше. Виходячи із цих припущень, легко зрозуміти явище 
формування інтерференційної структури, яка відповідає розподілу гус
тини ймовірності потрапляння частинок у різні частини детектора.

У випадку двох отворів хвильова функція частинки за екраном з 
отворами має вигляд
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Кожна із цих функцій відповідає стану частинки, що пройшла крізь 
відповідний отвір. Якщо врахувати, що кожна із хвильових функцій є

комплексною і містить фазовий множник Ψ„ -|Ψη | еЩп , то просторо

вий розподіл підсумкової густини ймовірності в будь-якій точці за ек

раном з отворами має вигляд

І Ψ |2 = \ І Ψι І2 І Ψ 2 І2 + І Ψι І І Ψ2 І соз(Фі - φ2). (2 .12)

Якщо врахувати, що кожна із фаз φn(r,t) залежить від часу та поточ

ної координати, то функція (2 .12) адекватно описує інтерференційну 
картину у площині детектора. Ця інтерференційна картина буде стійкою 

(не флуктуватиме зі зміною часу) лише при фіксованій різниці фаз і 

φ2. Це відбуватиметься, наприклад, якщо в просторі за екраном (після

розщеплення початкової хвилі) не існуватиме дефазуючий фактор 
(напр., просторова або часова флуктуація властивостей середовища).

Якщо спробувати якимось чином зареєструвати факт проходження 
фотона крізь один із отворів, то це призведе до появи випадкової 

флуктуації фази φη —> φη + δφ„ відповідної хвилі за рахунок взаємодії 

частинки з тим додатковим реєструючим приладом, який фіксує про
ходження частинки саме крізь конкретний отвір у екрані. У цьому 

випадку в аргументі косинуса в (2 .12) виникне ця випадкова фаза

δφη , що приведе до | Ψ |2=| Ψ(δφ) |2 .
Кінцевий вираз для усередненого за часом (або за ансамблем час

тинок) розподілу густини ймовірності можна знайти із формули (2.12) 

після відповідного усереднення за величиною та знаком цієї фази. 

Якщо врахувати, що < cos(91 - φ2 ± δφ) 0 , то розподіл усередненої

густини ймовірності (2 .12) за наявності такого механізму неконтро- 

льованої зміни фази набуде принципово іншого вигляду:

<|Ψ|2> = Ι| Ψ 1|2 + Ι|Ψ 2 |2 . (2.13)

У цьому випадку результуюча густина ймовірності буде сумою густин 
імовірності, які характеризують незалежне проходження частинки 

через кожний із каналів.
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2.2. Середні значення фізичних величин у системах, 
стан яких описується хвильовою функцією. 
Співвідношення невизначеностей Гейзенберга

Надавши кожній із хвильових функцій T(r,i) зміст амплітуди ймо

вірності, а інтенсивності |Ψ(Ρ,ί)|2 зміст густини ймовірності, можна 

ввести правило усереднення будь-якої фізичної величини в межах 

системи, яка описується хвильовою функцією Ψ(Ρ,ί), якщо значення

цієї величини залежить від положення (координати) мікрочастинки в 
межах системи

L(t)= ||Ψ(Ρ,ί)|2 L(f)dV =fr*(r,t)L(r)'¥(r,t)dV. (2.14)

V V

Це співвідношення є одним із головних і найбільш корисних правил 
квантової механіки, оскільки саме середні величини є тими характе
ристиками системи, які визначають її незмінні властивості.

Залишимо для подальшого розгляду питання про методи визначен
ня хвильових функцій Ψ(Ρ,ί) і розглянемо деякі універсальні співвід

ношення хвильових функцій Ψ(Ρ,ί) і розглянемо деякі універсальні 

співвідношення, які базуються на ймовірнісній інтерпретації Ψ(Ρ,ί). 

Ці співвідношення називають співвідношеннями невизначеностей. 
Вони базуються на об'єднанні правила визначення середніх величин з 
корпускулярно-хвильовим дуалізмом природи мікрочастинок.

Із класичної фізики добре відомі характерні риси двох станів існу
вання матерії - корпускулярного та хвильового. Кожний із цих станів 
має певні характеристики. Для першого - це незмінність форми й роз
міру, можливість необмеженого в часі статичного існування (статичної 
самолокалізації) тощо; для другого - це принципово нестаціонарний ха
рактер, неможливість стійкої та необмеженої в часі самолокалізації, не
можливість існування у статичній формі без носіїв (напр., електростати
чного поля без зарядів, гравітаційного поля без мас) тощо. Одночасна 
наявність як хвильових, так і корпускулярних властивостей у мікрочас
тинки обмежена тим, що деякі із цих характеристик явно суперечать 
одна одній. Ця обставина приводить до того, що як реальна частинка, 
так і реальна хвиля не можуть одночасно мати всі без винятку власти
вості абстрактної частинки та абстрактної хвилі. Врешті-решт, усе ви
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рішує постановка конкретного експерименту. Якщо він націлений на 
реалізацію корпускулярних характеристик, то це обмежує вияв хвильо
вих властивостей, і навпаки, реалізація хвильових властивостей певним 
чином обмежує вияв корпускулярних характеристик.

Зазначена двоїстість давно помічена і широко використовується у 
фізиці хвильових процесів. Це стосується, наприклад, проблеми синтезу 
коротких хвильових пакетів. Як було відзначено, середня тривалість па
кета < Δί > пов'язана із середнім інтервалом частот < Δω >, які потрібні 
для його генерації, у формі співвідношення (2.3) < Δω >< Δί >« 2π .

Якщо визначити умови, за яких синтезований сигнал має найбільш 
виражені хвильові властивості (а це відповідає одній гармоніці з нескін
ченно вузьким спектром <Δω>-»0 ), то це може бути лише при дуже 
великій тривалості цього сигналу < Δί >-> оо. Справедливою є й зворотна 
умова - синтез гранично короткого сигналу, який якісно подібний до 
частинки, можливий лише за умови використання гранично широкого 
набору частот. Подібні умови мають існувати й для частинок, яким та
кож притаманні як корпускулярні, так і хвильові властивості.

Розглянемо уявний експеримент, під час якого досліджується од
номірна координата та однойменна компонента імпульсу мікрочасти
нки в конкретній фізичній системі, де рух частинки відповідає плос
кій хвилі. Для отримання достовірних результатів експеримент про
водиться багато разів за ідентичних умов. Почнемо з аналізу резуль
татів вимірювання координати частинки в серії експериментів. Ре
зультати окремих вимірювань відповідають набору значень коорди

нати х1,х2,х3··· Середнє (за серією вимірювань) значення координати 

відповідає величині < Ах > . Абсолютна похибка Ах - χ- < х > у кож
ному з експериментів є випадковою величиною. Оскільки її середнє 
значення < Δχ > дорівнює нулю:

< Δχ >=< (χ- < х >) >=< х > - < х >= 0 , (2.15)

то воно не є задовільною (тобто достатньо інформативною) характе
ристикою даної серії вимірювань.

Для характеристики похибок у серії експериментів доцільно ввести 

дисперсію σχ :

σχ s< (Δχ)2 >=< (χ- < χ >)2 >=< χ2 > -(< χ >)2. (2.16)

Для зручності виберемо систему координат, у якій < х >= 0 . У цій

системі

< (Δχ)2 >=< х2 > .
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Формула (2.16) дозволяє знайти дисперсію координати як результат 
обробки серії експериментів. Використовуючи хвильову функцію час
тинки в стаціонарному випадку Ψ(χ), можна обчислити ту саму дис

персію з використанням формули (2.14):
00

< (Δχ)2 >= J ψ*(χ)χ2ψ(χ)<ίχ . (2.17)

-00
Продовжимо аналіз серії наших експериментів. У кожному з екс

периментів вимірювався імпульс тієї самої частинки, а  результати 

окремих вимірювань відповідали множині значень Рх і,Р Хг2 ’Рх,з···

Таким чином, середній імпульс дорівнює < р х >. Як і у випадку ви

мірювань координати, середня похибка вимірювань імпульсу дорі
внює нулю (< Арх >= 0).

Дисперсія імпульсу σΡχ має вигляд

<*Рх =< (ΔΡχ)2 > = < ІРх- < Рх >? >=< (РхΫ > - < Рх >2 · (2.18)

У системі відліку, де < р х >= 0 , вираз для дисперсії імпульсу набуває 

вигляду

< (АРх)2 >=< (рх)2 > ■ (2.19)

Формула (2.19) дозволяє знайти дисперсію імпульсу частинки як ре
зультат обробки серії експериментів. Цю саму величину можна обчис
лити з використанням формули (2.14):

00
< (ΔΡχ)2 >= j  Ψ*(χ)ρ*2Ψ(χ)<ίχ - (2 .20)

—оо

Якщо згадати, що у вільному просторі хвильова функція частинки 
відповідає одномірній хвилі де Бройля (1.21):

Ψ(χ) = Аехр{—i(— t- —  x), (2.21)
п п

то легко переконатися, що при обчисленні цього інтегралу можна ви
користати формальну заміну

р х —>-їй —  , (2 .22)
дх

що значно спрощує процес розрахунку. Доцільність і ефективність 
подібних замін детально розглянемо далі. При використанні (2.22) ви
раз для дисперсії імпульсу (2 .20) набуває вигляду
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00 Я2
< (Apxf  >= —Й2 f Ψ*(χ)-^τΨ(χ)ίίχ . (2.23)

J дх—00
Розглянемо, як пов'язані між собою дисперсія координати (2.17) та 

імпульсу (2.23). Можливість такого зв'язку випливає з того факту, що 
розрахунок обох величин проводиться з використанням однакової 
хвильової функції Ψ(χ). Для встановлення такого зв'язку спочатку 

розглянемо допоміжний математичний вираз

<3Ψ(χ) 2
^(β)- J βχψ(χ) + -

дх
dx> 0 , (2.24)

який є невід'ємною величиною. У цьому виразі Ψ(χ) - довільна функ

ція, β - дійсний параметр.

Якщо "розгорнути" підінтегральний вираз у (2.24), то отримаємо 
нерівність

J(P) = P2A + PB + C > 0 , (2.25)

у якій

А=  f Ψ * (χ)χ2Ψ(χ)άχ,Β = [χ 6 Ιψ Μ Ι dx, 
J 1 δχ

—O0 —00

I δχ dx

(2.26)

ґ В  >
2

в 2"
β + + С-

V 2А,
1

'4 a J

Виділивши в нерівності (2.25) повний квадрат стосовно параметра β, 

маємо

ґ о  N2 ( о 2 ^
> 0 . (2.27)

Оскільки величина А є інтегралом від невід'ємної величини, то А > 0 . 
Величина В  є дійсною й може набувати як додатних, так і від'ємних 
значень. Із цих даних випливає, що перший вираз у лівій частині не
рівності є невід'ємним, а його мінімальне значення дорівнює нулю. 
Для виконання умови невід'ємності (2.27) за довільних значень дійс
ного параметра β необхідно, щоб другий вираз у дужках був не

від'ємною величиною, що відповідає умові 4АС > В 2. Цю умову, після 

використання позначень (2.26), можна перетворити на таку:
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]  ψ·(χ)χ2Τ ( χ μ χ ] ^ * Μ ^ Μ Λ :> ΐ ί  I x ^ W f d x
J 3 дх дх 4 ·> Яг

ґ оо - ___  . .о λ2
(2.28)

дхV-00
У такому вигляді це співвідношення справедливе для будь-яких 
функцій Ψ(λ:) .

У тому випадку, коли функція Ψ(χ) є хвильовою функцією частинки 

і має зміст амплітуди ймовірності, цей вираз можна істотно спростити. 
Для цього перетворимо другий і третій інтеграли (вони відповідають 
величинам В  і С ), використовуючи інтегрування по частинах і ту осо
бливість хвильової функції Ψ(χ), що вона дорівнює нулю при X —» ±00 . 
Та сама умова буде дійсною й для похідної від цієї функції. Ці обме
ження випливають з умови скінченності та нормованості повної ймо
вірності локалізації частинки (2.9) у всій області одномірного руху

J ІВДІ2dx = 1 . (2.29)

Після інтегрування по частинах і використання граничних умов 
при х -» ±00 маємо

°° 00 Я2 1
- f Ψ * (х)х2Ψ (x)dx Γ Ψ * [χ)-^τ Ψ{χ)άχ > -  . (2.30)

дх 4—00 -ОО

Інтеграли, які стоять у нерівності (2.30), пропорційні виразам для дис

персії координати < (Ах)2 > (2.17) та імпульсу <(Арх)2 > (2.23). Урахо

вуючи явний вигляд виразів (2.17) і (2.23), остаточно знаходимо

(< (ΔΡχ)2 >)(< (Δ*)2 - ^ 7 ' (2·31)

Це відоме співвідношення називають співвідношенням невизначенос- 
тей Гейзенберга для дисперсій координати т а  імпульсу. Воно було 
отримане в 1927 р. Його можна переписати у формі співвідношення 
для середньоквадратичних невизначеностей цих величин:

δχδρχ > | , (2.32)

δχ= V< (Αχ)2 >, δρχ = V< (Αρχ)2 > .

Аналогічні співвідношення справедливі для пар у ,ру та ζ ,ρ ζ .

Безпосередній зміст співвідношення (2.32) полягає в тому, що при 
будь-якій постановці експерименту принципово неможливим є точне
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(без похибок) вимірювання координати та імпульсу мікрочастинки. 
Постановка експерименту, при якій одна з двох дисперсій необмеже
но зменшується, веде до автоматичного збільшення дисперсії другої 
величини. Слід зауважити, що це співвідношення стосується не тіль
ки даного експерименту та даного виду хвильової функції у вигляді 
хвилі де Бройля, але й має універсальний характер і справедливе в 
будь-якій системі. Додаткове узагальнення цього співвідношення мо
жна зробити у випадку формування так званих корельованих станів 
при розгляді співвідношення невизначеності Шредінгера - 
Робертсона. Його розглянемо далі.

Фізичний механізм, що веде до появи співвідношення невизначено
стей, пов'язаний з процедурою вимірювання, яку слід розглядати як 
джерело обмежень, що виникають у процесі вимірювань. Нехай систе
ма до вимірювання перебувала у стані, який описується хвильовою 
функцією Ψ(χ). Сам процес вимірювань у квантовій механіці, на від

міну від класичної, завжди є збурювальним, тобто таким, який при 
вимірюванні однієї величини вносить неконтрольовані зміни (некон- 
трольоване та недетерміноване статистичне збурення) у досліджувану 
систему. У результаті такого збурення хвильова функція системи змі
нюється і стає можливим цілий набір (суперпозиція) її можливих ста
нів. При такому підході вимірювання другої величини відбувається в 
цій недетерміновано збуреній системі, що й призводить до похибок. 
Чим точніше вимірюється одна величина, тим сильніше збурюється си
стема, і тим більшою буде похибка при вимірюванні другої величини.

У класичній фізиці вплив процесу вимірювання на вимірювану ве
личину також існує, але тоді він має характер суто технологічних по
хибок, що залежать від конкретних приладів, їх принципово можна 
зробити необмежено малими. Для цього треба використовувати більш 
довершені вимірювальні пристрої.

У мікросвіті, для якого характерний дуже малий масштаб вимірюва
них явищ, вплив вимірювального приладу не можна зробити необмеже
но малим. У кожному випадку існує та межа збурення досліджуваної 
системи, яка не залежить від типу вимірювального приладу й пов'язана 
саме з процесом вимірювання. Додаткове уточнення такого процесу вза
ємного впливу вимірювання двох величин буде дано далі, у розділі, при
свяченому загальному співвідношенню невизначеностей, і властиве не 
тільки координатам та імпульсу, але й безлічі інших величин.

Перелічені міркування не викликають особливих заперечень. Запе
речення та альтернативні інтерпретації виникають при розгляді пи
тання про те, чи стосується процес формування взаємних невизначе-
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ностей тільки самого процесу вимірювання, чи ці невизначеності ма
ють більш глибокий внутрішній характер. Можливі різні інтерпретації 
цього співвідношення. Згідно з однією з них (її активно підтримував 
Ейнштейн), точні значення двох величин, які входять у співвідно
шення невизначеностей, насправді існують і є об'єктивними характе
ристиками об'єкта досліджень, але ми через неконтрольований вплив 
процесу вимірювання не можемо їх визначити. Цей підхід звівся до 
гіпотези про можливість існування так званих прихованих парамет
рів, тобто таких величин, які ніби характеризують об'єкт досліджень, 
але їх не можна виміряти та визначити.

Згідно з іншим поглядом, який активно підтримував Бор, співвід
ношення невизначеностей накладає принципове обмеження на одно
часне існування точних значень тих величин, які до нього входять, а 
це веде до принципової відсутності прихованих параметрів. Інакше 
кажучи, немає сенсу досліджувати точні значення цих величин, 
оскільки сама постановка питання є принципово хибною (хибною за 
означенням). Прикладом такого хибного підходу є спроба стверджу
вати (і вимірювати) точне значення довжини хвилі при дослідженні 
хвильового процесу в малому околі довільної точки. Очевидно, що в 
цьому випадку можна казати тільки про просторово обмежену части
ну хвильового процесу, який приводить до його широкого спектра з 
великим набором різних довжин хвиль.

На сьогодні існує загальноприйнята думка про відсутність прихо
ваних параметрів, які принципово не можна визначити. Співвідно
шення невизначеностей Гейзенберга має велике пізнавальне значен
ня й водночас є дуже корисним при якісних оцінках багатьох проце
сів. Наведемо деякі приклади його використання, а саме:

а) із співвідношення невизначеностей легко знайти відповідь на 
питання, чи можуть стабільно існувати нерелятивістські електрони в 
межах атомного ядра? Таке питання виникало при створенні моделі 
ядра. Один із варіантів структури ядра базувався на припущенні, що 
ядро складається з протонів та електронів. Підставою для цієї моделі 
було те, що багато нестабільних ядер при розпаді випромінюють елек
трони. Прикладом такого процесу є розпад тритію

Т -» Не + e + ν (2.33)

з утворенням ядра гелію, електрона та антинейтрино. Енергія, яка виді

ляється під час цієї реакції, дорівнює ЕЄу =18,6 КеВ. Вона розподіля

ється довільно між електроном і антинейтрино. Таким чином, макси

мальна енергія електрона не перевищує Ее<> =18,6 КеВ, що відповідає
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його максимальній швидкості Уе(тах) = -y/2£ei /  тп « 8 -Ю8 см /с . Частин

ка з масою електрона т  « 1СГ27г і з такою швидкістю може бути ло
калізованою тільки в межах області із середньоквадратичним розмі

ром δχ> Й/2туе(тах) « 6 -Ю~10см. Ця величина в 3000 разів переви

щує діаметр ядра тритію, що показує неможливість існування елект
рона з такою енергією всередині ядра до його розпаду. Очевидно, що 
електрон утворюється в ядрі в момент розпаду;

б) за допомогою аналогічних розрахунків можна знайти відповідь 
на питання, чи може нейтрон перебувати в ядрі. Із моделі ядерної 
матерії відомо, що середня енергія нейтронів у будь-якому ядрі до
рівнює величині Еп =28-30 М еВ, що з урахуванням маси нейтрона

т п «1,7 10_24г відповідає середньоквадратичній швидкості нейтро

на в межах ядра νη = ^2Еп / т п « 6 · 109 см /с . Частинка з такими па

раметрами може бути локалізованою в межах області розміром 

bx>h/2mnvn «4-Ю -14см , що значно менше від розміру будь-якого 

ядра. Це підтверджує добре відомий факт про те, що нейтрони справді 
можуть міститися в об'ємі ядра, а саме ядро може складатися з про
тонів і нейтронів.

Контрольні запитання

1. Якій похибці у величині швидкості відповідає твердження про локалі
зацію електрона на конкретній борівській орбіті?

2. Яка кутова розбіжність пучка моноенергетичних направлених електронів 
після проходження отвору радіуса R  у непрозорому екрані?

3. Чи обмежує співвідношення невизначеностей можливість точного ви
значення, наприклад, координати нерелятивістської мікрочастинки?

Література: [1], § 9,10,15; [2], § 2,3; [3], § 1,2.
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§ 3. Стаціонарне рівняння Шредінгера 

та принципи його розв'язання

3.1. Стаціонарне рівняння Шредінгера

Фундаментальне значення хвильової функції для розгляду та інтер
претації явищ мікросвіту може бути використаним тільки тоді, коли іс
нує математично коректний метод визначення цієї функції для різних 
фізичних систем. Найважливіше значення має метод визначення хви

льових функцій Ψ(γ) за допомогою стаціонарного рівняння Шредінгера. 

Це рівняння постулював Е. Шредінгер у 1926 р. після досить парадо
ксального збігу обставин. Він, як і більшість вчених того часу, спочатку 
скептично ставився до гіпотези де Бройля про хвильові властивості ма
теріальних тіл, але під час підготовки доповіді колегам про цю модель, 
детально розглянувши наслідки, що випливають із цієї гіпотези, зрозу
мів її глибокий зміст і корисність її використання для опису руху части
нок у довільних силових полях. Наслідком такого переосмислення було 
хвильове рівняння, яке описує рух матеріальних тіл. Шредінгер виходив 
з того, що хвильовий рух будь-якої природи у стаціонарному випадку 
має описуватися хвильовим рівнянням універсального вигляду

ΔΨ(Ρ) + к2 (г )Ψ(Ρ) = 0. (3.1)

Добре відомо, що таке рівняння описує безліч різних хвильових про

цесів. У випадку руху мікрочастинки їх імпульс р(г) пов'язаний ф ор

мулою Ейнштейна p(r)=hk(r) із хвильовим вектором к(г) і водночас 

може бути виражений через повну та потенціальну енергії частинки:

р 2 (?) = 2т{Е  - V(r)} = h2k2 (r). (3.2)

Підставляючи вираз для к2(г), що випливає з (3.2), у рівняння (3.1), 

отримуємо модифіковане хвильове рівняння

От
ΑΨ(?) + ~{Ε-ν(?)}Ψ(?) = 0, (3.3)

h

яке називають стаціонарним рівнянням Шредінгера. Це рівняння 
описує рух частинки з масою т  у системі, де вона має потенціальну 

енергію V(f). Звичайно, таке виведення рівняння (3.3) більше схоже
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на його постулювання, що фактично й зробив Шредінгер у своїх пер
ших роботах. Більш обґрунтоване виведення буде зроблено далі.

Оскільки розв'язком рівняння (3.3) є функція Ψ(Ρ), яка має зміст 

амплітуди ймовірності, то вона має задовольняти певні умови:

• скінченність;

• неперервність;

• однозначність;

• квадратичну інтегрованість і нормованість.
Окремо слід розглянути питання про граничні умови для похідної 

від хвильової функції. Ця умова може бути отримана з рівняння Шре
дінгера (3.3), яке в одномірному випадку може бути переписане у ви
гляді рівності

^ φ .  = ̂ {ν(χ)-Ε}Ψ(χ) = 0.
dx /Г

Проінтегруємо обидві частини цього рівняння по нескінченно малому 
інтервалу \х — Δ, χ + Δ] в околі довільної точки х :

άΨ(χ + А) = άΨ (χ-Δ) + 2т £  г ψ ^ μ ^  + 2τη r (3 4)

dx dx2, /г hr \
х-А х-А

і зробимо граничний перехід Δ -» 0 . При цьому перший інтеграл, ура
ховуючи скінченність Ψ(χ) , стає рівним нулю, а другий можна спрос

тити, виносячи із під знака інтегралу по нескінченно малому інтерва
лу функцію Ψ(χ). Остаточний вигляд для граничної умови для похід

ної від хвильової функції буде таким:

d4y  J A)- Ід=о = |Δ=0 I V(x')dx' |Δ=0 . (3.5)
dx dx \

x-A

У випадку, коли потенціальна енергія в точці х не має сингулярно- 
сті, виконується умова неперервності похідної 

άΨ(χ + Α) οΖΨ(χ-Δ).
-- 1 2—  Ιδ=ο  -- 1 ο Ιδ=ο · (З.о, α)

dx dx

У випадку сингулярного потенціалу, наприклад, у форм і V(x) = У06(х) 

відбувається розрив похідної

<ίΨ(χ + Δ), ίίΨ(χ-Δ). 2 т ........   ....  
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У деяких випадках, залежно від виду потенціальної енергії, можуть 

бути додаткові умови для хвильової функції. Якщо функція Ψ(Ρ) не 

задовольняє перелічені умови, то їй відповідає така фізична система, 
яка не може бути реалізованою, тобто вона не існує. Немає підстави 
вважати, що всі без винятку розв'язки рівняння (3.3) будуть відпові
дати таким умовам. Виходячи з того, що єдиним довільним парамет
ром у цьому рівнянні є повна енергія Ε , легко дійти висновку, що ві

дповідність функції Ψ(γ) даним умовам залежить саме від Е .

Очевидно, що серед усіх можливих значень повної енергії може бу
ти такий дискретний або неперервний набір значень Ε , за яких функ
ція Ψ(γ) не відповідатиме даним умовам, тобто відповідні стани 

принципово не можуть бути реалізованими, і навпаки, можуть бути 
такі дискретні значення Ех Е2 Е3 ... (або неперервно розподілені

множини таких значень), за яких конкретні розв'язки рівняння (3.3) 
задовольнятимуть наперед ці умови. Виходячи із загальних положень 
математичної фізики, назвемо такі значення енергії Ε1Ε2 Ε3 ... влас

ними значеннями. Тільки таким власним значенням відповідають ре
ально існуючі фізичні системи. Ті розв'язки рівняння (3.3), які знахо
димо за конкретних власних значень, називають власними розв'язка
ми, або власними функціями Ψ 1(γ),Ψ2(γ),Ψ3 (γ),... рівняння. Якщо

кожному власному значенню Еп відповідає одна власна функція 

Ψη (r), то такі розв'язки називають невиродженими.

У тому випадку, коли одному власному значенню Еп відповідають 

кілька власних функцій Ψηι(Ρ),Ψη2(Γ)>Ψη3(Η>···. то такі розв'язки на

зивають виродженими. Далі, при побудові загального математичного 
апарату квантової механіки буде показано, що різні власні функції є 
взаємно ортогональними і нормованими (ортонормованими). Вони 
утворюють повний набір (базис). Наявність такого базису приводить 
до того, що будь-яка хвильова функція Ψ(γ) , задана в межах кон

кретної фізичної системи, може бути представлена у вигляді розкладу 
за набором власних функцій хвильового рівняння (3.3):

Ψ(Γ) = Σ < Ά (^ )>  (3.7)
п

які знайдені в межах цієї системи. Умова нормованосгі буде залежати від 
виду спектра. Для випадку дискретного спектра ця умова має вигляд

f '¥'n(r'f¥m{f)dV = bnm. (3.8, α)

V->00
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У випадку неперервного спектра, який відповідає просторово необ
меженому руху по окремій або усіх координатах, умова ортонормова- 
ності буде іншою:

00

J ψρ{χ)ψρ,{χ)άχ = δ(ρ- р ') . (3.8, б)

—оо

З умови нормованосгі знаходять амплітуди хвильової функції. На
приклад, для одномірного вільного руху частинки умова нормованосгі 
відповідає (3.7, б) із  неї визначається амплітуда хвилі де Бройля (1.21):

Ψ(χ) = (2nhy1/2 exp{-i(Et ± px)/h}. (3.9)

Для більш детального з'ясування принципів і методів використання 
перелічених умов розглянемо деякі прості квантові системи.

3.2. Частинка в нескінченно глибокій 
одномірній прямокутній потенціальній ямі

Розглянемо можливі стани частинки з масою т  у нескінченно гли
бокій одномірній прямокутній потенціальній ямі шириною І 
(рис. 3.1). У цій ямі потенціальна енергія має вигляд У(л:) = 0 при

0 < х < І і V(x) = Vq оо при х  < 0, х > І .

Рис. 3.1. Структура потенціальної ями та розташування одного 
високорозташованого і трьох найнижчих рівнів енергії та хвильових функцій
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Стаціонарне рівняння Шредінгера (3.3) в областях 1 і 3, де V0 »  Ε , 

має вигляд

d2^ (123)(X) - β2Ψ(1’3)(χ) = 0, β = J ^ ( V 0 - E ) . (3.10)
d x A V t r

Розв'язки цього рівняння, які задовольняють умову скінченності хви
льових функцій при х -> ±00 за довільної величини потенціальних ба

р'єрів V0 > 0 , мають вигляд монотонно спадаючих функцій

Ψ (1,(χ) - А ^ х, Ψ(3)(χ) = В3е х̂ . (3.11)

Якщо зробити граничний перехід V0 —> оо , якому відповідає граничне 

значення β —> оо , то розв'язки набудуть остаточного вигляду

Ψ (1) (χ) = 0, Ψ (3) (χ) = 0 . (3.12)

Рівняння Шредінгера в області 2 має принципово інший вигляд:

ά2Ψ(2)(χ) + к2 у(2 ){х) = о к=  І2т Е ' (З ЛЗ)

d x  V / r

а його розв'язки є лінійною комбінацією осцилюючих функцій

Ψ(2)(χ) = Аеікх + Ве~ікх . (3.14)

Величина к має зміст хвильового числа і характеризує вільний рух 
частинки в межах ями.

З умови неперервності хвильових функцій при х = 0 знаходимо

Ψ2(χ) - 2iAsinfoc. (3.15)

З умови неперервності при х = 1 маємо додаткову умову

ТІ 7Z
sinkl = 0, к = — , п = 1,2,3,... (3.16)

Відсутність величини п — 0 у (3.16) пов'язана з тим, що такому значен

ню п відповідає к = 0 , а  це призводить до нульової хвильової функції в

ямі Ψ (2)(χ) = 0 (3.15), тобто до неможливості виконання обов'язкової 

умови нормування, що суперечить умові перебування частинки в ямі. 
Після нормування функція (3.15) набуває остаточного вигляду

ψί2>(χ) ЗЕ Ψη(χ) = s i n ^  (3.17)

і відповідає всім вимогам власної функції. У (3.17) а  - довільна ф аза 
хвильової функції, яку можна покласти рівною нулю.
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Із (3.13) і (3.16) знаходимо остаточний вираз для власних значень 
енергії частинки в ямі:

2 2 Й2
= 1,2,3,... (3.18)

2 т Г

Розподіл дозволених рівнів енергії Еп і відповідний розподіл густини
г\

ймовірності І Ψη(χ) j для цих рівнів представлено на рис. 3.1.

Згідно із загальними принципами квантової механіки перехід до 
класичних характеристик (у т. ч. до неперервного розподілу дозволе
них станів енергії) має відбуватися при п »  1. На перший погляд зда
ється, що завдяки квадратичному закону зростання дозволених зна
чень енергії (3.18) ця умова буде порушуватися - дискретність зростає

зі збільшенням номера рівня за законом Εη ~ η2 , але цей висновок 

невірний. Покажемо це.
Будь-яка експериментальна установка характеризується відносною 

точністю вимірювань (АЕ / £)експ. Саме із цією величиною слід порів

няти вираз (3.13), з якого випливає величина відносної дискретності 

положення рівнів енергії (Еп+1 -Еп)/Еп =(2п + 1)/п2. Із цього виразу 

видно, що при п »  1 маємо, що відносна дискретність положення рів

нів швидко спадає і (Еп+1 -Еп)/Еп - 2 /п -» 0 . Наприклад, ямі з типо

во класичними параметрами І = 1 см, т -  1г, Еп =1 ерг відповідає

номер рівня η - 1027 . Для такого рівня відносна дискретність спектра 
надзвичайно мала, що набагато менше, ніж відносна точність вимі
рювань (ΔЕ /Е )еКсп будь-якої експериментальної установки. Це стосу

ється і питання про просторовий розподіл іустини ймовірності лока
лізації частинки в класично дозволеному інтервалі 0 < х < І . При п » 1  
період осциляцій квантово-механічної іустини ймовірності

WKв =|Ψη(χ)|2 зменшується пропорційно l /η , а  сама густина ймовір

ності перетворюється на класичний аналог =<| Ψη(χ) |2>= 1 / І .

3.3. Тунельний ефект

Хвильові властивості мікрочастинки виявляються в можливості 
проникнення мікрочастинки в класично недоступну область або про
ходження крізь таку область. Це явище називають тунельним ефек-
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том. Розглянемо два випадки його вияву. Задачу про проникнення 
мікрочастинки в об'єм бар'єра можна розглянути на прикладі її па
діння на необмежений у напрямку осі х прямокутний бар'єр V(x) = 0 , 

х < 0 ; х > 0  (рис. 3.2.)

Рис. 3.2. Тунельний ефект на необмеженому прямокутному бар'єрі

Розв'язок рівняння Шредінгера (3.9) в області х < 0 у випадку, коли 

енергія частинки E <V0 , відповідає суперпозиції двох плоских хвиль

Ψ(χ < 0) = А  eifc* + Д  е-л*, к = ^ 2тЕ , (3.19)
h

які характеризують вільний рух частині™ у двох напрямках. Якщо 
згадати, що повна форма хвилі де Бройля (1.21) включає залежність 
від часу та координати у форм і Ψ(χ,ί)~εχρ{г(±кх - (E / h)t)}, то легко

переконатись, що перший розв'язок (пропорційний еікх) відповідає 
частинці, яка рухається зліва направо в напрямку зростання х . Саме 
такому напрямку руху відповідає переміщення хвилі, при якому її

фаза = kx-(E/h)t залишається незмінною зі збільшенням часу. 

Вважатимемо, що частинка падає на бар'єр, рухаючись зліва направо 
вдовж осі х . Спектр дозволених значень енергії при такому вільному

русі є неперервним. Другому розв'язку (пропорційному ) відпові

дає хвиля, незмінна ф аза якої <р(_) = -(кх + (E / h)t) зі зростанням часу 

переноситься справа наліво в напрямку зменшення координати х .

Розв'язок рівняння (3.9) в області х > 0 відповідає суперпозиції 

зростаючого і спадаючого полів:

Ψ(χ>0) = ^2ββχ+β2β-βχ, β = Ί 2πΐ(ν° . (3.20)
й
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Для необмежено протяжного бар'єра скінченність функції Ψ(χ > 0)

можна забезпечити лише за умови А2 = 0.

З умови неперервності загальної хвильової функції та її похідної в 
точці х  = 0 можна знайти відповідні амплітуди відбитої хвилі та поля 
всередині бар'єра

,3'211

Остаточно хвильова функція має вигляд

Ψ(* < 0) = Аг gikx _j_ к ίβ g-ikx

к + ίβ
(3.22)

<2 и
Ψ(χ > 0) = А ----е_Рх . (3.23)

fc + ιβ

Загальний вигляд падаючої та відбитої хвиль Ψ(χ < 0) ~ ехр(±і/сг), а та

кож хвильового поля Ψ(χ > 0) ~ εχρ(-βτ), представлено символічно на 

рис. 3.2. Коефіцієнт відбиття мікрочастинки від необмеженого за роз
міром бар'єра визначається виразом

R=\ f - N r - f  И ·  (3-24)
.Aj к + ίβ

Із (3.23) випливає, що частинка може перебувати в класично недо
ступній області й повна ймовірність такої локалізації у випадку необ
меженого прямокутного бар'єра дорівнює

» ліс2
W(x > 0) = [І Ψ(χ > 0) 12 dx =| Aj І2 >2 . (3.25)

0J (fc + β )β

Густина ймовірності локалізації в області бар'єра за рахунок явища 
тунелювання

Ліс2
І Ψ(χ > 0) |Ч  А  І2 — -е-2̂  (3.26)

(к + β )

швидко спадає зі зростанням відстані та збільшенням маси частинки 

й різниці V0 - E , але вона ніколи не стає рівною нулю.

Відмінність хвильової функції від нуля в підбар'єрній області х > 0 

і пов'язана з цим відмінна від нуля густина ймовірності перебування 
частинки в класично недоступні області (3.26) є суттєво квантовим 
явищем, яке не має аналогів у класичній фізиці, якщо це стосується
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матеріальних тіл. Воно є наслідком корпускулярно-хвильового дуаліз
му й добре узгоджується зі співвідношенням невизначеностей. З ін
шого боку, подібні явища добре відомі в класичній фізиці при поши
ренні хвиль різної природи (напр., при відбитті світла від діелектри
ків під кутом, що більший за кут повного відбиття).

Перебуванню частинки в класично недоступній області E < V0 від

повідає уявний імпульс, абсолютна величина якого обмежена умовою 

І р  \< y]2m(V0 - Е ) . З і співвідношення невизначеностей Гейзенберга 

випливає, що при конкретному значенні р  середньоквадратична не

визначеність координати (тобто мінімальна область локалізації частин
ки δχ) буде не меншою від Н /2 р . Далі, при побудові формалізованого 

апарату квантової механіки покажемо, що аналогічне співвідношення 
буде й у тому випадку, коли імпульс є уявним. Тоді замість р  у розра

хунках можна використовувати | р  |. Прийнявши таке уточнення, 

можна оцінити розмір області недетермінізованої локалізації частин
ки в об'ємі бар'єра

δχ > 6x(min) = n/^j8m(V0 - Ε ), (3.27)

який відповідає співвідношенню невизначеностей Гейзенберга.
З іншого боку, виходячи з явного вигляду хвильової функції в цій

області Ψ(χ > 0) ~ е~̂ х , можна обчислити середньоквадратичний роз

мір області фактичної локалізації частинки в об'ємі бар'єра:

yj< (Ах)2 > -< х2 > -(< χ >)2 = 1/β>/2 = h/j4m(V0 - Ε). (3.28)

Оскільки л]< (Ах)2 > - \/25x(min), то видно, що розмір області фактичної

локалізації частинки задовольняє співвідношення невизначеностей.
Фізична модель процесу, яка пояснює можливість потрапляння 

частинки в об'єм бар'єра, пов'язана з тим, що обмеження області ло
калізації неминуче приводить до невизначеності імпульсу (у т. ч. до 
можливості великих флуктуацій імпульсу). У цьому випадку можливі 
великі флуктуації кінетичної енергії, які перевищують висоту бар'єра 
й дозволяють частинці потрапити в класично недоступну область.

Найбільш яскрава ілюстрація тунельного ефекту відповідає прохо
дженню мікрочастинки крізь обмежений потенціальний бар'єр в об
ласть вільного руху. Розглянемо основні особливості цього ефекту у 
випадку прямокутного бар'єра, для якого V(x) = 0 , х < 0 , х>  L;

V(x) = Vq , 0 < χ < L (рис. 3.3).
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Ψ (х < 0) Ψ (L < х)

0 L

Рис. 3.3. Тунельний ефект на обмеженому прямокутному бар'єрі

Загальний розв'язок рівняння Шредінгера (3.9) у випадку, коли 

енергія частинки E < V0 , має різний вигляд у різних областях:

\І2тЕ
Ψ(χ < 0) = АхеІКХ + Б]Le~lKX, к =

п

Ψ (0 < x < L )  =  A 2e*x + В 2е - * Х, β _  V2m fto 7

T(L < χ) = A3eikx + В3є~ікх, = (3.29)

Враховуючи, що частинка падає на бар'єр у точці х = 0 , рухаючись 

зліва направо в напрямку зростання χ , необхідно відкинути (поклав

ши В3 = 0) ту хвилю, яка падає на бар'єр у точці х = L , рухаючись 

справа наліво.

Амплітуди відповідних хвильових функцій В1,А2,В2,А3 можна 

знайти, використовуючи граничні умови для функцій (3.29):

ψ(χ -> -0) = ψ(χ -»+0), U _ 0= u , 0 ,
dx dx

Ψ(χ -> L - 0) = Ψ(χ -» L + 0), lx->L+0 · (3.30)
dx dx

Процес проходження мікрочастинки крізь бар'єр характеризує ко

ефіцієнт А3, який у найбільш цікавому випадку бар'єра із шириною 

L »  l /β має вигляд

А3 - Ау
2 fike -ikL -βί. с

(β — zfc) (А; + ζβ)
(3.31)
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якому відповідає коефіцієнт проходження

, 3 · 3 2 ’ α |

У випадку бар'єра з довільною шириною маємо

D = ---- 5-- 5-і---  . (3.32, б)
1 + {(β + fc ) /  2β fc} sh β L

Визначення коефіцієнта проходження при довільній форм і бар'єра 
пов'язаний з більш складними розрахунками. Такі задачі розглянемо 

далі.
Цікаво порівняти (3.26, б) з коефіцієнтом проходження для випад

ку класично дозволеного руху (при E>V 0). Для частинок з такою енер

гією виконуєтсья формальна заміна β -* iq = і^2т(Е  - V0) / h і вираз 

(3.26, б) набуває вигляду

D = ---- 5---------з-- 5-- . (3.32, в)
1 + {{q + к )/ 2qk} sin qL

Із (3.32, б) випливає, що коефіцієнт проходження D при E <V0 ніко

ли не дорівнює 1, але не дорівнює й 0. Цей результат принципово від

мінний від розгляду на основі класичної фізики, коли = 0 .3  іншо

го боку, у випаду E >V0 , для якого з розгляду на основі класичної ф і

зики випливає Ц̂ д = 1, із (3.32, в) маємо результати, які можуть як 

збігатися з класичними, так і бути відмінними від них.
Зокрема, у випадку падіння частинки на бар'єр з неоптимальним 

розміром L * rnt/q, п = 1,2,3,... із (3.32, в) випливає, що D < 1, причому

при Е -» У0 відбувається надбар'єрне відбиття, для якого D —» 0 , 

R  —> 1. Для бар'єра з оптимальним розміром L = ηπ /q , η = 1,2,3,... (або 

при оптимальній енергії рухомої частинки)

E = V0 +(nnhf/2mL) (3.33)

маємо принципово інший результат D = 1, R = 0 . Він демонструє мож

ливість формування дискретних дозволених рівнів енергії в області 

формально вільного руху.
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Контрольні запитання

1. Пояснити, чи можна характеризувати стан частинки в об'ємі бар'єра 
швидкістю, якщо енергія частинки менша, ніж висота бар'єра?

2. Визначити, як співвідноситься невизначеність імпульсу та координати 
частинки, яка розміщена в межах бар'єра, з висотою і шириною потенціаль
ного бар'єра.

3. Чи може частинка проходити над потенціальним бар'єром без від
биття?

Література: [1], § 28; [2], § 6, 19, 22.

§ 4. Гармонічний осцилятор 

у класичній і квантовій механіці

4.1. Класична теорія гармонічного осцилятора

Гармонічний осцилятор є найбільш універсальною моделлю реаль
ної фізичної системи. Важко навіть перелічити всі ті фізичні системи, 

зміна яких аналогічна процесам у гармонічному осциляторі. Це і ко
ливальний рух атомів у кристалічній гратці, і зміна електричного 
струму в LC -контурі, і коливання електричного й магнітного полів у 

резонаторі та багато інших явищ. Аналіз гармонічного осцилятора в 
класичному наближенні зручно робити на прикладі простого руху час

тинки в одновимірному параболічному потенціалі.
У теоретичній механіці гармонічним осцилятором називається сис

тема, де частинка вільно рухається в полі лінійної обертальної сили. 
Другий закон Ньютона для такої системи має вигляд

d2x _  ,
т — -=F=-kx . (4.1)

dt

Розв'язками цього рівняння є сума двох гармонічних функцій. У загаль

ному вигляді розв'язок можна записати у вигляді компактного виразу

_________________________________ Ідейні передумови та базові моделі квантової механіки
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x(t) = Acos(at +Bshuot sasin(coi + <p), ω = k /m  , (4.2)

у якому початкові умови задаються або сукупністю амплітуд А та В  , 

або амплітудою а  та початковою фазою φ . Частота коливань ω ви

значається пружними характеристиками системи та масою частинки. 
Класична швидкість та імпульс частинки характеризуються виразами

І х2
х = atocos(coi + (p)=acoJl-- ^  ,

ν а

х2
р х = τηαωοο$(ωί + φ)=πιαω.\1— - . (4.3)

\ а

Із виразів (4.1) - (4.3) легко знайти кінетичну

■,2 ___2„2 ™„2„2 (
1 -  — 2

V a  J

тх тога 2. х - таз а  
Т = --- = ------cos (ωί + φ) s ------- (4.4)

потенціальну

і повну

, mo?а2 . 2/  ̂ v таз2х2 ..
V = - JF(x)dx = ----- βιη(ωί + φ)=---- — (4.5)

E=T  + V = m(°2a2 (4.6)
2

енергії частинки в класичному одномірному осциляторі як функції 

часу або координати.

Вид потенціальної енергії V(x) частинки зображено на рис. 4.1. 

Траєкторія дозволеного руху частинки за конкретної енергії Е  пред

ставлена прямою горизонтальною лінією. Визначимо деякі характерні 
параметри класичного руху. Дозволені значення координати частин

ки в межах ями визначаються з умови, що швидкість частинки (4.3) 
на класично дозволеній траєкторії є дійсною функцією координати. 

Із цієї у м о в и  випливає, що в точках з координатами х = ±а частинка 

зупиняється, а подальший рух у області \х\> а  неможливий. Ці точ

ки називаються точками повороту. Під час руху частинки між дво
ма точками повороту відбувається неперервний перерозподіл потен
ціальної та кінетичної енергій - з наближенням до точок повороту 

потенціальна енергія зростає, а кінетична зменшується. Це зображе-
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но на рис. 4.1 для довільної точки хх. Водночас повна енергія час

тинки зберігається. При фіксованій масі та частоті коливань вона 

залежить тільки від амплітуди коливань. За повний період 

Гкол = 2π/ω  (тривалість одного повного коливання) частинка два ра

зи проходить шлях між точками повороту. На основі отриманих ви
разів можна побудувати функцію для класичної густини ймовірності 

(класичний аналог квантово-механічної густини ймовірності

И ^ Н В Д І2)·

Рис. 4.1. Потенціальна енергія та характеристики класичного 
руху частинки в гармонічному осциляторі

Імовірність того, що частинка в гармонічному осциляторі перебу
ває в межах нескінченно малого інтервалу dx біля довільної точки χ , 

визначається відношенням часу dt = dx/\ х |, за який частинка про

ходить цей інтервал, до часу ΓΚΟΛ/2  = π /ω , що відповідає руху між 

двома точками повороту:

dP^ = W ^dx = - гг^г  - dx/anyll - х2 / а 2 . (4.7)
•*кол /  ^
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Із цього співвідношення знаходимо вираз для класичної густини ймо

вірності

- l/any jl-х2/ а 2 . (4.8)

Вигляд цієї функції для конкретного значення амплітуди коливань а  

представлено на рис. 4.1. Видно, що класична густина ймовірності 
має найменше значення в центрі, а найбільше - біля точок повороту. 

Такий характер є зрозумілим, він безпосередньо пов'язаний з

особливостями зміни швидкості на дозволеній траєкторії - у центрі 
потенціальна енергія мінімальна, а кінетична - максимальна. Це від
повідає максимальній швидкості та мінімальному часу перебування 
в межах інтервалу dx, що відповідає малій густині ймовірності. 

Навпаки, біля точок повороту потенціальна енергія досягає свого 
найбільшого в межах дозволеної траєкторії значення, а кінетична - 
мінімального. Дуже мала швидкість класичного руху в околі цієї точ
ки приводить до великої ймовірності перебування в межах інтервалу 
dx, тобто і до великого значення густини ймовірності. Далі розгля

немо особливості квантового руху частинки в цій самій системі dx , 

потім порівняємо ці результати.

4.2. Квантова теорія гармонічного осцилятора

Відповідно до розглянутих вище загальних особливостей квантово- 
механічного опису фізичних систем аналіз стану частинки в силовому 
полі можна проводити на основі аналізу розв'язків стаціонарного рів
няння Шредінгера (3.3) з урахуванням особливостей конкретного ви
разу для потенціальної енергії. Використовуючи отриманий вираз
(4.5), перепишемо (3.3) у вигляді

+ = (4.9)
dx h 2

Необхідно знайти власні функції та власні значення енергії цього рів
няння. Спочатку спростимо рівняння (4.9), ввівши допоміжні пара

метри Xq = yjh/τηχα і ε = 2Е / /гсо, перший з яких має розмірність коор
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динати й є характерною амплітудою, а другий - безрозмірна енергія. 

Після заміни змінної ξ = х  / Xq приходимо до рівняння

— -тг  ̂+ (ε -ξ2)Ψ(ξ) = 0. (4.10)

Спочатку знайдемо асимптотичний розв'язок (4.10) при ξ -» ±оо . У 

цій області рівняння набуває асимптотичного вигляду

^ ■f )- e ^ )  = 0 . (4.11)
d ?

Розв'язок шукаємо у вигляді функції ψ ^ξ) = Ааеаі= . Після підстановки 

Ψοο(ξ) У (4-11) і врахування умови ξ » α  отримаємо а =±1/2. Відки- 

даючи розв'язок з додатним параметром а  = 1 /2  (він відповідає нео

бмежено зростаючій функції, від нього можна відмовитись, поклавши 

Ах=і/2 = 0)> остаточно знаходимо

Ψοο (ξ) = Α_1/2β ^ 2 /2 . (4.12)

Загальний розв'язок рівняння (4.10) шукаємо у вигляді функції

ψ(ξ) = £/(ξ)6~ξ2/2. (4.13)

Після підстановки (4.13) у (4.10) приходимо до рівняння стосовно 

функції / (ξ ) :

- 2 ξ ®  + (ε - 1)/(ξ) = 0 . (4.14)
άξ2 <%=

Розв'язок цього рівняння шукаємо у вигляді степеневого ряду
00

/ ( ξ ) = Σ ^ 5 · <4·15)
s=0

Після відповідної підстановки отримуємо рівняння, яке містить 

дві суми
00 00

Σ «Ss(s - 1Г~2 -Σ as(2s +1 - ε)ξ5 = 0 . (4.16)
s=0 s=0

У першій сумі два перших доданки тотожно рівні нулю, а підсумову
вання починається із члена з s = 2. Враховуючи цю обставину, можна 

перетворити цю суму на вигляд, подібний другій сумі. Для цього спо

чатку зробимо в першій сумі формальну заміну індексу s -> s ', а по
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тім зворотну заміну у вигляді підстановки s' = s + 2 . Після таких пере

творень рівняння (4.16) матиме вигляд співвідношення
00
Σ  {as+2(s + 2)(s +1) -as[2s +1 - ε)}ξ5 = 0 , (4.17)
s=0

яке має виконуватися за всіх значень координати -оо < ξ < сю. Таку 

умову можна виконати, якщо відповідна комбінація коефіцієнтів у 
фігурних дужках тотожно дорівнює нулю. Із цієї умови отримаємо 
рекурентне співвідношення між коефіцієнтами ряду (4.15):

2S + 1-8 ,. , . ,
а ч+2 = -------- а„ . (4.18)

8+2 (s + l)(s + 2) 5 1 1

Це рекурентне співвідношення дозволяє виразити всі парні коефіціє

нти a2s через а0 , а непарні a2s+1 - через аг.

Легко впевнитись, що загальні розв'язки (4.13) і (4.15) у будь-якій си
метричній потенціальній ямі мають містити тільки парні або тільки не
парні степені координати. Для цього зауважимо, що хвильову функцію 
(4.13) завжди можна представити як суму парної та непарної функцій

Ψ(ξ) = /2{^0(ξ) +

т )  = ао + α2ξ2 + α4ξ4 + ···> І Ш  = а-1 + αξ2 + α3ξ4 +...

У цьому розкладі ряди .Ρ0(ξ) і ^(ξ) є парними функціями.

Якщо врахувати, що в симетричній ямі ймовірність перебування 
частинки в різних місцях ями є парною функцією координати

І Ψ(ξ) |2=| Ψ(-ξ) |2 , то з цієї умови випливає вимога

І + ξ^(ξ) N  F0K ) - ξ^(-ξ) Η  ^ο(ξ)- ξ^(ξ) I . (4.20)

Вимога (4.20) може бути виконаною лише тоді, коли ^ (ξ ) ф 0, ^ (ξ) s 0 

або ^0(ξ) = 0, ^ (ξ) ф 0 . Цей результат свідчить, що стан частинки в 

будь-якій симетричній потенціальній ямі може описуватися або пар
ними, або непарними функціями. Будь-який із цих розв'язків може 
залежати, після використання (4.18), тільки від одного коефіцієнта: 

парні від а0 , а  непарні від ах. Формально розв'язок рівняння (4.7) на 

цьому можна вважати закінченим, але отримані розв'язки ще не є 
власними функціями. Необхідно додатково перевірити, чи задоволь
няють вони необхідні умови, зокрема умову скінченності.
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Із вигляду рекурентного співвідношення (4.18) випливає, що при s »  1 

виконується співвідношення as+2 /as = 2 /s . Безпосередня перевірка по

казує, що такий самий вираз bs+2/bs = 2 /s  справедливий для співвідно

шення сусідніх коефіцієнтів для розкладу у степеневий ряд функції:
е2 к4 es eS+2

εχρ(ξ2) = 1 + — + —  + ... + — —  + —  ---- + ... (4.21)
’ 1! 2 ! (s /2)! ((s/2) + l)!

Однаковий вираз для рекурентних співвідношень функцій (4.15) і
(4.21) свідчить про те, що в області ξ —» ±оо відбувається асимптотич

не наближення /(ξ) -> εχρ(ξ2) , яке приводить до асимптотичного ви

гляду загальної хвильової функції (4.13) Ψ(ξ) -> Се^ 12 у цій області. 

Оскільки ця функція розходиться при ξ -> ±оо, то вона не може бути 

власною функцією. Цей результат є очікуваним і його вже отримано 
при окремому аналізі розв'язків асимптотичного рівняння (4.11).

Для забезпечення скінченності хвильової функції ψ(ξ) при ξ -» ±оо , 

необхідно забезпечити умови перетворення нескінченного степенево
го ряду (4.15) у скінченний багаточлен. Прямий аналіз структури ре
курентного співвідношення (4.18) показує, що таке перетворення мож
ливе, якщо хоча б один із коефіцієнтів цього ряду буде дорівнювати 
нулю. Оскільки всі наступні коефіцієнти ряду виражаються через 
будь-який попередній, то це приведе до рівності нулю всіх наступних 
коефіцієнтів. Для такого обриву ряду та відповідного забезпечення 
скінченності хвильової функції ψ(ξ) необхідно виконання умови

ε = 2η + 1, η = 0,1,2,... (4.22)

ТІ

У цьому випадку функція /(ξ) матиме вигляд полінома /(ξ) = ^  a j f
s=0

з максимальною степенем хп незалежної змінної. У математиці такий 

поліном зі зв'язком коефіцієнтів у формі рекурентного співвідношен

ня (4.15) as+2 /a s = 2(s-n)/(s + l)(s + 2) був досліджений задовго до йо

го використання у квантовій механіці. Його називають поліномом
П

Ерм іта /(ξ) = α5ξδ ξ  Н п (ξ) і визначають диференційним співвідно-
s=0

шенням, яке приводить до степеневого ряду
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Ηη(ξ) = (-

(4.23)

(2ξ)η η (η  ~~ 1) (2ξ)η~2 I n (n ~ 1)(f l ~ 2 )(r l ~ 3 ) ( g ^ - 4

Остаточний вираз для власної хвильової функції (4.13)

Ψη(ξ) = ΟηΗη(ξ)β~̂  ! 2 можна знайти після визначення коефіцієнта 

нормування

Сп =С\нІ(Х/х0)е-*Іх°?сЬсГ1І2=\- * . (4.24)
1  \хоП\2п^п

Він має вигляд

Ψη(ξ) = ΟηΗη(ξ)β-^2. (4.25)

Власні функції ψη (ξ) є дійсними і взаємно ортогональними

00

/  ̂ η(χ/Χο)ψ τη(χ /Χο)άχ = 8пт. (4.26)
—00

Умова (4.22) визначає ті власні значення енергії гармонічного ос
цилятора

Еп - (п + 1/2)Йсо, п - 0,1,2,..., (4.27)

за яких усі відповідні розв'язки рівнянь (4.9) і (4.10) будуть власними 
функціями. Видно, що спектр рівнів енергії гармонічного осцилятора 

є еквідистантним, причому найнижчий рівень енергії Е0 = йсо/ 2 від

мінний від нуля.

Наведемо явний вигляд Ψ η(ξ) і |Ψη(ξ)|2 для кількох найнижчих 

станів

Ψ 0(ξ) = Ο0β-ξ2/ 2, |Ψ 0(ξ)|2= С 02е ^ \

Ψ,(ξ) = Φ σ0)ξβ-ζ2/2, I ψ^ξ) \2= 2 I С0 I2 ξ2β-ξ2, (4.28)

Ψ2(ξ) = 2C0(i--j=№  + -j=)e-?/2 , |Ψ2(ξ)|2=4| C0 I2 fc2 ~ ± )V *2 .

Графіки функцій | Ψη(ξ) |2 для цих станів представлені на рис. 4.2.
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Рис. 4.2. Розподіл густини ймовірності локалізації частинки 
на різних рівнях квантованого руху в параболічному потенціалі

Аналіз явного вигляду поліномів Ерміта показує, що кількість нулів 

відповідної хвильової функції Ψη(ξ) дорівнює квантовому номеру цьо

го рівня. Ці результати також випливають з наведених прикладів для 

Ψη(ξ) і з даних, представлених на рис. 4.2. З  отриманих результатів 

випливає дуже істотна відмінність характеристик гармонічного осци
лятора, обчислених на основі рівняння Шредінгера від аналогічних ха
рактеристик, знайдених вище на основі класичного рівняння руху.

Немає сумніву у справедливості квантово-механічного опису для 
мікрочастинок у суттєво квантовій області (для найнижчих рівнів 
енергії). Так само немає підстав сумніватися у справедливості класич
ного опису для макроскопічного осцилятора. Згідно з принципом від
повідності квантово-механічний опис має асимптотично переходити 
в класичний при збільшенні енергії частинки, що відповідає збіль

шенню номера квантового рівня. Покажемо, що такий перехід 
справді існує:

а) для класичного опису дискретність дозволених рівнів енергії від
сутня. При квантово-механічному описі відносна дискретність рівнів 

необмежено зменшується при переході до макроскопічних параметрів

η = Еп+1——  = — -> 0 при п -> оо ; (4.29)
Еп п
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б) вираз для класичної густини ймовірності має вигляд 

WKл = 1 /απ-у/1 - (x /a f (див. рис. 4.1) і на перший погляд принципово

відрізняється від квантово-механічного аналога W^  =|Ψη(χ)|2 (див. 

рис. 4.2), для якого характерна наявність кількох просторових мак
симумів і мінімумів нулів). Більш детальний аналіз показує, що при 
зростанні номера рівня просторова структура інтенсивності хви

льової функції | Ψη(χ) |2 змінюється, тобто виникають нові максиму

ми та мінімуми.

Кількість нулів функції І Ψη (х) |2 дорівнює номеру рівня η . При

п »  1 кількість просторових осциляцій величини І Ψη(χ) І2 стає настіль

ки великою, що вони практично зливаються. Це приводить до перет

ворення осцилюючої функції І Ψ„(χ) |2 на усереднену функцію 

<|Ψη(χ)|2>, вигляд якої повністю збігається з класичною густиною 

ймовірності Wj^ = 1 / απ-y/l - (х/ а )2 (рис. 4.3).

<|Ψ„(χ)|2>-> η »  1 

|Ψη(χ)|2> η »  1

Ε-, η »  1

X

Ο

Рис. 4.3. Схема "перетворення" квантово-механічної густини 

ймовірності WKB =| Ψη(χ) f  на класичну = Ι / α π ^ / ΐ - (х f a ) 2 
пря переході до великих квантових чисел
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Таким чином, у гармонічному осциляторі, як і в інших квантових сис
темах, виконується принцип відповідності - переходу квантово-меха
нічного опису явища до класичного при зростанні параметрів системи.

4.3. Нульова енергія гармонічного осцилятора 
і співвідношення невизначеностей Гейзенберга

Наявність відмінної від нуля мінімальної енергії будь-якої кванто
во-механічної системи є наслідком корпускулярно-хвильового дуаліз
му і, внаслідок цього, величина такої енергії має узгоджуватися зі 
співвідношенням невизначеностей, яке в полі симетричного парабо-

0 0 о
лічного потенціалу має вигляд (< р х >< х >)>h / 4 . Загальний вираз 

для енергії гармонічного осцилятора визначається формулою

E ^ T + V ^  + ̂ - .  (4.30)
2m 2

За фіксованої величини Е ця енергія не залежить від координати та 
імпульсу частинки й залишається незмінною, якщо провести усеред
нення правої частини формули (4.30):

r- г- <Рх>  тсо2 < х2 > „н£  = < £ > =_ Ώ — +---------. 4.31
2т  2

Л

Якщо замінити в цій формулі дисперсію імпульсу < р х > на величину

( h2/4  < х2 < (< р 2 >), яка не перевищує < р 2 >, то вираз (4.31)

перетвориться на нерівність

E > ---,4.32)
2т < х > 2

Мінімум правої частини цієї формули відповідає оптимальній диспер
сії координати

< χ2 >опт =  7Г~~  · (4-33)2 ти

£ тіп=йш/2. (4.34)

Для такої дисперсії із формули (4.31) знаходимо
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Проведене обчислення показує, що мінімальна енергія частинки в 
гармонічному осциляторі є прямим наслідком співвідношення неви
значеностей Гейзенберга і точно збігається з оцінкою, яка базується

на граничному значенні (< р 2 >< х2 >)min =h2 / 4 цього співвідношен

ня. Слід зауважити, що такий результат справедливий лише для па

раболічного потенціалу.

Контрольні запитання

1. Як залежить частота класичних коливань частинки в параболічному 
потенціалі з фіксованою амплітудою від маси частинки та амплітуди потен
ціалу за однакової ширини ями?

2. Хвильова функція частинки в основному стані в гармонічному осцилято
рі відмінна від нуля для будь-якого значного відхилення від положення рівно
ваги. Як це узгоджується зі співвідношенням невизначеностей Гейзенберга?

3. Як співвідноситься енергія переходу між сусідніми рівнями в гармонічно
му осциляторі з частотою класичних коливань у тій самій системі?

Література: [1], § 47; [2], § 20.
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Розділ II

ФОРМ А ЛЬН ИЙ  АПАРАТ ОП И СУ 

СТАЦ ІОНАРНИХ І НЕСТАЦ ІОНАРНИХ 

П РОЦ ЕСІВ  ТА СИСТЕМ  

У  КВАНТОВІЙ М ЕХАНІЦІ

§ 5. Постулати квантової механіки. 

Загальні співвідношення невизначеностей 

Г ейзенберга—Робертсона 

та Шредінгера—Робертсона

5.1. Постулати квантової механіки

Розглянуті вище моделі та системи, а також методи їх адекватного 
опису, наочно демонструють особливості динаміки мікрочастинок і 
важливість використання ймовірнісної інтерпретації. Водночас все це 
поки не об'єднано спільним ідейно-розрахунковим апаратом, а пред
ставляє собою набір певних правил до конкретних задач. Такий під
хід був характерним на початковому етапі розвитку квантової теорії.
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При першому ознайомленні з квантовою механікою він необхідний 
для з'ясування деяких принципових відмінностей опису та аналізу 
явищ мікросвіту від опису явищ, характерних для макроскопічних 
систем. Без такого попереднього вступу перехід до побудови формалі
зованого математичного апарату квантової механіки був би пов'яза
ний з багатьма суто ідейними перешкодами. Перейдемо до розгляду 
загальних положень.

Квантова механіка базується на системі постулатів, як і є ф о р 
малізованим відображенням реальних явищ  і об'єктів.

П ост у л ат  1. Кожному стану фізичної системи відповідає функція 
стану (хвильова функція) Ψ(<2) , яка з максимально можливою повно

тою  описує цей стан. Нічого іншого, окрім того, що м істить хвильова 
функція, ми не можемо знати про цю систему.

П остул ат  2. Кожній фізичній величині у квантовій механіці ставить

ся у відповідність лінійний самоспряжений (ермітовий) оператор L .
П ост ул ат  3. Співвідношення м іж конкретною фізичною величи

ною L т а  її оператором L визначається з умови рівності експеримен
тально виміряного середнього значення цієї величини в даній системі і 
розрахованого середнього значення (розрахованого математичного 
очікування), яке визначається дією

< Ьексп > ^ <  Ьрозр >= jV L T d q . (5.1)

Проаналізуємо ці постулати, у яких базовими поняттями є: стан фізи
чної системи, його хвильова функція та поняття оператора фізичної 
величини.

У символічному вигляді зіставлення між станом фізичної системи 
та хвильовою функцією Ψ(^) представлено на рис. 5.1, а. Ця функція 

має зміст амплітуди ймовірності, у силу чого вона є скінченною, не
перервною, квадратично інтегрованою та нормованою. У ряді випад
ків можуть бути додаткові умови. Наприклад, у симетричному відно
сно інверсії координати потенціальному полі V(r) = V(-r) імовірність 

локалізації в симетричних точках ±х буде однаковою, тобто функція 

|Ψ(γ)|2 має бути парною. З  умови | Ψ(-γ) |2=| Ψ(γ) |2 випливає, що 

Ψ(-γ ) = βίβΨ(Γ) , де β - дійсна фаза. При повторній інверсії координати

маємо е2ір =1, що відповідає умові еі(3 =±1. Цей результат свідчить, 
що в симетричному (відносно початку координат) потенціальному по
лі хвильова функція частинки може бути тільки парною або непар

ною: Ψ(-γ) = ±Ψ(γ).
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Зв'язок між різними станами базується на фундаментальному 
принципі квантової механіки - принципі суперпозиції. У стислій формі 
він складається з двох тверджень:

• якщо довільна квантова система може перебувати у станах, які 

описуються різними ХВИЛЬОВИМИ функціями Ч/і(<3),'ї/2(<?)»'ї'з((?Ь··· >

то вона може також перебувати у стані Ψ(ς) = У  οηΨη(<?), який є лі-
С

нійною суперпозицією цих функцій;
• функції Ψη(<2) та οΨη^ )  описують один і той самий стан системи. 

Завдяки цьому принципу існує можливість інтерференції різних 
станів.

ЛЛЛЛг*

ψ  а)

ί ψ  =  φ б)

Рис. 5.1. Схематичне зображення правил відповідності м іж станом реальної 

фізичної системи та дією  щодо конкретної ф ізичної величини L у ній

і математичним відображенням хвильової функції ц ієї системи Ψ  (а) 

та оператором L , який відповідає цій фізичній величині (б)

Під фізичною величиною будемо розуміти величину, яку можна 
виміряти в експерименті. У реальному світі фізичних об'єктів і явищ у 
кожній із фізичних систем можна виконувати певні операції, пов'я
зані з конкретною фізичною величиною. Унаслідок таких операцій 
відбувається зміна цієї системи. У символічному вигляді цей процес 
зображено в лівій частині рис. 5.1, б.

Формалізованою мовою апарату квантової механіки можна сказати, 
що конкретній фізичній величині L ставиться у відповідність оператор 

L , а процедура зміни стану фізичної системи Ψ(ς) під дією цього опе

ратора з перетворенням її на інший стан q>(g) зображається рівнянням

LW(q) = φ(<2) . (5.2)

Це зіставлення зображено в правій частині рис. 5.1, б.
З'ясуємо умови, які стосуються правила введення оператора фізич

ної величини. Насамперед визначимо поняття оператора. Оператор - 
це сукупність математичних правил, дій, процедур, операцій, за до

65



Квантова механіка та її використання у прикладній фізиці

помогою яких одній функції (Ψ) ставиться у відповідність інша (φ). 

Таким чином, рівність (5.2) є означенням змісту конкретного опера

тора L . Дуже важливою є та обставина, що кожній фізичній величині 
можна поставити у відповідність єдиний оператор, отже, явний вид 
цього оператора може бути визначений у простій фізичній системі, а 
далі використаний без обмежень.

Поняття оператора опосередковано було використано вище в п. 2.2 
при розгляді співвідношення невизначеностей Гейзенберга, де було 
показано, що формальна заміна однієї компоненти імпульсу р х час

тинки на символічну операцію

р х =-ЇП—  (5.3, а)
дх

не змінює результатів розрахунку, але значно спрощує процедуру об
числення таких середніх величин, як середній імпульс і дисперсія ім
пульсу. Таким чином, можна вважати, що ця величина й є операто
ром однієї компоненти імпульсу.

Іншим прикладом є оператор координати

х = х , (5.3, б)

який, як видно з процедури визначення дисперсії координати (2.17), 
збігається із самою координатою. Причина, згідно з якою деякі з опе
раторів можуть збігатися із самою величиною, та умови, коли це від
бувається, будуть з'ясовані далі.

Продовжимо розгляд правил введення операторів фізичних вели
чин. Оператор є лінійним, якщо виконується умова

£ χ ο ηΨπ(ς)= Χ οηΪΨ „(? ). (5.4)
п п

Лінійність операторів фізичних величин забезпечує виконання прин

ципу суперпозиції. Наприклад, оператор L - уГ  не є лінійним і немає 
такої фізичної величини, якій можна поставити його у відповідність. 
Водночас оператори р х та х  є лінійними.

Існують певні правила алгебри операторів. Оператори можна дода
вати (віднімати) і множити. Сума двох або більшої кількості операто

рів L = y^ Lk визначається з умови однакової дії суми операторів 
к

і сумарного оператора L на одну й ту саму функцію
к

ЬЩ Ч) = ^ І ^ ( Ч). 
к 
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Множення операторів L = LnLm...Lk визначається як процедура послі

довної дії операторів Ln,Lm,...,Lk , починаючи з того оператора Lk , 

який розташований безпосередньо перед функцією Ψ(ς) і діє на неї:

[ЇМ] L nq ) = 4  ( 4  (...(4Ψ (9)))) - LnLm...Lkn q ) .

Результат дії будь-якої пари операторів може залежати від порядку 
їх дії на функцію, тобто від порядку їх розташування при множенні 
операторів. Для того, щоб врахувати цю обставину, використовується 

різниця дії двох операторів L і Μ , розташованих у різному порядку 

(LM -MLf¥(q). Така комбінація операторів називається комутатором  

операторів і позначається виразом

[LM] = (LM - ML). (5.5)

Оператори називаються комутуючими, якщо результат їх дії на до

вільну хвильову функцію дорівнює нулю [LM}4,{q) = 0 , а  некомутуючи- 

ми, якщо [LMf¥(q) ф 0 . У символічній формі зимова комутації має вигляд 

[LM] = 0 . Оператори (5.3, а,б) не комутують між собою, a їх комутатор 

дорівнює величині [хрх] = ih . Процедури ділення на оператор не існує.

Таким чином, використовуючи правила алгебри операторів, можна 
виконувати найпростіші алгебраїчні дії, і знаючи одні оператори, які 
відповідають "простим" фізичним величинам (напр., координаті, ім
пульсу тощо), можна отримувати інші оператори, які в класичному 
вигляді відповідають складній комбінації цих "простих" величин. За
вдяки цьому побудову операторів складних фізичних величин можна 
здійснювати не на основі незручного для практичного використання 
загального співвідношення (5.1), а за допомогою перетворення склад
ного за структурою класичного виразу цієї величини, яке містить у 
собі, наприклад, різні комбінації більш простих величин, оператори 
яких ми знаємо. Наприклад, оператор повного імпульсу будується з 
операторів типу (5.3, а) при використанні правила додавання

Р = ехРх + еуРу + ezPz = ~ihV ■ (5·6)

Аналогічним чином на основі класичних виразів для кінетичної, 
потенціальної та повної енергії (остання в консервативних системах 
збігається із функцією Гамільтона Н ) будуються оператори цих вели

чин (у т. ч. відповідний оператор Гамільтона Н ):

2 - й2 h2
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V(r)->V(r)^V(r),

h2
E = T + V->H  = T + V = --- Δ +V. (5.7)

2 m

Інколи при такій побудові операторів, які відповідають складним ф і
зичним величинам, можуть виникати труднощі, пов'язані з тим, що в 
класичному виразі F(L) величина L , яку треба ототожнити з опера

тором L , розташована таким чином, що її не можна безпосередньо 
або однозначно перетворити на оператор.

Наприклад, при перетворенні функції F = c /L  пряма заміна L -> L 

і F  -» F - с / L є некоректною, оскільки процедури ділення на опера

тор не існує. Коректною в даному випадку є така послідовність пере
творень: спочатку привести класичний вираз F(L) до вигляду, який 

містить лише дозволені дії (додавання, віднімання та множення), а 

потім перейти до підстановки операторів F(L) -» F(L) . Найпростішим 

методом початкового приведення F(L) до такого вигляду, який має 

тільки три дозволені операції, є розклад F(L) у нескінченний ряд Тей- 

лора за степенями A - L з наступною заміною L -» L :

F(L) - c /L - c /{A - (A -  L)} =

00 00
= (€/Α)Σ  (1 - L /А Г  -> F(L) = (с/Л)]Г (1 - L /A f .

п=0 п=0

Інший приклад відповідає тому випадку, коли вихідний класичний 
вираз містить величини, які при переході до операторної форми не 

комутують між собою (напр., функція F = ехр(ірхх / Н)). Очевидно, як

що в класичному виразі можна без вагань робити заміну р хх <-» хрх , то 

при переході до операторної форми це приведе до принципово різних 
виразів. Коректний шлях переходу до операторної форми полягає в 
тому, що треба ще в класичному виразі зробити такі перетворення, які 
знімають поставлене питання про порядок розташування при переході 
до операторів. Правильним кроком є така заміна:

F = ехр(г -> F  = ехр(г + **)χ).
2 h 2 Η

Ще одна умова, яку містить другий постулат, вимагає, щоб опера
тор фізичної величини був самоспряженим (ермітовим). У формалізо
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ваному вигляді цю умову можна записати у форм і такого інтеграль
ного рівняння:

j ^ n(q)L(q)Wm(q)dq = /ψ„ι(ς)Γ (q ^ M d q f . (5.8)

v v

Зміст цієї вимоги полягає в тому, що середні та власні значення будь- 
якої фізичної величини, які обчислюються у квантовій механіці за 
допомогою операторів, будуть дійсними (не комплексними, тобто без 
уявної частини) величинами тільки при виконанні (5.8). Ця вимога є 
необхідною, оскільки саме середні та власні значення, які безпосеред
ньо вимірюються в експериментах, завжди є дійсними величинами. 
Зокрема, ця умова обгрунтовує розглянуту вище необхідність заміни 

невизначеного порядку розташування величин р хх <-* хрх при побу

дові відповідних операторів на симетризований порядок розташу

вання (рхх + хрх)/2  . Це пов'язано з тим, що оператори р хх  та хрх не 

є самоспряженими, а оператор р хх + хрх є самоспряженим.

Завдяки (5.8) середні значення, які обчислюють за допомогою (5.1), 
є дійсними величинами, для цього необхідне виконання рівності

< L >=(< L >)*. Для доведення даного твердження спочатку запишемо 

вирази для < L > та (< L >)*:

< L >= Ji|/(q)‘ L(q^(q)dq , (< L >)* - jV(<?)L {qh>*{q)dq . (5.9)

Із співвідношень (5.9) знаходимо, що необхідна вимога <L>= (<L>) 

існує лише за виконання умови самоспряженості (5.8), у якій врахо

вано конкретну заміну ψη(q) = ym(q) = ψ(<?) ·

5.2. Рівняння для визначення власних функцій 
і власних значень операторів фізичних величин

Співвідношення (5.1) визначає правило обчислення середніх зна
чень тих довільних фізичних величин, які представлені оператором 

L . Припустимо, що ми досліджуємо величину М (їй відповідає опе

ратор М) у конкретній фізичній системі. В експериментах важливе
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значення мають як середні значення < М > (перший початковий мо- 

мент) і < М > (другий початковий момент), так і

< (AM)2 >=< (М- < М >)2 >=< М2 > -(< М  >)2 >
(другий центральний момент або дисперсія).

Введемо оператор квадрата абсолютної похибки (AM)2 =(М-< М >)2.

Якщо покласти в (5.1) L = (ΑΜ)2, то отримаємо вираз для визначення 

дисперсії величини М :

< (ΑΜ)2 >= |ψ(<2)* (AM)2y(q)dq. (5.10)

Вводячи на підставі означення оператора (5.2) тимчасову заміну 

AM4l(q) = u(q) і використовуючи умову самоспряженості (5.8), поетап

но перетворимо (5.10), а саме:

< (AM)2 >= jV(q)* AMu(q)dq =

~ (5Л1> 
= ju(q)AM y(q)*dq = Jj u(q) \2dq = J| (M- < M  >)\|/(q) |dq > 0,

що підтверджує невід'ємність дисперсії < (AM)2 >.

Формули (5.10) і (5.11) дозволяють обчислити дисперсію величини 
Μ , якщо вона вимірюється в експериментах з похибкою. Зауважимо, 
що йдеться не про "апаратну" похибку, пов'язану з технікою експери
менту, а про фундаментальну невизначеність цієї величини, пов'яза
ну, зокрема, зі співвідношенням невизначеностей.

Виникає питання: за якої умови конкретна величина М  набуває 
строго визначеного значення (або кілька визначених значень) і може 
бути виміряною без похибок? Очевидно, що такій умові відповідають 
співвідношення

<(ДМ)2 >=0, < М > = М .  (5.12)

Виходячи з (5.11), знаходимо, що ці співвідношення еквівалентні рів

нянню І (M - M)x¥(q)\= 0 . Враховуючи, що модуль комплексної величи

ни дорівнює нулю тільки тоді, коли сама величина дорівнює нулю, ос
таточно знаходимо умову того, що задана велична М  у даній фізич
ній системі набуває строго визначеного значення

M4f(q) = M x¥(q). (5.13)

Якщо таких величин М  може бути кілька або навіть нескінченно ба
гато (але всі вони є фіксованими й набувають строго визначених зна

чень Мп), то рівняння (5.13) можна записати в еквівалентній формі

MWn(q) = MnWn(q). (5.13, а)
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Розглянемо зміст отриманого рівняння. Нехай величина М  відпо
відає повній енергії частинки E = T + V . У цьому випадку можна ви
користати отриманий вище вираз для оператора повної енергії 

M = H(<j) (оператора Гамільтона) (5.7), а рівняння (5.13, а)

H(qYYn(q) = £ Ψ η(ς») набуває вигляду

2т
A + V(q) Ψη(3 ) = £ Ψ η(9). (5.14)

Ми отримали рівняння (5.14), яке повністю збігається з рівнянням 
Шредінгера (3.3). Необхідно зазначити, що раніше рівняння 
Шредінгера було постульоване, а тепер виведене на основі загальних 
положень квантової механіки. Це рівняння тепер можна вважати рів
нянням для визначення власних функцій і власних значень оператора 
Гамільтона. Аналогічно, повторюючи всі аргументи, наведені при 
аналізі рівняння Шредінгера (3.3), ми впевнено можемо вважати 
(5.13, а) загальним рівнянням для визначення власних функцій Ψη(ς)

і власних значень Мп оператора М . Ці власні функції є:

• скінченними - Ψη(<?) |< «з;

• однозначними - Ψ„(φ) =Ψ η(φ + 2π);

• неперервними- Ψ η(ς-δ) = Ψ η(<2 + δ),δ -> 0; (5.15)

• взаємно ортогональними, квадратично інтегрованими та нор

мованими: J'F^(q)'i'm(q)dq = &пт У випадку дискретного спектра Мп

і j xi ,*p(q)x̂ P'(q)dq = δ(ρ-ρ') при неперервному спектрі Мр .

Вони утворюють повну систему функцій, за якою можна розкладати 
будь-яку функцію, що задана в тій самій фізичній системі.

Умову взаємної ортогональносгі легко довести. Для цього спочатку до- 
множимо рівняння (5.13, а) для власних функцій Ψη(ς?) на функцію

Ψ^(ςτ), а аналогічне, але комплексно спряжене рівняння для vPm(q), дом- 

ножимо на Ψ„(ςτ), а потім почленно віднімемо друге рівняння від першого:

(4)ΜΨη (q) - Ψη (q)MYm (q) = (Мп - Mm )Ψ^ (ς)Ψη (q) .

Якщо проінтегрувати цю різницю по всій області існування функцій, 
приходимо до рівності

h 'M M ^ ^ d q -  ^ n(q )M ^m(q)dq =

= (Mn -M m)jT ;(q )T n(g)d q = 0 .
(5.16)
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Рівність нулю цього рівняння забезпечується за рахунок того, що лівій 
частині (5.16) відповідає умова самоспряженості (5.8). Із рівності ну
лю правої частини (5.16) одразу випливає умова взаємної ортогональ
ності (5.15).

5.3. Співвідношення невизначеностей 
Гейзенберга — Робертсона для довільних 
фізичних величин

Отримані співвідношення (5.1) і (5.9) дозволяють знаходити серед
нє значення та дисперсію (тобто перший - початковий і другий - 
центральний моменти) будь-якої фізичної величини L у стані, який 
характеризується хвильовою функцією Ψ(<?), що не є власного функ

цією оператора L цієї величини. Ці моменти, згідно з першим посту
латом, мають збігатися з результатами прямих експериментальних 
досліджень. Виникає обгрунтоване питання: як процес вимірювань 
дисперсії однієї величини (М) впливає на вимірювання дисперсію 
іншої величини (L)? Причина такого впливу була розглянута вище. 
Вона полягає в тому, що вимірювання величини М  неконтрольова- 
ним чином спотворює хвильову функцію системи Ψ(ςτ) , що веде до 

зміни результатів при вимірюванні L .
За допомогою введеного формалізму операторів фізичних величин 

вищенаведену задачу можна розв'язати в загальному вигляді. Для 
цього необхідно знайти добуток дисперсій (5.11) двох величин

< (AM)2 > < (AL)2 > = fu  (q)u(q) dq fv (q)v(q) dq, ^

u(q) = (M -<M  >)ψ(ς), v(q) = (L-<L  >)ψ(ς).

Зв'язок цього співвідношення з комутатором операторів величин L і 
М  встановив у 1929 ρ. Г. Робертсон. Він використав умову очевидної 
невід'ємності допоміжного виразу

G = J| au(q) + iv(q) fdq  > 0  (5.18)

як інтегралу від невід'ємної величини. У цьому виразі u(q) і v(q) - до

вільні функції. Аналізуючи (5.18), Робертсон прийняв, що а - довіль
ний дійсний параметр.
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Якщо розгорнути підінтегральний вираз у (5.18), то отримаємо 
квадратну нерівність відносно а :

G = a2A+ aB + C > 0 ,  (5.19)

де

А = fu(q)u(q)dq,B = {і f(и (q)v(q)-u(q)v* {q))dq},

І * (5·2°) 
C = )v (q)v{q)dq.

У нерівності (5.19) можна виділити повний квадрат

В
G = A\ а  + —  

2 А
+ С 

4 А
> 0 . (5.21)

З аналізу (5.20) видно, що А > 0 . Величина В  є дійсною, а її квадрат 
для зручності можна замінити виразом

В 2 =| В \2=\j(u (q)v(q)-u(q)v*(q))dq . (5.22)

Умова невід'ємності (5.21) має виконуватися за будь-яких значень 
а  (у т. ч. при а  = -В /2А  , що відповідає рівності нулю виразу в пер

ших дужках). Для забезпечення цієї вимоги, необхідно, щоб викону

валась умова С>  В 2 / 4А , яка відповідає нерівності

ju{q)u(q)dqju(q)v(q)dq>~ j{u (q)v(q)- u{q)v (q))dq\ . (5.23)

Цю нерівність називають нерівністю Шварца. Вона справедлива для 
довільних функцій u(q) і v(q). Ліва частина цієї нерівності дорівнює

добутку дисперсій < (AL)2 > < [AM)2 > . Інтеграл у правій частині нерів

ності після використання означень u(q) і v(q) (5.17) набуває вигляду 

суми шести інтегралів:

J(и (q)v(q) - u(q)v (q))dq =

= |(Μ*Ψ*(ς))Ζψ(<2)<2<2 - < Μ > jY(q)L4>(q)dq-

-<L>  \x¥{q)M*^(q)dq- Γ(ΜΨ(ς))£Γψ*{q)dq +

r r (5·24)
+ < Μ > |ψ(<2)ίΓψ*(<?)<ίς + < L > jW*{q)M4>(q)dq.
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Бачимо, що другий і п'ятий та, відповідно, третій і шостий інтеграли 

в (5.24) попарно задовольняють умову самоспряженості операторів L 

та М  (5.8), а  їх різниці унаслідок цього дорівнюють нулю. Використо
вуючи умову самоспряженості, легко перетворити перший і четвер
тий інтеграли на симетричний вигляд:

j(M>*(q))(LW(q))dq = \(ΖΨ(4))Μ*Ψ* (q)dq = ^ Μ ί ψ *  (q)dq,

|(МТ(д))Гт*(д)гід = (q)LMW(q)dq .

Враховуючи ці перетворення, приходимо до остаточного вигляду не
рівності (5.23)

(< (AL)2 >)(< (AM)2 >) >|| fo*(q)(LM-MLf¥*(q)dq |2. (5.25)
4 J

Цю нерівність можна перетворити до більш компактної форми

(< (AL)2 >)(< (AM)2 >)= aMaL >^\< [LM] >|2, (5.25, а)

якщо врахувати, що інтеграл у правій частині (5.25) визначає середнє 
значення комбінації величин LM - ML , яка є їх комутатором. Із цих спів

відношень, зокрема при L = χ,Μ = р х , що відповідає [LM] = [Щ  = іП, ви

пливає співвідношення невизначеностей Гейзенберга (2.31) 

σχσΡχ /4 . Ці нерівності називають загальними співвідношеннями

невизначеностей, або співвідношеннями невизначеностей Гейзенбер
га - Робертсона. Звідси випливає, що дві фізичні величини L і М  мо
жуть мати точно визначені значення тільки тоді, коли їх оператори 

комутують між собою і [LM] = 0 .

Умову комутативності операторів можна отримати із рівняння для 
визначення власних функцій і власних значень (5.13, а). Справді, для 
того, щоб існував стан, у якому величини L і М одночасно мають 
точно визначені значення, необхідно, щоб у цьому стані для обох ве

личин одночасно виконувалися співвідношення < (AL)2 >= 0 і

< (АМ) >= 0. Як було показано, такі умови можуть виконуватися ли

ше тоді, коли хвильова функція цього стану Ψη(<?) є одночасно влас

ного функцією обох операторі L і М :

M'¥n(q) = Mn'¥n(q),

L ^ n(q) = Ln^ n(q).
(5.26)
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Якщо на обидві частини першого з рівнянь (5.26) подіяти оператором 

L , а на друге рівняння - оператором Μ , а  потім почленно відняти 
праві та ліві частини отриманих рівнянь, то отримаємо рівняння

m .4 n(q)-LW¥n{q) ^ (LMYPJq) о  (MnLn -LnM JT n(q) = 0 ,

яке визначає передумову [LM] = 0 того, щоб функція Ψη(ς) була влас

ного функцією як L , так і М .

5.4. Співвідношення невизначеностей 
Шредінгера — Робертсона для довільних фізичних 
величин. Корельовані стани фізичної системи

Отримане вище загальне співвідношення невизначеностей (або 
співвідношення Гейзенберга - Робертсона) (5.25) і (5.25, а) дозволяє 
дослідити зв'язок між довільними величинами L та М і визначити 
взаємний вплив при їх вимірюванні. У випадку L = χ , М = р х воно 

зводиться до добре відомого співвідношення невизначеностей Гейзен

берга σχσΡι > /г2 /4  для дисперсій координати та імпульсу й є своєрід

ним аналогом добре відомих у фізиці коливань співвідношень між ро
зміром локалізації хвильового пакета в координатному просторі та 
його спектром у просторі хвильових чисел або між тривалістю пакета 
та його частотним спектром.

Детальний аналіз показує, що можливе додаткове уточнення спів
відношення невизначеностей Гейзенберга - Робертсона, яке за пев
них умов істотно змінює як вигляд цього співвідношення, так і інтер
претацію отриманих з нього результатів. Для цього повторимо розра
хунок з п. 5.3, але зробимо його більш загальним. Утворимо добуток 
дисперсій величин L і М (5.17), які обчислюються з використанням

операторів дисперсій (ΑΜ)2 - (Μ- < М  >)2 та (AL)2 = (L- < L >)2:

< (АМ)2 > < (AL)2 > = ju  (q)u(q)dq jV  (q)v(q)dq,

u(q) = {Μ-<Μ  >)ψ(ς), v(q) = (L- < L >)Ψ(ς).

Зробимо оцінку цього добутку, використовуючи допоміжний вираз
00

G = JI pu(q) + iv(q) |2 dq > 0, β = β' + ψ . (5.27)
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Він відрізняється від (5.18) тим, що довільний параметр β не обмеже

ний дійсними величинами, а є комплексним. Після розгортання підін
тегральної функції (запису в явному вигляді квадрата модуля ком
плексної функції fiu(q) + iv[q)) маємо

G - (P')2 fu  udq + ίβ' f(uv  - uv* )dq +

+(β")2 fu  udq -ф' f[uv + uv*)dq + fv* vdq > 0 .
(5.28)

Можна виділити повні квадрати дійсних величин, кожний з яких міс
тить β' і β' (ці квадрати виділені фігурними дужками):

f * * ■> 2 
і (u v-uv )dq

V J--!L____________ _G = β' + -
2 J| и I2 dq

J lu I2 dq +

+
f(uv + uv* )dq 

β" + -̂-------- — J| u 12 dq + (5.29)

+Jl v I2 dq > 0 .

2 J| u |2 dq

{if(uv-uv*)dq}2 {f(uv  + uv*)dq}Q

4 J| u |2 dq 4f\u\2 dq

Оскільки вирази i f(u v — uv }dq, f(u v + uv )dq , які входять у виді

лені повні квадрати в (5.28) разом з β' і β" дійсні, то ці квадрати є 

невід'ємними. Мінімальне значення цих квадратів (йому відповідають 

конкретні величини дійсних параметрів β' і β"):

&=-if(uv-uv)dq/2f\u\2 dq , β"=- f[u v + uv*)dq/2f\u\2 dq )

дорівнює нулю. Для того, щоб початкова умова G > 0 (5.27) виконува

лась за будь-яких значень β' і β", необхідно, щоб різниця трьох останніх 

дійсних доданків у (5.29) була невід'ємною, що відповідає нерівності

f l u ?  dq J| v |2 d q > ^{ if[ u v - u v  )dq}2+ ^{f(uv  + uv*)dq}2 . (5.30)

Це співвідношення називають - узагальненою нерівністю Шварца.

Підставимо в (5.30) функції u[q) = (Μ- < Μ >)Ψ(ς) і v[q) = (L-<L >)Ψ(<?). 

Видно, що в цьому випадку вираз у лівій частині (5.30) відповідає добут-
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ку дисперсій (< (ΔL)2 >)(< (ΔΜ)2 >) . Перший доданок у правій частині не

рівності (5.30) зводиться до виразу

(1/4)| f^[q)[LM-MLf¥*(q)dq |2 .

Обидва ці вирази були обчислені вище й містяться в (5.23) та (5.24).
Розглянемо вираз, який перебуває під знаком квадрата в другому 

доданку в правій частині (5.30) і був відсутнім у (5.23) та (5.24). Після 
підстановки u[q) і v(q) , отримуємо:

-  f(uv  + uv* )dq = — {J(M**F* )L^dq- < L > J (M V  )4>dq- 
2 2
- < M > f4'*L'¥dq + < Μ >< L> fw*'¥dq + JiAPFJL*Ψ *dq - 

- < L >  f[M4,)x¥*dq - < M >  f^L  4>*dq + < M >< L > J'i^'Fdq} =

= -^{fy*MLVdq- < L >< M > - < M >< L > + < M >< L > + (5.31)

+ Jψ*LMΨdq - < L >< M > - < M >< L> + < M >< L>} =

= ̂ f xiJ*(ML + iM )'¥ dq- < M > < L >  =

ML + LM
s < ------->- < M >< L > = aLM.

Цю величину, аналогічно з класичним виразом для взаємної кореля
ційної функції для двох випадкових величин А і В  :

адв =< АВ > -< А х  В > ,

можна назвати взаємною дисперсією aML величин M  і L . Якщо пере

нести квадрат цього виразу з правої частини (5.30) у ліву і врахувати 

(5.31), то отримаємо

( ^  |< [LM] >|2
σΜσ£ ~ (σΑ&)2 = σΜσ£ χ-\-βΜ=

[νσΜσί
> I L J I  . (5.32)

Нормовану величину

’ML -  і-----  >
νσΜσζ,

r«L . (5.33)
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яка міститься в (5.32), можна назвати коефіцієнтом кореляції операто

рів L i l y  стані, який характеризується хвильовою функцією Ψ(<?). 

Можливі значення коефіцієнта кореляції лежать в інтервалі — 1 < гш  < 1. 

Враховуючи (5.33), можна привести (5.32) до вигляду

,|<[М ]>|2 
4(1 -/& )

Нерівність (5.34) називають співвідношенням невизначеностей Шре
дінгера - Робертсона. Вона є дуже істотним уточненням співвідно
шення Гейзенберга - Робертсона.

Для станів фізичної системи, які відповідають повністю некорельо- 

ваним величинам L і Μ , коли < L M > = < L x M > ,  коефіцієнт коре

ляції дорівнює нулю (гш  =0), а (5.34) зводиться до співвідношення 

невизначеностей Гейзенберга - Робертсона (5.25) та (2.25, а):

і< [LM] >|2.

Наявність часткової кореляції приводить до того, що

< LM > ф < L >< М > і 0 < rML < 1. Для цього випадку з (5.34) отримуємо

|<[LM ]>|2
m l  ^--- · (5.35)

У граничному випадку системи, яка відповідає повній кореляції
, л

величин L і Μ , маємо гш  —»1, а  співвідношення невизначеностей 

набуває принципово іншого вигляду

aMaL ->oo. (5.36)

Для координати та імпульсу частинки співвідношення невизначенос
тей Шредінгера - Робертсона (5.35) має вигляд

й2
σχσ ρ > ---- —  . (5.37)

' 4(1 - 4 , )

Фізична причина зміни співвідношення невизначеності (5.33) зі 

зміною коефіцієнта кореляції rML полягає в появі зв'язку між взаєм

ною кореляцією різних фізичних величин і тими флуктуаційними 
збуреннями системи, які відбуваються при вимірюванні однієї вели
чини і впливають на вимірювання іншої. При зростанні ступеня ко

реляції цей вплив зростає і при —>1 стає необмежено значним.
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Хвильову функцію корельованих станів можна знайти, виходячи з 

вимоги < LM > ф < L >< М > . У конкретній фізичній системі її можна 

представити як суперпозицію власних функцій Ψη(ς,ί) цієї системи. 

Наприклад, у параболічному потенціалі хвильова функція, у якій опе
ратори координати та імпульсу перебувають у корельованому стані з 

конкретним коефіцієнтом кореляції ГХРх ф  0  , має вигляд

ґ λΊ

Ψ(χ) =
1

exp
πσν 4σ,

ir,ΧΡχ (5.38)

При гхр = 0 ця функція перетворюється на когерентний гауссовий 

пакет, для якого кореляція повністю відсутня і справедлива умова 

σχσρ = Й2 / 4 , а при | гхр̂  |-> 1 вона відповідає максимально корельо

ваному стану, для якого σχ -» оо, σ ρ  ̂ -» оо .

Корельовані стани мають велике значення, наприклад, для збіль
шення прозорості кулонівського потенціального бар'єра у фізиці ядер
них реакцій за низької температури.

Контрольні запитання

1. Для чого необхідний принцип суперпозиції і які наслідки були б за його 
відсутності?

2. Чи виконується співвідношення невизначеностей Гейзенберга для вла
сних станів?

3. Яке зі співвідношень невизначеностей (Гейзенберга - Робертсона чи 
Шредінгера - Робертсона) виконується для основного стану гармонічного ос
цилятора?

Література: [1], § 18-25; [2], § 7,10; [3], § 1,2.

Додаткова література: [II], [V].
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§ 6. Нестаціонарне рівняння Шредінгера 

та еволюція характеристик квантової системи

6.1. Нестаціонарне рівняння Шредінгера

Проведений вище аналіз специфіки квантового опису явищ мікро
світу не враховував зміни стану системи із часом і стосувався тільки 
стаціонарних систем (хоча хвильова функція таких систем явно за
лежала від часу, наприклад, це стосувалося хвиль де Бройля для віль
ного руху). Нашою метою є отримання, дослідження та використання 
рівняння еволюції хвильової функції, яке враховує залежність від ча
су. Побудова такого рівняння буде базуватись як на постулатах кван
тової механіки, так і на порівнянні достовірних даних експериментів. 
Наведемо деякі аргументи, які допоможуть це зробити.

Із першого постулату квантової механіки випливає, що вся можлива 
інформація про стан квантової системи (у т. ч. інформація про зміну 
хвильової функції системи зі зміною часу) містить хвильова функція 

Ψ(Ρ,ί), яка описує цей стан. Іншими словами, знаючи Ψ(Ρ,ί0) у будь- 

який конкретний момент часу t0, можна знайти Ψ(Ρ,ί) у довільний мо

мент часу t . Із цього постулату випливають два важливих висновки:

• з того факту, що для визначення Ψ(Ρ,ί) у довільний момент ча

су t достатньо знати Ψ(Ρ,ί0) у будь-який конкретний момент часу 

t0, випливає, що рівняння еволюції має містити лише похідну 

першого порядку за t (за наявності в рівнянні похідних вищих по
рядків для його розв'язку необхідно знати не тільки саму функцію 
Ψ(Γ,ί0), але й похідні від неї);

• оскільки вся можлива інформація про зміну функції Ψ(Ρ,ί) зі 

зміною часу (у т. ч. інформація про вигляд і зміну із часом її похід

ної 5Ψ(Ρ,ί)/5ί) міститься в самій функції, то її можна отримати за

допомогою дії певного оператора еволюції А на Ψ(Ρ,ί), що в сим

волічному вигляді відповідає рівнянню
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Вид оператора еволюції А може бути визначений (постульований), 
якщо знайти його, виходити з вигляду хвильової функції для вільного 
руху (хвилі де Бройля):

Ψ(Ρ,ΐ) = С exp {i(pr - Et) / й} .

Застосовуючи (6.1) до цієї функції, отримуємо

^Ψ(Γ,ί) = _ ^  (62)

dt h

Якщо перейти до операторної форми запису фізичних величин (зо

крема, замінити енергію Е  оператором Гамільтона Н) і вважати, що 
це рівняння справедливе не тільки для вільного руху або руху в одно
рідному полі, але й за наявності неоднорідної та нестаціонарної потен

ціальної енергії, для якої H  = H(r,t)), то рівняння (6.2) набуде остато

чного вигляду

ifid^ r>t) = Η(Ρ,ί)Ψ(Ρ,£). (6.3)
dt

Це рівняння називають нестаціонарним рівнянням Шредінгера.

З урахуванням явного вигляду оператора Гамільтона Н  (5.7) його 
можна переписати в розгорнутому вигляді

i h ^ - ^ l  = ~— ΔΨ(Γ,ί) + 7(Ρ,ί)Ψ(Γ,ί). (6.4)
dt 2т

Із формальної точки зору рівняння (6.4) є рівнянням у частинних по
хідних другого порядку зі змінними коефіцієнтами. Для його розв'яз

ку необхідно задати одну початкову та дві граничні умови для Ψ(Ρ,ί). 

Зауважимо, що серед тих, хто тільки починає вивчати квантову ме
ханіку, часто складається враження, що квантова механіка - це нау
ка, яка, на відміну від класичної фізики, де всі розв'язки детерміно
вані, має справу тільки з імовірнісними характеристиками. Це вра
ження хибне. Як доказ можна навести аналіз (6.4).

Отриманий розв'язок (6.4) дозволяє, знаючи початкову та граничні 

умови, знайти Ψ(Ρ,ί) у будь-якій точці простору в довільно віддалений 

момент часу. Із цього випливає, що Ψ(Ρ,ί) є повністю детермінованою 

функцією, а ймовірнісні характеристики стосуються лише її інтерп

ретації як амплітуди ймовірності.
Знайдемо розв'язок нестаціонарного рівняння Шредінгера для ста

ціонарного випадку, коли оператор Гамільтона Й(г) у рівнянні (6.3)
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не залежить від часу. Застосуємо метод розділення змінних. Будемо 
шукати розв'язок у вигляді функції

'¥(r,t) = R(r)T(t). (6.5)

Підставивши (6.5) у (6.3), а  потім розділивши отримане рівняння на
(6.5), маємо

dT(t)

m  т п  1 1

Перша і друга частини рівності (6 .6) залежать від різних змінних, то
му для її виконання необхідно, щоб обидва вирази дорівнювали ста
лому параметру а (параметру розділення). Якщо зіставити ці вирази
з параметром α , то нестаціонарне рівняння (6 .3 ) поділяється на два 
диференційні рівняння. Перше з них має вигляд стаціонарного рів

няння Шредінгера (5.14) H(r)R(r) = aR(r), у якому функція R(r) є однією

з власних функцій ^ (г )  = Т п(г) стаціонарного оператора Гамільтона 

Н(г) і відповідає одному з власних значень а  = Еп. Використовуючи 

таке значення параметра поділу α , залежна від часу частина рівнян
ня (6 .6) набуває вигляду рівняння першого порядку відносно t :

ІП^ = ЕпТ{І)’ (6·7)

яке має розв'язок

V

T{t) = exp - i- ^ t . (6 .8)
η

Остаточний розв'язок нестаціонарного рівняння Шредінгера для 
стаціонарного випадку, коли система має конкретну енергію Еп, від

повідає хвильовій функції

Ψη(Γ,ί) = Ψη(Γ)6χρ ■Еп -І —— t 
h

(6.9)
J

Із (6.9) видно, хвильова функція Ψη(?,ί), яка є розв'язком нестаціонар

ного рівняння Шредінгера у випадку стаціонарної системи, є узагаль
ненням хвилі де Бройля, яка відповідає вільному руху частинки (у 
цьому випадку Ψ„(Ρ) = Aexp{ipnr / h)). Також видно, що хвильова функ

ція конкретного стаціонарного стану є нестаціонарною й осцилює із 
частотою, яка відповідає енергії стану.
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У загальному випадку, виходячи з принципу суперпозиції, хвильо
ва функція стаціонарної системи має вигляд

W ,t )  = Σ β ηΨη(Γ )« φ ί- ϊ^ ί 1 · (6·10)
V Л  >П 4 У

Оскільки фізичний зміст має лише інтенсивність хвильової функції

І Ψη(Γ,ί)|2=| Ψη(Γ) I2 , яка не залежить від часу, то це не приводить до 

парадоксів. Загальний розв'язок (6.4) залежить від початкової умови 
Ψ(γ,Ο). В и х о д я ч и  із загального вигляду хвильової функції (6.10), мож

на запропонувати метод знаходження розв'язку (6.4), який базується 

на використанні функції Гріна.
Якщо в (6.10) покласти t = 0 , то отримане рівняння

Ψ(γ,0) = Σ < Λ ( γ) (6.11)
П

дозволяє знайти коефіцієнти сп. Для цього помножимо (6.10) на функ

цію Ψ^(γ) і проінтегруємо отримане рівняння по всій області змінної.

Якщо врахувати ортогональність власних функцій Ψ„(γ) , то отримаємо

ст = /ψ;(Γ)Ψ(Γ,0)<ίν\ (6.12)

Підставляючи цей вираз у (6.10), знаходимо

Ψ(Γ,ί) = Σ ( / ψ η(Πνί,(':',0)6ί^')ψη(Γ)6χρ . (6.13)
ті  ̂ '

Якщо ввести функцію Гріна системи, яка описується оператором 

Гамільтона H(r,t) (6.3)

0 (Γ,Γ,,ί) = Σ ψ η(ΠΨη(Π β χ ρ ί- ϊ^ ί , (б·14)
п ^ '

то з (6.13) отримаємо вираз

Ψ(Γ,ί) = jG(r,f',tf¥(r',0)dV ' , (6.15)

який визначає розв'язок рівняння (6.4) на основі довільної початкової 

умови.
Підставляючи (6.15) у (6.3) маємо: функція Гріна задовольняє не

стаціонарне рівняння Шредінгера

ih dG(r,r ,t) = H(r,t)G(r,r',t) . (6.16)
dt
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Якщо покласти в (6.15) ί = 0 , то отримаємо співвідношення

Ψ(γ, 0) = jG (r, r', 0)Ψ(Γ, 0)dV ', (6.17)

аналізуючи яке, видно, що

G(r,r',0) = 5(r-r'). (6.18)

Рівняння для функції G(r,r',0) випливає з (6.14), якщо покласти t = 0 :

σ(Γ,Γ',ο) = Σ ψ » (η ψ Λ(Π, (6.19)
η

Прирівнюючи (6.17) і (6.18), знаходимо

χ ψ *η(Γ')Ψη(Γ) = δ(Γ-Γ'). (6 .20)
П

Ця умова є доказом повноти системи власних функцій.

6.2. Рівняння неперервності та закон збереження 
кількості частинок у квантовій механіці

На основі (6.4) можна отримати деякі корисні співвідношення. З а
пишемо нестаціонарне рівняння Шредінгера для функції Ψ , а  також

аналогічне комплексно спряжене рівняння для Ψ *. Перше помножи

мо н аТ *, а друге - на Ψ (подіємо лівою та правою частинами відпо

відного рівняння на Ψ* та Ψ):

А -  =
dt

.  5Ψ* 
ій——  Ψ = 

dt

i  h2
---(ΔΨ)Ψ* +ν(Ρ)ΨΨ

ν 2т  у
Ґ  . ο  \

^-(ΔΨ*) + ̂ (γ)Ψ* 
ν 2т  у

Ψ.

Далі почленно віднімемо друге із цих рівнянь від першого, тоді отри
маємо рівняння

+ — ν(ψνψ* - ψ*νψ) = 0 . (6 .21)
2 m

При отриманні (6.21) використано рівність

(ΨΔΨ* - Ψ*ΔΨ)=ν(ψνψ* - ψ*νψ)

і враховано, що Ψ*Ϊ?(γ)Ψ = Ψ ^(γ)Ψ .
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Якщо врахувати, що дужка в лівій частині (6.21) відповідає похід

ній за часом від іустини ймовірності | Ψ(Γ,ί) |2 = р , і ввести вектор

ih
j  = —  (ψνψ* - ψ*νψ), (6 .22)

2 m

вигляд якого визначається градієнтом функцій Ψ* і ψ , то рівняння
(6 .2 1) набуде вигляду рівняння неперервності

| j + v j = 0, (6.23)

яке широко використовується в електродинаміці, гідродинаміці та 
інших розділах фізики. Зокрема, в електродинаміці це рівняння по
в'язує густину розподілу електричного заряду ре і густину електрич

ного струму (фактично густину потоку розподіленого заряду) ]е . У да

ному випадку воно пов'язує хустину ймовірності локалізації частинки 

І Ψ(Ρ,ί) |2=р з густиною потоку ймовірності j  (6.22). Ці дві величини 

характеризують тільки просторово-нестаціонарні зміни ймовірнісного 
закону розподілу частинки (або системи частинок) і не враховують 
фізичні характеристики, які пов'язані з цими частинками (напр., їх 
заряд). Якщо, наприклад, частинка має електричний заряд q, то гус

тина електричного заряду та хустина електричного струму, пов'язані з 
цією частинкою, мають вигляд

Pe =qp(r,t) = q\ xi,{r,t)\2,

Je =φ(Γ,ί)^^.{ψ(Γ,ί)νψ*(Γ,ί)-Ψ*(Γ,ί)νψ(Γ,ί)}. (6.24)
2т

Відповідно, якщо нас цікавлять характеристики, пов'язані з пере
несенням маси, то густина розподілу маси й густина потоку, який пе
реносить розподілену масу, мають вигляд

Pm =mp(r,t)sm\'i'(r,t) |2,

L  =^7(Γ,ί)^-^{ψ(Γ,ί)νψ*(Γ,ί)-Ψ*(Γ,ί)νψ(Γ,ί)}. (6.25)

З означення (6.22) випливає, що j(r,t) = 0 у випадку, коли T(r,i) є 

дійсною функцією. Цей результат показує, що під час руху частинки з 
енергією Ε , яка менша від висоти потенціального бар’єра V , в облас
ті бар'єра направленого потоку частинок немає (у цій області хвильо
ва функція є дійсною).
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Із рівняння неперервності (6.23) випливає закон збереження повної 
ймовірності (а в більш широкому розумінні - закон збереження кіль
кості частинок) у нерелятивістській квантовій механіці. Для його до
ведення проінтегруємо це рівняння за об'ємом V і врахуємо теорему 
Гаусса, яка дозволяє замінити інтегрування за об'ємом V на інтегру
вання по поверхні S , яка обмежує цей об'єм з відповідною зміною 

підінтегральної функції:

д_
dt

Jp(r,t)dv = - jv jdv  - -(J jf id S , (6.26)

де ή - вектор зовнішньої нормалі до поверхні S .
Якщо розширити об'єм до розмірів всього простору (У -> сю), то інтег

рування в правій частині ( 6 . 2 6 ) буде проводитись по поверхні, розташо
ваній на нескінченності. Якщо врахувати, що при такому інтегруванні 

необхідно використовувати величину j{r,t), яка відповідає нескінченно 

віддаленій поверхні, і тому дорівнює нулю, через умови
Ψ ( γ  - »  о о )  - >  0 , ν ψ  0 , то рівність ( 6 . 2 6 ) зводиться до співвідношення

A  J p(r,t)dv^dW{rdet V’t) =  0, ( 6 . 2 7 , а )

V  -»00

яке доводить закон збереження повної ймовірності розміщення час
тинки в усьому просторі. Якщо йдеться про систему частинок і 

W(r є ν', ί) ~ N , то з (6 . 2 7 , а) випливає закон збереження кількості час

тинок у нерелятивістській квантовій механіці

6Ν
^ -  =  0 . ( 6 . 2 7 , 6 )

dt

6.3. Рівняння руху для операторів фізичних величин

У математичному апараті квантової механіки хвильова функція 

Ψ(Γ,ί) та оператор L є головними об'єктами для розрахунків. Отри

мане нестаціонарне рівняння Шредінгера - це рівняння руху хвильо
вої функцій, яке дозволяє досліджувати її еволюцію.

Аналогічним чином для дослідження еволюції операторів можна 
отримати рівняння руху для них. Будемо виходити з третього посту
лату квантової механіки, який встановлює правило введення опера-
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торів конкретних фізичних величин L(q,t) - »  L(q,t). Середнє значення 

величини L(q,t) обчислюється за допомогою співвідношення (5.1):

<  L(t) >= | ψ * ( ς - , ί ) £ ( ς , ί ) ψ ( ς ί , ί ) ( ί ς  .
Візьмемо повну похідну від < L(t)> за часом

d < L >  = f +  + ( 6 . 2 8 |

dt J I  dt dt dt j
Відповідні похідні від хвильової функції, які містяться в підінтеграль- 
ному виразі в (6.28), можуть бути замінені виразами

» = ± й * , I f i V .dt ih dt ih
які відповідають нестаціонарному рівнянню Шредінгера. Після такої 
заміни отримаємо рівняння

----- = ίψ* — Vdq + — ( [ψ*£#ψ<ί<3 - f(H V )L 'Fdq) . (6.29)dt J dt гй  v J J )
Перетворимо останній інтеграл таким чином, щоб структура підінтег- 
ральних виразу в ньому була подібна до аналогічної структури двох 
перших інтегралів. Для цього спочатку в підінтегральному виразі по

міняємо місцями дві функції = Η*Ψ* <-» φ2 = £ψ  , а потім до перет

вореного інтегралу

| (р 2 срі dq = ̂ (ίψ)Η*Ψ* dq
застосуємо умову самоспряженості

JcpzH'V'dq =  jy'iitpzdq s jV H LT dq  .

Після такого перетворення рівняння (6.29) набуває остаточного ви
гляду

d < L> r*ldL 1
= jV  f 1 + \ {LH-HL)Wdq . (6.30)dt J [dt ih J

d< L>
:є знаити величину ----- ,

dt
середнього значення величини L(q,t) у даному стані.

. „ d <  L >
Це рівняння дозволяє знаити величину ----- , яка є похідною від

dt
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dL
З іншого боку, якби нам був відомий оператор — , то на основі

dt
співвідношення (5.1) можна було б знайти середнє значення похідної 
від тієї самої величини L(q,t):

dL с * di* 1Т. Ί

<6·31'

Оскільки в кожному з рівнянь (6.30) і (6.31) операції усереднення 
за координатою та диференціювання за часом належать до різних не
залежних змінних, то можна вважати, що їх можна міняти місцями. 
Це відповідає умові

dL d < L >
< —  >=

dt dt

Із рівності лівих частин (6.31) і (6.32) випливає співвідношення

(6.32)

dL dL 1 rf Гг1
■ 5 Г а Г й |ш1' <6·33'

яке є рівнянням руху для оператора L(q,t)

6.4. Теорема Еренфеста. 
Квантові рівняння Ньютона

Отримаємо рівняння руху для найбільш простих операторів - і  і

1C ·

8Рх

А · Яу
Рх · Ці оператори не містять у явному вигляді час, для них —  = 0 і

dt

dt
■ = 0 , а рівняння руху мають загальний вигляд

dx 1 ,—fi., dpx 1 r „ ~

(6-34)
Q

Виходячи з явного вигляду операторів χ = х i px =-ih— , а також
dx

вигляду оператора Гамільтона Н  = — — Δ + V(x), легко знайти відповід-
2т

ні комутатори
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[ш ]  = £__, [рхн\ = -т —, (6.35)

а також отримати рівняння руху для оператора координати

= vx (6.36)
dx ih d _ px dx

dt mdx m dt 

та імпульсу

&  = = Fx . (6.37)
dt dx 1 '

(JX ^
У (6.26) введений оператор швидкості —  = ϋχ , а в (6.37) - оператор

dt

s dV . .
сили Fx = --- , які є повними аналогами відповідних виразів для

dx
швидкості та сили в класичній фізиці.

Рівняння (6.36) і (6.37) за своєю структурою є повним аналогом рів
нянь Гамільтона з класичної механіки. їх називають теоремою Ерен
ф еста  і на їх основі встановлюють правило побудови квантових рів
нянь руху методом заміни відповідних класичних виразів їх опера- 
торними аналогами. Якщо провести усереднення цих рівнянь, то 
отримаємо рівняння для середньої швидкості

< vx >=К Р* > (6.36, а)
т

та імпульсу

d =<FX >, (6.37, α)
dt

які збігаються з відповідними класичними рівняннями.
Отримані результати та явний вигляд рівнянь (6.35), (6.36) і 

(6.35, а), (6.36, а) дають наочну відповідь на запитання, як і вини
кають при вивченні квантової механіки:

• які з рівнянь є більш загальними - рівняння Шредінгера з кван
тової механіки чи рівняння Ньютона (другий закон Ньютона), або 
рівноцінні рівняння Гамільтона з класичної механіки?

• чи можна з рівняння Шредінгера отримати рівняння Ньютона? 
Відповідь очевидна - із рівнянь квантової механіки безпосередньо 
отримують рівняння класичної механіки, зокрема, із рівняння 
Шредінгера можна отримати рівняння Ньютона та Гамільтона.
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6.5. Інтеграли руху у квантовій механіці

Інтегралами руху у квантовій механіці (як і в класичній фізиці) 
називаються величини, які не змінюються із часом. Конкретна вели

чина L буде інтегралом руху, якщо відповідний їй оператор L задо
вольняє рівняння

(6.38)
at dt ih

Якщо оператор L явно не залежить від часу і —  = 0 , то відповідна
dt

величина L буде інтегралом руху, коли її оператор комутує з операто
ром Гамільтона.

Виходячи з процедури визначення середніх величин (5.1) і беручи 
до уваги рівність (6.32), знаходимо, що альтернативою до означення 
інтегралу руху (6.38) є умова

^ - 0 .  (6.39)

Відповідь на питання про те, які конкретні величини, що характе
ризують стан частинки, є інтегралами руху, залежить від виду сило
вого поля (потенціальної енергії V), у якому перебуває частинка. 

Розглянемо два найбільш важливих приклади силового поля:

а) інтеграли руху в однорідному полі V = V0 = const. Легко впевни

тись, що в однорідному полі оператор імпульсу р  комутує з операто- 

- р 2
ром Гамільтона Н  = —— ьУ0, тобто є інтегралом руху. Цей результат

2т
одразу випливає з вигляду відповідного комутатора 

[р,Н] = [р,р2 /2т ]+ [p,V0] і тієї обставини, що оператор імпульсу р

комутує як з р п, так і зі сталою величиною V0 .

Оскільки оператор Гамільтона завжди комутує сам із собою, то ін
шим інтегралом руху є енергія. Зазвичай для цього необхідно, щоб 
оператор Гамільтона явно не залежав від часу, що відповідає консер
вативній системі. Інших інтегралів руху в однорідному полі немає.

Важливо зазначити, що поява інтегралів руху відображає певну 
симетрію системи. Зокрема, незалежність енергії системи від часу ві
дображає симетрію відносно довільного зсуву за часом. Відсутність 
такої симетрії може призводити до явної залежності від часу, і тому
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дН
до результату-- * 0 , який веде до порушення основної умови (6.38) і

dt
до того, що енергія не буде інтегралом руху. Такий результат буде, 
наприклад, у неконсервативних системах.

Подібна обставина стосується також закону збереження імпульсу, 
який випливає з однорідності простору. Цей результат легко підтверди

ти, якщо ввести оператор трансляції AR , що визначається рівнянням

Α^Ψ(Ρ) = Ψ(γ + R ). (6.40)

Явний вигляд цього оператора легко знайти, якщо розкласти функцію 

Ψ(γ + R) у ряд Тейлора в околі точки r :

Ψ(Ρ + R) = У  ^ Ь ? ( г )  = β^Ψ (Γ), (6.41)
η I

n=0 η ·
а потім згорнути отриманий ряд операторів у вигляді експоненти з

показником RV = —Rp. З отриманого розрахунку випливає, що опе- 
Й

ратор трансляції має вигляд

- ^ { iR / n ) n ^n
AR = e h = £  ·ν-..L- ' -pn . (6.42)

η=0 η ·

Для того, щоб зсув системи на довільний вектор R не змінював енер
гію системи, необхідно, щоб оператор трансляції (6.42) комутував з опе

ратором Гамільтона, а це можливо лише тоді, коли оператор р п комутує

з Я  і [рпН] = 0 . Із цієї умови випливає закон збереження імпульсу;

б) інтеграли руху в полі центральної сили V(r). В атомній фізиці ве

лике значення має сферично-симетрична взаємодія, яка описується по
тенціальною енергією V(r) і залежить тільки від абсолютного значення

вектора r Η η - r2 І, що з'єднує дві точки силового поля й не залежить від

просторової орієнтації цього вектора у вибраній системі координат. Це є 
полем центральної сили, або центральне поле. Такому полю найбільш 
адекватно відповідає сферична система координат (рис. 6 .1).

Перехід між декартовою r-{x,y,z} і сферичною r = {r, θ, φ} систе

мами координат відповідає замінам змінних:
х - rs in 0cosφ,

у — rsin0sintp, (6.43)

z - r cos θ.
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Z

Отримаємо оператори деяких фізичних величин, які є найбільш адап
тованими до розгляду задач у сферичній системі координат. Як відомо з 

класичної механіки, вектор моменту імпульсу L = [г р\ відіграє важливу 

роль у задачах про рух у полі центральної сили. Введемо оператор 

L = [гр], який у декартовій і сферичній системах має три компоненти:

F ~ - ч -t & ^  . д  , _ д .
Lx=yPz~ zPy =Щ г —  -у —  ) = ift(smq>—  + ctg0cosq>—-),

" ду dz δθ δφ

4 = ζΡχ - xpz = Щ х-f-~ΖΤ~) = -ій(созφ ~ ~ ctg0sin(p^-),
" dz дх δθ δφ

4  =*Py- yPz = = ~іп^  · (6-44)

Прямою підстановкою (6.44) (із використанням виразів у декартовій 

системі та з урахуванням комутатора [qpq \ = ih) переконуємось, що

комутатори різних компонент оператора L описуються співвідно
шеннями

[ 4 4  ] = і*4  > [ 4 4  ] - ^ 4  > [ 4 4  ] =г^ 4  · (6.45)

Звідси випливає, що немає такої фізичної системи, де різні компонен
ти моменту імпульсу набувають точно визначених значень, тобто мо
жуть бути виміряні без похибок.

Аналогічно можна ввести оператор квадрата моменту імпульсу
-2 -о 2̂
L = Lx +Ly + Lx , який у сферичній системі координат має вигляд
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l?= - h 2
і  д . . й д . і  дг 

s in0 δθ δθ sin2 θ δφ2
(6.46)

Використовуючи (6.45) легко переконатись, що оператор L2 комутує з 

усіма компонентами моменту імпульсу Ц :

[IJ}] = 0 . (6.47)

Оператор кінетичної енергії при переході до сферичної системи коор
динат набуває вигляду

Г = -— А = 
2т

h2 1 d f д Ί

(Ν4C

! 1 d ί

2m r2 dr  ̂ dr) 2 mr2 sin0 дв {
sin0 д

+ ■
дд) sin θ δφ

(6.48)

Порівняння (6.46) і (6.48) показує, що кутова частина оператора Т 

пропорційна оператору L2 , що дозволяє записати (6.48) у компакт

ному вигляді

Т = Тт(г) +
2 mr.2 ’

Тт{г)
2m r2 dr dr

(6.49)

У цьому виразі оператор Tr(r) відповідає радіальній частині оператора 

Гамільтона. Відповідним чином можна записати оператор Гамільтона

Я  = Гг(г) +
І?

2 т ґ
■ + V(r), (6.50)

Використовуючи отримані вирази, з'ясуємо, які з розглянутих ве
личин є інтегралами руху в полі центральної сили. Враховуючи те, що 

оператори всіх компонент моменту імпульсу L, (6.44) у сферичній сис

темі залежать тільки від кутових змінних, і тому комутують з Тг(г), а 

також, беручи до уваги співвідношення (6.47), очевидно, що будь-яка 

з компонент моменту імпульсу £,· комутує з трьома складовими опе

ратора Гамільтона (6.50):

[ЦН] = 0 . (6.51)

Згідно з умовою (6.36) усі компоненти моменту імпульсу Li є інтегра

лами руху в полі центральної сили. Інтегралом руху є також квадрат
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моменту імпульсу, оскільки оператор L2 також комутує з трьома 
складовими оператора Гамільтона (6.50).

Третім інтегралом руху, як у будь-якій консервативній системі, є 
енергія. Зазначимо про одну дуже важливу обставину. Зі співвідно

шення [ЦН] = 0 (6.51) випливає, що всі три компоненти L,· є інтегра

лами руху. Водночас із системи співвідношень (6.35) можна зробити 

висновок, що немає системи, де різні компоненти Lx,Ly і Lz можуть

одночасно мати точно визначені значення. Ці співвідношення узго

джуються тільки для однієї компоненти L ,. Далі все залежить від того, 

до якої з компонент адаптована конкретна задача. Якщо це компоне
нта L j, то Lj і Lk (і ф j  * к )  будуть невизначеними.

Надалі для зручності, виходячи з того, що оператор Lz (6.44) має 

найбільш простий вигляд, приймемо, що строго визначеною компо
нентою моменту імпульсу та інтегралом руху є Lz . Це відповідає умо

ві, що вісь oz буде віссю квантування. Увесь подальший аналіз буде 
адаптований до цієї умови.

Контрольні запитання.

1. Чи можна виміряти частоту коливань хвильової функції у власному та 
суперпозиційному станах?

2. Як зміниться хвильова функція частинки в одномірній періодичній 
системі при її зсуві на п кроків вправо або вліво?

3. Які величини є інтегралами руху в системі, яка містить однорідне сило
ве поле і сферично-симетричний потенціал?

Література·. [1], § 28-30; [2], § 14-17.
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Розділ III

РУХ ЧАСТИНОК  

У  ПОЛІ Ц ЕНТРАЛЬНОЇ СИЛИ

§ 7. Рух частинки в полі центральної сили. 

Рівняння Шредінгера 

та радіальний рух електрона в атомі

7.1. Загальний розв’язок рівняння Шредінгера 
для кутової частини хвильової функції 
в полі центральної сили

Аналіз руху частинок у полі центральної сили був однією з причин, 
яка обумовила створення квантової механіки. Стан будь-якої системи 
можна класифікувати, базуючись на величинах інтегралів руху. Для 
цього насамперед необхідно знайти всі розв'язки стаціонарного рів
няння Шредінгера

Η(Γ,θ,φ)Ψ(Γ,θ,φ) = £Ψ(Γ,θ,φ), Η(Γ,θ,φ) = f r(r) + + V(r), (7.1)
2mr
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що визначає спектр рівнів енергії, яка є інтегралом руху. Оскільки
(7.1) є рівнянням у частинних похідних другого порядку зі змінними 
коефіцієнтами, то в загальному випадку його розв'язок є надзвичайно 
складною задачею.

Іншими інтегралами руху є момент імпульсу, квадрат якого визна
чається з рівняння

Ζ?(θ,φ)7(θ,φ) = ί,2Υ(θ,φ), (7.2)

і проекція цього моменту Lz , величина якого визначається з рівняння

Lz(ф)Ф(ф) = - i h ^ ·  = ΣζΦ(φ) . (7.3)
οφ

Оскільки оператор Гамільтона Й(г,В, φ) комутує з операторами
~~~

L (θ,φ) і Lz (φ), то вони мають спільну систему власних функцій (за

звичай щодо спільних змінних). Така умова може виконуватися тіль
ки тоді, коли більш складна функція від N змінних містить більш 
просту функцію від N -І змінної у вигляді співмножника

Ψ(Γ,θ,φ) = tf(r)7(0,cp), Υ (θ,φ) = Θ(θ)Φ(φ)). (7.4)

Виходячи з цього, очевидно, що розв'язки системи рівнянь (7.1) - (7.3) 
слід знаходити шляхом поетапного аналізу цих рівнянь, починаючи з 
найбільш простого рівняння (7.3). Після його розв'язання отриману 
функцію Φ(φ) слід використати для визначення функції Θ(θ) із (7.2). 

Нарешті, використовуючи отриманий при цьому вираз для 
У (θ,φ) = Θ(θ)Φ(φ), можна перетворити рівняння в частинних похідних

(7.1) на звичайне рівняння з радіальною змінною для визначення ра
діальної частини функції Ψ(Γ,θ,φ) = і?(г)У(0,ср), яка відповідає конкрет

ному виду центрального поля V(r).

Розв'язок рівняння (7.3), який задовольняє умову однозначності 
Φ(φ) = Φ(φ ± 2π) і є нормованим на інтервалі 0 < φ < 2π , має вигляд

Фт (ср) = Lz - mh, m = 0,±1,±2,... (7.5)
V 2π

Цей розв'язок є власною функцією оператора Lz і відповідає власно

му значенню Lz (7.5), яке визначає можливі значення проекції моме

нту імпульсу на вісь z . Його величина залежить від магнітного кван

тового числа т .  Після підстановки функції (θ,φ) = 0(0)eim<p у (7.2), 

воно перетворюється на рівняння
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д ( . τη2 І Л L2
- sm 0—

sin0<9$v S0 .
. 2 η ( ©(θ) = λΘ(θ), λ = —j  · (7.6)

sin θ Й

Функцію Θ(θ) шукатимемо у вигляді нескінченного ряду

И  оо

0(0) = (1 - cos2 Θ) 2 Σ  bv cosv0 . (7.7)
v=0

Після підстановки цього ряду в (7.7) отримаємо рівняння
00
]Tcvcosv0 = O, cv ={bv+2(v + 2)(v + l)-bv((v + l)v-^)}, (7.8)
v=0

яке може задовольнятись для всіх кутів 0 < 0 < π тільки за умови 

cv = 0 . Із цієї умови знаходимо рекурентне співвідношення для кое

фіцієнтів послідовних членів ряду (7.7):

Ь „ 2 = К  (V + 1|V~X . (7-9)
(ν + 2)(ν + 1)

Співвідношення (7.7) і (7.9) відповідають формальному розв'язку 

рівняння (7.6) - за допомогою (7.9) усі коефіцієнти fov можна вирази

ти через Ьо (для парної функції 0 (0) = 0 (-0))) або через (для непар

ної функції 0 (0) = -θ(-θ)), а  b0 та bj можна знайти з умови норму

вання. Для того, щоб функція 0(0) була власною, необхідно, щоб вона 

задовольняла відповідні умови. Для перевірки скінченності розв'язку 

(7.7) розглянемо асимптотичну поведінку коефіцієнтів bv при v »  1. Із 

(7.9) отримуємо

bv+2 / b v U i^ l ·  (7-Ю)

Із (7.7) випливає, що ряд, у якому виконується умова (7.10), при 
певних кутах може розходитись (зокрема, це відбувається при т  = 0 ,
0 = 0). Вимога скінченності (7.7) може бути виконаною, якщо пара
метр λ у формулі (7.9) має вигляд виразу λ = 1(1 +1), у якому І = 1,2,3... 

За такої умови нескінченний ряд (7.7) обривається й перетворюється 

на багаточлен з максимальним степенем vmax = І . Ця умова відпові

дає власним значенням

L2 =h2l(l + l), 1 = 0,1,2,... (7.11)

оператора L у рівнянні (7.2), величина яких визначається орбіталь
ними квантовими числами І .
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Хвильова функція

Н  і
Θ(θ) = (1 - cos2 θ) 2 £  bv cosv0 = i f 1 (cos θ), (7.12)

v=0

яка відповідає власним значенням λ = Ζ(Ζ + 1) рівняння (7.6), добре ві

дома в математичній фізиці спеціальною функцією - приєднаним по
ліномом Лежандра.

Після нормування в межах всього тілесного кута

J  Ylm(Q><PWl'm'(e>y)dO· = δπ·δ mm'
4π

отримуємо остаточний вигляд для хвильової функції

Υ^(θ,φ) = ЩтР Г (COS 0)е'тф, Nlm = В е Е Щ Ж  ; (7 13)
\ 4π(Ζ+ І m І)!

яка є власного функцією оператора І? і відповідає власним значен
ням (7.11) і водночас є кутовою частиною власної функції
Ψ(ί%θ,φ) = i?(r)Y(0,<p) оператора Гамільтона в полі центральної сили V{r) 

у рівнянні Шредінгера (7.1). Цю функцію називають сферичною функ
цією, або сферичною гармонікою.

З умови невід'ємності факторіала {І-1 т  |)! у підкореневому виразі 

в (7.13) отримуємо співвідношення між орбітальним і магнітним кван
товими числами

|m|<Z: т  = -1,-1+ 1,-1 +2,...,1. (7.14)

Наведемо явний вигляд кількох сферичних функції

Υ 00(θ,φ) = - ^ = ,
V 4π

cos0, Υ1±1(θ,φ) = +J—  sin0e±i<p, (7.15)
V 8π

Υ20(θ,φ) = ̂ ( 1 - 3 ο ο 8 2θ),

Υ2±ι(0,φ) = + Jp^cos0sin0e±2!ip, Υ2±2(θ>φ) = - & η 2 θβ±2ίφ,
ν οπ V 32π

які відповідають найменшим квантовим числам.
Відповідно до (7.11) абсолютна величина вектора моменту імпульсу

частинки в центральному полі має значення L = yjl(l +1 )h,l = 0,1,2,...
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Ці значення перевищують абсолютну величину проекції вектора мо

менту імпульсу Lz = mh,m = 0,±l,...,±l. Така умова означає, що вектор

L може мати лише певні дискретні орієнтації відносно осі z . Це яви
ще називають просторовим квантуванням. Приклад просторового 
квантування моменту імпульсу для стану з 1 = 2 представлено на 
рис. 7.2. Для цього стану можливі такі значення моменту імпульсу та 

його проекцій: | L |= л/бй, Lz = 0,±h,±2h .

____________________________________________________Рух частинок у полі центральної сили

Рис. 7.2. Просторове квантування моменту імпульсу для стану з 1 = 2

7.2. Рух електрона в кулонівському полі ядра

Перейдемо до розв'язання рівняння (7.1), розглядаючи рух електрона 

Ze2
в полі ядра V(r) = ---- із зарядом Ze . Масу електрона будемо познача-

г
ти μ . Це дозволить уникнути непорозумінь, пов'язаних зі збігом позна

чення літерою т  для маси частинки та магнітного квантового числа. 

Спочатку зробимо заміну хвильової функції

щ г) = ̂ ї  (7.16)
r

і врахуємо (7.2) і (7.11). Рівняння (7.1) набуває вигляду

-— ^Ц-  + + l 'l U + V(r)U = EU  . (7.17)
2μ dr2 2μΓ
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У цьому рівнянні величина

. . .  . П2Щ +1) ~
v (r)-- і— i = Vr)

т

є ефективною потенціальною енергією, яка враховує наявність від-

_ , h2l(l +1)
центрового потенціального бар єра — -г— -, наявність якого частково

г
компенсує кулонівське притягування електрона до ядра.

Рівняння (7.17) можна додатково спростити, ввівши безрозмірну 
координату

р = —, а -  —~2 ■ (7.18)
α μβ

Після цього отримаємо рівняння

( 7 . 19|
dp р р (є / 2а) μβ

Нам необхідно знайти всі скінченні, неперервні та нормовані розв’яз
ки цього рівняння в області 0 < р < со. Спочатку знайдемо асимптотичні 

розв'язки. При р —> оо рівняння набуває асимптотичного вигляду

d2U„

dp

і має загальний розв'язок

2 ■ + eUaB= 0 (7.20)

их = + С2е~і'^р . (7.21)

У випадку ε > 0 цей розв'язок (з урахуванням (7.16)) є лінійною супер
позицією двох частинних розв’язків, які відповідають збіжним і роз
біжним хвилям, що описують стани частинки, яка рухається з не
скінченності до центра поля, і навпаки. Із погляду класичної механіки 
такі частинки рухаються по аперіодичних орбітах і не утворюють 
зв'язаних станів. Така задача характеризує вільний рух і не відпові
дає зв'язаній системі електрона та ядра.

При ε< 0  розв'язок (7.21)

Ua = q e ^ p , (7.22)

у якому враховано умову скінченності хвильової функції, відповідає ви
падку, коли ймовірність локалізації електрона дуже швидко спадає при 
збільшенні відстані від ядра. Така система характеризує зв'язаний стан,
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що відповідає атому. Другий розв'язок (υσ> -С2е ^ р) треба відкинути, 

поклавши С2 - 0 , оскільки він визначає необмежено зростаючу функ

цію, що суперечить умові, якій має відповідати власна функція.
Знайдемо розв'язок для області р -> 0 . Для цієї області рівняння

(7.19) має вигляд

d2U0 1(1 +1),
,2 -и0 = 0 (7.23)

і характеризується загальним розв'язком U0 =B 1pl+1+B2р~1. Умову 

скінченності цієї функції при р —> 0 можна забезпечити, якщо покла

сти В2 = 0 . Таким чином, поведінка хвильової функції електрона в 

околі ядра описується виразом

U0 = ВіРм  . (7.24)

Якщо врахувати цей результат, то видно, що повна хвильова функція 
електрона (7.16) в околі ядра буде характеризуватись функцією

І?0(Р) ~ р1 ■ Цей результат показує, що у стані з орбітальним квантовим 

числом І = 0 електрон може перебувати в околі ядра, і навіть усере
дині ядра (при р -» 0 імовірність локалізації відмінна від нуля). В ін

ших станах з І >0  таке неможливо.
Перейдемо до пошуку загального розв'язку рівняння (7.19). Будемо 

шукати його у вигляді функції

U(p) = І700(р)С/0(р)/(р) = β-Λ*ν+1/(ρ) · (7-25)

Підставляючи (7.25) у (7.19), отримуємо рівняння 
2

p 4 4  + 2(Z + 1 - V H p )^  + 2[z-V|7|(Z + 1)1/ = 0 . (7.26)
dp dp L J

Шукаємо його розв'язок у вигляді степеневого ряду

/ІРІ= Σ  акРк · (7.27)
к=0

Після підстановки (7.27) у (7.26), отримаємо рівняння

Σ  Цк - 1)акрк 1 + 2(1 +1) £  какрк 1 -2̂ \Г\ £  какрк +
к=0 к=0 к=0

_  00 
+2[ζ-7Μ(Ζ + 1) ] Σ α*Ρ *= 0·

(7.28)

к=0
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У перших двох сумах у (7.28) член, який відповідає к = 0 , дорівнює 

нулю, і тому ці суми починаються з к = 1. Враховуючи цю обставину, 

можна зробити заміну індексу підсумовування к -> к +1 , після чого 
(7.28) перетвориться на більш зручний вигляд

00

£ c fcpfc=0, ск ^{ак+1[к(к + 1) + 2(к + 1)(1 + 1)]-ак2\лІйГ\(1 + к + 1)-г]. (7.29) 
к=0 J

Це рівняння має виконуватися при всіх значеннях 0 < р < оо, що може 

бути лише за виконання умови ск = 0 , яка приводить до рекурентно

го співвідношення між коефіцієнтами ряду

2jT\[k + l + l-(Z/jr\)\
ак+1 ак , , , 0,, 1Ш ... · (7.30)

к{к + 1) + 2(к + 1){1 + 1)

За допомогою цього співвідношення можна визначити всі коефіцієн
ти ряду (7.27), виразивши їх через коефіцієнт Oq , я к и й  можна знайти

з умови нормування. Формально співвідношення (7.30) разом з вира
зами (7.25) - (7.27) визначає розв'язок рівняння (7.17). Для того, щоб 
цей розв'язок був власного функцією, необхідне виконання умов 
(5.15).

Простий аналіз показує, що ряд (7.27) з використанням рекурент
ного співвідношення (7.30) приводить до необмежено зростаючої хви
льової функції. У цьому легко переконатись, якщо розглянути най
більш істотні (щодо забезпечення скінченності ряду при збільшенні 
координати) члени ряду (7.27) з великими номерами к оо, для яких

lim . (7.31)
к—>со (χ  ̂ /с

Прямий розклад функції

e2#ip = £  O E L p k  {7 32)

/С!о

у ряд Тейлора показує, що при к —> оо існує таке саме рекурентне 
співвідношення між послідовними коефіцієнтами цього розкладу, як 
у (7.31), і отже, при р -» оо функція (7.27) зводиться до (7.32):

,2#|р
■"ТсК Ір—>оо

/с=0

Якщо врахувати загальний вигляд розв'язку (7.25), маємо
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C/(p)->e^pp?+1 U o o ^ « · (7.33)

Цей результат точно повторює асимптотичний розв'язок их ~ е ^ р , 

який був отриманий вище (в (7.21)) і відкинутий відповідним вибором 
коефіцієнта. Зараз такої можливості "ручної" корекції немає.

Єдина можливість забезпечити скінченність розв'язку пов'язана з 
умовою перетворення нескінченного ряду (7.27) на скінченний бага- 
точлен. Це може бути здійснено за умови, коли комбінація параметрів 

Z /yj\s~\ у чисельнику формули (7.30) є цілим натуральним числом

—β =  = η, п = 1,2,3,..., (7.34)
VIе І

яке може набувати тих самих значень, що й комбінація k + 1 + l у тому 
самому чисельнику. У цьому випадку при k +1 +1 = η ряд обривається на 

номері /Cjngx = n-Z-1 . Така умова забезпечує скінченність власної функції

(7.25) за рахунок наявності в (7.25) функції U(p) ~ , яка при р-»оо

спадає значно швидше, ніж зростає будь-який скінченний поліном. 
Поліном

/ ( ρ Η ^ α ^ ί & Υ ί ρ ) ,  (7-35)
k=0

коефіцієнти якого відповідають рекурентному співвідношенню (7.30), 
є розв’язком рівняння (7.26) і має назву узагальнений, або приєдна-

014-1
ний, поліном Лагерра Ln+l (р).

З умови (7.34) знаходимо спектр можливих значень (рівнів) енергії 
електрона в полі ядра

= ψ-, = 13,6 еВ, п = 1,2,3... (7.36)
2й п2 п2 2h

Енергія електрона залежить тільки від головного квантового числа η 
Найнижчий рівень енергії відповідає головному квантовому числу 
η = 1. Величина Ry * 13,6 еВ визначає енергію основного стану атома 

водню й має назву стала Рідберга. Між рівнями енергії можливі пе
реходи, які супроводжуються поглинанням або виділенням енергії. Як 
правило, найімовірнішими є переходи, при яких поглинаються або 
випромінюються кванти електромагнітного випромінювання (фото
ни). Частота цих фотонів відповідає величині

„  І Ek~En \ z W  1 1 Z2Ry 1 1
кп + ί ‘ 2 <2 І” ь ‘ 2 і 2 ' ’ І ' · ^ /

й 2 h п k h п к

103



Квантова механіка та її використання у прикладній фізиці

Спектр цих рівнів і приклади можливих переходів між ними наведе
но на рис. 7.3. Цим власним значенням відповідають функції 
R(r) = U(r)/r (7.16), які після переходу у виразі (7.25) для U(p) до раді

альної координати r і нормування

jK n '-)!2 r2dr = і
о

набувають остаточного вигляду

ґ п г?
Rra[r) = -

4(n -Z-1)!

п4а 3{(п +1)!}2
2Z 
--г ехр λ  т 21+1 ~~~ \Ln+l

па )

2Zr

па
(7.38)

Рис. 7.3. Спектр рівнів енергії електрона в полі ядра
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Загальна хвильова функція, яка описує просторовий стан електро
на в полі ядра із зарядом Ze , має вигляд

ΨηΖ,ηΜ,φ) - Κ„Π>-)Υίΐ71(θ,φ). (7.39)

Враховуючи умову к +1 +1 = п, к = 0,1,2,..., яка була використана при 

отриманні (7.34), знаходимо, що максимальне значення орбітально
го квантового числа 1 = 0,1,2,... (7.11) обмежене рівністю

Zmax =п-1-  /Сщіп = п -1. Таким чином, інтервал можливих значень ор

бітального І і магнітного m (7.14) квантових чисел відповідає умовам 

І = 0,1,2,...,п-1, m =-1,-1+ 1,...,1-1,1. (7.40)

Враховуючи, що енергія станів Еп залежить тільки від головного 

квантового числа η , знаходимо, що стани, які описуються хвильовою 

функцією (Γ,θ,φ) (7.38), є виродженими. Кратність виродження 

легко обчислити, якщо взяти до уваги, що при кожному значенні Ζ 

магнітне квантове число m набуває 21 + 1 значення. Підсумовуючи 

всі можливі значення І , які відповідають конкретному η , знаходимо 

вираз для кратності виродження g будь-якого рівня енергії Еп :

η-1

g = Σ  (2Z + І) = 1 + 3 + · ■■ ■■ + (л - І) = п2 . (7.41)
1=0

У спектроскопії прийнято спеціальну систему цифрово-літерних поз
начень, яка характеризує стани атомів. У цій системі за основу класи
фікації беруться орбітальні квантові числа для конкретних станів, кож
ному з яких ставиться у відповідність певний символ (певна літера):

І =0-> s, Z= l->p, Z = 2->d, Z=3->/, l = 4->g, l=5^>h ,  (7.42)

а конкретні стани називаються s -станом, p -станом тощо. Такі поз

начання є даниною історичній назві певних серій спектральних ліній 
- sharp (різка), principal (головна), diffuse (розмита), fundamental (фун

даментальна). Подальші символи є наступними (після літери / )  літе
рами латинського алфавіту. До цього символу додається (ставиться 
перед літерою) цифрове позначання головного квантового числа. Та
ким чином, стан, у якому η = 1, Z = 0 , має назву Is -стан, а стан з 

п = З, І - 2 має назву 3d -стан. Якщо необхідно позначити величину 

магнітного квантового числа, то воно може ставитись у нижній час

тині відповідного літерного символу (напр., ls0 або 3dx).
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Запишемо явний вигляд хвильової функції для двох найнижчих рів
нів енергії:

_2г
1 s0 стан = Ψ 100 Р з е а > 2з0стан = Ψ200 = \Ι~—γ  

παΤ V 8πα

_  \  Ζ γ

2α)

2Рт стан = Ψ21τη = irx
32 πα"

Zr_
2α

COS0, 

1
m = 0,

+ -7=sin ве±щ,т  = ±1 
л/2

(7.43)

Згідно з імовірнісною інтерпретацією хвильової функції вираз 

І ^пгт(г»®>ф) І2 має зміст густини ймовірності локалізації частинки в 

даному місці простору. Для задач атомної фізики дуже важливою є 
інша величина - густина радіальної локалізації електрона

оо

Dnim(r) = ІГ2 І Ψη1πι(Γ,θ,φ) I2 dQ, $Dnlm(r)dr = 1, (7.44)
4π 0

яка характеризує радіальний розподіл імовірності локалізації елект
рона у стані Ψη1πι{τ,θ,φ) в атомі.

Для атома водню (при Ζ = 1) в основному Is -стані маємо

А о о И :
4Г

сГ

-2 г/а
(7.45)

Графік цієї функції зображено на рис. 7.4.

Рис. 7.4. Радіадьнии розподіл імовірності локалізації електрона 
в основному стані атома водню
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Дослідивши функцію (7.42), знаходимо, що максимальне значення 

Аоо(г) відповідає відстані від ядра r = а  , яка є радіусом першої бо- 

рівської орбіти. Таким чином, радіус першої борівської орбіти у кван
товій механіці має зміст найімовірнішої відстані електрона від ядра 
в основному стані.

Виходячи із формул (4.43) можна представити в наочному вигляді

просторово-кутові розподіли густини ймовірності І Ψη1ηι{Γ,θ,φ) |2 лока

лізації електрона відносно ядра в системі координат, де вісь ζ  є віссю 
квантування. Ці розподіли визначаються інтенсивністю кутової час

тини хвильової функції (7.43), тобто величиною І Угт(0,ф)|2. Явний ви

гляд цих розподілів для основного та першого збудженого станів ато
ма водню представлено на рис. 7.5.

1 = 2, m  = 0 1 = 2, m  = ±1 1 = 2, m  = ±2

Рис. 7.5. Просторовий розподіл кутової густини ймовірності І ^ (θ ,φ )  І2 

локалізації електрона відносно ядра для різних станів.
Вісь квантування Ζ  направлена вертикально

107



Квантова механіка та її використання у прикладній фізиці

Контрольні запитання

1. Який мінімальний степеневий закон спаду хвильової функції може бути 
в її асимптотичному виразі на нескінченності?

2. Яка причина виродження хвильових функцій у атомах?
3. Визначити, за яких вагових коефіцієнтів суперпозиція хвильових функ

цій Ψ 2lm буДе сферично-симетричною.

Література : [1], § 49; [4], § 32.

§ 8. Рух частинки в полі центральної сили. 
Водневоподібні системи 

та магнітні властивості атома

8.1. Урахування впливу мас взаємодіючих частинок 
на їх рух і спектр рівнів енергії в полі центральної сили

Отримані результати описують рух частинок у полі центральної си
ли і, більш детально, - рух електрона в полі ядра. Якщо згадати пос
тановку задачі і вигляд оператора Гамільтона, який містить тільки 
оператор кінетичної енергії частинки, то стає очевидним, що ці ре
зультати описують рух у системі координат, яка жорстко зв'язана із 
центром силового поля (у випадку атома - з ядром). У цій системі елект
рон і ядро виступають як нерівноправні об'єкти - електрон рухається 
в поля ядра, а ядро залишається нерухомим, незважаючи на те, що 
він розміщений у полі електрона. Обґрунтованість такої постановки 
задачі наведемо далі.

Зазвичай електрон і ядро є рівноправними об'єктами - електрон 

рухається під дією сили Fne = -V<p( | r„ - re |), яка діє з боку ядра, а ядро 

рухається під дією сили Fen = -Fne, яка діє на нього з боку електрона. 

Фактично нам потрібно переходити до задачі двох тіл з масами т 1 і 

т 2 , які характеризуються поточними координатами гх і г2 . Оператор 

Гамільтона для такої задачі має вигляд
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(β-D

і залежить від шести координат.
Перейдемо від лабораторної системи координат, де положення час

тинок задається векторами г\ і г2 до системи, яка пов'язана з 

центром мас і введемо дві координати - одна відповідає положенню 

центра мас R = {Χ ,Υ ,Ζ }, а інша - відносній координаті r = {x,y ,z}:

R  = 171x4 + т^ , r -Яг. (8.2)
т 1+т2

Виконавши перетворення частинних похідних за кожною з коор
динат

д _ дХ д | дх д гп1>2 д + д

дх1 2 cbq 2 дХ дх12 дх т г + дХ дх 

д2 _ гп22 д2 t 2mh2 д2 | д2

дх1>2 (т1+т2)2 дХ2 т 1 + т 2 дХдх дх2 ’

у підсумку отримуємо оператор Гамільтона

2 2

H(R,r) = ——  Δβ- —  Δ? +V(r), M = m1+m2 , μ = — -1-ГП—- (8.3)
κ , 2 Μ κ 2 μ Γ mj+ms

і рівняння Шредінгера

Η Ψ (£,γ) = ΕΨ (£,γ), (8.4)

ГПлТЩ
що має нові змшні. Величина μ = — і——  є приведеною масою.

ml + m 2

Будемо шукати розв'язок (8.4) методом Фур'є, представивши хви
льову функцію у вигляді добутку

Ψ(#,γ) = [/(£)Ψ(γ). (8.5)

Підставивши (8.5) у (8.4), а  потім розділивши отримане рівняння на

(8.5), маємо

- - W )2 М  Г ------------------- JL = ct> (8 6 )
U{R) Ψ(γ)

де а - параметр, що не залежить від координат частинок. Прирівнюю
чи цей параметр до лівої частини (8 .6), отримаємо рівняння Шредінгера

109



Квантова механіка та її використання у прикладній фізиці

-AMR) = a U{R),
2М --------- --- (8'7)

яке описує вільний рух частинки із сумарною масою М і характери
зується хвильовою функцією

£/p(/?) = Qexp
Ґ.РЙЛ 
і--

V

+ С2 ехр
.РЙЛ

-І-
h

(8 .8)

та відповідним власним значенням оператора кінетичної енергії для 
руху центра мас

а Р
2 М

(8.9)

Підставляючи власне значення аР у рівняння, яке утворюється 

при порівнянні середньої частини (8 .6) з параметром α , приходимо 
до іншого рівняння Шредінгера

- ~ Δ ?Ψ(γ) + V(r)*F(r) = ΕΨ(γ), Е = Е - а Р ,
Z\1

(8 .10)

яке за своєю формою повністю збігається з рівнянням Шредінгера 
(7.1), що описує рух частинки з масою μ у тому самому центральному 

полі V(r), але не враховує рух джерела цього поля (зокрема, ядра). Від

мінності полягають лише в тому, що в рівнянні (7.1) розглядалась реа
льна частинки з масою μ , якій відповідала енергія Ε , а в (8 .10) розг

лядається рух частинки з ефективною (приведеною) масою μ , якій

відповідає енергія Е - Е +
п2р2 

2 М
Очевидно, що збіг рівнянь за тих самих граничних умов приводить 

до ідентичних розв'язків для хвильової функції та спектра енергій, які 
відповідають рівнянню (8 .10):

У п і т і П  -  Ψ η ^ Μ , φ )  =  ^ ( r ) Y Zm(9,<p), (8 .1 1 )

Εη=~
Ζ 2μβ4 1

(8Л2)

Враховуючи зв'язок Еп і μ з Еп та μ , остаточно отримуємо роз

в'язки Ψ(/?,γ):

m n  = i / p № Bte(r>

Сі exp
Ґ.РЙЛ

ґ

+ C2 exp
.PR

\
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►*η?№η(θ,φ)
(8.13)
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і власні значення енергії атома

7 2Гір4 1 Р2 

‘ " — & - ? +їй ·  (8Л2) 

які відповідають перебуванню електрона у стані з головним кванто

вим числом η , а  центра мас атома - у стані з імпульсом Р .

У випадку руху електрона в полі ядра (т 1 = μ, т 2 = т п »  μ ) маємо

М ~ т п, μ = --- 1 --
Ι + μ /m^ Μ

Знаходимо остаточний вираз для власних значень енергії, які відпо
відають руху електрона в полі ядра зі скінченною масою М :

7 2 u p 4  n Р 2
ЕпР=- V 0 (1—ϋ )  + —  . (8.13)

2ft η Μ* 2М

Із цього співвідношення видно, що спектр рівнів атома, а  також від
повідний спектр частот переходів

Ζ 2μβ4 ,, μ .. 1 1 , Р ' 2-Р2
o n u p ' „ р  = ---о—(1---- ) —тг-т  ------- > (8-14)

№>пР 2Й М И п2 к2 2 М  '

які відповідають збудженню (або оберненому процесу - зменшенню енер
гії) атома, залежать від маси ядра та зміни імпульсу всієї системи. Це 
явище називають ізотонічним зсувом. Воно має дуже велике значення, 
наприклад, при розділенні ізотопів і збагаченні ядерного палива для ядер-

ооо
них реакторів (суміші великої кількості ядер U і відносно малої кіль

кості ядер ί/235) ізотопом U235, що ділиться під дією повільних нейтронів.
Із формули (8.14) видно, що вплив скінченності маси атома характе

ризується двома ефектами, які ведуть до зсуву частот випромінювання 
та поглинання. Перший ефект пов'язаний з наявністю приведеної маси 
μ , що веде до зменшення енергій як початкового, так і кінцевого рівнів, 

між якими відбувається перехід, і до однакового пониження частот ви
промінювання та поглинання. Цей ефект відображає перший доданок у 
(8.14). Другий ефект пов'язаний зі зміною кінетичної енергії атома при 
поглинанні та випромінюванні, він відповідає другому доданку.

Коли атом жорстко зв'язаний із системою оточуючих атомів, можна 
вважати, що його повна маса М  о о . За таких умов формула (8.14) 

набуває вигляду

_ Ζ2με4 1 1 .  ,й1,,
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що відповідає вже розглянутій модельній задачі про рух електрона у фік
сованому центральному полі. У цьому випадку частота (8.15) відповідає 
як частоті випромінювання, так і частоті поглинання фотонів. Інакше 
виглядатиме випадок, якщо атом вільний. Його розглянемо далі.

8.2. Вплив маси атома і частоти переходів 
між рівнями його енергії на спектр частот 
випромінювання та поглинання

Формула (8.12) характеризує зв'язок повної енергії атома з енергією 
конкретного квантового рівня та кінетичною енергією руху атома в 
цьому стані як єдиного цілого. Для того, щоб визначити частоти ви
промінювання або поглинання при переході між цими станами, необ
хідно пов'язати частоту та імпульс фотона з характеристиками атома. 
Спочатку розглянемо задачу про випромінювання, якому відповідає 
умова Е ^ ,  > Е пР . Для спрощення розрахунків обмежимось випадком,

коли в початковому стані атом нерухомий, тобто P' = 0 .

Процес випромінювання фотона із частотою а>г характеризується 

законами збереження енергії та імпульсу
2 2 ~ 4

ЕкР' ~ ̂ пр = Ї1<йкп — —— = Н(йг, <£>кп = ~ І 2 Г~2~ І ’ (8.16)
2М 2 h п к
Р  = ΗωΓη{ωΓ)/ с . (8.17)

У цих співвідношеннях Ті(йкп - енергія переходу між рівнями атома;

η(ωΓ) - показник заломлення середовища, у якому міститься атом, на

частоті випромінювання ωΓ.

Підставляючи (8.17) у (8.16) отримуємо рівняння для визначення 
частоти ωΓ:

2 2 M c V  2Mc2(okp
ω2 +— — f---........ f  ■ = 0 . 8.18)

hn(0)r) hn((Or)
Розв'язок цього рівняння

Мс2 ^ Г Мс2 ] 2 2Mc20Vp

Юг~ Йп(гог) - W|/гп(сог)| + Йп(а>г) {8Л9)
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знаходимо, виходячи з умови невід ємності частоти випромінювання 

(ωΓ >0) та очевидної умови п(шг)ΗωΓ / Мс2 с і .  Розкладаючи квадрат

ний корінь у (8.19) до другого порядку за величиною п(сог)Йсог / Мс2 <к 1, 

отримаємо остаточний вираз для частоти випромінювання
N

δω,φη(ωΓ)faoLn(cor) ґ л

юг ** ωΙφ 2Mb2 = &кР 2 Мс2
(8 .20)

яка відрізняється від частоти переходу між рівнями енергії а>кп. При

чина такого зсуву частоти пов'язана з тим, що частина енергії Шкп, 

яка виділяється при квантовому переході між рівнями, витрачається 
на випромінювання фотона, який має енергію йсог та імпульс (8.17), а 

частина - на прискорення атома в напрямку, протилежному напрямку 
фотона. Таке прискорення є наслідком закону збереження імпульсу.

Альтернативний процес поглинання тим самим атомом фотона з 
частотою ωα характеризується законами збереження

р 2
fUaa =fUokn+ — , (8 .21)

P = Ηωατι(ωα)/ο . (8.22)

Із (8 .2 1) і (8 .22) отримуємо рівняння для знаходження частоти ωα :

о 2Мс2со 2 Мс2(йкоо _ ^ддс ωα +---- 5Р= 0 . (8.23)
hn(ar) ft η(ωΓ)

Розв'язок цього рівняння має вигляд

Λω^ρΛ(ωα)

ω^ + 2 Me2 =(0кр

ґ Ьмкрп{а>г) 

+ 2 Мс2
(8.24)

Порівняння (8.20) і (8.24) показує, що частоти випромінювання ωΓ і 

поглинання ωα квантів при переході між ідентичною парою рівнів у 

атомі не збігаються між собою і відмінні від частоти озкп , яка відпові

дає різниці енергій двох рівнів.
У випадку поглинання зсув частот пов'язаний з тим, що частина 

енергії падаючого фотона Ηωα витрачається на збудження атома, а 

частина на його прискорення, що викликано необхідністю виконання 
закону збереження імпульсу. Величина відносного розщеплення цих

частот відповідає малій величині ±йго̂ рП(ша)/2Мс2, яка зростає зі збі

льшенням частоти а>кп. Цей ефект розщеплення частот випроміню
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вання й поглинання стає дуже істотним в ультрафіолетовому та рентге
нівському діапазонах частот. Особливості впливу імпульсу віддачі на 
ефект розщеплення частот випромінювання й поглинання для атомів та 
інших джерел випромінювання й поглинання, які рухаються з реляти
вістською швидкістю, розглянуто нижче в § 34 при аналізі узагальнено
го ефекту Допплера. Особливо великого значення цей ефект набуває 
при його використанні для пригнічення самопоглинання в лазерних си
стемах і ослаблення. Унаслідок цього понижуються вимоги до інверсної 
заселеності рівнів енергії. Ефект може бути використаний при створен
ні лазерів високої частоти, для роботи яких не потрібна умова інверсії.

8.3. Особливості спектра 
оптичних переходів лужних металів

Отримані результати, які описують особливості руху одиночного 
електрона в полі ядра, з певними застереженнями можна застосову
вати до багатьох подібних систем (зокрема, до т. зв. водневоподібних 
атомів, серед яких є атоми лужних металів Li,Na,K,Rb,Cs тощо). Із хі

мії та атомної фізики добре відомо, що особливість електронної струк
тури атома будь-якого з лужних металів із зарядом ядра Z  полягає в 
тому, що Z - 1 -електрон сильно пов'язаний з ядром і вони розміщені 
біля нього в межах області, радіус якої набагато менший, ніж середня 
відстань до одного віддаленого електрона. Екранування поля ядра 
Z  -1 внутрішнім електроном приводить до того, що на зовнішній елек
трон діє поле, яке близьке до поля одного протона в атомі водню. При 
класичній інтерпретації спектр рівнів енергії цього віддаленого (вале
нтного) електрона має збігатися зі спектром водню.

При строгому квантово-механічному аналізі треба врахувати, що 
хвильова функція будь-якої частинки завжди розподілена в просторі. 
Якщо брати за основу модель атома водню, то існує відмінна від нуля 
ймовірність того, що електрон у s -стані буде перебувати навіть у об'є
мі ядра. Є всі підстави вважати, що подібні особливості будуть також 
і у валентного електрона в атомах лужних металів. Виходячи з цього, 
очевидно, що пряме застосування моделі атома водню до атома луж
ного металу є не зовсім коректним.

Розглянемо задачу про рух валентного електрона в центральному 
полі (р(г), якому відповідає потенціальна енергія V(r) = -е<р(г). Потенці

ал ср(г) є результатом сумісної дії заряду ядра Ze та екрануючої дії роз
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поділених зарядів Z - 1 електрона. Таке екранування приводить до 
залежного від відстані ефективного заряду ядра, причому біля ядра 
екранування відсутнє й ефективний заряд ядра відповідає його пов
ному значенню Ze , а  на великій відстані він дорівнює е . Виходячи 
із цього очевидно, що енергія V(r) задовольняє граничні умови

„2
-, г-> 0;

(8.25)V(r)

Ze"

е

r
■ 00.

Для того, щоб їх задовольнити, можна ввести апроксимуючу залеж
ність (апроксимацію Рідберга):

V{r) = -
Ре

(8.26)

яка визначає таку змінну потенціальну енергію, яка забезпечує непе
рервний перехід між двома асимптотичними кривими (8.25). Прин
цип використання такої апроксимації показано на рис. 8.1. Підбір 
параметра β виконується з умови узгодження розрахованих і експе

риментальних спектрів випромінювання. Результати такого узго
дження показують, що β <к 1 .

V[r)/{e2/a)

Рис. 8.1. Апроксимація потенціальної енергії 
для валентного електрона в атом і лужного металу
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Підставимо розглянуту потенціальну енергію в рівняння Шредінге
ра для функції (7.16) U(r) = rR(r), використовуючи нормовані коорди

нати (7.18) р = г /а  . Отримаємо рівняння

dp р р Р
(8.27)

яке є аналогом рівняння (7.19) для атома водню, але відрізняється від 

2β,нього доданком 2~U з апроксимуючим параметром.

У (8.27) можна об'єднати два доданки з однаковою залежністю від 

координати, ввівши ефективне орбітальне квантове число V :

d U Г(Г + 1 „  2 тт
— i-5-ί-U + -U  = -ευ ,  

dp р р

яке визначається зі співвідношення

1(1 +1) - 2β = V(l’ +1)
і відповідає (при β 1) величинам

Г = ■—±i(Z + l / 2)-~— £— - 
2 } (1 +1/2)1

(8.28)

(8.29)

(8.30)

Виходячи з умови неперервності розв'язку (V -» І при β —> 0), слід 

залишити тільки додатний корінь у (8.29), тоді маємо

βV = l
(Z +1/ 2) '

(8.31)

Подальший розрахунок повністю повторює всі результати (7.18) 
(7.30) і приводить до рекурентного співвідношення

а,к+1
2j\I\[k + V + l - ( Z / J \ 7 \)]

— (2jl---------------------
k(k + l) + 2(k + l)(l' + l)

2>/Й k + l + 1■
(1 + 1/ 2) ViTj

(8.32)

k(k +1) + 2(k + 1)(Г +1) 

яке є аналогом (7.30), але відрізняється від нього доданком β/(Ζ +1 /2 ).

Використовуючи, як це було зроблено при аналізі атома водню, за
міну к +1 +1 = η , знаходимо умову обриву ланцюжка рекурентних 
співвідношень (8.32)
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яка є аналогом умови (7.34) для атома водню. Із цієї умови знаходимо 
спектр можливих значень енергії електрона в атомі лужного металу

Еп = - ^ Щ ------ і----- п = 1,2,3... (8.34)
2й ( β f

η —— -—
I 1+1/2)

Із (8 .34) випливає, що наявність внутрішні електрони приводять до мож
ливості часткового зняття виродження рівнів енергії та відповідних час
тот випромінювання й поглинання за орбітальним квантовим числом І .

8.4. Коливальні та обертальні стани 
двоатомної молекули

Використання приведеної маси μ = m1m2 / (m1 + m2) пари взаємоді

ючих частинок дозволяє звести задачу про взаємодію двох частинок 
до задачі одного тіла. Цей підхід можна використати для розрахунку 
енергетичного спектра, який відповідає колективному стану двоатом
ної молекули. Таку задачу можна розв'язати на основі використання 

радіального рівняння Шредінгера

t } l u  + V(r)U = EU, Ε = Е + (8.35)
2μ dr2 2Дг2 2Μ

для частини радіальної хвильової функції U(r) = γΨ(γ) (7.16). У цьому

рівнянні є складова

ι,«φ('·) = 4ί ^  + ν Μ · <8 ·3612 μτ

яку можна вважати ефективною потенціальною енергією частинки з 

приведеною масою μ .

Структура Усф(г) відповідає молекулярному притягуванню на ве

ликій відстані за рахунок V(r) < 0 (напр., за рахунок взаємодії Ван- 

дер-Ваальса для нейтральних атомів або за рахунок кулонівської вза

ємодії в молекулах типу Na+Cl" з іонним зв'язком) і відцентровому від-
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Л Щ + 1) п · · „  .штовхуванню за рахунок — > 0 на малій відстані. Якісний ви-
2Д r

гляд V^(r) представлено на рис. 8 .2 .

Рис. 8.2. Спектр коливальних рівнів енергії двоатомної молекули

В околі точки г0 , яка відповідає мінімуму Уеф(г0), ефективну потен

ціальну енергію Уеф(г) можна розкласти в ряд

('•- 'о)2 (8.37)
2Дг0 2 dr2

Якщо зробити заміну

‘« Ч ф М , - 2
dr2 ІГо Ц0’ ’

то рівняння (8.35) у цій області зводиться до рівняння одномірного 
гармонічного осцилятора

(8.38)

h2 d2U μω2 _ \2γτ _ +1)
+ ̂ { r - r 0YU = {E·

2μ r02
-V[r0)}U, (8.39)

2μ dr2 2
у якому ефективна енергія коливань малої амплітуди має вигляд ек- 
відистантних рівнів

E~V(r0)~
П2ЦІ +1) 

2Дг02
Ηω(η + -і). (8.40)
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Ці рівні зображено на рис. 8.2 у нижній частині функції V^(r) біля 

її мінімуму.

Враховуючи явний вигляд для Е (8.35), знаходимо остаточний ви
раз для спектра рівнів енергії двоатомної молекули

_ . П2ЦІ +1) . . 1. h2P2
Ε — V (/η) -і---- —— ь hco (п н— ) +----. (8.41)

2Дгд 2J 2М

Видно, що спектр рівнів енергії молекули є комбінацією оберталь
них і коливальних станів. Такий спектр рівнів матиме молекула, 
яка не містить електронів (напр., молекула, що складається з про
тона та антипротона). З а  наявності електронів до цих рівнів треба 
додати спектр електронних станів, які відповідають конкретній 
електронній конфігурації.

8.5. Електричний струм у атомі 
та орбітальний магнітний момент атома

Отриманий вираз для хвильової функції атомного електрона 

^піт(Γ>θ,φ) = Rnl(r)P}Tn\Q)eim'9 дозволяє обчислити густину електричного 

струму (6.14), пов'язаного з рухом електрона

1е = - ^- {^п іт ^п іт  ~ К іт™ п іт) ■
2μ

Враховуючи вид оператора градієнта у сферичній системі координат

п _ 1 δ .  I S  /о „о*
V — єг -- н Єа--- 1· Є(п------ , (8.42)

dr r ΘΘ r sin0 θφ

знайдемо три складових вектора іустини струму, які направлені в 

напрямку відповідних ортів ег, е0, еф (рис. 8.3, а).

Радіальна компонента вектора j e дорівнює нулю

Лг = — {\ РҐ(в)еіт<912 Rni 1 P ^ W " 1* І2 <1 = о (8.43)2μ dr or

унаслідок того, що Rni(r) є дійсною функцією. Полярна компонента

вектора j e дорівнює нулю
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іе е = - ψ { \ І2 ^ " ‘(Є) 1 ^ ,19112μ r сю

- 1 Rn,e<™> I2 (Ρ,'” Ι(Θ))· = 0>
r δθ

оскільки R ^ (0) також є дійсною функцією.

(8.44)

Рис. 8.3. Напрямок компонент вектора густини електричного струму J  

в атом і (а) та елементарний кільцевий електричний струм  
і його магнітний момент (б)

Азимутальна компонента вектора j e відмінна від нуля й визнача

ється виразом

.2 Є-Іт(? де™* .

іеф 2μ 

meh

job , , „ ~іт<Р йр-тіΡIcrrl ,, „  »ч|т| ιη\ ι2 °  Ο*'
{I ^πΙ̂ Ζ (θ) і

rsinO θψ
\Rnr f mW

rsinO <3φ
(8.45)

Ψ ^ Μ ,φ ) !2 ·
μΓβϊηθ

Цей струм протікає по коловим траєкторіям у екваторіальній площи
ні. Якщо умовно виділити трубку з перерізом άσ уздовж цієї траєкто

рії (рис. 8.3, б), то величина струму d J , який перебуває в її межах, 
визначається виразом

d J  = __m eh  j т  Mj<p||2d<J 

μΓβιηθ
(8.46)

Цьому елементарному коловому струму відповідає елементарний маг
нітний момент
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dMz = ̂  = - ^ | ΨΓ̂ Μ ,φ)|2 nrsinQda, (8.47)
с μο

орієнтований перпендикулярно контуру струму (уздовж осі ζ), який 

охоплює площу S = 7t(rsin6)2. Цю формулу можна переписати в екві

валентному вигляді, якщо виразити її через величину об'єму 
dV = 2itrsin0da трубки з елементарним струмом

dMz = І Ψ^(Γ,θ ,φ) I2 dV . (8.48)
2μο

Напрямок магнітного моменту, який створює кожний з подібних еле
ментарних струмів, залежить тільки від знака магнітного квантового 
числа т  і є однаковим для конкретного стану.

Повний магнітний момент визначається як сума (інтеграл) величин 
(8.48), які відповідають усім можливим контурам струмів

Mz = jdMz =- f ^ | Ψη&η(Γ,θ,φ)|2 dV = - m ^ ~ , (8.49)

J v L  2» c 2» c
а його величина і знак проекції залежать тільки від магнітного кван
тового числа т .

Якщо згадати, що число т  також визначає величину і знак проек

ції моменту імпульсу електрона в атомі Lz = mh , то з (8.49) знаходимо 

гіромагнітне співвідношення для проекцій орбітальних магнітного та 
механічного моментів на вісь квантування ζ :

M z = - ^ - L z . (8.50)
2 μο

Оскільки вісь ζ  обрано довільно, то це співвідношення буде справед
ливим і для відношення моментів

М = — — L. (8.51)
2μο

Знак "мінус" у (8.50) і (8.51) показує, що орбітальні магнітний і меха
нічний моменти електрона в атомі завжди протилежно направлені.

Цікаво порівняти отримані вирази для моментів і гіромагнітного 
співвідношення, отримані строгим обчисленням на основі формул 
квантової механіки, з аналогічними виразами, які можна отримати з 
використанням класичної фізики. Припустимо, що електрон у атомі 
рухається зі швидкістю υ по коловій орбіті з радіусом r , що відпові

дає частоті обертання f  = ν /2πτ . Цьому руху відповідає електричний
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струм J  = -е/ . Звідси можна знайти класичні вирази для механічного 

та магнітного моментів електрона:

ί ΚΑ=μντ, Мкл= —  = - ^ ~ .  (8.52)
с 2с

Ці величини не збігаються з квантово-механічними аналогами й є не
коректними. Причиною некоректності є наявність у кожному з вира
зів у (8.43) добутку координати та швидкості електрона, які не мо
жуть одночасно мати точних значень.

Якщо з (8.52) знайти гіромагнітне співвідношення

Мка = ~7T~Lka ’ (8.53)
2μο

то видно, що воно повністю збігається з результатом (8.42), отрима
ним на основі формул квантової механіки. Цей результат відображає 
той факт, що рівняння квантової механіки неперервно переходять у 
класичну фізику. Специфіка вияву квантових явищ визначається на
явністю сталої Планка h , яка відсутня при класичному розгляді. Якщо 
результат строгого квантово-механічного розрахунку не містить цієї 
сталої, то він має збігатися з результатом розрахунку на основі класич
ної фізики. На жаль, зворотне твердження буде некоректним.

Контрольні запитання

1. Визначити окремо повні струми в атомі, які протікають у напрямку від 

ядра та в напрямку до ядра у стані (r, θ, φ).

2. За яких умов частота фотона, який випромінюється при переході між 

рівнями енергії вільного атома, що рухається зі швидкістю ν , буде збігатися 
із частотою переходу між цими рівнями?

3. Яка фізична причина того, що частота випромінювання атома лужного 
металу відрізняється від частоти випромінювання аналогічного за масою вод- 
невоподібного атома?

Література: [1], § 50-54; [2], § 37.
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Розділ IV

ТЕОРІЯ ПРЕДСТАВЛЕНЬ 

У КВАНТОВІЙ М ЕХАНІЦІ

§ 9. Теорія представлень для стаціонарних систем. 

Матричний формалізм у квантовій механіці

9.1. Хвильова функція фізичної системи
в довільному представленні

Одна з головних відмінностей квантової механіки від класичної по
лягає в тому, що в ній неможлива ситуація, коли одночасно всі фізичні 
величини мають точне значення й є сумісними. Поняття сумісності 
пов'язано з комутативністю операторів відповідних величин. Очевид
но, що математичний апарат квантової механіки має бути адаптова
ним до цього. Найбільш оптимальним випадком є нижчевикладений 
опис конкретної системи й увесь розрахунковий апарат використовує 
як незалежну змінну ту величину, яка максимально відповідає кон

кретному аналізу.
Подібна ситуація давно відома і широко використовується в кла

сичній фізиці. Наприклад, якщо ми досліджуємо нестаціонарний хви
льовий процес, то його аналіз можна робити як у системі розрахунків,
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де незалежною величиною є час, так і в системі, коли такою незалеж
ною величиною є частота.

Перший метод опису (часове представлення) адаптований до випад
ку, коли наші прилади фіксують часову структуру хвильового проце
су, наприклад, досліджують його за допомогою осцилографа. Очевид
но, що в таких умовах (за будь-яких точних локальних часових вимі
рюваннях протягом скінченного часу) казати про спектр процесу 
можна лише опосередковано й з певною похибкою.

Другий метод опису (частотне представлення) адаптований до ви
падку, коли аналізується той самий процес за допомогою вимірювань 
його спектра. Відповідно при дослідженні тільки однієї частини спек
тра ми можемо мати досить точну інформацію про цю частину спек
тра, але не можемо точно визначити часову структуру хвильового 
процесу. Відповідь на питання про те, яке із цих представлень є 
більш точним і повним, є очевидною - вони еквівалентні й дають од
наково адекватний опис.

Аналогічний випадок спостерігаємо у квантовій механіці. Розгля
немо фізичну систему, яка описується хвильовою функцією Ψ(χ,ί). 

Розкладемо цю функцію за власними функціями Ψη(χ) оператора 

А(х) фізичної величини А(х) , яка задана в цій системі:

Ψ(χ,ί) = Σ ^ (ί)Ψ „  (л:), Λ(χ)Ψη(χ) = Α ,Ψ η(χ) (9.1)
П

і за власними функціями Ψα(χ) іншого оператора В(х) фізичної вели

чини В(х), яка також задана в цій системі:

Ψ(χ,ί) = £ b a(i)Ta(x), Β(χ)Ψα(χ) = ΒαΨα(χ). (9.2)
α

Аналогічні розклади можна зробити й тоді, коли власні функції 

Ψ ρ ( χ )  оператора Р(х) фізичної величини Р(х) утворюють неперервний 

набір

П х ,і)=  jg pm p(x)dp, Ρ(χ)Ψρ (χ) = Ρρψ ρ (χ). (9.3)

Зміст кожного з таких розкладів очевидний, оскільки він відображає 
формування проекцій функції стану фізичної системи Ψ(χ,ί) на всі 

можливі стани Ψα(χ) і Ψη(χ) та аналогічний розкладу довільного век

тора за системою взаємно ортогональних одиничних векторів. При 

цьому зміст кожного коефіцієнта c„(i) розкладу полягає в тому, що
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величина І сп (ί) |2 є ймовірністю того, що в даний момент часу система 

ψ(χ,ί) перебуває у стані Ψ„(χ) (у випадку дискретного спектра (9.2)). 

У випадку неперервного спектра (9.3) зміст коефіцієнта gp{t) полягає

в тому, що величина | gp(t) |2 є густиною ймовірності перебування сис

теми в одиничному інтервалі величин неперервного параметра ρ , 

для якого стан характеризується функцією Ψρ (χ). Це відповідає тому,

що величина |grp(i)|2 dp визначає ймовірність dW(p) того, що систе

ма перебуває у стані Ψ ρ (χ).

Помножимо функцію Ψ(χ,ί), яка задана розкладами (9.1) - (9.3), на

Ψ*(χ,ί) і проінтегруємо отримані добутки по всій області існування 

Ψ(χ,ί), враховуючи ортогональність власних функцій. Отримаємо сис

тему еквівалентних рівнянь

1 - Jj Ψ(χ,ί) 12 dx = Σ Σ αη №т(*) Ιψ η № «(*)<** = Σ · Cn(t) |2,
n m n

1= ||Ψ(χ,ί)|2 ώχ = Χ Χ ^ (ί)^ (ί)| ψ *α(χ)Ψβ(χ)ί1χ = Χ |6α(ί)|2, (9.3)
a β a

1 = J| Ψ(χ,ί) I2 dx = Jjgp{t)gp·(ί){j V p {x)dx\ dpdp' = J j gp(t) |2 dp.

При отриманні (9.3) враховано, що для хвильових функцій, які відпові

дають дискретному спектру, маємо η{χ)Ψm{x)dx = δηπι, а для функцій,

які відповідають неперервному спектру - |ψρ(χ)ψρ-(χ)<2χ = δ (ρ- ρ '), де

5пт - символ Кронекера, δ(ρ - р') - дельта-функція Дірака. Повторюючи 

цю процедуру з використанням операторів різних величин, можна утво

рити ланцюжок рівностей

1 = jj Ψ(χ,ί) \2άχ = Σ\ ba(i) 12 = Σ ι I2 = Jl 9p(t) I2 dp =..., (9.4)
a n

у якому кожний із членів дорівнює 1.
Зробимо інтерпретацію ланцюжка рівностей (9.4). Рівність

1 = J| Ψ(χ,ί)|2 d x , яка випливає з імовірнісного змісту величини

|Ψ(χ,ί)|2, має зміст повної ймовірності перебування частинки де- 

небудь у просторі. Відповідно зміст рівності Σ Κ ί* )  І2 - 1 також ви-
П
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пливає з імовірнісного змісту величини cn(t) і полягає в тому, що повна 

ймовірність реалізації хоча б одного з можливих значень величини 

також дорівнює 1. Така сама інтерпретація рівності /і 9P(t)f dp = 1 -

це повна ймовірність реалізації будь-якого конкретного значення вели
чини Рр , яка розподілена неперервно.

Зауважимо, що процес розкладу функції за будь-яким з повних на
борів взаємно ортогональних функцій не змінює властивостей функ
ції - уся інформація про властивості системи, яка раніше містилась у 

Ψ(χ,ί), тепер міститься в наборі дискретних cn(t) або неперервних 

gp(t) коефіцієнтів. Змінюється тільки інтерпретація - якщо зміст

І Ψ(χ,ί) |2 полягає в тому, що це є густиною ймовірності реалізації кон

кретної координати х , то | gp{t) |2 - це густина ймовірності реалізації

конкретного значення величини Р . Виходячи з цих обставин можна 
вважати, що дискретний {cn(i)} або неперервний {gp(t)} набір відпо

відних коефіцієнтів розкладу має всі властивості хвильової функції й 
власне є хвильовою функцією в новому представленні (відповідно в 
А -представленні чи Р  -представленні).

Узагальнюючи, сформулюємо правило переходу від одного пред
ставлення до іншого. Для того, щоб перейти від "старого" А- 
представлення до "нового" В  -представлення, необхідно:

• знайти власні функції Ψρ(Α) оператора В(А] в А-представленні:

Β(Α)Ψρ(Α) = ΒρΨβ(Α); (9.5)

• розкласти хвильову функцію системи Ψ(Α,ί), яка задана в А- 

представленні, за цими власними функціями:

ψ (Α t) = ^Γθβ(ί)Ψρ(Α) - для дискретного спектра, (9.6, а) 
β

Ψ(Α,ί) = |ορ(ί)Ψρ(Α)<ίβ - для неперервного спектра; (9.6, б)

• дискретний або неперервний набір коефіцієнтів cp(i) й є хви

льовою функцією тієї самої системи Ψ(Α,ί) у "новому" В - 

представленні.
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9.2. Оператор фізичної величини 
в довільному представленні

Визначимо правило переведення довільного оператора L(A) від 

"старого" А -представлення до "нового" В  -представлення. Будемо ви
ходити із загального означення оператора

£(Α)Ψ(Α) = ср (А) (9.7)

як процедури, що ставить функцію ср(А) відповідно до функції 

Ψ(Α). Розкладемо функції <р(А) і Ψ(Α) за власними функціями Ψρ(Α)

оператора В(А):

Ψ(Α,ί) = Σ ο ρ(ί)Ψβ(Α), φ(Α,ί) = Σ ^ (ΐ )Ψ ρ(Α) (9.10)

β β 
і підставимо ці розклади в (9.7):

Σ £(Α )Ψ β(Α£β(ί)=Σ^(ί)Ψρ(Α). 

β β

Якщо помножити це рівняння на Ψ„(Α) і проінтегрувати по всьому 

інтервалу зміни величини А , то отримаємо рівняння

£ L apcp(i)=ba(i), (9.11)

β
яке повністю аналогічне означенню оператора (9.7). У цьому рівнянні 
введено величину

Ьсф = |ψ*α(Α)£(Α)Ψρ(Α)ίίΑ , (9.12)

яку називають матричним елементом оператора. У рівнянні (9.11) 

матричний елемент Lap оператора L(A) переводить (ставить у відпо

відність) коефіцієнт ba(t) кожному коефіцієнту cp(i), тобто виконує 

роль оператора в В  -представленні.

У випадку неперервного спектра власних значень оператора В(А) 

маємо

Ψ(Α,ί) = |ορ-(ί)Ψp'(A)dp', φ(Α,ί) - jbp.(tf¥pl(A)dp'. (9.13)

Після підстановки (9.13) у (9.7) і домноження обох частин отриманого 

рівняння на Ψρ(Α) і подальшого його інтегрування за А , знаходимо

|{|ψ;(Α)£(Α)Ψρ,(Α)ίίΑ}ορ,(ί)φ ' = \ {^p(A)Wp,{A)dA]bpl(t)dp’ . (9.14)
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Якщо врахувати, що для випадку неперервного спектра 

|ψρ (Α)Ψρ.(Α)<2α = δ(ρ-ρ'), то перетворене рівняння (9.7) набуде оста

точного вигляду

\Lpp,cp.(t)dP ' =bp(t), (9.15)

який за структурою аналогічний (9.11). У цьому рівнянні матричний 

елемент Lpp> оператора L(A) перетворює систему неперервно розподі

лених коефіцієнтів cp'(t) на аналогічні коефіцієнти bp(t), тобто вико

нує роль оператора в В  -представленні.
Таким чином, у загальному випадку в довільному представленні 

функцію оператора L відіграє сукупність матричних елементів Laр , а 

сам оператор можна зобразити у вигляді матриці

% 1 V

L =
•̂ 21 L"2f

vL/i Lff;
Нагадаємо деякі означення, як і стосуються матриць, а  саме: 

матриця L називається комплексно спряженою щодо матриці 

L , якщо кожний її матричний елемент Lafi є комплексно спряже

ним до матричного елементу Laр матриці L ;

матриця L називається транспонованою щодо матриці L , як

що кожний її матричний елемент Lpa є транспонованим до мат

ричного елементу Lap матриці L ;

матриця L = L+ називається комплексно спряженою транспо

нованою (або спряженою) щодо матриці L , якщо кожний її мат

ричний елемент Lpa є комплексно спряженим і транспонованим до 

матричного елементу Ζ,αβ матриці L ;

матриця  називається самоспряженою  (ермітовою ) щодо матриці 

L , якщо для кожного матричного елементу виконується умова 

Ц,а - Αχβ · Якщо врахувати конкретний вигляд матричного елементу

(9.12), то видно, що означення самоспряженої (ермітової) матриці 
еквівалентне умові існування самоспряженого (ермітового) опера-
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тора, яка є базовою при побудові математичного апарата квантової 

механіки.
Розглянемо вид довільного оператора у власному представленні, 

тобто знайдемо вид оператора В(А) у В  -представленні. Для цього 

спочатку з рівняння (9.5) знайдемо власні функції Ψβ(Α) оператора

В(А) в А-представленні. Використовуючи означення (9.12) і рівняння

(9.5), знайдемо явний вид оператора В(А) у В  -представленні:

Α*β = J (Α)Β(Α)Ψр(A)dA = Ва J'F’jAJ'FptAJdA = Βαδαβ . (9.17)

Бачимо, що у власному представленні будь-який оператор має вигляд 

діагональної матриці.
/Тля ілюстрації отриманих співвідношень зробимо перехід від коор

динатного представлення (х -представлення) до імпульсного представ

лення (р х -представлення). Згідно з умовами (9.5) - (9.6) спочатку на 

основі рівняння

~ІП Ίχ Ψρ*(Х) = РхУІ>Рх (Х) (9' 18>

• , - - ■+ д знайдемо власні функції оператора р х =-гп—  у координатному

представленні

ψ (х)= .-ί— exp (і ~̂ ~~) · (9-19)
Pz 42^h h

Далі розкладемо хвильову функцію системи Ψ(χ,ί) за цими власними 

функціями:
00 - f 

Ψ(χ,ί) = J ср.х (t)- j===exp(i^)dp’x . (9.20)

—00

Якщо домножити цю рівність на Ψρ  ̂(х), а  потім проінтегрувати за

координатою х , то отримаємо вираз для хвильової функції в ім

пульсному представленні

1 00 

—οΟ

Далі знайдемо вид операторів координати та імпульсу в р х -пред

ставленні. Оператор імпульсу в імпульсному представленні зображено 
діагональною матрицею і має вигляд
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ірхр'х = РхНРх - Рх), (9.22)

який відповідає діагональній неперервній матриці.

Оператор координати визначається при послідовному перетворен
ні формули

_{ΡχΧ гРх£ 
ft fi fl

(9.23)

(-іп~-Ш Рх-Рх)·
дРх

Можна знайти більш зручну формулу для цього оператора, якщо ви
користати його загальне означення

00

ix p jS & V W - b p J t ) ·  (9-24)
—CO

Підставляючи в цю формулу вираз (9.23) та інтегруючи отриманий ви

раз по частинах, а також беручи до уваги, що cp.Jt) 1“«, = 0 , знаходимо

°° д
J l-tofo-W Px - Px)Pp'x(t)dp'x =

—ос Х

оо i f  j

= - іЩ р х -  Рх)ср'х (ί) і:й + in J δ(ρχ - Px' ) - ^ J - d p 'x = (9.25)
-<л VPx

in^ r cp J t) = bp J t)·
dPx

З останньої рівності бачимо, що оператор координати х , який перет

ворює функцію сРх (t) на функцію ЬРх (ί) в імпульсному р х - 

представленні має вигляд

~ ·* д
*  = — . (9.26)

дРх

симетричний і комплексно спряжений до введеного раніше операто-
.. д

ра імпульсу р х = -гй—  у координатному представленні.
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9.3. Середнє значення фізичної величини 
в довільному представленні

У координатному представленні середнє значення будь-якої фізич
ної величини L(x) у системі із хвильовою функцією Ψ(χ,ί) обчислю

ється за формулою < L(t) >= jw*(χ,ί)Ζ(χ)Ψ(χ,ί)άχ. Розглянемо правило

використання цього співвідношення в довільному В  -представленні. 
Для цього, як показано в (9.5), спочатку необхідно знайти власні функ

ції Ψβ(χ) оператора В(х) у координатному представленні, а потім 

розкласти хвильову функцію системи Ψ(χ,ί) за цими власними функ

ціями: Ψ(χ,ί) = Σ^β(ί)Ί/β(χ)· Підставляючи цей розклад у вираз для 

β

знаходження < L(t) >, отримуємо

< b (i)> = £  £c*(t)Lapcp(t). (9·26)
α β

Аналогічну залежність отримаємо, коли власні значення оператора 

B(x,t) утворюють неперервний спектр і відповідають власним функ

ціям Ψρ (χ). У цьому випадку розклад хвильової функції системи в ко

ординатному представленні за функціями Ψρ (χ) має вигляд

Ψ(χ,ί)= \ορ (ί)Ψρ (χ)άρ.

Використовуючи це співвідношення, отримуємо вираз для визначен
ня середнього значення фізичної величини L(x) у довільному

В  -представленні

< Lit) >= jjcp (t)Lpp'Cp (i)dpdp ' . (9.27)

9.4. Визначення власних функцій
і власних значень у матричному представленні

Розглянемо рівняння для визначення власних функцій і власних 
значень у довільному А -представленні. У координатному представ
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ленні власні функції φ„(χ) і власні значення Ln довільного оператора 

L(x) знаходять з рівняння

L{x)ip(jc) = Lq>(x). (9.28)

Нам необхідно знайти аналог цього рівняння в А -представленні. Для 
того, щоб перейти до А -представлення, необхідно зробити певні дії

(9.5) - (9.6) і насамперед знайти власні функції оператора А{х):

A № p(x) = ApTp(x). (9.29)

Припустимо, що спектр власних значень оператора А(х) містить /  

величин. Розкладемо функцію φ(χ) за власними функціями Ψρ(χ):

/
φ(χ) = £ ο ρΨβ(χ) (9.30)

β=ι

і підставимо отриманий вираз (9.30) у (9.28). Якщо домножити обидві 

частини утвореного рівняння на Ψ^(χ) і проінтегрувати за координа

тою х , то отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

£  г * ~
X LapCp = Lca> Αχβ = |ψα № (* )Ψ β(χ)ώχ . (9.31)
β=1

Вона є повним аналогом рівняння (9.28), що відповідало координат

ному представленню, і призначена для визначення коефіцієнтів са ,

які є власними функціями оператора L(A) = {bap j в А -представленні

та власних значень L цього оператора. У розгорнутому вигляді ця сис
тема буде такою:

сі (-̂11 ~ + с2-̂12 + · · · + cfL if  = 0,

c1^21 + с 2(^22 ~L) + --- + CfL2f  = 0 ,
(У .02)

cl^ f l + c2^f2 + ··· + cf(Lff - L) = 0.

Для того, щоб ця система мала нетривіальні розв'язки, необхідно, щоб 
її визначник дорівнював нулю:

k i- L ■̂12 ■ h f

Δ =
^22 — · ^2/

= 0. (9.33)

LfX Lf2 . Lf f -L

132

Теорія представлень у квантовій механіці

Розкривши визначник, отримуємо алгебраїчне рівняння /  -го поряд

ку щодо власних значень L :

L f  + A1L / ~1+... + A/ _1L 1+A/ = 0 . (9.34)

Розв'язки цього рівняння ή ι\ύ2\...,ύ^ є власними значеннями опера

тора L(A) ξ  {Lap} в А-представленні. Якщо підставляти по черзі кожне 

з цих власних значень у систему (9.32), то можна знайти набори коефі

цієнтів {Са(і*}, що відповідають конкретним власним значенням L(l):

L(1) о  {Ср(1)}, іР ] о  {Ср(2)}, L(/)o { C p(/)}. (9.35)

Кожний такий набір коефіцієнтів {Са(і)} є однією з власних функцій 

оператора L(x) в А-представленні.

Контрольні запитання

1. Чим відрізняються комплексно-спряжена та спряжена матриці?
2. Які операції необхідно виконати при здійсненні переходу між довіль

ними представленнями?
3. Якщо матричне представлення є універсальним і найбільш загальним, 

то як можна зобразити в ньому величину, що змінюється неперервно?

Література: [1], § 38-45.

§ 10. Теорія представлень 
для нестаціонарних систем

10.1. Нестаціонарне рівняння Шредінгера 
в матричному вигляді

Розглянуті вище правила переходу до довільного матричного пред
ставлення стосувались стаціонарних систем. Еволюція нестаціонарної 
фізичної системи у квантовій механіці в координатному представ
ленні описується нестаціонарним рівнянням Шредінгера
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іп 9ψ{χΛ  = Η(χ,ί)ψ(χ,ί). (lo .i)
dt

Знайдемо аналог цього рівняння в А -представленні. Для цього споча

тку знайдемо власні функції оператора А(х):

Α(χ)Ψβ(χ) = ΑρΨβ(χ), (10.2)

а потім розкладемо функцію Ψ(χ,ί) за власними функціями Ψβ(χ):

Ψ ίχ ,^ ^ Σ ^ ί^ β ίΧ )· (10·3)
β

Підставивши (10.3) у (10.1), отримаємо

ίηΣ ^ Γ Ψ№  = Σ ο β(ί)Η(χ,ί)Ψρ(χ). (10.4)

β d t  β

Якщо домножити обидві частини цього рівняння на Ψ„(χ), а  потім 

проінтегрувати за змінною х , то отримаємо нестаціонарне рівняння 

Шредінгера в довільному А -представленні:

ίη^ Γ ^ Σ Η^ m ( t ) ,  Ha,(t)= jT;(x)H(x,t)Tp(x)dx. (10.5) 
at β

Особливо простого вигляду рівняння (10.5) набуває в стаціонарному 

випадку Η  ф F(t) в енергетичному представленні (Е -представленні), 

яке є власним щодо оператора Гамільтона Н(х). Для цього представ

лення власні функції (10.2) знаходять з рівняння

£(χ)Ψρ(χ) = ΕρΨβ(χ), (10.6)

а матричний елемент оператора Гамільтона набуває вигляду діаго

нальної матриці Ηαβ = £ αδαβ · Підставляючи цей результат у (10.5),

отримуємо просте рівняння

i h ^ S l  = Eac Jt), (10.7)
at

яке має розв'язок

ca(t) = e й . (10.8)

Таким чином, власна функція оператора Гамільтона в Е  - 
представленні в стаціонарному випадку є періодично осцилюючою 

функцією.
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10.2. Рівняння руху для операторів у матричній формі

Рівняння (10.5) визначає еволюцію хвильової функції, яка задана в 
довільному матричному представленні. Знайдемо рівняння еволюції 

(рівняння руху) для оператора L(x,t) довільної фізичної величини 

L(x,t). У координатному представленні це рівняння має вигляд (6.23)

at dt ih

Для того, щоб знайти вигляд цього рівняння в А-представленні, ви
користаємо співвідношення (9.26):

< L(t) >= Σ|ο<χ(ί)Ζ/αβθβ(ί)
α,β

для обчислення середнього значення < L{t) > в А -представленні. У 

цьому виразі набір коефіцієнтів cp(i) знаходимо з розкладу (10.3) для 

функції Ψ(χ,ί), який є її аналогом у А-представленні.

Знайдемо повну похідну від <L(t)> за часом

d < L(t) > 

dt Σ>-:
α,β dt

Αιβ0β + °α '
dL.αβ

dt
°β + СоЛоф ■

dec,

dt

Підставляючи в (10.9) відповідні частинні похідні

’ Sce 1w ih ̂  'Ьdt ih ■
н  с 

dt ~ i h ^ H^

(10.9)

(10.10)
γ γ -- - γ

отримані з нестаціонарного рівняння Шредінгера (10.5), приходимо 
до рівняння

d < L(t) > -с-ч * dL,

dt Σ<ν
α,β

■'γ*̂ γαχ'αβι'β| · (10.11)C„H„„L„aCa

α >β>Υ * ” α.β.Υ

Якщо в (10.11) зробити заміну індексів підсумовування (у другій сумі 
зробити заміну β <-> γ , а в третій - а <-> γ ), то отримаємо

d < L(t) > 

dt
α,β I at ‘η *  a

J -Σ-ift
α,β

' / \
*

ca Σ α λ “ Σ ^ α γ ^ Υ β CP
l  Y γ J

(10.12)

Якщо додатково врахувати правило множення матриць 

'У Ααγ ̂ γβ = (·̂ '-̂ )αβ> "̂1 HayLyβ = (HL)ap ,
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то співвідношення (10.12) набуває остаточного вигляду

d < L (t)> _  w  ί5ν  + 1[£Η]αβ}οβ. 10.13)
dt ТІ \ dt ih j

Це співвідношення має зміст похідної за часом від середнього зна
чення величини L(x,t).

clL
З іншого боку, якби ми знали вид оператора — , то відповідно до

dt
загального правила визначення середніх величин у довільному пред
ставленні (9.26) ми змогли б обчислити середнє значення величини 
dL[x,t)

, використовуючи формулу
dt

dL(t)
< — — >*  -·Σ<Ш  <»■

UL α,β I UL J αβ

Якщо взяти до уваги, що операції усереднення за різними станами
та диференціювання за часом взаємно незалежні й їх можна міняти
місцями, то можна вважати, що ліві частини формул (10.13) і (10.14)

• · · я л dL[t) d < L(t) >
рівні між собою, тобто <---   >---- —— . Виходячи з цього, рівними

dt dt
будуть між собою й праві частини цих формул, звідки випливає рів
няння руху для оператора

dL(t)'  dLaii | i

dt ih 'dt
- + -[ί,#]αβ. (10.15)

Λχβ

Видно, що структура цього рівняння збігається з виглядом аналогіч
ного рівняння (6.23) у координатному представленні.

10.3. Представлення Шредінгера

У формалізованому апараті квантової механіки до поняття представ
лення належать не тільки правила переходу від однієї незалежної змін
ної до іншої (за винятком часу), але й методи перетворення операторів і 
хвильових функцій, при яких залежність від часу переноситься на один 
із цих об'єктів. Застосування таких перетворень дозволяє спростити об
числення для багатьох задач. Зокрема це стосується випадків, коли ви
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користовується оператор, який явно не залежить від часу. У таких ви
падках можна зробити такі перетворення системи, коли зміна її власти
востей із часом визначається тільки зміною хвильової функції. Таке 
представлення називають представленням Шредінгера.

Еволюція хвильової функції в загальному випадку визначається 
нестаціонарним рівнянням Шредінгера (10.1):

= Η(χ,ί)ψ(χ,ί),
dt

яке дозволяє, знаючи Ψ(χ,0), знайти Ψ(χ,ί). Таку відповідність між ци

ми функціями можна представити у вигляді дії оператора еволюції S(t):

Ψ(χ, ί) = S(i)Ψ(χ, 0), S(0) = 1. (10.16)

Для спрощення запису будемо позначати Ψ(χ,0) = Ψ(χ). Якщо підстави

ти (10.16) у рівняння Шредінгера (10.1), то отримаємо рівняння для S(t):

ih—  = H S . (10.17)
dt

дІІ
У стаціонарному випадку (п ри-- = 0) знаходимо розв'язок (10.17)

dt

S(t) = e l f t . (10.18)

Легко впевнитись, що оператор (10.18) є унітарним і для нього S+ = S-1. 

Для цього досить записати вираз для розкладу оператора S+ у ряд

^Ч Ч 'т ]} = Й !) и*
та обчислити (# п) = (ьг ) = , беручи до уваги, що для ермітових

операторів справедлива рівність (AB...F)+ = F + ...В+А+ , а  оператор Га

мільтона є самоспряженим і відповідає умові Н  - Н +. Після знахо
дження суми (10.19) отримуємо вираз

■Βί
S+(i) = e *  sS~\t), (10.20)

який доводить умову унітарності.
Переконаємось, що з умови унітарності випливає виконання умови 

збереження повної ймовірності зі зміною часу

||Ψ(χ,0)|2 <2χ=||Ψ(χ,ί)|2 dx. (10.21)
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Якщо розкласти Ψ(χ,Ο) у ряд за власними функціями Ψβ(χ) стаціонар

ного оператора Гамільтона Ψ(χ) = ̂ θβψβ(χ), то, використовуючи

β

(10.16), можна знайти Ψ(χ,ί) у довільний момент часу:

-іМ

Ψ(χ,ί) = §(ίΜχ) = Σ ααβ * ψαΜ· (10.22)
α

Такий метод опису квантово-механічної системи, коли хвильова функ
ція залежить від часу, а  всі оператори, включаючи оператор Гаміль
тона, є стаціонарними, називається представленням Шредінгера. У 
цьому випадку, наприклад, середнє значення будь-якої фізичної ве

личини, представленої стаціонарним оператором А , є нестаціонар
ним і визначається виразом

i ^ - t  .

< Л > = £ е  й « V W  (10.23)
αβ

10.4. Представлення Гейзенберга

У представленні Гейзенберга, на противагу представленню Шредін
гера, хвильові функції не залежать від часу, а  оператори - однозначно 
залежать. Вигляд хвильової функції в цьому представленні знаходимо 
з (10.16)

Ψ(χ) - ,§"1(ί)Ψ(χ,ί) = ,§+(ί)Ψ(χ,ί). (10.24)

Для визначення в цьому представленні явного виду довільного опера

тора ЛГейз(£), який у представленні Шредінгера був стаціонарним 

Аііред > використаємо правило визначення середніх величин

< А >= ^¥*{x,t)Ampep4(x,t)dx =

= |(5*(ί)Ψ*(χ))ΑωρεΑ(5(ί)Ψ(χ))ώχ= |{ΛΙΙΙρ6Λδ(ί)Ψ(χ)}(5*(ί)Ψ*(χ))ίίχ:.

Використовуючи умову самоспряженості відносно оператора S*(i), 

отримаємо

< А >= jT V ){S +(i)AupeflS (O m *)d* = /ψ*(*)ΑΓεβ3(№ )< **  - (10.25)
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У цьому виразі вводиться новий оператор
.т  _.Ht

г̂ейз(̂ ) - S+(i)AmpeaS(i) = е * ЛШреде 'г * , (10.26)

який залежить від часу. Рівняння руху цього оператора знаходимо
при безпосередньому диференціюванні (10.26), воно має такий ви
гляд:

dA^ {t) = ±.[АШред(і)Й}. (10.27)

10.5. Представлення взаємодії

У деяких випадках ефективно використовувати комбіноване пред
ставлення, у якому частина залежності від часу переноситься на хви
льову функцію, а частина - на оператор. Такі випадки стосуються ф і
зичних систем, у яких повний нестаціонарний оператор Гамільтона

H  = H0 +V (10.28)

доцільно розділити S{t) на дві частини. У цьому випадку можна ви

брати оператор еволюції у вигляді залежності

_і"еі
S(f) = a(i)S0(i), S0(i) = е » . (10.29)

Повна хвильова функція системи має вигляд

Ψ(χ,ί) = 50(ί)ΨΒ3(χ), ΨΒ3(χ,ί) = σ(ί)Ψ(χ). (10.30)

Підставляючи (10.29) у рівняння (10.17), отримуємо рівняння руху 
для додаткового оператора σ(ί):

i n ^ p .  = V(t)d(t), (10.31)
dt

де
.Hot ,H0t

V{t) = S0+VS0 =e * Ve * . (10.32)

Відповідно, підставляючи повну хвильову функцію системи (10.30) у 
нестаціонарне рівняння Шредінгера (10.1), приходимо до рівняння 

для функції ΨΒ3(χ,ί):

ΐΗδΨ*:(* ’ί] = V(χ,ί)ΨΒ3(χ,ί). (10.33)
dt
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Розглянуте представлення взаємодії успішно використовується при

розгляді таких задач, коли базова складова Н0 повного оператора

Гамільтона (10.28) описує систему, властивості якої (хвильову функції

і власні значення енергії) відомі, а  складова V описує додатковий 
вплив на систему.

10.6. Представлення вторинного квантування 
(представлення чисел заповнення)

Розглянуті методи теорії представлень стосуються такого підходу до 
розв'язку конкретних задач, коли незалежними змінними є такі фізич
ні величини, як координата, імпульс, енергія тощо. Результатом роз
в'язання задач за допомогою конкретного представлення є власні 
функції та власні значення різних операторів.

У деяких випадках (напр., для гармонічного осцилятора, який ха
рактеризується еквідистантним спектром рівнів енергії) доцільно пе
реходити до змінної, яка відповідає номеру найвищого заповненого 
рівня (тобто кількості заповнених рівнів) еквідистантного спектра. 
Таке представлення називають представленням вторинного кванту
вання, або представленням чисел заповнення. Такий термін можна 
пояснити тим, що в цьому випадку задача "первинного" квантування 
(тобто визначення самого спектра рівнів енергії конкретної системи) 
вважається розв'язаною, а проблема полягає в аналізі та обчисленні 
переходів між цими рівнями залежно від особливостей конкретної сис
теми. Це представлення має широке застосування, оскільки модель 
гармонічного осцилятора відповідає великій кількості важливих фізич
них задач, наприклад, задачі квантованого електромагнітного поля, 
оператор Гамільтона якого після певних перепозначень зводиться до 
оператора Гамільтона гармонічного осцилятора.

Розглянемо метод введення представлення вторинного квантуван
ня на прикладі гармонічного осцилятора. Рівняння Шредінгера для 
такої системи:

Ψ(χ) = £Ψ (χ), (10.34)

після введення допоміжних параметрів Xq = Jft/μω  та ε = 2Е /h& і за

міни оператора координати та імпульсу на безрозмірні аналоги
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ξ = * /* 0 , Ρξ = -р=== = ~І'4- (10.35)
<3ξ

приводиться до безрозмірного вигляду (4.10):

_ ^ 2ψ(ξ) + ξ2ψ(ξ) = εψ(ξ). (10.36)
<2ξ

Розв'язками цього рівняння є власні функції (4.24):

Ψη(ξ) = ΟηΗη(ξ)β~?'2, Сп = 1 _  , п - 0,1,2,... (10.37)
yjx0n\2ny/n

ξΗη(ξ) = ηΗη_1(ξ) + ±Ηη+ι(ξ), (10.38)

Поліноми Ерміта задовольняють рекурентні співвідношення

%) = пНг

^ Ш  = 2 пНп_&). (10.39)
αξ

Якщо взяти похідну від функції (10.37) і врахувати (10.39), а також 

структуру коефіцієнта Сп (10.37), то отримаємо ланцюжок перетво

рень

= +^ Ш Спе ^ 2^  =
dt, (10.40)

= -ξΨη(ξ) + 2 пСпН п̂ ) е - ^ 12.

Зробимо два різних перетворення останнього виразу на (10.40). Із

(10.37) випливає, що Сп = л/і/2п.Сп 1 . Після такої заміни з (10.40) 

отримуємо рівняння

Ψη(ξ) = >/^Ψη_1(ξ). (10.41)1 Ге d '
~Ί= ξ +--
72 Г  £ίξ

Інше перетворення відповідає заміні в цьому виразі комбінації 

пНп_ι(ξ) на вираз ηΗη̂ (ξ) = ξ#„(ξ)-Η η+1(ξ)/2 , який випливає з реку

рентного співвідношення (10.38):

= - ξ Ψ η ( ξ )  + 2 0 ηξ Η η ( ξ ^ 2 / 2 - С п Н п+1( ^ 2 ' 2 =
(10.42)

= ξΨη(ξ)-Λ/2(π + 1)Ψη+1(ξ).

Із (10.42) отримуємо рівняння
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1 ( d 

J 2 V  <*ξ.
ψ η(ξ) = ν ^ Π ψ ΓΙ+1(ξ). (10.43)

Якщо ввести два нових оператори
(  ^1 U  d )  1 /_ ч „+ 1 L· d ) 1 и  „  ч

°  ур2 [ <2ξ J V 2 ^  + ̂ ’ “  Т 2 Г  άξ)~  у/2 Ψξϊ ’ 1 ]

то рівняння (10.41) і (10.43) можна записати у вигляді

αΨη(ξ) = ν ^Ψ η_!(ξ), α+Ψη(ξ) = ν ^Τ ΪΨ η+1(ξ). (10.45)

Оператор ά , діючи на функцію, зменшує на один ступінь збудження

системи й називається оператором знищення. Оператор а + навпаки, 
збільшує на один ступінь збудження системи й називається операто
ром  породження.

За допомогою оператора а + можна отримати будь-який стан системи

Ψη+ι(ξ) = 4 = δ +Ψη(ξ):
νπ.

1 "ї+Л+l” '*·' 1
(10.46)

гй α Ψη_1(ξ) = ... = — (α+Γ Ψ 0(ξ).
-уjn(n - 1) η VriT

Функцію Ψ0(ξ) можна знайти, якщо врахувати особливість дії на неї 

оператора знищення

ψ 0(ξ) = ο .

Із цього рівняння знаходимо

ψ 0(ξ) = ο06-ζ2/2 .

При послідовній дії операторів маємо

αά+Ψ„(ξ) = л/^Т1αΨη+1(ξ) = (η + 1)Ψη(ξ), 

ά+άΨη(ξ) = y fca+ 'P ^ )  = ηΨη(ξ), 

що відповідає їх комутатору

[αα+] = 1.

Оператор

α+α = п

(10.47)

(10.48)

(10.49)

(10.50)

(10.51)

є оператором ступеня збудження.
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Якщо кожний ступінь розглядати як одну частинку, то η є опера

тором кількості частинок. Наприклад, у лазерній моді, яка за своїми 
властивостями, відповідає гармонічному осцилятору із взаємним пе
ретворенням електричної та магнітної компонент електромагнітного 
поля. У такій моді може перебувати довільна кількість фотонів, кож
ний з яких відповідає збільшенню ступеня збудження моди на оди
ницю (а енергії моди - на величину Йоо).

Якщо знайти зі співвідношення (10.44) оператори координати та 
імпульсу

ξ = -^=(α + α+), ρ ξ =-ι(α + α+), (10.52)

то можна записати оператор Гамільтона для осцилятора в представ
ленні вторинного квантування (у представленні чисел заповнення)

Й  = + ξ2 = αά+ + α+α = 2α+α +1 = 2η +1. (10.53)

Враховуючи (10.36) і (10.45), а також беручи до уваги співвідно
шення ε = 2Е / На», отримуємо стаціонарне рівняння Шредінгера

М « +« + 1/2)Ψη(ξ) = £ ηΨ„(ξ), (10.54)

власні значення енергії якого дорівнюють Еп = heо(п +1 / 2).

Окрім представлення операторів а , а + і ή у координатно- 
імпульсній (10.44) і функціональній (10.45) формах, їх можна пред
ставити також у форм і матриць

«  =  {anmY> апт = J  =  ^ 8п,т-1>
—00

00

а+ = {а+пт}; а+т = J Ψ ^ α + Ψ ^ ξ  = 5n>m+1.

—00

У розгорнутому вигляді ці матриці мають такий вигляд:

(10.55)

а =

ооСІ «01 «02
N

0 л/І 0
\

«10 «11 «12 . . . 0 0 42 . . .

«20 «21 0 ю ю 0 0 0 . . .

\ • • ·**/
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а + =

' + 
“00 а01

_ 4- 
“02 ' 0 0 0

а10 «11 а12 ... 0 0 . . .

л + 
“20 а21 а22 ... 0 л/2 0 . . .

■ ■ ...)  ̂ * " V

ґ0 0 0 >

0 1 0
п - а а =

0 0 2 . . .

(10.56)

v · ···/

Контрольні запитання

1. Чим відрізняється представлення Шредінгера від представлення Гейзен- 
берга та представлення взаємодії?

2. Яким чином, знаючи хвильову функцію в представленні вторинного 
квантування в п -му стані, можна знайти хвильову функцію в m-му стані?

3. Довести ермітовість операторів народження та знищення в матричній 
формі.

Л ітература: [1], § 38-45; [2], § 18.
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Розділ V

СП ІН  І СПІН-ЗАЛЕЖ НІ П РОЦ ЕСИ  

У КВАНТОВІЙ М ЕХАНІЦ І

§ 11. Передумови введення, 

модель і оператор спіну електрона

Особливості руху електрона в атомних системах добре узгоджуються 
з результатами експериментів (в основному з дослідженням атомних 
спектрів). Водночас існують певні особливості спектрів, які неможливо 
пояснити на основі моделі атома, що містить лише три інтеграли руху - 
енергію, момент імпульсу та одну з його проекцій. Ця проблема виник
ла в 1925 р. при створенні квантової механіки й на основі її аналізу бу
ли зроблені висновки про необхідність введення нових, невідомих ра
ніше характеристик частинок. Розглянемо деякі з базових експеримен
тів, які дали підставу для введення спіну електрона.

11.1. Експериментальні передумови введення спіну

11.1.1. Експеримент Штерна — Герлаха. В експерименті дослі

джувалось проходження пучка атомів водню, які перебували в основ

ному стані, через область з неоднорідним магнітним полем H(z)
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(рис. 11.1). Спочатку результати цього експерименту розглядалися з 

того положення, що магнітний момент атома М  пов'язаний з орбі
тальним рухом електронів. Для атома водню орбітальний магнітний 
момент описується виразом

єН
Mz =-MBm; Мв =-— , т  =-1,-1+ -1,1.

2μα
(11.1)

Енергія взаємодії цього моменту з магнітним полем і сила, яка діє на 
магнітний момент, визначаються формулами

еПН
W,мн ■■ -(.НМ) = т

F --VW,мн ’ Fz m

2 μο

eh дН
2μο dz

(11.2)

(11.3)

Рнс. 11.1. Розщеплення пучка атомів водню в основному стані 
прн їх прольоті через неоднорідне магнітне поле

Оскільки в експерименті використовувався потік атомів водню в 
Is -стані, тобто основному, для якого т  = 0 , то для кожного з атомів 

орбітальний магнітний момент (11.1) дорівнює нулю. Логічно було б 

очікувати, якщо F = 0 , то потік атомів не реаіуватиме на поле й руха

тиметься крізь область неоднорідного поля по прямій лінії. Однак у екс
перименті спостерігалось розщеплення пучка, причому з аналізу вели
чини розщеплення випливало, що в Is -стані магнітний момент атома 
був відмінним від нуля, а його проекції на вісь квантування дорівню

вали MZ =±MB, де Мв = ей/2цс « 0,9-ІСГ20 ерг/Е - магнетон Бора.
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Цей результат можна пояснити, якщо припустити, що електрон має 

власний магнітний момент Ms , проекція якого дорівнює Msz = ±МВ .

11.1.2. Особливості тонкого розщеплення спектра натрію.
Детальне дослідження структури оптичних переходів у водневоподіб- 
них атомах (зокрема переходи валентного електрона в атомі Na з 2р- 

у Is -стан) показали, що ці переходи є дублетами і складаються з двох 
близько розташованих спектральних ліній. В атомі Na це переходи з

О О
довжинами хвиль λ = 5895,93А та λ = 5889,96Α (рис. 11.2). Така 

структура переходів (але з невеликою зміною довжини хвилі) спосте
рігалась і при накладанні слабкого магнітного поля. Ці результати не 
узгоджуються з теорією.

Якщо виходити зі структури рівнів водневоподібних атомів з ура
хуванням можливого розщеплення в магнітному полі, то видно, що 
перехід між 2р- і Is -станами водневоподібних атомів може відпові

дати або одиночній лінії (синглету), або потрійній лінії (триплету).

m  = 1 
т =  О 
т  = -1

Я=0 Н * 0

Рнс. 11.2. Очікуваний спектр переходів м іж 2 р  - і Is  -станами 

водневоподібних атомів за відсутності та наявності магнітного поля 
(штрихові лінії) та експериментальний спектр (неперервні лінії)

Наявність дублетів можна обґрунтувати тільки тоді, якщо вважати, 

що атомний електрон має власний магнітний момент Ms , який взає

модіє з магнітним полем, що у стані 2р  створюється внаслідок орбі

тального руху цього електрона.

11.1.3. Експеримент Ейнштейна — де Гааса. Експеримент полягав 

у дослідженні гіромагнітного співвідношення для циліндра, виготовле
ного з магнітного матеріалу й підвішеного на пружній нитці (рис. 11.3).
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М

м (2)

м (1(

U1»
Σ

б)

Ц 2 )

В)

AL

Рис. 11.3. Схема експерименту Ейнштейна - де Гааса (а) і зм іна напрямку

сумарного магнітного М (1) М ,2) (б) і механічного £ (1* -> £ ,2) + л £ (в)
Σ 1  Σ Σ

моментів магнітного циліндра при зміні напрямку постійного магнітного поля Я

Кожний із атомів магнітного матеріалу має магнітний момент. При 

накладанні дуже сильного магнітного поля Н  усі елементарні магнітні 
моменти повертаються й орієнтуються в напрямку цього поля, що ве-

N
де до утворення сумарного моменту М(1) = Мп = NMn . При зміні на-

п=1
прямку магнітного поля на протилежний магнітні моменти також по

вертаються й -» . Зміну магнітного моменту AM легко вимі

ряти і ця величина визначає | ΑΜ |=| Μ^  - М ^  |= 2 | М(1) |= 2N \Мп \.

Оскільки з кожним магнітним моментом Мп нерозривно пов'яза

ний механічний момент імпульсу Ln , то синхронно з поворотом пов

ного магнітного моменту розвертається й повний момент імпульсу 

-> · Виконання закону збереження цього моменту приводить

до того, що сам циліндр починає обертатися, як єдиний об'єкт з мо

ментом імпульсу AL = &1] - В2), для якого | AL |= 2 | 3 l) |= 2N \ Ln |. Це
Σ Σ Σ

обертання гальмується дією пружного підвісу, але воно легко вимірю
ється. В експерименті це робилось за допомогою періодичної зміни 
напрямку магнітного поля. Частота цієї зміни вибиралась рівною час
тоті власних обертальних коливань циліндра на пружній нитці. Після 
цього легко знаходимо гіромагнітне співвідношення.
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Раніше вважалося, що причиною прояву магнітних властивостей є 
орбітальний рух електронів. Якщо прийняти це твердження, то мож
на було б очікувати, що гіромагнітне співвідношення буде збігатися з 
виразом (8.50) для орбітальних моментів.

Аналіз експерименту показав, що гіромагнітне співвідношення до
рівнює

Мп =-— 4 ,  (11.4)
μο

що за абсолютною величиною у два рази перевищує гіромагнітне 
співвідношення (8.50) для орбітальних моментів.

11.2. Гіпотеза та початкова модель спіну електрона

У 1925 р. молоді голландські вчені Дж. Уленбек і С. Гаудсміт, аналі
зуючи наведені вище експериментальні результати, висунули гіпотезу 
про те, що ці експерименти можна пояснити, якщо припустити наяв
ність у електрона власного механічного моменту (власного моменту 

імпульсу) S . Цей момент пов'язаний згідно з їх початковим припу
щенням з обертанням електрона як носія маси навколо осі. Даний 
власний момент В. Паулі в 1927 р. назвав спіном (термін походить від 
дієслова to spin, що означає крутитися або обертатися  або від spin, 
що означає веретено). Для появи такого моменту радіус електрона 
має бути відмінним від нуля. Оскільки обертання електрона як носія 
заряду навколо осі одночасно приводить до появи азимутального елек
тричного струму, то можна було б очікувати, що із цим власним орбі

тальним моментом пов'язаний власний магнітний момент Ms , вели

чина якого I Ms |= Мв була виміряна в експерименті й виявилась рів

ною магнетону Бора MB =eh/ 2μο. Припускаючи, що правила про

сторового квантування цього гіпотетичного моменту

S - hy]ls(ls +l), Sz = msh, ma =-ls,-ls + l- ls +2,...,ls (И-5)

такі самі, як у орбітального моменту L , можна очікувати, що загальна 
кількість проекцій Sz дорівнює 2ls +1. Прирівнюючи цю величину до

2, що відповідає кількості проекцій Ms , приходимо до висновку:

ls = l /2 ,S z =msh = ±fi/2, a ms =± l/2 . (11.6)

У теорії вперше виникли півцілі квантові числа. Із цих даних ви
пливав вираз для гіромагнітного співвідношення власного магнітного 
та механічного моментів
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Msz = 9sSz> 9s = , (11.7)
μο

яке виявилось у два рази більшим, ніж у орбітальних моментів. Цей 
результат збігається зі співвідношенням (11.4), яке було отримано в 
експерименті, і доводить, що магнітні характеристики атомів визна
чаються не орбітальним рухом атомних електронів, а їх спіном.

Цікаво зауважити, що аналогічна гіпотеза про існування класичної 
моделі власного механічного моменту, пов'язаної з його обертанням 
навколо осі, була висунута раніше Р. Кронігом, але він відмовився від 
неї під впливом критики В. Паулі та В. Гейзенберга. Уленбек і Гаудсміт 
про це не знали. Вони виклали цю гіпотезу разом з аналізом експери
менту О. Штерна й В. Герлаха та відправили рукопис статті до журна
лу. Водночас вони надіслали копію рукопису Паулі. Той відповів, що це 
хибна модель, оскільки для її реалізації необхідно, щоб лінійна швид
кість обертання поверхні електрона навколо осі перевищувала швид
кість світла. Уленбек і Гаудсміт, отримавши таку негативну відповідь 
від Паулі, спробували відкликати свій рукопис, але це виявилось не
можливим, тому що журнал вже друкувався. І хоча представлення про 
спін як про класичну електронну дзигу виявилось хибним, сама ідея 
спіну як невід'ємної характеристики електрона була вірною.

Сучасне представлення про спін електрона, а також про власний 
магнітний момент базуються на рівнянні Д ірака, яке розглядатиметь
ся далі. Випереджаючи аналіз рівняння Д ірака слід зауважити, що 

власний магнітний момент M s не є константою, а його збіг з магне

тоном Бора існує лише в нерелятивістському випадку, тобто за віднос
но малої швидкості частинок v «: с . Для випадку дуже високих швид

костей v -» с величина M s монотонно спадає. Ці результати повністю 

підтверджуються експериментами з використанням прискорених 

електронів. Водночас власний механічний момент (спін) S є констан
тою і його величина не залежить від швидкості частинки.

11.3. Оператор спіну електрона

Для введення спіну як фізичної величини в апарат квантової меха
ніки необхідно побудувати оператор власного механічного моменту

імпульсу (тобто спіну) S . Усі проекції будь-якого механічного моменту 
(незалежно від причини їх виникнення) задовольняють комутаційні 
співвідношення
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SiSj S jS i = ihSk , 

утворюють послідовний циклу яких шдекси 
i,j,k  => xyz,yzx,zxy.

Якщо перейти до безрозмірних операторів §і 

можна отримати систему

° хау — — 2ίσζ ,

<jyGz — GzOy — 2ϊσχ,

(11 .8 )

перестановок

(П/2)ді, то з (11.8)

(11.9)

2 іду*

У цій системі два операторних рівняння є незалежними, а  будь-яке 
третє можна отримати з двох інших.

У розглянутій теорії представлень показано, що найбільш універ
сальним видом оператора є представлення його в матричній формі. 
Ранг цієї матриці може бути визначений на основі аналізу експери
ментів і з урахуванням правила визначення власних функцій і влас
них значень оператора, заданих у матричній формі. У (9.32) і (9.33) 
було показано, що кількість власних значень дорівнює рангу матриці. 
Експерименти показали, що існують два власних значення.

Таким чином, можна шукати оператори S{ та σ; у вигляді матриць

а11 а12

а,•21 а.

Ьі2Л 

ь

Ч і

^С21

42

- 2 2 )
(11.10)Ьп

ч̂21 и22)

Якщо підставити ці матриці в (11.9), то замість системи з трьох мат
ричних рівнянь (11.9) матимемо систему з 12 звичайних рівнянь для 
визначення кожної з компонент матриці. Оскільки в (11.9) лише два 
рівняння є незалежними, то після такої підстановки буде 8 незалеж
них рівнянь, що недостатньо для визначення всіх 12 компонент. їх 
потрібно знайти з інших умов.

Згадаємо правило (9.17), згідно з яким у власному представленні 
будь-який оператор зображується діагональною матрицею. Іншими 
словами, завжди є таке представлення, яке приводить один з опера

торів до діагональної матриці.
Будемо проводити подальший аналіз у представленні, у якому мат

риця σζ має діагональний вигляд

0 ^Ні

0
(11. 11)

-22 у
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Це представлення називається Sz - представленням і характерне тим, 

що в ньому за основу розрахунків береться саме z -та проекція опе
ратора спіну.

Ще дві компоненти (11.10) можна знайти, якщо використати влас

ні значення Sz -±h/2, які знайдено з аналізу експерименту Штерна - 

Герлаха. Цим величинам відповідають власні значення оператора 

(11.11) σζ -±1.

Якщо згадати, що власні значення оператора в матричному пред
ставленні обчислюються з рівняння (10.33), то можна записати анало
гічне рівняння для оператора (11.11):

сп - σ , 0

0
'11 ~ 

0

0

'22 ~uzJ

Із цього рівняння знаходимо сп =1, с22 =

і о р

= 0 . (11.12) 

1 та остаточний вигляд σζ :

(11.13)
0 -1\

Підставляючи (11.13) по черзі в друге, третє, а  потім у перше рівнян
ня системи (11.9) і прирівнюючи відповідні матричні елементи, отри
маємо систему результатів

α1 1 = α 2 2 = 0> α12 = α21 ~ е 'Ф> = Ь22 = о, Ь\2 ~  ^21 = — *а 12 · ( И - 14)
У (11.14) φ - довільна дійсна фаза. Якщо покласти ср = 0, то матричні 

оператори д( і компоненти оператора спіну набувають остаточного 

вигляду
ґп ґп  - Λ  ґл гП

(11.15)

(11.16)

Ό Г

'r**1о

(1  0̂ 1
σ* =

,1 о,
> Gy

J  ° ,
; σζ -

0 1
'J—

■

h

г-НО

Я  Й 0 1 <-4 
.

я  й
Ґ1 0 '

5 Su = — ; S„ = —
2 a  oj у 2 J  0 , 2 2 0 1

Оператори σ ,, задані у вигляді (11.15), називають матрицями Пау

лі. Використовуючи (11.15) і (11.16), легко знайти вигляд більш 
складних операторів, які залежать від спіну. Зокрема оператор ква
драта спіну має вигляд

S2 = S2 + S2 + S2 = —  
х У ζ л

і о 

0 1

з г
І . (11.17)

У (10.17) величина І  є одиничною матрицею.
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З урахуванням спіну, як додаткової характеристики, яка набуває 
двох значень, будь-яку хвильову функцію частинки зі спіном можна

представити, як набір з двох функцій T12(r,i,Sz =±h/ 2) і записати у

вигляді матриці

Ψ(Γ,ί,δζ =±-) =
ΑΨ, 0Ї (Ψ  л

νψ 2 0;
(11.18)

Таку двокомпонентну хвильову функцію називають спінором. Спря
жена функція має вигляд

Ψ +(Γ,ί,5ζ =±-) =

ґ *
Ψ, Ψ

о1 V  - И ^ ) ·
(11.19)

Така форма зображення хвильової функції дозволяє робити компакт
ний запис отриманих раніше співвідношень для середніх значень ве
личин у матричному представленні (9.26):

< L(r,t) >= ^ с *  (r,t)Lapcp(r,t) s ^ Ψ *  (Γ,ίμ-οβΨβ(Γ,ί).
α,β α,β

Переконуємось, що цей вираз можна записати у формалізованому ви

гляді

< L(r,f) >= Ψ*(Γ,ί,8ζ )Ζψ*(Γ,ί,5ζ ) =

Ψ χ(Γ,ί) Ψ2(Γ,ί) 

0 0

i'll 1̂2 

■̂22.\ 2 1

Ψι (r,t) 0 

Ψ2(Γ,ί) 0̂

(11.20)

Наприклад, середні значення кожної з трьох проекцій спіну визнача
ються виразами:

<SX >=

<s,>=

<SZ >=

ίχν\ Ψ2Υ ο Й/2̂ [ Ψχ ο
ο ο h/2  0 νψ 2

/ * * \ 
1^1 ψ 2| ' 0 -ih/2' Ч о"

Оо

Jh /2 о , ^ 2 0,
/ * * \ 
[Ψΐ Ψ2 |rh/2 0 )ίΨΐ ο"

оо

, 0 -ft/2j *2

^ O ^  + ^ i b  (11-21)
ζ

= ί| (ψ ;ψ ι- ψ ;ψ 2), (11.22)
ζ

= ̂ (| Ψ ι |2 -|Ψ2 |2). (11.23)

Враховуючи гіромагнітне співвідношення, можна записати опера
тор власного магнітного моменту у вигляді формули

(11.24)iL  = ——S . 
μο

яка є узагальненням (11.7). Цей вираз буде використовуватися далі.
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Контрольні запитання

1. Чи є оператор спіну ермітовим?
2. Який тип магнітних моментів (орбітальний чи спіновий) відповідає за 

явище феромагнетизму?
3. Як зміниться гіромагнітне співвідношення для спінових моментів елек

трона при збільшенні його кінетичної енергії?

Л ітература: [1], § 58-61; [2], § 32; [4], § 54.

§ 12. Хвильове рівняння для електрона 

з урахуванням спіну та за наявності 

електромагнітного поля

12.1. Рівняння Паулі

Розглянемо метод опису стану електрона в силовому полі за наяв
ності зовнішнього електромагнітного поля та врахуванні його спіну. 
Електромагнітне поле можна представити через скалярний φ(Ρ) і век

торний A(r,t) потенціали або через вектори напруженості електрич

ного та магнітного полів

1 ЗА
£(?,«) = -Vq>-— , H(r,t) = VxA . (12.1)

с dt

В електродинаміці показано, що за наявності електромагнітного 
поля при побудові функції Гамільтона для частинки з масою μ і заря

дом q замість кінематичного імпульсу μν = р  потрібно використову

вати вираз для імпульсу

- - Ч Лμν - р -  — А.
с

З урахуванням цієї заміни остаточний вираз для оператора Гамільто
на за наявності в електроні як маси, так і заряду q - -є має вигляд
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= Є -л2
Р + — А

V С у ieh е2А2\ с у п . І еп — Є S1 m
Н  = —----- - еср = ---Δ ---- АV н---п— е(р . (12.2)

2μ 2μ μο 2μο

При отриманні оператора Гамільтона (12.2) використано калібровку 

потенціалу VA = 0. Отриманий вираз для оператора Гамільтона не 

враховує наявності спіну та власного магнітного моменту електрона 

Ms = -(є/μο).§, який взаємодіє із зовнішнім магнітним полем (12.1):

* Wms,h = -{MsH) = — HS
eh

Ησ . (12.3)
μο 2μο

Підставляючи цю енергію в оператор (12.2), отримуємо модифіковане 
стаціонарне рівняння Шредінгера, яке називають стаціонарним рів

нянням Паулі:
ґ г»

ieh
ΗΨ =

2μ

е2А2
-AV н--

μc 2μ с

ehH =
+--- σ - βφ

2μο
Ψ = £Ψ  . (12.4)

Використовуючи оператор Гамільтона визначаємо вигляд нестаціо

нарного рівняння Паулі:

ih
ΘΨ

dt
- ϋ 4 .

2μ

ieh ~
AV +

e2A2

μο

ehH =
+ —--σ - еср

2μο 2μο
Ψ (12.5)

Розв'язком обох рівнянь є функція типу (11.18):

4>(r,t,Sz =±h/2) = Ψχ

Λ

0Л

0

12.2. Рівняння неперервності та вектор густини 
струму ймовірності за наявності спіну електрона

Виходячи з отриманих співвідношень, отримаємо рівняння непе
рервності та вираз для вектора густини струму ймовірності за наяв
ності спіну електрона. Для цього спочатку запишемо рівняння (12.4),

а також рівняння, спряжене до нього. Потім функцію Ψ+ (яка розта
шована зліва) помножимо почленно на кожний із членів першого рів-
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няння, а кожнии із доданків другого рівняння почленно помножимо 
на функцію Ψ , яка при цьому розташована справа.

5Ψ h2 А1Т1 ieh - т, е2А2 1Т( еЬЙ ~
Ψ і%-= ---ΔΨ --- Λνψ + — ^-ττΨ +--- σΨ-βφΨ, (12.6)

dt 2μ μο 2μ с 2μο Ψ У 1

- ih ^ — = - — ΔΨ+ +— 1 νψ + + — ^ -Ψ+ + ̂ ^ ( ό Ψ ) + - βφψ+ |Ψ .
5ί 2μ μο 2μ202 2μο 1 ' Ψ 1

Тепер віднімемо друге з отриманих рівнянь від першого, зберігаючи 
порядок розташування функцій, та отримаємо рівняння

д h2
ih— Ψ+Ψ = {Ψ+ΔΨ-(ΔΨ+)Ψ}~

,®' 2Ц - (12.7)jf>i) _ fji) Ϊ-Τ ^  ^
--- Α{ψ+νψ  + (νψ+)ψ} + {Ψ+σΨ - (σΨ)+Ψ}.

μο 2μο

Перетворимо останній член цього рівняння, враховуючи, що для ер- 

мітових матриць виконується правило (АВ)+ = В +А+, у справедливості 

якого переконуємось прямою підстановкою матриць. Застосовуючи 
це правило, знаходимо

Ψ+θΨ - (θΨ)+ Ψ - Ψ+θΨ - Ψ+δΨ - 0.

Враховуючи цей результат, а також використовуючи очевидне пра
вило

ν(Ψ+νψ  - (νψ+ )Ψ) = Ψ+ΔΨ - (ΔΨ+ )Ψ , 

отримуємо остаточний вираз для (12.7):

^ , V7 J ^  //V7VD+UT/ \T/+V7U/\ . Є ЛШ + V— Ψ Ψ + V — ((νψ+)ψ - ψ +νψ ) + —  ΛΨ+Ψ } = 0 . (12.8)
dt [2μ μο J

Це співвідношення має вигляд рівняння неперервності —  + V/ = 0, у
dt

якому

ρ = Ψ+Ψ=|Ψ1 І2 +|ψ2 І2 (12.9)

є густиною ймовірності просторової локалізації електрона з будь-якою 
орієнтацією спіну в даному місці, а величина

} = -^-{(νψ+)ψ - ψ +νψ} + —  ΑΨ+Ψ (12.10)
2μ μο

відповідає густині струму ймовірності.
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Відповідний вигляд має вектор густини електричного струму

-* - 7V5 /і />̂  _
іе = - е /= --- {(νψ+)ψ - ψ +νψ }-— ΑΨ+Ψ . (12.11)

2μ μο

В отриманих співвідношеннях відсутні складові, залежні від спіну 
частинки. Покажемо, що їх треба вводити додатково. Спочатку роз
глянемо загальні співвідношення електродинаміки між густиною 
струму та магнітним моментом. Із рівняння Максвелла для напруже
ності магнітного поля

— 4 ті — — — —
V хН  = — j e, Β  = Η  + 4 π < Μ >  (12.12)

с

випливає рівняння для індукції

—  4π —  —

V хВ  = — (je +c[Vx < Μ >]). (12.13)
ο

У цьому рівнянні j e - вектор густини електричного струму, пов’язано

го з рухом зарядів. Другий доданок справа у формулі (12.12)

Δ/g = c[Vx < М >] можна тлумачити як додаткову складову вектора гу

стини струму, пов'язану зі зміною в просторі розподілу усередненого 

за спіновими орієнтаціями магнітного моменту < М > .  Включаючи 
цей доданок у вираз для (12.11), отримуємо вираз для вектора повної 
густини електричного струму

7 е(повн) ~ Je -*■ А Іе ~~ Je  c[Vx < Μ  >]. (1 2 .1 4 )

Якщо використати вираз (11.20) для обчислення середньої величи
ни магнітного моменту

_ pft «
< М > = ----Ψ+σΨ , (12.15)

2μο

то вираз для вектора повної іустини електричного струму набуває та
кого вигляду:

—► —* лй ^

Л(повн) - Λ  [νχψ+σψ]. (12.16)

Аналогічний вираз Aje --(eh/2μ)[νχΨ+σΨ] треба додати до (12.15),

а вираз j e /(-e) = (h/2μ)[ν χ Ψ+σΨ] - до (12.9), після чого ці формули

набувають остаточного вигляду

ih р  — Pi ~
j  = — ((νψ+)ψ - ψ +νψ) + —  ΑΨ+Ψ +—  V χ Ψ+σΨ , (12.17)

2μ μο 2μ
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7 - _1 ^ ((ν ψ +)ψ - ψ +νψ)~ — ΛΨ+Ψ - — ν χ ψ +θψ . (12.18)
2μ μο 2μ

Причина, згідно з якою цей доданок треба вводити у формули для гу
стини струму "вручну", пов'язана з тим, що згідно з правилами вектор

ної теорії поля для будь-якого вектора G (у т. ч., і для вектора 

G = Ψ+σΨ ) справедлива рівність V(V χ G) = 0 , і тому цей доданок не

можливо було отримати у складі виразу для j  із формули (12.8), де 

він перебуває під знаком V .

12.3. Атомний електрон у помірно сильному 
магнітному полі. Нормальний ефект Зеємана

Розглянемо вплив однорідного постійного магнітного поля 

Й  - {0,0, Н} на рух і стан атомного електрона у водневоподібному 

атомі. Цьому полю відповідає векторний потенціал

А(г) = {-уН / 2, хН  / 2,0}, (12.19)

який знаходимо з рівняння (12.1) Й(г) = V χ А(г), він відповідає каліб-

ровці VA(r) = 0 .

Підставляючи (12.19) у рівняння Паулі (12.4), отримуємо

й2 л iehH . д д є2Н 2 2 2 \ ehH 4
Δ -etp----— {х— - у — ) + -— j ( x f  + 2Г) + Ψ = £ Ψ . (12.20)

2μ μο ду дх 8 μο 2μο

Зробимо деякі спрошувальні заміни в (12.20), враховуючи той фак
тор, що існуюча тут комбінація координат і похідних відповідає 
оператору

... д д р 
-ih(x-— y-—) = Lz , 

ду дх

а два перших доданки визначають оператор Гамільтона Н0 за відсут

ності поля

ΰ  Ь2 л Нп = ---Л-єю.
° 2 μ
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Використовуючи заміни, приходимо до матричного рівняння для 
двокомпонентної хвильової функції

# 0  +
еН г е2Н 2
- Lz +
μο

, 2  2\ ЄЙН
— - { Х г + у2) + - —  
8μο 2μο

(1 о\](ψ , оч ΓΨ, 0̂11 = Е
to - iJJ № 0, 1ψ 2 o j

12.21)

яке можна перетворити на два рівняння для кожної із функцій 

±Й/2):Ψ ι;2- Ψ ι(2 ^ ^ 2

ґй еН г е2Н 2
Н 0 +- Lz + “ - 2

μο 8μ<Τ
{х + У )±

еПН

2μο
Ψΐ(2=^Ψΐ,2· (12.22 )

Ці два рівняння містять вирази, що мають лінійний і квадратичний 
внески з боку магнітного поля. Очевидно, що при дуже сильному полі

доданок з Н 2 буде набагато перевищувати доданок, який пропорційний
Н . За слабкого поля маємо протилежне. Із рівності двох останніх додан
ків у операторі Гамільтона в (12.22) знайдемо критичне магнітне поле

4ЙС (12.23)Н кр =
е{х2+у2)

при якому ці доданки співрозмірні між собою. Якщо використати для 
оцінки (12.23) середньоквадратичний розмір атома

yj<x2 > =4< У2 > = « /  V3 , (12.24)

який у основному стані відповідає радіусу першої борівської орбіти 

а ~ 5 · 10 9см , то отримаємо оцінку для величини критичного поля

Н  ~ Ю 10Е . Це - надзвичайно сильне поле, яке в земних умовах ніхтокр

ще не отримував, тому можна вважати, що всі поля, з якими можна 

мати справу на Землі, є слабкими й для них Н  <к Нкр. Виходячи із цієї

обставини, будемо нехтувати квадратичним (за величиною поля Н) 
доданком у (12.22) та проаналізуємо спрощене рівняння

Я 0 + Ψΐ,2=^Ψΐ,2· (12.25)
μο 2μο

Оскільки оператор Й0 комутує з оператором Lz (а обидва вони зав

жди комутують з будь-якою сталою величиною, у т. ч. з ehH / 2μο), то 

власні функції оператора Гамільтона з рівняння (12.25) збігаються (щодо 
спільних змінних, тобто координати) із власними функціями

УпітІП = Я„2(г)Угт(0,(р) оператора Н 0 , а відрізнятимуться лише знаком
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проекцій векггора спіну. Ця обставина показує, що за виконання умови 

Η  <ε Нкр наявність магнітного поля не приводить до зміни координат

ної частини хвильових функцій. Лише при Н  > Нкр відбувається вплив

магнітного поля на просторову структуру хвильових функцій. Фізичний 
зміст такої умови стає очевидним, якщо порівняти силу Лоренца

F =--[0хЙ], (12.26)
1 с

яка діє на електрон, що рухається в атомі зі швидкістю v у магнітно
му полі, із силою кулонівського притягування

е2 г
Fe =-— - (12.27)

r2 r

цього електрона до ядра. Визначимо, при якому значенні поля HeL ці 

сили за абсолютною величиною рівні між собою. Використовуючи для 
оцінки вирази для швидкості електрона на першій борівській орбіті

vx = е2/h і для радіуса цієї орбіти rx= a - h 2/ μβ2, отримуємо

tic
HeL = 2 · (12.28)

еа

Видно, що ця величина близька до оцінки критичного магнітного по
ля (12.23).

Таким чином, можна зазначити, що за виконання умови Н  «: Нкр

сила Лоренца, яка діє на електрон у атомі й може змінювати його 
стан, є значно меншою, ніж сила кулонівського притягування, яка 
формує звичний розподіл електронних станів.

Підставляючи в (12.25) функції

'¥i,2=4'nim(r,Sz =±h/2) (12.29)

і враховуючи, що

Но^пітіП = K^nim ir), Lz^ nlm(r) = п Ш п1т(г), (12.30)

остаточно отримуємо вираз для рівнів енергії атомного електрона в
магнітному полі:

Е = Еп+{т± 1 ) ^ - .  (12.31)
μο

Між рівнями можливі квантові переходи. Якщо врахувати тільки 
переходи між станами з різними значеннями магнітного квантового 
числа та однаковою орієнтацією спіну (переходи з одночасною зміною
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орбітального та квантового числа малоймовірні), то спектр переходів 
визначається формулою

ρ Ή Ε - Е і
« W t  = ωη,η’ + (т ± т ’)-- , ωη , = п п (12.32)

μο п

і відповідає трьом спектральним лініям. Видно, що спектр переходів 
буде однаковим для кожної орієнтації спіну. Вигляд відповідного 
спектра представлено на рис. 12.4.

— m = 1 
m = 0

2р / m = -1

! V
■ m — i  

ш — 0
! \ m = -1

1r ' t '

>
1
: m = o

I s __ / 1

і Y ; *η = П

Я  = 0 Я *  0, sz = Я/(2 Н ф О, s -Й/2

Рис. 12.4. Спектр рівнів енергії для 2 р  - і Is  -станів і переходи між ними 

в атомі водню за присутності помірно сильного магнітного поля

Закон розщеплення спектральної лінії (рис. 12.4) залежно від ам 
плітуди однорідного магнітного поля називають нормальним ефек
том  Зеємана. Область його існування обмежена "зверху" величиною 

Η  <к Нкр . Водночас слід зауважити, що ця область також обмежена

"знизу" граничним полем HLS. Причина існування "нижньої" границі 

буде розглянута далі.

Контрольні запитання

1. Як впливає векторний потенціал на стан зарядженої частинки без спіну?
2. Який основний механізм впливу гранично сильного електромагнітного 

поля на електрони та ядра?
3. За яких умов буде справедливим рівняння Паулі?
4. Як впливає наявність спіну в електроні на іустину електричного струму 

електронів?

Л ітература: [1], § 61-62; [2], § 67.
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13. Спін-орбітальний зв’язок у атомах. 

Симетрія хвильової функції

13.1. Спін-орбітальний зв’язок у атомах

При розгляді нормального ефекту Зеємана не була врахована взає
модія власного (спінового) та орбітального магнітних моментів елек
трона в атомі. Спочатку оцінимо порядок величини такої взаємодії. 
Було показано, що орбітальний рух електрона еквівалентний кільцево
му електричному струму й приводить до появи орбітального магнітного 

моменту ML . Цей момент відмінний від нуля для станів з т  * 0 (у ста

ні Is , для якого т  = 0 , маємо MLz - 0). Він локалізований у централь

ній частині атома і у віддаленій точці r створює магнітне поле

H  = ( із .ц
г г

Енергія взаємодії цього поля зі спіновим магнітним моментом Ms ви

значається виразом

]ц[2
AWts =-(HMs) = ms -f-(l-3cos20iS ), cos0LS = (ezr ) / r . (13.2)

r
о

Порядок величини цієї енергії для 2р  -стану при r « 4α « 2 А визнача

ється виразом

м 2
*± 1(Г15 ерг, (13.3)

r

що досить близько до експериментального значення розщеплення рівнів, 

яке для дублета Na відповідає величині АЕ = 2AWLS » 2,8 · 1СГ15ерг.

На жаль, наведений розрахунок має якісний характер і не може 

бути використаний для знаходження точного значення <AW'£S >. Це 

пов'язано з тим, що формула (13.1) для поля магнітного моменту, 

який створюється скінченним за розміром контуром з кільцевим 
струмом, коректна тільки на відстані, що набагато більша за розмір 
цього контуру, тобто розмір атома. Використання цієї формули для
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оцінки поля в межах атома приводить до великих похибок. Слід за

уважити, оскільки спіновий магнітний момент електрона не пов'яза
ний з реальним контуром струму, то для нього формули типу (13.3) 
будуть справедливими.

Проведемо точний розрахунок, не використовуючи з самого почат
ку поняття про магнітне поле орбітального моменту. Спочатку побу
дуємо класичний вираз для енергії спін-орбітального зв'язку. В атомі 

ядро створює електричне поле

й = _Л рг  = ld V f_  

dr r є dr r

яке залежить від потенціалу поля ядра φ і потенціальної енергії елек

трона V(r).

У системі координат, яка рухається зі швидкістю електрона ν , ви

никає магнітне поле

Η=-[ϋχΕ] = — —— [гхЩ, (13.5)
с rce dr

напруженість якого можна виразити через орбітальний механічний 

момент електрона L = μ[Ρ χ ν]:

1 dV -
Η   -- — — L. (13.6)

μ rce dr

Енергія взаємодії спінового магнітного моменту із цим полем визна

чається виразом A№iS = ~(HMS).

Перейшовши до операторної форми запису величин і враховуючи, 
що потенціальна енергія електрона в атомі водню або у водневоподі-

бних атомах має вигляд V(r) = -Ze2 / r , отримуємо

2

(13.7)
μ c r dr μζ^ Γ ό

Перетворимо скалярний добуток векторів L S , вводячи вектор су

марного моменту J :

L + S - J . (13.8)

Цей момент квантується за загальними правилами. Його власні зна
чення і проекції на вісь квантування визначаються формулами:
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т2 -2 ч · · μ + 1/2, якщо (SL)>0,
J 2 =h2j( j  +1), J = \i ' (13.9)

[\ I - 1 /2 1, якщо (SL) < 0,

J z = TUjti, TTij =m± 1/2, | mj |< j  . (13.10)

Оскільки величина орбітального квантового числа j  (13.9) для сумар

ного моменту залежить від орієнтації спіну електрона, то стан елек
трона в атомі треба характеризувати квантовими числами n,l,j,trij , а

хвильова функція має вигляд Ψη г · т , (Γ ,θ ,φ ,5 ζ ) .
> > J> j

З означення (13.8) можна знайти модуль вектора сумарного мо

менту J :

J 2 = ї?  + S2 + 2 І§  (13.11)

і підставити отриману величину LS у вираз для оператора енергії
взаємодії (13.7):

а зл 2 )

Після усереднення цього виразу знаходимо енергію спін-орбітальної 
взаємодії

< AWrc >=
г * і —о "л "л 

и  frn .U s .j -priJ  ~L -S2tem,r,jW ldV  =
2μ c“

Ze2 , (1313)
= 2 2 < r  > + + + 1)(.

2μ c

Середнє значення < r~3 > можна знайти в загальному вигляді з ви
користанням координатної частини хвильової функції:

K u v n ;  ^ ( J 2- i? - S 2Wm,v,r,m)dV ^

ΓΖ3 (13.14)

<r-3

α3η3Ζ(Ζ + 1)(Z +1/2)
Ο Ο

де α -h /μβ - борівський радіус.

Враховуючи отриманий результат, знаходимо остаточний вираз 
для енергії спін-орбітальної взаємодії

о ,, ·Ζ4α2 {j(j +1) - Ϊ(Ζ +1) - 3 / 4}
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У цьому виразі Ry = μβ4/2/z2 -13,6 еВ - стала Рідберга, виражена в

енергетичних одиницях, а = е2/ he ~ 1/137 - стала тонкої структури. 

Слід зазначити, що приблизно такий самий (за величиною) внесок у 
енергію рівня електрона

<Δ W > = R y ^ - \ —------— } (13.16)
р η3 [4η 1+1/2} '

пов'язаний з релятивістськими ефектами. Ці ефекти будуть детально 
розглянуті далі, їх поява пов'язана з тим, що стани енергії з різними 
значеннями орбітального квантового числа характеризуються різни
ми величинами радіальної швидкості електрона.

Вирази для сумарного зсуву рівня < AW > і положення самого рів

ня енергії Enj  мають вигляд

- 4  2 ί о  ї ї

<AW>=<AWLS> + <AWpe/i>=Ry— i r -\ —  -TTT7^\, (13.17)
n3 4n j  + 1/2

Ry Z4a2
Enj =--f +Ry-ir\^-— Τ Ϊ Ϊ  ■ (13Л8)J n nJ [4n j  + 1/2J

Така деформація спектра приводить до появи тонкої структури. З 
отриманих формул видно, що сумарна дія спін-орбітальної взаємодії 
та релятивістських ефектів призводить до часткового зняття виро
дження енергії рівня. Стани з різними значеннями j  =\ І ± 1/2 | мають 

різну енергію Enj , що веде до зсуву рівнів і появі спектральних дубле

тів (рис. 13.1). Зазначимо, що сума величин (13.15) і (13.16) не зале
жить від І , хоча кожна з них від І залежить.

Оскільки причиною спін-орбітального зв'язку є внутрішнє магнітне 

поле HL , яке створюється орбітальним магнітним моментом, то вели

чину цього поля можна знайти з виразу (3.15):

Hl s ^<AWl s > /M b < 7 1 0 4- ^з  Е . (13.19)

Видно, що це поле швидко зменшується зі зростанням n i l .  Цей зв'я
зок можна розірвати, якщо помістити атом у сильне зовнішнє поле з 

напруженістю Н  > Н ^  . У такому полі спіновий і орбітальний момен

ти будуть квантуватися незалежно. Якщо атом містить багато елект
ронів, то при цьому відбувається незалежне квантування сумарного
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спінового S = £ ,S n і сумарного орбітального L = ̂ L n моментів. Це
п п

так званий випадок LS зв'язку або зв'язку Рассель - Саундерса.

п = 3 -----------------------------------------
У = 5 /2

•У = 3 /2  --------  у = 3 /2

У =1/2 ________І = 1/2
1 = 0 1 = 1 1 = 2

п= 2

Рис. 13.1. Тонка структура трьох нижніх рівнів енергії, 
викликана спін-орбітальною взаємодією та дією  релятивістських ефектів.

Стрілками показано оптичні переходи, досліджені при побудові моделі спіну

У протилежному випадку H  < HLS внутрішнє магнітне поле пов'я

зує спіновий і орбітальний моменти та утворює сумарний момент J , 
який характеризує стан електрона. З а  наявності такого слабкого зов
нішнього поля відбувається квантування сумарного моменту 

J  = У^ Зп , що відповідає J J  зв'язку.
п
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13.2. Тотожності мікрочастинок і принцип Паулі

Розглянемо властивості системи, яка складається з однакових час
тинок, тобто таких, що мають однакову масу, заряд, спін і за однако
вих умов ведуть себе однаково. Усі властивості такої системи опису
ються стаціонарним або нестаціонарним рівняннями Шредінгера:

H{ql ,...,qN,t)x¥[ql ,...,qN,t) = E'¥{ql ,...,qN,t), (13.20, а)

= H(ql ,...,qN,tm q l>...,qN,t) (13.20, б)
dt

з гамільтоніаном

H{q1,q2,---,qN>t) = ^ ] ^ Ak +Vtek>t)\+ Σ  (13.21)
к=1 І J fc* j=1

де qk - {xk,yk>zk,Szk} - повний набір координат частинки, W (qk, q j ) - 

енергія взаємодії пари частинок.

Введемо оператор перестановок Pjk , дія якого визначається рів

нянням

PjkF(qx,...,qk,q j,...,q jf,t) — F(qx,...,q j,qk,...,qjf ,t). (13.22)

У системі однакових (тотожних) частинок дія оператора Pjk не змінює 

H(qi>q2’---’4N>t) '■

РjkHiQi’-'-’QN’t) = ^ (q1,...,qN,t) . (13.23)

Це відповідає тому, що Pjk комутує з H{ql ,q2,---,qN>t) ■

Розглянемо дію Pjk на хвильову функцію ,..., qk, q j,..., qN, t):

'Ρ//€ψ (?ι.···>^»<37,···Ι^ . ί )  = Ψ (5ι-·-^·.^>···-^>ί)· (13.24)

Оскільки перестановка місцями двох частинок не змінює H(ql ,..., qN, t) , 

то перетворена функція ,...,qN,t) відповідає рівнянням Шредінгера: 

H(ql ,...,qN,t)4'(q1,...,qN,t) = E'¥{q1,...>qN,t), (13.25, а)

І П ^ П ^ іЯ л Л  = , (13.25, б)
dt
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які можна отримати, якщо подіяти оператором Pjk на (13.20). Оскіль

ки оператор Гамільтона в рівняннях (13.20) і (13.25) є однаковим, то 

відповідні розв'язки цих рівнянь 4J(ql ,...,qN,t) та Ψ ^ , . , . ,^ , ί )  можуть 

відрізнятися тільки на постійну величину λ :

^(4 ι ,···,4ν Λ) = X4/(ql ,...,qN,t) , (13.26)

яка визначається умовою | λ |= 1. Цю величину можна знайти, якщо

подіяти оператором Р  на рівняння (13.24) і врахувати, що подвійна 
перестановка частинок однієї пари приводить до початкового стану 
^(qlt...,qN,t):

ΡΡΨ(4ι,...,4Ν,ί) = XP4/(q1,...,qN,t) = λ2Ψ(4ι,...,4Ν,ί) = ψ ^ ,.,.,ς ^ ,ί ) . (13.27) 

Видно, що λ2 є власним значенням оператора Р2. З  останньої рівності

в (13.27) знаходимо, що λ2 = 1, або λ = ±1. Звідси випливає, що існують 
два типи хвильових функцій, а саме: функції, які відповідають умові

P'¥s(q1,...,qN,t) = 'i's(q1,...,qN,t), (13.28, а)

їх називають симетричними. Відповідно функції, для яких

^ψ α(<3ι>···>3;ν̂ ) = -ψ α(3ι>···><? ,̂ί), (13.28, б)

називають антисимєтричними.
Унаслідок рівноправності всіх частинок умова симетрії стосується всіх 

можливих перестановок. У цьому легко переконатися, якщо припустити, 
що функція є симетричною, наприклад, щодо перестановок Ic e  j , j  <->і 

та антисиметричною щодо j  <-> к . Враховуючи ці правила, маємо

^(ЧіЧ]Я.к) = -^(QiQkQj) = -^(ЧкЯіЧ]) = -^(QkQjQi) = -^Ш ]Як) ■ (13.29)

Прирівнюючи початок і кінець цих перетворень, отримуємо 

4t{qiqj qk)^  - Ψ ^ ς ^ * .) , що відповідає результату Ψ ^ ς ^ )  = 0 , тобто від

сутності стану з такими комбінованими властивостями. Певний тип си
метрії не змінюється із часом. Це випливає з нестаціонарного рівняння 
Шредінгера (13.20, б), якщо представити його у вигляді рівняння

Δ Ψ ^ ,.,.,ς ^ ,ί) = ■̂ -H(q1,...,qN,t)x¥(ql ,...,qN,t)At. (13.30)
in

Із (13.30) видно, якщо H(q1,...,qN,t) - симетрична функція, то зміна 

функції Ax¥(ql ,...,qN,t) зі зміною часу пропорційна самій функції 

x¥(q1,...,qN,t) і отже, не змінює тип симетрії. Цю властивість можна
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довести інакше, якщо згадати, що оператор перестановки комутує з 
оператором Гамільтона. Оскільки оператор перестановки явно не за
лежить від часу, то це доводить, що він є інтегралом руху

^ r  = ̂ -  + h P H (q 1,...,qN,t)] = ° .  (13.31)
at dt in

Оскільки два класи функцій не зміщуються між собою, то вибір того 
або іншого класу залежить тільки від природи частинок, які утворю
ють систему. Дослідним шляхом було встановлено, що в природі існу
ють типи частинок, які належать кожному з класів симетрії.

Система частинок, які характеризуються спіном, проекція якого

дорівнює цілому числу сталих Планка (S = h^jls (ls +1), 

Sz - msh, ms = -ls,-ls + l,-ls + 2,...,ls ), описується симетричною функці

єю Ψ ^ ς ^ ,.,.,^ ,ί ) . Ці частинки називають частинками Бозе (або бозо

нами), а їх сукупність - ансамблем Бозе - Ейнштейна. Прикладом бо
зонів є π -мезони, які є переносниками сильної взаємодії в ядерній 

фізиці і фізиці елементарних частинок (для них ls = 0, Sz = 0); фотони 

(для них ls = 1, Sz = 0,±h); гравітони (для них ls = 2, Sz = 0,±h,±2h).

Система частинок, які характеризуються півцілим спіном (Sz - msh , 

ms = ± 1 / 2, ± 3 / 2,..., ±ZS)), описується антисиметричною функцією

Ψa(ql ,...,qN,t). Ці частинки називають частинками Фермі-Дірака, або 

ферміонами, а їх сукупність - ансамблем Фермі-Дірака. Прикладом 

ферміонів є електрони, протони, нейтрони тощо (для них Sz -Ь12).

Приналежність системи, яка сама складається з комбінованих час
тинок (напр., система ядер, атомів, молекул), до певного класу визна
чається кількістю і класом більш простих частинок, з яких складається 
кожна комбінована частинка. Наприклад, атомарний газ водню скла
дається з атомів, кожний з яких містить два ферміони (електрон і про
тон). Сумарний спін кожного атома водню дорівнює цілому числу ста

лих Планка (Sz = 0 або Sz -% залежно від взаємної орієнтації спінів).

Таким чином, кожний атом водню є бозоном, а  атомарний газ - ан

самблем Бозе - Ейнштейна й описується функцією Ψs{q1,...,qN,t). На 

противагу цьому атомарний газ важкого водню (дейтерію) є ансамблем 

Фермі-Д ірака й описується функцією x¥a(q1,...,qN,t). Це пов'язано з 

тим, що кожне з ядер дейтерію містить два ферміони (протон і нейтрон), 
а повний спін атома дейтерію (з урахуванням електрона) дорівнює 

Sz = hf 2 або Sz =3h/2  залежно від взаємної орієнтації спінів частинок.
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Корисно зазначити одну особливість фотонів як елементарних час

тинок зі спіном Sz — h . Цей спін може квантуватись у просторі, що 

відповідає можливості g = 2lz +1 різних проекцій. Виникає питання: 

чому фотон має лише дві просторові орієнтації (вони відповідають 
лівій і правій поляризаціям), хоча їх має бути три? Відповідь на це 
питання пов’язана з тим, що фотон є повністю релятивістською час
тинкою, тобто не має маси спокою, унаслідок чого не існує системи 
координат, де він буде нерухомим. Це приводить до того, що не існує 
системи координат, у якій g = 2lz +1.

Розглянемо особливості системи ферміонів. У 1928 р. В. Паулі 
сформулював таке правило (принцип): у системі ферміонів у кожний 
момент часу в кожному стані, який визначається повним набором 
квантових чисел, не може бути більше одного ферміона. Якщо засто
сувати цей принцип до системи електронів у атомі, то випливає, що в 
будь-якому конкретному стані, який визначається чотирма кванто
вими числами (n,l,m,ms або n ,l,j,m j) у довільний момент часу не

може бути більше одного електрона.
Покажемо на прикладі найпростішої системи з двох електронів, що 

цей принцип Паулі є наслідком антисиметрії хвильової функції для 
системи ферміонів. Розглянемо систему з двох електронів, що опису
ється антисиметричною функцією Ψ ^ ,  q2, t) . Введемо оператори Га

мільтона H{qi) для кожного із цих електронів, враховуючи їх взаємо

дію з ядром і не враховуючи їх взаємодію між собою. Власні функції 
цих операторів визначають із системи рівнянь для різних п{:

ЩЯіУ¥п.Ш = Ш , (13.32)

де п{ = - скорочене позначення сукупності чотирьох

квантових чисел.
Власні функції рівнянь (13.32) не описують стан електрона в атомі, 

але утворюють повний набір ортогональних функцій і для них спра
ведливі умови:

(Яі)х̂л1 (<Ζι)<*9ι = , (13.33, а)

= δ ^  · (13.33, б)

Розкладемо функцію всієї системи xV(qi,q2,t) за добутком цих власних 

функцій

Ψ(<3Γι,92^) = Σ Σ 0(Λΐ’'ί2»ί)ψ ή1(<3,ι)Ί/η2(42)· (13.34)
щ щ
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Із (13.34), використовуючи (13.33), легко знайти

c(n1,n2,i)=  H'¥(qi,q2,t)'i'*il(q1)'l'*fi2(q2)dq1dq2. (13.35)

Зміст величини

I c(nv n2,t) |2ξ  W{nltfi2 ,t) = (13.36)

полягає в тому, що вона характеризує ймовірність перебування пер
шої частинки в момент часу t у стані з квантовими числами 

nl ,l1,ml ,mS i, а  другої - у стані з п2,І2 >т 2 ’mS2 ■ Поміняємо місцями два 

електрони, залишивши їх у тих самих станах. При цьому функція
(13.34) набуде вигляду

ψ(«2. 9і * ί) = Σ  Σ  С(Л1 ’ Я2 (<І2 )^Яа ІЯі) =

”2 (13.37)

= Σ Σ С(Я1 ’ Л2 ’ f ЖЧ, (Я2 )ψή, (Зі) ·
Л2 гг,

З іншого боку, враховуючи, що Ψ(ί?ι,<Ϊ2>*) є антисиметричною, про

ведена перестановка приведе до заміни

Ψ(<?2> Яі,<) = -Ψ(<3ι»92»t) = “Σ Σ с(йі ’Я2’ ф щ  (Яі)ψ Λ2 (<?2) · (13.38)

Вираз (13.37) можна перетворити, якщо згадати, що індекси 
η,· = {п^І^т^т^}  характеризують квантові числа, повний перелік 

яких є однаковим для однакових частинок. Вираз (13.37) не змінить

ся, якщо при обчисленні сум зробити формальну заміну щ <-» п2:

Ψ(ς2>9ι^) = Σ Σ ^ Λ2>Λΐ’ί)ψ η2(92)ψ ή1(9ι)· (13.39)
П2 Щ

Прирівнюючи (13.38) і (13.39), знаходимо

c(n1,fi2>t) = -c(fi2,n1,t). (13.40)

Якщо в (13.40) покласти п1=п2, то отримаємо результат

c[Ai,ni,t) = -c[fii,ni,t), (13.41)

згідно з яким імовірність (13.36) того, що обидва електрони в один і 
той самий момент часу перебувають у одному й тому самому стані, 

дорівнює нулю

И Ч М ^ Н О . (13.42)

Цей результат доводить принцип Паулі, який лежить в основі фізики 
атомних і ядерних систем.
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13.3. Хвильова функція системи ферміонів і бозонів

Необхідність виконання умов симетрії визначає вигляд хвильової 
функції системи частинок. Розглянемо випадок системи N незалежних 
тотожних ферміонів. Оператор Гамільтона такої системи має вигляд

m q i,- ,q N) ~ ) + Н 2 (с?2) + ··· + (q^ ). (13.43)

Хвильова функція, яка описує стан кожного із ферміонів, є розв'яз
ком рівняння

Η Μ )Ψ Λί(%) = ΕήίΨΛί(4ί). (13.44)

Хвильову функцію системи можна записати у вигляді

··■,<?*) = _ Σ  Ф і ’---’*м)кї’піШ хРй2ІЇ2)---'*п„Ш· (13.45)
Λι,...,ήΝ

У загальному випадку ця функція не є симетричною або антисимет
ричною. Якщо це система ферміонів, то (13.45) необхідно привести до 
антисиметричного вигляду. Розглянемо цю процедуру на прикладі си
стеми з двох ферміонів, повна хвильова функція якої з урахуванням 
умови с(п2, щ) = -с(пг, п2) має вигляд

ψ(<?ι > <?2) = Ф і . ̂ 2 )ψ η, (qi )ψ ή2 (q2)+c(n2, щ )Ψη2 (q\ )¥«, f e ) -

- с{щ, n2 ){ΨΛ. (qx )4>ή2 (q2 fa  )ΨΛι (q2)}.

Цю функцію можна переписати у вигляді матриці (визначника)

(13.46)

ψ (3ΐ><?2) = °(^1>Λ2) c(«i,n2) = ̂ · (13.47)
Ί4·(<3ι)

Ψή2(%) Ί · φ 2)

Така форма запису автоматично забезпечує зміну знака функції при 
перестановці місцями частинок (заміні стовпців).

Аналогічним чином будується антисиметрична функція системи 
при більшій кількості частинок

(13.48)

ЧЧ(<2і)

W(qi,...,qN) - ^
У ф 2 ) У ф )

Ψη„(<?ι) Ч'пяШ

172

Спін і спін-залежні процеси у квантовій механіці

Визначник (13.48) називають визначником Слеттера.
Для системи бозонів хвильова функція, скомпонована з (13.45) від

повідним підбором коефіцієнтів, має бути симетричною. Її можна за

писати у вигляді

= І13·49»

де Р  - оператор перестановки частинок, Nk - кількість тотожних бо-

N

зонів у стані пк , N = Nk .
k=1

Контрольні запитання

1. Пояснити, чому в s -стані відсутній спін-орбітальний зв'язок?

2. Визначити, які з молекул D2,HD,H2,H2,T2,T2 ,DT,HTy газі будуть бо

зонами, а які ферміонами?
3. Два атоми із заповненими зовнішніми оболонками стискаються зов

нішніми силами до утворення молекули. Пояснити, чому такий процес вима
гає виконання роботи?

Література: [1], § 114-117; [6], § 3; [4], § 74.

§ 14. Статистична модель атома Томаса — Фермі

14.1. Особливості системи 
вільного виродженого фермі-газу

Необхідність виконання принципу Паулі приводить до формування 
вироджених станів атомних електронів у області навколо ядра та до 

можливості розрахунку їх просторового розподілу на основі викори

стання законів квантової статистики.
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Коротко нагадаємо основи квантової статистики. Спочатку розгля
немо характеристики системи виродженого вільного електронного га
зу, який складається з N частинок і локалізований в об'ємі V . Визна
чимо принципи квантування стану такого газу при низькій темпера
турі. З  умови квантування одномірного руху

(jPidqi :=2nh(ni +1/2), щ =0,1,2,... (14.1)

випливає, що одномірний фазовий об'єм цього газу (|Pjdq, може змі

нюватись тільки на величину, кратну мінімальному значенню

6Г,- = δ|(^ Pjdqfj j = 2 лй. (14.2)

При тривимірному русі мінімальний фазовий об'єм (квант триви
мірного фазового об'єму) дорівнює

δΓ = (2Tthf . (14.3)

Якщо параметри системи характеризуються повним фазовим об'ємом 
Γ , то в ній може бути

Г Г
N = —  = — ~̂— (14.4)

δΓ (2π Й)3

незалежних станів. У межах "фізичного" об'єму V електрони запов
нюють фазовий об'єм

р
Г(У,р) = jd 3p jd 3r = 4nV jp '2dp'. (14.5)

о

Якщо кожний зі станів може бути заповнений двома електронами з 

різною орієнтацією спіну, то величини (14.4) і (14.5) необхідно збіль
шити в д = (2ls +1) = 2 рази.

Кількість електронів N(V,p) в об'ємі У у інтервалі імпульсів від 

р  = 0 до р  і їх концентрація пе визначаються виразами

Г(Г,р) Ур3 

(2яЙ)3 Зл2Й~
N(V,p) = g ^ f  = (14.6)

ЩУ,Р) р 3 

ν  3π2̂
пе = ^ 7 ~  = -Л тз· (14-7)
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Із (14.7) можна знайти вирази для густини розподілу електронів за їх
імпульсам f(p ) і відстані між найближчими станами в імпульсному

• Ф  ·просторі —ί— в одиниці об єму
8пе

Л РІ = Т *-“ ^ г ·  ψ - ^ Щ - ·  (14.81δρ π2ηό 8пе ρζ
Із (14.7) та (14.8) знаходимо вирази для максимальної енергії одного 
електрона (енергії Фермі EF (р)) за умови Етах (р)»  квТ :

-^- = £ „ ю (Р) = (Зя2)2/3^ - п|/3 (14.9)
2μ 2μ

і повної енергії виродженого нерелятивістського електронного газу в 
об'ємі V у інтервалі імпульсів від р  = 0 до р :

E(p' <P,V) = v ]^- f(p ')d p ' = 3(fo2)2/3/'2 Nn2J 3 . (14.10)
q 2μ 10μ

Середня енергія одного електрона

Е(р'<р,У) 3(3тг2)2/3й2 2/3 , ,

Ν ~ 10μ е ( 1

дорівнює (3/5)£F(p).

Із (14.10) можна знайти вираз для кінетичного тиску вільного ви
родженого нерелятивістського електронного газу

р  =  8Е(р'<р,У) = д 3 ( 3 Л2 )2 / 3 Й2 Я 5 / 3  =  ( З я 2 )2 / 3 й 2 п 5 / з  ( 1 4  1 2 )
дУ дУ 10μ^2/3 5μ е

Такі рівняння стану відповідають вільному ідеальному виродженому 
нерелятивістському електронному газу.

14.2. Розподіл виродженого фермі-газу електронів 
у полі атомного ядра та самоузгоджене рівняння стану

Розглянемо особливості розподілу виродженого газу електронів у 
полі атомного ядра. Розглянемо атом, який представляє ядро та сис
тему електронів (рис. 14.1). Просторовий розподіл електронів є на
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слідком дії двох механізмів - сумісної дії електричного поля ядра та 

поля системи атомних електронів, що приводить до появи самоузго- 
дженого потенціалу φ (r), а також законів квантової статистики, яка 

базується на принципі Паулі.

• '  .·· «* · ·

«
>■'· «.і ·■ *>*

V 'fa·’’· * ·

AV

а) 6)

Рис. 14.1. Просторовий (а) та енергетичний (б) розподіли електронів 

у самоузгодженому потенціалі ядра та системи електронів <р(г)

Відповідно до принципу Паулі на кожному заповненому рівні енер
гії може бути не більше двох електронів з протилежною орієнтацією 
спінів. Кожний із рівнів характеризується певною енергією. Якщо тем
пература електронного газу в атомі із зарядом ядра Z  менша, ніж 

відстань між рівнями енергії, то всі рівні від самого глибокого Е1 і до 

найвищого рівня з номером Z /2  та енергією Етах будуть заповне

ними (рис. 14.1, б). Усі рівні з енергією Е > Етах будуть порожніми.

Імпульс електрона р(г) на довільному заповненому рівні з енергією Е 

відповідає рівнянню

£  = ̂ -^-е<р(г). (14.13)
2μ

Максимальний імпульс електрона відповідає найвищому заповненому 
рівню

Роіг) = УІМЕmax + Єф(г)]. (14.14)
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Виділимо невеликий об'єм AV у межах атома в околі точки з коор

динатою r (рис. 14.1). Розмір цього об'єму < І >~ y/AV має, з одного 

боку, значно перевищувати середню відстань між електронами, а з 
іншого, - бути значно меншим, ніж розмір атома. Вважатимемо та
кож, що в межах цього об'єму самоузгоджений потенціал ф(г) є пос

тійною величиною. Для справедливості статистичного розгляду необ
хідно, щоб у межах AV було досить багато електронів. У межах цього 
"фізичного" об'єму електрони заповнюють фазовий об'єм

ΔΓ= jd 3p\d3r = 4nAV J p 2dp = 4πΑψ ^  . (14.15)

ο

Кількість електронів у межах AV визначається виразом, аналогічним 

формулі (14.6),

(1416)

Із цієї формули знаходимо співвідношення

Ро(г) - (Зл2Й3пе(г))1/3, ne(r) = AN(AV,p0)/AV , (14.17)

яке пов'язує локальну концентрацію атомних електронів пе(г) з мак

симальним імпульсом Ро(г), що відповідає електрону, розташованому 

на найвищому заповненому рівні енергії. Енергія цього рівня визна

чається виразом

- еф(г) = -еф(Я) з  - 1 £ max І, (14.18)
2μ

де φ(R) - поки невідомий самоузгоджений потенціал на межі атома

(при r = R). Виключаючи величину р 0{г) з (14.17) і (14.18), знаходимо 

рівняння зв'язку між локальною концентрацією атомних електронів 

пе(г) і самоузгодженим потенціалом ф(г):

η (г) = [2це((р(г)~ У ))]3/2 . (14.19)
3π Й

Поставимо граничні умови для розглядуваної статистичної моделі 

нейтрального атома

ф(г >R)-0 , ф(г —> 0) = -у-. (14.20)
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На межі атома ne(R) — 0 . Із рівняння (14.19), використовуючи умову 

(14.20), знаходимо, що ср(і?) = 0 , а  рівняння (14.19) набуває остаточно

го вигляду

, . [2иеф(г)13/2

η > Ι  = - 3Α 3  ' ,14·211

Для визначення самоузгодженого потенціалу в межах атома вико
ристаємо рівняння Пуассона

Δφ(Γ) = -4πρ6(r) = 4nene(r) = 4ке^ Є(р̂ 3 '  . (14.22)
3π Й

Для сферично-симетричного самоузгодженого потенціалу ср(г) похідні

за кутовими змінними в (14.22) дорівнюють нулю і (14.22) набуває 
вигляду

J _ d _ r 
r2 dr

Це співвідношення називають рівнянням Томаса - Фермі.
Якщо зробити заміну функції

Ф(г) = ̂ -Ф(г) (14.24)

і ввести безрозмірний потенціал Ф(г), нормований на поле ядра, то з 

рівняння Томаса - Фермі отримаємо рівняння для функції Ф(г):

ά2Φ (r) 4л/2[2це2Ф(г)]3/2 ....... ,

dr2 Зяй3VF · (14·25)

Якщо додатково зробити заміну змінної

2 8 'Ί . [2μβφ(Γ)]3/2
г Τ- φ Π  = 4πβ ι и η-- . 14.23

d r ) 3π Й

ґ О\2/3 _
3π І а  0,885а й2

по \4 2 Ζ ι/3  ~ ζ ι/3 ’ а  ц е2 ’ (1 4 ·2 6 )

то (14.25) зведеться до безрозмірного вигляду

ά2Φ Ф3/2

ί ? = - 3 Γ · | 1 4 · 2 7 )

Прямою підстановкою Ф(х) = легко знайти один із розв'язків

Ф(х) = 144/х3, (14.28)
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але він не відповідає граничним умовам Ф(х = R/r0) = 0, Ф(0) = 1. Дру

гий розв'язок Ф(х) рівняння (14.27), який відповідає цим умовам, 

можна знайти тільки чисельними методами. Його вигляд представле

но на рис. 14.2, а.
Функція Ф(х) має асимптотичний вигляд

Ф(х «  1) « 1 - 1,588х + —х3/2, Ф ( х » 1 ) « ^ ,  (14.29)
З χά

якому відповідає асимптотичний вираз для самоузгодженого потенці

алу атома

ср(г«г0)«  — -1,8— , Ф (г»г0) « 2 0 7 ^ - . (14.30)
r а  r

Рис. 14.2. Нормований потенціал ф(г) - (а); функція радіального розподілу 

густини електронів De(r) = 4яг2пв(г) = Zy jr / Ф3/2(г / г0) в атом і - (б)

Враховуючи вираз (14.21) для концентрації електронів у самоузго- 
дженому потенціалі ср(г), можна знайти об'ємну густину електричного 

заряду в атомі

n jr )=  f  Ф3/21г/г0), (14.31)
4яуг Гд

а також функцію радіального розподілу густини електронів у атомі

De(r) = 4яг2пе(г) = Z ^ r / Гд Ф3/2(г/ г0) , (14.32)

яка представлена на рис. 14.2, б. Функція De(r) добре узгоджується з 

реальним радіальним електронним розподілом у атомах. Відмінність 
полягає лише в тому, що в атомах цей розподіл додатково слабо мо-
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дульований зі зростанням відстані, що є наслідком наявності елект

ронних оболонок.
Згідно зі статистичною моделлю Томаса-Фермі атом не має різких 

меж, що узгоджується з точним квантово-механічним аналізом на основі 
використання хвильової функції. Відмінність полягає в характері спа

дання величини пе(г) (при точному розрахунку це експоненціальний за

кон ne(r) ~ ехр(-2Zr/a), а в статистичній моделі - степеневий пе(г)~1/гв).

Із моделі Томаса - Фермі можна отримати багато корисних даних 
про атом, які важко обчислити, якщо використовувати точний роз
в'язок. Звідси випливає, що 50 % усіх електронів перебувають на від

стані, що не перевищує 1,33а/Z1/3. З інших корисних даних можна 

навести вираз для енергії повної іонізації атома
4

Еіон «0 ,77Z?/3^ r «21Z7/3eB. (14.33)
ТГ

Зазначимо, що рівняння Томаса - Фермі є некоректним як на дуже 
великій r »  а , так і на дуже малій відстані r «: a / Z  від ядра. На ма

лій відстані (якій відповідають квантові рівні з малим значенням 
квантового числа п >1 ) не виконується умова квантування (14.1), а 
на великій (якій відповідає дуже мала енергія електронів) довжина 
хвилі де Бройля стає настільки великою, що може перевищувати роз
мір атома. Таким чином, область застосування результатів розрахун
ку за моделлю Томаса - Фермі обмежена інтервалом а / Z <г < а .

Контрольні запитання.

1. Як співвідносяться середня енергія електронів у виродженому нереля- 
тивістському газі та енергія Фермі для цього газу?

2. Чим відрізняється просторовий розподіл електронів у вільному виро
дженому газі від газу за наявності ядра?

3. Які існують підстави вважати електрони в атомі виродженим газом?
4. Чи можуть електрони в атомі бути виродженим релятивістським газом?

Література: [3], § 91; [4], § 70.
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Розділ VI

НАБЛИЖ ЕНІ М ЕТОДИ 

У  КВАНТОВІЙ М ЕХАНІЦ І

§ 15. Наближені методи розв’язання задач 

квантової механіки. Метод квазікласичного 

наближення (метод Вентцеля — Крамерса — Бріллюена)

15.1. Хвильова функція у квазікласичному наближенні

Рівняння Шредінгера

ΗΨ(γ) = £Ψ (γ) ,Η  = -^-Δ  + 14γ) (15.1)
2μ

є основним рівнянням квантової механіки. Розроблено кілька методів, 
які дозволяють знаходити наближені аналітичні розв'язки цього рів
няння, точність яких у багатьох випадках є достатньою як для прак
тичного застосування, так і для розвитку апарату квантової механіки. 
Перший із цих методів називається методом квазікласичного набли
ження або методом Вентцеля - Крамерса - Бріллюена (скорочено - 
метод ВКБ). Він базується на тому факті, що рівняння квантової ме
ханіки мають неперервно переходити в рівняння класичної фізики
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при переході від параметрів мікросистеми до параметрів, які харак
терні для макросистем (зокрема при збільшенні енергії). Із цього фак
ту випливає, що за деяких умов можна розв'язувати рівняння Шреді
нгера методами, близькими до методів класичної фізики.

Шукаємо розв'язок (15.1) у вигляді функції

Г,- S ( r ) ,

Ψ(Γ) = βχρ{ι'-Η}> (15.2)

еиконал.

(15.3)

де S(r) - функції дії, а повна фаза експоненти S(r)/h 

Отримуємо рівняння

. й (VS(r))2 _
-і— AS(r) + ---~E-V(r),

2μ 2μ

яке подібне до рівняння класичної фізики Гамільтона-Якобі, а відріз-
h

няється від нього лише наявністю першого доданка зліва -і— AS(r).
2μ

При формальному граничному переході й -> 0 ці рівняння будуть збіга
тися. Ця обставина підказує метод пошуку розв'язку (15.1) у вигляді фор
малізованого ряду за степенями відповідно нормованої сталої Планка

S0 + jS 1 +
ґНл2

\ «· У
s2 +... (15.4)

Критерій використання такого підходу буде сформульований нижче.
Для спрощення викладок подальший аналіз будемо проводити для 

одномірного рівняння Шредінгера

№ ) ) 2-і— S'(x) + - 
2μ 2μ

E-V(x).

Підставимо (15.4) у (15.5):

J .

2μ
S'0 + *S[ + 

ι
^ - fs 5 + ^ + ...|  = E-V(x). 
2μ ν і

(15.5)

(15.6)

v v '

У нульовому порядку за величиною й з (15.6) маємо

\2
= E-V(x),

1 ( dS0

2 μ \ dx

S0 - ± jp(x)dx, p(x) = ̂ 2μ(Ε -V(x)).

(15.7)
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Цей результат безпосередньо випливає з (15.5), якщо врахувати, що другий 
доданок зліва має набагато перевищувати перший, що відповідає умові

ІS0 І2»  й ІSTІ, (15.8)

яку можна, враховуючи (15.7), переписати таким чином:

2кН
Й So

с*' 2 
ύ0

d f h ] d
i  k )

1 άλ(χ)

dx dx I p m J 2π dx
«: 1, λ{χ) =

р(х)
(15.9)

Ця умова показує, що ітераційний процес буде справедливим тоді, 
коли зміна довжини хвилі де Бройля, яка відповідає руху частинки в 
неоднорідному полі V(x), буде малою на інтервалі шляху, що дорівнює 

цій довжині хвилі.
Можна знайти іншу інтерпретацію даної умови, якщо використати 

співвідношення для імпульсу р(х) = ^2μ(Ε -V(x)):

d f h 1 μй dV(x)

dx I p w J p (x f dx
« 1 . (15.10)

Видно, що ітераційний процес буде справедливим, якщо потенціаль
на енергія V(x) повільно змінюється в просторі, а частинка має вели

кий імпульс. У першому порядку за величиною й з (15.6) маємо

SiSA+-S' = 0 . і о 2

Це співвідношення можна привести до вигляду

«а= . -IA Lfell=- iJ L p n r t* ,} ,
dx 2Sq 2 dx\ [ dx JJ 2 dx1

S1 = InD  + \ny]p(x).

Із (15.7) і (15.12) отримуємо вирази для функції дії

S(x) = ±— Jp(x)dx + i4 lln (D )+  4І1 п у[р (х )
Й

і хвильової функції

Ψ(χ) = г—— ехр

(15.11)

(15.12)

(15.13)

4 т

А rsini— Jp(x)dx + al.

+
с  ΙΊ

$p(x)dx U

(15.14)

jp (x) [Λ

У виразах (15.12) - (15.14) величини B,C,D  є довільними сталими. 

Функція (15.14) описує рух частинки у вигляді двох зустрічних неод
норідних хвиль. Видно, що ця функція дійсно поєднує класичні та
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квантові характеристики. Зокрема ф аза хвильової функції 

±^p(x)dx /h є типовою квантовою характеристикою, яка у випадку 

руху в однорідному полі зводиться до фази хвилі де Бройля ±рх / Ті.

Амплітудний множник А/уІр(х) у (15.14) є суто класичною харак

теристикою. Це стає очевидним, якщо врахувати, що отримана з 
(15.14) імовірність локалізації частинки, яка рухається в неоднорід
ному полі V{x) на інтервалі Ах :

dW(x) =| Ψ(χ) І2 dx~ dx / 1 p(x) | ~ dx/| υ(χ) \, (15.15)

виявляється обернено пропорційною до швидкості руху частинки, що 
повністю відповідає класичним представленням.

Розв'язок (15.14) справедливий не тільки в класично доступній об
ласті (при E>V(x),  чому відповідає дійсний імпульс р(х) та осцилю- 

юча хвильова функція):

Ψ(χ < а) = — sin j — \p(x)dx-
Vp W  K j

: + a (15.14, a)

але й при E<V(x), що приводить до суто уявного імпульсу 

р(х) = і І р(х) І і до того, що хвильова функція є суперпозицією зроста

ючого та спадного розв'язків (рис. 15.1):

^ > a ) = ̂ = j exp { ^ J | p W I^ }  + ̂ ^ exp{-·^ J Ip W I^ } ·  (15.14, б)

Для випадку необмеженого за ширину бар'єра для забезпечення скін- 
ченності Ψ(χ > а) необхідно покласти В  = 0.

a

ШшШШт

Рис. 15.1. Структура квазікласичного розв'язку Ψ(χ) в області 

класично дозволеного (х  < а )  і класично забороненого (де > а )  руху
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Розв'язки (15.14, а  та б) є некоректними в класичній точці поворо
ту х - а  , де Е = V(a). У цій точці р(а) = 0, а критерій (15.10) не вико

нується. Ця особливість не дозволяє забезпечити безпосереднє зши
вання хвильових функцій (15.14, а  та б) і визначення коефіцієнтів 
А,В ,С . Для того, щоб виконати процедуру зшивання, розкладемо по

тенціальну енергію в околі точки повороту х = а :

V{x) = V(a) + V'{a)(x-a) (15.15)

і підставимо цей розклад у вихідне рівняння (15.1):

Р2
^ Ψ (χ )  + ν'(α)(χ-α)Ψ(χ) = 0 . (15.16)
2μ

Це рівняння Ейрі, його легко розв'язати, якщо перейти до імпульсно-
d

το представлення, поклавши р х = р х,х = ih---, і перетворити (15.16)
dpx

на рівняння

ihind ^ p J + i _ ^ _  j c(p jj = 0 {15Л7)

Ф х  (a) J

для визначення хвильової функції с{рх) у р х -представленні. Легко знай

ти розв'язок цього рівняння першого порядку з роздільними змінними

с(Рх)= D ехр (15.18)
6 μΗν'(a) h

Функцію Ψ(χ) можна знайти, використовуючи правило переходу 

від р х -представлення до х -представлення

В Д  = j °(Px)exP(i:^ ) dPx ’ (15.19)
—00

яке аналогічне правилу зворотного переходу (9.21) між цими представ

леннями з урахуванням того, що в р х -представленні власна функція

оператора х = ih— має вигляд J—  ехр (і ^ х--). Якщо зробити заміну 
dpx л/2я/г h

змінної р х = y^2\xhV'(a) , то (15.19) набуде вигляду

Ψ(χ) = σΦ(ί), Φ(ί) = - ^  \cos(^-+ ̂ y)dy, ξ = ? 2μ1 - (χ -α)· (15.20)
V i ;  З v h*
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У (15.20) величина G є новою нормуючою сталою.

Інтеграл Φ(ξ) називають функцією Ейрі. її асимптотична поведінка 

визначається формулами

Φ (ξ -> -оо)

ехр[-|(-ξ)3/2 sm

Φ(ξ -> оо)
№

(15.21)

Зшивання функцій (15.14, а  та б) із функцією (15.20), представленою 
асимптотичними формулами (15.21), необхідно проводити в областях, 
які задовольняють умову (15.10). Якщо врахувати розклад потен
ціальної енергії (15.5), то ця умова набуває вигляду

Л1/3

(15.22)
/ґ

μ|ν"(α)|

Таку процедуру необхідно провести окремо для випадків, коли точка 
повороту а  міститься в областях зростаючої та спадної потенціальної 
енергії, як це зображено на рис. 15.2.

Рис. 15.2. Розташування точок повороту при визначенні правил 
квантування у квазіх&аснчному наближенні

Остаточний вигляд попарно зв'язаних між собою функцій (15.14, а 

та б) у точках повороту при спадній {х = х1) і зростаючій (х = х2) по

тенціальних енергіях буде таким:
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Ψ(χ<χ1) = 

Ψ(χ > Хг) = 

Ψ (χ<χ2) = 

Ψ (χ>χ2) =

2-у/І Ρ(χ) I
exp

1 Xl
-- jl p(x)\dx

X

l- ) p { x ) d x ^

*1 

X 2

l  \p(x)dx + ̂

JI ρ{χ) I dx

Vp W

D

yfpix)

D

sin

sm

2^1 Pix) I

(15.23)

exp

15.2. Правило квантування 
у квазікласичному наближенні

Розв'язки (15.23) дозволяють отримати правило квантування при 
перебуванні частинки в потенціальній ямі. Ці розв'язки, зокрема, ви
значають вигляд хвильових функцій у класично дозволеній області 

х1< х < х 2 , які задані відносно правої (Ψ(χ < х2)) або лівої (Ψ(χ > Xj))

точок повороту. У будь-якій точці області хх< х < х 2 обидва типи за

даної функції мають збігатися

і  ]  p(x)dx+-|j = ̂ 2_sin [ і ]  ρ|χ)Λ+ί
λ/p W

sm (15.24)

Для виконання цієї умови насамперед необхідно забезпечити рівність 
аргументів тригонометричних функцій. Для цього приведемо аргу
мент правої частини цього рівняння до вигляду, який відповідає ар
гументу лівої частини:

1 χ  ,  f *2 *2 л

-  J p(x)dx + j  = -  j p(x)dx - J p(x)dx

X l V-4

π
+ — = 

4

(15.25)

4 h
J V x1
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і будемо вимагати, щоб наявність виразу в других дужках у останній 
частині цьому рівнянні не впливала на рівність (15.24). Для цього не
обхідно, щоб цей вираз дорівнював

f  V- λ

І  \p(x)dx + ̂ - кп, к - 1,2,... (15.26)

(15.27)

(15.26),

У (15.26) величина к не може дорівнювати нулю, оскільки при інтег
руванні ми враховуємо тільки додатне значення р(х ) . Підставляючи 

(15.26) і (15.25) у (15.24), знаходимо, що для виконання рівності 
(15.24) необхідна, окрім (15.26), додаткова умова для амплітуд

D = С(-1)п+1.

Із (15.26) випливає умова квантування 

*2 j 
2 J p(x)dx = p(x)dx = 2nh(n +—), η = 0,1,2,...,

яка з точністю до величини 1/2 збігається з умовою квантування Бо
ра - Зомерфельда. Слід зауважити, що критерій правомірності вико
ристання квазікласичного наближення (15.10) виконується тільки при 
великому значенні імпульсу частинки, а це можливо лише при п »  1.

Дослідимо особливості нормування хвильової функції у квазікласи- 

чному наближенні. В області класично дозволеного руху хх< х<  х2 

умова квантування відповідає виразу

*2 *2 , L  X
\тх)\2 dx=\C\2 j — sin2\-\p{x')dx' + ̂

x̂  x̂  jCj

Враховуючи, що при п » 1  аргумент тригонометричної функції 

sin2 F(x) з (15.27) є швидкозростаючою величиною, сама ця функція 

є швидкоосцилюючою, її можна замінити середнім значенням, що 
дорівнює 1/2. Якщо зробити заміну р(х) = μιφε), то умова нормування 

та нормівний коефіцієнт набувають вигляду

d x - l . (15.27)

,ο,-2μ/]^=2μ/μ=^ 2μω
т С-  
2 ’ С _

2μω
(15.28)

де t2 -t1 = T/ 2 - це половина періоду повного коливання частинки 

між двома точками повороту, а ω - частота цих коливань.
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Контрольні запитання

1. Як визначаються граничні умови для методу квазікласичного набли
ження?

2. Чи можна робити безпосереднє "зшивання" квазікласичної хвильової 
функції на межі класично дозволеної та класично забороненої областей руху?

2. Чи може квазікласичне наближення використовуватись, якщо імпульс 
частинки малий?

Література: [1], § 37; [2], § 26.

§ 16. Прямий варіаційний метод наближеного 

розв’язання задач квантової механіки 

в одно- та багаточастинкових системах

16.1. Прямий варіаційний метод Рітца

У ряді випадків наближене обчислення власних хвильових функцій 
і рівнів енергії можна здійснити за допомогою використання прямого 
варіаційного методу Рітца. Нехай маємо систему, яка описується рів
нянням Шредінгера (15.1) для конкретних квантових станів,

Η Ψ η(4) = ΕηΨη(ς)

і характеризується невідомим дискретним спектром рівнів енергії й від
повідно невідомими власними функціями. Покажемо, що можна знайти 
наближені розв'язки цього рівняння, використовуючи певну послідов
ність операцій, у кожній з яких визначається хвильова функція та відпо
відне їй значення енергії конкретного рівня, починаючи з найнижчого.

1. Покажемо, що енергія найнижчого рівня (основного стану кван
тової системи) обчислюється як мінімум функціоналу

J 0(a0,p0,...)= §4>*o(q,a.0,P0,...)H{q)<?0(q,a0,$0,...)dq (16.1)

за додаткової умови нормування

Jl φο(<?>α0,βο>···)I2 dq  = 1 · (16·2)
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У цих виразах <р0(д,а0,р0,...) - це пробна функція координати q, що 

містить довільні параметри α 0,β0,..., за допомогою яких шукаємо мі

німум (16.2) на основі умов

&/ο(αο,βο,.·.) _ (λ/0(α0,β0,...) ^ (16 3 )

да0 5β0

і знаходимо такі значення цих параметрів α^ρί\β̂ ρί\..., що відпові

дають цьому мінімуму.
Хвильова функція, яка відповідає найнижчому стану, визначаєть

ся з виразу

Ψο(Я) * φ ο ^ ,α ^ ’,β ^ , . . . ) . (16.4)

Для доведення цих тверджень розкладемо функцію ty0(q,α0,β0,...) за 

власними функціями Ψη(^) оператора Н  :

Фо(9»“ о»Ро.-)= Σ ^ Ψ η(ς), сп = сп(а0,р0,...). (16.5)
п=0

Підставимо цей вираз у (16.1) і врахуємо рівняння Шредінгера

J o M o > - )  = Σ Σ сп°т fr h iq W iq W M d q  = Σ Еп І сп І2 · (іб.б)
п=0т=0 п=0

Для суми, яка стоїть у останньому виразі в (16.6), справедливою є 
очевидна умова

Σ Ε η \οη \2 >Ε0Σ\οη \2 =Ε0 . (16.7)
га=0 п=0

Підставляючи (16.6) у (16.5), отримуємо результат

Е0 = m in Jo(a0,p0,...) = ι/ο ία ^ ’,β ^^ ,...), (16.8)

який доводить твердження (16.2).
2. Покажемо, що енергія першого збудженого стану обчислюється, 

як мінімум функціоналу

Ji(a i,P i,...)=  j(pl(q,a1,p1,...W{q)<p1(q,a1,p1,...)dq (16.9)

за виконання двох додаткових умов: 
умови нормування

jl<Pi(<?>ai,Pi, - ) | 2 dq = l (16.10)

та умови ортогональності

/фо (3> αορί), βάορί)»· ■ ·)Φι [q, Щ , β!,.. .)dq = 0 . (16.11)
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У цих виразах срх {q, 04, β!,...) - пробна функція координати q , яка містить 

довільні параметри α1,β1,..., за допомогою яких шукаємо мінімум (16.9).

Хвильова функція, яка відповідає першому збудженому стану від
повідає виразу

Ti(q)«9i(qr,afopi),p<opi),...). (16.12)

Для доведення цих тверджень розкладемо функцію φ1(ςτ,α1,β1,...) за 

власними функціями Ψη(<?) оператора Й :

Φι(<ϊ>αι»βι»··· = Σ ^ ψ η ^ ’ ьп Ε ^ ( α 1,β1,...). (16.13)
η=1

У розкладі (16.13) відсутній член Ь0У0(д). Це пов'язано з тим, що згід

но з умовою ортогональності функція φ1(ςιια 1,β1,...) має бути ортого

нальною до Ψ0 {q) « φ0 [q, a (QPt), ,...).

Підставляючи (16.13) у (16.9), отримуємо

Ji(ai,P i,...) = Σ  Σ  b*nbm \K(qmq)^m(q)dq = Σ Εη \bn\2 · (16.14)
n=lm=l n=l

Повторюючи, як це було зроблено в (16.6), перетворення суми

Σ ^ ι ^ ι ^ ι Σ ΐ 0»!2·®! і16·15'
п=1 п=1

і підставляючи (16.15) у (16.9), отримуємо вираз

Ег = m in J1(a1,p1,...) = ^ ( а ^ .р р т , . . . ) ,  (16.16)

який доводить (16.9).
Відповідна хвильова функція першого збудженого стану має ви

гляд (16.12). Така послідовність операцій відповідає визначенню на
ступних збуджених рівнів.

3. Покажемо, що енергія к -го збудженого стану обчислюється як 
мінімум функціоналу

^fc(a fc.Pfc.--)= jyk(q>ak>Pk>---)H{q)4>k(q>ak>Pk’---)dq (16.17)

за к +1 додаткових умов - умови нормування:

||ф)с(9,а;с,Р>с,...)|2 dq = l (16.18)

та умов ортогональності з усіма знайденими к хвильовими функціями
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|φ0(<3,αό0ρί,,βό0ρί)-···)φ (̂9>α;ς.βλ.·-№ - 0, 

j9 i(q ,a(1opi),p<opi,,...)9fc(q,a)c,pjc,...)dq - 0, (16 19)

l·<Pfc-i(9>aL°- i ) .Pic°-i)> - ) 9 / c ( g > a f c .P f c .- ) d g  =  0 .

Для доведення (16.17) розкладемо функцію q>k{q,a.k,fik,...) за влас

ними функціями Ψη(<2) оператора Н :

УкІ9><*к>Рк>- = Σ 2Л(<?)> 9п = 9п(ак>Рк’···) · (16.20)
п=к

У розкладі (16.13) відсутні хвильові функції з номерами n = l,...,fc- l, 

які ортогональні до Ψ*.(ς) « 9fc(q,<xj°pi,,p£pi),...). Підставляючи (16.20) у 

(16.17), отримуємо

Jfc(afc,pfc,...) = Σ Σ  9п9т ІК Ш Ш т Ш я  = Σ Εη\9η 12Щс , (16.21)
п=кт=к п=к

що доводить (16.17).
Хвильова функція, яка відповідає к -му збудженого стану відпові

дає виразу

Yfc(q) - φ*(ς,α<°ρ^Ρ<°ρί>,...). (16.22)

Таким методом послідовних розрахунків можна знайти хвильову 
функцію та рівні енергії для будь-якого збудженого стану. Важливо 
зазначити, що цей метод (як і інші варіаційні методи) має ту особли
вість, що автоматично частково компенсує вплив не зовсім вдалого 
вибору пробної функції на розрахунок положення рівня енергії. Проте 
на практиці цей метод застосовується для розрахунку кількох най
нижчих станів. Це пов'язано з деякими обставинами, а саме:

• складністю визначення аналітичного вигляду оптимальних па

раметрів a)-°pt\ρ^ρί*,... на основі системи рівнянь типу (16.3);

• зростанням похибок при обчисленні характеристик для сильно 
збуджених рівнів унаслідок накопичення впливу похибок при роз
рахунку менш збуджених рівнів.
Проілюструємо використання даного методу на прикладі одновимірно- 

го гармонічного осцилятора, для якого оператор Гамільтона має вигляд
*2 j2 2 2

192

Наближені методи у квантовій механіці

і точні розв'язки для якого (4.27) та (4.28) були вже знайдені. Виберемо 
пробну функцію для основного стану в однопараметричному вигляді

.-2 л

<р0 (х) = Аехр
а 0х

З умови нормування цієї функції знаходимо

A = J a 0/n .

Розрахунок функціоналу (16.1) приводить до результату
/ о о
Τι а 0 μω

З умови (16.3)

д<Л)(а о) _ 1 
4

μ

ґп2

а  г

5а,о

μω

ао
=  0

(16.24)

(16.25)

(16.26)

(16.27)

знаходимо оптимальне значення a$ та енергію основного стану

.B W o W 't '- y ·  (16·28>

Цьому значенню енергії відповідає власна функція основного стану 
гармонічного осцилятора

2
Фо(х>аГ) = ^ е х р | - - (16.29)

π/г  ̂ (2/ι/μω)

Отримані значення Е0 та φ0 χ̂,<ΧοΡί j повністю збігаються з результа

тами точного обчислення (4.27) і (4.28).
При виборі вигляду пробної функції для першого збудженого стану

треба врахувати, що вона має бути ортогональною до (p0^x,a,QPij ,  яка

є парною функцією координати. Цю вимогу легко задовольнити, як
що вибрати її у вигляді найпростішої непарної функції

9! (х) = Дхехр
f 2 ̂  CXjX

З умови нормування знаходимо

В = yj2af /  π .

Розрахунок функціоналу (16.9) приводить до результату

З  f h2ax

(16.30)

(16.31)
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Мінімум цієї функції відповідає оптимальному значенню a°pt, а та

кож енергії першого збудженого стану

opt _  Ц® Τγ _ τ I opt\ _  3й(0
і і — і ' і '~~2~ (16.33)

і хвильовій функції цього стану

"“ (* ■ < * ) = *ехр[ - ( ^ і ) ·  ,16·341
Видно, що отримані значення Еі та cpj j також повністю збіга

ються з результатами точного розрахунку (4.27) і (4.28). Це є результа
том вдалого вибору пробних функцій.

16.2. Методи Хартрі та Хартрі -  Фока 
для визначення хвильових функцій 
і рівнів енергії в самоузгодженому 
потенціалі багаточастинкової системи

У багаточастинковій системі існує взаємний вплив станів кожної час
тинки на сумарний потенціал системи, який, у свою чергу, впливає на 
кожну частинку. Результуюче поле називають самоузгодженим потен
ціалом. Один із шляхів пошуку такого потенціалу розглядався у статис
тичному методі Томаса - Фермі, де не враховувався індивідуальний 
стан кожної частинки. Найбільш простим методом пошуку самоузго- 
дженого поля на основі врахування індивідуальних хвильових функцій 
є метод, який запропонував англійський фізик Д. Хартрі.

Розглянемо систему з Z  електронів, які перебувають у полі ядра. 
Оператор Гамільтона такої системи має вигляд

*2 Z Z , 2 Z Z Л

Η= -^ Σ Δί-ζ< Σ 7+γ  Σ Σ πγτϊ (16.35)
^  Ї= 1  і= 1 Г1 г  І=1(1>  j) j= 1 1 Гі ~ rj  I

і враховує як взаємодію електронів з ядром, так і їх взаємодію між 
собою.

У стаціонарному стані самоузгоджений рух всіх електронів приво
дить до того, що в атомі на кожний електрон діє ефективне (екрано
ване) поле, яке характеризується потенціалом
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Ze
# і)  = —  +

j=4 j* i) 

і2

I I
-dV; (16.36)

У цьому виразі Pj{rj ) = -e\x¥{fj)\i  - густина електричного заряду, що 

пов'язана з просторовим розподілом j  -го електрона.

Ефективний потенціал відповідає ефективному (екранованому) за
ряду, який визначає самоузгоджений потенціал

φβ)
2єф(П)е

е̂ф -dVj,
(16.37)

геф(ri -> 0) -> Z, Ζ6φ(η -> oo) -» 0.

Використовуючи (16.36), можна записати рівняння Шредінгера

01
2μ

-Δ,·
Ze'

-є dVj__ , _Ψ(Γί) = Ε(ΐ)Ψ(/;·). ( I6·38)
j=l (j*i)

яке описує рух і-го електрона в самоузгодженому потенціалі атома і 
називається рівнянням. Хартрі. Система цих нелінійних інтегродифе- 
ренційних рівнянь для кожного з електронів дозволяє знайти хвильо

ву функцію та енергію всіх частинок.
Розв'язок рівняння знайдемо методом послідовних наближень. Хви

льова функція нульового наближення Ψ ^ (γ;) є розв'язком рівняння 

(16.38), у якому не враховується взаємодія між електронами

Л л---Δ;
2μ

Ze*
Ψ(0)(Γί) = Ε (0)(ΐ)Ψ(0)β ). (16.39)

Звідси видно, що нульовому наближенню відповідають хвильові функ
ції та значення енергії для водневоподібних атомів

Ζ2β4μ

2 Й2П2 
(і)/

(16.40)

Хвильова функція першого наближення Ψ1 '(г\) є розв'язком рів

няння (16.38), у якому взаємодія між електронами враховується на 

основі функцій Ψ*0)(η·):

---Д -
2μ

Ze"
-є £.,.J if,-пі 1j= 4 M )

ψ (1)(η·) = £ (1)(ΐ)ψί1)(^ ), (16.41)
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Відповідно хвильову функцію електрона в s -му наближенні знаходи
мо з рівняння

2μ
-Δ,·

Ze*
■* Σ ί]

Ψ i2{η)Υ

■ЗІ
dVj Ψ(5)β ) = £ (5)Ψ(ίί)β·). (16.42)

J

Цей ітераційний процес продовжується доти, поки чергова ітерація 

не приведе до повторення функції T (JV_1)(^) = Ψ№ (^) 3 наперед зада

ною точністю. Ця функція ψ (ΛΓ)(η) = ψβ) буде кінцевим розв’язком, а 

відповідне їй значення енергії буде енергією і -го електрона 

E{N](i) = Еп1 (і) у самоузгодженому потенціалі (16.36).

Хвильові функції Ψ (ΛΓ)(η) = Ψ β ), які є розв'язком рівняння Хартрі, 

залежать від "стандартних" одночастинкових квантових чисел η,Ι,τη, 

а  вираз для енергії можна виразити у "стандартному" вигляді

zhe  V

2 h2n2
(16.43)

де величина Znl визначає відмінність спектра (16.43) від спектра во- 

дневоподібних атомів. Такий ітераційний процес вимагає великих за 
обсягом чисельних розрахунків. Цей метод був удосконалений 
В.А. Фоком, який більш детально врахував наявність спіну в електро
нах і використав умову, згідно з якою хвильова функція всієї системи 
має бути антисиметричною комбінацією хвильових функцій усіх 
електронів у вигляді визначника Слеттера (13.48):

Ψή,β) Ψ*,(Γ2) 

Ψ*,(Γ2) 4% (Π

2) Ψ% (%)

Методом Хартрі - Фока вдається врахувати всі особливості структури 
хвильових функцій і спектра рівнів атомів.

Контрольні запитання

1. Яка величина обчислюється за допомогою прямого варіаційного методу 
Рітца з більшою точністю - хвильова функція чи енергія?
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2. Пояснити різницю між методом Хартрі та Хартрі - Фока.
3. Чим відрізняється стан електронів у ідеальному виродженому газі та у 

системі, обчисленій за допомогою методу Хартрі - Фока?

Література: [2], § 46.

§ 17. Стаціонарна теорія збурень

17.1. Стаціонарна теорія збурень 
за відсутності виродження квантової системи

Найпоширенішим методом наближеного розв'язку рівнянь кванто
вої механіки є теорія збурень. Щодо ідеї цей метод є дуже простим. 
Припустимо, що нам відомі всі розв'язки рівняння Шредінгера

я 0( Л ( д ) - £ Л ( д ) ,  (17.1)

(тобто всі власні функції Ψη№), усі власні значення енергії Еп і повна 

хвильова функція

^ (0)(д) = Е ьЛ ( 9 )  (17.2)
ТІ

для еталонної системи, яка описується оператором H0(q)). Завдання по

лягає в тому, щоб на основі розв'язків еталонного рівняння (17.1) розро
бити метод розв'язання рівняння Шредінгера для збуреної системи

H(q)W(q) = EW(q),n(q) = H0(q) + V(q), (17.3)

оператор Гамільтона якої відрізняється від еталонного оператора H0(q) 

на V{q). Така постановка стосується великої кількості прикладних за

дач. У багатьох випадках ці задачі мають ту особливість, що вплив опе

ратора H0(q) на систему значно сильніший, ніж результат дії оператора 

V(q). Це з певними застереженнями можна трактувати як умову того, 

що оператор V(q) є малим порівняно з H0(q). Більш коректне означення 

такого співвідношення для операторів буде дано нижче.
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Спочатку вважатимемо, що всі власні функції Ψη(<?) є невиродженими. 

Розкладемо невідому функщю Ψ(ς) збуреного рівняння (17.2) за Ψη(<?):

Ψ(ς) = 5 > ηΨη(<ζ) (17.4)
Π

і підставимо цей розкладу (17.3), враховуючи (17.1):

Σ  сп £ Л ( 9 ) + Е ^ ) сЛ ( 9 )  = я І > Л  ■ (17.5)
п п п

Такі дії відповідають формальному переходу до Й0 -представлення.

Помноживши обидві частини цієї рівності на Ψ^(^) і виконавши ін

тегрування по всій області змінної q , отримуємо

(E-Em)cm ^ V mncn , (17.6)
п

Де Vmn - ~ матричний елемент енергії збурення

V(q). Виділимо в Vmn малий параметр

Vmn=Wmn, І λ |« 1. (17.7)

Після цього (17.6) набуде вигляду

(E-Em)cm = X ^ V mncn , (17.8)
П

зручного для застосування методу послідовних ітерацій (послідовних 
наближень). Розв'язки цього рівняння будемо шукати у вигляді ітера- 
ційного ряду

Ε = Ε [0)+λΕ{1) + λ2Ε12)...,

с„=с„'°> + Х с / ’ + А „ И ·.· (17'9>
Підстановка (17.8) у (17.7) приводить до рівняння

(Е|0> -Ет +ХЕ" +X2E'2'...)(cm'01 + l c j »  +λ2ο„'2'...] =

= ^ i U ( c / '  + ̂ / >  + X2c/»...). I17·10'
η

У нульовому порядку за параметром λ з (17.10) маємо

(£(°)-Em)cm<°)-0. (17.11)

Коефіцієнт ст<°> легко знайти, якщо врахувати, що при λ = 0 рівнян

ня (17.1) і (17.3) збігаються, а розподіл ст(0) збігається з розподілом 

Ьт з (17.2), який задається, виходячи із конкретних умов.
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Д л я  спрощення розрахунків оберемо Ьт = 5тк, тоді розв'язок (17.8) 

у нульовому наближенні матиме вигляд

с ^ ^ 5 тк, Е {0]=Ек . (17.12)

У першому порядку за параметром λ, враховуючи (17.12), із (17.10) 

знаходимо

(Ек - Em)cmW + El%mk =Vmk. (17.13)

Із цього рівняння при т - к  маємо

E{1)=Vkк . (17.14)

Відповідно при т Ф к  з (17.13) знаходимо

— — ■ (17-15)
т*к (Ек -Ет )

Умова (17.15) визначає величину ст(1) за умови, що т Ф к .  Поправку

до коефіцієнта cfc(1) не можна знайти з (17.13) і (17.15). Для цього ви

користаємо умову нормування функції Ψ(ς) (17.4):

|| Ψ(9) I2 dq = £ |  с„ |2= I ct Iа + Σ І с„ І2 = 1 ■ (17.16)
п п*к

У першому порядку ітераційного процесу коефіцієнти мають вигляд 

ск =1 + Хск{1), стФк = Хст^к[1). (17.17)

Враховуючи ці вирази, рівняння (17.16) набуває вигляду

\ск І2 + Σ Κ  І2 =|1 + W 1] І2 +λ2 X  I cn J 1' І2 ->| 1 + λο/> І2=1. (17.18)
п*к пфк

При отриманні (17.18) були відкинуті члени другого та більш високих 
порядків за λ . Із (17.18) випливає, що

cfc(1)= 0 . (17.19)

Із рівняння (17.10) знаходимо в другому порядку за параметром λ :

(Ек -Ет )стМ + v ^ c ji)  +£<2>5mfc = JV m nC ^  , (17-20)
П

звідси при т - к  маємо

\Vnkf
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Відповідно при т ^ к  знаходимо

„  (2) _  V  ^ тлУпк ^ккУтк ii<-r пг>\

W  -*т)(Ек -Еп)-(Ек -Ет ?  · (17-22)

Поправку другого порядку cfc(2) можна знайти з умови нормування

І с к І2 + Σ  Ісп\2 =\ 1 + λ2̂ (2) І2 +λ2 Σ  І — І2 = 1. (17.23)
n*fc - )

Якщо вважати, що cfc(2) є дійсною величиною, то

Ітераційний процес визначення членів рядів (17.9) можна продовжи
ти до отримання результатів із заданою похибкою.

Враховуючи отримані результати для E (l> і cm(l), можна записати 

остаточні вирази для енергії збуреної системи

E = Ek +XVkk + y  --2-1 |2 +... = Д. + Vuj. + У-L̂feJ2 (17.25)
й ( Е к ~Еп) к «= 1 1

і коефіцієнтів розкладу (17.4):

2 1 К *, 1 ^  І Wnk ґ , l v
c^ 1 + o X  ;f ! ^  2 - 1+ο Σ

2 n tfc  )2 2 n .fc  (Ek -Enf ’

C - і У  ^УтпУпк ^УккУтк . _ / ,7 % ,

(£fc- £ m) ntfc (E fc - ^ ,)(^ - E m) (JSfc-JE ,̂) ( ‘ )

_ ^mk + у ______^тлУпк_______ ^кьУтк +
(Ek~Em) £ k (Ek -Em)(Ek -Em) (Ek -Em)

які являють собою хвильову функцію системи в енергетичному пред
ставленні.

Із (17.25) випливає, що поправка другого порядку у виразі енергії 
для основного (найнижчого) стану з к = косн будь-якої фізичної систе

ми з дискретним спектром рівнів завжди менша від нуля, оскільки 

(^сн  - ■En>fc0cH) < 0. Пе означає, що наявність слабкого збурення за

умови Укжикосн = 0 призводить до зменшення повної енергії системи, 

якщо вона перебуває в основному стані. Такий ефект є причиною,
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наприклад, сили Ван-дер-Ваальса, яка веде до взаємного притягу
вання нейтральних атомів і молекул.

З отриманих розв'язків знаходимо необхідні умови збіжності ітера- 
ційного ряду

V,тк «сі, т * к ;  Vkk «с 15; (17.27)
(Ек -Ет ) - ' -  -

Із цих умов, зокрема, випливає, що розглянутий варіант теорії збурень 
не можна використовувати в системах, де спектр рівнів стає дуже 
щільним (при Ек -Ет —> 0), що відбувається, наприклад, в атомах, коли 

енергія близька до потенціалу іонізації, а  також у вироджених станах.
У координатному представленні хвильова функція збуреної систе

ми (17.4) має вигляд

ψ(9) = Σ°η^η(4) = Ψ*(3) + Σ  7 - ^ -
п*к 1^ ( Е к

;Ψη(9) + - (17.28)
n n^k η >

Видно, що накладання збурення приводить до "заплутування" станів 
еталонної квантової системи.

17.2. Стаціонарна теорія збурень 
за наявності виродження квантової системи

Розглянемо особливості застосування теорії збурень у вироджених 
системах. Припустимо, що еталонна квантова система є виродженою 
й описується рівнянням Шредінгера

Н0Ш п М )  = Еп̂ па(Ч), а  = 1 ,2 ,...,/, (17.29)

де /  - кратність виродження. Кожному стану енергії Еп відповідає 

функція
/

Ψ η ( 3 ) = Σ α „ αΨ „ α (ς ), (17 ·3 °)
α=1

яка перебуває в суперпозиційному стані. Завдання полягає в тому, 
щоб на основі розв'язків еталонного рівняння (17.29) знайти розв'язок 
рівняння Шредінгера для збуреної системи

(H0(q) + V(q)Y¥(q) = E4f{q). (17.31)

Введемо параметр мализни оператора збурення

V{q) = k${q), І λ |« 1. (17.32)
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Враховуючи громіздкість загального розгляду, обмежимось першим 
порядком теорії збурень за параметром λ . Будемо шукати Ψ(<3>) і Е  у 

вигляді двох перших членів відповідних ітераційних рядів

Ψ(<?) = Ψ„(<?) + λΨ(1)(<2), Ε = Εη +λΕ{1). (17.33)

Підставляючи ці вирази в (17.31) і відкидаючи члени, пропорційні λ2 , 
а також враховуючи (17.29), отримуємо

/  /
Щ  (<?)Ψ(1,(<?)+Σαη α ^№ η α(9) = ̂ Ψ (1,(9) + -ε(1,Σ α ηαΨ„α(ς). (17.34)

α=1 а=1

Помножимо це рівняння на функцію Ψ*β(ς) і проінтегруємо по всій 

області існування функції, враховуючи ортогональність власних фун

кцій Ψηα(<?):

l K f i W 0(q)¥1)(q)dq + Σ αηαΚβ,ηα =
α=1 (17 .35 )

= En j ^ ( q ) ^ ( q ) d q  + E ^ ,  

де КгМа = |ψηβ(<3#(9)(4)ψ па{q)dq = ν„β па /λ - матричний елемент енер

гії збурення (17.32).

Перший доданок зліва в (17.35) легко привести, враховуючи само- 

спряженість оператора H0(q), до вигляду

|ψ;β((3)Η0(9)ψ(1)(9) ^  = \¥'\q)H0(q)Vn̂ q)dq =

r m * (17·36)
= En \¥1\q)4>n̂ q)dq,

який відповідає першому доданку справа. Після цього (17.35) набуває 
вигляду системи /  рівнянь:

/

№п - Е + ̂ г1,пі)ап1 + Σ  anaYnl,na =
а=1(а*1)

/

(Εη ~ Е  + Уп2,п2 )ап2 + Σ  апоУп2,па = _
а=1(а*2) (І/ .О О )

/
(Еп - Е + Vnf ,nf  )a nf + Σι a naVnf,na = 0 

а=1(а*/)
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для визначення коефіцієнтів апа. Ця система має нетривіальні роз

в'язки апа тільки у випадку, коли величини, які стоять при коефіці

єнтах апа, задовольняють умову

[Еп ~E + Vn 1 1 ) VTnl,n2 vrnl,nf
vrn2,nl

v„

(Еп-Е + Упгп2)

V„

vrn2,nf

(En ~E + Vnf tnf )

(17.36)

' nf,n\ vnf,n2

яка приводить до рівняння

Ef  +Af _1E f ~1+Af _2E f ~2 +... + Aq =0  (17.37)

для визначення системи Ε = Епщ,Еп̂ ,...,Е п̂  підрівнів енергії, яким 

у виродженому стані відповідав єдиний рівень Еп . Частина із цих під

рівнів може збігатися, що відповідає частковому зняттю виродження. 
Максимальна кількість розщеплених рівнів дорівнює кратності виро
дження /  і відповідає повному зняттю виродження.

Підставляючи по черзі кожне із значень Еп̂  у всі рівняння систе

ми (17.35), знаходимо повний набір коефіцієнтів {ana(g)} , які утворю

ють повну хвильову функцію в енергетичному представленні, що від

повідає власному значенню Еп . У координатному представленні ця

функція має вигляд

/

^natal^na (*?) > (17.30)
a~l

тобто є тим розв'язком збуреного рівняння (17.31), який відповідає 

енергії Еп(д).

Таким чином, накладання збурення на вироджену систему призво
дить до зняття виродження, розщеплення вироджених рівнів енергії 
та утворення суперпозиційних станів. Оскільки причиною будь-якого 
виродження є наявність певної симетрії системи, то накладання збу
рення частково або повністю порушує цю симетрію.

Контрольні запитання

1. Чи можна використовувати стаціонарну теорію збурень при дуже вели
кій амплітуді збурення?
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2. До яких основних ефектів приводить накладання стаціонарного збу
рення на квантову систему?

3. Чим принципово відрізняється дія збурення на вироджену та невиро- 
джену системи?

Література: [1], § 66-70; [2], § 39, 43.

§ 18. Застосування стаціонарної теорії збурень. 
Теорія збурень для випадку неперервного 

спектра. Ефект Ш тарка

18.1. Теорія збурень для вільного руху частинки

Частковим випадком вироджених станів є рух частинок у вільному 
просторі, якому відповідає виродження за напрямком руху. Розгля

немо вплив збурення V(x) на вільний рух частинки в одномірному 

випадку. Еталонна задача описується рівнянням Шредінгера

П2 ά2Ψ„(χ)

= (18-11

і відповідає суперпозиції вироджених хвильових функцій

±ІР1
9M  = CpVi,p (x) + c_p'F_p(x), Ψ±ρ(χ) = Αβ ь , р >  0 . (18.2)

Згідно з розглянутим загальним методом розв'язання збуреного 
рівняння

П2 d2
+ V(x)

2μ dx2

будемо шукати у вигляді (17.33);

Ψ(χ) = срТ р (х) + с_р '¥_р {х) + δΨ(χ),

Ψ(χ) = ΕΨ(χ) (18.3)

Наближені методи у квантовій механіці

Після підстановки (18.4) у рівняння (18.3) і використання ортого

нальності функцій Х¥±р(х) отримаємо, аналогічно (17.35), систему з

двох рівнянь

f p . p  ~ ̂ Е)ср +  vp,-pc-p =  °> (18 5)

\У-Р,РСР+(У-Р,-Р-ЬЕ)С_Р= 0 ,
у якій Vp.(p» = jV  ̂  (x)V(χ)ψ ̂  {x)dx - матричний елемент енергії збурення.

Розглянемо випадок найбільш важливого щодо практичного вико
ристання періодичного збурення

V(x) = V  Vn cos пкх, к = — , 
f o  л

Vn = JV(x)cos nkxdx -> 0 при η -» оо,

(18.6)

яке задано в інтервалі
L = NA, JV »  1. (18.7)

Обчислимо недіагональні матричні елементи Vp· р-:

L- -2іРХ
Vp _p = ΣІ ̂  Ρ Кі Je й cos[nkx)dx = 

n=о о

V і Vn ( Lf  ~‘( ^ + пк>х , Lr  - i( -~ --n k )x
= Σ  Je dx+Je h dx

(18.8)

J

Враховуючи, що перший інтеграл у останньому виразі при L »  Л до
рівнює нулю, а другий визначається співвідношенням

-і(— ■-пк)хг  - Ц — — П К ) Х

Ге * dx = LS nhk, (18.9)
J П. 

знаходимо
0 P’ 2

v p , - p = v - p , p = v f 2 p \ l 2 при P = ̂ ,  η = 1,2,... (18.10)

UfcJ
Діагональні матричні елементи Vp p визначаються співвідношеннями

CO Т Т  L

Vp ,p = VP,p=:Y J~ r i cos n̂kx d̂x" 0 · (18.11)
п=0 L о
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Враховуючи ці результати, система рівнянь (18.5) приводиться до ви
гляду

І δЕср -V_pipc_p = 0,

\-V-p,pCp+bEc_p

і має відмінні від нуля розв язки

δ.Ε = + I V _ p  р  І , р

nfik

0

п = 1,2,...

(18.12)

(18.13)

Ці величини визначають спектр дозволених значень енергії частинки
,2

(18.14)E=£_±|V_
2μ '

Унаслідок скінченності області дії енергії збурення L < оо величина 

V_р р відмінна від нуля не тільки при точному виконанні умови

пйк „ . , . . nh -
р  = ---, але и у межах інтервалу шириною | Ар \< —  близько значень

2 L
пПк тт „

р  = ---. Цей спектр представлено на рис. 18.1.
2

-Ь к  -Лк/2 Нк/2 Пк

Рис. 18.1. Спектр заборонених (заштриховані області) і дозволених 
(проміжки між заштрихованими областями) 

значень енергії вільного руху при накладанні періодичного збурення

Підставляючи по черзі величини з (18.13) у систему (18.12) отриму

ємо ВІДПОВІДНІ розв'язки. Якщо матричний елемент V_p р є дійсним,

то при δΕ = V_p р маємо ср - с_р , чому відповідає нульове наближен

ня збуреної функції

рхср(х) =  Ср ( Ψ ρ  ( χ )  + Ψ_ρ(χ)) = ̂  COS (18.15)
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Для розв'язку АЕ - -V_p>p знаходимо ср = -с_р , що відповідає функції

φ(χ) = θρ(Ψρ (χ) - Ψ_ρ (χ)) = і J j  sin^ p  (18.16)

Наявність заборонених зон у спектрі вільного руху відповідає яви
щу динамічної дифракції, яка приводить до зв'язку між хвилями, які 
поширюються в протилежних напрямках.

18.2. Ефект Штарка

18.2.1. Квадратичний ефект Штарка. Розглянемо вплив зовніш

нього однорідного електричного поля ε = έζε , яке направлене вздовж 

осі ζ  на атом водню, що перебуває у Is -стані. Енергія взаємодії 
атомного електрона з полем ε характеризується виразом

V(z) - -άε = βεζ. (18.17)

У формулі (18.17) величина d--er  є дипольним моментом атома
водню. Основний стан атома водню є невиродженим і вплив елек
тричного поля на енергію електрона описується формулою (17.25)

оо η-1 І і т/ |2

ε =Еюо+tw o»+Σ Σ Σ ,Г :Т  +··■ (18·181
n=2Z=0m=-Z '-^1 Ά η)

Перша поправка теорії збурень відповідає матричному елементу 

Цοο,ιοο > який у декартовій системі обчислюється за допомогою формули

оо оо 00
^100,100 = еє J j /І Ψιοο(x>y>z)\2 zdxdydz . (18.19)

—00 —00 —00

Цей матричний елемент дорівнює нулю внаслідок непарності підінте- 
гральної функції. Наступний член ітераційного ряду (18.18) можна 
переписати у вигляді

СО η-1 І Р 2 I V  І2 00 П~1 ! Р 2 І 7 І2

Σ Σ Σ  +-=-*4·ι = Σ Σ  Σ , ■ >о.(і8.20)
п=21=0т=-1 №  Е п) п=21=0 т--1 · ^ 1  Е п \

Остаточний вираз для енергії атома водню в Is -стані:

Ε =Е100 - аг2 (18.21)

показує, що накладання однорідного електричного поля зменшує енер
гію атома, причому зсув рівня пропорційний квадрату напруженості
поля (квадратичний ефект Штарка).
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18.2.2. Лінійний ефект ПІтарка. Збуджені стани атома водню є 

виродженими. Зміну стану атома за наявності зовнішнього електрично
го поля можна розглянути, використовуючи рівняння (17.35) і (17.36). 

Розглянемо вплив поля ε = ezz на перший збуджений стан атома

4
φί*) = Σ ε ρφρ(χ), (18.22)

β=1

якому відповідають чотири функції (7.43):

Фі Ξ ψ 200 =/?2ο(Γ)7οο(θ,φ) = - 7 = ^ = (1 - ^ - Γ/2α,
\8πα 2а

Ф2 = ψ 2ΐο = ̂ іИ ^ іо ^ Ф )  = - 7 = = Т е"Г/2а cos0> (18.23)
■s/32 πα 5

Фз,4 - Ψ2ι±ι - Λ2ΐ(Γ)Υί±ι(θ,φ) = +-- ІГ s e-r' 2a sin0e±i(p.
л/б4πα

Коефіцієнти Ср за наявності збурення V(z) = ezz (18.17) визначаються 

із системи рівнянь (17.35), яка в даному випадку має вигляд 

(Е2 -E + V1 j Jcj + V12c2 + ̂ ізС3 + V14c4 = 0,

V2jCj + (E2 - E + V22)c2 + V23c3 + V24c4 = 0, (18 24)

V31C1 + ̂ 32c 2 + (·®2 - E + V3 3 )c3 + V34C4 = 0,

V41C1 + V42c2 + V43C3 + (E2 - E + V44)c4 = 0.

Спектр рівнів енергії для такої системи визначається з умови (17.36): 

(Е2 - Е + Vxl) Vl2 V13 1̂4
^21 (&2~Е + У22) V23 V24

V3 1  V32 (£2 - E + V33) V34

V41 V42 ^43 (£2 - E + V44)

Для розв'язку цих рівнянь необхідно знайти всі матричні елементи Vnm.

Переконаємось, що всі матричні елементи, окрім Vl2 = V21, дорів

нюють нулю. Для цього перейдемо від сферичної до декартової сис
теми координат (рис. 6.1). Такий перехід відповідає замінам 

х - rsinOcoscp, У = г sin Θ sin φ, z - r  cos0,

cos0 = —, sin9e±t<p = — r = yjx2 + y2 +z2.
r r

У цій системі легко обчислити матричні елементи
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Vi, =
{es)

.00 ОО 00

11 8πα3 J J J 2a '—00 —00 —00
00 00 00

^22 = - ^ 5- J J j z 3e-r' adxdydz = 0,

J J j z ( l - — )2e rl adxdydz = 0,

32ясГ -00 —00 —00
00 00 00

33,44 = 5 i f f  {χ + У )ze 1 dxdydz = 0,
64πα J J J

- c c - c o ^ o  (18.27)
00 00 00

1̂3,14 = 3̂1,41 = 16J ^ l a4 J i  J ± iy)Z{1~ ̂ )e T,adxdydz = ° ’
^  —00 —00 -00

f . 00 00 00

^23,24 = ^32,42 = g J f f s  J J j  (* ± iy)z2 e-r 1 a dxdydz = 0,
—00 —00 —СЮ

. . CO 00 00

*βε*_ i f f (x±iy)2ze~r/a dxdydz = 0,
64πα J J J

^34=^43
θ4πα"

— CO — 0 0  —0 0

виходячи з непарності відповідних підінтегральних виразів за однією 
з координат.

Два матричних елементи Via = V2l можна знайти у сферичній сис

темі координат
. . оо π 2π

V12 = V21 = - i f f  (1 — —)r3e~rIа cos2 0sin0drd0dtp = -3eza . (18.28)

16πα oo o 2α

Підставляючи отримані вирази для Vnm у (18.25), приходимо до ви

значника

(Е2 - Е) -Зеєа 0 0

-Зeza (Е2 -Е) 0 0

0 0 {Е2 -Е) 0

0 0 0 (Е2 -Е)

і рівняння для знаходження енергії

{Е2 -Е)2{(Е2 -Е)2 -(3eza)2} = 0 , (18.30)

звідси знаходимо

£ (1>2) = Е2, Е (3’4) = Е2 ± Зеєа . (18.31)
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Видно, що збурення у вигляді однорідного електричного поля частко
во знімає виродження, приводячи до розщеплення одного рівня на

три. Підставляючи ці значення jE(fc) у систему рівнянь (18.24), отри
муємо коефіцієнти та суперпозиції хвильових функцій, які відповіда

ють конкретним значенням :

£ (1’2) = £ 3,

q  = с2 =0, φ(1’2)(χ) = ο3Ψ2η(χ) + ο4Ψ21_1(Λ:);

Е = Е2 - 3ега,

с3 = с4 =0, q  = с2 = ̂ , φ (3,(χ) = ̂ ( Ψ 2οο(*)+ψ2ΐο(*)); (18-32)

Е ^  = Е2 + Зеєа,

с 3 =  с 4 =  0> С1 =  ~с 2 =  ^ 2 * ’ ^  = ~ ^ 2 ^ '2 0 0 (х ) - ^ 2 ю М ) ·

Загальний вигляд і структуру рівнів основного та першого збудже
ного станів атома водню представлено на рис. 18.2. Розглянуті проце
си зсуву та розщеплення рівнів енергії під дією електричного поля на
зивають лінійним ефектом Ш тарка.

Рис. 18.2. Зм іна положення та зняття виродження рівнів енергії 
основного та першого збудженого станів атома водню  

залежно від зовнішнього однорідного електричного ПОЛЯ ε

Контрольні запитання

1. Яка фізична причина появи заборонених зон під час вільного руху час
тинки в періодичному потенціалі?
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2. Чому накладання однорідного електричного поля на атом не приводить 
до повного зняття виродження електронних станів?

Література: [1], § 72-73; [2], § 44.

§ 19. Нестаціонарна теорія збурень

19.1. Адіабатичні та миттєві збурення

Ітераційні методи, які виявились дуже ефективними для наближе
ного розв'язку стаціонарних задач квантової механіки, можна з успі
хом використовувати для аналізу нестаціонарних систем. Розглянемо 
еталонну систему, якій відповідає стаціонарний оператор Гамільтона 

H0(q). У загальному випадку еволюція цієї системи описується неста

ціонарним рівнянням Шредінгера

(19-1)
dt

а її стан відповідає хвильовій функції

9(<?>*) = Х с пе й Ψ η(<?), (19.2)
П

у якій Ψη(<2) є розв'язком стаціонарного рівняння Шредінгера

Η 0(ς)Ψη(«ζ) = £ Λ ( 9 ) ·  (19-3)

На цю систему накладено нестаціонарне збурення

^ ’f> = {n9f  <19·41[0, t < t0, t > τ.

Еволюція системи описується нестаціонарним рівнянням Шредінгера 

ih^ & T '= (Й° [С1) + ̂ ,ί))ψ (<Ζ,ί) · (19.5)

Будемо шукати розв'язок цього рівняння

hEJ
T(q,i) = ^ c n(i)e * Ψ„(ς) (19.6)

Π
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методом варіації довільних сталих cn(t). Підставляючи (19.6) у (19.5), 

отримуємо рівняння

^ Z ^ l e" ^ n(g)=Z c n(i)e "^V (< j,i)¥ „(q ). (19.7)
п п

Його можна спростити, якщо обидві частини рівняння спочатку по

множити на власну функцію Ψ^(?)> а потім проінтегрувати по всій

області існування цієї функції:

= сп(i)eiaVmiVmn (f),

n (19.8)

Vm n  ( i )  =  f r m l q W f a t Y V n i Q t f q ,  v  =  '-.

Введемо параметр мализни енергії нестаціонарного збурення

Vmn(t) = XVmn(t), І λ |« 1. (19.9)

Будемо шукати розв'язок рівняння (19.8) у вигляді ітераційного ряду

cn (t) = 4°>(ί) + λ<£>(ί) + X2cW(t) +... (19.10)

Підставляючи (19.10) і (19.9) у (19.8), отримаємо рівняння

1 dt dt dt J (19.11)

= λΣ (40)(ί) + λο'1» + λ2ο<2> + ...)ei°>™tVmn (t),
П

зручне для використання ітераційного методу.
У нульовому наближенні за параметром λ знаходимо

ih d°m ■ - = 0, c^(i) = const. (19.12)
dt

Цю величину можна знайти, поставивши відповідну початкову умо
ву. Приймемо, що при t = ί0 система перебуває в стані x¥(q,t0) = Ψ5(<3), 

а  її енергія E  = Es . Ця умова відповідає величині

< ftb )  = S™· (19.13)

У першому наближенні за параметром λ з (19.11), використовуючи 
(19.13), отримуємо рівняння

яке має розв язок
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(19.15)

У другому наближенні за λ знаходимо рівняння для визначення c$(t):

= Z Cn’Vmn (0 е<<Йтгі‘ = Σ ' \ \Упз{Ґ)еі(0™Ґ<ІҐ
η 1 ίο

Vmnity*™* (19.16)

і його розв язок

^Σ ίέΠ · Vmn (t')eia)mnt'dt' . (19.17)

Таким чином можна знайти й розв'язок з точністю, яку визначає до

вільне наближення. Підставляючи отримані величини c^(t) у (19.10),

приходимо до остаточного розв'язку
t

<V»I = 5ms + і  jv rn, (C)e~-‘'di' +

Σίέΐ ί
(19.18)

- це хвильова функція збуреної системи в енергетичному представленні. 
У координатному представленні хвильова функція (19.6) має вигляд

nq ,t)

,  ел

^ ) v ms(t')ei^ rdt' + ...

■ E„t

(19.19)

e * Ψη(<?).

Із (19.18) і (19.19) видно, що у квантовій системі під дією нестаціо
нарного збурення відбувається зміна нестаціонарних амплітуд cm(t) 

збудження квантових станів, що еквівалентно переходам системи під 
дією збурення між різними станами.

У більшості випадків використання ряду (19.18) обмежується най
нижчим, відмінним від нуля, наближенням. Як правило, це перше 
наближення, для якого
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Розглянемо більш детально динаміку процесів, які базуються на 
формулі (19.20). Відповідно до початкової умови (19.13) система до 
початку дії збурення перебувала в стані Ψ(ςτ,ί0) = Ψ3(<?), який відпові

дав енергії Е  = Es . Імовірність того, що система при t > t0 перебува

тиме у стані, який описується хвильовою функцією v3E/rn̂ s(q), дорівнює

Wm(t) =| cm(t) |2. Оскільки стан Ут^к(д) до початку дії збурення був по

рожній, то ймовірність перебування в цьому стані Wm(t) одночасно є 

ймовірністю переходу з початкового стану Ψ5(<ϊ) у стан Tmw(q):

2

(19.21)

Розглянемо кілька прикладів. Якщо нас цікавить вираз ймовірності 
переходу для моментів часу t > τ , тобто після завершення дії збурення 
(19.4), то вираз (19.21) можна перетворити, інтегруючи по частинах

2

2

wsm{t>t0) = ±  
h

II

t
J^sm  (t') eia>smt dt'

*0 h

Wsm(t>T) = - ^  
/г

\dVsm

ζω= ιω=

)dVsm

J dt'
) e iaismt'dt'

+ 2 2 J- dt'
( 0  ei(Osmt

(19.22)

Зупинимось на випадку, коли збурення дуже повільно змінюється 
протягом всього інтервалу від моменту вмикання ί0 = 0 і до моменту

вимикання τ , а похідна dVsm (Ґ)/  dt є малою й можна винести з під

інтегралу її усереднене значення, після чого (19.22) набуває вигляду

Wsm(i>x) =
sin K mT/2)

Й2(ш2т /2) dt
(19.23)

Видно, що ймовірність переходу буде пропорційною квадрату малого 
параметра адіабатичності

1 Мп*
dt'

« 1 (19.24)

Інший граничний випадок відповідає раптовій зміні енергії збу

рення. Нехай величина Vsm (ί) раптово змінюється від нульового зна

чення до свого максимуму за дуже короткий інтервал часу при 

t = t0 = 0 , тобто має вигляд функції Хевісайда. У цьому випадку легко
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обчислюється останній інтеграл у (19.22), а вираз для ймовірності пе
реходу набуває простого вигляду

Wsm(i>T) = f e ^ L .  (19.25)
h “ sm

Можна знайти ще один вигляд ймовірності переходу для моментів 
часу t > τ , якщо формально розширити межі інтегрування на області

t > τ та t < t0 , де збурення відсутнє

Wsm(i > τ) - ψ  I ]  (t)ei(â d t  |2= I ysm (a>sm) I2, (19.26)

1 00
Vsm. K m ) = ̂ S Vsm W ^ d t  |2 (19.27)

-0 0

є компонентою спектра Фур'є енергії збурення на частоті переходу. Із 
(19.26) видно, що квантові переходи між різними станами (між різ
ними рівнями) викликані тільки спектральними компонентами енергії 
збурення на частоті переходу.

19.2. Переходи, що викликані гармонічним 

збуренням квантової системи

Розглянемо переходи у квантовій системі, викликані дією дійсного 
гармонічного збурення

V(q,t) = 0 (q)eia>t + 0*(q)e~iat = 2t/(g)cosa>t, 0 < t < τ . (19.28)

Підставляючи цей вираз у (19.21), отримуємо

2
|е1(®зт+шК '^ '+

Величина

ІU І2

Г

\usm I2 )i

h2 (®sm + ω)

Usm{t)= \ ^M U (q ,m m(q)dq
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є матричним елементом координатної частини нестаціонарної енергії 
збурення (19.28)

Два вирази, які стоять під знаком модуля, мають резонанси при 
ω = ±cosm . В околі кожного із цих резонансів один з виразів різко зрос

тає відносно другого, яким при цьому можна знехтувати. Виходячи з 
цього, імовірність квантового переходу (19.29) можна записати у ви
гляді суми, яка враховує ці резонанси

Wsm(i>0): It's
ь.

2 Г (

(«W + ω)

-1

К т  - ®)

Цзт\_ j g ω

sm “ sm ± ω .

“ sm ± “

Функцію S ґ(0зт ±ω /  

2 ’ J
представлено на рис. 19.1.

(19.31)

Рис. 19.1. Вигляд функції, яка визначає резонансний характер 
переходу м іж  рівнями при гармонічному збуренні
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З явного вигляду функції S випливає, що основна її части-
V У

на зі зростанням часу стає більш вузькою (її ширина 4π/ί у межах пер

шого максимуму спадає зі зростанням часу), а  висота максимуму при 

точному резонансі ω = ±cosm зростає і S(0,t) = t2. Такий характер залеж

ності цієї функції від часу показує, що при невеликому перетворенні її 
можна звести до δ -функції Дірака. Для цього введемо функцію

^  \ sin2(ai)
F(a,t) = S(a,t)/nt = --- .

πία
(19.32)

При зростанні t цю функцію можна апроксимувати δ -функцією 
Д ірака

F (a ,i)t^ = 6 ( a ) ,  (19.33)

оскільки вона відповідає всім властивостям такої функції

F (0 ,t) = --»<», F (a *0 ,i)~  —  ->0,
π πί

j  F[a,t)da = 1.

Виходячи зі співвідношення (19.33), знаходимо
2t

j ei(asm±co)t'dt,

V
2πίδ(ω5Γη ± ω). (19.34)

/

Використовуючи цей результат, вираз для ймовірності переходу між 
рівнями можна записати у вигляді

WSm(i>0) =

2 n t , rr 2 s/ , . _ 2πί 2
I Usm Г 6(®sm ± ω) = —  I Usm Γ δ((Es -Em)± tuo).

(19.35)
,9 i w sm i v\wsm / *
7Γ fi

Якщо розділити повну ймовірність на час дії гармонічного збурен
ня, то отримаємо вираз для ймовірності переходу в одиницю часу

Wvv cm
Psm(t> 0) = ·

t

2 π ·-  |2И„  2 π . ,2
(19.36)

= -^\Usm\ SK m  ± ®)
tr

I Usm Г ЩЕ3 -Ет )± Μ.
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Два знаки в аргументі δ -функції відповідають двом можливим на

прямкам резонансного переходу Ε3±Άω- Ет (поглинанню або ви

промінюванню кванта енергії).
Зауважимо, що величина ймовірності не залежить від напрямку 

переходу - рівність ймовірностей переходів до станів з більшою або 
меншою енергією квантової системи.

Контрольні запитання

1. Який критерій використання методу раптових збурень?
2. Як можна зрозуміти наявність δ -функції у виразі для ймовірності пе

реходу при гармонічному збуренні, коли ця ймовірність обчислена за допо
могою першого порядку теорії збурень, тобто є малою величиною?

3. Яка причина можливості збудження системи під час дії кусково- 
постійного збурення?

Література: [2], § 47-48.

§ 20. Переходи у квантовій системі 
під дією гармонічного резонансного збурення 
довільної амплітуди. Прецесія Рабі

Результати, отримані в § 19, описують переходи між рівнями кван
тової системи і відповідають умові, згідно з якою ймовірність цих пе
реходів є малою. Цей висновок безпосередньо випливає з того, що про
ведені розрахунки базувались на формулі для ймовірності переходу 
між рівнями, отриманій у першому порядку теорії збурень. Такі проце
си відбуваються за малої амплітуди або малої тривалості збурення.

З іншого боку, з виконанням резонансних умов імовірність переходу 
за наявності гармонічного збурення зростає із часом відповідно до
(19.35). Очевидно, що за досить великої тривалості дії збурення почи
нають порушуватися передумови використання першого порядку (тоб
то формально розрахована ймовірність стає необґрунтовано великою).

Зупинимось на задачі про еволюцію квантової системи при необ

меженій щодо тривалості дії гармонічного збурення довільної амплі
туди. Розглянемо еталонну систему, якій відповідає стаціонарний
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оператор Гамільтона H0(q). На цю систему в момент часу ί = 0 на

кладено гармонічне збурення (19.28)

V(q,t) = ϋ (q)ei(0t + 0*(q)e~~imt = 2C/(q)coscoi . (20.1)

Еволюція системи в енергетичному представленні описується систе

мою нестаціонарних рівнянь Шредінгера (19.8), які для випадку гар

монічного збурення (20.1) мають вигляд

+ Є~Ш ),

1 п (20 .2) 

Umn = l v m(q)0(q)4>n(q)dq, tomn

Імовірність того, що система в момент часу t > 0 буде перебувати у 

стані, що описується хвильовою функцією Ψ ^ 5(ςι), дорівнює

Wm(t) =( cm(t) I2 . При використанні апарату теорії збурень розв'язок сис

теми рівнянь (20.2) визначався ітераційним методом, виходячи з того, 

що ймовірність заселення початкового рівня змінюється на невелику 

величину. Відкинемо це обмеження. Будемо шукати розв'язки системи 

(20.2) виходячи з того, що частота зовнішнього гармонічного збурення 
близька до однієї з частот переходів між рівнями квантової системи

ω21-ω = ε, |ε|«ω; | ωηπι -ω  |„ тф2 χ»| ω21 -ω|. (20.3)

Виділимо із системи рівнянь (20.2) складові, які відповідають резо
нансним членам

= с2 (e-«t + βϋω12-ω)ί ) + £  ̂  ξΐη ^ί(ωΙη+ω)ί + \
dt ih п̂ 2 ih

^ 2 = Сі ξ ^ ί Ι ^ ι + ω ί  +  eis)t ) + Σ > η  £ 2 n ^ e i(<o2n+a,)t +  ^(α^-ω)* ^  (2Q 4)
t ih ^

d°m >2 _  y „  Um>2,n I J(tom>2 n+<a)t , „t(a>m>2 n-to)t \

dt ih V Г

Для обчислення процесу резонансної взаємодії слід залишити лише ті 

доданки, які містять осцилюючі коефіцієнти у вигляді e±lEt. Можли

вість такого спрощення системи можна довести кількома методами; 

найпростіший пов'язаний з усередненням усіх членів рівнянь системи 

(20.4) за інтервалом часу Δ ί, що відповідає вимогам
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К

1

-ω
<к Δί

1____

|ω2ι-ω|
(20.5)

ln,m*2,l

При такому усередненні всі швидкоосцилюючі вирази зникнуть, а 

складна система (20.4) перетвориться на кілька простих рівнянь

_  _ U i2  ie t 
dt ih

®C2 _  „ U21 Jzt Cj —7"— c-
dt 

dc,m >2

δί

ІЬ

0.

(20 .6)

Із цієї системи видно, що збурення приводить до переходів у межах 

пари резонансних рівнів і для них умова нормування набуває вигляду

|сі(*)|2 + І с2(ί) |2 = 1, (20.7)

Якщо продиференціювати перше рівняння цієї системи й підставити 
в отримане співвідношення друге рівняння, то отримаємо

о  J V 2 , \

dt

д е
— + ίε:̂  + Ωο Cj =0, Ω0 =
дґ dt h 

Загальним розв'язком цього рівняння є функція

(20.8)

Су (ί) = АеІГіЇ + Ве1>2‘ , г1>2 = -·| ± Ω, Ω = ^Ω§ +

Виберемо початкову умову

сі(0) = 0 .

Із (20.9) знаходимо

cx(i) = 2іАе 2 βϊηΩί .

Із першого рівняння системи (20.6) знаходимо

^ 2

J

.et
c2(t) = еш = -Λ-^-ίΩοοβΩί- і—βΐηΩί 1-е 2

Uio I 2

(20.9)

(20 .10)

(20.11)

(20 . 12)
dt JJl2 u 12

З умови нормування (20.7) при t = 0 випливає | c2(0) |2= 1. Використо

вуючи цей результат, з (20.11) і (20.12) знаходимо
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4Ω

^ ( tH C ! (І) |2=% 81Π2Ωί
Ω (ε/2Ω0)1 +

sin2[ ^ + ( e / 2 ) 2 i j, (20.13)

W2(t) =| c2(t) |2 = 1 ■- ^| s in 2 Ωί = 1----— ±---j
Ω 1 + (ε/2Ω0)

На рис. 20.1 представлено залежність імовірностей Wl 2(t) заселен

ня першого та другого рівнів від часу для різних величин відхилення 

δ = ε/2Ω0 частоти збурення від точного резонансу ε = 0. При точному 

резонансі між частотою збурення та частотою переходу між рівнями 
відбувається періодичний обмін процесу заселення цих рівнів. Часто
та переходу визначається частотою  Рабі Ω , а сам процес періодич
ного переходу між рівнями називається прецесією Рабі.

W2(t)

Т.Г' *

sin2 ί ̂ Ωβ + (ε/2)"

Рис. 20.1. Залежність імовірностей 2(t) заселення першого й другого 

рівнів від часу та відхилення δ = ε /  2Ω0 частоти збурення 

від точного резонансу ε = 0 : 1)δ = О , 2)5 = л/β , 3)5 = 20
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Видно, що зі зростанням | δ | зменшується величина осциляцій ам

плітуд заселення I c12(t) |2 і збільшується частота цих осциляцій. При 

дуже великому відхиленні І δ І» 1 періодичне збурення не приводить 

до зміни ймовірності W12(t). Це підтверджує припущення, зроблене

при спрощенні загальної системи рівнянь Шредінгера (20.4) до вигля
ду, коли в цій системі залишились тільки резонансні складові.

Прецесія Рабі дозволяє здійснювати повний перехід квантової сис

теми між різними станами (рівнями енергії). Зокрема при тривалості 

гармонічного збурення

tn = (η + 1/2)π >n = o ,l,2,.·. (20 .14)
Ω0

відбувається повна інверсія системи. Такі процеси можуть викорис

товуватись, наприклад, для створення інверсних станів у лазерних 

системах. Фазова площа імпульсу гармонічного збурення, яке здій
снює такий процес, дорівнює

Ф„ = Ω0ί „ = ί ^ ρ \ = (η  + 1/2)π,η = 0,1,2,... (20.15)
п

Такі імпульси називають π /2 -імпульсом, 3π/2 -імпульсом тощо.

При тривалості імпульсу збурення

η тс
tn = -- , п = 0,1,2,... (20.16)

Ω0

відбувається повернення системи в початковий стан. Фазова площа 

імпульсу гармонічного збурення, яке здійснює такий процес, дорівнює

Φη = Ω0ίη =ηπ, η = 0,1,2,... (20.17)
η

Такі імпульси називають π -імпульсом, 2π -імпульсом тощо. Стан сис

теми після завершення дії таких імпульсів не змінюється й залиша

ється ідентичним до початкового стану. Якщо ототожнити такі імпуль

си, наприклад, з імпульсами резонансного випромінювання, яке про

ходить через резонансно поглинаюче середовище в умовах точного 

резонансу, то здається, що будь-який ηπ -імпульс проходить крізь та

ке середовище таким чином, немовби процесу резонансного погли

нання взагалі немає. Насправді це не так, тому що підсумковий
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ефект збігу кінцевого та початкового станів проходить проміжні ста

дії повного циклу поетапних переходів квантової системи.

Дія імпульсів гармонічного збурення, тривалість яких відповідає 

умові

= ^ ·+1/4)π,η  = 0,1,2,- (20.18)
Ω0

приводить до формування станів з однаковою ймовірністю заселення 

резонансних рівнів.

Можна зазначити, що більш детальний аналіз прецесії Рабі пока

зує, що повний перехід квантової системи між резонансними рів

нями відбувається не тільки за умови постійного за амплітудою гар

монічного збурення (20.1) і тривалістю (20.14) та (20.16), але й у

випадку, коли амплітуда імпульсу збурення Ω0(ί) = J зміню-
h

ється із часом. Умови для таких переходів відповідають тим самим 

співвідношенням (20.15) і (20.17):

(п +1 / 2)π -імпульс відповідає умові

Фп = jh 0(t)dt = (η + 1/2)π, η = 0,1,2,..., (20.19)

а ηπ -імпульс - умові

Фп = jc20(t)di = ηπ, η = 0,1,2,... (20.20)

Переконаємось, що результати, отримані для випадку використання 

першого порядку нестаціонарної теорії збурень, безпосередньо випли

вають з (20.13). Зокрема, якщо розглянути вираз для ймовірності пере

ходу (19.31) при точному резонансі ω3τη ± ω = 0 , то отриманий вираз

Wsm(t > 0) = 1 Usrn L t2 (20.21)
tr

повністю збігається з першим членом розкладу виразу (20.13) для 

ймовірності И^(і) за малого часу ί « 1 /Ω 0 дії резонансного збурення. 

Розв'язку (20.21) на рис. 20.1 відповідає початкова ділянка залежнос

ті q  ( ί « 1 /Ω 0)|2 , яка має форму параболи.

223



Квантова механіка та її використання у прикладній фізиці

Контрольні запитання

1. У момент часу t «: π / 4Ω0 імовірності заселення обох рівнів однакові 

(И<2 = W2). Чому при подальшому збільшенні часу відбувається процес зрос

тання Wx і зменшення W2 , а не навпаки?

2. Із формули (2013) випливає, що ймовірність Wx у початковий момент

часу зростає за квадратичним законом. Як це узгоджується з результатом, 
який відповідає розглянутій теорії збурень (див. формулу (19.36))?

Л ітература: [4], § 42.

§ 21. Взаємодія атома з рухомою 

класичною зарядженою частинкою

21.1. Кулонівське збудження атома 
електричним полем рухомої важкої 
класичної зарядженої частинки

Проілюструємо ефективність нестаціонарної теорії збурень для ви
падку взаємодії атома з електричним полем рухомої зарядженої час
тинки. Для спрощення аналізу вважатимемо, що частинка в процесі 
взаємодії з атомом передає йому малий імпульс і малу енергію. Час
тинку, яка рухається по прямій лінії, протягом всього часу її взаємодії 
з цим атомом можна вважати класичною. Детальні розрахунки пока
зують, що зворотний вплив процесу разової взаємодії на рух важкої 
частинки мало змінює отримані далі співвідношення.

Розглянемо взаємодію частинки, яка має заряд Q і рухається 

вздовж осі х на прицільній відстані D від ядра з постійною швидкі

стю ν , з атомним електроном (рис. 21.1).

Поточна координата частинки та електрона в системі координат, 
пов'язаній з ядром, має такий вигляд:

R(t) = {ut,D, 0}; r = {x,y,z}. (21.1)
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► х

Рис. 21.1. Взаємне розташування рухомої частинки із зарядом Q, 
ядра атома та атомного електрона

Енергія взаємодії частинки з атомом

Qe ZeQ
V(R(t), r) =

|*(t)-r| 

Qe

Vivt ■x)2+ (D-y)2 +z2
■ +

ZeQ
(2 1 .2 )

2 + d 2

залежить від часу й є причиною квантових переходів між різними 
станами електрона в атомі. Імовірність переходу між рівнями п і т ,  

яким відповідають хвильові функції електрона Ψη(Γ) та Tm(r), у пер

шому порядку теорії збурення визначається виразом (19.21), у якому 
початок дії збурення (21.2) дорівнює t0 =-oo. Формула (19.21) визна

чає поточну зміну ймовірності переходу між рівнями. Для практичних 
задач найбільш цікавою є задача про визначення повної ймовірності 
переходу за весь час прольоту частинки біля конкретного атома. Для 
такої задачі ймовірність переходу визначається формулою

2

W,пт№) .о 
/Г

00

« dt (21.3)

у якій Vnm (ί) - матричний елемент оператора енергії взаємодії (21.2).

Для обчислення ймовірності спочатку спростимо вираз (21.2). Вва
жатимемо, що частинка пролітає за межами атома

и

2+v2t2
« 1 . (21.4)
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У цьому випадку можна розкласти вираз V(R{t), r), обмежившись

першим порядком щодо поточних координат електрона до координа
ти частинки і поставивши у відповідність до нього оператор

\
ZeQ

+.(21.5)V(R(t), r ) « - Т  ° Є J l + Vf  + °У  ..........
Vd2 + v2t2 V D + v t ) Jtu tf+ D 2

Дві компоненти енергії взаємодії, які містить вираз (21.5), відпові
дають двом складовим вектора напруженості електричного поля час
тинки. Одна, величина якої визначається координатою χ , направле

на паралельно вектору швидкості ν , а інша, пропорційна координаті 

у , перпендикулярна до вектора [ez χ D]. Матричні елементи цього 

оператора мають вигляд

VwnW = m m(r)dV =

Qe L  .rtXnm+Dynm). ZeQ c (21·6)
I °nm +---— ---- —  r + - ;— ............  v ,

yjD2 + v2t2 і Пт D2+ v2t2 J Vd2 + v2t2

Де xnm і Упт - матричні елементи відповідних компонент координати 

електрона в атомі.

Вирази, які містять символ Кронекера, відмінні від нуля тільки у 
випадку, коли п = т  (це відповідає ймовірності того, що атом, незва

жаючи на взаємодію з рухомою частинкою, залишиться в тому само
му стані). Для випадку переходу між різними рівнями п * т  і

у  (t) -  Q g Vtxnrn + РУпт Т -  — (91 7\
vwn\4 з „\3/2 ’ 1 - „ ■ і*1·')

D (l + (t/T)2j v

Величина Т характеризує тривалість перебування рухомої частинки 
біля атома. Враховуючи (21.7), можна знайти вираз для ймовірності 
переходу

2

= \VXnm^l + ̂ Уптп^2І »

°Г te*a>nmt о °Г
J i - J- - \3/2 dt - T J- x-t/T,  (21.8)

-«,(ΐ + ( ί / Γ )  ) -oo (l +1 j

ίω(ΙΓηί ® i(<anmT)x

J 2 ‘  ΙϊΓ7: ; ^ * άί’ τ-οο(ΐ + (ί/Γ) J -OÔ l + ί j
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Інтеграли J 12 , які стоять під знаком модуля в (21.8) можна виразити

через спеціальні функції, але більш раціонально розглянути їх графо
аналітичним методом. Величина кожного із цих інтегралів залежить 

від добутку ωηπιΤ .

Якщо T »  І/<х>пт , то підінтегральні вирази в J j і J 2 являють собою

швидкоосцилюючі знакозмінні функції, період осциляцій яких значно 
менший, ніж характерна тривалість Т великої амплітуди модулюючо
го множника, що стоїть перед експонентою і відображає залежність 
від часу енергії взаємодії частинки з електроном. У цьому випадку 

обидва інтеграли дуже малі й J l2 ~ 0 . Такий режим взаємодії нази

вають адіабатичною взаємодією, він існує за виконання умови

(21·9)

Це відбуватиметься, якщо частинка рухатиметься на великій відстані 

від атома або матиме малу швидкість.
Інший граничний випадок Т «: 1 / озпт відповідає умові імпульсної

взаємодії

D « f/c o nm (21.10)

і справедливий під час руху частинки з великою швидкістю або на

малій відстані від атома. У цьому випадку функцію е'<0)гітГ,т, яка повіль

но змінюється із часом, можна винести з-під знаків обох інтегралів
(21.8) з аргументом τ = 0 , після чого легко знайти обидва інтеграли:

оо

j ^ TL - l m dx=0· (21111
—00 ί 1  +  Т 1

со

^ 2 - Т І  ... -3Tjd x  = 2 r . (21.12)

-оо ί 1 + T J
Тепер можна записати вираз для ймовірності переходу в атомі:

4(Qe)2 І упт І2

Wnm(t): h2v2D2 ПРИ D « v / * n m , ( 2 1 . 1 3 )

0 при £>»у/а>пгп.

Зробимо інтерпретацію отриманих результатів. Частина виразу для 

ймовірності переходу, яка залежить від матричного елементу хпт і
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представлена інтегралом J 1 (21.11), є знакозмінною величиною й не 

дає внеску в імовірність переходу. Це пов'язано з повною компенса

цією внеску в J x інтервалів t < 0 та ί > 0 і відповідає тому, що по

вздовжня (паралельна вектору v ) компонента електричного поля 

Ex(t) рухомого заряду є знакозмінною функцією часу.

Процес результуючої взаємодії частинки з атомним електроном ви
значається компонентою вектора електричного поля частинки, яка 
перпендикулярна до вектора швидкості й направлена вздовж векто

ра еу ~ [ez χ ν]. Амплітуда цієї компоненти електричного поля зміню

ється із часом, але не змінює знак, що відображає структуру підінтег

рального виразу в J 2 (21.12). Це є причиною того, що ймовірність пе

реходу в атомі забезпечується тільки матричним елементом упт.

Отримана формула (21.13) дозволяє знайти ймовірність переходу в 
атомі за умови, що нам відомі параметри руху зарядженої частинки 
(зокрема прицільна відстань D від траєкторії руху частинки до ато
ма). Як правило, такі мікропараметри невідомі.

Більш реальною є задача про ймовірність переходу в атомі за раху
нок дії однорідного за перерізом (незалежного від D ) потоку частинок 

IQ, які рухаються в напрямку осі х (рис. 21.2). Якщо на атом падає

направлений однорідний потік однакових заряджених частинок, то 
сумарна ймовірність переходу в одиницю часу визначається виразом

м  dWzИ  ° Т  2? «оЮ е)2 ІУ I2 cos^ Ψ j  ,
| W =  = * 0  І І ------------Г 5Г 5------------

(21.14)

_  ([ex xR]ey )
---------ш - , cos φ =----- =-2-.
b v  V min / I [ех X R] I

Видно, що ймовірність Pnm(v) має слабку (логарифмічну) залежність від 

границь допустимого інтервалу прицільних відстаней. Величину Dmgx 

можна прирівняти до межі між імпульсним і адіабатичним режимами 

взаємодії, поклавши Dmax « ν /ω ηιη . За мінімальну величину Dmin мож

на взяти розмір атома, поклавши Dmin ~ а , що добре узгоджується з 

умовою лінеаризації оператора енергії взаємодії (21.5). Із цих умов зна
ходимо остаточний вираз для ймовірності переходу в атомі за рахунок 
взаємодії з монокінетичним потоком заряджених частинок
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РатН
4nIQ(Qef\yn

h2v2
-In >1.

αω„
(21.15)

Ця ймовірність переходу немонотонно залежить від швидкості частинок.

Рис. 21.2. Взаємодія потоку частинок з атомом

Вираз для Pnm(v) досягає максимуму при

V  = * 1,65 αωηη (21.16)

і спадає як при зменшенні, так і при збільшенні швидкості. Причини 

такого характеру зміни Pnm[v) очевидні. При зменшенні швидкості 

відбувається перехід від імпульсної взаємодії до адіабатичної, що веде 
до зменшення ймовірності переходу. При збільшенні швидкості зав
жди буде виконуватися імпульсний режим взаємодії, але при цьому 
буде спадати тривалість самої взаємодії, яка характеризується вели
чиною T ~ D /v  , і відповідно спадатиме ймовірність переходу в атомі.

Можна дати геометричну інтерпретацію величині Pnm(v), якщо за

писати співвідношення (21.15) у формі 

Рпт^Р) Ιζ}σητη(ν),

M Qef\ynm |2_ J  ,  1 (21-17)
,м =

ftV \а(і>пт

і ввести переріз σηη(υ) взаємодії частинки з атомом. Його можна ото

тожнити з ефективним перерізом атома щодо до процесу конкретного 
квантового переходу п —> т  у цьому атомі. Величина цього перерізу
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залежить від багатьох параметрів взаємодії й може як перевищувати 

геометричний переріз атома, так і бути менше від нього.

21.2. Гальмування важкої класичної зарядженої 
частинки через втрати на взаємодію з атомами

Отримані результати допускають іншу інтерпретацію й дозволяють 
оцінити втрати енергії частинки, яка рухається крізь середовище. 
Уявімо, що та сама частинка рухається крізь середовище, де атоми 

розподілені однорідно по об'єму з концентрацією па . Якщо перейти в 

систему координат, пов'язану з частинкою, то потік атомів Іа = nav 

налітатиме на частинку. Під час такої взаємодії відбувається збу
дження атомів. Повна ймовірність конкретного переходу η m в 

атомах у одиницю часу за рахунок взаємодії з однією частинкою іден
тична (21.15) й описується виразом

Р  /тл 4ππ.α(ζ)β) І упт І .
*пт\иі ~ . о 111

/ТУ ν α ω ητη J

>1. (21.18)

Якщо врахувати, що

Р  м  - ^ dUW  dx dWz(v)

nml 1 dt dx dt dx

і взяти до уваги, що в таких процесах взаємодії відбувається переда
ча енергії від частинки до атомів

r  dW^ l' ] Е""· P Ir i  
— - ~ · P" " M ’

то отримаємо остаточний вираз для питомої (на одиницю шляху) втра
ти частинкою енергії за рахунок збудження конкретного переходу

dEQ „ 4nEnmna(Qe)2 1 упт І2 

dx ~ h2v2

ґ \

V J

(21.19)

Якщо врахувати всі можливі переходи в кожному з атомів, що ма
ють заряд Ze , то можна отримати вираз для повної втрати енергії час

тинки на гальмування в середовищі (формула Бете - Блоха):
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dEQ 2 nnJZQ ef

dx
In

mev

2 mev2 

<1 еф |>
(21 .20)

де <| еф |> - середній потенціал іонізації атома, т е - маса електрона.

Таким чином, гальмування заряджених частинок істотно залежить 
від їх швидкості. Це, зокрема, виявляється в тому, що параметри 
треку, який виникає в середовищі при гальмуванні заряджених час
тинок, будуть істотно змінюватися вздовж треку.

21.3.0собливості взаємодії частинки 
з магнітним зарядом і атомами

Система рівнянь Максвелла у вакуумі

_  4rtt 1 дЕ  
V x H = —  Je+ - - T 7 , 

с с dt

1 c)f~f
V x £  = --— , (21.21)

VE = 4πρβ =4 nneqe,

WH = 0,

є основою електродинаміки й описує різні електромагнітні явища. У 
вакуумі за відсутності зарядів і струмів існує певна (дуальна) симетрія 

між £  і Я ,  але в середовищі такої симетрії немає (рівняння містять 
електричні заряди й струми, але не мають магнітні заряди та струми). 
Із багатьох варіантів теорії "Великого об'єднання", яка пов'язує силь
ну, слабку, електромагнітну та гравітаційну взаємодії, випливає, що 
такі магнітні заряди (магнітні монополі) обов'язково мають існувати.

У 1931 ρ. П. Д ірак створив теорію, яка описує взаємозв'язок елемен
тарного електричного заряду е і гіпотетичного магнітного заряду (маг
нітного монополю) g . Цей зв’язок базується на взаємному квантуванні 

кожної з цих частинок у полі іншої й приводить до співвідношення

И = і !Щ.~68'5п, п = 1,2,3,... (21.22)
е 2 е

де e2 /Не χ 1/137 - стала тонкої структури, яка є однією з констант 

фізики.
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Аналогічний результат можна отримати (не зовсім строго) на основі 
простих оцінок. Розглянемо рух електрона в однорідному магнітному 

полі Н . Частота обертання електрона ω£ навколо вектора Н  визна

чається величиною

= —  (21.23)
R т ес

і пов'язана з його швидкістю та радіусом колової траєкторії. Якщо за

стосувати до цього руху правило квантування mevR = n h , то отрима

ємо співвідношення

%R2H  = n — , η = 1,2,3,..., (21.24)
е

яке визначає правило квантування потоку магнітного поля. Якщо 
прирівняти потоки магнітного поля

Φ(ΔΩ = 2π)= J HdS = 2ng, H  = ger /R 2 , (21.25)

ΔΩ=2π

які спрямовані від гіпотетичного магнітного монополю в протилежні 
боки (у напрямку тілесного кута 2π) до виразу (21.24), то отримаємо 

вираз (21.22) для співвідношення елементарного електричного та ма
гнітного зарядів. Магнітні монополі на сьогодні ще не відкриті, але їх 
пошук триває.

Зупинемось на особливостях взаємодії розглядуваних частинок з 
атомами, виходячи із системи, представленої на рис. 21.1. Як було 
показано, процес взаємодії частинки з атомним електроном визнача
ється компонентою вектора електричного поля частинки, яка перпен

дикулярна до вектора швидкості ν . Для електричного заряду відповід

на компонента напруженості електричного поля в системі на 
рис. 21.1 має вигляд

£ ^ - ^ s m 0 .  (21.26)

З іншого боку, рух магнітного заряду д,  який у власній системі 

створює магнітне поле

H  = g R /R 3 , (21.27)

у лабораторній системі, де він рухається зі швидкістю ν , також ф ор
мує електричне поле

Е = [ихЙ]/с = g[vxR]/R3c , (21.28)
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у якого поперечна до вектора ν компонента визначається виразом

E 9 t M s sine = 1 K x_g L·!. . (21.29)
R 2 vR

Із порівняння виразів (21.26) та (21.29) видно, що рухомий магніт

ний заряд д створює поперечне до вектора швидкості ν електричне 

поле такої амплітуди, як і ефективний електричний заряд 0сф =9” / с .

Цей результат дозволяє використати отримані формули, які описують 
взаємодію електричного заряду Q з атомами, для розрахунку процесу 

взаємодії магнітного заряду з атомами за допомогою заміни 

Q —» @еф ~ 9 V / с . Той факт, що поляризації цих полів різні, впливає

лише на те, що в усіх формулах замість матричного елементу упт 

треба використовувати матричний елемент znm. Виходячи із викона

них замін, остаточні вирази для ймовірностей взаємодії потоку магніт
них зарядів з окремим атомом і водночас - одного магнітного заряду 
із системою атомів, можна отримати з (21.15) і (21.20). Ці вирази ма

тимуть такий вигляд:

4 пі „(де) І znm , 

h e

2nnJZge f ln

V ao3nm J

dx mec2

2 mev2 

<1 еф |>

(21.30)

(21.31)

Бачимо, що ефективність взаємодії магнітних зарядів дуже слабо 
(за логарифмічним законом

dEa 9
І— ^|~1п(У2)) 

dx
залежить від їх швидкості. Ця обставина приводить до того, що трек, 
який утворюється під час такої взаємодії, буде дуже повільно зміню
ватись (слабнути) уздовж траєкторії руху. Це суттєво відрізняє галь
мування гіпотетичних магнітних зарядів від аналогічного гальмуван
ня електричних зарядів, для яких ефективність взаємодії дуже сильно

, . 0Eq Ιη(υ2).
зростає (за законом |— — |---- )̂ при зменшенні їх швидкості, що

dx ν

може бути покладено в основу принципу їх ідентифікації.
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Контрольні запитання

1. Пояснити, чому процес результуючої взаємодії частинки з атомним 
електроном визначається лише компонентою вектора електричного поля час
тинки, яка перпендикулярна до вектора швидкості.

2. Чим пояснити наявність оптимальної швидкості, за якої ймовірність 
збудження атома полем рухомої частинки буде найбільшою?

3. Чому ефективність взаємодії рухомих магнітних зарядів з речовиною 
дуже слабо залежить від їх швидкості?

Література: [3], § 75.
Додаткова л ітература: [III].

234

Розділ VII

ОСОБЛИВОСТІ ВЗАЄМ ОДІЇ 
КВАНТОВИХ СИСТЕМ  

З ЕЛЕКТРОМ АГНІТНИМ И ХВИЛЯМ И

§ 22. Взаємодія квантових систем 

з електромагнітними хвилями

22.1. Переходи у квантовій системі, 
викликані випромінюванням 
з довільною довжиною хвилі

Застосуємо наведену теорію переходів у квантовій системі, викли
каних нестаціонарним збуренням, до задачі про переходи, стимульо
вані електромагнітним випромінюванням. Нагадаємо деякі характе
ристики, які визначають властивості електромагнітних хвиль. Будемо 
описувати електромагнітне поле у вакуумі за допомогою вектор- 

потенціалу

A(r,t) = .Aoe*. cos(o)i - fcr), (22.1)

де Aq - амплітуда вектор-потенціалу, а ек - одиничний вектор поля

ризації. Електромагнітне поле (22.1) у вакуумі є поперечним і

4A(r,t)~(kek) = 0 . (22.2)
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J q -<

Величина A(r, t) визначає напруженість електричного та магнітного полів

= ^ M o f ,  (22 3)

H(r ,t) - V х A(r,t) - Й0 sin(coi-fcr), Н0 =[ек хк], 

де величина Е0 - амплітуда напруженості електричного поля, а Н0 - 

магнітного поля. Амплітуду Д) можна виразити через енергетичну ін

тенсивність електромагнітної хвилі, яку слід розуміти як абсолютну 
величину усередненого за періодом коливань Τ = 2π/ω  вектора, Умо

ва - Пойнтінга:

[ l(r,i)x ff(r,i)]  А) = Ί 8πα7° , (22.4)
L J one ω

Для монохроматичних хвиль крім енергетичної інтенсивності елек
тромагнітної хвилі J 0 , яка відповідає енергії поля, що пройшла за

одиницю часу через одиничний переріз, можна ввести потокову інтен
сивність хвилі

J q = йсо/q , (22.5)

яка визначає кількість квантів даної частоти ω , що пройшли за оди
ницю часу через цей одиничний переріз.

Оператор Гамільтона квантової системи з багатьма електронами 
при накладанні зовнішнього електромагнітного поля (22.1) має вигляд

) ґ j-2 Ί

β β I J (22.6)
2 2 —

Щ , І )  = ~ Щ  ,t)pn, V2 (гр, ί) = e- £  ,
ЦС 2 μο

аналогічний (12.2), і містить два доданки Vi(rp,f) та V2(f^,t), які по- 

різному залежать від цього поля.

Очевидно, що за малого значення Aq найбільш важливим буде ви

раз ν^Γβ,ί), пропорційний Aq , а  за великої амплітуди - виразV2(/jj,t) ,

пропорційний Aq . Визначимо граничну амплітуду, за якої ці доданки 

будуть співрозмірними між собою. Для оцінки можна використати
г\

значення р  = це /й , яке випливає з умови квантування Бора. Прирів-
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нюючи класичні аналоги V1(f^,t) = V2(fp,t), отримуємо оцінку для гра

ничної інтенсивності електромагнітного поля

0 (гр)

ц2со2е2с 

2 пП2
(22.7)

Зокрема при частоті ω * 2 · 1015 с 1, яка відповідає видимому діапа

зону, гранична інтенсивність дорівнює дуже великому значенню 

J 0(rp) « 1015 Вт/см2, яке досягається тільки в кращих лазерних систе

мах з використанням спеціальних методів компресії (стискання) лазер
них імпульсів. Оскільки в таких полях майже завжди відбувається пов
на іонізації атомів, то для них задача про вплив змінного електромагніт
ного поля на ймовірність переходів між атомними рівнями не має змі
сту. Виходячи з цього, обмежимось аналізом взаємодії з квантовими 

системами більш слабких електромагнітних хвиль з J 0 <к </0(гр) > зали

шаючи в операторі Гамільтона доданок

Щ , і )  - Щ , і )  = 0 { е ІИ "&р) + e-i{mt- ^ ]}(е*Дз), (22.8)

який відповідає енергії нестаціонарного збурення.
Розглянемо вплив збурення на атом. Імовірність переходу одного 

електрона в атомі з п -го на т  -й рівень під дією електромагнітного 
поля, яке вмикається в момент часу t = 0 , описується формулою

2

w  =v v nm J v ^ ( tV dt
е % 2

4й2ц2с2
JeiKm+®)t' dt (ekpf¥mdv +

(22.9)

+

Використовуючи співвідношення (19.34), можна записати в оста

точному вигляді вирази для повної ймовірності переходу Wnm(t) та 

імовірності переходу за одиницю часу Рпт :

Wnm(t) = I I2 ± ω) =
2/Γμ <Г Й μ arc

2 2
Ρ™ = 5 - 2 ^ δΚ „± ω )|Β „„|2,

/гц^огс

Впт = \ K (r)e^(ekm m(r)dv.

\B n m\  δ  (ω ητη ± ω ),

(2 2 .10)
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У цих виразах імовірності вимушених переходів залежать від матрич

ного елементу Впт. Подальший аналіз можна зробити за виконання 

певних умов, які розглянемо далі.

22.2. Дипольне наближення при взаємодії 
електромагнітного випромінювання 
з атомними системами

Більш детальне обчислення виразу (22.10) можна провести, якщо 
врахувати співвідношення між типовими розмірами конкретних 
атомних систем і довжиною електромагнітної хвилі λ = 2яс/ш , яке 

визначає фазові множники кг - 2кг/λ у формулі (22.10):

а) для квантових переходів за участю зовнішніх атомних електро

нів, які локалізовані в області г<10_8см, типовою є довжина хвилі 
λ > 0,1 -10 мк, що приводить до оцінки kr «: 1;

б) для квантових переходів у важких атомах за участю внутрішніх 

атомних електронів, які локалізовані в області r <10_9-Ю_10см, типовою
О

є довжина хвилі λ > 1 -10А , що приводить до тієї самої оцінки kr «: 1;

в) в ядерних системах довжина хвилі λ = 10-2 -1А значно менша,

ніж у атомах, але їх розмір не перевищує г « (3-7)10~13 см, що від

повідає kr «: 1. Таке саме співвідношення відповідає інфрачервоному 

та мікрохвильовому випромінюванням або поглинанню в молекулах.
З погляду електродинаміки молекули, атоми та ядра є дуже неефек

тивними випромінювачами, оскільки в них г «: λ (нагадаємо, що роз
мір ефективної антени має задовольняти умову г ~ λ). Виходячи з 

отриманої оцінки kr 1, можна спростити вираз дляВпт, розклавши 

експоненту в підінтегральному співвідношенні (22.10):

eTlfc?« l  + i k r - ^ -  + ... (22.11)

та обмежившись першим незникаючим членом. Якщо залишити в 
правій частині розкладу (22.11) одиницю, то отримаємо наближення, 
яке називають дипольним. У цьому випадку маємо

238

Особливості взаємодії квантових систем з електромагнітними хвилями

в пт = \^n(r)(ekm m(r)dv. (22.12)

Цей інтеграл можна додатково спростити, якщо замінити оператор

імпульсу р  еквівалентним виразом р  = (6.36), у якому похідна
at

визначається з рівняння руху (6.33) для оператора координати

—  = — [гЙ]. Використовуючи отриману заміну 
dt ih

р  - — [гН] (22.13)
їй

і стаціонарне рівняння Шредінгера для незбуреної системи

Н Ч т =ЕтЧ т , (22.14)

а також умову самоспряженості оператора Гамільтона, нескладно об
числити матричний елемент (22.10):

в пт = К ( n m v m(ndv- Ш п и г у m{f)dv\ =
lh U J j (22.15)

E — E
— —Щ(іїпт (e k.fnm ) > ®nm ~ I  ·

П

Підставляючи вираз Bnm (22.15) у (22.10), знаходимо

2

Рпт ( « A J I 2 S(E„-Ет ± Щ ,  (22.16)
пс

де dnm - егпт - матричний елемент електричного дипольного моменту 

атома, а самі вирази визначають імовірності переходу у квантовій 
системі (атомі, молекулі або ядрі) у дипольному наближенні.

При випадковій орієнтації дипольного моменту атома відносно 
вектора поляризації електромагнітної хвилі необхідно провести 

усереднення

1 π 2 π I W І2

<1 ( e k d n m )  |2 Н  d n m  |2 <  C O S 2  Θ > = |  d ^  f  —  J J C O S 2  Θ sin ί ί θ ί ί φ  =  ~ f ~  ,

0 0

тоді (22.16) набуває такого вигляду:
2

<Pm, > = ^ r Q-|<ml2 S(E„--Emi'l«>)· (22.17)
o n e
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Переходи, імовірність яких визначається матричним елементом 
електричного дипольного моменту атома, називають дипольними і по
значаються як переходи типу Е1 .

Вирази (22.16) і (22.17) характеризують імовірність переходу між 
невиродженими станами. Якщо початковий п і кінцевий т  стани 

вимушеного переходу є виродженими з кратністю дп та дт , то ф ор

мула (22.17) характеризує ймовірність парціального переходу між 

конкретними станами Ψ„„(γ) і Ψ ^ γ )  , які відповідають значенням 

енергії Еп та Ет , і має вигляд

<Р.η α ,/η β >=
4ji2j

I ) I2 δ (En -Em ± ftm),

де

η̂α,τηβ = e \'¥na{r)r'i'm{i(r)dv

(22.18)

(22.19)

є матричним елементом дипольного моменту атома для конкретного 

парціального переходу між станами Ψηα(Ρ) і Ψ ^ (Ρ ).

Повна ймовірність переходу п -» m визначається при усередненні 
(22.18) за початковим станом п і підсумовуванням за кінцевим ста
ном т :

< Р„ 1 4it2jo I dna >mp I &(Еп Em ± Η(ό) (2 2 .20 )
β=1α=1 fn 3hc

Визначимо ймовірність зворотного переходу т  -> п . Її можна знайти 
при усередненні (22.18) за станом т  і підсумовуванням за η , а саме:

Ят J 4π2</

< Ртп >=  Σ Σ τ- 5 Г Г  1 ‘ W ™  І2 δ (Ε η ~ Em ± Μ  · (22-21)
α = 1 β = 1  J m  ύ η ο

Частину цих переходів зображено на рис. 22.1.

β =

па
а  = 1,2 ...,д п

Рис. 22.1. Вимушені переходи у виродженій системі
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Порівнюючи формули (22.20) і (22.21), а також враховуючи, що для 

ермітових операторів виконується очевидна умова |Яіа>тР I = Ι̂ τηβ,ηα > 

приходимо до важливого співвідношення

Рпт9п = ^тп9т> ^ -̂гіт ^ 9п —<· ^тп ^ 9т > (22.22)

яке показує, що для вироджених станів імовірності прямого та зворот
ного переходів між рівнями можуть бути різними. Цей результат має 
велике значення, наприклад, при створенні активного середовища 
для лазерних систем. Представимо, що електромагнітна хвиля з інтен

сивністю J 0 падає на середовище, у якому концентрація атомів у 

стані з енергією Еп дорівнює пп, а в стані з Ет > Еп дорівнює пт . 

Зміна інтенсивності цієї хвилі у ш арі товщиною dx визначається 

умовою балансу

d J0 = Pmnnmdx-Pnmnndx = Pnm(rim^ - - n n)dx. (22.23)
9 т

Із (22.23) випливає, що для забезпечення підсилення d J0 > 0 необхід

не виконання порогової умови

пт ~ - п п > 0 . (22.24)
9 т

У невиродженій системі умова (22.24) зводиться до умови інверсії на

селеності радіаційного переходу пт >пп.

У виродженій системі умова підсилення залежить від співвідно

шення дп / дт кратностей виродження станів, між якими відбуваєть

ся стимульований перехід. Якщо дп / дт > 1, то підсилення можливе в

Q
середовищі без Інверсії nm(ПОр) = пп —— < пп , що полегшує вимогу до

9 п

системи збудження активного середовища лазера. У протилежному 

випадку, дп / дт < 1, ці умови будуть ускладненими

9 т

^г ге (п ор ) — Щ і  ·"* ·

9 п

Контрольні запитання

1. Чи зміниться умова дипольного наближення, якщо середовище, яке 
оточує атом, буде заповнене діелектриком з діелектричною проникністю, від
мінної від одиниці?
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2. Пояснити, чому кратність виродження квантових станів впливає на 
умову вимушеного (лазерного) підсилення при переході між цими станами.

Література: [1], § 87; [2], § 53.

§ 23. Правила відбору для поглинання 

та випромінювання світла в атомах 

і квантових системах. Мультипольні переходи

23.1. Правила відбору для дипольних переходів у атомах

Процес взаємодії електромагнітного випромінювання з атомними 
системами, який веде до переходів між різними станами, описується 
першим порядком нестаціонарної теорії збурень. Імовірність такого

процесу, який супроводжується переходом Ψα(Γ) ψ β(?), визначаєть

ся формулою (22.10):

2 2

Ραβ = δ(Εα ~Εβ * Μ  1 β“β |2,β“β = ίΨ«(?)6^ Γ(δ^ ) ψ ΡF)d v>

яка в дипольному наближенні (при заміні е+гкг «1) спрощується й на
буває вигляду (22.15), (22.16):

вац = -*μωαβ(β*.Γαρ),

4

Ραβ = 1 (gfcd«P)|2 δ{Ε« - Εβ± Ηω)’

4i 2j

< -Ραβ >= I dap I2 δ(Εα -Εβ± Ηω).

Бачимо, що перехід у атомі під дією електромагнітного випроміню
вання буде можливим тільки між тими станами, для яких Вар ф 0 .

У дипольному наближенні ця умова має вигляд dap * 0 .
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Зв'язки між квантовими числами початкового й кінцевого станів, 

де відповідні матричні елементи Βαβ та daр = erap відмінні від нуля,

називається правилами відбору для відповідних переходів. Спочатку 
розглянемо правила відбору для дипольних переходів, використовую

чи хвильові функції атома

Ψ η^ (Γ ,θ ,φ )  =  а д р гт( cos Q)eіт * . (23.1)

Для зручності розрахунків у сферичній системі розглянемо матричні 
елементи координат

ξ = х + іу - rsin0eI(p,

• η = х- іу = rsin0e~!(p, (23.2)

z = rcos0,

з яких легко отримати відповідні декартові компоненти вектора г . 
Далі будемо використовувати співвідношення, які визначають влас
тивості приєднаних поліномів Ерміта:

^ Р/71 (t)Prm(t)dt =5H.5mm. , (23.3, a)

-і

«Г(») = + «W P 1, (23.3, 6|

+ (23.3, e|

де величини alm, b̂ m, - параметри, що не залежать від змінної.

Знайдемо матричні елементи окремих компонент координат (23.2), 

починаючи З ξ η1τη>ηΎηι'·

ζ nlm ,n'l 'm '= \ К і г п ( П ^ п Г т ' І ^ У  =

αο π 2π  ̂(23.4)
= ^Rnl(r)RnT(r)r3dr jplm{cosQ)sinQPrm (cos0)sin0d0 J el(-m+1+m)cpdtp.

0 0 o

Останній інтеграл у цьому виразі має вигляд
2π
J e'4-m+1+m>d9 = 2тйтЖ+1. (23.5)

о

Переходячи в (23.4) до нової змінної cos0 = t і використовуючи (23.5), 
а  також рекурентне співвідношення (23.3, в) та умову ортогональності 

поліномів Ерміта (23.3, а), отримуємо
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00 1

W t w =  2π =
0 -1

= 2u\Rnl{r)Rnr{r)r3dr< alm \P^\t)Pim-\t)dt + p,OT \ Р^1{Щ т^(і)сі^ЬтМ+1 =

(23.6)

о
00

2π I Rnl (r)Rn,v (r)r3dr (alm8l/+1 + β^δίΓ1 )5mn 

o

Аналогічно знаходимо матричний елемент η п1т пГт, :

Л ήΙπι,ηΊ'πΐ ~ піт =

“  1 ______  2 π

jR nl(r)RnT(r)r3dr \Plm(t)Jl- t2Plm\t)dt J e ^ m-1+m> d 9.
(23.7)

0 -1 

Останній інтеграл має вигляд
2 π

(23.8)

Використовуючи (23.8), (23.3, в) і (23.3, а), отримуємо

Л nlm,n'Vm' ~

00 Г і і І

= 2πjR nl{r)Rnr(r)r3dr а Гт jP^(t)Pvm{t)dt + prm J p ^ ( i) ^ m(i)di
о
ао

-1

: 2π К  (r)^n7' (f)r3dr {аГт8гг+1 + }δ (23.9)

Знайдемо матричний елемент z„,m n7W:

00 1 2 π

z nlm,n'l 'm '= j R n l ( r ) ^ n ' l ' ( r ) r 3 d r  J P ^ { І Щ Ш'( t ) d t  J eiHn+m')<pd(p . (23.10)
0 - 1 0  

Останній інтеграл у цьому співвідношенні має вигляд
2π
J e<i-»™>d(p = 2l[S^

0

Використовуючи (23.11), (23.3, б) і (23.3, а), знаходимо

(23.11)
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00 JL 1

= 2π jR nl(r)RnT(r)r3dr\alm ^P^(t)Pvm(t)dt + ̂  J РД (t)Pz.m(t)dt[ δ„

0
00

2π Ji?n,(r)^7'(r)r3dr{a/m5i/-i + Ьгт5г,г+іК (23.12)

З отриманих результатів (23.5), (23.6), (23.8), (23.9), (23.11) та (23.12) 
знаходимо правила відбору для орбітального та магнітного квантових 
чисел для координат (23.2) у дипольному наближенні

t,nlmtnrm'-V = l ±l> m' = т  + 1,

T\ram,n'Vm'-V = ™! = ΤΠ~1, (23.13)

ζ  піт,гіГт':  ̂± 1, TTl' =  ГП.

Для головного квантового числа правил відбору не існує. Врахову
ючи зв'язок (23.2) координат з декартовими координатами, знаходи
мо остаточні правила відбору для дипольних переходів:

ζ nlm.n'l’m' "*"Л nlm.n'l'm'
Xnlm,n'Vm' = --------- ~----- : l' - I + 1, m' = m± 1,

Упіт ,η'1'm'
nlm.n'l'm' Л nlm,n'l'm’ . 71 1 „ f  „ 1 1---1----------- : I =1 + 1, m = m +1,

2 i
(23.14)

' nlm.,n'Vm'■ r = Z±l, m' = m.

23.2. Правила відбору
для переходів вищої мультипольності

Отримані правила відбору визначають ті переходи між різними 

станами, для яких матричний елемент дипольного моменту га  ̂ від

мінний від нуля. Якщо для конкретного переходу між рівнями ця 
умова не виконується, то такий перехід вважається забороненим. 
Проте ця заборона не є повною, оскільки сам аналіз виразу для ймо

вірності радіаційного переходу (22.10)

2 2
ραβ δ(£α - £ β±?»ω)|£?αβ І2, βαβ = K ( r ) e ^ { e kp)^(r)dv

Ημ ω с J

245



Квантова механіка та її використання у прикладній фізиці

базується на використанні дипольного наближення e±ikf ~ 1, яке веде 
до спрощеного виразу (22.15) для матричного елементу

-®αβ ~~ —Ψωαβ (^кГа\і) ·

У тому випадку, коли конкретному переходу відповідає умова 

Γαβ = 0 , необхідно додатково проаналізувати загальний матричний 

елемент

Βαβ = -ϊμωαβ(β*Γαρ) + і (ψ* (r)(/cr)(efcj ^ p(r)dz; =
(23.15)

= +iSk |ψ α(rHk^pVfiirjdv, 

отриманий зі співвідношення (22.10) при використанні уточнення 

наближеного розкладу е±гкг «1 ± ікг . Розглянемо цей вираз, вибираю

чи конкретну орієнтацію векторів к\\ех та ек \\еу (рис. 23.1). їй від

повідає матричний елемент

в а і = т*/ ψ α{r)^xPy^^{r)du , (23.16)

який після формальної заміни хру = —(хру +урх) + — (хру ~урх) можна
2 2

переписати у вигляді 

Bafl f i ' j ^ x p y + y p ^ f f l d v  + i^ j'V 'jx py  -ypxYVp\r)dv . (23.17)

Рис. 23.1. Орієнтація хвильового вектора та вектора поляризації 
при розрахунку ймовірності мультипольного переходу

Приведемо операторні вирази в обох доданках (23.17) до вигляду
dy dx d(xy) 1

Особливості взаємодії квантових систем з електромагнітними хвилями

зручного ДЛЯ подальшого аналізу. Використовуючи першу заміну в
(23.18), перетворимо інтеграл у першому доданку на (23.17):

+yPxWp[r)dv =

= ТГ {Ιψ α {f)xyH^^f)dv - jV* (r 1Ηπ/Ψρ (r)dy} = 

lh (23.19)

= Ji{E p |ψ;(Γ)χι/Ψρ(Γ)όι, - Іху^ітЩ 'Чьігуїи} =

= -̂ -{ep |ψ* (γ)χι/Ψρ(γ^ι> -Ea |χι/Ψβ(Γ)Ψ* (r)dy} = ϊμωαβ(*ι/)αρ, 

беручи до уваги співвідношення

Η Ψ ρ(Ρ) = Е^р{г), ωηη = En~hEm (23·2°)

та умову самоспряженості для оператора Гамільтона Н :

^ a(r)iixy4>^r)dv = jx y V p H in v jn d v  . (23.21)

Підставляючи ці результати в (23.17), отримуємо структурований ви

раз для матричного елементу

1 к ~
В п1т,п'1'т! =  ~ ~^^і^пт.(^У)п1т,п'Гт' + * ( z )nlm,n'l'm’ ~

= ± і ^ [ М г)п,„,м  = (23.22)

_ /εμω Ґипт

У (23.22) величина Qxy = —ху є одним із елементів матриці квадру-
2

польного електричного моменту атома

ґ  XX ху Χ ΖΛ

ух уу yz 

yZ X  zy zz

(23.23)

a Mz - проекцією орбітального магнітного моменту атома на вісь o z . 

Остаточний вираз для ймовірності радіаційного переходу, забороне

ного в дипольному наближенні, має вигляд
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2 2

= Jo Т Т П Г  δ<£ » ± М I Is

= (£„ - Ет ± to) І ( ό ^ +і-^—[Мг)nlm_„Tm, f  .

(23.24)

о , з he

При циклічній зміні орієнтації векторів (для випадків к \\еу , ек \\ єz

та к II ez , ек II ех ) вирази для матричного елементу та ймовірності пе

реходу знаходимо з (23.22) і (23.24) простою циклічною заміною від
повідних координат х —»і /— » х —> ї/ —> —, вони матимуть такий 

вигляд:

nlm,n'Vm' ■̂̂i0inm(yz )nlm,n'Vm' + 1 ^  (Ах)nlm,n'l'm' ~

: + С ~
(Qyz)nlm,nTm' ^  * і ^ х )nlm,n

ω„ 'V m '

(23.25)

ρ(χ)
ηίπι,η'ΐπϊ h j r  δ(Εη Em ± Ηω) I {Qyz )nim,nfvm' +

(23.26)

ηπι

^nlm,n'Vm' + ^  ^^i(i>nm(z x )nlm,n'Vm' + 1^  ^y^ntm,n'Vm' ~

= +
kμωr]

p(y)
nlm,n'Vm'

2 2 2

, 8(E" ± ίω> i «?=w ,» ™ +

(23.27)

+І (My)nlm,n'Vm' I

(23.28)

ωnm

Переходи, пов'язані з матричними елементами (Qxx )„/m елект

ричного квадрупольного моменту атома, називають квадрупольними 
переходами (скорочене позначення £2 ). Переходи, пов'язані з матри

чними елементами (Мх_ )nZm>nTm- магнітного дипольного моменту атома,

називають магнітними дипольними переходами (скорочене позна

чення МІ). Визначимо правила відбору для цих переходів.
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Правила відбору для електричних квадрупольних переходів знахо
димо, використовуючи відомі правила множення матриць

(̂В)оР = Σ <23'291
у

і враховуючи умови (23.14), за яких матричні елементи різних компо
нент оператора координати відмінні від нуля. Для орбітального кван

тового числа знаходимо умови

(ху)и' = J^XivyirAyzh' = ΣϋΐΓΖννΛζχ)ιν = Σ ζ ιΐ’χη  , (23.30)
V І" і’

за допомогою яких матричний елемент від добутку координат можна 
звести до комбінації матричних елементів від кожної з координат.

Враховуючи, що матричні елементи хІГ,уІГ,ζη· та yvv,z ir ,xrv від

мінні від нуля за умов І = Г ± 1, Г -V ± 1, знаходимо зв'язок між почат

ковим і кінцевим орбітальними квантовими числами при електрич

них квадрупольних переходах

V = l, 1± 2. (23.31)

Аналогічно зі співвідношень 

(хУ)тт' = Σ  Хтт"Ут"т' > ІУг)тт' = Σ  Утт'гт‘т' > N inm ' = Σ  Zmm’xm’m' (23.32)
rei τη" т

та умов (23.14) знаходимо правила відбору для магнітного квантового 
числа для електричних квадрупольних переходів Е2 різної орієнтації:

(ху)тт' : т ' = тп, т  + 2,

= (23.33)
(Zx)mm' : Т П ' =  Т П ±  1,

(Q)mm' '■ m' = m, m± 1, m± 2.
Для магнітних дипольних переходів правила відбору можна знайти 

безпосередньо з означення

(Мх у %)nlm,n'l'm' =  Фх,у,г)тйт,пЧ'т' ~
е (23.34)

= _2 ^с |ψ*п1т (г, θ, φ)ίχ у ΖΨ (г, θ, φ)<2ΐλ

Оператори Lxy не є інтегралами руху, і тому для них справедливий 

закон перетворення

Lx,y ^ n 'l 'm '( r M  ~ Ψ „ Τ Η '± 1 )Μ ,φ )  · (2 3 ·3 5 )
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Підставляючи (23.35) у (23.34), знаходимо правила відбору для двох 
компонент магнітного дипольного моменту

(■̂x,y)nlm,ril'm' ~ ~ п̂п'̂ 11'̂ т,т'±1> ^  — Ті, І — І, 171 = 771 + 1. (23.36)

Для оператора Lz , який є інтегралом руху, діє умова

£Лт.п 'М ,Я>) = τη'ΗΨηγ^Γ,β,φ), (23.37)

яка приводить до правил відбору

(^ζ)ηΙτη,ηΤτη' ~ ~ ^nn'^U'^mm'» п =  ТІ, І =1 , ТІЇ =  ТП . (23.38)

Таким чином, за рахунок магнітних дипольних переходів МІ від
буваються переходи

п' = п, V = 1, m' = m± 1, (23.39)

які заборонені в електричних дипольних переходах типу Е1.
Порівняння структури виразів (23.24) і (23.25) показує, що ймовір

ність вимушених переходів типу М І , пов'язаних з матричними еле

ментами (Mz)nlm>nrm,, у

(І rnlm,r il 'm' І ®пт/ с ) = (̂ c|?nfr7i,n7>n'|)  ̂ (23.40)

разів менша, ніж аналогічна ймовірність у випадку переходів типу 

Е2, пов'язаних з (Qzx^im.nrm'■ у  свою черіу, переходи типу Е2 пере

бувають у такому самому співвідношенні до переходів типу Е1,
Процедуру впливу розкладу фазової експоненти

e±lkr a l± ikr -(кг)2/2 +... на ймовірність вимушеного переходу (22.10) 

можна продовжувати. Кожний наступний член розкладу приводить 
до зміни правил відбору й відповідає певній мультипольності елект
ричних (типу EL) і магнітних (типу ML) переходів. При цьому віднос
на ймовірність радіаційних переходів типу EL , пов'язаних з ураху

ванням L -го члена цього розкладу, у * (к \ rnlm n7W | )~2̂  разів мен

ша, ніж імовірність дозволеного переходу типу £1 . Для магнітних пе

реходів це відповідає зменшенню в » {к | гп1тпГт. | у21 разів.

Необхідно зауважити, що переходи з мультипольністю, вищою за 
Е 2 та М І, зустрічаються й мають істотне значення тільки в ядерній 
фізиці.
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Контрольні запитання

1. Пояснити, чому переходи вищої мультипольності неможливо спостері
гати в атомах і чому вони існують при ядерних переходах?

2. Які переходи у квантових системах пов’язані з електричною та магніт
ною компонентами електромагнітного поля?

Література: [1], § 90; [2], § 54-56.

§ 24. Фотоефект у атомних системах

Розглянемо процес фотоіонізації атома, при якому початковий стан 
атомного електрона відповідає його перебуванню на основному рівні 

атома із хвильовою функцією

Ί ι  = ψιοο = І Щ * г2г/“ . “  = - ^ f <231>
V παύ με

та енергією Ех = -Ζ2β4μ/2ή2 , а  кінцевий стан

(24.2)

відповідає вільному електрону, який покинув атом і рухається з ім

пульсом р  і кінетичною енергією Ет - р 212μ . Оскільки в цьому ви

падку розмір системи, яка міститься в об'ємі квантування V , є необ
межено великим, застосування дипольного або будь-якого іншого 
мультипольного наближення неможливе, тому необхідно користувати

ся загальною формулою (22.10) для ймовірності
4—2-2 т

ЧтІР) = 2 2 ° т  ~Еш*  Μ  І Вш І .

г Ч г  ■» ( 2 4 - 3 )

V πα V '

Перетворимо підінтегральний вираз на (24.3), використовуючи са- 

моспряженість оператора еЛг р  та інтегрування по частинах
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В1т = ЄьІЬ
Ζ ό г і(~—к)г 

:кіП\І--з
πα V

■■
V πα V

^  h i
На віддаленій межі квантової системи перший доданок у фігурних дуж

ках дорівнює нулю. Введемо результуючий хвильовий вектор q - k - p /h  

та обчислимо інтеграл у формулі (24.4) у тимчасово введеній сферичній 
системі координат (рис. 24.1), де цей вектор збігається з віссю z :

І z 3 00

(24.4)

Віт = ~{екр\
πα3ν

2π h \e-ZT/ar2dr je~iqricos θ sin QdQ 

0 0

πα" Щ єкР )
(24.5)

Враховуючи цей результат, можна записати вираз для парціальної 
ймовірності фотоефекту (24.3) у вигляді формули

|2 - J 2

(24.6)
_ . . 1024n3a3e2J n \екр\̂ п*
Р\т (Р) = ----о 2-- Г -^ -------------і ” 5 (£ 1 - —  + М  ·

V » 2cZ3V (1 + ί γ / ζ ! ) 4 2μ

Рис. 24.1. Розрахунок матричного елементу 
енергії взаємодії електрона з електромагнітною хвилею

Величина Р\т визначає ймовірність процесу, при якому в результа

ті дії електромагнітної хвилі з атома вилітає електрон. Він має імпульс

р , величина якого відповідає закону збереження енергії Р_

2μ
= Ελ + /ζω.
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Ця умова визначає лише абсолютну величину імпульсу, їй відповідає 
безліч напрямків вильоту електрона. Задача є виродженою. Повну 
ймовірність можна визначити, враховуючи всі можливі кінцеві стани 
електрона після вильоту з атома.

Кількість можливих станів електронів ΑΝ(ν,ΑΩ,ρ) в об'ємі V в ін

тервалі імпульсів від р  - 0 до р  у межах малого тілесного кута ΔΩ 

визначається формулою

\d3р  fdV VAD. рг о 
ΔΝ(ν,ΑΩ,ρ) = д± ~ . J  = - А І-  fp 2d p , (24.7)

(2nhf 4π3Ηό J

аналогічною співвідношенням (14.15) і (14.16). Із (24.7) знаходимо ви
раз для густини імпульсного розподілу електронних станів у об'ємі 
квантування

dAN(V,AQ,p) VAClp2

dp 4π Й3 * 3 (24.8)

Для подальшого розрахунку перетворимо δ -функцію із формули
(24.6):

Ώ2
ЦЕ1-^— + h(a) = 2μδ(ρ2 - 2μ(£, + Λω)) · (24.9)

2μ

Повну ймовірність фотоефекту можна знайти, якщо провести інте
грування (24.6) з урахуванням густини розподілу електронних ста
нів (24.8):

APlm№ )=  jPlm(P )d^ V£ Q’p )dp

256 Г---------- τ 4 ϊ?§{ρ2 -2μ(Ει + ηω))άρ2 = (24.10)
(l + a V / Z 2)

256a3e2AQJ0^2(E1 + hw) | ekp  f

f iV c Z 3^  (i + a V / Z 2)4
ρ=^2μ(Ε1+Ηω)

Взаємне розташування векторів р , к і q у лабораторній системі ко

ординат представлено на рис. 24.2.
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Рис. 24.2. Взаємна орієнтація хвильового вектора к  
і вектора поляризації хвилі ек щодо імпульсу електрона р

Для випадку випромінювання із частотою /гш з>| Ех \, яка значно 

перевищує потенціал іонізації, вираз (24.10) можна істотно спрости
ти, використовуючи результати проміжних розрахунків

„2

q2 =к2

2μω

2 \xhc
, Іекр\ =2цйшзіп 0cos φ,

flic
1-2— cos Θ +

п2к2Л

- C O S 0  +  -

μο 2„2

a q

2μ c 

Йсо

2μω v „ υ
—  C O S 0  +

2с

(Ζ2β4μ /2 ^

У Α V 
—  C O S 0  +  -

2c
(24.11)

Підставимо ці співвідношення в (24.10) і врахуємо, що енергетична 

інтенсивність електромагнітної хвилі J 0 унаслідок квантової природи 

будь-якого електромагнітного поля залежить від частоти випроміню

вання. Ввівши потокову інтенсивність І0 у вигляді (22.5) J 0 = ΗωΙ0 , 

знаходимо остаточний вираз для повної та диференціальної ймовір
ностей фотоефекту

'*/§β12μ3/2'APlm(AQ) = D m i0-
Z 5 sin2 0cos2 φ

ω7 /2
(
1 V Λ V1— cos0 + -

D =

2c"

ft7' 2c
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АД1 т

ΔΩ
= DIn

Z  sin 0cos φ

ω7 /2 V η  v
—cos 0 + -

\4
(24.12)

2c"

Бачимо, що ймовірність фотоефекту дуже сильно залежить від заряду 

ядра Z 5j і від частоти випромінювання of7 ̂ 2). При цьому частота

випромінювання впливає на кутову залежність вильоту фотоелектронів. 
За відносно низької частоти ω , для якої швидкість фотоелек-тронів мала

v = ^2Ηω/μ <sc с , (24.13)

впливом залежного від кута виразу в знаменнику (24.13) можна знех
тувати. У цьому випадку діаграма вильоту фотоелектронів визнача

ється виразом sin2 0 cos2 φ і характеризується максимумом у напрям

ку θ = ±π/2, φ = 0 , що збігається з вектором поляризації ек і перпен

дикулярний хвильовому вектору к .
При зростанні частоти і відповідно зростанні відношення v/c  не

обхідно враховувати вплив виразу l-(y/c)cos0 у співвідношенні 

(24.13), що приводить до того, що максимум вильоту фотоелектронів 
змішується в напрямку хвильового вектора. При необмеженому зрос
танні частоти падаючої хвилі фотоелектрони будуть вилітати в на
прямку хвильового вектора. Це перетворення діаграми кутового роз
поділу напрямків вильоту фотоелектронів представлено на рис. 24.3.

Рис. 24.3. Кутова діаграма розподілу ймовірності 
вильоту фотоелектронів залежно від відношення v / c :

1) v1/ c < l , 2 )  ІЗ) символічне зображення зміни діаграми 

при виконанні співвідношення v1 < v2 < v3
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Зауважимо що детально ефект релятивістської деформації напрям
ку вильоту фотоелектронів можна дослідити тільки на основі реляти
вістських рівнянь квантової механіки.

Контрольні запитання

1. Чи залежить кутовий розподіл вильоту фотоелектронів від частоти та 
поляризації електромагнітного поля?

2. Чи змінюється залежність імовірності фотоефекту від заряду ядра за
лежно від частоти електромагнітного поля?

3. Пояснити, чому ймовірність фотоефекту залежить від заряду ядра.

Література: [1], § 95; [2], § 58.
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Розділ VIII

ТЕОРІЯ  СП ОН ТА Н Н ОГО  

ВИ П РОМ ІН Ю ВА Н Н Я 

КВАНТОВИХ СИСТЕМ

§ 25. Теорія спонтанного випромінювання атомів 

у обмежених системах

25.1. Електромагнітне поле як фізичний об’єкт
з квантовими характеристиками

Спонтанний розпад збуджених систем і пов'язане з ним спонтанне 
електромагнітне випромінювання є одними з найбільш цікавих і важ
ливих процесів у мікрофізиці, до складу якої входять молекулярна, 
атомна та ядерна фізика. Хоча спонтанне випромінювання не є ефек
том, який притаманний винятково квантовим системам (звичайне 
випромінювання будь-якого прискореного заряду, яке існує в класи
чній електродинаміці, теж є своєрідним спонтанним випромінюван
ням), але послідовно і максимально повно його можна проаналізувати 
та пояснити тільки за допомогою квантових представлень.

Для коректного аналізу поставленої задачі необхідно розглядати кван
тові властивості не тільки досліджуваного об'єкту (напр. атома), але й 
оточуючого його електромагнітного поля, тобто обгрунтувати та поясни
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ти деякі положення квантової електродинаміки. У квантовій електроди

наміці довільне поле випромінювання у вільному від зарядів об'ємі V0 

можна представити у вигляді розкладу за повним набором власних ор
тогональних мод. Найбільш простим є представлення вектор-потенціалу 

A(r,t) довільної електромагнітної хвилі у випадку макроскопічної систе

ми з лінійними розмірами L » λ , які значно перевищують довжину 

хвилі. В об'ємі прямокутного паралелепіпеда зі сторонами Lx,Ly,Lz та

об'ємом V0 вектор-потенціал поля має вигляд розкладу

A(f,t) =  £ е р ( 25. 1)
р \ ωβ4) ' >

за системою власних мод електромагнітного поля, які є плоскими 
хвилями.

Зміст запису нормуючих коефіцієнтів вектор-потенціалу A(r,t) у 

вигляді у2тсс2й/copVJ} полягає в тому, що саме при такому нормуванні

енергія кожної моди електромагнітного поля в основному (найнижчо

му за енергією) стані дорівнює йор / 2. Це відповідає співвідношенню

невизначеностей для електромагнітного поля, його розглянемо далі.

У співвідношенні (25.1) величина ер є одиничним вектором поля

ризації ПЛОСКОЇ ХВИЛІ З номером β . Проекції ДОВЖ ИН ХВИЛЬ λρ(χί, Ζ) і 

ВІДПОВІДНІ компоненти /Ср(ХіУ;2) ХВИЛЬОВИХ векторів кр КОЖНОЇ З МОД β ,

що поширюються в напрямку трьох взаємно ортогональних коорди
нат, відповідають граничним умовам періодичності

W r H  W )  =1,2,3,... (25.2)
За інших граничних умов (зокрема у резонаторі з металевими стінка
ми) спектр величин λβ(χ>υ>ζ) та к^(ху^  можу бути іншим.

Із формули (25.1) можна знайти напруженість електричного та маг
нітного полів

1 dA(r,t)

Теорія спонтанного випромінювання квантових систем

H(r,t) = V xA(r,t) =

= Z l'tgP х M  | 2 ^ j a pei(V-V+<Pp) _ ау Щ г ~ ^ Ь )\ (25-4)
p \ ωβνο { )

а також загальну енергію всього поля в об'ємі V0:

jj|E M ?

V0 I·

Величина

Vfcp = ha p (apap + GtpOp) / 2 (25.6)

є енергією однієї моди поля.
Показано (див. (10.45)), що замість двох складових амплітуд ар та

ар для кожної моди вектор-потенціалу A(r,t) можна ввести операто

ри народження αβ+ і знищення йр фотонів у цих модах, як і діють на 

довільну хвильову функцію ОДНІЄЇ МОДИ Фпр (г) відповідно до правил

αβ>ηρ<Π = λ/ηβ + 1(Pnp+ifb (25.7)

«βΦη„ (?) = ^Фпр-і(^) > (25-8)

тобто збільшують або зменшують на одиницю кількість фотонів гір у 

моді β. При використанні правил (25.7) і (25.8) із рівнянь (25.5) і

(25.6) випливає вираз для операторів Гамільтона всього поля HF(r) і 

кожної моди HFp(r):

Йр (г) = ̂ Н ^ ( П ,  (25.9)
β

HFp(r) = Λωρ(αραρ + aJap)/2 = Λωβ(αρα^ +1/2). (25.10)

Власні значення оператора HFp(r) визначають енергію моди Е ^  :

^ ( р)ФпІ,(Н = -ЕПрФПр(г).

Якщо подіяти оператором Гамільтона (25.10) однієї моди H Fp(r) на 

хвильову функцію цієї самої моди поля φ^ ( γ) і використати правило

дії операторів ар+ і άβ (25.7) та (25.8), то отримаємо вираз для енергії
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8π J β

(25.5)
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МОДИ Е п  ̂ =  ЙШр(Пр+1/2). Видно, що енергетичний спектр можливих

значень енергії моди повністю аналогічний гармонічному осцилятору. 
Це означає, що кожна з мод квантованого поля є гармонічним осци

лятором. У незбудженій моді (при Пр =0 ) її енергія £Ц)=Ю = й<Ор/2 від

повідає основному (вакуумному) стану й визначається співвідношен
ням невизначеностей.

Квантоване електромагнітне поле в основному (вакуумному) стані є 
реальним фізичним об'єктом, властивості якого можна безпосередньо 
виміряти. Локалізоване електромагнітне поле (у т. ч. поле у вакуумно
му стані) є носієм потенціальної енергії й чинить тиск на об'єкти, які 
визначають цю локалізацію. Цей ефект відкрив X. Казимір у 1948 p., 
звідси походить і його назва - сили Казиміра. Наприклад, сила, яка 
діє на поверхню кожної з двох металевих пластин великого перерізу 

S , розташованих у вакуумі на відстані L <к л/s паралельно одна од

ній, визначається виразом

240L4 '
Від'ємний знак показує, що в даному випадку ця сила має характер 
взаємного протягування, а її походження визначається тим, що об'єм
на густина енергії поля в основному стані в просторі між пластинами 
буде меншою, ніж за їх відсутності (або за межами цих пластин). Це 
явище пов'язане зі зменшенням частотної густини мод поля в обме
жених системах. У структурах з обмеженою площею ця сила буде 
спадати, а у структурах з більш складною формою поверхні - навіть 
змінювати знак. Наприклад, дві випуклі півсфери, виготовлені з ме
талу, будуть розштовхуватись, якщо випуклі частини орієнтовані в 
напрямку одна до другої й притягуватися, якщо вони орієнтовані в 
протилежних напрямках. Останній випадок відповідає тому, що тіло 
у форм і сферичної поверхні буде стискатися силою Казиміра.

Далі, маючи на увазі аналіз задачі спонтанного розпаду атома в сис
темі незбуджених мод, будемо розглядати поле, з яким взаємодіє збу
джений атом, як суперпозицію ансамблю мод, кожна з яких у почат
ковий момент перебуває в основному (вакуумному) стані із хвильовою 

функцією φ ^=0(Ρ) і має енергію J5np= 0 = Й<0р/2 . Якщо початковим ста

ном (до початку процесу спонтанного розпаду атома) усієї системи 
(атом + поле) є стан е із хвильовою функцією Ψ6(γ) , при якому атом є 

збудженим, а кожна з мод поля перебуває в основному стані фПр=0(г),

а кінцевим (тобто після завершення спонтанного розпаду) - стан д із
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загальною хвильовою функцією Ψ0(γ) (при цьому атом перебуває в 

основному стані, а мода β є збудженою, містить один фотон і опису

ється ХВИЛЬОВОЮ функцією фПр=і(г)), то матричний елемент енергії

взаємодії атома V = -<АБр із цією модою в дипольному наближенні 

описується співвідношенням

^  = 2 ^  i K ( n ( ^ [ f , t ) ^ g(f}d3r =

,----  (25.11)

= -jvl(r)(Ep(ra,t)d)yg(r)d3r = - i ^ ^ l ( d egep) e ^ .“<if+44

у якому ra - координата центра атома; deg - матричний елемент ди

польного моменту атома, який відповідає конкретному переходу ато
ма зі збудженого стану е в основний стан д з одночасним збуджен

ням моди поля β.

Частотнопросторовий розподіл мод електромагнітного поля у кван- 
тованому стані для випадку дискретного та квазінеперервного станів 

розглянемо далі.

25.2. Динаміка процесу взаємодії 
квантованого електромагнітного поля з атомом

Розглянемо динаміку процесу взаємодії атома з квантованим елек
тромагнітним полем, використовуючи метод Вайскопфа - Вігнера. 
Оператор Гамільтона всієї системи має вигляд

H(r) = HA(fA) + HF(q) + V(rA,q), (25.12)

де НА - оператор Гамільтона атома, HF - оператор Гамільтона елект

ромагнітного поля, а  V = - оператор взаємодії атома з квантова-

Р

ним електромагнітним полем, яке оточує атом. Індивідуальні стани ато
ма та поля будемо характеризувати відповідно латинськими та грець
кими літерами (індексами) а  та β. Координати, які характеризують

процеси, що стосуються атома та поля, будемо позначати, як гА та q .
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Процес спонтанного розпаду характеризує явище переходу енергії 
від атома, який перебував у збудженому стані, до системи мод поля, 
яка в початковий момент часу була незбудженою. Система, що відпо
відає процесу спонтанного розпаду, може перебувати у двох принци
пово різних (взаємно альтернативних) базових станах, які є власними 
функціями незбуреного (тобто без урахування взаємодії) оператора 

Гамільтона Й0(г) = HA(rA) + HF(q) і взаємно ортогональними:

1) стан системи, коли атом збуджений і має енергію Еа =Йгоа , a 

кожна з мод поля перебуває у вакуумному стані. У такому стані загаль
на координатна хвильова функція всієї системи (за умови, що атом з 
полем не взаємодіє) є добутком хвильової функції атома Ψα (гА) і хви

льових функцій усіх мод поля <р0 (д), і має вигляд

^ α ο ίΗ  “  Ί <α(θΐ)φ{0>0,...,0}(^)> Ф{0,0,...,0}(3) =  Π φ {Ο β }(? ) ·
Р

Нижній індекс у виразі для хвильової функції атома Ψα (гА) означає, 

що атом перебуває у збудженому стані з енергією Еа - Ηωα . Відповід

но нижній індекс у виразі для загальної хвильової функції поля 
Ф{0,0,...,0}((2) означає, що всі взаємно незалежні моди поля φ,0β}(<ϊ) пере

бувають у найнижчому (вакуумному) стані;
2) сукупність можливих однотипних станів системи, коли після за

вершення спонтанного переходу атом перебуває в основному стані з 
енергією Еа , одна з мод поля збуджена і має енергію Еп =1, а всі інші

ζ) β

( α * β )  перебувають на основних рівнях ЕПа=0, тобто у вакуумних

станах кожної з мод поля. У кожному з таких станів координатна 
хвильова функція всієї системи має вигляд

Ψ 0ρ(Π =  Ψ 0 (^)φ{0,ρ,...,0}(9); Ф{0,р,...,()}(<?) =  П ф {О а }(? )  ·
α*β

Нижній індекс у виразі для хвильової функції атома Ψ0(γλ) означає, 

що атом перебуває в основному стані. Відповідно нижній індекс у ви

разі для загальної хвильової функції поля φ̂ 0 β 0,(q) означає, що мода

поля з номером β перебуває у збудженому стані, а інші (α ф β) є не- 

збудженими. Бачимо, що інших можливих станів у випадку тільки 
одного збудження, "блукаючого" по системі, не існує.

За нульове значення відліку енергії системи приймемо те значення, 
яке відповідає перебуванню атома та всіх мод поля в основному ста
ні. Для спрощення подальших обчислень будемо використовувати та
ку шкалу відліку енергії, за якої повна енергія основного стану всієї
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системи дорівнює нулю: Ед + ̂ ГЕп =0 = 0. Відповідно до принципу су-

β β

перпозиції загальна хвильова функція ψ(Γ,ί) усієї системи (вона міс

тить атом + квантоване поле) має вигляд

Ψ(Ρ,ί) = Л ( ^ а0(г )е- ^/й + Σ ^ (ί)Ψ 0β(Γ)β_ίΕ(,ί',h =

Р (25.13)

= Α(ί)Ψα(ΓΛ)φ{0Α...;0}(ς)β-ίΕ“</?ί + & р № о & ІФ {о,р...0 } ( ? ^ f/S
P

У цьому виразі залежні від часу коефіцієнти A(t) та Fp(i) є амплітуда

ми ймовірності перебування атома та кожної з мод поля в момент ча
су t у збудженому стані. Зміна із часом цих коефіцієнтів описує про
цес спонтанного розпаду атома (а також процеси збудження кожної з 
мод поля). Еволюція всієї системи та динаміка зміни цих коефіцієнтів 
описується нестаціонарним рівнянням Шредінгера:

іпЩ Л  = {н А(гА) + НF(q) + V(rA ,q )m r,t). (25.14)
at

Його можна перетворити, якщо врахувати явний вигляд результатів 

дії відповідних складових частин HA(rA) і HF(q) загального оператора 

Гамільтона Й(г), на хвильові функції атома та мод поля, які є влас

ними функціями цих складових частин:

^ ( Γ Α )Ψ α (ΓΑ ) =  £ α Ψ α (ΡΑ );

HA{rA)4'o(rA) = E04?a(fA) = 0;

-^■ (^ІФ іо,о ,···,()}(<?) =  ·Ε0Φ{ο,ο,... , ο } ®  “  0»

- ^р® Ф {о ,р ,...,о> (9 ) =  -®ρΦ{0,β,...,0}(ί)·

Після підстановки загальної хвильової функції (25.13) у рівняння 
Шредінгера та виконання перелічених дій, отримаємо операторно- 
диференційне рівняння

ί η \ ^ - Ψ α (τд)Ф{о А ...д,}( < ? ) е ^  + Σ ^ ψ ο ( ^ ) φ {ο>ρ ,..>θ } ( ^ ) ^ ν

=  ^ А » 9 ) | А (* ^ а (^ )Ф { 0 ,0 ,. . . ,0 } (9 )в _,,ЧвІ + Х ^ ( « ) ' І /о(О і)ф {0 (р,...)0}(д)е”иОр‘

що описує процеси одночасної еволюції коефіцієнтів A(t) та Fp(t) і 

може бути перетворене на систему більш простих зв'язаних алгебра-
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їчних рівнянь. Для цього спочатку домножимо його на власну функ

цію Ψα{і~а )ф{0,0,...,0}(я.) > яка відповідає збудженому стану атома, а потім

проінтегруємо по всій області зміни аргументів. Далі домножимо це 
саме операторно-диференційне рівняння на одну із власних функцій

То(гА)ф{о,р о}(<?)> які відповідають збудженому стану однієї з мод поля

(моди номер β) і проінтегруємо по області зміни аргументів. Викорис

товуючи ортогональність власних функцій і враховуючи, що 

VaO,aO = ^αΟ,αβ = Ο̂β,Οβ = Ο̂β,Ογ = 0 > Отримуємо СИСТему рІВНЯНЬ:

, (25.14, а)

.йе-шр* = A(t)V*pe~i(0at. (25.14, б)

Матричні елементи Vap енергії взаємодії атома з квантованим полем 

мають вигляд

'αΟ,Οβ =
(25.15)

^αβ = ΚίΟ,Οβ

=  | / ψ α (Γ Α )φ {0,0,...,0} (4) W A’q)yo(rA)<?{o#,...,o}(q)d3rAd3q '
Рівняння (25.14, a та б) описують динаміку нестаціонарної зміни 

амплітуд збудження атома A(t) і всіх мод поля Fp(i). Цю систему рів

нянь будемо розв'язувати методом інтегральних перетворень Лапласа, 
які характеризуються правилами прямого

Кр = jK(t)e~ptdt (25.16, а)

та оберненого
1 δ+ϊοο

jjT(t) = _L_ f  Kpeptdp (25.16,6)
2πι δ-ioo

перетворень довільної функції .Κ"(ί).

Перейдемо від системи диференційних рівнянь (25.14) для амплі

туд імовірностей A(t) та Fp(t) до системи алгебраїчних рівнянь для зо

бражень цих амплітуд. Спочатку домножимо кожне з рівнянь систе

ми (25.14) на величину e~pt, а  потім проінтегруємо перетворені таким 
чином рівняння за змінною р  у межах від 0 до оо .
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Якщо ввести функції зображення
00

Ар = jA(t)e~i(°ate~ptd t , (25.17, a)

О

00

Pfip = lPp(t)e~i<0̂ e-ptdt (25.17, б)
о

від комбінації початкових функцій A(i)e_l®at та Pp(i)e l<apt, які входять

до правої частини рівнянь (25.14, а та б) , то після інтегрування по 
частинах система цих рівнянь набуде такого вигляду:

(ίωα + р)Ар = А( 0) + ̂ Σ ν α β  ’ (25·18’ “)
in р

(loop + p)Flip = Fp(0) + і  Αρν*β . (25.18,6)

У цій системі алгебраїчних рівнянь величини А(0) і Fp(0) відповідають

початковим станам атома та довільної моди поля. Маючи на увазі роз
гляд питання про спонтанний розпад збудженого атома в системі мод 
електромагнітного поля, які перебувають у основному (найнижчому 
щодо енергії) стані й характеризується відсутністю фотонів, покладе

мо Fp(0) = 0 (через виконання умови нормування повної ймовірності

маємо І А(0) |= 1).

Якщо підставити в (25.18, а) отримане з (25.18, б) співвідношення

Р  _  ^Ρ ^αβ

ϊ/ζ(ζωβ + р) ’

то отримаємо розв'язок

Л0 = ------- Л|0),„  і2 ■ <25·19)

«°α+Ρ + Σ Κ β

р·' Й2(гшр + р)

За допомогою оберненого перетворення Лапласа (25.16, а) знайде
мо розв'язок для A(t):

δ+№ δ+ίοο

Λ(ί) = - ίτβιω“ί J  A eptdp = Щ -  f ---- --ωα+Ρ)ίφ---T . (25.20)

2711 - і  2- δ Ι ίωα+ρ + Σ Κβ/^Ι2
P (ι®β + P ) 
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Після заміни р  = ι(ω - ωα) цей вираз набуває вигляду

A(t) =
А(0)

2πί

οο-ϊδ

ί
Αωίάω

-οο—ід ω -Σ
I Vav/kf

^  (ωρ - ωα + ω)

(25.21)

що є загальним розвязком задачі про визначення залежних від часу 
характеристик спонтанного розпаду для довільного виду розподілу 
мод квантованого електромагнітного поля.

Конкретні випадки обчислення A(t) на основі (25.21) вимагають 

деталізації явного спектра мод поля, з якими взаємодіє атом. Різні 
варіанти взаємодії будуть розглянуті далі. Зараз можна лише заува
жити, що підінтегральний вираз результату (25.21) (з урахуванням то
го, що δ —> +0) відповідає фур'є-спектру Α(ω) амплітуди A{t):

-2

\Α{ω) Г
■v.

ω
у ·  I ν α β  I 

р (ωβ - ωα + ω)
(25.22)

Для визначення конкретного закону спонтанного розпаду збудже
ного атома як функції часу необхідно розглянути конкретну спек- 
трально-кутову структуру мод електромагнітного поля, яке взаємодіє 
з атомом. Нижче проаналізуємо два граничні випадки: взаємодію 
атома лише з однією (резонансною до частоти атомного переходу ωα ) 

модою або двома (максимально близькими до резонансної) модами 
поля та взаємодію атома з великим квазінеперервним ансамблем мод 
квантованого електромагнітного поля.

25.3. Взаємодія збудженого атома з кількома 
резонансними модами електромагнітного поля

25.3.1. Взаємодія атома з однією  резон ан сн ою  модою  поля. Із

загального розв'язку задачі (25.21) випливає, що амплітуда та ймовір
ність спонтанного розпаду істотно залежать від величини суми

у  І Удр І_____

β ^ 2 (ω β _ ω α + ω )

яка стоїть у знаменнику (25.21), і враховує зв’язок кожної моди поля з 
атомом.
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Розглянемо випадок, коли абсолютна величина міжмодового інтер
валу δω = ωρ - ωα у конкретній електродинамічній системі є настільки

великою, що істотний внесок у цю суму дає тільки один (резонансний) 
член. Усі інші (нерезонансні) члени суми малі, для них

---- « ---------- . (25.23)
Ιωρ±Δβ-ωα + ωΙ І ωβ - ωα + ω I 

Необхідно зауважити, що таке обмеження кількості мод, які вплива
ють на процес взаємодії атома з полем тільки однією модою, базуєть
ся не лише на тому факті, що знаменники відповідних нерезонансних 
членів суми (25.23) зменшуються зі збільшенням міжмодової відстані. 

Очевидно, що таке спадання (за законом 1/|ωβ±Δβ -ωα +ω|) само по со

бі не забезпечує збіжності членів суми й за відсутності інших меха
нізмів збіжності приводило б до логарифмічної розбіжності. Збіжність 
членів цієї суми пов’язана насамперед з явищем швидкого зменшен
ня відповідних матричних елементів | Vap | для нерезонансних мод зі

збільшенням відстройки від оптимальної моди з Δβ = 0 . У символіч

ному вигляді таке обмеження кількості істотних для процесу взаємодії 
з атомом А мод β поля F  зображено нарис. 25.1, а.

L

+ 1

β-1

L

б»

β + 2 
β+ 1 
β
β-1

Рис. 25.1. Резонансна взаємодія атома А  з однією  (а) або двома (б) 
дискретно розподіленими модами електромагнітного поля F.

Функція розподілу зліва на кожному з випадків 
відповідає спектру резонансної взаємодії атома

За виконання умови (25.23) із рівняння (25.21) маємо
л/г\\ °°~ϊδ

A(t) = J ei(Didco

2πί
-co-ι'δ Q

Ω,

(δω + ω) 

δω-ωβ-ωα,Ω 0 =|ναρ|/Λ.

(25.24)
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Цей вираз можна перетворити на еквівалентний і більш зручний для 
обчислення, а саме:

Л(0) 00 f  (δω + a>)emtdo) 

2πί

де дві частоти

ω1,2 Ω =
^δω

+ Ω

(25.25)

(25.26)

є полюсами підінтегрального виразу (25.25), що лежать на дійсній осі 
площини комплексних частот ω .

Для обчислення інтегралу необхідно замкнути шлях інтегрування 
дугою нескінченно великого радіуса, що лежить у верхній півплощині. 
Оскільки шлях інтегрування в (25.25) проходить нижче дійсної осі, то 
обидва полюси лежать усередині контуру інтегрування (рис. 25.2).

Рис. 25.2. Контур комплексного інтегрування 
при розрахунку ймовірності спонтанного розпаду атома

Обчислюючи залишки в полюсах підінтегрального виразу ωχ 2 , зна

ходимо остаточний вираз для амплітуди A(t) і повної ймовірності 

Щ і) =1 A(t) І2 , що атом у момент часу t перебуває у збудженому стані

.δω,

(25.27)A(t) = A(0)-jcosQi + z J ^ s in Q ije  2 ,

We(t) = 1~£° sin2 Ωί 
Ω

(25.28)
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Використовуючи (25.27), можна представити хвильову функцію пов
ної системи (атом + поле) у збудженому стані (25.13) у вигляді

п +

(25.29)

Ψβ(r,ί) = Α(0)Ψα(rA)φ{0>0)...,0}Щ  2 I 1 + —  |e

,Εα+Λ(5ω/2+n)t 

■> ft

У такій системі енергія не дорівнює власному значенню Еа оператора 

Гамільтона атома, а  відповідає існуванню двох ефективних динаміч

них підрівнів Еа =Еа + й(6со/2 ± Ω ), що є наслідком розщеплення одно

го рівня за рахунок взаємодії з модою поля, тобто є своєрідним дина
мічним ефектом Штарка.

Розглянемо більш детально часову залежність імовірності збуджено
го стану атома. Із формули (25.26) видно, що характер взаємодії збу
дженого атома з однією модою має характер незатухаючого коли
вального процесу з періодичним збудженням атома (переходом з ос
новного стану у збуджений) і зворотним переходом від збудженого 
стану в основний. Такий процес відповідає періодичному обміну енер

гією між атомом і модою поля. Частота обміну Ω = ^(δω/2)2 + Ω^ та 

амплітуда коливань імовірності збудженого стану атома залежать від 

енергії взаємодії атома з модою Ω0 і від спектральної відстройки точ

ного резонансу δω . У випадку точного резонансу δω = 0 маємо

We(t) = cos2 Ω0ί . (25.30, α)

Очевидно, що внаслідок нормування суми ймовірностей пере
бування атома та єдиної моди поля у збудженому стані

\A(t) І2 + I -Fp(i) |2- 1 імовірність збудженого стану моди поля при δω = 0 

описується виразом

I Fp(i) |2= sin2 Ω0ί . (25.30, б)

Бачимо, що при δω = 0 відбувається процес повного обміну збуджен
ням між полем і атомом. Цей ефект є аналогом прецесії Рабі при на
кладанні періодичного збурення (див. § 20).

Період повторного збудження атома за умови точного резонансу

Т =
πΗ _ nh І V0

Ωη IVГед I !(de3ep)l V27r/iCOP
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визначається величиною матричного елементу енергії взаємодії атома
з модою поля (25.11). Видно, що період обміну енергією Т зростає зі 

збільшенням об'єму квантування поля V0 і зменшується зі зростанням 

частоти моди (яка приблизно збігається із частотою атомного перехо
ду) і матричного елементу дипольного моменту атома.

Мінімальний період Т відповідає орієнтації дипольного моменту 

атома d у напрямку вектора поляризації моди поля ер . Якщо при

йняти для дипольного моменту наближену та досить поширену оцінку 

І deg І» е а , то при такій взаємній орієнтації d і ер період осциляцій

процесу самозбудження атома із частотою переходу ωα «3,5-Ю 10с_1 

в об'ємі квантування V0 = 103 см3 дорівнює Т » 3 с.

У тому випадку, коли вектор поляризації моди ортогональний до 

дипольного моменту атома та (dê ep) = 0 , атом не взаємодіє з модою 

поля, а його стан із часом не змінюється. При збільшенні | δω | частота 

Ω обміну енергії між атомом і модою поля збільшується й дорівнює 
Ω « δω/2 , а коливання амплітуди ймовірності навпаки, зменшуються. 

У цьому випадку з розв'язку (25.29) знаходимо

|Λ(ί)|2=1------  --- —sin2 Ωί , (25.31a)
1 + (δω/ 2Ω0)

Ι^β(ί)|2- ----- ----Τ8ίη2Ω ί. (25.316)
Ρ 1 + (δω/2Ω0) 1

Із цих розв'язків видно, що за умови | δω |» Ω0 :

|Λ(ί)|2->1, І -Ρβ(ί) |2-> 0 , (25.32)

тобто при порушенні умови резонансу процес обміну енергією між 
атомом і модою поля стає практично непомітним. Саме ця обставина 
й визначає можливість знехтуваня впливом нерезонансних мод у ви
падку розрідженого спектра мод електромагнітного поля.

25.3.2. Взаємодія атома з двома симетрично розташованими 
резонансними модами поля. Розглянемо ще один частинний випа

док, коли атом одночасно взаємодіє з двома модами поля з номерами 
β і β +1 (рис. 25.1, б). Вважатимемо, що істотний внесок у обчислиння
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суми 2 1 ^αβ І2 / Й2(сор - ωα + ω ), що стоїть у знаменнику виразу для за- 

β
гального розв'язку (25.21), дають тільки моди з частотами сор і ωβ+1, 

для яких виконуються умови резонансної взаємодії з атомом

І ωα ~ωβ І> Ιωα ~ωβ+1 Ι« Ιωα - ωβ-1 I> Ιωα ~ωβ+2 Ι> I ωα “ ωβ+3 I»- (25.33) 

Для спрощення розв’язку вважатимемо, що частоти ωρ і ωρ+1 роз

ташовані симетрично щодо частоти ωα переходу в атомі, а  саме:

ωβ+ι,β ~ ωα — δω/2. (25.34)

У символічному вигляді такі умови зображено на рис. 25.1, б. Також
вважатимемо, що взаємодія цих мод з атомом характеризується од
наковим значенням ефективної частоти взаємодії

І ναβ НІ να,β+1 1= Ш 0 · (25.35)

За виконання цих умов з виразу (25.21) знаходимо

= m  “ f  (ω2-(δω/2f l g^da)  ̂ {25 36)

2ni J .. ω(ω-Ωι)(ω +Ω,)
—CO — Ι Ο  1  χ

де

Ωι =·^2Ωΐ+(δω/2)2 . (25.37)

Із вигляду підінтегральної функції (25.36) очевидною є наявність 
трьох полюсів у точках

ωχ = 0, ωι2 = ±ΩΧ (25.38)

на дійсній осі площини комплексних частот ω .
Для обчислення інтегралу замкнемо шлях інтегрування дугою не

скінченно великого радіуса, що лежить у верхній півплощині. При 
цьому всі полюси лежать усередині контуру інтегрування (рис. 25.3). 

Обчислюючи залишки в полюсах ω12 3 підінтегральної функції

(25.36), знаходимо остаточний вираз для амплітуди A(t) і повної ймо

вірності збудженого стану атома

Д(ґ) = Л(0) 1-4
Ωι

• 2 Ωι sin —
(25.39)

W(t)=\A(t) I2 .

Амплітуди збудження кожної з двох резонансних мод можна знайти з 
рівняння (25.14, б).

271



Квантова механіка та ії використання у прикладній фізиці

Рис. 25.3. Контур комплексного інтегрування при розрахунку ймовірності 
спонтанного розпаду атома, зв'язаного з двома модами поля

Якщо виконано додаткову умову | Vâ  |» h | δω |, то для інтервалу ча

су t «: 1 / І δω виконується наближення точного резонансу δω = 0 | із 

розв'язків (25.38) і рівняння (25.14, б) випливають вирази для амплі
туди та ймовірності збудженого стану атома

A(t) я A(0)cos(V2Q0i),
o r-  (25.40)

W{t) = cos2 {J2n0t),

а також імовірності збудженого стану мод поля

I W  ГЧ *β+ι(ί) |2« ̂ sin2(^O0i). (25.41)
Зіставляючи ці результати з (25.37) і (25.40), бачимо, що частота

λ/8Ω0 є  мінімальною частотою процесу обміну між полем і атомом при 

взаємодії атома з двома резонансними модами поля.
Таким чином, процес взаємодії атома як з однією, так і двома ре

зонансними модами має періодичний (осцилюючий), а не затухаючий 
характер. Інакше кажучи, у такій системі ніякого незворотного спон
танного розпаду атома не буде. Якісно подібний випадок буде й у то
му разі, коли атом взаємодіє з невеликою кількістю мод поля, частоти 
яких розташовані несиметрично відносно частоти переходу атома. 
Тоді закон обміну енергією між атомом і модами поля зазвичай буде 
відрізнятися від гармонічного закону, який характерний для взаємо
дії з однією модою або двома симетрично розташованими, проте го
ловна риса процесу залишається незмінною - процес обміну є періо
дичним і незатухаючим.
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Контрольні запитання

1. Чому спонтанний розпад збудженого атома в ідеальному резонаторі з 
дискретним спектром мод неможливий?

2. Як залежать ефективність і швидкість обміну енергією між атомом і резо
нансною модою від відстройки щодо умови точного резонансу?

Література: [2], § 51.

Додаткова література: [VI].

§ 26. Спонтанний розпад атомів 

у вільному просторі

26.1. Особливості спонтанного розпаду збудженого стану
ффф · _ __ ^при взаємодії атома з квазінеперервним розподілом 

мод поля у вакуумному стані

Розглянуті особливості взаємодії атома з кількома дискретними мо
дами електромагнітного поля, які перебувають у основному (вакуум
ному) стані показують, що цей процес є зворотним, періодичним і не
затухаючим. Це означає, що в таких умовах ніякого спонтанного роз
паду, під яким розуміється незворотна релаксація збудження від 
атомної системи до поля з одночасним переходом атома зі збудженого 
стану в основний, не відбувається.

Розглянемо альтернативний випадок, коли моди поля розташовані 
настільки щільно, що резонансне наближення (тобто виділення взає
модії атома лише з однією або кількома окремими модами) стає 
принципово неможливим. Для визначення умов існування такого ви

падку розглянемо розподіл мод поля за спектром.
Спектральну іустину мод у об'ємі V0 можна знайти на підставі тих 

самих обчислень, які виконано для аналізу спектра можливих станів 
частинки. Для цього використаємо загальне співвідношення (14.6) 

для повної кількості квантових станів у об'ємі V0:
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N = g Qc - у0ш (26 1)»  .v3  « 2 * 3  ο „ 2 _ 3  ’
_ „ Г(У0,р) Vpp3 Vpo3 

(2тсй)3 ЗпЧ3 3n2cc 

у якому використано заміну р  = йсо/с. При такій заміні це співвідно

шення визначає повну кількість незалежних мод поля, частоти яких
лежать у межах інтервалу [0...<о]. Із цього рівняння отримуємо вираз 

для спектрально-просторової іустини мод поля, тобто кількості мод 
поля різної частоти в об’ємі квантування V0 , які відповідають оди

ничному частотному інтервалу:

Обернена величина

dN , . νλω2
—  Ξ ρ(ω 26·2
dm 7Гс

da _ 1 n2c3

d N = ρ(ω)"  ν0ω2 ( ]

має зміст спектрального інтервалу між сусідніми (за частотою) мода
ми поля. Видно, що у вільному просторі (при V0 -» 00 ) міжмодовий ін

тервал прямує до нуля, а спектральна густина відповідно стає нескін
ченно великою при будь-якій частоті поля ω . Ця обставина також 
означає, що у вільному просторі принципово неможливо забезпечити 
селективну взаємодію атома з кількома дискретними модами будь- 
якої (навіть найменшої) частоти.

Водночас при квантуванні поля в скінченних (за об'ємом) системах 
(напр., у резонаторі поля НВЧ) міжмодова відстань є досить великою.

Наприклад, у резонаторі з об'ємом V0 =103см3 і при довжині хвилі 

НВЧ поля Х = 5см  (ω « 3,5 1010с_1) міжмодова відстань дорівнює 

άω/dN  = 3-108с-1.

Доцільно нагадати, що спектральна ширина моди в резонаторі з 

добротністю Q дорівнює Δως, ~ ω / Q . Порівняємо цю величину з між-

модовою відстанню. Наприклад, за реальної величини добротності 

НВЧ резонатора Q = 103 -104 спектральна ширина моди буде
6 7 —1Δως, »3,5·(10 -10 )с . Видно, що дискретно розташовані моди ма

ють спектральну ширину Δως, у 10-100 разів меншу, ніж міжмодова 

відстань άω /d N , і внаслідок цього принципово можливою є селекція
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мод і взаємодія атома з однією або декількома (2 або 3) найближчими 

модами.
Принципово інший випадок відповідає оптичному діапазону. Якщо 

розглянути такий самий за об'ємом V0 оптичний резонатор (напр., у 

форм і паралелепіпеда із дзеркальними поверхнями), то при довжині 

хвилі електромагнітного поля λ = 1 мкм (ω  « 2 ■ 10і5с-1) міжмодова від

стань дорівнює малій величині άω/dN  & 0,075 с-1. При типовій для 

оптичних резонаторів добротності Q = 106 -107 спектральна ширина 

моди на багато порядків більша й дорівнює Δως, « 2 (108 — 109) с Та

кий висновок (квазінеперервний характер частотного розподілу мод 
квантованого поля у високочастотній області спектра електромагніт
них хвиль) також випливає із загальної формули для відношення ши
рини моди до міжмодового інтервалу

= Ρ(ω)Δωρ * ~ ω3 . (26.4)
άω /dN  v π c Q

Таким чином, для випадку оптичних і більш короткохвильових пе
реходів практично неможливо розрізнити моди та реалізувати взає
модію атома з однією модою або з їх малою кількістю (рис. 26.1).

¥

Рис. 26.1. Взаємодія атома А з квазінеперервним ансамблем мод 
електромагнітного поля F  у вакуумному стані

Аналізувати задачу необхідно, виходячи із загального розв'язку (25.21):

мл - μ  Ύ  e‘Mda

J . „ a у  I W « I 2

р (ωρ -ωα +α>)
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Розглянемо суму

£  = Σ ΐ ναβΙ2 /δ2(ωβ-ωα +ω), (26.5)
β

що стоїть у знаменнику (25.21) і враховує зв'язок між атомом і ансам
блем мод квантованого поля. Цю суму можна обчислити, якщо перей
ти до процедури усереднення взаємної орієнтації різних мод поля що
до матричного елементу, який відповідає за конкретний перехід у 
атомі (у випадку дипольних переходів - взаємної орієнтації дипольно
го моменту і векторів поляризації мод поля) і до інтегрування величи

ни І |2 / П2 (<Μβ -ωα +ω) за всіма можливими частотами ωβ мод з ви

користанням спектральної густини станів ρ(ωβ) квантованого поля

о " ,  4<Κ β Ι2> < 4
S=|p(cop)— -------- (26.6)

0 п (ωβ“ ωα +ω)

У дипольному наближенні величину | Vâ  | можна знайти на основі

формули (25.11). Її також можна обчислити, виходячи з наведених 
нижче простих оцінок.

Енергія взаємодії з атомом однієї моди квантованого електромаг

нітного поля Ep(r,t) , яка перебуває у вакуумному стані й має енергію

йсоар /2 , визначається стандартним виразом

V = -dEp=-(dek)Ep. (26.7)

У цьому співвідношенні d = er є дипольним моментом атома, а  вели

чина ек - одиничним вектором поляризації моди. Після визначення

матричних елементів та формальної процедури усереднення маємо

<1 ναβ І2>=<l dapek |> αφ<| Ер |2>. (26.8)

Величину

г, 2 лЛсоп
<1^ І >=—ГГ“̂  (26·9)

νο

можна знайти, якщо врахувати, що повна енергія моди йсор/2 в ос

новному (вакуумному) стані визначається добутком середньої густини 

енергії електромагнітного поля <| £ р |2> /4π на об'єм моди V0 .

Після просторового усереднення

<1 <ІарЄк |2>ρ,φ=| dap |2< cos2 θ >4π=| daβ I2 /3  (26.10)
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знаходимо остаточний вираз для (26.8):

0 27гй(ов І d„R І2
<ІК,рІ >=--- ; е · (26.11)

άν0

З урахуванням цього результату вирази (26.5) і (26.6) набувають тако
го вигляду:

2 °rl dnn І2 Гоогіши
S = ^ . (26.12)

ЗnhcJ J (ωρ - ωα + ω)

Додатково перетворимо його з урахуванням ще однієї дуже важливої 
обставини. Збіжність інтегралу у виразі (26.12) забезпечується тим, 

що матричний елемент deg (ωρ) зі зростанням різниці |ωρ -ωα |-»οο 

спадає за експоненціальним законом. Цей спад значно швидший, ніж 

зростання степеневої функції ωρ у чисельнику підінтегрального вира

зу при ωρ -» оо . У наявності такого експоненціального спаду легко пе

реконатися, пригадавши правило отримання дипольного наближення 
в теорії взаємодії електромагнітного поля з атомами (§ 22). Воно поля

гає в нехтуванні зміною фази електромагнітного поля Ер ~ e lkf,r при 

обчисленні матричного елементу енергії взаємодії поля з атомом:

ναβ - |ψ;(Γ)(έβ^)ψβ(Γμ3Γ ~ ^ a(r )e ^ f ( ^ m ^ r ) d 3r ~

~ (depWp(r)d3r = e~^Ta (dap§p)

у межах атома та заміною його на одиницю. Очевидно, що таким чином 
можна діяти лише в тому разі, коли частота поля задовольняє умову 

\Щг-га)\тах=(Ор\(г-ra)kp I скр\ max <ωρα/ο<^ 1, 

яку можна виконати, коли частота поля сор, що є змінною інтегру

вання в (26.12), обмежена максимальним значенням | ωρ |<кс/а (де а

є ефективним розміром атома). Те саме спостерігається й для перехо
дів довільної мультипольності. Очевидно, що в протилежному випадку
І ωρ І» с / а  (що справедливо при формальному розширенні меж інтег

рування І ωβ І-» оо у процесі обчислиння комплексного інтегралу у ви

разі (26.12)) цей фазовий множник стає швидкоосцилюючою функцією 
частоти, що веде до експоненціальної мализни енергії взаємодії. Ви
ходячи із наведених умов стає очевидним, що межі інтегрування
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в (26.12) можна розширити до інтервалу [-00,00]. Дуже важливою є та 

обставина, що вираз (26.12), а разом з ним і вирази для амплітуди 

A(t) та ймовірності збудженого стану атома W(t) =| A(t) \2 , не залежать 

від величини об'єму квантування V0 .

Інтеграл (26.12) можна обчислити за допомогою комплексного інте
грування. Спочатку зауважимо, що кінцевий вираз для досліджуваної 
величини A(t) визначається, як це видно зі структури підінтегрально- 

го виразу (26.12), полюсами цього підінтегрального виразу при одній 
або кількох значеннях комплексної частоти ω = ω' + ιω". Очевидно, що 
положення цих полюсів, які визначають часову зміну амплітуди ймо
вірності A(t) перебування атома у збудженому стані, характеризують

ся малими значеннями ω порівняно із частотою ωα , яка визначає ча

сову зміну самої хвильової функції (ця обставина безпосередньо ви
пливає з представлення (25.13)).

У математичній фізиці показано, що функція (ωρ - ωα + ω)~1 аргу

менту (ωρ - ωα), яка входить до складу підінтегрального виразу в

(26.12), у випадку мализни уявної частини комплексної величини ω 
виступає подібно до δ-функції, її можна представити у вигляді

 ------1 , . = πίδ(ωβ - ωα + ω') + P----- --- -, (26.14)
(ωρ - ωα + ω + ζω ) κ (ωβ - ωα + ω )

у якому оператор Ρ  визначає обчислиння головного значення інтег
ралу за Коші. Використовуючи це співвідношення, знаходимо

S = i-^- + A(o0;

Ц- = 2|0>° Т ' 131 - ■ш’> І2* 1 ) І2· <26· 15>*  3пс 3пс

А „  т і Γ 2 ω β І ^ α β ( ω β )  12  ^ ω β
Δω0 — Jr І----ό--------- ■

• Зпйс (ωρ - ωα + ω)

Показано, що частота ω є малою величиною порівняно із частотою 

ωα , унаслідок чого в останніх виразах ми знехтували малою дійсною 

величиною ω'. Підставляючи (26.15) у загальний вираз для A(t) 

(25.21) та обчислюючи залишок у точці ω = ІГ0/2 + Δω0 , знаходимо ос

таточну формулу, яка описує спонтанний розпад збудженого атома 
при його взаємодії з квазінеперервно розподіленими модами поля
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=ліо, ·γ _g * ._ . . (2616|
2πί J „ · 1 о л-οο-ιδ ω - 1 —— - Δωη

2 0
Якщо згадати, що повна хвильова функція атома, яка відповідає 

збудженому стану, відповідно до принципу суперпозиції (25.13) харак

теризується функцією '¥e(r,t) = A(t)'¥a0(f)e~iBat,tl, то вирази для хви

льової функції повної системи (атом + поле) у збудженому стані атома 
та ймовірності його залишатись у момент часу t > 0 у збудженому 
стані набувають такого остаточного вигляду:

,Εα+Μωρ  ̂ £ о (

Ψ β(Γ,ί) = Λ(ί)Ψα0(Γ) = Λ(0)Ψα0(Γ)β_ * е 2 , (2б17)

We (t) =| A(t) I2 = e-r°( =e~th .

Величина

1 ЗЙс3
X = -7- = ---^ ---- 2 (26·18)

го 4ωα І <2αρ(ωα) І 

визначає час життя збудженого атома щодо радіаційного розпаду (це 
той час, за який імовірність атома залишатись у збудженому стані 
зменшується в е -2,1 разів).

Із вигляду хвильової функції (26.17) випливає, що в такій системі 
енергія збудженого стану атома Еа + йАсо0 не дорівнює власному зна

ченню оператора Гамільтона атома Еа (як це було б за відсутності 

взаємодії між атомом і полем), а характеризується радіаційним 
(польовим) зсувом Δω0 (зсув Лемба) відносно Еа . Причиною цього 

зсуву є процес взаємодії атома з модами поля, а величина зсуву зале
жить як від характеристик атома, так і від властивостей поля. Вели
чину зсуву можна обчислити методами квантової електродинаміки, 
враховуючи взаємодію атома з усіма модами поля. Приведемо просту 
оцінку для зсуву Лемба для s -стану атома із зарядом ядра Ze :

Ato0 * ^ - ^ - a 2\n[l/{Zaf],
3π

де α ~ 1/137 - стала тонкої структури, η - головне квантове число, а

- борівський радіус. Для станів з І > 0 величина зсуву приблизно в 
100 разів менша. Наприклад, у випадку атомів водню експеримен
тальне значення зсуву Лемба становить:

Δω0 = 1034 Мгц (для рівня 2Sj/г);

Δω0 =17 Мгц (для рівня 2р і/2);
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Δω0 = 8 Мгд (для рівня 2рз/2)·

Для більш важких атомів цей зсув істотно збільшується:

Δω0 = 14063 Мгц (для рівня 2sj/2 гелію);

Δω0 = 62765 Мгц (для рівня 2s i/2 літію);

Δω0 = 221500 Мгц (для рівня 2sa/2 вуглецю).

26.2. Порівняльний аналіз процесів взаємодії атома 
з дискретним і квазінеперервним ансамблями мод 
квантованого електромагнітного поля 
в основному (вакуумному) стані

Із (26.17) випливає, що процес взаємодії збудженого атома з квазі
неперервним ансамблем квантованих мод електромагнітного поля від
повідає монотонно затухаючому та незворотному спонтанному розпа

ду атома We(t) ~\ A(t) |2 = е~^х. З іншого боку, проведений послідовний 

аналіз процесу аналогічної резонансної взаємодії збудженого атома з 
однією модою поля приводить до принципово іншого результату - пе
ріодичного, гармонічного та незатухаючого процесу обміну енергією 
збудження між атомом і модою поля. У цьому випадку ймовірність пе
ребування атома у збудженому стані описується іншим виразом, який 
при точному частотному резонансі між атомом і модою має вигляд

(25.30, a): W(t) -| A(t) f=  cos2 Ω0ί . Якщо розглянути взаємодію атома з 

кількома дискретними модами, то якісний результат залишається та
ким самим, як і у випадку однієї моди - процес незворотного розпаду 
відсутній, а характер взаємодії відповідає періодичному (хоча й негар- 
монічному) закону періодичного самозбудження атома.

Виникає законне запитання, чому аналогічні процеси взаємодії 
атома зі скінченною та нескінченною кількістю мод приводять до 
принципово різних результатів (осцилюючому та затухаючому режи
мам взаємодії)? Для цього ще раз проаналізуємо відповідні процеси 
взаємодії. У загальному випадку процес взаємодії атома з модами по
ля описується нескінченною системою пов'язаних рівнянь (25.14). У 
випадку взаємодії тільки з однією модою та за умови точного резо
нансу ця квантово-електродинамічна система спрощується до систе
ми двох зв'язаних осциляторів і має вигляд
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Ш  = Р^ )е-і-(Уф/П), (26.19, а)

еіл\
---— J- = A{t){V^/h). (26.19, б)

Із системи (26.19) видно, що процес взаємодії атома з модою дійсно 
характеризується як їх прямим зв'язком (похідна однієї величини за

лежить від значення другої), так і наявністю різниці фаз π між станами 
атома й поля. Величини A(t) і Fp(t) змінюються в протифазі - при змен

шенні I A(t) І (тобто при 6A(t)/dt< 0) відбувається зростання | Fp(f) |, а

при зменшенні |Fp(t)| (при d{F^{t)ein}/dt <0) відбувається зростання 

І А(£) І. Фактично атом і мода поля є зв'язаними осциляторами, які ко

ливаються в протифазі. Процеси передачі енергії між ними залежать 
від фаз коливань цих осциляторів: кожний раз при повному зворотно
му "переході" збудження від поля до атома фаза коливань у моді поля 
завжди буде однаковою й дорівнюватиме Ω0ί = ηπ. Атом буде періодич-

но самозбуджуватись до максимальної ймовірності | A(t) | = 1 у момен

ти часу tn = пТ , а  ймовірність збудження поля буде максимальною

(I Fp{t) |2= 1) у моменти часу tn =(n + l/2)T . Період самозбудження за

умови точного резонансу дорівнює Т = π /Ω 0 = nh/ \ Vap | і визначається

величиною матричного елементу ναβ енергії взаємодії атома з модою

поля. Унаслідок відсутності механізмів дисипації енергії в цій системі 
такий процес є нескінченним, хоча зазвичай у реальних експеримен
тах із селекцією мод механізми дисипації завжди існують (напр., зату
хання поля моди за рахунок втрат на поверхні, що обмежує об'єм кван
тування). Процес фазованого взаємообміну енергією збудження між 
атомом і резонансною модою поля показано на рис. 26.2.

Розглянемо процес взаємодії атома з великим (квазінеперервним) 
ансамблем мод поля. У цьому випадку динаміка процесу взаємодії 
описується нескінченною системою пов'язаних між собою рівнянь
(25.14), які можна переписати в зручному для аналізу вигляді

— ■ = /й)е~і(“р~“а,£ , (26.20а)
d t  р

= A(t)eiK(V* /h)e~i{aa~a*)t - (26.206)
dt
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Рнс. 26.2. Фазований взаємообмін енергії збудження 
між атомом і єдиною резонансною  модою поля

Із цих рівнянь видно, що кожна мода поля також перебуває щодо 
атома у стані з відносним зсувом фаз на π . Принципова різниця між 
цими процесами полягає лише в дуже великій кількості мод, взаємо
дія з якими є суттєвою для поточного стану атома. При цьому вини
кає цікава ситуація: якщо процес обміну збудженням між атомом і 
кожною модою є взаємно зворотним, характеризується тільки ефек
тивністю взаємодії, яка на основі виконання певних фазових спів

відношень визначає період Т = π /Ω 0 = %h/ | Уар | взаємної передачі

збудження, то процес взаємодії атома з ансамблем мод має врахову
вати фазові співвідношення у взаємодії з усіма модами.

Із принципу суперпозиції випливає, що процес передачі збудження 
від атома до ансамблю мод у будь-який момент часу відповідає коге
рентній (тобто з урахуванням фаз) взаємодії атома з кожною з мод 
поля. Очевидно, що цей процес починається з того, що в момент часу 
t = 0 атом є збудженим, а  всі моди поля перебувають у основному (не- 
збудженому) стані. На початковому етапі відбувається процес пере
дачі збудження від атома до всіх мод поля з відповідним зростанням 
амплітуд Fp(t), які характеризують зміну ймовірності збудження цих

мод. Спочатку цей процес є однонаправленим, тобто відбувається 
тільки зменшення амплітуди збудженого стану атома, що описується 
від'ємним значенням похідної dA(t)/dt у першому рівнянні системи

(26.20, а) за умови | ωρ -ωα 11 < π . Через деякий час моди, які мають
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найбільшу частотну відстройку від частоти переходу атома | ωρ - ωα | (і

водночас достатньо велику енергію взаємодії з атомом), змінюють 
свій фазовий стан на π , тобто для них починає виконуватись умова 

І ωβ - ωα 11 > π . При цьому ці моди, як зв'язані з атомом осцилятори,

мають почати віддавати свою енергію атома (як це відбувається в про
цесі взаємодії атома тільки з однією модою поля) і відповідно збільшу
вати як похідну дA{t)/dt, так і саму амплітуду A(t). Однак саме в цей 

час інші моди, положення яких відповідає меншій частотній розстрой- 
ці І ωβ - ωα І, змінюють свою фазу на величину, меншу від π , і тому

продовжують відбирати енергію від атома, зменшуючи цю похідну.
Таким чином, одночасно відбуваються протилежно орієнтовані 

процеси - передача енергії від одних мод поля до атома і відповідно 
передача енергії від атома до інших мод. При цьому кожний із членів 
суми в правій частині першого рівняння системи (26.20, а) вносить 
свій, але з різним знаком, внесок у похідну dA(t)/dt. Якщо врахувати, 

що частоти мод розташовані дуже щільно, то наявність протилежних 
процесів (відбирання та поглинання енергії від атома) приводить до 
їх взаємної компенсації й до кінцевого фіксованого основного (незбу- 
дженого) стану атома. Це зображено на рис. 26.3 для мод з номерами 
β, β + 1, β + 2,... і характеризує зміну із часом як амплітуд збудження 

цих мод, так і остаточний вираз закону зміни стану атома.

Рис. 26.3. Взаємозв'язок м іж взаємно фазованнмн процесами, 
які характеризують обмін енергією збудження м іж  атомом  

і окремими модами та підсумковим незворотним спонтанним розпадом атома
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На початковій стадії взаємодії (коли всі моди поля описували коли

вання з малою взаємною різницею фаз | ωρ - ωα | ί < π , і внаслідок чого

направленість процесу передачі енергії була однаковою для всіх мод і 
відповідала їх збудженню) спостерігалось спадання амплітуди A(t)). 

Це спадання загальмувалось, коли для мод з великою різницею частот 

І ωρ - ωα І почала виконуватись умова зміни фази на величину, що пе

ревищує π. І, нарешті, коли розподіл фаз мод поля набув суто випад
кового характеру (з рівномірним розподілом фаз у інтервалі [0,2π]), 

процес спонтанного розпаду повністю завершився.
Фактично процес збудження великої кількості різночастотних мод з 

повністю випадковими (для часу t > τ) фазами є значною мірою екві
валентним передачі енергії (тобто релаксації) у термостат з великою 
кількістю ступенів свободи (з великою теплоємністю). Водночас існує 
відмінність цього процесу від звичайних релаксаційних процесів зі 
збільшенням ентропії. Справа в тому, що розглянутий процес спон
танного розпаду є принципово зворотним, хоча на практиці ця зво- 
ротність практично неможлива. Для обґрунтування такої тези розгля
немо передумови того, що всі моди поля після отримання енергії від 
атома в момент часу t перебуватимуть у інший момент часу t + Δί в 

однаковому (з точністю до неістотної величини 2ππρπ) фазовому стані

й здатні віддавати енергію атома.
Очевидно, що самофазований стан можливий тоді, коли залежна 

від часу повна фаза [к̂ г - ωβ(ί + Т) + φβ] для кожної з мод поля в мо

мент часу (ί + Δί) і в точці г буде такою, як у початковий момент часу 

ί при передачі збудження від атома (який перебуває в точці f ) до 
всіх мод поля

[fcpr-ωβ(ί + Γ) + φβ] ± 2ηρπ = [fcpF -ωβί + φβ],ηρ =0,1,2,... (26.21)

Розглянутий випадок якісно подібний до того, який відбувається при 
самосинхронізації мод у лазерах. Унаслідок дуже великої кількості мод, 

кожна з яких має свою частоту ωβ, цей процес вимагає багато часу. На

віть, якщо припустити, що атом весь час перебуватиме в тому самому 

місці простору (при тому самому значенні г ) і прийняти модель, згідно з 
якою моди мають еквідистантний спектр із фіксованим для частоти да

ного атомного переходу ωα міжмодовим інтервалом (26.3):

doo _ 1 _ л2с3

dN ρ(ωα) ν 0αξ ’
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то процес самофазування вимагає часу
2

Γ = 2πρ(ωα) = ̂ ^ - .  (26.22)
π с

Цей інтервал часу характеризує процес самоорганізації (самоупоряд- 
ковування) і відповідає відомому в процесах синергетики граничному 
циклу Пуанкаре для системи з багатьма ступенями свободи. Очевид

но, що у випадку вільного простору (при Vq —> оо) цей процес (відповід

но до (26.22)) вимагає нескінченно великого часу. У випадку скінчен-
о о ,

ного об'єму квантування (напр., при V0 = 10 см ) і для атома з оптич

ним переходом (ωα = 1015с_1) таке самофазування можливе для досить 

помірного інтервалу часу Г » 6 с. Через такий інтервал часу і за вико
нання накладених вище обмежень усі моди поля будуть взаємно фа- 
зованими й відбудеться процес когерентної передачі енергії від поля 
до атома, тобто буде спостерігатись процес самозбудження атома.

Насправді (на жаль) явище повного самозбудження атома є немож
ливим через деякі причини. По-перше, унаслідок того, що спектр мод 
квантованого поля у вільному просторі не є еквідистантним, а залежить

А

від частоти за квадратичним законом dN /άω ~ ω  (26.2), принципово 

неможливо забезпечити виконання умови ωβΤ = ±2ηβπ,ηβ =0,1,2,..., що

випливає з (26.21), одночасно для всіх мод поля. По-друге, навіть тоді, 
коли б вдалося забезпечити виконання умови самофазування 

сорГ = ±2ηβπ,ηρ =0,1,2,... для великої групи мод (напр., за рахунок виго

товлення резонатора з матеріалу згідно із законом частотної дисперсії, 
для якого спектр мод був би еквідистантним), велика тривалість Т про
цесу самофазування призведе до того, що випромінений атомом у сис
тему мод поля фотон буде поглинений стінками резонатора раніше, ніж 
виконається умова (26.21) самосинхронізації мод.

Справді, оскільки тривалість процесу самофазування Г « 6 с є дуже 

великою щодо часу проходження фотона між двома стінками резона

тора Ті ®< L > /с  - У01/3/с  = 3 10~10с, то за час Т фотон має

T/Tj « 1010 разів відбитися від стінок з імовірністю (коефіцієнтом від

биття) R < 1. У кращих оптичних резонаторах R ~ 0,99 - 0,999. За та

кого значення R  імовірність, що за час Т фотон не поглинеться стін
ками й братиме участь у процесі самозбудження атома, дорівнюва

тиме зникаюче малій величині WT - R T^Tv -» 0 . Водночас слід заува-
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жити, що в мікрохвильовому діапазоні, для якого добротність над- 
провідникових резонаторів великого розміру може сягати дуже вели

ких значень Q >105 -107, ефект інвертованого самозбудження атома 

(молекули) є цілком реальним.

Остання обставина показує, що з погляду практичного застосування 
явища керування характеристиками спонтанного розпаду необхідно 
враховувати взаємодію не тільки атома з електромагнітними модами 
поля, але й взаємодію цих самих мод поля з оточуючими об'єктами (з 
деяким ефективним екраном С , який розміщений за межами атома). 
Відповідну схему такої взаємодії символічно зображено на рис. 26.4.

Задача керованого впливу на спонтанний розпад атомів є значно 
складнішою, ніж розглянута вище задача взаємодії тільки між двома 
об'єктами (атомом і полем). Її розв'язок показує, що підсумковий ха
рактер спонтанного розпаду атома істотно залежить від характерис
тик екрана R  і від властивостей квантованих мод поля. У найбільш 
оптимальному випадку, коли екран виготовлений з ідентичних дослі
джуваному (але незбуджених) атомів і коли ці моди поля спочатку бу
ли взаємно синхронізованими, можлива зміна часу життя збуджених 
атомів на кілька порядків, причому як у бік гальмування розпаду, так 
і в бік його прискорення.

R

F

Рис. 26.4. Взаємодія атома А  з квазінеперервним ансамблем мод 
електромагнітного поля F  у вакуумному стані, 

які також взаємодіють з екраном (системою інших атомів і?)

На основі виконаних розрахунків були успішно проведені експери
менти з керування часом життя радіоактивних ядер за рахунок ви
користання впливу віддаленого екрана на процес спонтанного елект
ромагнітного розпаду ядер.
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26.3. Спонтанне випромінювання 
та вимушені переходи у квантових системах

Використання отриманого виразу (26.18) для часу життя квантової 
системи дозволяє по-іншому оцінити процес вимушених переходів, 
які відбуваються у квантовій системі під дією електромагнітного ви
промінювання. Імовірність вимушеного переходу (22.17) між двома 

резонансними рівнями під дією зовнішнього поля з інтенсивністю J 0

і частотою ω , усереднена за взаємною орієнтацією дипольного мо
менту атома та вектора поляризації поля, описується виразом

2

< Рпт  >=< Рп т (®nm ~ « )  >= І f  5 К т  “  ω) · (26.23)
ЗН с

Він був отриманий, виходячи з моделі, згідно з якою всі резонансні 
рівні енергії є стаціонарними, а  їх ширина дорівнює нулю. Такий про
цес не враховував зв'язок між атомом і квазінеперервно розподіле
ними модами поля у вакуумному стані. Наявність такого зв'язку при
водить до двох важливих обставин.

Перш за все, треба врахувати, що відбувається спонтанний розпад 
збуджених станів атома, які при цьому стають нестаціонарними, а це 
веде до уширення рівнів. Спектр спонтанного випромінювання, який 
відповідає нестаціонарному стану із хвильовою функцією (26.17), ви
значається нормованою функцією

~ V ________Γ0/2π________ Еп + Μ ω0 -Ет
І шп) — . .2 , т  /г)\2 ’ ωητηΟ * »

(®пт “ ®птО) + (Го /2) П
(26.24)

J F{iопт )άωητη 1.

Ця функція також відображає структуру спектрального уширення 
збудженого стану резонансного переходу в атомі. Виходячи з цього, 
вираз для повної ймовірності переходу (26.23) слід усереднити, при
вівши до такого вигляду:

00

Ціт ~ J < ̂nm(®nm — ω) >-̂'(®nm )̂ωη/η ~
-« _ (26.25)

4π2J 0 I dnm |2 Γ0/2π

З h2c (ω - conm0 )2 + (Γ0 / 2)2
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Очевидно, що у випадку Г0 -» 0 вираз (26.25) зводиться до формули 

(26.23).

Друга обставина полягає в можливості заміни матричного елементу 
переходу в (26.25) на величину

,з

\drun Г =
,2 ЗНс"

4®пт3т

яка випливає із формули (26.18). Після такої заміни отримуємо

12 nc2J 0 

йсопт3Г0т
1 + .ДД-ДОдтО

Г0

2 '

(26.26)

(26.27)

Якщо від енергетичної інтенсивності електромагнітного поля J 0 

перейти до потокової інтенсивності І0 = J 0 /Йозпт, то отримаємо

і 2
τ ^'птО 1 
-'0 ‘

2 ЛС

2π Γ0τ
1 +

ω-ω,птО

Го/2

2 ’ птО
ω,

(26.28)
птО

Якщо ввести повний σ(ω) і резонансний σ0(ω) ефективні (електроди

намічні) перерізи взаємодії атома з електромагнітним полем

σ(ω) = σ0 = σ(ω = ωητη0) птО

1 + ω-ω,птО

Γ0/2

2π Γ0τ
(26.29)

то вираз для ймовірності взаємодії набуває гранично простого вигляду

Ι0σ(ω). (26.30)

Із (26.29) та (26.30) видно, що ефективний переріз (або просто переріз) 

σ(ω) залежить від довжини хвилі Я2т0, від параметра відносного уши

рення резонансного переходу Γ0τ, а також від відхилення від точного 

резонансу 2 І ω - ωητη0 | /Г 0 . Цей переріз не збігається з геометричним пе

рерізом атома агеом « πα2 = 7і(Й2/це2)2 « 10-18см2 і може відрізнятися 

від нього на багато порядків (як у бік збільшення, так і зменшення).
Для резонансних переходів, де єдиною причиною уширення є спон

танний розпад атома, спектральна ширина лінії відповідає радіацій

ній (природній) ширині Γ0 =1/τ і відносне уширення дорівнює
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Γ0τ = 1. Однак такий випадок винятковий і існує лише при реалізації 

добре відомого в ядерній фізиці ефекту Месбауера.
Для атомної фізики типовою є інша ситуація, коли повна ширина 

лінії Г = Г0 + ΔΓ, де Δ Γ » Γ 0 є додатковим уширенням спектральної 

лінії за рахунок різних механізмів так званого однорідного уширення. 
Нагадаємо, що однорідним уиіиренням називають таке уширення 
спектральної лінії системи атомів, при якому воно буде однаковим 
для кожного з атомів (у цьому випадку спектр системи атомів збіга
ється зі спектром окремого атома). Для такого уширення нормована 
функція розподілу залишається лоренцевою і збігається з (26.24) з від

повідною заміною Г0 —> Г = Г0 +ΔΓ. Причиною однорідного уширення 

можуть бути, наприклад, швидкі флуктуації параметрів системи, ду
же часті й випадкові зіткнення атомів у щільному газі тощо.

При однорідному уширенні відбувається дуже значне зменшення 

як повного, так і резонансного перерізів σ0 ~ 1/(1 + ΔΓτ) . Наприклад, в

активному середовищі рубінового лазера (у кристалі Сг3+) природна 

ширина лазерного переходу з довжиною хвилі λητη0 ~ 0,5 мкм дорів

нює Г0 « 300 с-1 - це відповідає часу життя τ ~ 3-10-Зс, а повна ши

рина дорівнює Г я 109 -1010 с_1, що відповідає дуже великому віднос

ному уширенню Г-с и 3 · (106 -ТО7), яке різко зменшує переріз взаємодії 

атомів з випромінюванням. Враховуючи ці зауваження, можна запи
сати вираз для резонансного перерізу в остаточному вигляді

12 і л 2 -і
σ -- і—  (26.31)
ϋ 2% Γτ 2π (1 + ΔΓτ)

Доцільно нагадати, що іншим граничним випадком уширення є 
неоднорідне уширення, при якому спектр поглинання (випроміню
вання) кожного з атомів є набагато меншим, ніж відповідний спектр 
системи атомів. Такий ефект відповідає, наприклад, допплерівському 
уширенню в газі низького тиску із шириною

Δωβ = wnmoV(fcbr  /M aC2)ln2 

і гауссовою функцією розподілу

Ї̂ Уїт )

FK m ) = — 1 е 2Λω*2 , (26.32)
ν2πΔωβ

де Ма - маса атома.
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Механізм неоднорідного уширення викликаний формуванням ста
тистичного розподілу зсувів спектральних ліній окремих атомів за ра
хунок ефекту Допплера та пов'язаних з розподілом проекцій швидко
стей руху цих атомів на напрямок випромінювання (поглинання). Пі
сля відповідного усереднення величини (26.23) за допомогою (26.32) і 
використання заміни (26.26) отримуємо вираз для ймовірності виму
шеного переходу у випадку неоднорідного гауссового уширення

·?пт j" ^пт (®пга ®) )̂ ®nm А)̂ (®) >
—00

(о>- 0)nmQ) 2

σ(ω) = σ0β 2(Δω*>>2 , σ0 = σ ( ω  = ω ^ 0 ) =

(26.33)

4л/2л Δωβτ

Цей результат легко пояснити на основі якісного аналізу. У випадку не
однорідного уширення з полем буде взаємодіяти тільки та група атомів, 
для яких частота поля лежить у межах спектрального інтервалу, приблиз

но рівному однорідній ширині Г0 . Відносна кількість таких атомів до

рівнює Г0 / ΑωΒ - 1/ΑωΒτ <к 1. Очевидно, що резонансний переріз взає

модії, для якого у випадку нерухомого атома буде Γ0τ = 1, треба помно

жити на величину 1/Δω0τ , що в підсумку приводить до (26.32).

Вплив неоднорідного уширення може бути як більшим, так і мен
шим від однорідного. У випадку, коли однорідне та неоднорідне уши
рення співрозмірні, вираз для ймовірності переходу знаходимо в ре
зультаті згортки лоренцового та гауссового розподілів:

Їюпт (,УгіО)

λ2 η 1 1 "г е  2(Ас°я)2А'птСі * Г v

(26.34)
--- І - --------пт 0 п у-, rz— І ~ о пт

2π r0xV2πΔωβ _^ (ω
'1 +

Γ0/2

Контрольні запитання

1. Яка причина спонтанного розпаду атома у вільному просторі?
2. Які існують типи уширення резонансної лінії?
3. Як впливає процес спонтанного розпаду на ймовірність вимушених пе

реходів?

Література: [6], § 35.

Додаткова література: [VI].
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Розділ IX

О С Н О ВИ  ТЕОРІЇ РОЗС ІЮ ВА Н Н Я

§ 27. Основи теорії розсіювання 

при взаємодії частинок

27.1. Постановка задачі про зіткнення частинок

Аналіз процесів зіткнення частинок є однією з важливих задач 

квантової механіки. При зіткненні відбувається перехід від початко

вого стану, який називають вхідним каналом, до кінцевого (тобто су

купності вихідних каналів процесу розсіювання, яким відповідають 

різні кінцеві продукти). Процес розсіювання може характеризуватися 

пружним і непружним каналами. При пружному розсіюванні кінцеві 

продукти збігаються з початковими частинками. В умовах будь-якого 

реального (не модельного) експерименту в процесі пружного розсію 

вання беруть участь дві частинки. Імовірність одночасної взаємодії 

трьох або більшої кількості частинок дуже мала.

Процес розсіювання зручно розглядати в системі центра мас. Для 

цього необхідно ввести дві координати, одна з яких щоб відповідала 

положенню центра мас R , а інша - відносній координаті г (8.2):
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У цій системі процес розсіювання відповідає відносному руху однієї 
фіктивної частинки з приведеною масою

μ  =  ( 2 7 . 2 )

т х + m2

у розсіювальному потенціалі V(r).

Задача про розсіювання характеризується тим, що початковий і 

кінцевий стани цієї фіктивної частинки характеризуються її вільним 
рухом, а сам процес розсіювання триває обмежений час і відбуваєть
ся в обмеженій області. Падаюча частинка (або система ідентичних 
падаючих частинок) описується плоскою хвилею

іК
Ψρ(?) = Αβ й , A = l/y/v , де V - об'єм квантування. (27.3) 

Цій частинці відповідає густина струму ймовірності (6.14):

Іпад - ψ ρν ψ ρ} = ϋ \Α \ί· (2 7 .4 )

Характеристики процесу пружного розсіювання задаються початко

вим р  = {0,0, р} і кінцевим p' імпульсами фіктивної частинки, при

чому |р| = \р'\.

Розсіяна хвиля на великій відстані від області розсіювання має ви
гляд розбіжної сферичної хвилі

. р'г . ргі—— і—
Л fi

= Α/(θ,φ)~-- - ΛΠΘ,φ)—  , (27.5)
^ r r

яка рухається в радіальному напрямку від області розсіювання і ха
рактеризується густиною струму ймовірності

- ψ^νψ^-} = v'\ А І2 І ^ (θ,φ) I
2

Jprac ο . .  ̂ Ρ  Ρ  * Ρ  " Ρ  > l l 2

r (27.6)

r2

Комплексна величина /(θ,φ) має розмірність координати й називаєть

ся амплітудою або довжиною розсіювання. Виходячи з такої постанов
ки задачі, стає очевидним, що стаціонарне рівняння Шредінгера необ
хідно розв'язувати при асимптотичному вигляді хвильової функції
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Ψ (α^οο=Λ е й +/(θ,φ)- (27.7)
r

Основна, задача теорії розсіювання полягає в обчисленні потоку роз

сіяних частинок на великій відстані від області взаємодії. Цей процес 

легко виразити через кількість частинок ANpo3c, розсіяних у напрямку

малого тілесного кута ΔΩ <£ 4π :

А^розсН]пад|АШ(0,(р). (27.8)

Коефіцієнт пропорційності σ(θ,φ) має розмірність площі й називаєть

ся диферєнційним перерізом розсіювання. Величину ΔNpo3C можна ви

значити, виходячи з густини струму ймовірності (27.6) для розсіяних 

частинок:

А^розс Н Jposc І γ2ΔΩ Н 7пад І ΔΩ І /(θ,φ) |2. (27.9)

Порівняння (27.8) і (27.9) приводить до встановлення зв'язку між ди- 

ференційним перерізом розсіювання та амплітудою (довжиною) роз

сіювання

σ(θ,φ)Η/(θ,φ)|2. (27.10)

Іншою важливою характеристикою процесу розсіювання є повний 

переріз розсіювання

σ = |σ(θ,φ)<2Ω, (27.11)

4π

який пов'язаний з диференційним перерізом розсіювання співвідно

шенням

σ(θ,φ) = - ^ . (27.12)
a il

Повний переріз розсіювання розглядався під час аналізу процесів 

взаємодії заряджених частинок з атомами та при взаємодії електро

магнітного випромінювання з квантовими системами.
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27.2. Борнівське наближення в теорії розсіювання

Існують різні методи визначення амплітуди розсіювання та відпо
відних перерізів. Одним із найбільш простих, але водночас дуже ефек

тивних, є так зване борнівське наближення, яке аналогічне стаціонар
ній теорії збурень. Розглянемо його.

Запишемо рівняння Шредінгера у вигляді

(A + k2y¥p{f) = ̂ V{rY¥p(r), k2 = , (27.13)

який відповідає неоднорідному рівнянню. Розв'язок цього неоднорід
ного рівняння (27.13) можна записати, використовуючи функцію Грі- 

на G(r,r') однорідного рівняння

Ψρ (Ρ) = ΔΨρ (Γ)+ jG (f ,r ')^V (f ’)^ p (r')dV', (27.14)

де ΔΨρ (?) - загальний розв'язок однорідного рівняння (лівої частини

(27.13)). У загальному випадку функція Гріна є розв'язком рівняння

(Δ + k2 )G(r, r') = 6(r - r '). (27.15)

Покажемо, що асимптотична умова (27.7) буде виконаною, якщо 

загальний розв'язок ΔΨ^(γ) відповідає хвильовій функції падаючої

частинки (27.3)

Ж

Р^ ~ А"

а функція Гріна має вигляд сферичної розбіжної хвилі

A el7c|f~?1
G(r ,г') = . (27.17)

4π І r - r І

Це твердження можна довести, якщо врахувати, що в асимптотичній 
області r -» оо вираз для функції Гріна, яка входить до складу підінте

грального члена в (27.14), можна розкласти за малою величиною

І г'/г |«: 1, поклавши | r - r' |® r - rr'/r :

A e ikr ■£»-.
G(r,r') « —— —— e , k '- k f f r .  (27.18)

4π r

ΔΨρ(γ) = Ae * = Aeikf, (27.16)
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Підставляючи цей вираз у (27.14), маємо

іієг
Ψρ(ΗΓ-* оо = A e * * -А- L —  f β -*Ύ'ν(Γ)Ψ p (r ')d v '. (27.19)

2π/Γ r J y

Порівнюючи цей результат з (27.7), знаходимо загальний вираз для 
амплітуди розсіювання

/(Θ) = -- fβ-*7'νΐ?)Ψp(r')dV' . (27.20)
2π/ζ J

Використовуючи цю формулу, легко знайти вираз для /(Θ) у випадку, ко

ли амплітуда розсіяної хвилі мала (цьому відповідає, напр., мала величина 
розсіювального потенціалу V(r)) і можна використати теорію збурень.

Будемо шукати розв'язок рівняння (27.13) у вигляді двох перших 
членів ряду теорії збурень

Ψρ(Π * ψ ρ(ί:) + βψ£1(Γ), β ~ ̂ V ( r ) . (27.21)

Підставляючи (27.21) у (27.13), отримаємо два рівняння

(Δ + ^2)Ψ^>(Π = 0,

(Δ + Α:2)Ψ^(γ) = Ψ ^)(γ).

Розв'язок першого рівняння цієї системи відповідає хвильовій функції 
падаючої частинки (27.3)

Ψ £1(Γ) = ΔΨΡ(Γ) = Аей7, (27.23)

а амплітуда розсіювання (27.20) у нульовому наближенні має вигляд

/(θ) « / (0)(θ)  -- \e~iqf V(r')dV', q - k ' -к. (27.24)
2nh J

Із (27.24) видно, що амплітуда розсіювання в нульовому порядку про

порційна фур'є-розкладу розсіювального потенціалу для переданого в 
процесі розсіювання імпульсу

hq = 2psm(Q/2)%-. (27.25)
<?

Вираз (27.24) отримав М. Борн, тому і метод його визначення на

основі першого порядку теорії збурень називають борнівським на

ближенням у теорії розсіювання. У випадку дуже малого імпульсу

(27.22)
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(і малої енергії) частинки q ~ p  

кута розсіювання

/(Θ)р—>0

0 вираз (27.24) не буде залежати від 

^ jv { r ) d v \  (27.26)
2тгГ

Така умова відповідає ізотропному розсіюванню.

Слід зауважити, що застосування граничного випадку q ~ р  -» 0 

вимагає окремого дослідження. У загальному випадку застосування 
борнівського наближення обмежене умовою, що потенціальна енергія 
є збуренням, яке застосовується за малої величини розсіювального 
потенціалу або великої кінетичної енергії частинки.

Наприклад, для кулонівського потенціалу V(r) - Ze2 /r  амплітуда 

розкладу Фур'є має вигляд

V{q) = \e~n fV{r')dV' =

їй відповідає амплітуда розсіювання

/(θ) =
2μΖε^

q2h2

і диференційний переріз розсіювання

da

dQ
=\ т  і2

μΖθ

2П2к2 sin2(0/2)

який збігається із формулою Резерфорда, отриманою методами кла

сичної фізики, де Е = h2k2 /2μ - кінетична енергія частинки. За дуже 

малих кутів розсіювання ця формула буде некоректною.

Аналогічно можна обчислити амплітуду та ефективний переріз роз
сіювання частинки із зарядом Q на атомі, у якому потенціальна енер

гія визначається виразом

V(r) = Q<p[r), Δφ(Γ) = -4 jt(Ze6(r) - en(r)) (27.30)

і залежить від потенціалу атома φ(Ρ), що визначається з рівняння Пу- 

ассона, та густини розподілу електронів п(г). Амплітуда фур'є- 

розкладу для енергії (27.30) має вигляд

V(q)= fe-^'V(r')dV' = ̂ ^- {Z - n (q )} , n(q) = \ e^n(r')dV  (27.31)

2
Ze2

2
1

4 Е sin4 (0/2) ’

(27.27)

(27.28)

(27.29)
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і залежить від фур'є-образу розподілу електронів у атомі. Цим величи

нам відповідає амплітуда розсіювання

/<θ) = - # τ ί ζ -"(9»
» V

і диференційний переріз розсіювання

Цн/тГ- * V

(27.32)

(27.33)

За малого імпульсу | qr' |«: 1 вираз для фур'є-образу розподілу елек

тронів набуває вигляду

Mq) = J 1
2

n(r')dV' - Z  — -̂ г < r2 >,
(27.34)

< r2 >= j(rfn(r')dV '.

У цьому наближенні амплітуда розсіювання та диференційний переріз

da

άΩ
= \ т \  =

μβς>

Ж
(27.35)

n(q) = Je-^'n{r')dV' » 0 .

не залежать від кута розсіювання, тому розрахунок справедливий 

при довільному куті розсіювання.

За великого переданого імпульсу експонента в підінтегральному 

виразі (27.31) є швидкоосцилюючою функцією і

(27.36)

= (27-37) h q

=І/(9)|2= ^ Й Я  . λ  (27-38)

У цьому випадку з (27.32) і (27.33) отримуємо

2\x.ZeQ

da 2 \iZeQ
2

ZQe
*2 2 h q 4 EάΩ.

що відповідає розсіянню Резерфорда.

sin (0/2)
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Контрольні запитання

1. Яка величина називається амплітудою розсіювання?
2. Чому за малої енергії амплітуда розсіювання не залежить від кута роз

сіювання?

3. Який метод у теорії розсіювання називається борнівським? 

Л ітература: [2], § 81-82.
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Розділ X

МЕТОД М АТРИЦІ ГУСТИН И  

ТА Й ОГО  ВИК ОРИСТАННЯ 

У КВАНТОВІЙ М ЕХАНІЦ І

§ 28. Метод матриці густини у квантовій механіці

28.1. Чисті та змішані стани квантової системи.
Матриця густини

Усі закони, які характеризують явища мікросвіту, базуються на їх 
імовірнісному описі. У квантовій механіці ймовірність є основою побу
дови теорії. Для розв'язання задач квантової механіки необхідно знайти 
розв'язки відповідних рівнянь на власні значення та власні функції

A'¥n(q) = An'¥n(q) (28.1)

або розв'язати нестаціонарне рівняння Шредінгера, причому відповід

ні хвильові функції Ψη (q) мають зміст амплітуд імовірності. Виходячи

з повноти та ортогональності системи функцій Т п(д), хвильову функ

цію всієї системи можна описати виразом

Ψ(<?,ί) = Σ ° " (ί)ψ ”^ ·  (28·2)
П

Апріорі вважається, що хвильова функція, якщо її навіть не вда
ється знайти в аналітичному вигляді, існує й максимально повно опи-
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сує стани конкретної системи. Слід зауважити, що таке безпосереднє 
трактування методу опису станів системи за допомогою хвильової 
функції не є універсальним. Стан квантової системи, який описується 
хвильовою функцією, називається чистим станом. Він відповідає 
максимально повним відомостям про квантову систему.

Для чистих станів легко знайти середнє значення фізичної величи
ни в системі, яка описується функцією (28.2):

< F(t) >= \^(q,t)F(q,tfY(q,t)dq = £  cn(t)Fnmcm(t),

п’т (28.3)

frhiqWiQitWmfa')dq·
Можна ввести допоміжну матрицю

Ртп ~ » (28.4)

за допомогою якої легко проводити процедуру усереднення (28.3):

< т  >= Σ PmnFnm = Σ (Рр )гшп = Σ (βΡ)ηη =Ф (рЛ  · (28.5)
п,т т п

Матриця ртп є матрицею густини для чистих станів.

У квантовій системі існують і такі стани, яким неможливо зістави
ти ніякі хвильові функції. Прикладом таких станів можуть бути такі,

що задаються набором чисел |сп |2, тобто ймовірностями станів з пев

ними значеннями відповідних фізичних величин А . У цьому випадку 
неможливо побудувати функції Ψ(ς,ί) за типом (28.2), оскільки наяв

ність |сп|2 не дає фазових співвідношень між різними власними функ

ціями Ψη(ςτ). У даному випадку маємо суміш (не суперпозицію) різних 

станів з невизначеними фазовими співвідношеннями. Фази окремих 
станів можуть змінюватися неконтрольовано за рахунок взаємодії з 
іншими системами, що символічно можна зобразити у вигляді двох 
об'єктів, один з яких є динамічною підсистемою А , яку можна описа

ти оператором Гамільтона HA(qA).

Динамічна підсистема взаємодіє з іншою системою В , яка має 
значно більше ступенів свободи і характеризується набагато більшою 
теплоємністю, ніж система А . Її назвемо термостатом . Оператором 

Гамільтона термостата є HB[qB). Взаємодія динамічної підсистеми й 

термостата описується оператором HAB(qA,qB) . Будь-які зміни дина

мічної системи не впливають на стан термостата, який завжди пере
буває в рівноважному стані, що символічно зображено на рис. 28.1.
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Рис. 28.1. Символічне зображення динамічної підсистеми та термостата

Припустимо, що нас цікавить оператор FA{q,t), який діє в межах 

динамічної підсистеми. Якби між динамічною підсистемою та термо
статом не було взаємодії, то оператору Гамільтона всієї системи 

Н  - НА + Нв відповідала б функція '¥{qA,qB,t) = yY{qA,t)KY(qB,t) . У цьо

му випадку середнє значення величини FA{q,t):

< FA(t) >= № (q A,t)FAm q A,t)dqA ίψ*(qB,tm q B,t)dq =
(28.6)

= \^(qA,t)FAm q A,t)dqA

можна знайти за допомогою власних функцій динамічної підсистеми. 

За  наявності взаємодії Н АВ (qA, qB) таке розділення хвильової функції 

'i'(qA,qB,t) неможливе, а сама динамічна підсистема є змішаною, її 

неможливо описати власною функцією, незалежною від термостата. 
Стани, які неможливо ототожнити із хвильовою функцією, називають 

змішаними. Для опису таких станів необхідно використати інший ме

тод - метод матриці густини, який уперше запропонував 

Дж. фон Нейман у 1927 р.

Розглянемо оператори KA(qA,t) та KB(qB,t), кожний з яких діє тільки у 

відповідній системі. Кожний із цих операторів має набір власних функцій

КА(qA)Фп(<?л) = ΚηΨη(Ча)> (28 7)
КВ (яВ )ψα ІЧв) = -̂ αΦα ІЯв) >
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добуток яких <р„ (qA )ф« (Яв) утворює повний і взаємно оротогональний 

набір

I I  фд (я А )фа (Яв )фт ІЯа )φβ ІЯв )ά 4 Λ &Яв = 5„т 5ар . (28.8)

Розкладемо хвильову функцію ,<?β,ί) за цим добутком:

У (Я А >Яв >t) = Σ с™ )Ч»п (Яа )Фа (Яв) · (28·9)
п, а

Якщо коефіцієнти розкладу можна представити у вигляді 
cna(t) = cn(t)ca(t), то це відповідає чистому стану. Якщо таке розділен

ня неможливе, то стан є змішаним. Використовуючи (28.8) і (28.9), 

можна знайти середнє значення оператора FA(q,t):

< FA ̂ ) >= Σ  Σ  Cna (*) /фп ІЯа Wa ІЯа > *)Фт  (Ял )ЛЯА |ф« ІЯв )Φβ ІЯв )^Яв =
пт αβ

= Σ Σ ^ ^ ^ β ί ί ^ Π Γ η ^ α β  = Σ Σ ^ ^ ^ π * ^
пт αβ nm а

Fnm = |фп (ЯA Wa (ЯA > ί)Фт ІЯа )d4A · (28.10)

Цей вираз можна записати більш компактно, якщо ввести матрицю 
густини для змішаного стану

< FA(t) >= Σ Ρ mnFnm = = Σ ^ Ρ )—
nm m η (28.11)

Ρηη(ί) = Σ  Єпа (t)cma(t).
α

Формально задачу розв'язано, оскільки за допомогою матриці гус
тини (28.10) для змішаного стану можна обчислювати величини, які 
відповідають динамічній підсистемі. Проте ця простота є удаваною, 
тому що для визначення цієї матриці нам необхідно знати хвильову 
функцію (28.9) усієї системи, включаючи термостат, що в багатьох 
випадках є неможливим (поняття термостата, як глобальної системи, 
яка взаємодіє з динамічною підсистемою можна розширити на весь 
Всесвіт). Розглянемо цей випадок з іншого погляду, використовуючи 
ту обставину, що термостат - це система з великою теплоємністю, яка 
завжди перебуває в стані рівноваги.

Припустимо, що термостат перебуває у стані а  . Хвильова функція 

динамічної підсистеми опосередковано залежить від стану термоста
та, але її завжди можна представити у вигляді розкладу за власними 

функціями оператора KA(qA,t):
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ψ (<?λ  > Μ )  =  Σ  с п (а > *) ф„ (9л Ь  (2 8 .1 2 )
П

який діє тільки в динамічній підсистемі й має набір власних функцій 

ФпІЯа ) (28.7). Використовуючи (28.12), знайдемо умовне середнє зна

чення оператора FA(q,t):

< f a  (a, t) >= JΨ* (qA, a, t)FA {qA, tf¥(qA, a, i) dqA =
/QQ I 04

~~ ^ r  cn (a > t)Pm (a > t)Fnm > Д® Fnm ~ Гфп(^л)'^А(^,А >^)Ф т(9л )^<?Л· 
nm

Остаточний вираз для середнього значення величини FA(q,t) зна

ходимо при усередненні умовного середнього (28.13) за всіма можли
вими значеннями стану термостата a за допомогою густини ймовір
ності w(a) реалізації конкретного стану термостата

< FA(t) > = «  FA(a,t) » α= Σ ^ (α )Σ cn(α ,ί)cm{a,t)Fnm =
a nm

ί * ] (28Л4)= Σ \ Σw№ n  (<Vt )cm (a, ■t) I Fnm.
nm [a J

Співвідношення (28.11) i (28.14) визначають двома методами одну
й ту саму величину < FA(t) > . Порівнюючи ці вирази, знаходимо ос

таточний вираз для матриці густини змішаного стану динамічної 
підсистеми

Pmn(f) = · (28.14)
a

Очевидно, що для чистого стану густина ймовірності має вигляд

Η α) = δααο. (28.15)

Визначимо основні властивості матриці іустини для змішаного 
стану:

1) діагональні елементи матриці іустини ρηη (ί) = Σ  w (a ) I сп (a> *) Ρ
a

мають зміст імовірностей заселення конкретних станів динамічної під
системи, усереднених за можливим станом термостата, унаслідок чо
го вони є додатними та нормованими

Σ Ρηη (ί) = Spp = 1, рпп (t) > 0; (28.16)
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2) з очевидного перетворення

Ртп (̂ ) ~ ^ и>{<х)сп (a, t)cm (a,t) —

' “ * . ч* {28.17)
= 2 ]w(a)(cn(a ,i)c^i(a,i)) -Χ № (α)(4 (α ,ί)οη(α,ί)) = Рпт(*)

a a

випливає, що матриця густини є самоспряженою;
3) матриця густини задовольняє умову

Spp2 < Spp = 1, (28.18)

причому рівність Spp2 = Spp відповідає чистому стану. Доведення 

умови (28.18) випливає з таких перетворень:

SPP2 = = Ц рптРтп  =
п пт

= Σ  Σ  (ш(а їст (a )cn (a ))X  ( Μ βΚ  (p)cm (β)) = (28.18)
nm α β

= Σ  ̂ α >Σ cn (β)°η («)Σ  °™ (β) ·
α β η m

Враховуючи, що

Σ  Сп (β)°η (α ) (α )°η (“ ) = 1»

Σ ^ ί α ^ ί β )  й X cm(a)cm(a) _ 1,
(28.19)

із (28.18) отримуємо умову (28.18):

Spp2 < Σ Η*Χ)Σ = 1 · (28.20)

28.2. Рівняння руху для матриці густини

Матриця густини є статистичним оператором. Знайдемо рівняння 

руху для рmn(t). Його можна знайти тільки за умови, якщо термостат 

є стаціонарною системою з дуже великою теплоємністю та дуже ма
лим часом внутрішньої релаксації. Звідси випливає, що на термостат 
не впливають зміни, які відбуваються в динамічній підсистемі. В уза
гальнюючій форм і цю властивість можна виразити умовою
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dw{ а) 

dt
= 0 . (28.21)

Рівняння Шредінгера для динамічної підсистеми за умови, що тер
мостат перебуває у стані a , має вигляд 

.. fflP(qA,a,t)
ih- = H4?{qA,a, t), Η  = НА+НАВ, = H relax + V . (28.22)

dt

У (28.22) враховано, що оператор НАВ, який визначає взаємодію ди

намічної підсистеми з термостатом, містить як оператор н ГЄІах, дія 
якого приводить до релаксації динамічної системи до стану, рівноваж

ного з термостатом, так і оператор V , який характеризує можливі 
нерелаксаційні процеси зовнішнього впливу на динамічну підсистему 

(напр., дію зовнішнього електромагнітного поля V на атом А, який 

взаємодіє з оточенням β ). Звичайно, поділ оператора НАВ на дві 

частини досить умовний і буде неоднаковим для різних задач, але 
корисним, якщо треба детально визначити вплив спеціального збу
рення на динамічну підсистему.

Розв'язок рівняння (28.22) можна розкласти за власними функціями 

φη(qA) (28.7) оператора KA(qA,t), що діє в межах динамічної підсистеми 

Ψ^Α, α, ί) = cn (a, t) φ„ (qA). (28.23)
П

Підставляючи (28.23) у (28.22), знайдемо рівняння Шредінгера в 
енергетичному представленні (інша назва - рівняння руху для ам

плітуд cn(a,t)):

(28.24)

Для визначення рівняння руху для рmn(t) знайдемо частинну похідну 

від (28.14):

ФтпЮ
dt Σ ^ α) dt u' ' ' "l ' ’ ' dtm \ у

Із (28.24) можна знайти вирази для відповідних похідних

Щ г1= = 4 ς « * λ ( , μ ) ,

(28.25)

ifi ih '

dt ιΤι “£
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Підставляючи ці похідні в (28.25), знаходимо рівняння руху (рівняння 
Неймана):

^ ^  = ̂ Т ( НткРкп- Ρ Α ) ^ Σ [ Η ρ ] η„ . (28.26)
к.

Його можна привести до більш зручного вигляду, якщо як довільний 

оператор KA(qA,t), який діє в межах динамічної підсистеми та вико

ристовується для визначення власних функцій <pn(qA) (28.7) задіяти 

оператор Гамільтона Н А динамічної підсистеми. У цьому випадку роз

клад (28.23) відповідає переходу у власне представлення оператора 

НА . Для такого представлення матричні елементи оператора НА ма

ють діагональний вигляд

(Н А ) п т = ^ пт , (28.27)

а рівняння руху (28.26) після деяких перетворень

Qf ~]/~Σ {^к^ткРкп + і^тк  + ̂ mfc )Pfcn ~ Р тк^к^пк^кп ~ Ртк і^ к п ^  + ̂ кп } =

= _z^ n _ ^ n Pmn +^ { ( H m l r  +Vmk)Pkn-Pmk(H ^ax +νκη} 

набуває остаточного вигляду

= -Ч™ рга + рЦ , + V pU  . (28.28)

Це рівняння є основою для обчислення ртп у різних системах. Його 

детальний аналіз проведемо далі.

Контрольні запитання

1. Яка система відповідає задачі про рух електрона в полі центральної си
ли (задача про атом водню), чиста чи змішана?

2. Який зміст мають діагональні елементи матриці густини?
3. За якими ознаками можна розрізнити чисту та змішану системи?

Література: [4], § 14; [7], гл.З.

Додаткова література: [І].
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§ 29. Релаксація матриці густини. 

Самоузгоджена система 
для електромагнітного поля та речовини 

в наближенні матриці густини

29.1. Релаксація матричних елементів матриці густини

Для визначення явного вигляду матриці густини необхідно розв'язати 
рівняння (28.28). Спочатку визначимо явний вигляд релаксаційного

члена [Hrelaxp]mfc . Процес релаксації зазвичай не залежить від детермі

нованого нерелаксаційного зовнішнього впливу V , тому для спрощення 

аналізу покладемо V = 0 . Розглянемо вигляд релаксаційного члена окре
мо для діагональних і недіагональних матричних елементів.

29.1.1. Релаксація діагональних матричних елементів. Рівнян

ня руху для діагональних матричних елементів має вигляд

= — [нГЄІахр]пп (29.1)
dt ih

і визначає зміну нормованих імовірностей pnn(t) перебування систе

ми в різних станах динамічної підсистеми (рівноцінна інтерпретація - 
зміна нормованих імовірностей заселення або заселеностей різних 
станів) у результаті дії термостата. Виходячи з такого розуміння 

ρηη(ί), можна провести альтернативний аналіз тієї самої задачі про 

зміну ймовірностей заселення за наявності феноменологічних імовір

ностей релаксаційних переходів и>пк між різними рівнями на основі

кінетичного рівняння

= Σ (pkk(t)wkn -Рпп№пк) ■ (29.2)
ді £Ґп

Імовірності релаксаційних переходів не залежать від часу внаслідок
дуже великої теплоємності термостата та дуже малого часу релаксації

в межах термостата.
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Для стану термодинамічної рівноваги ймовірність заселення будь- 
якого рівня не залежить від часу і характеризується рівноважним роз

поділом Больцмана р°п:

д р °  0  є ^ п / к в Т

dt ~ Рпп = J ^ e~Ek/kBT ■ (29.3)

к

У стані термодинамічної рівноваги рівняння (29.2) набуває вигляду

= Σ  (Ркк^кп - Pnnwnk) = 0. (29.4)
к*п

Це рівняння виконується тоді, коли стан рівноваги виконується між 
кожною парою рівнів

Р кк^кп ~ Pnnwnk = 0 . (29.5)

Звідси знаходимо зв'язок між імовірностями релаксаційних переходів 
у зворотних напрямках

0 Еп~Ек

^ L  = ̂ f-  = e к*т . (29.6)
Wnk Ркк

Введемо час релаксації для кожного конкретного переходу

Г й ,= ·^ ·  (29.7)
wkn

Унаслідок умови (29.5) маємо

ткп = Тпк · (29.8)

Величину Ткп називають повздовжнім часом релаксації. Його зміст 
з'ясуємо далі.

Використовуючи означення (29.7), перепишемо рівняння (29.4) в 
альтернативній форм і

—q1̂  = Σ |̂ (р*к(Ф™ - Ρηη(ί)Ρ̂ )| ■ (29.9)
У тому випадку, коли Тпк не залежить від п і к ,  можна позначити 

Тпк = Ті і переписати (29.9) у вигляді

= ψ\ρ°ηη Σ  Ρ**(ί)-Ρ««(ί)Σ Р*Л = jr{p°nn -Ρηη(ί)} · (29.10)
1 І кФп k*n J 1
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Розв'язок цього рівняння має вигляд

_J_ -JL
PfW(t) = Pnn(0)e Гі + р^(1-е Ті). (29-11)

Із (29.11) видно, що час повздовжньої релаксації визначає-тривалість 
релаксації початкової нерівноважної заселеності конкретного рівня

рпп (0) до рівноважного значення р°п .

Прирівнюючи ліві частини рівнянь (29.1), (29.9) та (29.10), знахо
димо альтернативні вирази для релаксаційного члена, що характери
зує релаксацію діагональних матричних елементів:

р]„„ = £  | ^ - (Рис(Ф °„ -Р„„№&с)|> (29.12, а)

= ̂ { р °„- р „ ,(І)), (29.12, б)

а також вигляд рівнянь для визначення діагональних матричних еле

ментів

= Jrl^P L . + Σ {^ (P ttW P ™  - Р т Д 'ІрЦ  ■ (29.13, а)

^ ^  = J-[VpU + ^ { p™ - p»,<<))· (29.13,6)

29.1.2. Релаксац ія недіагональних матричних елементів. Неді- 

агональні матричні елементи не мають такої наочної інтерпретації, як 
діагональні елементи, які є ймовірностями заселення конкретних ста

нів (конкретних рівнів енергії Еп). їх фізичний зміст полягає в тому, 

що вони визначають усереднений за станом термостата а  статистич

ний зв'язок між амплітудами заселення різних станів cn(t) і cm(t). 

Якщо врахувати, що кожний із цих коефіцієнтів можна представити 

згідно з принципом суперпозиції у вигляді

c„(a,i) = bn(a ,i)e-^(a)t/\ (29.14)

то вираз для матриці густини набуде вигляду

рга(()=<Ь;(о>,()Ьт (а,()в'''Е-'“'-Е" « " *  >„. (29.15)
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Очевидно, що неконтрольований вплив термостата на динамічну під
систему приводить і до неконтрольованої флуктуації положення рів
нів енергії динамічної підсистеми та різниці між цими рівнями

ЕП (а) - Ет (а) = Еп - Ет + ΔЕпт (а). (29.16)

Можуть існувати різні фізичні механізми, які приводять до флук
туації положення рівнів енергії динамічної підсистеми та різниці між 
цими рівнями (29.16). Це може бути, наприклад, вплив флуктуючих 
електричного або магнітного мікрополів, які діють на атом (динамічну 
підсистему) з боку системи оточуючих цей атом інших атомів або 
іонів у газі, плазмі або конденсованому середовищі (з боку термоста
та). При такому впливі відбувається випадковий флуктуючий зсув 
рівнів енергії атома за рахунок ефектів Штарка або Зеємана.

При зростанні часу неконтрольовані флуктуації A£nm(a) ведуть до 

неконтрольованих і необмежених флуктуацій фази

ΔΨ пт (<*, t) = АЕпт (α )ί / й (29.17)

у добутку c£(a,i)cm(a,i) у (29.15). Очевидно, що усереднення функції

(29.15) із зростаючою флуктуацією фази Δφ^(α,ί) призводить до її змен

шення, а  при необмеженому зростанні часу - до повного зникнення ста
тистичного зв'язку між різними станами системи, що відповідає умові

Pmn(t -» °о) -> = 0 , (29.18)

Де Ртп = 0 - рівноважне значення недіагональних елементів матриці 

густини змішаного стану.

У статистичній механіці показано, що релаксаційний член у рів
нянні (28.28) можна записати у вигляді виразу

Ь н ^ р ] тп^ - Р ш М > (29.19)
Ттп

який подібний до (29.12, б), але відрізняється відсутністю рівноваж

ного значення р°п .

Остаточний вигляд рівняння руху для недіагональних матричних 
елементів такий:

+ i| V p ]„  - . (29.20)
ττηη

Розв'язок цього рівняння при V - 0 має вигляд

—i(£)mnt~
Pmn{t) = Pmn{0)e τ™ . (29,21)
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При V ф 0 незалежний розв'язок рівняння (29.20), яке містить як діа
гональні, так і недіагональні матричні елементи неможливий. Вели

чина ттп є поперечним часом релаксації й характеризує швидкість 

зникнення статистичного зв'язку між різними станами динамічної 

підсистеми. У чистому стані = оо.

Терміни повздовжній і поперечний час релаксації вперше виникли 
при дослідженні процесів релаксації у дворівневій системі спінових 
магнітних моментів у твердому тілі, на які накладалось сильне магніт
не поле. У цьому полі магнітні моменти швидко обертались по твірній 
конуса навколо напрямку поля, поступово повертаючись (зменшуючи 
кут при вершині конуса) та орієнтуючись уздовж поля.

Процес зміни сумарного моменту при поступовій орієнтації спіно
вих моментів у напрямку поля відповідав повздовжній (уздовж поля) 
релаксації і характеризувався часом Тх. Зменшення осциляцій попе

речного сумарного магнітного моменту відповідало взаємному дефа- 
зуванню окремих спінових магнітних моментів унаслідок флуктуючої 
дії мікрополів у кристалічній матриці та спаданню величини сумар
ного поперечного магнітного моменту із характерним часом релакса

ції х ^  , причому, як правило, хтп «  7}.

29.2. Система самоузгоджених рівнянь
для матриці густини та електромагнітного поля

Отримані рівняння руху для діагональних (29.13) і недіагональних
(29.20) матричних елементів визначають зміну динамічної підсистеми 

під дією збурення V . Зокрема під час дії на динамічну підсистему 
електромагнітного поля енергія взаємодії цього поля з атомом у ди

польному наближенні визначається виразом V - -dE(r,t). У цьому ви

падку система рівнянь для діагональних і недіагональних матричних 

елементів матриці густини має вигляд

= - f lR - c P * »  -Р»<А»)+ Σ U-(p**M pS» - Р™МР°*)1 . (29.22)
vt l" k k*n I nk J

% * 2  = - i« w w  4 έΣ{^Ρ»„ - p ^ d ta} . (29.23)
u t  In  £  τ τηη

311



Квантова механіка та и використання у прикладній фізиці

Кількість рівнянь цієї системи, які необхідно розв'язати, може бути 
істотно зменшеною, якщо врахувати додаткові умови

Pmn(t) = Pnm(t)> ΣΡηη(ί) = 1- (29.24)
Π

Ця система дозволяє визначити зміну pmn(t) під дією електромагніт

ного поля E(r,t). Водночас зміна матричних елементів pmn(i) приво

дить до того, що в системі атомів виникає вектор поляризації (сумар
ний дипольний момент):

Р ~ па ^ ^  ->— па У . РппАпп > (29.25)
пт

який впливає на поле E(r,t); па - концентрація атомів. Для того, щоб 

врахувати цей вплив, необхідно доповнити систему рівнянь (29.22) і
(29.23), додавши хвильове рівняння, у якому джерелом електромагніт
ного поля є вектор поляризації системи атомів (29.25). Це хвильове 
рівняння можна знайти із системи рівнянь Максвелла. У немагнітно
му середовищі без вільних зарядів рівняння Максвелла мають вигляд

п й 4 it , 1 3 ΰ п 5 1 ЄЯ
V хН  = — j e +--- , VxE ------ ,

с е с dt с dt (29.26)

VD = 0, VH = 0, Ό = εΕ.

Застосувавши операцію визначення ротора [Vx] до другого рівняння

системи (29.26) і підставивши в отримане рівняння

VVE-AE = - - ~  У х Й  
с dt

четверте та друге рівняння системи (29.26), приходимо до хвильового 
рівняння

- ε д2Е  4π dje 4π д2Р 
АЕ— . 29.27)

с2 dt2 с2 dt с2 dt2

При отриманні рівняння (21.27) враховано зв'язок між іустиною 
електричного струму та вектором поляризації середовища

- дР
Je = - ^ ·  (29.28)

Підставляючи в (29.27) співвідношення (29.23), отримаємо рівняння 

. л ε д2Е  4πη„ θ2 χ->
Δ £ - — —_ Σ ρ  nmdnm, (29.29)

t. υι ь ul nm
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яке описує вплив середовища на поле Е . Самоузгоджена система рів
нянь (29.22), (29.23) і (29.29) є повною й дозволяє обчислити взаємно 
узгоджену зміну електромагнітного поля та середовища. Такі рівнян
ня використовуються при розрахунку різних нелінійних і активних 
систем, наприклад лазерних.

Контрольні запитання

1. Які процеси впливають на релаксацію недіагональних елементів мат
риці іустини?

2. Чи може збігатися (а якщо так, то коли) час повздовжньої та поперечної 
релаксації' матриці густини?

3. Як забезпечується самоузгоджений розгляд рівняння для речовини та 
поля в наближенні матриці іустини?

Література: [4], § 14; [7], гл.З.

Додаткова л ітература: [І].
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Розділ XI

РЕЛЯТИВІСТСЬКІ СИСТЕМ И 

ТА Р ІВ Н Я Н Н Я  У КВАНТОВІЙ М ЕХАНІЦ І

§ ЗО. Релятивістські рівняння квантової механіки

30.1. Релятивістські ефекти 
як збурення нерелятивістських систем

Стаціонарне та нестаціонарне рівняння Шредінгера

Н0^па(г) = ΕηΨηα(Γ), а  = {Ітп},

ih^ M . ^ H 04>(r,t), (30.1)
at

р 2
H0 = - f-  + U(r),

2 тпе

які використовувалися при розгляді властивостей атома, отримані на 

основі нерелятивістського оператора Гамільтона Н0. При розгляді ре

лятивістських явищ для позначення маси електрона або іншої частин

ки будемо використовувати позначення тпе (у задачах, пов'язаних з 

релятивістськими перетвореннями, індекс μ традиційно використо

вується для позначення чотиривимірних величин). Цей оператор об
числюється при розкладі виразу для енергії

Релятивістські системи та рівняння у квантовій механіці

---------- —2
ε = J р 2с2 + т 2с4 + еср(г) * т ес2 + + U(r), U(r) = etp(r) (30.2)

2 т е

з точністю до першого порядку за величиною (р / т ес)2 « 1  і при ви

користанні заміни
-2 ~2

Е = е - т ес2 =-£— + U(r)-+ Й0 = ^ —  + U{r). (30.3)
2 т е 2 т е

Для визначення впливу "слабкого" релятивізму, врахуємо наступ
ний член розкладу (30.2). Після використання заміни (30.3) отримаємо

Й  = Т--- ^ Ί Γ 2 +ί/^  = ^ ο + ^  ^  = <30·4)
2 т е 8гПдС 8 τηξο2

Поява додаткового виразу V є виявом релятивістських ефектів. Цей ви
раз залежить від швидкості світла с і зникає при формальному гранич
ному переході с —>оо. Рівняння Шредінгера з оператором Гамільтона (30.4)

(Η0 +1?)Ψ(Ρ) = £Ψ (γ) (30.5)

можна розв'язати методом теорії збурень, вважаючи V оператором 
збурення.

У загальному випадку задача про визначення впливу невеликих за 
обсягом релятивістських ефектів на спектр атомних рівнів відповідає 
виродженому випадку, на якому вже зупинялись. Розглянемо цей вплив

на прикладі атома водню, для якого U(r) = Ze2 / r . Кожному стану енергії

Еп у першому порядку стаціонарної теорії збурень відповідає функція
п-1 і

*п(П = Σ  Σ  ап Л /т М ,< р ), Ψ ^Γ ,θ ,φ ) = Rnl(r)Ylm(e,φ), (30.6)
ї=0 m=-l

яка характеризує суперпозиційний стан.
Коефіцієнти ап1т визначаються, як розв'язок системи рівнянь (17.35):

№п ~ Е + ^Ο0;ϊΐ0θ)αη00 + Σ  Σ  апІтУп00;пІт =
1*0 т^0

^nOljnOli^nOl Σ  а пІтУп01;пІт ~
1*0 т* 1

(■®n +  ^n(n-l)(n-l);n(n-l)(n-l))a n(ra-l)(ra-l) +  Σ  Σ  а пІтУп(п-1)(п-1)-,пІт ~
іфп- 1 т*(п-1)

(30.7)
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а власні значення енергії Е  збуреного рівняння Шредінгера (30.5) за

довольняють умову (17.36):

(En - E  + Vn00;n00) ^η00;η01 ··· π̂00;η(η-1)(η-1)

^n01;n00 ( E n - E  + Vn01;n0l) ... ^n01;n(rc-l)(n-l) q

^n(n-l)(n-l);n00 ^i(n-l)(n-l);n01 ··· {βη ~F + ^ra(n-l)(n-l);n(n-l)(n-l))

(30.8)

Спочатку необхідно визначити всі матричні елементи Vnlm.nVm. з рів

няння (30.8). Виходячи з аксіальної симетрії оператора збурення V

(30.4), знаходимо

оо

Vnim,nVm' = \Kl(rWR nl'(r )r2d r  J Y{m{Q,q>)YVm,{Q,<p)dQ = Vnlm nlm8ir8mm, . (30.9)

0 4π

Звідси випливає, що врахування "слабкого" релятивізму приводить до 

зняття виродження, а спектр відповідних рівнів визначається з рів

няння

η-1 І

П П ( Е Е п~ Kml.nml) = 0 . (ЗО. 10)
1=0 т=-1

Діагональні матричні елементи енергії збурення визначаються за 

допомогою співвідношення

^піт,піт = ~~~ f a  піт P  ^  nlmd  г > (30.11)
8macz J

яке можна спростити, якщо використати заміну

р 2 = 2 т е(Й0 -U(r) ,  (30.12)

яка випливає з (30.1); умову самоспряженості оператора (Н0 -U{r)); 

обставину, що функції є власними функціями незбуреного опе

ратора Гамільтона Й0 (30.1):
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Кіт,піт = К ^ О  -Щг))2* nlmd3r =
2т есг J

=  ~ р г  J V ^ o  - С / ( г ) ) { ( Я 0 -U(r)f¥nlm̂d3r =

2 ^0 *  \^im^o-U(r)){(En -U(r)YVnlm}d3r = 

J{(£„ - t/(r))Tnim}(#; - U[r))^nlmd3r =
nec

-Ц- fanlm(E2 -2EnU(r) + U2(r))4>nlmd3r =n n* J

2 mec

(30.13)

E2 + 2E„Ze2 < - „7m +Z2e4 < -4- >,

2 mec

_ _ _  _< ^jzinut; v ''nim.nZm ~r*J c T nlm,nlm
2mec I r r

Середні значення операторів r-1 i r~~2 у станах з водневими хви
льовими функціями Ψηίίη(Γ,θ,φ) = Rnl{r)Ylm(B,<p) можна знайти в загаль

ному випадку, вони мають вигляд

. 1 . 2  „ 1 z2 й2 /?п 
^  ^ nlm,nlm~ о > ̂  о >̂nlm,nlm~ о Я/, ® ~ 9 ‘ * J

r an гг α^η^(ϊ + 1/2) т еег

Враховуючи ці результати, знаходимо

4п
V„ - Еппіт,піт _ о

2т„с 1 +1/2
< 0 . (30.15)

З урахуванням (30.10) випливає, що наявність "слабкого" релятивізму 
приводить до зняття виродження за орбітальним квантовим числом і

розщепленням кожного стану з енергією Е п у п різних рівнів

4 п
Е = Е„ Еп

п 2 т„с2
З

1 + 1/2

Таким чином, урахування "слабкого" релятивізму приводить до зсу
ву вниз усіх рівнів енергії, які утворились при знятті виродження. 
Очікуваний ефект пов'язаний зі збільшенням ефективної маси елект
рона, що є наслідком теорії відносності.

Аналогічним чином, використовуючи представлення (30.3), можна 
провести узагальнення нестаціонарного рівняння Шредінгера для ви
падку систем, які рухаються з невеликою швидкістю у « с :
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30.2. Релятивістське рівняння Клейна — Гордона — Фока

Рівняння Шредінгера відповідає принципу відносності Галілея й не 
змінює свого вигляду при переході між різними інерційними системами 
координат, які рухаються з різними швидкостями. Воно не є лоренц- 
інваріантним. Узагальнення (30.17) втрачає законність при зростанні 
швидкостей частинок. Хвильове рівняння, яке описує релятивістські 
системи, має бути релятивістсько-інваріантним, тобто час і просторові 
змінні повинні входити до нього з однаковим порядком похідних. При 
побудові такого рівняння за основу треба брати вираз для повної енергії 
частинки, яка вільно рухається з довільним імпульсом р :

ε = -у/р 2с2 + т 2с4 . (30.18)

Якщо врахувати явний вигляд операторів

р  —> р  = -ihV, ε —> ε = ih— , (ЗО. 19)
dt

то алгебраїчне рівняння (30.18) можна перетворити на операторне 
співвідношення

ih-̂ j- = ^ Jm ^ c ^ ^ ^ A  , (30.20)

дія якого на хвильову функцію Ψ(Ρ,ί) приводить до хвильового рів

няння

ih = у]т2с4 -h2c2A4i(r,t) . (30.21)

Це рівняння за розмірністю є лоренц-інваріантним, але оператор у 
формі квадратного кореня в правій частині (30.21) не є лінійним, що 
порушує постулати квантової механіки. Лінійність можна відновити, 
якщо позбутися квадратного кореня. У нерелятивістському випадку 
це можна зробити, розкладаючи корінь у ряд, що забезпечує ліній
ність, але порушує умову релятивістської інваріантності.

Найпростішим методом забезпечення одночасно лоренц-інваріант- 
ності та лінійності є використання квадрата співвідношення (30.18):

ε2 = р 2с2 + т 2с4 , (30.22)

яке можна записати у чотиривимірному вигляді
з

Σ ρ Ϊ =  ~т ес4 ’ (30.23)
μ=0
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якщо ввести 4-вектор імпульсу

ρ μ ={ί-,ρ}. (30.24)
с

Ці співвідношення легко узагальнити

(30.25)

на випадок наявності чотиримірного потенціалу (4-потенціалу)

Αμ = {iAq,A}, Aq = φ , (30.26)

який діє на частинку із зарядом q (для електрона q = -e).

Якщо перейти у формулах (30.22) - (30.26) від конкретних фізич
них величин до операторів

p->p-~ihV, є-»£ = ій — ,
dt (30.27)

A(r, t) -> A{r, t) = A(r, t), φ(Γ) -> φ(Ρ) = φ(Ρ) 

і подіяти отриманим операторним співвідношенням (30.23) на функ

цію Ψ(Ρ,ί), то отримаємо хвильове рівняння

d Ϋ  
їй — ~дц>(г)\ Ψ(Ρ,ί) =

\
ihV + — A(r, t) с2 + т 2с4 Ψ(Ρ,ί), (30.28)

яке називають нестаціонарним рівнянням Клейна - Гордона - Фока. 
У стаціонарному випадку, до якого можна перейти, поклавши

-fit
Ψ(Ρ,ί) = Ψ(Ρ)β й , A(r,t) = A(r), 

отримуємо стаціонарне рівняння Клейна - Гордона - Фока

(ε-ςφ(Ρ))2 Ψ(Ρ,ί)
f л2 
ihV + ̂ -A(r,t) 

с  J
с2 + т 2с4 Ψ(Ρ,ί). (30.29)

У вільному просторі (при A(r,t) = 0, φ(Ρ) = 0) рівняння (30.28) набу

ває вигляду

АУ(г,і) + ± ? - ^ й  = k2x¥{r,t), kc = ^  . (30.30)
с“ dt^ ~ - h

У рівнянні (30.30) кс - комптонівське хвильове число, якому відпові

дає камптонівська довжина хвилі λ0 = 1 /k c . Це рівняння описує віль

ний рух частинок без урахування їх спіну (напр., рух π -мезонів, які є 
переносниками ядерної взаємодії). При формальному граничному пе-
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реході т е -»· 0 рівняння (30.30) переходить у звичайне хвильове рів

няння для фотонів.
Із (30.30) можна отримати рівняння неперервності. Для цього спо

чатку помножимо всі його члени на функцію Ψ*(Ρ,ί), а потім візьмемо 

рівняння, комплексно спряжене до (30.30), і помножимо його на 

Ψ(Γ,ί). Отримаємо два рівняння Після цього від першого рівняння 

віднімемо друге й отримаємо співвідношення

ψ * δ _ Ψ 0 Ψ  ψ = 0 2ψ *Δψ _ ε2(Δψ*)ψ, (30.31)
d t 2 e t 2

яке легко перетворити на тотожний вигляд 

ґ * δΨ δΨ*Л ψ w 1 _ ψд_

d t d t  d t у
+ с ν(ψνψ  - Ψ νψ) = 0 . (30.32)

Якщо це рівняння помножити на величину ih/2mec2 , то отримаємо 

рівняння неперервності

Ф к г ф

dt
■ + Vj = 0,

ih

PKro = w

f * δΨ δΨ*4ψ _ vp.
η pj

(ψνψ* -ψ*νψ)

(30.33)

2 me

зі стандартним виразом для густини струму ймовірності j  . Специфі

ка цього рівняння полягає в тому, що густина ймовірності рКГФ, яка у 

випадку нестаціонарного нерелятивістського рівняння Шредінгера є 
додатною величиною й має вигляд

Ршред -І Ψ(Γ,ί) |2> 0 , (30.34)

у випадку рівняння Клейна - Гордона - Фока може бути як додатною, 
так і від'ємною величиною. Це - істотний недолік даного рівняння.

Причина невизначеності зі знаком густини ймовірності пов'язана з 
тим, що в релятивістській фізиці при швидкій зміні хвильової функції 
(а це відповідає великому знакозмінному значенню похідних за часом 

у виразі для Ркгф ) може існувати випадок, що веде до народження час

тинок. Цей ефект безпосередньо випливає зі співвідношення невизна
ченості для середньоквадратичних значень флуктуацій енергії та часу 
для некорельованих станів АЕ > h/2A t. При зміні хвильової функції за

час, менший від At < h/2mec2, середньоквадратична флуктуація енер

гії перевищує порогове значення АЕпор = 2т ес2, достатнє для наро-
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дження пари частинка - античастинка. Оскільки кожне з рівнянь 
Клейна - Гордона - Фока описує об'єкти тільки одного типу (напр. час
тинки), то поява додаткових частинок у результаті процесу народжен
ня пари (або їх зникнення в результаті анігіляції з античастинкою) 

приводить до формального парадоксу відносно зміни знака рКГФ. Си

туація була б зовсім іншою і парадокс був би відсутній, якби це рів
няння враховувало всі можливі типи пов'язаних між собою частинок і 
античастинок. У цьому разі їх арифметична сума з урахуванням знака 
була б постійною. Це відбувається тільки у випадку рівняння з багато
компонентною хвильовою функцією - рівняння Дірака, яке розглянемо 
далі.

Із рівняння Клейна - Гордона - Фока у випадку малої різниці 
між повною енергією частинки та енергією спокою

(І ε - тпес2 І/ т ес2 =| Е  | / т ес2 с і )  і за умови слабкого потенціалу

І е(р І / т ес2 «  1 випливає рівняння Шредінгера. Для цього представи

мо хвильову функцію у вигляді

. т єс2-і—-—t
Ψ(Γ,ί) = Ψ(Γ,ί)β й 

і підставимо її в рівняння (30.28), у якому покладено A(r,t) = 0

(30.35)

-tf ■ 2ihqq>{r + (<2φ(Ρ))2 + Г?сгА - т гес * j> Ψ(γ , ί) =ь2„2,

d t *

= < 2ihmec
2_δ 

dt

ih

2 mec‘ dt
Ψ + h2c2AW

r

2mec <?(p(r) 1-
ih

2mec2 dt 2mec2
Ψ e 0.

(30.36)

Якщо розділити кожний член отриманого рівняння на 2т ес , то отри

маємо нестаціонарне рівняння, яке подібне до рівняння Шредінгера

« і.
d t

ih δ] h2
f

ih d Ί
1----- 2 ψ = ---- ΔΨ + q<p(r) 1- T

^ 2 т ес dt / 2 me 4 2 mec2

Ш ?i f  φ  

2 т ас2

Вирази, які стоять у круглих дужках і містять похідну за часом, при 

малій додатковій (порівняно з 2т ес2) енергії є малими

ih Е
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і ними можна знехтувати. Отримане рівняння

Δ + дФ(г)~— -~Г 0̂ [ψ (30.37)
2тес J

у випадку слабкого потенціалу (при | qcp(r) |«: 2т ес2) повністю збігаєть

ся з нестаціонарним рівнянням Шредінгера.

Якщо ж  потенціал дуже сильний (напр. | q<p(r) |> 2тес2), ситуація іс

тотно змінюється. Додатковий член -(g(p(r))2 /2 т ес2 у виразі для потен

ціальної енергії завжди від'ємний і відповідає додатковому притяган
ню незалежно від знака заряду частинки. У цьому випадку існує таке 
нетривіальне явище, як притягання на малій відстані (для випадку

кулонівської взаємодії зарядів - на відстані r <| qvq2 \ / т ес2) зарядів

однакового знака. Для зарядів різного знака на малій відстані притя
гання стає більш сильним. В обох випадках на дуже малій відстані

притягання зарядів відповідає закону УГ[ритяг ~(-1/г2).

Явище нелінійного притягання пов'язане з тим, що в сильному по
тенціалі народжуються електрон-позитронні пари, які перерозподіля
ються в просторі таким чином, що екранують сили відштовхування й 
підсилюють сили притягання. Такий самий доданок виникає й у ста
ціонарному рівнянні Шредінгера:

| - ^ Δ  + ςφ (Γ )- Μ ^1 ψ (Γ ) = £;ψ(Γ), (30.38)
[ 2т е 2тес J

якщо його отримати за допомогою підстановки

-і—t
Ψ(Γ,ί) = Ψ(Γ)β п , ε = т ес2 + Ε, \ Ε  |«: т ес2 (30.39)

із рівняння (30.29).

Якщо частинка рухається з дуже великим імпульсом ρ ζ »  т ес і

має велику повну енергію, її рух у слабкому потенціалі визначається
за допомогою підстановки

et-pzz)

Ψ(Γ,ί) = Ψ(Γ±)β h , (30.40)

ε = >/ Р іс 2 + т ес2 + Ε = γ т ес2 + Ε, \E\<zymec2,

де
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γ = ε / т єс =■ » 1

φ .4 v / c f

є лоренц-фактором для рухомої частинки.

Із рівняння (30.28) при A(r,t) = 0 отримуємо рівняння

(30.41)

2 ут(
■Δχ +q<p(r)~

( q m r

2 irne&
Ψ(ΡΧ) = £Ψ ( rx), (30.42)

яке подібне до стаціонарного рівняння Шредінгера. У ньому також є 
доданок з нелінійним потенціалом, але його величина в γ » 1  разів

менша, ніж у нерелятивістському випадку. Якщо | q<p(r) |<к 2утес , то 

рівняння набуває вигляду

Г
----Δχ +ςφ(Ρ) Ψ(γχ) = £Ψ (γχ),
2 уте )

(30.43)

звичайного стаціонарного рівняння Шредінгера в лабораторній сис
темі координат для частинки з релятивістською масою уте . Якщо йо

го помножити на γ , то отримаємо рівняння для частинки з нереляти- 

вістською масою, яка рухається в зміненому потенціальному полі

Г

2т,
-A±+yqq>(r) Ψ(Γ±) = γΕΨ(Γχ). (30.44)

Це рівняння буде відповідати супутній системі координат, яка руха
ється разом із частинкою відносно поля. У такій системі, як відомо, 
відбувається релятивістське перетворення потенціалу, тобто збіль
шення поперечного до руху частинки потенціалу в у разів.

Контрольні запитання

1. Чи впливають релятивістські поправки до рівняння Паулі на спінові 
характеристики атома?

2. Які типи частинок описує рівняння Клейна - Гордона - Фока?
3. Яким чином рівняння Клейна - Гордона Фока можна перетворити на 

рівняння Шредінгера з релятивістською масою?
4. Які основні недоліки має рівняння Клейна - Гордона - Фока?

Література: [2], § 59; [6], § 3.

Додаткова л ітература: [IV].
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§ 31. Рівняння Дірака

31.1. Стаціонарне та нестаціонарне рівняння Дірака

Рівняння Клейна - Гордона - Фока успішно застосовується при роз
гляді багатьох задач, пов'язаних з рухом частинок високої енергії, якщо 
в цих задачах роль спіну є неістотною. Водночас область його викорис
тання є обмеженою, оскільки це рівняння не враховує ні спіну части
нок, ні народження та взаємоперетворення частинок. Це рівняння, хоча 
й є релятивістським, але воно не задовольняє всі необхідні умови.

Перелічимо умови, яким має задовольняти коректне рівняння, що 
може адекватно описати рух частинок з довільною (у т. ч., дуже вели
кою) енергією. Р івняння м ає бути:

а) лоренц-інваріантним (для цього воно має бути одного порядку за 
просторовими та часовими змінними);

б) лінійним (щоб задовольняти принцип суперпозиції);
в) першого порядку відносно похідної д/dt (для того, щоб задово

льнити основний постулат квантової механіки, згідно з яким поведін
ка функції зі зміною часу визначається тільки величиною самої функ
ції в конкретний момент часу (це аналог початкової умови), що немож
ливо, коли вона залежатиме від похідної другого порядку);

г) таким, щоб його розв'язки відповідали додатній густині ймо
вірності.

При побудові рівняння, яке задовольняло б усі вищенаведені умови, 
за основу, як і у випадку рівняння Клейна - Гордона - Фока, треба бра
ти вираз для операторного вигляду повної енергії рухомої частинки

E = cyjp2 + m2c2 . (31.1)

Якщо врахувати явний вигляд операторів

p - > p  = -iW , ε —> ε = г/г — , (31.2)
dt

які входять до складу рівності, то виникає проблема лінеаризації ви
разу, що містить оператор імпульсу.

Метод Клейна - Гордона - Фока (лінеаризація за допомогою підве
дення до квадрата) задовольняє умови а) та б) і приводить до рівнян
ня другого порядку відносно часової змінної, що суперечить умовам
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в) і г). Рівняння Шредінгера відповідає умовам а), б) і в), але супере
чить умові а).

П. Д ірак у 1928 р. запропонував метод лінеаризації співвідно
шення (31.1), який відповідає всім умовам: а) - г). Якщо тимчасово 
(для спрощення обчислення) ввести вектор із чотирьох компонент 
(це не 4-імпульс!)

ρ μ ={™-β€>ρ} ’ (31.3)

то підкореневий вираз у (31.1) можна записати в компактному вигляді

р2 + т 2с2 = Σ  Р? · (31·4)
μ=0

Підставимо це співвідношення в (31.1) і знайдемо оператори αμ , за

допомогою яких можна здійснити операцію лінеаризації квадратно
го кореня

J~3 з

Σ Ά  = ° Σ  αμΡβ = а 0т е°2 + άΡ° · (31 -5)

μ=0 μ=0

Для визначення αμ підведемо (31.5) до квадрата, враховуючи, що

коректною формою при побудові виразу для добутку невизначених за 
порядком розташування операторів є півсума їх перестановок:

ε2 = с2 І  р 2 = с2± І  V W V  = с2 Σ  Σ  αμ<ν; αμ,αμΡμΡμ· · (31-6)
μ=0 μ=0μ'=0 μ=0μ'=0

Порівняння початку та кінця цього співвідношення приводить до 
умов, яким мають задовольняти невідомі оператори

®·μ®·μ' ®·μ'®μ — 2^μμ'’ ^μμ' —  ̂’ (31-7)

Враховуючи, що індекс μ набуває чотирьох значень, яким відпові

дають чотири різних фізичних величини (три компоненти імпульсу р  

і комптонівський імпульс ttiqc), очевидно, що в загальному випадку 

кожну з компонент оператора ά μ можна представити у вигляді мат

риці з розмірністю 4x4 :

S = { (% )nm}; п ,т  - 1,2,3,4. (31.8)

Підставляючи ці матриці у співвідношення (31.7) і прирівнюючи від
повідні компоненти матриць, отримуємо

325



Квантова механіка та її використання у прикладній фізиці

аз

'0 0 0 г

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0,

0 0 1 0

0 0 0 -1

1 0 0 0

0 -1 0 0

0

\σχ 0
аг = а у =

0 0 0 -ζΛ

0 0 і 0 ' 0 V

0 -і 0 0
л

0 J
і 0 0 0 ,

(31.9)

ί 1 0 0 0 >

' 0 σζ " 0 1 0 0 Ί 0 ї
, αο = β = =

А  ° / 0 0 -1 0 ,0

,0 0 0 -к

В останньому виразі позначення матриці ао замінено на β. До складу

отриманих матриць Д ірака β входять матриці Паулі σζ та одинична

матриця ї  . Вони є самоспряженими та унітарними

ό £ = α μ . (31.10)

Якщо подіяти операторним рівнянням (31.5) на хвильову функцію 

Ψ(γ , t) , то отримаємо рівняння Д ірака для вільного руху частинки

ΗΨ(Γ,ί) = (βτη6ο2 + οα£)Ψ(Ρ,ί) = εΨ(Γ,ί). (31.11)

У цьому операторному рівнянні хвильова функція є чотирикомпонент- 
ною матрицею-стовбчиком (біспінором)

Ψ2(Μ)

Ψ3(Γ,ί)

Ψ4(Γ,ί);

де кожна з компонент Ψη(Ρ,ί) описує певний стан частинки.

За наявності відповідних потенціалів і заряду частинки q прове

демо узагальнення (31.11) й отримаємо стаціонарне рівняння Д ірака

(31.12)

са ' р  - З- A j  + β тпес2 + V(r) j  Ψ(Ρ, ί) = ε Ψ(Ρ, ί),

використовуючи стандартну заміну

р - ^ р - —А, ε-»ε-<2<ρ(Ρ) = ε-ν(Ρ),
с

де V(r) = q<p(r) - потенціальна енергія частинки.

(31.13)

(31.14)
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Використовуючи заміну (31.2), рівняння (31.13) можна записати у 

форм і нестаціонарного рівняння Дірака

са
dt

ihV +—A j + V(r) + ̂ mec2 [■ Ψ(Ρ,ί). (31.15)

Ці самі рівняння можна записати у більш конкретному вигляді, якщо 
розділити чотирикомпонентну функцію (31.12) на дві двокомпонентні

Ψ(Γ,ί) =
ґ9(г,Ф

; <рМ) =
ґхр, \

νψ 2 У
(31.16)

які називаються спінорами. Підставляючи їх, а  також матриці Д ірака 
(31.9), виражені через матриці Паулі, у рівняння (31.13), отримуємо 
модифікований запис стаціонарного рівняння Д ірака

(31.17)

Це чотирикомпонентне операторне рівняння можна перетворити на 

два рівняння для спінорів φ(Ρ) і χ(Ρ):

' 0  Г Г -  9  з і 7 < 0 А ' # Т = { s - V ( r ) }
'ф (г)"

р -  — А + тес  [·
, σ  0 у 1 С ) ,0 - І ) J д (р 1

са ( р~  — А X(r) = (f У(г))ц>(г);

(31.18)
V С )

cd^p-~Aj(p(f) = (г + т ес2 -V(r))x(r).

Аналогічно можна перетворити нестаціонарне рівняння Дірака (31.15):

са

са

р  - ̂  а ]  χ(Ρ, ί) = f ih -Ц- - тпєс2 - V(f )Ί φ(Ρ, t);
c ) у dt ;

P - * A
c j

(31.19)

<p(P,t) = | ih— + mec*-V(r) χ(Γ,ί).
Ut j

31.2. Рівняння неперервності
та вектор густини струму для частинок Дірака

На основі нестаціонарного рівняння Д ірака (31.15) можна побуду
вати рівняння неперервності та отримати відповідні вирази для гус
тини ймовірності та вектора струму ймовірності. Для цього запишемо
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рівняння (31.15) для функції Ψ(Ρ,ί) (31.12) і спряжене рівняння для 

спряженої функції

Ψ+(Ρ,ί) = Ψ*(Γ,ί) Ψ^Ρ,ί) Ψ^Ρ,ί) 4>\(г,і), (31.20)

попередньо помноживши функцію Ψ+(Γ,ί) (31.20) на кожний член 

першого рівняння і відповідно кожний член другого рівняння на 
функцію Ψ(Ρ,ί) (31.12):

<3Ψ
ζ7?Ψ+ —  = -ι7ϊοΨ+«νψ  - ςΑΨ+άΨ + ςφ(Ρ)Ψ+Ψ + Γηβο2Ψ+βΨ, 

5Ψ+
~ίΑ~θΓΨ = ΐΛ°(νψ+)δ+ψ “ ̂ ΑΨ+α+Ψ + ςφ^Ψ+Ψ + πιεο2Ψ+β+Ψ.

(31.21)

При отриманні другого рівняння для Ψ+(Ρ,ί) у (31.21) використано рів

ність (АВ)+ = В +А+, яка справедлива для добутку матриць ά,β, Ψ, νψ  .

Віднімаючи друге рівняння від першого і враховуючи самоспряже- 

ність матриць Д ірака ά+ = α, β+ = β , отримуємо рівняння неперервності

-Ψ+Ψ + ν(οΨ+άΨ) = 0 , (31.22)

(31.23)

(31.24)

д ч,+,
dt

з якого знаходимо вирази для густини ймовірності
4

|2
ρ = ψ +ψ  = Σ ιψ „ Iі

і густини струму ймовірності
п=1

4

т,п=1

Наприклад, вираз для j x має вигляд

л  = οψ+αι ψ = с σ  ψ ή K L ,  =
т,п=1

= ψ 2 ψ 3 Ψ4

ґ0 0 0 1' ,'ψ Γ

0 0 1 0 ψ 2
0 1 0 0

0 0 0>

= с ( т > 4 +ψ ; ψ 3 +ψ ^ψ 2 +ψ ;ψ χ).

Отриманий вираз (31.24) для густини ймовірності (31.23) є додат
ною величиною й представляє собою суму іустин імовірностей для
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чотирьох можливих станів, які характеризуються відповідними 

функціями Ψη(Ρ,ί).

Якщо порівняти вираз (31.24) для j  з аналогічним виразом для гу

стини струму ймовірності (12.17), отриманим на основі рівняння Пау- 
лі, то побачимо, що формально вираз (31.24), на відміну від (12.17), не 

залежить від A(r,t) і спіну частинки. Насправді така залежність існує, 

вона виявляється опосередковано у вигляді залежності функцій 

Ψη(Γ,ί) від цих величин.

31.3. Нерелятивістське наближення 
рівняння Дірака. Спін

Отримаємо нерелятивістське наближення для рівняння Д ірака, за
писаного в біспінорній форм і (31.18):

,2са

са

с У
\

ε - т ес

Р-± А  
с

у (г))ф(г);

ср(г) = (є + т ес2 - У(г))х(г).

(31.25)

Дослідимо цю систему рівнянь для нерелятивістського руху у випадку 

малої потенціальної енергії

Е = т ес2 +Е, \Е\<̂ тес2, | V(r) |«: т ес2 , (31.26)

тоді система набуває вигляду

са

са

' р-^-А  
с у

\
р - —А 

с у

χ(Γ) = (Ε-ν(Γ))φ(Γ);

<ї>(г) = (Е + 2тес2 -V(f))X(f).

(31.27)

Спочатку проведемо якісний аналіз цієї системи при А-  0 . Із другого 

рівняння системи маємо співвідношення

2 т ес 2с

з якого можна отримати оцінку для відношення двох спінорів

I X(r) \~ ^  І φ(Γ) І, І %(г) |«| φ(Ρ) І,
2с
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згідно з яким у нерелятивістському випадку V <ε с спінор %(г) значно 

менший від <р(г).

Проведено детальний аналіз системи (31.27). Для цього виключи
мо функцію χ(Ρ) з першого рівняння системи (31.7), підставляючи в 

нього вираз

%(г) =
2щ)с2 (і + (Е - V(r))/2m0c2)

σ| р-З-А  φ(Γ):
с )

2 ttiqC
1 д\р-3-А

с у

(31.30)

ф(г),

отриманий з другого рівняння системи. Після такої підстановки 
отримуємо рівняння

1 z f s q ~ q
р --Α σ р--±А ф(г) + У(г)ф(г) = £ф(г).

с  У V с
(31.31)

2 т е V

Для спрощення використаємо співвідношення між матрицями Паулі 
та довільними векторами

(σΒ)(σ5) = BD + ід[В х D], (31.32)

яке легко довести прямим обчисленням.

Якщо покласти В = D = р --А, то з (31.32) отримуємо

*1 р - с Л;
Ф(Г) = | ^- ІД |  φ(Ρ) + іст р - « А

с
х| р - * А

с у
Ф(г).

Вираз у квадратних дужках є векторним добутком операторів, він від

мінний від нуля внаслідок некомутативності операторів р  та А(г):

р-У-А
С у

р - —А 
с )

Ф(г) =

= ІР* PM?) -~[Ах р]ф(г) - 3.[р х Л]ф(г) + -2-[Л х Л]ф(г) -
С С с

= -—[А X р]ф(р) + ih—[(Vcp(r)) хА] + ihi([V  X А])ф(г) = 
с с с

= [А X р]ф(г) - ih—[A X (Уф(г))] + їй—([V X А])ф(г) =
с о о

= -—[Ахр]ф(г) +—[Лх р]ф(г) + ій—([V X л])ф(г) - їй—Яф(г). 
с с е  с

(31.33)
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Остаточно знаходимо

;σ| р-З-А р-З-А
с У

З Їей . (31.34)

Останній доданок у співвідношеннях (31.33) і (31.34) отримано з ви

користанням формули Й  - [V х А].

Підставляючи (31.34) у (31.31), отримуємо рівняння

р - ^ А
с

2 т 0
.ф(г) - ЧІ1оН-.у (г) + ^(г )ф (г) = Е ф (г ) ,

2 т 0с
(31.35, а)

УЄ —

яке повністю збігається з рівнянням Паулі (12.4) для електрона

ч2
- Є р+ - А  -- 

с J ehaH
----- — +---- + V(r)

2 т е 2 т ес
= Е

νψ 2;
(31.35, б)

якщо покласти q = -e. Другий член у цьому рівнянні відповідає опе

ратору енергії взаємодії

(31.36)AWS S =-(MSH)

магнітного поля Н  з власним магнітним моментом

Ms =-
eh

2т0с
-σ. (31.37)

Якщо використати вираз для гіромагнітного співвідношення 

д = -(є / т ес ), то з (31.37) отримуємо вираз для оператора власного ме

ханічного моменту (спіну)

S = - M s = - δ .
Q 2

(31.38)

Ці вирази повністю збігаються з аналогічними виразами для операто
рів спіну (11.16) і власного магнітного моменту (11.24), які були вве
дені як феноменологічні величини на основі аналізу експериментів.

Таким чином, рівняння Д ірака, яке було побудоване на основі за
гальних вимог (лоренц-інваріантість, лінійність, невід'ємність густини 
ймовірності та вимога причинності хвильової функції, яка забезпечу
ється тим, що рівняння еволюції має бути першого порядку відносно
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похідної за часом) автоматично привело до поняття спіну та власного 
магнітного моменту. При цьому дві компоненти верхнього біспінора

<р(г) =
Ψ2 )

відповідають двом можливим орієнтаціям спіну нерелятивістського 
електрона.

Додатковий аналіз показує, що дві компоненти нижнього спінора

Х(г) =

ґψ N 

^ 4  У

у випадку ε < 0, ε = -тес2 + Е  характеризують дві орієнтації нереляти- 

вістської античастинки (позитрона). У релятивістському випадку (при 

Р ~ т ес ) обидва спінори відмінні від нуля як для частинок, так і для 

античастинок. У надрелятивістському випадку (при р  »  т ес ) ці спі

нори можуть мати приблизно однакову величину.
Проведений аналіз системи рівнянь (31.27) можна зробити більш точ

ним, якщо врахувати додатковий і малий за величиною вираз

{E~V(r))/2m0c2 , який розташований у знаменнику формули (31.30). Піс

ля деяких перетворень можна отримати уточнений вигляд нерелятивіст
ського наближення рівняння Д ірака (аналога рівняння Паулі) (31.35, б):

\ 2

2т.

= є ~ ehdH
Р  + —А  +V’(r) + - ---  -------- _

с ) 2 т ес 8 т 2с 4 т 2с2
d(VV(r)P) +

+
8 т 2с2

'Δν(Ρ) Ψΐ Ψι= Е
ψ 2 Ψ2

(31.39)

Фізичний зміст додаткових складових такий. Доданок, пропорційний
-4 .
Р  » визначає вплив релятивістської змши маси рухомого електрона і 

був розглянутий у (30.4) при визначенні впливу "слабкого" релятивізму 
як збурення. Доданок, який визначається наступним членом і залежить 

від 5(W (r)p), можна представити в еквівалентній формі (13.7):

h
-d(VV(r)ji)

1

ц2с2г dr
d v m =

Ze“

ц2с2г3
LS.

4 m2c2

Він визначає спін-орбітальний зв'язок між власним магнітним момен
том електрона та магнітним полем, яке утворюється в системі спокою 
рухомого електрона за рахунок релятивістського перетворення куло-
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нівського поля ядра. Останній доданок пропорційний величині Δ V(r), 

яка в кулонівському потенціалі ядра визначається з рівняння Пуассо- 

на й має вигляд
7  2

A V(r) = Δ(-— ) = 4jtZe25(r). (31.40)
r

Цей доданок, відмінний від нуля тільки в області атомного ядра, від
повідає за так звану контактну взаємодію й має вигляд

й2 тсй 27 р 2
- Л ^ АУ{г) = ̂ р Т Цг). (31.41)
8 т 2с 2 т 2с

Відповідна йому додаткова енергія

, 3 1 ' 4 2 )

відмінна від нуля тільки для s -станів електрона, для яких Ψ(0) ^ 0. 

Виходячи із цього, можна розуміти цю взаємодію, як спін- 

орбітальний зв'язок для s -станів.
Рівняння Д ірака не є специфічним для електрона (позитрона). Воно 

справедливе для всіх елементарних частинок зі спіном S = Й /2 . Зокрема

при т е = 0,<2 = 0 воно описує нейтрино та антинейтрино. Водночас рів

няння Дірака описує властивості нейтрона та протона з похибками. Це 
пов'язано із самою природою цих частинок, які насправді не є елемен
тарними, а містять у собі періодичне випромінювання та поглинання 
віртуальних π -мезонів із синхронізованою зміною сумарного (власного, 
викликаного орбітальним рухом π -мезонів) магнітного моменту, тому їх 

треба розглядати з використанням теорії сильної взаємодії.
Слід зауважити, що в нерелятивістській теорії вважається, що спін і 

власний магнітний момент є сталими величинами, які є такими ж  не
від'ємними характеристиками частинки, як її заряд. У релятивістській 
теорії це не так. При зростанні енергії частинки її магнітний момент у 
лабораторній системі зменшується обернено пропорційно лоренц- 
фактору, а  спін залишається незмінним. Формально це випливає з ви
гляду виразу для гіромагнітного співвідношення, яке при збільшенні 

енергії частинки змінюється g = -(є / т ес) —> -{є / утєс ) , що веде до не

обмеженого зменшення оператора власного механічного моменту

- eh
Mo = gS = -----

2 утес

Строгий розрахунок приводить до того самого висновку.

->0.
γ—ЮО
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Контрольні запитання

1. Який зміст біспінорів і спінорів?
2. У якому наближенні з рівняння Дірака можна знайти власний магніт

ний момент частинки?
3. Як у рівняння Дірака для вільного простору можна вводити векторний і 

скалярний потенціали?

Література: [2], § 61-63.

Додаткова л ітература: [IV].

§ 32. Рух частинки Дірака 

у вільному просторі та в полі ядра

32.1. Вільний рух частинки Дірака

Рівняння Д ірака для вільного простору (31.11) у покомпонентній 
формі знаходимо при підстановці явного вигляду матриць Д ірака 
(31.9) і хвильової функції (31.12), воно матиме такий вигляд:

(ε - thqC2 )Ψ: = с(рх - іру )ψ4 + φ ζψ 3,

(ε - m0c2)'¥2 = c(px + ιρ )ψ3 - ςρζΨ4,

1 / 2 (3 2 Л ) (ε + ШдС )Ψ3 = с(рх - іρν)ψ2 + ф гч 1г

(ε + τη0ο2)Ψ4 = с(рх + ιρν)Ψ! - ςρζΨ2.

Оскільки оператор імпульсу ρ  комутує з оператором Гамільтона

Η  = φτηΌο -f cap), то розв'язок цього рівняння у випадку релятивіст

ського руху частинки в напрямку е2 можна шукати у вигляді станів з 

певним імпульсом

,ρ ζ
1

(2 n h f ' 2
ип(р)е P  = ezP · (32.2)
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Після підстановки цього розв'язку в систему (31.43) знаходимо два 
подвійно вироджених розв'язки для енергії частинки

ε = ±-y/̂ 2? + m 2c^ = ±Єр . (32.3)

Один із них визначає енергію позитрона, а другий - електрона. Виро
дження пов'язано з тим, що під час вільного руху енергія не залежить
від орієнтації спіну. Якщо підставити значення енергії в систему (31.1) і
використати співвідношення (31.18), які для вільного руху мають вигляд

с5рх(г) = (ε - т ес2 ) (р(г),

о (32-4)
сарср(г) = (ε + т ес )х(г),

то після деяких перетворень отримуємо вирази для хвильових функцій 
у чотирьох можливих випадках відносно комбінацій енергії частинки 
(32.3) і напрямку орієнтації її спіну відносно осі квантування οζ :

u(e = ep ,Sz = Н/2)

1

0

ср
т ес + ε

0

1+ т е°

Іε І

о

f |ε|

0

(32.5, α)

 ̂ т„с2 + ε
u(s = sp ,Sz = -h/2) = J-—-

0

1

0

-cp

v mec +ε J

u(e — —£p,Sz = h/2)
mec -f ε

2ε

1

0

cp

mec + ε

0

0

l + m eC

Iε I

o

l_ m ec

Iε I

i. mec

I 8 I

0

l + m e°

Iε I

o

(32.5, 6)

(32.5, e)
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u(e = ~8p ,Sz = - h / 2 ) ^ l ^ ^ e
2ε

0

1

0

-ср

0

ь т ес

о

1 + 2 *

(32.5, г)

-  і£| >
Для нерухомих частинок ці самі хвильові функції набувають такого 
вигляду:

іф  = 8g,Sz = П/2) -■

u(8 = -8=,S2 = й/2) =

ίΓ
0

0

А

0

1 :

,oJ

u[e = ep ,Sz = —й/2) =

u(e = -ep ,Sz = -h/2) =

Ґ0'

1

0

,0 ,

о

о

, l j
Видно, що дві перші функції відповідають двом станам електрона, а дві 
інші - позитрона. Із цих співвідношень видно, що стан частинки при 
конкретній орієнтації спіну являє собою суперпозицію станів з додат
ною та від’ємною енергіями. Ці стани, якщо виходити із формули (32.3),

розділені енергетичним інтервалом шириною Δε = 2т єс2 (рис. 32.1).

Рис. 32.1. Спектр електронних станів з додатною та від'ємною енергією

Наявність станів з від'ємною енергією викликає багато заперечень. 
Головне з них полягає в тому, що будь-який електрон буде переходити 
між дозволеними рівнями, опускаючись все нижче і випромінюючи
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необмежену кількість квантів електромагнітного поля. Для того, щоб 
відкинути таку нереальну можливість, П. Д ірак запропонував вважа
ти, що всі стани з від'ємною енергією заповнені електронами й утво
рюють так зване море Д ірака (рис. 32.1), тобто переходи вниз є забо
роненими. Заряд цих електронів нейтралізований розподіленим сто
роннім додатним зарядом. Питання про природу цього компенсуючо
го заряду Д ірак не розглядав.

Під час дії на систему зовнішнього збурення (напр., електромагніт

ного поля з енергією Е > 2т ес2) відбувається перехід електрона із за

повнених станів на один з вільних. Поява вільного електрона супрово
джується появою незаповненого стану в області від'ємних енергій. 
Оскільки всі стани в цій області нейтралізовані за зарядом, то поява 
незаповненого стану (фактично - дірки) приводить до появи ефектив
ного об'єкту з позитивним зарядом. Цей об'єкт є позитроном. Обидва 
утворених об'єкти можуть рухатись (у т. ч., у протилежних напрямках 
під дією електричного поля). При їх зустрічі можливий зворотний пере
хід електрона на вільний стан дірки, що буде сприйматися, як анігіля
ція електрон-позитронної пари з випромінюванням γ -квантів (із зако

ну збереження імпульсу випливає, що квантів має бути, як мінімум, 
два). Після появи початкової моделі Дірака були запропоновані й інші 
моделі станів з від'ємною енергією. Серед них є дуже екзотичні. Зокре
ма, виходячи з вигляду залежної від часу частини стаціонарної хвильо
вої функції Ψη ~ exp(~i&nt/h ), одна з моделей описує позитрон (тобто час

тинку з енергією εη < 0), як електрон з енергією εη > 0 , який рухається 

у зворотному напрямку відносно часової осі, тобто з майбутнього в ми
нуле. Доведено, що позитрон є абсолютно реальною частинкою (точніше 
античастинкою), яка сама по собі є стабільною, а  її наявність необхідна 
для так званої слабкої взаємодії в ядерних перетвореннях.

Із формул (31.47) випливає, що співвідношення між електронним і 
позитронним станами частинки залежить від її енергії - за малої енер
гії реалізується тільки електронний (або тільки позитронний) стан, а 
за великої, їх амплітуди стають однаковими.

32.2. Рух діраківського електрона в полі ядра

Рівняння Шредінгера, яке використовувалось для обчислення спек
тра рівнів енергії в різних атомах, є нерелятивістським. Для легких 
ядер, коли середньоквадратична швидкість електрона відносно мала

337



Квантова механіка та її використання у прикладній фізиці

V< унерел > = ^ефЄ2 /й * 2,4Ζεφ108 см /с «  с , (32.6)

такий опис є коректним. У цій формулі Ζεφ - ефективний заряд ек

ранованого ядра (для водневоподібного атома Ζεφ = Ζ).

Однак для ядер з Ζ > 50-100 швидкість електронів стає близькою 
до швидкості світла, тому для обчислення спектра рівнів енергії необ
хідно використовувати стаціонарне рівняння Д ірака (31.25). Із цього 
рівняння у випадку представлення енергії взаємодії електрона з яд
ром у вигляді звичайного кулонівського неекранованого потенціалу

V(r) = -Ze2 /г після громіздких обчислень задачі про власні значення 

та власні функції випливає, що спектр дозволених рівнів енергії ха
рактеризується розв'язком

Enj т ес

1 + α2Ζ2
-1

[η - (j +1/2) + \l(j + 1/2)2 - a2Z 2 ]2

(32.7)

який тільки при Ζ <£. 1 / a = he / e2 «=137 перетворюється на формулу 

Бальмера, а з урахуванням електронного екранування кулонівського 

поля ядра - на закон Мозлі, де а = е2/hc ~ 1/137 - стала тонкої струк

тури, η - головне квантове число, j  =| Z ± 1 / 2 1 - квантове число для 

сумарного (сума орбітального та спінового) моменту електрона.
Розв'язок (32.7) має свою особливість. Якщо врахувати, що мінімальне 

значення квантового числа j min =1/2 для сумарного моменту J  = L + S 

відповідає рівному нулю орбітальному квантовому числу І - 0 і визна

чається тільки спіном S , то при Z > l /α  ~ 137 і при j min =1/2 вираз 

для енергії стає комплексним. Такий результат визначає поріг нестійко

сті Ζκρ «137 класичної моделі атома Резерфорда (тобто системи, у якій

навколо ядра рухається конкретний розглядуваний електрон) і приво
дить до можливості народження електрон-позитронних пар.

Якщо розглядати задачу з реальним неточковим (об'ємним) ядром з

радіусом І?«1 ,ЗЮ ~ 13А1/3 см, то обмеження Z < ZKri ~ 137 знімаєть-к.р

ся, але й у цьому разі є інша верхня межа Ζκρ «170 існування стійко- 

го атома у форм і планетарної електрон-ядерної системи, яка склада-

338

Релятивістські системи та рівняння у квантовій механіці

ється з Ζ протонів, A -Ζ  нейтронів, Ζ  електронів. При Ζ > Ζκρ од-

ночастинкове рівняння Д ірака втрачає зміст, тому необхідно розгля
дати багаточастинкову задачу з урахуванням можливості народження 
електрон-позитронних пар і появи нових рівнів енергії електронів, які 
не враховуються наведеним розв'язком (32.7).

Необхідно зазначити, що термін нестійкість стосується не самого 
факту існування надважких атомів, а лише застосування класичної 
моделі атома для ядер з дуже великим зарядом. Сам по собі атом з 
Ζ > Ζκρ буде стійким і стаціонарним, однак спектр рівнів буде істотно

відмінним від (32.7).

Контрольні запитання

1. За яких умов амплітуди біспінорів можуть стати однаковими, а коли 
вони різко відмінні?

2. Який граничний заряд може мати стійкий атом із фіксованою кількіс
тю електронів і позитронів з точковим ядром і ядром скінченного розміру?

3. Чи можна застосовувати одночастинкове наближення при розрахунку 
атомів з дуже великим зарядом ядра?

Література: [2], § 65-69.

Додаткова література: [IV].

339



Розділ XII

ВИБРАНІ ПРИКЛАДНІ ЗАДАЧІ 

КВАНТОВОЇ ТЕОРІЇ

§ 33. Кореляція інтенсивностей хвиль де Бройля 

і тривимірна локація просторового положення 
джерела мікрочастинок

Реальність існування хвиль де Бройля, які відповідають руху мате
ріальних тіл, може бути використаною при створенні систем просто
рової (тривимірної або двовимірної) локації джерел іонізуючого ви
промінювання та ядерних частинок (зокрема нейтрино або нейтро
нів). До таких задач належить, наприклад, пошук джерел іонізуючого 
випромінювання, які невідомим чином розташовані в просторі. Подіб
ні задачі нерідко виникають у прикладній фізиці та прикладній до
зиметрії. Аналогічні проблеми виникають і в астрофізиці при дослі
дженні локальних імпульсних радіаційних процесів (зокрема т. зв. 
гамма-спалахів, які найімовірніше виникають при гравітаційному 
колапсі надважких зірок, що веде до утворення нейтронних зірок і 
чорних дірок), продукти яких невидимі в оптичному та мікрохвильо
вому діапазонах довжин хвиль.

Якщо ядерні процеси в джерелі іонізуючого випромінювання су
проводжуються м'яким електромагнітним випромінюванням, то від
новити положення цього джерела інколи можна за допомогою різних 
фазово-інтерференційних методів, які базуються на дослідженні р із
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ниці фаз сигналів з різних приймачів електромагнітних хвиль. Це 
добре відомий метод інтерференції амплітуд хвиль.

Зовсім інша ситуація буде в тому випадку, коли електромагнітні 
сигнали дуже слабкі й маскуються електромагнітними завадами або 
взагалі відсутні, а єдиним джерелом інформації є ядерні частинки, 
які вилітають із джерела випромінювання. Традиційний метод реє
страції ядерних частинок полягає у використанні віддалених лічиль
ників, які фіксують послідовність вторинних імпульсних процесів 
(поява фотоелектронів, спалах світла, імпульс струму тощо), які су
проводжують послідовність проходження мікрочастинок через детек
тор. На перший погляд здається, що за допомогою таких лічильників 
неможливо відновити просторовий розподіл джерел випромінювання. 
Однак детальний аналіз показує, що таке відновлення можна здійс
нити, якщо врахувати хвильові властивості мікрочастинок і викорис
тати метод інтерференції інтенсивностей для частинок, стан яких 
описується хвилями де Бройля [VII]. Розглянемо цей метод.

Рух кожної з ядерних мікрочастинок, що вилітають із джерела, на 
відстані, яка значно перевищує розмір джерела, описується нормова
ною сферичною хвильовою функцією. Якби процес випромінювання 
тривав нескінченно довго, то хвильова функція мала б вигляд моно
хроматичної сферичної хвилі на зразок (27.5):

-i{(Et-pr)/h+φ}

Ψ(Γ,ί) = /(θ)-----= --- . (33.1)
Гл/ 4π

У (33.1) величини Ε ,ρ,φη - відповідно, енергія, імпульс частинки та

початкова ф аза хвильової функції.
Оскільки процес генерації кожної частинки є порівняно коротким, 

то хвильова функція відмінна від монохроматичної й має вигляд

W J )  = № - ’% - > <33·2)
гуіЛп

де величина /(Θ) характеризує кутовий розподіл вильоту частинок. 

Для ізотропних джерел випромінювання ця величина є константою 

/(θ) = /ο·
Розглянемо випадок, коли всі частинки мають однакові характери

стики (енергію та імпульс). Процес детектування цих частинок здій
снюється двома просторово рознесеними детекторами j  та і 

(рис. 33.1).
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Рис. 33.1. Схема інтерферометра інтенсивностей тил і, де Бронля 
для просторової локації джерел м ікрочастинок

Імпульсній послідовності частинок, які потрапляють у детектор j  у 

випадкові моменти часу tjn , відповідає повна хвильова функція

У') = Σ ψ<*;·* - '*> =Σ/ο · (33.3)η η ν4π R j
Інтенсивність сигналу (фактично - послідовність імпульсів електрич
ного струму), який реєструється цим детектором, визначається спів
відношенням

J j(t) = ej\ij(t)\2 , (33.4)

у якому величина | ξ7 (ί) f  характеризує інтенсивність потоку части

нок від досліджуваного джерела в місці розташування детектора j , 

Sj - ефективність реєстрації частинки в детекторі, яка залежить як

від імовірності потрапляння частинки в детектор, так і від квантової 
ефективності детектора щодо перетворення процесу взаємодії час
тинки з детектором на електричний сигнал.

Аналогічна імпульсна послідовність частинок, що реєструються в 
місці розташування детектора і , та інтенсивність сигналу від нього 
визначаються формулами:

Ut - X) = Σψ(̂·’ί - tin - τ) =Σ/ο , (33.5)
η η >J4nRi
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^«(ί-τ) = εί |ξ{(ί-τ)|2. (33.6)

Запізнення сигналу в другому детекторі на величину τ викликане 
тим, що джерело випромінювання розташоване несиметрично щодо 

обох детекторів.
Імпульси електричного струму від обох детекторів надходять на сис

тему корелятора, який їх перемножує та усереднює. Спочатку розгля
немо роботу системи кореляції інтенсивностей без урахування впливу 

систем затримки сигналу. Кореляційна функція інтенсивностей Jj(t) і

J j (ί - τ) на виході корелятора має вигляд

Kj(x) =< Jj(t)Ji(t - τ) > - < Jj(t) x  Ji(t - τ) >=

= EjEi < ξ7·(ί)ξ}(ί)ξ;(ί - τ)ξ*(ί - τ) > - < Jj(t) >< - τ) >

і залежить від початкового моменту четвертого порядку випадкової 

величини ξα(ί).

Процес спонтанного розпаду джерел радіоактивних частинок є нор
мальним гауссовим процесом. Для нього початкові парні моменти 
вищих порядків випадкових величин зводяться до всіх можливих 
комбінацій початкових моментів другого порядку незалежно від по
рядку розташування величин у кожному із цих моментів

< xixj xkxl >= Σ < * * >  <хкх1>. (33.8)
іф j*k*l

Використовуючи це правило, приведемо (33.7) до вигляду 

Kj{t) = £j£i {< ξ7· №*j(t)>< ξί(ί-τ)ξ*(ί-τ)> +

+ < ξ^(ί)ξι(ί - τ) >< ξ}(ί)ξί (ί - τ) > + (33-9)

+ < %j (*)ξΐ (ί - τ) >< ξ} (ί)ξ; (ί - τ) >}- < J j  (ί) >< J, (ί - τ) > .

Середні значення від добутку функцій, які не є взаємно комплексно- 

спряженими, дорівнюють нулю

< (ί)ξί(ί - т) >= 0, <ξ*(ί)ξ*(ί-τ)>=0. (33.10)

Для доведення досить використати явний вигляд функцій (33.3) та
(33.5) і врахувати процедуру усереднення за випадковою фазою. Кож

ний з моментів (33.10) пропорційний величинам < е±г(ф"+фт) >Фп)Фт , які 

для випадкової рівномірно розподіленої фази дорівнюють нулю
- 2π2π

< єіі(ф. +»„) = -A ;· J J = 0. (33.11)

(2 π ) 0 0
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Беручи до уваги, що

ε7·ξ7·(ί)ξ}(ί) = ε,ξί (ί - χ)ξ*(ί - τ) = J {(t - τ);
* * (33.12)

Ej < ξ /(*£/(*) > Ei < ξΐ(ί - τ)ξ; (ί - τ) >=< Jj(t) χ  J {(t - τ) >,

знаходимо остаточний вираз для кореляційної функції

Kj(x) = EJei |< ξj (ί)ξ^{t - τ) >|2= εjEi I Σ  ̂ {Rj, t - tjn)ψ*(R{,t- t in-x) |2 . (33.13)
П

Для стаціонарних процесів, які відповідають випадковим імпульс
ним послідовностям (33.3) і (33.5), центральний момент другого по

рядку < ξ7·(ί)ξ·(ί - τ) > у (33.12) визначається виразом

00

< >=< п > J Ψ (^ ,ί)Ψ *(^ ,ί- τ )Λ  =

m “* ί33·14)

=<п> І/о
4 nR:R,

J  1 —CO

у якому < η > є середньою частотою генерації частинок у джерелі ви

промінювання (кількість частинок, які генеруються за одиницю часу). 
Використовуючи формулу (33.14), знаходимо вираз для кореляційної 
функції (33.13)

00

K j (τ) =< rij х  щ >| J  F{Rj, f )F* (R,, t - τ) dt |2,

-"° (33.15)

______________ _< nk >-< η > - ak.
4 nRj*

У (33.15) величина < пк > є середньою частотою реєстрації частинок к -м 

детектором, с:к - геометричний переріз к -то детектора. Величина сиг

налу на виході корелятора визначається кореляційно, функцією (33.15).

Функції F(Rj,t) і F*(Rh t-x), що визначають (33.15), є комплексни

ми знакозмінними функціями. Залежно від просторового положення 
джерела частинок відносно детекторів, а також від величини додат
кового запізнення τ на шляху до різних детекторів, вихідний сигнал
(33.15) буде змінюватись. Якщо в одне із плечей інтерферометра інтен
сивностей ввести схему затримки електричного сигналу, то при оп
тимальній величині затримки Δί = -τ функція (33.15) досягне макси
мального значення
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K j (  0) =< Tlj X  rij >| JI F (R j,t )  f d t  |2 . (33.16)

-00

Величина цієї затримки дозволяє визначити різницю відстаней від 
джерела до детекторів і розробити схему просторової локації поло
ження джерела випромінювання.

У системі координат, де положення двох детекторів характеризу

ється величинами Fj ={Xj,0},ri = {χ,-,Ο}, координата джерела випромі

нювання частинок визначається рівнянням лінії на горизонтальній 
площині Z-  0:

<J(Xj - x f  + у2 + vx = yj(xt - x f  + у2 . (33.17)

Для визначення точного положення джерела мікрочастинок на пло
щині z = 0 необхідно використати ще один детектор, розташований,

наприклад, у точці гк = {хк,0}. При цьому координати джерела 

f  = {х,у} визначаються як сумісний розв'язок системи з двох довіль

них рівнянь зі складу повної системи

J(Xj - x f  + у2 + ντβ =у/(хі - x f  + У2 , (33.18, а)

yjiXj - x f  + у2 + vxjk = 7(*fc - x f  + У2 , (33.18,6)

уі(хі - x f  + у2 + vxik = y](xk - x f  + y2 . (33.18, e)

У цих рівняннях ταβ - запізнення частинок на шляху від джерела що

до детекторів а  та β.

У випадку тривимірного детектування необхідно використати чо

тири детектори, положення джерела r = {x,y,z} визначатиметься як 

сумісний розв'язок системи рівнянь:

УІ(Ха - xf  + ІУа - yf + (ζ α ~ * f  + ̂ αβ = ^(хр - x f  + (l/p - t/)2 + (Zp - z f  ,

α Φ β = 1,2,3,4,

кожне з яких є рівнянням поверхні. Проаналізуємо характеристики 
такої системи.

Розкладемо випадкові функції F (R j,t )  та F*{R{, t - 1) із формули

(33.15) в інтеграли Фур'є:
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F(Rj,t)=  J" F(Rj,(£>j )eiWjtd(oj,

(33.20)
00

F* (Ri , ί - τ) = J V  (R{, (йі )e'ia>i{t-T]dmi

і підставимо їх у (33.15), отримавши рівняння

Kj(%) =< rij >< пг > J  J  J  F ( R j , bij )F* (R( , ω; ) e {̂  βιω,τά ω jda>idt .
—00 —CO —00

Це рівняння можна спростити, використовуючи співвідношення

1 00
_L  J е1К  ~ωί *dt = δ(ω,· - щ ), (33.21)

—00

після чого вираз для кореляційної функції набуває вигляду
00

K j (τ) =< rij х  Пі > (2π)2 | J  F{Rj, co)F* (R{, ω)βί(οτά ω  |2 . (33.22)
—00

Фактично цей результат є певним узагальненням теореми Вінера - 
Хінчина про зв'язок спектра випадкового процесу з кореляційною 
функцією на випадок інтерференції інтенсивностей. Вираз (33.22) 
можна зробити більш конкретним, якщо врахувати особливості елек
тронних систем обробки даних.

Зазвичай сигнали з детекторів ядерних частинок мають типову

тривалість δί < 10~8 с (такою є, напр., тривалість імпульсів, які реєст

руються фотоелектронним підсилювачем). Ширина спектра такого 

імпульсу відповідає величині δω ~ 2π/δί ~ 109 с_1.

З урахуванням того, що електронна схема обробки радіотехнічних сиг

налів зазвичай характеризується смугою пропускання Δω< 10-7 -108 с 4 , 

можна вважати, що спектральна смуга сигналів від детекторів F\Rj,<$ і

F*(і̂ ,со) є набагато більшою, ніж смуга пропускання електронної схеми 

обробки сигналів. Унаслідок цього при простому аналізі можна вважати, 
що спектральна густина сигналів, які пропускаються цією схемою, є по

стійною величиною, що дорівнює F(Rj,0) і F*(i?j,0). Із виразу (33.22) 

отримуємо спрощене співвідношення
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Δω/2

K j (τ) =< rij >< щ > (2π)2 | J F(Rj, <o)F* (R{, ω)βιιοτάω j

- Δ ω / 2

\2 \ rw^/n  ru ,2 f sin (Δω-С/2)] 2

τ ?2 J ‘
Цю функцію зображено на рис. 33.2.

nj ><Пі > (2π) I F{Rj,0)F* (Rit0) f

(33.23)

Рис. 33.2. Залежність нормованої кореляційної функції K j [ x )
від часу запізнення τ і смуги пропускання Δω системи 

електронної обробки даних інтерферометра інтенсивностей

Із виразу (33.23) випливає, що можливість застосування методу ко
реляції інтенсивностей (і пов'язана з ним можливість визначення по
ложення джерела мікрочастинок) обмежена областю можливих за

тримок імпульсів ттах = π/Δω « 3 · (10~7 - 10~8) с , що відповідає макси

мально можливій різниці шляхів від детекторів до джерела 

A^max = ухтах · При реєстрації нейтрино, для яких V = с , ця величина 

дорівнює ARmax =сттах =100-10 м . При зменшенні смути пропускан

ня електронних пристроїв Δω можливе відповідне збільшення ARmax . 

За допомогою даного методу можлива просторова локація та аналіз 
різних джерел радіоактивного випромінювання (зокрема аналіз робо
ти ядерного реактора в аварійних умовах [VII]).

З аналізу співвідношень (33.17) - (33.19) і (33.23) випливає, що 
максимальна відстань до досліджуваного джерела випромінювання 
та відносна похибка у вимірюванні цієї відстані рівні:

(33.24)Lmax « α2Δω / 4с7δ, AL / L « Сл/δ  / αΔω,
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де а  - відстань між двома детекторами, δ =| | / К{0) - від

носна точність вимірювання кореляційної функції біля її максималь

ного значення іС(О), Хщіп = а2 / 2Lmaxc .

Прості оцінки показують, що, наприклад, при а = 10 м і реальних 

значеннях δ « 10~4 та Δω = 108 с_1 можлива реалізація таких парамет

рів системи: Lmax « 1000 м, А ік З м , AL/L « 0,3% .

При збільшенні відстані між детекторами до величини а  * 104км (це 
відповідає розташуванню швидкодіючих зв’язаних детекторів у різних 
частинах Землі) і при використанні широкосмугових електронних при

строїв з Δω ~ 109 с 1 (або відповідних швидкодіючих систем цифрової 

обробки інформації) розглянута система може досліджувати просторове 
положення джерел випромінювання, розташованих на відстані до

Lmax ~ 1013км, з точністю до AL / L ~ 10“9. Слід зазначити, що ключова 

умова при проведенні таких досліджень (особливо в масштабі реального 
часу) пов'язана з необхідністю швидкої реєстрації детекторами великої 
кількості імпульсів від досліджуваного джерела випромінювання.

Додаткова література: [VII].

§ 34. Ефект Допплера 

для швидкого джерела випромінювання 

за екстремальної умови Вавилова — Черенкова 

з урахуванням частоти та імпульсу фотона

34.1. Кінематичний ефект Допплера

Ефект Допплера, який визначає залежність частоти випроміню
вання від швидкості та напрямку руху джерела цього випромінюван
ня v , належить до найважливіших явищ фізики. Уперше він був об

грунтований (у найпростішій формі) у 1842 p., а в остаточному ви
гляді був визначений А. Ейнштейном у 1905 р. Важко переоцінити

348

Вибрані прикладні задачі квантової теорії

його значення та області застосування - від земних прискорювачів і 
релятивістської астрофізики (для яких v/c  -> 1) до ефекту Месбауера,

для якого v /c<  10~12.

У найбільш універсальній формі ефект Допплера описується формулою

ω =----- «о------  ̂ (34 Л)
y(l-Pn(co)cos Θ)

яка пов'язує частоту ω хвилі в лабораторній (нерухомій) системі ко

ординат із частотою Ω0, яка відповідає хвилі в системі, що рухається

зі швидкістю β - ϋ /c .  Тут η(ω) - показник заломлення нерухомого 

оточуючого середовища; Θ - кут, який характеризує напрямок хви

льового вектора випромінювання k у лабораторній системі відносно

напрямку вектора швидкості руху v супутньої системи, γ = 1/^1-β2 .

Ця формула випливає з простих кінематичних співвідношень, а її 
зміст полягає у визначенні зміни частоти випромінювання при пере
ході в іншу інерційну систему. При такому тлумаченні дана формула 
буде справедливою й не приведе до непорозумінь у всьому інтервалі 
параметрів. З  іншого боку, для практичного користування більш ко
рисним є співвідношення типу (34.1) із заміною Ω0 -»Ω21, яке пов'я

зує частоту хвилі ω у лабораторній системі координат із частотою пе
реходу Ω21 між двома дискретними рівнями енергії ε2 і в! частинки,

яка рухається зі швидкістю v .

Формально різниця полягає лише в заміні Ω0 -»Ω21. Відмінність

полягає в питанні про коректне врахування імпульсу фотона (у пер
шому випадку його враховувати не потрібно, а в другому - потрібно). 
З а  малої частоти переходу (коли можна знехтувати ефектом віддачі 

при випромінюванні або поглинанні) допустиме ототожнення Ω0 та 

Ω21 у (34.1).

Інший вигляд матиме випадок для високої частоти. Зокрема із фор

мули (34.1) з урахуванням заміни Ω0 =Ω 21 випливає парадоксальний 

результат - при формальному виконанні умови βη(ω)οο8θ = 1, яка по

в'язує швидкість частинки, дисперсію середовища та напрямок ви
промінювання, частота випромінювання стає нескінченно великою 

при обмеженій частоті Ω21. Очевидно, що цей нефізичний результат

зумовлений нехтуванням ефекту віддачі при поглинанні та випромі
нюванні фотонів. Виявляється, що в межах критичного інтервалу па-
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раметрів Δ(β,ω,θ), який лежить близько до екстремальної умови 

Pn(co)cos0 = 1, закони перетворення спектрів і частот випромінюван

ня та поглинання взагалі не були досліджені. Однак у межах цього ін
тервалу внаслідок впливу ефекту віддачі має спостерігатись дуже 
сильна залежність обох частот від параметрів середовища і характе
ристик руху. Цей вплив досліджується далі.

34.2. Особливості ефекту Допплера 
в області екстремальних параметрів

Очевидно, що суто кінематичні перетворення частоти, які не вра
ховують динаміки процесів і корпускулярні властивості фотонів, за
галом є некоректними, що в екстремальних умовах може приводити 
до дуже грубих помилок. Коректні результати можна отримати тільки 
при сумісному використанні кінематичних перетворень і законів збе
реження енергії та імпульсу. Очевидність такого підходу випливає з 
того факту, що зростання частоти та енергії випромінювання при на
ближенні до границі Pn(oj)cos Θ = 1 невідворотно призводить до різко

го зростання імпульсу фотона (а отже, й енергії віддачі), який діє на 
випромінювальну та поглинальну системи й змінює властивості самих 
систем. У таких умовах вплив віддачі не може бути коректно врахо
ваний за допомогою теорії збурень, а вимагає точного розрахунку на 
основі законів збереження.

Розглянемо процес випромінювання фотона із частотою ωΓαά та ім

пульсом Нк частинкою, яка має масу т ,  два рівні енергії внутріш

нього руху - початковий (верхній) ε2 і кінцевий (нижній) (причому

т с2 »  ε2 — ), і початковий імпульс р . Цей процес відповідає зако

нам збереження енергії та імпульсу:

\[р2с2 + {тс2 + ε2 )2 - J ip - A p fc 2 +(тс2 +£lf  = h(orad;

Ap = hk; k = ekn(orad/c; η = η{ωΓαά).

Виключаючи із закону збереження енергії у формулі (34.2) імпульс 
фотона Ар і проводячи процедуру лінеаризації отриманого виразу за

рахунок введення ефективних рівнів енергії ε*2:
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εΐ,2 - єі,2р· + ει,2 / 2т с  ); (34.3)

отримаємо 

Йсоrad - Vp2c2 + ™2с4 + 2mc2s2* -

-yjlp - h{(omd / с )п cos Q]2c2 + [ηΗ(ωΓαά /c)sin0]2c2 + m2c4 + 2mc2z{ 

Отримане рівняння має точний розв'язок 

,2

(34.4)

ω,1rad
уте

ti(n -1)
± (Ι-βηοοδθ)2 + 2— — %-(п2 -1) -(l-pncos0) 
У у т с

(34.5)

справедливий також і за екстремальної умови (1 -Ptt(o>)cos Θ) = 0 .

Слід зауважити, що загальний розв'язок (34.5), незважаючи на прос
тоту його отримання, був знайдений лише в останні роки [VIII, IX].

Аналізуючи (34.5), необхідно виходити з двох очевидних умов:

а) частота випромінювання corad і частота поглинання a>abs (її роз

глянемо далі) мають бути додатними величинами;
б) має виконуватися умова граничного переходу: при зменшенні швид

кості частинки через зменшення впливу ефекту віддачі частоти випро
мінювання та поглинання мають бути обмежені частотою переходу

Kad - Ь-> 0 -> І ε2 - ε1 I / ■П - (34·6)

Ці умови разом з розв'язком (34.5) визначають направленість перехо

дів між рівнями енергії ε2 та у частинці, яка рухається.

Розглянемо всі можливі комбінації параметрів задачі. Результати 
подальшого аналізу розв'язку представлено на рис. 34.1. У тому випа
дку, коли l-pn(a>)cos0 > 0 , рівняння (34.5) набуває вигляду

=
уте

rad .. 2 ц
h(n -1)

1(1 ~Pncos0) + 2 ε 2

у2т с2
-(η -1) -(l-pncos0) (34.7)

Із розв'язку (34.7) випливає, що в даному випадку наявність випромі

нювання із частотою corad > 0 буде можливою лише за виконання до

даткової умови

i V % V - i » o .
у т с

(34.8)
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-Δ/2 0 Δ/2 1 - βη(ω) COS0

Рис. 34.1. Залежність частоти поглинання (гілки AM, GJSJ і випромінювання 
{AD, КЩ ддя області нормального [AM, AD) та аномального (GE, КЕ) 

афекту Допплера. Величина Δ характеризує мінімальний інтервал параметрів, 
де формула Допплера у стандартній форм і (34.1) свідомо неправдива

Характер випромінювання залежатиме від абсолютного значення 
величини 1 - pn(o)cos Θ . Зокрема із формули (34.7) за умови

2 9
γ т с

η2 -її (34.9)

(тобто для параметрів, як і далекі від критичної умови
1 - Pn(o>)cos Θ —» +0), маємо

(34.10)ω
Єо — Єї

rad
yft(l~Pncos0)1 2y2mc2(l~pncos0)2 J yft(l-pncos0)

Цей результат відрізняється від наближеного співвідношення (34.2) 

лише малими поправками ε2 / т с 2 «  1 і відповідає точці А на гілці АВ 

на рис. 34.1.

У другому граничному випадку

(l~Pncos0) « 2
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Із (34.7) випливає принципово інший результат

Іпт с2(є2* -Є!*)м , (l-pncos0)2Y2mc2^  |0 т с2(є2* -ε2*) ,0/1 

, n = - V H1+ 4(в2*- £і- ) (^ - 1 )1І 2 ' (34·121

Він відповідає точці С на гілці ВС. Із (34.12), зокрема, випливає, що 
при виконанні як (34.11), так і розглянутої вище критичної умови 
(1-Pn(co)cos0)—» +0 частота випромінювання взагалі не залежить від

повної енергії частинки утс2 і від кута 0. Зазначимо, що опосеред

кована залежність частоти від кута 0 залишається. Це випливає з то
го, що результат (34.12) існує тільки за виконання умови (34.10), яка 
справедлива лише при 0-^0 . Зауважимо також, що результат (34.12) 
принципово відрізняється від випромінювання у вільному просторі,

для якого при 1 -Рcos0 -> +0 і при 0 = 0 маємо сотах = 2γ(ε2 -гх)/Ь .

У тому випадку, коли 1-βη(ω)οοβθ < 0 , вигляд рівняння (34.6) за

лежить від співвідношення двох складових у підкореневому виразі в

(34.5), зокрема, якщо:

(pncos0-l)2 >2| (82 ~£j  1 (η2 -1) 1, (34.13)
у тс

то (34.5) набуває такої форми:

,2_ утс
®rad ~~ ~  2

Й(п -1)
(Pncos0-1)2 + 2—̂5—Ц-(п2 - l) + (Pncos0-l) 

у т с
. (34.14)

Очевидно, що умова (34.13) відповідає параметрам, далеким від критич
ного значення 1 - pn((o)cos 0 -> -0. Рівняння (34.14) має зміст за умови

(в20 ~ ^ )(п2 -1)<0. (34.15)
у т с

Простий аналіз показує, оскільки в даному випадку l~pn(<o)cos0 < 0, 

то це може бути тільки при (п2 -1) > 0 . У цьому випадку умова (34.13) 

може виконуватися тільки при ε2 < ε: , що відповідає аномальному

ефекту Допплера, при якому процес випромінювання супроводжуєть

ся переходом на вищий рівень енергії.
Із рівняння (34.14) знаходимо

ε1 ~~ε2 Μ (ε1~ε2)(η ~1) 1 (34.16)
rad y/s(Pncos0-l) 2у2т с2 (β п cos 0 - 1)2
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Цей розв'язок описує зростання частоти випромінювання при змен
шенні абсолютного значення різниці Pn(co)cos0-1 і відображається 

гілкою ЕК на рис. 34.1. Максимальне значення частоти на цій гілці в 
точці К дорівнює величині (34.12).

В іншому випадку, який визначається умовою

(βη cos θ - 1)2 < 2 І  ̂(η2 -1)|,
у т с

рівняння (34.5) набуває вигляду

.2 у піС
®rad

утс

h(n -1)
(βηοοδθ-Ι)2 +2-^—4~{η2 — 1) -і- (βncos θ — 1)2 2 у т с

(34.17)

(34.18)

Аналіз виразів (34.17) і (34.18) показує, що другий доданок під знаком 
кореня в (34.18) є додатною величиною. Унаслідок цього з (34.7) ви
пливає, що частота випромінювання зменшується при зменшенні аб
солютного значення різниці pn(co)cos0-l, що відповідає гілці DC. Ці

каво зазначити, що цей розв'язок відповідає нормальному ефекту Доп

плера (ε2* > ε:*) в області параметрів (п2 -1) > 0 та 1-βη(ω)οο8θ < 0 , які

при стандартному розгляді на основі формули (34.1) відповідають 
аномальному ефекту Допплера. Максимальне значення частоти ви
промінювання на цій гілці (у точці D)

, т с  (ε2 - ε1 ) 

(η2 - 1)й2
(1 + лІ2) (34.19)

У (1 + V2) разів перевищує максимальне значення (£>rad к у точці К на

гілці ЕК (34.11). Видно, що в точках К і D існує розрив функції залеж
ності частоти випромінювання від різниці 1-βη(ω)οο8θ. Координата 

цих точок дорівнює

(1 - βη cos 0)K D = -А/ 2 - -J2 ^ 2 * (η2 -1).
γ γ т с

(34.20)

Аналогічним чином можна розглянути особливості протилежного 
процесу - поглинання фотона рухомою частинкою, яка має початко
вий рівень енергії εχ і кінцевий ε2. Ця задача відповідає законам 

збереження енергії та імпульсу

J p 2c2 + (тс2 +εχ)2 + h(oabs = у](р + Ар)2 с2 + (тс2 + ε2 )2;

Ap = hk; k = ekn(£,abs / с;
(34.21)
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і після тієї ж  заміни ε12 ~ ει,2^ + ει,2 /2mc ) характеризується розв'язком 

,2утс
®abs

h ( n  - 1)
(Ι-βη,οοβθίτ .[(Ι-βηχοδθ)2 - 2^ —Ц~(п2 -1) 

V у тс
. (34.22)

Рівняння (34.21) і (34.22) вочевидь відмінні від аналогічних рівнянь 
(34.2) і (34.5) при випромінюванні. Результати аналізу (34.22), прове
дені за схемою аналізу (34.5), також представлено на рис. 34.1. Час
тоті поглинання відповідають гілки AM  (область нормального ефекту 
Допплера) і GE (область аномального ефекту).

Таким чином, отримані особливості процесів випромінювання та по
глинання квантів в умовах, близьких до екстремальних, демонструють:

а) немонотонний характер залежності спектрів від величини 
1-βη(ω)οοβθ;

б) наявність розривів у спектрах частот випромінювання та погли
нання;

в) існування знакозмінних співвідношень між цими частотами. З 
аналізу випливає, що найбільш важливі особливості спектрів не від
повідають точній умові βη(ω)οοδθ = 1, а зміщені симетрично неї в оби

два боки. Зокрема, якщо в області 1-βη(ω)οο8θ > 0 частота випромі

нювання менша від частоти поглинання, то в області 1 -βη(ω)οοβθ < 0 

частота випромінювання перевищує частоту поглинання. За екстре
мальної умови βη(ω)οοβθ = 1 ці частоти рівні. Максимальна різниця 

частот відповідає умовам 1 - βη(ω)οο8 θ = ±Δ / 2 . У цих точках зміна від

ношення частот випромінювання та поглинання дуже велика:

(®rad )d  /  (®abs )f  — (®afos )g  /  (®ra<2 )β ~  6  .
Із результатів випливає, що в межах області шириною Δ(β,ω,θ) можна 

забезпечити вимушене випромінювання (із реалізацією підсилення в 

лазерах на основі системи рухомих частинок) на частоті (omd з одно

часним дуже істотним пригніченням резонансного поглинання на час

тоті toabs. При цьому відпадає необхідність у створенні інверсії для 

лазерної генерації! Цей результат може відігравати дуже істотну роль, 
наприклад: при оптимізації лазерів на вільних електронах, при ство
ренні лазерів на основі релятивістських гіротронів і на основі систем 
канальованих релятивістських частинок у кристалах.

Додаткова література: [VIII], ]ІХ].
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§ 35. Фізичні основи явища каналювання. 

Квантований рух і випромінювання 

швидких заряджених частинок у кристалах

35.1. Фізичні принципи явища каналювання

Процеси взаємодії частинок з упорядкованими кристалами визна

чаються різними механізмами. Найбільш відоме явище дифракції за
ряджених і нейтральних мікрочастинок. Його реалізація К. Девісоном
і Л. Джермером була базою підтвердження існування хвилі де Бройля 
(див. § 1). Така дифракція є делокалізованим явищем, яке визнача
ється процесами когерентної інтерференції хвиль, розсіяних різними 
кристалічними площинами або осями.

Менше відомо явище каналювання заряджених частинок в упо
рядкованих кристалах. Таке явище аномально великого пробігу 
швидких позитивних іонів, що влітають у монокристал уздовж його 
головних кристалографічних напрямків, було передбачено на почат
ку 60-х pp. у результаті моделювання процесу на ЕОМ, а пізніше ви
явлено експериментально.

Основна ідея, що суттєво спрощує теоретичний аналіз ефекту ка
налювання, полягає в заміні реального періодичного потенціалу ато
мів кристала потенціалом, усередненим за координатами атомів у 

кристалографічній осі чи площині (відповідно осьове і площинне ка
налювання). Таке наближення особливо ефективне, якщо кут падіння 
частинки на вісь чи площину досить малий, тоді частинка, що розсі

юється на малий кут, після взаємодії з одним атомом, потрапляє в об
ласть дії наступного атома. Оскільки сили притягування цими атома

ми (чи сили відштовхування, якщо частинка позитивно заряджена) 
спрямовані в один бік, то відбувається порівняно плавний поворот 

імпульсу частинки внаслідок зіткнень з великою кількістю атомів осі 
чи площини (рис. 35.1).

Можливість і умова заміни дискретного потенціалу на усереднений 

неперервний випливають зі співвідношення невизначеностей Гейзен- 

берга для повздовжньої координати та повздовжнього імпульсу частин
ки. Розглянемо умови такої заміни на прикладі упорядкованого руху
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позитивно зарядженої частинки між сусідніми кристалічними площи

нами (рис. 35.1). Представимо, що ми замінили опис процесу взаємодії 

частинки з атомами, які розташовані на стінках каналу, на взаємодію

з неперервним потенціальним бар'єром висотою Vmgji, який отрима

ний у результаті усереднення реального періодичного потенціалу кож

ного з атомів за площею відповідної елементарної гратки. Процес зміни 
напрямку руху частинки в каналі пружний, йому відповідає непе

рервна зміна напрямку вектора імпульсу частинки р . При цьому змі

на повздовжньої компоненти імпульсу визначається формулою

= і35·1)
2 р  *р

і залежить від поточного значення поперечного імпульсу частинки р ±.

i Z

Рис. 35.1. Класична модель каналювання 
позитивно заряджених частинок у кристалічних каналах

Максимальна зміна повздовжнього імпульсу

(А Р ,)»» « (3S.2)
лр р

визначається максимальним значенням поперечного імпульсу в кана
лі, який, у свою чергу, залежить від висоти потенціального бар'єра
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Виходячи зі співвідношення невизначеностей Гейзенберга bz>h/2&pz 

легко визначити мінімальне значення дисперсії повздовжньої координа
ти й відповідно середньоквадратичний інтервал повздовжнього руху 
Szmin , на якому відбувається зміна імпульсу частинки в каналі

S2min s  V< (Δ ζ )2 >min ^  — I........ h 0 =  -■ hFr · (35.3)
2 V <  (APz) > m a x  m max.

Величина 5zmin характеризує область розсіювання у повздовжньому 

напрямку, у межах якої структура розсіювача принципово не може 
бути визначеною. Видно, що вона залежить від повного імпульсу час
тинки і зростає зі збільшенням цього імпульсу. Якщо середньоквадра- 

тична величина 5zmin (35.3) буде перевищувати міжатомну відстань 

da , то реальна структура атомного потенціалу розсіювання рухомої 

частинки на цьому інтервалі не буде впливати на процес розсіюван
ня, а цей потенціал можна замінити його середнім значенням. Оче
видно, що така заміна можлива для швидких частинок за умови 

р  > 2mVmaxda / h . Аналогічна умова відповідає також руху під малим 

кутом щодо кристалічної осі. Зокрема при русі вздовж кристалічної 
осі усереднена у такий спосіб потенціальна енергія має вигляд

da/  2 _________

= J (p\^rl+z2Jdz, (35.4)

α ~&α / 2

де φ |Vr2 + ζ 2 j - потенціал окремого атома, r± = у]х2 + у2 , da - відстань

між атомами в напрямку руху частинки вздовж осі.
Подібні міркування можна використовувати, коли частинки пада

ють під малим кутом щодо кристалографічної площини. При цьому по
зитивно заряджені частинки відбиваються потенціальним бар'єром 
площини, усередненим за координатами у і z  атомів цієї площині:

ν (χ) = і  ffcp(Vr2 + z2 )dydz , (35.5)
& s

де S - площа, що припадає на один атом у площині. Негативно заря

джені частинки коливаються біля площини, притягуючись до неї, проте 
їх рух по рівноважним траєкторіям у неперервному потенціалі менш 
стійкий, ніж рух позитивно заряджених частинок, що здійснюють коли
вання між сусідніми площинами. Причина полягає в тому, що позитро
ни не підходять близько до атомів, які здійснюють теплові коливання.
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О с к іл ь к и  д л я  негативно заряджених частинок (електронів) потенці
ал ланцюжка є таким, що притягує, частинка або перетинає ланцю
жок, або (якщо енергії її поперечного руху не вистачає для подолання 
потенційного бар'єра) коливається біля нього, неминуче проходячи че
рез область теплових коливань атомів ланцюжка. Можливість близько
го зіткнення класичної частинки з атомом, що відхилився від поло
ження рівноваги, призводить до сильної нестійкості її руху по траєк
торії в безперервному потенціалі. В ідеальному ж  кристалі, частинка, 
що рухається під малим кутом до ланцюжка, практично "не відчуває" 
окремих атомів, і потенціал ланцюжка можна усереднити за подовж
ньою координатою z.

Наближення неперервного потенціалу набуло значного поширення 
як загальний метод дослідження проходження через кристали швид
ких частинок, довжина хвилі де Бройля яких значно менша відстані 
між атомами. Форма неперервних потенціалів, глибина потенційних 
ям і висота бар'єрів, що обмежують поперечний рух канальованих час
тинок, виявляється визначальною для їх руху та електромагнітного 
випромінювання. Розрахунки неперервних потенціалів (35.4) і (35.5) 
базуються на добре відомих наближеннях для потенціалів ізольованих 
атомів [X, XI]: наближення Томаса - Фермі; наближення Хартрі - Фока
з урахуванням, коли це необхідно, релятивістських доповнень.

Окрім просторового усереднення потенціалу, пов'язаного з особли
востями квантово-механічної взаємодії, необхідно провести додатко
ве усереднення, пов'язане з тепловими коливаннями атомів біля по
ложення рівноваги в кристалах. Слід зазначити, що вирази для потен
ціалів каналу, отримані за допомогою перерахованих вище апрокси
мацій, виявляються досить складними для використання їх в аналітич
них розрахунках спектрів та інших характеристик випромінювання 
при каналюванні. Однак у більшості випадків їх можна з достатньою 
точністю замінити іншими, більш простими виразами (модельними 
потенціалами), що допускають аналітичне вирішення задачі.

Наприклад, для площинного каналювання позитивно заряджених 
частинок (позитронів і протонів) неперервний потенціальний бар'єр, 
який відповідає впливу двох сусідніх кристалічних площин на рух за
ряджених частинок у межах каналу -а/2<  х<  а  /2 ,  у першому на

ближенні має вигляд параболи

V(x) = W 0^ ,  (35.7)
а

де V'o - висота стінки каналу, а  - ширина каналу. Величина V0 зале

жить від типу кристалічних площин, від заряду атомів, які утворюють
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ці площини і меншою мірою від температури. Типові значення V0 

лежать у інтервалі від V0 « Ю еВ , для легких атомів із зарядом ядер 

Z  « 5-10 до VQ * 50 - 70 еВ , для важких з Z  « 50-70 .

Параболічний потенціальний бар'єр каналу (35.7) відповідає гармо
нічному осцилятору й може бути переписаний у відповідній форм і

V(x)
ТП(02Х 2

(35.8)

V[x)

2 а 3 а

Рис. 35.2. Квантування поперечного руху позитивно заряджених частинок 
у параболічних кристалічних каналах

При такому описі кристал характеризується періодичною системою 
міжплощинних потенціальних ям, які представлено на рис. 35.2. Роз
в'язок рівняння Шредінгера для потенціалу (35.8):

П2 d2
І 2πιάχ2+ν(χ)^Ψη(χ) = εηΨη{χ)

відповідає дискретному еквідистантному спектру поперечної енергії 
гармонічного осцилятора εη = /гсо(п. + 1/2) і хвильовим функціям кана- 

льованої в кристалі частинки

Ψ„(χ) = ε-ξ2/2Ηη(ξ)/Jx 0J*2 nn\ (35.9)

де ξ = χ /χ0, ω = т а 2 , Xq - yjrtmjh . Повна кількість рівнів енер

гії в потенціальній ямі (35.8) відповідає умові
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nmax*V0/h(o- l/2*y lm a2V0/8h2 -1/2 . (35.10)

Очевидно, що в тому випадку, коли ma2V0/8h2 <1, у каналі буде 

єдиний рівень. Цей результат пов'язаний з тим, що в будь-якій мілкій 
симетричній одномірній ямі завжди наявний один рівень квантова-

О

ного стану. Наприклад, для нерелятивістського позитрона при а = 2 А

і ^ « Ю е В  маємо ma2V0 / 8й2 * 0,08. Водночас для протона

ma2V0/8h2 »130 і в каналі буде існувати nmax «11 рівнів. При зрос

танні висоти стінки каналу до V0 ~ 70 еВ кількість рівнів зростає до 

птях ~ ЗО .
Заселення квантових станів канальованого руху відбувається на 

вході кристала при зшиванні хвильової функції падаючої частинки

Ψ(χ,ζ < 0) = а 1̂ 2 ехр(ірг / К) із суперпозицією власних функцій у каналі 

^ ε„ψη(χ,ζ  > 0). Із процедури такого зшивання визначаються коефі-
п

цієнти заселення різних станів канальованого руху
а / 2

С*= J Ψ(·κ,ζ < 0)Ψ* (χ,ζ > 0)dx |z=0. (35.11)

- а /2

Характер каналювання істотно змінюється у випадку релятивіст
ських частинок. їх рух описується рівняннями Клейна - Гордона або Ді
рака, де враховано, що маса рухомої частинки в лабораторній системі 
координат зростає і ш-> ут  (у - релятивістський лоренц-фактор). Для 

спрощеного аналізу можна перейти в рухому (супутню) систему коорди
нат, якій відповідає рівняння Шредінгера з незміненою масою частинки 
т  і релятивістським трансформованим потенціальним бар'єром (ямою)

{ - ^ ^  + ̂ ( * )} ψ „ (*) = εηΨη(*). (35.12)

У цьому випадку проведені на основі (35.10) обчислення залишаються 

незмінними з урахуванням заміни VQ —> yV0 . При у » 1  маємо

nmax ~ \fy > Щ° свідчить про виникнення додаткових рівнів у системі

міжплощинного каналу.
Рух частинок з від'ємним зарядом (напр. електрона) відповідає ру

ху в потенціальній ямі з мінімумом, який перебуває в межах криста
лічної площини. Ширина цієї ями залежить від радіуса екранування
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атомів і від температури кристала. Для цього випадку типовою є ши
рина каналу (а/6)...(а/8 ), що призводить до відповідного зменшення 

кількості рівнів квантованих станів.

35.2. Випромінювання канальованих частинок

Заряджена частинка, яка перебуває в одно- або двомірному кван- 
туючому полі кристалічних площин або осей, є своєрідним одно- або 
двомірним атомом. Частинка, яка перебуває на одному із збуджених 
квантових рівнів, може здійснити спонтанний або вимушений перехід 
на нижче розташований рівень. При такому переході випромінюється 
квант. Принципова відмінність від випадку звичайних атомів полягає 
в тому, що цей квазіатом швидко рухається і частота випромінювання 
вирішальною мірою залежить від ефекту Допплера

Ω
ω = ----- 1---- . (35.13)

1-Pn(co)cos0

Для подальшого аналізу обмежимось випадком l-pn(ft>)cos0 > Δ /2 , що 

відповідає нормальній дисперсії (див. рис. 34.1).
У власній системі координат частота переходу між сусідніми рів

нями релятивістського квазіатома визначається формулою

Ωϋ — ̂ 8γν0/ т а 2 = ωι>Λ/γ , (35.14)

у якій (ду = \]8V0 / т а 2 - частота переходу при нерелятивістському ру

сі частинки в тому самому параболічному каналі (35.8).

Максимальна частота випромінювання відповідає куту 0 = 0 і за 

відсутності дисперсії η(ω) = 1 визначається виразом

% * 2 у 2Пі і=2у5' 2щі . (35.15)
1-β ’ у ' у

Відповідно мінімальна частота випромінювання відповідає куту 0 = π

і характеризується виразом

Ω^- * 2Ω,·.· = 2γ1/2ω„ . (35.16)
1 + β
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Порівняння (35.15) і (35.16) показує, що на одній і тій самій системі 
канальованих частинок можна створити джерело випромінювання, 
загальний динамічний діапазон якого буде лежати в смузі частот

“max / Mm;η ~ 4γ2 . При досягнутих на сьогодні значеннях енергії позит

ронів (або електронів), яким відповідають γ « 105, відношення макси

мальної до мінімальної частоти випромінювання може сягати десяти 
порядків (від НВЧ до жорсткого γ -випромінювання)! Разом з майже 

повною інверсією, яка може бути досягнута за відповідних початко
вих значень поперечної енергії пучка, що влітає в кристал, це дає 
надзвичайно перспективну можливість створювати лазерні системи, 
які можна перестроювати. Такий лазер буде працювати в дуже ши

рокому діапазоні частот G>max/comin » 1 ,  а вибір відповідної частоти 

можна здійснювати звичайним поворотом резонатора щодо кристала. 
Однак для досягнення необхідних коефіцієнтів підсилення системи 
необхідна надзвичайно висока щільність потоку швидких канальова
них частинок. Необхідні для цього струми на сьогодні поки ще недо
сяжні [XII]. Одним із можливих механізмів збільшення коефіцієнта 
підсилення є забезпечення когерентності між різними квантовими 
станами канальованої частинки.

Додаткова література: [X] - ]ХІІ].

35.3. Механізми каналювання 

нейтральних частинок

Ефект каналювання в кристалах притаманний також нейтральним 
частинкам. Найбільш ефективним є механізм керування їх рухом за 
рахунок магнітного моменту [XIII]. Для прикладу розглянемо рух ней

трона з релятивістським імпульсом р у - реу та аномальним магніт

ним моментом μα в усередненому по кристалічній площині (уздовж 

напрямків еу та ez ) потенціалі кристалічної площини 

Ф(х) =< Ф(х,у,г) >у z . Для таких частинок рівняння Д ірака зводиться 

до системи рівнянь:
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П2 д2 | μαη дгФ | μα'

2т  дх2 2т с  дх2 2т с2

дФ

Kdxj

^Ψιλ

νΨ27
·μ«

ЬФ Ґ Ψι Ν
= Ε ^Ψιϊ

дх l-VsJ IvaJ

(35.17, α)

Η2 д2 μαη д2Ф | μ 2 ίδΦ 

2т дх2 2тс дх2 2т с2 І дх

V 3 "

^ 4 ,
+ μ■ ajf-

дФ

дх

/ \ 
Ψ3

= Ε

C
0

, “ Ψ 4 , ΙΨ 4 ^

(35.17, б)
Для надрелятивістського руху (при γ »  1) з (35.17) отримуємо

2т дх2

ґ *L j ?L
'2 т д х 2

τμα

+ γμα

ao(x)

дх

дФ(х)

дх

Ψΐ,4 =  β ψ ΐ ,4  » 

Ψ2,3 =  -®Ψ2,3 ■

(35.18, α) 

(35.18, б)

Із (35.18) випливає, що кожній парі станів ультрарелятивістського 
нейтрона відповідає система потенціальних ям і бар'єрів

ν Ίμα (χ) = ±γμαοφ (χ)/<5χ . (35.19)

Вигляд потенціальної енергії (35.19), хвильові функції та рівні енергії 
канальованих нейтронів при у = 100 представлено на рис. 35.3.

Рис. 35.3. Квантування поперечного руху релятивістських нейтронів 

з γ = 100 у модельному потенціалі Ф(х) = £ Ф0/с1і2{(а: - na)/и}

П
системи площин кристала W 

Д одаткова л іт е р ат у ра : [X] - [XIII].
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Додаток 

Основні фізичні константи

Гравітаційна стала G = 6,672 10 8 ерг см/г2

Заряд електрона е = 4,8 · 10“9 ерг1/2см1/2

Маса спокою електрона тпе = 0,91 ■ 10~27 г

Класичний радіус 

електрона
ге - 2,82 10”13 см

Магнетон Бора Мв = 0,927 · Ю~20 ерг/Гс

Маса спокою протона тпр =1,6726 10 '24 г

Маса спокою нейтрона ти = 1,6749 10_24г

Стала Планка h = 1,055 ·10~27 ерг с

Стала Больцмана кв = 1,38 - 10_16ерг/К

Стала Стефана - Больцмана σ = 5,67 ■ 10-5 ерг/с см2 К4

Стала Рідберга Ry = mee4 /2Й2 « 13,6 еВ
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