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Вступ
Математичний аналiз — частина математики, у якiй фун-

кцiя та її узагальнення вивчаються методом границь (методом
нескiнченно малих). Його мiсце i роль у сучаснiй математицi
може бути охарактеризовано так: „Математичний аналiз (у ши-
рокому розумiннi слова) i алгебра, переплiтаючись, утворили ту
кореневу систему, на якiй тримається розгалужене дерево су-
часної математики i через яку здiйснюється його життєдайний
контакт з нематематичним свiтом“ [3, т. 1, с. 8].

Витоки математичного аналiзу iсторiя пов’язує з iменами ве-
ликих грекiв Евдокса (бiля 408–355 до н.е.), Архiмеда (бiля
287–212 до н.е.) (перший створив метод вичерпування для об-
числення площ плоских фiгур, другий цим методом знаходив не
тiльки площi плоских фiгур, але й об’єми тiл, крiм того з до-
помогою дотичних розв’язував задачу вiдшукання екстремуму
функцiї).

Майже 20 столiть цi методи були на озброєннi цивiлiзацiй
рiзних часiв на теренi рiзних регiонiв. i тiльки на кiнець XVI
i початка XVII столiття європейськi дослiдники зробили насту-
пний крок в оновленнi елiнських методiв. iоган Кеплер (1571–
1670), Бонавентура Кавальєрi (1598–1647) створили метод непо-
дiльних, Еванджелиста Торрiчеллi (1608–1647) — кiнематичний
метод проведення дотичних, а П’єр Ферма (1601–1665) при ви-
значеннi екстремальних значень функцiй f(x) вiдмовився вiд
методу дотичних i запропонував чисто алгебраїчний метод, в
основi якого рiвняння

f(x+ h)− f(x)

h
= 0.

5



Звичайно цьому сприяло встановлення Рене Декартом (1596–
1650) зв’язку алгебри з геометрiєю кривих.

Зореносною для математичного аналiзу стала друга полови-
на XVII столiття, коли два генiальнi ученi англiйський iсаак
Ньютон (1642–1727) i нiмецький Готфрiд Лейбнiц (1646–1716)
здiйснили епохальне вiдкриття, яке „навiть за нинiшних мас-
штабiв розвитку науки постає як одна з найвидатнiших подiй
в iсторiї науки взагалi i особливо математики“ [3, т. 1, с. 8].
Це було вiдкриття диференцiального та iнтегрального числення
i встановлення зв’язку мiж ними.

Хоча Ньютон отримав бiльшiсть результатiв у 60–70 роках
[6, с. 177], однак першою була публiкацiя Лейбнiца (1648 р.).
У цiй роботi викладенi основи диференцiального числення, вво-
диться символiка (dx, dy), яка збереглася донинi. У 1686 р. ви-
ходить у свiт друга робота Лейбнiца, у якiй викладено основи
iнтегрального числення, зокрема введено символ

∫
.

Вiдкритi новi методи були застосованi до аналiзу змiнних ве-
личин, якi вводились або засобами геометрiї, або аналiтичними
(складеними з певних символiв) виразами, або як абстракцiї рi-
зних видiв неперервного механiчного руху (Ньютон). Необхiдно
було унiфiкувати тi об’єкти, до яких можна було застосовува-
ти новi операцiї. Таким узагальнюючим поняттям стало поняття
функцiї.

Термiн „функцiя“ вперше з’явився у 1692 роцi у Лейбнiца, як
вираження залежностi довжини вiдрiзкiв, пов’язаних з кривою,
вiд положення точки на кривiй, а в 1718 р. iоган Бернуллi (1667–
1748) запропонував пiд функцiєю розумiти просто аналiтичний
вираз. i уже великий будiвничий математичного аналiзу Лео-
нард Ейлер (1707–1783) у своєму восьмитомному курсi аналiзу
[6, с. 199] констатує, що „аналiз нескiнченно малих обертається
навколо змiнних величин i їх функцiй“. Таким чином основний
об’єкт математичного аналiзу чiтко визначився ще у XVIII ст.

Щодо методiв дослiдження функцiй прерогатива була за ди-
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ференцiюванням (вивчення властивостей функцiї за допомогою
розкладу у степеневий ряд) та iнтегруванням (вiдшукання пер-
вiсних).

Разом з тим не тiльки теоретичнi дослiдження, але й розв’я-
зання практичних задач вимагали бiльш точних методiв i у пер-
шу чергу вимагали вияснення сутностi нескiнченно малої, поя-
снення правомiрностi використовуваних методiв.

i знову вихiд було знайдено через осмислення способу дiяння
древнiх грекiв, а саме через усвiдомлення того, що тi граничнi
переходи, якi проводились в окремих задачах, можуть слугувати
для побудови теорiї границь.

Перша спроба була зроблена ще Ньютоном (вiн же ввiв спе-
цiальний термiн „limes“). Не обiйшов цiєї важливої проблеми i
Ейлер. Однак цi намагання не сприймались математиками XVIII
столiття у першу чергу iз-за вiдсутностi алгоритму обчислення
границь. i тiльки пiсля того як Огюстен-Луї Кошi (1789–1857)
запропонував свiй ε–δ iнструментарiй i побудував з допомогою
нього курс математичного аналiзу, головним методом аналiзу
було визнано граничний перехiд.

Завершив систему логiчного обгрунтування математичного
аналiзу Карл Вейєрштрасс (1815–1897), пiдвiвши пiд нього фун-
дамент у виглядi строгої теорiї дiсного числа.

Паралельно з теорiєю числових функцiй розвивалась теорiя
функцiй комплексної змiнної, функцiй багатьох змiнних та їх
узагальнення. А найбiльш великим здобутком аналiзу XX сто-
лiття була побудова функцiонального аналiзу, основною метою
якого є вивчення функцiй (операторiв), у яких хоча б одна змiн-
на приймає значення з нескiнченно вимiрного простору. Найви-
щий рiвень абстракцiї досягнуто в аналiзi функцiй, визначених
на так званих топологiчних просторах.

Пiдсумовуючи ще раз наголосимо, що основним об’єктом ма-
тематичного аналiзу (аналiзу функцiй) є функцiя, а основним
методом її дослiдження є метод граничного переходу.
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Глобальними задачами теорiї функцiй є: їх конструювання,
знаходження значення функцiї для вiдповiдного значення ар-
гумента, обернена задача (знаходження значення аргумента за
значенням функцiї), вивчення властивостей функцiї, заданої са-
мими рiзними способами, знаходження функцiї за її властиво-
стями i, нарештi, використання методiв математичного аналiзу
для розв’язування задач з iнших роздiлiв математики i прикла-
дних задач.
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1ЛЕКЦIЯ: Множина дiйсних чисел

Аксiоматика множини дiйсних чисел. Властивiсть неперервно-
стi множини дiйсних чисел. Поняття верньої i нижньої граней
числової множини, їх iснування i властивостi.

Лiтература. [3], т.1, с.11–26; [2], ч.1, с.44–82; Ильин В.А.,
Садовничий В.А., Сендов Бл. Х. Математический анализ. М.:
Наука, 1979. С. 35–60.

З формального погляду множина дiйсних чисел означається
як математична структура (R, 0, 1,6,+, ·) з базисною множи-
ною R, видiленими елементами 0, 1, вiдношенням порядку 6,
алгебраїчними операцiями +, ·, яка задовольняє такi властивостi
(аксiоми).

I. Аксiоми порядку:

1◦ (∀x ∈ R)(x 6 x);

2◦ (∀x, y ∈ R)(x 6 y ∧ y 6 x =⇒ x = y);

3◦ (∀x, y, z ∈ R)(x 6 y ∧ y 6 z =⇒ x 6 z);

4◦ (∀x, y ∈ R)(x 6 y ∨ y 6 x).

II. Аксiоми додавання:

1◦ (∀x, y ∈ R)(x+ y = y + x);

2◦ (∀x, y, z ∈ R)(x+ (y + z) = (x+ y) + z);

3◦ (∀x ∈ R)(x+ 0 = x);

4◦ (∀x ∈ R)(∃ − x ∈ R)(x+ (−x) = 0).

III. Аксiоми множення:

1◦ (∀x, y ∈ R)(x · y = y · x);
2◦ (∀x, y, z ∈ R)(x · (y · z) = (x · y) · z);
3◦ (∀x ∈ R)(x · 1 = x);

4◦ (∀x ∈ R \ {0})(∃x−1 ∈ R)(x · x−1 = 1).
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IV. Аксiома зв’язку додавання i множення:

(∀x, y, z ∈ R)((x+ y) · z = x · z + y · z).

V. Аксiоми зв’язку додавання i порядку, множення i порядку:

1◦ (∀x, y, z ∈ R)(x 6 y =⇒ x+ z 6 y + z);

2◦ (∀x, y, z ∈ R)(x 6 y ∧ 0 6 z =⇒ x · z 6 y · z).

V. Аксiома неперервностi:

(∀X, Y ∈ 2R)(X 6= ∅ ∧ Y 6= ∅ ∧ (∀x ∈ X)(∀y ∈ Y )(x 6 y)) =⇒
=⇒ (∃z ∈ R)(∀x ∈ X)(∀y ∈ Y )(x 6 z 6 y).

Будь-яку множину, яка задовольняє перелiченi властивостi,
називають множиною дiйсних чисел, а елементи — дiйсними
числами.

Перша група аксiом характеризує множину R як лiнiйно впо-
рядковану множину, вiдносно додавання R — абелева група,
вiдносно множення R \ {0} теж абелева група, а II, III, IV гру-
пи аксiом характеризують множину R як поле, причому V гру-
па аксiом надiляє R структурою впорядкованого, навiть бiльше,
розташованого поля. Аксiома неперервностi, у якiй стверджує-
ться, що для будь-яких непорожнiх пiдмножин X,Y множини R
таких, що кожен елемент першої не перевищує будь-якого еле-
мента другої, то в R iснує елемент z такий, що для будь-яких
x ∈ X i y ∈ Y x 6 z 6 y, характеризує поле R як неперервне
поле.

Подана аксiоматика несуперечлива (точнiше несуперечлива
в рамках теорiї множин, побудованої на основi, наприклад, аксi-
оматики Цермело), оскiльки множини, якi задовольняють пе-
рерахованi аксiоми, iснують. При побудовi конкретної моделi,
як правило, виходять з множини рацiональних чисел Q. Най-
бiльш популярними є моделi Вейєрштрасса, Дедекiнда i Кошi.
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У першiй множина R — множина всiх можливих нескiнченних
десяткових дробiв за винятком тих, у яких 9 є перiодом, у дру-
гiй множина R — множина розрiзiв множини Q, у третiй —
фактор-множина, що породжується вiдношенням еквiвалентно-
стi на множинi фундаментальних послiдовностей рацiональних
чисел. Зрозумiло, що найбiльш практична є модель Вейєрштрас-
са, яка дозволяє ототожнювати дiйснi числа з послiдовностями
їх наближень (наприклад, десятковими дробами). Якраз на цiй
моделi базуються фрагменти теорiї дiйсних чисел у шкiльному
курсi математики.

Основне мiсце в аксiоматицi посiдає аксiома неперервностi
(властивiсть повноти множини R). Якраз вона виводить за межi
алгебри i дозволяє ввести основну неалгебраїчну операцiю —
граничний перехiд, а з геометричної точки зору означає можли-
вiсть встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множи-
ною R i множиною точок числової (координатної) прямої, тобто
геометризувати множину R. Як наслiдок, ми дiстаємо чудову
геометричну iнтерпретацiю вiдношення порядку, означаємо вiд-
стань мiж числами (точками), яка добре узгоджується з понят-
тям вiдстанi на прямiй.

Властивiсть неперервностi може бутя вираженою iншими
(еквiвалентними аксiомi VI) способами, наприклад, через по-
няття нижньої i верхньої гранi (пiдхiд Вейерштрасса).

Оскiльки множина R надiлена лiнiйним порядком 6, (а, от-
же, i лiнiйними порядками <,>, >), то в очевидний спосiб озна-
чається поняття множини обмеженої зверху (знизу), найбiль-
шого i найменшого елемента. А саме, множина X (X ⊂ R)
називається обмеженою зверху (знизу), якщо iснує таке дiй-
сне число a, що для всiх x ∈ X виконується нерiвнiсть x 6 a
(a 6 x). Природно множину обмежену як знизу так i зверху
називати обмеженою, iншими словами, множина X — обмеже-
на, якщо iснують дiйснi числа a i b такi, що для всiх x ∈ X
a 6 x 6 b. Мiж iншим зауважимо, що з огляду на геометричне
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подання множини R природно говорити про обмеженiсть злiва
(обмеженiсть справа). Елемент (число) a ∈ X будемо називати
мiнiмальним (найменшим) елементом множини X, якщо a 6 x
для будь-якого x ∈ X, а елемент (число) b ∈ X будемо нази-
вати максимальним (найбiльшим) елементом множини X, якщо
x 6 b для будь-якого x ∈ X.

З геометричної точки зору зрозумiло, що коли множина X
має мiнiмальний (максимальний) елемент, то вiн єдиний, бо ж
мiнiмальний це сама лiва точка на числовiй прямiй, а макси-
мальний це сама права точка. У рамках аксiоматичної теорiї
цей факт необхiдно доводити.

Теорема 1.1. Якщо множина X має мiнiмальний (макси-
мальний) елемент, то вiн єдиний.

Доведення. Припустимо, що iснує множина дiйсних чисел
X, яка має принаймнi два рiзних мiнiмальних елементи, тобто
iснують такi два елементи a1 i a2 (a1 6= a2), що для всiх x ∈ X
a1 6 x i a2 6 x. Але тодi з того, що a1 мiнiмальний елемент
множини X i a2 ∈ X, випливає, що a1 6 a2, а з того, що
a2 мiнiмальний елемент множини X i a1 ∈ X, випливає, що
a2 6 a1. Таким чином маємо два числа a1 i a2, для яких a1 6 a2

i a2 6 a1. В силу другої аксiоми порядку маємо, що a1 = a2.
Останнє суперечить припущенню. Отже, не iснує непорожньої
пiдмножини множини R, яка б мала бiльше одного мiнiмального
елемента. �

Нехай маємо непорожню множину X.

Означення 1.1. Число a називається нижньою (верхньою)
гранню множини X, якщо:

1. для будь-якого x ∈ X a 6 x (x 6 a),
2. для будь-якого числа a′ > a (a′ < a) iснує хоча би один

елемент x′ ∈ X такий, що x′ < a′ (x′ > a′).
Позначається infX — нижня грань, а supX — верхня грань
множини X.
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Приклад 1. У якому вiдношеннi знаходиться дiйсне число
a (нижня межа, верхня межа, найменший елемент, найбiльший
елемент, нижня грань, верхня грань) стосовно множини всiх тих
дiйсних чисел, подання яких нескiнченними десятковими дро-
бами починається так 1, 41 . . ., якщо a =

√
2; 1, 41; 31

22
; 1, 42;

√
3.

Розв’язання. Нехай X — множина всiх тих дiйсних чисел,
подання яких у виглядi нескiнченного десяткового дробу має
цiлою частиною 1, а першi двi цифри пiсля коми 4 i 1. Тодi
виходячи з подання

√
2 = 1, 414213 . . . , 1, 41 = 1, 41000 . . . , 31

22
=

1, 4090909 . . . , 1, 42 = 1, 42000 . . . ,
√

3 = 1, 73205 . . . i означення
вiдношення < у множинi нескiнченних десяткових дробiв, у
яких 9 не є перiодом, робимо висновок, що 1,41 — нижня грань,
31
22

—нижня межа, 1,42 — верхня грань,
√

3 — верхня межа
множини X, причому infX ∈ X, supX 6∈ X. Отже, X має
найменший елемент, але немає найбiльшого елемента.

Приклад 2. Знайти найменший i найбiльший елементи
(якщо вони є) множини площ всiх можливих трикутникiв опи-
саних навколо кола радiуса r.

Розв’язання. Нехай у трикутнику, описаному навколо кола
радiуса r, два кути вiдповiдно дорiвнюють α i β (Рис. 1).

Тодi площа описаного трикут-
ника залежить вiд того, якими
будуть кути α i β, тобто є функ-
цiєю змiнних α i β. Позначимо
її S(α, β).

Рис. 1
Оскiльки S(α, β) = rp = r(rctgα

2
+ rctgβ

2
+ rctg(π

2
− α

2
− β

2
)) =

r2(ctgα
2

+ ctgβ
2
+ tg(α

2
+ β

2
)), то задача зводиться до знаходження

найменшого та найбiльшого значення функцiї S(α, β) при умовi
α > 0, β > 0, α + β < π. Якщо якийсь iз кутiв буде прямувати
до нуля, то, очевидно, що площi вiдповiдних трикутникiв бу-
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дуть нескiнчено зростати, i нiяке число не може бути верхньою
гранню множини площ трикутникiв, описаних навколо заданого
кола. Таким чином, ця множина необмежена зверху i верхньої
гранi, а, отже, найбiльшого значення, немає. iз системи

∂S

∂α
= r2

(
− 1

2 sin2 α
2

+
1

2 cos2(α
2

+ β
2
)

)
= 0,

∂S

∂β
= r2

(
− 1

2 sin2 β
2

+
1

2 cos2(α
2

+ β
2
)

)
= 0

дiстаємо sin2 α
2

= sin2 β
2
. А оскiльки 0 < α

2
< π

2
,0 < β

2
< π

2
, то

остання рiвнiсть виконується тiльки при α = β. Тодi з рiвняння
cos2 α − sin2 α

2
= 0 i заданих умов дiстанемо, що α = β = π

3
.

Таким чином, функцiя S(α, β) досягає мiнiмуму у точцi (π
3
, π

3
)

i мiнiмальне значення це площа рiвносторонього трикутника,
описаного навколо кола радiуса r. Звiдси маємо, що найменшим
елементом заданої множини є число 3

√
3r2.

Очевидно, що не кожна навiть обмежена множина має най-
менший i найбiльший елемент. А от питання iснування нижньої
i верхньої гранi вiдразу знiмається, якщо є iнформацiя про обме-
женiсть множини.

Теорема 1.2. Кожна непорожня обмежена зверху множина
дiйсних чисел має точну верхню грань, причому вона єдина.

Доведення. Нехай X ⊂ R обмежена зверху множина дiй-
сних чисел, а Y = {y | y ∈ R ∧ (∀x ∈ X)(x 6 y)} — мно-
жина всiх верхнiх меж множини X. Цi множини непорожнi i
(∀x ∈ X)(∀y ∈ Y )(x 6 y). Тодi за аксiомою неперервностi iснує
число c таке, що (∀x ∈ X)(∀y ∈ Y )(x 6 c 6 y). Оскiльки для
будь-якого x ∈ X x 6 c, то c ∈ Y , а оскiльки для будь-якого
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y ∈ Y c 6 y, то c — мiнiмальний елемент множини Y . А наймен-
ша межа множини X i є її верхньою гранню. єдинiсть верхньої
гранi випливає з єдиностi мiнiмального елемента множини Y . �

Доведення того факту, що кожна непорожня обмежена знизу
множина має єдину нижню грань, проводиться так саме.

Виявляється, що теорема 1.2 рiвноцiнна аксiомi неперервно-
стi, тобто коли замiсть аксiоми VI прийняти аксiому
VI′. Будь-яка непорожня обмежена зверху множина має то-
чну верхню грань,
то можна довести таку теорему:

Теорема 1.3. Якщо X i Y — непорожнi пiдмножини мно-
жини R такi, що для будь-яких x ∈ X i y ∈ Y виконується
нерiвнiсть x 6 y, то iснує таке c ∈ R, що x 6 c 6 y для
довiльних x ∈ X i y ∈ Y .

Доведення. Нехай X i Y — непорожнi множини такi, що
∀x ∈ X i ∀y ∈ Y x 6 y. Тодi множина X обмежена зверху,
а, отже, має верхню грань. Покажемо, що ∀x ∈ X i ∀y ∈ Y
x 6 supX 6 y. Справдi, якщо Z = {z | z ∈ R∧(∀x ∈ X)(x 6 z)},
то supX = minZ, а оскiльки Y ⊂ Z, то для будь-якого y ∈ Y
minZ 6 y. Отже, supX є якраз тим числом, що x 6 supX 6 y
для будь-яких x ∈ X i y ∈ Y . �

Якщо за аксiому неперервностi прийняти аксiому VI, то ка-
жуть, що неперервнiсть множини дiйсних чисел означена за
Дедекiндом, якщо ж — аксiому VI′, то за Вейерштрассом.

Нарештi, якщо у множинi R видiлити множину натуральних
чисел N, як найменшу iндуктивну множину (множину, яка з
кожним числом x, що їй належить, мiстить число x + 1), яка
мiстить 1, то неперервнiсть множини R можна охарактеризувати
такими двома аксiомами.

Аксiома Архiмеда. Для будь-якого дiйсного числа x iснує
натуральне число n таке, що n > x.
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Аксiома Кантора. Для будь-якої системи вкладених вiд-
рiзкiв [a1, b1], [a2, b2], . . . , [an, bn], . . ., де

a1 6 a2 6 . . . 6 an 6 . . . 6 bn 6 . . . 6 b2 6 b1,

iснує хоча би одне число, яке належить всiм вiдрiзкам.
Якщо на систему вкладених вiдрiзкiв накласти додаткову

вимогу, щоб вона була стяжною (∀ε > 0 ∃n0 такий, що ∀n > n0

bn − an < ε), то легко показати, що тодi iснує єдина точка, що
належить всiм вiдрiзкам системи.

Якраз у такому виглядi цей факт широко використовується
в аналiзi.

Пiдсумовуючи, пiдкреслимо, що властивiсть неперервностi
множини R повсюди використовується на практицi. Властивiсть
неперервностi множини дiйсних чисел виражає собою об’єктив-
ну впевненiсть у тому, що вимiрювана величина має певне зна-
чення, яке знаходиться мiж її наближеними значеннями, обра-
хованими з недостачею i надлишком [3, т. 1, с. 19]. Як цими
значеннями розпорядитись дає вiдповiдь закон великих чисел.

Поняття верхньої i нижньої граней вiдiграють провiдну роль
у терiї iнтегрування, а особливо у теорiї мiри.

Завдання для самоконтролю.

1. Як означити поняття обмеженої множини з допомогою по-
няття абсолютної величини (модуля) дiйсного числа? До-
ведiть еквiвалентнiсть сформульованого вами означення з
означенням, приведеним у текстi.

2. Сформулюйте теорему про єдинiсть максимального еле-
мента.

3. Якщо кожне число a таке, що для будь-якого елемента x ∈
X a 6 x, назвати нижньою межею множини X, а кожне
число b таке, що для будь-якого елемента x ∈ X x 6 b,
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назвати верхньою межею множини X, то яким чином через
цi термiни можна означити infX i supX?

4. Знайти гранi (якщо вони є) множини{
m

n
+

4n

m
| m ∈ N, n ∈ N

}
.

5. Знайти найменший i найбiльший елементи (якщо вони є)
множини площ трикутникiв, вписаних у коло радiуса R.

6. Довести, що якщо X, Y — непорожнi обмеженi множини,
то

infX ∪ Y = min(infX, inf Y ),

supX ∪ Y = max(supX, supY ).

7. Знайти найменший i найбiльший елементи (якщо вони є)
множини

{x | logx2+1

1

3
|x+ 1| < 0}.

8. Як змiниться висновок теореми про стяжну систему вкла-
дених вiдрiзкiв, якщо залишити тiльки вимогу про вкла-
денiсть вiдрiзкiв?

9. Чи справедливим буде твердження про те, що будь-яка
система вкладених iнтервалiв має непорожнiй перетин?

10. Якi числовi множини видiляються такими характеристи-
чними властивостями:

а) (∃M ∈ R)(∀a ∈ A)(a 6 M),

б) (∃M ∈ R)(∃a ∈ A)(a 6 M),

в) (∀M ∈ R)(∀a ∈ A)(a 6 M),
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г) (∀M ∈ R)(∃a ∈ A)(a 6 M),

д) (∃a ∈ A)(∀M ∈ R)(a 6 M),

е) (∃a ∈ A)(∃M ∈ R)(a 6 M),

є) (∀a ∈ A)(∀M ∈ R)(a 6 M),

ж) (∀a ∈ A)(∃M ∈ R)(a 6 M).
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2ЛЕКЦIЯ: Множина комплексних чисел

Аксiоматика множини комплексних чисел. Тригонометрична i
показникова форми комплексного числа. Топологiя у полi C.

Лiтература. [1], ч. 3, с. 201–206; [3], т. 1, с. 327–335; [4],
с. 4–12.

Iсторiя комплесних чисел розпочинається з 16 ст. коли iта-
лiйськi математики Джiроламо Кардано (1501–1576) i Рафаель
Бомбелi (бiля 1530–1573), розв’язуючи квадратнi рiвняння, ско-
ристались символами

√
−1 ( формальний розв’язок рiвняння

x2 + 1 = 0) i b
√
−1 (формальний розв’язок рiвняння x2 + b2 = 0).

Однак коли перший вважав такi символи непридатними для ви-
користання, то другий побачив їх користь при розв’язуваннi ку-
бiчних рiвнянь (коли дiйснi коренi виражаються через кубiчнi
коренi з уявних величин).

Незважаючи на опiр, який чинили математики 17 i навiть
18 столiть наданню статусу чисел уявним величинам, такi ве-
личини набували все ширшого i ширшого вжитку. Так Жирар
(1629) i Декарт (1637) встановили, що коли використовувати
уявнi величини, то алгебраїчне рiвняння має стiльки коренiв,
яким є його степiнь. У 18 ст. крiм алгебри уявнi величини зна-
йшли саме безпосереднє застосування в аналiзi. Лейбнiц, Iоган
Бернуллi, Д’Аламбер, Ейлер не тiльки користувались цими ве-
личинами, але й функцiями таких величин. Знаменитi формули
Ейлера

cosx =
1

2

((
1 +

x
√
−1

i

)i

+

(
1− x

√
−1

i

)i
)
,

sin x =
1

2
√
−1

((
1 +

x
√
−1

i

)i

−
(

1− x
√
−1

i

)i
)

(тут у Ейлера i — нескiнченно велике число, i — перша лiте-
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ра слова infinite — нескiнченний), пiсля того як скористатись
позначенням(

1 +
x
√
−1

i

)i

= ex
√
−1;

(
1− x

√
−1

i

)i

= e−x
√
−1

(у сучасних позначеннях ez = lim
n→∞

(
1 + z

n

)n
) i введеним самим

Ейлером (1784) позначенням i =
√
−1, встановили зв’язок мiж

тригонометричними i показниковими функцiями

cosx =
eix + e−ix

2
, sin x =

eix − e−ix

2i
.

Статус чисел уявнi величини отримали у роботах Карла Гаус-
са (1777–1855), який у 1799 роцi ввiв термiн „комплексне число“
i довiв алгебраїчну замкненiсть множини цих чисел.

Нехай маємо множину C символiв виду a + bi, де a, b ∈ R,
тобто C = {a + bi | a, b ∈ R}. Означимо у цiй множинi двi
операцiї: для будь-яких елементiв a1 + b1i, a2 + b2i з C

(a1 + b1i) + (a2 + b2i) := (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(a1 + b1i) · (a2 + b2i) := (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i.
(2.1)

В очевидний спосiб перевiряється , що операцiя додавання є
асоцiативною i комутативною, що елемент 0 + 0i є нейтральним
елементом вiдносно неї, а елемент −a − bi є протилежним до
елемента a + bi. Отже, вiдносно додавання множина C абелева
група.

Також неважко перевiрити, що операцiя множення є асоцiа-
тивною i комутативною, а елемент 1+0i є нейтральним вiдносно
множення, тобто вiдносно множення C є комутативною напiв-
групою з одиницею.

Якщо a+ bi 6= 0+0i, то (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2 +0i, причому
a2 + b2 6= 0. У зв’язку з цим для кожного елемента a+ bi 6= 0+0i
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iснує елемент c+ di ∈ C, а саме

c+ di =
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i,

такий, що (a+ bi)(c+ di) = 1 + 0i, що дозволяє ввести операцiю
дiлення: для будь-яких a1 + b1i, a2 + b2i 6= 0 + 0i

a1 + b1i

a2 + b2i
=
a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
+
−a1b2 + b1a2

a2
2 + b22

i. (2.2)

Практично дiлення виконується так: у дробi
a1 + b1i

a2 + b2i
чисельник i

знаменник домножаються на число a2−b2i (спряжене до a2+b2i).
Отже, множина C \ {0 + 0i} вiдносно операцiї множення є

абелева група.
Нарештi, неважко перевiрити, що операцiя множення є дис-

трибутивною вiдносно додавання, i з алгебраїчної точки зору
множина C вiдносно операцiй (2.1) є поле.

Доведено, що у полi не можна ввести лiнiйний порядок, який
би був монотоним вiдносноє додавання, тобто поле C не можна
впорядкувати у такий спосiб, як це було зроблено для поля R.

Означення 2.1. Поле C називають полем комплексних чи-
сел, а його елементи комплексними числами. Запис a+ bi на-
зивають алгебраїчною формою комплексного числа, у якому
a = Re (a+ bi) — дiйсна, b = Im (a+ bi) — уявна частина.

Пiдмножина CR = {a + 0i | a ∈ R} множини C є пiдполе
поля C, яке iзоморфне полю R. У зв’язку з цим у полi C пiдполе
CR замiнюють на поле R, тобто числа виду a + 0i є дiйсними
числами i записують a + 0i = a. Комплекснi числа виду 0 + bi
називають чисто уявними i записують 0 + bi = bi, зокрема 0 +
1 · i = i i i2 = −1.

З цiєї точки зору поле C є розширенням поля R, яке вияви-
лось досить продуктивним у тому планi, що стали розв’язними
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задачi, якi над полем R не мали розв’язку. Яскравий приклад
цьому — будь-яке квадратне рiвняння має два (з врахуванням
кратностi) коренi.

У шкiльному пiдручнику [8, с. 399–418] при введенi компле-
ксних чисел на першому планi символ i, для якого приймається
така рiвнiсть i2 = −1. Називають цей символ уявною одиницею.
А множина C вводиться як множина всiх чисел виду a + bi, де
a, b — довiльнi дiйснi числа. Число a називається дiсною, а ви-
раз bi — уявною частиною комплексного числа a+ bi. (Останнє
не узгоджується iз загальновживаним у математицi термiном
„уявна частина“). Далi вводяться дiї над комплексними числа-
ми фактично за формулами (2.1), однак тут же рекомендується,
що цiлком природно, виконувати дiю додавання, вiднiмання та
множення над комплексними числами за правилами цих дiй над
многочленами. Крiм того тут розглядаються дiї дiлення, пiдне-
сення до степення i добування квадратного кореня.

При вивченнi властивостей комплексних чисел (як i при вив-
ченнi властивостей дiйсних чисел) досить зручною є їх геоме-
трична iнтерпретацiя, причому сама структура комплексного чи-
сла пiдказує, що комплекснi числа слiд зображати точками на
координатнiй площинi. А саме, на площинi задається прямо-
кутна декартова система координат xOy i вважається, що по-
чаток координат є зображенням комплексного числа z = 0, а
точка з координатами (a, b) є зображенням комплексного числа
z = a + bi. Таку площину називають комплексною площиною
(площиною (z)), причому вiсь абсцис — дiйсною, а вiсь ординат
— уявною вiссю комплексної площини. При цьому встановлює-
ться взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж множиною C i мно-
жиною точок комплексної площини, а, отже, мiж множиною C
i множиною векторiв (комплексному числу z вiдповiдає радiус-
вектор точки z). Так що термiни „комплексне число“, „точка
площини“, „вектор“ вживаються як синонiми.

У зв’язку з останнiм довжина вектора z називаєтьтся моду-
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лем комплексного числа z i позначається |z|. Ясно, що якщо
z = a + bi, то |z| =

√
a2 + b2. Кут мiж додатним напрямком осi

Ox i вектором z (якщо вектор z ненулевий) називають аргумен-
том z i позначають Arg z. Оскiльки такий кут визначається з
точнiстю до доданку, кратного 2π, то видiляють так зване го-
ловне значення аргумента, тобто те, для якого −π < Arg z 6 π.
Оскiльки таке значення визначається однозначно, то його по-
значають arg z. Для будь-якого z = a+ bi 6= 0

arg z =



arctg b
a
, якщо a > 0,

arctg b
a

+ π, якщо a < 0, b > 0,

arctg b
a
− π, якщо a < 0, b < 0,

π
2
, якщо a = 0, b > 0,

−π
2
, якщо a = 0, b < 0.

Виходячи з очевидних геометричних мiркувань, для будь-
якого комплексного числа z = a+ bi 6= 0 має мiсце подання:

z = r(cosα+ i sinα), (2.3)

де r =
√
a2 + b2, α = arg z, яке називається тригонометричною

формою комплексного числа.
Якщо скористатись формулами Ейлера, то дiстанемо ще одне

подання комплексного числа

z = reiα.

Це так звана показникова форма комплексного числа.
Якщо

z1 = r1(cosα1 + i sinα1),

z2 = r2(cosα2 + i sinα2),
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то

z1z2 = r1r2(cos(α1 + α2) + i sin(α1 + α2)) = r1r2e
i(α1+α2),

z1

z2

=
r1
r2

(cos(α1 − α2) + i sin(α1 − α2)) =
r1
r2
ei(α1−α2),

zn = rn(cosnα + i sinnα) = rneinα,

n
√
z = n

√
r

(
cos

α+ 2kπ

n
+ i

α+ 2kπ

n

)
,

де k = 0, 1, . . . , n− 1.
Геометрична iнтерпретацiя комплексних чисел показує як

метризувати поле C. Якщо z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i, то за
вiдстань мiж комплексними числами z1 i z2 слiд приймати вiд-
стань мiж точками M1(a1, b1) i M2(a2, b2), тобто число

d(z1, z2) =
√

(a1 − a2)2 + (b1 − b2)2 = |z1 − z2|. (2.4)

Природно, що так означена на C × C функцiя задовольняє
всi три аксiоми метричного простору, тобто

1◦ (∀z1, z2 ∈ C)(d(z1, z2) > 0 ∧ (d(z1, z2) = 0 ⇐⇒ z1 = z2)),

2◦ (∀z1, z2 ∈ C)(d(z1, z2) = d(z2, z1)),

3◦ (∀z1, z2, z3 ∈ C)(d(z1, z2) 6 d(z1, z3) + d(z3, z2)).

А наявнiсть метрики дозволяє будувати аналiз функцiй компле-
ксної змiнної.

Важко переоцiнити значення комплексних чисел як iнстру-
ментарiю при розв’язуваннi самих рiзноманiтних задач. Звичай-
но цi задачi можна розв’язати i методами того роздiлу мате-
матики, у якому вони були сформульованi. Проте, як правило,
застосування комплексних чисел (у бiльш широкому планi ком-
плексного аналiзу) значно спрощує розв’язування.

Наведемо два приклади таких застосувань, де фактично ви-
користовуються тiльки основнi поняття теорiї комплексних чи-
сел.
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1. Скориставшись формулами додавання можна записати, що

sin 2α = 2 sinα cosα,

cos 2α = cos2 α− sin2 α,

sin 3α = 3 cos2 α sinα− sin3 α = 3 sinα− 4 sin3 α,

cos 3α = cos3 α− 3 cosα sin2 α = 4 cos3 α− 3 cosα.

Звичайно, знайшовши подання sin 4α, cos 4α, . . . можна вре-
штi решт висунути гiпотезу про подання sinnα i cosnα, i пi-
сля цього обгрунтувати її методом математичної iндукцiї. А
можна поступати таким чином. Розглянемо комплексне число
z = cosα+ i sinα. Очевидно, що |z| = 1 i

zn = (cosα+ i sinα)n = cosnα + i sinnα.

З останньої рiвностi маємо:

cosnα + i sinnα =
n∑

k=o

Ck
n(cosα)n−k(i sinα)k.

Оскiльки два комплекснi числа рiвнi тодi i тiльки тодi, коли
рiвними є їх дiйснi i уявнi частини, то, враховучи, що i0 =
1, i1 = i, i2 =,−1, i3 = −i, i4 = 1, . . ., маємо:

cosnα = cosn α− C2
n cosn−2 α sin2 α+ C4

n cosn−4 α sin4 α− . . . ;

sinnα = C1
n cosn−1 α sinα− C3

n cosn−3 α sin3 α+ . . . .

Аналогiчно, якщо скористатись формулою суми членiв гео-
метричної прогресiї

n∑
k=0

zk =
1− zn+1

1− z
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i покласти z = cosα+ i sinα, то дiстанемо такi формули

n∑
k=1

sin kα =
sin

n+ 1

2
α sin

nα

2

sin
α

2

,

n∑
k=1

cos kα =
sin

n+ 1

2
α cos

nα

2

sin
α

2

,

де α 6= 2kπ.
2. Повернемось до геометричної iнтерпретацiї комплексного

числа i покажемо, як просто виражаються з допомогою них рiзнi
факти геометрiї площини.

Формули z′ = −z, z′ = z задають претворення площини
такi, що у першому випадку образом точки z є точка −z (цен-
тральна симетрiя вiдносно початку координат), у другому обра-
зом точки z є точка z (осьова симетрiя вiдносно осi Ox).

Якщо z0 (z0 6= 0) фiксоване комплексне число, то формула
z′ = z + z0 задає паралельний перенос площини на вектор z0.

Якщо w0 (w0 6= 0) фiксоване комплексне число, у якого |w0| =
k, то формула z′ = w0z задає гомотетiю з центром у точцi O i
коефiцiєнтом k. Зокрема, якщо k = 1, то остання формула задає
поворот на кут α = argw0. Бiльше того кожен рух площини
можна записати у виглядi z′ = w0z + z0 або z′ = w0z + z0, де
|w0| = 1.

Нехай маємо три рiзнi точки на площинi або iнакше три рiзнi
комплекснi числа z0, z1, z2. Комплексне число

λ(z0, z1, z2) =
z1 − z0

z2 − z0

називають вiдношенням трьох комплексних чисел (вiдношен-
ням трьох точок).
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З геометричного погляду аргумент цього числа є кут мiж
прямими, що перетинаються у точцi z0 i проходять через точки
z1 i z2. Очевидно, що точки z0, z1, z2 лежать на однiй прямiй тодi
i тiльки тодi, коли arg λ(z0, z1, z2) дорiвнює або 0, або π. А це
можливо, коли число λ(z0, z1, z2) є дiйсним. Звiдси умова того,
що три рiзнi точки z0, z1, z2 лежать на однiй прямiй

λ(z0, z1, z2) = λ(z0, z1, z2),

тобто три рiзнi точки z0, z1, z2 лежать на однiй прямiй тодi i
тiльки тодi, коли

z1 − z0

z2 − z0

=
z1 − z0

z2 − z0

.

Тодi рiвняння прямої, що проходить через двi рiзнi точки z1 i z2

має вигляд
z1 − z

z2 − z
=
z1 − z

z2 − z

або (z1 − z2)z − (z1 − z2)z + (z1z2 − z1z2) = 0.
Нехай маємо чотири точки z1, z2, z3, z4. Комплексне число

λ(z1, z3, z4)

λ(z2, z3, z4)
=
z3 − z1

z4 − z1

:
z3 − z2

z4 − z2

називають подвiйним вiдношенням чотирьох комплексних чи-
сел (подвiйним вiдношенням чотирьох точок).

Враховуючи геометричний змiст вiдношення трьох компле-
ксних чисел, маємо, що

Arg
λ(z1, z3, z4)

λ(z2, z3, z4)
= Argλ(z1, z3, z4)− Argλ(z2, z3, z4),

тобто з точнiстю до доданка кратного 2π дорiвнює рiзницi мiж
величиною кута мiж прямими, що перетинаються у точцi z1

i проходять через точки z3 i z4 i величиною кута мiж прями-
ми, що перетинаються у точцi z2 i проходить через точки z3 i z4.
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Отже, (див. Рис. 2) чотири точки будуть
лежати на одному колi (на однiй прямiй?)
тодi, коли ця рiзниця буде дорiвнювати 0
або π (точка z2 займає на Рис. 2 положен-
ня z′2), тобто коли число

λ(z1, z3, z4)

λ(z2, z3, z4)

є дiйсним. Таким чином умову того, що
чотири точки z1, z2, z3, z4 лежать на одному колi (на однiй пря-
мiй) можна записати так:

λ(z1, z3, z4)

λ(z2, z3, z4)
=
λ(z1, z3, z4)

λ(z2, z3, z4)

або
z3 − z1

z4 − z1

:
z3 − z2

z4 − z2

=
z3 − z1

z4 − z1

:
z3 − z2

z4 − z2

.

Вважаючи z4 бiжучою точкою, маємо рiвняння кола (або пря-
мої), що проходить через три точки z1, z2, z3

z3 − z1

z − z1

:
z3 − z2

z − z2

=
z3 − z1

z − z1

:
z3 − z2

z − z2

або
Azz +Bz −B z + C = 0,

де
A = z1z2 − z1z3 − z1z2 + z1z3 + z2z3 − z2z3

є чисто уявне число (A = −A),

B = z1z1z3 − z1z1z2 − z1z3z3 + z2z3z3 − z2z2z3 + z1z2z2,

C = −z1z1z2z3 + z1z1z2z3 + z1z2z2z3 − z1z2z2z3 − z1z2z3z3+

+ z1z2z3z3 — чисто уявне число (C = −C).
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Центром цього кола є точка c0 = −B
A
, а радiус

R =

√
BB − AC

A2
.

Завдання для самоконтролю.

1. Що означає алгебраїчна замкненiсть поля C?

2. Як ви розумiєте неперервнiсть поля C?

3. Яким чином можна ввести топологiю у полi C?

4. Довести, що

n∑
k=1

k sin kx =
sin(n+ 1)x

2 sin2 x
2

−
(n+ 1) cos 2n+1

2
x

2 sin x
2

,

n∑
k=1

k cos kx =
(n+ 1) sin 2n+1

2
x

2 sin x
2

− 1− cos(n+ 1)x

2 sin2 x
2

.

5. У курсi геометрiї для двох рiзних точок M1 i M2 число
λ ∈ R (λ 6= −1) називали вiдношенням трьох точок M1,M2

i M , якщо −−−→
M1M = λ

−−−→
MM2.

iнакше, точка M дiлить вiдрiзок M1M2 у вiдношеннi λ.
Встановiть зв’язок цього поняття з поняттям вiдношення
трьох комплексних чисел.

6. Знайти рiвняння кола, що проходить через точки z1 = 0,
z2 = 8− 4i, z3 = 3− 9i. Визначити його центр i радiус.
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7. Довести, що геометрична прогресiя
∞∑

n=0

azn з комплексним

знаменником z збiжна i має суму
a

1− z
, якщо |z| < 1, i

розбiжна, якщо |z| > 1.

8. Обчислити суми рядiв

а)
∞∑

n=1

qn sinnα; б)
∞∑

n=1

qn cosnα,

якщо |q| < 1, q — дiйсне число.
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3ЛЕКЦIЯ: Потужнiсть множини

Зчисленнi множини та їх властивостi. Зчисленнiсть множин цi-
лих, рацiональних, алгебраїчних чисел. Множини потужностi
континууму та їх властивостi. Континуальнiсть множин дiйсних
та комплексних чисел. iснування множин як завгодно великої
потужностi.

Лiтература. [1], ч. 3, с. 5–24; [5], с. 13–32; Томусяк А.А.,
Ковтонюк М.М. Практикум з математичного аналiзу (Порiв-
няння множин). Вiнниця, 1998, с. 104–163.

Аналiз функцiй вимагає порiвняння множин у класичному
розумiннi „У якiй множинi елементiв бiльше? “ Якщо множи-
ни скiнченнi, то цiлком природно полiчити елементи першої i
другої i ту, у якої елементiв бiльше, вважати бiльш чисель-
ною. Якщо ж число елементiв однакове, то множини слiд вва-
жати рiвночисельними. Однак такий спосiб порiвняння множин
у випадку великого числа елементiв викликає значнi трудно-
щi, а для нескiнченних множин вiн просто непридатний. Суть
проблеми: чи поняття нескiнченної множини є просто антипо-
дом поняття скiнченної множини i не допускає розчленування,
чи для нескiнченних множин можливе „градуювання“, подiбне
„градуюванню“ скiнченних множин за числом елементiв.

Поставлена проблема була успiшно розв’язана однiєю iз зi-
рок першої величини на небосхилi математики, нiмецьким ма-
тематиком Георгом Кантором (1845–1918), який за допомогою
поняття взаємно-однозначної вiдповiдностi ввiв поняття рiвно-
потужних (еквiвалентних) множин i на його основi рiзнi ступенi
математичної нескiнченностi (кардинальнi числа).

Означення 3.1. Двi множини X i Y називають еквiвален-
тними (рiвнопотужними), якщо iснує взаємно-однозначна
вiдповiднiсть f з областю визначення X i множиною зна-
чень Y , тобто якщо можна побудувати (довести iснування)
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функцiю f : X → Y таку, що

1) (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )((x, y) ∈ f),

2) (∀x1, x2 ∈ X)(x1 6= x2 ∧ (x1, y1), (x2, y2) ∈ f =⇒ y1 6= y2),

3) (∀y ∈ Y )(∃x ∈ X)((x, y) ∈ f)

i позначають X ∼ Y .

Перша задача, яку будемо розв’язувати буде задача розпi-
знання еквiвалентних множин. Будемо поступати так. Обирає-
мо одну певну (нескiнченну) множину i означаємо клас множин
еквiвалентних їй. Природно розпочати з множини натуральних
чисел.

Означення 3.2. Множина X називається зчисленною,
якщо вона еквiвалентна множинi натуральних чисел.

Встановити взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж множи-
ною X i множиною N означає: кожному елементу множини X
вiднести натуральне число, iнакше занумерувати елементи мно-
жини X. Таким чином, елементи зчисленної множини X можна
подати у виглядi послiдовностi (xn), члени якої попарно рiзнi.

Теорема 3.1. Будь-яка нескiнченна пiдмножина зчисленної
множини зчисленна.

Доведення. Нехай X — зчисленна множина, причому еле-
менти її занумерованi, тобто X = {x1, x2, . . . , xn, . . .}. Не-
хай X ′ — нескiнченна пiдмножина множини X. Будемо „ска-
нувати“ множину X, розпiзнаючи у послiдовностi елементiв
x1, x2, . . . , xn, . . . тi, якi належать множинi X ′. Нехай першим
елементом з X ′ у послiдовностi елементiв x1, x2, . . . , xn, . . . бу-
де елемент xn1, другим — xn2 , . . ., k-им — xnk

, . . .. Зiставляючи
кожному елементу пiдмножини X ′ номер зустрiчi з ним при
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скануваннi послiдовностi x1, x2, . . . , xn, . . ., отримуємо нумера-
цiю елементiв пiдмножини X ′. А це означає, що X ′ — зчисленна
множина. �

Як наслiдок з теореми 3.1 маємо, наприклад, що множини
парних чисел, чисел кратних 5, простих чисел є зчисленними.

Неважко переконатись, що об’єднання скiнченної i зчислен-
ної множини, об’єднання скiнченного числа зчисленних мно-
жин, бiльше того об’єднання зчисленної множини зчисленних
множин є множина зчислена.

Тепер уже легко переконатись, що множина цiлих чисел
Z є зчисленною. Справдi, в очевидний спосiб встановлюється
взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж множиною натуральних
чисел N = {1, 2, 3, . . .} i множиною цiлих вiд’ємних чисел
{−1,−2,−3, . . .}. Таким чином, множина Z є зчисленою як об’-
єднання двох зчисленних множин i одноелементної множини
{0}.

Покажемо, що множина всiх можливих пар натуральних чи-
сел є зчисленною. Справдi, занумеруємо пари натуральних чи-
сел у такий спосiб. Елементу (p, q) ∈ N× N припишемо номер

n =
(p+ q − 2)(p+ q − 1)

2
+ p

Наприклад, парi (1, 1) буде приписано номер 1, парi (1, 2) —
номер 2, парi (2, 1) — номер 3 i т.д. Нехай Nk = {(p, q) | p+ q =

k}. Тодi N × N =
∞⋃

k=2

Nk, причому Ni ∩ Nj = ∅, якщо i 6= j.

Елементи множини Nk занумерованi номерами

(k − 2)(k − 1)

2
+ 1,

(k − 2)(k − 1)

2
+ 2, . . . ,

(k − 2)(k − 1)

2
+ k − 1,

а елементи множини Nk+1 — номерами

(k − 1)k

2
+ 1,

(k − 1)k

2
+ 2, . . . ,

(k − 1)k

2
+ k.
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Звiдси випливає, що рiзнi пари отримають рiзнi номери, i всi
натуральнi числа будуть використаннi при нумерацiї. Таким чи-
ном, елементи множини N×N занумерованi, i тому вона є зчи-
сленною.

Оскiльки кожне додатне рацiональне число подається у ви-
глядi дробу

p

q
, де p, q ∈ N i (p, q) = 1, то множина Q+

всiх додатних рацiональних чисел еквiвалентна множинi
∼
Q=

{(p, q) | p, q ∈ N ∧ (p, q) = 1}. А остання множина як нескiнчен-
на пiдмножина зчисленної множини є множина зчисленна. Тодi
множина Q− всiх вiд’ємних рацiональних чисел є теж зчислен-
ною. А, отже, буде зчисленною множина Q = Q+ ∪Q− ∪ {0}.

Хоча яким багатим є запас зчисленних множин, проте вияв-
ляється, що iснують незчисленнi множини, причому i серед них
є нееквiвалентнi.

Теорема 3.2. Множина всiх дiйсних чисел з вiдрiзка [0, 1]
незчисленна.

Доведення. Оскiльки множини [0, 1] i [0, 1) еквiвалентнi,
то теорема буде доведена, якщо буде доведено незчисленнiсть
промiжка [0, 1). Припустимо, що множина [0, 1) зчисленна. Тодi
всi числа з промiжку [0, 1) можна занумерувати i розташувати
у послiдовнiсть

α1, α2, . . . , αn, . . . . (3.1)

Зрозумiло, що послiдовнiсть (3.1) вичерпує всi числа з [0, 1).
Подамо кожне число з послiдовностi (3.1) у виглядi нескiнчен-
ного десяткового дробу, причому, щоб уникнути двозначностi у
поданнi десяткових дробiв (0, 5 = 0, 500 . . . , 0, 5 = 0, 499 . . .), бу-
демо вважати, що жоден з цих дробiв не має дев’ятку перiодом,
i послiдовнiсть (3.1) перепишемо у виглядi

α1 = 0, a11a12a13 . . . a1n . . . ,
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α2 = 0, a21a22a23 . . . a2n . . . ,

α3 = 0, a31a32a33 . . . a3n . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn = 0, an1an2an3 . . . ann . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

З цифр, якi стоять на головнiй дiагоналi сформуємо нескiнчен-
ний десятковий дрiб 0, a11a22a33 . . . ann . . . i по ньому побудуємо
дiйсне число β = 0, b1b2b3 . . . bn . . ., де для n = 1, 2, . . .

bn =

{
1, якщо ann 6= 1,

2, якщо ann = 1.

Очевидно, що число β ∈ [0, 1), а, отже, воно є у послiдовностi
(3.1), тобто iснує такий номер n0, що an0 = β. З другого боку,
число β, в силу своєї структури, не дорiвнює жодному з чисел
послiдовностi (3.1). Одержане протирiччя свiдчить про те, що
елементи множини [0, 1) не можна занумерувати, а, отже, вона
незчисленна.�

Наступним еталоном пiсля множини натуральних чисел вi-
зьмемо вiдрiзок [0, 1].

Означення 3.3. Множину X називають континуальною
(множиною потужностi континууму), якщо вона еквiвален-
тна множинi всiх дiйсних чисел з вiдрiзка [0, 1].

Оскiльки множини

[a, b], [a, b), (a, b], (−∞, a], [a, +∞), (a, +∞), (−∞, +∞)

еквiвалентнi, то всi вони континуальнi.
Можна довести, що множина всiх пiдмножин множини на-

туральних чисел є континуальною.
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Теоретико-множиннi операцiї об’єднання, перетин, рiзниця,
прямий добуток над континуальними множинами дають або кон-
тинуальну, або зчислену, або скiнчену множину.

Наприклад, якщо множина X континуальна, а множина Y
скiнченна або зчисленна, то множини X ∪Y , X \Y континуаль-
нi. Отже, якщо з множини дiйсних чисел вилучити скiнченну
або зчислену пiдмножину, то залишиться континуальна мно-
жина. Як наслiдок, дiстаємо, що множина всiх iррацiональних
чисел, множина всiх трансцендентних (неалгебраїчних) чисел є
континуальнi множини.

Об’єднання не тiльки скiнченної але й зчисленної множи-
ни континуальних множин є множина континуальна. Прямий
добуток скiнченного числа континуальних множин є множина
континуальна. Як наслiдок, не тiльки множина R але й R2,R3

i взагалi Rn є континуальнi множини. Бiльше того прямий до-
буток зчисленної множини континуальних множин є множина
континуальна. Як наслiдок, множина всiх послiдовностей дiй-
сних чисел (комплексних чисел) є континуальною.

Як приклад, доведемо, що множина всiх функцiй, визначе-
них i неперервних на вiдрiзку [a, b], є континуальною.

Справдi, нехай C[a, b] — множина всiх неперервних на вiд-
рiзку [a, b] функцiй. Множина всiх рацiональних чисел з вiд-
рiзка [a, b] як нескiнченна пiдмножина зчисленної множини Q
є зчисленна множина. Отже, рацiональнi числа з вiдрiзка [a, b]
можна занумерувати, тобто записати у виглядi послiдовностi
r1, r2, . . . , rn, . . .. Оскiльки кожна функцiя f ∈ C[a, b] є неперер-
вною на вiдрiзку [a, b], то ∀x0 ∈ [a, b] limx→x0 f(x) = f(x0),
limx→a+0 f(x) = f(a), limx→b−0 f(x) = f(b).

З другого боку, ∀x ∈ [a, b] iснує пiдпослiдовнiсть (rnk
) послi-

довностi (rn) така, що limk→∞ rnk
= x, а, отже, (в силу неперер-

вностi) limk→∞ f(rnk
) = f(x). Таким чином, кожна неперервна

на вiдрiзку [a, b] функцiя f повнiстю визначається своїми зна-
ченнями у рацiональних точках, тобто послiдовнiстю дiйсних
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чисел

f(r1), f(r2), . . . , f(rn), . . . . (3.2)

Побудуємо вiдображення

ϕ : C[a, b] → RN

у такий спосiб: функцiї f ∈ C[a, b] вiднесемо послiдовнiсть дiй-
сних чисел (3.2). Якщо f1, f2 ∈ C[a, b] i f1 6= f2, то iснує ра-
цiональне число rn0 ∈ [a, b], для якого f1(rn0) 6= f2(rn0) (якби
при всiх n f1(rn) = f2(rn), то f1 = f2), а, отже, рiзним елемен-
там з C[a, b] вiдповiдають рiзнi елементи з RN. Звiдси випливає,
що у множинi R є пiдмножина еквiвалентна множинi C[a, b]. З
другого, множина всiх сталих на вiдрiзку [a, b] функцiй є пiд-
множиною множини C[a, b], причому вона еквiвалентна множинi
R, яка у свою чергу, еквiвалентна множинi RN. Скориставшись
критерiєм Кантора-Бернштейна, маємо, що множини C[a, b] i RN

еквiвалентнi. А це означає, що C[a, b] є континуальною множи-
ною.

Можна довести, що множина всiх функцiй, визначених на
вiдрiзку C[a, b] є незчисленною, але не є множиною потужностi
континууму.

Таким чином, маємо, що серед тих нескiнченних множин, з
якими ми мали справу при вивченнi математичного аналiзу не
всi еквiвалентнi. Бiльш того має мiсце такий факт.

Теорема 3.3. Будь-яка множина X нееквiвалентна мно-
жинi 2N (множинi всiх можливих пiдмножин множини X).

Доведення. Якщо X — скiнченна множина з числом елемен-
тив n, то число елементiв множини 2N дорiвнює 2n. Очевидно,
що ∀n ∈ N n 6= 2n. А скiнченнi множини з рiзним числом еле-
ментiв еквiвалентними бути не можуть. Припустимо, що iснує
нескiнченна множина X така, що X ∼ 2X . Нехай вiдображення
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f : X → 2X є взаємно-однозначною вiдповiднiстю мiж мно-
жинами X i 2X . Якщо елементу x вiднесено згiдно f пiдмно-
жину A (A ∈ 2X), то для x маємо тiльки двi можливостi: або
x ∈ f(x), або x 6∈ f(x). Домовимось тi елементи множини X,
якi є елементами свого образу (f(x) = A, x ∈ A), називати еле-
ментами першого роду (наприклад, той елемент x∗, для якого
f(x∗) = X), а елементи множини X, якi не є елементами свого
образу (f(x) = A, x 6∈ A), називати елементами другого роду
(наприклад, той елемент x∗∗, для якого f(x∗∗) = ∅). Зрозумiло,
що кожен елемент множини X є або елементом першого, або
елементом другого роду („або“ виключаюче). Характеристична
властивiсть “x — елемент другого роду"з множини X видiляє
пiдмножину A0, i оскiльки E(f) = 2X , то iснує елемент x0 ∈ X
такий, що f(x0) = A0. Вияснимо, якого роду буде елемент x0.
Якщо припустити, що x0 — елемент першого роду, то згiдно
означення x0 ∈ A0, що суперечить тому, що елементами мно-
жини A0 є елементи другого роду. Звiдси випливає, що x0 не є
елементом першого роду, а, отже, вiн є елементом другого ро-
ду. Однак пiдмножинi A0 належать всi елементи другого роду,
тобто x0 ∈ A0 i x0 не є елементом другого роду. Таким чином, з
одного боку кожен елемент множини X або першого, або друго-
го роду, з другого боку, знайшовся елемент у множинi X, який
не є нi елементом першого, нi елементом другого роду. Одер-
жане протирiччя свiдчить про те, що iснує множина X така,
що X ∼ 2X , невiрне, тобто будь-яка множина X нееквiвалентна
множинi 2X . �

Як пiдсумок, можна стверджувати, що вiдношення еквiва-
лентностi визначає класи еквiвалентних множин, кожному з
яких приписується характеристика, яку називають потужнi-
стю або кардинальним числом (для скiнченних множин ця
характеристика ототожнюється з числом елементiв множини).
Очевидно, що множина рiзних кардинальних чисел скiнченних
множин є множина нескiнченна. Нескiнченною є i множина кар-
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динальних чисел нескiнченних множин, причому у цiй множинi
можна ввести порядок, операцiї додавання, множення i пiдне-
сення до степеня. Звичайно арифметика таких чисел значно
вiдрiзняється вiд арифметики кардинальних чисел скiнченних
множин (арифметики натуральних чисел).

На заключення декiлька фактiв, якi є яскравою iллюстрацi-
єю того, до яких оригiнальних висновкiв можна прийти, аналi-
зуючи логiчнi можливостi у розвитку теорiї множин. На II Мiж-
народному конгресi математикiв (Париж, 6–12 серпня 1900 р.)
Давид Гiльберт поставив ряд проблем, що стосувались рiзних
роздiлiв математики i потребували розв’язання. На першому мi-
сцi така: довести, що потужнiсть континууму є найближчою
до потужностi зчисленної множини. Пiзнiше ця проблема бу-
ла сформульована бiльш загально. А саме, довести, що коли m

— нескiнченне кардинальне число, то не iснує кардинального
числа n такого, що m < n < 2m.

Тiльки через 40 рокiв Курту Геделю вдалося зробити перший
прорив у розв’язаннi цiєї проблеми. А саме, ним було встановле-
но неможливiсть довести у рамках аксiоматичної теорiї множин
Цермело-Френкеля (у припущеннi, що вона несуперечлива) той
факт, що узагальнена континуум-гiпотеза невiрна. i, нарештi, у
1963 роцi Пол Коен встановив неможливiсть довести в рамках
тiєї ж аксiоматичної теорiї Цермело-Френкеля, що узагальнена
континуум гiпотеза вiрна. Отже, Гедель довiв, що контунуум-
гiпотезу неможливо спростувати, а Коен — що її неможливо
довести.

У зв’язку з цим склалася думка, що пiсля вiдкриття Коена
теорiя множин опинилась у становищi геометрiї пiсля вiдкрит-
тя Лобачевського незалежностi п’ятого постулата Евклiда. А у
1965 роцi Анжей Мостовський висловив припущення, що може
бути декiлька теорiй множин. Зокрема та, елементи якої викори-
стовувались при вивченнi рiзних роздiлiв математики, це кан-
торова теорiя множин, у якiй узагальнена континуум-гiпотеза
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приймається.

Завдання для самоконтролю.

1. У який спосiб можна використати можливiсть встановити
взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж скiнченними мно-
жинами? Скориставшись правилом опосередкованого пiд-
рахунку числа елементiв скiнченної множини, знайдiть чи-
сло дiльникiв натурального числа.

2. Встановiть, що для запису всiх натуральних чисел вiд 1
до 10n потрiбно n · 10n−1 цифр 1, 2, . . . , 9 (кожної зокрема)

i n · 10n−1 − 1

9
(10n − 1) цифр 0.

3. Доведiть, що об’єднання зчисленної множини скiнченних
множин є множина зчисленна або скiнченна. Скористав-
шись цим фактом доведiть, що множина алгебраїчних чи-
сел (комплексне число α називається алгебраїчним, якщо
iснує многочлен з цiлими коефiцiєнтами степеня n > 1,
для якого α є коренем) є зчисленою.

4. Як будується взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж не-
скiнченними множинами, якi вiдрiзняються скiнченною
або зчисленною множиною точок? Доведiть, що [0, 1] ∼
(0, 1).

5. Чи еквiвалентнi такi двi пiдмножини множини C[0, 1] X =
{ax+ b | a, b ∈ R} i Y = {Pn(x) | n ∈ N, Pn(x) — многочлен
степеня n з цiлими коефiцiєнтами}?

6. Довести, що множина всiх визначених i монотонних на
вiдрiзку [a, b] функцiй є континуальною.
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4ЛЕКЦIЯ: n-вимiрний евклiдiв простiр Rn

Означення n-вимiрного евклiдового простору, основнi характе-
ристики. n-вимiрний евклiдiв простiр Rn як узагальнення про-
сторiв R1,R2 i R3.

Лiтература. [1], ч. 2. с. 4–6, 12–16; [2], ч. 1, с. 412–418; [9],
ч. 2, с. 76–79; Г.Е.Горелик, Почему пространство трёхмерное.
М.: Наука, 1982.

Важливим геометричним поняттям є поняття скалярного до-
бутку двох векторiв, яке означається як число

(~a,~b) := |a||b| cos
∧

(~a,~b)

(зрозумiло, що вектори ~a i ~b мають бути ненулевими). Якщо ж
вектори ~a i ~b подаються у координатнiй формi, причому систе-
ма координат прямокутна декартова, то, наприклад, у просто-
рi скалярний добуток векторiв ~a(a1, a2, a3) i ~b(b1, b2, b3) є число
(~a,~b) = a1b1 + a2b2 + a3b3. Зрозумiло, що таке число можна об-
числювати i тодi, коли або ~a, або ~b нулевий вектор. Скалярний
добуток задовольняє такi властивостi:

1. (~a,~b) = (~b,~a),

2. ((~a+~b),~c) = (~a,~c) + (~b,~c),

3. (λ~a,~b) = λ(~a,~b),

4. (~a,~a) > 0 i (~a,~a) = 0 ⇐⇒ ~a = ~0.

(4.1)

Виявляється, що цi властивостi є характеристичними, тобто
можна взяти множину надiлену певною алгебраїчною структу-
рою i на нiй задати скалярний добуток. У такий спосiб отриму-
ється так званий евклiдiв простiр.

При побудовi функцiй декiлькох змiнних необхiднi множи-
ни, елементами яких є не окремi числа, а певнi набори чисел.
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Зрозумiло, що змiстовне вивчення таких функцiй стане можли-
вим, якщо такi множини будуть надiленi певними властивостя-
ми (для функцiй однiєї змiнної це властивостi дiйсних чисел).
Якраз фундаментом побудови таких функцiй є n-вимiрний ев-
клiдiв простiр.

Нехай маємо множину

{(x1, x2, . . . , xn) | x1, x2, . . . , xn ∈ R},

тобто множину елементами якої є всi можливi n-ки дiйсних
чисел. З теоретико-множинної точки зору ця множина є прямий
добуток множини R, взятий n разiв. Тому цю множину будемо
позначати

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n разiв

.

Елементи цiєї множини будемо позначати лiтерами x,y, . . ., тоб-
то

x := (x1, x2, . . . , xn),y := (y1, y2, . . . , yn),xk := (xk1, xk2, . . . , xkn).

Означимо у множинi Rn операцiю додавання i операцiю мно-
ження елементiв Rn на дiйсне число, а саме для довiльних еле-
ментiв x,y ∈ Rn i довiльного числа λ

1◦ x + y := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

2◦ λx := (λx1, λx2, . . . , λxn).
(4.2)

В очевидний спосiб перевiряється, що операцiї (4.2) задо-
вольняють аксiоми лiнiйного простору, тобто ∀x,y, z ∈ Rn,
λ, µ ∈ R

1. x + y = y + x,

2. (x + y) + z = x + (y + z),
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3. (∃0 ∈ Rn)(∀x ∈ Rn)(x + 0 = x),

4. (∀x ∈ Rn)(∃x′ ∈ Rn)(x + x′ = 0),

5. λ(µx) = (λµ)x,

6. (λ+ µ)x = λx + µx,

7. λ(x + y) = λx + λy,

8. 1 · x = x.

Таким чином множина Rn, надiлена операцiями (4.2), є лi-
нiйним простором над полем R. Розмiрнiсть цього простору до-
рiвнює n.

У множинi Rn означимо ще одну операцiю, яка для будь-
яких двох елементiв x = (x1, x2, . . . , xn),y = (y1, y2, . . . , yn) вiд-
носить число

(x,y) := x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn. (4.3)

Легко перевiрити, що так означена операцiя задовольняє вла-
стивостi (4.1), i тому її називають скалярним добутком.

Означення 4.1. Лiнiйний простiр Rn з скалярним добу-
тком (4.3) називається n-вимiрним евклiдовим простором.

Зауваження. (4.3) є одним iз можливих варiантiв означення
скалярного добутку. Скалярний добуток у просторi Rn може
бути означений у такий спосiб:

(x,y) :=
n∑

i=1

n∑
k=1

aikxiyk,

де матриця 
a11a12 . . . a1n

a21a22 . . . a2n

. . . . . . . . .
an1an2 . . . ann
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симетрична i додатно визначена, тобто aik = aki, i, k = 1, n i

∀x
n∑

i=1

n∑
k=1

aikxixk > 0, причому
n∑

i=1

n∑
k=1

aikxixk = 0 ⇐⇒ x = 0.

Елементи множини Rn називають точками простору Rn або
векторами, а вiдповiднi n-ки дiйсних чисел їх координатами.
Точка 0 = (0, 0, . . . , 0) — початок координат, а множина точок
{(0, 0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0) |xi ∈ R} — i-ою координатною вiссю.

Оскiльки для ненулевих векторiв ~a

(~a,~a) = |~a| · |~a| cos(
∧
~a,~a) = |~a|2,

то довжина ненулевого вектора ~a подається у виглядi

|~a| =
√

(~a,~a),

а кут мiж векторами може бути визначений так

cos(
∧

~a,~b) =
(~a,~b)

|~a||~b|
.

У такий же спосiб означається довжина вектора (норма еле-
мента) простору Rn i кут мiж ненулевими елементами, а саме

‖x‖ =

√
n∑

i=1

x2
i ,

cos(
∧

x,y) =
(x,y)

‖x‖‖y‖
.

(4.4)

У тому випадку, коли (x,y) = 0, елементи x i y назива-
ють ортогональними, зокрема нулевий елемент ортогональний
будь-якому елементу.

Нарештi у просторi Rn можна означити вiдстань мiж елемен-
тами, а саме

d(x,y) := |x− y| =
=
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2.
(4.5)
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Отже, n-вимiрний евклiдiв простiр є метричним простором,
у якому вiдстань означається через (4.5).

Доведемо, що у просторi Rn мають мiсце такi добре вiдомi
факти: довжина суми двох векторiв не перевищує суми довжин
цих векторiв, теорема Пiфагора, вiдстань вiд однiєї точки до
другої не перевищує суми вiдстаней вiд першої точки до третьої
i вiд неї до другої.

Теорема 4.1 (нерiвнiсть Кошi-Буняковського). Для будь-
яких двох елементiв x,y з n-вимiрного евклiдового простору
Rn має мiсце нерiвнiсть

(x,y)2 6 (x,x)(y,y). (4.6)

Доведення. Вiзьмемо довiльне дiйсне число λ i елемент λx−
y ∈ Rn. Тодi за четвертою властивiстю скалярного добутку

(λx− y, λx− y) > 0.

Скориставшись властивостями скалярного добутку, нерiвнiсть
запишеться у виглядi

(λx− y, λx− y) = (λx− y, λx)− (λx− y,y) =

= (λx, λx)− (y, λc)− (λx,y) + (y,y) =

= λ2(x,x)− 2λ(x,y) + (y,y) > 0.

Для того, щоб квадратний тричлен (вiдносно λ) був невiд’ємним
необхiдно i достатньо, щоб його дискримiнант не був додатним,
тобто

(x,y)2 − (x,x)(y,y) 6 0.

Звiдси безпосередньо випливає (4.6). �

Теорема 4.2 (нерiвнiсть трикутника). Для будь-яких
двох елементiв x,y з Rn має мiсце нерiвнiсть

‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖. (4.7)
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Доведення. Скориставшись означенням довжини елемента з
Rn i нерiвнiстю Кошi-Буняковського маємо

‖x + y‖ =
√

(x + y,x + y) =
√

(x + y,x) + (x + y,y) =

=
√

(x,x) + 2(x,y) + (y,y) 6
√
‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 =

= ‖x‖+ ‖y‖.�

Теорема 4.3 (теорема Пiфагора). Якщо елементи x i y
ортогональнi, то ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Доведення. Справдi маємо, що x i y ортогональнi, то
(x,y) = 0. А, отже,

‖x + y‖ =
√

(x + y,x + y) =
√

(x,x) + (y,y) =

=
√
‖x‖2 + ‖y‖2.�

Як наслiдок маємо, що коли елементи x1,x2, . . . ,xk попарно
ортогональнi ((xi,xj) = 0, якщо i 6= j), то

‖
k∑

i=1

xi‖2 =
k∑

i=1

‖xi‖2.

Теорема 4.4 (нерiвнiсть трикутника для вiдстаней) Для
будь-яких трьох елементiв x,y, z ∈ Rn має мiсце нерiвнiсть

d(x,y) 6 d(x, z) + d(z,y). (4.8)

Доведення. Скориставшись властивостями довжини елемен-
та з Rn i теоремою 4.2, маємо

d(x,y) = ‖x− y‖ = ‖x− z + z− y‖ 6

6 ‖x− z‖+ ‖z− y‖ = d(x, z) + d(z,y).�
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iсторично n-вимiрний евклiдiв простiр Rn будувався як уза-
гальнення просторiв R1, R2 i R3. Справдi, множину дiйсних чи-
сел R можна подати як множину точок координатної прямої, або
як множину вiльних векторiв на цiй прямiй. Тодi за вiдстань мiж
елементами x, y з R приймають вiдстань мiж точками коорди-
натної прямої з координатами x i y вiдповiдно, тобто абсолютну
величину (модуль) рiзницi цих чисел

d(x, y) = |x− y|,

за довжину елемента (довжину вектора) x вiдстань вiд початку
координат до точки з координатою x, а оскiльки всi вектори на
числовiй прямiй колiнеарнi, то кут мiж ними або 0, або π, а
отже,

(x, y) = |x| |y| cos(
∧
x, y) =

{
|x| |y|, якщо xy > 0,

−|x| |y|, якщо xy < 0
= xy.

У ньому

‖x‖ =
√

(x, x) =
√
x2 = |x|,

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√

(x− y, x− y) =
√

(x− y)2 = |x− y|.

Таким чином, якщо в R1 = R додавання елементiв збiгається
iз додаванням дiйсних чисел, множення на число збiгається iз
множенням дiйсних чисел, а скалярний добуток будь-яких двох
елементiв x, y з R1 означити як добуток xy, то отримаємо одно-
вимiрний евклiдiв простiр R1.

Цiлком природно геометричною iнтерпретацiєю множини
R2 = R × R є координатна площина (система координат прямо-
кутна декартова). Тодi кожному елементу (x, y) з R2 вiдповiдає
точка координатної площини з координатами x i y. За вiдстань
мiж точками (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 приймемо вiдстань мiж вiд-
повiдними точками на координатнiй площинi, яка за теоремою
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Пiфагора дорiвнює

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Пов’язуючи кожну точку площини з вiдповiдним радiусом-
вектором, приймаємо, що норма елемента з R2 дорiвнює довжи-
нi радiуса-вектора (вiдстань вiд точки до початку координат),
тобто

‖(x, y)‖ =
√
x2 + y2.

Нарештi означимо скалярний добуток мiж ненулевими елемен-
тами (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2, як скалярний добуток двох векторiв
~a(x1, y1),~b(x1, y1), тобто

((x1, y1), (x2, y2)) = (~a,~b) = ‖~a‖ ‖~b‖ cos(
∧

~a,~b) =

=
√
x2

1 + y2
1

√
x2

2 + y2
2 cos(

∧

~a,~b).

Обравши на координатнiй площинi ортонормований базис
~i(1, 0),~j(0, 1), для скалярного добутку маємо подання

((x1, y1), (x2, y2)) = (x1(1, 0) + y1(0, 1), x2(1, 0) + y2(0, 1)) =

= x1x2((1, 0), (0, 1)) + x1y2((1, 0), (0, 1))+

+ y1x2((1, 0), (0, 1)) + y1y2((1, 0), (0, 1)) =

= x1x2 cos(
∧
~i,~i) + x1y1 cos(

∧
~i,~j) + y1x2 cos(

∧
~j,~i) + y1y2 cos(

∧
~j,~j) =

= x1x2 + y1y2.

Таким чином, якщо в R2 = R×R означити додавання елемен-
тiв через додавання векторiв на координатнiй площинi, множен-
ня елемента на число через множення вектора на число, а ска-
лярний добуток у такий спосiб: для будь-яких (x1, y1), (x2, y2) ∈
R2

((x1, y1), (x2, y2)) = x1x2 + y1y2,
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то отримаємо двовимiрний евклiдiв простiр R2. У ньому

‖(x, y)‖ =
√
x2 + y2 =

√
(x, y)(x, y),

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 =

=
√

(x1 − x2, y1 − y2)(x1 − x2, y1 − y2) = ‖(x1 − x2, y1 − y2)‖.

Аналогiчно геометричною iнтерпретацiєю множини R3 =
R × R × R є координатний простiр (знову система координат
прямокутна декартова). Тодi кожнiй точцi (x, y, z) з R3 вiдпо-
вiдає точка координатного простору з координатами x, y, z або
радiус-вектор з координатами x, y, z. За вiдстань мiж точками
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2) з R3 приймемо вiдстань мiж вiдповiдними
точками координатного простору, яка за теоремою Пiфагора до-
рiвнює

d((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 .

За норму елемента (x, y, z) з R3 приймемо довжину вiдповiдного
радiуса-вектора, тобто

‖(x, y, z)‖ =
√
x2 + y2 + z2 .

Скалярний добуток мiж елементами (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ R3

(обидва елементи ненулевi) означимо, як скалярний добуток
двох векторiв ~a(x1, y1, z1),~b(x2, y2, z2) ∈ R3, тобто

((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) = ‖(x1, y1, z1)‖ ‖(x2, y2, z2)‖ cos(
∧

~a,~b).

Обравши у координатному просторi ортонормований базис
~i(1, 0, 0),~j(0, 1, 0), ~k(0, 0, 1), для скалярного добутку маємо по-
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дання

((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) =

= (x1(1, 0, 0) + y1(0, 1, 0) + z1(0, 0, 1),

x2(1, 0, 0) + y2(0, 1, 0) + z2(0, 0, 1)) =

= x1x2 cos(
∧
~i,~i) + x1y2 cos(

∧
~i,~j) + x1z2 cos(

∧
~i,~k)+

+ y1x2 cos(
∧
~j,~i) + y1y2 cos(

∧
~j,~j) + y1z2 cos(

∧
~j,~k)+

+ z1x2 cos(
∧
~k,~i) + z1y2 cos(

∧
~k,~j) + z1z2 cos(

∧
~k,~k) =

= x1x2 + y1y2 + z1z2.

Таким чином, якщо в R3 = R × R × R означити додавання
елементiв через додавання векторiв у координатному просторi,
множення елемента на число через множення вектора на число,
а скалярний добуток означити у такий спосiб:

((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) = x1x2 + y1y2 + z1z2,

то отримаємо трьохвимiрний евклiдiв простiр. У ньому

‖(x, y, z)‖ =
√
x2 + y2 + z2 =

√
((x, y, z), (x, y, z)),

d((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) =

=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 =

=
√

(x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2)(x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2) =

= ‖(x1, y1, z1)− (x2, y2, z2)‖ .
Як пiдсумок, можемо констатувати, що n-вимiрний евклiдiв

простiр Rn є узагальнення просторiв R1, R2, R3, у яких вiдповi-
днi операцiї мають геометричне походження.

Введене у просторi Rn поняття вiдстанi дозволяє описувати
множини з певними властивостями, якi будуть слугувати обла-
стю визначення функцiй n змiнних.
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Означення 4.2. Множину точок n-вимiрного евклiдового
простору Rn {x | d(x0,x) < r}, де x0 — фiксований елемент з
Rn, r — додатне число, називають кулею (точнiше вiдкри-
тою кулею) з центром у точцi x0 радiуса r i позначають

B(x0, r) := {x | d(x0,x) < r}.

У евклiдовому просторi R1 B(x0, r) := (x0− r,x0 + r) — iнтервал
з центром у точцi x0 довжини 2r, у просторi R2

B((x0,y0), r) = {(x,y) | (x− x0)
2 + (y − y0)

2 < r}

є вiдкритий круг з центром у точцi (x0, y0) радiуса r, у просторi
R3

B((x0, y0, z0), r) = {(x, y, z) | (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 < r}

є вiдкрита куля з центром у точцi(x0, y0, z0) радiуса r.

Означення 4.3. Пiдмножина G множини Rn називається
вiдкритою в Rn, якщо для будь-якої точки x ∈ G iснує куля
B(x, r) така, що B(x, r) ⊂ G.

Означення 4.4. Пiдмножина F множини Rn називається
замкненою в Rn, якщо її доповнення до Rn (Rn\F ) є вiдкрита
множина в Rn.

Якщо у просторi Rn ввести поняття неперервної кривої, то
пiдмножина E множини Rn називається зв’язною, якщо будь-
якi двi точки множини E можна з’єднати неперервною кривою,
що повнiстю належать E, а вiдкрита зв’язна множина називає-
ться областю.

Цих понять достатньо, щоб будувати основи аналiзу функцiй
багатьох змiнних.
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Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що лiнiйний простiр R2 можна надiлити
скалярним добутком у такий спосiб: для довiльних
(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2

((x1, y1), (x2, y2)) := x1x2 +
x1y2 + y1x2

λ+ 1
+

y1y2

2λ+ 1
,

де λ > 0. Який геометричний змiст норми, породженої
таким скалярним добутком, i вiдстанi, породженої цiєю
нормою?

2. Нехай 0 < ϕ < π. Довести, що у лiнiйному просторi
R2 вiдстань можна задати у такий спосiб: для довiльних
(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2

d((x1, y1), (x2, y2)) =

=
√

(x1 − x2)2 + 2 cosϕ(x1 − x2)(y1 − y2) + (y1 − y2)2.

При якому λ таку вiдстань породжує скалярний добуток,
поданий вище?

3. Дослiдити, пря яких значеннях p, q, r

d((x1, y1, z1)(x2, y2, z2)) =

=
√
p(x1 − x2)2 + q(y1 − y2)2 + r(z1 − z2)2

буде вiдстанню в R3.

4. Довести, що коли означити граничну точку для множини
як точку таку, що будь-яка куля з центром у цiй точцi
мiстить хоч одну точку з цiєї множини, вiдмiнну вiд зада-
ної, то множина F замкнена тодi i тiльки тодi, коли вона
мiстить всi свої граничнi точки.
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5ЛЕКЦIЯ: Збiжнi послiдовностi у просторi Rn

Поняття послiдовностi у просторi Rn. Границя послiдовностi.
Основнi властивостi границь.

Лiтература. [1], ч. 2, с. 7–12; [3], т. 1, с. 253–256.

Нехай маємо евклiдiв простiр Rn (далi просто простiр Rn).

Означення 5.1. Вiдповiднiсть, яка кожному натурально-
му числу вiдносить точку з простору Rn, називається послi-
довнiстю точок простору Rn i позначається

(xk) = ((xk1, xk2, . . . , xkn)).

Послiдовнiсть (xk) називається обмеженою, якщо iснує куля
B(x0, r) така, що кожен член послiдовностi належить цiй кулi.

Видiлимо клас збiжних послiдовностей.

Означення 5.2. Точку x0 називають границею послiдов-
ностi точок (xk), якщо для будь-якого ε > 0 iснує номер k0

такий, що для всiх k > k0 xk ∈ B(x0, ε), або, iнакше, для всiх
k > k0 виконується нерiвнiсть

d(xk,x0) < ε або ‖xk − x0‖ < ε.

Кожну послiдовнiсть (xk) точок простору Rn, яка має грани-
цю будемо називати збiжною послiдовнiстю. Якщо x0 границя
послiдовностi (xk), то цей факт записують

lim
k→∞

xk = x0.

Приклад 1. Довести, що у просторi R2 послiдовнiсть

(xk) =

((
k − 1

k
,

2k2

k2 + 1

))
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має границею точку (1, 2).
Розв’язання. Оскiльки для кожного k

d(xk, (1, 2)) =

√(
k − 1

k
− 1

)2

+

(
2k2

k2 + 1
− 2

)2

=

=

√
1

k2
+

4

(k2 + 1)2
=

√
k4 + 6k2 + 1

k(k2 + 1)
<

k2 + 3

k(k2 + 1)
<

3

k
,

то коли взяти

k0 = 3

[
1

ε

]
+ 1,

де ε — довiльне додатне число, будемо мати, що ∀k > k0

d(xk, (1, 2)) <
3

k
<

3

3
[

1
ε

]
+ 1

=
1[

1
ε

]
+ 1

3

<
1[
1
ε

] 6 ε.

Отже,

lim
k→∞

(
k − 1

k
,

2k2

k2 + 1

)
= (1, 2).

Легко переконатись, що кожна збiжна послiдовнiсть є обме-
женою, проте не всяка обмежена послiдовнiсть є збiжною.

Оскiльки у просторi Rn як лiнiйному просторi означено опе-
рацiю додавання i множення на число, то цi операцiї перенося-
ться на послiдовностi точок з Rn, а саме, якщо маємо двi послi-
довностi

(
x

(1)
k

)
i
(
x

(2)
k

)
, то сумою цих послiдовностей назвемо

послiдовнiсть
(
x

(1)
k + x

(2)
k

)
, а добутком послiдовностi

(
x

(1)
k

)
на

число λ — послiдовнiсть
(
λx

(1)
k

)
.

Теорема 5.1. Якщо послiдовностi
(
x

(1)
k

)
i
(
x

(2)
k

)
збiгаю-

ться, то i послiдовнiсть
(
x

(1)
k + x

(2)
k

)
збiгається, причому

lim
k→∞

(
x

(1)
k + x

(2)
k

)
= lim

k→∞
x

(1)
k + lim

k→∞
x

(2)
k .
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Доведення. Нехай послiдовностi
(
x

(1)
k

)
i
(
x

(2)
k

)
збiгаються i

lim
k→∞

x
(1)
k = x

(1)
0 , lim

k→∞
x

(2)
k = x

(2)
0 .

Тодi ∀ε > 0, зокрема для
ε

2
, знайдеться номер k1 такий, що

∀k > k1 виконується нерiвнiсть

d(x
(1)
k ,x

(1)
0 ) <

ε

2
.

А оскiльки lim
k→∞

x
(2)
k = x

(2)
0 , то для обраного

ε

2
iснує номер k2

такий, що ∀k > k2 виконується нерiвнiсть

d(x
(2)
k ,x

(2)
0 ) <

ε

2
.

Нехай k0 = max(k1, k2). Тодi, скориставшись нерiвнiстю Кошi,
маємо ∀k > k0

d(x
(1)
k + x

(2)
k ,x

(1)
0 + x

(2)
0 ) =

√
n∑

i=1

(x
(1)
ki + x

(2)
ki − x

(1)
0i − x

(2)
0i )2 =

=

√
n∑

i=1

((x
(1)
ki − x

(1)
0i )2 + (x

(2)
ki − x

(2)
0i ))2 6

√
n∑

i=1

((x
(1)
ki − x

(1)
0i )2+

+

√
n∑

i=1

((x
(2)
ki − x

(2)
0i )2 = d(x

(1)
k ,x

(1)
0 ) + d(x

(2)
k ,x

(2)
0 ) <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Отже, справдi

lim
k→∞

(
x

(1)
k + x

(2)
k

)
= x

(1)
0 + x

(2)
0 .

Аналогiчно доводиться, що коли послiдовнiсть (xk) збiгається i
λ ∈ R, то послiдовнiсть (λxk) збiгається i

lim
k→∞

λxk = λ lim
k→∞

Xk. �
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Теорема 5.2. Якщо послiдовностi
(
x

(1)
k

)
,
(
x

(2)
k

)
збiжнi,

причому lim
k→∞

x
(1)
k = x

(1)
0 , lim

k→∞
x

(2)
k = x

(2)
0 , то числова послiдов-

нiсть
((

x
(1)
k ,x

(2)
k

))
теж збiгається, причому

lim
k→∞

(
x

(1)
k ,x

(2)
k

)
=
(
x

(1)
0 ,x

(2)
0

)
.

Доведення. Оскiльки послiдовностi
(
x

(1)
k

)
,
(
x

(2)
k

)
збiжнi, то

вони обмеженi. Тому iснує куля B(0,M) така, що ∀k x
(1)
k ∈

B(O,M) i lim
k→∞

x
(2)
k = x

(2)
0 ∈ B(0,M), тобто ∀k ||x(1)

k || < M ,

||x(2)
0 || < M . Якщо взяти довiльне додатне ε, то для

ε

2M
iснує

номер k1 такий, що ∀k > k1 d(x
(1)
k ,x

(1)
0 ) <

ε

2M
, а також iснує

номер k2 такий, що ∀k > k2 d(x
(2)
k ,x

(2)
0 ) <

ε

2M
. Тодi ∀k > k0 =

max(k1, k2)

|(x(1)
k ,x

(2)
k )− (x

(1)
0 ,x

(2)
0 )| =

= |(x(1)
k ,x

(2)
k )− (x

(1)
k ,x

(2)
0 ) + (x

(1)
k ,x

(2)
0 )− (x

(1)
0 ,x

(2)
0 )| 6

6 |(x(1)
k ,x

(2)
k − x

(2)
0 )|+ |(x(1)

k − x
(1)
0 ,x

(2)
0 )| 6

6 ||x(1)
k ‖ ‖x(2)

k − x
(2)
0 ‖+ ‖x(1)

k − x
(1)
0 ‖ ‖x(2)

0 ‖ <

< M(d(x
(2)
k ,x

(2)
0 ) + d(x

(1)
k ,x

(1)
0 )) < M

( ε

2M
+

ε

2M

)
= ε.

Теорема доведена. �
Оскiльки означення границi послiдовностi точок простору Rn

є дескриптивне, то для ефективного використання цього поняття
необхiднi умови, якi гарантують iснування границi.

У першу чергу звернемо увагу на те, що послiдовнiсть точок

(xk) = ((xk1, xk2, . . . , xkn))
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породжує n звичайних послiдовностей дiйсних чисел (послiдов-
ностей координат)

(xk1), (xk2), . . . , (xkn),

i цiлком природно поставити питання „Чи пов’язана збiжнiсть
послiдовностi (xk) iз збiжнiстю координатних послiдовностей
(xki) (i = 1, n)?“ Сутнiсть цього зв’язку розкриває така теорема.

Теорема 5.3. Для того щоб послiдовнiсть точок простору
Rn збiгалась, необхiдно i досить, щоб збiгались координатнi
послiдовностi (xki) (i = 1, n), причому коли послiдовнiсть (xk)
збiгається, то

lim
k→∞

xk =
(

lim
k→∞

xk1, lim
k→∞

xk2, . . . , lim
k→∞

xkn

)
.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай послiдовнiсть точок про-
стору Rn збiгається, причому

lim
k→∞

xk = x0 = (x01, x02, . . . , x0n).

Покажемо, що для кожного i = 1, n послiдовнiсть (xki) збiга-
ється, причому lim

k→∞
xki = x0i. Справдi, оскiльки послiдовнiсть

(xk) збiгається до x0, то ∀ε > 0 ∃k0 таке, що ∀k > k0 d(xk,x0) <
ε. Тодi для i = 1, n i k > k0 маємо:

|xki − x0i| =
√

(xki − x0i)2 6

√√√√ n∑
j=1

(xkj − x0j)2 = d(xk,x0) < ε.

А це й означає, що для i = 1, n lim
k→∞

xki = x0i.

Достатнiсть. Нехай для кожного i = 1, n послiдовнiсть (xki)
збiгається, причому lim

k→∞
xki = x0i. Покажемо, що lim

k→∞
xk = x0 =

(x01, x02, . . . , x0n). Оскiльки для кожного i = 1, n lim
k→∞

xki = x0i,
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то для ∀ε > 0, зокрема для
ε√
n
, iснує номер ki такий, що ∀k > ki

виконується нерiвнiсть

|xki − x0i| <
ε√
n
.

Тодi для будь-якого k > k0 = max(k1, k2, . . . , kn) маємо:

d(xk,x0) =

=
√

(xk1 − x01)2 + (xk2 − x02)2 + · · ·+ (xkn − x0n)2 <

<

√
n∑

j=1

ε2

n
= ε.

А цей означає, що lim
k→∞

xk = x0. �

Теорема 5.3 дає пiдставу зробити висновок, що збiжнiсть по-
слiдовностей точок у просторi Rn має покоординатний характер,
тобто щоб переконатись, що послiдовнiсть (xk) збiгається, до-
сить переконатись, що всi числовi послiдовностi (xki) (i = 1, n)
збiгаються.

Практичне правило.
Якщо

lim
k→∞

xk1 = x01, lim
k→∞

xk2 = x02, . . . , lim
k→∞

xkn = x0n,

то

lim
k→∞

xk = lim
k→∞

(xk1, xk2, . . . , xkn) = (x01, x02, . . . , x0n) = x0.

Приклад 2. Знайти границю послiдовностi(((
2k

2k + 1

)k

, k (ln(2k + 3)− ln 2k) , k sin
1

k

))
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точок простору R3.
Розв’язання. Оскiльки

lim
k→∞

(
2k

2k + 1

)k

= lim
k→∞

(
1− 1

2k + 1

)k

=

= lim
k→∞

√(
1− 1

2k + 1

)2k+1

√
1− 1

2k + 1

=
√
e−1 =

1√
e
,

lim
k→∞

k(ln(2k + 3)− ln 2k) = lim
k→∞

k ln

(
2k + 3

2k

)k

=

= ln lim
k→∞

(
1 +

3

2k

)k

= ln exp
3

2
=

3

2
,

lim
k→∞

k sin
1

k
= lim

k→∞

sin
1

k
1

k

= 1,

то

lim
k→∞

((
2k

2k + 1

)k

, k (ln(2k + 3)− ln 2k) , k sin
1

k

)
=

(
1√
e
,
3

2
, 1

)
.

Теорема 5.3 пiдказує також як шукати умови збiжностi по-
слiдовностей точок простору Rn. Якщо за послiдовнiстю (xk) =
(xk1, xk2, . . . , xkn) складено числовi послiдовностi (xki) (i = 1, n),
то для того щоб кожна з них була збiжною необхiдно i досить,
щоб вони були фундаментальними, тобто такi, що ∀ε > 0 можна
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було вказати таке ki, що ∀k > ki i ∀p ∈ N виконується нерiвнiсть
|xki − xk+p,i| < ε.

За аналогiєю послiдовнiсть (xk) точок простору Rn назвемо
фундаментальною, якщо ∀ε > 0 ∃k0 таке, що ∀k > k0 i ∀p ∈ N
виконується нерiвнiсть

d(xk,xk+p) < ε.

Можна довести, що послiдовнiсть (xk) точок простору Rn фун-
даментальна тодi i тiльки тодi, коли кожна координатна послi-
довнiсть є фундаментальною.

Тепер уже можна формулювати критерiй збiжностi послiдов-
ностi точок простору Rn.

Критерiй Кошi. Для того щоб послiдовнiсть точок про-
стору Rn була збiжною необхiдно i досить, щоб вона була
фундаментальною.

На заключення вiдзначимо, що як i в аналiзi числових фун-
кцiй так i в аналiзi функцiй багатьох змiнних iстотну роль вi-
дiграє структура областi визначення функцiї. Так от поняття
збiжностi послiдовностi точок простору Rn дозволяє видiлити
клас множин, роль яких в аналiзi функцiй n змiнних схожа до
ролi вiдрiзкiв в аналiзi числових функцiй.

Означення 5.3. Пiдмножина K простору Rn називається
компактною, якщо з кожної послiдовностi (xk) точок з мно-
жини K можна видiлити пiдпослiдовнiсть збiжну до елемен-
та з цiєї множини.

Теорема 5.4. Для того щоб множина K точок метричного
простору Rn була компактною, необхiдно i досить, що вона
була обмеженою i замкненою.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай K (K ⊂ Rn) є компакт.
Якщо вона скiнченна, то очевидно, що вона обмежена i замкне-
на. Припустимо, що iснує нескiнченна множина K, яка компа-
ктна, але необмежена, i нехай x0 ∈ K. Тодi в силу припущення
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diamK = ∞, тобто яким би не було M > 0 iснує безлiч точок x
з множини K, для яких d(x0,x) > M . Побудуємо послiдовнiсть
точок множини K у такий спосiб. Вiзьмемо деяку точку x1 ∈ K.
Оскiльки K необмежена, то знайдеться точка x2 ∈ K така, що
x2 6∈ B(x1, 1). Для кулi B(x1, d(x1,x2) + 1) знайдеться точка x3

така, що x3 6∈ B(x1, d(x1,x2) + 1). Для кулi B(x1, d(x1,x3)) зна-
йдеться точка x4 така, що x4 6∈ B(x1, d(x1,x3) + 1) i т.д. Така
процедура дозволяє побудувати послiдовнiсть xk точок множини
K таку, що ∀k i ∀p

d(xk,xk+p) > d(x1,xn+p)− d(x1,xn) > d(x1,xn+1)− d(x1,xn) > 1.

Останнє означає, що з послiдовностi (xk) не можна видiлити
збiжну пiдпослiдовнiсть, а, отже, суперечить тому, що K ком-
пакт. Припустимо, що iснує нескiнченна обмежена множина K,
яка є компактною, але не є замкненою, i нехай (x0) — гранична
точка множини K, яка не належить K. Оскiльки (x0) гранична
точка для множини K, то для будь-якої кулi B(x, r) iснує точка
(x′) з K, яка належить кулi B(x, r). Побудуємо послiдовнiсть
(xk) точок з K таку, що

x1 ∈ B(x0, 1),x2 ∈ B(x0,
1

2
), . . . ,xk ∈ B(x0,

1

k
), . . . .

Очевидно, що ця послiдовнiсть збiгається до x0, а, отже, i кожна
пiдпослiдовнiсть збiгається до x0. Оскiльки x0 6∈ K, то K не є
компактною множиною, що суперечить умовi.

Достатнiсть. Нехай K — обмежена i замкнена множи-
на точок простору Rn, i нехай (xk) послiдовнiсть точок цiєї
множини. Оскiльки множина K обмежена, то i послiдовнiсть
(xk) = (xk1, xk2, . . . , xkn) теж обмежена, а, отже, обмеженою
є кожна з числових послiдовностей (xki) (i = 1, n). За тео-
ремою Больцано-Вейєрштрасса з числової послiдовностi (xk1)
можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть (xkm11) m1 = 1, 2, . . ..
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Послiдовнiсть (xkm12) обмежена як пiдпослiдовнiсть послiдов-
ностi (xk2). За тiєю ж теоремою з неї можна видiлити збiжну
пiдпослiдовнiсть (xkm22) m2 = 1, 2, . . .. Пiдпослiдовнiсть (xkm21)
як пiдпослiдовнiсть збiжної послiдовностi збiгається. Продов-
жимо цю процедуру i на n-ому кроцi дiстанемо n збiжних пiд-
послiдовностей (xkmn i) mn = 1, 2, . . . вiдповiдно послiдовностей
(xki) (i = 1, n). iз збiжностi послiдовностей (xkmn i) випливає
збiжнiсть послiдовностi (xkmn

) mn = 1, 2, . . ., яка є пiдпослiдов-
нiстю послiдовностi (xk). Нехай

lim
mn→∞

xkmn
= x0.

Якщо x0 — один iз членiв послiдовностi xk, то x0 ∈ K. Якщо
ж x0 не збiгається iз жодним членом послiдовностi xk, то x0

гранична точка для множини членiв пiдпослiдовностi (xkmn
), а,

отже, i для множини K. В силу замкненостi останньої x0 ∈
K. Таким чином показано, що множини K (K ⊂ Rn) можна
видiлити збiжну до точки з цiєї множини пiдпослiдовнiсть. А
це й означає, що кожна обмежена i замкнена множина точок
простору Rn є компактною. �

Як i для числових функцiй з допомогою збiжних послiдовно-
стей точок простору Rn можна означити поняття неперервностi
функцiй n змiнних у точцi.

Завдання для самоконтролю.

1. Назвемо число

diamA := sup
x,y∈A

d(x,y)

дiаметром множини a простору R2. Знайти дiаметр мно-
жин:

а) {(x, y) | y 6 6− 2|x|, y > 2 + 2|x|};
б) {(x, y) | |x|+ |y − 1| 6 4};
в) {(x, y) | |x+ 1|+ |2y − x− 1| 6 0}.

62



2. Знайти границю послiдовностi((
3− 2k3

4 + k + 3k3
,
(k + 1)4 − k4

k4 + 3

))
точок простору R2.

3. Знайти границю послiдовностi((
1

k2 + 1

k∑
i=1

i,
1√

k2 + 1

2k∑
i=1

(−1)i−1i, k tg
2

k
,

(
1− 3

5k

)k
))

точок простору R4.

4. Довести, що послiдовнiсть (xk) точок простору Rn є збi-
жною тодi i тiльки тодi, коли вона фундаментальна.

5. Довести, що iснує послiдовнiсть (xk, yk) точок просто-
ру R2, члени якої мають вигляд (m + n

√
2, p + r

√
3), де

m,n, p, r ∈ Z, яка збiгається до точки (
√

2,
√

3).

6. Довести, що якщо у послiдовностi (Km) компактних мно-
жин точок простору Rn

K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Km ⊃ · · · ,

то
∞⋂

m=1

Km є непорожнiм. Яким буде цей перетин, якщо

diamKm → 0 при m→∞?

7. Довести, що з будь-якої системи iнтервалiв, якi покрива-
ють вiдрiзок, можна видiлити скiнчене число iнтервалiв,
якi теж покривають цей вiдрiзок.

8. Побудувати систему iнтервалiв, якi покривають промiжок
(0; 1], але з якої не можна вибрати скiнчене пiдпокриття.
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6ЛЕКЦIЯ: Границя обмеженої монотонної послi-
довностi. Число e

Границя послiдовностi, її iснування. Границя обмеженої моно-
тоної послiдовностi. Число e. Рiзнi способи його задання.

Лiтература. [2], ч.1, с.85–115; [3], т.1, с.28–59; [10], с.69–98.

Неперервнiсть множини дiйсних чисел є основою для вве-
дення основної неарифметичної операцiї — граничного перехо-
ду, iнакше — основою для побудови теорiї границь. Таку теорiю,
як правило, розпочинають з введення поняття границi для по-
слiдовностей (функцiй натурального аргумента).

Вiдповiднiсть, яка кожному натуральному числу вiдносить
одне дiйсне число, називається послiдовнiстю (послiдовнiстю
дiйсних чисел) i позначається f : N → R. Значення цiєї функцiї
f(n) називаються членами послiдовностi. Такi значення при-
йнято записувати у виглядi xn := f(n), an := f(n). У зв’язку з
цим послiдовностi записують або у виглядi x1, x2, . . . , xn, . . ., або
у виглядi (xn). Тодi xn називають n-им членом послiдовностi.

Означення 6.1. Число a (a ∈ R) називають границею по-
слiдовностi (xn), якщо для будь-якого ε > 0 iснує номер n0

такий, що для всiх n > n0 виконується нерiвнiсть |xn−a| < ε,
i записують lim

n→∞
xn = a.

Якщо послiдовнiсть (xn) має границю, то її називають збiжною
послiдовнiстю.

Вiдразу слiд пiдкреслити, що означення границi послiдов-
ностi є дескриптивним (описовим) означенням, тобто воно, як
i означення точної верхньої i точної нижньої граней, дає мо-
жливiсть перевiрити „претендента на границю“ послiдовностi.
Здогадатись, яке саме число буде границею, можна тiльки за
допомогою самої послiдовностi (точнiше, виявлення того числа,
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до якого будуть наближатись члени послiдовностi зi збiльшен-
ням номера).

Ось чому при побудовi теорiй границь послiдовностей чiльне
мiсце посiдають умови, якi гарантують збiжнiсть послiдовностi.

У теоретичному планi найважливiшими є критерiй Кошi,
який стверджує, що послiдовнiсть (xn) збiгається тодi i тiль-
ки тодi, коли вона фундаментальна, тобто коли для будь-якого
ε > 0 можна вказати номер n0 такий, що для всiх n > n0 i будь-
якого натурального p виконується нерiвнiсть |xn − xn+p| < ε.

Приклад 1. Переконатись, що послiдовнiсть(
n∑

k=1

cos k!

k(k + 1)

)
(6.1)

збiгається.
Розв’язання. Вiзьмемо два натуральних числа n i p i оцiни-

мо рiзницю xn+p − xp. Маємо

|xn+p − xn| =

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=1

cos k!

k(k + 1)
−

n∑
k=1

cos k!

k(k + 1)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

cos k!

k(k + 1)

∣∣∣∣∣ 6
n+p∑

k=n+1

| cos k!|
k(k + 1)

6
n+p∑

k=n+1

1

k(k + 1)
=

=
1

(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ · · ·+ 1

(n+ p)(n+ p+ 1)
=

=
1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 2
− 1

n+ 3
+ · · ·+ 1

n+ p
− 1

n+ p+ 1
=

=
1

n+ 1
− 1

n+ p+ 1
=

p

(n+ 1)(n+ p+ 1)
<

1

n
.

Таким чином, ∀ε > 0 можна вказати номер n0 (n0 =
1

[ε]
+ 1)
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такий, що ∀n > n0 i ∀p ∈ N виконується нерiвнiсть |xn−xn+p| <
ε. А це означає, що задана послiдовнiсть фундаментальна, а
отже, збiжна.

Якщо, наприклад, можна обгрунтувати, що

1) lim
n→∞

1

n
= 0; 2) lim

n→∞
qn = 0, де |q| < 1;

3) lim
n→∞

n
√
a = 1, де a > 0; 4) lim

n→∞
n
√
n = 1;

5) lim
n→∞

logan

n
= 0, де a > 1; 6) lim

n→∞

an

n!
= 0;

7) lim
n→∞

n!

nn
= 0

(таблиця основних границь), то хоча ми переконались, що по-
слiдовнiсть (6.1) збiжна, тобто має границю, але яке саме число
буде границею цiєї послiдовностi ми не знаємо. iнакше кажучи
запис

lim
n→∞

(
n∑

k=1

cos k!

k(k + 1)

)
є поданням деякого дiйсного числа (нескiнченного десятково-
го дробу, у якого дев’ятка не є перiодом). Якщо ж є потреба
ним скористатись, то беруть його наближення, тобто обирають

конкретне n i пiдраховують наближене значення
n∑

k=1

cos k!

k(k + 1)
.

Можна видiлити цiлий клас послiдовностей, iснування гра-
ницi у яких можна гарантувати. Це так званi монотоннi послi-
довностi, тобто послiдовностi таких чотирьох типiв:

(xn) — зростаюча, якщо ∀n ∈ N xn < xn+1;
(xn) — неспадна, якщо ∀n ∈ N xn 6 xn+1;
(xn) — незростаюча, якщо ∀n ∈ N xn > xn+1;
(xn) — спадна, якщо ∀n ∈ N xn > xn+1.
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Теорема 6.1. Для того щоб неспадна послiдовнiсть була
збiжною, необхiдно i досить, щоб вона була обмеженою звер-
ху.

Доведення. Необхiднiсть очевидна, оскiльки обмеженiсть є
необхiдною умовою збiжностi.

Достатнiсть. Нехай послiдовнiсть (xn) неспадна i обмеже-
на. Якщо (xn) фiнально стала, тобто iснує такий номер n0, що
починаючи з нього всi члени послiдовностi рiвнi

xn0 = xn0+1 = . . . = x0,

то lim
n→∞

xn = x0. Справдi, яким би не було ε > 0 для всiх n > n0

|xn− x0| = 0 < ε. Якщо ж послiдовность (xn) не є фiнально ста-
лою, то ∀n0 ∃n > n0 таке, що xn < xn+1. Оскiльки послiдовнiсть
(xn) обмежена, то множина її членiв {xn} обмежена зверху, а
отже, за принципом Вейєрштрасса має точну верхню грань. По-
значимо її через a i покажемо, що lim

n→∞
xn = a. Оскiльки a точна

верхня грань множини {xn}, то ∀n xn 6 a, а в силу того, що
послiдовнiсть (xn) не є фiнально сталою, ∀n xn 6= a. Отже, для
будь-якого ε > 0 iснує елемент xn0 такий, що xn0 > a − ε. Тодi
∀n > n0 в силу того, що xn > xn0, маємо

a− ε < xn < a

або a − ε < xn < a + ε. Отже, ∀ε > 0 iснує номер n0 такий, що
∀n > n0 виконується нерiвнiсть |xn − a| < ε. А цей означає, що
lim

n→∞
xn = a. �

Аналогiчно можна довести, що для того щоб незростаюча
послiдовнiсть була збiжною, необхiдно i досить, щоб вона була
обмеженою знизу.

Приклад 2. Переконатись, що послiдовнiсть
((

1 +
1

n

)n)
збiгається.
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Розв’язання. Подамо n-ий член заданої послiдовностi у ви-
глядi

xn =

(
1 +

1

n

)n

=

(
1 +

1

n

)n+1

1 +
1

n

=
yn

1 +
1

n

.

Тодi послiдовнiсть (xn) є частка двох послiдовностей (yn) i(
1 +

1

n

)
. Очевидно, що lim

n→∞

(
1 +

1

n

)
= 1, i якщо ми покажемо,

що послiдовнiсть (yn) збiжна, то в силу теореми про границю
частки будемо мати, що послiдовнiсть (xn) збiжна, причому

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

.

Переконаємось, що послiдовнiсть (yn) спадна. З цiєю метою до-
ведемо спочатку так звану нерiвнiсть Бернуллi, а саме доведемо,
що для будь-якого натурального n i будь-якого α ∈ R, α > −1
виконується нерiвнiсть (1 + α)n > 1 + nα. Справдi для n = 1
нерiвнiсть справджується. Крiм того для кожного n з того, що

(1 + α)n > 1 + nα,

випливає, що

(1 + α)n+1 = (1 + α)n(1 + α) > (1 + nα)(1 + α) =

= 1 + (n+ 1)α+ nα2 > 1 + (n+ 1)α.

За принципом iндукцiї нерiвнiсть Бернуллi справедлива для
будь-якого n ∈ N. Розглянемо вiдношення попереднього члена
до наступного послiдовностi (yn). Тодi, скориставшись нерiвнi-
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стю Бернуллi, маємо для n > 2:

yn−1

yn

=

(
1 +

1

n− 1

)n

(
1 +

1

n

)n+1 =

(
n

n− 1

)n

(
n+ 1

n

)n+1 =
n2n

(n2 − 1)n
· n

n+ 1
=

=

(
n2

n2 − 1

)n

· n

n+ 1
=

(
1 +

1

n2 − 1

)n

· n

n+ 1
>

>

(
1 +

n

n2 − 1

)
· n

n+ 1
>
(
1 +

n

n2

) n

n+ 1
=

(
1 +

1

n

)
n

n+ 1
= 1.

Отже, послiдовнiсть (yn) спадна, i оскiльки ∀n yn > 0, то обме-

жена знизу. Звiдси випливає, що lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

iснує.

Таким чином послiдовнiсть
((

1 +
1

n

)n)
має границю. Цю

границю (у слiд за Ейлером) позначають

e := lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

. (6.2)

Доведено, що число e = 2, 718281 . . . iррацiональне, бiльше того
трансцендентне, тобто не є коренем нiякого многочлена з цiли-
ми коефiцiєнтами. Його особливу роль в аналiзi порiвнюють з
роллю числа π у геометрiї або 1 в арифметицi.

Крiм подання (6.2) число e має ще й iншi подання. Покаже-
мо, наприклад, що

e = lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
, (6.3)

тобто e це сума ряду

1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · .
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Справдi, якщо позначити

en =

(
1 +

1

n

)n

,

sn = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
,

i скористатись формулою бiнома Ньютона, то

en = 1 + C1
n

1

n
+ C2

n

1

n2
+ C3

n

1

n3
+ · · ·+ Ck

n

1

nk
+ · · ·+ Cn

n

1

nn
=

= 1 + 1 +
1

2!

n(n− 1)

n2
+

1

3!

n(n− 1)(n− 2)

n3
+ · · ·+

+
1

k!

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

nk
+ · · ·+

+
1

n!

n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1)

nn
=

= 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+

+
1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
+ · · ·+

+
1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)
6

6 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
= sn.
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Якщо зафiксувати k, то для ∀n > k

1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+

+
1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
< en.

А, отже,

lim
n→∞

(
1 + 1 +

1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+

+
1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

))
= sk 6 lim

n→∞
en = e.

Але тодi iз подвiйної нерiвностi

en 6 sn 6 e

дiстаємо
lim

n→∞
en 6 lim

n→∞
sn 6 e

або
e 6 lim

n→∞
sn 6 e.

Звiдси

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
= e.

Зауважимо, що подання (6.3) дає можливiсть обчислювати
число e з якою завгодно точнiстю.

Приклад 3. Обчислити число e з точнiстю 10−4.
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Розв’язання. Оскiльки для ∀n

0 < e− sn =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+

1

(n+ 3)!
+ . . . <

<
1

(n+ 1)!

(
1 +

1

n+ 2
+

1

(n+ 2)2
+

1

(n+ 2)3
+ . . .

)
=

=
1

(n+ 1)!

1

1− 1

n+ 2

=
n+ 2

n!(n+ 1)2
=

n+ 2

n!(n2 + 2n+ 1)
<

<
n+ 2

n!(n2 + 2n)
=

1

n!n
,

то з нерiвностi
1

n!n
6 10−4

маємо, що уже n = 7 розв’язок цiєi нерiвностi. Отже, з точнiстю
10−4

e ≈ 2 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
+

1

7!
≈ 0, 71826.

Взявши за основу число e, маємо показникову функцiю ex.
Звичайно її можна було б означити i так

ex := lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

.

Такий пiдхiд проходить i для означення функцiї комплексної
змiнної ez := ex(cos y + i sin y).

Приклад 4. Довести, що для будь-якого z ∈ C

lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n

= ex(cos y + i sin y),

де z = x+ iy.
Розв’язання. Оскiльки у поданнi(

1 +
z

n

)n

=
(
1 +

x

n
+ i

y

n

)n
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при будь-якому x для досить великих n 1 +
x

n
> 0, то у такому

випадку

arg
(
1 +

z

n

)
= arctg

y

n

1 +
x

n

= arctg
y

n+ x
.

Тодi
(
1 +

z

n

)n

=

=

(√(
1 +

x

n

)2

+
y2

n2

)n(
cosnarctg

y

n+ x
+ i sinnarctg

y

n+ x

)
.

Знайдемо

lim
n→∞

∣∣∣1 +
z

n

∣∣∣n = lim
n→∞

(
1 +

2x

n
+
x2

n2
+
y2

n2

)n
2 i

lim
n→∞

arg
(
1 +

z

n

)n

= lim
n→∞

n arctg
y

n+ x
.

Врахувавши, що

lim
n→∞

n

2
ln

(
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

)
=

= lim
n→∞

ln

(
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

)
2x

n
+
x2 + y2

n2

· n
2

(
2x

n
+
x2 + y2

n2

)
= x,

а lim
n→∞

n arctg
y

n+ x
= y, то lim

n→∞

(
1 +

z

n

)n

= ex(cos y + i sin y).
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Завдання для самоконтролю.

1. Опишiть iнструментарiй знаходження границь послiдовно-
стей, яким ви володiєте.

2. У який спосiб можна скористатись похiдною при знахо-
дженнi границь послiдовностей?

3. У який спосiб можна скористатись iнтегралом при знахо-
дженнi границь послiдовностей?

4. Знайти границю послiдовностi, видiливши її головну ча-
стину:

а) lim
n→∞

5n+ 1

7− 9n
; б) lim

n→∞

(n− 1)2(n+ 1)2

n4 − 2n2
;

в) lim
n→∞

(
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)

)
.

5. Знайти границi:

a) lim
n→∞

(
3
√
n− n3 + n

)
; b) lim

n→∞
3n ln

3n

3n − 1
;

c) lim
n→∞

1000n

n2 + 1
sin(n2 + 1);

d) lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

)
.

6. Довести, що

lim
n→∞

n∑
k=0

λ

k!
= eλ.
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7. Довести, що послiдовнiсть (xn), у якої x1 > 0 i для n =
1, 2, . . .

xn+1 =
1

2

(
xn +

A

xn

)
,

де A > 0, збiгається i знайти її границю.

8. Знайти

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1− 1

(k + 1)2

)
.

9. Кожен член послiдовностi ((1 +
√

2 +
√

3)n) можна подати
у виглядi xn = an + bn

√
2 + cn

√
3 + dn

√
6, де an, bn, cn, dn —

цiлi числа. Знайти:

а) lim
n→∞

bn
an

; б) lim
n→∞

cn
an

; в) lim
n→∞

dn

an

.

10. Будемо називати послiдовнiсть (αn) нескiнченно малою
послiдовнiстю, якщо для будь-якого ε > 0 можна вказати
номер n0 такий, що для всiх n > n0 виконується нерiвнiсть
|xn| < ε. Побудуйте теорiю границь послiдовностей, при-
йнявши таке означення границi: „Якщо послiдовнiсть (xn)
можна подати у виглядi (a + αn), де (αn) — нескiнчен-
но мала послiдовнiсть,то число a називають границею
послiдовностi (xn)“.
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7ЛЕКЦIЯ: Границя функцiї n дiйсних змiнних та
її властивостi

Поняття функцiї n дiйсних змiнних, способи задання. Границя
функцiї n дiйсних змiнних. Властивостi границь. Деякi найва-
жливiшi границi функцiї однiєi змiнної.

Лiтература. [1], ч. 2, с. 16–20; [2], ч. 2, с. 117–158, 419–424;
[3], т. 1, с. 60–84, 266–268; [9], ч. 2, с. 84–89; [10], с. 103–136.

З теоретико-множинної точки зору вiдношення (X,Y, f), де
X,Y — двi довiльнi множини, f ⊂ X×Y , називається функцiєю,
якщо

(∀x ∈ X)(∀y1, y2 ∈ Y ) ((x, y1) ∈ f ∧ (x, y2) ∈ f =⇒ y1 = y2) ,

тобто f не мiстить рiзних пар з однаковими першими компонен-
тами.

Термiн „вiдношення“ замiнюють теормiном „вiдповiднiсть“ i
говорять, що функцiєю, визначеною на множинi X iз значення-
ми у множинi Y , називається вiдповiднiсть, яка кожному еле-
менту з множини X вiдносить один елемент з множини Y .

Зокрема, якщо X є пiдмножина n-вимiрного евклiдового про-
стору Rn, а множина R (одновимiрний евклiдiв простiр), то вiд-
повiднiсть, яка кожнiй n-цi дiйсних чисел множини X вiдносить
одне дiйсне число, називається функцiєю n змiнних i позначає-
ться або одним символом f , або у позначення входить i аргумент
f(x) = f(x1, x2, . . . , xn).

У випадку, коли X пiдмножина множини R, то говорять про
функцiю дiйсної змiнної i використовують позначення f(x).

Задати функцiю f(x) означає задати те правило (закон), згi-
дно якого можна за даним значенням аргументу вказати вiдпо-
вiдне значення функцiї. У зв’язку з цим є рiзнi способи задання
функцiї (словесним заданням вiдповiдностi, табличним, а для
функцiї однiєї змiнної графiчним), проте найбiльш популярним
є аналiтичний (за допомогою формули) спосiб задання функцiї.
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Якщо врахувати, що над функцiями можна виконувати двi
теоретико-множиннi операцiї композицiї i обернення, результа-
том яких є складна i обернена функцiя, i за рахунок того, що
значеннями функцiї є дiйснi числа, чотири арифметичних опе-
рацiї

(f1 + f2)(x) := f1(x) + f2(x),

(f1 − f2)(x) := f1(x)− f2(x),

(f1f2)(x) := f1(x)f2(x),(
f1

f2

)
(x) :=

f1(x)

f2(x)
,

то задавши деякi основнi (базиснi) функцiї i порядок виконан-
ня операцiй над ними, можна будувати аналiтичнi вирази, якi
i будуть аналiтичним заданням функцiї. При такому формаль-
ному заданнi функцiй виникає проблема знаходження областi
визначення функцiї.

Якщо скористатись позначенням D(f) для областi визначен-
ня i E(f) для множини значень, то для функцiй n дiйсних змiн-
них маємо:

D(f1 + f2) = D(f1 − f2) = D(f1f2) = D(f1) ∩D(f2),

D

(
f1

f2

)
= (D(f1) ∩D(f2)) \ {x | f2(x) = 0}

Якщо ж над f можна виконати операцiю обернення, а над фун-
кцiями f1 i f2 операцiю композицiї, то

D(f−1) = E(f), D(f1 ◦ f2) = {x | f1(x) ∈ E(f1) ∩D(f2)}.

Такий прийом дає змогу видiлити певнi класи функцiй. На-
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приклад, якщо за вихiднi взяти основнi елементарнi функцiї:

1. y = C, C ∈ R; 2. y = x;

3. y = xα, α ∈ R; 4. y = ax, 0 < a 6= 1;

5. y = loga x, 0 < a 6= 1; 6. y = sinx;

7. y = cos x; 8. y = arcsinx;

9. y = arccosx; 10. y = arctgx,

то кожна функцiя, яка утворюється з основних за допомогою
скiнченного числа арифметичних операцiй i композицiй, нази-
вається елементарною функцiєю.

З елементарних функцiй однiєї змiнної можна конструювати
функцiї двох, трьох i взагалi n змiнних. Наприклад,

f(x, y) =
xy

x2 + y2
, f(x, y) = esin(xy), f(x, y, z) = sin arctg

x

yz
,

f(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
...

...
. . .

...
xn−1

1 xn−1
2 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Функцiї, якi отримуються iз змiнних x1, x2, . . . , xn з допомогою
скiнченного числа операцiй композицiї, додавання, множення,
дiлення i взяття елементарних функцiй однiєї змiнної, називаю-
ться елементарними функцiями змiнних x1, x2, . . . , xn.

Нехай маємо функцiю n дiйсних змiнних f(x) =
f(x1, x2, . . . , xn) з областю визначення D(f) i нехай x0 =
(x01, x02, . . . , x0n) гранична точка множини D(f). Тодi факт, що
при наближеннi точки x ∈ D(f) до точки x0 значення функцiї
f(x) наближається до деякого числа A, i є сутнiстю поняття
границi функцiї у точцi. Це поняття можна ввести або з до-
помогою поняття границi послiдовностi,або з допомогою ε − δ
технiки Кошi.
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Означення 7.1 (За Гейне). Число A називається границею
функцiї f(x) у точцi x0, якщо для будь-якої послiдовностi
(xn) точок з E такої, що ∀n xn 6= xo i lim

n→∞
xn = x0, числова

послiдовнiсть (f(xn)) вiдповiдних значень функцiї збiгається
до числа A, тобто lim

n→∞
f(xn) = A.

Позначається або
lim

x→x0

f(x) = A,

або
lim

x1 → x01

x2 → x02

. . . . . . . . .
xn → x0n

f(x1, x2, . . . , xn) = A.

Зауважимо, що для функцiй бiльше однiєї змiнної можна
розглядати так званнi повторнi границi

lim
xi1

→x0i1

lim
xi2

→x0i2

. . . lim
xin→x0in

f(x1, x2, . . . , xn).

Означення 7.2 (за Кошi). Число A називається границею
функцiї f(x) у точцi x0, якщо для будь-якого ε > 0 iснує
δ > 0 таке, що для всiх x з E, якi задовольняють нерiвнiсть
0 < d(x0,x) < δ, виконується нерiвнiсть |f(x)− A| < ε.

Теорема 7.1 (обмеженiсть функцiї, що має границю) Як-
що функцiя f(x) у точцi x0 має границю, то iснує куля
B(x0, δ) i число M > 0 такi, що ∀x ∈ B(x0, δ) ∩ D(f) вико-
нується нерiвнiсть |f(x)| 6 M .

Доведення. Нехай lim
x→x0

f(x) = A. Тодi для будь-якого ε > 0,

зокрема для ε = 1, можна вказати таке δ > 0, що для всiх
x ∈ D(f), якi задовольняють нерiвнiсть 0 < d(x0,x) < δ,
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виконується нерiвнiсть |f(x) − A| < 1. А оскiльки |f(x)| =
|f(x) − A + A| 6 |f(x) − A| + |A|, то для ∀x ∈ B(x0, δ) ∩ D(f)
|f(x)| 6 |A|+ 1, якщо x0 6∈ D(f), i |f(x)| 6 max(|A|+ 1, |f(x0)|),
якщо x0 ∈ D(f). �

Теорема 7.2 (границя i арифметичнi операцiї) Якщо
функцiї f1(x) i f2(x) мають границi у точцi x0, то у цiй то-
чцi мають границi функцiї (f1 + f2)(x), (f1 − f2)(x), (f1f2)(x),
причому

lim
x→x0

(f1 + f2)(x) = lim
x→x0

f1(x) + lim
x→x0

f2(x),

lim
x→x0

(f1 − f2)(x) = lim
x→x0

f1(x)− lim
x→x0

f2(x),

lim
x→x0

(f1f2)(x) = lim
x→x0

f1(x) lim
x→x0

f2(x).

Якщо ж крiм того iснує така куля B(x0, r), що для всiх x 6=
x0, якi належать B(x0, r) ∩ D(f2) f2(x) 6= 0, i lim

x→x0

f2(x) 6= 0,

то у точцi x0 має границю i функцiя
(
f1

f2

)
(x), причому

lim
x→x0

(
f1

f2

)
(x) =

lim
x→x0

f1(x)

lim
x→x0

f2(x)
.

Доведення. Нехай lim
x→x0

f1(x) = A, lim
x→x0

f2(x) = B. Доведемо,

що lim
x→x0

(f1 + f2)(x) = A+B. З того, що lim
x→x0

f1(x) = A за озна-

ченням 7.1 маємо, що для будь-якої послiдовностi (xn) точок з
D(f1) такої, що ∀n xn 6= x0 i lim

n→∞
xn = x0, числова послiдов-

нiсть (f1(xn)) має границею число A, тобто lim
n→∞

f1(xn) = A. А

з того, що lim
x→x0

f2(x) = B маємо, що для будь-якої послiдовно-

стi (xn) точок з D(f2) такої, що ∀n xn 6= x0 i lim
n→∞

xn = x0,

числова послiдовнiсть (f2(xn)) має границею число B, тобто
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lim
n→∞

f2(xn) = B. Вiзьмемо тепер довiльну послiдовнiсть (xn) то-

чок з D(f1 + f2) таку, що ∀n xn 6= x0 i lim
n→∞

xn = x0. Оскiльки

D(f1 + f2) = D(f1) ∩D(f2), то ця послiдовнiсть є одночасно по-
слiдовнiстю точок з D(f1) i точок з D(f2). Тодi для неї вiдповiднi
послiдовностi (f1(xn)), (f2(xn)) значень функцiй f1(xn) i f2(xn)
збiгаються i

lim
x→x0

f1(xn) = A, lim
x→x0

f2(xn) = B.

Отже, в силу теореми про границю суми послiдовностей маємо

lim
x→x0

(f1 + f2)(xn) = lim
x→x0

(f1(xn) + f2(xn)) =

= lim
x→x0

f1(xn) + lim
x→x0

f2(xn) = A+B.

Доведемо, що

lim
x→x0

(f1f2)(x) = lim
x→x0

f1(x) lim
x→x0

f2(x),

скориставшись означенням 7.2. Нехай lim
x→x0

f1(x) = A i

lim
x→x0

f2(x) = B 6= 0 (випадок, коли A = B = 0 розгляньте са-

мостiйно). Оскiльки lim
x→x0

f1(x) = A, то в силу теореми 7.1 iснує

куля B(x0, δ1) i число M > 0, що ∀x ∈ B(x0, δ1) ∩ D(f1) ви-
конується нерiвнiсть |f1(x)| 6 M , i в силу означення 7.2 для

ε > 0, зокрема для
ε

2|B|
, можна вказати δ2 > 0 таке, що для

всiх x ∈ D(f1), якi задовольняють нерiвнiсть 0 < d(x0,x) < δ2,
виконується нерiвнiсть

|f1(x)− A| < ε

2|B|
.

А оскiльки lim
x→x0

f2(x) = B, то в силу означення 7.2 для
ε

2M
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можна вказати δ3 > 0 таке, що для всiх x ∈ D(f2), якi задоволь-
няють нерiвнiсть 0 < d(x0,x) < δ3, виконується нерiвнiсть

|f2(x)−B| < ε

2M
.

Нехай δ = min(δ1, δ2, δ3). Тодi для всiх x ∈ D(f1f2), якi задо-
вольняють нерiвнiсть 0 < d(x0,x) < δ, виконуються одночасно
три нерiвностi

|f1(x)| 6 M, |f1(x)− A| < ε

2|B|
, |f2(x)−B| < ε

2M
.

А, отже, для всiх x ∈ D(f1f2), якi задовольняють нерiвнiсть
0 < d(x0,x) < δ, маємо:

|(f1f2)(x)− AB| = |f1(x)f2(x)− AB| =

= |f1(x)f2(x)− f1(x)B + f1(x)B − AB| 6

6 |f1(x)f2(x)− f1(x)B|+ |f1(x)B − AB| =

= |f1(x)||f2(x)−B|+ |B||f1(x)− A| <

< M
ε

2M
+ |B| ε

2|B|
= ε.

Таким чином, для будь-якого ε > 0 ми вказали δ > 0 таке, що
∀x ∈ D(f1f2), якi задовольняють нерiвнiсть 0 < d(x0,x) < δ,
виконується нерiвнiсть |(f1f2)(x) − AB| < ε, а цей означає, що
lim

x→x0

(f1f2)(x) = AB. �

Що стосується операцiї композицiї (утворення складної фун-
кцiї), то тут обмежимось функцiями однiєї змiнної (у загаль-
ному випадку довелось би розглядати функцiї f i g, у яких
D(f) ⊂ Rn, E(f) ⊂ Rp, E(g) ⊂ Rq.)

82



Теорема 7.3 (замiна змiнної для границь функцiї) Якщо
iснує lim

x→x0

f(x) = y0, причому у деякому околi точки x0 f(x) 6=
y0 при x 6= x0, крiм того iснує lim

y→y0

g(y) = A, то iснує границя

складної функцiї g(f(x)) i

lim
x→x0

g(f(x)) = lim
y→y0

g(y) = A.

Доведення. Тут будемо вважати, що функцiя f(x) визначена
у кожнiй точцi iнтервалу (a, b) за винятком, можливо, точки x0,
а функцiя g(y) визначена у кожнiй точцi iнтервалу (c, d), можли-
во, за винятком точки y0 = lim

x→x0

f(x). Оскiльки iснує lim
y→y0

g(y),

то iснує ε-окiл точки y0, тобто iнтервал (y0 − ε, y0 + ε), на яко-
му функцiя g(y) визначена, за винятком, можливо, точки y0. А
оскiльки iснує lim

x→x0

f(x), то для такого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що

з нерiвностi 0 < |x− x0| < δ випливає нерiвнiсть |f(x)− y0| < ε.
Врахувавши, що f(x) 6= y0 при x 6= x0, робимо висновок, що на
iнтервалi (x0 − δ, x0 + δ) за винятком, можливо, точки x0 визна-
чено функцiю g(f(x)).

Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть значень аргументу (xn) та-
ку, що xn ∈ (x0−δ, x0+δ), xn 6= x0 i lim

n→∞
xn = x0. Тодi вiдповiдна

послiдовнiсть (f(xn)) значень функцiї f(x) має границею число
y0. А оскiльки послiдовнiсть (f(xn)) є послiдовнiсть значень ар-
гументу функцiї g(y), причому ∀n f(xn) 6= y0 i lim

n→∞
f(xn) = y0, то

вiдповiдна послiдовнiсть (g(f(xn))) значень функцiї g(y) збiгає-
ться i lim

n→∞
g(f(xn)) = A. Таким чином, для довiльної послiдов-

ностi значень аргументу (xn) такої, що ∀n xn 6= x0 i lim
n→∞

xn = x0,

вiдповiдна послiдовнiсть (g(f(xn))) значень функцiї g(f(x)) має
границею число A. А це й означає, що

lim
x→x0

g(f(x)) = lim
y→y0

g(y) = A. �
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Для функцiї однiєї змiнної вводять поняття границi фун-
кцiї при x прямує до плюс нескiнченностi (вiдповiдно до мi-
нус нескiнченностi). Якщо функцiя f(x) визначена на промiжку
(a,+∞), то говорять, що число A є границею функцiї f(x) на
плюс нескiнченностi (записують lim

x→+∞
f(x) = A), коли ∀ε > 0

iснує δ > 0 таке, що для всiх x > δ виконується нерiвнiсть
|f(x) − A| < ε. Якщо ж функцiя f(x) визначена на промiжку
(−∞, a), то говорять, що число A є границею функцiї f(x) на
мiнус нескiнченностi (записують lim

x→−∞
f(x) = A), коли ∀ε > 0

iснує δ > 0 таке, що для всiх x < −δ виконується нерiвнiсть
|f(x)−A| < ε. Якщо lim

x→−∞
f(x) = lim

x→+∞
f(x) = A, то говорять про

iснування границi на нескiнченностi i записують lim
x→∞

f(x) = A.

Вiдзначимо такий дуже важливий факт. Якщо функцiя f(x)
сконструйована з базисних за допомогою п’яти операцiй (f(x) —
елементарна функцiя) i x0 належить її природнiй областi визна-
чення, то lim

x→x0

f(x) = f(x0). Що стосується поведiнки елемен-

тарних функцiй в околi точок, що є граничними для природної
областi визначення, але їй не належать, або ж поведiнки фун-
кцiї на мiнус або плюс нескiнченностi, то тут слiд пам’ятати
таке (таблиця границь функцiй):

1) lim
x→∞

1

x
= 0, lim

x→x−0

1

x
= −∞, lim

x→x+0

1

x
= +∞;

2) lim
x→−∞

ax =

{
0, a > 1,

+∞, 0 < a < 1;

lim
x→+∞

ax =

{
+∞, a > 1,

0, 0 < a < 1;
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3) lim
x→0+0

logax =

{
−∞, a > 1,

+∞, 0 < a < 1;

lim
x→+∞

logax =

{
+∞, a > 1,

−∞, 0 < a < 1;

4) lim
x→−π

2
+0

tgx = −∞, lim
x→π

2
−0

tgx = +∞;

5) lim
x→0+0

ctgx = +∞, lim
x→π−0

ctgx = −∞;

6) lim
x→−∞

arctgx = −π
2
, lim

x→+∞
arctgx =

π

2
,

7) lim
x→−∞

arcctgx = π, lim
x→+∞

arcctgx = 0;

8) lim
x→0

sin x

x
= 1;

9) lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e, lim
x→∞

(1 + x)
1
x = e;

10) lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
;

11) lim
x→0

ex − 1

x
= 1, lim

x→0

ax − 1

x
= ln a;
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12) lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α

Приклад 1. Переконатись, що lim
x→0

sin x

x
= 1.

Розв’язання. Нехай x ∈ (0,
π

2
). Тодi очевидно (Рис. 3), що

для площ S1 трикутника AOB, S2 сектора AOB i S3 трикутника
AOC можна записати S1 < S2 < S3 або

1

2
R2 sin x <

1

2
R2x <

1

2
R2tgx,

де R — радiус сектора з центром у точцi O, x — величина кута

AOB у радiанах. Оскiль-
ки для x ∈ (0,

π

2
) 0 <

sin x < x, то, роздiлив-
ши останню нерiвнiсть на
1

2
R2 sin x, дiстанемо

1 <
x

sin x
<

1

cosx

або

cosx <
sinx

x
< 1.

Вiднявши вiд кожної частини нерiвностi 1 i помноживши на −1,
маємо

0 < 1− sin x

x
< 1− cosx.

Але оскiльки 1−cosx = 2 sin2 x

2
=
x2

2
, то ∀x ∈ (0,

π

2
) виконується

нерiвнiсть

0 < 1− sin x

x
<
x2

2
.
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Така нерiвнiсть виконується i для x ∈ (−π
2
, 0). Справдi, коли

x ∈ (−π
2
, 0), то −x ∈ (0,

π

2
). А, отже,

0 < 1− sin(−x)
−x

<
(−x)2

2

або

0 < 1− sinx

x
<
x2

2
.

Нехай (xn) — довiльна послiдовнiсть значень аргументу така,
що ∀n xn 6= 0 i lim

n→∞
xn = 0. Тодi для будь-якого ε > 0, зокрема

для
√

2ε, можна вказати такий номер n1, що ∀n > n1 |xn| <
√

2ε,

а для числа
π

2
— такий номер n2, що ∀n > n2 |xn| <

π

2
. Якщо

n0 = max(n1, n2), то ∀n > n0

xn ∈
(
−π

2
,
π

2

)
i |xn| <

√
2ε .

У вiдповiднiй послiдовностi значень функцiї
(

sin xn

xn

)
для всiх

∀n > n0 її члени задовольняють нерiвнiсть∣∣∣∣sin xn

xn

− 1

∣∣∣∣ = 1− sin xn

xn

<
1

2
x2

n <
1

2
(
√

2ε)2 = ε.

Таким чином, ∀ε > 0 вказано номер n0 такий, що ∀n > n0∣∣∣∣sinxn

xn

− 1

∣∣∣∣ < ε.

А це й означає, що

lim
n→∞

sin xn

xn

= 1.

Згiдно означення 7.1 маємо, що

lim
x→0

sinx

x
= 1.
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Завдання для самоконтролю.

1. За даними функцiями f1(x) =
x

x2 − 4
, f2(x) =

arcsinx, f3(x) = arctgx побудувати функцiю за схемою
f = f1 ◦ f2 + f1 ◦ f3. Знайти її область визначення i множи-
ну значень.

2. Знайти область визначення функцiй

f(x, y) =
√

(x2 + y2 − 1)(4− x2 − y2),

f(x, y, z) = arccos
z√

x2 + y2
.

3. Довести, що коли функцiя f визначена i монотонна на
iнтервалi (a; b), то дл x0 ∈ (a; b)

lim
x→x0−0

f(x) = sup
x<x0

f(x), lim
x→x0+0

f(x) = inf
x>x0

f(x).

4. Знайти ту точку, у якiй функцiя y = lg3 x − 3 lg2 x + 7 lg x
має границю число 5.

5. Довести, що

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α.

6. Знайти границi

a) lim
x→1

√
3 + x+ 3

√
7 + x− 4

4
√

13 + 3x− 2
√
x

, b) lim
x→π

2

lg sinx

cos2 x
;

c) lim
x→∞

(
x2 + 7x+ 10

x2 + 5x+ 10

)−x
2
.
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7. Знайти границi

a) lim
x→ 1
y → 2

cosxy − cos 2

xy − 2
, b) lim

x→ 0
y → 0

x2y2

x2 + y2
;

c) lim
x→ 0
y → 0

(x2 + y2)x2y2
.

8. Довести, що для функцiї

f(x, y) =
x2y2

x2 + y2 + (x− y)2

i для будь-якого α ∈ [0, 1] iснує множина Eα така, що

lim
x→ 0
y → 0

(x, y) ∈ Eα

f(x, y) = α.

9. Довести, що для функцiї f(x, y) =
x2y

x2 + y2

lim
x→ 0
y → 0

(x, y) ∈ Eg

f(x, y) =
k

1 + k2
,

де Eg = {(x, y) |x 6= 0, y = g(x), lim
x→0

g(x)

x2
= k}.

10. Побудувати графiк функцiї

y = lim
n→∞

√
1 + xn +

(
x2

2

)n

, x > 0.
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8ЛЕКЦIЯ: Неперервнiсть функцiй n дiйсних змiн-
них

Неперервнiсть функцiї n дiйсних змiнних у точцi. Основнi вла-
стивостi неперервних функцiй. Властивостi функцiй, неперерв-
них на обмеженiй замкненiй множинi (на компактi). Рiвномiрна
неперервнiсть функцiї.

Лiтература. [1], ч. 2, с. 20–27; [2], ч. 1, с. 160–178, 424–429;
[3], т. 1, с. 84–96, 270–283. [9], ч. 2, с. 89–92.

Неперервнiсть є одним з наважливiших понять математи-
чного аналiзу (i не тiльки його). Цей термiн стосовно певних
множин (i тодi його синонiмом є термiн „повнота“) виражає не-
можливiсть поповнити такi множини новими елементами з до-
помогою граничного переходу (неперервнiсть множини дiйсних
чисел, повнота метричного простору). Стосовно функцiї f(x)
вiн виражає локальну властивiсть, сутнiсть якої у тому, що для
близьких до точки x0 значень аргумента, вiдповiднi значення
функцiї будуть близькими до f(x0) — значення функцiї у точцi
x0 .

Нехай маємо функцiю n дiйсних змiнних

f(x) = f(x1, x2, . . . , xn)

визначену на множинi E (E ⊂ Rn), i нехай

x0 = (x01, x02, . . . , x0n)

точка з цiєї множини.

Означення 8.1. Функцiя f(x) називається неперервною у
точцi x0, якщо для будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що
для всiх x ∈ E, якi задовольняють нерiвнiсть d(x0,x) < δ,
виконується нерiвнiсть |f(x)− f(x0)| < ε.
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Якщо x0 — гранична точка для множини E, то згiдно озна-
чення неперервностi функцiї у точцi маємо

lim
x→x0

f(x) = f(x0) = f( lim
x→x0

x).

Якщо ж це не так, то точка x0 є iзольованою точкою множини
E, тобто iснує куля B(x0, r) така, що E ∩ B(x0, r) = {x0}, i у
кожнiй такiй точцi функцiя неперервна.

Приклад 1. Переконатись, що функцiя sin x неперервна на
всiй числовiй осi.

Розв’язання. Нехай x0 — довiльне, але фiксоване дiйсне
число. Тодi ∀x ∈ R

| sinx− sin x0| =
∣∣∣∣2 cos

x+ x0

2
sin

x− x0

2

∣∣∣∣ 6
6 2

∣∣∣∣sin x− x0

2

∣∣∣∣ 6 2
|x− x0|

2
= |x− x0|.

Отже, якщо взяти δ = ε, де ε — довiльне додатне число, то для
всiх x, якi задовольняють нерiвнiсть |x − x0| < ε, виконується
нерiвнiсть | sin x − sin x0| < ε. А цей означає, що функцiя sin x
неперервна у точцi x0.

Приклад 2. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

f(x) =

 sin
1

x
, якщо x 6= 0;

0 , якщо x = 0.

Розв’язання. Якщо x0 6= 0 (x0 6= 0 — гранична точка мно-
жини R), то, врахувавши, що

lim
x→x0

sin
1

x
= lim

y→ 1
x0

sin y = sin
1

y0

,
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робимо висновок, що f(x) неперервна у точцi x0. Точка x = 0
теж гранична для R i f(0) = 0. Однак, якщо розглянути двi

послiдовностi
(

1
π
2

+ 2nπ

)
i
(

1
π
2

+ (2n+ 1)π

)
, то хоча

lim
n→∞

1
π

2
+ 2nπ

= lim
n→∞

1
π

2
+ (2n+ 1)π

= 0,

але

lim
n→∞

f

(
1

π
2

+ 2nπ

)
= lim

n→∞
sin
(π

2
+ 2nπ

)
= 1,

lim
n→∞

f

(
1

π
2

+ (2n+ 1)π

)
= lim

n→∞
sin
(π

2
+ (2n+ 1)π

)
= −1.

Таким чином, задана функцiя у точцi x = 0 границi немає, а це
й означає, що вона не є неперервною у цiй точцi.

Нехай функцiя f(x) n дiйсних змiнних неперервна у точцi
x0. Тодi iснують куля B(x0, r) i число M > 0 такi, що ∀x ∈
B(x0, r) ∩D(f)виконується нерiвнiсть |f(x)| 6 M .

Теорема 8.1 (про збереження знаку). Якщо функцiя f не-
перервна у точцi x0, причому f(x0) 6= 0, то iснує така куля
B(x0, δ), що для всiх x ∈ B(x0, δ) ∩D(f)

signf(x) = signf(x0).

Доведення. Оскiльки за умовою f(x) неперервна у точцi x0,
то для будь-якого ε > 0, зокрема для ε = |f(x0)|, iснує δ > 0
таке, що для всiх x ∈ D(f), якi задовольняють нерiвнiсть
d(x0,x) < δ, виконується нерiвнiсть

|f(x)− f(x0)| < |f(x0)|.
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Останню нерiвнiсть перепишемо так

−|f(x0)|+ f(x0) < f(x) < |f(x0)|+ f(x0).

Якщо f(x0) > 0, то −|f(x0)|+f(x0) = 0 i для всiх x ∈ B(x0, δ)∩
D(f) f(x) > 0. Якщо ж f(x0) < 0, то |f(x0)| + f(x0) = 0 i для
всiх x ∈ B(x0, δ) ∩D(f) f(x) < 0. Теорема доведена. �

Теорема 8.2 (операцiї над неперервними функцiями)
Якщо функцiї f1(x) i f2(x) неперервнi у точцi x0, то у цiй
точцi будуть неперервними i функцiї (f1 + f2)(x), (f1− f2)(x),
(f1f2)(x). Якщо крiм того f2(x) у точцi x0 вiдмiнна вiд нуля,

то i функцiя
(
f1

f2

)
(x).

Доведення. Якщо x0 є iзольованою точкою хоча би для однi-
єї з областей визначення заданих функцiй, то вона буде iзольо-

ваною для областей визначення функцiй f1 + f2, f1− f2, f1f2,
f1

f2

.

А, отже, всi вони будуть неперервними у такiй точцi. Якщо ж x0

є граничною для областей визначення i функцiї f1(x), i функцiї
f2(x), то для доведення слiд скористатись тим, що при заданих
умовах

lim
x→x0

(f1 + f2)(x) = lim
x→x0

f1(x) + lim
x→x0

f2(x) =

= f1(x0) + f2(x0) = (f1 + f2)(x0),

lim
x→x0

(f1 − f2)(x) = lim
x→x0

f1(x)− lim
x→x0

f2(x) =

= f1(x0)− f2(x0) = (f1 − f2)(x0),

lim
x→x0

(f1f2)(x) = lim
x→x0

f1(x) lim
x→x0

f2(x) =
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= f1(x0)f2(x0) = (f1f2)(x0),

lim
x→x0

(
f1

f2

)
(x) =

lim
x→x0

f1(x)

lim
x→x0

f2(x)
=
f1(x0)

f2(x0)
=
f1

f2

(x0). �

Означення 8.2. Функцiя f називається неперервною на
множинi E, якщо вона неперервна у кожнiй точцi цiєї мно-
жини.

Виявляється, що коли множина E має певну топологiчну
структуру, то неперервна на такiй множинi функцiя має цiлий
ряд цiкавих властивостей. Точнiше, якщо функцiя f(x) непе-
рервна на обмеженiй замкненiй множинi E, то f(x) обмежена
на цiй множинi, досягає на нiй свого найменшого та найбiль-
шого значення, рiвномiрно неперервна на нiй. Якщо ж множина
E є областю (вiдкрита, зв’язна множина), а неперервна на E
функцiя f(x) приймає два рiзнi значення, то вона приймає i всi
промiжнi значення.

Теорема 8.3 (Вейєрштрасса). Якщо функцiя n дiйсних
змiнних f(x) визначена i неперервна на обмеженiй замкне-
нiй множинi, то вона обмежена i досягає своєї нижньої i
верхньої граней.

Доведення. Припустимо, що iснує обмежена замкнена мно-
жина F , на якiй визначена функцiя f(x), яка неперервна у ко-
жнiй точцi множини F , але необмежена на цiй множинi, тобто
яке б ми не взяли число M > 0 на множинi F iснує така точка
x′, для якої |f(x′)| > M . Нехай M = 1, 2, . . . , k, . . .. Тодi для
M = 1 iснує точка x1 ∈ F така, що |f(x1)| > 1, для M = 2
iснує точка x2 ∈ F така, що |f(x2)| > 2, . . . , для M = k iснує
точка xk ∈ F така, що |f(xk)| > k i т.д. У такий спосiб побудо-
вано послiдовнiсть (xk) точок з множини F . Оскiльки множи-
на F обмежена, то обмеженою буде послiдовнiсть (xk). В силу
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теореми Больцано-Вейерштрасса з неї можна видiлити збiжну
пiдпослiдовнiсть (xkm) (m = 1, 2, . . .). Нехай lim

m→∞
xkm = x0. В

силу замкненостi множини F x0 ∈ F . Оскiльки функцiя f(x)
неперервна на множинi F , то вона неперервна у точцi x0. А
оскiльки послiдовнiсть (xkm) точок з F збiгається до точки x0,
то iснує границя числової послiдовностi (f(xkm)), причому

lim
m→∞

f(xkm) = f(x0).

Але ж за побудовою для кожного m |f(xkm)| > km, тобто послi-
довнiсть (f(xkm)) необмежена i границi мати не може. Отримана
суперечнiсть свiдчить про те, що наше припущення невiрне, тоб-
то не iснує такої обмеженої i замкненої множини i неперервної
на нiй функцiї, яка б була необмежена на нiй. i перша частина
теореми доведена, тобто доведено, що iснує M > 0 таке, що для
всiх x ∈ F |f(x)| 6 M .

З обмеженостi функцiї f(x) випливає, що множина
{f(x) |x ∈ F} має як нижню так i верхню грань. Залишається
показати, що у множинi F знайдуться такi двi точки x1,x2, що

f(x1) = inf
x∈F

f(x), f(x2) = sup
x∈F

f(x).

Другу частину доведення теж проведемо методом вiд супротив-
ного. Нехай iснує обмежена замкнена множина F i неперервна
на нiй функцiя f така, що для всiх x ∈ F

f(x) > m = inf
x∈F

f(x).

Побудуємо функцiю

ϕ(x) =
1

f(x)−m
.

Ця функцiя визначена i неперервна на обмеженiй замкненiй
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множинi F , а, отже, за першою частиною теореми вона обмеже-
на на F , тобто iснує число L > 0 таке, що для всiх x ∈ F

|ϕ(x)| = 1

f(x)−m
6 L.

Оскiльки f(x)−m > 0 i L > 0, то остання нерiвнiсть запишеться
у виглядi

f(x)−m >
1

L
,

що суперечить тому, що m = inf
x∈F

f(x). Якщо припустити, що не

iснує точки у множинi F , у якiй f(x) досягає свого найбiльшого
значення, тобто ∀x ∈ F

f(x) < M = sup
x∈F

f(x),

то побудувавши функцiю

ψ(x) =
1

M − f(x)
,

i провiвши тi ж мiркування, отримаємо нерiвнiсть

f(x) 6 M − 1

L
,

яка виконується ∀x ∈ F . А це суперечить тому, що m =
sup
x∈F

f(x). Теорема повнiстю доведена. �

Звичайно теорема Вейєрштрасса є теоремою iснування, тоб-
то, гарантуючи iснування найменшого i найбiльшого значення
у функцiї неперервної на обмеженiй замкненiй множинi F , во-
на не дає iнструменту для їх вiдшуканнь. Ефективний пошук
точок, у яких функцiя досягає свого найменшого i найбiльшого
значення, вимагає додаткової iнформацiї про функцiю. Напри-
клад, диференцiйовнiсть функцiї дозволяє (iнколи) прийти до
результату.
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Приклад 3. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї

f(x, y) = x2 − xy + y2 − x

на множинi F = {(x, y) |x2 + y2 6 1}.
Розв’язання. Очевидно, що множина F є обмежена за-

мкнена множина точок простору R2, а задана функцiя двох
змiнних є неперервною на множинi F . Отже, iснують точки
(x1, y1), (x2, y2) ∈ F такi, що ∀(x, y) ∈ F

f(x1, y1) 6 f(x, y) 6 f(x2, y2).

Оскiльки функцiя f(x, y) не тiльки неперервна, але й диферен-
цiйовна в областi {(x, y) |x2 + y2 < 1}, то, скориставшись не-
обхiдною умовою iснування екстремуму функцiї двох змiнних,
запишемо систему рiвнянь

∂f

∂x
= 2x− y − 1 = 0,

∂f

∂y
= −x+ 2y = 0,

з якої дiстаємо точку M1(
2
3
, 1

3
) пiдозрiлу на екстремум. Будемо

дослiджувати функцiю на межi множини F , тобто на колi x2 +
y2 = 1. Але на множинi ∂F = {(x, y) |x2 + y2 = 1} функцiя має
вигляд

ϕ1(x) = 1− x
√

1− x2 − x

на верхньому пiвколi,

ϕ2(x) = 1 + x
√

1− x2 − x

на нижньому пiвколi. Таким чином, треба знайти найбiльшi i
найменшi значення функцiй ϕ1(x) i ϕ2(x) на вiдрiзку [−1, 1].
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Оскiльки на iнтервалi (−1, 1)

ϕ′1(x) = −
√

1− x2 +
x2

√
1− x2

− 1,

ϕ′2(x) =
√

1− x2 − x2

√
1− x2

− 1,

то, розв’язавши рiвняння ϕ′1(x) = 0, ϕ′2(x) = 0, на iнтервалi

(−1, 1) дiстанемо два коренi x1 = −
√

3

2
, x2 =

√
3

2
для першого

i один корiнь x = 0 для другого. Визначимо значення функцiї у
точках

M1(
2

3
,
1

3
), M2(−

√
3

2
,
1

2
), M3(

√
3

2
,
1

2
),

M4(0,−1), M5(−1, 0), M6(1, 0).

Маємо

f(
2

3
,
1

3
) = −1

3
, f(−

√
3

2
,
1

2
) = 1 +

3
√

3

4
, f(

√
3

2
,
1

2
) = 1− 3

√
3

4
,

f(0,−1) = 1, f(−1, 0) = 2, f(1, 0) = 0.

Звiдси результат

fmax = max
(x,y)∈F

f(x, y) = 1 +
3
√

3

4
,

fmin = min
(x,y)∈F

f(x, y) = −1

3
.

Нехай функцiя n змiнних f(x) визначена i неперервна на
деякiй областi G, тобто вiдкритiй зв’язнiй множинi точок про-
стору Rn, i нехай для точок x1,x2 ∈ G f(x1) = A, f(x1) =
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B, причому, наприклад, A < B. Можна довести, що яким
би не було число C таке, що A < C < B, в областi G
знайдеться така точка x0, для якої f(x0) = C. При дове-
деннi на пiдставi того факту, що множина G зв’язна, за-
дається крива, яка сполучає точки x1 = (x11, x12, . . . , x1n),
x2 = (x21, x22, . . . , x2n). Така крива задається набором неперерв-
них на вiдрiзку [α, β] функцiй ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t) таких, що
ϕ1(α) = x11, ϕ2(α) = x12, . . . , ϕn(α) = x1n, ϕ1(β) = x21, ϕ2(β) =
x22, . . . , ϕn(β) = x2n. Пiдставивши функцiї ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)
у функцiю f(x), маємо неперервну на вiдрiзку [α, β] функцiю
Φ(t) = f(ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)), для якої Φ(α) = A, Φ(β) = B.
Далi використовуємо теорему Кошi про промiжне значення для
функцiї однiєї змiнної.

Теорема 8.4 (теорема про промiжне значення) Якщо
функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], на кiнцях вiдрiзка
приймає рiзнi значення f(a) = A, f(b) = B, то яким би не
було число C мiж A i B на iнтервалi (a, b) iснує точка x0

така, що f(x0) = C.

Доведення. Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що
f(a) = A < B = f(b) i A < C < B. Вiдрiзок [a, b] подiли-
мо пополам точкою a+b

2
. Тодi або f

(
a+b
2

)
= C i x0 = a+b

2
, або

f
(

a+b
2

)
6= C.

У другому випадку на кiнцях одного iз вiдрiзкiв [a, a+b
2

],
[a+b

2
, b] функцiя f приймає значення, якi лежать по рiзнi сторони

числа C. Позначимо цей вiдрiзок через [a1, b1] ([a1, b1] = [a, a+b
2

],
якщо C < f(a+b

2
), i [a1, b1] = [a+b

2
, b], якщо f(a+b

2
) < C). З вiд-

рiзком [a1, b1] поступимо точно так саме. Роздiлимо його по-
полам точкою a1+b1

2
. Тодi або f(a1+b1

2
) = C i x0 = a1+b1

2
, або

f(a1+b1
2

) 6= C. У другому випадку на кiнцях одного з вiдрiзкiв
[a1,

a1+b1
2

], [a1+b1
2
, b1] функцiя f приймає значення, якi лежать по

рiзнi сторони числа C. Позначимо такий вiдрiзок через [a2, b2].
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У результатi такої процедури або через скiнченне число кро-
кiв прийдемо до точки x0, у якiй f(x0) = C, або отримаємо
послiдовнiсть вiдрiзкiв ([an, bn]) таких, що

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . ⊃ [an, bn] ⊃ . . . ,

bn − an =
b− a

2n
→ 0 при n→∞

i для будь-якого n f(an) < C < f(bn).
Нехай x0 — спiльна точка усiх вiдрiзкiв. Тодi очевидно, що

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = x0 i

lim
n→∞

f(an) = lim
n→∞

f(bn) = f(x0),

причому в силу того, що ∀n f(an) < C < f(bn)

lim
n→∞

f(an) 6 C 6 lim
n→∞

f(bn).

З нерiвностi f(x0) 6 C 6 f(x0) маємо f(x0) = C.
Отже, i тодi, коли використана процедура продовжується

нескiнченно, iснує точка x0 така, що f(x0) = C. �

Як наслiдок, маємо досить популярний результат, який ви-
користовується не тiльки для встановлення iснування кореня
рiвняння f(x) = 0 на вiдрiзку [a, b], але й знаходження його
наближеного значення.

Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b] i на кiнцях
цього вiдрiзка приймає значення рiзних знакiв, то на цьому
вiдрiзку iснує хоч одна точка, у якiй функцiя обертається в
нуль.

Навпаки, якщо ми знаємо всi нулi неперервної на деяко-
му промiжку функцiї, то в силу властивостi збереження зна-
ку неперервної функцiї можна дослiдити функцiю на знак. А
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саме, якщо, наприклад, вiдомо, що функцiя f(x) неперерв-
на на iнтервалi (a, b), тiльки у точках x1, x2, . . . , xn ∈ (a, b)
(x1 < x2 < · · · < xn) функцiя обертається в нуль, то, взявши
на кожному з iнтервалiв (a, x1), (x1, x2), . . . , (xn, b) по точцi i ви-
значивши знак функцiї у кожнiй такiй точцi, робимо висновок
про знак функцiї на кожному з iнтервалiв. Якраз цей факт ви-
користовується при розв’язаннi нерiвностей методом iнтервалiв.

На закiнчення з класу неперервних функцiй n змiнних видi-
лимо клас так званих рiвномiрно неперервних функцiй.

Означення 8.3. Функцiя f(x) називається рiвномiрно не-
перервною на множинi E (E ⊂ Rn), якщо для будь-якого ε > 0
iснує δ > 0 таке, що для будь-яких x1,x2 ∈ E, якi задо-
вольняютiь нерiвнiсть d(x1,x2) < δ, виконується нерiвнiсть
|f(x1)− f(x2)| < ε.

Насамперед очевидно, що кожна рiвномiрно неперервна на E
функцiя є неперервною на цiй множинi. А от не всяка неперерв-
на функцiя є рiвномiрно неперервною. Наприклад, неперервна,
але необмежена на E функцiя не є рiвномiрно неперервною. Мо-
жна привести приклади неперервних i обмежених функцiй, якi
не є рiвномiрно неперервними (sin x2, cosx2).

Разом з тим можна видiлити клас неперервних функцiй, якi
будуть рiвномiрно неперервними.

Теорема Кантора. Якщо функцiя f(x) неперервна на
обмеженiй замкненiй множинi, то вона рiвномiрно неперерв-
на на цiй множинi.

Для функцiї однiєї змiнної цей результат формулюється так:
Будь-яка неперервна на вiдрiзку функцiя рiвномiрно неперерв-
на на ньому.

Якраз останнiй результат i дозволяє встановити, що будь-яка
неперервна на вiдрiзку [a, b] функцiя f(x) iнтегровна на цьому
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вiдрiзку.

Завдання для самоконтролю.

1. Означити для функцiї однiєї змiнної лiвостороню i право-
стороню неперервнiсть i сформулювати через цi термiни
необхiдну i достатну умову неперервностi функцiї у точцi.
На пiдставi цього охарактеризувати, у який спосiб може
порушуватись неперервнiсть функцiї у точцi.

2. Дослiдити на неперервнiсть функцiї

f1(x) =
√
− sin2 x; f2(x) = {x}; f3(x, y) = ln(x2 + y2 − 4);

f4(x, y) =


x2 + y2

x+ y
, якщо x+ y 6= 0,

0 , якщо x+ y = 0.

3. Побудувати числову функцiю визначену на R, але непе-
рервну а) тiльки в однiй точцi, б) тiльки у двох точках,
в) тiльки у точках множини Z.

4. Дослiдити на знак функцiю

f(x, y) = x2 − y2 + 2y − 1.

5. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї

f(x, y) = 2x4 + y4 − x2 − 2y2

на множинi E = {(x, y)|max(|x|, |y|) 6 1}.

6. Якi з функцiй

f1(x) = x2, f2(x) =
1

x2 + 1
,

f3(x) = sinx, f4(x) = sin x2

рiвномiрно неперервнi на R?
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9ЛЕКЦIЯ: Границя i неперервнiсть функцiї ком-
плексної змiнної

Поняття функцiї комплексної змiнної i її подання через функцiї
двох дiйсних змiнних. Границя функцiї комплексної змiнної та
властивостi. Неперервнiсть функцiї комплексної змiнної та вла-
стивостi.

Лiтература. [1], ч. 3, с. 217–230; [4], с. 25–29. [9], ч. 2,
с. 319–326.

Загальне означення функцiї як вiдповiдностi, яка кожному
елементу однiєї множини вiдносить один елемент другої мно-
жини, чiтко обумовлює її однозначнiсть. Ця риса зберiгається
за функцiями однiєї i багатьох дiйсних змiнних. А от в аналi-
зi функцiй комплексної змiнної виникає потреба розглядати не
тiльки однозначнi, але й багатозначнi функцiї.

Нехай D i E є пiдмножини множини комплексних чисел C.

Означення 9.1. Вiдповiднiсть f , яка кожному комплексно-
му числу з множини D вiдносить одне комплексне число з
множини E називається однозначною функцiєю комплексної
змiнної i позначається w = f(z).

Якщо ж вiдповiднiсть f кожному комплексному числу з
множини D вiдносить бiльше одного комплексного числа, то
f називається багатозначною функцiєю комплексної змiнної.
Позначення залишається теж саме.

Наприклад, вiдповiднiсть, яка кожному комплексному числу
z з C вiдносить його квадрат z2 є однозначною функцiєю w = z2,
визначеною на множинi C. А оскiльки корiнь n-го степеня з
комплексного числа z (z 6= 0) має n рiзних значень

n
√
z = n

√
|z|
(

cos
ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
,
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де n
√
|z| — арифметичний корiнь, k = 0, 1, . . . , n − 1, то вiдпо-

вiднiсть, яка z = 0 вiдносить одне число, а числу z 6= 0 —
n значень кореня n-го степеня з цього числа є багатозначною
(n-значною) функцiєю w = n

√
z. Бiльше того розглядаються не-

скiнченнозначнi функцiї комплексної змiнної. Такими є, напри-
клад, функцiя w = Arg z, визначена для всiх z 6= 0, значен-
нями якої для кожного z є зчисленна множина дiйсних чисел
{arg z + 2πk | k ∈ Z}, є нескiнченнозначною. Такою ж є функцiя
w = Ln z, яка визначена для всiх z 6= 0 i значеннями її для
кожного z є зчисленна множина комплексних чисел

{ln |z|+ i(arg z + 2πk) | k ∈ Z}.
Оскiльки аналiз багатозначних функцiй зводиться до аналiзу

однозначних (видiлення окремих гiлок, використання рiманових
поверхонь), то у подальшому ми будемо вести мову тiльки про
однозначнi функцiї.

Нехай маємо функцiю w = f(z) визначену на областi G
(G — вiдкрита, зв’язна множина). Якщо покласти z = x + iy,
w = u + iv, то той факт, що кожному комплексному числу z
з областi G поставлено у вiдповiднiсть комплексне число f(z),
можна виразити так:„кожнiй точцi z з областi G, яка має коор-
динати x, y, поставлено у вiдповiднiсть пару дiйсних чисел u i
v, якi є координатами точки f(z)“. А це означає, що задано вiд-
ображення областi G (G ⊂ R2) в R2, що еквiвалентно заданню
двох функцiй двох змiнних, тобто f(z) можна подати у виглядi

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

де функцiї u(x, y) i v(x, y) визначенi в областi G площини дiй-
сних змiнних x, y, яка вiдповiдає областi G комплексної площи-
ни. Функцiю u(x, y) називають дiйсною, а функцiю v(x, y) —
уявною частиною функцiї w = f(z).

Наприклад, для функцiй

w = z2, w =
iz + 2i+ 1

z + i
, w = ez, w = cos z, w = sin z
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мають мiсце вiдповiдно подання

w = x2 − y2 + 2xyi,

w =
y2 + 2x+ y

x2 + y2 + 2y + 1
+ i

x2 + xy − y2 + 1

x2 + y2 + 2y + 1
,

w = ex(cos y + i sin y),

w = cos xch y − i sin xsh y,

w = sinxch y + i cosxsh y.

Зауважимо, що у багатьох випадках зрозумiти характер по-
ведiнки функцiї комплексної змiнної допомагає геометричне по-
дання образiв певних кривих i областей при вiдображеннi, що
задаються цiєю функцiєю. З цiєю метою на площинi компле-
ксної змiнної z (площинi (z)) задають деяку криву або область
(як правило, обмежену певною кривою) i будують образ кри-
вої або областi при вiдображеннi f(z) на другому примiрнику
комплексної площини (площини (w)).

Наприклад, функцiя

w =
z − i

z + i

вiдображає коло {z | |z| = 1} на пряму Rew = 0, а функцiя

w = eπ(1−i)z

вiдображає смугу, обмежену прямими y = x, y = x+1, на верхню
пiвплощину.

Нехай функцiя w = f(z) визначена у деякому околi точки
z0, крiм можливо, самої точки z0.

Означення 9.2. Комплексне число A називається грани-
цею функцiї f у точцi z0, якщо для будь-якого ε > 0 iснує
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δ > 0 таке, що для всiх z, якi задовольняють нерiвнiсть
0 < |z − z0| < δ, виконується нерiвнiсть

|f(z)− A| < ε.

Позначається lim
z→z0

f(z) = A.

Оскiльки околом нескiнченно вiддаленої точки z0 = ∞ є
множина точок {z | |z| > M, M > 0}, то число A називається
границею функцiї f(z), визначенної у деякому околi точки ∞,
при z →∞, якщо для будь-якого ε > 0 iснуєM > 0, що для всiх
z, якi задовольняють нерiвнiсть |z| > M , виконується нерiвнiсть
|f(z) − A| < ε. Позначається lim

z→∞
f(z) = A. i, нарештi, коли

для будь-якого M > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх z, якi
задовольняють нерiвнiсть 0 < |z−z0| < δ, виконується нерiвнiсть
|f(z)| > M , то говорять, що невласне комплексне число ∞ є
границею функцiї f(z) у точцi z0 i позначається lim

z→z0

f(z) = ∞.

Означення границi функцiї комплексної змiнної у точцi не
вiдрiзняється вiд означення границi функцiї однiєї дiйсної змiн-
ної, а, точнiше, це означення границi функцiї, яка вiдображає
один метричний простiр в iнший. Тому зрозумiло, що всi тi вла-
стивостi, якi мають мiсце для границь вiдображень метричних
просторiв автоматично переносяться на границi функцiй ком-
плексної змiнної. (Звичайно у них не може фiгурувати невласне
комплексне число ∞, бо у довiльному метричному просторi та-
кої точки немає). Наприклад, мають мiсце теореми.

Теорема 9.1. Якщо функцiя f(z) має границю у точцi z0,
то вона єдина, а сама функцiя обмежена у деякому околi цiєї
точки.

З другого боку, поле комплексних чисел C є розширенням
поля дiйсних чисел R iз збереженням цiлого ряду властивостей.
Тому вiдповiднi властивостi функцiй, якi мають границi однiєї
дiйсної змiнної переносяться на функцiї комплексної змiнної.
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Теорема 9.2. Якщо функцiї f(z) i g(z) у точцi z0 мають
границi, то у цiй точцi мають границi функцiї

(f + g)(z), (f − g)(z), (fg)(z),

а якщо, крiм того, lim
z→z0

g(z) 6= 0, то i функцiя
(
f

g

)
(z), при-

чому
lim
z→z0

(f + g)(z) = lim
z→z0

f(z) + lim
z→z0

g(z),

lim
z→z0

(f − g)(z) = lim
z→z0

f(z)− lim
z→z0

g(z),

lim
z→z0

(fg)(z) = lim
z→z0

f(z) lim
z→z0

g(z),

lim
z→z0

(
f

g

)
(z) =

lim
z→z0

f(z)

lim
z→z0

g(z)
.

Зрозумiло, що цi теореми доводяться , спираючись на озна-
чення границi. Як приклад, доведемо, що

lim
z→z0

(fg)(z) = lim
z→z0

f(z) lim
z→z0

g(z).

Справдi, оскiльки g(z) у точцi z0 має границю, то вона обмежена
у деякому околi цiєї точки. Тобто iснують такi числа M > 0 i
δ1 > 0, що для всiх z, якi задовольняють нерiвнiсть 0 < |z−z0| <
δ1 |g(z)| 6 M . Тодi в силу того, що lim

z→z0

f(z) = A, для будь-

якого ε > 0, зокрема для
ε

2M
, iснує δ2 > 0, що для всiх z,

якi задовольняють нерiвнiсть 0 < |z − z0| < δ2, виконується
нерiвнiсть

|f(z)− A| < ε

2M
.

А з того, що lim
z→z0

g(z) = B, випливає, що для
ε

2(|A|+ 1)
iснує

δ3 > 0 таке, що для всiх z, якi задовольняють нерiвнiсть 0 <
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|z − z0| < δ3, виконується нерiвнiсть

|g(z)−B| < ε

2(|A|+ 1)
.

Якщо обрати δ0 = min(δ1, δ2, δ3), то для всiх z, якi задовольня-
ють нерiвнiсть 0 < |z− z0| < δ0, виконуються всi три нерiвностi:

|g(z)| 6 M, |f(z)− A| < ε

2M
, |g(z)−B| < ε

2(|A|+ 1)
,

а, отже, для таких z

|(fg)(z)− AB| = |f(z)g(z)− Ag(z) + Ag(z)− AB| 6

6 |g(z)||f(z)− A|+ |A||g(z)−B| < |g(z)||f(z)− A|+

+(|A|+ 1)|g(z)−B| < M
ε

2M
+ (|A|+ 1)

ε

2(|A|+ 1)
= ε .

Таким чином, показано, що ∀ε > 0 iснує δ > 0 таке, що
для всiх z, якi задовольняють нерiвнiсть 0 < |z − z0| < δ,
виконується нерiвнiсть |(fg)(z) − AB| < ε. А це й означає, що
lim
z→z0

(fg)(z) = lim
z→z0

f(z) lim
z→z0

g(z). �

Разом з тим, враховуючи специфiку структури функцiї ком-
плексної змiнної, можна звести проблему iснування i знаходжен-
ня границi функцiї комплексної змiнної до розв’язання такої
проблеми для функцiй u(x, y) = Re f(z), v(x, y) = Im f(z).

Теорема 9.3. Для того щоб функцiя f(z) = u(x, y)+iv(x, y)
мала границю у точцi z0 = x0 + iy0 число A = a+ bi, необхiдно
i досить, щоб функцiї u(x, y) i v(x, y) мали границями у точцi
(x0, y0) вiдповiдно числа a i b.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай lim
z→z0

f(z) = a + bi. Тодi

для будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх z, якi
задовольняють нерiвнiсть 0 < |z−z0| < δ, виконується нерiвнiсть

|f(z)− A| < ε.

108



Якщо 0 < |z − z0| < δ, тобто

0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ,

то для вiдповiдних точок (x, y) площини R2 виконується нерiв-
нiсть

0 < d ((x, y), (x0, y0)) < δ,

i для таких точок

|u(x, y)− a| =
√

(u(x, y)− a)2 6

6
√

(u(x, y)− a)2 + (v(x, y)− b)2 =

= |u(x, y) + iv(x, y)− (a+ ib)| = |f(z)− A| < ε.

Отже, для будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх точок
(x, y), якi задовольняють нерiвнiсть 0 < d ((x, y), (x0, y0)) < δ,
виконується нерiвнiсть |u(x, y)− a| < ε. А це й означає, що

lim
x→ x0

y → y0

u(x, y) = a.

Точно так саме доводиться, що

lim
x→ x0

y → y0

v(x, y) = b.

Достатнiсть. Нехай

lim
x→ x0

y → y0

u(x, y) = a, lim
x→ x0

y → y0

v(x, y) = b.
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Тодi для будь-якого ε > 0, зокрема для
ε√
2
, iснує δ > 0

таке, що для всiх точок (x, y), якi задовольняють нерiвнiсть
0 < d ((x, y), (x0, y0)) < δ1, виконується нерiвнiсть

|u(x, y)− a| < ε√
2
,

а також iснує δ2 > 0 таке, що для всiх точок (x, y), якi за-
довольняють нерiвнiсть 0 < d ((x, y), (x0, y0)) < δ2, виконується
нерiвнiсть

|v(x, y)− b| < ε√
2
.

Якщо обрати δ0 = min(δ1, δ2), то для всiх точок (x, y), якi задо-
вольняють нерiвнiсть

0 < d ((x, y), (x0, y0)) < δ,

виконуються нерiвностi

|u(x, y)− a| < ε√
2
, |v(x, y)− b| < ε√

2
.

Тодi, врахувавши, що d ((x, y), (x0, y0)) = |z − z0| i

|f(z)− A| = |u(x, y)− a+ i(v(x, y)− b)| =

=
√

(u(x, y)− a)2 + (v(x, y)− b)2 <

√
ε2

2
+
ε2

2
= ε,

маємо, що ∀ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх z, якi задо-
вольняють нерiвнiсть 0 < |z − z0| < δ, виконується нерiвнiсть
|f(z)− A| < ε, тобто lim

z→z0

f(z) = A. �

Приклад. Знайти

lim
z→0

sin z

z
.
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Розв’язання. Оскiльки

sin z

z
=

sin xch y + i cosxsh y
x+ iy

=

=
x sin xch y + y cosxsh y

x2 + y2
+ i

x cosxsh y − y sin xch y
x2 + y2

,

тобто

u(x, y) =
x sinxch y + y cosxsh y

x2 + y2
=

=
sin x

x
· ch y · x2

x2 + y2
+

sh y
y

cosx
y2

x2 + y2
,

v(x, y) =
x cosxsh y − y sin xch y

x2 + y2
=

=

(
cosx

sh y
y

− sin x

x
ch y

)
xy

x2 + y2
,

то, врахувавши, що

lim
x→0

sin x

x
= lim

x→0
cosx = lim

y→0

sh y
y

= lim
y→0

cos y = 1,

u(x, y) = (1 + α(x))(1 + β(y))
x2

x2 + y2
+

+ (1 + γ(y))(1 + δ(x))
y2

x2 + y2
=

= 1 + (α(x) + β(y) + α(x)β(y))
x2

x2 + y2
+

+ (γ(y) + δ(x) + γ(y)δ(x))
y2

x2 + y2
,
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де lim
x→0

α(x) = lim
y→0

β(y) = lim
y→0

γ(y) = lim
x→0

δ(x) = 0,

lim
x→ 0
y → 0

(
cosx

sh y
y

− sin x

x
ch y

)
= 0,

а
x2

x2 + y2
,

y2

x2 + y2
,

xy

x2 + y2

обмеженi у деякому околi точки (0, 0), маємо, що

lim
x→ 0
y → 0

u(x, y) = 1, lim
x→ 0
y → 0

v(x, y) = 0.

Таким чином, lim
z→0

sin z

z
= 1.

Перейдемо тепер до означення неперервностi функцiї у точцi.

Означення 9.3. Функцiя w = f(z), визначена у деякому
околi точки z0, називається неперервною у цiй точцi, якщо
lim
z→z0

f(z) = f(z0).

З означення i теореми 9.3 безпосередньо випливає, що фун-
кцiя f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) неперервна у точцi z0 = x0 + iy0 тодi
i тiльки тодi, коли неперервними у точцi (x0, y0) будуть функцiї
u(x, y), v(x, y).

Очевидно також, що коли неперервними у точцi z0 будуть
функцiї f(z) i g(z), то неперервними у цiй точцi будуть функцiї
(f + g)(z), (f − g)(z), (fg)(z), а якщо, крiм того, g(z0) 6= 0, то i

функцiя
(
f

g

)
(z).

Еквiвалентним означенню 9.3 є означення неперервностi
функцiї у точцi на мовi послiдовностей.
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Означення 9.4. Функцiя w = f(z), визначена у деякому
околi точки z0, називається неперервною у цiй точцi, якщо
для будь-якої послiдовностi (zn) iз згаданого вище околу та-
кої, що lim

n→∞
zn = z0, послiдовнiсть (f(zn)) вiдповiдних значень

функцiї збiгається i lim
n→∞

f(zn) = f(z0).

Зауваження. Вся iнформацiя, яка тут подана, не стосується
невласного комплексного числа∞, тобто маємо на увазi функцiї
визначенi на пiдмножинах поля C (а не розширеної комплексної
множини). Що стосується узагальнення поняття неперервностi
функцiї у точцi (неперервнiсть по множинi, неперервнiсть у
нескiнченно вiддаленiй точцi, випадок f(z0) = ∞), то з ними
можна познайомитись у посiбнику [1, ч. 3, с. 226–228].

На заключення доведемо двi властивостi функцiя неперерв-
них на обмеженiй замкненiй множинi.

Теорема 9.4. Якщо функцiя f(z) неперервна на обмеженiй
замкненiй множинi, то вона обмежена на цiй множинi.

Доведення. Припустимо, що iснує обмежена i замкнена мно-
жина комплексних чисел E i неперервна на нiй (неперервна у
кожнiй точцi множини E) функцiя f(z), яка необмежена на
цiй множинi, тобто для будь-якого M > 0 знайдеться точка
z′ ∈ E така, що |f(z′)| > M . Тодi для кожного натурального
n знайдеться точка zn ∈ E така, що |f(zn)| > n, i всi члени
так побудованої послiдовностi належать обмеженiй множинi E,
тобто послiдовнiсть (zn) обмежена. В силу теореми Больцано-
Вейєрштрасса, з неї можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть.
Нехай (znk

) — така пiдпослiдовнiсть i

lim
k→∞

znk
= z∗.

Точка z∗ належить множинi E, бо за умовою E замкнена. А
оскiльки у точцi z∗ функцiя f(z) неперервна, то з того, що
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lim
k→∞

znk
= z∗ випливає, що lim

k→∞
f(znk

) = f(z∗), i послiдовнiсть

(f(znk
)) обмежена. З другого боку, для кожного k |f(znk

)| > nk,
де nk → ∞, якщо k → ∞, тобто послiдовнiсть (f(znk

)) — нео-
бмежена. Ця суперечнiсть свiдчить про те, що наше припущен-
ня невiрне. А, отже, кожна неперервна на замкненiй обмеженiй
множинi функцiя є обмеженою на нiй. �

Теорема 9.5. Якщо функцiя f(z) неперервна на обмеженiй
замкненiй множинi E, то знайдуться точки z∗, z∗∗ ∈ E такi,
що для будь-якого z ∈ E

|f(z∗)| 6 |f(z)| 6 |f(z∗∗)|,

тобто модуль неперервної на обмеженiй замкненiй множи-
нi функцiї досягає на нiй свого найменшого i найбiльшого
значення.

Доведення. Доведемо, наприклад, що на множинi E зна-
йдеться точка z∗∗ така, що для всiх z ∈ E |f(z)| 6 |f(z∗∗)|.
Насамперед, в силу того, що f(z) неперервна на обмеженiй за-
мкненiй множинi E, то вона, а, отже, i функцiя |f(z)|, обмеженi
на множинi E. Нехай

M = sup
z∈E

|f(z)|.

Якщо iснує точка z∗∗, для якої |f(z∗∗)| = M , то справдi для
всiх z ∈ E виконується нерiвнiсть |f(z)| 6 |f(z∗∗)|. Нехай iснує
множина E i неперервна на нiй функцiя f(z) така, що у E немає
точки z, для якої |f(z)| = M , тобто для всiх z ∈ E |f(z)| < M =
sup
z∈E

|f(z)|. Побудуємо функцiю

ϕ(z) =
1

M − |f(z)|
.
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Оскiльки ця функцiя неперервна на множинi E, то вона обме-
жена на нiй, тобто iснує число A > 0, що для всiх z ∈ E

1

M − |f(z)|
6 A

або M − |f(z)| > 1

A
. Звiдси для всiх z з E

|f(z)| 6 M − 1

A
.

Останнє суперечить тому, що M — точна грань множини зна-
чень функцiї |f(z)|. Отже, не iснує такої обмеженої замкненої
множини E i неперервної на нiй функцiї f(z), модуль якої не
досягав би свого найбiльшого значення на цiй множинi. �

Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n

= ex(cos y + i sin y).

2. Довести, що коли lim
z→z0

f(z) = A, то lim
z→z0

|f(z)| = |A|.

3. Довести, що якщо функцiя f(z) неперервна у точцi z0,
iснує окiл точки f(z0), у якому визначена функцiя g(z),
причому вона неперервна у точцi f(z0), то складна функцiя

(g ◦ f)(z) = g(f(z))

неперервна у точцi z0.

4. Якi з функцiй

Re z
z
,
Im z

z
,
z2

|z|
,
Re z2

|z|
,
zRe z2

|z|
,
z + i

z3 + z
,

визначенних у деякому околi точки z = 0, можуть бути до-
означенi у точцi z = 0 так, щоб вони стали неперервними
у цiй точцi?
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5. Довести, що тригонометричнi функцiї комплексної змiнної
cos z i sin z необмеженi.

6. Знайти найменше i найбiльше значення функцiї

w = |(z − 1 + i)2|

на множинi E = {z | |z − 1 + i| 6 1}.

7. Довести, що функцiї

w =
z

1 + z
, w =

z2

z2 − 4

обмеженi вiдповiдно на замкнених множинах

E1 = {z | 0 6 arg z 6
π

2
}, E2 = {z | |z| 6 1}.

8. Знайти образ кривих

γ1 = {z | |z| = r},

γ2 = {z | arg z = ϕ0, 0 < |z| < 1}

при вiдображеннi

w =
1

2

(
z +

1

z

)
.
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10 ЛЕКЦIЯ: Розвиток поняття степеня з дiйсним
i комплексним показником

Степiнь з натуральним показником. Дескриптивне означення
степеня з рацiональним показником. Функцiональний пiдхiд
при означеннi степеня з iррацiональним показником. Означення
степеня з комплексним показником.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 86–90; [3], ч. 1, с. 97–105;
В. И. Ильин. Э. Г. Позняк, Основы математического анализа,
ч. I, М.: Наука, с. 110–112, 117–120; Липман Берс, Математи-
ческий анализ, М.: Высшая школа, 1975, с. 43–46.

При введеннi поняття степеня з дiйсним показником вихо-
дять з означення натурального степеня дiйсного числа

a1 := a, an := a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n разiв

, (10.1)

тобто степенем числа a з показником 1 називається саме число
a, а степенем числа a з натуральним показником n (n > 1)
називають добуток n множникiв, кожний з яких дорiвнює a.

Множник, який повторюється називається основою степеня,
а число таких множникiв — показником степеня. Знаходження
значення степеня називають пiднесенням до степеня.

Очевидними є такi властивостi пiднесення до степеня:

(∀a ∈ R)(∀m,n ∈ N)(am · an = am+n), (10.2)

(∀a, b ∈ R)(∀n ∈ N)(an · bn = (ab)n), (10.3)

(∀a ∈ R)(∀m,n ∈ N)((an)n = amn). (10.4)

Таким чином, при множеннi степенiв з однаковими основами
основа залишається тiєю ж самою, а показники степенiв додаю-
ться; при множеннi степенiв з рiзними основами, але з однако-
вими показниками степеня основою стає добуток основ, а пока-
зник степеня залишається той самий, при пiднесеннi до степеня
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степеня основа залишається тiєю ж самою, а показники пере-
множаються.

Зауваження. Вiдома формула Ньютона

(a+ b)n =
n∑

k=0

Ck
na

n−kbk

дає можливiсть подати n-ий степiнь суми через k-тi (k =
0, 1, . . . , n) степенi доданкiв.

При подальшому узагальненнi степеня властивостi (10.2)–
(10.4) будуть слугувати для тестової перевiрки коректностi вiд-
повiдних узагальнень.

Перехiд до степенiв з цiлим недодатним показником здiй-
снюється з допомогою означення:

для a 6= 0 a0 := 1, a−n =
1

an
, де n ∈ N. (10.5)

За a залишається назва „основа“, а за n — назва „показник
степеня“.

Неважко перевiрити, що властивостi (10.2)–(10.4) викону-
ються для степенiв з цiлим показником. Наприклад, якщо
m,n ∈ N, то

am · a−n =
am

an
=

 am−n , якщо m > n,

1

an−m
, якщо m < n

=

=

{
am−n , якщо m > n,

a−n+m , якщо m < n
= am−n,

a−m · a−n =
1

am
· 1

an
= a−(m+n) = a−m−n.

Перейдемо до означення степеня з показником 1
n
, де n ∈ N

i n > 1. З цiєю метою спочатку покажемо, що має розв’язок
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одна з двох обернених задач до задачi пiднесення до степеня, а
саме задача вiдшукання основи, коли вiдомо показник степеня
n i n-ий степiнь невiдомої основи.

Тут пропонується два пiдходи доведення iснування кореня
(арифметичного кореня) n-го степеня з додатного числа, при-
чому перший з них дає правило, як саме знайти наближене
значення кореня з наперед заданою точнiстю, а другий розв’я-
зує проблему iснування через iснування оберненої функцiї для
функцiї y = xn.

Теорема 10.1. Для кожного дiйсного числа c > 0 i кожного
натурального числа n > 1 iснує єдине число x таке, що xn = c.

Доведення. Насамперед переконаємось, що для заданих
c > 0 i n iснує не бiльше одного числа x > 0 такого, що
xn = c. Справдi, якщо припустити, що iснують два додатних
дiйсних числа x1 i x2 таких, що xn

1 = xn
2 = c, то в силу то-

го, що числа x1 i x2 рiзнi, наприклад, x1 < x2, дiстаємо, що
xn

1 < xn
2 , що суперечить нашому припущенню. Побудуємо число

α = a0, a1a2 . . . у такий спосiб: a0 — найбiльше невiд’ємне цiле
число, для якого an

0 6 c, a1 — найбiльше з чисел 0, 1, . . . , 9, для
якого (a0, a1)

n 6 c, a2 — найбiльше з чисел 0, 1, . . . , 9, для якого
(a0, a1a2)

n 6 c, . . ., ak — найбiльше з чисел 0, 1, . . . , 9, для якого
(a0, a1a2 . . . ak)

n 6 c, . . .. Оскiльки для кожного k

a0, a1a2 . . . ak 6 α < a0, a1a2 . . . ak + 10−k,

то
(a0, a1a2 . . . ak)

n 6 αn < (a0, a1a2 . . . ak + 10−k)n.

Якщо ще врахувати, що для кожного k

(a0, a1a2 . . . ak)
n 6 c < (a0, a1a2 . . . ak + 10−k)n,

то числа αn i c належать кожному вiдрiзку

[(a0, a1a2 . . . ak)
n; (a0, a1a2 . . . ak + 10−k)n].
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Звiдси випливає, що

|αn − C| 6 (a0, a1a2 . . . ak + 10−k)n − (a0, a1a2 . . . ak)
n =

= 10−k
(
(a0, a1a2 . . . ak + 10−k)n−1 + (a0, a1a2 . . . ak + 10−k)n−2×

×(a0, a1a2 . . . ak + 10−k) + · · ·+ (a0, a1a2 . . . ak + 10−k)×

×(a0, a1a2 . . . ak)
n−2 +(a0, a1a2 . . . ak)

n−1) 6 10−k ((a0 + 1)n−1+

+(a0 + 1)n−1 + · · ·+ (a0 + 1)n−1) = 10−kn(a0 + 1)n−1,

тобто |αn − c| 6 10−k · n(a0 + 1)n−1.
А оскiльки

lim
k→∞

n(a0 + 1)n−1

10k
= 0,

то |αn− c| = 0, тобто αn = c. Таким чином, iснування i єдинiсть
додатного числа α такого, що αn = c доведене. �

Зауваження. Для n = 2 i будь-якого c > 0 можна дати
геометричне обгрунтування iснування числа x такого, що x2 = c
(див. Рис. 4).

Додатне число α, для якого
αn = c, називається коренем
(арифметичним коренем) з до-
датного числа c i позначається
α = n

√
c. Крiм того доозначає-

ться n
√

0 := 0, i для непарного n
n
√
−c = − n

√
c. Тепер уже можна

означити

a
1
n := n

√
a. (10.6)

При другому пiдходi виходимо з того, що степенева функцiя
y = xn при будь-якому n ∈ N монотонно зростаюча i неперервна

120



на промiжку [0,+∞). Справдi, якщо 0 6 x1 < x2, то

f(x2)− f(x1) = xn
2 − xn

1 =

= (x2 − x1)(x
n−1
2 + xn−2

2 x1 + · · ·+ x2x
n−2
1 + xn−1

1 ) > 0,

i для будь-якої точки x0 ∈ [0,+∞) i приросту 4x (якщо x0 = 0,
то 4x > 0)

4y = f(x0 +4x)− f(x0) = (x0 +4x)n − xn
0 =

=
n∑

k=0

Ck
nx

n−k
0 (4x)k − xn

0 =
n∑

k=1

Ck
nx

n−k
0 (4x)k =

= 4x
n∑

k=1

Ck
nx

n−k
0 (4x)k−1.

Таким чином, на промiжку [0,+∞) бiльшим значенням аргу-
мента вiдповiдають бiльшi значення функцiї (y = xn зростає) i
у кожнiй точцi x0 ∈ [0,+∞) нескiнченно малому приросту ар-
гумента вiдповiдає нескiнченно малий прирiст функцiї (y = xn

неперервна).
Якщо тепер взяти довiльне число A > 0, то на вiдрiзку [0, A]

функцiя y = xn визначена, зростаюча i неперервна, причому
множина її значень є вiдрiзок [0, An]. А, отже, на вiдрiзку [0, An]

визначена обернена функцiя x = y
1
n , яка монотонно зростає i

неперервна на цьому промiжку. Оскiльки An можна зробити
як завгодно великим, то функцiя x = y

1
n визначена для всiх

невiд’ємних x. Змiнивши для цiєї функцiї позначення аргумента
y на x, а позначення функцiї x на y, отримаємо функцiю y = x

1
n ,

яка визначена для всiх невiд’ємних x, причому значенням цiєї
функцiї для кожного x > 0 є число y таке, що yn = x, тобто
y = n

√
x.

Тепер уже можна перейти до наступного кроку узагальнення
поняття степеня, а саме для будь-якого рацiонального числа
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r = m
n
, де n ∈ N, а m ∈ Z, i будь-якого дiйсного числа a > 0

означимо рацiональний степiнь r числа a у такий спосiб:

ar = a
m
n :=

(
a

1
n

)m

=
(

n
√
a
)m

. (10.7)

Переконаемось, що для будь-яких рацiональних чисел r1 i r2
мають мiсце властивостi (10.2)–(10.4). Справдi, якщо r1 > 0 i
r2 = p ∈ N, то

(ar1)r2 =
(
a

m1
n1

)p

= a
m1
n1 a

m1
n1 · · · a

m1
n1︸ ︷︷ ︸

p раз
=

=
(
a

1
n1

)m1
(
a

1
n1

)m1

· · ·
(
a

1
n1

)m1︸ ︷︷ ︸
p раз

=

= a
1

n1 a
1

n1 · · · a
1

n1︸ ︷︷ ︸
m1p раз

= a
m1p
n1 = ar1r2 .

Нехай r1 = m1

n1
> 0, r2 = m2

n2
> 0. Покладемо

c1 =
(
a

m1
n1

)m2
n2 , c2 = a

m1m2
n1n2 .

Якщо припустити, що c1 6= c2, то iз зростання функцiї y = xn2

випливає, що cn2
1 6= cn2

2 , тобто
(
a

m1
n1

)m2

6= a
m1m2

n1 , що суперечить

вище доведеному. Отже, c1 = c2. Поширення рiвностi

(ar1)r2 = ar1r2

на недодатнi r1 i r2 здiйснюється через (10.5).
Доведемо, що для кожного n ∈ N i будь-яких a > 0 i b > 0

a
1
n b

1
n = (ab)

1
n .
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Справдi, в силу взаємнооберненостi функцiй y = x
1
n , x = yn ми

можемо стверджувати, що(
a

1
n

)n

= a,
(
b

1
n

)n

= b,
(
(ab)

1
n

)n

= ab.

Тому, поклавши c1 = a
1
n b

1
n , c2 = (ab)

1
n i припустивши, що c1 6= c2,

вiдразу отримуємо протирiччя cn1 6= cn2 . Пiсля цього уже легко
перевiрити, що для будь-якого r ∈ Q i будь-яких a > 0, b > 0

ar · br = (ab)r.

Нарештi переконаємось, що для будь-яких r1, r2 ∈ Q i будь-
якого a > 0

ar1 · ar2 = ar1+r2 .

Справдi, якщо r1 =
m1

n1

, r2 =
m2

n2

, або r1 =
m1n2

n1n2

, r2 =
m2n1

n1n2

, то

ar1ar2 =
(
a

1
n1n2

)m1m2
(
a

1
n1m2

)m2n1

=

=
(
a

1
n1n2

)m1n2+m2n1

= a
m1n2+m2n1

n1n2 = ar1+r2 .

Зауваження. Якщо рацiональний дрiб r =
m

n
(|m|, n) = 1

має непарний знаменник, то означення рацiонального степеня
поширюється i на вiд’ємнi числа, а саме, якщо a > 0, то

(−a)r =

{
ar, якщо m парне,

−ar, якщо m непарне.

Степiнь з iррацiональним показником α i основою a > 0
означається або як значення функцiї

y = eα ln x
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у точцi x = a, або як границя послiдовностi виду (arn), де rn —
будь-яка послiдовнiсть рацiональних чисел, збiжної до α, тобто

aα := lim
n→∞

arn = eα ln a. (10.8)

Скориставшись властивостями показникової i логарифмiчної
функцiй, неважко переконатись, що означення (10.8) задоволь-
няє властивостям (10.2)–(10.4).

Наприклад, якщо a > 0 i α1, α2 два довiльних iррацiональних
числа, то

aα1aα2 = eα1 ln aeα2 ln a = e(α1+α2) ln a = aα1+α2 .

У шкiльному пiдручнику [8, с. 158] степiнь aα, де a — будь-
яке додатне число (a 6= 1), а α — будь-яке додатне iррацiональне
число,означається як число, яке мiститься мiж степенями aα1 i
aα2, де α1 — будь-яке рацiональне наближення числа α, взяте з
недостачею, i α2 — будь-яке рацiональне наближення числа α,
взяте з надвишком (aα1 < aα < aα2, якщо a > 1, aα2 < aα < aα1,
якщо a < 1). Якщо ж α — вiд’ємне iррацiональне число, то

aα =
1

a−α
.

Звичайно краще було конкретизувати, якi саме рацiональ-
нi наближення числа α використовуються. Якщо число α має
подання α = a0, a1a2 . . . an . . ., то найлiпшими, на наш по-
гляд, є такi послiдовностi рацiональних наближень (α−n ) =
(a0, a1a2 . . . an) (послiдовнiсть наближень з недостачею), (α+

n ) =
(a0, a1a2 . . . an + 10−n) (послiдовнiсть наближень з надвишком).
Тодi стане зрозумiлим, чому автори пiдручника стверджують,
що “5

√
2 означає таке число, яке бiльше вiд кожного з чисел ря-

ду: 51,4, 51,41, 51,414, 51,4142, . . ., в якому показники — десятковi
наближення числа

√
2, взятi з недостачею, але менше вiд кожно-

го з чисел ряду: 51,5, 51,42, 51,415, 51,4143, . . ., в якому показники
— десятковi наближення

√
2, взятi надвишком."

124



У полi комплексних чисел C поняття степеня вводиться за
тим же сценарiєм, що й у полi дiйсних чисел R.

1. Для будь-якого комплексного числа z i будь-якого нату-
рального n

z1 := z, zn := z · z · · · z︸ ︷︷ ︸
n разiв

для n > 1.

Якщо z 6= 0 i |z|(cosϕ+ i sinϕ) його тригонометрична форма, то

zn = |z|n(cosnϕ+ i sinnϕ) (формула Муавра).

2. Для будь-якого комплексного числа z 6= 0 i будь-якого
натурального n

z0 := 1,

z−n =
1

zn
=

1

|z|n(cosnϕ+ i sinnϕ)
= |z|−n(cosnϕ− i sinnϕ).

3. Якщо при пiднесеннi до цiлого степеня будь-якого ком-
плексного числа (z 6= 0, якщо показник степеня є вiд’ємним
або нуль) отримується одне комплексне число, то при добуваннi
кореня n-го степеня (n > 1) з комплексного числа z тiльки у
випадку, коли z = 0, число, n-ий степiнь якого дорiвнює нулю,
є єдиним i дорiвнює нулю. Якщо ж z 6= 0, то маємо n рiзних
комплексних чисел, n-ий степiнь кожного з яких дорiвнює z, а
саме

n
√
z = n

√
|z|(cosϕ+ i sinϕ) =

=
(

n
√
|z|
)

+

(
cos

ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
,
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де
(

n
√
|z|
)

+
— арифметичний корiнь n-го степеня з додатного

числа |z|, k = 0, 1, 2, . . . , n−1. Зауважимо, що проблема iснуван-
ня розв’язується тут безпосереднiм знаходженням всiх значень
кореня.

Якщо у полi дiйсних чисел R для будь-якого додатного числа
a i будь-якого дробу m

n

n
√
am =

(
n
√
a
)m

,

то у полi комплексних чисел C це вже не так. Справдi, для√
i4 =

√
1 множиною значень є двохелементна множина {−1, 1},

а оскiльки
√
i має множиною значень множину{

1√
2

+ i
1√
2
, − 1√

2
− i

1√
2

}
i, крiм того,(

1√
2

+ i
1√
2

)4

=

(
− 1√

2
− i

1√
2

)4

= i2 = −1,

то для (
√
i)4 множиною значень є одноелементна множина {−1},

тобто множини значень
√
i4 i (

√
i)4 не збiгаються.

Взагалi, якщо m,n — цiлi числа, n > 1, то коли кожне iз n
значень n

√
z (z 6= 0) пiднести до степеня m, отримаємо множину

з n чисел, серед яких можуть бути i однаковi. Точнiше, кожне
з них можна отримати з формули

n
√
zm =

=
(

n
√
|z|m

)
+

(
cosm

arg z + 2kπ

n
+ i sinm

arg z + 2kπ

n

)
.(10.9)

i тiльки у тому випадку, коли m i n взаємно простi, то остання
формула дає n рiзних значень, а, отже, множини значень ( n

√
z)

m

i n
√
zm збiгаються.

126



У тому випадку, коли m i n взаємно простi означимо для
z 6= 0

z
m
n :=

(
n
√
z
)m

i перепишемо рiвнiсть (10.9) у виглядi

z
m
n =

(
n
√
|z|m

)
+

(
cos

mArg z
n

+ i sin
mArg z

n

)
, (10.10)

де Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z. Скориставшись тим, що

cos
mArg z

n
+ i sin

mArg z
n

= ei m
n
Agr z

i
(

n
√
|z|m

)
+

= e
m
n

ln |z|, перепишнемо у виглядi

z
m
n = e

m
n

ln |z|ei m
n
Agr z = e

m
n

(ln |z|+iAgr z) = e
m
n
Ln z

Тепер уже для будь-якого комплексного числа z 6= 0 i рацiо-
нального числа r = m

n
означимо

z
m
n := e

m
n
Ln z. (10.11)

4. Якщо z 6= 0 i α — iррацiональне число, то взявши будь-
яку послiдовнiсть рацiональних чисел (rn), яка збiгається до α,
i зафiксувавши значення Ln z, наприклад ln z, розглянемо вiд-
повiдну послiдовнiсть значень (zrn)

zrn = ern ln z,

яка має границю eα ln z (незалежно вiд того, як обрана послiдов-
нiсть (rn)). Таким чином, множина всiх значень zα, за означен-
ням, буде задовольнятись формулою

zα := eαLn z, (10.12)

де Ln z = ln |z|+ i(arg z + 2kπ), k ∈ Z.
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Нарештi, i у випадку, коли α є будь-яке не дiйсне число, всi
можливi значення zα означаються формулою (10.12).

Зауваження. Для z 6= 0, zα має скiнченне число рiзних
значень, якщо α — рацiональне число, i має нескiнченну
множину значень, якщо α не є рацiональним числом.

Приклад. Знайти всi можливi значення ii.
Розв’язання. За означенням множина всiх значень ii задає-

ться формулою
ii = eiLn i.

Оскiльки Ln i = ln |i|+ i(π
2

+ 2kπ), де k ∈ Z, то

ii = ei(i(π
2
+2kπ)) = e−

π
2
−2kπ = e

4m−1
2 , де m ∈ Z,

тобто ii має безлiч значень i всi вони дiйснi.

На завершення зауважимо, що властивостi (10.2)–(10.4) для
степенiв з довiльними показниками, взагалi кажучи, не будуть
мати мiсця. Так, наприклад, для z 6= 0 i будь-яких α1, α2 ∈ C
множина значень zα1zα2 задається формулою

zα1zα2 = eα1Ln zeα2Ln z = eα1 ln z+2πα1mieα2 ln z+2πα2ni =

= e(α1+α2) ln z+2πi(mα1+nα2),

де m,n ∈ Z, а множина значень zα1+α2 задається формулою

zα1+α2 = e(α1+α2)Ln z = e(α1+α2) ln z+2πi(α1+α2)m,

де m ∈ Z.

Завдання для самоконтролю.

1. Переконатись, що для степенiв з цiлими показниками ви-
конуються властивостi (10.2) – (10.4).
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2. Привести приклад таких z, α, β, для яких множини значень
(zα)β , zαβ не збiгаються.

3. Як звiльнитись вiд iррацiональностi у знаменниках дробiв

1

a
√
α+ b

√
β
,

1

a 3
√
α+ b 3

√
β
,

1

a
√
α+ b

√
β + c

√
γ
,

1

a n
√
α+ b n

√
β
,

де n > 3?

4. Якi рiвняння i нерiвностi називаються iррацiональними?
Якi перетворення iррацiональних рiвнянь i нерiвностей мо-
жуть привести до появи стороннiх коренiв? Привести при-
клади.

5. Розв’язати рiвняння:

а)
√
x+ 6− 4

√
x+ 2 +

√
11 + x− 6

√
x+ 2 = 1;

б)
√

9− x2 +
1

x
= 0;

в) 3
√
x− 2 + 1 =

√
x− 1.

6. Розв’язати нерiвностi

а)
√

12 + x− x2 <
√
x2 + 2x+ 6;

б)
√

2x− 1 >
√

2x+ 15− 10√
2x− 1

;

в)
√

1− x2 > a− x.

7. Розв’язати рiвняння z2 − 2iiz + 1 = 0.
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11 ЛЕКЦIЯ: Похiдна функцiї однiєї i багатьох
змiнних

Поняття похiдної для функцiї однiєї i багатьох змiнних. Ди-
ференцiйовнiсть функцiї, необхiдна та достатнi умови. Правила
диференцiювання. Похiднi основних елементарних функцiй.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 27–37; [2], ч. 1, с. 182–221; [3], т. 1,
с. 121–156; [9], ч. 2, с. 92–107; Дороговцев А.Я. Математичний
аналiз, ч. 2, Київ: Либiдь, 1994, с. 50–64.

Важливим iнструментом для дослiдження властивостей фун-
кцiї є її похiдна, значення якої у точцi характеризує швидкiсть
змiни функцiї у цiй точцi. Звичайно вводиться це поняття з
допомогою основної операцiї аналiзу — граничного переходу.

Нехай функцiя y = f(x) визначена у деякому околi точки x0.
Тодi для кожного x (x 6= x0) з цього околу визначено функцiю

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Означення 11.1. Якщо iснує

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

,

то її називають похiдною функцiї f у точцi x0 i позначають
f ′(x0).

Якщо ввести позначення x − x0 = 4x, то означення похiдної
запишеться у виглядi

f ′(x0) = lim
4x→0

f(x0 +4x)− f(x0)

4x
.

i, нарештi, покладаючи f(x0 +4x)−f(x0) = 4y, маємо ще один
запис означення похiдної

y′ = lim
4x→0

4y
4x

.
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Коли функцiя f визначена на деякому промiжку i у кожнiй
точцi цього промiжка похiдна iснує, причому, якщо лiвий кiнець
промiжка (точка a) належить йому, то

f ′(a) = lim
x→a+0

f(x)− f(a)

x− a

(права похiдна у точцi a), а якщо правий кiнець (точка b) на-
лежить йому, то

f ′(b) = lim
x→b−0

f(x)− f(b)

x− b

(лiва похiдна у точцi b), тодi вiдповiднiсть, яка кожнiй точцi
промiжка вiдносить похiдну функцiї у цiй точцi, називається
похiдною функцiєю (просто похiдною) функцiї f i позначається
f ′(x). Операцiю обчислення похiдної заданої функцiї називають
операцiєю диференцiювання.

Нехай числова функцiя f(x1, x2, . . . , xn) визначена на вiд-
критiй пiдмножинi X евклiдового простору Rn, нехай x0 =

(x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ) точка множини X i a = (a1, a2, . . . , an) фi-

ксована (a 6= 0) точка простору Rn. Будемо користуватись гео-
метричною термiнологiєю i називати a напрямком, а множину
{x |=x0 + ta, t ∈ R} — прямою лiнiєю, що проходить через
точку x0 у напрямку a.

Означення 11.2. Якщо iснує

lim
t→0

f(x0 + ta)− f(x0)

t
,

то її називають похiдною функцiї f у точцi x0 за напрямком
a i позначають f ′a(x0).

Звичайно, якщо f ′a(x) визначена у кожнiй точцi x ∈ X, то
кажуть, що похiдна за напрямком визначена на множинi X.

У випадку, коли a є орт ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), де 1 6 k 6
n, то похiдна у таких напрямках має спецiальну назву.
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Означення 11.3. Частинною похiдною за k-ю змiнною (або
за змiнною xk) називається похiдна f ′ek

(x) i позначається

символом
∂f(x)

∂xk

.

Таким чином,

∂f(x)

∂xk

= lim
t→0

f(x1, . . . , xk + t, . . . , xn)− f(x1, . . . , xk, . . . , xn)

t
.

Якщо, наприклад, маємо функцiю двох змiнних z = f(x, y),
то очевидно, що знаходження частинних похiдних цiєї фун-
кцiї зводиться до знаходження похiдних функцiї однiєї змiнної.
Справдi, якщо (x0, y0) внутрiшня точка областi визначення фун-
кцiї f(x, y), то, поклавши y = y0, отримуємо функцiю f(x, y0)
визначену у деякому околi точки x0. Тодi, очевидно, що ча-
стинна похiдна цiєї функцiї за змiнною x у точцi (x0, y0) буде
дорiвнювати

∂f(x0, y0)

∂x
= lim

t→0

f(x0 + t, y0)− f(x0, y0)

t
=

= lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

,

тобто є похiдною функцiї f(x, y0) у точцi x0. Так саме i
∂f(x0, y0)

∂y
є похiдною функцiї f(x0, y) у точцi y0.

Частиннi похiднi грають основну роль при дослiдженнi фун-
кцiй. Насамперед, вектор(

∂f(x0)

∂x1

,
∂f(x0)

∂x2

, · · · , ∂f(x0)

∂xn

)
називається похiдною функцiї f у точцi x0 (його ще назива-
ють градiєнтом функцiї f у точцi x0) i позначають одним iз
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символiв f ′(x0), grad f(x0), ∇f(x0). Похiдна функцiї f у точцi
x0 за напрямком a обчислюється за формулою

f ′a(x0) = (f ′(x0), a) = |f ′(x0)| cos ∠(f ′(x0), a0),

де a0 =
1

|a|
a. Звiдси безпосередньо випливає, що f ′a(x0) досягає

свого найбiльшого значення у напрямку f ′(x0). Тобто f ′(x0) є
напрямок, у якому швидкiсть змiни функцiї f найбiльша.

Приклад. Знайдемо f ′(1, 1, 1) i f ′a(1, 1, 1), де a = (1,−1,
√

2),
функцiї

f(x, y, z) =
xyz

x2 + y2 + z2
.

Очевидно, що

∂f

∂x
=
yz(x2 + y2 + z2)− 2x2yz

(x2 + y2 + z2)2
,

∂f

∂y
=
xz(x2 + y2 + z2)− 2xy2z

(x2 + y2 + z2)2
,

∂f

∂z
=
xy(x2 + y2 + z2)− 2xyz2

(x2 + y2 + z2)2
.

Тодi
∂f(1, 1, 1)

∂x
=
∂f(1, 1, 1)

∂y
=
∂f(1, 1, 1)

∂z
=

1

9

i f ′(1, 1, 1) =

(
1

9
,
1

9
,
1

9

)
,

а f ′a(1, 1, 1) = (f ′(1, 1, 1), a0), де a0 =
1

|a|
a =

(
1

2
,−1

2
,

1√
2

)
,

тобто f ′a(1, 1, 1) =
1

18
− 1

18
+

1

9
√

2
=

1

9
√

2
.

133



Другий пiдхiд для локального описання характеру змiни
функцiї є порiвняння її з лiнiйним еталоном, iнакше диференцi-
алом функцiї у точцi.

Нехай функцiя f визначена у деякому околi точки x0. Для
кожного x (x 6= x0) з цього околу позначимо рiзницю x − x0

через 4x, а рiзницю f(x)−f(x0) = f(x0 +4x)−f(x0) через 4y.

Означення 11.4. Функцiя f називається диференцiйовною
у точцi x0, якщо прирiст функцiї 4y, який вiдповiдає приро-
сту аргумента 4x, можна подати у виглядi

4y = A4x+ o(4x),

де o(4x) — нескiнченно мала порядку вищого нiж 4x, тобто

lim
4x→0

o(4x)
4x

= 0. Головну частину A4x приросту 4y, лiнiйну
вiдносно 4x, називають диференцiалом функцiї f у точцi x0

i позначають
d f(x0) := A4x.

Точнiше, диференцiалом функцiї f у точцi x0 називають лiнiйну
по 4x функцiю A(x0)4x.

Теорема 11.1. Для того щоб функцiя f була диференцi-
йовною у точцi x0 необхiдно i досить, щоб вона у цiй точцi
мала похiдну.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f диференцiйовна у точцi
x0, тобто

4y = A4x+ o(4x).

Тодi

lim
4x→0

4y
4x

= A+ lim
4x→0

o(4x)
4x

= A = f ′(x0),
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тобто похiдна iснує i дорiвнює A. Таким чином, основне спiввi-
дношення в означеннi диференцiйовної функцiї можна розписа-
ти так

4y = f ′(x0)4x+ o(4y).

Звiдси
d f(x0) = f ′(x0)4x.

Достатнiсть. Якщо функцiя f у точцi x0 має похiдну,

тобто iснує lim
4x→0

4y
4x

= f ′(x0), то
4y
4x

= f ′(x0) + α(4x), де

lim
4x→0

α(4x) = 0. Тодi

4y = f ′(x0)4x+ α(4x)4x,

де lim
4x→0

α(4x)4x
4x

= 0, а це якраз означає, що функцiя f дифе-

ренцiйовна у точцi x. �
Якщо для диференцiала ввести позначення d y = f ′(x)4x

i врахувати, що для функцiї y = x d x = 4x, то маємо ще
одне позначення диференцiала d y = f ′(x)d x або d y = y′d x i в

зв’язку з цим позначення похiдної y′ =
d y

d x
.

Означення диференцiйовностi функцiї однiєї змiнної в оче-
видний спосiб переноситься на функцiї багатьох змiнних. Не-
хай функцiя f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) визначена на множинi
E ⊂ Rn i точка x0 = (x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ) є внутрiшньою то-

чкою множини E. Позначимо 4x = (4x1,4x2, . . . ,4xn), а
x0 +4x = (x

(0)
1 +4x1, x

(0)
2 +4x2, . . . , x

(0)
n +4xn).

Означення 11.5. Функцiя f називається диференцiйовною
у точцi x0, якщо

f(x0 +4x)− f(x0) = A14x1 +A24x2 + . . .+An4xn +α(x0,4x),

135



де α(x0,4x) = ε(x0,4x)|4x|, |4x| =
√
4x2

1 +4x2
2 + . . .+4x2

n,
i ε(x0,4x) → 0 при |4x| → 0,
а вираз

A14x1 + A24x2 + . . .+ An4xn

(лiнiйну функцiю n змiнних) називають диференцiалом (пов-
ним диференцiалом) функцiї f у точцi x0.

Можна переконатись, що якщо функцiя f диференцiйовна у
точцi x0, то вона має похiдну

f ′(x0) =

(
∂f(x0)

∂x1

,
∂f(x0)

∂x2

, · · · , ∂f(x0)

∂xn

)
= (A1, A2, . . . , An).

Наявнiсть похiдної не є достатною умовою для диференцiйов-
ностi функцiї. Гарантом диференцiйовностi є неперервнiсть всiх
частинних похiдних у точцi x0.

Проведемо бiльш докладнi викладки для функцiї двох змiн-
них. Нехай функцiя z = f(x, y) визначена у деякому околi точки
M0(x0, y0). Для точки M(x, y) з цього околу будемо позначати
4x = x − x0, 4y = y − y0, d = d(M,M0) =

√
4x2 +4y2 i

4z = f(x0 +4x, y0 +4y)− f(x0, y0).
Тодi згiдно означення 11.5 функцiя f називається диферен-

цiйовною у точцi (x0, y0), якщо iснують два числа A i B такi,
що

4z = A4x+B4y + α(x0, y0,4x,4y),

де α(x0, y0,4x,4y) = ε(x0, y0,4x,4y)d,

lim
d→0

ε(x0, y0,4x,4y) = 0,

а лiнiйна функцiя A4x+B4y називається диференцiалом цiєї
функцiї у точцi (x0, y0) i позначається d z. Тодi

d z = A4x+B4y або d z = Adx+Bd y.
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В силу структури α(x0, y0,4x,4y) маємо:

lim
d→0

1

d
α(x0, y0,4x,4y) = 0,

то за аналогiєю з функцiями однiєї змiнної записують

4z = Adx+Bd y + o(d).

Зауважимо також, що o(d) = α(x0, y0,4x,4y) можна подати у
виглядi

ε1(x0, y0,4x,4y)4x+ ε2(x0, y0,4x,4y)4y.

Теорема 11.2. Якщо функцiя z = f(x, y) диференцiйовна у
точцi (x0, y0) i d z = Adx+Bd y її диференцiал, то у цiй точцi
вона має похiднi i

∂f(x0, y0)

∂x
= A,

∂f(x0, y0)

∂y
= B.

Доведення. Оскiльки за умовою функцiя f у точцi (x0, y0)
диференцiйовна, то має мiсце подання

4z = f(x0 +4x, y0 +4y)− f(x0, y0) =

= A4x+B4y + ε14x+ ε24y,

де lim
d→0

ε1 = lim
d→0

ε2 = 0. Покладемо 4y = 0. Тодi

4z = f(x0 +4x, y0)− f(x0, y0) = A4x+ ε14x

є прирiст функцiї однiєї змiнної f(x, y0) i d = |4x|. Отже,

lim
4x→0

f(x0 +4x, y0)− f(x0, y0)

4x
= lim

4x→0
(A+ ε1) = A+ lim

d→0
ε1 = A,
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тобто частинна похiдна за змiнною x у точцi (x0, y0) iснує i
∂f(x0, y0)

∂x
= A. Аналогiчно показується, що частинна похiдна

за змiнною y у точцi (x0, y0) iснує i
∂f(x0, y0)

∂y
= B. �

Теорему можна перефразувати у такий спосiб: якщо функцiя
z = f(x, y) диференцiйовна у точцi (x0, y0) i d z = A4x+B4y її
диференцiал, то у цiй точцi функцiя f має похiдну i f ′(x0, y0) =
(A,B).

Обернене твердження, взагалi кажучи, невiрне. Наприклад,
функцiя

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, якщо x2 + y2 > 0,

0 , якщо x = y = 0

у точцi (0, 0) має обидвi частиннi похiднi

∂f(0, 0)

∂x
=
∂f(0, 0)

∂y
= 0,

проте вона не диференцiйовна, бо вона не є неперервною у цiй
точцi.

Теорема 11.3. Якщо функцiя z = f(x, y) у деякому околi

точки (x0, y0) має частиннi похiднi
∂f

∂x
,
∂f

∂y
, якi неперервнi у

точцi (x0, y0), то функцiя f диференцiйовна у цiй точцi.

Доведення. Нехай {(x, y) | d((x0, y0), (x, y)) < δ} окiл точки,
у якому визначено функцiю f разом з своїми частиними похi-
дними. Оберемо 4x i 4y так, щоб точка (x0 + 4x, y0 + 4y)
належала обраному околу. Вiдповiдний прирiст функцiї 4z по-
дамо у виглядi

4z = f(x0 +4x, y0 +4y)− f(x0, y0) = f(x0 +4x, y0 +4y)−

−f(x0, y0 +4y) + f(x0, y0 +4y)− f(x0, y0).

138



До функцiї f(x0, y0+4y) як функцiї однiєї змiнної x застосуємо
теорему Лагранжа. Маємо:

f(x0+4x, y0+4y)−f(x0, y0+4y) =
∂f(x0 + θ14x, y0 +4y)

∂x
4x,

де 0 < θ1 < 1. Аналогiчно до функцiї f(x0, y) як функцiї однiєї
змiнної y теж застосуємо теорему Лагранжа. Маємо:

f(x0, y0 +4y)− f(x0, y0) =
∂f(x0, y0 + θ24y)

∂y
4y,

де 0 < θ2 < 1. Тодi

4z =
∂f(x0, y0)

∂x
4x+

∂f(x0, y0)

∂y
4y+

+

(
∂f(x0 + θ14x, y0 +4y)

∂x
− ∂f(x0, y0

∂x

)
4x+

+

(
∂f(x0, y0 + θ24y)

∂y
− ∂f(x0, y0)

∂y

)
4y =

=
∂f(x0, y0)

∂x
4x+

∂f(x0, y0)

∂y
4y + ε14x+ ε24y,

де в силу неперервностi
∂f

∂x
i
∂f

∂y
у точцi (x0, y0)

lim
d→0

ε1 = lim
d→0

(
∂f(x0 + θ14x, y0 +4y)

∂x
− ∂f(x0, y0)

∂x

)
= 0,

lim
d→0

ε2 = lim
d→0

(
∂f(x0, y0 + θ24y)

∂y
− ∂f(x0, y0)

∂y

)
= 0.

А цей означає, що функцiя f диференцiйовна у точцi (x0, y0). �
В силу того, що над функцiями однiєї змiнної можна викону-

вати чотири арифметичних i двi теоретико-множинних операцiї,
правила обчислення похiдних, пов’язанi з цими операцiями i
складають правила диференцiювання.
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Теорема 11.4. Якщо функцiї f1 i f2 мають у точцi x0 по-
хiднi, то функцiї f1 + f2, f1− f2, f1f2 теж мають у цiй точцi
похiднi, причому

(f1 + f2)
′(x0) = f ′1(x0) + f ′2(x0),

(f1 − f2)
′(x0) = f ′1(x0)− f ′2(x0),

(f1f2)
′(x0) = f ′1(x0)f2(x0) + f1(x0)f

′
2(x0),

а якщо f2(x0) 6= 0, то i функцiя
f1

f2

, причому

(
f1

f2

)′
(x0) =

f ′1(x0)f2(x0)− f1(x0)f
′
2(x0)

f 2
2 (x0)

.

Теорема 11.5. Якщо функцiя f має похiдну у точцi x0, а
функцiя g має похiдну у точцi f(x0), то у деякому околi то-
чки x0 визначено композицiю функцiй f i g (складну функцiю
g(f(x))) i ця функцiя має похiдну у точцi x0, причому

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0).

Теорема 11.6. Якщо функцiя y = f(x) визначена, непе-
рервна i строго монотонна у деякому околi точки x0, має
у цiй точцi похiдну, причому f ′(x0) 6= o, то обернена функцiя
x = f−1(y) має похiдну у точцi y0 = f(x0), причому

d f−1(y0)

d y
=

1

d f(x0)

d x

.

Оскiльки iснування похiдної є необхiдна i достатна умова
диференцiйовностi, то вiрними будуть i такi твердження. Якщо
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функцiї f1 i f2 диференцiйовнi у точцi x0, то диференцiйовними
у цiй точцi будуть функцiї f1 + f2, f1 − f2, f1f2, причому

d (f1 + f2) = df1 + df2,

d (f1 − f2) = df1 − df2,

d (f1f2) = f1df2 + f2df1,

а якщо f2(x0) 6= 0, то i функцiя f1

f2
, причому

d

(
f1

f2

)
=
f2df1 − f1df2

f 2
2

.

Якщо функцiя f диференцiйовна у точцi x0, а функцiя g дифе-
ренцiйовна у точцi y0 = f(x0), то функцiя g ◦ f диференцiйовна
у точцi x0, причому

d (g ◦ f)(x0) = g′(y0)f
′(x0)dx = g′(y0)dy.

Щодо функцiй багатьох змiнних неважко переконатись, що
коли функцiї f1(x1, x2, . . . , xn) i f2(x1, x2, . . . , xn) диференцiйов-
нi у точцi x0 = (x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ), то диференцiйовними у цiй

точцi функцiї f1 + f2, f1 − f2, f1f2, причому

(f1 + f2)
′(x0) = f ′1(x0) + f ′2(x0),

(f1 − f2)
′(x0) = f ′1(x0)− f ′2(x0),

(f1f2)
′(x0) = f ′1(x0)f2(x0) + f1(x0)f

′
2(x0),

а якщо f2(x0) 6= 0, то i функцiя
f1

f2

, причому

(
f1

f2

)′
(x0) =

f ′1(x0)f2(x0)− f1(x0)f
′
2(x0)

f 2
2 (x0)

.
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Наприклад, якщо f1(x, y, z) = xyz, f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2, то(
f1

f2

)′
(1, 1, 1) =

f2(1, 1, 1)f ′1(1, 1, 1)− f1(1, 1, 1)f ′2(1, 1, 1)

f 2
2 (1, 1, 1)

=

=
1

9
(3(1, 1, 1)− (2, 2, 2)) =

(
1

9
,
1

9
,
1

9

)
.

На заключення зауважимо, що правила диференцiювання
дають змогу звести вiдшукання похiдних як елементарних
функцiй однiєї змiнної так i елементарних функцiй багатьох
змiнних до вiдшукання похiдних основних елементарних фун-
кцiй. Останнi, як правило, подаються у виглядi таблицi.

N Функцiя Похiдна Область вiдшукання
п/п f(x) f ′(x) похiдної

1 C (const) 0 R

2 xα αxα−1 R, якщо α ∈ N,
x > 0, якщо α ∈ R

3 ax ax ln a R (a > 0, a 6= 1)

4 loga |x|
1

x ln a
R \ {0} (a > 0, a 6= 1)

5 sin x cosx R

6 cosx − sin x R

7 tgx
1

cos2 x
R \ {π

2
+ kπ | k ∈ Z}
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N Функцiя Похiдна Область вiдшукання
п/п f(x) f ′(x) похiдної

8 ctgx − 1

sin2 x
R \ {kπ | k ∈ Z}

9 arcsinx
1√

1− x2
(−1; 1)

10 arccos x − 1√
1− x2

(−1; 1)

11 arctgx
1

1 + x2
R

12 arcctgx − 1

1 + x2
R

13 shx chx R

14 chx shx R

15 thx
1

ch2x
R

16 cthx − 1

sh2x
R \ {0}

17 arshx =

= ln(x+
√

1 + x2)
1√

1 + x2
R

18 archx =

= ln(x±
√
x2 − 1) ± 1√

x2 − 1
{x | |x| > 1}
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N Функцiя Похiдна Область вiдшукання
п/п f(x) f ′(x) похiдної

19 arthx =

=
1

2
ln

1 + x

1− x

1

1− x2
(−1; 1)

20 arcthx =

=
1

2
ln
x+ 1

x− 1

1

1− x2
{x | |x| > 1}

Завдання для самоконтролю.

1. Дати фiзичну та геометричну iнтерпретацiю похiдної i ди-
ференцiала функцiї однiєї змiнної.

2. Розкрити геометричний змiст частинних похiдних i повно-
го диференцiала функцiї двох змiнних.

3. Розкрити змiст теми „Похiдна“ шкiльного курсу математи-
ки.

4. Знайти похiднi функцiй:

а) y = ln(cos2 x+
√

1 + cos4 x);

б) y = | sin3 x|;

в) y = [x] sin2 πx.

5. Побудувати неперервну на R функцiю, яка немає похiдної
у точках −1, 0, 1.
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6. Довести, що

а) дотична до елiпса

x2

a2
+
y2

b2
= 1

у точцi (x0, y0) має рiвняння

xx0

a2
+
yy0

b2
= 1;

б) свiтловi променi вiд джерела, розташованого в одному
з фокусiв F1 = (−

√
a2 − b2, 0), F2 = (

√
a2 − b2, 0) елiпса з

пiвосями a > b > 0, збираються елiптичним дзеркалом у
другому фокусi.

7. Довести, що
n
√
an + x ≈ a+

x

nan−1
,

де a > 0 i |x| << a. З допомогою цiєї формули обчислити
наближено 3

√
9, 4
√

80, 7
√

100, 10
√

1000.

8. Нехай u = x2 + y2 + z2. У яких точках простору R3 кут
мiж похiдною цiєї функцiї у цих точках i похiдною у точцi
(1, 1, 1) буде дорiвнювати

π

3
?
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12 ЛЕКЦIЯ: Похiдна функцiї комплексної змiнної.
Аналiтичнi функцiї

Похiдна функцiї комплексної змiнної, її диференцiйовнiсть. Те-
орема Кошi-Рiмана. Аналiтичнi функцiї. Аналiтичнiсть за Кошi
i за Вейєрштрассом (еквiвалентнiсть рiзних форм означень ана-
лiтичностi).

Лiтература. [1], ч. 3, с. 258–272, 298–302; [4] с. 33–49,
138–172; [9], ч. 2, с. 326–329.

Поняття похiдної функцiї комплексної змiнної вводиться так
саме, як i для функцiї однiєї дiйсної змiнної. А саме, якщо
однозначна (саме тiльки такi будемо розглядати) функцiя w =
f(z) визначена у деякому околi точки z0, то, склавши рiзницеве
вiдношення

f(z)− f(z0)

z − z0

визначене для кожного z (z 6= z0) з цього околу, означаємо
похiдну так.

Означення 12.1. Якщо iснує

lim
4z→0

f(z)− f(z0)

z − z0

,

то її називають похiдною функцiї f у точцi z0 i позначають
f ′(z0). Саму функцiю f називають диференцiйовною у точцi
z0.

Позначимо f(z)− f(z0) через 4w, а z − z0 — через 4z. Тодi
згiдно означення

f ′(z0) = lim
4z→0

4w
4z

.

Останнє спiввiдношення можна переписати у виглядi

4w
4z

= f ′(z0) + ε(z0,4z),
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де lim
4z→0

ε(z0,4z) = 0, або у виглядi

4w = f ′(z0)4z + ε(z0,4z)4z.

Отже, якщо функцiя f диференцiйовна у точцi z0, то її прирiст
4w може бути поданий у виглядi

4w = A4z + ε(z0,4z)4z,

де A не залежить вiд 4z i lim
4z→0

ε(z0,4z) = 0. Навпаки, якщо

для функцiї f у точцi z0 має мiсце останнє подання, то

lim
4z→0

4w
4z

= A,

тобто вона диференцiйовна у точцi z0. Точно так саме, як i
для функцiй однiєї дiйсної змiнної, головну частину приросту
функцiї лiнiйну вiдносно 4z називають диференцiалом функцiї
i позначають

dw = f ′(z0)dz.

З означення похiдної i властивостей границь легко отримати
основнi правила диференцiювання.

Якщо функцiї f1 i f2 диференцiйовнi у точцi z0, то диферен-
цiйовними у цiй точцi будуть функцiї f1 + f2, f1 − f2, f1f2, а

якщо f2(z0) 6= 0, то i функцiя
f1

f2

, причому

(f1 + f2)
′(z0) = f ′1(z0) + f ′2(z0),

(f1 − f2)
′(z0) = f ′1(z0)− f ′2(z0),

(f1f2)
′(z0) = f ′1(z0)f2(z0) + f1(z0)f

′
2(z0),(

f1

f2

)′
(z0) =

f ′1(z0)f2(z0)− f1(z0)f
′
2(z0)

f 2
2 (z0)

.
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Якщо функцiя f диференцiйовна у точцi z0, а функцiя g
диференцiйовна у точцi f(z0), то диференцiйовною буде компо-
зицiя цих функцiй g ◦ f , причому

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0))f
′(z0).

Якщо функцiя f є взаємно-однозначною вiдповiднiстю мiж
множинами E i F (E ⊂ C, F ⊂ C), а обернена їй функцiя f−1 є
неперервною на F , то з диференцiйовностi функцiї f у точцi x0

i того, що f ′(z0) 6= 0, випливає диференцiйовнiсть функцiї f−1

у точцi w0 = f(z0), причому(
f−1
)′

(w0) =
1

f ′(z0)
.

Оскiльки задання функцiї f(z) еквiвалентно заданню двох
дiйсних функцiй двох дiйсних змiнних, а саме

f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y),

то цiлком природним було бажання фундаторiв в теорiї фун-
кцiй комплексної змiнної Кошi i Рiмана виявити зв’язок мiж
диференцiйовнiстю функцiї f(z) i диференцiйовнiстю функцiй
u(x, y), v(x, y).

Мiркування, якi привели їх до результату могли бути та-
кими. Диференцiйовнiсть функцiї f(z) як функцiї комплексної
змiнної означає iснування диференцiала df = f ′(z)dz. Диферен-
цiйовнiсть функцiї f(z) = u(x, y)+iv(x, y) як комплекснозначної
функцiї двох дiйсних змiнних означає iснування повного дифе-
ренцiала

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy =

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
dx+

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)
dy.

В останньому виразi перейдемо формально вiд змiнних x i y до
змiнних z i z. А саме оскiльки з того, що z = x+ iy, z = x− iy,
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dz = dx+ idy, dz̄ = dx− idy, маємо

x =
1

2
(z + z), y =

1

2i
(z − z),

dx =
1

2
(dz + dz̄), dy =

1

2i
(dz − dz),

то

df =
∂f

∂x

1

2
(dz + dz) +

∂f

∂y

1

2i
(dz − dz) =

=
1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
dz+ =

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
dz.

А оскiльки

∂f

∂z
=
∂f

∂x

∂x

∂z
+
∂f

∂y

∂y

∂z
=

1

2

∂f

∂x
+

1

2i

∂f

∂y
,

∂f

∂z
=
∂f

∂x

∂x

∂z
+
∂f

∂y

∂y

∂z
=

1

2

∂f

∂x
− 1

2i

∂f

∂y
,

то

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄

.
Таким чином, щоб диференцiал функцiї f(z) комплексної

змiнної дорiвнював повному диференцiалу функцiї f(z) =
u(x, y) + iv(x, y) треба вимагати не тiльки диференцiйовнiсть
функцiй u(x, y) i v(x, y), але й виконання рiвностi

∂f

∂z
= 0 або

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+ i

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)
= 0.

Тобто мають виконуватись рiвностi

∂u

∂x
− ∂v

∂y
= 0,

∂v

∂x
+
∂u

∂y
= 0.
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Теорема 12.1 (Кошi–Рiмана). Для того щоб функцiя
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) була диференцiйовна у точцi z0 =
x0 + iy0, необхiдно i достатньо, щоб функцiї u(x, y), v(x, y)
були диференцiйовнi у точцi (x0, y0) i їх частиннi похiднi у
цiй точцi задовольняли умови

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (12.1)

Якщо умови теореми виконанi, то похiдна f ′(z0) має вигляд

f ′(z0) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
=

=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
.

(12.2)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя f диференцi-
йовна у точцi z0. Тодi за означенням

4w = f ′(z0)4z + ε(z0,4z)4z,

де

4z = z − z0 = (x− x0) + i(y − y0) = 4x+ i4y,

4w = f(z)− f(z0) =

= (u(x, y)− u(x0, y0)) + i(v(x, y)− v(x0, y0)) = 4u+ i4v,

f ′(z0) = a+ bi,

ε(z0,4z) = ε1(x0, y0,4x,4y) + iε2(x0, y0,4x,4y),

lim
4x→ 0
4y → 0

ε1 = lim
4x→ 0
4y → 0

ε2 = 0.
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Звiдси

4w = 4u+ i4v =

= (a+ bi)(4x+ i4y) + (ε1 + iε2)(4x+ i4y) =

= (a4x− b4y) + i(a4y + b4x)+
+ (ε14x− ε24y) + i(ε14y + ε24x)

i

4u = a4x− b4y + ε14x− ε24y,

4v = b4x+ a4y + ε24x+ ε14y,
(12.3)

де
lim

4x→ 0
4y → 0

ε1 = lim
4x→ 0
4y → 0

ε2 = 0.

Подання(12.3) якраз означає, що функцiї u(x, y) i v(x, y) дифе-

ренцiйовнi у точцi (x0, y0) i оскiльки
∂u

∂x
= a,

∂u

∂y
= −b, ∂v

∂x
= b,

∂v

∂y
= a, то i умови (12.1) виконуються.

Достатнiсть. Нехай функцiї u(x, y) i v(x, y) диференцiйовнi
у точцi (x0, y0). Тодi їх прирости подаються у виглядi

4u =
∂u

∂x
4x+

∂u

∂y
4y+

+α1(x0, y0,4x,4y)4x+ α2(x0, y0,4x,4y)4y,

4v =
∂v

∂x
4x+

∂v

∂y
4y+

+β1(x0, y0,4x,4y)4x+ β2(x0, y0,4x,4y)4y,
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де

lim
4x→ 0
4y → 0

α1 = lim
4x→ 0
4y → 0

α2 = lim
4x→ 0
4y → 0

β1 = lim
4x→ 0
4y → 0

β2 = 0.

Врахувавши умови (12.1) i позначивши
∂u

∂x
= a,

∂v

∂x
= b, для 4u

i 4v маємо подання

4u = a4x− b4y + α14x+ α24y,

4v = b4x+ a4y + β14x+ β24y.

Тодi

4w = 4u+ i4v =

= a(4x+ i4y) + b(−4y + i4x)+

+ (α1 + iβ1)4x+ (α2 + iβ2)4y =

= a(4x+ i4y) + ib(4x+ i4y)+

+

(
(α1 + iβ1)

4x
4z

+ (α2 + iβ2)
4y
4z

)
4z =

= (a+ ib)4z + ε4z.

Оскiльки

|ε| =

∣∣∣∣(α1 + iβ1)
4x
4z

+ (α2 + iβ2)
4y
4z

∣∣∣∣ 6
6 |α1 + iβ1|

∣∣∣∣4x4z
∣∣∣∣+ |α2 + iβ2|

∣∣∣∣4y4z
∣∣∣∣ 6

6 |α1|+ |β2|+ |α2|+ |β2|

152



(бо
∣∣∣4x
4z

∣∣∣ 6 1 i
∣∣∣4y
4z

∣∣∣ 6 1), то, враховуючи, що при4z → 0 4x→ 0

i 4y → 0, а, отже, α1 → 0, α2 → 0, β1 → 0, β2 → 0, маємо, що
ε→ 0. А це й означає, що функцiя f диференцiйовна у точцi z0

i f ′(z0) = a+ bi. З останнього маємо, що

f ′(z0) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
. �

Як приклад, розглянемо функцiю

w = ez = ex(cos y + i sin y).

Оскiльки функцiї

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y

мають на R2 неперервнi частиннi похiднi

∂u

∂x
=

∂

∂x
(ex cos y) = ex cos y,

∂u

∂y
=

∂

∂y
(ex cos y) = −ex sin y,

∂v

∂x
=

∂

∂x
(ex sin y) = ex sin y,

∂v

∂y
=

∂

∂y
(ex sin y) = ex cos y,

то вони диференцiйовнi на R2 i очевидно, що для них викону-
ються умови (12.1). Отже, функцiя ez диференцiйовна у кожнiй
точцi комплексної площини i

(ez)′ =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= ex cos y + iex sin y = ez.

Означення 12.2. Функцiя f(z) називається аналiтичною
(або голоморфною) у точцi z0, якщо вона диференцiйовна у
кожнiй точцi деякого околу точки z0.

Наприклад, функцiї

ez, sin z, cos z, Pn(z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an
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є аналiтичнi на всiй комплекснiй площинi, а дробово-

рацiональна функцiя
Pn(z)

Qm(z)
— аналiтична у кожнiй точцi ком-

плексної площини за виключенням скiнченного числа точок (ну-
лiв многочлена Qm(z)). А от функцiя w = z · z = x2 + y2 не
аналiтична у жоднiй точцi комплексної площини, хоча вона у
точцi z = 0 диференцiйовна.

Зауважимо, що з означення випливає, що коли функцiя ана-
лiтична у точцi z0, то вона аналiтична у кожнiй точцi деякого
околу точки z0. Тому множина точок, на якiй функцiя аналiти-
чна, є обов’язково вiдкритою множиною.

Виключна важливiсть класу аналiтичних функцiй зумовлена
тим, що, по-перше, цей клас досить широкий (вiн охоплює бiль-
шiсть функцiй, якi зустрiчаються у рiзних роздiлах математики
i її застосуваннях), по-друге, вiн замкнений вiдносно основних
операцiй арифметики, алгебри i аналiзу, по-третє, аналiтична
функцiя володiє властивiстю єдиностi у тому розумiннi, що ко-
ли двi однозначнi аналiтичнi на G функцiї набирають однакових
значень на пiдмножинi E, яка має хоч одну скiнченну граничну
точку, що належить G, то функцiї збiгаються.

Серед найбiльш важливих властивостей аналiтичних фун-
кцiй особливе мiсце посiдають iнтегральна теорема Кошi i не-
скiнченна диференцiйовнiсть таких функцiй.

Доведено (див., наприклад, [4, с. 114–120] ), що коли D
— однозв’язна область i f(z) — однозначна аналiтична на цiй
областi функцiя, то для будь-якої спрямлюваної кривої Γ, яка
лежить в областi D, iнтеграл функцiї f(z) вздовж кривої Γ до-
рiвнює нулю.

Цим фактом ми скористаємось при доведеннi другої вище-
згаданої властивостi.
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Теорема 12.2. Якщо степеневий ряд

∞∑
n=0

an(z − z0)
n (12.4)

збiгається у крузi (вiдкритому крузi) B(z0, R) (R > 0), то
сума цього ряду S(z) є аналiтичною функцiєю, причому

S ′(z) =
∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1. (12.5)

Доведення. Оскiльки

lim
n→∞

n
√
n|an| = lim

n→∞
n
√
n lim

n→∞
n
√
|an| = lim

n→∞
n
√
|an|,

то радiуси збiжностi рядiв (12.4) i (12.5) рiвнi. Нехай ϕ(z) сума
ряду (12.5). Нехай z1 будь-яка точка з круга B(z0, R), а ζ така,
що |z1 − z0| < |ζ − z0| = ρ < R (Рис. 5).

Оскiльки ряд (12.5) у крузi збi-
жностi збiгається абсолютно, то
∀ε > 0, зокрема, для

ε

3
, ∃n0 та-

кий, що ∀n > n0 виконується не-
рiвнiсть

∞∑
k=n

k|ak|ρk−1 <
ε

3
.

Вiзьмемо будь-яку точку z 6= z1 та-
ку, що |z − z0| < ρ. Тодi в силу
того, що

S(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n,

маємо:

155



∣∣∣∣S(z)− S(z1)

z − z1

− ϕ(z1)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

an
(z − z0)

n − (z1 − z0)
n

z − z1

−
∞∑

n=1

nan(z1 − z0)
n−1

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

an((z − z0)
n−1 + (z − z0)

n−2(z1 − z0) + · · ·+

+(z − z0)(z1 − z0)
n−2 + (z1 − z0)

n−1)−
∞∑

n=1

nan(z1 − z0)
n−1

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n0∑

k=1

ak((z − z0)
k−1 + (z − z0)

k−2(z1 − z0) + · · ·+

+ (z − z0)(z1 − z0)
k−2 + (z1 − z0)

k−1 − kak(z1 − z0)
k−1) +

+
∞∑

k=n0+1

ak((z − z0)
k−1 + (z − z0)

k−2(z1 − z0) + · · ·+

+ (z − z0)(z1 − z0)
k−2 + (z1 − z0)

k−1)− kak(z1 − z0)
k−1
∣∣ 6

6

∣∣∣∣∣
n0∑

k=1

ak((z − z0)
k−1 + (z − z0)

k−2(z1 − z0) + · · ·+
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+ (z − z0)(z1 − z0)
k−2 + (z1 − z0)

k−1 − k(z1 − z0)
k−1)

∣∣+
+

∞∑
k=n0+1

|ak|(ρk−1 + ρk−1 + · · ·+ ρk−1 + kρk−1) =

= A(z, z0) + 2
∞∑

k=n0+1

k|ak|ρk−1 < A(z, z0) +
2

3
ε,

де для n = 1, 2, 3, . . .

(z − z0)
n − (z1 − z0)

n

z − z1

=
(z − z0)

n − (z1 − z0)
n

(z − z0)− (z1 − z0)
=

= (z − z0)
n−1 + (z − z0)

n−2(z1 − z0) + · · ·+

+ (z − z0)(z1 − z0)
n−2 + (z1 − z0)

n−1,

lim
z→z1

A(z, z0) =

= lim
z→z1

∣∣∣∣∣
n0∑

k=1

ak((z − z0)
k−1 + (z − z0)

k−2(z1 − z0) + · · ·+

+ (z − z0)(z1 − z0)
k−2 + (z1 − z0)

k−1 − k(z1 − z0)
k−1)

∣∣ = 0.

З останнього маємо, що для
ε

3
iснує таке δ > 0, що з нерiв-

ностi 0 < |z − z1| < δ, випливає нерiвнiсть A(z, z0) <
ε

3
. Отже,

∀ε > 0 ми вказали δ > 0 таке, що для всiх z, якi задовольняють
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нерiвнiсть 0 < |z − z1| < δ, виконується нерiвнiсть∣∣∣∣S(z)− S(z1)

z − z1

− ϕ(z1)

∣∣∣∣ < ε.

А це й означає, що

lim
z→z1

S(z)− S(z1)

z − z1

= ϕ(z1),

тобто S ′(z) =
∞∑

n=1

nan(z − z0)
n. �

Теорема 12.3. Якщо однозначна функцiя f(z) аналiтична
в областi D i z0 ∈ D, то вона розкладається у ряд Тейлора
за степенями z− z0, який збiгається у крузi {z | |z− z0| < R},
де R — вiдстань вiд точки z0 до межi областi D.

Доведення. Нехай z — точка круга {z | |z − z0| < R} i ρ
таке, що |z − z0| < ρ < R (Рис. 6).

Якщо γρ = {z | |z0−z| = ρ}, то в
силу iнтегральної формули Ко-
шi

f(z) =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ. (12.6)

Розкладемо функцiю

f(ζ)

ζ − z

у ряд Тейлора за степенями
z − z0. Маємо
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f(ζ)

ζ − z
=

f(ζ)

ζ − z0 − (z − z0)
=

f(ζ)

ζ − z0

1

1− z − z0

ζ − z0

=
∞∑

n=0

f(ζ)
(z − z0)

n

(ζ − z0)n+1
.

Оскiльки для всiх ζ ∈ γρ i будь-якого n∣∣∣∣f(ζ)
(z − z0)

n

(ζ − z0)n+1

∣∣∣∣ 6 max
ζ∈γρ

|f(ζ)| |z − z0|n

ρn+1

i числовий ряд
∞∑

n=0

max
ζ∈γρ

|f(ζ)| |z − z0|n

ρn+1

збiгається, як геометрична прогресiя iз знаменником
|z − z0|n

ρ
<

1, то функцiональний ряд

∞∑
n=0

max
ζ∈γρ

|f(ζ)| (z − z0)
n

(ζ − z0)n+1

рiвномiрно збiгається на колi γρ, а, отже, його можна почлено
iнтегрувати. Звiдси маємо

f(z) =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

=
1

2πi

∞∑
n=0

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ(z − z0)

n.

Зауважимо, що хоча коло γρ ми брали в залежностi вiд z, однак
враховуючи, що iнтеграл∫

γρ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ
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не залежить вiд контура iнтегрування, якщо вiн належить обла-
стi аналiтичностi, маємо формулу для обчислення коефiцiєнтiв
ряду

an =

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, (12.7)

де n = 0, 1, 2, . . . , 0 < ρ < R. Таким чином остаточно маємо, що

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n,

де an для n = 0, 1, 2, . . . обчислюється за формулою (12.7), i
радiус збiжностi цього ряду дорiвнює R. �

Висновок. Теореми 12.2 i 12.3 дають нам необхiдну i до-
статню умову аналiтичностi функцiї у точцi, а, отже, можна
користуватись i таким означенням аналiтичної функцiї.

Означення 12.3. Функцiя f(z) називається аналiтичною у
точцi z0, якщо в околi цiєї точки її можна розкласти у ряд
Тейлора за степенями z − z0.

Таке означення аналiтичностi дозволяє стверджувати, що
функцiя f(z) аналiтична в областi D, безлiч раз диференцiйов-
на у цiй областi, причому її похiдна n-го порядку може бути
обчислена за формулою

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ.

Ця властивiсть аналiтичної функцiї комплексної змiнної сут-
тєво вiдрiзняє її вiд функцiй дiйсної змiнної, для яких iснування
першої похiдної, взагалi кажучи, не гарантує iснування похi-
дних вищих порядкiв.

160



Ще одна iз важливих властивостей аналiтичних функцiй ви-
ражається так: якщо функцiї f1(z) i f2(z) однозначнi аналiтичнi
в областi D i приймають рiвнi значення у кожнiй точцi множи-
ни E (E ⊂ D) такої, що хоч одна (скiнченна) гранична для неї
точка належить D, то f1(z) = f2(z) для всiх z ∈ D.

Нарештi, поняття аналiтичної функцiї дозволила Карлу Ве-
йєрштрассу по-новому пiдiйти до означення функцiї, розгляда-
ючи однозначну аналiтичну функцiю iз заданою областю визна-
чення як вiдправний елемент для побудови функцiї, означеної
на заданiй кривiй.

Як приклад, розглянемо логарифмiчну функцiю. Оскiльки
функцiя 1

z
аналiтична у кожнiй точцi z ∈ C, крiм точки z = 0,

то iнтеграл
z∫

1

dζ

ζ
,

визначенний у будь-якiй обмеженiй, однозв’язнiй областi, яка
не мiстить точки ζ = 0, причому цей iнтеграл не залежить вiд
шляху iнтегрування, а тiльки вiд точки z.

Вiдповiднiсть, яка кожному z ∈ D, де D — обмежена, одно-
зв’язна область, що не мiстить точки z = 0, є аналiтична у
цiй областi функцiя. Якраз її i вiзьмемо за вiдправний елемент
функцiї Ln z i позначимо

ln z =

z∫
1

dζ

ζ
.

Вiдправний елемент ln z можна аналiтично продовжити вздовж
будь-якої кривої Γ з початком у точцi ζ = 1, що не проходить
через точку ζ = 0, а у розширенiй комплекснiй площинi i че-
рез точку ζ = ∞. Результатом аналiтичного продовження буде

161



функцiя

(ln z)Γ =

∫
Γ

dζ

ζ
,

значення якої пiдраховуються у такий спосiб.
Нехай z = r(cosϕ+i sinϕ), де r = |z|, ϕ = arg z (−π < ϕ < π),

i нехай крива Γ складається з вiдрiзка з початком у точцi ζ = 1
i кiнцем у точцi ζ = r i найкоротшої дуги кола {ζ | |ζ| < r} з
початком у точцi ζ = r i кiнцем у точцi ζ = z (Рис. 7). Тодi,

скориставшись тим, що на вiд-
рiзку ζ = x, а на дузi кола ζ =
reiθ, маємо

ln z =

∫
Γ

dζ

ζ
=

=

r∫
1

dx

x
+

ϕ∫
0

ireiθ

reiθ
dθ =

= ln r + iϕ.

Якщо ж крива Γ ранiше, нiж попасти у точку z, робить один
обхiд навколо точки z = 0, то iнтеграл вздовж такої кривої
можна подати так:

∫
Γ

dζ

ζ
=

r∫
1

dx

x
+

ϕ∫
0

ireiθ

reiθ
dθ +

2π∫
0

ireiθ

reiθ
dθ = ln r + iϕ+ 2πi.

Таким чином, в залежностi вiд кiлькостi обходiв навколо точки
z = 0 i напрямку обходiв маємо:∫

Γ

dζ

ζ
= ln r + iϕ+ 2πni,
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де n ∈ Z, тобто значення функцiї Ln z. Однак тепер ця функцiя
може розглядатись як однозначна функцiя, значення якої ви-
значаються як точкою z так i тим шляхом, який привiв з точки
ζ = 1 у точку ζ = z.

Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що функцiї sin z i cos z є аналiтичними на всiй
комплекснiй площинi.

2. Довести, що для будь-якого z ∈ C має мiсце подання

cos z =

√
2

2

∞∑
n=0

1

n!
(−1)[

n
2 ]
(
z +

π

4

)n

.

3. Який геометричний змiст має модуль i аргумент похiдної
функцiї у точцi, якщо вона не дорiвнює нулю?

4. Знайти множини тих точок комплексної площини, у яких
коефiцiєнт лiнiйного розтягу при вiдображеннях

а) w = iz2; б) w = z2 − 2z; в) w =
1 + iz

1− iz

дорiвнює одиницi.

5. Знайти множини тих точок комплексної площини, у яких
кут повороту при вiдображеннях

а) w = z2; б) w = −z3; в) w =
1

z

дорiвнює нулю.

6. До якого класу функцiй належать дiйсна i уявна частини
аналiтичної функцiї?
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7. Розкласти у ряд Тейлора в околi точки z = z0 функцiї

а) sh
√
z sin

√
z, z0 = 0; б) ln(1 + z + z2), z0 = 0;

в)
z2 − 5

z2 − 4z + 3
, z0 = 2.

8. Довести, що будь-яка цiла функцiя, яка обмежена за мо-
дулем, є константа (теорема Лiувiлля). На пiдставi цього
факту довести основну теорему алгебри.

9. Чому аналiтична функцiя, яка не дорiвнює тотожньо нулю,
може мати нулями тiльки iзольованi точки?
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13 ЛЕКЦIЯ: Основнi теореми диференцiального
числення. Формула Тейлора

Теореми Ролля, Лагранжа i Кошi. Подання функцiї через мно-
гочлен. Формули Тейлора для основних елементарних функцiй.
Обчислення значень iррацiональних i трансцендентних функцiй
з допомогою формули Тейлора.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 121–125; [2], ч. 1, с. 221–239; [3] т. 1,
с. 156–164, 173–183.

Серед найбiльш важливих результатiв теорiї диференцiйов-
них функцiй особливе мiсце посiдають теорема Лагранжа, яка
виражає прирiст функцiї через прирiст аргумента, що спричи-
нив його, i формула Тейлора, яка подає функцiю у виглядi суми
многочлена i залишкового члена, i дозволяє вивчення ряду вла-
стивостей функцiї (з певним числом похiдних) звести до вив-
чення таких властивостей вiдповiдного многочлена Тейлора.

Насамперед доведемо двi допомiжнi теореми, що стосуються
обертання в нуль похiдної.

Теорема 13.1 (лема Ферма). Якщо функцiя f визначена в
iнтервалi (a; b), у точцi x0 ∈ (a; b) диференцiйовна i приймає
у нiй найбiльше або найменше значення, то її похiдна у цiй
точцi дорiвнює нулю, тобто f ′(x0) = 0.

Доведення. Нехай для означенностi функцiя f у точцi x0

приймає найбiльше на iнтервалi (a; b) значення, тобто для всiх
x ∈ (a; b) (x 6= x0) f(x) 6 f(x0). Тодi для всiх x ∈ (a; b) (x < x0)

f(x)− f(x0)

x− x0

> 0, (13.1)

а для всiх x ∈ (a; b) (x > x0)

f(x)− f(x0)

x− x0

6 0, (13.2)
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Врахувавши, що функцiя f у точцi x0 диференцiйовна, маємо:

lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(x0).

А, отже, з нерiвностей (13.1) i (13.2) випливає, з одного боку,
f ′(x0) > 0, з другого f ′(x0) 6 0, що можливо, коли f ′(x0) = 0. �

Теорема 13.2 (Ролля). Якщо функцiя f неперервна на вiд-
рiзку [a; b] i на кiнцях вiдрiзка приймає рiвнi значення, то
iснує точка x0 ∈ (a; b) така, що f ′(x0) = 0.

Доведення. Оскiльки за умовою функцiя f неперервна на
вiдрiзку [a; b], то вона досягає на ньому свого найменшого i
найбiльшого значення. Нехай

m = min
x∈[a;b]

f(x), M = max
x∈[a;b]

f(x).

Якщо m = M , то функцiя f стала на вiдрiзку [a; b] i у будь-якiй
точцi iнтервалу (a; b) похiдна дорiвнює нулю. Отже, за x0 можна
взяти будь-яку точку з iнтервалу (a, b). Якщо ж m 6= M , то з
умови, що f(a) = f(b), випливає, що або m 6= f(a), або M 6=
f(a). Тобто на iнтервалi (a, b) є точка, у якiй функцiя f досягає
свого найменшого або найбiльшого значення. За лемою Ферма
у цiй точцi похiдна обертається в нуль. Теорема доведена. �

Тепер уже можна довести теорему, яка найчастiше викори-
стовується при дослiдженнi числових функцiй.

Теорема 13.3 (Лагранжа). Якщо функцiя f неперервна на
вiдрiзку [a; b], диференцiйовна в iнтервалi (a; b), то iснує то-
чка c ∈ (a; b) така, що

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a). (13.3)
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Доведення. Побудуємо функцiю

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Очевидно, що функцiя F неперервна на вiдрiзку [a; b], диферен-
цiйовна в iнтервалi (a; b) i F (a) = F (b) = 0, тобто ця функцiя за-
довольняє умови теореми Ролля. А, отже, iснує точка c ∈ (a; b),
у якiй

F ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0.

Звiдси в очевидний спосiб отримуємо формулу (13.3). �

Теорема 13.4 (Кошi). Якщо функцiї f i g неперервнi на
вiдрiзку [a; b], диференцiйовнi в iнтервалi (a; b) i для будь-
якого x ∈ (a; b) g′(x) 6= 0, то iснує точка c ∈ (a; b) така, що

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
. (13.4)

Доведення. Насамперед доведемо, що g(a) 6= g(b). Справдi, з
припущення про те, що g(a) = g(b), неперервностi функцiї g на
вiдрiзку [a; b] i диференцiйовностi в iнтервалi (a; b) випливало б,
що функцiя g задовольняє умови теореми Ролля. А, отже, iснує
точка c ∈ (a; b), у якiй f ′(c) = 0, що суперечить умовi теореми.
Побудуємо допомiжну функцiю

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)).

Очевидно, що функцiя F неперервна на вiдрiзку [a, b] (як ре-
зультат арифметичних операцiй над неперервними функцiями),
диференцiйовна в iнтервалi (a, b) (як результат арифметичних
операцiй над диференцiйовними функцiями) i F (a) = F (b) = 0,
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тобто побудована функцiя задовольняє умови теореми Ролля. А,
отже, iснує точка c ∈ (a, b) така, що

F ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c) = 0.

Звiдси в очевидний спосiб отримуємо формулу (13.4). �
Зауваження. У вище приведених теоремах мова йде про

iснування точки c внутрiшньої (iнакше „точки iз середини“),
для якої виконується певна рiвнiсть. Якраз це є причиною того,
що цю групу теорем називають „теореми про середнє“.

Розглянемо многочлен n-го степеня, який записано у виглядi

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + · · ·+ an(x− x0)

n =

=
n∑

k=0

ak(x− x0)
k, (13.5)

де an 6= 0, x0 — фiксоване дiйсне число. Для цього многочлена

Pn(x0) = a0, P
′
n(x0) = a1 · 1!, P ′′

n (x0) = a2 · 2!, . . . ,

P (n)
n (x0) = an · n!, P (n+1)

n (x0) = P (n+2)
n (x0) = · · · = 0.

Таким чином, многочлен (13.5) можна подати у виглядi

Pn(x) = Pn(x0) +
P ′

n(x0)

1!
(x− x0) +

P ′′
n (x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+

+
P

(n)
n (x0)

n!
(x− x0)

n =
n∑

k=0

P
(k)
n (x0)

k!
(x− x0)

k,

тобто многочлен Pn(x) повнiстю визначається заданням значен-
ня многочлена i його похiдних в однiй (довiльнiй) точцi.
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Зрозумiло, що таке подання можна побудувати i для много-
члена виду

n∑
k=0

akx
k .

Нехай маємо функцiю f , яка у точцi x0 має n похiдних.
Побудуємо многочлен

Pn(f, x0, x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2+

+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k,

(13.6)

який називають многочленом Тейлора порядку n функцiї f у
точцi x0, i позначимо

rn(f, x0, x) = f(x)− Pn(f, x0, x).

Теорема 13.5. Якщо функцiя f визначена на iнтервалi
(a, b) i у точцi x0 ∈ (a; b) має n похiдних, то ця функцiя
подається у виглядi

f(x) = Pn(f, x0, x) + o((x− x0)
n) =

=
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o((x− x0)
n),

(13.7)

де

lim
x→x0

o((x− x0)
n)

(x− x0)n
= 0.

Доведення. Оскiльки згiдно (13.6)

Pn(f, x0, x0) = f(x0), P
′
n(f, x0, x0) = f ′(x0),

P ′′
n (f, x0, x0) = f ′′(x0), . . . , P

(n)
n (f, x0, x0) = f (n)(x0),
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то

rn(f, x0, x0) = r′n(f, x0, x0) = r′′n(f, x0, x0) = · · · = r(n)
n (f, x0, x0) = 0,

причому в силу того, що r
(n)
n (f, x0, x) у точцi x0 має похiдну

n-го порядку, iснує окiл точки x0, у кожнiй точцi якого iснують
похiднi до n − 1 порядку включно. Тому для розкриття неозна-
ченостi

rn(f, x0, x)

(x− x0)n

при x → x0 можна застосувати n раз правило Лопiталя. В ре-
зультатi отримаємо

lim
x→x0

rn(f, x0, x)

(x− x0)n
= lim

x→x0

r′n(f, x0, x)

n(x− x0)n−1
= · · · =

= lim
x→x0

r
(n−1)
n (f, x0, x)

n!(x− x0)
= lim

x→x0

r
(n)
n (f, x0, x)

n!
= 0.

Отже, справдi rn(f, x0, x) є при x→ x0 нескiнченно мала поряд-
ку вищого, нiж (x− x0)

n. А це й означає, що для функцiї f має
мiсце подання (13.7). �

Формула (13.7) називається формулою Тейлора n-го поряд-
ку iз залишковим членом у формi Пеано. У нiй Pn(f, x0, x)
— многочлен Тейлора, а o((x − x0)

n) — залишковий член n-го
порядку формули Тейлора. При x0 = 0 називають формулою
Маклорена.

Многочлен Тейлора степеня n є многочлен, який серед усiх
многочленiв n-го степеня найкращим наближенням функцiї f у
досить малому околi точки x0, тобто нiякий многочлен степеня,
що не перевищує n, не може бути наближенням розглядуваної
функцiї з точнiстю o((x − x0)

n) (а, отже, i з бiльш високою
точнiстю). Отож, у достатньо малому околi точки x0 маємо

f(x) ≈ Pn(f, x0, x)
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з точнiстю до o((x− x0)
n).

Зрозумiло, що при замiнi функцiї f її многочленом Тейлора
нас цiкавить не порядок похибки, а її оцiнка. Таку оцiнку можна
отримати, скориставшись iншими формами залишкового члена.
Серед них найбiльш популярними є

rn(f, x0, x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))(x− x0)

n+1, (13.8)

де 0 < θ < 1, (форма Лагранжа),

rn(f, x0, x) =
1

n!
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))(1− θ)n(x− x0)

n+1, (13.9)

де 0 < θ < 1, (форма Кошi),

rn(f, x0, x) =

x∫
x0

f (n)(t)
(x− t)n−1

(n− 1)!
dt (13.10)

(iнтегральна форма).
Якщо функцiя f(x) рацiональна, то обчислення її значень

зводиться до пiдстановки на мiсце незалежної змiнної x вiдпо-
вiдного числа i виконання чотирьох арифметичних дiй. Якщо ж
функцiя не є рацiональною, то тут пiдстановка дає результат
тiльки в окремих випадках, а, взагалi, значення, наприклад, ло-
гарифмiчної або ж тригонометричних функцiй обчислюється за
допомогою таблиць. Якраз формули Тейлора i є iнструментом
для складання таких таблиць.

Вiзьмемо, для прикладу, функцiю f(x) = sinx. Оскiльки для
цiєї функцiї

f (0)(x) = sinx, f (0)(0) = 0,

f ′(x) = cosx = sin
(
x+

π

2

)
, f ′(0) = 1,
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f ′′(x) = − sinx = sin
(
x+

π

2
· 2
)
, f ′′(0) = 0,

f ′′′(x) = − cosx = sin
(
x+

π

2
· 3
)
, f ′′′(0) = −1,

f (IV )(x) = sinx = sin
(
x+

π

2
· 4
)
, f (IV )(0) = 0

i, взагалi,

f (n)(x) = sin
(
x+

π

2

)
=


sin x, якщо n = 4k,

cosx, якщо n = 4k + 1,

− sin x, якщо n = 4k + 2,

− cosx, якщо n = 4k + 3,

де k = 0, 1, 2, . . .,

f (n)(0) =

{
0, якщо n = 2k,

(−1)k, якщо n = 2k + 1,

де k = 0, 1, 2, . . ., то на пiдставi (13.6) маємо:

P1(sin, 0, x) = x,

P3(sin, 0, x) = x− x3

3!
,

P5(sin, 0, x) = x− x3

3!
+
x5

5!
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P2n−1(sin, 0, x) =
n∑

k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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многочлени Тейлора (точнiше, многочлени Маклорена) вiдпо-
вiдно степеня 1, 3, . . . , 2n − 1, . . .. Скориставшись залишковим
членом у формi Лагранжа, для функцiї f(x) = sinx маємо таке
подання

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+

+
x2n+1

(2n+ 1)!
sin(θx+

π

2
(2n+ 1)).

Випишемо многочлен, який дозволяє обчислювати значення
sin x для будь-якого x з вiдрiзка [−1; 1] з точнiстю до 10−4.
Оскiльки ∣∣∣∣ x2n+1

(2n+ 1)!
sin(θx+

π

2
(2n+ 1))

∣∣∣∣ 6 1

(2n+ 1)!
,

то з нерiвностi
1

(2n+ 1)!
< 10−4

отримуємо, що шуканим многочленом буде

P7(sin, 0, x) = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
.

Звичайно, коли |x| < 1 задану точнiсть забезпечує многочлен
нижчого степеня. Наприклад, обчислимо з точнiстю до 10−4

sin 10◦. Оскiльки

10◦ =
π

18
≈ 0, 174533 < 0, 2 ,

то ∣∣∣∣ 1

(2n+ 1)!
sin(θx+

π

2
(2n+ 1))

( π
18

)2n+1
∣∣∣∣ 6 (0, 2)2n+1

(2n+ 1)!
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i нерiвнiсть
(0, 2)2n+1

(2n+ 1)!
< 10−4

виконується при n = 2. А, отже,

sin 10◦ ≈ 0, 17453− 0, 174533

6
≈ 0, 1736.

Розглянемо функцiю f(x) = (1 + x)α, де α ∈ R. Для цiєї
функцiї

f (0)(x) = (1 + x)α, f (0)(0) = 1,

f ′(x) = α(1 + x)α−1, f ′(0) = α,

f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2, f ′′(0) = α(α− 1),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

f (n)(x) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1)(1 + x)α−n, f (n)(0) = α(α− 1)×

× · · · (α− n+ 1),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

а, отже,

P1(f, 0, x) = 1 + αx,

P2(f, 0, x) = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2,

P3(f, 0, x) = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3,

174



· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pn(f, 0, x) = 1 +
n∑

k=1

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
xk,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Скориставшись залишковим членом у формi Кошi, для функцiї
f(x) = (1 + x)α маємо таке подання

(1 + x)α = 1 +
n∑

k=1

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
xk +

+
α(α− 1) . . . (α− n)

n!
(1 + θx)α−n−1(1− θ)nxn+1,

де 0 < θ < 1.
Зауважимо, що коли α — натуральне число (α = n), то

(1 + x)α = 1 +
n

1!
x+

n(n− 1)

2!
x2 + · · ·+ n(n− 1) · · · 2 · 1

n!
xn =

= 1 + C1
nx+ C2

nx
2 + · · ·+ Cn

nx
n,

тобто для цього випадку (1 + x)n подається формулою бiнома
Ньютона. У зв’язку з цим користуються позначенням

Cn
α :=

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
,

де α ∈ R, i записують

(1 + α)n = 1 +
n∑

k=1

Ck
αx

k + o(xn).
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Продемонструємо застосування останньої формули при добу-
ваннi коренiв, а саме обчислимо

√
2 з точнiстю до 10−4. Насам-

перед
√

2 перетворимо так, щоб пiд коренем було число близьке
до 1. З цiєю метою випишемо два рядки чисел

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49

2, 8, 18, 32, 50, 72, 98

(у першому — квадрати натуральних чисел, у другому — числа
першого рядка помноженi на 2). Шукаємо у цих рядках числа,
вiдношення яких достатньо близьке до 1 (числа пiдкресленi).
Тодi

√
2 =

√
2 · 25 · 49

25 · 49
=

7

5

√
50

49
=

7

5

(
1 +

1

49

) 1
2

,

i уже з цим виразом можна працювати. Однак
√

2 можна подати
у бiльш зручному для обчислення виглядi, а саме

√
2 =

7

5

1√
49
50

=
7

5

(
1− 1

50

)− 1
2

=
7

5
(1− 0, 02)−

1
2 .

Тепер треба знайти таке n, щоб∣∣∣∣α(α− 1) · · · (α− n)

n!
(1− 0, 02 θ)α−n−1(1− θ)n0, 02n+1

∣∣∣∣ < 10−4,

де α = −1

2
, 0 < θ < 1. Оскiльки 1− θ < 1− 0, 02 θ, то(

1− θ

1− 0, 02 θ

)n

< 1,

а для n = 3
1

(1− 0, 02 θ)3/2
< 2.
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Звiдси маємо, що

1
2
· 3

2
· 5

2
· 7

2

6!
· 2 · (0, 02)4 =

35

16
· (0, 02)4 =

= 35 · (0, 01)4 = 0, 00000035 <
7

5
· 10−4.

Отже,

√
2 ≈ 7

5

(
1 + C1

−0,5(−0, 02) + C2
−0,5(−0, 02)2 + C3

−0,5(−0, 02)3
)

=

=
7

5

(
1 + 0, 01 +

3

2!
(0, 01)2 +

3 · 5
3!

(0, 01)3

)
≈

≈ 1, 40000 + 0, 01400 + 0, 00021 ≈ 1, 4142.

Формула Тейлора дає просте i достатньо загальне правило
видiлення головної частини функцiї, що, як пiдкреслено у ([3],
т. 1, с. 181), надає методу обчислення границь функцiй через
видiлення правильної частини алгоритмiчного характеру.

Нехай, наприклад, необхiдно знайти

lim
x→x0

f(x)

g(x)
,

де lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0. Подаємо функцiї f(x) i g(x) у

виглядi
f(x) = a(x− x0)

n + o((x− x0)
n),

g(x) = b(x− x0)
m + o((x− x0)

m),
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де a 6= 0, b 6= 0. Тодi

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

a(x− x0)
n + o((x− x0)

n)

b(x− x0)m + o((x− x0)m)
=

=
a

b
lim

x→x0

(x− x0)
n−m =


0, якщо n > m,
a

b
, якщо n = m,

∞, якщо n < m.

Неозначеностi типу
∞
∞

, 0 · ∞, ∞−∞, 1∞, 00, ∞0 зводяться

шляхом алгебраїчних перетворень до неозначеностi
0

0
.

Ефективнiсть цього методу значно пiдвищується, якщо ви-
користовується готовий набiр асимптотичних формул при x→ 0,
тобто подання основних елементарних функцiй в околi точки 0
через вiдповiднi розклади Тейлора, а саме

ex =
n∑

k=0

xk

k!
+ o(xn),

ln(1 + x) =
n∑

k=1

(−1)k−1x
k

k
+ o(xn),

cosx =
n∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
+ o(x2n),

sin x =
n∑

k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
+ o(x2n−1),
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(1 + x)α = 1 +
n∑

k=1

Ck
αx

k + o(xn),

arctg x =
n∑

k=1

(−1)k−1 x
2k−1

2k − 1
+ o(x2n−1),

arcsinx = x+
1

3!
+

n∑
k=2

((2k − 1)!!)2

(2k − 1)!
x2k−1 + o(x2n−1).

Приклад. Знайти

lim
x→0

arctg x− sin x

tg x− arcsinx
.

Розв’язання. Для функцiй arctg x, sinx, arcsinx розклади
маємо. Для функцiї tg x

tg′ x =
1

cos2 x
, tg′′ x =

2 sin x

cos3 x
, tg′′′ x =

6 sin2 x

cos4 x
+

2

cos2 x
.

Тодi за формулою Тейлора

tg x = x+
1

3
x3 + o(x3).

А, отже,

lim
x→0

arctg x− sin x

tg x− arcsinx
=

= lim
x→0

(x− 1
3
x3 + o(x3))− (x− x3

3!
+ o(x3))

(x+ 1
3
x3 + o(x3))− (x+ x3

3!
+ o(x3))

=

= lim
x→0

−1
6
x3 + o(x3)

1
6
x3 + o(x3)

= −1.
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Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що якщо многочлен Pn(x) з дiйсними коефiцiєн-
тами має n простих дiйсних коренiв, то його похiдна має
n− 1 простий дiйсний корiнь.

2. Довести, що всi коренi похiдної вiд многочлена

P (x) = (x− 1)(x+ 1)(x− 2)(x+ 2)(x− 3)

дiйснi i вказати межi, у яких вони мiстяться.

3. Нехай f(x) = x2 + px + q, де p, q ∈ R, i [a; b] — довiльний
вiдрiзок. Чи застосовна до цiєї функцiї теорема Лагранжа?
Якщо так, то у якiй точцi береться значення похiдної?

4. Нехай функцiя f диференцiйовна на вiдрiзку [a; b] i

f(a) = f(b) = 0.

Довести, що iснує точка c ∈ [a; b], у якiй

f ′(c) = f(c).

5. Знайти

а) lim
x→0

ex − e−x − 2x

x− sin x
;

б) lim
x→0

ln(1 + x+ x2) + ln(1− x− x2)

x sinx
;

в) lim
x→0+

(ctg x)sin x.

6. Нехай f — нескiнченне число раз диференцiйовна у нулi
функцiя. Довести, що

180



а) якщо f — парна, то у многочленi Маклорена тiльки
парнi степенi x;

б) якщо f — непарна, то у многочленi Маклорена тiльки
непарнi степенi x.

7. Нехай f(x) — нескiнченно раз диференцiйовна у точцi
x = 0, i нехай

f ′(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + o(xn).

Довести, що

f(x) = f(0) +
a0

1
x+

a1

2
x2 + · · ·+ an

n+ 1
xn+1 + o(xn+1),

i на пiдставi цього знайти тейлоревi розклади функцiй
arctg x i arcsinx.

8. Довести, що коли функцiя f диференцiйовна на вiдрiзку
[a; b] i f ′(a) = A < f ′(b) = B, то для кожного C (A < C <
B) iснує точка c ∈ (a; b), для якої f(c) = C.
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14 ЛЕКЦIЯ: Дослiдження функцiй методами ди-
ференцiального числення

Умови сталостi i монотонностi функцiї на промiжку. Екстре-
муми функцiї. Опуклiсть i точки перегину. Асимптоти. Повне
дослiдження функцiї та побудова її графiка.

Лiтература. [1], ч. 1, с.128–136; [2], ч. 1, с. 242–268; [3] т. 1,
с. 184–209.

Як правило, дослiджуються функцiї, заданi одним (явно, не-
явно, полярними координатами) або двома (параметрично) рiв-
няннями, тобто об’єктами дослiдження є або рiвняння y = f(x),
або F (x, y) = 0, або ρ = ρ(ϕ), або два рiвняння x = ϕ(t), y =
ψ(t). Таке дослiдження можна iнколи спростити, якщо перейти
вiд одного способу задання функцiї (кривої) до iншого.

Якщо функцiя задана явно (зрозумiло, що мова йде про
елементарну функцiю), то її областю визначення є всi тi зна-
чення аргументу, для яких вiдповiдний аналiтичний вираз має
змiст. Це так званна природна область визначення, у кожнiй
внутрiшнiй точцi якої функцiя не тiльки визначена, але й не-
перервна. Вимагає додаткового дослiдження поведiнка функцiї
в околi межових точок областi неперервностi, яке проводиться
з допомогою операцiї граничного переходу, тобто знаходять або

lim
x→x0−0

f(x), або lim
x→x0+0

f(x), або обидвi. У випадку, коли область

визначення необмежена, поведiнку функцiї на нескiнченностi
дослiджують з допомогою границь виду

lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x), lim
x→−∞

f(x)

x
, lim

x→−∞

f(x)

x
.

Подальшу iнформацiю як про локальнi так i про глобальнi
(iнтегральнi) властивостi функцiї можна здобути засобами ди-
ференцiального числення. Якраз застосування iнструментарiю
диференцiального числення для дослiдження функцiї i побудо-
ви її графiка є предметом вивчення цiєї лекцiї.
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Насамперед, на пiдставi теореми Лагранжа можна стверджу-
вати, що якщо функцiя f визначена i диференцiйовна на iнтер-
валi (a, b), то мають мiсце такi твердження:

1. (∀x ∈ (a, b))(f ′(x) = 0) ⇐⇒ (∀x ∈ (a, b))(f(x) = 0),

2. (∀x ∈ (a, b))(f ′(x) > 0) ⇐⇒ (∀x1, x2 ∈ (a, b))(x1 < x2 =⇒
f(x1) 6 f(x2)),

3. (∀x ∈ (a, b))(f ′(x) 6 0) ⇐⇒ (∀x1, x2 ∈ (a, b))(x1 < x2 =⇒
f(x1) > f(x2)),

4. (∀x ∈ (a, b))(f ′(x) > 0) =⇒ (∀x1, x2 ∈ (a, b))(x1 < x2 =⇒
f(x1) < f(x2)),

5. (∀x ∈ (a, b))(f ′(x) < 0) =⇒ (∀x1, x2 ∈ (a, b))(x1 < x2 =⇒
f(x1) > f(x2)),

тобто функцiя f диференцiйовна на iнтервалi (a, b) є сталою то-
дi i тiльки тодi, коли її похiдна дорiвнює тотожно нулю на цьому
iнтервалi, неспадною тодi i тiльки тодi, коли її похiдна невiд’єм-
на на цьому iнтервалi, незростаючою тодi i тiльки тодi, коли
її похiдна недодатна на цьому iнтервалi. Додатнiсть похiдної є
достатною (але не необхiдною) умовою строгого зростання фун-
кцiї, а її вiд’ємнiсть є достатною (але не необхiдною) умовою
строгого спадання функцiї.

При доведеннi усiх цих тверджень використовується той
факт, що для будь-яких x1, x2 ∈ (a, b) (x1 < x2) функцiя f на
вiдрiзку [x1, x2] задовольняє умови теореми Лагранжа, а, отже,
iснує точка c ∈ (x1, x2) така, що

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1).

У шкiльному пiдручнику [8, с. 322–323] обгрунтовуються
тiльки достатнi умови строгого зростання та спадання функцiї,
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причому при доведеннi використовується безпосередньо озна-
чення похiдної. Правда, це змусило означити, наприклад, зро-
стаючу на промiжку 〈a, b〉 функцiю як функцiю, що зростає у
кожнiй внутрiшнiй точцi цього промiжку. Таким чином, понят-
тя монотонностi вводиться як локальна властивiсть функцiї, а
саме, функцiя f(x) визначена на промiжку 〈a, b〉 називається
зростаючою у внутрiшнiй точцi x0 цього промiжку, якщо iснує
iнтервал (x0 − δ, x0 + δ), який знаходиться у промiжку 〈a, b〉 i
такий, що f(x) < f(x0) для всiх x з iнтервалу (x0 − δ, x0) i
f(x) > f(x0) для всiх x з iнтервалу (x0, x0 + δ). Пiсля цього той
факт, що якщо функцiя f у внутрiшнiй точцi x0 промiжку 〈a, b〉
має похiдну f ′(x0) i f ′(x0) > 0, то функцiя f у точцi x0 зростає,
доводиться так: „Оскiльки за означенням

f ′(x0) = lim
4x→0

f(x0 +4x)− f(x0)

4x
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

i за умовою f ′(x0) > 0, то знайдеться iнтервал (x0 − δ, x0 + δ)
такий, що для всiх x з цього iнтервалу, крiм точки x = x0,
справджуватиметься нерiвнiсть:

f(x)− f(x0)

x− x0

> 0.

(Зауважимо, що про збереження знаку функцiєю, яка має у
точцi вiдмiнну вiд нуля границю, нiде не згадується). Нехай
x0 − δ < x < x0, то x− x0 < 0, а, отже, f(x)− f(x0) < 0. Нехай
x0−δ < x < x0+δ, то x−x0 > 0, а, отже, f(x)−f(x0) > 0. Отже,
iснує iнтервал (x0 − δ, x0 + δ) такий, що для всiх x з iнтервалу
(x, x0 + δ) матимемо f(x) > f(x0), а це й означає, що у точцi x0

функцiя є зростаюча.“
Бiльш детально розглянемо питання дослiдження функцiї на

екстремум i на опуклiсть. Нехай функцiя f визначена на iнтер-
валi (a, b) i x0 ∈ (a, b).
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Означення 14.1. Точка x0 називається точкою максимуму
(мiнiмуму) функцiї f , якщо iснує окiл (x0− δ, x0 + δ) точки x0

такий, що для всiх x з цього околу f(x) 6 f(x0) (f(x) > f(x0)).

Означення 14.2. Точка x0 називається точкою строгого
максимуму (мiнiмуму), якщо iснує окiл (x0 − δ, x0 + δ) точки
x0 такий, що для всiх x 6= x0 з цього околу f(x) < f(x0)
(f(x) > f(x0)).

У подальшому, як правило, мова буде йти про точки стро-
гого максимуму i мiнiмуму, якi називають точками екстремуму.
Очевидно, що тiльки для точок строгого екстремуму прирiст
функцiї 4f не змiнює знак при переходi через точку екструму-
му x0.

Теорема 14.1 (необхiднi умови екстремуму). Якщо фун-
кцiя f визначена у деякому околi точки x0, яка є її точкою
екстремуму, то або функцiя не диференцiйовна у точцi x0,
або f ′(x0) = 0.

Доведення. Якщо точка x0 є точкою, наприклад, максимуму
функцiї f , то iснує окiл (x0 − δ, x0 + δ) точки x0 такий, що для
всiх x з цього околу f(x) 6 f(x0). Тодi для всiх x з iнтервалу
(x0 − δ, x0)

f(x)− f(x0)

x− x0

> 0

i лiвостороння границя (якщо вона iснує)

lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0

> 0, (14.1)

а для всiх x з iнтервалу (x0, x0 + δ)

f(x)− f(x0)

x− x0

6 0
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i правостороння границя (якщо вона iснує)

lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0

6 0. (14.2)

Таким чином, якщо хоч одна iз цих границь не iснує, або обидвi
iснують, однак не рiвнi мiж собою, то функцiя f у точцi x0

недиференцiйовна. Якщо ж

lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0

,

то функцiя f у точцi x0 диференцiйовна i в силу (14.1) i (14.2)
f ′(x0) > 0, f ′(x0) 6 0. Це можливо, коли f ′(x0) = 0. �

Таким чином, точками пiдозрiлими на екстремум (стацiо-
нарними точками) для функцiї f є коренi рiвняння f ′(x0) = 0
i тi точки, у яких функцiя визначена, однак похiдна не iснує.

Теорема 14.2 (достатнi умови екстремуму). Якщо фун-
кцiя f диференцiйовна на iнтервалi (a, b), крiм, можливо,
точки x0 ∈ (a, b), у якiй похiдна може не iснувати, однак
функцiя у цiй точцi неперервна, i при переходi через точку
x0 похiдна змiнює знак, то точка x0 є точкою екстрему-
му, причому точкою строгого максимуму, якщо змiна знаку
з плюса на мiнус, i точкою строгого мiнiмуму, якщо змiна
знаку з мiнуса на плюс.

Доведення. Нехай x0 — стацiонарна точка для функцiї f ,
тобто у цiй точцi або функцiя недиференцiйовна, або ж f ′(x0) =
0. i нехай, для означеностi на iнтервалi (x0 − δ, x0) f

′(x0) > 0, а
на iнтервалi (x0, x0 + δ) f ′(x0) < 0. Якщо x ∈ (x0 − δ, x0), то на
вiдрiзку [x, x0] функцiя f задовольняє умови теореми Лагранжа.
А, отже, iснує така точка c1 ∈ (x, x0), що

f(x0)− f(x) = f ′(c1)(x0 − x).
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Врахувавши, що для будь-якого x ∈ (x0 − δ, x0) f ′(x) > 0, ма-
ємо, що f ′(c1) > 0 i f(x0) − f(x) > 0 для всiх x ∈ (x0 − δ, x0).
Якщо ж x ∈ (x0, x0 + δ), то на вiдрiзку [x0, x] функцiя f теж за-
довольняє умови теореми Лагранжа. А, отже, iснує така точка
c2 ∈ (x0, x), що

f(x)− f(x0) = f ′(c2)(x− x0).

Врахувавши, що для будь-якого x ∈ (x0, x0 + δ) f ′(x) < 0,
маємо, що f ′(c2) < 0 i f(x) − f(x0) < 0. Таким чином, для всiх
x ∈ (x0−δ, x0 +δ) (x 6= x0), виконується нерiвнiсть f(x) < f(x0).
А це й означає, що точка x0 є точкою максимуму для функцiї
f . Аналогiчно доводиться друга частина теореми. �

Можна довести, що якщо функцiя f визначена у деякому
околi точки x0, у точцi x0 f

′(x0) = 0, а f ′′(x0) 6= 0, то точка x0

є точкою максимуму, якщо f ′′(x0) < 0, i точкою мiнiмуму, якщо
f ′′(x0) > 0.

Теорема 14.3 (достатнi умови екстремуму). Якщо фун-
кцiя f визначена у деякому околi точки x0, має у точцi x0

похiднi до n-го порядку включно, причому

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0,

а f (n)(x0) 6= 0, то при n непарному у точцi x0 екстремуму не-
має, а при n парному точка x0 є точкою строгого мiнiмуму,
якщо f (n) > 0 i точкою строгого максимуму, якщо f (n) < 0.

Доведення. Оскiльки за умовою функцiя f у точцi x0 має n
похiдних, то її можна подати у виглядi

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o ((x− x0)
n) (14.3)

(формула Тейлора). Врахувавши, що

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0,
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а f (n)(x0) 6= 0, (14.3) можна записати у виглядi

f(x)− f(x0) =
1

n!
f (n)(x0)(x− x0)

n + o((x− x0)
n). (14.4)

Зрозумiло, що коли x досить близьке до x0, то знак цiєї рiзни-
цi повнiстю визначає перший доданок. Якщо n непарне, то при
переходi через точку x0 (x− x0)

n змiнює знак, а, отже, змiню-
ється знак рiзницi f(x) − f(x0) i екстремуму немає. Якщо ж n
парне, то перший доданок у (14.4) для x близьких до x0 повнiстю
визначається знаком числа f (n)(x0). Зокрема, якщо f (n)(x0) > 0,
то iснує окiл точки x0 такий, що для всiх x 6= x0 з цього околу
має мiсце нерiвнiсть f(x) − f(x0) > 0 або f(x) > f(x0), i точка
x0 є точкою мiнiмуму. Якщо ж f (n)(x0) < 0, то iснує окiл точки
x0 такий, що для всiх x 6= x0 з цього околу має мiсце нерiв-
нiсть f(x) − f(x0) < 0 або f(x) < f(x0), i точка x0 є точкою
максимуму. Теорема доведена. �

Наступна важлива глобальна властивiсть функцiї її опу-
клiсть вниз (опуклiсть вгору).

Означення 14.3. Функцiя f , визначена на iнтервалi (a, b),
називається опуклою вниз на ньому, якщо для будь-яких то-
чок x1, x2 ∈ (a, b) i будь-якого числа α (0 6 α 6 1) виконується
нерiвнiсть

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2). (14.5)

Якщо при x1 6= x2 i 0 < α < 1 нерiвнiсть (14.5) є строгою,
то функцiя f називається строго опуклою вниз на iнтервалi
(a, b).

Означення 14.4. Функцiя f , визначена на iнтервалi (a, b),
називається опуклою вгору на ньому, якщо для будь-яких то-
чок x1, x2 ∈ (a, b) i будь-якого числа α (0 6 α 6 1) виконується
нерiвнiсть

f(αx1 + (1− α)x2) > αf(x1) + (1− α)f(x2). (14.6)
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Якщо при x1 6= x2 i 0 < α < 1 нерiвнiсть (14.6) є строгою, то
функцiя f називається строго опуклою вгору на iнтервалi
(a, b).

Нерiвнiсть (14.5)
означає, що то-
чки будь-якої ду-
ги графiка фун-
кцiї f лежать
пiд хордою, яка
стягує цю дугу
(Рис. 8), де

x = αx1+(1−α)x2

Рис. 8

Нерiвнiсть (14.6)
означає, що то-
чки будь-якої ду-
ги графiка фун-
кцiї f лежать
над хордою, яка
стягує цю дугу
(Рис. 9), де

x = αx1+(1−α)x2

Рис. 9
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Можна довести, що будь-яка функцiя опукла вниз (вгору)
на iнтервалi (a, b) є неперервною на цьому iнтервалi. Однак не
цей факт нас буде цiкавити.

Оскiльки мова йде про дослiдження диференцiйовної фун-
кцiї, то природно вказати ту властивiсть похiдної, яка є гаран-
том опуклостi функцiї.

Теорема 14.4. Для того щоб диференцiйовна на iнтервалi
(a, b) функцiя f була опуклою вниз на цьому iнтервалi необ-
хiдно i досить, щоб її похiдна f ′ не спадала на ньому.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя f диференцiйов-
на i опукла вниз на iнтервалi (a, b). Вiзьмемо двi довiльнi точки
x1, x2 ∈ (a, b) (x1 < x2). Оскiльки функцiя f опукла вниз на
цьому iнтервалi, то для будь-якого α (0 < α < 1) виконується
нерiвнiсть (14.5). Позначимо x = αx1 + (1− α)x2. Звiдси

α =
x2 − x

x2 − x1

, 1− α =
x− x1

x2 − x1

,

i нерiвнiсть (14.5) можна записати у виглядi

f(x) 6
x2 − x

x2 − x1

f(x1) +
x− x1

x2 − x1

f(x2).

Домноживши останню нерiвнiсть на x2 − x1, дiстанемо

(x2 − x+ x− x1)f(x) 6 (x2 − x)f(x1) + (x− x1)f(x2)

або
f(x)− f(x1)

x− x1

6
f(x2)− f(x)

x2 − x
.

Оскiльки функцiя f диференцiйовна у точках x1 i x2, то

lim
x→x1

f(x)− f(x1)

x− x1

= f ′(x1) 6
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

,

lim
x→x2

f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(x2) >

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

.
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З подвiйної нерiвностi

f ′(x1) 6
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

6 f ′(x2)

випливає, що для будь-яких x1, x2 ∈ (a, b) (x1 < x2)

f ′(x1) 6 f ′(x2),

тобто похiдна f ′ неспадна на iнтервалi (a, b).
Достатнiсть. Нехай f ′ неспадна на iнтервалi (a, b) i α ∈

(0, 1). (Якщо α = 0 або α = 1 нерiвнiсть (14.5) очевидна). По-
значивши через x = αx1+(1−α)x2, маємо три точки x1 < x < x2.
Тодi за теоремою Лагранжа iснують ξ1 ∈ (x1, x), ξ2 ∈ (x, x2) такi,
що

f(x)− f(x1)

x− x1

= f ′(ξ1),
f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(ξ2).

Врахувавши, що ξ1 < ξ2, маємо f ′(ξ1) 6 f ′(ξ2) або

f(x)− f(x1)

x− x1

6
f(x2)− f(x)

x2 − x
.

Перехiд вiд останньої нерiвностi до нерiвностi (14.5) очевидний.
Теорема доведена. �

Точно у такий самий спосiб можна обгрунтувати, що для
того щоб диференцiйовна на iнтервалi (a, b) функцiя f була
опуклою вгору на цьому iнтервалi необхiдно i досить, щоб її
похiдна f ′ була незростаючою на (a, b).

Зрозумiло, що строга монотоннiсть похiдної є достатною
умовою строгої опуклостi, а якщо функцiя f на iнтервалi (a, b)
має другу похiдну, то функцiя f строго випукла вниз, якщо для
всiх x ∈ (a, b) f ′′(x) > 0, i строго випукла вгору, якщо для всiх
x ∈ (a, b) f ′′(x) < 0.
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Означення 14.5. Нехай функцiя f визначена у деякому
околi точки x0 i неперервна у цiй точцi. Точка x0 називає-
ться точкою перегину функцiї f , якщо ця точка є одночасно
кiнцем як iнтервала строгої опуклостi вниз так i iнтервала
строгої опуклостi вгору. Точку (x0, f(x0)) називають точкою
перегину графiка функцiї.

Неважко переконатись, що коли функцiя f має на iнтервалi
(a, b) неперервну другу похiдну i точка x0 ∈ (a, b) є її точкою
перегину, то f ′′(x0) = 0, тобто точки перегину для двiчi ди-
ференцiйовної функцiї слiд шукати серед розв’язкiв рiвняння
f ′′(x0) = 0 (а також серед точок, у яких f ′ неперервна, а f ′′ не
iснує). Достатною умовою того, що двiчi диференцiйовна фун-
кцiя f у точцi пiдозрiлiй на перегин його має, є змiна знаку
другою похiдною при переходi через точку x0.

Коли виникає питання про поведiнку функцiї поблизу деякої
точки (або на нескiнченностi), у якiй, як правило, сама функцiя
невизначена, то говорять про асимптотичну поведiнку функцiї в
околi цiєї точки.

Асимптотичну поведiнку функцiї у загальному випадку ха-
рактеризують бiльш простою або бiльш вивченою функцiєю, яка
в околi дослiджуваної точки з достатно малою вiдносною похиб-
кою подає значення дослiджуваної функцiї. Найпростiшої з цiєї
точки зору є лiнiйна функцiя або, висловлюючись геометричною
мовою, асимптота.

Означення 14.6. Пряма x = a називається вертикальною
асимптотою графiка функцiї f у тому випадку, якщо або
lim

x→a−0
f(x), або lim

x→a+0
f(x) є +∞ або −∞.

Означення 14.7. Пряма y = kx + b називається похилою
асимптотою графiка функцiї f при x → +∞ (при x → −∞),
якщо

lim
x→+∞

(f(x)− kx− b) = 0 ( lim
x→−∞

(f(x)− kx− b) = 0).
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Теорема 14.5. Для того щоб графiк функцiї y = f(x) мав
похилу асимптоту при x → +∞ (x → −∞) необхiдно i до-
сить, щоб iснували границi

lim
x→+∞(−∞)

f(x)

x
= k, lim

x→+∞(−∞)
(f(x)− kx) = b.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай графiк функцiї y = f(x)
має при x → +∞ асимптотою пряму y = kx + b, тобто f(x) =
kx+ b+ α(x), де lim

x→+∞
α(x) = 0. Тодi

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(
k +

b

x
+
α(x)

x

)
= k,

lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(b+ α(x)) = b.

Достатнiсть. Нехай

lim
x→+∞(−∞)

f(x)

x
= k, lim

x→+∞(−∞)
(f(x)− kx) = b.

Тодi lim
x→+∞

(f(x)−kx−b) = 0, а це й означає, що пряма y = kx+b

асимптота для функцiї f(x). �

i на завершення, схема дослiдження функцiй i побудова
графiкiв:

1. Знайти область визначення функцiї.
2. Дослiдити функцiю на парнiсть, непарнiсть, перiодичнiсть.
3. Дослiдити функцiю на неперервнiсть, знайти точки розри-

ву i вертикальнi асимптоти.
4. Знайти точки перетину графiка функцiї з осями координат.
5. Дослiдити поведiнку функцiї на нескiнченностi, знайти

горизонтальнi i похилi асимптоти.
6. Знайти точки екстремуму, промiжки монотонностi функцiї

та її екстремальнi значення.
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7. Знайти точки перегину графiка функцiї, промiжки опу-
клостi i значення функцiї у точках перегину.

8. Результати дослiдження звести в таблицю.
9. Вибрати систему координат i нанести асимптоти, точки

перетину з осями координат, точки максимуму, мiнiмуму, пере-
гину i фрагменти графiка функцiї поблизу цих точок i асимптот.

10. Побудувати графiк функцiї.

Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що додатнiсть (вiд’ємнiсть) похiдної є достатною,
але не необхiдною умовою зростання (спадання) диферен-
цiйовної на промiжку функцiї.

2. Довести, що вiдмiннiсть вiд нуля другої похiдної у стацi-
онарнiй точцi є достатною умовою екстремуму функцiї.

3. Довести, що диференцiйовна на iнтервалi (a, b) функцiя
є опуклою вниз (вгору) тодi i тiльки тодi, коли для всiх
x ∈ (a, b) нерiвнiсть

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) > 0 (6 0)

виконується для всiх x ∈ (a, b).

4. Довести, що коли для двiчi диференцiйовної функцiї, за-
даної рiвнянням ρ = ρ(ϕ) у полярних координатах, точка
M0(ϕ0, ρ(ϕ0)) є точкою перегину, то ϕ0 є коренем рiвняння

ρ(ϕ)ρ′′(ϕ)− 2(ρ′(ϕ))2 − (ρ(ϕ))2 = 0.

5. Чи може точка перегину функцiї бути її точкою екстрему-
му?

6. Довести, що у будь-якої двiчi диференцiйовної функцiї
мiж двома точками екстремуму лежить хоч одна точка пе-
регину.
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7. Довести, що у двiчi диференцiйовної функцiї мiж двома
точками перегину може i не бути точок екстремуму.

8. Дослiдити i побудувати графiки функцiй:

а) f(x) =
x3

2(x+ 1)2
, б) f(x) =

2x3 − 5x2 + 14x− 6

4x2
.

9. Дослiдити i побудувати графiки функцiй:

а)


x =

t2 + 1

4(1− t)
,

y =
t

1 + t
;

б)


x =

t

1− t2
,

y =
t− 2t3

1− t2
.

10. Дослiдити i побудувати графiки функцiй:

а) xy(x− y) + x+ y = 0, б) (x2 + y2)2 = xy.
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15 ЛЕКЦIЯ: Первiсна i невизначений iнтеграл

Первiсна та її властивостi. Невизначений iнтеграл. Основнi ме-
тоди iнтегрування. Таблиця основних iнтегралiв.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 194–199, ч. 2, с. 118–135; [2], ч. 1,
с. 313–328; [3] т. 1, с. 318–328, 350–378, [8] с. 343–349.

Через основну операцiю аналiзу (граничний перехiд) озна-
чається операцiя диференцiювання функцiй, результатом якої
є знову таки функцiї. Точнiше, якщо у кожнiй точцi деякого
промiжку функцiя f має похiдну (пiд похiдною у межовiй точцi
промiжку розумiють вiдповiдну односторонню похiдну), то вiд-
повiднiсть, яка кожнiй точцi цього промiжку вiдносить похiдну
функцiї f у цiй точцi, називають похiдною функцiєю функцiї
f i позначають f ′. Вiдшукання похiдної функцiї f ′ за заданою
функцiєю f це, так би мовити, пряма задача.

Цiлком природною є постановка оберненої задачi: за зада-
ною на деякому промiжку функцiєю f необхiдно вiдшукати
таку функцiю F , що для всiх x з цього промiжку F ′(x) = f(x).

Те, що така задача може бути розв’язаною, є очевидним фа-
ктом. Справдi, взявши будь-яку диференцiйовну на промiжку
функцiю f i знайшовши її похiдну f ′, маємо, що для функцiї
f ′ функцiя f є шуканою. Бiльше того, таким методом можна
було побудувати таблицi, з допомогою яких здiйснювати пошук
потрiбної функцiї.

Якраз таким шляхом поставлена задача була розв’язана для
деяких найпростiших елементарних функцiй, i на цiй основi для
класу рацiональних i деяких класiв iррацiональних та трансцен-
дентних функцiй. А самим сильним результатом є те, що для
будь-якої неперервної на промiжку функцiї f iснує функцiя F
(яка не обов’язково елементарна) така, що F ′(x) = f(x).

Означення 15.1. Функцiя F (x) називається первiсною
функцiєю (або просто первiсною, ще примiтивною або анти-
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похiдною) функцiї f(x) на деякому промiжку, якщо у кожнiй
точцi цього промiжку F (x) диференцiйовна i

F ′(x) = f(x).

Теорема 15.1. Якщо функцiя F (x) є первiсною функцiї f(x)
на деякому промiжку, то множина

{F (x) + C |C ∈ R} (15.1)

є множиною всiх первiсних для цiєї функцiї.

Доведення. Оскiльки для кожного елемента з множини
(15.1) (F (x) +C)′ = F ′(x) = f(x), то кожен елемент цiєї множи-
ни є первiсною функцiї f(x). Якщо Φ(x) деяка первiсна фун-
кцiї f(x) (Φ(x) 6= F (x)), то очевидно, що (Φ(x) − F (x))′ =
f(x) − f(x) = 0, тобто Φ(x) − F (x) = C. Звiдси випливає, що
будь-яку первiсну Φ(x) функцiї f(x) можна подати у виглядi

Φ(x) = F (x) + C,

тобто Φ(x) є елементом множини (15.1). �

Означення 15.2. Множина всiх первiсних функцiї f на де-
якому промiжку називається невизначеним iнтегралом фун-
кцiї f(x) на цьому промiжку i позначається∫

f(x)dx.

З теореми 15.1 випливає, що коли F (x) є первiсною функцiї
f(x), то ∫

f(x)dx := {F (x) + C |C ∈ R}.

Однак у сучаснiй математицi використовується позначення∫
f(x)dx = F (x) + C,
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де C ∈ R. Так наприклад,∫
cosxdx = sinx+ C

множина всiх первiсних функцiй, а sin x+ 1 конкретна первiсна
(Л. Ейлер невизначений iнтеграл називав повним iнтегралом, а
конкретну первiсну частковим iнтегралом).

Операцiя переходу вiд функцiї f(x) до первiсної F (x) або
невизначеного iнтеграла

∫
f(x)dx називається iнтегруванням,

причому вiдшукання невизначеного iнтеграла зводиться до вiд-
шукання однiєї первiсної.

З того, що
∫
f(x)dx = F (x) + C випливає, що

d

∫
f(x)dx = dF (x) = f(x),∫

dF (x) =

∫
F ′(x)dx = F (x) + C,

тобто операцiї диференцiювання та iнтегрування взаємно обер-
ненi, однак у другому випадку з точнiстю до константи.

Операцiя iнтегрування, як i операцiя диференцiювання, є лi-
нiйною, тобто якщо f1 i f2 мають первiснi на деякому промiжку,
то на цьому промiжку має первiсну функцiя f1 + f2, причому∫

(f1(x) + f2(x))dx =

∫
f1(x)dx+

∫
f2(x)dx.

Бiльше того, для довiльних дiйсних чисел λ i µ∫
(λf1(x) + µf2(x))dx = λ

∫
f1(x)dx+ µ

∫
f2(x)dx. (15.2)

До основних правил iнтегрування також вiдносять метод iн-
тегрування частинами i метод замiни змiнної (метод пiдстанов-
ки).
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Теорема 15.2. Якщо функцiї u(x) i v(x) диференцiйовнi

на деякому промiжку i невизначений iнтеграл
∫
v(x)u′(x)dx

iснує, то i невизначений iнтеграл
∫
u(x)v′(x)dx iснує, причо-

му ∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx. (15.3)

Доведення. Оскiльки за умовою функцiї u(x) i v(x) дифе-
ренцiйовнi, то i добуток цих функцiй є диференцiйовна функцiя
i

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Звiдси u(x)v′(x) = (u(x)v(x))′−u′(x)v(x). Очевидно, що u(x)v(x)
є первiсна функцiї (u(x)v(x))′. Крiм того за умовою теореми
функцiя u′(x)v(x) теж має первiсну. Тодi в силу (15.2) має пер-
вiсну функцiя u(x)v′(x), а отже,∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫
v(x)u′(x)dx. �

Зауваження. Формулу (15.3) записують у виглядi∫
uv′dx = uv −

∫
vu′dx.

Теорема 15.3. Нехай функцiї f(x) i ϕ(t) визначенi на дея-
ких промiжках таких, що визначено складну функцiю f(ϕ(t)).
Якщо функцiя f(x) має первiсну F (x), а функцiя ϕ(t) дифе-
ренцiйовна, то функцiя f(ϕ(t))ϕ′(t) також має первiсну i∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + C. (15.4)
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Доведення. Оскiльки функцiя F (x) визначена на тому ж
промiжку, що й функцiя f(x), то складна функцiя F (ϕ(t)) ви-
значена i згiдно правила диференцiювання складної функцiї

d

dt
(F (ϕ(t))) =

dF (x)

dx

∣∣∣∣
x=ϕ(t)

dϕ(t)

dt
= f(ϕ(t))ϕ′(t).

Таким чином, функцiя f(ϕ(t))ϕ′(t) має своєю первiсною фун-
кцiю F (ϕ(t)). А, отже, має мiсце формула (15.4). �

Зауваження. Формула (15.4) використовується при обчис-
леннi невизначених iнтегралiв у такий спосiб: якщо пiдiнтег-
ральна функцiя може бути поданою у виглядi f(ϕ(t))ϕ′(t), пря-
чому первiсна функцiї f(x) вiдома, то∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫
f(ϕ(t))dϕ(t) =

=

∫
f(x)dx = F (x) + C = F (ϕ(t)) + C.

Нехай маємо рацiональний дрiб
P (x)

Q(x)
, i нехай знаменник

Q(x) подано у виглядi

Q(x) = α0(x−x1)
k1 · · · (x−xl)

kl(x2+p1x+q1)
m1 · · · (x2+prx+qr)

mr ,

де α0 — коефiцiєнт при xn многочлена Q(x), x1, . . . , xl —
дiйснi коренi многочлена Q(x) вiдповiдно кратностi k1, . . . , kl,
x2 + p1x + q1, . . . , x

2 + prx + qr — незвiднi над полем дiйсних
чисел дiльники многочлена Q(x) (квадратнi тричлени з компле-
ксними коренями) вiдповiдно кратностi m1, . . . ,mr, k1+k2+· · ·+
kl+2m1+2m2+ · · ·+2mr = n. Тодi цей рацiональний дрiб можна
подати у виглядi

P (x)

Q(x)
= q(x) +

l∑
i=1

ki∑
j=1

Aij

(x− xi)j
+

r∑
i=1

mi∑
j=1

Bijx+ Cij

(x2 + pix+ qi)j
,(15.5)
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де q(x) — цiла частина дробу
P (x)

Q(x)
, Aij (i = 1, l, j = 1, ki), Bij,

Cij (i = 1, r, j = 1,mi) числа, якi визначаються методом не-
визначенних коефiцiєнтiв. А, отже, iнтегрування рацiонального
дробу зводиться до iнтегрування многочлена та iнтегрування
елементарних дробiв виду

A

(x− a)k
,

Bx+ C

(x2 + px+ q)k
,

де k ∈ N, A,B,C ∈ R, p2 − 4q < 0.
Тепер уже можна описати iнструментарiй, з допомогою якого

для заданої функцiї знаходять її первiсну, а, отже, невизначений
iнтеграл.

Насамперед, скориставшись таблицею похiдних елементар-
них функцiй можна скласти таблицю основних невизначених
iнтегралiв. Так, оскiльки(

xα+1

α+ 1

)′
= xα, x > 0, α 6= −1,

то на будь-якому промiжку додатної пiвосi має мiсце формула:

1.

∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ C.

У тому випадку, коли α — рацiональне число, область визна-
чення функцiї xα може поширитись i на вiд’ємну пiввiсь i навiть
на всю числову пряму. Так, наприклад, формула∫

x2dx =
x3

3
+ C

справедлива на всiй числовiй осi, а от для
∫
dx

x2
слiд писати:

∫
dx

x2
=


−1

x
+ C1, якщо x > 0,

−1

x
+ C2, якщо x < 0,
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i не iснує невизначеного iнтеграла
∫
dx

x2
на будь-якому промiж-

ку, який мiстить точку 0.
Оскiльки для функцiї

ln |x| =

{
lnx, якщо x > 0,

ln(−x), якщо x < 0

(ln |x|)′ =


1

x
, якщо x > 0,

1

x
, якщо x < 0,

то можна записати формулу:

2.

∫
dx

x
= ln |x|+ C

на будь-якому промiжку, якому не належить точка x = 0.
Далi таблиця похiдних дає можливiсть записати такi форму-

ли, що справедливi на будь-якому промiжку числової прямої.

3.

∫
axdx =

ax

lnx
+ C,

де a > 0 i a 6= 1, зокрема∫
exdx = ex + C.

4.

∫
cosxdx = sinx+ C.

5.

∫
sinxdx = − cosx+ C.
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6.

∫
chxdx = shx+ C.

7.

∫
sh xdx = ch x+ C.

8.

∫
dx

1 + x2
= arctg x+ C.

Наступнi формули справедливi на тих промiжках, якi включаю-
ться в область визначення пiдiнтегральної функцiї.

9.

∫
dx

cos2 x
dx = tg x+ C.

10.

∫
dx

sin2 x
dx = − ctg x+ C.

11.

∫
dx

1− x2
=

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C.

12.

∫
dx√

1− x2
= arcsinx+ C.

13.

∫
dx√
x2 + 1

= ln
(
x+

√
x2 + 1

)
+ C.

14.

∫
dx√
x2 − 1

= ln
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣+ C.

У таблицю невизначених iнтегралiв не увiйшли iнтеграли
навiть деяких основних елементарних функцiй (loga x, arcsinx,
arctg x тощо). Знайти такi iнтеграли можна за допомогою основ-
них правил iнтегрування (15.2) – (15.4). Так, наприклад, при
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обчисленнi iнтеграла
∫

loga xdx покладемо

u = loga x, dv = dx.

Тодi

du =
dx

x ln a
, v = x

i, скориставшись формулою (15.3), маємо:∫
loga xdx = x loga x−

∫
xdx

x ln a
= x loga x− x loga e+ C.

Точно у такий саме спосiб можна отримати:∫
arcsinxdx = x arcsinx+

√
1− x2 + C,∫

arctg xdx = x arctg x− 1

2
ln(1 + x2) + C.

А от правило пiдстановки дає можливiсть знайти невизначений
iнтеграл дробу

Ax+B

x2 + px+ q
,

де p2 − 4q < 0. Справдi, якщо подати

x2 + px+ q =
(
x+

p

2

)2

+

(
q − p2

4

)
= t2 + a2,

де t = x+
p

2
, a2 = q − p2

4
, то∫

Ax+B

x2 + px+ q
dx =

∫
A(t− p

2
) +B

t2 + a2
dt =

= A

∫
tdt

t2 + a2
+

(
B − Ap

2

)∫
dt

t2 + a2
.
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Якщо покласти u = t2 + a2, то∫
tdt

t2 + a2
=

1

2

∫
du

u
=

1

2
lnu+ C.

А якщо покласти u =
t

a
, то∫

dt

t2 + a2
=

1

a

∫
du

u2 + 1
=

1

a
arctg u+ C.

Отже,∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

A

2
ln(t2 + a2) +

2B − Ap

2a
arctg

t

a
+ C =

=
A

2
ln(x2 + px+ q) +

2B − Ap

2a
arctg

2x+ p

2a
+ C,

де a =
1

2

√
4q − p2.

При iнтегруваннi дробiв виду

Ax+B

(x2 + px+ q)n
,

де n > 1, p2− 4q < 0, дiють точно так саме, як i у попередньому
випадку, а iнтеграл

In =

∫
dt

(t2 + a2)n

обчислюють з допомогою рекурентної формули

In+1 =
1

2na2
· t

(t2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In.
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При iнтегруваннi нерацiональних елементарних функцiй
найбiльш продуктивним є метод рацiоналiзацiї, тобто перехiд
з допомогою певної пiдстановки до iнтегрування рацiональ-
ної функцiї. Звичайно такi функцiї мають певну структуру
(R(cosx, sin x), R(x,

√
ax2 + bx+ c) тощо).

Зауваження. Коли операцiя диференцiювання елементарних
функцiй не виводить за межi класу елементарних функцiй, то
для операцiї iнтегрування все значно складнiше. Причина у то-
му, що для операцiї диференцiювання ми мали правила дифе-
ренцiювання суми, добутку, частки, композицiї функцiй, а якраз
останнi операцiї, виконанi скiнченне число раз над основними
елементарними функцiями (кожна з яких має похiдну) дають
елементарну функцiю. Для операцiї iнтегрування немає правил
iнтегрування добутку, частки, композицiї, так що вповнi можли-
во, що для певних елементарних функцiй первiсними є елемен-
тарнi функцiї, але знайти їх ще нiкому не вдалося. Разом з тим
встановлено, що хоча кожна неперервна на промiжку елементар-
на функцiя має первiсну, однак є елементарнi функцiї, первiснi
яких не можна подати у скiнченному виглядi через елементарнi
функцiї, тобто операцiя iнтегрування виводить за межi класу
елементарних функцiй. Так, наприклад, показано, що iнтеграли∫

ex2

dx,

∫
cosx2dx,

∫
sin x2dx,

∫
arctg2 xdx,

∫
ex

xn
dx,

∫
sin x

xn
dx,

∫
cosx

xn
dx,

де n ∈ N, не подаються у скiнченному виглядi через елементарнi
функцiї.

На закiнчення зазначимо, що у шкiльному пiдручнику [8,
с. 343–350] вводиться тiльки поняття первiсної (термiн „iнте-
грал“ синонiм термiна „визначений iнтеграл“), а саме: „Первi-
сною для даної функцiї y = f(x) на заданому промiжку 〈a, b〉
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називається така функцiя F , похiдна якої для всiх x з iнтерва-
лу (a, b) дорiвнює f(x), тобто F ′(x) = f(x) для всiх x ∈ (a, b).“

Замiсть термiну „невизначений iнтеграл“ автори користу-
ються термiном „загальний вигляд первiсної“ i позначенням
F (x) + C. Вiдмовившись вiд використання термiну „множина
всiх первiсних“, автори змушенi були основну властивiсть пер-
вiсної сформулювати у виглядi двох теорем:

Теорема 1. Якщо на промiжку 〈a, b〉 функцiя F (x) є первi-
сною для f(x), то на цьому промiжку первiсною для f(x) буде
також функцiя F (x) + C, де C — довiльна стала (число).

Теорема 2. Будь-якi двi первiснi функцiї для однiєї i тiєї
самої функцiї вiдрiзняються одна вiд одної на сталий дода-
нок.

До iнструментарiю знаходження первiсних включено таку
таблицю.

Функцiя Загальний вигляд первiсної

y = f(x) F (x) + C

k, де k — стала kx+ C

xn, де n ∈ Z, n 6= −1
xn+1

n+ 1
+ C

sin x − cosx+ C

cosx sin x+ C

1

cos2 x
tg x+ C

1

sin2 x
− ctg x+ C
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i три правила:
1. Якщо F (x) є первiсною для f(x), а G(x) — первiсною для

g(x), то F (x) +G(x) є первiсною для f(x) + g(x).
2. Якщо F (x) є первiсною для f(x), а k — стале число, то

kF (x) є первiсною для kf(x).
3. Якщо F (x) є первiсною для f(x), а k i b — сталi (числа),

причому k 6= 0, то
1

k
F (kx+ b) є первiсною для f(kx+ b).

Таблицю первiсних доповнюють первiснi показникової, лога-
рифмiчної та степеневої функцiї [8, с. 379–387].

Завдання для самоконтролю.

1. Перевiрити, що функцiї arctg x, − arctg x, arctg
x− 1

x+ 1
,

arctg
x+ 1

x− 1
є первiсними для функцiї f(x) =

1

1 + x2
на

iнтервалi (−1, 1) i вiдрiзняються одна вiд одної на певну
сталу.

2. Знайти функцiю F , для якої

F ′′(x) = x2 + x+ 1, F ′(1) = F (1) = 1.

3. Знайти iнтеграли:

a)
∫

(3x− 2)5dx, б)
∫

xdx√
1− x2

, в)
∫

xdx

x2 + 2x− 3
,

г)
∫

xdx

x2 + 2x+ 3
, д)

∫
xdx√

x2 − 3x+ 1
.

4. Знайти iнтеграли:

a)
∫

x5

(x2 − 10)10
, б)

∫
xe−x2

dx, в)
∫ √

arctg x

1 + x2
dx,

г)
∫

lnxdx

x
√

1− 4 ln x+ ln2 x
, д)

∫ √
a2 − x2dx.
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5. Знайти iнтеграли:

a)
∫

ln2 xdx, б)
∫
x2 cos2 xdx, в)

∫
x2axdx,

г)
∫
x2 arcsinxdx, д)

∫
eax cos bxdx.

6. Знайти iнтеграли:

a)
∫

xdx

2x2 − 3x− 2
, б)

∫
x2dx

x2 − 6x+ 10
, в)

∫
dx

x3 + 1
dx,

г)
∫

dx

(x2 + 9)3
, д)

∫
dx

x6 + 2x4 + x2
.

7. Побудувати таку функцiю R(x, f(x)), де R(x, y) — рацiо-
нальна функцiя змiнних x i y, для якої можна обчислити∫

R(x, f(x))dx.

8. Знайти функцiю y = f(x), для якої f(1) = 0 i похiдна
подається у виглядi

y′ =
y2 + 1

xy(x2 + 1)
.
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16 ЛЕКЦIЯ: Iнтеграл Рiмана

Поняття iнтеграла Рiмана для функцiї n (n = 1, 2, 3) дiйсних
змiнних. Необхiднi i достатнi умови iнтегровностi функцiї. Об-
числення iнтегралiв.

Лiтература. [1], ч. 2, с. 118–160; [2], ч. 1, с. 335–375,
ч. 2, с. 113–152; [3], т. 1, с. 379–412, т. 2, с. 81–98; [9], ч. 2,
с. 207–234; Dennis D.Berkey Calculus. – New York, Saundes
college publishing, 1984, p. 267–368.

iсторично поняття iнтеграла (визначеного iнтеграла, iнтегра-
ла Рiмана) зароджувалось i формувалось в органiчнiй єдностi iз
методами вiдшукання площ фiгур i об’ємiв тiл.

Першим був метод вичерпування, за допомогою якого гре-
цький математик Евдокс (його вважають винахiдником цього
методу) дав логiчне обгрунтування (доведення) того, що площi
двох кругiв вiдносяться як квадрати їх дiаметрiв, що об’єм ко-
нуса дорiвнює однiй третинi об’єму цилiндра з тими ж основою
i висотою, А трохи бiльше, нiж через сто рокiв найвидатнiший
математик античностi Архiмед значно удосконалив метод Евдо-
кса i отримав низку нових результатiв, серед яких межi для
числа π 310

71
i 310

70
, i, чим вiн найбiльше пишався, зв’язок мiж

площею i об’ємом кулi i цилiндра, описаного навколо неї. Мiр-
кування Архiмеда були настiльки витонченi i за своєю сутнiстю
близькi до методу iнтегровних сум, що дехто (наприклад, Д. По-
йа) схильнi говорити про вiдкриття ним iнтегрального числення.

Задачi Архiмеда переглядались знову i знову з метою вияв-
лення їх можливостей у розв’язаннi нових задач. i тiльки через
двi тисячi рокiв набувають громадянства власне iнтегральнi ме-
тоди оперування з актуальними нескiнченно малими (метод не-
подiльних Кавал’єрi) i операцiя iнтегрування, пiд якою Ньютон
i Лейбнiц розумiли сумування диференцiалiв.

Сучасне означення iнтеграла було сформульовано Кошi
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(1823) i дiстало своє логiчне завершення у працях Рiмана (1853).
Означається визначений iнтеграл або як границя iнтегральних
сум, побудованих для функуцiї, визначеної на деякому вiдрiз-
ку, або як рiзниця значень первiсної на кiнцях вiдрiзка (так
вводиться поняття iнтеграла у шкiльному курсi математики).

Нехай функцiя f визначена на вiдрiзку [a, b], i нехай τ мно-
жина точок цього вiдрiзка {x0, x1, x2, . . . , xn}, де a = x0 < x1 <
x2 < · · · < xn = b. Множину τ називають розбиттям вiдрiз-
ка [a, b] на елементарнi вiдрiзки [xi−1, xi], де i = 1, n. Через
4xi будемо позначати довжину вiдрiзка [xi−1;xi], де i = 1, n.
Через 4xi будемо позначати довжину вiдрiзка [xi−1;xi], тобто
4xi = xi − xi−1, а через λ(τ) — найбiльшу з довжин елементар-
них вiдрiзкiв, тобто

λ(τ) = max
i=1,n

4xi,

i називати дiаметром розбиття (норма розбиття, дрiбнiсть
розбиття). Нехай ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) набiр чисел таких, що
ξ1 ∈ [x0, x1], ξ2 ∈ [x1, x2], . . . , ξn ∈ [xn−1, xn], тобто ξ множи-
на чисел, вибраних по одному з кожного елементарного вiдрiз-
ка. Знайдемо значення функцiї f у кожнiй точцi ξi (i = 1, n) i
складемо суму

n∑
i=1

f(ξi)4xi.

Останню суму будемо називати iнтегральною сумою функцiї
f , яка вiдповiдає розбиттю τ i набору ξ точок з кожного з еле-
ментарних вiдрiзкiв, i позначати

σ(f, τ, ξ) :=
n∑

i=1

f(ξi)4xi.

Означення 16.1. Якщо iснує

lim
λ(τ)→0

σ(f, τ, ξ),
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яка не залежить нi вiд способу розбиття вiдрiзка [a; b] на ча-
стини, нi вiд вибору точок з кожного елементарного вiдрiз-
ка, то її називають iнтегралом (iнтегралом Рiмана) функцiї
f на вiдрiзку [a, b] i позначають

b∫
a

f(x)dx.

Зауважимо, що запис

lim
λ(τ)→0

σ(f, τ, ξ) =

b∫
a

f(x)dx = I

означає, що для будь-якого ε > 0 можна вказати δ > 0 та-
ке, що для будь-якого τ , дiаметр якого задовольняє нерiвнiсть
λ(τ) < δ, i будь-якого набору ξ точок з елементарних вiдрiзкiв,
породжених розбиттям τ , виконується нерiвнiсть

|σ(f, τ, ξ)− I| < ε.

Таким чином, визначений iнтеграл

b∫
a

f(x)dx є число, у той

час як невизначений iнтеграл
∫
f(x)dx є множина функцiй, тоб-

то
b∫

a

f(x)dx ∈ R, а
∫
f(x)dx = F (x) + C,

де F ′(x) = f(x).
Поняття iнтеграла для функцiй двох i трьох змiнних можна

ввести у такий спосiб. Нехай функцiя z = f(x, y) визначена на
прямокутнику

Π = {(x, y) | a 6 x 6 b, c 6 y 6 d} = [a, b]× [c, d],
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i нехай τx = {x0, x1, . . . , xm}, де a = x0 < x1 < · · · < xm = b,
розбиття вiдрiзка [a, b] на m елементарних вiдрiзкiв, а τy =
{y0, y1, . . . , yn}, де c = y0 < y1 < · · · < yn = d, розбиття вiд-
рiзка [c, d] на n елементарних вiдрiзкiв. Провiвши через точки
x0, x1, . . . , xm прямi паралельнi осi Oy, а через точки y0, y1, . . . , yn

прямi паралельнi осi Ox, отримаємо mn елементарних прямоку-
тникiв

πij = {(x, y) |xi−1 6 x 6 xi, yj−1 6 y 6 yj} = [xi−1;xi]× [yj−1; yj].

Множину τ = {πij | i = 1,m, j = 1, n} назвемо розбиттям
прямокутника Π на елементарнi прямокутники, а число

λ(τ) = max
(i,j)

√
(xi − xi−1)2 + (yj − yj−1)2

назвемо дiаметром цього розбиття.
Нехай ξ = {(ξi, ηj) | (ξi, ηj) ∈ πij, i = 1,m, j = 1, n} — множи-

на точок, вибраних по однiй з кожного елементарного прямоку-
тника, а f(ξi, ηj) — значення функцiї f у точцi (ξi, ηj). Суму

m∑
i=1

n∑
j=1

f(ξi, ηj)4xi4yj,

де 4xi = xi − xi−1, 4yj = yj − yj−1 (4xi4yj — площа еле-
ментарного прямокутника πij), називають iнтегральною сумою
функцiї f , яка вiдповiдає розбиттю τ i набору точок ξ, i позна-
чають σ(f, τ, ξ).

Означення 16.2. Якщо iснує

lim
λ(τ)→0

σ(f, τ, ξ),

яка не залежить нi вiд способу розбиття прямокутника Π
на елементарнi прямокутники, нi вiд вибору точок з кожно-
го елементарного прямокутника, то її називають подвiйним
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iнтегралом функцiї f на прямокутнику Π i позначають∫∫
Π

f(x, y)dxdy.

Нехай функцiя f(x, y) визначена на обмеженiй квадровнiй
областi G, i нехай Π — прямокутник, який включає область G.

Позначимо через
∼
f (x, y) продовження функцiї f(x, y) з областi

G на R2 такого типу

∼
f (x, y) =

 f(x, y), якщо (x, y) ∈ G,

0 , якщо (x, y) ∈ R2 \G.

Означення 16.3. Подвiйним iнтегралом функцiї f по обла-

стi G називають подвiйний iнтеграл продовження
∼
f на будь-

якому прямокутнику Π, який включає область G, i познача-
ють ∫∫

G

f(x, y)dxdy :=

∫∫
Π

∼
f (x, y)dxdy.

Як показано у [2, ч. 2, с. 124–125] означення 16.3 коректне у
тому розумiннi, що для будь-яких двох прямокутникiв Π1 i Π2

таких, що G ⊂ Π1 ∩ Π2, iнтеграли∫∫
Π1

∼
f (x, y)dxdy,

∫∫
Π2

∼
f (x, y)dxdy

iснують або не iснують одночасно, причому у першому випадку
їх значення збiгаються.

Нехай маємо функцiю u = f(x, y, z), визначену на паралеле-
пiпедi

Π = {(x, y, z) | a 6 x 6 b, c 6 y 6 d, e 6 z 6 f} =

= [a; b]× [c; d]× [e; f ],
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i нехай τx = {x0, x1, . . . , xm}, де a = x0 < x1 < · · · < xm = b,
розбиття вiдрiзка [a; b] на m елементарних вiдрiзкiв, τy =
{y0, y1, . . . , ym}, де c = y0 < y1 < · · · < yn = d, розбиття вiд-
рiзка [c; d] на n елементарних вiдрiзкiв, i τz = {z0, z1, . . . , zp}, де
e = z0 < z1 < · · · < zp = f , розбиття вiдрiзка [e; f ] на p елемен-
тарних вiдрiзкiв. Провiвши через точки x0, x1, . . . , xm площини,
паралельнi yOz, через точки y0, y1, . . . , ym площини, паралеьнi
xOz, i через z0, z1, . . . , zp площини, паралельнi xOy, отримаємо
m · n · p елементарних паралелепiпедiв

πijk = {(x, y, z) |xi−1 6 x 6 xi, yj−1 6 y 6 yj, zk−1 6 z 6 zk} =

= [xi−1;xi]× [yj−1; yj]× [zk−1; zk].

Множину τ = {πijk | i = 1,m, j = 1, n, k = 1, p} назвемо розбит-
тям паралелепiпеда Π на елементарнi паралелепiпеди, а число

λ(τ) = max
(i,j,k)

√
(xi − xi−1)2 + (yj − yj−1)2 + (zk − zk−1)2

назвемо дiаметром цього розбиття.
Нехай

ξ = {(ξi, ηj, ζk) | (ξi, ηj, ζk) ∈ πijk, i = 1,m, j = 1, n, k = 1, p}

є множина точок, вибраних по однiй з кожного елементарно-
го паралелепiпеда, а f(ξi, ηj, ζk) — значення функцiї f у точцi
(ξi, ηj, ζk). Суму

m∑
i=1

n∑
j=1

p∑
k=1

f(ξi, ηj, ζk)4xi4yj4zk,

де 4xi = xi−xi−1, 4yj = yj−xj−1, 4zk = zk− zk−1 (4xi4yj4zk

— об’єм елементарного паралелепiпеда πijk), називають iнте-
гральною сумою функцiї f , яка вiдповiдає розбиттю τ i набору
точок ξ, i позначають σ(f, τ, ξ).
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Означення 16.4. Якщо iснує

lim
λ(τ)→0

σ(f, τ, ξ),

яка не залежить нi вiд способу розбиття паралелепiпеда Π
на елементарнi паралелепiпеди, нi вiд вибору точок з кожно-
го елементарного паралелепiпеда, то її називають потрiй-
ним iнтегралом функцiї f на паралепiпедi Π i позначають∫∫∫

Π

f(x, y, z)dxdydz.

Зауваження. У випадку, коли G — обмежена кубовна
область, потрiйний iнтеграл функцiї f по областi G означається
так: ∫∫

G

∫
f(x, y)dxdydz :=

∫∫
Π

∫
∼
f (x, y, z)dxdydz,

де G ⊂ Π,

∼
f (x, y, z) =

 f(x, y, z), якщо (x, y, z) ∈ G,

0 , якщо (x, y, z) ∈ R3 \G.

Щодо умов iснування iнтегралiв функцiй n (n = 1, 2, 3) змiн-
них, то, насамперед, необхiдною умовою iнтегровностi функцiї є
її обмеженiсть, а необхiдною i достатною умовою iнтегровностi
функцiї f на Π є її неперервнiсть майже скрiзь на Π, тобто мiра
Лебега точок розриву функцiї f на Π дорiвнює нулю.

Тут буде подано класичний критерiй iнтегровностi функцiї
за Рiманом, який належить Дарбу, причому для функцiї однiєї
змiнної. Нехай функцiя f визначена i обмежена на вiдрiзку [a; b],
i нехай τ — будь-яке розбиття вiдрiзка [a; b] на елементарнi
вiдрiзки. Суми

s(f, τ) =
n∑

k=1

mk4xk, S(f, τ) =
n∑

k=1

Mk4xk,
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де mk = inf
x∈[xk−1;xk]

f(x) Mk = sup
x∈[xk−1;xk]

f(x), називають вiдповiдно

нижньою i верхньою сумами Дарбу, побудованими за розбит-
тям τ для функцiї f .

Теорема 16.1. Для того щоб визначена i обмежена на вiд-
рiзку [a; b] функцiя f була iнтегровною на цьому вiдрiзку,
необхiдно i достатно, щоб

lim
λ(τ)→0

(S(f, τ)− s(fτ)) = 0 (16.1)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай визначена i обмежена на
вiдрiзку [a; b] функцiя f iнтегровна на цьому вiдрiзку, тобто
iснує

lim
λ(τ)→0

σ(f, τ, ξ) = I.

А це означає, що для будь-якого ε > 0, зокрема для
ε

3
, iснує

δ > 0 таке, що для кожного розбиття τ , дiаметр якого λ(τ) < δ,
виконується нерiвнiсть

|σ(f, τ, ξ)− I| < ε

3

або

I − ε

3
< σ(f, τ, ξ) < I +

ε

3
. (16.2)

Врахувавши, що для будь-якого розбиття τ вiдрiзка [a; b] на
частини

s(f, τ) = inf
ξ
σ(f, τ, ξ),

S(f, τ) = sup
ξ
σ(f, τ, ξ),

з нерiвностi(16.2) дiстанемо

I − ε

3
6 s(f, τ) 6 S(f, τ) 6 I +

ε

3
.
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Звiдси S(f, τ)−s(f, τ) 6 I+
ε

3
−I+

ε

3
< ε. Отже, для будь-якого

ε > 0 iснує δ > 0 таке, що як тiльки λ(τ) < δ, то має мiсце
нерiвнiсть S(f, τ)− s(f, τ) < ε. А це й означає, що

lim
λ(τ)→0

(S(f, τ)− s(f, τ)) = 0.

Достатнiсть. Нехай для функцiї f визначеної i обмеженої на
вiдрiзку [a; b] має мiсце (16.1). З обмеженостi зверху множини
всiх нижнiх сум Дарбу випливає iснування

sup
τ
s(f, τ) = I∗,

а з обмеженостi знизу множини всiх верхнiх сум Дарбу випли-
ває iснування

inf
τ
S(f, τ) = I∗,

причому I∗ 6 I∗. Тодi для будь-якого τ

s(f, τ) 6 I∗ 6 I∗ 6 S(f, τ) (16.3)

або 0 6 I∗ − I∗ 6 S(f, τ) − s(f, τ), що у поєднаннi з умовою
(16.1) дає рiвнiсть I∗ − I∗ = 0. Нехай I = I∗ = I∗. Тодi з (16.3)
дiстаємо, що для будь-якого τ

s(f, τ) 6 I 6 S(f, τ),

i тому для будь-якого τ виконуються нерiвностi

0 6 I − s(f, τ) 6 S(f, τ)− s(f, τ),

S(f, τ)− I 6 S(f, τ)− s(f, τ).

Врахувавши умову (16.1) дiстаємо, що

lim
λ(τ)→0

s(f, τ) = lim
λ(τ)→0

S(f, τ) = I.
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А оскiльки для будь-якої iнтегровної суми σ(f, τ, ξ) виконується
нерiвнiсть

s(f, τ) 6 σ(f, τ, ξ) 6 S(f, τ),

то в силу теореми „про два мiлiцiонери“ маємо, що
lim

λ(τ)→0
σ(f, τ, ξ) = I. А це й означає, що функцiя f iнтегровна

на вiдрiзку [a; b]. �
Тепер уже легко обгрунтувати, що кожна неперервна на вiд-

рiзку [a; b] функцiя f є iнтегровною на цьому вiдрiзку, що якщо
функцiя f на вiдрiзку [a; b] має скiнченне число точок розриву
першого роду, то вона iнтегровна на ньому.

Встановити факт iснування iнтеграла не так уже й важко, а
от його обчислення задача далеко не проста (див. [11, с. 156–
183]).

1. Нехай маємо iнтегровну на вiдрiзку [a; b] функцiю f . Зро-
зумiло, що можна для обчислення спробувати побудувати послi-
довнiсть розбиттiв, у кожному з яких взяти точки так, щоб для
побудованої послiдовностi iнтегральних сум можна було знайти
границю.

Приклад 1. Знайти

b∫
a

dx

x
, де 0 < a < b.

Розв’язання. На вiдрiзку [a; b], де a > 0, функцiя f(x) =
1

x
неперервна, а отже, iнтегровна. Нехай τn = {a, aq, aq2. . . . , aqn},
де q =

√
b
a
, розбиття вiдрiзка [a; b] на n частин. Для послiдов-

ностi (τn) маємо

lim
n→∞

λ(τn) = lim
n→∞

aqn−1(q − 1) =

= lim
n→∞

aqn(q − 1)

q
= lim

n→∞

b
(

n

√
b
a
− 1
)

n

√
b
a

= 0.
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На кожному вiдрiзку [xi−1;xi] вiзьмемо точку

ξi =
√
xi−1xi = aqi−1√q

i побудуємо послiдовнiсть (σ(f, τn)), де

σ(f, τn) =
n∑

i=1

f(ξi)4xi =

=
n∑

i=1

1

aqi−1
√
q
aqi−1(q − 1) =

q − 1
√
q

n∑
i=1

1 =
n(q − 1)
√
q

.

Знайдемо границю цiєї послiдовностi

lim
n→∞

σ(f, τn) = lim
n→∞

n

√
b
a
− 1

1
n

n

√
b
a

= ln
b

a
.

Отже,

b∫
a

dx

x
= ln

b

a
.

2. Основним методом обчислення iнтегралiв є обчислен-
ня їх за допомогою первiсної, точнiше за допомогою форму-
ли Ньютона-Лейбнiца. Якщо функцiя f неперервна на вiдрiзку
[a, b] i Φ її первiсна, то

b∫
a

f(x)dx = Φ(b)− Φ(a).

Якщо ж функцiя f кусково-неперервна на вiдрiзку [a, b],
x1, x2, . . . , xn−1, де a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,
точки розривiв першого роду i Φ1,Φ2, . . . ,Φn первiснi для фун-
кцiї f вiдповiдно на iнтервалах (a, x1), (x1, x2), . . ., (xn−1, b), то

b∫
a

f(x)dx =
n∑

k=1

(Φk(xk)− Φk(xk−1)).
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Приклад 2. Знайти

4∫
0

|x− 1|dx
|x− 2|+ |x− 3|

.

Розв’язання.

4∫
0

|x− 1|dx
|x− 2|+ |x− 3|

=

=

1∫
0

x− 1

2x− 5
dx−

2∫
1

x− 1

2x− 5
dx+

3∫
2

(x− 1)dx+

4∫
3

x− 1

2x+ 5
dx =

=
1

2

(
x+

3

2
ln |2x− 5|

)∣∣∣∣1
0

− 1

2

(
x+

3

2
ln |2x− 5|

)∣∣∣∣2
1

+

+
1

2
(x− 1)2

∣∣∣∣3
2

+
1

2

(
x+

3

2
ln |2x− 5|

)∣∣∣∣4
3

=

=
1

2

(
1 +

3

2
ln 3− 3

2
ln 5− 1 +

3

2
ln 3 + 3 + 1 +

3

2
ln 3

)
=

= 2 +
9

4
ln 3− 3

4
ln 5.

3. На основi правила диференцiювання добутку функцiй

d

dx
(u(x)v(x)) =

du

dx
v(x) + u(x)

dv

dx
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можна сформулювати правило iнтегрування частинами для ви-
значеного iнтеграла (або ж на основi правила iнтегрування ча-
стинами для невизначеного iнтеграла). А саме, якщо на вiдрiзку
[a; b] функцiї u i v неперервнi разом з своїми похiдними, то

b∫
a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)|ba −
b∫

a

u′(x)v(x)dx.

Очевидно, щоб застосувати це правило при обчисленнi iнтеграла

b∫
a

f(x)dx,

треба подати спочатку функцiю f у виглядi uv′ так, щоб можна
було знайти первiсну для функцiї u′v.

4. На основi правила диференцiювання композицiї функцiй

d

dt
(f(ϕ(t))) = f ′(ϕ(t))ϕ′(t)

можна сформулювати правило замiни змiнної у визначеному iн-
тегралi. А саме, якщо функцiя ϕ визначена i неперервно ди-
ференцiйовна на вiдрiзку [α; β], ϕ([α; β]) = [a, b], ϕ(α) = a,
ϕ(β) = b, то для будь-якої неперервної на вiдрiзку [a; b] фун-
кцiї f функцiя f(ϕ(t))ϕ′(t) неперервна на вiдрiзку [α; β] i

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t).

5. При обчисленнi визначеного iнтеграла

b∫
a

f(x)dx
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можна скористатись розкладом функцiї f(x) у степеневий ряд i
звести задачу до задачi знаходження суми числового ряду.

Приклад 3. Обчислити iнтеграл

0,2∫
0

sin x

x
dx з точнiстю до

10−4.
Розв’язання. Функцiя

f(x) =


sin x

x
, якщо x ∈ [0, 0, 2],

1 , якщо x = 0

неперервна на вiдрiзку [0; 0, 2], а отже, iнтегровна на ньому.
Проте її первiсну не можна подати у скiнченному виглядi через
елементарнi функцiї. Разом з тим

f(x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 x2n−2

(2n− 1)!
,

причому останнiй ряд рiвномiрно збiгається на вiдрiзку [0; 0, 2].
Тодi

0,2∫
0

sin x

x
dx =

0,2∫
0

f(x)dx =

=
∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n− 1)!

0,2∫
0

t2n−2dt =
∞∑

n=1

(−1)n−1 · 0, 22n−1

(2n− 1)!(2n− 1)
.

Дiстали ряд лейбнiцевого типу. Тодi число членiв ряду, яке га-
рантує задану точнiсть, визначаємо з нерiвностi

0, 22n−1

(2n− 1)!(2n− 1)
< 10−4.
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Для n = 2
1

3! · 3 · 53
=

1

2250
> 10−4,

для n = 3
1

5! · 5 · 55
=

1

24 · 57
< 10−4.

Отже,
0,2∫
0

sin x

x
dx ≈ 0, 2− 0, 23

3! · 3
≈ 0, 2− 0, 0004 = 0, 1996,

причому ∣∣∣∣∣∣
0,2∫
0

sin x

x
dx− 0, 1996

∣∣∣∣∣∣ < 10−4.

6. Нарештi приведемо основнi методи чисельного iнтегруван-
ня (їх називають квадратурними формулами), ототожнюючи
iнтеграл з площею вiдповiдної криволiнiйної трапецiї.

Нехай функцiя y = f(x) визначена i iнтегровна на вiдрiзку

[a; b] i нехай h =
b− a

n
, xk = a+kh, yk = f(xk), де k = 0, 1, . . . , n.

Тодi за формулою прямокутникiв

b∫
a

f(x)dx = h

n∑
k=1

yk +R1,

де у випадку, коли функцiя f має неперервну першу похiдну

R1 =
f ′(ξ)

2
· (b− a)2

n
, ξ ∈ [a; b];

за формулою трапецiй

b∫
a

f(x)dx =
h

2
(y0 + yn + 2

n∑
k=1

yk) +R2,
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де у випадку, коли функцiя f має неперервну другу похiдну,

R2 = −f
′′(ξ)

12
· (b− a)3

n2
, ξ ∈ [a; b];

за формулою Сiмпсона (формулою парабол)

b∫
a

f(x)dx =
h

3
(y0 + yn + 4(y1 + y3 + · · ·+ yn−1)+

+ 2(y2 + y4 + · · ·+ yn−2) +R3,

де n — парне i у випадку, коли функцiя f має неперервну чет-
верту похiдну,

R3 = −f
(IV )(ξ)

180
· (b− a)5

n4
, ξ ∈ [a; b].

Отже, ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx− h
n∑

k=1

yk

∣∣∣∣∣∣ 6 M1(b− a)2

2n
,

де M1 = max
x∈[a;b]

|f ′(x)|,

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx− h

2
(y0 + yn + 2

n−1∑
k=1

yk)

∣∣∣∣∣∣ 6 M2(b− a)3

12n2
,

де M2 = max
x∈[a;b]

|f ′′(x)|,

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx− h

3
(y0 + y2n + 4

n−1∑
k=1

y2k−1) + 2
n−1∑
k=1

y2k

∣∣∣∣∣∣ 6 M3(b− a)5

180(2n)5
,

де h =
b− a

2n
, M3 = max

x∈[a;b]
|f (IV )(x)|.
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Основним методом обчислення подвiйних i потрiйних iнте-
гралiв в рамках вузiвської програми є зведення до повторних
iнтегралiв.

7. Нехай функцiя z = f(x, y) iнтегровна на прямокутнику
Π = {(x, y) | a 6 x 6 b, c 6 y 6 d}, причому для кожного x ∈ [a; b]
функцiя f(x, y) як функцiя змiнної y iнтегровна на вiдрiзку [c; d].
Тодi має мiсце рiвнiсть∫∫

Π

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dxdy.

8. Нехай маємо область G. Будемо називати її елементар-
ною вiдносно осi Oy, якщо

G = {(x, y) | a 6 x 6 b, α(x) 6 y 6 β(x)},

де α(x) i β(x) — визначенi i неперервнi на вiдрiзку [a; b] функцiї.
Аналогiчно область G будемо називати елементарною вiдносно
осi Ox, якщо

G = {(x, y) | c 6 y 6 d, γ(y) 6 x 6 δ(x)},

де γ(y), δ(y) — неперервнi на вiдрiзку [c; d] функцiї.
Якщо функцiя z = f(x, y) неперервна на елементарнiй вiдно-

сно осi Oy областi

G = {(x, y) | a 6 x 6 b, α(x) 6 y 6 β(x)},

то ∫∫
G

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

β(x)∫
α(x)

f(x, y)dy.

Аналогiчно для елементарної вiдносно осi Ox областi G∫∫
G

f(x, y)dxdy =

d∫
c

dy

δ(y)∫
γ(y)

f(x, y)dx.
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Приклад 4. Обчислити
∫∫
G

(x+ 1)dxdy, де

G = {(x, y) |x2 + y2 6 8− 2y}.

Розв’язання. Очевидно, що область G є круг з центром у
точцi M0(0,−1) радiусом 3, тобто область G є елементарною як
вiдносно осi Oy так i осi Ox. Подамо область G у виглядi

G = {(x, y) | − 4 6 y 6 2, −
√

8− y2 − 2y 6 x 6
√

8− y2 − 2y}.

Тодi

∫∫
G

(x+ 1)dxdy =

2∫
−4

dy

√
8−y2−2y∫

−
√

8−y2−2y

(x+ 1)dx =

=

2∫
−4

(
x2

2
+ x

)∣∣∣∣
√

8−y2−2y

−
√

8−y2−2y

dy =

= 2

2∫
−4

√
9− (y + 1)2dy = 2

3∫
−3

√
9− t2dt = 4

3∫
0

√
9− t2dt =

= 4

π/2∫
0

9 cos2 udu = 18

π/2∫
0

(1 + cos 2u)du = 9π,

де t = 3 sinu, dt = 3 cos udu.

Завдання для самоконтролю.

1. Користуючись означенням визначеного iнтеграла, обчисли-

ти

b∫
a

lnx

x
dx, де 0 < a < b.
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2. Обчислити визначенi iнтеграли

a)

1∫
0

arctg xdx, б)

1∫
0

arcsin2 xdx, в)

ln 2∫
0

√
ex − 1dx.

3. Проаналiзувати, як саме вводиться i як обчислюється ви-
значений iнтеграл у шкiльному пiдручнику.

4. Обчислити подвiйнi iнтеграли:

a)
∫∫
G

xdxdy, де G — область, межею якої є крива

x2 + y2 = 4x− 2y + 4,

б)
∫∫
G

(x+ y)dxdy, де G — область, обмежена лiнiями

y2 = 2x, x+ y = 4, x+ y = 12,

в)
∫∫
G

e−x2−y2

dxdy, де G — область, обмежена кривою

x2 + y2 = r2.

5. Сформулюйте ознаку Дарбу iнтегровностi функцiї трьох
змiнних, визначеної i обмеженої на паралелепiпедi Π. До-
ведiть на її основi, що неперервна на паралепiпедi Π фун-
кцiя f(x, y, z) iнтегровна на ньому.
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6. Обчислити потрiйнi iнтеграли:

a)
∫∫∫

G

xy
√
zdxdydz, де G — область, обмежена

поверхнями z = 0, z = y, y = x2, y = 1,

б)
∫∫

G

∫
((x+ y)2 − z)dxdydz, де G — область, обмежена

поверхнями z = 0, (z − 1)2 = x2 + y2,

в)
∫∫

G

∫ √
x2 + y2 + z2dxdydz, де G — область, обмежена

поверхнею x2 + y2 + z2 = z.
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17 ЛЕКЦIЯ: Криволiнiйнi iнтеграли

Поняття криволiнiйного iнтеграла для функцiї дiйсних змiнних
та функцiї комплексної змiнної. Умови iснування. Методи обчи-
слення.

Лiтература. [1], ч. 2, с. 169–185; [3], т. 2, с. 119–129; [4],
с. 108–115, 133–137; [9], ч. 2, с. 181–200.

Поняття одномiрного визначеного iнтеграла для функцiї
однiєї змiнної, визначеної на вiдрiзку, можна перенести на фун-
кцiю двох (трьох) змiнних, визначену на плоскiй (просторовiй)
кривiй. Це означає, що в другому випадку ми будемо дiяти у
такий саме спосiб, яким було введено поняття iнтеграла для
функцiї однiєї змiнної. Такого типу iнтеграли прийнято назива-
ти криволiнiйними iнтегралами.

Нехай маємо спрямлювану (криву, яка має довжину) плоску
криву Γ, задану параметрично рiвняннями

x = ϕ(t), y = ψ(t), (α 6 t 6 β),

причому будемо припускати, що крива немає точок самопе-
ретину i не є замкненою, тобто точки A(ϕ(α), ψ(α)) (початок
кривої) i B(ϕ(β), ψ(β)) (кiнець кривої) — рiзнi. Припустимо
також, що на цiй кривiй визначена функцiя f(x, y). Нехай

τ = {t0, t1, . . . , tn},

де α = t0 < t1 < · · · < tn = β, розбит-
тя вiдрiзка [α, β] на частини. Тодi ко-
жнiй точцi ti (i = 0, 1, . . . , n) вiдпо-
вiдає точка Mi(ϕ(ti), ψ(ti)) кривої Γ.
Будемо говорити, що множина точок
T = {M0,M1, . . . ,Mn} задає розбит-
тя кривої L на n елементарних

Рис. 10
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дуг M0M1,M1M2, . . . ,Mn−1Mn (Рис. 10). Позначимо довжину
елементарної дуги Mi−1Mi через 4li (i = 1, n), а число

λ(T ) = max
i=1,n

4li

назвемо дiаметром розбиття T кривої Γ. На кожнiй елемен-
тарнiй дузi Mi−1Mi оберемо точку Ni(ξi; ηi) (зрозумiло, що вiд-
рiзку [ti−1; ti] iснує точка t∗i така, що ξi = ϕ(t∗i ), ηi = ψ(t∗i )) i
обчислимо значення функцiї f у кожнiй такiй точцi. Складемо
суму

σ(f, T, ξ) =
n∑

i=1

f(ξi, ηi)4li,

де через ξ позначена множина {N1, N2, . . . , Nn}.

Означення 17.1. Якщо iснує

lim
λ(T )→0

σ(f, T, ξ),

яка не залежить нi вiд способу розбиття кривої Γ на части-
ни, нi вiд вибору точок на кожнiй з елементарних дуг, то її
називають криволiнiйним iнтегралом першого роду функцiї
f по кривiй Γ i позначають∫

Γ

f(x, y)dl.

Зауважимо, що запис

lim
λ(T )→0

σ(f, T, ξ) = I

означає, що для будь-якого ε > 0 можна вказати δ > 0 таке,
що для всiх розбиттiв T , дiаметр яких менший δ, виконується
нерiвнiсть

|σ(f, T, ξ)− I| < ε.
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Можна довести, що коли крива Γ спрямлювана i x = x(l), y =
y(l) (0 6 l 6 S), де параметр l — довжина дуги кривої вiд точки
M0(x(0), y(0)) до точки M(x(l), y(l)) i функцiя f(ϕ(l), ψ(l)) непе-

рервна на вiдрiзку [0, S], то iнтеграл
∫
L

f(x, y)dl iснує. Зокрема

має мiсце теорема.

Теорема 17.1. Якщо функцiя z = f(x, y) неперервна у дея-
кiй областi G, яка мiстить криву Γ, а крива Γ є гладкою,
тобто функцiї x = ϕ(t), y = ψ(t) неперервно диференцiйовнi
на вiдрiзку [α; β], то криволiнiйний iнтеграл першого роду
функцiї f по кривiй L iснує i має мiсце рiвнiсть

∫
Γ

f(x, y)dl =

β∫
α

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt.

Доведення. Оскiльки за умовою крива Γ гладка, то вона
спрямлювана. Якщо вiд параметричного подання кривої Γ : x =
x(l), y = y(l) перейти до її параметричного подання x = x(t), y =
y(t), то з того, що x(0) = ϕ(α), y(0) = ψ(α), x(S) = ϕ(β),
y(S) = ψ(β) i

dl =
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt,

дiстанемо

S∫
0

f(x(l), y(l))dl =

β∫
α

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt. �

Зауваження. Хоча означення криволiнiйного iнтеграла пер-
шого роду пов’язане з функцiєю двох змiнних, визначеною на
кривiй Γ, однак вiн подається через iнтеграл Рiмана функцiї
однiєї змiнної на вiдрiзку. З цiєї причини на криволiнiйнi iнте-
грали переносяться всi властивостi iнтеграла Рiмана.
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Нехай у площинi xOy задано криву
_

AB параметричними рiв-
няннями x = ϕ(t), y = ψ(t), де ϕ(t), ψ(t) — неперервнi на
вiдрiзку [α; β] функцiї, причому початок кривої точка A має ко-
ординати (ϕ(α);ψ(α)), а кiнець кривої точка B має координати
(ϕ(β);ψ(β)), i нехай на цiй кривiй визначенi функцiї P (x, y),
Q(x, y).

Задамо розбиття τ = {t0, t1, . . . , tn}, де (α = t0 < t1 < · · · <
tn = β), вiдрiзка [α; β] на частини. У кожному з елементарних
вiдрiзкiв [tk−1; tk] вiзьмемо точку τk i знайдемо значення функцiй

P i Q у точках Mk(ϕ(τk);ψ(τk)) кривої
_

AB. Складемо суми
n∑

k=1

P (ϕ(τk), ψ(τk)4xk,

n∑
k=1

Q(ϕ(τk), ψ(τk)4yk,

де 4xk = ϕ(tk)− ϕ(tk−1), 4yk = ψ(tk)− ψ(tk−1).

Означення 17.2. Якщо iснують границi

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

P (ϕ(τk), ψ(τk))4xk, lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

Q(ϕ(τk), ψ(τk))4yk,

якi не залежать нi вiд способу розбиття вiдрiзка [α; β] на
частини, нi вiд вибору точок на кожному з елементарних
вiдрiзкiв, то їх називають криволiнiйними iнтегралами дру-

гого роду функцiй P i Q вздовж кривої
_

AB вiдповiдно по
абсцисi x i по ординатi y i позначають∫

_
AB

P (x, y)dx,

∫
_

AB

Q(x, y)dy.

На практицi, як правило, користуються сумою таких iнте-
гралiв, яку записують так:∫

_
AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy
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i називають криволiнiйним iнтегралом другого роду функцiй

P i Q вздовж кривої
_

AB.

Теорема 17.2. Якщо функцiї P i Q неперервнi у деякiй

областi G, яка мiстить криву
_

AB, а крива
_

AB є гладкою,
тобто функцiї x = ϕ(t), y = ψ(t) неперервно диференцiйов-
нi на вiдрiзку [α; β], то криволiнiйнi iнтеграли другого роду

функцiй P i Q вздовж кривої
_

AB вiдповiдно по абцисi x i по
ординатi y iснують i має мiсце рiвнiсть∫

_
AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

=

β∫
α

(P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t))dt.

Якщо крива
_

AB гладка, то у кожнiй своїй точцi вона має
дотичну, напрямнi косинуси якої є функцiями параметра l (дов-
жини кривої). Тодi формули∫
_

AB

P (x, y)dx =

∫
_

AB

P (x, y) cos ldl,

∫
_

AB

Q(x, y)dy =

∫
_

AB

Q(x, y) sin ldl,

пов’язують криволiнiйнi iнтеграли першого i другого роду.
Встановлено зв’язок мiж криволiнiйним iнтегралом другого

роду по замкненому контуру i подвiйним iнтегралом.

Означення 17.3. Область G будемо називати елементар-
ною як вiдносно Oy так i вiдносно осi Ox, якщо її замикання
G подається у виглядi ( див. Рис. 11),

G = {(x, y) | a 6 x 6 b, α(x) 6 y 6 β(x)} =

= {(x, y) | c 6 y 6 d, γ(y) 6 x 6 δ(y)},
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де α(x), β(x) — неперервнi на вiдрiзку [a; b] функцiї, а γ(y), δ(y)
є неперервнi функцiї на вiдрiзку [c; d].

Теорема 17.3. Якщо функцiї P, Q неперервнi разом з похi-

дними
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
на замиканi елементарної вiдносно осей Ox i

Oy областi G, то має мiсце рiвнiсть∫∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
Γ

Pdx+Qdy, (17.1)

де Γ — межа областi G, причому обхiд вдовж кривої Γ здiй-
снюється у додатному напрямку.

Доведення. Оскiльки замикання G областi G є область еле-
ментарна вiдносно осi Oy, тобто

G = {(x, y) | a 6 x 6 b, α(x) 6 y 6 β(x)},

де α(x), β(x) — неперервнi на вiд-
рiзку [a; b] функцiї, то подвiйний iн-

теграл
∫∫
G

∂P

∂y
dxdy iснує i дорiвнює

повторному

b∫
a

dx

β(x)∫
α(x)

∂P

∂y
dy.

Рис. 11
Отже,

∫∫
G

∂P

∂y
dxdy =

b∫
a

P (x, y)|β(x)
α(x)dx =
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=

b∫
a

(P (x, β(x))− P (x, α(x)))dx =

=

∫
_

A2B2

P (x, y)dx−
∫
_

A1B1

P (x, y)dx.

Врахувавши, що∫
_

A2B2

P (x, y)dx = −
∫
_

B2A2

P (x, y)dx,

∫
_

B1B2

P (x, y)dx =

∫
_

A2A1

P (x, y)dx = 0,

маємо ∫∫
G

∂P

∂y
dxdy = −

∫
_

A1B1

P (x, y)dx−
∫
_

B1B2

P (x, y)dx−

−
∫
_

B2A2

P (x, y)dx−
∫
_

A2A1

P (x, y)dx = −
∫
Γ

P (x, y)dx.

Аналогiчно, враховуючи, що область G є елементарною областю
вiдносно осi Ox, маємо:∫∫

G

∂Q

∂x
dxdy =

236



=

d∫
c

dy

δ(y)∫
γ(y)

∂Q

∂x
dx =

d∫
c

(Q(δ(y), y)−Q(γ(y), y))dy =

=

∫
_

C2D1

Q(x, y)dy +

∫
_

D2C1

Q(x, y)dy +

∫
_

C1C2

Q(x, y)dy +

+

∫
_

D1D2

Q(x, y)dy =

∫
Γ

Q(x, y)dy.

Якщо вiд останньої рiвностi вiдняти попередню, то отримаємо
рiвнiсть (17.1). �

На пiдставi формули (17.1) (її називають формулою Грiна)
можна сформулювати один з найважливiших результатiв теорiї
криволiнiйних iнтегралiв, а саме умову незалежностi криволi-
нiйного iнтеграла вiд форми шляху iнтегрування. Точнiше, якщо
функцiї P, Q визначенi i неперервнi разом з своїми похiдними
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
на однозв’язнiй областi G, причому для будь-якої точки

(x, y) ∈ G
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,

то якими б не були точки A i B з G криволiнiйний iнтеграл∫
_

AB

Pdx+Qdy

по кусково-гладкiй кривiй
_

AB⊂ G, не залежить вiд кривої
_

AB,
тобто iнтеграл не залежить вiд форми шляху iнтегрування, а
залежить тiльки вiд точок A i B.
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Перейдемо до означення поняття криволiнiйного iнтеграла
для функцiї комплексної змiнної. Нехай у комплекснiй площинi
задано спрямлювану криву Γ рiвнянням z = z(t) = ϕ(t) + iψ(t),
де t змiнюється вiд α до β i точка z(α) = ϕ(α) + iψ(α) початок,
а z(β) = ϕ(β) + iψ(β) кiнець кривої Γ.

Нехай функцiя f(z) = P (x, y) + iQ(x, y) однозначна i непе-
рервна у кожнiй точцi кривої Γ. Для означеностi, будемо вва-
жати, що α < β. Тодi функцiї ϕ(t) i ψ(t) визначенi i неперервнi
на вiдрiзку [α; β]. Нехай τ = {t0, t1, . . . , tn}, де α < t0 < t1 <
· · · < tn = β, розбиття вiдрiзка [α; β] на частини i λ(τ) йо-
го дiаметр. Кожнiй точцi tk (k = 0, 1, . . . , n) вiдповiдає точка
zk = ϕ(tk) + iψ(tk), а множина точок zk породжує розбиття кри-
вої Γ на елементарнi дуги. На кожному елементарному вiдрiзку
[tk−1; tk] (k = 1, n) вiзьмемо точку τk. Тодi на кожнiй елемен-
тарнiй дузi кривої маємо точку ζk = ϕ(τk) − iψ(τk). Знайдемо
значення функцiї f(z) у кожнiй точцi ζk i складемо суму

n∑
k=1

f(ζk)(zk − zk−1),

яку природно назвати комплексною iнтегральною сумою, яка
вiдповiдає розбиттю τ i набору точок τk.

Означення 17.4. Якщо iснує

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

f(ζk)(zk − zk−1),

яка не залежить нi вiд способу розбиття вiдрiзка [α; β] на
частини, нi вiд вибору точок τk на кожному з елементарних
вiдрiзкiв, то її називають iнтегралом функцiї f(z) вздовж
кривої Γ (у заданому напрямку по кривiй) i позначають∫

Γ

f(z)dz.
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Зрозумiло, що коли
∫
Γ

f(z)dz iснує, то це є комплексне чи-

сло, тому хотiлось би мати його подання в алгебраїчнiй формi.
З цiєю метою скористаємось алгебраїчною формою функцiї f(z)
i позначеннями

xk + i yk = ϕ(tk) + i ψ(tk),

xk − xk−1 = 4xk, yk − yk−1 = 4yk,

ξk + i ηk = ϕ(τk) + i ψ(τk) = ζk

Тодi
n∑

k=1

f(ζk)(zk − zk−1) =

=
n∑

k=1

(P (ξk, ηk) + i Q(ξk, ηk))(xk + iyk − xk−1 − iyk−1) =

=
n∑

k=1

(P (ξk, ηk) + i Q(ξk, ηk))(4xk + i4yk) =

=
n∑

k=1

(P (ξk, ηk)4xk −Q(ξk, ηk)4yk)+

+ i
n∑

k=1

(Q(ξk, ηk)4xk + P (ξk, ηk)4yk).

Очевидно, що дiйсна i уявна частини комплексної iнтегральної
суми самi є iнтегральними сумами, побудованями для пари фун-
кцiй P (x, y), Q(x, y), з допомогою яких вводились криволiнiйнi
iнтеграли другого роду (по координатах).

Таким чином, якщо iснує

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

f(ζk)(zk − zk−1),
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то iснують границi

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

(P (ξk, ηk)4xk −Q(ξk, ηk)4yk),

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

(Q(ξk, ηk)4xk + P (ξk, ηk)4yk),

тобто криволiнiйнi iнтеграли другого роду∫
Γ

P (x, y)dx−Q(x, y)dy,

∫
Γ

Q(x, y)dx+ P (x, y)dy,

а, отже, ∫
Γ

f(z)dz =

∫
Γ

P (x, y)dx−Q(x, y)dy+

+ i

∫
Γ

Q(x, y)dx+ P (x, y)dy.
(17.2)

Подання (17.2) пiдказує метод обчислення iнтеграла функцiї
комплексної змiнної. А саме, якщо Γ — гладка крива, тобто
подання

z(t) = ϕ(t) + i ψ(t)

має неперервну похiдну z′(t) = ϕ′(t)+ i ψ′(t), яка не обертається
в нуль на вiдрiзку [α; β], а функцiя f(z) = P (x, y) + i Q(x, y) —
визначена i неперервна у кожнiй точцi кривої Γ, то∫

Γ

f(z)dz =

=

β∫
α

(
P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)−Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)

)
dt+
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+ i

β∫
α

(
Q(ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) + P (ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)

)
dt. (17.3)

Приклад. Обчислити
∫
Γ

zdz, де Γ — частина кола |z| = 2,

яка лежить у пiвплощинi Im z < 0, причому точка z1 = −2 є
початок, а точка z2 = 2 є кiнець кривої Γ.

Розв’язання. Очевидно, що крива Γ задається рiвнянням

z(t) = 2(cos t+ i sin t) = 2eit,

де t змiнюється вiд π до 2π, а функцiя f(z) = z = x − iy. Тодi
за формулою (17.3) маємо

∫
Γ

z dz =

2π∫
π

(2 cos t(−2 sin t) + 2 sin t2 cos t)dt+

+ i

2π∫
π

(4 sin2 t+ 4 cos2 t)dt = 4i

2π∫
π

dt = 4πi.

До найважливiших результатiв iнтегрального числення фун-
кцiй комплексної змiнної належить, насамперед, центральна те-
орема теорiї аналiтичних функцiй (iнтегральна теорема Кошi)
та iнтегральна формула Кошi.

Теорема 17.4 (iнтегральна теорема Кошi). Якщо фун-
кцiя f(z) є однозначною та аналiтичною в однозв’язнiй обла-
стi G комплексної площини, то для будь-якої замкнутої
спрямлюваної кривої Γ, яка лежить в областi G, iнтеграл
функцiї f(z) вздовж кривої Γ дорiвнює нулю.

Доведення. Оскiльки за умовою функцiя f(z) = P (x, y) +
iQ(x, y) аналiтична в областi G, то у кожнiй точцi замикання D
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областi, обмеженої кривою Γ, функцiї P , Q,
∂P

∂x
,
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
,
∂Q

∂y
,

неперервнi, i виконуються умови Кошi-Рiмана

∂P

∂x
=
∂Q

∂y
,

∂Q

∂x
= −∂P

∂y
.

Будемо вважати, що замкнена область D є елементарною обла-
стю як вiдносно осi Oy так i вiдносно осi Ox. Тому за формулою
Грiна для пари функцiй P (x, y) i −Q(x, y) маємо∫∫

D

(
−∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
Γ

P (x, y)dx−Q(x, y)dy,

а для пари функцiй Q(x, y) i P (x, y) маємо:∫∫
D

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂y

)
dxdy =

∫
Γ

Q(x, y)dx+ P (x, y)dy.

Таким чином, врахувавши рiвняння Кошi-Рiмана, маємо∫
Γ

f(z)dz =

=

∫
Γ

P (x, y)dx−Q(x, y)dy + i

∫
Γ

Q(x, y)dx+ P (x, y)dy =

=

∫∫
D

(
−∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dxdy + i

∫∫
D

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂y

)
dxdy = 0. �

iнтегральна теорема Кошi дозволяє виявити зв’язок мiж зна-
ченнями аналiтичної функцiї всерединi областi i на її межi. А
саме, якщо функцiя f(z) є однозначною i аналiтичною в обла-
стi G i на її межi Γ, яка складається з одного або декiлькох
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спрямлюваних контурiв, орiєнтованих додатно вiдносно областi
G (при проходженнi контура область G має залишатись злiва),
то для будь-якої точки z0 ∈ G має мiсце iнтегральна формула
Кошi:

f(z0) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z0

dζ.

Завдання для самоконтролю.

1. Як обчислюється криволiнiйний iнтеграл∫
_

AB

Pdx+Qdy,

якщо Pdx+Qdy — повний диференцiал функцiї u(x, y)?

2. Довести, що площу плоскої фiгури, обмежену кривою Γ
можна обчислювати за формулою

S =
1

2

∫
Γ

xdy − ydx.

Скориставшись цiєю формулою, обчислити площу фiгури,
обмеженої астроїдою

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

3. Обчислити криволiнiйний iнтеграл
∫
Γ

xy2dy − x2ydx, де

Γ — коло x2 + y2 = r2,

а) звiвши його до iнтеграла Рiмана;

б) скориставшись формулою Грiна.
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4. Обчислити
∫
Γ

z

|z|
dz, де Γ — пiвколо |z| = 2,

−π
2

6 arg z 6
π

2
.

5. Обчислити iнтеграли вiд аналiтичних функцiй:

а)

1+i∫
0

(z2 − 2iz)dz; б)

1+i∫
0

z cos 2zdz;

в)

ln 2∫
0

z2ezdz.

6. Скориставшись iнтегральною формулою Кошi, обчислити
iнтеграл ∫

Γ

zez

(z2 + 1)(z − 1)
dz,

де Γ = {z | |z − 1− i| =
√

2}.
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18 ЛЕКЦIЯ: Iнтеграл Лебега

Мiра Лебега, основнi властивостi. Вимiрнi функцiї, основнi вла-
стивостi. iнтеграл Лебега, основнi властивостi.

Лiтература. [1], ч. 3, с. 45–95; [5], с. 56–153; Колмо-
горов А. Н., Фомин С. В. Элементы теории функций и
функционального анализа. М.: Наука, 1989; Тумаков И. М.
Анри Леон Лебег. М.: Наука, 1975.

Одним iз найважливiших досягнень математики XX столiт-
тя (точнiше рубежу XIX i XX ст.) було узагальнення поняття
iнтеграла Рiмана, запропоноване видатним французьким мате-
матиком Анрi Лебегом.

У його докторськiй дисертацiї, опублiкованiй у 1902 роцi
(яку по праву вважають вiдкриттям нової ери у математицi),
була розвинена теорiя мiри лiнiйних i плоских множин i на її
основi побудована нова теорiя iнтеграла. Якраз ця теорiя стала
фундаментом i головним теоретичним iнструментом для суча-
сної теорiї диференцiальних рiвнянь як звичайних так i з ча-
стинними похiдними, математичної i теоретичної фiзики, теорiї
узагальнених функцiй, теорiї лiнiйних операторiв i спектральної
теорiї, збiжностi i сумовностi розкладiв функцiй в ряди ортого-
нальних функцiй, теорiї ймовiрностей i випадкових процесiв та
iнших роздiлiв сучасної математики.

Для введення поняття iнтеграла Лебега необхiднi поняття
мiри множини i вимiрної функцiї. Мiра лiнiйної множини (пiд-
множини множини дiйсних чисел) як узагальнення поняття дов-
жини вiдрiзка означається поетапно. Спочатку означається мiра
iнтервала

m(a; b) := b− a.

Далi, виходячи з того, що кожну обмежену вiдкриту множину
G можна подати у виглядi об’єднання скiнченного числа або
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зчисленної множини попарно неперекривних iнтервалiв

G =
n⋃

k=1

(αk; βk) або G =
∞⋃

k=1

(αk; βk),

де (αi; βi) ∩ (αj; βj) = ∅, якщо i 6= j, її мiра означається так:

mG :=
n∑

k=1

(βk − αk) або mG :=
∞∑

k=1

(βk − αk).

Якщо тепер E будь-яка обмежена лiнiйна множина, то зовнi-
шньою мiрою цiєї множини називають точну нижню грань мiр
вiдкритих множин, кожна з яких включає E, тобто

m∗E := inf
G⊃E

mG,

а її внутрiшньою мiрою називають число

m∗E := b− a−m∗C(a;b)E,

де G ⊂ (a; b), C(a;b)E = (a; b) \ E.

Означення 18.1. Обмежена лiнiйна множина E називає-
ться вимiрною (вимiрною за Лебегом), якщо

m∗E = m∗E,

а спiльне значення внутрiшньої i зовнiшньої мiр називається
мiрою Лебега множини E i позначають mE = m∗E = m∗E.

Вимiрними за Лебегом виявляються вiдрiзки, причому мiра
вiдрiзка дорiвнює його довжинi, iнтервали та напiвiнтервали,
причому m(a; b) = m(a; b] = m[a; b) = b− a, скiнченнi i обмеженi
зчисленнi множини, i їх мiра дорiвнює нулю, знаменита множи-
на Кантора, i її мiра дорiвнює нулю. Вимiрною є всяка обмежена
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вiдкрита множина, i її мiра дорiвнює сумi довжин усiх iнтерва-
лiв, з яких складається ця множина, а також будь-яка обмежена
замкнена множина F , i її мiра

mF = b− a−mC[a;b]F,

де a = inf F, b = supF . Взагалi, якщо множина E вимiрна i
E ⊂ [a; b], то множина C[a;b]E — вимiрна i

mC[a;b]E = b− a−mE.

Бiльше того, об’єднання (якщо воно обмежене) i перетин скiн-
ченного або зчисленного числа вимiрних множин є вимiрнi мно-
жини. Так що привести приклад невимiрної множини далеко не
просто (див. [5, с. 78–79]).

Зауважимо, що для будь-якої вимiрної множини E mE > 0,
i для будь-яких вимiрних множин E1 i E2 (E1 ∩ E2 = ∅)

m(E1 ∪ E2) = mE1 +mE2,

тобто для мiри Лебега має мiсце властивiсть адитивностi (хара-
ктеристична властивiсть довжини i її узагальнення мiри Жорда-
на). Однак, мiра Лебега володiє також властивiстю зчисленної
адитивностi (σ-адитивностi), тобто якщо у послiдовностi (En)

вимiрних множин Ei ∩Ej = ∅ (i 6= j) i E =
∞⋃

n=1

En обмежена, то

mE =
∞∑

n=1

mEn.

Для мiри Жордана остання властивiсть, взагалi кажучи, мiсця
немає. Наприклад, множина всiх рацiональних точок вiдрiзка
[0; 1] невимiрна за Жорданом, хоча ця множина є об’єднанням
зчисленного числа одноточкових множин, мiра кожної з них до-
рiвнює нулевi, тодi як мiра Лебега цiєї множини дорiвнює ну-
левi.
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Нехай функцiя f визначена на вимiрнiй множинi E. Далi
будемо користуватись такими позначеннями:

E(f < c) := {x |x ∈ E, f(x) < c},

E(f 6 c) := {x |x ∈ E, f(x) 6 c},

E(f > c) := {x |x ∈ E, f(x) > c},

E(f > c) := {x |x ∈ E, f(x) > c},

E(f = c) := {x |x ∈ E, f(x) = c}.

Означення 18.2. Функцiя f , визначена на вимiрнiй мно-
жинi E, називається вимiрною на цiй множинi, якщо для
кожного c ∈ R множина E(f < c) вимiрна.

Зауважимо, що першi чотири множини у приведеному вище
списку множин є рiвноправними у тому розумiннi, що в озна-
ченнi вимiрної функцiї множину E(f < c) можна замiнити на
одну iз трьох множин E(f 6 c), E(f > c), E(f > c).

Поняття мiри дає можливiсть ввести поняття функцiй, якi
хоча i не є рiвними, однак у певних випадках вони можуть
замiнювати одна одну.

Означення 18.3. Функцiї f i g, визначенi на вимiрнiй мно-
жинi E, називають еквiвалентними на цiй множинi, якщо
m{x |x ∈ E, f(x) 6= g(x)} = 0.

Наприклад, функцiя Дiрiхле

D(x) =

{
0, якщо x — iррацiональне число,

1, якщо x — рацiональне число

еквiвалентна на вiдрiзку [a, b] функцiї g(x) ≡ 0 на цьому вiдрiз-
ку.
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Властивiсть вимiрностi функцiї є властивiстю класiв еквiва-
лентних функцiй, тобто якщо функцiя f вимiрна на множинi E,
то i будь-яка еквiвалентна їй функцiя теж буде вимiрною.

Серед найважливiших властивостей вимiрних функцiй на-
звемо такi:

1◦. Якщо функцiя f вимiрна на множинi E, то вона вимiрна
на будь-якiй вимiрнiй пiдмножинi множини E.

2◦. Якщо функцiя f вимiрна на множинах E1, E2, . . . , En, . . .,

то вона вимiрна на перетинi цих множин, i коли
∞⋃

n=1

En обмеже-

на, то i на їх об’єднаннi.
3◦. Будь-яка функцiя, визначена на множинi мiри нуль, є

вимiрною.
4◦. Якщо функцiї f i g вимiрнi на множинi E, то функцiї

(f + g)(x), (f − g)(x), (fg)(x) i
(
f

g

)
(x)

(за умови, що ∀x ∈ E g(x) 6= 0) вимiрнi на E.
5◦. Якщо послiдовнiсть (fn(x)) вимiрних на множинi функцiй

збiгається до функцiї f(x), то гранична функцiя f вимiрна на
E.

Таким чином, не тiльки арифметичнi операцiї над вимiрними
функцiями не виводять за межi класу вимiрних функцiй, але й
основна операцiя аналiзу граничний перехiд теж не виводить за
межi цього класу.

6◦. Будь-яка неперервна на вiдрiзку [a; b] функцiя є вимiрною
на цьому вiдрiзку.

i на завершення фундаментальний результат М. М. Лузiна
про зв’язок мiж класом неперервних i класом вимiрних функцiй.

7◦ (теорема Лузiна або C-властивiсть вимiрних функцiй).
Для того щоб функцiя f була вимiрною на вiдрiзку [a; b], необ-
хiдно i досить, щоб для будь-якого ε > 0 iснувала неперервна
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на вiдрiзку [a, b] функцiя g така, що

m{x |x ∈ [a, b], f(x) 6= g(x)} < ε.

Можна сказати, що теорема Лузiна стверджує, що будь-яка
вимiрна на вiдрiзку функцiя може бути трансформованою у не-
перервну шляхом змiни її значень на множинi як завгодно малої
мiри, тобто у цьому розумiннi вимiрнi функцiї близькi до непе-
рервних.

iнтеграл Лебега можна ввести по-рiзному. Тут пропонується
пiдхiд, запропонований самим Лебегом. Нехай на вимiрнiй мно-
жинi E визначена обмежена i вимiрна функцiя f . Обмеженiсть
функцiї f гарантує iснування такої пари чисел A i B (зви-
чайно не єдиної), що для всiх x ∈ E виконується нерiвнiсть
A < f(x) < B.

Нехай T = {y0, y1, . . . , yn}, де A = y0 < y1 < · · · < yn = B,
розбиття вiдрiзка [A,B] на частини i

λ(T ) = max
k=1,n

(yk − yk−1) = max
k=1,n

4yk

є дiаметр цього розбиття. Нехай Ek = {x | yk−1 6 f(x) < yk}
(k = 1, n) множина тих точок з множини E, для яких зна-
чення функцiї f належить напiвiнтервалу [yk−1, yk) (множина
Ek формується не за принципом близькостi точок на осi Ox,
а за принципом близькостi значень функцiї). Вимiрнiсть фун-
кцiї f на множинi гарантує вимiрнiсть множин Ek = {x | f(x) <
yk} \ {x | f(x) < yk−1}. На кожному вiдрiзку [yk−1, yk] вiзьмемо
точку yk i складемо суму

σ(f, T, Y ) =
n∑

k=1

ykmEk,

де Y = {y1, y2, . . . , yn}, i назвемо її iнтегральною сумою Лебега,
побудованою для функцiї f при розбиттi T вiдрiзка [A,B] на
частини i множинi Y точок, вибраних з кожного елементарного
вiдрiзка [yk−1, yk].
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Означення 18.4. Якщо iснує

lim
λ(T )→0

σ(f, T, Y ),

яка не залежить нi вiд способу розбиття вiдрiзка [A,B] на
частини, нi вiд вибору точки на кожному з елементарних
вiдрiзкiв, то її називають iнтегралом Лебега функцiї f по
множинi E i позначають

(L)

∫
E

f(x)dm(x),

а про функцiю f кажуть, що вона iнтегровна за Лебегом на
множинi E.

Приклад 1. Довести, що функцiя Дiрiхле

D(x) =

{
0, якщо x — iррацiональне число,

1, якщо x — рацiональне число

iнтегровна за Лебегом на вiдрiзку [0; 1], i що

(L)

∫
[0;1]

D(x)dm(x) = 0.

Розв’язання. Очевидно, що вiдрiзок [0; 1] є вимiрна множи-
на, а функцiя D(x) вимiрна на ньому. Справдi, для c 6 0

{x |x ∈ [0, 1], D(x) < c} = ∅,

для c ∈ (0; 1]

{x |x ∈ [0; 1], D(x) < c} = {x |x ∈ [0; 1], x є iррацiональним },

для c > 1
{x |x ∈ [0; 1], D(x) < c} = [0; 1],
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тобто для будь-якого c ∈ R множина {x |D(x) < c} є вимiр-
ною. Нехай A = −1, B = 2. Тодi для будь-якого розбиття T =
{y0, y1, . . . , yn} Ek1 = {x |x ∈ [0; 1], x — iррацiональне число},
Ek2 = {x |x ∈ [0; 1], x — рацiональне число}, де k1 — номер того
елементарного вiдрiзка, для якого 0 ∈ [yk1−1, yk1 ], k2 — номер
того елементарного вiдрiзка, для якого 1 ∈ [yk2−1, yk2 ], для всiх
останнiх k Ek = ∅. Отже,

σ(f, T, Y ) = yk1
mEk1 = yk1

,

де yk1
∈ [yk1−1, yk1 ], а

lim
λ(T )→0

σ(f, T, Y ) = 0.

А це й означає, що (L)

∫
[0,1]

D(x)dm(x) = 0.

Теорема 18.1. Якщо визначена на вимiрнiй множинi E
функцiя f обмежена i вимiрна, то вона iнтегровна на цiй
множинi.

Доведення. Для кожного розбиття T можна побудувати двi
суми

s(f, T ) =
n∑

k=1

yk−1mEk, S(f, T ) =
n∑

k=1

ykmEk.

Суми першого типу називають нижнiми iнтегральними сумами
Лебега, а суми другого типу — верхнiми iнтегральними сума-
ми Лебега (аналог сум Дарбу). Очевидно, що множина нижнiх
сум Лебега обмежена зверху, а множина верхнiх сум Лебега
обмежена знизу. Отож iснують

I∗ = sup
T
s(f, T ), I∗ = inf

T
S(f, T ).
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Якщо врахувати, що

S(f, T )− s(f, T ) =
n∑

k=1

ykmEk −
n∑

k=1

yk−1mEk =

=
n∑

k=1

4ykmEk 6 λ(T )
n∑

k=1

mEk = λ(T )mE,

то lim
λ(T )→0

(S(f, T ) − s(f, T )) = 0 i I∗ = I∗ = I. А оскiльки для

будь-якого розбиття T i будь-якого вибору точок з кожного еле-
ментарного вiдрiзка

s(f, T ) 6 σ(f, T, Y ) 6 S(f, T ),

lim
λ(T )→0

s(f, T ) = lim
λ(T )→0

S(f, T ) = I,

то lim
λ(T )→0

σ(f, T, Y ) = I. А це й означає, що функцiя f iнтегровна

за Лебегом на множинi E. �
Зауваження. Не важко обгрунтувати коректнiсть означення

iнтеграла Лебега, тобто незалежнiсть границi iнтегральних сум
вiд вибору вiдрiзка [A,B], всерединi якого мiстяться всi значен-
ня обмеженої вимiрної функцiї (див. [1, с. 82]).

Теорема 18.2. Якщо визначена на вимiрнiй множинi E
функцiя f обмежена i вимiрна, то має мiсце нерiвнiсть

amE 6 (L)

∫
E

f(x)dm(x) 6 bmE, (18.1)

де a = inf
x∈E

f(x), b = sup
x∈E

f(x).

Доведення. Насамперед, з умови теореми вiдразу випливає
iнтегровнiсть функцiї f . Якщоm— натуральне число, то a− 1

m
<
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a i b < b + 1
m

i для всiх x з E a − 1
m
< f(x) < b + 1

m
. Нехай T

довiльне розбиття вiдрiзка [a − 1
m
, b + 1

m
] на частини. Тодi для

k = 1, n

a− 1

m
< yk < b+

1

m
,

а також(
a− 1

m

) n∑
k=1

mEk 6
n∑

k=1

yk mEk 6

(
b+

1

m

) n∑
k=1

mEk

або (
a− 1

m

)
mE 6 S(f, T ) 6

(
b+

1

m

)
mE.

Якщо тепер перейти до границi спочатку при λ(T ) → 0, а потiм
при m→∞, то отримаємо нерiвнiсть (18.1). �

Теорема 18.3 (лiнiйнiсть iнтеграла Лебега). Якщо фун-
кцiї f i g iнтегровнi за Лебегом на множинi E, а α i β є
довiльнi дiйснi числа, то функцiя αf + βg iнтегровна на E,
причому

(L)

∫
E

(αf(x) + βg(x))dm(x) =

= (L)α

∫
E

f(x)dm(x) + (L) β

∫
E

g(x)dm(x). (18.2)

Теорема 18.4 (адитивнiсть iнтеграла Лебега). Якщо фун-
кцiя f iнтегровна за Лебегом на множинi E, то вона iнте-
гровна на множинах E(1), E(2), де E(1), E(2) — вимiрнi пiдмно-
жини множини E такi, що E(1) ∩ E(2) = ∅, E(1) ∪ E(2) = E,
причому

(L)

∫
E

f(x)dm(x) = (L)

∫
E(1)

f(x)dm(x) + (L)

∫
E(2)

f(x)dm(x).(18.3)
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Доведення. Нехай E(1) — вимiрна пiдмножина вимiрної мно-
жини E. Тодi для будь-якого c ∈ R множина

{x |x ∈ E(1), f(x) < c} = E(1) ∩ {x |x ∈ E, f(x) < c}

є вимiрною як перетин двох вимiрних множин. Таким чином,
звуження f (1) функцiї f на вимiрну пiдмножину E(1) є вимiр-
ною функцiєю на E(1). Точно так саме звуження f (2) функцiї
f на вимiрну пiдмножину E(2) є вимiрною функцiєю на E(2). З
обмеженостi i вимiрностi функцiї f на вимiрних множинах E(1)

i E(2) випливає iснування iнтегралiв

(L)

∫
E(1)

f(x)dm(x), (L)

∫
E(2)

f(x)dm(x).

Залишається показати, що має мiсце рiвнiсть (18.3). Нехай для
всiх x ∈ E A < f(x) < B, i нехай T — розбиття вiдрiзка [A,B]
на частини. Тодi для кожного елементарного вiдрiзка [yk−1, yk]
множина

Ek = {x |x ∈ E, yk−1 6 f(x) < yk}
подається як об’єднання двох вимiрних множин

E
(1)
k = {x |x ∈ E(1), yk−1 6 f(x) < yk},

E
(2)
k = {x |x ∈ E(2), yk−1 6 f(x) < yk},

причому цi множини не мають спiльних точок. Звiдси випливає,
що

mEk = mE
(1)
k +mE

(2)
k ,

а також

S(f, T ) =
n∑

k=1

yk mEk =
n∑

k=1

yk (mE
(1)
k +mE

(2)
k ) =

=
n∑

k=1

yk mE
(1)
k +

n∑
k=1

yk mE
(2)
k = S(f (1), T ) + S(f (2), T ).
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Якщо в останнiй рiвностi перейти до границi при λ(T ) → 0, то
дiстанемо рiвнiсть (18.3). �

Теорема 18.5 (зчисленна адитивнiсть). Якщо функцiя f

iнтегровна за Лебегом на множинi E, а E =
∞⋃

n=1

E(n), де E(i)∩

E(j) = ∅, якщо i 6= j, то

(L)

∫
E

f(x)dm(x) =
∞∑

n=1

(L)

∫
E(n)

f(x)dm(x). (18.4)

Доведення. Скориставшись методом математичної iндукцiї,

не важко показати, що коли En =
n⋃

k=1

E(k), де E(k) (k = 1, n)

— вимiрнi пiдмножини вимiрної множини E i Ei ∩ Ej = ∅ при
i 6= j, то для вимiрної i обмеженої на En функцiї f маємо

(L)

∫
En

f(x)dm(x) =
n∑

k=1

(L)

∫
E(k)

f(x)dm(x).

Оскiльки функцiя f обмежена, то iснуєM > 0 таке, що для всiх

x ∈ E |f(x)| 6 M . Нехай E =
∞⋃

n=1

E(n), де E(n) (n = 1, 2, . . .)

— вимiрнi пiдмножини вимiрної множини E i Ei ∩ Ej = ∅ при
i 6= j. Тодi в силу зчисленної адитивностi мiри Лебега

mE =
∞∑

n=1

mE(n),

i для будь-якого ε > 0, зокрема для
ε

M
, можна вказати n0 таке,

що для всiх n > n0

mE −
n0∑

k=1

mE(k) =
∞∑

k=n0+1

mE(k) <
ε

M
.
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А оскiльки для кожного n

(L)

∫
E

f(x)dm(x) =
n∑

k=1

(L)

∫
E(k)

f(x)dm(x)+(L)

∫
∞⋃

k=n+1
E(k)

f(x)dm(x),

то для n > n0

|(L)

∫
E

f(x)dm(x)−
n∑

k=1

(L)

∫
E(k)

f(x)dm(x)| =

= |(L)

∫
∞⋃

k=n+1
E(k)

f(x)dm(x)| 6 (L)

∫
∞⋃

k=n+1
E(k)

|f(x)|dm(x) 6

6 M(L)

∫
∞⋃

k=n
E(k)

dm(x) = M m
∞⋃

k=n

E(k) =

= M
∞⋃

k=n+1

mE(k) < M · ε
M

= ε.

Отже, ми показали, що для будь-якого ε > 0 iснує n0 таке, що
для всiх n > n0 виконується нерiвнiсть

|
n∑

k=1

(L)

∫
E(k)

f(x)dm(x)− (L)

∫
E

f(x)dm(x)| < ε.

А це й означає, що ряд
∞∑

n=1

(L)

∫
E(n)

f(x)dm(x)
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збiгається, i його сума дорiвнює

(L)

∫
E

f(x)dm(x).

Теорема доведена. �

Теорема 18.6. Якщо функцiя f iнтегровна на вiдрiзку [a, b]
за Рiманом, то вона iнтегровна на цьому вiдрiзку i за Лебе-
гом, причому

b∫
a

f(x)dx = (L)

∫
[a,b]

f(x)dm(x). (18.5)

Доведення. Якщо функцiя f iнтегровна за Рiманом на вiд-
рiзку [a, b], то вона обмежена (необхiдна умова збiжностi) i ви-
мiрна на цьому вiдрiзку. А, отже, вона iнтегровна за Лебегом
на вiдрiзку [a, b]. Залишається довести, що має мiсце рiвнiсть
(18.5). Нехай τ = {x0, x1, . . . , xn}, де a = x0 < x1 < · · · < xn =
b, розбиття вiдрiзка [a, b] на частини. На кожному промiжку
[x0, x1), [x1, x2), . . ., [xn−2, xn−1), [xn−1, xn) функцiя f обмежена i
вимiрна, а, отже, iснують iнтеграли Лебега

(L)

∫
[x0,x1)

f(x)dm(x), (L)

∫
[x1,x2)

f(x)dm(x), . . . ,

(L)

∫
[xn−2,xn−1)

f(x)dm(x), (L)

∫
[xn−1,xn)

f(x)dm(x).

Нехай
mk = inf

x∈[xk−1,xk]
f(x), Mk = sup

x∈[xk−1,xk]

f(x).
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Тодi за теоремою 18.2 мають мiсце нерiвностi

m1m[x0, x1) 6 (L)

∫
[x0,x1)

f(x)dm(x) 6 M1m[x0, x1),

m2m[x1, x2) 6 (L)

∫
[x1,x2)

f(x)dm(x) 6 M2m[x1, x2),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

mn−1m[xn−2, xn−1) 6 (L)

∫
[xn−2,xn−1)

f(x)dm(x) 6

6 Mn−1m[xn−2, xn−1),

mnm[xn−1, xn] 6 (L)

∫
[xn−1,xn]

f(x)dm(x) 6 Mnm[xn−1, xn].

Якщо врахувати, що m[x0, x1) = x1 − x0 = 4x1, m[x1, x2) =
x2 − x1 = 4x2, . . . , m[xn−2, xn−1) = xn−1 − xn−2 = 4xn−1,
m[xn−1, xn] = xn−xn−1 = 4xn, i скласти цi нерiвностi, то будемо
мати нерiвнiсть

n∑
k=1

mk4xk 6
n∑

k=1

(L)

∫
[xk−1,xk)

f(x)dm(x) 6
n∑

k=1

Mk4xk

або

s(f, τ) 6 (L)

∫
[a,b]

f(x)dm(x) 6 S(f, τ),
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де s(f, τ), S(f, τ) вiдповiдно нижня i верхня суми Дарбу, побу-
дованi для функцiї f при розбиттi τ . А оскiльки

lim
λ(τ)→0

s(f, τ) = lim
λ(τ)→0

S(f, τ) =

b∫
a

f(x)dx,

то при λ(τ) → 0 маємо

b∫
a

f(x)dx 6 (L)

∫
[a,b]

f(x)dm(x) 6

b∫
a

f(x)dx.

А отже, має мiсце рiвнiсть (18.5). �
Зауваження. Якщо врахувати, що обмежена на вiдрiзку

[a, b] функцiя f iнтегровна на ньому тодi i тiльки тодi, коли
вона неперервна майже скрiзь, тобто мiра Лебега множини
її точок розриву дорiвнює нулю, то при обчисленi iнтеграла
Рiмана можна перейти до iнтеграла Лебега, який вдається
обчислити, скориставшись зчисленною адитивнiстю. Якщо ж
врахувати, що iнтеграли Лебега вiд еквiвалентних функцiй
рiвнi мiж собою, то при обчисленнi iнтеграла Лебега розривної
функцiї можна спробувати перейти до неперервної функцiї
еквiвалентної данiй i обчислити iнтеграл Рiмана неперервної
функцiї.

Приклад 2. Обчислити

1∫
0

f(x)dx, де

f(x) =

 cos2 x, якщо x ∈ P0,

1

2n
, якщо x належить iнтервалу n-го рангу,

P0 — множина Кантора.
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Розв’язання. Оскiльки множина точок розриву функцiї f є
пiдмножиною множини P0, а mP0 = 0, то iнтеграл Рiмана iснує.
А отже,

1∫
0

f(x)dx = (L)

∫
[0,1]

f(x)dm(x) = (L)

∫
P0

f(x)dm(x)+

+(L)

∫
[0,1]\P0

f(x)dm(x) = (L)

∫
[0,1]\P0

f(x)dm(x) =

=

2/3∫
1/3

1

2
dx+ 2

2/9∫
1/9

1

22
dx+ 22

2/27∫
1/27

1

23
dx+ · · ·+

+2n−1

2/3n∫
1/3n

1

2n
dx+ · · · = 1

2

(
1

3
+

1

9
+

1

27
+ · · ·+ 1

3n
+ · · ·

)
=

1

4
.

Приклад 3. Обчислити (L)

∫
[0,1]

f(x)dm(x), де

f(x) =


sin πx, якщо x ∈ [0, 1

2
) ∩ C[0,1]P0,

cos πx, якщо x ∈ [1
2
, 1] ∩ C[0,1]P0,

ex2
, якщо x ∈ P0,

де P0 — канторова множина.
Розв’язання. Оскiльки функцiя f(x) еквiвалентна функцiї

g(x) =

 sin πx, якщо x ∈ [0, 1
2
),

cos πx, якщо x ∈ [1
2
, 1],
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яка кусково неперервна, а, отже, iнтегровна за Рiманом, то

(L)

∫
[0,1]

f(x)dm(x) =

1∫
0

g(x)dx =

=

1/2∫
0

sin πxdx+

1∫
1/2

cos πxdx = − 1

π
cos πx

∣∣∣∣1/2

0

+
1

π
sin πx

∣∣∣∣1
−1/2

= 0.

Завдання для самоконтролю.

1. Означити множину Кантора P0 i знайти її мiру Лебега.

2. Нехай 0 < a < 1. Побудуємо множину D з допомогою
такої процедури. За першим кроком з сегмента [0, 1] вилу-
чимо серединний iнтервал (iнтервал з центром у серединi
вiдрiзка [0, 1]) довжини

a

2
. На другому кроцi з кожного

вiдрiзка, що залишились, вилучимо серединний iнтервал
довжини

a

23
. На n-му кроцi з кожного з 2n−1 вiдрiзкiв,

що залишились, вилучимо серединний iнтервал довжини
a

22n−1
. Множина точок вiдрiзка [0, 1], якi залишаться пiсля

зчисленного числа крокiв, i є множина D. Знайти її мiру.

3. Довести, що множина E (E ⊂ [A,B]) i функцiя

ϕE(x) =

{
1, якщо x ∈ E,
0, якщо x ∈ [A,B] \ E

(характеристична функцiя множини E) одночасно або ви-
мiрнi, або нi.

4. Приведiть приклад функцiї, яка iнтегровна за Лебегом, але
не iнтегровна за Рiманом.
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5. Обчислити iнтеграл Лебега функцiї f(x) на вiдрiзку [0, 1],
якщо f(x) = 10 у точках канторової множини P0, а на
сумiжних iнтервалах графiком функцiї є верхнi пiвкола,
якi опираються на цi iнтервали, як на дiаметри.

6. Довести, що коли

f(x) =

{
0, якщо x ∈ P0,

n, якщо x належить iнтервалу n-го рангу,

то

(L)

∫
[0,1]

f(x)dm(x) = 3 .
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19 ЛЕКЦIЯ: Застосування iнтегрального чис-
лення до розв’язування задач геометрiї

Обчислення площ плоских фiгур. Обчислення довжини дуги
кривої. Обчислення об’ємiв тiл. Обчислення площ поверхонь тiл.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 248–264, ч. 2, с. 160–166; [2], ч. 1,
с. 379–389, ч. 2, с. 135–136, 188–194; [3], т. 1, с. 413–438, т. 2,
с. 159–161; [10], с. 189–214.

Важливим класом задач, при розв’язуваннi яких iстотно ви-
користовується iнтеграл Рiмана, є задачi, пов’язанi з обчислен-
ням певних величин (площi фiгури, довжини кривої, роботи, яку
виконує певна сила тощо). У таких задачах метод обчислення
органiчно пов’язаний з означенням такої величини.

Так при обчисленнi площ плоских фiгур виходять з того, що
вiдомо характеристичнi властивостi площ i площi найпростiших
геометричних фiгур, i на пiдставi цього будують процедуру об-
числення площi заданої фiгури (наприклад, криволiнiйної тра-
пецiї). Результатом цiєї процедури (завершується вона, як пра-
вило, граничним переходом) є деяке число, яке й приймають за
площу фiгури, тобто нiби хiд думки спрямовуємо у зворотньому
напрямку, перетворюючи метод обчислення площi в її означен-
ня, не перевiряючи, як правило того, що таке означення площi
задовольняє її характеристичнi властивостi, але використовують
це у разi потреби.

Зауваження. Оскiльки iнтеграл Рiмана є адитивною фун-
кцiєю на класi множин, вимiрних за Жорданом, то при поданнi
певної адитивної величини через iнтеграл не складають iнте-
гральних сум, а знаходять так званий диференцiальний елемент
(диференцiал) цiєї величини, який iнтегрують на заданiй мно-
жинi (у такому розумiннi iнтеграл можна вважати неперервним
аналогом суми, а метод обчислення — аналогом методу непо-
дiльних Кавальєрi).
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1. Обчислення площ плоских фiгур.

Множину точок площини, аналiтичне подання якої має ви-
гляд

D = {(x, y) | a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x)},
де f(x) — неперервна на вiдрiзку [a, b] функцiя, називають кри-
волiнiйною трапецiєю.

Будемо вважати, що така фiгура має площу, якщо iснує
спiльна границя площ многокутникiв, вписаних у цю фiгуру, i
площ многокутникiв, описаних навколо неї, причому многоку-
тники будемо будувати у такий спосiб (Рис. 12).

Задамо розбиття

τ = {x0, x1, . . . , xn},

де a = x0 < x1 < · · · < xn = b, вiдрiз-
ка [a, b] на частини, i на кожному еле-
ментарному вiдрiзку побудуємо два
прямокутники з основою [xk−1;xk] i
висотами вiдповiдно

Рис. 12

mk = min
x∈[xk−1,xk]

f(x), Mk = min
x∈[xk−1;xk]

f(x)

(останнi iснують, оскiльки функцiя f неперервна на вiдрiзку
[a; b]). Тодi площа многокутника, складеного з прямокутникiв

dk = {(x, y) |xk−1 6 x 6 xk, 0 6 y 6 mk},

дорiвнює
n∑

k=1

mk4xk, а площа многокутника, складеного з пря-

мокутникiв

Dk = {(x, y) |xk−1 6 x 6 xk, 0 6 y 6 Mk},
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дорiвнює
n∑

k=1

Mk4xk.

Якщо iснують

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

mk4xk, lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

Mk4xk,

де λ(τ) — дiаметр розбиття τ , i рiвнi мiж собою, то їх спiльне
значення називають площею криволiнiйної трапецiї D (саму
фiгуру D називають квадровною фiгурою) i позначають S(D).

Проблема iснування площi у даному випадку негайно знiма-
ється, якщо врахувати, що суми

n∑
k=1

mk4xk,
n∑

k=1

Mk4xk

є вiдповiдно нижньою i верхнею сумами Дарбу, побудованими
для функцiї f за розбиттям τ , i що кожна неперервна на вiдрiзку
функцiя є iнтегровною на ньому. Таким чином,

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

mk4xk = lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

Mk4xk =

b∫
a

f(x)dx,

а, отже, площа криволiнiйної трапецiї D обчислюється за фор-
мулою

S(D) =

b∫
a

f(x)dx. (19.1)

На пiдставi властивостi адитивностi площi за площу фiгури

D = {(x, y) | a 6 x 6 b, f(x) 6 y 6 g(x)},
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де f(x), g(x) — неперервнi на вiдрiзку [a, b] функцiї, слiд при-
йняти число

S(D) =

b∫
a

(g(x)− f(x))dx. (19.2)

Якщо фiгура D має аналiтичне подання виду

D = {(x, y) | a 6 x 6 b, f(x) 6 y 6 0},

то за площу цiєї фiгури приймають число

S(D) =

b∫
a

|f(x)|dx. (19.3)

Приклад 1. Обчислити площу спiльної частини двох фiгур,
обмежених лiнiями x2 + y2 = 25, (x− 8)2 + y2 = 25.

Розв’язання. Очевидно, що даними рiвняннями задаються
два кола з центрами вiдповiдно у точках O(0, 0), C(8, 0) i
радiусом r = 5. Перетинаються цi кола у точках A(4, 3) i
B(4,−3) (Рис. 13).

Тодi

S = 4

5∫
4

√
25− x2dx.

Нехай x = 5 sin t. Тодi
dx = 5 cos tdt, новi межi

α = arcsin
4

5
, β =

π

2
.

Отже,
Рис. 13
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S = 4

π/2∫
arcsin 4/5

25 cos2 tdt = 50

π/2∫
arcsin 4/5

(1 + cos 2t)dt =

= 50

(
t+

sin 2t

2

)∣∣∣∣π/2

arcsin 4/5

=

= 50

(
π

2
− arcsin

4

5
− sin(arcsin

4

5
) cos(arcsin

4

5
)

)
=

= 50(arcsin 1− arcsin
4

5
)− 50 · 4

5
· 3

5
= 50 arcsin

3

5
− 24 ≈

≈ 50 · 0, 6435− 24 = 8, 175.

Нехай межа плоскої фiгури D є кусково-гладкою замкненою
кривою, заданою параметрично рiвняннями x = ϕ(t), y = ψ(t),
де ϕ, ψ — неперервно диференцiйовнi функцiї на вiдрiзку [α, β],
за винятком, можливо, скiнченного числа точок. Вважаємо, що
точка M(ϕ, ψ) при змiнi t у межах вiд α до β пробiгає межу
фiгури D, залишаючи її злiва вiд напрямку руху. Тодi площа
фiгури D може бути обчисленою за однiєю з формул

S = −
β∫

α

ψ(t)ϕ′(t)dt,

S =

β∫
α

ϕ(t)ψ′(t)dt, (19.4)
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S =
1

2

β∫
α

(ϕ(t)ψ′(t)− ϕ′(t)ψ(t))dt.

Нехай криву, яка має у полярних координатах рiвняння
ρ = ρ(ϕ), де функцiя ρ визначена i неперервна на вiдрiзку [α, β].
Ця крива i два полярнi радiуси, проведенi пiд кутами α i β, є
межами фiгури, яку назвемо сектором кривої ρ = ρ(ϕ). Дифе-
ренцiальним елементом є площа кругового сектора з радiусом

ρ(ϕ) i центральним кутом величини dϕ, тобто число
1

2
ρ2(ϕ)dϕ.

Тодi за площу даного сектора приймають число

S =
1

2

β∫
α

ρ2(ϕ)dϕ. (19.5)

2. Обчислення довжини кривої.

Нехай плоска крива Γ задана параметрично рiвняннями x =
ϕ(t), y = ψ(t), де ϕ, ψ — неперервнi на вiдрiзку [α, β]. Якщо
розглядати параметр t як час, то рiвняння x = ϕ(t), y = ψ(t),
α 6 t 6 β, визначають закон руху точки M з координатами x
i y на площинi, а крива Γ є траекторiєю рухомої точки. Отже,
довжину кривої можна розглядати як шлях пройдений рухомою
точкою.

Вважатимемо, що крива гладка, тобто функцiї x = ϕ(t), y =
ψ(t) на вiдрiзку [α; β] мають неперервнi похiднi, якi з фiзичної
точки зору задають вектор швидкостi ~v(t) = (ϕ′(t), ψ′(t)) у ко-
жний момент t з часового промiжку [α, β].

Якщо позначити через s(t1, t2) шлях пройдений точкою за
промiжок часу [t1; t2], то зрозумiло, що для будь-яких трьох мо-
ментiв часу t1, t2, t3 (α 6 t1 < t2 < t3 6 β)

s(t1, t3) = s(t1, t2) + s(t2, t3)
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i, крiм того,

min
t∈[t1,t2]

|~v(t)|(t2 − t1) 6 s(t1, t2) 6 max
t∈[t1,t2]

|~v(t)|(t2 − t1),

де |~v(t)| =
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2. Тодi

s(t1, t2) =

t2∫
t1

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt,

i якщо l(α, β) — довжина кривої Γ, то

l(α, β) = s(α, β) =

β∫
α

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt. (19.6)

Якщо крива Γ є графiком неперервно диференцiйовної на
вiдрiзку [a, b] функцiї y = f(x), то формула (19.6) має вигляд

L =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx. (19.7)

i, нарештi, якщо крива задана в полярних координатах ρ = ρ(ϕ),
α 6 ϕ 6 β, то

L =

β∫
α

√
ρ2(ϕ) + (ρ′(ϕ))2 dϕ. (19.8)

Приклад 2. Довести, що кардiоїда ρ = a(1 − cosϕ) i одна
арка циклоїди x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) мають однакову
довжину
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Розв’язання. Скориставшись формулою (19.8), маємо

L1 =

2π∫
0

√
a2(1− cosϕ)2 + a2 sin2 ϕdϕ =

= a

2π∫
0

√
1− 2 cosϕ+ cos2 ϕ+ sin2 ϕdϕ =

= a

2π∫
0

√
2− 2 cosϕdϕ = a

2π∫
0

2 sin
ϕ

2
dϕ =

= −4a cos
ϕ

2
|2π
0 = 8a.

Скориставшись формулою (19.6), маємо

L2 =

2π∫
0

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t dt = 8a.

3. Обчислення об’ємiв тiл.

Нехай D — квадровна замкнена плоска фiгура. Множину
точок простору, аналiтичне подання якої має вигляд

Π = {(x, y, z) | (x, y) ∈ D, 0 6 z 6 h}

називають цилiндром з основою D i висотою h. Будемо вважа-
ти, що таке тiло має об’єм, якщо iснує спiльна границя об’ємiв
прямих призм, вписаних у це тiло, i об’ємiв прямих призм, опи-
саних навколо нього, причому як вписанi так i описанi призми
мають основи, що знаходяться у площинах основ цилiндра. Лег-
ко переконатись, що об’єм цилiндра дорiвнює V (Π) = S(D) · h.
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Множину точок простору, аналiтичне подання якої має ви-
гляд

Π = {(x, y, z) | (x, y) ∈ D, 0 6 z 6 f(x, y)},

де f(x, y) — неперервна на D функцiя, називають цилiндри-
чним тiлом. Будемо вважати, що таке тiло має об’єм, якщо
iснує спiльна границя об’ємiв тiл, що складаються з прямих
цилiдрiв з основами, що знаходяться в основi цилiндричного
тiла, i вписанi у це тiло, i об’ємiв тiл, що складаються з таких
же цилiндрiв, але таких, що над їх верхнiми основами немає
жодної точки тiла. Точнiше, вписанi i описанi тiла будемо
будувати так. Системою гладких кривих розiб’ємо область D
на квадровнi замкненi частини, якi не мають попарно спiльних
внутрiшнiх точок, тобто задамо розбиття T = {∆1,∆2, . . . ,∆n},
де для будь-яких i 6= j точка, що належить ∆i ∩ ∆j не є

одночасно внутрiшньою як для ∆i так i для ∆j, а
n⋃

k=1

∆k = D.

На кожнiй елементарнiй областi ∆k (Рис. 14) побудуємо два
цилiндра з основою ∆k i висотами

вiдповiдно

mk = min
(x,y)∈∆k

f(x, y),

Mk = max
(x,y)∈∆k

f(x, y),

(останнi iснують, бо
функцiя f неперервна
на замкненiй областi
∆k). Тодi об’єм тiла,
складеного з цилiндрiв

Рис. 14

πk = {(x, y, z) | (x, y) ∈ ∆k, 0 6 z 6 mk},
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дорiвнює
n∑

k=1

mkS(∆k), а об’єм тiла, складеного з цилiндрiв

Πk = {(x, y, z) | (x, y) ∈ ∆k, 0 6 z 6 Mk},

дорiвнює
n∑

k=1

MkS(∆k). Якщо iснують

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

mkS(∆k), lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

MkS(∆k),

де λ(τ) — дiаметр розбиття T , i рiвнi мiж собою, то їх спiльне
значення називають об’ємом цилiндричного тiла Π (саме тiло
Π називають кубовним тiлом) i позначають V (Π).

Проблема iснування об’єму знову таки знiмається, якщо вра-
хувати, що суми

n∑
k=1

mkS(∆k),
n∑

k=1

MkS(∆k)

є вiдповiдно нижньою i верхньою сумами Дарбу, побудованими
для функцiї f за розбиттям T , i що кожна неперервна на ква-
дровнiй замкненiй обмеженiй областi функцiя є iнтегровною на
нiй. Таким чином,

lim
λ(τ)→0

s(f, T ) = lim
λ(τ)→0

S(f, T ) =

∫∫
D

f(x, y)dxdy,

а, отже, об’єм цилiдричного тiла Π обчислюється за формулою

V (Π) =

∫∫
D

f(x, y)dxdy. (19.9)

Приклад 3. Знайти об’єм тiла Π, обмеженого поверхнями
z = 0, z = x2 + y2, y = x2, y = 1.
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Розв’язання. Очевидно, що задане тiло буде цилiндричним
тiлом (Рис. 15) з аналiтичним поданням

Π = {(x, y, z) | − 1 6 x 6 1, x2 6 y 6 1, 0 6 z 6 x2 + y2}.

Тодi шуканий об’єм

V (Π) =

=

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy =

=

1∫
−1

dx

1∫
x2

(x2 + y2)dy =

Рис. 15

=

1∫
−1

(
x2y +

y3

3

)∣∣∣∣1
x2

dx =

1∫
−1

(
x2(1− x2) +

1

3
(1− x6)

)
dx =

= 2

1∫
0

(
x2 − x4 +

1

3
− 1

3
x6

)
dx = 2

(
1

3
− 1

5
+

1

3
− 1

21

)
=

88

105
.

Зауваження. Об’єм V кубовного тiла T у просторi R3
x,y,z

виражається формулою

V =

∫∫∫
T

dxdydz. (19.10)

Можна видiлити клас тiл, обчислення об’ємiв яких зво-
диться до обчислення iнтеграла функцiї однiєї змiнної. Це
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так званi тiла обертання i тiла, у яких поперечний перерiз є
функцiєю однiєї змiнної. Нехай криволiнiйна трапецiя, яка має
аналiтичне подання {(x, y) | a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x)}, де f —
неперервна на вiдрiзку [a, b] функцiя, обертається навколо осi
Ox (Рис. 16).

Будемо виходити з того, що об’єм
iснує, i якщо позначити через
V (α, β) об’єм тiла, яке утворюється
вiд обертання навколо осi Ox кри-
волiнiйної трапецiї з аналiтичним
поданням

{(x, y) | a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x)},

то для будь-яких α, β, γ (a 6 α <
β < γ 6 b)

Рис. 16

V (α, γ) = V (α, β) + V (β, γ),

тобто V (α, β) є адитивною функцiєю. Очевидно також, що для
цiєї функцiї i для функцiї πf 2(x) виконується нерiвнiсть

π min
x∈[α,β]

f 2(x)(β − α) 6 V (α, β) 6 π max
x∈[α,β]

f 2(x)(β − α)

(злiва — об’єм цилiндра з радiусом основи min
x∈[α,β]

|f(x)| i висотою

β − α, справа — об’єм цилiндра з радiусом основи max
x∈[α,β]

|f(x)|

i тiєю ж висотою). Отже об’єм тiла обертання обчислюється за
формулою

V = π

b∫
a

f 2(x)dx. (19.11)
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Приклад 4. Обчислити об’єм тора (тiла, яке утворюється
вiд обертання круга радiуса a навколо осi, що лежить у його
площинi на вiдстанi b (a 6 b) вiд центра).

Розв’язання. Нехай систему координат вибрано так, що
центр круга C має координати (0, b) (Рис. 17). Очевидно, що

коли круг обернути навколо осi Ox,
то дiстанемо тiло, яке за формою схо-
же на бублик або автомобiльну ши-
ну. Крiм того, неважко збагнути, що
об’єм тiла дорiвнює рiзницi об’ємiв
двох тiл: перше, утворене вiд обер-
тання криволiнiйної трапецiї з аналi-
тичним поданням

Рис. 17

{(x, y) | − a 6 x 6 a, 0 6 y 6 b+
√
a2 − x2},

а друге, утворене вiд обертання криволiнiйної трапецiї з аналi-
тичним поданням

{(x, y) | − a 6 x 6 a, 0 6 y 6 b−
√
a2 − x2}.

Тодi

V = V1 − V2 = π

a∫
−a

(
b+

√
a2 − x2

)2

dx−

−π
a∫

−a

(
b−

√
a2 − x2

)2

dx = 4πb

a∫
−a

√
a2 − x2dx = 2π2a2b.

Нехай тiло T заключене мiж площинами x = a i x = b. i не-
хай площу поперечного перерiзу тiла T площиною x = t можна
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подати як значення функцiї S(t), визначеної i неперервної на
вiдрiзку [a, b]. Тодi об’єм цього тiла обчислюється за формулою

V =

b∫
a

S(t)dt. (19.12)

Приклад 5. Знайти об’єм трьохосного елiпсоїда

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
6 1.

Розв’язання. Очевидно, що −a 6 x 6 a i поперечним пере-
рiзом цього тiла площиною x = t для t ∈ (−a, a) є елiпс

y2

b2
(

1− t2

a2

) +
z2

c2
(

1− t2

a2

) = 1

з пiвосями b
√

1− t2/a2, c
√

1− t2/a2. Його площа дорiвнює

S(t) = πbc

(
1− t2

a2

)
.

При t = −a i t = a маємо точки, i природно, що S(−a) = S(a) =
0. Скориставшись формулою (19.12) маємо

V =

a∫
−a

S(t)dt = π
bc

a2

a∫
−a

(a2 − t2)dt =

= π
bc

a2

(
a2t− t3

3

)∣∣∣∣a
−a

=
4

3
πabc.
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4. Обчислення площ поверхонь.

Нехай функцiя z = f(x, y) неперервно диференцiйовна у
кожнiй точцi квадровної областi D. Множину точок σ =
{(x, y, z) | (x, y) ∈ D, z = f(x, y)} називають поверхнею i гово-
рять, що поверхня σ задана явно неперервно диференцiйовною
на областi D функцiєю z = f(x, y). Необхiдно обчислити пло-
щу цiєї поверхнi (точнiше, означити, що таке площа поверхнi, i
через означення отримати вiдповiдну формулу).

Для розв’язання цiєї задачi область D системою гладких
кривих розiб’ємо на квадровнi частини, якi не мають спiльних
внутрiшнiх точок, тобто задамо розбиття T = {∆1,∆2, . . . ,∆n},
де для будь-яких i 6= j точка, що належить ∆i∩∆j не є одноча-

сно внутрiшньою як для ∆i так i для ∆j, а
n⋃

k=1

∆k = D. На ко-

жнiй елементарнiй областi ∆k оберемо точку (ξk, ηk). Тодi точка
Mk(ξk, ηk, f(ξk, ηk)) є точкою на поверхнi σ i цiй точцi вiдповiдає
дотична площина tk, рiвняння якої має вигляд:

z − f(ξk, ηk) = f ′x(ξk, ηk)(x− ξk) + f ′y(ξk, ηk)(y − ηk).

Цилiндрична поверхня, напрямною якої є межа областi ∆k, а
твiрна паралельна осi Oz, вирiже з дотичної площини частину
∆′

k. Якщо позначити через γk кут мiж площиною xOy i дотичною
площиною tk, то

S(∆′
k) =

S(∆k)

cos γk

.

Оскiльки вектор ~k = (0, 0, 1) є вектором нормалi до площини
xOy, а вектор

~nk = (−f ′x(ξk, ηk),−f ′y(ξk, ηk), 1)

є вектором нормалi до площини tk, то

cos γk =
1√

1 + (f ′x(ξk, ηk))2 + (f ′y(ξk, ηk))2
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i S(∆′
k) =

√
1 + (f ′x(ξk, ηk))2 + (f ′y(ξk, ηk))2S(∆k).

Якщо iснує

lim
λ(T )

n∑
k=1

S(∆′
k),

де λ(T ) — дiаметр розбиття T , яка не залежить нi вiд способу
розбиття областi D на квадровнi частини, нi вiд вибору точки на
кожнiй з них, то її називають площею поверхнi σ i позначають
S(σ).

Легко зрозумiти, що побудована сума є iнтегральною сумою
для функцiї

ϕ(x) =
√

1 + (f ′x(x, y))
2 + (f ′y(x, y))

2,

яка в силу неперервної диференцiйовностi функцiї f є неперерв-
ною, а, отже, iнтегровною на областi D, i тому

S(σ) =

∫∫
D

√
1 + (f ′x(x, y))

2 + (f ′y(x, y))
2dxdy. (19.13)

Можна видiлити клас поверхонь, обчислення площ яких зво-
диться до обчислення iнтегралiв функцiї однiєї змiнної. Нехай
маємо невiд’ємну, неперервно диференцiйовну на вiдрiзку [a, b]
функцiю f . Поверхню, яка утворюється вiд обертання графiка
цiєї функцiї навколо осi Ox, називають поверхнею обертання.
Якщо τ = {x0, x1, . . . , xn}, де a = x0 < x1 < · · · < xn = b,
довiльне розбиття вiдрiзка [a, b] на частини, 4xk = xk − xk−1,
4yk = yk − yk−1 = f(xk) − f(xk−1), то площа поверхнi, утворе-
ної вiд обертання ламаної з вершинами (xk, yk), k = 0, 1, . . . , n,
навколо осi Ox, дорiвнює

n∑
k=1

π(yk−1 + yk)
√
4x2

k +4y2
k.
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Тодi за площу поверхнi, утвореної при обертаннi графiка функцiї
y = f(x) навколо осi Ox, приймають границю таких сум.

Неважко переконатись, що площа такої поверхнi обчислює-
ться за формулою

S = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2dx. (19.14)

Якщо ж у пiвплощинi y > 0 крива задана параметрично рiвнян-
нями

x = ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β,

де функцiї ϕ i ψ неперервно диференцiйовнi, то площа поверхнi,
утвореної при обертаннi цiєї кривої навколо осi Ox, обчислює-
ться за формулою

S = 2π

β∫
α

ψ(t)
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt. (19.15)

i нарештi, якщо крива задана в полярних координатах ρ = ρ(ϕ),
ϕ1 6 ϕ 6 ϕ2 6 π, де функцiя ρ неперервно диференцiйовна на
вiдрiзку [ϕ1, ϕ2], то площа поверхнi, утвореної при обертаннi цiєї
кривої навколо полярного променя, обчислюється за формулою

S = 2π

ϕ2∫
ϕ1

ρ(ϕ)
√
ρ2(ϕ) + (ρ′(ϕ))2dϕ. (19.16)

Завдання для самоконтролю.

1. Обчислити за допомогою iнтеграла площу круга, кругового
сектора i кругового сегмента.
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2. Обчислити за допомогою iнтеграла довжину кола, довжи-
ну дуги параболи y = x2 з початком у точцi (−1, 1) i кiнцем
у точцi (1, 1).

3. Обчислити за допомогою iнтеграла об’єм пiрамiди, конуса
i зрiзаного конуса, кулi, кульового сегмента i кульового
сектора.

4. Обчислити площу поверхнi конуса, зрiзаного конуса, кулi.

5. Довести, що для ланцюгової лiнiї y = a ch
x

a
мають мiсце

властивостi:

а) довжина дуги вiд її вершини до точки на нiй дорiвнює
проекцiї ординати цiєї точки на дотичну, проведену через
цю саму точку;

б) площа криволiнiйної трапецiї, обмеженої її дугою, про-
порцiйна довжинi цiєї дуги;

в) добуток довжин дуг вiд вершини до точок, у яких до-
тичнi взаємно перпендикулярнi, є сталим.

6. Довести, що коли функцiя y = f(x) визначена i не-
перервно диференцiйовна на на вiдрiзку [a, b], а пряма
Ax + By + C = 0 така, що довiльна пряма, яка проходить
через будь-яку точку проекцiї графiка функцiї на задану
пряму, має з ним одну спiльну точку, то площа поверх-
нi, утвореної при обертаннi графiка функцiї f навколо цiєї
примої, обчислюється за формулою

S = 2π

b∫
a

|Ax+Bf(x) + C|√
A2 +B2

√
1 + (f ′(x))2dx.
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20 ЛЕКЦIЯ: Застосування iнтегрального чис-
лення до розв’язування задач фiзики

Шлях i швидкiсть. Маса тiла. Тиск. Робота сили. Статичнi мо-
менти i центр ваги. Момент iнерцiї.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 267–272, ч. 2, с. 166–173; [2], ч. 1,
с. 389–395; [3], т. 1, с. 438–442, т. 2, с. 161–162; [10], с. 214–222.

Застосування iнтегрального числення до розв’язування за-
дач фiзики грунтується на тому, що в результатi iдеалiзацiї i
формалiзацiї зв’язок мiж певними фiзичними величинами ви-
ражається простими математичними законами (наприклад, лi-
нiйна залежнiсть), якi мають мiсце за iдеальних умов. Задача
полягає у тому, що необхiдно визначити одну фiзичну величи-
ну через iншу за умови, що одна з них подається як функцiя
точки (точки вiдрiзка прямої або вiдрiзка кривої, точки пло-
скої фiгури або просторового тiла), а характерною властивiстю
другої є її адитивнiсть. При розв’язаннi задачi той геометри-
чний об’єкт, з яким пов’язана змiна першої фiзичної величини,
розбивається на частини i, припустивши, що на кожнiй такiй
частинi ця величина не змiнюється, визначають значення дру-
гої фiзичної величини на кожнiй з цих частин. Просумувавши
одержанi значення, означають другу фiзичну величину як гра-
ницю такого типу сум. Остання (за умови, що вона iснує) якраз
i є iнтегралом Рiмана функцiї точки на геометричному об’єктi,
де ця функцiя визначена.

1. Шлях i швидкiсть.

Нехай матерiальна точка рухається прямолiнiйно. ◦ї мiсце
знаходження на прямiй, швидкiсть i прискорення описуються
трьома функцiями s(t), v(t), a(t), причому перехiд вiд першої до
другої i далi до третьої здiйснюється з допомогою операцiї ди-
ференцiювання (s′(t) = v(t), v′(t) = a(t)).
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Будемо тепер вважати, що матерiальна точка рухається пря-
молiнiйно в одному напрямку з швидкiстю v(t). Нам необхiдно
пiдрахувати, який шлях вона пройде вiд моменту часу t = a до
моменту часу t = b.

Якби протягом цього часу швидкiсть не змiнювалась (v(t) =
v0 для всiх t ∈ [a; b]), то шуканий шлях дорiвнював би v0(b− a)
(зв’язок мiж шляхом i швидкiстю при рiвномiрному прямолiнiй-
ному русi). Якщо швидкiсть v(t) не є сталою, то будемо дiяти
за схемою, поданою вище. Вiдрiзок часу [a; b] розiб’ємо на n рiв-
них частин (що, взагалi кажучи, необов’язково), тобто задамо
розбиття τn = {t0, t1, . . . , tn}, де t0 = a, t1 = a+4t, t2 = a+24t,
. . . , tn = b i 4t =

b− a

n
, i припустимо, що на кожному вiдрiз-

ку [tk−1; tk] швидкiсть є сталою. Точнiше для кожного k = 1, n
v(t) ≡ v(ck) для всiх t ∈ [tk−1; tk], де ck ∈ [tk−1; tk].

Скориставшись основним спiввiдношенням

вiдстань = швидкiсть× час,

маємо, що за такої умови матерiальна точка за час tk − tk−1

пройде вiдстань 4sk = v(ck)4t. Сумуючи по всiх k наближенi
значення 4sk, отримуємо наближене значення шляху, пройде-
ного нею за час b− a

S ≈
n∑

k=1

v(ck)4t. (20.1)

За шлях, пройдений матерiальною точкою вiд моменту часу t =
a до моменту часу t = b, приймають

lim
n→∞

n∑
k=1

v(ck)4t.

Якщо швидкiсть v(t) неперервна на вiдрiзку [a; b] функцiя, то з
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того, що права частина апроксiмацiйної формули (20.1) є iнте-
гральна сума для цiєї функцiї, отримуємо

S = lim
n→∞

n∑
k=1

v(ck)4t =

b∫
a

v(t)dt. (20.2)

Зауваження. У тому випадку, коли напрямок руху може
змiнюватись на протилежний, шлях, пройдений матерiальною
точкою, буде обрахована за формулою

s =

b∫
a

|v(t)|dt. (20.3)

У випадку, коли рух непрямолiнiйний i швидкiсть подається у
виглядi

~v(t) = v1(t)~i+ v2(t)~j + v3(t)~k,

то шлях, пройдений матерiальною точкою, обчислюється також
за формулою (20.3).

2. Маса тiла.

Нехай маємо тiло з вiдомою густиною ρ. Тодi його маса обра-
ховується за формулою m = ρV , де V — об’єм цього тiла.

В залежностi вiд того, яким буде аналiтичне подання тiла T ,
будемо мати формули для обчислення його маси:

m = ρ

∫∫
D

f(x, y)dxdy,

якщо T = {(x, y, z) | (x, y) ∈ D, 0 6 z 6 f(x, y)}, або

m = ρ

∫∫∫
T

dxdydz,
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якщо ∂T = {(x, y, z) |F (x, y, z) = 0}, де F (x, y, z) = 0 — рiвняння
поверхнi тiла T .

Якщо ж густина цього тiла є функцiєю точки, тобто опи-
сується функцiєю ρ(x, y, z), яка визначена у кожнiй точцi тiла
T , то, розбивши тiло T на кубовнi частини {T1, T2, . . . , Tn}, де
n⋃

k=1

Tk = T , i для будь-яких i 6= j T−i i Tj не мають спiльних вну-

трiшнiх точок, i обравши у кожнiй частинi Tk точку (ak, bk, ck),
дiстаємо наближене значення маси тiла T

m ≈
n∑

k=1

ρ(ak, bk, ck)4Vk, (20.4)

де 4Vk — об’єм частини тiла Tk. За масу тiла T приймають

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

ρ(ak, bk, ck)4Vk.

Якщо густина ρ(x, y, z) є неперервною у кожнiй точцi тiла T
функцiєю, то з того, що права частина апроксiмацiйної формули
(20.4) є iнтегральна сума для цiєї функцiї, отримаємо

m =

∫∫∫
T

ρ(x, y, z)dxdydz. (20.5)

У випадку, коли маємо плоску пластинку, яка подається ана-
лiтично як область D, що має площу, а її поверхнева густина є
неперервною функцiєю ρ(x, y) визначеною на областi D, то маса
такої пластинки обраховується за формулою

m =

∫∫
D

ρ(x, y)dxdy.

285



i, нарештi, для стержня з лiнiйною густиною ρ(x) маємо

m =

b∫
a

ρ(x)dx.

Приклад 1. Нехай куля радiуса R має густину, яка пропор-
цiйна вiдстанi вiд центра кулi

ρ(M) = ρ0 + kd(O,M),

де ρ0 i k — константи, M — точка кулi, d(O,M) — вiдстань вiд
центра кулi до точки M . Знайти масу цiєї кулi.

Розв’язання. Якщо вважати, що початок прямокутньої де-
картової системи координат знаходиться у центрi кулi, то густи-
на є функцiєю точки, яка записується у виглядi

ρ(x, y, z) = ρ0 + k
√
x2 + y2 + z2.

Скориставшись формулою (20.5), маємо:

m =

∫∫∫
K

(
ρ0 + k

√
x2 + y2 + z2

)
dxdydz =

=

2π∫
0

dϕ

π∫
0

sin θdθ

R∫
0

(ρ0 + kρ)ρ2dρ =

= 4π

(
ρ0R

3

3
+
kR4

4

)
=
πR3(4ρ0 + 3kR)

3
.

(При обчисленнi потрiйного iнтеграла було здiснено перехiд до
сферичних координат.)
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3. Тиск.

Тиск рiдини (чи газу), який дiє на певний об’єкт, означає-
ться як сила, що дiє на одиницю площi об’єкту. Якщо рiдина
мiститься у вiдкритiй посудинi, то тиск p на глибинi h нижче
поверхнi рiдини дорiвнює добутку густини рiдини на h, тобто
p = ρh, де ρ — густина рiдини. Таким чином тиск, наприклад,
на глибинi 1 м однаковий як в океанi так i у бочцi, заповне-
нiй океанською водою. Згiдно закону Паскаля у будь-якiй то-
чцi посудини з рiдиною тиск однаковий в усiх напрямках. Тодi
сила тиску на пластинку, занурену у рiдину, буде однаковою
незалежно вiд того, як пластинка розташована (горизонтально,
вертикально чи пiд кутом), причому напрямок цiєї сили завжди
перпендикулярний до поверхнi. Звiдси маємо основне спiввiдно-
шення

F = ρhS, (20.6)

що визначає силу тиску на пластинку з площею S, занурену у
рiдину з густиною ρ на глибину h.

Якщо ж у рiдинi знаходиться пластинка великих розмiрiв
(вертикально чи пiд кутом), то рiзнi частини її знаходяться на
рiзнiй глибинi i спiввiдношенням (20.6) безпосередньо скориста-
тись уже не можна. У цьому випадку пластинку подiляємо на
частини, для кожної частини визначаємо наближене значення
сили тиску за формулою (20.6) i, скориставшись адитивнiстю,
знаходимо наближене значення сили тиску, що дiє на всю пла-
стинку. Скориставшись граничним переходом, отримаємо iнте-
грал, що означає силу тиску на пластинку.

Приклад 2. Нехай пластинка (Рис. 18) занурена вертикаль-
но у воду так, що верхня її основа знаходиться на глибинi h = a,
а нижня — на глибинi h = b. Знайти силу тиску на пластинку,
якщо її ширина може бути поданою як функцiя висоти.

Розв’язання. Нехай Oh вертикальна вiсь напрямлена вниз
i w(t) — ширина пластинки на глибинi h. Роздiлимо вiдрiзок
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[a; b] на n рiвних частин i через точки подiлу hk = a + k4h,
де 4h =

b− a

n
, k = 0, 1, . . . , n, проведемо прямi, паралельнi

поверхнi води, i будемо вважати, що пластинка подiле-
на на n горизонтальних полосок, кожну з яких апроксiмуємо
прямокутником Rk з основою, наприклад, w(hk−1) i висотою 4h.

Якщо вважати, що прямоку-
тник Rk знаходиться на глиби-
нi hk−1, причому горизонтально
до поверхнi води, то сила тиску,
що дiє на нього, дорiвнює

4Fk = ρhk−1w(hk−1)4h.

Просумувавши сили 4Fk, отри-
маємо наближене значення си-
ли тиску F , що дiє на пластин-
ку

Рис. 18

F ≈
n∑

k=1

ρhk−1w(hk−1)4h.

Якщо функцiя w(t) неперервна на вiдрiзку [a; b], то iснує

lim
n→∞

n∑
k=1

ρhk−1w(hk−1)4h,

яку i приймаємо за величину сили тиску води на пластинку.
Звiдси дiстаємо

F =

b∫
a

ρhw(h)dh. (20.7)

4. Робота сили.
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Енергетичнi витрати, пов’язанi з перемiщенням тiла пiд дiєю
сили ~F , називають роботою сили ~F при заданому перемiщеннi
~s, i у випадку, коли на тiло дiє стала сила пiд кутом α до
напрямку перемiщення, то вона обчислюється за формулою

A = |~F ||~s| cosα = ~F · ~s. (20.8)

Якщо ж сила ~F є змiнною i пiд дiєю цiєї сили тiло пере-
мiщається вздовж кривої L, то робота сили уже не може бути
обрахованою за формулою (20.8). Однак вона може бути вико-
ристаною, якщо скористатись методом, який використовується
в iнтегральному численнi. Розглянемо випадок, коли сила ~F
дiє вздовж гладкої кривої L, заданої параметрично рiвняннями
x = ϕ(t), y = ψ(t), де ϕ(t) i ψ(t) — неперервно диференцiйовнi
на вiдрiзку [α, β] функцiї, причому ~F є векторнозначною фун-
кцiєю

~F (x, y) = P (x, y)~i+Q(x, y)~j

визначеною i неперервною у кожнiй точцi кривої L.
Криву L розiб’ємо на n елементарних дуг, що можна

виконати у такий спосiб. Задамо розбиття τ = {t0, t1, . . . , tn}, де
α = t0 < t1 < · · · < tn = β, вiдрiзка [α, β] на частини. Тодi точки
M0(ϕ(t0), ψ(t0)), M1(ϕ(t1), ψ(t1)), . . . , Mn(ϕ(tn), ψ(tn)) є точки

кривої, якi розбивають криву L на частини
_

M0M1,
_

M1M2, . . . ,
_

Mn−1Mn. Точки M0,M1, . . . ,Mn сполучимо послiдовно (Рис. 19)
вiдрiзками прямої i будемо вважати, що для k = 1, 2, . . . , n при

переходi вiд точки Mk−1 до точки Mk

перемiщення здiйснюється у напрям-
ку вектора

−−−−−→
Mk−1Mk пiд дiєю сили

~F (x′k, y
′
k), де x′k = ϕ(t′k), y

′
k = ψ(t′k)

i t′k ∈ [tk−1; tk]. За таких умов робо-
та сили ~F (x′k, y

′
k) при перемiщеннi у

напрямку
−−−−−→
Mk−1Mk вiд точки Mk−1 до
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Рис. 19
точки Mk дорiвнює

4Ak = ~F (x′k, y
′
k) ·

−−−−−→
Mk−1Mk = P (x′k, y

′
k)4xk +Q(x′k, y

′
k)4yk,

де 4xk = ϕ(tk)− ϕ(tk−1), 4yk = ψ(tk)− ψ(tk−1). А повна робота
виконана при перемiщеннi вздовж ламаної M0M1 . . .Mn силою,
яка стала на кожному вiдрiзку ламаної, в силу адитивностi до-
рiвнює

n∑
k=1

4Ak =
n∑

k=1

(P (x′k, y
′
k)4xk +Q(x′k, y

′
k)4yk).

За роботу сили ~F (x, y) при перемiщеннi вздовж кривої L при-
ймають число

A = lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

4Ak.

А оскiльки P (x, y), Q(x, y) неперервнi на спрямлюванiй кривiй
L, то ця границя є криволiнiйний iнтеграл другого роду функцiй
P (x, y) i Q(x, y) вздовж кривої L, тобто

A =

∫
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (20.9)

Якщо врахувати, що крива L гладка, то формулу (20.9) можна
переписати у виглядi

A =

β∫
α

(P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t))dt =

=

β∫
α

(~F (ϕ(t), ψ(t))s′(t))dt. (20.10)
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Зауваження. Формула (20.10) має мiсце i у випадку, коли
крива просторова.

Приклад 3. Тiло маси m пiднiмається над поверхнею Землi
по траєкторiї, що подається векторнозначною функцiєю ~r(t) =
(x(t), y(t), z(t)) скалярного аргумента t (t — час), визначеною i
неперервною разом з своєю похiдною на вiдрiзку [α, β]. Знайти
роботу, яка виконується при подоланнi сили тяжiння Землi.

Розв’язання. Врахувавши, що згiдно закону всесвiтнього
тяжiння

~F (x, y, z) = G
mM

|~r |3
~r,

де G — гравiтацiйна стала, M — маса Землi, ~r = x~i+ y~j + z~k —
вектор з початком у центрi Землi i кiнцем у точцi з координа-
тами (x, y, z), i скориставшись формулою (20.10), маємо:

A =

β∫
α

(~F · ~r′)dt = GmM

β∫
α

~r · ~r′

|~r |3
dt =

= GmM

β∫
α

x(t)x′(t) + y(t)y′(t) + z(t)z′(t)(√
(x(t))2 + (y(t))2 + (z(t))2

)3dt =

=
1

2
GmM

β∫
α

((x(t))2 + (y(t))2 + (z(t))2)
′(√

(x(t))2 + (y(t))2 + (z(t))2
)3dt =

= − GmM√
(x(t))2 + (y(t))2 + (z(t))2

∣∣∣∣∣
β

α

= −GmM
|~r(t)|

∣∣∣∣β
α

.
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Отже, шукана робота дорiвнює

A = GmM

(
1

|~r(α)|
− 1

|~r(β)|

)
або

A = mgR2

(
1

|~r(α)|
− 1

|~r(β)|

)
,

де R — радiус Землi, g =
GM

R2
— прискорення вiльного падiння.

Якщо вважати, що у початковий момент часу тiло було на
поверхнi Землi, то робота виконана тiлом при подоланнi сили
тяжiння Землi за час t буде дорiвнювати

A(t) = mgR2

(
1

R
− 1

|~r(t)|

)
.

i для того щоб вийти з поля тяжiння Землi треба виконати
роботу

Ab = lim
|~r(t)|→+∞

A(t) = mgR.

5. Статичнi моменти i центр ваги.

Ще один клас задач, при розв’язуваннi яких iстотно вико-
ристовується iнтеграл Рiмана, пов’язаний з обчисленням стати-
чних моментiв кривих, плоских фiгур i просторових тiл.

Якщо матерiальна точка маси m має координати (x, y), то
числа my i mx називають її статичними моментами вiдпо-
вiдно вiдносно осей Ox i Oy. Якщо ж маємо скiнченне число
матерiальних точок маси m1,m2, . . . ,mn вiдповiдно з координа-
тами (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn), то статичним моментом такої
системи точок вiдносно осi Ox називають число

Mx =
n∑

k=1

mkyk, (20.11)

292



а статичним моментом цiєї системи точок вiдносно осi Oy —
число

My =
n∑

k=1

mkxk. (20.12)

Центром ваги цiєї системи точок називають таку точку, що ко-

ли у нiй помiстити матерiальну точку маси m =
n∑

k=1

mk, то її

статичнi моменти вiдносно осей Ox i Oy будуть збiгатись з вiд-
повiдними статичними моментами системи точок, тобто центром
ваги даної системи точок є точка з координатами

x0 =
1

m

n∑
k=1

mkxk, y0 =
1

m

n∑
k=1

mkyk. (20.13)

Нехай маємо спрямлювану матерiальну криву L, задану па-
раметрично рiвняннями x = ϕ(t), y = ψ(t), де ϕ(t), ψ(t) — не-
перервнi на вiдрiзку [α, β] функцiї, причому крива має сталу
лiнiйну густину. Нехай τ = {t0, t1, . . . , tn}, де α = t0 < t1 <
· · · < tn = β, розбиття вiдрiзка [α, β] на частини. Тодi кожнiй
точцi tk ∈ [α, β] вiдповiдає точка Mk(ϕ(tk), ψ(tk)) кривої L, i

розбиття τ задає розбиття кривої L на частини
_

M0M1,
_

M1M2,

. . . ,
_

Mn−1Mn. Якщо точки M0,M1, . . . ,Mn сполучити послiдовно

вiдрiзками прямої, на кожнiй елементарнiй дузi
_

Mk−1Mk взяти
точку M ′

k(ϕ(t′k), ψ(t′k)), де t
′
k ∈ [tk−1; tk] i вважати, що у таких

точках зосередженi маси

ρ
√

(ϕ(tk)− ϕ(tk−1))2 + (ψ(tk)− ψ(tk−1))2,

то статичнi моменти такої системи матерiальних точок будуть
дорiвнювати

n∑
k=1

ρ
√

(ϕ(tk)− ϕ(tk−1))2 + (ψ(tk)− ψ(tk−1))2 ψ(t′k)

293



вiдносно осi Ox,
n∑

k=1

ρ
√

(ϕ(tk)− ϕ(tk−1))2 + (ψ(tk)− ψ(tk−1))2 ϕ(t′k)

вiдносно осi Oy.
За статичнi моменти матерiальної кривої L вiдносно осей Ox

i Oy приймаємо вiдповiдно

lim
λ(τ)→0

ρ
√

(ϕ(tk)− ϕ(tk−1))2 + (ψ(tk)− ψ(tk−1))2 ψ(t′k),

lim
λ(τ)→0

ρ
√

(ϕ(tk)− ϕ(tk−1))2 + (ψ(tk)− ψ(tk−1))2 ϕ(t′k).

Якщо крива L гладка, то для статичних моментiв маємо фор-
мули:

Mx = ρ

β∫
α

ψ(t)
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt, (20.14)

My = ρ

β∫
α

ϕ(t)
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt, (20.15)

а її центр ваги має координати

x0 =
1

l

β∫
α

ϕ(t)
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt,

y0 =
1

l

β∫
α

ψ(t)
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt,

(20.16)

де l =

β∫
α

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt. Якщо крива L задана явно y =

f(x), де f(x) — неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [a; b]
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функцiя, то формули (20.14)–(20.16) записуються у виглядi

Mx = ρ

b∫
a

y
√

1 + (f ′(x))2 dx,

My = ρ

b∫
a

x
√

1 + (f ′(x))2 dx,

x0 =
1

l

b∫
a

x
√

1 + (f ′(x))2 dx,

y0 =
1

l

b∫
a

y
√

1 + (f ′(x))2 dx,

де l =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Якщо у формулi

y0 =
1

l

b∫
a

y
√

1 + (f ′(x))2 dx,

де ∀x ∈ [a; b] f(x) > 0, обидвi частини домножити на 2πl, то
дiстанемо рiвнiсть

2πy0l = 2π

b∫
a

y
√

1 + (f ′(x))2 dx,

у якiй лiву частину можна розглядати, як добуток довжини
кола, радiус якого дорiвнює ординатi центра ваги кривої, на
довжину кривої, а права частина дорiвнює площi поверхнi, яка
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утворюється вiд обертання кривої L навколо осi Ox. Якраз ця
рiвнiсть i визначає змiст першої теореми Гульдiна „Площа по-
верхнi, яка утворена вiд обертання плоскої кривої L навколо
осi, яка її не перетинає i лежить з кривою в однiй площинi,
дорiвнює добутку довжини дуги цiєї кривої на довжину кола,
яке описує центр ваги кривої.“

Для плоскої фiгури, яка має сталу поверхневу густину ρ,
форму криволiнiйної трапецiї, обмеженої кривою y = f(x), пря-
мими x = a, x = b, y = 0, статичнi моменти вiдносно осей Ox i
Oy дорiвнюють вiдповiдно

Mx =
ρ

2

b∫
a

f 2(x)dx, My = ρ

b∫
a

xf(x)dx. (20.17)

А якщо врахувати, що маса такої фiгури

m = ρ

b∫
a

f(x)dx,

то центр ваги цiєї фiгури має координати

x0 =

b∫
a

xf(x)dx

b∫
a

f(x)dx

, y0 =

1
2

b∫
a

f 2(x)dx

b∫
a

f(x)dx

. (20.18)

Якщо в останнiй формулi обидвi частини помножити на 2πS,

де S =

b∫
a

f(x)dx площа криволiнiйної трапецiї, то дiстанемо

рiвнiсть

2πy0S = π

b∫
a

f 2(x)dx,
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у якiй лiва частина є добуток площi криволiнiйної трапецiї на
довжину кола, радiус якого дорiвнює ординатi центра ваги цiєї
фiгури, а права частина є об’єм тiла, утвореного вiд обертання
трапецiї навколо осi Ox. Ця рiвнiсть визначає змiст другої
теореми Гульдiна „Об’єм тiла обертання плоскої фiгури
навколо осi, що її не перетинає, дорiвнює добутку площi цiєї
фiгури на довжину кола, яке описує центр ваги даної фiгури.“

Приклад 4. Знайти координати центра ваги фiгури

x2

a2
+
y2

b2
6 1, x > 0, y > 0,

вважаючи, що фiгура є однорiдною.
Розв’язання. Задана фiгура є частиною елiпса, що мiститься

у першiй чвертi. Площа цiєї фiгури дорiвнює 1
4
πab. Звiдси її маса

m =
1

4
πabρ,

де ρ — поверхнева густина фiгури. Скориставшись формулами
(20.17), маємо

Mx =
ρ

2

a∫
0

b2
(

1− x2

a2

)
dx =

ab2

3
ρ,

My = ρ

a∫
0

x
b

a

√
a2 − x2 dx = ρa2b

π/2∫
0

cos2 tdt =
a2b

3
ρ

(тут скористались пiдстановкою x = a sin t). Звiдси

x0 =
4a

3π
, y0 =

4b

3π
.
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Центр ваги плоскої фiгури iз змiнною поверхневою густиною
означають i знаходять з допомогою подвiйних iнтегралiв. Будемо
вважати, що у деякiй квадровнiй областi D розподiлена маса,
взагалi кажучи, iз змiнною густиною ρ(x, y), тобто на замиканнi
D областi D визначена деяка невiд’ємна неперервна функцiя
ρ(x, y), i дiяти стандартним способом.

Розiб’ємо область D на частини, тобто задамо множину
τ = {D1, D2, . . . , Dn} квадровних елементарних областей таких,
що для будь-яких i 6= j Di i Dj не мають спiльних внутрi-

шнiх точок i
n⋃

i=1

Di = D. На кожнiй з частин Dk оберемо точку

(ak, bk) i будемо припускати, що густина у кожнiй точцi обла-
стi Dk дорiвнює ρ(ak, bk), а маса mk = ρ(ak, bk)4Sk, де 4Sk —
площа областi Dk, зосереджена у точцi (ak, bk). У такий спосiб
вiд матерiальної плоскої фiгури здiйснено перехiд до системи
матерiальних точок (ak, bk) (k = 1, n) вiдповiдно з масами mk.
Для цiєї системи статичнi моменти вiдносно осей Ox i Oy до-
рiвнюють вiдповiдно

n∑
k=1

bkρ(ak, bk)4Sk,
n∑

k=1

akρ(ak, bk)4Sk,

а координати центра ваги будуть

∼
x0=

n∑
k=1

akρ(ak, bk)4Sk

n∑
k=1

ρ(ak, bk)4Sk

,
∼
y0=

n∑
k=1

bkρ(ak, bk)4Sk

n∑
k=1

ρ(ak, bk)4Sk

.

Оскiльки за умовою функцiя ρ(x, y) неперервна на D, то iснують

lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

akρ(ak, bk)Sk, lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

bkρ(ak, bk)Sk,
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lim
λ(τ)→0

n∑
k=1

ρ(ak, bk)Sk,

якi i примають вiдповiдно за My,Mx,m. Отже за означенням

Mx =

∫∫
D

yρ(x, y)dxdy, My =

∫∫
D

xρ(x, y)dxdy (20.19)

статичнi моменти матерiальної областi вiдносно осей Ox i Oy, а

x0 =

∫∫
D

xρ(x, y)dxdy∫∫
D

ρ(x, y)dxdy
, y0 =

∫∫
D

yρ(x, y)dxdy∫∫
D

ρ(x, y)dxdy
(20.20)

координати її центра ваги.
Нарештi, якщо T — неоднорiдне матерiальне тiло iз змiнною

густиною ρ(x, y, z), тобто на замиканнi T кубовної областi T
визначена деяка невiд’ємна неперервна функцiя ρ(x, y, z) так,
як було показано при розв’язаннi задачi про знаходження маси
тiла, його маса

m =

∫∫∫
T

ρ(x, y, z)dxdydz.

Метод знаходження координат його центра ваги нiчим не вiдрi-
зняється вiд методу розв’язання попередньої задачi, i результа-
том його застосування будуть формули

x0 =
1

m

∫∫∫
T

xρ(x, y, z)dxdydz,

y0 =
1

m

∫∫∫
T

yρ(x, y, z)dxdydz,

z0 =
1

m

∫∫∫
T

zρ(x, y, z)dxdydz.

(20.21)
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Завдання для самоконтролю.

1. Кiнець пружини, що вiльно коливається у момент часу t
сек знаходиться на вiдстанi 6 cos πt см. Який шлях пройде
кiнець пружини за час вiд моменту t = 0 до моменту t = 3?

2. Знайти силу тиску води на вертикальну стiнку дамби, яка
має форму рiвнобiчної трапецiї з висотою 5 м, верхньою
основою 10 м i нижньою основою 8 м, якщо глибина води
бiля неї 4 м.

3. Обчислити роботу, яку треба затратити, щоб викачати во-
ду з казана, який має форму параболоїда обертання з ра-
дiусом основи r i висотою h.

4. Куля радiусом r з питомою вагою γ лежить на днi басейну,
глибина якого h. Обчислити роботу, яку треба виконати,
щоб витягнути кулю з води.

5. Обчислити роботу сили ~F = (x − y, 2x + y) вздовж три-
кутника з вершинами A(1; 1), B(3; 3), C(3;−1) у додатному
напрямку.

6. За який час вода витече з конiчної лiйки, висота якої H =
50 см, радiус верхньої основи R = 5 см i радiус нижньої
основи r = 0, 2 см.

7. У днi цилiндричної посудини з площею основи 100 см2 i
висотою 30 см є отвiр. Обчислити площу цього отвору,
якщо вiдомо, що вода з посудини виливається за 2 хв.

8. Знайти координати центра ваги дуги кола x = r cosϕ, y =
r sinϕ, де |ϕ| 6 α 6 π.

9. Знайти координати центра ваги однорiдної пiвкулi радiуса
r.
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10. Знайти координати центра ваги круглої пластинки радiуса
r, якщо її густина у точцi M(x, y) пропорцiйна вiдстанi
точки M до точки M0(r, 0).
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21 ЛЕКЦIЯ: Показникова функцiя дiйсної та ком-
плексної змiнної

Означення показникової функцiї дiйсної змiнної через поняття
степеня, її властивостi. iншi пiдходи до поняття показникової
функцiї. Показникова функцiя комплексної змiнної, її властиво-
стi. Показниковi рiвняння i нерiвностi.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 88, 89; [3], т. 1, с. 97–103; [4],
с. 80–85, 104–105; [8], с. 181–203; [9], ч. 2, с. 355–356.

Будемо виходити з того, що для додатного числа a i будь-
якого дiйсного числа α означено степiнь aα. А саме, an :=

a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n раз

, якщо α = n ∈ N, ar := n
√
am, якщо α = r =

m

n
∈ Q

i r > 0, aα := lim
n→∞

arn, якщо α — iррацiональне додатне число

i послiдовнiсть (rn) рацiональних чисел має границею число α,

a0 := 1, aα =
1

a−α
, якщо α — вiд’ємне дiйсне число, причому

степенi мають такi властивостi: для будь-яких додатних дiйсних
чисел a i b i будь-яких додатних дiйсних чисел α i β мають мiсце
рiвностi

aα+β = aαaβ, aα−β =
aα

aβ
, (aα)β = aαβ, (ab)α = aαbα.

Означення 21.1. Вiдповiднiсть, яка кожному x ∈ R вiдно-
сить степiнь x додатного числа a, називається показнико-
вою функцiєю з основою a i позначається y = ax.

Зауваження. Оскiльки для будь-якого x ∈ R 1x = 1, тобто
при a = 1 маємо константу, то випадок a = 1 виключається,
i термiн „показникова функцiя“ означає „функцiя виду y = ax,
де 0 < a 6= 1.“ У такий саме спосiб означається показникова
функцiя у шкiльному пiдручнику. Цитуємо: „Ви вже знаєте, що
коли a — додатне, то для будь-якого числа x степiнь ax має
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цiлком певне додатне значення. Тому ax є функцiєю змiнної x,
яка визначена на всiй числовiй осi. Функцiя y = ax, де a > 0 i
a 6= 1 називається показниковою (з основою a).“ [8, с. 181].

В силу означення областю визначення показникової функцiї
є множина R. Покажемо, що вона є монотонною i неперервною.

Теорема 21.1. Показникова функцiя ax зростає, якщо a >
1, i спадає, якщо 0 < a < 1.

Доведення. Нехай a > 1 i x1 < x2. Тодi iснують рацiональнi
числа r1 i r2 такi, що x1 < r1 < r2 < x2 i ar1 < ar2. Нехай
(r′n), (r′′n) послiдовностi рацiональних чисел такi, що для будь-
якого n r′n < x1 < x2 < r′′n i lim

n→∞
r′n = x1, lim

n→∞
r′′n = x2. Тодi для

будь-якого n
ar′n < ar1 < ar2 < ar′′n .

А отже,

ax1 = lim
n→∞

ar′n 6 ar1 < ar2 6 lim
n→∞

ar′′n = ax2 .

Аналогiчно доводиться, що функцiя ax спадає, якщо 0 < a < 1.
�

Теорема 21.2 (характеристична властивiсть). Для будь-
яких дiйсних чисел x1 i x2 має мiсце рiвнiсть

ax1 · ax2 = ax1+x2 .

Доведення. Нехай (r′n) i (r′′n) послiдовностi рацiональних чи-
сел такi, що lim

n→∞
r′n = x1 i lim

n→∞
r′′n = x2, а, отже, lim

n→∞
(r′n + r′′n) =

x1 + x2. Тодi в силу означення показникової функцiї

ax1+x2 = lim
n→∞

ar′n+r′′n = lim
n→∞

ar′n lim
n→∞

ar′′n = ax1 · ax2 . �

Лема 1. Для будь-якого a > 0 lim
n→∞

n
√
a = 1.
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Доведення. Нехай a > 1. Тодi n
√
a > 1 i | n

√
a − 1| = n

√
a − 1.

Позначивши n
√
a− 1 = α, дiстанемо a = (1 + α)n. Звiдси в силу

нерiвностi Бернуллi a > 1 + nα або n
√
a − 1 <

a− 1

n
. Очевидно,

що для будь-якого ε > 0 нерiвнiсть
a− 1

n
< ε виконується для

всiх n, якi бiльшi
[
a− 1

n

]
+ 1. Отже, ∀ε > 0 вказано n0 (n0 =[

a− 1

n

]
+ 1) таке, що ∀n > n0 виконується нерiвнiсть | n

√
a −

1| < ε, тобто lim
n→∞

n
√
a = 1. Нехай 0 < a < 1. Тодi n

√
a < 1 i

| n
√
a− 1| = 1− n

√
a. Оцiнимо рiзницю

1− n
√
a = 1− 1

n

√
1

a

=

n

√
1

a
− 1

n

√
1

a

<
n

√
1

a
− 1.

Очевидно, що
1

a
> 1 i, за тiльки що доведеним, lim

n→∞
n

√
1

a
= 1.

Це означає, що ∀ε > 0 ∃n0 таке, що ∀n > n0 виконується

нерiвнiсть n

√
1

a
− 1 < ε. Але для таких самих n | n

√
a− 1| < ε. �

Лема 2. lim
x→0

ax = 1.

Доведення. Оскiльки функцiя ax монотонна, то iснують
lim

x→−0
ax i lim

x→+0
ax, причому

lim
x→−0

ax = lim
n→∞

a−
1
n = lim

n→∞

1
n
√
a

= 1,

lim
x→+0

ax = lim
n→∞

n
√
a = 1.

Отже, iснує lim
x→0

ax i дорiвнює 1. �
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Теорема 21.3. Показникова функцiя ax неперервна у ко-
жнiй точцi числової прямої.

Доведення. Нехай x0 ∈ R. Тодi прирiст функцiї 4y, який
вiдповiдає приросту аргумента 4x, подається у виглядi

4y = ax0+4x − ax0 = ax0(a4x − 1).

А оскiльки в силу леми 2

lim
4x→0

(a4x − 1) = 0,

то lim
4x→0

4y = 0. А це й означає, що показникова функцiя непе-

рервна у точцi x0. �
Оскiльки lim

x→−∞
ax = 0, lim

x→+∞
ax = +∞, якщо a > 1,

lim
x→−∞

ax = +∞, lim
x→+∞

ax = 0, якщо 0 < a < 1, то яким би

не було додатне число b iснують дiйснi числа x1 i x2 такi, що
ax1 < b < ax2. А, отже, в силу теореми про промiжне значен-
ня неперервної на вiдрiзку [x1;x2] функцiї маємо, що iснує (а в
силу монотонностi) єдине x0 ∈ (x1;x2) таке, що ax0 = b. Таким
чином, множиною значень показникової функцiї є множина всiх
додатних дiйсних чисел i рiвняння ax = b, де b > 0, має єдиний
розв’язок.

Звичайно означення 21.1 не єдиний спосiб введення понят-
тя показникової функцiї. Наприклад, її можна означити таким
чином.

Означення 21.2. Показниковою функцiєю з основою a на-
зивають функцiю f таку, що

а) D(f) = R, E(f) = R+, f(1) = a,
б) для будь-яких x1, x2 з R виконується рiвнiсть

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2), (21.1)

в) функцiя f неперервна на R.
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Мовою алгебри показникова функцiя є неперервним iзомор-
фiзмом групи (R,+) i групи (R+, ·), при якому образом 1 є число
a (0 < a 6= 1).

Теорема 21.4. Якщо a > 0 i a 6= 1, то iснує єдине непе-
рервне вiдображення f групи (R,+) на групу (R+, ·) таке, що
f(1) = a.

Доведення. Проблема iснування розв’язується автоматично,
оскiльки функцiя ax означена, як степiнь x числа a, задоволь-
няє властивостi а)–в). Доведемо, що така функцiя єдина. При-
пустимо, що iснує функцiя f така, що задовольняє властивостi
а)–в), але f(x) 6= ax. Скориставшись методом математичної iн-
дукцiї, можемо обгрунтувати, що для будь-яких дiйсних чисел
x1, x2, . . . , xn маємо

f

(
n∑

k=1

xk

)
=

n∏
k=1

f(xk).

Тодi для натурального n

f(n) = f(1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n разiв

) = f(1)f(1) · · · f(1)︸ ︷︷ ︸
n разiв

= f(1)n = an,

тобто значення функцiй f i ax на множинi натуральних чисел
збiгаються. Нехай r =

m

n
— довiльне додатне рацiональне чи-

сло. Тодi rn = m натуральне, i f(rn) = f(r)n = f(m) = am. А
оскiльки f(r) > 0, то

f(r) = f
(m
n

)
= n
√
am,

тобто значення функцiй f i ax збiгаються на множинi всiх дода-
тних рацiональних чисел. Якщо α — iррацiональне додатне чи-
сло i (rn) послiдовнiсть рацiональних додатних чисел така, що
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lim
n→∞

rn = α, то в силу неперервностi функцiї f lim
n→∞

f(rn) = f(α).

Разом з тим f(α) = aα за означенням степеня з iррацiональним
показником. Таким чином значення функцiй f i ax збiгаються
на множинi всiх додатних дiйсних чисел.

Залишилось зауважити, що ∀x f(x + 0) = f(x)f(0) i
тому f(0) = 1, а 1 = f(0) = f(x − x) = f(x)f(−x) i тому

f(−x) =
1

f(x)
. Отже, функцiї f i ax збiгаються на множинi

R, що суперечить нашому припущенню. Звiдси випливає, що
функцiя ax є єдиною функцiєю, яка задовольняє умови а)–в).
�

Особливо часто зустрiчаються показникова функцiя ex. У
цьому випадку її називають експоненцiальною функцiєю i iн-
коли використовують позначення expx. (Якщо a 6= e, то ax =(
eln a
)x

= ex ln a).
Оскiльки lim

x→0
(1 + x)

1
x = e, то легко показати, що

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a.

Звiдси уже легко отримати, що (ax)′ = ax ln a, зокрема (ex)′ = ex,
тобто функцiя ex збiгається з своєю похiдною.

Покажемо, що функцiю ex можна означити як суму сте-

пеневого ряду. З цiєю метою розглянемо ряд
∞∑

n=0

xn

n!
. Цей ряд

абсолютно збiгається на всiй числовiй осi i його сума ϕ(x) є
неперервною функцiєю для всiх x. Якщо позначити(

1 +
1

n

)n

= en,

n∑
k=0

1

k!
= sn,
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то, скориставшись формулою бiнома Ньютона, маємо

en =

(
1 +

1

n

)n

=
n∑

k=0

Ck
n

(
1

n

)k

= 1 +
n

1!

1

n
+
n(n− 1)

2!

(
1

n

)2

+

+ · · ·+ n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

(
1

n

)k

+ · · ·+ 1

nn
=

= 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+

+
1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
+ · · ·+

+
1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)
<

< 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

k!
+ · · ·+ 1

n!
= sn.

З другого боку, для ∀k < n

1+1+
1

2!

(
1− 1

n

)
+· · ·+ 1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
< en

i при n→∞ маємо sk 6 e. Таким чином, для ∀n

en < sn 6 e i lim
n→∞

sn = ϕ(1) = e.

Нарештi, для будь-яких x1, x2 ∈ R

ϕ(x1)ϕ(x2) =
∞∑

n=0

xn
1

n!

∞∑
n=0

xn
2

n!
=

= 1 + (x1 + x2) +

(
x2

1

2!

)
+ x1x2 +

x2
2

2!
+ · · ·+
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+
n∑

k=0

xn−k
1 xk

2

(n− k)!k!
+ · · · =

= 1 +
∞∑

n=1

1

n!

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
xn−k

1 xk
2 = 1 +

∞∑
n=1

(x1 + x2)
n

n!
=

= ϕ(x1 + x2),

тобто властивiсть б) виконується. Оскiльки ϕ(0) = 1, то для

x > 0 ϕ(−x)ϕ(x) = 1 i ϕ(−x) 1

ϕ(x)
, тобто ϕ(x) додатна для

всiх x. Залишилось показати, що E(ϕ) = R+. Справдi, оскiль-
ки для будь-якого натурального n ϕ(n) = 1 + n + · · · > n, то

ϕ(−n)
1

ϕ(n)
<

1

n
, тобто ϕ(x) може приймати як завгодно великi

так i як завгодно малi додатнi значення. Якщо b ∈ R+, то iснує

натуральне n що
1

n
< b < n, а, отже, ϕ(−n) < b < ϕ(n). Теоре-

ма про промiжне значення неперервної на вiдрiзку функцiї ϕ(x)
гарантує iснування x0 ∈ (−n;n) такого, що ϕ(x0) = b.

Таким чином, функцiя

ϕ(x) =
∞∑

n=0

xn

n!

задовольняє всi умови теореми 21.4 i ϕ(1) = e, а, отже, ϕ(x) =
ex.

Подання показникової функцiї у виглядi степеневого ряду
дає можливiсть поширити її (аналiтично продовжити) на всю
комплексну площину. Розглянемо степеневий ряд

∞∑
n=0

zn

n!
.

Оскiльки

lim
n→∞

n

√
1

n!
= 0,
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то цей ряд збiгається, причому абсолютно на всiй комплекснiй
площинi. Покладемо за означенням

ez :=
∞∑

n=0

zn

n!
. (21.2)

Пiдставою для такої назви є те, що у випадку Im z = 0 (21.2)
є показниковою функцiєю дiйсної змiнної з основою e, i для
будь-яких z1, z2 ∈ C

ez1ez2 =
∞∑

n=0

zn
1

n!

∞∑
n=0

zn
2

n!
= 1 +

∞∑
n=1

n∑
k=0

zn−1
1 zk

2

(n− k)!k!
=

= 1 +
∞∑

n=1

1

n!

n∑
k=0

Ck
nz

n−k
1 zk

2 = 1 +
∞∑

n=1

(z1 + z2)
n

n!
=

= ez1+z2 .

З допомогою рiвностi

ez1+z2 = ez1ez2 (21.3)

легко отримати формулу для обчислення значень функцiї ez, не
сумуючи ряду (21.2). Справдi, якщо покласти z = x + iy, де
x, y ∈ R, то з того, що ez = exeiy i

eiy =
∞∑

n=0

(iy)n

n!
= 1 +

iy

1!
− y2

2!
− iy3

3!
+

+
y4

4!
+ · · ·+ (−1)k y2k

(2k)!
+ (−1)ki

y2k+1

(2k + 1)!
+ · · · =

=
∞∑

k=0

(−1)k y2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k y2k+1

(2k + 1)!
=

= cos y + i sin y,
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маємо
ez = ex(cos y + i sin y). (21.4)

Тепер уже легко перевiрити, що функцiя ez аналiтична у
кожнiй точцi комплексної площини, i що її похiдна (ez)′ = ez.

З формули (21.4) маємо, що

|ez| =
√
e2x cos2 y + e2x sin2 y = ex,

Arg(ez) = y + 2kπ, де k ∈ Z.

Стосовно можливих значень, то, насамперед, очевидно, що
оскiльки для будь-яких x ∈ R ex > 0, i нi при якому y cos y
i sin y одночасно не обертаються в нуль, то нi при якому z ez

не може дорiвнювати 0. Якщо ж A будь-яке комплексне число
вiдмiнне вiд нуля, то, подавши його у тригонометричнiй формi
A = |A|(cosϕ0 + i sinϕ0), маємо, що ex = |A| або x = ln |A| i
y = argA+ 2kπ, де k ∈ Z. Отже, рiвняння ez = A, де A 6= 0, має
безлiч розв’язкiв, а саме

z = ln |A|+ i(argA+ 2kπ), де k ∈ Z.

Оскiльки функцiї cos y i sin y перiодичнi з перiодом 2π, то для
будь-якого z ∈ C

ez+2πi = ez(cos 2π + i sin 2π),

тобто ez перiодична з перiодом 2πi.
Показникова функцiя ez дає можливiсть крiм алгебраїчної

та тригонометричної форм подання комплексного числа викори-
стовувати показникову форму. А саме, якщо у формулi (21.4)
покласти x = 0 i y = α, то

eiα = cosα+ i sinα.

Тодi будь-яке комплексне число z 6= 0 можна подати у виглядi

z = |z|(cos arg z + i sin arg z) = |z|ei arg z.
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Якраз останнє i є показниковою формою подання комплексного
числа.

Повернемось до показникової функцiї дiйсної змiнної. Однi-
єю iз популярних задач (особливо шкiльної математики) є
розв’язування показникових рiвнянь та нерiвностей. Показни-
ковим називають рiвняння, у яких невiдоме входить лише до
показникiв степенiв при сталих основах. Найпростiшим пока-
зниковим рiвнянням є ax = b, де a > 0, a 6= 1 i b > 0. Воно має
єдиний розв’язок x = loga b. Показникове рiвняння

af(x) = bg(x),

де a > 0, a 6= 1 i b > 0, b 6= 1, розв’язується методом зведення
до однiєї основи. Якщо c > 0 i c 6= 1, то останнє рiвняння
рiвносильне рiвнянню

cf(x) logc a = cg(x) logc b,

яке у свою чергу рiвносильне рiвнянню

f(x) logc a = g(x) logc b,

зокрема рiвняння
af(x) = ag(x)

рiвносильне рiвнянню

f(x) = g(x).

Другим найпоширенiшим методом розв’язування показнико-
вих рiвнянь є метод замiни змiнної, який приводить розв’язу-
вання рiвняння

F (af(x)) = 0,

до розв’язування рiвняння F (t) = 0, i пiсля до розв’язування
рiвнянь виду af(x) = t0, де t0 — додатний розв’язок рiвняння
F (t) = 0.
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Так, наприклад, показникове рiвняння виду

c1a
nx + c2a

kxb(n−k)x + c3b
nx = 0,

де a > 0, a 6= 1, b > 0, b 6= 1 k, n ∈ N i k < n, (його називають
однорiдним) розв’язується так: подiливши на bnx i поклавши(a
b

)x

= t, дiстанемо рiвняння c1tn + c2t
k + c3 = 0.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння

3 · 23x+2 − 47 · 12x + 53 · 18x − 2 · 33x+2 = 0.

Розв’язання. Запишемо рiвняння у виглядi

12 · 23x − 47 · 22x · 3x + 53 · 2x32x − 18 · 33x = 0

i подiлимо обидвi частини на 33x. Маємо

12

(
2

3

)3x

− 47

(
2

3

)2x

+ 53

(
2

3

)x

− 18 = 0.

Замiна
(

2

3

)x

= t приводить до кубiчного рiвняння

12t3 − 47t2 + 53t− 18 = 0.

Очевидним коренем цього рiвняння є t1 = 1, а коренями квадра-

тного рiвняння 12t2− 35t+18 = 0 є t2 =
9

4
, t3 =

2

3
. Отже, коренi

заданого показникового рiвняння будуть x1 = 0, x2 = −2, x3 = 1.

Приклад 2. Розв’язати систему рiвнянь{
4x − 7 · 2x−0,5y = 23−y,

y − x = 3.
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Розв’язання. Оскiльки y = 3+x, то перше рiвняння системи
запишеться так:

4x − 7 · 20,5x−1,5 = 2−x

або
23x − 7 · 21,5x2−1,5 = 1.

Замiна 21,5x = t приводить до квадратного рiвняння

2
√

2t2 − 7t− 2
√

2 = 0,

коренi якого t1 = −
√

2

2
, t2 = 2

√
2. Тодi x = 1, y = 4 шуканий

розв’язок системи.
Показниковими нерiвностями називають нерiвностi, у яких

невiдоме входить лише до показникiв степенiв при сталих осно-
вах. Розв’язування таких нерiвностей зводиться до розв’язуван-
ня найпростiших нерiвностей виду

af(x) < ag(x), af(x) 6 ag(x),

якi, враховуючи монотоннiсть показникової функцiї, зводяться
до розв’язування нерiвностей f(x) < g(x), f(x) 6 g(x), якщо
a > 1, i нерiвностей f(x) > g(x), f(x) > g(x), якщо 0 < a < 1.

Приклад 3. Розв’язати нерiвнiсть

2x+1 − 5 · 3x

2x − 3x+1
< 1.

Розв’язання.(
2x+1 − 5 · 3x

2x − 3x+1
< 1

)
⇐⇒

(
2x − 2 · 3x

2x − 3 · 3x
< 0

)
⇐⇒

⇐⇒ ((2x − 2 · 3x)(2x − 3 · 3x) < 0) ⇐⇒
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⇐⇒
((((

2

3

)x

− 2

)((
2

3

)x

− 3

))
< 0

)
⇐⇒

⇐⇒
(

2 <

(
2

3

)x

< 3

)
⇐⇒

(
log 2

3
3 < x < log 2

3
2
)
.

Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що для будь-якого x ∈ R

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

= ex.

2. Побудувати графiки функцiй:

y = 2x; y =

(
1

2

)x

; y = 2−x; y =

(
1

2

)−x

; y = 2|x|;

y = 2−|x|; y = 2x+a; y = 2x + a.

3. Довести нерiвностi:

а) ex > 1 + x+
x2

2
для x > 0;

б) e−x > 1− x для x < 0;

в) e2x <
1 + x

1− x
для x ∈ (0; 1).

4. Розв’язати рiвняння

а) 9 · 41/x + 5 · 61/x = 4 · 91/x;

б) 5x+ 1
2 − 9x = 32x−2 − 5x− 1

2 ;

в) 53x + 9 · 5x + 27(5−3x + 5−x) = 64.

5. Розв’язати нерiвностi:

а) 5x − 53−x > 20;

б) (
√

5 + 2)x−1 > (
√

5− 2)
x−1
x+1 ;

в)
√

8 + 2
√

3−x+1 − 4
√

3−x + 2
√

3−x+1 > 5.
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22 ЛЕКЦIЯ: Логарифмiчна функцiя дiйсної та
комплексної змiнної

Означення логарифмiчної функцiї дiйсної змiнної як оберненої
до показникової, її властивостi. iншi пiдходи до поняття логари-
фмiчної функцiї. Логарифмiчна функцiя комплексної змiнної, її
властивостi. Логарифмiчнi рiвняння i нерiвностi.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 89–90; [2], ч. 1, с. 133–135; [3], т. 1,
с. 104–105; [4], с. 85–92; [8], с. 204–242; [9], ч. 2, с. 359–361.

Як правило, у рамках достатно розвинутої теорiї неперерв-
них функцiй логарифмiчну функцiю означають як функцiю
обернену до показникової. Справдi, на будь-якому вiдрiзку [α; β]
функцiя y = ax (a > 0, a 6= 1) визначена, строго монотонна i не-
перервна. А отже, iснує обернена до неї функцiя, яка визначена
строго монотонна i неперервна на вiдрiзку [aα; aβ], якщо a > 1,
або на вiдрiзку [aβ; aα], якщо 0 < a < 1. Враховуючи те, що для
будь-якого додатного числа c iснують дiйснi числа x1 i x2 такi,
що ax1 < c < ax2, то логарифмiчна функцiя визначена, строго
монотонна i неперервна на множинi додатних дiйсних чисел.

Для логарифмiчної функцiї використовують позначення y =
loga x (читається „логарифм x за основою a“). Однак у випадку
a = e замiсть loge x пишуть lnx, а у випадку a = 10 замiсть
log10 x пишуть lg x.

Властивостi логарифмiчної функцiї формулюються на пiдста-
вi вiдповiдних властивостей показникової функцiї.

1. Оскiльки при a > 1 функцiя y = ax зростає i

lim
x→−∞

ax = 0, lim
x→+∞

ax = +∞,

то логарифмiчна функцiя y = loga x теж зростає i

lim
x→+0

loga x = −∞, lim
x→+∞

loga x = +∞.
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2. Оскiльки при 0 < a < 1 функцiя y = ax спадає i

lim
x→−∞

ax = +∞, lim
x→+∞

ax = 0,

то логарифмiчна функцiя y = loga x теж спадає i

lim
x→+0

loga x = +∞, lim
x→+∞

loga x = −∞.

3. Оскiльки значення показникової функцiї y = ax у точцi
x = 1 дорiвнює a, то значення функцiї y = loga x у точцi x = a
дорiвнює 1. (Значення логарифмiчної функцiї y = loga x у точцi
x = 1 дорiвнює нулевi.)

4. Оскiльки для показникової функцiї y = ax має мiсце рiв-
нiсть ax1ax2 = ax1+x2 для будь-яких дiйсних чисел x1 i x2, то для
логарифмiчної функцiї y = loga x має мiсце рiвнiсть

loga x1 + loga x2 = loga(x1x2)

для будь-яких додатних чисел x1 i x2.
Справдi loga x1 це той показник степеня α1, для якого aα1 =

x1, а loga x2 це той показник степеня α2, для якого aα1 = x2.
Тодi α1 + α2 це той показник степеня, для якого aα1+α2 = x1x2,
тобто α1 + α2 є loga(x1x2).

iсторично поняття логарифмiчної функцiї сформувалось на
основi таблиць логарифмiв, якi одночасно розроблялись на поча-
тку 17 столiття швейцарцем Йостом Бюргi, шотландцем Джоном
Непером i англiйцем Генрi Брiгсом, однак першою (1614) була
публiкацiя Непера. Вiн же обрав термiн „логарифм“, що озна-
чає „число вiдношення“ (вiд поєднання грецьких слiв λóγoζ —
вiдношення, άριθµoζ — число).

Сучасною мовою таблицi Непера є вiдповiднiсть, яка кожно-

му числу виду
(

1− 1

107

)n

вiдносить число
n

107
, тобто

n

107
є
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логарифм числа
(

1− 1

107

)n

за основою
1

e
, якщо

1

e
замiнено на

число
(

1− 1

107

)107

.

Вiдправним поняттям є логарифм i при введенi логарифмi-
чної функцiї у шкiльному курсi математики.

Означення 22.1. Логарифмом числа N за основою a (a > 0
i a 6= 1) називається показник степеня α, до якого треба
пiднести a, щоб дiстати число N .

Позначається цей показник степеня символом logaN . Таким чи-
ном, logaN є коренем рiвняння ax = N , тобто

aloga N = N

(основна логарифмiчна тотожнiсть).
Оскiльки степiнь aα (a > 0, a 6= 1) при будь-якому α ∈ R є

додатне число i для будь-яких α i β

aαaβ = aα+β,
aα

aβ
= aα−β, (aα)β = aαβ,

то логарифми за основою a мають тiльки додатнi числа i вони
задовольняють такi властивостi:

а) логарифм добутку двох додатних чисел дорiвнює сумi їх
логарифмiв;

б) логарифм частки двох додатних чисел (дробу) дорiвнює
рiзницi логарифмiв дiленого i дiльника (чисельника i зна-
менника);

в) логарифм степеня дорiвнює показнику степеня, помноже-
ному на логарифм основи цього степеня.
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Означення 22.2. Вiдповiднiсть, яка кожному додатному
числу x вiдносить логарифм цього числа за основою a, нази-
вається логарифмiчною функцiєю за основою a i позначає-
ться y = loga x.

Мовою алгебри логарифмiчна функцiя y = loga x задає iзо-
морфне вiдображення групи (R+, ·) на групу (R+,+). Звичайно
означення 22.2 тiсно пов’язане з поняттям степеня i тому вла-
стивостi логарифмiчної функцiї формулюються i обгрунтовую-
ться на пiдставi властивостей показникової функцiї. Серед них
особливе мiсце за такими:

а) D(log) = R+, E(log) = R;

б) функцiя loga x неперервна на R+;

в) для будь-яких x1, x2 ∈ R+

loga(x1x2) = loga x1 + loga x2;

г) loga a = 1.

(22.1)

Перелiченi властивостi є характеристичними для логарифмi-
чної функцiї. А саме, має мiсце така теорема.

Теорема 22.1. Якщо a > 0 i a 6= 1, то iснує єдина функцiя
f , яка задовольняє властивостi (22.1).

Доведення. iснування випливає з того, що функцiя y =
loga x задовольняє властивостi (22.1). Залишається довести єди-
нiсть. Припустимо, що iснує функцiя f , яка задовольняє вла-
стивостi (22.1) i не збiгається з loga x. Методом математичної
iндукцiї легко обгрунтувати, що для будь-яких додатних чисел

x1, x2, . . . , xn f

(
n∏

k=1

xk

)
=

n∑
k=1

f(xk). Тодi для будь-якого нату-

рального n

f(an) = f(a) + f(a) + · · ·+ f(a)︸ ︷︷ ︸
n разiв

= nf(a) = n,
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тобто f(an) = loga a
n i значення функцiї f збiгається iз значен-

нями функцiї loga x на множинi {an |n ∈ N}. Нехай r =
m

n
—

довiльне додатне число. Тодi rn = m i

m = f(am) = f(arn) = f(ar · ar · · · ar︸ ︷︷ ︸
n разiв

) = nf(ar),

тобто f(ar) =
m

n
= r i значення функцiї f збiгається iз значен-

нями функцiї loga x на множинi {ar | r — додатне рацiональне
число}. Нехай α — довiльне додатне iррацiональне число. Тодi
iснує послiдовнiсть (rn) додатних рацiональних чисел така, що
lim

n→∞
rn = α, а, отже, в силу неперервностi функцiї ax

lim
n→∞

rn = aα.

Скориставшись неперервнiстю функцiї f у точцi aα, маємо

f(aα) = lim
n→∞

f(arn) = lim
n→∞

rnf(a) = α,

тобто f(aα) = α i значення функцiї f збiгається iз значеннями
функцiї loga x на множинi {aα |α ∈ R+}. А врахувавши, що
lim

n→∞
n
√
a = 1 i що у точцi x = 1 функцiя f неперервна, маємо

f(1) = lim
n→∞

f( n
√
a) = lim

n→∞

1

n
f(a) = 0 = loga 1.

Нехай α > 0. Тодi 0 = f(1) = f(aαa−α) = f(aα) + f(a−α) =
α+f(a−α), тобто f(a−α) = −α. Таким чином, значення функцiї f
збiгаються iз значеннями функцiї loga x на множинi {aα |α ∈ R}.
Якщо тепер x ∈ R+, то

f(x) = f
(
aloga x

)
= loga x,

що суперечить припущенню. Отже, loga x єдина функцiя, яка
задовольняє умови (22.1). �
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Якщо припустити, що функцiя f(x), яка задовольняє умови
(22.1), диференцiйовна, то можна знайти її похiдну. Справдi,
якщо f ′(x) iснує, то

f ′(x) = lim
4x→0

f(x+4x)− f(x)

4x
=

= lim
4x→0

f

(
x

(
1 +

4x
x

))
− f(x)

4x
=

= lim
4x→0

f(x) + f

(
1 +

4x
x

)
− f(x)

4x
= lim

4x→0

f

(
1 +

4x
x

)
4x

=

=
1

x
lim
4x→0

f

(
1 +

4x
x

)
4x
x

=
1

x
lim
h→0

f(1 + h)

h
=
c

x
,

де c = lim
h→0

f(1 + h)

h
не залежить вiд x. Покладемо c = 1. Тодi

f ′(x) =
1

x
i f(x) =

x∫
1

dt

t
.

Розглянемо функцiю

f(x) =

x∫
1

dt

x
:=



−
1∫

x

dt

t
, якщо 0 < x < 1,

0, якщо x = 1,

x∫
1

dt

t
, якщо x > 1

(22.2)
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i покажемо, що вона задовольняє умови (22.1). Очевидно, що

f(x) визначена, неперервна i зростаюча (f ′(x) =
1

x
> 0) на

промiжку (0,+∞). А оскiльки f(1) = 0, то f(x) < 0, якщо
0 < x < 1, i f(x) > 0, якщо x > 1. Якщо x1, x2 ∈ (0,+∞), то

f(x1x2) =

x1x2∫
1

dt

t
=

x1∫
1

dt

t
+

x1x2∫
x1

dt

t
=

x1∫
1

dt

t
+

x2∫
1

du

u
= f(x1)+ f(x2)

(в другому iнтегралi виконано пiдстановку t = x1u). Тепер уже
не важко переконатись, що f(2n) = nf(2), а f(2−n) = −nf(2).
Отже,

lim
x→+0

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞

i множиною значень функцiї f(x) є множина R. Але тодi iснує
таке число e, для якого f(e) = 1.

Таким чином, показано, що функцiя (22.2) задовольняє умо-
ви (22.1), а, отже, це логарифмiчна функцiя з основою e, тобто
означення 22.2 дає функцiю y = lnx. Означення 22.2 дає мо-
жливiсть, скориставшись формулами чисельного iнтегрування,
обчислювати логарифми чисел. Однак бiльш ефективним iнстру-
ментом є ряди. Якщо почлено проiнтегрувати ряд

∞∑
n=0

(−1)nxn,

який збiгається на iнтервалi (−1; 1) i має сумою функцiю
1

1 + x
(сума членiв нескiнченної геометричної прогресiї iз знаменни-
ком −x (|x| < 1)), то отримаємо ряд

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
,
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який збiгається на промiжку (−1; 1] i має сумою функцiю ln(1+
x). Отож маємо, що

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n
(22.3)

для всiх x з промiжку (−1; 1], i, користуючись цим рядом, можна
обрахувати значення логарифмiв чисел з промiжку (0; 2]. Так,
наприклад,

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · ,

i щоб знайти наближене значення ln 2 з точнiстю до чотирьох
знакiв, слiд взяти 104 членiв ряду. (Маємо достатно пристойну

збiжнiсть, коли |x| < 1

2
).

Разом з тим можна побудувати ряд, який збiгається значно
швидше. Бiльш того, вiн дозволить обчислювати логарифми чи-
сел, якi бiльшi 2. Якщо у (22.3) покласти −x, то для всiх x з
промiжку [−1; 0)

ln(1− x) = −
∞∑

n=1

xn

n
.

Тодi ln(1 + x) − ln(1 − x) = 2
∞∑

n=1

x2n−1

2n− 1
, причому ряд справа

збiгається на iнтервалi (−1; 1), тобто для всiх x ∈ (−1; 1)

ln
1 + x

1− x
= 2

∞∑
n=1

x2n−1

2n− 1
. (22.4)

i тепер, щоб знайти наближене значення ln 2 з точнiстю до 10−4,

досить у (22.4) покласти x =
1

3
i у рядi

2
∞∑

n=1

1

(2n− 1)32n−1
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взяти першi чотири члени. Справдi,

2

9 · 39
+

2

9 · 311
+ · · · < 2

9 · 39
+

2

9 · 311
+

2

9 · 313
+ · · · =

=
2

9 · 39
· 9

8
=

1

4 · 39
< 10−4

i

ln 2 ≈ 2

1 · 3
+

2

3 · 33
+

1

5 · 35
+

1

7 · 37
≈

≈ 0, 66667 + 0, 02469 + 0, 00165 + 0, 00013 = 0, 69314,

тобто ln 2 = 0, 6931 з точнiстю до 10−4.
Нехай n = 4, тодi

ln 5− ln 4 = 2

(
1

9
+

1

3 · 93
+

1

5 · 95
+ · · ·

)
≈

≈ 0, 22222 + 0, 00092 = 0, 22314

i
ln 10 = ln 5 + ln 2 = 3 ln 2 + (ln 5− ln 4) ≈ 2, 30258.

Перехiд вiд натуральних до десяткових логарифмiв здiйсню-
ється за формулою

lgN = M lnN,

де M = lg e =
1

ln 10
≈ 0, 43429 називається модулем переходу

вiд натуральних до логарифмiв десяткових. Тодi

lg(n+ 1) = lg n+ 2M
∞∑

k=1

1

(2k − 1)(2k + 1)2k−1
,

а для n > 100, врахувавши, що 2M < 1, отримаємо

lg(n+ 1) = lg n+
2M

2n+ 1
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з точнiстю до 5 · 10−8. Так, наприклад,

lg 101 = 2 +
2M

201
≈ 2, 0043,

lg 102 = 2, 00432 +
2M

203
≈ 2, 0086.

Логарифмiчна функцiя комплексної змiнної вводиться як
обернена до показникової функцiї. Точнiше, як вiдповiднiсть,
яка кожному комплексному числу z 6= 0 вiдносить множину
розв’язкiв рiвняння ew = z. Останню можна знайти, якщо ew i z
подати у тригонометричнiй формi i розв’язати рiвняння

eu(cos ν + i sin ν) = |z|(cosα+ i sinα),

де α = arg z. Тодi

{ln |z|+ i(arg z + 2kπ) | k ∈ Z}

шукана множина розв’язкiв.

Означення 22.3. Вiдповiднiсть, яка кожному комплексно-
му числу z 6= 0 вiдносить множину комплексних чисел

{ln |z|+ i(arg z + 2kπ) | k ∈ Z} = ln |z|+ iArg z (22.5)

називається логарифмiчною функцiєю комплексної змiнної i
позначається w = Ln z.

Теорема 22.2. Якщо z1z2 6= 0,то

Ln(z1z2) = Ln z1 + Ln z2, (22.6)

Ln
z1

z2

= Ln z1 − Ln z2. (22.7)
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Доведення. Враховуючи, що для будь-яких z1 i z2 (z1z2 6=

0) |z1z2| = |z1||z2|, Arg(z1z2) = Arg z1 + Arg z2, |
z1

z2

=
|z1|
|z2|

,

Arg
(
z1

z2

)
= Arg z1 − Arg z2, i скориставшись означенням 22.6

Ln(z1z2) можна подати у виглядi

Ln(z1z2) = ln |z1z2|+ iArg(z1z2) = ln |z1|+ ln |z2|+

+iArg z1 + iArg z2 = {ln |z1|+ ln |z2|+ i(arg z1 + 2kπ) +

+i(arg z2 + 2nπ) | k, n ∈ Z}. (22.8)

З другого боку, Ln z1+Ln z2 є позначення множини комплексних
чисел, елементами якої є всi можливi суми елементiв множин

{ln |z1|+ i(arg z1 + 2kπ) | k ∈ Z} i

{ln |z2|+ i(arg z2 + 2kπ) | k ∈ Z},
взятих по одному з кожної множини. Очевидно, що кожен еле-
мент множини Ln(z1z2) є елементом множини Ln z1 + Ln z2 i
навпаки. Рiвнiсть (22.7) доводиться аналогiчно. �

Зауваження. Множини Ln zα i αLn z, взагалi кажучи, не є
рiвними. Так, наприклад,

Ln z2 = Ln z + Ln z = {ln |z|+ i(arg z + 2kπ) | k ∈ Z}+

+{ln |z|+ i(arg z2nπ) |n ∈ Z} =

= {2 ln |z|+ i(2 arg z + 2kπ) | k ∈ Z},

а 2Ln z = {2 ln |z|+ i(2 arg z + 4kπ) | k ∈ Z}, тобто Ln z2 6= 2Ln z.
При дослiдженнi багатозначних функцiй видiляють так званi

однозначнi неперервнi гiлки. Для логарифмiчної функцiї такими
гiлками будуть функцiї виду

w = Lnk z = ln |z|+ i(arg z + 2kπ)
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для кожного k ∈ Z, визначенi на всiй комплекснiй площинi з
розрiзом вздовж вiд’ємної частини дiйсної осi. Множиною зна-
чень функцiї w = Lnk z є множина

{w | (2k − 1)π < | Imw| < (2k + 1)π}.

Гiлка Ln0 z називається головним значенням функцiї Ln z i по-
значається ln z = ln |z|+ i arg z.

Покажемо, що функцiя ln z є аналiтичною у кожнiй точцi
своєї областi визначення. Справдi,

w = ln z = ln
√
x2 + y2 + i arg z,

де

arg z =


arctg

y

x
, x > 0,

arctg
y

x
+ π, x < 0, y > 0,

arctg
y

x
− π, x < 0, y < 0,

i

∂u

∂x
=

∂

∂x

(
ln(
√
x2 + y2)

)
=

x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

∂

∂y

(
ln(
√
x2 + y2)

)
=

y

x2 + y2
,

∂v

∂x
=

∂

∂x
(arg z) =

∂

∂x

(
arctg

y

x

)
= − y

x2 + y2
,

∂v

∂y
=

∂

∂y
(arg z) =

∂

∂y

(
arctg

y

x

)
=

x

x2 + y2
.

Таким чином,
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
,
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тобто умови Кошi-Рiмана виконуються, i функцiя ln z аналiти-
чна на всiй комплекснiй площинi з розрiзом вздовж вiд’ємної
частини дiйсної осi, а її похiдна дорiвнює

ln′ z =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
=

=
x− iy

x2 + y2
=

z

z · z
=

1

z
.

Аналогiчно для кожної гiлки Lnk z.
Логарифмiчну функцiю комплексної змiнної можна ввести i

з допомогою iнтеграла. З цiєю метою розглянемо∫
Γ

dζ

ζ
,

де Γ — спрямлювана крива, яка не проходить через точки ζ = 0

i ζ = ∞. Оскiльки функцiя f(z) =
1

z
визначена i аналiтична

на всiй комплекснiй площинi крiм точки z = 0, то цей iнтеграл
залежить тiльки вiд початкової i кiнцевої точок шляху iнтегру-
вання. Нехай точка ζ = 1 початок кривої Γ, а точка ζ = z ї
кiнець, а крива Γ складається з прямолiнiйного вiдрiзка Γ1 з
початком у точцi ζ = 1 i кiнцем у точцi ζ = |z| i дуги кола Γ2

з центром у точцi ζ = 0 радiуса |z| з початком у точцi ζ = |z|
i кiнцем точцi ζ = z, причому будемо вважати, що крива не
обходить точку ζ = 0. Тодi∫

Γ

dζ

ζ
=

∫
Γ1

dζ

ζ
+

∫
Γ2

dζ

ζ
=

|z|∫
1

dx

x
+

arg z∫
0

i|z|eiϕ

|z|eiϕ
dϕ = ln |z|+ i arg z.

Врахувавши, що коли γ — коло з центром у точцi ζ = 0 радiуса
R, то ∫

γ

dζ

ζ
=

2π∫
0

iReiϕ

Reiϕ
dϕ = 2πi,

328



можемо обрахувати
∫
Γ

dζ

ζ
у випадку, коли крива Γ декiлька раз

обходить точку ζ = 0, а саме∫
Γ

dζ

ζ
= ln |z|+ i arg z + 2kπi,

де k число обходiв кривою Γ точки ζ = 0 (k — додатне, якщо
обхiд здiйснюється у додатному напрямку, i k — вiд’ємне, якщо
обхiд здiйснюється у зворотному напрямку). Звiдси маємо, що

Ln z =

∫
Γz

dζ

ζ
, (22.9)

де Γz — спрямлювана крива, що сполучає точку ζ = 1 i точку
ζ = z.

На заключення декiлька зауважень щодо розв’язування лога-
рифмiчних рiвнянь та нерiвностей. Логарифмiчними називають
рiвняння, якi мiстять змiнну пiд знаком логарифма. Найпростi-
шими логаримiчними рiвняннями є рiвняння виду loga x = b i
його узагальнення loga f(x) = b. Очевидно, що останнє рiвно-
сильне рiвнянню f(x) = ab. Найбiльш популярними у шкiльнiй
практицi є логарифмiчнi рiвняння виду

loga f(x) = loga g(x), (22.10)

яке рiвносильне кожнiй з двох систем{
f(x) > 0,

f(x) = g(x)
або

{
g(x) > 0,

f(x) = g(x)

Рiвняння виду

loga f(x) + loga g(x) = loga h(x),

loga f(x)− loga g(x) = loga h(x),

α loga f(x) = loga g(x)
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за допомогою основних властивостей логарифмiв зводяться до
рiвнянь виду (22.10). Такий перехiд, взагалi кажучи, може при-
вести до стороннiх коренiв. Тому з множини знайдених коренiв
слiд взяти тiльки тi, якi належать множинi {x | f(x) > 0, g(x) >
0, h(x) > 0}, або перевiрити кожен з них пiдстановкою у вихiдне
рiвняння.

Якщо при розв’язуваннi логарифмiчних рiвнянь виконую-

ться перетворення виразiв виду loga(f(x)g(x)), loga

(
f(x)

g(x)

)
,

loga(f(x))p, де p — рацiональне число, подання якого у виглядi
нескоротного дробу має парний знаменник, то можлива втрата
коренiв. Щоб запобiгти цьому, слiд користуватись основними
властивостями логарифмiв у такому виглядi:

loga(f(x)g(x)) = loga |f(x)|+ loga |g(x)|,

loga

(
f(x)

g(x)

)
= loga |f(x)| − loga |g(x)|,

log(f(x))p = p loga |f(x)|.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння

log2(x
2 + 3x2 + 2x− 1)

log2(x
3 + 2x2 − 3x+ 5)

= log2x x+ log2x 2.

Розв’язання. Права частина визначена для x > 0 i x 6= 1

2
.

Для таких x

log2x x+ log2x 2 = log 2x(2x) = 1.

i задане рiвняння записуємо у виглядi

log2(x
3 + 3x2 + 2x− 1) = log2(x

3 + 2x2 − 3x+ 5).

Перейдемо до рiвняння

x3 + 3x2 + 2x− 1 = x3 + 2x2 − 3x+ 5
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або x2 + 5x − 6 = 0, розв’язками якого є x1 = 1, x2 = −6.
Оскiльки виконуванi перетворення до втрати коренiв привести
не могли, то з допомогою пiдстановки у вихiдне рiвняння
переконуємось, що x = 1 є його єдиний корiнь.

Приклад 2. Розв’язати систему рiвнянь{
31+2 log3(y−x) = 48,

2 log5(2y − x− 12)− log5(y − x) = log5(y + x).

Розв’язання. Скориставшись основною логарифмiчною то-
тожнiстю перше рiвняння запишемо у виглядi (y − x)2 = 16, де
y − x > 0. Тодi задана система буде еквiвалентною системi

y − x > 0,

2y − x− 12 > 0,

y + x > 0,

(2y − x− 12)2

4
= y + x,

яка має єдиний розв’язок (16; 20).
Щодо логарифмiчних нерiвностей, то найпоширенiшим у

шкiльнiй математицi є нерiвностi, якi мають вигляд

loga f(x) < loga g(x) (22.11)

(нерiвнiсть може бути не строгою) або зводяться до них. Нерiв-
нiсть (22.11) еквiвалентна системi

f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) < g(x),
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якщо a > 1, i системi 
f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) > g(x),

якщо 0 < a < 1.

Приклад 3. Розв’язати нерiвнiсть

log 1
3
(x− 1) + log 1

3
(x+ 1) + log√3(5− x) < 1.

Розв’язання. Лiва частина нерiвностi визначена на множинi
{x |x − 1 > 0, x + 1 > 0, 5 − x > 0} = (1; 5), i її можна подати у
виглядi

− log3(x− 1)− log3(x+ 1) + 2 log3(5− x) = log3

(5− x)2

x2 − 1
< 1.

На множинi (1;5) задана нерiвнiсть еквiвалентна нерiвностi
(5− x)2

x2 − 1
< 3 або x2 + 5x − 14 > 0. Отже, множиною розв’яз-

кiв є iнтервал (2;5).

Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що для будь-яких N1 > 0, N2 > 0

loga(N1N2) = logaM1 + logaN2,

loga

N1

N2

= logaN1 − logaN2.

2. Довести, що для будь-якого N > 0 i будь-якого α ∈ R

logaN
α = α logaN.
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3. Довести, що для a > 0, a 6= 1, b > 0, b 6= 1

logaN =
logbN

logb a
.

4. Спростити вираз(
lg b · 2log2 lg b

)1/2
log

−1/2
2 b2√

lg2 b+ 1

2 lg b
+ 1− 100,5 lg lg b1/2

.

5. Виходячи з iнтегрального означення логарифмiчної фун-
кцiї, обгрунтувати властивостi, приведенi в 1–3.

6. Розв’язати рiвняння:

а)
3

2
(log5(2x− 3)2)2 + 12(log5

√
x)2 =

= (log5(2x− 3)3) log5 x
3;

б) 1 + lg(1 + x2 − 2x)− lg(1 + x2) = 2 lg(1− x);

в) (log2 x)
2 +

√
3 = 2(1 +

√
3) log2

√
x.

7. Розв’язати системи рiвнянь:

а)

{
log2(x

2 + y2) = 5,

2 log4 x+ log2 y = 4

б)


log2(x− y) = 5− log2(x+ y),

lg x− lg 4

lg y − lg 3
= −1

в)

{
log2(x+ y)− log3(x− y) = 1,

x2 − y2 = 2.
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8. Розв’язати нерiвностi

а) log3(x
2 − 2) < log3

(
3

2
|x| − 1

)
б) log 1

2
((x+ 1)(x+ 3)) + log2(x+ 3) > −2 log4 11;

в) log5(
√

2 + x− x2 + 4) >

> log 1
5

25√
2 + x− x2 +

√
1− x+ 3

+ 2.

9. Нехай D — однозв’язна область, яка не мiстить точок z =
∞ i z = 0, але ще мiстить точку z = 1. Довести, що для
всякого цiлого n в областi D iснує тiльки одна гiлка ϕ(z)
функцiї w = Ln z, яка задовольняє умову ϕ(1) = 2πni.

10. Знайти образи площини з розрiзом вздовж вiд’ємної части-
ни дiйсної осi при вiдображеннях гiлками логарифмiчної
функцiї w = Ln z, якщо:
1) точка z0 = 1 переходить у точку w0 = 4πi;

2) точка z0 = −i переходить у точку w0 =
3πi

2
;

3) точка z0 = i переходить у точку w0 = −7πi

2
.
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23 ЛЕКЦIЯ: Степенева функцiя дiйсної та ком-
плексної змiнної

Означення степеневої функцiї через поняття степеня, основнi
властивостi. iншi пiдходи до означення степеневої функцiї. Сте-
пенева функцiя комплексної змiнної.

Лiтература. [1], ч. 1, с. 86–87, 90; [2], ч. 1, с. 136; [3], т. 1,
с. 105; [4], с. 72–80, 104–107; [9], ч. 2, с. 362.

Будемо вважати, що для будь-якого дiйсного α означено сте-
пiнь будь-якого додатного числа з показником степеня α, зокре-
ма 1α = 1. Для нього мають мiсце основнi властивостi, зокрема,
для будь-яких x1, x2 ∈ R+ i будь-якого α ∈ R

xα
1x

α
2 = (x1x2)

α. (23.1)

Крiм того будемо вважати обгрунтованими основнi властивостi
показникової функцiї.

Означення 23.1. Вiдповiднiсть, яка кожному x ∈ R+ вiд-
носить число xα, називається степеневою функцiєю i позна-
чається y = xα (читається „x у степенi α“).

В силу означення її областю визначення є множина R+ i
набирає вона тiльки додатних значень. Якщо α > 0, то для
x > 1 степiнь xα > 1, а для x < 1 степiнь xα < 1. Звiдси маємо,

що коли x1 < x2, то xα
2 − xα

1 = xα
2

(
1−

(
x1

x2

)α)
> 0, тобто

степенева функцiя y = xα у випадку α > 0 є зростаючою. Якщо

ж α < 0, то для будь-якого x ∈ R+ xα =
1

x−α
, де −α > 0. Звiдси

уже легко отримати, що степенева функцiя y = xα у випадку
α < 0 є спадною.

Покажемо, що

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α. (23.2)
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Справдi, якщо покласти x = ey − 1 i скористатись тим, що

lim
y→0

ey − 1

y
= 1,

то дiстанемо

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= lim

y→0

eαy − 1

ey − 1
= lim

y→0

eαy − 1

αy
· y

ey − 1
α = α.

Теорема 23.1. Функцiя y = xα неперервна у кожнiй точцi
своєї областi визначення.

Доведення. Нехай x ∈ R+. Тодi

lim
4x→0

4y = lim
4x→0

((x+4x)α − xα) =

= lim
4x→0

xα

((
1 +

4x
x

)α

− 1

)
=

= lim
4x→0

xα−1

(
1 +

4x
x

)α

− 1

4x
x

4x = 0,

тобто нескiнченно малому приросту аргумента вiдповiдає не-
скiнченно малий прирiст функцiї. А це й означає, що функцiя
y = xα неперервна у кожнiй точцi x ∈ R+. �

Зауваження. Оскiльки функцiя y = xα є монотонною i не-
перервною на R+, то

lim
x→0+0

xα = lim
n→∞

(
1

n

)α

=

{
0, якщо α > 0,

+∞, якщо α < 0,

lim
x→+∞

xα = lim
n→∞

nα =

{
+∞, якщо α > 0,

0, якщо α < 0.
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Звiдси випливає, що множиною значень функцiї y = xα (α 6= 0)
є множина R+.

Теорема 23.2. Функцiя y = xα диференцiйовна у кожнiй
точцi своєї областi визначення, причому

y′ = αxα−1. (23.3)

Доведення. Нехай x ∈ R+. Тодi

lim
4x→0

4y
4x

= lim
4x→0

(x+4x)α − xα

4x
=

= lim
4x→0

(
1 +

4x
x

)α

− 1

4x
x

= αxα−1,

тобто у кожнiй точцi своєї областi визначення функцiя y = xα

має похiдну. А це й означає, що вона диференцiйовна у кожнiй
точцi x ∈ R+. �

Скориставшись основною логарифмiчною тотожнiстю, степе-
неву функцiю y = xα можна подати у виглядi

y = xα = aα loga x, (23.4)

де a > 0 i a 6= 1, тобто у виглядi композицiї логарифмiчної та
показникової функцiї, i останнє можна прийняти за означення
степеневої функцiї.

Означення 23.2. Вiдповiднiсть, яка кожному x ∈ R вiд-
носить eα ln x (за a взято число e), називається степеневою
функцiєю i позначається y = xα = eα ln x.

При дослiдженнi так означеної функцiї слiд скористатись
властивостями логарифмiчної i показникової функцiй, а та-
кож властивостями композицiї двох функцiй. Так, наприклад,
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оскiльки для будь-якого додатного x α lnx ∈ R, а показникова
функцiя визначена на R, то функцiя f(x) = xα визначена на R+,
причому для будь-яких x1, x2 ∈ R+

f(x1x2) = eα ln(x1x2) = eα(ln x1+ln x2) = eα ln x1eα ln x2 = f(x1)f(x2).

А оскiльки композицiя двох зростаючих функцiй є зростаюча,
а композицiя спадної i зростаючої функцiй є спадна функцiя,
то врахувавши, що функцiя α lnx зростає, якщо α > 0 i спадає
якщо α < 0, а функцiя ex зростає, маємо, що степенева функцiя
зростає, якщо α > 0, i спадає, якщо α < 0. Ця функцiя непе-
рервна, як композицiя двох неперервних функцiй. i нарештi,

y′ = (xα)′ = (eα ln x)′ = eα ln x(α lnx)′ = xαα

x
= αxα−1.

Можна дати також i дескриптивне означення степеневої фун-
кцiї.

Означення 23.3. Степеневою функцiєю називають таку
функцiю f , для якої

1) D(f) = E(f) = R+;

2) функцiя f неперервна на R+;

3) для будь-яких x1, x2 ∈ R+ f(x1x2) = f(x1)f(x2);

4) має мiсце рiвнiсть f(a) = b, де a, b ∈ R+, a 6= 1.

Очевидно, що степенева функцiя y = xα, де α = loga b, задо-
вольняє всi чотири властивостi. Залишається довести єдинiсть.

Теорема 23.3. Для будь-яких a, b ∈ R+ a 6= 1 iснує єдина
функцiя, яка задовольняє властивостям 1) – 4).
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Доведення. Прупустимо, що крiм функцiї y = xα, де α =
loga b iснує ще одна функцiя f , яка задовольняє властивостi 1) –
4) i не збiгається з функцiєю y = xα. Насамперед очевидно, що
f(1) = 1 i для будь-яких x1, x2, . . . , xn ∈ R+

f(x1x2 . . . xn) = f(x1)f(x2) . . . f(xn).

Звiдси отримаємо, що для будь-якого натурального n f(an) = bn,

f(a−n) = b−n. А оскiльки b = f(a
1
n
·n) =

(
f(a

1
n )
)n

, то f(a
1
n ) = b

1
n ,

а отже, для будь-якого рацiонального числа r =
p

q
, де q ∈ N,

p ∈ Z
f(ar) = f

(
a

p
q

)
=
(
f(a

1
q )
)p

=
(
b

1
q

)p

= br.

Нехай γ — довiльне iррацiональне число i послiдовнiсть (rn) є
послiдовнiстю його рацiональних наближень. Тодi в силу непе-
рервностi функцiї ax, lim

n→∞
f(rn) = lim

n→∞
brn = bγ. Таким чином,

для будь-якого дiйсного числа c має мiсце рiвнiсть f(ac) = bc.
Звiдси маємо, що для будь-якого x ∈ R+

f(x) = f
(
aloga x

)
= bloga x =

(
aloga b

)loga x
=

= aloga b loga x = aloga xloga b

= xloga b,

тобто для кожного x ∈ R+ f(x) збiгається з функцiєю y = xloga b.
Отримане протирiччя i доводить, що iснує єдина функцiя, яка
задовольняє властивостi 1) – 4). �

Зауваження. Якщо α — рацiональне додатне число i у по-
даннi α =

p

q
, де p, q ∈ N (p, q) = 1, q — непарне, то степеневу

функцiю y = xα можна продовжити на всю числову вiсь, по-
клавши f(0) = 0 i для x < 0

xα =

{
|x|α, якщо p — парне,

−|x|α, якщо p — непарне,
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У випадку парного q функцiя y = xα доозначається тiльки у
точцi x = 0 (0α = 0). Якщо ж α — рацiональне вiд’ємне число
i у поданнi α =

p

q
, де p ∈ Z, q ∈ N, (|p|, q) = 1, q — непарне,

то степеневу функцiю y = xα доозначають як i для α додатного,
але тiльки для x < 0.

У шкiльному курсi математики вивчення степеневої функцiї

розпочинається у VIII класi (y = x2, y =
√
x, y =

k

x
), продов-

жується у IX класi, де фактично уже йде мова про степеневу
функцiю y = xα з рацiональним показником. У X класi пiсля
узагальнення поняття степеня [8, с. 153–158] степенева функцiя
означається так „Функцiю f(x) = xp, де p — стале дiйсне чи-
сло, а x — (основа) змiнна, називають степеневою функцiєю.“
Область визначення такої функцiї пов’язується з показником
степеня p.

Означення степеневої функцiї комплексної змiнної можна да-
ти за зразком означень 23.1 i 23.2.

Означення 23.4. Вiдповiднiсть, яка кожному комплексно-
му числу z 6= 0 вiдносить степiнь zα, де α ∈ C, називає-
ться степеневою функцiєю комплексної змiнної i позначає-
ться w = zα.

Якщо врахувати, що для z = x+ iy ∈ C

ez = ex(cos y + i sin y) = ex · eiy,

а для кожного z 6= 0 i α = a+ bi

zα = eαLn z,

де

αLn z = (a+ bi)Ln z = (a+ bi)(ln |z|+ i(arg z + 2kπ)) =

= a ln |z| − b arg z − b2kπ + i(b ln |z|+ a arg z + a2kπ),
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де k ∈ Z, то степеневою функцiєю w = zα є вiдповiднiсть, яка
кожному z 6= 0 вiдносить множину чисел

{ea ln |z|−b arg z−2kπb(cos(b ln |z|+ a arg z + 2kπa) +

+ i sin(b ln |z|+ a arg z + 2kπa)) | k ∈ Z},

i тiльки, коли α є цiлим числом функцiя w = zα є однозначною.
Наприклад, функцiя

w = zi = e−(arg z+2kπ)(cos ln |z|+ i sin ln |z|)

є нескiнченно-значною, i для фiксованого z всi можливi її зна-
чення розташовуються на променi argw = ln |z|, причому їх мо-
дулi утворюють двi геометричнi прогресiї iз знаменниками e−2π

i e2π. Зокрема, якщо |z| = 1, то всi цi значення дiйснi. Очевидно
також, що

lim
k→∞

e−(arg z+2kπ) = 0, lim
k→−∞

e−(arg z+2kπ) = ∞,

тобто значення функцiї w = zi, якi вiдповiдають додатним k,
збiгаються до точки w = 0, а тi, якi вiдповiдають вiд’ємним k
збiгаються до точки w = ∞.

Нескiнченнозначною степенева функцiя w = zα буде у випад-
ку, коли α — iррацiональне число. Якщо ж α — рацiональне,
то ця функцiя скiнченнозначна. Справдi, якщо α =

p

q
, де p ∈ Z,

q ∈ N, (|p|, 1) = 1, то

αLn z =
p

q
ln |z|+ i

p

q
(arg z + 2kπ),

де k ∈ Z, i в силу перiодичностi функцiї ez маємо:

zα = eαLn z = {e
p
q

ln |z|+i p
q
(arg z+2kπ) | k = 0, 1, . . . , q − 1}.
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Врахувавши той факт, що функцiя w = z аналiтична на всiй
комплекснiй площинi, i скориставшись правилом диференцiю-
вання добуiку, легко переконатись, що для функцiї w = zn

w′ = nzn−1, тобто степенева функцiя з натуральним показни-
ком аналiтична на всiй комплекснiй площинi.

Якщо ж α — рацiональне, зокрема α =
1

n
, то функцiя w =

n
√
z для z 6= 0 є n-значною (її доозначають однозначно у точцi z =

0), i тому дослiдження ведуть для окремих гiлок цiєї функцiї,
видiлених на деякiй областi D. Як правило, за область D беруть
комплексну площину з розрiзом по вiд’ємнiй частинi дiйсної осi.
У цiй областi iснує n рiзних вiток

(
n
√
z
)

k
= n
√
|z|
(

cos
Argk z

n
+ i sin

Argk z

n

)
,

де 2kπ−π < Argk z < −π+2(k+1)π, k = 0, 1, . . . , n− 1, функцiї
w = n

√
z. Кожна з цих вiток взаємно однозначно вiдображає

область D на один iз секторiв

Dk =

{
w

∣∣∣∣ 2πn k − π

n
< Argw <

2π

n
(k + 1)− π

n
, k = 0, . . . , n− 1

}
.

В результатi однократного обходу навколо початку коорди-
нат вздовж будь-якого кола |z| = r значення n

√
z, неперервно

змiнюючись, переходять вiд гiлки ( n
√
z)k до гiлки ( n

√
z)k+1 при

обходi проти руху годинникової стрiлки i до гiлки ( n
√
z)k−1 —

при обходi за годинниковою стрiлкою. Пiсля n-кратного обходу
навколо початку координат в одному напрямку значення фун-
кцiї n

√
z, переходячи вiд однiєї гiлки до iншої, повернеться до

вихiдного. Кожна гiлка функцiї w = n
√
z задовольняє теорему

про похiдну оберненої функцiї, а отже, для кожного z ∈ D(
n
√
z
)′

k
=

1

n ( n
√
z)

n−1 , k = 0, 1, . . . , n− 1,
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i гiлка ( n
√
z)k є аналiтичною функцiєю на D.

Приклад 1. У площинi (z) з розрiзом вздовж вiд’ємної части-
ни дiйсної осi знайти значення гiлки функцiї 4

√
z та її похiдної

у точцi z = −i, якщо 4
√

1 = i.
Розв’язання. Оскiльки(

4
√
z
)

k
= 4
√
|z|
(

cos
Argk z

4
+ i sin

Argk z

4

)
,

де 2kπ − π < Argk z < −π + 2(k + 1)π, k = 0, 1, 2, 3, то за умови
4
√

1 = i треба знайти те k, для якого cos
Argk z

4
+ i sin

Argk z

4
= i.

Остання рiвнiсть має мiсце, коли

sin
Argk 1

4
= 1,

тобто Argk 1 = 2π. Звiдси маємо, що при k = 1 π < Arg1 1 < 3π,
i шукана гiлка має вигляд(

4
√
z
)
1

= 4
√
|z|
(

cos
Arg1 z

4
+ i sin

Arg1 z

4

)
.

Тодi значення цiєї гiлки функцiї 4
√
z у точцi z = −i дорiвнює(

Arg1(−i) =
3π

2

)
(

4
√
−i
)

1
= cos

3π

8
+ i sin

3π

8
.

А оскiльки
(

4
√
z
)′
1

=
1

4 ( 4
√
z)

3
1

, то

(
4
√
z
)′
1

∣∣∣
z=−i

=
1

4
(

4
√
−i
)3
1

=
1

4
(
cos 9π

8
+ i sin 9π

8

) =

=
1

4
(
− cos π

8
− i sin π

8

) =
1

4

(
− cos

π

8
+ i sin

π

8

)
.

343



Якщо α не є рацiональним, то функцiя

w = zα = eαLn z = eα(ln z+2kπi),

де ln z = ln |z| + i arg z, нескiнченнозначна. Знову за область
D вiзьмемо комплексну площину з розрiзом вздовж вiд’єм-
ної частини дiйсної осi, i для кожного k ∈ Z маємо гiлку
(zα)k = eα(ln z+2kπi). Обчислимо похiдну гiлки (zα)k. Скористав-
шись правилом диференцiювання складної функцiї, маємо

(zα)′k = eα(ln z+2kπi)(α(ln z + 2kπi))′ = (zα)k ·
α

z
= α(zα−1)k.

Отже, кожна гiлка (zα)k є аналiтичною функцiєю на областi D.

Приклад 2. У площинi (z) з розрiзом вздовж вiд’ємної ча-
стини дiйсної осi знайти значення гiлки функцiї w = zi та її
похiдної у точцi z = 1 + i, якщо ii = e−

π
2 .

Розв’язання. Оскiльки

ii = ei(ln |i|+i π
2
)+i2kπ = e−

π
2
−2kπ,

де k ∈ Z, то ii = e−
π
2 при k = 0. Отже, (zi)0 = e− arg zei ln |z|

шукана гiлка. Тодi

((1 + i)i)0 = e−
π
4 ei ln

√
2 = e−

π
4 (cos ln

√
2 + i sin ln

√
2).

Оскiльки похiдна цiєї гiлки має вигляд

(zi)′0 = i(zi−1)0 = ie(i−1) ln z = ie(i−1)(ln |z|+i arg z),

то її значення у точцi z = 1 + i дорiвнює

(zi)′0|z=1+i = ie(i−1)(ln
√

2+i π
4
) = ie− ln

√
2−π

4 ei(ln
√

2−π
4
) =

= e− ln
√

2−π
4 (sin(ln

√
2− π

4
) + i cos(ln

√
2− π

4
)).
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На закiнчення декiлька зауважень щодо рiвнянь, що мiстять
степеневi функцiї. Це, насамперед, алгебраїчнi рiвняння

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0,

де a0, a1, . . . , an−1, an — коефiцiєнти рiвняння (дiйснi або ком-
плекснi числа), a0 6= 0, n > 1. В силу основної теореми алгебри
таке рiвняння над полем комплексних чисел з врахуванням кра-
тностi має рiвно n коренiв.

Популярними у шкiльному курсi математики є iррацiональнi
рiвняння F (x) = 0, де F (x) — алгебраїчна функцiя, яка мi-
стить радикали. Звичайно степенева функцiя може входити до
складу i показникового, i логарифмiчного, i взагалi будь-якого
рiвняння. Так що видiлити клас рiвнянь, якi слiд було назвати
степеневими напевно неможливо.

Завдання для самоконтролю.

1. Скориставшись означенням степеневої функцiї

xα := eα ln x

дослiдити її i побудувати графiки при рiзних значеннях
показника степеня α.

2. Проаналiзувати означення степеневої функцiї, яке запро-
поновано у шкiльному пiдручнику. Чим рiзниця воно вiд
запропонованих вище?

3. Порiвняйте властивостi функцiй

а) y = x, y = x3, y = x5;

б) y = x2, y = x4, y = x6;

в) y = x−2, y = x−3.
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4. Знайти образ координатної сiтки при вiдображеннi

w = z2.

5. Довести, що степенева функцiя w = zα буде однозначною,
якщо α ∈ Z, нескiнченнозначною, якщо α — iррацiональ-
не.

6. Довести, що при фiксованому z рiзнi значення степеневої
функцiї w = zα, де α = a + bi, a 6= 0, b 6= 0, лежать на
колах, радiуси яких утворюють двi нескiнченнi геометри-
чнi прогресiї, а аргументи цих значень — двi нескiнченнi
арифметичнi прогресiї.

7. Довести, що при фiксованому z значення степеневої фун-
кцiї w = zπ лежать на колi |w| = rπ, причому множина цих
значень скрiзь щiльна на цьому колi.

8. Означимо логарифм при будь-якiй основi a 6= 0 так

Logaz :=
Ln z
Ln a

=
ln z + 2kπi

ln a+ 2nπi
,

де k, n ∈ Z. Чи iснує такий показник степеня α, що 1α =
100?

9. Означимо показникову функцiю w = az при будь-якому
a 6= 0 так

az := ezLn a.

Знайти всi розв’язки рiвнянь:

а) (−1)z = 1z; б) ez = 1z; в) iz = 1z.
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24 ЛЕКЦIЯ: Тригонометричнi та оберненi триго-
нометричнi функцiї дiйсної та комплексної
змiнної

Класичне означення тригонометричних функцiй дiйсної змiнної,
основнi властивостi. Оберненi тригонометричнi функцiї, їх вла-
стивостi. iншi пiдходи до означення тригонометричних функцiй.
Тригонометричнi функцiї комплексної змiнної, їх властивостi.
Тригонометричнi рiвняння та нерiвностi.

Лiтература. [1], ч. 3, с. 252–257; [3], т. 1, с. 105–106; [4],
с. 92–99; [8], с. 18–123; [9], ч. 2, с. 356–358; Ильин В.А.,
Позняк Э.Г. Основы математического анализа. ч. 1. М.:
Наука, 1971, с. 120–125, 139–148; Феферман С. Числовые систе-
мы. Основания алгебры и анализа. М.: Наука, 1971, с. 422–429.

Термiн „тригонометричнi функцiї“ означає клас елементар-
них функцiй, до складу якого входять функцiї : y = sinx,
y = cos x, y = tg x, y = ctg x, y = secx, y = cosecx. А оскiльки

tg x :=
sinx

cosx
, ctg x :=

cosx

sin x
, sec x :=

1

cosx
, cosec x :=

1

sin x
,

то природно основну увагу зосередити на функцiях : y = sin x,
y = cosx. Слiд також зазначити, що класичне означення цих
функцiй має геометричне походження, точнiше воно грунтує-
ться на поняттях кута i його мiри, а тому нагадаємо саму необ-
хiдну iнформацiю щодо вимiрювання кутiв.

Геометричним кутом називають частину площини, обмеже-
ної двома променями, якi виходять з однiєї точки (вершини ку-
та), зокрема кут, сторони якого лежать на однiй прямiй, називає-
ться розгорнутим. За одиницю вимiрювання геометричних кутiв
приймають градус, який вважають мiрою кута, що становить 1

180

частину розгорнутого. Очевидно, що мiрою геометричного кута
може бути будь-яке число вiд 0◦ до 360◦.
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Однак для побудови теорiї тригонометричних функцiй як
функцiй числових бiльш зручним є так зване радiанне вимiрю-
вання кутiв, яке вводиться так. Нехай маємо деякий поки-що
геометричний кут. Опишемо коло з центром у вершинi кута ра-
дiуса R. Тодi стосовно цього кола заданий кут є центральним
кутом, а та частина кола, яка розташована всерединi кута, на-
зивається дугою кола, на яку вiн спирається. Виявляється, що
вiдношення довжини такої дуги до радiуса не залежить вiд ра-
дiуса i тому може бути прийняте за мiру заданого кута, зокрема,
якщо взяти коло з радiусом 1, то мiрою кута буде довжина дуги
на яку вiн спирається як центральний кут. За одиницю вимi-
рювання кутiв приймають радiан, який вважають мiрою кута,
для якого вiдповiдний центральний кут спирається на дугу оди-
ничного кола, довжина якої дорiвнює 1 (на дугу кола, довжина
якої дорiвнює радiусу). Очевидно, що радiанну мiру має кожний
геометричний кут, зокрема мiра розгорнутого кута дорiвнює π.
Якщо позначити через θd i θr мiру кута θ вiдповiдно в градусах
i в радiанах, то, враховуючи, що π радiан = 180◦, маємо

θr

π
=

θd

180
або θr =

π

180
θd.

Вимiрювання кутiв довжиною дуги одиничного кола дає мо-
жливiсть узагальнити поняття кута так, що для будь-якого t ∈ R
iснує кут, мiра якого дорiвнює t. З цiєю метою на одиничному
колi фiксуємо точку P0 i вважаємо, що промiнь OP0 (O — центр
кола) є фiксованою стороною кута з вершиною O. Якщо t > 0,
то, знайшовши на одиничному колi точку Pt, вiдстань якої вiд
точки P0 вздовж одиничного кола у додатному напрямку (проти
годинникової стрiлки) дорiвнює t, вважаємо, що промiнь OPt

є другою стороною кута, мiра якого дорiвнює t радiан. Якщо
ж t < 0, то, знайшовши на одиничному колi точку Pt, вiдстань
якої вiд точки P0 вздовж одиничного кола у вiд’ємному напрям-
ку (за годинниковою стрiлкою) дорiвнює |t|, вважаємо, що про-
мiнь OPt є другою стороною кута, мiра якого дорiвнює t радiан.
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Про точку Pt кажуть, що вона є образом точки P0 при поворотi
навколо центра кола на кут t радiан.

Нехай на координатнiй площинi xOy задано одиничне коло,
тобто коло з центром у початку координат i одиничним ра-
дiусом (Рис. 20), i нехай Pt є образ точки P0(1, 0) при поворотi

навколо центра на кут t радiан.

Означення 24.1. Синусом числа t на-
зивають ординату точки Pt i познача-
ють sin t, а вiдповiднiсть, яка кожному
дiйсному числу t вiдносить його синус, є
тригонометричною функцiєю y = sin t.

Рис. 20

Означення 24.2. Косинусом числа t називають абсцису
точки Pt i позначають cos t, а вiдповiднiсть, яка кожному
дiйсному числу t вiдносить його косинус, є тригонометри-
чною функцiєю x = cos t.

У шкiльному курсi математики поняття синуса i косинуса
вводяться спочатку у прямокутному трикутнику для гострих
кутiв (мiра кутiв градусна), далi з допомогою одиничного кола
для кутiв вiд 0◦ до 180◦, i тiльки у 10 класi вводяться поняття
синуса i косинуса числа. Пiсля цього констується [8, с. 29],
що „оскiльки кожному дiйсному числу x можна поставити у
вiдповiднiсть дiйснi числа sin x i cosx, то вважатимемо, що на
множинi R задано функцiї y = sinx i y = cos x.“

З означень 24.1 i 24.2 вiдразу випливає, що D(sin) =
D(cos) = R, а оскiльки для кожного k ∈ Z Pt+2kπ = Pt, то
функцiї y = sin t i x = cos t перiодичнi з основним перiодом
2π. Координатнi осi подiляють площину на чотири частини, якi
називають координатними четвертями, причому першою, якщо
x > 0 i y > 0, другою, якщо x < 0 i y > 0, третьою, якщо x < 0 i
y < 0, четвертою, якщо x > 0 i y < 0. Тодi точка Pt буде знаходи-
тись у першiй чвертi (sin t > 0, cos t > 0), якщо t ∈ (2kπ; 2kπ+ π

2
),
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у другiй (sin t > 0, cos t < 0),якщо t ∈ (2kπ+ π
2
; (2kπ+1)π), у тре-

тiй (sin t < 0, cos t < 0),якщо t ∈ ((2kπ+ 1)π; 2kπ+ 3π
2

), у четвер-
тiй (sin t < 0, cos t > 0),якщо t ∈ (2kπ + 3π

2
; 2(k + 1)π), де k ∈ Z.

При t = 2kπ sin t = 0, cos t = 1 (максимальне значення функцiї
x = cos t), при t = 2kπ+ π

2
sin t = 1 (максимальне значення фун-

кцiї y = sin t), cos t = 0, при t = (2k + 1)π sin t = 0, cos t = −1
(мiнiмальне значення функцiї x = cos t), при t = (2k + 1)π + π

2

sin t = −1 (мiнiмальне значення функцiї y = sin t), cos t = 0.
Знову таки безпосередньо з означення випливає, що функцiя
y = sin t зростає на iнтервалах (2kπ − π

2
; 2kπ + π

2
) i спадає на

iнтервалах (2kπ + π
2
; 2kπ + 3π

2
), де k ∈ Z. Оскiльки при кожно-

му t точки Pt i P−t симетричнi вiдносно осi абсцис, то абсциси
цих точок збiгаються i cos t = cos(−t), а ординати протилежнi
i sin t = − sin(−t). А оскiльки при кожному t точка Pt лежить
на колi x2 + y2 = 1, то має мiсце тотожнiсть cos2 t + sin2 t = 1
(основна тригонометрична тотожнiсть).

Теорема 24.1. Функцiї x = cos t, y = sin t неперервнi у ко-
жнiй точцi своєї областi визначення.

Доведення. Нехай t0 ∈ R. Тодi 4x = cos(t0 + 4t) − cos t0
є прирiст функцiї x = cos t, що вiдповiдає приросту аргумента
4t. Покажемо, що lim

4t→0
4x = 0. Нехай Pt0 i Pt0+4t (Рис. 21) є

образ точки P0(1, 0) при поворотi нав-
коло центра кола на кути t0 i t0 + 4t
радiан. Тодi у прямокутному трикутнику
QPt0Pt0+4t катет QP0 = |4x|, а його гiпо-
тенуза Pt0Pt0+4t менша, нiж довжина дуги

_

Pt0Pt0+4t, тобто |4x| = QPt0 < Pt0Pt0+4t <
|4t|.

Рис. 21
Звiдси випливає, що коли 4t→ 0, то i 4x→ 0. Точно так саме
доводиться неперервнiсть функцiї y = sin t. �
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Наслiдок. Для функцiй y = sin t, x = cos t E(sin) = E(cos) =
[−1; 1], тобто для будь-якого a ∈ [−1; 1] рiвняння sin t = a i
cos t = a мають розв’язки.

Теорема 24.2. lim
t→0

sin t

t
= 1.

Теорема 24.3. Функцiї y = sin t, x = cos t диференцiйовнi
у кожнiй точцi своєї областi визначення, причому (sin t)′ =
cos t, (cos t)′ = − sin t.

З останньої теореми випливає, що функцiї y = sin t, x =
cos t у будь-якiй точцi нескiнченне число раз диференцiйовнi.
Тому для кожної з них можна побудувати ряд Тейлора, причому
мають мiсце рiвностi

cos t =
∞∑

n=0

cos(n)(t0)

n!
(t− t0)

n,

sin t =
∞∑

n=0

sin(n)(t0)

n!
(t− t0)

n,

зокрема при t0 = 0 маємо:

cos t =
∞∑

n=0

(−1)n t2n

(2n)!
,

sin t =
∞∑

n=0

(−1)n t2n+1

(2n+ 1)!
.

(24.1)

Формули (24.1) можуть бути використанi для обчислення на-
ближених значень тригонометричних функцiй як значень мно-
гочленiв, причому∣∣∣∣∣cos t−

n∑
k=0

(−1)k t2k

(2k)!

∣∣∣∣∣ 6 1

(2n+ 2)!
t2n+2,
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∣∣∣∣∣sin t−
n∑

k=1

(−1)k−1 t2k−1

(2k − 1)!

∣∣∣∣∣ 6 1

(2n+ 1)!
t2n+1.

Приклад 1. Обчислити sin 1 з точнiстю до 10−5.
Розв’язання. Оскiльки

sin 1 =
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

(2n− 1)!

i
∞∑

n=5

(−1)n−1 1

(2n− 1)!
<

1

9!
=

1

362880
< 10−5,

то
sin 1 ≈ 1− 1

3!
− 1

5!
− 1

7!
=

4241

5040
≈ 0, 84147

i
| sin 1− 0, 84147| < 10−5.

Теорема 24.4 (теорема додавання). Для будь-яких t, x ∈
R мають мiсце рiвностi

sin(t+ x) = sin t cosx+ cos t sin x,

cos(t+ x) = cos t cosx− sin t sin x.
(24.2)

Доведення. Звичайно довести справедливiсть (24.2) мо-
жна, скориставшись класичним означенням тригонометричних
функцiй. Ми ж скористаємось диференцiйовнiстю цих фун-
кцiй i тим, що загальний розв’язок диференцiального рiвняння
y′′ + y = 0 має вигляд y = A sin t + B cos t, де A,B ∈ R. Нехай
f(t) = sin(t + x), де x — фiксоване. Тодi f ′′(t) = − sin(t + x),
i f(t) розв’язок диференцiального рiвняння y′′ + y = 0, який
задовольняє початковi умови f(0) = sinx, f ′(0) = cosx. Цей
розв’язок можна отримати iз загального, врахувавши, що y(0) =
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B = f(0) = sin x, y′(0) = A = f ′(0) = cosx. Звiдси дiстаємо, що
f(t) = cosx sin t+sinx cos t, тобто першу з рiвностей (24.2). Дру-
га обгрунтовується аналогiчно. �

Якщо залишатись у межах однозначних функцiй, то в силу
перiодичностi функцiї y = sin x, y = cosx (ми перейшли до зви-
чайного позначення незалежної змiнної) обернених не мають.
Однак, враховуючи, що цi функцiї кусково монотоннi, можна
ставити питання про iснування обернених функцiй на певному
промiжку. Оскiльки функцiя y = sinx визначена, зростаюча i не-
перервна на вiдрiзку [−π

2
; π

2
], причому sin(−π

2
) = −1, sin(π

2
) = 1,

то iснує обернена функцiя, яка визначена, зростаюча i непе-
рервна на вiдрiзку [−1; 1]. Стандартне позначення y = arcsinx
(геометричною мовою arcsinx — це дуга, синус якої дорiвнює x,
sin arcsinx = x). Аналогiчно, оскiльки функцiя y = cos x визна-
чена, спадна i неперервна на вiдрiзку [0;π], причому cos 0 = 1,
cos π = −1, то iснує обернена функцiя, яка визначена, спадна i
неперервна на вiдрiзку [−1; 1]. Позначення y = arccosx.

В очевидний спосiб перевiряється, що для всiх x ∈ [−1; 1]
arcsin(−x) = − arcsinx, arccos(−x) = π − arccos x, arcsinx +
arccos x = π

2
. Як приклад, переконаемось, що має мiсце третя

рiвнiсть. Справдi, якщо 0 6 x 6 1, то

0 < arcsinx+ arccos x < π.

А отже, cos(arcsinx + arccos x) = cos(arcsinx) cos(arccosx) −
sin(arcsinx) sin(arccosx) = x

√
1− x2 − x

√
1− x2 = 0, тобто

arcsinx + arccosx = arccos 0 = π
2
. Якщо ж −1 6 x < 0, то 0 <

−x 6 1 i arcsinx+ arccos x = − arcsin(−x) + π − arccos(−x) = π
2
.

Скориставшись основними спiввiдношеннями, що пов’язують
тригонометричнi функцiї, можна кожну обернену тригономе-
тричну функцiю виразити через iншу.
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Приклад 2. Довести, що

а) arcsinx = arccos
√

1− x2 = arctg
x√

1− x2
= arcctg

√
1− x2

x
,

де 0 < x < 1;

б) arccos x = arcsin
√

1− x2 = arctg

√
1− x2

x
= arcctg

x√
1− x2

,

де 0 < x < 1;

в) arctg x = arcsin
x√

1 + x2
= arccos

1√
1 + x2

= arcctg
1

x
,

де x > 0;

г) arcctg x = arcsin
1√

1 + x2
= arccos

x√
1 + x2

= arctg
1

x
,

де x > 0.
Розв’язання. а) Нехай y = arcsinx i 0 < x < 1. Тодi sin y = x,

0 < y < π
2
, cos y =

√
1− sin2 y =

√
1− x2,

tg y =
sin y

cos y
=

x√
1− x2

, ctg y =

√
1− x2

x
,

i y = arccos
√

1− x2 = arctg
x√

1− x2
= arcctg

√
1− x2

x
.

в) Нехай y = arctg x i x > 0. Тодi tg y = x, 0 < y < π
2
,

sin y =

√
1
1

sin2 y

=

√
1

1 + ctg2 y
=

tg y√
1 + tg2 y

=
x√

1 + x2
,

cos y =

√
1
1

cos2 y

=

√
1

1 + tg2 y
=

1√
1 + x2

,

ctg y =
1

tg y
=

1

x
,
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i y = arcsin
x√

1 + x2
= arccos

1√
1 + x2

= arcctg
1

x
.

Скориставшись iнструментарiєм аналiзу функцiй, можна
уникнути тих геометричних мiркувань, якi використовуються у
класичному означеннi тригонометричних функцiй та обгрунту-
ваннi їх властивостей. Так, наприклад, доведено, що iснує єдина
пара функцiй S(x) i C(x) визначених на R, якi задовольняють
умови:

1) для будь-яких x′, x′′ ∈ R
S(x′ + x′′) = S(x′)C(x′′) + C(x′)S(x′′),

C(x′ + x′′) = C(x′)C(x′′)− S(x′)S(x′′),

S2(x) + C2(x) = 1;

(24.3)

2) S(0) = 0, C(0) = 1, S(
π

2
) = 1, C(

π

2
) = 0; (24.4)

3) для будь-якого x ∈ (0;
π

2
) виконується нерiвнiсть

0 < S(x) < x. (24.5)

Очевидно, що функцiї S(x) = sinx, C(x) = cosx задовольня-
ють умови (24.3) – (24.5), а отже, можна дати таке означення
тригонометричних функцiй.

Означення 24.3. Функцiї, якi задовольняють умови (24.3)
– (24.5) називаються тригонометричними функцiями i по-
значаються S(x) = sinx, C(x) = cosx.

Скориставшись тим, що функцiї y = cosx, y = sin x дифе-
ренцiйовнi нескiнченне число раз, ми прийшли до їх подання у
виглядi (24.1). Можна дiяти навпаки. А саме, оскiльки степеневi
ряди

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
,

∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
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збiгаються на R, то їх суми є функцiї визначенi на R. Позначимо
суму першого ряду i другого ряду вiдповiдно через C(x) i S(x), i
перевiримо, що цi функцiї задовольняють умови (24.3) – (24.5).
Скориставшись тим, що абсолютно збiжнi ряди можна перемно-
жати (множення за Кошi) i що сума отриманого ряду дорiвнює
добутку сум рядiв, якi перемножалися маємо, наприклад,

C(x′)C(x′′)− S(x′)S(x′′) =
∞∑

n=0

(−1)n (x′)2n

(2n)!

∞∑
n=0

(−1)n (x′′)2n

(2n)!
−

−
∞∑

n=1

(−1)n−1 (x′)2n−1

(2n− 1)!

∞∑
n=1

(−1)n−1 (x′′)2n−1

(2n− 1)!
=

= 1− (x′)2

2!
− (x′′)2

2!
− x′x′′

1!1!
+

(x′)4

4!
+

(x′)2(x′′)2

2!2!
+

(x′′)4

4!
+

+
x′(x′′)3

1!3!
+

(x′)3x′′

3!1!
− · · ·+

n∑
k=0

(−1)k (x′)2k

(2k)!
(−1)n−k (x′′)2n−2k

(2n− 2k)!
−

−
n∑

k=1

(−1)k−1 (x′)2k−1

(2k − 1)!
(−1)n−k (x′′)2n−2k+1

(2n− 2k + 1)!
+ · · · =

= 1− 1

2!
((x′)2 + 2x′x′′ + (x′′)2) +

1

4!
((x′)4 + C1

4x
′(x′′)3 +

+C2
4(x′)2(x′′)2 + C3

4x
′(x′′)3 + (x′′)4)− · · ·+

+(−1)n−1 1

(2n)!

2n∑
k=0

Ck
2n(x′)k(x′′)2n−k + · · · =
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=
∞∑

n=0

(−1)n (x′ + x′′)2n

(2n)!
= C(x′ + x′′).

Аналогiчно обгрунтовуються ще двi рiвностi з (24.3). Очевидно,
що S(0) = 0, C(0) = 1. Покажемо, що S(π

2
) = 1, C(π

2
) = 0.

З цiєю метою спочатку покажемо, що на iнтервалi (0; 2) iснує
єдина точка, у якiй функцiя C(x) обертається в нуль. Справдi,
оскiльки C(0) = 1, а

C(2) = 1− 22

2!
+

24

4!
− 26

6!
+

28

8!
− · · · − 24n−2

(4n− 2)!
+

+
24n

(4n)!
− · · · = −1

3
− 26

6!

(
1− 22

7 · 8

)
− 210

10!

(
1− 22

11 · 12

)
− · · ·

− 24n−2

(4n− 2)!

(
1− 22

4n(4n− 1)

)
− · · · < 0,

i C(x) неперервна на вiдрiзку [0; 2], то iснує точка α ∈ (0; 2), у
якiй C(α) = 0. А оскiльки

S(x) = x

(
1− x2

2 · 3

)
+
x5

5!

(
1− x2

6 · 7

)
+ · · ·+

+
x4k−3

(4k − 3)!

(
1− x2

(4k − 2)(4k − 1)

)
+ · · · > 0

для всiх x ∈ (0; 2) i C ′(x) = −S(x), то C(x) на вiдрiзку [0; 2]
спадає i α єдина точка, у якiй C(α) = 0. Тодi з рiвностi C2(α) +
S2(α) = 0 маємо, що S(α) = 1. Покажемо, що α = π

2
. Справдi,

оскiльки з одного боку,

1∫
0

√
1− x2 dx =

π

4
,
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а, з другого боку, проiнтегрувавши частинами, дiстанемо

1∫
0

√
1− x2 dx = x

√
1− x2|10 +

1∫
0

x2

√
1− x2

dx =

= −
1∫

0

1− x2 − 1√
1− x2

dx = −
1∫

0

√
1− x2 dx+

1∫
0

dx√
1− x2

,

i

1∫
0

dx√
1− x2

=
π

2
. В останньому iнтегралi проведемо замiну

змiнної x = S(t). Тодi dx = C(t)dt,
√

1− x2 = C(t) i
π

2
=

1∫
0

dx√
1− x2

=

α∫
0

dt = α. Нарештi нерiвнiсть (24.5) має мiсце для

всiх x ∈ (0;
π

2
), оскiльки для таких x ряд

∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
є

рядом лейбнiцевого типу.
Отже, можемо означити тригонометричнi функцiї i у такий

спосiб.

Означення 24.4. Тригонометричними функцiями y = sinx,
y = cos x називають функцiї виду

sin x :=
∞∑

n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
, cosx :=

∞∑
n=0

(−1)n−1 x2n

(2n)!
. (24.6)

Аналiтичне означення можна дати i для обернених тригоно-
метричних функцiй, а саме

arccos x :=

1∫
x

dt√
1− t2

, arcsinx :=

x∫
0

dt√
1− t2

, (24.7)
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якi визначенi на вiдрiзку [−1; 1]. Пiсля цього довести, що iснує
єдина пара неперервних на R функцiй x = cos θ, y = sin θ, якi
задовольняють такi умови:

а) функцiя x = cos θ парна, має перiод 2π i на промiжку [0;π]
є оберненою до функцiї

arccos x =

1∫
x

dt√
1− t2

;

б) функцiя y = sin θ непарна, має перiод 2π i

sin θ =
√

1− cos2 θ

на промiжку [0;π];
в) кожна точка (x; y), для якої x2 + y2 = 1, має координатне

подання x = cos θ, y = sin θ, i таке подання єдине для θ ∈ [0; 2π).
Аналiтичне означення тригонометричних функцiй (24.6) пiд-

казує, як ввести такi функцiї комплексної змiнної. Розглянемо
на комплекснiй площинi степеневi ряди

∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
,

∞∑
n=1

(−1)n−1 z2n−1

(2n− 1)!
. (24.8)

Легко перевiрити, що цi ряди збiгаються на всiй комплекснiй
площинi, причому якщо z = x ∈ R, то сумою першого ряду є
cos z, а другого sin z, тобто ряди (24.8) являють собою функцiї
комплексної змiнної, якi є аналiтичним продовженням на всю
комплексну площину функцiй дiйсної змiнної cosx i sin x. То-
му природно за сумами цих рядiв зберегти такi ж позначення.
Таким чином, маємо:

cos z :=
∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
, sin z :=

∞∑
n=1

(−1)n−1 z2n−1

(2n− 1)!
.
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Оскiльки

eiz =
∞∑

n=0

(iz)n

n!
= 1 + i

z

1!
− z2

2!
− i

z3

3!
+ · · · =

=
∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=1

(−1)n−1 z2n−1

(2n− 1)!
=

= cos z + i sin z,

e−iz =
∞∑

n=0

(−iz)n

n!
= cos z − i sin z,

Якраз останнiм, як правило, користуються при дослiдженнi три-
гонометричних функцiй cos z, sin z.

Означення 24.5. Косинусом i синусом комплексної змiнної
називають функцiї виду:

cos z :=
1

2
(eiz + e−iz),

sin z :=
1

2i
(eiz − e−iz).

(24.9)

З формул (24.9) безпосередньо випливає, що cos z — парна, а
sin z — непарна функцiї, що вони перiодичнi, причому 2π є їх
основний перiод. Справдi, якщо, наприклад, T є перiод функцiї
cos z, то для будь-якого z cos(z + T ) = cos z i при z = π

2

cos (π
2

+ T ) = cos π
2

= 0. Але тодi

ei(π
2
+T ) + e−i(π

2
+T ) = cos

(π
2

+ T
)

+ i sin
(π

2
+ T

)
+

+ cos
(π

2
+ T

)
− i sin

(π
2

+ T
)

= 0
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або e2i(π
2
+T) = −1. Звiдси 2i

(
π
2

+ T
)

= Ln(−1) або i(π + 2T ) =
i(π + 2kπ), де k ∈ Z, тобто T = kπ, а оскiльки cosT = cos 0 = 1,
то k має бути парним, тобто T = 2nπ. А це й означає, що 2π
основний перiод функцii cos z.

Теорема 24.5 (теорема додавання). Для будь-яких z′, z′′ ∈
C

cos(z′ + z′′) = cos z′ cos z′′ − sin z′ sin z′′,

sin(z′ + z′′) = sin z′ cos z′′ + cos z′ sin z′′.
(24.10)

Доведення. Оскiльки

cos(z′ + z′′) + i sin(z′ + z′′) = ei(z′+z′′) = eiz′eiz′′ =

= (cos z′ + i sin z′)(cos z′′ + i sin z′′) =

cos z′ cos z′′ − sin z′ sin z′′ + i(cos z′ sin z′′ + sin z′ cos z′′),

cos(z′ + z′′)− i sin(z′ + z′′) = e−i(z′+z′′) = e−iz′e−iz′′ =

= (cos z′ − i sin z′)(cos z′′ − i sin z′′) =

cos z′ cos z′′ − sin z′ sin z′′ − i(cos z′ sin z′′ + sin z′ cos z′′),

то якщо скласти цi рiвностi, отримаємо першу рiвнiсть з (24.10).
Якщо ж вiд першої вiдняти другу, то отримаємо другу рiвнiсть
з (24.10). �

Зауваження. З (24.10). легко одержати основну тригономе-
тричну тотожнiсть i формули зведення.

Теорема 24.6. Функцiї cos z i sin z необмеженi.

Доведення. Покладемо z = x+ iy i знайдемо | cos z| i | sin z|.
Оскiльки

cos z = cos(x+ iy) = cosx cos iy − sin x sin iy =

= cosx · e
−y + ey

2
− sin x · e

−y − ey

2i
=
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= cosx · e
y + e−y

2
− i sin x · e

y − e−y

2
=

= cosx ch y − i sin x sh y,

sin z = sin(x+ iy) = sin x cos iy + cosx sin iy =

= sinx ch y + i cosx sh y,

то

| cos z| =

√
cos2 x ch2 y + sin2 x sh2 y =

=

√
ch2 y(1− sin2 x) + sin2 x sh2 y =

=

√
ch2 y − sin2 x(ch2 y − sh2 y) =

√
ch2 y − sin2 x >

>
√

ch2 y − 1 = | sh y|,

| sin z| =

√
sin2 x ch2 y + cos2 shy =

=

√
sin2 x ch2 y + (1− sin2 x) sh2 y =

=

√
sin2 x(ch2 y − sh2 y) + sh2 y =

=

√
sin2 x+ sh2 y > | sh y|.

Враховуючи, що гiперболiчний синус є функцiя необмежена, то
для будь-якого M > 0 iснує таке y0 ∈ R, що | sh y0| > M . А тодi
для z = iy0 | cos z| > M i | sin z| > M . �

Теорема 24.7. Функцiї cos z i sin z аналiтичнi на всiй ком-
плекснiй площинi, причому

cos′ z = − sin z, sin′ z = cos z.
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Доведення. Оскiльки для функцiї cos z

u(x, y) = Re cos z = cos x ch y,

v(x, y) = Im cos z = − sin x sh y

i

∂u

∂x
= − sin x ch y,

∂u

∂y
= cos x sh y,

∂v

∂x
= − cosx sh y,

∂v

∂y
= − sin x ch y,

то для будь-якого z

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Отже, для функцiї cos z умови Кошi-Рiмана виконуються i фун-
кцiя cos z диференцiйовна на всiй комплекснiй площинi, тобто
вона аналiтична у кожнiй точцi комплексної площини. ◦ї похiдна

cos′ z =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= − sin x ch y − i cosx sh y = − sin z.

Аналогiчно обгрунтовується аналiтичнiсть функцiї sin z i те, що
sin′ z = cos z. �

Означимо функцiю w = Arccos z як обернену до функцiї z =
cosw. iншими словами, w = Arccos z для кожного z є множина
розв’язкiв рiвняння cosw = z. При фiксованому z маємо

1

2
(eiw + e−iw) = z

або t2 − 2zt+ 1 = 0, де t = eiw. Звiдси t = z +
√
z2 − 1, причому

t 6= 0. Отже,
eiw = z +

√
z2 − 1
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i
w =

1

i
Ln(z +

√
z2 − 1).

Якщо z 6= ±1, то
√
z2 − 1 має два коренi i t має два рiзнi значен-

ня t1 i t2, причому t1t2 = 1. Тодi множина Arccos z є об’єднанням
двох множин −iLn t1, −iLn t2 = −iLn 1

t1
= iLn t1, i її запису-

ють у виглядi Arccos z = ±iLn t1. Якщо z = 1 або z = −1, то
t1 = t2 = z, i Arccos 1 = −iLn 1 = −i · 2nπi = 2nπ, де n ∈ Z,
Arccos(−1) = −iLn(−1) = −i(π + 2nπ)i = (2n + 1)π, де n ∈ Z.
Якщо ж z = x i −1 < x < 1, то поклавши x = cos θ, де 0 < θ < π,
маємо:

Arccos z = ±iLn(cos θ + i sin θ) = ±iLn eiθ =

= ±i(θ + 2nπ)i = ±θ + 2nπ =

= ± arccos θ + 2nπ, де n ∈ Z.

Аналогiчно означається функцiя w = Arcsinx як обернена до
функцiї z = sinw. Для неї маємо формулу

Arcsin z =
1

i
Ln(iz +

√
1− z2),

а для z = x, де −1 6 x 6 1,

Arcsinx = (−1)n arcsinx+ nπ, де n ∈ Z.

На завершення декiлька зауважень щодо розв’язування три-
гонометричних рiвнянь i нерiвностей. Тригонометричним рiв-
нянням (нерiвнiстю) називається рiвняння (нерiвнiсть), у якому
невiдомi мiстяться тiльки пiд знаками тригонометричних фун-
кцiй. Наприклад, тригонометричне рiвняння з одним невiдомим
має вигляд f(sinx, cosx) = 0, де f(u, v) — функцiя двох змiнних,
як правило, алгебраїчна. Основним методом розв’язування три-
гонометричних рiвнянь є зведення його за допомогою тотожнiх
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перетворень до одного або декiлькох найпростiших тригономе-
тричних рiвнянь, тобто рiвнянь виду:

sinx = a, cosx = a, tg x = a, ctg x = a.

Рiвняння sin x = a, cosx = a мають розв’язки, якщо |a| 6 1,
причому множинами їх розв’язкiв будуть вiдповiдно множини:

{(−1)n arcsin a+ nπ |n ∈ Z}, {± arccos a = 2nπ |n ∈ Z}.

Рiвняння tg x = a, ctg x = a мають розв’язки при будь-якому
a ∈ R, причому множинами їх розв’язкiв будуть вiдповiдно мно-
жини:

{arctg a+ nπ |n ∈ Z}, {arcctg a+ nπ |n ∈ Z}.

Серед методiв розв’язування тригонометричних рiвнянь назве-
мо: зведення до рiвняння вiдносно однiєї функцiї того самого
аргумента (цим методом розв’язуються, наприклад, рiвняння,
однорiднi вiдносно синуса i косинуса того самого аргумента),
розкладання лiвої частини на множники (права дорiвнює нуле-
вi), перетворення добуткiв тригонометричних функцiй у суми.

Звичайно при розв’язуваннi тригонометричних рiвнянь
може порушитись еквiвалентнiсть як за рахунок алгебраїчних
перетворень так i за рахунок переходу вiд тригонометричних
функцiй, якi визначенi не при всiх значеннях невiдомого, до
функцiй, якi визначенi при всiх значеннях невiдомого. Розв’я-
зуючи тригонометричнi рiвняння, слiд не допускати втрати
коренiв i обов’язково перевiряти розв’язки тих рiвнянь, при
розв’язуваннi яких могли виникнути стороннi коренi. Розв’я-
зування тригонометричних нерiвностей, як правило, зводиться
до розв’язування найпростiших нерiвностей виду: sin x < a,
cosx > a i т.д., якi розв’язуються або з допомогою координатно-
го кола, або з допомогою графiкiв тригонометричних функцiй.
Досить часто, тригонометричнi нерiвностi (як i алгебраїчнi)
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розв’язуються методом iнтервалiв. А саме, при розв’язуваннi
нерiвностi, наприклад, f(t) > 0 знаходять основний перiод
T функцiї f(t). З множини розв’язкiв рiвняння f(t) = 0
беруть тiльки тi, якi належать промiжку [0;T ). Дослiджують
функцiю f(t) на знак на кожному з iнтервалiв, на якi подiлили
промiжок [0;T ) коренi рiвняння f(t) = 0 та її точки розриву.
Якщо, наприклад, нерiвнiсть f(t) > 0 виконується на iнтервалi
(α; β), то вона буде виконуватись на множинi

⋃
n∈Z

(α+nT ; β+nT ).

Приклад 3. Розв’язати рiвняння

4 sin4 x+ cos 4x = 1 + 12 cos4 x.

Розв’язання. Врахувавши, що cos 4x = 8 cos4 x− 8 cos2 x+ 1,
перейдемо до рiвняння

4 sin4 x− 4 cos4 x− 8 cos2 x = 0.

Далi
sin4 x− cos4 x− 2 cos2 x(cos2 x+ sin2 x) = 0,

вiд якого переходимо до однорiдного рiвняння

sin4 x− 2 sin2 x cos2 x− 3 cos4 x = 0.

Оскiльки x, при якому cosx = 0 не може бути розв’язком остан-
нього рiвняння, то воно еквiвалентне рiвнянню

tg4 x− 2 tg2 x− 3 = 0.

Звiдси дiстаємо два найпростiших рiвняння tg x =
√

3,
tg x = −

√
3. Отже, X = {π

3
(3n + 1) |n ∈ Z} множина розв’язкiв

заданого рiвняння.

Приклад 4. Розв’язати нерiвнiсть

sin 2x− sin 3x > 0.
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Розв’язання. Оскiльки перiод функцiї sin 2x дорiвнює π, а
функцiї sin 3x — 2π

3
, то основний перiод функцiї sin 2x − sin 3x

дорiвнює 2π. Промiжку [0; 2π) належать такi коренi рiвняння
sin 2x− sin 3x = 0:

0,
π

5
,

3π

5
, π,

7π

5
,

9π

5
.

Оскiльки функцiя sin 2x− sin 3x неперервна на R, то дослiджу-
вати її на знак слiд на iнтервалах:

(0;
π

5
), (

π

5
;
3π

5
), (

3π

5
; π), (π;

7π

5
), (

7π

5
;
9π

5
), (

9π

5
; 2π).

З допомогою пробних точок встановлюємо, що задана нерiвнiсть
виконується на iнтервалах

(
π

5
;
3π

5
), (π;

7π

5
), (

9π

5
; 2π).

Отже,

X =
⋃

n∈Z

(
(
π

5
+ 2nπ;

3π

5
+ 2nπ) ∪ (π + 2nπ;

7π

5
+ 2nπ)∪

∪ (
9π

5
+ 2nπ; 2(n+ 2)π)

)
.

Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що

sin
α

2
=

√
(p− b)(p− c)

bc
, cos

α

2
=

√
p(p− a)

bc
,

де a, b, c — сторони трикутника, α — кут, що лежить проти
сторони a, 2p = a+ b+ c.
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2. Довести, виходячи з геометричного означення, що для всiх
x′, x′′ ∈ R

cos(x′ + x′′) = cosx′ cosx′′ − sin x′ sin x′′,

sin(x′ + x′′) = sinx′ cosx′′ + cosx′ sin x′′.

3. Означити функцiї y = arctg x, y = arcctg x та обгрунтувати
їх основнi властивостi.

4. Означити функцiї y = arcsecx, y = arccosecx та обгрунту-
вати їх основнi властивостi.

5. Знайти промiжки, на яких мають мiсце тотожностi:

а) arcsin(sinx) = x− 4π;

б) arctg x+ arcctg
1

x
=
π

2
;

в) arccos x+ arccos

(
x

2
+

1

2

√
3− 3x2

)
=
π

2
.

6. Розв’язати рiвняння:

а) sin6 x+ cos6 x =
7

16
;

б) 4 sin x+ tg x+ 1 =
1

cosx
;

в)
√

sin x+ cosx = 0.

7. Розв’язати нерiвностi:

а) cos2 x <
1

4
;

б) 4 cos2 x+ 2 sin2 x < 5 cos x;

в) cosx+ cos 2x > 0.
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8. Розв’язати рiвняння

а) sin z + sin 2z = 0;

б) cos z = i;

в) sin z + cos z = 2.
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25 ЛЕКЦIЯ: Метричнi простори. Елементи аналi-
зу у метричних просторах

Поняття метричного простору. Приклади метричних просто-
рiв. Збiжнi послiдовностi у метричних просторах. Вiдображення
(оператори, функцiонали) метричних просторiв. Границя i непе-
рервнiсть функцiї у метричному просторi.

Лiтература. [1], ч. 3, с. 97–104, 120–126; [2], ч. 2, с. 11–17,
25–30, 38–44; [3], т. 3, с. 96–111; Колмогоров А.Н., Фомин С.В.
Элементы теории функций и функционального анализа. М.:
Наука, 1972, с. 44–52; Maurin K. Analysis, P. 1 – Warshawa,
Polish scientific Publishes, 1976, p. 31–50.

Побудова аналiзу нечислових функцiй f : X → Y потре-
бує надiлення множин X i Y певними властивостями, основ-
ним джерелом яких є, насамперед, геометрiя (простiр, вiдстань
мiж точками, вектор i його модуль, операцiї над векторами то-
що). Найважливiшою з них є можливiсть визначити вiдстань
мiж елементами множини. Адже саме поняття вiдстанi дає мо-
жливiсть ввести основну операцiю аналiзу граничний перехiд у
нечисловi множини (множини n-ок чисел, множини послiдовно-
стей, множини функцiй, визначених на деякому промiжку то-
що).

Означення 25.1. Говорять, що непорожня множина X на-
дiлена метрикою (мiж елементами множини X задано вiд-
стань), якщо задано вiдповiднiсть, яка кожнiй парi елемен-
тiв x i y з X вiдносить число d(x, y) i задовольняє такi умови:

1) (∀x, y ∈ X)(d(x, y) > 0 ∧ d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y);

2) (∀x, y ∈ X)(d(x, y) = d(y, x)) (аксiома симетрiї);

3) (∀x, y, z ∈ X)(d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y))

(аксiома трикутника).
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Означення 25.2. Непорожню множину X iз заданою у нiй
метрикою d називають метричним простором i позначають
(X, d). Елементи множини X називають точками метрично-
го простору, а число d(x, y) називають вiдстанню мiж то-
чками x i y.

Надiлити множину X метрикою означає задати функцiю
d : X ×X → R з властивостями (аксiомами) 1) – 3).

Приклад 1. Дано функцiю f , визначену i строго монотонну
на множинi R. Довести, що функцiя d(x, y) := |f(x)−f(y)| задає
метрику на множинi R.

Розв’язання. Насамперед очевидно, що для будь-яких дiй-
сних чисел x i y d(x, y) > 0, причому d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.
Остання рiвнiсть в силу строгої монотонностi функцiї f має мi-
сце тодi i тiльки тодi, коли x = y. Далi для будь-яких x, y ∈ R
d(x, y) = |f(x) − f(y)| = |f(y) − f(x)| = d(x, y). i, нарештi, для
будь-яких x, y, z ∈ R d(x, y) = |f(x) − f(y)| = |f(x) − f(z) +
f(z) − f(y)| 6 |f(x) − f(z)| + |f(z) − f(y)| = d(x, z) + d(z, y).
Таким чином, функцiя d задовольняє всi три аксiоми вiдстанi,
тобто надiляє множину вiдстанню.

Зауваження. Як наслiдок при f(x) = x маємо евклiдову
вiдстань на прямiй d1(x, y) = |x − y|, а, наприклад, при f(x) =
arctg x — вiдстань на прямiй визначається за формулою

d2(x, y) = | arctg x− arctg y|,

i характерна тим, що вона менша, нiж π.
Хоча множину R можна надiлити метрикою по-рiзному, але

першiсть за евклiдовою. Якраз метричний простiр (R, d), де d
— евклiдова метрика, є основою теорiї числових функцiй однiєї
дiйсної змiнної.

Множину Rn можна надiлити метрикою також по-рiзному,
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але найбiльш популярними є такi:

d1(x,y) =

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2 — евклiдова метрика,

d2(x,y) =
n∑

k=1

|xk − yk|, (25.1)

d3(x,y) = max
k=1,n

|xk − yk|,

де x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) довiльнi елементи з Rn.
Приведенi метрики виявляються рiвноцiнними у тому планi, що
класи збiжних послiдовностей елементiв з Rn вiдносно кожної з
цих метрик збiгаються. Однак з точки зору їх придатностi для
обчислень мiж ними є iстотна рiзниця.

Нехай C[a;b] — множина всiх неперервних на вiдрiзку [a; b]
функцiй. Можна перевiрити, що функцiї

d1(f, g) = max
x∈[a;b]

|f(x)− g(x)|,

d2(f, g) =

√√√√√ b∫
a

(f(x)− g(x))2,

(25.2)

де f, g — довiльнi елементи з C[a;b], є метриками, якими можна
надiлити множину C[a;b]. Перша з них називається рiвномiрною
(збiжнiсть послiдовностi функцiй вiдносно цiєї метрики еквiва-
лентна рiвномiрнiй збiжностi), друга — евклiдова (збiжнi послi-
довностi функцiй вiдносно цiєї метрики називають збiжними у
середньому квадратичному).

Центральним топологiчним поняттям метричного простору
є поняття вiдкритої кулi, аналогом якої є iнтервал на прямiй,
вiдкритий круг на площинi, вiдкрита куля у просторi. Нехай
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маємо метричний простiр (X, d), i нехай x0 ∈ X, а r — довiльне
додатне число.

Означення 25.3. Вiдкритою кулею або просто кулею з
центром у точцi x0 радiуса r називають множину всiх точок
метричного простору X, вiдстань яких до точки x0 менша,
нiж r, i позначають B(x0, r), тобто

B(x0, r) := {x |x ∈ X, d(x0, x) < r}.

Цiлком природно множину

B(x0, r) := {x |x ∈ X, d(x0, x) 6 r}

назвати замкненою кулею з центром у точцi x0 радiуса r, а
множину

S(x0, r) := {x |x ∈ X, d(x0, x) = r}

— сферою з центром у точцi x0 радiуса r.

Означення 25.4. Точка a метричного простору (X, d) на-
зивається границею послiдовностi (xn), якщо для будь-якого
ε > 0 iснує n0 таке, що для всiх n > n0 виконується нерiв-
нiсть d(xn, a) < ε.

Про послiдовнiсть, яка має границю, кажуть, що вона збi-
гається (є збiжною), а за границею залишають стандартне
позначення.

Приклад 2. Довести, що послiдовнiсть

(xn) =

((
n− 1

n
,

2n2

n2 + 1

))
точок метричного простору R2 з евклiдовою метрикою збiгається
до точки (1;2).
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Розв’язання. Оскiльки для будь-якого n

d(xn, (1; 2)) =

√(
n− 1

n
− 1

)2

+

(
2n2

n2 + 1
− 2

)2

=

=

√
1

n2
+

4

(n2 + 1)2
=

√
n4 + 6n2 + 1

n(n2 + 1)
<

n2 + 3

n(n2 + 1)
<

3

n
,

то, взявши n0 = 3

[
1

ε

]
+ 1, де ε — довiльне число, маємо, що

для всiх n > n0 d(xn, (1; 2)) < ε. А це й означає, що

lim
n→∞

(
n− 1

n
,

2n2

n2 + 1

)
= (1; 2).

Приклад. Довести, що послiдовнiсть

(fn(x)) =

(
x+ (−1)nx

2

n

)
точок метричного простору C[0;1] з рiвномiрною метрикою збiга-
ється до точки f0(x) = x.

Розв’язання. Оскiльки для будь-якого n

d(fn(x), f0(x)) = max
x∈[0;1]

∣∣∣∣x+ (−1)nx
2

n
− x

∣∣∣∣ = max
x∈[0;1]

x2

n
=

1

n
,

то очевидно, що d(fn(x), f0(x)) < ε, як тiльки n > n0, де n0 =[
1

ε

]
+ 1.

Теорема 25.1. Якщо послiдовнiсть (xn) точок метричного
простору (X, d) має границю, то вона єдина.
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Доведення. Припустимо, що iснує метричний простiр (X, d)
i послiдовнiсть (xn) точок цього простору, яка має бiльше однiєї
границi, тобто iснують такi точки a, b ∈ X, що lim

n→∞
xn = a i

lim
n→∞

xn = b, причому a 6= b. Оскiльки lim
n→∞

xn = a, то для будь-

якого ε > 0, зокрема для ε = 1
3
d(a, b), можна вказати номер

n1 такий, що для всiх n > n1 d(xn, a) <
1
3
d(a, b). А оскiльки

lim
n→∞

xn = b, то для ε = 1
3
d(a, b) можна вказати номер n2 такий,

що для всiх n > n2 d(xn, b) <
1
3
d(a, b). Нехай n0 = max(n1, n2).

Тодi для всiх n > n0 одночасно виконуються двi нерiвностi
d(xn, a) < 1

3
d(a, b), d(xn, b) < 1

3
d(a, b). А отже, для таких n

маємо:

d(a, b) 6 d(a, xn) + d(xn, b) <
1

3
d(a, b) +

1

3
d(a, b) =

2

3
d(a, b).

Одержане протирiччя (d(a, b) < 2
3
d(a, b)) свiдчить про те, що

припущення про iснування збiжних послiдовностей з бiльше,
нiж однiєю границею невiрне. А отже, якщо послiдовнiсть має
границю, то вона єдина. �

Теорема 25.2 (необхiдна умова збiжностi). Якщо пос-
лiдовнiсть точок метричного простору збiжна, то вона
обмежена.

Доведення. Нехай послiдовнiсть (xn) точок метричного про-
стору (X, d) є збiжною i lim

n→∞
xn = a. Покажемо, що iснує ку-

ля B(a, r) така, що для всiх n xn ∈ B(a, r). Справдi, оскiль-
ки lim

n→∞
xn = a, то для будь-якого ε > 0, зокрема для ε = 1,

iснує n0 такий, що для всiх n > n0 d(xn, a) < 1. Тодi або для
всiх членiв послiдовностi (xn) d(xn, a) < 1, або є члени цiєї
послiдовностi такi, що d(xn, a) > 1. У першому випадку для
всiх n xn ∈ B(a, 1), у другому для всiх n xn ∈ B(a, r), де
r = 1 + max{1, d(x1, a), d(x2, a) . . . , d(xn0 , a)}. �
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Щодо достатних умов, то i для метричних просторiв вво-
диться поняття фундаментальної послiдовностi (послiдовнiсть
(xn) фундаментальна, якщо для будь-якого ε > 0 iснує номер n0

такий, що для всiх n > n0 i будь-якого натурального p виконує-
ться нерiвнiсть d(xn, xn+p) < ε). Однак критерiй Кошi має мiсце
не для всiх метричних просторiв. Тi з них, для яких кожна
фундаментальна послiдовнiсть є збiжною, називають повними
метричними просторами.

З’ясуємо характер збiжностi послiдовностей точок деяких
метричних просторiв. Нехай маємо метричний простiр (Rn, d),
де d — евклiдова метрика. Якщо послiдовнiсть (xk) точок про-
стору Rn записати у виглядi

(xk) = ((xk1, xk2, . . . , xkn)),

то поряд з нею можна розглядати n числових послiдовностей
(xk1), (xk2), . . . , (xkn). Бiльше того, має мiсце рiвнiсть

lim
k→∞

xk = lim
k→∞

(xk1, . . . , xkn) = ( lim
k→∞

xk1, . . . , lim
k→∞

xkn).

Неважко також переконатись, що кожна фундаментальна послi-
довнiсть точок простору Rn є повним (повним вiн буде i вiдносно
метрик d2 i d3 з (25.1)).

У просторi C[a;b] з рiвномiрною метрикою послiдовнiсть (fn)
збiгається тодi i тiльки тодi, коли вона збiгається до f0 рiвномiр-
но на вiдрiзку [a; b]. Справдi, якщо послiдовнiсть (fn) збiгається
до точки f0 ∈ C[a;b], то для будь-якого ε > 0 iснує номер n0

такий, що для всiх n > n0 виконується нерiвнiсть

d(fn, f0) = max
x∈[a;b]

|fn(x)− f0(x)| < ε.

Звiдси випливає, що для всiх x ∈ [a; b] |fn(x)−f0(x)| < ε. Отже,
для будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий, що для всiх n > n0

i всiх x ∈ [a; b] виконується нерiвнiсть |fn(x) − f0(x)| < ε. А
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це й означає, що функцiональна послiдовнiсть (fn) збiгається
рiвномiрно до функцiї f0 на вiдрiзку [a; b].

Нехай функцiональна послiдовнiсть (fn) точок з C[a;b] рiвно-
мiрно збiгається до функцiї f0 на вiдрiзку [a; b]. Тодi f0 ∈ C[a;b]

як границя рiвномiрно збiжної на вiдрiзку [a; b] послiдовностi
неперервних функцiй є неперервна функцiя. Крiм того, в силу
рiвномiрної збiжностi для будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий,
що для всiх n > n0 i всiх x з вiдрiзка [a; b] виконується нерiв-
нiсть |fn(x)−f0(x)| < ε. Для кожного n функцiя |fn(x)−f0(x)| є
неперервною на вiдрiзку [a; b]. А отже, за теоремою Вейерштра-
са досягає на ньому свого найбiльшого значення, тобто iснує
точка x0 ∈ [a; b] така, що

|fn(x0)− f0(x0)| = max
x∈[a;b]

|fn(x0)− f0(x)|.

Таким чином, для всiх n > n0

d(fn, f0) = max
x∈[a;b]

|fn(x)− f0(x)| = |fn(x0)− f0(x0)| < ε.

А це й означає, що послiдовнiсть (fn) точок простору C[a;b] з рiв-
номiрною метрикою є повним, а от цей простiр вiдносно метрики
d2 з (25.2) є неповним.

Нехай маємо метричнi простори (X, dX), (Y, dY ).

Означення 25.5. Вiдповiднiсть f , яка кожнiй точцi ме-
тричного простору X вiдносить одну точку метричного про-
стору Y називається вiдображенням простору X у простiр
Y i позначається f : X → Y .

Зауважимо, що термiн „вiдображення“ синонiм термiну „фун-
кцiя“. Термiн „оператор“ i „функцiонал“використовуються тодi,
коли X i Y надiленi не тiльки топологiчною, але й алгебраї-
чною структурою. Зокрема, термiн „оператор“ вживається для
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вiдображень функцiональних просторiв у функцiональнi, а тер-
мiн „функцiонал“ для вiдображень функцiональних просторiв у
множину R або C.

Далi будемо розглядати вiдображення з метричного простору
X у метричний простiр Y , тобто вiдповiднiсть f , яка кожнiй
точцi x ∈ X вiдносить не бiльше, нiж один елемент з простору
Y , i записувати вiдображення f з X у Y . Нехай E ⊂ X, на якiй
вiдображення f визначено. Образ точки x ∈ E при вiдображеннi
f будемо позначати у стандартний спосiб f(x).

Означення 25.6. Точка y0 метричного простору Y назива-
ється границею вiдображення f у точцi x0 ∈ X вiдносно мно-
жини E, якщо для будь-якої послiдовностi (xn) точок мно-
жини E такої, що для кожного n xn 6= x0 i lim

n→∞
xn = x0,

вiдповiдна їй послiдовнiсть образiв (f(xn)) збiгається до то-
чки y0, i позначається

lim
x→x0,x∈E

f(x) = y0.

Зауважимо, що у точцi x0 вiдображення f може бути неви-
значеним, разом з тим x0 є граничною точкою вiдносно мно-
жини E. Далi, коли мова буде йти про границю вiдображення
f , будемо вважати, що f визначено у кожнiй точцi метричного
простору X крiм, можливо, точки x0, а його границю у точцi x0

вiдносно множини X \ {x0} будемо позначати lim
x→x0

f(x).

Теорема 25.3. Для того щоб lim
x→x0

f(x) = y0 необхiдно i

досить, щоб для будь-якого ε > 0 iснувало δ > 0 таке, що для
всiх x ∈ X, якi задовольняють нерiвнiсть 0 < dX(x, x0) < δ,
виконується нерiвнiсть

dY (f(x), y0) < ε.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай lim
x→x0

f(x) = y0. Припу-

стимо, що iснує ε0 > 0 таке, що для будь-якого δ > 0 iснує
точка xδ ∈ X (xδ 6= x0), що хоча dX(xδ, x0) < δ, однак
dY (f(x0), y0) > ε0, i нехай δ = 1, 1

2
, 1

3
, · · ·. Тодi, в силу припу-

щення, для кожного n iснує точка xn ∈ X (xn 6= x0) така, що
dX(x0, xn) < 1

n
i dY (y0, f(xn)) > ε0. Очевидно, що для так побу-

дованої послiдовностi (xn) при кожному n xn 6= x0 i lim
n→∞

xn = x0.

А отже, вiдповiдна послiдовнiсть образiв (f(xn)) має збiгатись,
причому lim

x→∞
f(xn) = y0. Останнє неможливо, оскiльки для ко-

жного n dY (f(xn), y0) > ε0. Таким чином, наше припущення
невiрне, i з того що lim

x→x
f(xn) = y0 випливає, що, справдi, для

будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх x ∈ X, якi
задовольняють нерiвнiсть dX(x, x0) < δ, виконується нерiвнiсть
dY (f(x), y0) < ε.

Достатнiсть. Нехай y0 задовольняє умову теореми, тобто
для будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх x ∈ X, якi
задовольняють нерiвнiсть 0 < dX(x, x0) < δ, виконується нерiв-
нiсть dY (f(x), y0) < ε. Нехай послiдовнiсть (xn) точок простору
X така, що для кожного n xn 6= x0 i lim

n→∞
xn = x0. Якщо ε до-

вiльне, але фiксоване, i для нього обрано δ > 0, то для такого δ
iснує номер n0 такий, що для будь-якого n > n0 dX(xn, x0) < δ.
А отже, в силу умови для будь-якого n > n0 dY (f(x), y0) < ε. А
це й означає, що lim

x→∞
f(xn) = y0. �

Зрозумiло, що доведена теорема дає ще одне означення
границi вiдображення (перше називають означенням грани-
цi вiдображення за Гейне, друге — за Кошi). Якщо iснує
lim

x→x0

f(x) = y0, то вона єдина. А також iснує куля B(x0, r) i куля

B(y0, R) такi, що для всiх x ∈ B(x0, r) i x 6= x0 f(x) ∈ B(y0, R),
тобто вiдображення f , яке має границю у точцi x0, обмежене у
деякому околi цiєї точки.
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Приклад 4. Нехай вiдображення A з метричного простору
C[0;1] з рiвномiрною метрикою у метричний простiр R задається
у такий спосiб:

Af =

1∫
0

f(x)dx.

Довести, що iснує границя цього вiдображення у точцi f0(x) =
x2 + 1 вiдносно множини E = {ax2 + b | a, b ∈ R}.

Розв’язання. Оскiльки

1∫
0

(x2 + 1)dx =
4

3
, то природно є гi-

потеза, що

lim
f→f0,f∈E

Af =
4

3
.

Для будь-якого f ∈ E

dR(Af, f0) =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(ax2 + b)dx− 4

3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a3 + b− 4

3

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣a− 1

3
+ b− 1

∣∣∣∣ 6 max
x∈[0;1]

∣∣(a− 1)x2 + b− 1
∣∣ =

= max
x∈[0;1]

|ax2 + b− (x2 + 1)| = dC(f, f0).

Отже, якщо для довiльного ε > 0 взяти δ = ε, то з того, що
dC(f, f0) < δ, випливає, що dR(Af, 4

3
) < ε. А це й означає, що

lim
f→f0,f∈E

Af =
4

3
.

Означення 25.7. Вiдображення f з метричного простору
X у метричний простiр Y називається неперервним у точцi
x0 ∈ X вiдносно множини E, якщо lim

x→x0,x∈E
f(x) = f(x0).
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У подальшому мова буде йти про вiдображення f : X → Y ,
i таке вiдображення ми будемо називати неперервним у точцi
x0, якщо для будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх
x ∈ B(x0, δ) f(x) ∈ B(f(x0), ε). Зауважимо, що при такому
означеннi точка x0 не обов’язково має бути граничною вiдносно
простору X, тобто вiдображення f неперервне у кожнiй iзольо-
ванiй точцi. Вiдображення f : X → Y називають неперервним,
якщо воно неперервне у кожнiй точцi x ∈ X.

Теорема 25.4 (критерiй неперервностi). Вiдображення
f : X → Y неперервне тодi i тiльки тодi, коли прообраз
будь-якої вiдкритої (замкненої) множини точок метричного
простору Y є вiдкритою (замкненою) множиною точок
метричного простору X.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай вiдображення f : X → Y
є неперервним, тобто f неперервне у кожнiй точцi метрично-
го простору X, i нехай GY довiльна, але фiксована, вiдкрита
множина точок метричного простору Y . Доведемо, що множина
GX = f−1(GY ) є вiдкритою у метричному просторi X. Справ-
дi, якщо GX = ∅, то очевидно, що вона вiдкрита. Якщо ж
GX 6= ∅ i x0 ∈ GX , то f(x0) є точкою вiдкритої множини GY ,
тобто iснує куля B(f(x0), ε), яка є пiдмножиною GY . А оскiльки
вiдображення f неперервне у точцi x0, то для кулi B(f(x0), ε)
iснує куля B(x0, δ) така, що f(B(x0, δ)) ⊂ B(f(x0), ε). Звiдси
випливає, що

B(x0, δ) ⊂ f−1(B(x0, ε)) ⊂ f−1(GY ) = GX .

Отже, для точки x0 iснує куля B(x0, δ), яка повнiстю мiститься
у GX , тобто кожна точка множини GX є внутрiшньою. А це й
означає, що множина GX вiдкрита.

Достатнiсть. Нехай прообраз f−1(GY ) кожної вiдкритої
множини GY точок метричного простору Y є вiдкритою
множиною. Доведемо, що вiдображення f є неперервним.
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Вiзьмемо довiльну, але фiксовану, точку x0 ∈ X i довiльну кулю
B(f(x0), ε). Тодi f−1(B(f(x0), ε)) є вiдкрита множина точок
метричного простору X, i x0 належить цiй множинi, тобто x0

внутрiшня точка множини f−1(B(f(x0), ε)). Але тодi iснує куля
B(x0, δ), яка повнiстю мiститься у множинi f−1(B(f(x0), ε)),
тобто B(x0, δ) ⊂ f−1(B(f(x0), ε)) або f(B(x0, δ)) ⊂ B(f(x0), ε).
А це й означає, що вiдображення f неперервне у точцi x0.
Якщо врахувати, що при вiдображеннi f прообраз доповнення є
доповненням до прообразу, то доведення теореми для замкнених
множин є очевидним. �

Приклад 5. Нехай вiдображення A метричного простору
C[0;1] з евклiдовою метрикою у метричний простiр R задається
у такий спосiб: для будь-якого f ∈ C[0;1] Af = f(0) + f(1).
Довести, що воно не є неперервним на C[0;1].

Розв’язання. Вiзьмемо точку f0(x) ≡ 0 з C[0;1] i послiдов-
нiсть (fn(x)) = (xn) точок цього простору. Оскiльки

lim
n→∞

dC(fn, f0) = lim
n→∞

√√√√√ 1∫
0

(fn(x)− f0(x))2dx = lim
n→∞

√
1

2n+ 1
= 0,

то послiдовнiсть (xn) збiгається до f0. Разом з тим
dR(Afn, Af0) = |fn(0)+fn(1)−f0(0)−f0(1)| = 1, тобто вiдповiдна
послiдовнiсть (Afn) образiв не збiгається до образу точки f0.

В аналiзi числових функцiй ряд властивостей неперервних
функцiй iстотно залежить вiд структури областi, на якiй вони
визначенi. Маємо на увазi властивостi неперервних функцiй, ви-
значених на вiдрiзку. В аналiзi вiдображень метричних просто-
рiв роль, подiбну до ролi вiдрiзкiв в аналiзi числових функцiй,
вiдiграють так званi компактнi множини.

Означення 25.8. Множина K точок метричного просто-
ру X називається компактною множиною, якщо з кожної
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послiдовностi (xn) точок множини K можна видiлити збi-
жну пiдпослiдовнiсть (xnk

), причому lim
k→∞

xnk
∈ K.

Наприклад, кожна скiнченна множина будь-якого метрично-
го простору є компактною. Кожна обмежена замкнена множина
точок метричного простору Rn з будь-якою метрикою з (25.1) є
компактною. Взагалi, кожна компактна множина є обмеженою
i замкненою. Разом з тим iснують метричнi простори i у них
обмеженi замкненi множини, якi не є компактними. Так у ме-
тричному просторi C[a;b] з рiвномiрною метрикою замкнена куля
з центром у точцi f0(x) ≡ 0 i радiусом r = 1 є обмеженою i
замкненою, однак вона не є компактною множиною. Справдi,
якщо припустити, що куля B(f0, 1) = {f | f ∈ C[0;1], d(f, f0) 6
1} = {f | max

x∈[0;1]
|f(x) − f(x0)| 6 1} = {f | |f(x)| 6 1, x ∈ [0; 1]} є

компактною, i взяти послiдовнiсть (xn) точок з B(f0, 1), то з неї
можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть (xnk), яка рiвномiрно

збiгається до якоїсь точки
∼
f з B(f0, 1). Але яку б пiдпослiдов-

нiсть (xnk) послiдовностi (xn) ми не взяли, її границя

lim
k→∞

xnk =

{
0, якщо 0 6 x < 1,

1, якщо x = 1

є функцiя, яка не належить навiть метричному простору C[a;b].

Теорема 25.5 (про неперервний образ компакта) Якщо
вiдображення f неперервне на компактнiй множинi K, то
f(K) є компактна множина

Доведення. Нехай (yn) довiльна послiдовнiсть точок з мно-
жини f(K). Тодi iснує послiдовнiсть (xk) точок множини K
така, що для кожного n f(xn) = yn. А оскiльки за умовою
K компактна множина, то з послiдовностi (xn) можна видiли-
ти пiдпослiдовнiсть (xnk

) таку, що lim
k→∞

xnk
= x0 ∈ K. Звiдси, в
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силу неперервностi вiдображення f у точцi x0, маємо, що вiдпо-
вiдна послiдовнiсть образiв (f(xnk

)) = (ynk
) збiгається до образу

точки x0, тобто до точки y0 = f(x0), яка є елементом множини
f(K). Отже, з кожної послiдовностi (yn) точок множини f(K)
можна видiлити пiдпослiдовнiсть, яка збiгається до точки цiєї
множини. А це й означає, що f(K) — компактна множина. �

Як наслiдок маємо, що неперервний образ компактної мно-
жини є обмежена множина (згадайте першу теорему Вейєр-
штрасса для числових функцiй, неперервних на вiдрiзку). Для
вiдображення f з метричного простору X у множину дiйсних
чисел R (метричний простiр з евклiдовою метрикою) може бути
сформульованою i друга теорема Вейерштрасса.

Теорема 25.6. Якщо вiдображення f з метричного про-
стору X у метричний простiр R неперервне на компактнiй
множинi K (K ⊂ X), то воно досягає на нiй свого наймен-
шого i найбiльшого значення.

Доведення. Оскiльки за умовою множина K є компактною
множиною i вiдображення f неперервне на K, то множина f(K)
теж компактна множина, а отже, вона обмежена i замкнена. В
силу того, що f(K) є числовою множиною, з її обмеженостi ви-
пливає iснування inf f(K) i sup f(K), а з її замкненостi — те,
що inf f(K) ∈ f(K) i sup f(K) ∈ f(K). А отже, iснують точки
x1 i x2 у K такi, що для всiх x ∈ K f(x1) 6 f(x) 6 f(x2), тобто
f(x1) є найменшим, а f(x2) є найбiльшим значенням вiдобра-
ження f на компактнiй множинi K. �

Щоб перенести теорему Кошi про промiжне значення непе-
рервної на вiдрiзку функцiї на вiдображення з довiльною ме-
трикою простору X у метричний простiр R, крiм поняття ком-
пактностi необхiдне ще поняття зв’язностi. Метричний простiр
X вважають зв’язним, якщо не iснує вiдкритих непорожнiх пiд-
множин A i B таких, що A ∪ B = X, A ∩ B = ∅. То от коли
вiдображення f з метричного простору x у метричний простiр R
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є неперервним на компактнiй i зв’язнiй множинi K, i у точках
x1 i x2 з K приймає рiзнi значення, то яким би не було число γ
мiж f(x1) i f(x2) iснує точка x0 ∈ K така, що f(x0) = γ.

Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що функцiї

а) d(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
, де x, y ∈ R;

б) d(x,y) =
√

2(x1 − y1)2 + 3(x2 − y2)2, де

x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2;

в) d(f, g) = max
x∈[0; 1

2
]
|f(x)− g(x)|+

1∫
1
2

|f(x)− g(x)|dx,

де f, g ∈ C[0;1],

надiляють метриками вiдповiдо множини R, R2, C[0;1].

2. Довести, що для будь-яких фiксованих точок a, b метри-
чного простору (X, d) множина A = {x | d(x, a)+d(x, b) < 1}
— вiдкрита, а множина B = {x | d(x, a) + d(x, b) > 1} — за-
мкнена.

3. Якi з множин

1) {f | f(x) > 0};

2) {f |
1∫

0

x sin(f(x))dx < 1};
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3) {f | f(0) 6 1, f(1) > 1};

4) {f |
1∫

0

sin(f(x))dx > t, t ∈ [0; 1]}.

точок метричного простору C[0;1] з рiвномiрною метрикою
є вiдкритими (замкненими)?

4. Знайти границi послiдовностей точок метричного простору
R2 з евклiдовою метрикою:

а)
((

(n+ 1)(n+ 2)(2n− 1)

4n3 + 1
, n sin

1

n

))
;

б)
((

1− 2 + 3− 4 + · · · − 2n√
n2 + 1

, n arctg
5

n2

))
;

в)
(((

2n

2n+ 1

)n

, n(ln(2n+ 3)− ln(2n))

))
.

5. Знайти границi послiдовностей точок метричного простору
C[a;b] з рiвномiрною метрикою:

а)
(

nx

1 + n+ x

)
у просторi C[0;1];

б) (x arctg nx) у просторi C[ 1
2
;2];

в)
(

n
√

1 + xn
)

у просторi C[0;2].

6. Знайти границю векторнозначної функцiї

~f(x, y) =

(
sin(xy)− 2

xy − 2
,
cos(xy)− cos 2

xy − 2
,
tg(xy)− tg 2

xy − 2

)
у точцi (1; 2).
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7. Довести, що вiдображення ~f з метричного простору Rn у
метричний простiр Rm є неперервним у точцi тодi i тiльки
тодi, коли є неперервними у цiй точцi координатнi вiдобра-
ження.

8. Нехай K1, K2 (K1 ∩ K2 = ∅) — компактнi множини мет-
ричного простору (X, d). Довести, що

inf
x∈X,y∈Y

d(x, y) > 0.

9. Довести, що вiдображення f : X → Y , неперервне на ком-
пактi K (K ⊂ X), є рiвномiрно неперервним на ньому.
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26 ЛЕКЦIЯ: Повнi метричнi простори. Теорема
Банаха про стискуючi вiдображення та її за-
стосування

Збiжнi i фундаментальнi послiдовностi точок метричного про-
стору. Повнi метричнi простори. Повнота просторiв Rn з ев-
клiдовою i простору C[a;b] з рiвномiрною метриками. Стискуючi
вiдображення. Теорема Банаха (принцип стискуючих вiдобра-
жень). Приклади застосувань.

Лiтература. [1], ч. 3, с. 107–111, 127–134; [2], ч. 2, с. 31–
38, 44–49; [3], т. 3, с. 101–107, 111–116; Колмогоров А.Н.,
Фомин С.В. Элементы теории функций и функционального
анализа. М.: Наука, 1972, с. 61–66, 69–78; Maurin K. Analysis,
P. 1 – Warshawa, Polish scientific Publishes, 1976, p. 227–232.

Властивiсть неперервностi (повноти) множини дiйсних чи-
сел формулюється у рiзних формах (наявнiсть верхньої межi у
множини обмеженої зверху, наявнiсть єдиної спiльної точки у
стяжної системи вкладених вiдрiзкiв та iн.). Проте тiльки одна
з них, а саме ознака Кошi збiжностi послiдовностi, не викори-
стовує при формулюваннi нiяких iнших понять, крiм метричних.
Якраз узагальнену ознаку Кошi збiжностi послiдовностi точок
метричного простору i було прийнято за означення його повно-
ти, а у 1920 роцi видатним польським математиком Стефаном
Банахом було доведено iснування нерухомої точки у так званих
стискуючих вiдображень повних метричних просторiв у себе.

Нехай маємо метричний простiр (X, d).

Означення 26.1. Послiдовнiсть (xn) точок метричного
простору X називається функдаментальною, якщо для будь-
якого ε > 0 iснує такий номер n0, що для всiх n > n0 i будь-
якого натурального p виконується нерiвнiсть d(xn+p, xn) < ε.

Легко переконатись, що кожна збiжна послiдовнiсть є фун-
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даментальною. Однак можна вказати метричнi простори, у яких
iснують функдаментальнi послiдовностi, якi не є збiжними. (На-
приклад, у множинi рацiональних чисел Q можна вказати фун-
даментальну послiдовнiсть, яка не має границi у Q.)

Означення 26.2. Метричний простiр X називається пов-
ним, якщо у ньому кожна фундаментальна послiдовнiсть є
збiжною.

Теорема 26.1. Послiдовнiсть xk = ((x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n )) то-

чок простору Rn з евклiдовою метрикою є функдаменталь-
ною тодi i тiльки тодi, коли фундаментальнi послiдовностi
(x

(k)
1 ), (x

(k)
2 ), . . . , (x

(k)
n ).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай послiдовнiсть (xk) є фун-
даментальною, тобто для будь-якого ε > 0 iснує k0, що для всiх
k > k0 i будь-якого p ∈ N виконується нерiвнiсть

d(xk+p,xk) =

√√√√ n∑
i=1

(x
(k+p)
i − x

(k)
i )2 < ε.

Врахувавши, що для кожного i = 1, n

d(x
(k+p)
i , x

(k)
i ) =

∣∣∣xk+p
i − x

(k)
i

∣∣∣ 6 d(xk+p,xk) < ε,

маємо, що для будь-якого ε > 0 iснує k0, що для всiх k > k0 i
будь-якого p ∈ N виконується нерiвнiсть∣∣∣xk+p

i − x
(k)
i

∣∣∣ < ε.

А це й означає, що для i = 1, n послiдовнiсть
(
x

(k)
i

)
фундамен-

тальна.
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Достатнiсть. Нехай числовi послiдовностi
(
x

(k)
i

)
(i = 1, n)

фундаментальнi. Тодi для будь-якого ε > 0, зокрема для
ε

n
, iснує

k
(i)
0 (i = 1, n) таке, що для всiх k > k

(i)
0∣∣∣x(i)

k+p − x
(i)
k

∣∣∣ < ε

n
.

Нехай k0 = max
i=1,n

k
(i)
0 . Тодi для будь-якого k > k0 i будь-якого

p ∈ N виконується n нерiвностей виду∣∣∣x(i)
k+p − x

(i)
k

∣∣∣ < ε

n
.

Врахувавши, що

d(xk+p,xk) =

√√√√ n∑
i=1

(x
(k+p)
i − x

(k)
i )2 6

6

√√√√ n∑
i=1

(x
(k+p)
i − x

(k)
i )2 + 2

∑
16i<j6n

|x(k+p)
i − x

(k)
i ||x(k+p)

j − x
(k)
j | =

=
n∑

i=1

|x(k+p)
i − x

(k)
i |,

маємо, що для будь-якого ε > 0 iснує k0 таке, що для всiх k > k0

i будь-якого p ∈ N виконується нерiвнiсть

d(xk+p,xk) <
n∑

i=1

ε

n
= ε.

А, отже, послiдовнiсть (xk) фундаментальна. �
Точно у такий саме спосiб можна довести
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Теорема 26.2. Послiдовнiсть (xk) = ((x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n ))

точок простору Rn з евклiдовою метрикою є збiжною то-
дi i тiльки тодi, коли збiжнi послiдовностi (x

(k)
1 ), (x

(k)
2 ), . . . ,

(x
(k)
n ).

Як наслiдок з теорем 26.1 i 26.2 дiстаємо, що простiр Rn з
евклiдовою метрикою є повним.

Теорема 26.3. Метричний простiр C[a;b] з рiвномiрною ме-
трикою є повним.

Доведення. Нехай послiдовнiсть (fn) є фундаментальною
послiдовнiстю точок простору C[a;b]. Тодi для будь-якого ε > 0,

зокрема для
ε

2
, iснує номер n0 такий, що для всiх n > n0 i

будь-якого p ∈ N виконується нерiвнiсть

d(fn, fn+p) = max
x∈[a;b]

|fn(x)− fn+p(x)| <
ε

2
.

Але тодi для кожного x ∈ [a; b]

|fn(x)− fn+p(x)| 6 max
x∈[a;b]

|fn(x)− fn+p(x)| <
ε

2
,

тобто виконується достатня умова рiвномiрної збiжностi фун-
кцiональної послiдовностi. Нехай

lim
n→∞

fn(x) = f0(x).

Оскiльки фундаментальна послiдовнiсть fn(x) неперервних на
вiдрiзку [a; b] функцiй рiвномiрно збiгається до функцiї f0(x),
то остання є неперервною на вiдрiзку [a; b], тобто f0(x) ∈ C[a;b].
Якщо в останнiй нерiвностi перейти до границi при p → ∞, то
для всiх n > n0 i будь-якого x ∈ [a; b]

|fn(x)− f0(x)| 6
ε

2
.
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Звiдси в силу неперервностi функцiї |fn(x) − f0(x)| на вiдрiзку

[a; b] маємо, що max
x∈[a;b]

|fn(x) − f0(x)| = d(fn(x), f0(x)) 6
ε

2
< ε.

Таким чином, для будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий, що
для всiх n > n0 d(fn(x), f0(x)) < ε, тобто lim

n→∞
fn(x) = f0(x) ∈

C[a;b]. А це й означає, що кожна фундаментальна послiдовнiсть є
збiжною, тобто простiр C[a;b] з рiвномiрною метрикою є повним.
�

Контрприклад. Покажемо, що метричний простiр C[−1;1] з
евклiдовою метрикою не є повним. Розглянемо послiдовнiсть
(fn(x)), де

fn(x) =


−1, якшо − 1 6 x 6 − 1

n
,

nx, якшо − 1
n
< x < 1

n
,

1, якшо 1
n

6 x 6 1

i покажемо, що вона є фундаментальною. Справдi, для будь-
яких n, p

d(fn+p, fn) =

√√√√√ 1∫
−1

(fn+p(x)− fn(x))2dx =

=

√√√√√√
− 1

n+p∫
− 1

n

(nx+ 1)2dx+

1
n+p∫

− 1
n+p

p2x2dx+

1
n∫

1
n+p

(nx− 1)2dx =

=

√√√√√√2

1
n∫

1
n+p

(nx− 1)2dx+ 2p2

1
n+p∫
0

x2dx =
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=

√√√√2

3

(
− 1

n

(
n

n+ p
− 1

)3
)

+
2p2

3(n+ p)3
<

2√
n
.

Отже, як тiльки n0 >
1

ε2
, то для всiх n > n0 i будь-якого p

d(fn+p, fn) < ε. А це й означає, що задана послiдовнiсть фунда-
ментальна.

Припустимо, що iснує функцiя f0(x) ∈ C[−1;1] така, що
lim

n→∞
fn(x) = f0(x), тобто lim

n→∞
d(fn(x), f0(x)) = 0. В силу того, що

f0(x) неперервна на вiдрiзку [−1; 1], а функцiя signx 6∈ C[−1;1],
то √√√√√ 1∫

−1

(f0(x)− signx)2dx = d(f0(x), signx) > 0.

Разом з тим

lim
n→∞

1∫
−1

(fn(x)− signx)2dx = 2 lim
n→∞

1
n∫

0

(nx− 1)2dx =

= 2 lim
n→∞

(nx− 1)3

3n

∣∣∣∣ 1
n

0

=
2

3
lim

n→∞

1

n
= 0,

тобто lim
n→∞

d(fn(x), signx) = 0. А оскiльки√√√√√ 1∫
−1

(f0(x)− signx)2dx 6

6

√√√√√ 1∫
−1

(f0(x)− fn(x) + fn(x)− signx)2dx 6
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6

√√√√√ 1∫
−1

(f0(x)− fn(x))2dx+

√√√√√ 1∫
−1

(fn(x)− signx)2dx,

то d(fn(x), signx) > d(f0(x), signx) − d(f0(x), fn(x)). Звiдси
lim

n→∞
d(fn(x), signx) > d(f0(x), signx) > 0. Отримане протирiччя

свiдчить про те, що наше припущення невiрне. А, отже, побудо-
вана фундаментальна послiдовнiсть не є збiжною, тобто простiр
C[−1;1] з евклiдовою метрикою неповний.

Нехай маємо метричний простiр (X, d), i нехай f — вiдобра-
ження X в X (f : X → X), тобто f є вiдображенням X в себе.

Означення 26.3. Вiдображення f метричного простору в
себе називається стискуючим, якщо iснує число q (0 < q < 1)
таке, що для довiльних x′, x′′ з X виконується нерiвнiсть

d(f(x′), f(x′′)) 6 qd(x′, x′′).

Приклад 1. Покажемо, що функцiя f(x) =
√

sin x є стиску-
ючим вiдображенням вiдрiзка [1

2
; 1] в себе.

Насамперед з того, що f(x) як композицiя двох монотонно
зростаючих функцiй є монотонно зростаючою на вiдрiзку [1

2
; 1]

i

f(
1

2
) =

√
sin

1

2
=
√

0, 4794 . . . >
1

2
,

f(1) =
√

sin 1 =
√

0, 8414 . . . < 1,

випливає, що f є вiдображенням вiдрiзка [1
2
; 1] в себе. А враху-

вавши, що
f ′(x) =

cosx

2
√

sinx
> 0
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на вiдрiзку [1
2
; 1] i

max
x∈[ 1

2
;1]
f ′(x) =

cos 1
2

2
√

sin 1
2

=
0, 8703 . . .

2
√

0, 4794 . . .
= q < 1,

в силу теореми Лагранжа маємо: для будь-яких x′, x′′ ∈ [1
2
; 1]

x′ < x′′ d(f(x′), f(x′′)) = |f(x′) − f(x′′)| =
√

sin x′′ −
√

sin x′ =
f ′(c)(x′′ − x′) 6 qd(x′, x′′). Отже, задане вiдображення є стиску-
ючим.

Приклад 2. Нехай маємо лiнiйне вiдображення A : R2 → R2,
яке подається матрицею

A =


1

2
−1

3

2

3

1

5

 ,

причому метрика у просторi R2 задається так: для будь-яких
x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2

d(x,y) = max(|x1 − y1|, |x2 − y2|).

Тодi

d(Ax, Ay) =

= d

(
(
1

2
x1 −

1

3
x2,

2

3
x1 +

1

5
x2), (

1

2
y1 −

1

3
y2,

2

3
y1 +

1

5
y2)

)
=

= max

(
|1
2
x1 −

1

3
x2 −

1

2
y1 +

1

3
y2|, |

2

3
x1 +

1

5
x2 −

2

3
y1 −

1

5
y2|
)

=

= max

(
|1
2
(x1 − y1)−

1

3
(x2 − y2)|, |

2

3
(x1 − y1) +

1

5
(x2 − y2)|

)
6
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6 max(|x1 − y1|, |x2 − y2|) max

(
1

2
+

1

3
,
2

3
+

1

5

)
=

13

15
d(x,y).

Отже, задане вiдображення є стискуючим.
Очевидно, що будь-яке стискуюче вiдображення є неперерв-

ним.

Означення 26.4. Точка x0 метричного простору X нази-
вається нерухомою точкою вiдображення f : X → X, якщо
f(x0) = x0, тобто x0 — розв’язок рiвняння f(x) = x.

Наступна теорема дає вiдповiдь на питання „У якому випад-
ку останнє рiвняння має розв’язок, причому єдиний? “

Теорема Банаха (принцип стискуючих вiдображень).
Будь-яке стискуююче вiдображення повного метричного про-
стору в себе має єдину нерухому точку.

Доведення. Нехай (X, d) — повний метричний простiр, f
— стискуюче вiдображення простору X в себе i нехай x0 —
довiльна фiксована точка цього простору. Побудуємо послiдов-
нiсть (xn) точок простору X у такий спосiб:

x1 = f(x0), x2 = f(x1) = f(f(x0)), x3 = f(x2) =

= f(f(f(x0))), . . . , xn = f(xn−1) = f(f(f(. . . f(x0) . . .)))︸ ︷︷ ︸
n кратна композицiя

, . . .

Покажемо, що ця послiдовнiсть є фундаментальною. Врахував-
ши, що задане вiдображення є стискуючим, тобто iснує q (0 <
q < 1) таке, що для будь-яких x, y ∈ X d(f(x), f(y)) 6 qd(x, y),
для n = 2, 3, . . . маємо:

d(x2, x1) = d(f(x1), f(x0)) 6 qd(x1, x0),

d(x3, x2) = d(f(x2), f(x1)) 6 qd(x2, x1) 6 q2d(x1, x0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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d(xn, xn−1) = d(f(xn−1), f(xn−2)) 6 qd(xn−1, xn−2) 6

6 qn−1d(x1, x0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Тодi для будь-якого n i будь-якого p

d(xn+p, xn) 6 d(xn+p, xn+1) + d(xn+1, xn) 6

6 d(xn+p, xn+2) + d(xn+2, xn+1) + d(xn+1, xn) 6

6 d(xn+p, xn+p−1) + d(xn+p−1, xn+p−2) + · · ·+

+d(xn+2, xn+1) + d(xn+1, xn) 6

6 (qn+p−1 + qn+p−2 + · · ·+ qn+1 + qn)d(x1, x0) <

< (qn + qn+1 + · · ·)d(x1, x0) =
qn

1− q
d(x1, x0).

Оскiльки 0 < q < 1, то lim
n→∞

qn

1− q
d(x1, x0) = 0. А отже, для

будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий, що для всiх n > n0

виконується нерiвнiсть

qn

1− q
d(x1, x0) < ε.

Звiдси маємо, що для будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий,
що для всiх n > n0 i будь-якого p виконується нерiвнiсть

d(xn+p, xn) < ε.

А це й означає, що послiдовнiсть (xn) фундаментальна. В си-
лу повноти простору X ця послiдовнiсть збiгається. Нехай
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lim
n→∞

xn = x∗. Покажемо, що f(x∗) = x∗. Справдi, оскiльки сти-

скуюче вiдображення є неперервним, то

x∗ = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

f(xn−1) = f( lim
n→∞

xn−1) = f(x∗).

Доведемо єдинiсть точки x∗. Припустимо, що iснує точка x∗∗ ∈
X (x∗∗ 6= x∗) така, що f(x∗∗) = x∗∗. Тодi

d(x∗, x∗∗) = d(f(x∗), f(x∗∗)) 6 qd(x∗, x∗∗),

де q < 1. i з нерiвностi d(x∗, x∗∗) 6 qd(x∗, x∗∗) дiстаємо 1 6 q.
Отримане протирiччя i доводить єдинiсть нерухомої точки. �

Зауваження 1. Оскiльки для кожного n i кожного p

d(xn+p, xn) <
qn

1− q
d(x0, x1),

то, перейшовши до границi у лiвiй частинi при p→∞, маємо:

d(x∗, xn) <
qn

1− q
d(x0, x1).

Зауваження 2. Принцип стискуючих вiдображень можна за-
стосувати для доведення iснування i єдиностi розв’язку рiвнянь
рiзних типiв, причому метод доведення дає метод наближеного
знаходження невiдомого розв’язку. Такий метод розв’язування
рiвнянь виду f(x) = x носить назву методу послiдовних набли-
жень.

Застосування.

1. Розв’язування рiвнянь виду f(x) = 0.
Нехай функцiя f(x) визначена на вiдрiзку [a; b] i задовольняє на
цьому вiдрiзку умови Лiпшиця, тобто iснує число L > 0 таке,
що для всiх x′, x′′ ∈ [a; b] виконується нерiвнiсть

|f(x′)− f(x′′)| 6 L|x′ − x′′|.
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Якщо f([a; b]) ⊂ [a; b] i L < 1, то f є стискуючим вiдображенням
цього вiдрiзка. А, отже, в силу теореми Банаха рiвняння f(x) =
x має єдиний розв’язок, причому вiн є границею послiдовностi
(xn), де x0 ∈ [a; b] — фiксоване число, x1 = f(x0), x2 = f(x1),
. . . , xn = f(xn−1), . . . . Зокрема, якщо f(x) диференцiйовна на
вiдрiзку [a; b] i ∀x ∈ [a; b] |f ′(x)| 6 q < 1, то рiвняння f(x) = x
можна розв’язувати методом послiдовних наближень.

Наприклад, вище було доведено, що вiдображення f(x) =√
sin x є стискуючим вiдображенням вiдрiзка [1

2
, 1]. Поклавши

x0 = 1, дiстанемо x7 ≈ f(x7) ≈ 0, 8768, тобто 0,8768 є наближене
значення кореня рiвняння

√
sin x = x.

Досить популярним чисельним методом розв’язування рiв-
нянь є метод Ньютона. Так у випадку, коли функцiя f(x) ви-
значена на вiдрiзку [a; b], на кiнцях цього вiдрiзка приймає зна-
чення рiзних знакiв, опукла донизу i має додатну похiдну, то
пошук кореня рiвняння можна здiйснити так. Вiзьмемо точку
x0 ∈ [a; b] i запишемо рiвняння y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) до-
тичної до кривої y = f(x) у точцi (x0, f(x0)). Знайдемо точку
перетину дотичної з вiссю Ox

x1 = x0 −
1

f ′(x0)
f(x0).

З точкою x1 проробимо ту ж процедуру. i взагалi послiдовно бу-
демо обчислювати наближення невiдомого кореня за формулою

xn = xn−1 −
1

f ′(xn−1)
f(xn−1).

Неважко переконатись, що побудована послiдовнiсть (xn) буде
монотонно прямувати до кореня рiвняння f(x) = 0.

Зокрема, якщо f(x) = xk − a, тобто необхiдно знайти k
√
a, де

a > 0, рекурентне спiввiдношення має вигляд

xn = xn−1 −
xk

n−1 − a

kxk−1
n−1

,
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а при k = 2 маємо вiдоме рекурентне спiввiдношення для на-
ближеного обчислення кореня квадратного

xn =
1

2

(
xn−1 +

a

xn−1

)
.

Розглянемо модифiкацiю методу Ньютона. А саме, побудує-
мо послiдовнiсть (xn) за формулою

xn = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(x0)
,

де похiдна обчислена тiльки у точцi x0. Тодi для вiдображення

F (x) = x− f(x)

f ′(x0)

за теоремою Лагранжа маємо, що для будь-яких x′, x′′ ∈ [a; b]

|F (x′)− F (x′′)| = f ′(c)

f ′(x0)
|x′ − x′′|,

де c — деяка точка мiж x′ i x′′. Якщо на деякому вiдрiзку [α; β] ⊂
[a; b] F ([α; β]) ⊂ [α; β] i для всiх x ∈ [α; β]

f ′(x)

f ′(x0)
6 q < 1,

то F (x) — стискуюче вiдображення вiдрiзка [α; β], а, отже, має
єдину нерухому точку. Таким чином, рiвняння F (x) = x або
f(x) = 0 має на вiдрiзку [α; β] єдиний корiнь, наближене зна-
чення якого можна знайти методом послiдовних наближень.

Звичайно умови, якi гарантують застосовнiсть модифiкова-
ного методу Ньютона можна послабити, а саме досить мати вiд-
рiзок [α; β], на якому F ([α; β]) ⊂ [α; β], i∣∣∣∣ f ′(x)f ′(x0)

∣∣∣∣ 6 q < 1 для всiх x ∈ [α; β].
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2. Розв’язування систем лiнiйних рiвнянь.
Нехай маємо систему лiнiйних рiвнянь

Axt = bt,

де

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

 ,
x = (x1, x2, . . . , xn),

b = (b1, b2, . . . , bn).

Перепишемо його у виглядi Axt +xt−bt = xt або
∼
A xt−bt = xt,

де

∼
A=


a11 + 1 a12 . . . a1n

a21 a22 + 1 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann + 1

 .

Будемо вважати, що для будь-яких x = (x1, x2, . . . , xn), y =
(y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn

d(x,y) = max
k=1,n

|xk − yk|.

Розглянемо вiдображення f : Rn → Rn, яке дiє за таким прави-
лом:

∀x = (x1, x2, . . . , xn) f(x) = (
∼
A xt − bt)t.

Тодi для будь-яких x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)

d(f(x), f(y)) = d
(
(
∼
A xt − bt)t, (

∼
A yt − bt)t

)
=

= d

((
n∑

j=1

∼
a1j xj − b1,

n∑
j=1

∼
a2j xj − b2, . . . ,

n∑
j=1

∼
anj xj − bn

)
,
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(
n∑

j=1

∼
a1j yj − b1,

n∑
j=1

∼
a2j yj − b2, . . . ,

n∑
j=1

∼
anj yj − bn

))
=

= max
i=1,n

|
n∑

j=1

∼
aij (xj − yj)| 6 max

i=1,n

n∑
j=1

| ∼aij ||xj − yj| 6

6 max
i=1,n

|xj − yj|max
i=1,n

n∑
j=1

| ∼aij | = max
i=1,n

n∑
j=1

| ∼aij |d(x,y).

Отже, якщо max
i=1,n

n∑
j=1

| ∼aij | < 1, то вiдображення f є стискуючим

i рiвняння f(x) = x має єдиний розв’язок, тобто задана система
рiвнянь має єдиний розв’язок, який можна шукати методом
послiдовних наближень.

3. Розв’язування диференцiальних рiвнянь першого поряд-
ку.
Нехай у диференцiального рiвняння

y′ = f(x, y)

функцiя f(x, y) визначена i неперервна на прямокутнику D =
{(x, y) | |x − x0| 6 a, |y − y0| 6 b} i задовольняє на ньому умови
Лiпшиця по змiннiй y, тобто iснує L > 0 таке, що для будь-яких
точок (x, y1), (x, y2) ∈ D виконується нерiвнiсть

|f(x, y1)− f(x, y2)| 6 L|y1 − y2|

i нехай h = min{a, b
M
, 1

L
}, де M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)|.

Позначимо через X множину всiх неперервних на вiдрiзку
[x0−h;x0 +h] функцiй, кожна з яких набуває значень з вiдрiзка
[y0 − b; y0 + b], тобто X = {f | f ∈ C[x0−h;x0+h], |f(x) − y0| 6 b}.
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Ця множина, як замкнена пiдмножина повного метричного про-
стору C[x0−h;x0+h] з рiвномiрною метрикою, є повним метричним
простором з цiєю ж метрикою.

Побудуємо вiдображення F множини X у множину
C[x0−h;x0+h] у такий спосiб: кожнiй функцiї y(x) ∈ X вiднесе-

мо функцiю y0 +

x∫
x0

f(t, y(t))dt, яка є неперервною на вiдрiзку

[x0 − h;x0 + h] як сума сталої та iнтеграла зi змiнною верхнею
межею вiд неперервної функцiї. Крiм того, оскiльки

|y0 +

x∫
x0

f(t, y(t))dt− y0| = |
x∫

x0

f(t, y(t))dt| 6

6 |
x∫

x0

|f(t, y(t))|dt| 6 M |
x∫

x0

dt| 6 Mh 6 b,

то образ кожної функцiї y(x) з X належить множинi X, тобто
вiдображення F є вiдображенням X в себе. А оскiльки для
будь-яких y1(x), y2(x) ∈ X

d(F (y1(x)), F (y2(x))) = d(y0 +

x∫
x0

f(t, y1(t))dt, y0 +

+

x∫
x0

f(t, y2(t))dt) = max
x∈[x0−h;x0+h]

|
x∫

x0

|f(t, y1(t))−

−f(t, y2(t))|dt| 6 L max
x∈[x0−h;x0+h]

x∫
x0

|y1(t)− y2(t)|dt 6
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6 L

x0+h∫
x0

max
x∈[x0−h;x0+h]

|y1(t)− y2(t)|dt =

= L

x0+h∫
x0

d(y1(x), y2(x))dt = L · hd(y1(x), yy(x)),

то, врахувавши, що L · h < 1, маємо, що вiдображення F є
стискуючим. Отже, рiвняння

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, y(t))dt

має єдиний розв’язок Y (x), який задовольняє умову Y (x0) = y0.
А оскiльки задача вiдшукання розв’язку цього iнтегрального
рiвняння еквiвалентна задачi вiдшукання розв’язку диференцi-
ального рiвняння y′ = f(x, y), причому цей розв’язок має за-
довольняти початкову умову Y (x0) = y0, то задачу Кошi для
останнього рiвняння можна розв’язувати методом послiдовних
наближень.

Як iллюстрацiю розглянемо диференцiальне рiвняння

y′ = y + lnx

i будемо шукати розв’язок, який задовольняє початкову умову
Y (1) = 1, тобто будемо шукати iнтегральну криву, що проходить
через точку M(1, 1). Легко переконатись, що

y = ex(C +

x∫
1

e−t ln t dt)

загальний розв’язок цього рiвняння. (Зауважимо, що
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∫
e−t ln t dt у скiнченному виглядi через елементарнi фун-

кцiї не подається). При C = e−1 маємо iнтегральну криву

y = ex−1 + ex

x∫
1

e−t ln t dt,

яка проходить через точку M0(1, 1).
У прямокутнику D = {(x, y) | |x− 1| 6 1

2
, |y− 1| 6 1

2
} функцiя

f(x, y) = y + ln x неперервна i для всiх (x, y) ∈ D |f(x, y)| 6 2.
Для будь-яких (x, y1), (x, y2) ∈ D |f(x, y1)− f(x, y2)| = |y1 − y2|,
тобто ця функцiя задовольняє умови Лiпшиця по змiннiй y з
константою L = 1. Оскiльки

min

{
1

2
,
1

4
, 1

}
=

1

4
< 1,

то iснує єдина функцiя y = Y (x), визначена i неперервна разом
з своєю похiдною на вiдрiзку [3

4
; 5

4
], яка є розв’язком заданого

рiвняння i задовольняє умову Y (1) = 1. Застосувавши метод
послiдовних наближень, маємо:

y0(x) = 1,

y1(x) = 1 +

x∫
1

(1 + ln t)dt = 1 + x lnx,

y2(x) = 1 +

x∫
1

(1 + ln t+ t ln t)dt =
5

4
+ x lnx− x2

2
lnx− x2

4
,

y3(x) = 1 +

x∫
1

(
5

4
+ t ln t+

t2

2
ln t− t2

4
+ ln t)dt =
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=
41

36
+
x

4
− x2

4
− 5

36
x3 + x lnx+

x2

2
lnx+

x3

6
lnx.

Врахувавши, що для всiх x ∈ [x0 − h;x0 + h]

|Y (x)− yn(x)| 6 M

L

∞∑
k=n+1

(Lh)k

k!
,

у нашому випадку маємо:

|Y (x)− y3(x)| 6 2
∞∑

k=4

1

4kk!
= 2

(
4
√
e− 1− 1

4
− 1

4 · 2!
− 1

4 · 3!

)
<

< 3 · 10−4.

Завдання для самоконтролю.

1. Нехай на множинi X задано двi метрики d1 i d2. Буде-
мо називати їх еквiвалентними, якщо для будь-якої послi-
довностi (xn) lim

n→∞
d1(xn, x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли

lim
n→∞

d2(xn, x0) = 0. Довести, що якщо iснують α1 > 0 i

α2 > 0 такi, що

α1d1(x, y) 6 d2(x, y) 6 α2d1(x, y)

для будь-яких x, y ∈ X, то метрики d1 i d2 еквiвалентнi,
пручому з повноти одного з просторiв (X, d1), (X, d2) ви-
пливає повнота другого.

2. Довести, що метричнi простори (Rn, di), де

d1(x,y) =

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2,
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d2(x,y) =
n∑

k=1

|xk − yk|,

d3(x,y) = max
k=1,n

|xk − yk|

повнi, а їх метрики еквiвалентнi.

3. Довести, що у повному метричному просторi кожна по-
слiдовнiсть вкладених одна в одну замкнених куль, радiу-
си яких прямують до нуля, має перетином одноелементну
множину.

4. Знайдiть нерухомi точки вiдображення f

а) R2 → R2 за правилом y1 = 2x2 + 3x2
2, y2 = 2x1 + 3x2

1;

б) R3 → R3 за правилом y1 = x2x3, y2 = 2x1x3,

y3 = 3x1x2;

в) R4 → R4 за правилом y1 = 1− x2 − x3 − x4,

y2 = 4x1 + 3x3 + x4 − 4, y3 = 2− 2x1 + 3x2 + x4,

y4 = x4.

5. Якi з вiдображень

а) f(x) = x2 на [0;
1

3
];

б) u = 0, 7x+ 0, 8y, v = 0, 2x+ 0, 05y на R2;

в) F (y) =
1

3

x∫
0

y(x)dx на C[0;2] з рiвномiрною

метрикою є стискуючим?
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6. Переконайтесь, що система
10x− 2y + z = 9,

x+ 5y − z = 8,

4x+ 2y + 8z = 32

має єдиний розв’язок, i знайдiть його з точнiстю до 0,01
методом послiдовних наближень, взявши за нулеве набли-
ження точку (0,0,0).

7. Методом послiдовних наближень розв’язати функцiональ-
нi (iнтегральнi) рiвняння:

а) f(x) = 1 +

x∫
0

f(t)dt, f0(x) ≡ 0;

б) f(x) = x−
x∫

0

(x− t)f(t)dt, f0(x) ≡ 0;

в) f(x) =
1

2

x∫
0

f(t)dt+ ex − 1

2
(e− 1), f0(x) ≡ 0.
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27 ЛЕКЦIЯ: Числовi ряди з дiйсними та компле-
ксними членами

Числовий ряд, його збiжнiсть. Геометрична прогресiя та гармо-
нiйний ряд. Властивостi збiжних рядiв. Ознаки збiжностi рядiв
з невiд’ємними членами. Абсолютно ти умовно збiжнi ряди та
їх властивостi.

Лiтература. [1] ч. 1, с. 272–275, 283–292; [3] т. 1, с. 477–514;
[9], ч. 2, с. 3–25.

Нехай маємо послiдовнiсть (zn) комплексних чисел. Для ко-
жного n iснує число

z1 + z2 + · · ·+ zn =
n∑

k=1

zk,

яке є сумою n перших членiв заданої послiдовностi, тобто по-
слiдовнiсть (zn) породжує нову послiдовнiсть (Sn), де

Sn =
n∑

k=1

zk.

Застосування до послiдовностi (Sn) основної операцiї аналiзу
дає можливiсть поняття суми узагальнити на деякi випадки
„сум“ нескiнченного числа доданкiв. Таким узагальненням є по-
няття ряду i його суми.

Означення 27.1. Символ виду

z1 + z2 + · · ·+ zn + · · · або
∞∑

n=1

zn (27.1)

називається числовим рядом (або просто рядом), а числа
z1, z2, . . . , zn, . . . називають членами ряду.
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Послiдовнiсть (Sn), де Sn =
n∑

k=1

zk, називають послiдовнiстю

часткових сум ряду (27.1), а ряд

zn+1 + zn+2 + · · ·+ zn+k + · · · або
∞∑

k=n+1

zn

називають залишком ряду (27.1) пiсля n-го члена.

Означення 27.2. Якщо iснує

lim
n→∞

Sn = S,

то ряд (27.1) називається збiжним, а число S називається
його сумою i записують

∞∑
n=1

zn = S.

У противному разi ряд (27.1) називається розбiжним.

Приклад 1. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

aqn−1, де a, q ∈

C (геометрична прогресiя з першим членом a i знаменником q).
Розв’язання. Оскiльки для заданого ряду

Sn = a+ aq + · · ·+ aqn−1,

а qSn = aq + aq2 + · · · + aqn, то, вiднявши почлено цi рiвностi,
маємо

Sn =
a− aqn

1− q
.

Якщо |q| < 1, то lim
n→∞

qn = 0 i

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
a

1− q
− aqn

1− q

)
=

a

1− q
.
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Отже, у цьому випадку заданий ряд збiгається i його сумою є
число

a

1− q
, тобто

∞∑
n=1

aqn−1 =
a

1− q
.

Якщо ж |q| > 1, то послiдовнiсть (qn) розбiжна, а, отже, буде
розбiжною послiдовнiсть (Sn), тобто у цьому випадку заданий
ряд розбiгається.

Приклад 2. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

1

n
(гармонiй-

ний ряд).
Розв’язання. Нехай (Sn) послiдовнiсть часткових сум зада-

ного ряду, а (S2n) її пiдпослiдовнiсть. Оскiльки для кожного n

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
> n · 1

2n
=

1

2
,

то

S2n = 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ · · ·+

+

(
1

2n−1 + 1
+

1

2n−1 + 2
+ · · ·+ 1

2n

)
>

>
1

2
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
+ · · ·+ 2n−1 · 1

2n
=
n

2
,

тобто пiдпослiдовнiсть S2n необмежена, а отже, розбiжна. Звiд-
си випливає, що послiдовнiсть Sn розбiжна. А це й означає, що
гармонiйний ряд розбiжний.

Зауваження. Якщо вважати, що lim
n→∞

Sn = +∞, то кажуть,

що гармонiйний ряд має нескiнченну суму.
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Можна довести, що

а) якщо ряд
∞∑

n=1

zn збiгається, то збiгається будь-який його

залишок, причому

∞∑
k=1

zk =
n∑

k=1

zk +
∞∑

k=n+1

zk

(звiдси маємо, що lim
n→∞

zn = 0 є необхiдною умовою збiжностi

ряду);

б) якщо ряд
∞∑

n=1

αz
(1)
n , де α ∈ C, назвати добутком ряду

∞∑
n=1

z
(1)
n на число α а ряд

∞∑
n=1

(z
(1)
n + z

(2)
n ) сумою рядiв

∞∑
n=1

z
(1)
n i

∞∑
n=1

z
(2)
n , то iз збiжностi останнiх випливає збiжнiсть рядiв

∞∑
n=1

αz(2)
n ,

∞∑
n=1

(z(1)
n + z(2)

n ),

причому

∞∑
n=1

αz(1)
n = α

∞∑
n=1

z(1)
n ,

∞∑
n=1

(z(1)
n + z(2)

n ) =
∞∑

n=1

z(1)
n +

∞∑
n=1

z(2)
n .

Якщо кожен член ряду
∞∑

n=1

zn записати в алгебраїчнiй формi,

то ряд
∞∑

n=1

(an + ibn) (27.2)

породжує два ряди з дiйсними членами

∞∑
n=1

an,
∞∑

n=1

bn. (27.3)
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Теорема 27.1. Ряд (27.2) збiгається тодi i тiльки то-

дi, коли збiгаються ряди (27.3), причому якщо
∞∑

n=1

an = A i
∞∑

n=1

bn = B, то
∞∑

n=1

(an + ibn) = A+ iB.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай ряд (27.2) збiгається i йо-
го сума дорiвнює A+ iB. Це означає, що lim

n→∞
Sn = A+ iB, тобто

для будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий, що для всiх n > n0

виконується нерiвнiсть |Sn − (A+ iB)| < ε. Для таких n

|
n∑

k=1

ak − A| =

=

√√√√( n∑
k=1

ak − A

)2

6

√√√√( n∑
k=1

ak − A

)2

+

(
n∑

k=1

bk −B

)2

=

=

∣∣∣∣∣
(

n∑
k=1

ak − A

)
+ i

(
n∑

k=1

bk −B

)∣∣∣∣∣ =

= |
n∑

k=1

(ak + ibk)− A− iB| = |Sn − (A+ iB)| < ε.

А це й означає, що lim
n→∞

an = A. Аналогiчно доводиться, що

lim
n→∞

bn = B.

Достатнiсть. Нехай lim
n→∞

an = A i lim
n→∞

bn = B. Тодi для

будь-якого ε > 0, зокрема для
ε√
2
, iснує n1 таке, що для всiх
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n > n1 виконується нерiвнiсть |
n∑

k=1

ak − A| < ε√
2
. Для цього

ж
ε√
2

iснує номер n2 такий, що для всiх n > n2 виконується

нерiвнiсть |
n∑

k=1

bk −B| < ε√
2
. Нехай n0 = max(n1, n2). Тодi для

всiх n > n0 виконуються обидвi нерiвностi

|
n∑

k=1

ak − A| < ε√
2

i |
n∑

k=1

bk −B| < ε√
2
.

А отже,

|Sn − (A+ iB)| = |
n∑

k=1

ak − A+ i(
n∑

k=1

bk −B)| =

=

√√√√( n∑
k=1

ak − A

)2

+

(
n∑

k=1

bk −B

)2

<

√
ε2

2
+
ε2

2
= ε

для всiх n > n0. А це й означає, що lim
n→∞

Sn = A+ iB. �

Оскiльки послiдовнiсть (zn) комплексних чисел збiгається
тодi i тiльки тодi, коли вона фундаментальна, тобто коли для
будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий, що для всiх n > n0 i
будь-якого натурального p виконується нерiвнiсть |zn−zn+p| < ε,

то послiдовнiсть (Sn) часткових сум ряду
∞∑

n=1

zn збiгається тодi

i тiльки тодi, коли для будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий,
що для всiх n > n0 i будь-якого натурального p виконується
нерiвнiсть

|Sn − Sn+p| = |zn+1 + zn+2 + · · ·+ zn+p| < ε.

Якраз останнє i дозволяє сформулювати необхiдну i достатну
умову збiжностi числового ряду.
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Теорема 27.2 (критерiй Кошi). Ряд
∞∑

n=1

zn збiгається тодi

i тiльки тодi, коли для будь-якого ε > 0 iснує номер n0 такий,
що для всiх n > n0 i будь-якого натурального p виконується
нерiвнiсть

|Sn − Sn+p| = |zn+1 + zn+2 + · · ·+ zn+p| < ε.

Ряд (27.2) крiм рядiв (27.3) породжує, що ряд

∞∑
n=1

|zn|, (27.4)

збiжнiсть якого (у чому легко переконатись) гарантує збiжнiсть
ряду (27.2). У зв’язку з цим стає зрозумiлою необхiднiсть iн-
струментарiю для дослiдження рядiв, всi члени яких є невiд’єм-
ними.

Нехай у рядi
∞∑

n=1

an (27.5)

всi члени невiд’ємнi. Тодi послiдовнiсть (Sn) його часткових сум
буде неспадною, i для її збiжностi необхiдно i досить, щоб вона
була обмежена зверху. Отже, ряд (27.5) збiгається, якщо послi-
довнiсть його часткових сум обмежена.

Питання збiжностi ряду (27.5) часто вдається вияснити, по-
рiвнюючи його з певним еталонним рядом, тобто рядом, збi-
жнiсть чи розбiжнiсть якого встановлена.

Теорема 27.3 (теорема порiвняння рядiв). Якщо для ря-
дiв

∞∑
n=1

an (I),
∞∑

n=1

bn (II)

з невiд’ємними членами iснує номер n0 такий, що для всiх
n > n0 виконується нерiвнiсть an 6 bn, то iз збiжностi ряду
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(II) випливає збiжнiсть ряду (I), а з розбiжностi ряду (I)
випливає розбiжнiсть ряду (II).

Доведення. Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що
для рядiв (I) i (II) нерiвнiсть an 6 bn виконується для всiх n.
(Досить згадати, що ряд збiгається або розбiгається одночасно
iз будь-яким своїм залишком.) Тодi очевидно, що для всiх n

S(1)
n =

n∑
k=1

an 6 S(2)
n =

n∑
k=1

bn. (27.6)

Якщо ряд (II) збiгається, то послiдовнiсть (S
(2)
n ) його частко-

вих сум обмежена зверху, тобто iснує M > 0, що для всiх n

S
(2)
n 6 M . Врахувавши нерiвнiсть (27.6), маємо, що для всiх n

S
(1)
n 6 M . А це й означає, що ряд (I) збiгається. Якщо ж ряд (I)

розбiгається, то послiдовнiсть (S
(1)
n ) необмежена зверху, тобто

для будь-якого M > 0 iснує n0 таке, що S
(1)
n0 > M . Врахував-

ши нерiвнiсть (27.6), маємо що i S(2)
n0 > M . А це означає, що

послiдовнiсть (S
(2)
n0 ) необмежена, тобто що ряд (II) розбiжний.

�
Зручним для практичного використання є наслiдок з теоре-

ми 27.3.

Наслiдок. Якщо у рядi (II) для всiх n bn > 0 i

lim
n→∞

an

bn
= k,

то iз збiжностi ряду (II) i того, що 0 6 k < +∞, випливає
збiжнiсть ряду (I), а з розбiжностi ряду (I) i того, що
0 < k 6 +∞, випливає розбiжнiсть ряду (II).

Скориставшись теоремою порiвняння рядiв i еталонними ря-
дами можна розв’язати питання збiжностi досить широкого кла-

су рядiв. Нехай маємо ряд
∞∑

n=1

an з додатними членами, i нехай
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iснує число q (0 < q < 1) i номер n0 такi, що для всiх n > n0

виконується нерiвнiсть

an+1

an

6 q.

Тодi для всiх n > n0 маємо:

an0+1 6 qan0 ,

an0+2 6 qan0+1 6 q2an0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an0+k 6 qan0+k−1 6 · · · 6 qkan0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Таким чином, кожен член ряду
∞∑

k=n0+1

ak не перевищує вiдповi-

дного члена ряду
∞∑

n=1

a0q
n. Останнiй ряд збiгається як геометри-

чна прогресiя iз знаменником q (0 < q < 1). Звiдси випливає,
що збiжним буде i заданий ряд.

Якщо ж iснує номер n0 такий, що для всiх n > n0 виконує-
ться нерiвнiсть

an+1

an

> 1,

то для заданого ряду не виконується необхiдна умова збiжно-
стi i вiн розбiгається. Фактично тут обгрунтована ознака Д’А-
ламбера збiжностi ряду з додатними членами, яку на практицi
використовують у такiй формi.

Гранична форма ознаки Д’Аламбера. Якщо для ряду
∞∑

n=1

an з додатними членами iснує lim
n→∞

an+1

an

= l, то ряд збiга-

ється, якщо l < 1, i розбiгається, якщо l > 1. Якщо ж l = 1,
ряд потребує додаткового дослiдження.

Порiвняння рядiв з невiд’ємними членами з геометричною
прогресiєю дозволяє сформулювати ще одну ознаку збiжностi.
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Гранична форма ознаки Кошi. Якщо для ряду
∞∑

n=1

an з не-

вiд’ємними членами iснує lim
n→∞

n
√
an = l, то ряд збiгається,

якщо l < 1, i розбiгається, якщо l > 1. Якщо ж l = 1, ряд
потребує додаткового дослiдження.

Популярною є ще одна ознака збiжностi ряду з додатними
членами, яка грунтується на порiвняннi ряду з невласним iнте-
гралом вiд додатної функцiї.

iнтегральна ознака збiжностi. Якщо функцiя f , визначена

для всiх x > 1, є додатною i спадною, то ряд
∞∑

n=1

f(n) збiгає-

ться тодi i тiльки тодi, коли збiгається iнтеграл

+∞∫
1

f(x)dx.

Зрозумiло, що при використаннi цiєї ознаки при дослiдженнi

на збiжнiсть ряду
∞∑

n=1

an функцiя f не задається, а її треба

побудувати так, щоб для кожного n f(n) = an.

Приклад 3. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

n! an

nn
,

де a > 0.
Розв’язання. Оскiльки

lim
n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

(n+ 1)! an+1 · nn

(n+ 1)n+1n! an
=

= lim
n→∞

(n+ 1)a nn

(n+ 1)n+1
= a lim

n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
a

e
,

то за ознакою Д’Аламбера (у граничнiй формi) при 0 < a < e ряд
збiгається, а при a > e ряд розбiгається. При a = e ряд потребує
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додаткового дослiдження, яке можна провести, скориставшись
формулою Стiрлiнга. А саме врахувавши, що при n→∞ (n!) ∼
(nne−n

√
2πn), маємо, що при a = e

lim
n→∞

an = lim
n→∞

√
2πn,

тобто не виконується необхiдна умова збiжностi.

Приклад 4. Дослiдити на збiжнiсть ряд

∞∑
n=1

1

nα
,

де α ∈ R.
Розв’язання. Оскiльки

lim
n→∞

1

nα
=


не iснує, якщо α < 0,

1, якщо α = 0,

0, якщо α > 0,

то при α 6 0 необхiдна умова збiжностi не виконується i ряд
розбiгається. Якщо ж α > 0, то

lim
n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

nα

(n+ 1)α
= 1,

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
( n
√
n)α = 1,

тобто застосування ознак Д’Аламбера i Кошi не дає результату.

Якщо ж у n-ому членi
1

nα
замiсть n покласти x, то очевидно,

що функцiя f(x) =
1

xα
визначена, додатна i спадна на промiжку

[1; +∞). Тому за iнтегральною ознакою заданий ряд збiгається
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одночасно з невласним iнтегралом

+∞∫
1

dx

xα
.

Врахувавши, що

+∞∫
1

dx

xα
= lim

A→+∞

A∫
1

dx

xα
=

= lim
A→+∞


1

α− 1
− A−α+1

α− 1
, якщо α 6= 1,

lnA, якщо α = 1,

маємо, що цей iнтеграл розбiгається при 0 < α 6 1 i збiгає-
ться при α > 1. А отже, заданий ряд збiгається при α > 1 i
розбiгається при α 6 1.

З класу рядiв з дiйсними, але довiльними членами видiлимо
клас знакозмiнних рядiв, тобто рядiв виду

a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ (−1)n−1an + · · · =
∞∑

n=1

(−1)n−1an,

де an > 0 для всiх n.

Теорема 27.4 (ознака Лейбнiца). Якщо у рядi

∞∑
n=1

(−1)n−1an, (27.7)

lim
n→∞

an = 0 i для всiх n an > an+1 > 0, то такий ряд збiгає-
ться.
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Доведення. Оскiльки для кожного k a2k−1− a2k >, то кожна
часткова сума парного порядку

S2k = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2k−1 − a2k) > 0.

Якщо ж кожну часткову суму парного порядку подати у виглядi

S2k = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2k−2 − a2k−1)− a2k,

то очевидно, що для кожного k S2k < a1, тобто послiдов-
нiсть (S2k) обмежена зверху. Звiдси випливає, що послiдовнiсть
(S2k)збiжна i нехай

lim
k→∞

S2k = S.

Врахувавши, що для кожного k S2k+1 = S2k + a2k+1, i що
lim
k→∞

a2k+1 = 0, дiстаємо, що i послiдовнiсть часткових сум не-

парного порядку теж збiжна i

lim
k→∞

S2k+1 = S.

Тодi можна стверджувати, що для будь-якого ε > 0 iснує номер
k1 такий, що для всiх k > k1 виконується нерiвнiсть |S2k−S| < ε,
i для цього ж ε iснує номер k2 такий, що для всiх k > k2

виконується нерiвнiсть |S2k+1−S| < ε. Якщо n0 = max(2k1, 2k2+
1), то кожне n > n0 буде бiльшим i 2k1, i 2k2 + 1, а отже, для
всiх n > n0 виконується нерiвнiсть |Sn − S| < ε. Останнє якраз
i означає, що lim

n→∞
Sn = S. �

Зауваження. Оскiльки послiдовнiсть (S2k) часткових сум
парного порядку зростає, а послiдовнiсть (S2k+1) часткових сум
непарного порядку спадає, то для будь-якого k виконується не-
рiвнiсть

S2k 6 S 6 S2k+1,

де S — сума ряду (27.7). Отже, для будь-якого n |Sn−S| 6 an+1.
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Повернемось тепер до рядiв з комплексними членами i ви-
дiлимо клас рядiв, для яких питання збiжностi розв’язується
через збiжнiсть рядiв з невiд’ємними членами.

Означення 27.3. Ряд

∞∑
n=1

zn (27.8)

називається абсолютно збiжним, якщо збiгається ряд

∞∑
n=1

|zn|. (27.9)

Очевидно, що коли ряд (27.9) збiгається, то збiгається ряд
(27.8). А от якщо ряд (27.9) розбiгається, то не обов’язково ряд
(27.8) має розбiгатись. Справдi, ряд

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

задовольняє умовам теореми 27.4, а отже, збiгається. Разом з
тим ряд, складений з абсолютних величин його членiв є гармо-
нiйний ряд, тобто розбiжний.

Означення 27.4. Ряд (27.8) називається умовно збiжним,
якщо вiн збiгається, а ряд (27.9) розбiгається.

Виявляється, що властивостi абсолютно збiжних рядiв бага-
то у чому схожi на властивостi звичайних сум. Так, наприклад,
у збiжному рядi його члени можна довiльним чином об’єдну-
вати у групи, не порушуючи при цьому їх розташування. Як
результат отримаємо збiжний ряд з тiєю ж сумою. А от що-
до перестановки членiв збiжного ряду, то, взагалi кажучи, вона
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може змiнити суму i навiть збiжний ряд перетворити на розбi-
жний.

Позначимо через
∞∑

n=1

z∗n (27.10)

ряд, складений з усiх членiв ряду (27.8), але взятi вони, взагалi
кажучи, в iншому порядку.

Теорема 27.5. Якщо ряд (27.8) збiгається абсолютно, то
i ряд (27.10) збiгається абсолютно i має ту ж суму, що i ряд
(27.8).

Доведення. Нехай ряд (27.8) збiгається абсолютно, тобто
збiгається ряд (27.9), i нехай

∞∑
n=1

|zn| =
∼
s .

Тодi послiдовнiсть (
∼
Sn) = (

n∑
k=1

|zn|) обмежена зверху i для ко-

жного n
∼
Sn6

∼
S. Розглянемо послiдовнiсть

∼
S
∗
n часткових сум ряду

∞∑
n=1

|z∗n|. (27.11)

Очевидно, що якою б не була часткова сума
∼
S
∗
m ряду (27.11),

iснує часткова сума
∼
Sn (m 6 n) ряду (27.9), яка мiстить всi

доданки з суми
∼
S
∗
m. А отже,

∼
S
∗
m6

∼
Sn6

∼
S,

тобто послiдовнiсть (
∼
S
∗
m) часткових сум ряду (27.11) обмежена

зверху. Звiдси випливає, що ряд (27.10) абсолютно збiжний.
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Доведемо, що коли
∞∑

n=1

zn = S,

то сума ряду (27.10) теж дорiвнює S. Оскiльки ряд (27.9) збi-
гається, то для будь-якого ε > 0, зокрема для

ε

2
, iснує n0 таке,

що залишок ряду пiсля члена з номером n0 буде менший, нiж
ε, тобто

∞∑
n=n0+1

|zn| <
ε

2
.

Але тодi

|S − Sn0| = |
∞∑

n=n0+1

zn| 6
∞∑

n=n0+1

|zn| <
ε

2
.

Виберемо тепер номер m0 (n0 6 m0) такий, щоб у частковiй

сумi
∼
S
∗
m0

ряду (27.10) мiстились всi доданки з суми Sn0 . Тодi
для всiх m > m0

S∗m − Sn0 6
∞∑

n=n0+1

|zn| <
ε

2
,

а отже,

|S − S∗m| = |S − Sn0 + Sn0 − S∗m| 6 |S − Sn0|+ |S∗m − Sn0| <

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким чином, для будь-якого ε > 0 ми вказали номер m0 такий,
що для всiх m > m0 виконується нерiвнiсть |S − S∗m| < ε. А це

й означає, що
∞∑

n=1

z∗n = S. �
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Можна довести, що ряд, складений з усiх можливих попар-
них добуткiв членiв двох абсолютно збiжних рядiв є абсолютно
збiжний ряд, причому сума його дорiвнює добутку сум кожного
з цих рядiв.

З умовно збiжними рядами так вiльно поводитись не можна.

Наприклад, доведено, що коли ряд
∞∑

n=1

an з дiйсними членами

збiгається умовно, то яким би не було дiйсне число A, члени
цього ряду можна переставити так, що отримаємо ряд, сума
якого дорiвнює A.

Завдання для самоконтролю.

1. Довести, що коли ряд збiгається, то будь-який його за-
лишок збiгається. Якщо збiгається який-небудь залишок
ряду, то i ряд збiгається.

2. Довести, що коли послiдовнiсть (an) збiжна, причому
lim

n→∞
an = 0, то для будь-якого ε > 0 iснує пiдпослiдов-

нiсть (ank
) така, що ряд

∞∑
k=1

ank
збiгається i має суму s0,

причому |s0| < ε.

3. Довести, що коли iснує

lim
n→∞

n
√
|zn| = l,

то при l < 1 ряд
∞∑

n=1

zn збiгається абсолютно, а при l > 1

вiн розбiгається.

4. Довести, що коли для послiдовностi (an) з додатними чле-
нами iснує

lim
n→∞

n

(
un

un+1

− 1

)
= r,
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то ряд
∞∑

n=1

un збiгається, якщо r > 1, i розбiгається, якщо

r < 1.

5. Дослiдити на збiжнiсть ряди:

а)
∞∑

n=1

1

(n+ 1)
√
n+ 1

; б)
∞∑

n=1

(n!)2

3n2 ;

в)
∞∑

n=1

1

(n+ 1) ln(n+ 1)(ln ln(n+ 1))
.

6. Довести, що ряди:

а)
∞∑

n=1

(
− n

2n+ 1

)n

; б)
∞∑

n=1

(−1)[ln(n+1)]

(n+ 1) ln2(n+ 1)
;

в)
∞∑

n=1

(−1)[sin n]+1

3
√
n

arcsin
π

6n
.

абсолютно збiжнi.

7. Довести, що ряди:

а)
∞∑

n=1

cosn

n
; б)

∞∑
n=1

(n+ 1)n

(−n)n+1

в)
∞∑

n=1

(−1)n−1(
√
n+ 1−

√
n) arctg

2n2 + 3

2n2 + 1
;

умовно збiжнi.
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28 ЛЕКЦIЯ: Степеневi ряди з дiйсними та компле-
ксними членами та їх застосування

Функцiональний ряд, його збiжнiсть та рiвномiрна збiжнiсть.
Степеневий ряд, структура його областi збiжностi. Властиво-
стi суми степеневого ряду. Розклад у степеневий ряд основних
елементарних функцiй. Застосування степеневих рядiв до на-
ближених обчислень.

Лiтература. [2] ч. 1, с. 301–305, 318–333, ч. 3, с. 249–251;
[3] т. 1, с. 514–562; [4] с. 138–154; [9], ч. 2, с. 34–55.

Природним узагальненням числового ряду є функцiональний
ряд, тобто ряд виду

∞∑
n=1

fn(z), (28.1)

де fn(z) (n = 1, 2, . . .), взагалi кажучи, функцiї комплексної
змiнної. Якщо множина

D =
∞⋂

n=1

D(fn) ⊂ C

непорожня, то казатимемо, що ряд (28.1) визначено на множинi
D. Тодi кожнiй точцi z0 ∈ D вiдповiдатиме числовий ряд

∞∑
n=1

fn(z0), (28.2)

i якщо вiн збiжний, то казатимемо, що точка z0 є точкою збi-
жностi ряду (28.1), а якщо ряд (28.2) збiгається абсолютно, то z0

є точка абсолютної збiжностi ряду (28.1). Множину E всiх тих
точок множини D, у яких ряд (28.1) збiгається називають його
областю збiжностi. Вiдповiднiсть, яка кожному z ∈ E вiдносить
суму вiдповiдного числового ряду, є функцiєю S(z), визначеною
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на множинi E, яку називають сумою функцiонального ряду i

записують (28.1)
∞∑

n=1

fn(z) = S(z).

Особливу роль у теорiї функцiональних рядiв вiдiграє так
звана рiвномiрна збiжнiсть. Кажуть, що функцiональний ряд
(28.1) рiвномiрно збiгається до функцiї S(z) на множинi E, якщо
для будь-якого ε > 0 можна вказати номер n0 такий, що для всiх
n > n0 i будь-якого z ∈ E виконується нерiвнiсть

|
n∑

k=1

fk(z)− S(z)| < ε.

Ознака Вейєрштрасса. Якщо iснує збiжний ряд
∞∑

n=1

an з

додатними членами такий, що для кожного n i всiх z ∈ E
виконується нерiвнiсть |fn(z)| 6 an, то ряд (28.1) абсолютно
i рiвномiрно збiгається на множинi E.

Причина особливої ролi рiвномiрної збiжностi функцiональ-
ного ряду у тому, що для таких рядiв основнi властивостi, яки-
ми володiють всi члени ряду, мають мiсце i для суми ряду. Так,
наприклад, якщо функцiональний ряд

∞∑
n=1

fn(x), (28.3)

де fn(x) — функцiї дiйсної змiнної, рiвномiрно збiгається на
вiдрiзку [a; b] i кожен член ряду є неперервна на цьому вiдрiзку
функцiя, то його сума є неперервна на вiдрiзку [a; b] функцiя. У
цьому випадку ряд (28.3) можна почленно iнтегрувати, причому

∞∑
n=1

b∫
a

fn(x)dx =

b∫
a

∞∑
n=1

fn(x)dx.
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Якщо ж у рядi (28.3) кожен член є неперервно диференцiйовна
на вiдрiзку [a; b] функцiя, ряд

∞∑
n=1

f ′(x)

рiвномiрно збiгається на вiдрiзку [a; b], а ряд (28.3) збiгається
хоч в однiй точцi x0 ∈ [a; b], то останнiй ряд рiвномiрно збiгає-
ться на вiдрiзку [a; b], його сума

S(x) =
∞∑

n=1

fn(x)

неперервно диференцiйовна i

S ′(x) =
∞∑

n=1

f ′n(x)

для всiх x ∈ [a; b].
Серед функцiональних рядiв найпростiшими є степеневi ря-

ди.

Означення 28.1. Степеневим рядом називається функцiо-
нальний ряд виду

∞∑
n=0

anz
n, (28.4)

де an (n = 0, 1, 2, . . .) — комплекснi числа, якi називають кое-
фiцiєнтами ряду, z — комплексна змiнна.

Взагалi кажучи, степеневим рядом називають ряд виду

∞∑
n=0

an(z − z0)
n, (28.5)
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де z0 — фiксоване комплексне число. Однак, коли у рядi (28.5)
виконати замiну ζ = z − z0, то отримаємо ряд виду (28.4), тоб-
то дослiдження ряду (28.5) можна звести до дослiдження ряду
виду (28.4), i тому у подальшому мова буде йти про степеневi
ряди виду (28.4).

Очевидно, що кожний степеневий ряд збiгається у точцi
z = 0. А от щодо iнших точок збiжностi, то iнформацiю про
структуру областi збiжностi можна дiстати з таких двох тео-
рем.

Теорема 28.1 (теорема Абеля). Якщо степеневий ряд
(28.4) збiгається у точцi z0 6= 0, то вiн збiгається абсолютно
для всiх z, у яких |z| < |z0|, а якщо розбiгається у точцi z0,
то вiн розбiгається для всiх z, у яких |z| > |z0|.

Доведення. Нехай числовий ряд
∞∑

n=0

anz
n
0 , збiгається. Тодi в

силу необхiдної умови збiжностi послiдовнiсть (anz
n
0 ) є нескiн-

ченно малою, а отже, обмеженою. Тому iснує M > 0 таке, що
для всiх n |anz

n
0 | 6 M . Звiдси маємо, що для кожного n

|anz
n| = |anz

n
0 |
∣∣∣∣zn

zn
0

∣∣∣∣ 6 M

∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣n .
Якщо |z| < |z0|, то ряд

∞∑
n=0

M

∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣n

як геометрична прогресiя iз знаменником

∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣ < 1 збiгається.

Тодi за теоремою порiвняння рядiв ряд

∞∑
n=0

|anz
n|
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збiгається для всiх z, у яких |z| < |z0|. А отже, ряд (28.4)
абсолютно збiгається для всiх таких z. Якщо ж ряд (28.4) у
точцi z0 розбiгається, то припустивши, що вiн збiгається у точцi
z1, у якої |z1| > |z0|, на пiдставi першої частини теореми маємо
зробити висновок, що ряд (28.4) у точцi z0 збiгається. �

З теореми Абеля випливає, що ряд (28.4) збiгаєтся або тiль-
ки у точцi z0, або у крузi радiуса R, а поза ним розбiгається,
або на всiй комплекснiй площинi. На питання, коли саме буде
той чи iнший випадок, дає вiдповiдь наступна теорема.

Теорема 28.2 (теорема Кошi-Адамара). Якщо у степене-
вого ряду (28.4)

lim
n→∞

n
√
|an| = l,

то вiн збiгається на всiй комплекснiй площинi при l = 0, у

крузi |z| < 1

l
(поза цим кругом розбiгається) при l > 0, тiльки

у точцi z = 0 при l = +∞.

Доведення. Насамперед нагадаємо, що коли пiдпослiдов-
нiсть (unk

) послiдовностi дiйсних чисел (un) є збiжною, то

lim
k→∞

unk

називають частковою границею послiдовностi (un), а найбiльшу
з часткових границь називають верхньою границею цiєї послi-
довностi i позначають lim

n→∞
un. У випадку, коли множина частко-

вих границь необмежена зверху, то записують

lim
n→∞

un = +∞.

Перейдемо тепер до доведення теореми. Будемо дослiджувати
на збiжнiсть ряд

∞∑
n=0

|an||z|n (28.6)

431



з допомогою ознаки Кошi.
а) Нехай lim

n→∞
n
√
|an| = 0. Тодi

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n
√
|an| = 0

i lim
n→∞

n
√
|an||z|n = |z| lim

n→∞
n
√
|an| = 0. Отже, ряд (28.6) збiгається

для кожного z ∈ C. А цей й означає, що ряд (28.4) абсолютно
збiгається на всiй комплекснiй площинi.

б) Нехай lim
n→∞

n
√
|an| = l > 0. Тодi

lim
n→∞

n
√
|an||z|n = |z| lim

n→∞
n
√
|an| = |z|l.

За ознакою Кошi ряд (28.6) буде збiгатись, якщо |z|l < 1, тобто

для всiх z з круга |z| < 1

l
. Якщо ж |z| > 1

l
, то послiдовнiсть

(|an||z|n), а з нею i послiдовнiсть (anz
n) не є нескiнченно малою.

Отже, при таких z для ряду (28.4) не виконується необхiдна
умова збiжностi.

в) Нехай lim
n→∞

n
√
|an| = +∞. Тодi iснує пiдпослiдовнiсть

( nk

√
|ank

|), яка необмежена зверху, а отже, i пiдпослiдовнiсть
(ank

|z|nk) для всiх z 6= 0 буде необмеженою зверху. Звiдси ви-
пливає, що для будь-якого z 6= 0 послiдовнiсть (|an||z|n) не є
нескiнченно малою, тобто для ряду (28.4) не виконується необ-
хiдна умова збiжностi. �

Означення 28.2. Якщо

lim
n→∞

n
√
|an| = l > 0,

то число R =
1

l
називають радiусом збiжностi, а круг |z| < R

— кругом збiжностi степеневого ряду (28.4). Якщо

lim
n→∞

n
√
|an| = 0,
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то вважають, що радiус збiжностi R = +∞, а кругом збi-
жностi є вся комплексна площина. i, нарештi, якщо

lim
n→∞

n
√
|an| = +∞,

то вважають, що радiус збiжностi R = 0, а круг збiжностi
вироджується в точку z = 0.

Зауваження 1. Якщо R > 0, то степеневий ряд (28.4) збi-
гається у крузi |z| < R i розбiгається поза ним. Що стосується
точок кола |z| = R, то для них потрiбне спецiальне дослiдження.

Зауваження 2. Коли мова йде про степеневi ряди з дiй-

сними членами, тобто про ряди виду
∞∑

n=0

anx
n, де an ∈ R для

n = 0, 1, 2, . . ., x — дiйсна змiнна, то замiсть термiну „круг
збiжностi“ вживають термiн „iнтервал збiжностi“.

Приклад 1. Знайти область збiжностi степеневого ряду

∞∑
n=0

zn

n
.

Розв’язання. Оскiльки

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n

√
1

n
= 1,

то заданий ряд збiгається абсолютно у крузi |z| < 1. Якщо ж z

є точка кола |z| = 1, то
zn

n
=

1

n
i ряд

∞∑
n=0

1

n
складений з абсо-

лютних величин розбiгається. Таким чином, точок абсолютної
збiжностi на колi |z| = 1 немає. Очевидно також, що у точцi
z = 1 ряд розбiгається. Доведемо, що для всiх z 6= 1 у яких
|z| = 1, заданий ряд збiгається. Справдi, оскiльки послiдовнiсть
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(
1

n

)
монотонно прямує до нуля, а послiдовнiсть часткових сум

ряду
∞∑

n=1

zn

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

zk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣z − zn+1

1− z

∣∣∣∣ 6 |z|+ |z|n+1

|1− z|
=

2

|1− z|

для z 6= 1 обмежена, то за ознакою Дiрiхле заданий ряд
збiгається. Отже, областю збiжностi цього ряду є множина
D = {z | |z| 6 1, z 6= 1}.

Теорема 28.3. Якщо радiус збiжностi степеневого ряду
(28.4) дорiвнює R (включається випадок R = +∞), то для
будь-якого r (0 < r < R) вiн рiвномiрно збiгається на крузi
|z| 6 r.

Доведення. Вiзьмемо точку z0, у якої |z0| = r. Тодi z0 нале-

жить кругу збiжностi, а отже, буде збiжним ряд
∞∑

n=0

|an||z0|n з

додатними членами, причому для кожного n = 0, 1, 2, . . . i всiх
z з круга |z| 6 r виконується нерiвнiсть |anz

n| 6 |an||z0|n. За
ознакою Вейерштрасса степеневий ряд

∞∑
n=0

anz
n рiвномiрно збi-

гається на крузi |z| 6 r. �

Приклад 2. Дослiдити на рiвномiрну збiжнiсть ряд
∞∑

n=0

zn.

Розв’язання. Очевидно, що радiус збiжностi цього ряду до-
рiвнює 1, i для всiх z, у яких |z| < 1

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
.

В силу попередньої теореми для кожного r (0 < r < 1) цей ряд

буде збiгатись рiвномiрно до функцiї
1

1− z
на крузi |z| 6 r. По-

кажемо, що на крузi збiжностi рiвномiрної збiжностi уже немає.
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Припустимо, що заданий ряд збiгається рiвномiрно до функцiї
1

1− z
на крузi |z| < 1. Тодi для будь-якого ε > 0, зокрема для

ε = 1, iснує номер n0 такий, що для всiх n > n0 i будь-якого z,
у якого |z| < 1, виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣

n∑
k=0

zk − 1

1− z

∣∣∣∣∣ < 1.

Нехай n1 > n0 i z = 1− 1

n1 + 3
. Тодi

∣∣∣∣∣ 1

1− 1 + 1
n1+3

−
n1∑

k=0

(
1− 1

n1 + 3

)k
∣∣∣∣∣ =

= n1 + 3−
n1∑

k=0

(
1− 1

n1 + 3

)k

< 1

або

n1 + 3 < 1 +

n1∑
k=0

(
1− 1

n1 + 3

)k

< 1 +

n1∑
k=0

1 = n1 + 2.

Отримане протирiччя свiдчить про те, що наше припущення
невiрне, а отже, заданий ряд збiгається нерiвномiрно на своєму
крузi збiжностi.

Нехай степеневий ряд
∞∑

n=0

anz
n має круг збiжностi D =

{z | |z| < R,R > 0} i суму S(z). Тодi в силу того, що всi члени
ряду є функцiї неперервнi на всiй комплекснiй площинi, а сам
вiн збiгається рiвномiрно до S(z) на будь-якому крузi |z| 6 r, де
r < R, то сума ряду неперервна у кожнiй точцi круга збiжностi.
Якщо Γ — спрямлювана крива, яка належить кругу збiжностi
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D, то ∫
Γ

S(z)dz =
∞∑

n=0

an

∫
Γ

zndz =
∞∑

n=0

anz
n+1
2

n+ 1
−

∞∑
n=0

anz
n+1
1

n+ 1
,

де z1 — початок, а z2 — кiнець кривої Γ. Сума степеневого ряду
є аналiтичною функуцiєю у крузi збiжностi D, причому для
кожного z ∈ D

S ′(z) =
∞∑

n=1

nanz
n−1.

Крiм того, оскiльки

lim
n→∞

n

√
|an|
n+ 1

= lim
n→∞

n
√
n|an| = lim

n→∞
n
√
|an| = R,

то як почленне iнтегрування так i почленне диференцiювання
не змiнює радiуса збiжностi.

Кожен степеневий ряд
∞∑

n=0

anz
n з сумою S(z) у його крузi

збiжностi можна диференцiювати безлiч раз, причому

S(n)(0) = n!an.

Навпаки, якщо функцiя f(z) є сумою деякого степеневого ряду

(аналiтична функцiя)
∞∑

n=0

anz
n, то коефiцiєнти цього ряду мають

вигляд

an =
f (n)(0)

n!
.

Застосування степеневих рядiв в аналiзi грунтується у пер-
шу чергу на можливостi подання функцiй через степеневi ряди,
властивостi яких багато у чому подiбнi властивостям много-
членiв. Тому задача розкладання функцiї у степеневий ряд є
найважливiшою у теорiї степеневих рядiв. Тут ця задача буде
розглянута для функцiй дiйсної змiнної.
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Нехай функцiя f визначена у деякому околi точки x0 i має
у цiй точцi безлiч похiдних.

Означення 28.3. Степеневий ряд

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n (28.7)

називається рядом Тейлора функцiї f у точцi x0.

Нехай

lim
n→∞

n

√
|f (n)(x0)|

n!
= R > 0

(випадок R = +∞ включається), тобто ряд (28.7) збiгається на
iнтервалi (x0−R;x0 +R), i нехай S(x) його сума. Якщо для всiх
x з iнтервалу (x0 − h;x0 + h) S(x) = f(x), то кажуть, що на
iнтервалi (x0 − h;x0 + h) функцiя f розкладається у степеневий
ряд за степенями x− x0 i записують

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n. (28.8)

Оскiльки функцiя f має у точцi x0 похiднi всiх порядкiв, то
для кожного n = 1, 2, . . . можна записати формулу Тейлора n-го
порядку

f(x) =
∞∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + rn(x), (28.9)

де rn(x) — залишковий член n-го порядку формули (28.9). Оче-
видно, що у цiй формулi многочлен Тейлора

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k
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є n-а часткова сума ряду Тейлора (28.7). А отже, її можна за-
писати так

f(x) = Sn(x) + rn(x). (28.10)

Звiдси випливає, що для того, щоб для всiх x з iнтервалу (x0−
h;x0 + h) S(x) = f(x) необхiдно i досить, щоб для кожного x з
цього iнтервалу

lim
n→∞

rn(x) = 0. (28.11)

Отже, функцiя f розкладається у степеневий ряд за степенями
x−x0 на iнтервалi (x0−h;x0 +h), якщо у точцi x0 вона має по-
хiднi всiх порядкiв i залишковий член формули Тейлора прямує
до нуля для всiх x ∈ (x0 − h;x0 + h).

Зрозумiло, що для перевiрки виконання рiвностi (28.11) ва-
жливо мати подання rn(x) у зручному для аналiзу його поведiн-
ки виглядi. Якраз три найбiльш популярнi форми залишкового
члена формули Тейлора складають змiст наступної теореми.

Теорема 28.4. Якщо функцiя f визначена i неперервна ра-
зом з своїми похiдними до n + 1-го порядку включно на iн-
тервалi (x0 − h;x0 + h), то залишковий член rn(x) її формули
Тейлора для всiх x ∈ (x0 − h;x0 + h) можна подати у виглядi:

а) iнтегральна форма

rn(x) =
1

n!

x∫
x0

(x− t)nf (n+1)(t)dt; (28.12)

б) форма Лагранжа

rn(x) =
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, (28.13)

де 0 < θ < 1;
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в) форма Кошi

rn(x) =
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

n!
(1− θ)n(x− x0)

n+1, (28.14)

де 0 < θ < 1.

Доведення. Очевидно, що для будь-якого x ∈ (x0−h;x0 +h)

x∫
x0

f ′(t)dt = f(x)− f(x0) = −
x∫

x0

f ′(x)d(x− t)

або

f(x) = f(x0)−
x∫

x0

f ′(t)d(x− t). (28.15)

Якщо покласти u = f ′(f), dv = d(x− t), то

x∫
x0

f ′(t)d(x− t) = −f ′(x0)(x− x0) +

x∫
x0

f ′′(t)(x− t)d(x− t).

Тодi

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +

x∫
x0

f ′′(t)(x− t)dt.

Знову проiнтегрувавши останнiй iнтеграл частинами, поклавши
u = f ′′(x), dv = (x− t)d(x− t), отримаємо

f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+

x∫
x0

f ′′′(t)
(x− t)2

2!
dt.
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Для кожного m 6 n, проiнтегрувавши частинами останнiй член
у рiвностi

f(x) =
m−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
1

(m− 1)!

x∫
x0

f (m)(t)(x− t)m−1dt

(28.16)
(u = f (m)(t), dv = (x− t)m−1d(x− t)), прийдемо до рiвностi

f(x) =
m∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
1

m!

x∫
x0

f (m+1)(t)(x− t)mdt.

На пiдставi принципу iндукцiї робимо висновок, що формула
(28.16) вiрна для всiх m 6 n. Якщо покласти у (28.16) m = n,
то отримаємо формулу Тейлора n-го порядку, у якiй залишковий
член rn(x) подається у формi (28.12). В силу того, що за умовою
для всiх x ∈ (x0 − h;x0 + h) (x 6= x0) похiдна n + 1-го порядку
функцiї f є неперервною на вiдрiзку з кiнцями x0, x, то за
узагальненою теоремою про середнє iснує точка ξ на iнтервалi
з кiнцями x0, x, що

x∫
x0

f (n+1)(t)(x− t)ndt = f (n+1)(ξ)

x∫
x0

(x− t)ndt,

тобто

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!

(
−(x− t)n+1

n = 1

∣∣∣∣x
x0

)
=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

А якщо врахувати, що для точки ξ iснує таке θ (0 < θ < 1),
що ξ = x0 + θ(x − x0), то приходимо до подання (28.13). i, на-
рештi, в силу неперервностi на вiдрiзку з кiнцями x0, x функцiї
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f (n+1)(t)(x− t)n за теоремою про середнє iснує точка ξ на iнтер-
валi з кiнцями x0, x, що

x∫
x0

f (n+1)(t)(x− t)ndt = f (n+1)(ξ)(x− ξ)n(x− x0),

тобто

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− x0).

i якщо знову врахувати, що для точки ξ iснує точка θ (0 < θ <
1), що ξ = x0 + θ(x− x0), то

(x− ξ)n = (x− x0 − θ(x− x0))
n = (x− x0)

n(1− θ)n,

i для rn(x) має мiсце подання (28.14). �
Зауважимо, що якщо функцiя f та її похiднi всiх порядкiв

обмеженi разом на iнтервалi (x0 − h;x0 + h), тобто iснує M >
0 таке, що для всiх n = 0, 1, 2, . . . i всiх x ∈ (x0 − h;x0 + h)
|f (n)(x) 6 M , то

|rn(x)| =
|f (n+1)(x0 + θ(x− x0))|

n!
|x− x0|n 6

6
M

(n+ 1)!
|x− x0|n 6

Mhn

(n+ 1)!
.

А оскiльки

lim
n→∞

Mhn

(n+ 1)!
= 0,

то для всiх x ∈ (x0 − h;x0 + h) rn(x) → 0 при n → ∞. Отже,
у цьому випадку функцiя f розкладається у ряд Тейлора на
iнтервалi (x0 − h;x0 + h).

Приклад 3. Розкласти функцiю sin x у степеневий ряд.
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Розв’язання. Оскiльки для функцiї f(x) = sinx

f (n)(x) = sin
(
x+

nπ

2

)
,

де n = 0, 1, 2, . . ., то для неї можна побудувати ряд Тейлора у
будь-якiй точцi x0 ∈ R, тобто ряд

∞∑
n=0

sin
(
x0 + nπ

2

)
n!

(x− x0)
n.

Врахувавши, що для всiх x з будь-якого iнтервалу (−h, h) i для
n = 0, 1, 2, . . . |f (n)(x)| 6 1, маємо, що rn(x) → 0 при n → ∞, а
отже, для всiх x ∈ R

sin x =
∞∑

n=0

sin
(
x0 + nπ

2

)
n!

(x− x0)
n.

Якщо покласти x0 = 0 i врахувати, що

sin
nπ

2
=

{
0, якщо n = 2k,

(−1)k, якщо n = 2k + 1,

де k = 0, 1, 2, . . ., то для всiх x ∈ R

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
.

Зауважимо, що за iнтервал (x0 − h;x0 + h), для якого
перевiряється той факт, що rn(x) → 0 при n → ∞ для всiх
x ∈ (x0 − h;x0 + h), як правило, береться iнтервал збiжностi
ряду (28.8).

Приклад 4. Розкласти функцiю lnx у степеневий ряд.
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Розв’язання. Оскiльки для функцiї f(x) = ln(1 + x)

f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
,

де n = 1, 2, . . ., i f(0) = 0, f (n)(x) = (−1)n−1(n − 1)!, то її рядом
Тейлора у точцi x0 = 0 (точнiше рядом Маклорена) буде ряд

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn,

радiус збiжностi якого

R =
1

lim n

√
1
n

= lim
n→∞

n
√
n = 1.

Дослiдимо поведiнку залишкового члена формули Тейлора на
iнтервалi (−1; 1) при n→∞. Запишемо його у формi Лагранжа

rn(x) =
(−1)n

n+ 1

xn+1

(1 + θx)n+1
,

де 0 < θ < 1. Тодi оскiльки для всiх x ∈ [0; 1)

0 <
x

1 + θx
< 1,

а отже, |rn(x)| < 1
n+1

, то для всiх таких x lim
n→∞

rn(x) = 0. Запи-

шемо тепер залишковий член формули Тейлора у формi Кошi

rn(x) = (−1)n (1− θ)n

(1 + θx)n+1
xn+1,

де 0 < θ < 1. Тодi оскiльки для всiх x ∈ (−1; 0)

0 <
1− θ

1 + θx
=

1− θ

1− θ|x|
< 1
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i
1

1 + θx
=

1

1− θ|x|
<

1

1− |x|
,

а отже

|rn(x)| =
∣∣∣∣ 1− θ

1 + θx

∣∣∣∣n |x|n+1

|1 + θx|
6
|x|n+1

1− |x|
,

то для кожного x ∈ (−1; 0) lim
n→∞

rn(x) = 0. Таким чином,

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn

для всiх x ∈ (−1; 1).
На закiнчення вiдзначимо, що степеневi ряди застосовую-

ться при розв’язуваннi всiх основних задач, пов’язаних з го-
ловним об’єктом аналiзу — функцiєю. Так, за допомогою таких
рядiв можна означити функцiї, знаходити значення функцiї за
певним значенням аргумента або значення аргументу за заданим
значенням функцiї, дослiджувати функцiю (наприклад, знахо-
дити границю функцiї у точцi, її похiдну певного порядку або
iнтеграл на певному промiжку) i навiть знаходити функцiї за їх
властивостями (розв’язувати функцiональнi рiвняння).

Завдання для самоконтролю.

1. Знайти радiус й iнтервал збiжностi степеневого ряду, до-
слiдити ряд на абсолютну i умовну збiжнiсть на кiнцях
iнтервалу збiжностi:

а)
∞∑

n=1

xn

n
√
n

; б)
∞∑

n=0

2n(n2 + 2)(x− 2)n;

в)
∞∑

n=1

(x− 1)3n−2

23n(n+ 1) ln(n+ 1)
.
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2. Побудувати розклад у ряд Маклорена функцiй:

а) ex; б) cosx; в) (1 + x)α, де α ∈ R.

3. Довести, що

а)
∞∑

n=0

x3n

(3n)!
=

1

3

(
ex + 2e−x cos

x
√

3

2

)
для всiх x ∈ R;

б)
∞∑

n=0

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)xn =
6

(1− x)4
для всiх

x ∈ (−1; 1);

в)
∞∑

n=1

xn+2

n(n+ 1)(n+ 2)
=

3

4
x2 − x

2
− 1

2
(1− x2) ln(1− x).

4. Обчислити з точнiстю до 10−4:

а)
1
5
√
e
; б) sin 0, 5; в) 5

√
250.

5. Розклавши функцiї у ряд, знайти границi:

а) lim
x→0

1− cosx

ex − 1− x
; б) lim

x→0

sin x− arctg x

x3
;

в) lim
x→π

2

sin x
2
− cos x

2

cosx
.

6. Знайти похiдну k-го порядку функцiї f у точцi x0:

а) f(x) =
x

1 + x2
, k = 7, x0 = 0;
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б) f(x) =
1√

x2 − 4x+ 8
, k = 9, x0 = 2;

в) f(x) = ln(x2 − 9x+ 20), k = 5, x0 = 3.

7. Обчислити з точнiстю до 10−3 iнтеграли:

а)

1∫
0

sin x2dx; б)

1
4∫

0

e−x2

dx; в)

1
2∫

0

arcsinx

x
dx.

8. Дослiдити на збiжнiсть такi ряди:

а)
∞∑

n=1

(
1 +

1

n2

)
i

1 + (−1)nni
;

б)
∞∑

n=1

(−1)n−1(n2 + n+ 1)√
n6 + n5 + in(n+ 1)

√
n

;

в)
∞∑

n=1

1

n(cosn+ i sinn)
.

9. Знайти радiус збiжностi таких степеневих рядiв:

а)
∞∑

n=0

(
n+ 1

2n+ 3

)n

zn;

б)
∞∑

n=0

2n(1 + i)3n

(n+ 1)(n+ 2)
(z + i)n;

в)
∞∑

n=0

zn

(n!)α
, де α > 0.
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29 ЛЕКЦIЯ: Диференцiальнi рiвняння першого
порядку

Основнi поняття теорiї диференцiальних рiвнянь: порядок,
розв’язок (частинний, загальний, загальний iнтеграл), iнте-
гральнi кривi. iснування i єдинiсть розв’язку диференцiального
рiвняння першого порядку. Диференцiальнi рiвняння першого
порядку, якi iнтегруються у квадратурах (з вiдокремлюваними
змiнними, лiнiйнi, однорiднi, у повних диференцiалах).

Лiтература. [1] ч. 2, с. 240–244, 271–290; Ляшко i.i., Бо-
ярчук О.К., Гай Я.Г., Калайда О.Ф. Диференцiальнi рiвняння.
– К.: Вища школа, 1981, с. 9–14, 22–38; Самойленко А.М.,
Кривошея С.А., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения.
Примеры и задачи. – К.: Вища школа, 1984, с. 15–80 .

Означення 29.1. Диференцiальним рiвнянням першого по-
рядку називають рiвняння виду

F (x, y, y′) = 0,

де F — вiдома функцiя своїх аргументiв, x — незалежна змiн-
на, y — невiдома функцiя, y′ — її похiдна, а рiвняння

y′ = f(x, y), (29.1)

де f(x, y) — задана функцiя двох змiнних, називають дифе-
ренцiальним рiвнянням першого порядку, розв’язаним вiдно-
сно похiдної.

Рiвнянням, розв’язаним вiдносно похiдної, буде диференцi-
альне рiвняння виду

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (29.2)

де P (x, y), Q(x, y) — заданi функцiї. У такому записi змiннi x i
y рiвноправнi, так що будь-яку з них можна прийняти за неза-
лежну змiнну (симетрична форма).
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Означення 29.2. Розв’язком диференцiального рiвняння
(29.1) на iнтервалi (a; b) називають будь-яку неперервно ди-
ференцiйовну на цьому iнтервалi функцiю y = ϕ(x) таку, що

ϕ′(x) ≡ f(x, ϕ(x))

на iнтервалi (a; b).

Звичайно розв’язок рiвняння (29.1) може подаватись не тiль-
ки явно, але й параметрично або неявно, причому у такому
поданнi можуть фiгурувати iнтеграли. Загалом, процес знахо-
дження розв’язку диференцiального рiвняння називають iнте-
груванням, причому формально задача iнтегрування диферен-
цiального рiвняння вважається закiнченою, якщо залишилось
знайти iнтеграли, хоча, можливо, цi iнтеграли не можна пода-
ти у скiнченному виглядi через елементарнi функцiї. У цьому
випадку кажуть, що рiвняння iнтегрується скiнченним числом
квадратур. А от у тому випадку, коли розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння не можна виразити з допомогою скiнченног числа
алгебраїчних операцiй i операцiй аналiзу (диференцiювання та
iнтегрування) над функцiями, якi фiгурують у заданому рiвнян-
нi, то кажуть, що таке рiвняння не iнтегрується у квадратурах.

Щодо кiлькостi розв’язкiв, то диференцiальне рiвняння
(29.1) за певних умов, накладених на функцiю f(x, y) має не-
скiнчену множину розв’язкiв. Так наприклад, для найпростiшого
диференцiального рiвняння

y′ = f(x),

де f(x) — неперервна на iнтервалi (a; b) функцiя, кожна пер-
вiсна для функцiї f(x) на цьому iнтервалi є його розв’язком.
Множина 

x∫
x0

f(t)dt+ C |C ∈ R

 ,
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де x0 ∈ (a; b), є множина всiх розв’язкiв (це вiдомо з iнтеграль-
ного числення), яку, як правило, записують у виглядi формули

y =

x∫
x0

f(t)dt+ C.

Звичайно це не означає, що, загалом, для рiвняння (29.1) до-
сить знайти один розв’язок y = ϕ(x) i пiсля цього можна запи-
сати множину всiх розв’язкiв у виглядi формули y = ϕ(x) + C.

Наприклад, функцiя ϕ(x) = x

x∫
0

sin t2dt є розв’язком рiвнян-

ня y′ =
y

x
+ x sin x2 на промiжку (0; +∞). Однак формула

y = ϕ(x) + C нi при якому C 6= 0 не дає розв’язку заданого
рiвняння. А от формула

y = Cx+ x

x∫
0

sin t2dt

задає нескiнченну множину розв’язкiв цього рiвняння.

Означення 29.3. Множину (сiм’ю) розв’язкiв, яку можна
подати у виглядi формули

y = ϕ(x,C),

де C — довiльна стала, називають загальним розв’язком рiв-
няння (29.1). Розв’язок, який одержується iз загального при
фiксованому значеннi довiльної сталої, називається частин-
ним розв’язком.

iнтегруючи диференцiальне рiвняння (29.1), можна одержати
загальний розв’язок у параметричнiй формi

x = ϕ(t, C), y = ψ(t, C)
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або ж у неявному виглядi (у виглядi, не розв’язному нi вiдносно
y, нi вiдносно x)

Φ(x, y, C) = 0.

Останню форму загального розв’язку називають загальним iн-
тегралом.

Основною задачею iнтегрування диференцiального рiвняння
є знаходження всiх його розв’язкiв i вивчення їх властивостей.
Однак так поставлена задача для рiвняння (29.1) в принципi не
може бути розв’язаною, бо у загальному виглядi це рiвняння не
iнтегрується у квадратурах. Рiвняння, всi розв’язки яких пода-
ються через елементарнi функцiї або ж, принаймнi, з допомогою
скiнченного числа iнтегрувань, є рiдкiстю. (Нижче основнi ти-
пи таких рiвнянь будуть розглянутi.) Тому на перший план ви-
ступають наближенi методи iнтегрування, причому, як правило,
шукають розв’язок, який задовольняє певним умовам. Зрозумi-
ло, що задачу можна розв’язувати тодi, коли є упевненiсть у
тому, що такий розв’язок iснує. У зв’язку з цим однiєю з най-
важливiших задач теорiї диференцiальних рiвнянь є так звана
задача Кошi.

Постановка задачi: серед усiх розв’язкiв рiвняння y′ =
f(x, y) знайти той розв’язок y = ϕ(x), який при заданому
значеннi x0 незалежної змiнної приймає задане значення y0

(ϕ(x0) = y0), де x0 i y0 — заданi числа, якi називають по-
чатковими значеннями, а умову ϕ(x0) = y0 — початковою
умовою.

Приведемо тут теорему iснування i єдиностi розв’язку задачi
Кошi для рiвняння (29.1).

Теорема 29.1. Нехай задано рiвняння (29.1)

y′ = f(x, y)

i початковi значення x0, y0. Якщо функцiя f(x, y) визначена i
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неперервна на замкненому прямокутнику

R = {(x, y) | |x− x0| 6 a, |y − y0| 6 b}

i задовольняє у ньому умови Лiпшиця по змiннiй y, тобто
iснує L > 0 таке, що для будь-яких точок (x, y1), (x, y2) ∈ R
виконується нерiвнiсть

|f(x, y1)− f(x, y2)| 6 L|y1 − y2|,

то iснує єдина функцiя y = ϕ(x), яка визначена i неперервно
диференцiйовна принаймнi на вiдрiзку [x0 − h;x0 + h], де

h = min{a, b
M
}, M = max

(x,y)∈R
|f(x, y)|,

i є розв’язком заданого рiвняння, який задовольняє початкову
умову ϕ(x0) = y0.

Зазначимо, що доведення цiєї теореми здiйснюється методом
послiдовних наближень (методом Пiкара), який по своїй сутi є
конструктивним методом, бо вiн встановлює, що

ϕ(x) = lim
n→∞

Yn(x),

де Y0(x) = y0, Yn(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, Yn−1(t))dt для n = 1, 2, . . ..

Тепер вже можна уточнити поняття загального та частинно-
го розв’язку. Нехай у кожнiй точцi областi D рiвняння (29.1)
має єдиний розв’язок. Тодi функцiя y = ϕ(x,C), визначена для

всiх (x,C) ∈ ∆ i частинна похiдна якої
∂ϕ

∂x
неперервна на ∆,

називається загальним розв’язком цього рiвняння, якщо рiв-
няння y = ϕ(x,C) розв’язне вiдносно C для всiх (x, y) ∈ D
(C = ψ(x, y)) i для кожного (x, y) ∈ D C = ψ(x, y) дає таке
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значення C, при якому y = ϕ(x,C) є розв’язком заданого рiв-
няння. Розв’язок рiвняння (29.1), у кожнiй точцi якого викону-
ється умова єдиностi, називається частинним. З приведеного
тут означення загального розв’язку випливає, що всi розв’яз-
ки, отриманi iз загального при фiксованому значеннi довiльної
сталої (включаючи ±∞), будуть частинними.

i, нарештi, функцiя y = ϕ(x) називається особливим роз-
в’язком рiвняння (29.1) на iнтервалi (a; b), якщо для кожної
точки (x0, y0), де x0 ∈ (a; b), y0 = ϕ(x0), iснує, але не є єдиним,
розв’язок цього рiвняння, який задовольняє початкову умову
y(x0) = y0. З геометричної точки зору кожен розв’язок рiвняння
(29.1) є деякою кривою на координатнiй площинi. Такi кривi на-
зивають iнтегральними кривими. А задача Кошi геометричною
мовою може бути сформульованою так: знайти iнтегральну кри-
ву в областi визначення функцiї f(x, y), яка проходить через
точку (x0, y0).

Розглянемо основнi типи диференцiальних рiвнянь, розв’я-
заних вiдносно похiдної, якi iнтегруються у квадратурах.

1. Диференцiальне рiвняння виду

ψ(y)dy = ϕ(x)dx, (29.3)

де ϕ(x), ψ(y) — неперервнi функцiї, називається рiвнянням з
вiдокремленими змiнними.

Якщо y(x) довiльний розв’язок цього рiвняння, то пiдставив-
ши його у (29.3) дiстанемо тотожнiсть

ψ(y(x))y′(x)dx ≡ ϕ(x)dx. (29.4)

Проiнтегрувавши цю тотожнiсть, прийдемо до рiвняння∫
ψ(y)dy =

∫
ϕ(x)dx+ C, (29.5)

де C — довiльна стала, розв’язком якого є кожен розв’язок рiв-
няння (29.3). Якщо, навпаки, y(x) є розв’язком рiвняння (29.5),
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то, пiдставивши його у (29.5), одержимо тотожнiсть, продифе-
ренцiювавши яку, прийдемо до тотожностi (29.4). Отже, рiв-
няння (29.5) визначає всi розв’язки рiвняння (29.3), тобто є
загальним iнтегралом (загальним розв’язком, заданим неявно)
диференцiального рiвняння (29.3). Частинний розв’язок, який
задовольняє початкову умову y(x0) = y0, задається неявно рiв-
нянням

y∫
y0

ψ(y)dy =

x∫
x0

ϕ(x)dx.

Рiвняння виду

ψ1(x)ψ2(y)dy = ϕ1(x)ϕ2(y)dx, (29.6)

тобто рiвнянн виду

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

у якому функцiї P (x, y), Q(x, y) можна подати у виглядi добу-
ткiв функцiй, кожна з яких залежить тiльки вiд однiєї змiнної,
називається рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Якщо
обидвi частини рiвнянь (29.6) роздiлити на добуток ψ1(x)ϕ2(y),
то прийдемо до рiвняння

ψ2(y)

ϕ2(y)
dy =

ϕ1(x)

ψ1(x)
dx

з вiдокремленими змiнними.
Зауваження. Слiд пам’ятати, що якщо рiвняння ψ1(x) = 0

або ϕ2(y) = 0 мають розв’язки, то дiлення обох частин на
ψ1(x)ϕ2(y) може привести до втрати частинних розв’язкiв, а
якщо функцiї ψ1(x) i ϕ2(y) можуть бути розривнi, то можли-
ва поява зайвих розв’язкiв, якi обертають у нуль множник

1

ψ1(x)ϕ2(y)
.
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Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

(x+ 1)
√
ydx− xdy = 0.

Розв’язання. Роздiливши на добуток x
√
y, прийдемо до рiв-

няння
dy
√
y

=
x+ 1

x
dx.

Проiнтегрувавши його, маємо

2
√
y = x+ ln |x|+ C

загальний iнтеграл цього рiвняння. Рiвняння x = 0 приводить
до розв’язку x = 0 (y 6= 0) заданого рiвняння, причому оскiльки
lim
x→0

ln |x| = −∞, то вiн отримується iз загального при C = −∞, а

отже, x = 0 частинний розв’язок. Рiвняння y = 0 теж приводить
до розв’язку y = 0 (x 6= 0), однак його не можна одержати iз
загального нi при якому значеннi довiльної сталої C, а отже, вiн
є особливим.

2. Диференцiальне рiвняння

y′ = f(x, y) (29.7)

називають однорiдним, якщо його права частина є однорi-
дною функцiєю нульового степеня, тобто якщо для всiх λ > 0
f(λx, λy) = f(x, y).

Покажемо, що однорiднi рiвняння зводяться до рiвнянь з

вiдокремленими змiнними. Справдi, якщо взяти λ =
1

x
, то дi-

станемо рiвнiсть

f(x, y) = f
(
1,
y

x

)
.

i рiвняння (29.7) запишеться у виглядi

y′ = f
(
1,
y

x

)
.
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Вводимо замiну
z =

y

x
або y = z · x.

Тодi y′ = z′x+ z, i рiвняння (29.7) матиме вигляд

z′x+ z = f(1, z)

або
dz

f(1, z)− z
=
dx

x
.

Це вже рiвняння з вiдокремленими змiнними i∫
dz

f(1, z)− z
= ln |x|+ C

його загальний iнтеграл.
Розглянемо рiвняння x = 0, f(1, z) − z = 0. Перше визначає

розв’язок рiвняння

xdz = (f(1, z)− z)dx

i може виявитись розв’язком рiвняння

dx

dy
=

1

f(1, y
x
)
.

Тодi пiсля виключення початку координат вiн має бути приєдна-
ним до розв’язкiв рiвняння (29.7). Якщо рiвняння f(1, z)−z = 0
має дiйснi розв’язки виду z = α, то їм вiдповiдають розв’язки
y = αx (x 6= 0) однорiдного рiвняння. Цi пiвпрямi, як i пiвосi
Oy, можуть виявитись особливими розв’язками.

Коли диференцiальне рiвняння подано у симетричнiй формi
(29.2), то воно буде однорiдним, якщо функцiї P (x, y) i Q(x, y)
є однорiдними одного степеня.
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Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння

y′ =
x− y

x+ y
.

Розв’язання. Очевидно, що права частина цього рiвняння є
однорiдною функцiєю нульового степеня. Введемо замiну y = zx
i одержимо рiвняння

z′x+ z =
1− z

1 + z
.

Пiсля вiдокремлення змiнних маємо:

1 + z

1− 2z − z2
dz =

dx

x
.

Проiнтегрувавши його, матимемо:

−1

2

∫
d(1− 2z − z2)

1− 2z − z2
= ln |x|+ C

або
ln

1

|x|
√

1− 2z − z2
= C = ln

1√
C1

.

Замiнивши z на
y

x
, маємо√

x2 − 2xy − y2 = C1.

Це i є загальний iнтеграл заданого рiвняння. Рiвняння x = 0 не
визначає розв’язку рiвняння

dx

dy
=
x+ y

x− y
.

Рiвняння 1− 2z − z2 = 0 має два дiйснi розв’язки z1 = −1−
√

2,
z2 = −1 +

√
2. ◦м вiдповiдають розв’язки y = −(

√
2 + 1)x, y =

(
√

2− 1)x з виключеною точкою x = 0.
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3. Диференцiальне рiвняння виду

y′ + P (x)y = Q(x), (29.8)

де P (x), Q(x) — заданi неперервнi функцiї, називається лiнiй-
ним. При Q(x) ≡ 0 рiвняння

y′ + P (x)y = 0 (29.9)

називають лiнiйним однорiдним рiвнянням, у противному ви-
падку лiнiйним неоднорiдним. Якщо функцiї P (x) i Q(x) непе-
рервнi на iнтервалi (a; b), то у смузi a < x < b, −∞ < y < +∞
через будь-яку точку M(x0, y0) проходить одна iнтегральна кри-
ва. Особливих розв’язкiв таке рiвняння не може мати.

Розглянемо однорiдне рiвняння (29.9). Воно має очевидний
розв’язок y = 0. Нехай y 6= 0. Тодi рiвняння можна записати у
виглядi

dy

y
= −P (x)dx.

Звiдси

ln |y| = −
∫
P (x)dx+ ln |C|, C 6= 0,

так що
y = Ce−

∫
P (x)dx, (29.10)

де C — довiльна стала i C 6= 0. Очевидно, що розв’язок y = 0
увiйде у розв’язок (29.10), якщо зняти обмеження C 6= 0. Отже,
рiвнiсть (29.10) дає загальний розв’язок рiвняння (29.9).

Перейдемо тепер до неоднорiдного рiвняння (29.8), де
Q(x) 6≡ 0. є декiлька методiв iнтегрування цього рiвняння. Тут
ми скористаємось методом варiацiї довiльної сталої (Лагранжа).
Якщо у неоднорiдному рiвняння (29.8) замiнити праву частину
нулем, то одержимо вiдповiдне йому однорiдне рiвняння, загаль-
ний розв’язок якого має вигляд (29.10). За аналогiєю з (29.10)
будемо шукати розв’язок неоднорiдного рiвняння у виглядi

y = C(x)e−
∫

P (x)dx, (29.11)
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де C(x) — невiдома функцiя. Пiдставимо (29.11) у рiвняння
(29.8). Маємо:

C ′(x)e−
∫

P (x)dx+C(x)e−
∫

P (x)dx(−P (x))+P (x)C(x)e−
∫

P (x)dx = Q(x)

або
C ′(x)e−

∫
P (x)dx = Q(x)

звiдки
C ′(x) = Q(x)e

∫
P (x)dx.

Проiнтегрувавши останнє рiвняння, маємо

C(x) =

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx+ C,

де C — довiльна стала. Отже, загальний розв’язок лiнiйного
необнорiдного рiвняння (29.8) записується у виглядi

y = e−
∫

P (x)dx

(
C +

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx

)
.

Зауваження. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
рiвняння дорiвнює сумi загального розв’язку вiдповiдного
однорiдного рiвняння i будь-якого частинного розв’язку неодно-
рiдного рiвняння.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння

y′ +
xy

x2 + 1
= x.

Розв’язання. Складемо вiдповiдне однорiдне рiвняння

y′ +
xy

x2 + 1
= 0.
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Якщо y 6= 0 (очевидно, що y = 0 не є розв’язок заданого рiвнян-
ня), то останнє рiвняння запишеться у виглядi

dy

y
= − xdx

x2 + 1
.

Звiдси
y = Ce

1
2

ln(x2+1)

або

y =
C√
x2 + 1

.

Скориставшись методом варiацiї довiльної сталої, будемо шука-
ти розв’язок неоднорiдного рiвняння у виглядi

y =
C(x)√
x2 + 1

,

де невiдома функцiя C(x) задовольняє рiвняння

C ′(x) = x
√
x2 + 1.

Звiдси

C(x) =
1

3

√
(x2 + 1)3 + C.

Отже, загальний розв’язок заданого рiвняння буде

y =
1

3
(x2 + 1) +

C√
x2 + 1

.

4. Диференцiальне рiвняння

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (29.12)

називається рiвнянням у повних диференцiалах, якщо iснує
функцiя u(x, y) така, що

du = Pdx+Qdy.
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Насамперед, очевидно, що рiвняння у повних диференцiалах
можна подати у виглядi

du(x, y) = 0,

i тому u(x, y) = C є його загальним iнтегралом, тобто задача
iнтегрування таких рiвнянь — це фактично задача про вiднов-
лення функцiї u(x, y) за її повним диференцiалом. Цей факт
дозволить не тiльки сформулювати ознаку, за якою можна роз-
пiзнати рiвняння в повних диференцiалах, але й дасть практи-
чний спосiб розв’язування таких рiвнянь.

Теорема 29.2. Якщо функцiї P (x, y) i Q(x, y) неперервнi

разом з своїми частинними похiдними
∂P

∂y
i
∂Q

∂x
, то рiвняння

(29.12) є рiвнянням у повних диференцiалах тодi i тiльки
тодi, коли в областi D виконується тотожнiсть

∂P

∂y
≡ ∂Q

∂x
. (29.13)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай рiвняння (29.12) є рiвнян-
ням у повних диференцiалах, тобто його лiва частина є повним
диференцiалом для деякої функцiї u(x, y) в областi D. Тодi

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =
∂u(x, y)

∂x
dx+

∂u(x, y)

∂y
dy,

тобто

P (x, y) ≡ ∂u(x, y)

∂x
, Q(x, y) ≡ ∂u(x, y)

∂y
.

Якщо продиференцiювати останнi тотожностi, то одержимо

∂2u

∂x∂y
≡ ∂P

∂y
i

∂2u

∂y∂x
≡ ∂Q

∂x
, (29.14)
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тобто функцiя u(x, y) в областi D має змiшанi похiднi, якi в силу

неперервностi частинних похiдних
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
є неперервними. Тодi

вони не залежать вiд порядку диференцiювання, тобто

∂2u

∂x∂y
≡ ∂2u

∂y∂x
,

звiдки з урахуванням (29.14) i випливає (29.13).
Достатнiсть. Нехай умова (29.13) виконується. Знайдемо

функцiю u(x, y), повний диференцiал якої є лiва частина рiв-
няння (29.12).

Оскiльки
∂u(x, y)

∂x
= P (x, y), то, проiнтегрувавши цю рiв-

нiсть, одержимо

u(x, y) =

∫
P (x, y)dx+ C, (29.15)

де C, взагалi кажучи, є функцiя вiд y. Пiдберемо функцiю C(y)
так, щоб

∂u(x, y)

∂y
=

∂

∂y

(∫
P (x, y)dx+ C(y)

)
= Q(x, y) або

dC(y)

dy
= Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y)dx. (29.16)

C(y) можна знайти тодi, коли права частини в останньому виразi
залежить тiльки вiд y, тобто коли

∂

∂x

(
Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y)dx

)
= 0 (29.17)

або

∂Q(x, y)

∂x
− ∂

∂y

(
∂

∂x

∫
P (x, y)dx

)
=
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y
= 0.
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Звiдси випливає, що (29.17) виконується, якщо має мiсце
(29.13). А отже, функцiю u(x, y) можна знайти зiнтегрувавши
рiвняння (29.16) i пiдставивши загальний розв’язок C(y) у
(29.15). �

Наслiдок. Якщо рiвняння (29.12) є рiвнянням у повних ди-
ференцiалах, то його загальний iнтеграл має вигляд∫

P (x, y)dx+

∫ (
Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y)dx

)
dy = C. (29.18)

Зауваження. Якщо рiвняння (29.12) є рiвнянням у повних
диференцiалах i у точцi (x0, y0)(

∂P

∂x

)2

+

(
∂Q

∂y

)2

> 0,

то його загальний iнтеграл можна подати у виглядi
x∫

x0

P (t, y)dt+

y∫
y0

Q(x0, t)dt = C або

x∫
x0

P (t, y0)dt+

y∫
y0

Q(x, t)dt = C.

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння

2x
(
1 +

√
x2 − y

)
dx−

√
x2 − y dy = 0.

Розв’язання. Оскiльки
∂

∂y

(
2x
(
1 +

√
x2 − y

))
= − x√

x2 − y
,

∂

∂x

(
−
√
x2 − y

)
= − x√

x2 − y
,
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то задане рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах. Зна-
йдемо його загальний iнтеграл за формулою (29.18)∫

2x
(
1 +

√
x2 − y

)
dx+

∫ (
−
√
x2 − y−

− ∂

∂y

∫
2x
(
1 +

√
x2 − y

)
dx

)
dy = x2 +

2

3

√
(x2 − y)3 +

+

∫ (
−
√
x2 − y − ∂

∂y

(
x2 +

2

3

√
(x2 − y)3

)
dy

)
=

= x2 +
2

3

√
(x2 − y)3 +

∫ (
−
√
x2 − y +

√
x2 − y

)
dy =

= x2 +
2

3

√
(x2 − y)3 = C.

Отже,

x2 +
2

3

√
(x2 − y)3 = C

загальний iнтеграл цього рiвняння. Зауважимо, що тут можна
визначити y i записати загальний розв’язок

y = x2 − 3

√
9

4
(C − x2)2 .

Завдання для самоконтролю.

1. Якого типу диференцiальнi рiвняння розглядаються у
шкiльному пiдручнику [8]? Якi методи пропонуються для
їх iнтегрування?

2. Як знайти загальний розв’язок рiвняння y′ = f(x), де f
є неперервна на iнтервалi (a; b) функцiя? У якiй областi
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вiн визначений? Як розв’язується задача Кошi з допомогою
формули загального розв’язку? Знайти загальний розв’язок
рiвняння y′ = 2x i розв’язок задачi Кошi: y′ = 2x, y(0) = 1.

Знайти розв’язки задач Кошi: y′ =
1

x
, y(1) = 0 i y′ =

1

x
,

y(−1) = 0 — за допомогою вiдповiдних формул загального
розв’язку.

3. Показати, що рiвняння виду

y′ = f(ax+ by + c)

зводиться до рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними. По-
будувати рiвняння такого типу i зiнтегрувати його.

4. Показати, що рiвняння виду

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
зводиться до однорiдного рiвняння. Побудувати рiвняння
такого типу i зiнтегрувати його.

5. Показати, що рiвняння виду

f ′(y)y′ + f(y)A(x) = B(x)

зводиться до лiнiйного рiвняння. Побудувати рiвняння та-
кого типу i зiнтегрувати його.

6. Як розв’язується задача Кошi методом Пiкара?
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30 ЛЕКЦIЯ: Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння ви-
щого порядку iз сталими коефiцiєнтами та їх
застосування до вивчення коливних процесiв

Лiнiйнi рiвняння вищих порядкiв, iснування розв’язкiв. Лiнiйнi
однорiднi рiвяняння, фундаментальна система розв’язкiв, його
загальний розв’язок. Лiнiйнi неоднорiднi рiвняння, структура
його загального розв’язку. Знаходження загального розв’язку
лiнiйного неоднорiдного рiвняння за умови, що вiдомий загаль-
ний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння, методом ва-
рiацiї довiльних сталих. Лiнiйнi однорiднi рiвняння з сталими
коефiцiєнтами. Знаходження загального розв’язку лiнiйного не-
однорiдного рiвняння з сталими коефiцiєнтами методом неви-
значених коефiцiєнтiв.

Лiтература. [1] ч. 2, с. 322–356; Ляшко i.i., Боярчук О.К.,
Гай Я.Г., Калайда О.Ф. Диференцiальнi рiвняння. – К.: Вища
школа, 1981, с. 96–130; Самойленко А.М., Кривошея С.А.,
Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения. Примеры и
задачи. – К.: Вища школа, 1984, с. 129–220; Тихонов А.В., Ва-
сильева А.Б., Свешников А.Г. Дифференциальные уравнения.
– М.: Наука, 1980, с. 70–91.

Означення 30.1. Лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-
го порядку називають рiвняння виду

y(n) + P1(x)y
(n−1) + · · ·+ Pn−1(x)y

′ + Pn(x)y = Q(x), (30.1)

де P1(x), . . . , Pn(x), Q(x) — заданi функцiї, визначенi i неперер-
внi на iнтервалi (a; b).

Загальний розв’язок рiвняння (30.1) iснує, i якими б не були
числа x0 ∈ (a; b), y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 ∈ R iснує єдиний розв’язок

y = y(x),який задовольняє початковi умови:

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .
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Рiвняння (30.1), у якого Q(x) ≡ 0 на iнтервалi (a; b), називають
однорiдним, у противному випадку неоднорiдним.

Нехай маємо лiнiйне однорiдне рiвняння

y(n) + P1(x)y
(n−1) + · · ·+ Pn−1(x)y

′ + Pn(x)y = 0. (30.2)

Насамперед, очевидно, що таке рiвняння має розв’язок y(x) ≡ 0,
i якщо y1(x) та y2(x) будь-якi його розв’язки, то для будь-яких
α, β ∈ R функцiя αy1(x) + βy2(x) є розв’язком цього рiвняння.
Загалом, якщо yk(x) (k = 1, n) — довiльнi сталi, то функцiя

y(x) =
n∑

k=1

Ck yk(x) (30.3)

також є розв’язком цього рiвняння.
Оскiльки загальний розв’язок рiвняння n-го порядку має

мiстити n незалежних довiльних сталих, то цiлком при-
родно поставити питання: якими мають бути розв’язки
y1(x), y2(x), . . . , yn(x), щоб формула (30.3) була загальним
розв’язком рiвняння (30.2)? Вiдповiдь буде: вони мають бути
лiнiйно незалежними, тобто такими, що

n∑
k=1

αk yk(x) ≡ 0

на iнтервалi (a; b) тодi i тiльки тодi, коли α1 = α2 = · · · = αn = 0.
Нехай y1(x), y2(x), . . . , yn(x) розв’язки лiнiйного однорiдного

рiвняння (30.2) на iнтервалi (a; b). Очевидно, що кожна з цих
функцiй n раз диференцiйовна. Тодi можна побудувати матрицю

y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)

...
...

. . .
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

 .
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◦ї визначник називають визначником Вронського (вронскiаном)
i позначають

W (x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)

...
...

. . .
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Теорема 30.1. Розв’язки y1(x), y2(x), . . . , yn(x) рiвняння
(30.2) лiнiйно незалежнi на iнтервалi (a; b) тодi i тiльки то-
дi, коли для всiх x ∈ (a; b) W (x) 6= 0.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай розв’язки y1(x), y2(x), . . .
, yn(x) лiнiйно незалежнi на iнтервалi (a; b). Припустимо, що
iснує x0 ∈ (a; b), що W (x0) = 0. Складемо систему лiнiйних
рiвнянь з n невiдомими C1, C2, . . . , Cn

y1(x0)C1 + y2(x0)C2 + · · · + yn(x0)Cn = 0,

y′1(x0)C1 + y′2(x0)C2 + · · · + y′n(x0)Cn = 0,

...
...

...
...

. . .
...

...
...

y
(n−1)
1 (x0)C1 + y

(n−1)
2 (x0)C2 + · · · + y

(n−1)
n (x0)Cn = 0.

(30.4)
Визначник цiєї системи W (x0) = 0, тому система має ненульо-

вий розв’язок
(
C

(0)
1 , C

(0)
2 , . . . , C

(0)
n

)
. Побудуємо функцiю

y(x) =
n∑

k=1

C
(0)
k yk(x).

Очевидно, що вона є розв’язком рiвняння (30.2), який задоволь-
няє початковi умови

y(x0) =
n∑

k=1

C
(0)
k yk(x0) = 0,
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y′(x0) =
n∑

k=1

C
(0)
k y′k(x0) = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

y(n−1)(x0) =
n∑

k=1

C
(0)
k y

(n−1)
k (x0) = 0.

А такi початковi умови (в силу теореми iснування i єдиностi)
задовольняє тiльки розв’язок y(x) ≡ 0 на iнтервалi (a; b). Отже,

n∑
k=1

C
(0)
k yk(x) = 0

на iнтервалi (a; b), причому серед чисел C(0)
1 , C

(0)
2 , . . . , C

(0)
n є при-

наймнi одне число, вiдмiнне вiд нуля. Це означає, що розв’язки
y1(x), y2(x), . . . , yn(x) лiнiйно залежнi на iнтервалi (a; b). Остан-
нє суперечить умовi. Отже, не iснує жодної точки x0 ∈ (a; b),
для якої W (x0) = 0.

Достатнiсть. Нехай для всiх x ∈ (a; b) W (x0) 6= 0. При-
пустимо, що розв’язки y1(x), y2(x), . . . , yn(x) лiнiйно залежнi,
тобто iснує такий набiр чисел α1, α2, . . . , αn, серед яких, напри-
клад, αn 6= 0, для всiх x ∈ (a; b)

α1y1(x) + α2y2(x) + · · ·+ αnyn(x) ≡ 0.

Тодi

yn(x) = −
n−1∑
k=1

αk

αn

yk(x),

y′n(x) = −
n−1∑
k=1

αk

αn

y′k(x), (30.5)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

y(n−1)
n (x) = −

n−1∑
k=1

αk

αn

y
(n−1)
k (x),
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Якщо у визначнику W (x) замiнити елементи n-го стовпця їх
значеннями з формул (30.5), то одержимо визначник, у якого
n-ий стовпець є лiнiйною комбiнацiєю всiх iнших стовпцiв. А
отже, W (x) ≡ 0 на iнтервалi (a; b), що суперечить умовi. �

Неважко переконатись, що

W ′(x) + P1(x)W (x) = 0,

де P1(x) — коефiцiент при похiднiй n − 1-го порядку у рiвнян-
нi (30.2). Звiдси одержується чудова формула Остроградського-
Лiувiлля

W (x) = W (x0)e
−

x∫
x0

P1(t)dt

,

яка дозволяє стверджувати, що якщо iснує точка x0 ∈ (a; b),
у якiй W (x0) = 0, то W (x) = 0 для всiх x ∈ (a; b). Якщо ж
iснує точка x0 ∈ (a; b), у якiй W (x0) 6= 0, то W (x) 6= 0 для всiх
x ∈ (a; b).

Означення 30.2. Будь-яка система лiнiйно незалежних
розв’язкiв y1(x), y2(x), . . . , yn(x) рiвняння (30.2) на iнтервалi
(a; b) називається фундаментальною системою розв’язкiв на
цьому iнтервалi.

Очевидно, що будь-яке лiнiйне однорiдне рiвняння (30.2), всi
коефiцiєнти якого неперервнi на iнтервалi (a; b), має фундамен-
тальну систему розв’язкiв на цьому iнтервалi. Наприклад, такою
є система розв’язкiв y1(x), y2(x), . . . , yn(x), якi визначаються
початковими умовами:

y1(x0) = 1, y′1(x0) = 0, . . . , y
(n−1)
1 (x0) = 0,

y2(x0) = 0, y′2(x0) = 1, . . . , y
(n−1)
2 (x0) = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

yn(x0) = 0, y′n(x0) = 0, . . . , y(n−1)
n (x0) = 1,

де x0 ∈ (a; b). Це так, бо W (x0) = 1.
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Теорема 30.2. Якщо система розв’язкiв y1(x), y2(x), . . . ,
yn(x) лiнiйного однорiдного рiвняння (30.1)

y(n) + P1(x)y
(n−1) + P2(x)y

(n−2) + · · ·+ Pn−1(x)y
′ + Pn(x)y = 0,

де P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) — неперервнi на iнтервалi (a; b) фун-
кцiї, є фундаментальною на цьому iнтервалi, то загальний
розв’язок цього рiвняння має вигляд

y =
n∑

k=1

Ck yk(x), (30.6)

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi.

Доведення. Те, що (30.6) є розв’язком рiвняння (30.2), оче-
видно. Покажемо, що вiн загальняй, тобто мiстить всi розв’язки
цього рiвняння. Нехай ϕ(x) розв’язок рiвняння (30.2), який за-
довольняє початковi умови

ϕ(x0) = y0, ϕ
′(x0) = y′0, . . . , ϕ

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

де x0 ∈ (a; b), y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 ∈ R. Скориставшись формулою

(30.6), побудуємо таку систему n лiнiйних рiвнянь вiдносно не-
вiдомих C1, C2, . . . , Cn

y1(x0)C1 + y2(x0)C2 + · · ·+ yn(x0)Cn = y0,

y′1(x0)C1 + y′2(x0)C2 + · · ·+ y′n(x0)Cn = y′0,

...
...

...
. . .

...
...

y
(n−1)
1 (x0)C1 + y

(n−1)
2 (x0)C2 + · · ·+ y

(n−1)
n (x0)Cn = y

(n−1)
0 .

Визначник цiєї системи W (x0) 6= 0. Отже, система має єдиний

розв’язок
(
C

(0)
1 , C

(0)
2 , . . . , C

(0)
n

)
. Тодi

y = C
(0)
1 y1(x) + C

(0)
2 y2(x) + · · ·+ C(0)

n yn(x)
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є розв’язком рiвняння (30.2), який одержується iз (30.6) при
C1 = C

(0)
1 , C2 = C

(0)
2 , . . . , Cn = C

(0)
n i задовольняє початковi

умови:

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

А отже, за теоремою iснування i єдиностi y(x) ≡ ϕ(x) на iнтер-
валi (a; b). Таким чином, кожен розв’язок рiвняння (30.2) можна
одержати iз (30.6) при певних значеннях довiльних сталих. А
це й означає, що (30.6) є загальним розв’язком рiвняння (30.2).
�

Теорема 30.3. Якщо ϕ(x) — частинний розв’язок лiнiйно-
го неоднорiдного рiвняння (30.1)

y(n) + P1(x)y
(n−1) + · · ·+ Pn−1(x)y

′ + Pn(x)y = Q(x),

де P1(x), . . . , Pn(x), Q(x) — неперервнi на iнтервалi (a; b) фун-
кцiї, а

y =
n∑

k=1

Ck yk(x)

є загальний розв’язок вiдповiдного йому однорiдного рiвнян-
ня, то загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має ви-
гляд

y = ϕ(x) +
n∑

k=1

Ck yk(x) (30.7)

Доведення. Неважко перевiрити, що (30.7) є розв’язком
рiвняння (30.1). Нехай ψ(x) розв’язок рiвняння (30.1), який
задовольняє початковi умови: ψ(x0) = y0, ψ′(x0) = y′0, . . . ,

ψ(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 . Скориставшись формулою (30.7), побу-

дуємо таку систему n лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих
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C1, C2, . . . , Cn
y1(x0)C1 + · · ·+ yn(x0)Cn = y0 − ϕ(x0),

y′1(x0)C1 + · · ·+ y′n(x0)Cn = y′0 − ϕ′(x0),

...
. . .

...
...

y
(n−1)
1 (x0)C1 + · · ·+ y

(n−1)
n (x0)Cn = y

(n−1)
0 − ϕ(n−1)(x0).

Визначник цiєї системи W (x0) 6= 0. Отже, система має єдиний

розв’язок
(
C

(0)
1 , C

(0)
2 , . . . , C

(0)
n

)
. Тодi

y = ϕ(x) +
n∑

k=1

C
(0)
k yk(x)

є розв’язком рiвняння (30.1), який одержується iз (30.7) при
C1 = C

(0)
1 , C2 = C

(0)
2 , . . . , Cn = C

(0)
n i задовольняє початковi

умови:

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

А отже, за теоремою iснування i єдиностi y(x) ≡ ψ(x) на iнтер-
валi (a; b). Таким чином, кожен розв’язок рiвняння (30.1) можна
одержати iз (30.7) при певних значеннях довiльних сталих. А
це й означає, що (30.7) є загальним розв’язком рiвняння (30.1).
�

Нехай маємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння (30.1)

y(n) + P1(x)y
(n−1) + · · ·+ Pn−1(x)y

′ + Pn(x)y = Q(x)

i фундаментальну систему розв’язкiв y1(x), y2(x), . . . , yn(x) вiд-
повiдного йому однорiдного рiвняння

y(n) + P1(x)y
(n−1) + · · ·+ Pn−1(x)y

′ + Pn(x)y = 0. (30.8)
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Тодi

y =
n∑

k=1

Ck yk(x)

загальний розв’язок рiвняння (30.8). Будемо шукати розв’язок
неоднорiдного рiвняння у виглядi

y =
n∑

k=1

Ck(x) yk(x) (30.9)

Оскiльки невiдомi функцiї C1(x), C2(x), . . . , Cn(x) мають задо-
вольняти тiльки спiввiдношення, яке одержується при пiдста-
новцi (30.9) у рiвняння (30.1) , то на цi функцiї можна покласти
ще n− 1 умову. Будемо вважати, що для (30.9)

y′ =
n∑

k=1

Ck(x) y
′
k(x),

y′′ =
n∑

k=1

Ck(x) y
′′
k(x),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

y(n−1) =
n∑

k=1

Ck(x) y
(n−1)
k (x).

Тодi

y(n) =
n∑

k=1

C ′
k(x) y

(n−1)
k (x) +

n∑
k=1

Ck(x) y
(n)
k (x).

Пiдставивши y, y′, . . . , y(n) у рiвняння (30.1) i врахувавши,
що y1(x), y2(x), . . . , yn(x) розв’язки однорiдного рiвняння (30.8),
одержимо

n∑
k=1

C ′
k(x) y

(n−1)
k (x) +

n∑
k=1

Ck(x) y
(n)
k (x) +
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+P1(x)
n∑

k=1

Ck(x) y
(n−1)
k (x) + · · ·+

+Pn−1(x)
n∑

k=1

Ck(x) y
′
k(x) + Pn(x)

n∑
k=1

Ck(x) yk(x) =

n∑
k=1

C ′
k(x) y

(n−1)
k (x) +

n∑
k=1

Ck(x)
(
y

(n)
k (x)+

+P1(x)y
(n−1)
k (x) + · · ·+ Pn−1(x)y

′
k(x) + Pn(x)yk(x)

)
=

=
n∑

k=1

C ′
k(x) y

(n−1)
k (x) = Q(x).

Тепер уже можна записати систему диференцiальних рiвнянь

C ′
1(x)y1(x) + · · · + C ′

n(x)yn(x) = 0,

C ′
1(x)y

′
1(x) + · · · + C ′

n(x)y′n(x) = 0,

...
...

. . .
...

...
...

C ′
1(x)y

(n−2)
1 (x) + · · · + C ′

n(x)y
(n−2)
n (x) = 0,

C ′
1(x)y

(n−1)
1 (x) + · · · + C ′

n(x)y
(n−1)
n (x) = Q(x).

Дана система вiдносно невiдомих C ′
1(x), C

′
2(x), . . . , C ′

n(x) є
алгебраїчною лiнiйною неоднорiдною системою iз визначником
W (x) 6= 0, i якщо (w1(x), w2(x), . . . , wn(x)) її розв’язок, то

y =
n∑

k=1

yk(x)

x∫
x0

wk(t)dt+
n∑

k=1

Ck yk(x)

є загальним розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiвняння (30.1).
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Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

y′′ + ω2y = sinωx,

де ω > 0.
Розв’язання. Насамперед, безпосередня перевiрка дозволяє

переконатись, що y1(x) = cosωx, y2(x) = sinωx є розв’язки одно-
рiдного рiвняння y′′ + ω2y = 0, причому

W (x) =

∣∣∣∣∣ cosωx sinωx

−ω sinωx ω cosωx

∣∣∣∣∣ = ω 6= 0.

Тодi
y = ϕ(x) + C1 cosωx+ C2 sinωx,

де ϕ(x) — поки-що невiдомий розв’язок заданого рiвняння,
C1, C2 — довiльнi сталi, є загальним розв’язком цього рiвнян-
ня. Скориставшись методом варiацiї довiльних сталих, запише-
мо систему{

C ′
1(x) cosωx + C ′

2(x) sinωx = 0,

−ωC ′
1(x) sinωx + ωC ′

2(x) cosωx = sinωx,

розв’язавши яку, маємо:

C ′
1(x) = −sin2 ωx

ω
, C ′

2(x) =
cosωx sinωx

ω
.

Звiдси, наприклад,

C ′
1(x) = − 1

2ω

(
x− sin 2ωx

2ω

)
, C ′

2(x) = −cos 2ωx

4ω2
.

Тодi

ϕ(x) = −x cosωx

2ω
+

sin 2ωx cosωx

4ω2
− cos 2ωx sinωx

4ω2
=

= −x cosωx

2ω
+

sinωx

4ω2
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частинний розв’язок заданого рiвняння, а

y = −x cosωx

2ω
+

sinωx

4ω2
+ C1 cosωx+ C2 sinωx

є його загальний розв’язок.
Знання фундаментальної системи розв’язкiв забезпечує мо-

жливiсть знайти будь-який розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння, а подальше застосування методу варiацiї довiльних ста-
лих — будь-який розв’язок неоднорiдного рiвняння. Отож при-
родним є питання про ефективнi методи побудови такої системи.

Ще Л. Ейлер довiв, що для лiнiйного однорiдного рiвняння
виду

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0, (30.10)

де a1, a2, . . . , an ∈ R, знаходження фундаментальної системи
розв’язкiв зводиться до розв’язування певного алгебраїчного рiв-
няння. Справдi, якщо за його рекомендацiєю шукати розв’язок
рiвняння (30.10) у виглядi

y = eλx, (30.11)

то, врахувавши, що
y(k) = λkeλx,

прийдемо до висновку, що (30.11) є розв’язок рiвняння (30.10)
тодi i тiльки тодi, коли

eλx(λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an) = 0

або
λn + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0. (30.12)

Алгебраїчне рiвняння (30.12) називається характеристичним
рiвнянням рiвняння (30.10), а многочлен

Pn(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an
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його характеристичним многочленом.
Якщо λ0 — корiнь рiвняння (30.12), то очевидно, що

y = eλ0x

є розв’язок рiвняння (30.10), де eλ0x — комплексно-значна фун-
кцiя, якщо λ0 є комплексне число.

Теорема 30.4. Якщо λ0 — корiнь характеристичного рiв-
няння (30.12) кратностi m (1 < m 6 n), то кожна функцiя
виду

xreλ0x,

де r = 1, 2, . . . ,m− 1, є розв’язком рiвняння (30.10).

Доведення. Вiзьмемо функцiю

xreλx

i, скориставшись формулою Лейбнiца, обчислимо її похiдну k-го
порядку.

dk

dxk
(xreλx) =

dk

dxk
(eλxxr) =

k∑
i=0

Ci
k(e

λx)(k−i)(xr)(i) =

= eλx

(
λkxr +

k∑
i=1

k(k − 1) · · · (k − i+ 1)

i!
λk−i(xr)(i)

)
=

= eλx

(
λkxr +

k∑
i=1

(λk)(i)(xr)(i)

i!

)
= eλx

k∑
i=0

(λk)(i)(xr)(i)

i!
.

Пiдставимо цю функцiю та її похiднi до n-го порядку включно
у лiву частину рiвняння (30.10). Маємо:

eλx

(
n∑

i=0

(λn)(i)(xr)(i)

i!
+ a1

n−1∑
i=0

(λn−1)(i)(xr)(i)

i!
+ · · ·+

477



+an−1

1∑
i=1

(λ)(i)(xr)(i)

i!
+ anx

r

)
=

= eλx
(
xr(λn + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ+ an)+

+
(xr)′

1!

(
(λn)′ + a1(λ

n−1)′ + · · ·+ an−1

)
+ · · ·+

+
(xr)(r)

r!

(
(λn)(r) + a1(λ

n−1)(r) + an−r(λ
r)(r)

))
=

= eλx

(
xrPn(λ) +

(xr)′

1!
P ′

n(λ) + · · ·+ (xr)(r)

r!
P (r)

n (λ)

)
.

(Тут враховано, що (xr)(k) = 0 для k > r). Якщо в останнiй
вираз покласти λ = λ0 i врахувати, що Pn(λ0) = P ′

n(λ0) = · · · =

P
(r)
n (λ0) = 0, то

(xreλ0x)(n) + a1(x
reλ0x)(n−1) + · · ·+ an−1(x

reλ0x)′ + anx
reλ0x ≡ 0,

тобто функцiя xreλ0x є розв’язком рiвняння (30.10). �

Теорема 30.5. Якщо λ1, λ2, . . . , λl — коренi характерис-
тичного рiвняння (30.12) вiдповiдно кратностi m1,m2, . . . ,ml

(m1 +m2 + · · ·+ml = n), то система функцiй

eλkx, xeλkx, . . . , xmk−1eλkx,

де k = 1, 2, . . . , l, є фундаментальною системою розв’язкiв
рiвняння (30.10).

Доведення. Припустимо, що це не так, тобто припустимо,
що задана система функцiй є лiнiйно залежною. Тодi iснує набiр
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чисел αkj (k = 1, l, j = 1,mk − 1), серед яких є хоч одне число,
вiдмiнне вiд нуля, такий, що для всiх x ∈ R

l∑
k=1

mk−1∑
j=0

αkjx
jeλkx ≡ 0

або
l∑

k=1

Ak(x)e
λkx ≡ 0, (30.13)

де Ak(x) — многочлен степеня не вище mk − 1.
Припустимо, що A1(x) 6≡ 0, тобто

A1(x) = α10 + α11x+ · · ·+ α1sx
s,

де α1s 6= 0. Помножимо обидвi частини тотожностi (30.13) на
e−λlx. Одержимо

A1(x)e
(λ1−λl)x +A2(x)e

(λ2−λl)x + · · ·+Al−1(x)e
(λl−1−λl)x +Al(x) ≡ 0.

(30.14)
Нехай Al(x) є многочлен степеня p1 (p1 6 ml − 1). Продиферен-
цюємо тотожнiсть (30.14) p1 + 1 раз. Тодi, врахувавши, що при
будь-якому k

dk

dxk
(A(x)eαx) = B(x)eαx,

де B(x) є многочлен того ж степеня, що й многочлен A(x), при-
чому його старший коефiцiєнт дорiвнює a0α

k, де a0 — старший
коефiцiєнт многочлена A(x), маємо

B1(x)e
(λ1−λl)x +B2(x)e

(λ2−λl)x + · · ·+Bl−1(x)e
(λl−1−λl)x ≡ 0

або

B1(x)e
λ1x +B2(x)e

λ2x + · · ·+Bl−1(x)e
λl−1x ≡ 0, (30.15)
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причому старший коефiцiєнт многочлена B1(x) дорiвнює
α1s(λ1 − λl)

p+1. З тотожнiстю (30.15) проробимо те саме, що
й з тотожнiстю (30.13). Одержимо тотожнiсть

C1(x)e
λ1x + C2(x)e

λ2x + · · ·+ Cl−2(x)e
λl−2x ≡ 0,

причому старший коефiцiєнт многочлена C1(x) дорiвнює
α1s(λ1−λl)

p1+1(λ1−λl−1)
p2+1, де p2 — степiнь многочлена Bl−1(x).

Продовжимо цю процедуру. Як результат одержимо тото-
жнiсть

S1(x)e
λ1x ≡ 0 або S1(x) ≡ 0, (30.16)

причому старший коефiцiєнт многочлена S1(x) дорiвнює

α1s(λ1 − λl)
p1+1(λ1 − λl−1)

p2+1 · · · (λ1 − λ2)
pl−1+1.

Оскiльки λ1−λl 6= 0, . . . , λ1−λ2 6= 0, то в силу (30.16) α1s = 0, що
суперечить припущенню. Таким чином, наше припущення не-
вiрне, а отже, задана система розв’язкiв є лiнiйно незалежною,
тобто є фундаментальною системою розв’язкiв рiвняння (30.10).
�

Висновок. Згiдно теореми 30.5 задача iнтегрування лiнiйно-
го однорiдного рiвняння iз сталими коефiцiєнтами (30.10)

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0

зводиться до розв’язування характеристичного рiвняння (30.12)

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0,

i коли коренi останнього рiвняння знайденi, то загальний розв’я-
зок рiвняння (30.10) записується у виглядi

y =
l∑

k=1

mk−1∑
j=0

Ckjx
jeλkx, (30.17)
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де Ckj — довiльнi сталi.
У випадку коли λk = αk + βki, де βk 6= 0, корiнь рiвняння

(30.12) кратностi mk, то його коренем буде число λk = αk − βki
тiєї ж кратностi. А отже, до складу (30.17) увiйдуть комплексно
значнi функцiї. Врахувавши, що двом комплексним розв’язкам

xme(αk+βki)x, xme(αk−βki)x,

де m < mk, вiдповiдають два дiйснi розв’язки

xm cos βkxe
αkx, xm sin βkxe

αkx,

всi комплексно значнi розв’язки можна замiнити дiйсними
розв’язками, причому нова система розв’язкiв є фундаменталь-
ною.

Знаючи загальний розв’язок (30.17) лiнiйного однорiдного
рiвняння, можна побудувати частинний розв’язок (наприклад,
методом варiацiї довiльних сталих) лiнiйного неоднорiдного рiв-
няння

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = f(x), (30.18)

i на пiдставi теореми 30.3 його загальний розв’язок.
Можна видiлити клас функцiй f(x), для якого можна побу-

дувати частинний розв’язок чисто алгебраїчним шляхом (метод
невизначених коефiцiєнтiв). А саме, якщо

f(x) = (Pm(x) cos βx+Qn(x) sin βx)eαx,

де Pm(x), Qn(x) — заданi многочлени вiдповiдно степеня m i
n, α, β ∈ R, причому α + βi не є коренем характеристичного
рiвняння вiдповiдного однорiдного рiвняння, то iснує частинний
розв’язок неоднорiдного рiвняння, який має вигляд

(Rn0(x) cos βx+ Tn0(x) sin βx)eλx, (30.19)
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де Rn0(x), Tn0(x) — многочлени степеня n0 = max(m,n) з не-
визначеними коефiцiєнтами. Якщо ж α + βi є корiнь характе-
ристичного рiвняння кратностi l, то iснує частинний розв’язок
неоднорiдного рiвняння, який має вигляд

xl(Rn0(x) cos βx+ Tn0(x) sin βx)eλx. (30.20)

Пiдставивши у неоднорiдне рiвняння (30.18) (30.19) (у першому
випадку) або (30.20) (у другому випадку) i скоротивши обидвi
частини на eλx, прирiвнюємо многочлени при cos βx i sin βx,
i пiсля цього коефiцiєнти при x з однаковими степенями.
Як результат, одержимо систему рiвнянь вiдносно невiдомих
коефiцiєнтiв многочленiв Rn0(x), i Tn0(x). Гарантом iснування
розв’язку побудованої лiнiйної системи є iснування розв’язку
рiвняння (30.18), який має вигляд (30.19) або (30.20).

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння

yV I − 4yV + 8yIV − 8y′′′ + 4y′′ = 0.

Розв’язання. Побудуємо характеристичне рiвняння

λ6 − 4λ5 + 8λ4 − 8λ3 + 4λ2 = 0,

i знайдемо його коренi. Маємо:

λ2(λ4 − 4λ3 + 8λ2 − 8λ+ 4) = 0

або λ2(λ2−2λ+2)2 = 0. Звiдси маємо три коренi λ1 = 0 кратностi
2, λ2 = 1 + i кратностi 2, λ3 = 1− i кратностi 2. ◦м вiдповiдають
розв’язки

y1 = 1, y2 = x, y3 = e(1+i)x, y4 = xe(1+i)x, y5 = e(1−i)x, y6 = xe(1−i)x,

якi складають фундаментальну систему. Замiнюємо пару роз-
в’язкiв y3, y5 розв’язками cosxex, sin xex, а пару розв’язкiв y4, y6
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розв’язками x cosxex, x sin xex, i записуємо загальний розв’язок
заданого рiвняння

y = C1 + C2x+ C3e
x cosx+ C4e

x sinx+ C5xe
x cosx+ C6xe

x sin x.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння

y′′ + y = x cosx.

Розв’язання. Побудуємо характеристичне рiвняння

λ2 + 1 = 0,

i знайдемо його коренi. Маємо λ1 = i, λ2 = −i. ◦м вiдповiдають
розв’язки y1 = cos x, y2 = sin x. А отже, загальний розв’язок
однорiдного рiвняння y′′ + y = 0 має вигляд

y = C1 cosx+ C2 sin x.

Оскiльки права частина

f(x) = x cosx,

то частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння будемо шукати
у виглядi

y = x((A1x+B1) cos x+ (A2x+B2) sinx) =

= (A1x
2 +B1x) cos x+ (A2x

2 +B2x) sinx.

Тодi

y′ = (2A1x+B1 + A2x
2 +B2x) cos x+

+ (−A1x
2 −B1x+ 2A2x+B2) sinx,

y′′ = (2A1 + 4A2x+ 2B2 − A1x
2 −B1x) cos x+

+ (−4A1x− 2B1 − A2x
2 −B2x+ 2A2) sinx.
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Пiдставивши y, y′′ у задане рiвняння, одержимо двi рiвностi мно-
гочленiв

2A1 + 4A2x+ 2B2 − A1x
2 −B1x+ A1x

2 +B1x = x,

−4A1x− 2B1 − A2x
2 −B2x+ 2A2 + A2x

2 +B2x = 0,

з якої маємо таку систему

4A2 = 1, 2A1 + 2B2 = 0, −4A1 = 0, −2B1 + 2A2 = 0.

Звiдси A1 = B2 = 0, A2 = B1 =
1

4
. Отже, загальний розв’язок

заданого рiвняння буде мати вигляд

y =
x

4
cosx+

x2

4
sin x+ C1 cosx+ C2 sin x.

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння

y′′ + 4y = x cosx+ x2 sin 2x.

Розв’язання. Оскiльки коренями характеристичного рiвнян-
ня є λ1 = 2i, λ2 = −2i, то загальний розв’язок вiдповiдного
рiвняння має вигляд

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

Врахувавши, що частинний розв’язок заданого рiвняння є сумою
частинних розв’язкiв рiвнянь

(а) y′′ + 4y = x cosx, (б) y′′ + 4y = x2 sin 2x,

будемо шукати їх частиннi розв’язки окремо. Розглянемо рiв-
няння

z′′ + 4z = xeix = x cosx+ i sinx.
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Будемо шукати його розв’язок у виглядi

z = (Ax+B)eix.

Тодi

z′ = (A+ iAx+ iB)eix, z′′ = (2Ai− Ax−B)eix.

Пiдставивши z, z′′ у це рiвняння маємо

(2Ai− Ax−B)eix + 4(Ax+B)eix = xeix

або 2Ai + 3Ax + 3B = x. Звiдси 3A = 1, 2Ai + 3B = 0, тому

A =
1

3
, B = −2

9
i i z =

(
1

3
x− 2

9
i

)
e−ix. Тодi розв’язок рiвняння

(а) буде

y1 = Re z = Re
(

1

3
x− 2

9
i

)
(cosx+ i sin x) =

1

3
x cosx+

2

9
sin x.

Розглянемо рiвняння

z′′ + 4z = x2e2ix.

Будемо шукати його розв’язок у виглядi

z = (Ax3 +Bx2 + Cx)e2ix.

z′ = (3Ax2 + 2Bx+ C + 2Aix3 + 2Bix2 + 2Cix)e2ix,

z′′ = (6Ax+ 2B + 12Aix2 + 8Bix+ 2Ci− 4Ax3 −

− 4Bx2 − 4Cx)e2ix.

Пiдставивши z, z′′ у це рiвняння, одержимо

6Ax+ 2B + 12Aix2 + 8Bix+ 4Ci = x2.
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Звiдси

A = − i

12
, B =

1

16
, C =

i

32
.

Тодi розв’язок рiвняння (б) буде

y2 = Im z = Im
(
− i

12
x3 +

1

16
x2 +

i

32
x

)
(cos 2x+ i sin 2x) =

= −x
3

12
cos 2x+

x

32
cos 2x+

x2

16
sin 2x.

Отже, загальний розв’язок заданого рiвняння має вигляд:

y =

(
−x

3

12
+

x

32

)
cos 2x+

x2

16
sin 2x+

+
1

3
x cosx+

2

9
sin x+ C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

Завдання для самоконтролю.

1. Що таке комплексний розв’язок лiнiйного однорiдного ди-
ференцiального рiвняння? Довести, що коли

y = u(x) + iv(x)

розв’язок цього рiвняння, то його розв’язками будуть фун-
кцiї u(x) i v(x).

2. Довести, що множина всiх розв’язкiв лiнiйного однорiдно-
го диференцiального рiвняння n-го порядку вiдносно опе-
рацiї додавання i множення на скаляр є лiнiйним просто-
ром. Яка розмiрнiсть такого простору?

3. Довести, що коли y1(x), y2(x) розв’язки вiдповiдно дифе-
ренцiальних рiвнянь

y(n) + P1(x)y
(n−1) + · · ·+ Pn−1(x)y

′ + Pn(x)y = f1(x),

y(n) + P1(x)y
(n−1) + · · ·+ Pn−1(x)y

′ + Pn(x)y = f2(x),
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то функцiя y1(x) + y2(x) є розв’язком рiвняння

y(n) + P1(x)y
(n−1) + · · ·+ Pn−1(x)y

′ + Pn(x)y = f1(x) + f2(x).

4. У чому суть методу Ейлера побудови фундаментальної сис-
теми розв’язкiв однорiдного лiнiйного рiвняння другого по-
рядку iз сталими коефiцiєнтами? Який вигляд мають фун-
даментальна система розв’язкiв i загальний розв’язок у ви-
падку рiзних i кратних коренiв характеристичного рiвнян-
ня?

5. Зiнтегрувати рiвняння:

а) yV − 10y′′′ + 9y′ = 0;

б) yIV + 10y′′ + 9y = 0;

в) yIV + 8y′′ + 16y = 0.

6. Зiнтегрувати рiвняння:

а) y′′′ − y′′ = −3x+ 1;

б) y′′ − 4y = ex((−4x+ 4) cosx− (2x+ 6) sin 2x);

в) y′′ + y = 2 sinx+ 4x cos 2x.
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