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Передмова 9

Передмова

Комп’ютерна математика – новий i перспективний напрям,
який виник на стику математики i iнформатики. Пiд комп’ю-
терною математикою розумiють сукупнiсть теоретичних, ал-
горитмiчних, апаратних i програмних засобiв, призначених
для ефективного розв’язування на комп’ютерах математи-
чних задач майже необмеженої складностi з високим рiвнем
вiзуалiзацiї всiх етапiв обчислень.

Важливим аспектом комп’ютерної математики є мате-
матичне забезпечення автоматизацiї прикладних дослiджень
за допомогою таких новiтнiх математичних систем, як-от
MathCAD, Mathematicа, Maple, MATLAB, Scilab, Octave,
Maxima, Sage, Derive та iн. Використання цих математичних
систем позбавляє вiд рутинної роботи обчислювального ха-
рактеру й аналiтичних перетворень при розв’язуваннi рiзно-
манiтних математичних задач. Без застосування систем ком-
п’ютерної математики вже неможливо уявити як числовi, так
i аналiтичнi розрахунки в науково-дослiдницьких роботах.
Однак завдяки потужнiй графiцi, засобам вiзуального про-
грамування й використанню технiки мультимедiа роль систем
комп’ютерної математики виходить далеко за межi автома-
тизацiї тiльки математичних розрахункiв i прикладних досi-
джень. Можливiсть пiдготовки в системах комп’ютерної мате-
матики документiв i електронних книг, забезпечених наочни-
ми графiчними iлюстрацiями й iлюстративними прикладами,
робить цi системи незамiнними в освiтi. Вони стали зручни-
ми i надiйними помiчниками для досвiдчених користувачiв i
засобом надання математичних знань для початкiвцiв.

Одним з найбiльш популярних i потужних є пакет аналiти-
чних обчислень i числових розрахункiв Maple. Проект створе-
ння системи Maple з’явився в унiверситетi м. Ватерлоо (Кана-
да) у 1980 роцi. У 1988 роцi було створено об’єднання Waterloo
Maple Inc., яке до теперiшнього часу успiшно керує координа-
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цiєю зусиль розробникiв з багатьох країн свiту з розвитку та
пiдтримки Maple. Зараз це об’єднання бiльше вiдоме пiд iм’ям
свого пiдроздiлу i торгової марки Maplesoft. Майже щороку
виходить нова версiя Maple (остання версiя Maple 16 вийшла
28 березня 2012 р.).

У даний час система Maple стала прiоритетним засобом
числових i символьних обчислень у багатьох провiдних унi-
верситетах i науково-дослiдних установах свiту.

У цiй книзi викладено навчальний курс з вивчення систе-
ми комп’ютерної математики Maple. Описано основи роботи
з програмою, використання графiчних можливостей, засто-
сування до розв’язування рiзних видiв рiвнянь та їх систем,
задач математичного аналiзу, лiнiйної алгебри, аналiтичної
геометрiї, теорiї ймовiрностей i математичної статистики то-
що. Всi розглянутi теми проiлюстровано прикладами. Вони
дадуть читачу можливiсть краще засвоїти широкий спектр
засобiв Maple для розв’язування багатьох прикладних задач.
Детальний предметний покажчик дозволяє використовувати
посiбник як довiдник.

Студенти галузей знань, яким адресований цей посiбник,
зможуть використовувати його з таких нормативних та ви-
бiркових навчальних дисциплiн, як «Програмування», «Ма-
тематичне забезпечення систем автоматизацiї прикладних до-
слiджень», «Математичне програмне забезпечення», «Числовi
методи», «Практикум з розв’язування задач на ЕОМ», «До-
слiдження операцiй» та iнших.

Для роботи з бiльшою частиною розглянутих тем доста-
тньо версiї Maple 7. Роздiл 13 i § 17.3 вимагають версiї, не
нижчої за Maple 9.5.

Матерiал посiбника пiдiбрано так, щоб створити основу
для подальшого самостiйного опанування системи Maple у
потрiбному користувачевi напрямку. Автори не мали на ме-
тi описати всi команди та можливостi Maple. Для глибшо-
го ознайомлення з можливостями Maple радимо ознайомити-
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ся з лiтературою, яку наведено у кiнцi посiбника, де деякi
питання розкритi по-iншому або бiльш повно. Багато цiка-
вої iнформацiї можна отримати iз сайту компанiї-розробника
http://www.maplesoft.com, де є, зокрема, iлюстративнi на-
вчальнi матерiали, а також матерiали з розв’язування пра-
ктичних задач.

Всi слова та числа, видiленi червоним кольором, працюють
як гiперпосилання. При клацаннi на них лiвою кнопкою ми-
шi вiдбувається перехiд на ту частину сторiнки, де розмiщена
вiдповiдна iнформацiя. Нагадуємо, що для повернення до по-
передньої сторiнки пiсля користування гiперпосиланням слiд
застосовувати стандартну для програми, якою Ви користує-
тесь, комбiнацiю клавiш. У бiльшостi програм такою комбiна-
цiєю клавiш є Alt-← (стрiлка влiво). Весь змiст продубльовано
у закладках, що дозволяє швидко переходити до потрiбного
роздiлу чи параграфа. Дерево закладок розкривається при
клацаннi мишею на значку +.
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Роздiл 1. Iнтерфейс користувача Maple

§ 1.1. Основи iнтерфейсу

Робота з Maple здiйснюється у виглядi iнтерактивного се-
ансу (session): користувач вводить математичнi вирази i ко-
манди (пiд ними зараз розумiємо певнi iнструкцiї) i нати-
сненням клавiшi Enter передає їх на виконання програмi.
Усi введенi команди i результати їх виконання, наприклад,
вирази, формули, графiки, формують вмiст робочого листа
(worksheet) – основного документа Maple. Робочий лист мо-
жна зберегти, вiдкрити, знову виконати команди, що на ньому
мiстяться, чи внести необхiднi змiни.

Починаючи з версiї Maple 9.5, програма має два графi-
чнi iнтерфейси: класичний робочий лист (Classic Worksheet),
майже незмiнний для всiх версiй Maple пiд Windows, i стан-
дартний робочий лист (Standard Worksheet). Останнiй надає
бiльше можливостей для оформлення, але вимагає додатко-
вих системних ресурсiв i тому може працювати повiльнiше.
Математичнi можливостi обох робочих листiв однаковi.

Робочий лист складається з областей введення й областей
виведення. У перших областях вводяться команди, у других –
можемо спостерiгати результати їх виконання чи повiдомле-
ння про помилки. Вмiст областей введення i виведення утво-
рює групу обчислень, яку на робочому листi легко знайти за
характерною квадратною дужкою злiва (див. рис. 1 i 2).

За замовчуванням команди в областi введення класичного
робочого листа вiдображаються червоним кольором, а стан-
дартного робочого листа – чорним. Формули i повiдомлення
про нештатнi ситуацiї в областi виведення наводяться синiм
кольором, повiдомлення про помилки – рожевим.

На рис. 1 наведено вигляд вiкна програми з класичним ро-
бочим листом, на якому знайдено первiсну функцiї y = x sinx2

i побудовано графiк функцiї y = x2 − 5 cos 2x на промiжку
[−9, 9]. На рис. 2 – вигляд вiкна програми зi стандартним ро-
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бочим листом з тими самими дiями.
Команди вводяться в областi введення пiсля символу-

запрошення > у формi синтаксису мови Maple, а вiдобража-
тись можуть у цiй самiй формi або у виглядi звичайного мате-
матичного запису. За замовчуванням у класичному робочому
листi використовується перший варiант запису, у стандартно-
му – другий.

Рис. 1. Класичний робочий лист
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Рис. 2. Стандартний робочий лист

Працюючи з класичним робочим листом Maple, переклю-
чатись мiж режимами введення команд у формi синтакси-
су Maple i математичного запису можна за допомогою кно-
пки на контекстнiй панелi iнструментiв. Ця кнопка дозво-
ляє в будь-який момент замiнити команди у формi синтакси-
су Maple на їх математичний запис i навпаки, попередньо
встановивши на них курсор. При роботi зi стандартним ро-
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бочим листом аналогiчну функцiю виконують команди меню
Format�Convert To�1-D Math Input для переходу до синта-
ксису Maple i Format�Convert To�2-D Math Input для пере-
ходу до звичайного математичного запису.

Кожна команда Maple в областi введення повинна закiнчу-
ватись крапкою з комою (;) або двокрапкою (:). Вiдсутнiсть
будь-якого з цих символiв у кiнцi команди в класичному робо-
чому листi викликає повiдомлення про помилку, а у стандар-
тному – розглядається як наявнiсть крапки з комою. Якщо
команда закiнчується крапкою з комою, то результат вико-
нання цiєї команди вiдображатиметься в областi виведення,
двокрапка в кiнцi команди використовується для промiжних
обчислень, результати яких наводити не потрiбно. В одному
рядку можна вводити кiлька команд, вiдокремлених крапкою
з комою чи двокрапкою. Якщо команда не помiщається у ряд-
ку, то вона буде автоматично перенесена у наступний рядок.

Iнодi зручно задати кiлька команд по однiй у рядку, але
так, щоб при натисненнi клавiшi Enter вони були одночасно
переданi на виконання. Це здiйснюється натисненням комбi-
нацiї клавiш Shift+Enter пiсля завершення введення рядка.
У цьому випадку введений рядок не опрацьовується, а систе-
ма очiкує введення iнформацiї користувачем, перемiстивши
курсор у наступний рядок.

За замовчуванням результати виконання команди вiдобра-
жуються у виглядi звичайного математичного запису. Отри-
ману формулу або її частину можна скопiювати в область вве-
дення (вона вiдобразиться у формi синтаксису мови Maple,
якщо у цiй формi вiдображається вмiст областi введення).

Контекстне меню для областi виведення (вiдкривається
правою кнопкою мишi на областi виведення) мiстить операцiї,
якi можна виконати над її вмiстом. Крiм звичайних операцiй,
пов’язаних з копiюванням i вставкою, це вiкно мiстить перелiк
операцiй, якi можна застосувати до наявного виразу, напри-
клад, Integrate (зiнтегрувати), Differentiate (здиференцi-
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ювати), Factor (розкласти на множники), Plot (побудувати
графiк), Solve (розв’язати рiвняння, нерiвнiсть чи їх систе-
му), Limit (знайти границю). Для побудованого графiка за
допомогою контекстного меню можна змiнити деякi параме-
три вiдображення графiка. Контекстне меню iснує також для
областi введення.

Результати роботи можна зберегти у файлах рiзних фор-
матiв. Поточний документ записується у файл з розширенням
*.mw (Maple Worksheet) або *.mws (Maple Classic Worksheet),
однак його можна також експортувати у текстовий файл
(*.txt), веб-сторiнку (*.html), файл популярного пакету для
високоякiсного оформлення математичних документiв LATEX
(*.tex) та iншi формати.

§ 1.2. Коментарi, меню, палiтри

Крiм груп обчислень, на робочому листi можуть бути
коментарi. Для створення текстового коментаря в робочому
листi треба виконати команду меню Insert�Text або нати-
снути кнопку на основнiй панелi iнструментiв. Для по-
чатку нової групи обчислень треба виконати команду меню
Insert�Maple Input або натиснути кнопку з основної пане-
лi iнструментiв. Коментарем є також частина рядка в областi
введення, яка починається з символу #. Весь рядок пiсля цьо-
го символу не виконується. У коментарях можна використо-
вувати кириличнi букви, рiзнi способи форматування тексту,
зокрема рiзноманiтнi шрифти, стилi шрифтiв, кольори тощо.

На рис. 3 наведено приклад класичного робочого листа
з коментарями, додатково оформленими спецiальними шри-
фтами. На рис. 4 цей самий приклад вiдображено у стандар-
тному робочому листi.
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Рис. 3. Класичний робочий лист з коментарями

Рис. 4. Стандартний робочий лист з коментарями

Починаючи з версiї Maple 10, здiйснюється автоматична
нумерацiя формул i виразiв, де кожен рядок нумерується чи-
слом у круглих дужках (див. рис. 4).

Звертаємо увагу на те, що пiд час сеансу роботи з робо-
чим листом у пам’ятi комп’ютера зберiгаються всi результати
виконання команд, навiть якщо самi команди або результати
їх роботи пiсля цього були видаленi (звичайно, якщо не засто-
совувати спецiальних заходiв для знищення цiєї iнформацiї).
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Водночас, пiсля вiдкриття робочого листа у пам’ятi комп’ю-
тера немає результатiв обчислень, хоча вони можуть бути на
робочому листi у вiдповiдних областях виведення.

Для видалення результатiв обчислень з пам’ятi комп’юте-
ра (у тому числi всiх присвоювань значень змiнним) у черго-
вiй областi введення робочого листа можна використати ко-
манду restart або натиснути кнопку на основнiй панелi
iнструментiв. Для повторного виконання команд областi вве-
дення потрiбно покласти курсор у будь-яку точку цiєї областi
введення i натиснути клавiшу Enter чи кнопку з основ-
ної панелi iнструментiв. Для перерахунку результатiв всього
робочого листа використовують кнопку з основної панелi
iнструментiв. Якщо обчислення тривають надто довго, то їх
можна зупинити, натиснувши у класичному робочому листi
кнопку , а у стандартному – кнопку .

Головне меню програми у класичному робочому листi за-
звичай мiстить пункти: File (файл), Edit (редагування), View
(вигляд), Insert (вставка), Format (формат), Spreadsheet
(електронна таблиця) – недоступний за вiдсутностi активної
електронної таблицi, Window (вiкно), Help (довiдка). Якщо
видiлений графiк побудованої функцiї, то у меню замiсть
Spreadsheet з’являються пункти Style (стиль), Legend (ле-
генда), Axes (осi), Projection (проекцiя), Animation (анiма-
цiя), Export (експорт).

Головне меню програми у стандартному робочому ли-
стi мiстить пункти: File, Edit, View, Insert, Format, Table
(таблиця), Drawing (рисування), Plot (графiк), Spreadsheet,
Tools (iнструменти), Window, Help. Пункти меню Table,
Drawing, Plot, Spreadsheet будуть недоступними без актив-
них об’єктiв, для роботи з якими вони призначенi.

Робота з багатьма пунктами меню здiйснюється так само,
як у бiльшостi програм зi стандартним iнтерфейсом. Викори-
стання iнших пунктiв меню має бути зрозумiлим для читача,
який на достатньому рiвнi володiє англiйською мовою.
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Рис. 5. Палiтра Expression у класичному (злiва) i
стандартному (справа) робочому листi

Команда меню Insert�Execution Group�Before Cursor
(Insert�Execution Group�After Cursor) дозволяє вставити
нову групу обчислень вище (нижче) курсора. Цi ж операцiї
можна виконати, використавши комбiнацiї клавiш Ctrl+K i
Ctrl+J вiдповiдно.

Для набору формул можна використовувати палiтри
для вставки символiв, виразiв, матриць тощо. У класи-
чному робочому листi для виведення на екран палiтр
використовують команди меню: View�Palettes�Symbol
Palette (для введення грецьких букв i деяких мате-
матичних сталих), View�Palettes�Expression Palette
(для шаблонiв математичних операторiв i операцiй),
View�Palettes�Matrix Palette (для шаблонiв матриць
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рiзних розмiрiв), View�Palettes�Vector Palette (для
шаблонiв векторiв рiзних розмiрiв i типiв).

У стандартному робочому листi назви палiтр знаходяться
лiворуч вiд робочого листа (рис. 2). Для вiдкриття палiтри
треба клацнути мишею на трикутнику злiва вiд її назви.
На практицi, як правило, швидше набрати назви потрiбних
команд чи iмен, нiж шукати i вибирати вiдповiднi об’єкти в
палiтрах. На рис. 5 наведено палiтру Expression у класично-
му та стандартному робочих листах.

Рис. 6. Вiкно довiдки у класичному робочому листi
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§ 1.3. Довiдкова система

Maple має детальну довiдкову систему з поясненнями та
багатьма прикладами. Документ довiдки – це робочий лист з
гiперпосиланнями. Команда меню Help�Topic Search у кла-
сичному робочому листi й комбiнацiя клавiш Ctrl+F1 у стан-
дартному робочому листi вiдкриває вiкно довiдки, яке дозво-
ляє знайти потрiбний роздiл довiдки. Якщо на робочому листi
навести курсор на деяке слово i натиснути клавiшу F1 (у кла-
сичному робочому листi) або F2 (у стандартному робочому
листi), то вiдкриється вiкно довiдки з вiдповiдною темою (за
умови, що iнформацiя про вiдповiдний термiн є у довiдцi).

Рис. 7. Вiкно довiдки у стандартному робочому листi
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Ще один спосiб отримати довiдкову iнформацiю – це ви-
конати в областi введення на робочому листi команду ?термiн
або help(термiн) (такi команди можна не завершувати дво-
крапкою чи крапкою з комою). Наприклад, довiдку за словом
equation (рiвняння) можна отримати, натиснувши клавiшу
F1 чи F2 на цьому словi або виконавши в областi введення
?equation чи help(equation). Вiкно довiдки у класичному
i стандартному робочих листах має рiзний вигляд (рис. 6, 7
вiдповiдно).

Питання до роздiлу 1

1. Назвiть загальнi особливостi iнтерфейсу Maple. Якi основ-
нi вiдмiнностi мiж класичним i стандартним робочими листами
Maple?

2. Назвiть основнi принципи введення та виведення iнформацiї
в Maple.

3. Як змiнити спосiб вiдображення областi введення?
4. Як у робочий лист у Maple вставити текстовий коментар?
5. Якими символами має закiнчуватись кожна iнструкцiя в

областi введення? Як виконати команду без виведення результатiв
на екран?

6. Як мiж двома групами обчислень вставити ще одну?
7. Як вилучити з пам’ятi комп’ютера всi результати обчислень,

не закриваючи робочий лист?
8. Як зупинити обчислення, що тривають занадто довго?
9. Як у Maple реалiзується спрощений механiзм введення сим-

волiв i математичних структур?
10. Наведiть основнi способи використання довiдкової системи

Maple.
11. У якi формати можна експортувати робочий лист Maple?
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Роздiл 2. Типи даних, змiннi та вирази в Maple

§ 2.1. Числа та дiї з ними

Числа можуть бути цiлими, звичайними дробами, радика-
лами (алгебричними коренями з чисел), комплексними i чи-
слами з плаваючою крапкою. Першi три типи чисел дозволя-
ють виконувати точнi обчислення (без заокруглень), що вiдрi-
зняє систему аналiтичних обчислень Maple вiд систем число-
вого розв’язання задач MathCad, MATLAB та iнших. Числа
з плаваючою крапкою є наближеними i кiлькiсть значущих
цифр в них обмежена. Комплекснi числа можуть бути як то-
чними (коли дiйсна й уявна частини подаються точними чи-
слами), так i наближеними (коли дiйсна або уявна частина
задана у виглядi числа з плаваючою крапкою).

Цiлi числа задаються у виглядi послiдовностi цифр вiд 0
до 9 практично довiльної довжини (кiлькiсть цифр обмеже-
на числом 228 чи обсягом наявної пам’ятi комп’ютера). Перед
вiд’ємними числами ставиться знак мiнус (-). В обчисленнях
можна використовувати додавання (+), вiднiмання (-), мно-
ження (*), дiлення (/), пiднесення до степеня (^ або **) i об-
числення факторiала (!). Порядок виконання цих операцiй
є стандартним: спочатку виконується пiднесення до степеня,
потiм – множення i дiлення, далi – додавання i вiднiмання.
Для змiни порядку виконання операцiй використовують кру-
глi дужки. Наприклад:

> 11^12-12**11;
2395420006033

> (19+4*11)/3+4;
25

> 60!;

8320987112741390144276341183223364380754172606361245952\
449277696409600000000000000
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Знак \ (зворотний слеш) в останньому прикладi викори-
стовується для перенесення довгого числа на наступний ря-
док.

Надалi у прикладах будемо наводити область введення у
формi синтаксису Maple. Саме так потрiбно набирати фор-
мули, проте вiдображатись вмiст областi введення може як у
цьому виглядi, так i в стандартному математичному записi.

Звичайнi дроби задають за допомогою дiлення двох цiлих
чисел, причому скорочення дробiв виконується автоматично.
Iз звичайними дробами можна виконувати всi арифметичнi
операцiї та пiднесення до степеня:

> 28/12*6;
14

> 2/3-1/6+5/9-7/10;
16

45

> (2+6/3)^2;
16

Для перетворення звичайного дробу в десятковий мо-
жна використовувати команду1 evalf, яка наближує звичай-
ний дрiб десятковим, використовуючи десять значущих цифр.
Якщо цiєї точностi недостатньо, то її можна задати другим
параметром вказаної команди. Розглянемо приклади:

> evalf(13/19);
0.6842105263

> evalf(13/19,25);

0.6842105263157894736842105

Радикали задаються як результат пiднесення до дробового
степеня цiлих i дробових чисел або обчислення з них квадра-
тного кореня функцiєю sqrt чи кореня n-го степеня функцiєю

1Детальнiше про команди Maple йтиметься у § 2.2.
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surd(число,n). Якщо основою або показником степеня є дрiб,
то його потрiбно записувати у круглих дужках. Для радикалiв
також здiйснюються можливi спрощення, пов’язанi з винесе-
нням з-пiд знаку радикала максимально можливої величини.
Розглянемо приклади:

> sqrt(80/9);
4
√
5

3

> surd(64,-6);
1

2

> (1/3)^(4/3);

3

(
2

3

)

9

У останньому прикладi показник степеня 2/3 записаний
так, як вiн виглядає у класичному робочому листi. У стан-
дартному робочому листi показник степеня запишеться через
косу риску:

> (1/3)^(4/3);
1

9
32/3

Числа з плаваючою крапкою задаються у виглядi вiд-
окремлених крапкою цiлої та десяткової частин (можливо, зi
знаком), наприклад, 2.5671, −100., .234. Числа з плаваючою
крапкою можна задавати також в експоненцiальнiй формi, де
пiсля мантиси дiйсного числа ставиться символ e чи E з цiлим
числом (показником степеня) пiсля нього. Наприклад, запис
5.6789e-2 означає число 0,056789, а 32E1000 – число 3,2·101001.

Якщо у виразi є хоч одне число з плаваючою крапкою,
то результат теж буде таким, окрiм випадку, коли у виразi є
радикал (тодi радикал обчислюється точно, а коефiцiєнт бiля
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нього може бути точним або числом з плаваючою крапкою):

> 4^3*0.1;
6.4

> 3e2-1/3+5/7*sqrt(5)*0.3+2^(2/3);

299.6666667 + 0.2142857143
√
5 + 22/3

Для позначення уявної одиницi i =
√−1 у записi компле-

ксних чисел використовується константа I, наприклад:

> 3+4*I;
3 + 4 I

Над комплексними числами можна виконувати всi звичай-
нi операцiї:

> (1+I)*(3-2*I);
5 + I

> (1-I)/(2+I);
1

5
− 3

5
I

> (4+I)^2;
15 + 8 I

> sqrt(I);
1

2

√
2 +

1

2
I
√
2

Maple завжди намагається здiйснювати обчислення з ма-
ксимальною точнiстю. Лише якщо зробити це не вдається, то
використовуються наближенi методи.

§ 2.2. Константи, змiннi, вирази, команди i типи

Вираз складається з чисел, констант, iмен змiнних i фун-
кцiй, поєднаних знаками допустимих операцiй, можливо, з
круглими дужками.
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Якщо вираз мiстить змiнну, якiй не надано жодного зна-
чення, то вона трактується як деяка невiдома величина, а
вiдповiдний вираз називають символьним. Основна робота у
Maple зазвичай пов’язана з рiзноманiтними перетвореннями
символьних виразiв.

У виразах можна використовувати такi константи: Pi – чи-
сло π = 3,1415926 . . ., I – уявна одиниця

√−1, infinity – до-
датна нескiнченнiсть ∞, gamma – стала Ейлера (0,5772156. . . ),
true – iстина, false – хибнiсть та деякi iншi. Iмена цих кон-
стант є зарезервованими, а їх значення не можна перевизна-
чати.

Для основи натурального логарифма немає окремої кон-
станти, замiсть неї треба використовувати запис exp(1). У
стандартному математичному записi основа натурального ло-
гарифма виглядатиме як e. Використання у формулi букви
e замiсть основи натурального логарифма не приведе до по-
вiдомлення про помилку, але результат буде неправильним.
Буква e як невiдома вiдображається курсивом: e.

Два вирази, поєднанi знаком =, є рiвнянням. Нерiвнiсть
складається з двох виразiв, поєднаних знаками >, <, >=, <=
або <>.

Вирази, рiвняння, нерiвностi та iншi об’єкти можна при-
своювати змiнним операцiєю присвоювання (:=). Кожна змiн-
на Maple має iм’я (iдентифiкатор), що складається з латин-
ських букв, цифр i символу пiдкреслення (_), але першим сим-
волом iменi цифра бути не може. Великi i малi букви розрi-
зняються. В якостi iмен не можна використовувати зарезер-
вованi слова Maple (наприклад, and, by, do, error, fi, while,
next, in, use, proc, from), а також не бажано використову-
вати назви команд. Обмежень на довжину iменi змiнної фа-
ктично немає (вона може сягати 524275 символiв). Прикла-
ди iмен рiзних змiнних: newname, NewName, Newname, newname1,
newname_2, new_name.

Змiнна, iм’я якої збiгається з iм’ям грецької букви, вiд-
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ображається вiдповiдною грецькою буквою, наприклад, букву
α одержимо, якщо набрати alpha. Назви малих грецьких букв
наведено у таблицi:

α – alpha η – eta ν – nu τ – tau
β – beta θ – theta ξ – xi υ – upsilon
γ – gamma ι – iota o – omiсron φ – phi
δ – delta κ – kappa π – pi χ – chi
ε – epsilon λ – lambda ρ – rho ψ – psi
ζ – zeta μ – mu σ – sigma ω – omega

Великi грецькi букви можна записати, якщо набрати назву
вiдповiдної букви з великої букви, наприклад, Δ – Delta, Σ –
Sigma, Ω – Omega i т. д. Грецькi букви можна набирати також
за допомогою спецiальної палiтри (§ 1.2). Приклад:

> h:=alpha*Omega/(Phi(tau)+beta);

h :=
αΩ

Φ(τ) + β

Змiнна, якiй нiчого не присвоєно, трактується як невiдо-
ма. Iснують системнi змiннi, яким певнi значення присвоєнi
вiдразу. Наприклад, системна змiнна Digits визначає необхi-
дну кiлькiсть значущих цифр при наближених обчисленнях
з десятковою крапкою. За замовчуванням їй присвоєно зна-
чення 10, але його можна змiнити операцiєю присвоювання,
наприклад:

> evalf(Pi);
3.141592654

> Digits:=30: evalf(Pi);

3.14159265358979323846264338328

Бiльшiсть iмен системних змiнних починається з символу пiд-
креслення (див., наприклад, стор. 123).
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Символ % (вiдсоток) можна використовувати для звертан-
ня до результату виконання попередньої операцiї (навiть якщо
вона закiнчувалась символом двокрапки). У Maple є ще двi
подiбнi операцiї – %% i %%%, що означають вiдповiдно зверта-
ння до результату виконання «передпопередньої» i «передпе-
редпопередньої» операцiй. Пiд попередньою розумiємо опера-
цiю, виконану безпосередньо перед поточною, причому вона
не обов’язково має бути записаною у групi обчислень, що без-
посередньо передує поточнiй областi введення. Приклади:

> 100!/99!;
100

> %^2;
10000

> %-%%;
9900

Основнi можливостi Maple реалiзованi за допомогою фун-
кцiй, якi також називають командами. Кожна команда Maple
(їх є декiлька тисяч) має назву i кiлька аргументiв, що запи-
суються у круглих дужках пiсля назви команди через кому:

command(par1, par2, . . . , parn)

де par1, par2, . . . , parn – аргументи (їх ще називають пара-
метрами) команди. Назви команд треба записувати, дотри-
муючись регiстру, бо великi i малi букви у назвах команд,
як i скрiзь у Maple, розрiзняються. Кiлькiсть аргументiв, їх
змiст, порядок i форма запису закладенi розробниками ко-
манди. Аргументи бувають обов’язковi i необов’язковi. В яко-
стi аргументiв можна використовувати вирази, якi є деякими
математичними функцiями, а тому вживатимемо термiн «ко-
манда» для уникнення плутанини мiж функцiями як коман-
дами Maple i виразами як математичними функцiями. Саме
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цей термiн використовується у довiдковiй системi Maple. Де-
якi команди (evalf, sqrt, surd) i приклади їх застосування
зустрiчались на стор. 24 – 26.

Деякi команди можуть мати необов’язковi аргументи, якi
записуються у квадратних дужках перед круглими. Результат
дiї команди можна присвоїти змiннiй, використати у виразi,
вiн може бути аргументом iншої команди. При безпосередньо-
му використаннi команди результат її виконання просто вiд-
образиться в областi виведення (якщо команда завершується
крапкою з комою).

Найважливiшi команди знаходяться в стандартнiй бiблiо-
тецi Maple, а решта – у додаткових пакетах (про роботу з
пакетами йтиметься у роздiлi 9).

Цiлi числа мають тип integer, звичайнi дроби – fraction,
радикали – radical i ^, числа з плаваючою крапкою – float,
комплекснi числа – complex, невiдома – symbol, рiвняння –
тип =, нерiвнiсть – тип <, <= або <>, вираз – знак останньої
операцiї, що виконуватиметься пiсля розкриття дужок.

Визначити тип об’єкта obj можна за допомогою команди
whattype(obj). Перевiрити, чи заданий об’єкт obj має певний
тип t, можна командою type(obj, t). Вона виводить значення
true, якщо об’єкт obj має тип t, i значення false – у проти-
лежному випадку. Приклади:

> whattype(x+5);
� + �

> whattype(Pi);
symbol

> type(1000000^100000, integer);

true

Оскiльки об’єкт може належати до кiлькох типiв одноча-
сно (можуть бути вкладенi типи), то команда type може да-
вати значення true для кiлькох типiв. Крiм того, типiв, якi
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можуть використовуватись у командi type, є набагато бiльше,
нiж типiв, що вертаються командою whattype. Назви всiх мо-
жливих типiв, якi можуть використовуватись у командi type,
є на сторiнцi довiдки цiєї команди (?type).

§ 2.3. Основнi математичнi функцiї

У Maple є великий набiр математичних функцiй, почина-
ючи вiд елементарних i закiнчуючи спецiальними. У таблицi
наведено команди для основних математичних функцiй.

Функцiя Синтаксис команди
sinx sin(x)
cos x cos(x)
tg x tan(x)
ctg x cot(x)
sec x sec(x)
cosec x csc(x)
arcsinx arcsin(x)
arccos x arccos(x)
arctg x arctan(x)
arcctg x arccot(x)
ex exp(x)
lnx ln(x) або log(x)
lg x log10(x)
loga x log[a](x)
shx sinh(x)
ch x cosh(x)
thx tanh(x)
cth x coth(x)
|x| abs(x)

sgnx signum(x)√
x sqrt(x)

n
√
x surd(x,n)

[x] (цiла частина) floor(x)
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Функцiя Синтаксис команди
{x} (дробова частина) frac(x)
заокруглення x до
найближчого цiлого round(x)

вiдкидання дробової
частини числа x trunc(x)

найближче цiле,
бiльше або рiвне за x ceil(x)

min(x1, . . . , xn) min(x1, . . . ,xn)
max(x1, . . . , xn) max(x1, . . . ,xn)

Розглянемо кiлька прикладiв:

> floor(Pi); floor(-Pi);

3

−4
> frac(exp(1.)); frac(-exp(1.));

0.718281828

−0.718281828
> round(15.2); round(-15.2);

15

−15
> trunc(tan(1000)); trunc(-tan(1000));

1

−1
> ceil(sqrt(6)); ceil(-sqrt(6));

3

−2
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Зауважимо, що значення аргументiв всiх тригонометри-
чних функцiй задаються у радiанах. Усi наведенi в таблицi
функцiї мають тип function. Серед спецiальних математи-
чних функцiй є, зокрема, гамма- i бета-функцiї, функцiї Бессе-
ля, елiптичнi iнтеграли, дельта-функцiя Дiрака, функцiя Хе-
вiсайда та багато iнших. Довiдку про математичнi функцiї
Maple можна отримати, виконавши команду ?inifunction.

§ 2.4. Помилки

Якщо команда введена правильно, то у областi виведення
матимемо результат виконання цiєї команди. Якщо область
виведення порожня або у нiй вiдображається те саме чи май-
же те саме, що було записане у вiдповiднiй областi введен-
ня, то це означає, що програма не може виконати вiдповiдну
команду. Так може бути тодi, коли, наприклад, iнтеграл не
знаходиться у квадратурах, рiвняння не розв’язується точни-
ми методами, програма не може знайти методу розв’язування
задачi, не вказанi деякi параметри. Повнiстю повторений ра-
зом з iм’ям команди рядок введення в областi виведення може
свiдчити про те, що iм’я команди задано неправильно, такої
команди не iснує або не пiдключений пакет, в якому вона мi-
ститься.

Якщо у записi аргументiв команди допущено синтаксичну
помилку, то iнформацiю про неї англiйською мовою можна
буде побачити в областi виведення. Наприклад:

> sin(1,2);
Error, (in sin) expecting 1 argument, got 2

У цьому прикладi замiсть крапки помилково набрано ко-
му, тому у команду, яка потребує одного аргументу, фактично
пiдставлено два аргументи. Правильний запис:

> sin(1.2);
0.9320390860
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Часто при помилцi набору замiсть повiдомлення про по-
милку може бути отриманий невiрний результат. Наприклад:

> sin*(1.2);
1.2 sin

У цьому випадку зайвий знак множення призвiв до того, що
sin було сприйнято як iм’я змiнної, якiй не присвоєно жодно-
го значення. Аналогiчно, пропуск знака множення у виразi
x(y+z)

> x:=3: y:=4: z:=6: x(y+z);

3

дає неправильну вiдповiдь, бо x(y+z) трактується як фун-
кцiя x однiєї змiнної1, яку потрiбно обчислити у точцi 10
(y + z = 4 + 6). Оскiльки змiннiй x присвоєно значення 3,
то вона є сталою, тобто дорiвнює 3 у кожнiй точцi. У складнi-
ших випадках помилки аналогiчного характеру можуть бути
не такими очевидними.

При наборi у стандартному робочому листi пропуск спри-
ймається як знак множення. Бiльше того, цей знак множен-
ня вiдображається пропуском, як це прийнято в математицi,
бо область введення за замовчуванням показується у стан-
дартному математичному записi! Таку помилку помiтити ще
важче. Матимемо знову:

> sin (1.2);
1.2 sin

При недостатньому досвiдi радимо працювати у класичному
робочому листi або при роботi зi стандартним робочим листом
область введення вiдображати у формi синтаксису Maple.

Треба бути уважним: наприклад, використання pi замiсть
Pi, i замiсть I чи e замiсть exp(1) означає невiдому (якщо їй

1Про створення функцiй користувача йтиметься в § 3.2.
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попередньо не було присвоєно певного значення) π, i чи e, а
не число π = 3.14159 . . ., уявну одиницю чи основу натураль-
ного логарифма вiдповiдно. Таку помилку можна одразу й не
помiтити:
> Pi; evalf(%);

π

3.141592654

> pi; evalf(%);

π

π

Для уникнення грубих помилок при виконаннi прикладiв
можна перед ними викликати команду restart, яка знiмає
присвоювання з усiх ранiше використаних змiнних (стор. 18).

§ 2.5. Рядки

Maple вмiє працювати з рядками – будь-якими наборами
символiв у подвiйних лапках. Тип рядка – string, а його дов-
жина практично не обмежена. Якщо потрiбно використовува-
ти подвiйнi лапки в рядку, то треба набрати двоє лапок пiдряд
"" або \". Приклади:
> "Приклад рядка";

"Приклад рядка"

> "Рядок \"A"""; whattype(%);

"Рядок "А""
string

Об’єднання рядкiв здiйснюють за допомогою операцiї ||
або команди cat:



36 Роздiл 2. Типи даних, змiннi i вирази в Maple

> "Перший рядок"||"Другий рядок";

"Перший рядокДругий рядок"

> cat("Перший рядок","Другий рядок");

"Перший рядокДругий рядок"

Команда length дозволяє знайти довжину рядка (кiль-
кiсть символiв у ньому), а для видiлення пiдрядка заданого
рядка можна використовувати iндекси:

> "S:="information";

S := "information"

> length(S);
11

> S1:=S[3..7];
S1 := "forma"

§ 2.6. Послiдовностi

Послiдовнiсть у Maple – це група виразiв, вiдокремлених
комами. Її тип – exprseq. Цей тип буде видавати команда
whattype, але його не можна використовувати в командi type.
Приклад:

> s1:=1,2,sqrt(5),x,2,2*x+1, "friend";

s1 := 1, 2,
√
5, x, 2, 2x + 1, "friend"

> whattype(s1);
exprseq

Послiдовнiсть зберiгає порядок виразiв у нiй. Вона може
у довiльному порядку мiстити елементи, що повторюються.
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Якщо над послiдовнiстю виконується якась команда, то ко-
жен елемент цiєї послiдовностi розглядається як вiдповiдний
параметр команди. Розглянемо, наприклад, використання по-
слiдовностi в якостi аргументу команди surd:

> s1:=100,3; surd(s1);

s1 := 100, 3

102/3

Для багатьох операцiй використання в якостi одного з опе-
рандiв послiдовностi приводить до формування нової послi-
довностi, елементами якої будуть результати застосування за-
даної операцiї до вiдповiдних елементiв початкової послiдов-
ностi. Наприклад:

> s2:=1,3,2,x; s3:=s2*3;

s2 := 1, 3, 2, x

s3 := 3, 9, 6, 3x

Можна виконувати множиннi присвоювання за допомогою
послiдовностi змiнних злiва вiд операцiї присвоювання := i
послiдовностi виразiв справа вiд неї:

> a,b,c:=1,2,5;
a, b, c := 1, 2, 5

> a+b+c;
8

Отримати значення будь-якого елемента послiдовностi мо-
жна за допомогою iндексу (номера), який записується у ква-
дратних дужках пiсля iменi змiнної:

> s2:=1,3,2,x: s2[2];
3

Якщо використовується вiд’ємний iндекс, то нумерацiя
елементiв послiдовностi здiйснюється справа налiво: iндекс −1
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вiдповiдає останньому елементу, iндекс −2 – передостанньому
i т. д.

За допомогою iндексiв iз заданої послiдовностi можна ви-
дiлити пiдпослiдовнiсть. Для цього у квадратних дужках на-
водять дiапазон a..b, де a i b – натуральнi числа:

> s:=a,b,c,d,e,f: s[4..6];

d, e, f

Присвоїти нове значення елементу послiдовностi з викори-
станням iндексної форми неможливо. Для об’єднання кiлькох
послiдовностей достатньо записати їх через кому.

Для генерування послiдовностi, елементи якої пiдпорядко-
вуються деякiй закономiрностi, зручно використовувати ко-
манду seq або операцiю повторення $.

Команду seq зазвичай використовують у форматi
seq(f, j=m..n), де f – вираз загального члена послiдовностi,
залежного вiд параметра j, m i n – числа, що визначають дi-
апазон змiни змiнної j з кроком 1. Приклади:

> seq(cos(Pi*j/3), j=0..8);

1,
1

2
,−1

2
,−1,−1

2
,
1

2
, 1,

1

2
,−1

2

> seq(a[k],k=1..4);

a1, a2, a3, a4

Операцiя $ може бути унарною чи бiнарною. У першому
випадку вона застосовується до числового дiапазону m..n, а
в другому випадку першим операндом є вираз, що залежить
вiд змiнної, дiапазон змiни якої вказаний у другому операндi.
Приклади:

> $2..6;
2, 3, 4, 5, 6
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> $1/3..7;
1

3
,
4

3
,
7

3
,
10

3
,
13

3
,
16

3
,
19

3

> j^2*(-1)^j$j=1..6;

−1, 4,−9, 16,−25, 36

> a[i]$i=1..5;
a1, a2, a3, a4, a5

> x$10;
x, x, x, x, x, x, x, x, x, x

§ 2.7. Списки

Список – це послiдовнiсть виразiв, задана у квадратних
дужках. Тип списку – list. Робота зi списками нагадує ро-
боту з послiдовностями (§ 2.6). У списку можуть повторюва-
тись елементи, їх порядок є iстотним, звертатись до елементiв
списку можна за допомогою iндексу. Нумерацiя здiйснюється
злiва направо, якщо номери додатнi, а вiд’ємнi iндекси дозво-
ляють задавати порядковий номер, рахуючи справа налiво.
Змiнити значення певного елемента списку можна присвоюва-
нням цьому елементу нового значення за допомогою iндексу.
Приклади:

> L:=[a,b,c,d,e,f,g];

L := [a, b, c, d, e, f, g]

> L[2];
b

> L[2..5], L[-3..-2];

[b, c, d, e], [e, f ]
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> L[3]:=Omega; L;

L3 := Ω

[a, b,Ω, d, e, f, g]

> [8, 9, -7, 2, 11, 27, 0, -9];

[8, 9,−7, 2, 11, 27, 0,−9]

> [cos(x), sin(x), tan(x), cot(x)];

[cos(x), sin(x), tan(x), cot(x)]

Для отримання зi списку послiдовностi достатньо поста-
вити пiсля iменi списку пару квадратних дужок []:

> L[];
a, b,Ω, d, e, f, g

Об’єднують списки за допомогою переходу до послiдовно-
стей:
> L1:=[5,6,7]: L2:=[L[],L1[]];

L2 := [a, b,Ω, d, e, f, g, 5, 6, 7]

§ 2.8. Множини

Множина – це послiдовнiсть виразiв, задана у фiгурних
дужках. Вона має тип set. Множину у Maple розумiють як
невпорядковану сукупнiсть елементiв. У множинi кiльком еле-
ментам, що повторюються, вiдповiдає один елемент, а їх по-
рядок є несуттєвим:

> {a,b,c},{a,c,b},{c,a,a,c,b,a};

{a, b, c}, {a, b, c}, {a, b, c}
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Для вибору елементiв множини можна використовувати
iндекси, однак це недоречно, бо порядок елементiв множини
формується програмою i залежить вiд версiї Maple.

З’ясувати, чи деякий вираз x є елементом списку або мно-
жини s можна командою member(x, s). Якщо x ∈ s, то зна-
ченням команди буде true, iнакше – false. Операцiя union
здiйснює об’єднання множин, minus – рiзницю, а intersect –
перетин. Кiлькiсть елементiв у множинi (списку) A можна ви-
значити за допомогою команди nops(A). Приклади:

> set1:={x,y,z}: member(X,set1);

false

> set1 intersect {u,v,y,z};

{y, z}
> set1 minus {x} union {2};

{2, y, z}
> nops(%);

3

Для створення порожньої множини достатньо пари фiгур-
них дужок {}.

§ 2.9. Масиви

Узагальненням поняття списку є масив. Масив може мати
багато розмiрностей, кожну зi своїм iндексом. Iндексом може
бути будь-яке цiле число.

Для оголошення масиву використовують команду

array(indfunc, ranges, list)

у правiй частинi операцiї присвоювання. Змiнна в лiвiй ча-
стинi i буде створюваним масивом типу array. Перший па-
раметр indfunc (iндексна функцiя) використовується рiдко,
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вiн може набувати значень: symmetric (симетрична матриця),
antisymmetric (кососиметрична матриця), sparse (розрiдже-
ний масив), diagonal (дiагональна матриця), identity (оди-
нична матриця). Параметр ranges – це послiдовнiсть дiапазо-
нiв змiни iндексiв масиву. Значення елементiв масиву задаю-
ться параметром list, який є списком. Усi параметри команди
array є необов’язковими, але ranges або list повиннi бути обо-
в’язково. Для багатовимiрних масивiв елементами списку є
списки. Глибина вкладеностi спискiв дорiвнює кiлькостi роз-
мiрностей. Приклад:

> ar1:=array(1..2,0..2,[[2,4,5],[3,6,-1]]);

ar1 := ARRAY ([1 .. 2, 0 .. 2], [(1, 0) = 2, (1, 1) = 4, (1, 2) = 5,

(2, 0) = 3, (2, 1) = 6, (2, 2) = −1])

Якщо значення елементiв масиву не заданi, то за допомо-
гою iндексiв елементам масиву можна присвоїти певнi значе-
ння, причому пiсля iменi масиву потрiбно задати список iнде-
ксiв, вiдповiдних елементу, якому присвоюється значення:

> ar:=array(1..3,-1..2);

ar := array(1 .. 3,−1 .. 2, [ ])

> ar[1,-1]:=5; ar;

ar1,−1 := 5

ar

Набiр в областi введення iменi масиву не вiдображає в
областi виведення його вмiст: буде лише iм’я масиву. Для ви-
ведення всiх елементiв масиву призначена команда print, яка
в областi виведення вiдображає вмiст об’єкта, вказаного як її
аргумент:
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> print(ar);

ARRAY ([1 .. 3,−1 .. 2], [(1,−1) = 5, (1, 0) = ar1,0, (1, 1) = ar1,1,

(1, 2) = ar1,2, (2,−1) = ar2,−1, (2, 0) = ar2,0, (2, 1) = ar2,1,

(2, 2) = ar2,2, (3,−1) = ar3,−1, (3, 0) = ar3,0, (3, 1) = ar3,1,

(3, 2) = ar3,2])

Крiм команди array, оголосити масив можна також ко-
мандою

Array(indfuncs, dims, init, opts).

Тут indfuncs – послiдовнiсть iндексних функцiй, dims – послi-
довнiсть дiапазонiв змiни iндексiв масиву або послiдовнiсть
верхнiх меж цих дiапазонiв (в останньому випадку нижнi межi
вважаються рiвними одиницi), init – задання масиву (одним
зi способiв є той самий, що i для команди array), opts – опцiї,
якi записуються у виглядi keyword=value, де keyword – ключо-
ве слово, а value – значення. Параметром init може бути спи-
сок, масив, множина рiвностей у формi (iндекси)=значення,
функцiя користувача для заповнення масиву (про створення
функцiй див. § 3.2) або число, яким заповнюються всi елемен-
ти масиву. З опцiями й iндексними функцiями можна ознайо-
митись у довiдцi Maple. Тип даних – Array.

Масив Array вiдображається поелементно i без команди
print:

> ar1:=Array(1..2,0..2,[[2,4,5],[3,6,-1]]): ar1;

Array([1 ..2, 0 ..2], {(1, 0) = 2, (1, 1) = 3, (1, 2) = 5,

(2, 0) = 3, (2, 1) = 6, (2, 2) = −1}, datatype = anything,

storage = rectangular, order = Fortran_order)

Опцiя storage=sparse дозволяє створювати розрiджений
масив – тi елементи, яким не присвоєно жодних значень, бу-
дуть нулями:
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> ars:=Array(1..4,1..5,{(2,4)=15,(1,5)=-8.1,(4,1)=5},
storage=sparse);

ars :=

⎡
⎢⎢⎣

0 0 0 0 −8.1
0 0 0 15 0
0 0 0 0 0
5 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

Цю саму матрицю можна створити й iнакше:

> ars1:=Array(1..4,1..5,0): ars1[2,4]:=15:
ars1[1,5]:=-8.1: ars1[4,1]:=5: ars1;⎡

⎢⎢⎣
0 0 0 0 −8.1
0 0 0 15 0
0 0 0 0 0
5 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦

Тут скрiзь областi виведення наведенi для стандартного
робочого листа, у класичному робочому листi вони вигляда-
ють дещо iнакше.

§ 2.10. Матрицi i вектори

Окремим випадком масиву є матриця – двовимiрний ма-
сив. Матриця

matrix(m,n, list)

є окремим випадком масиву array, вона має тип matrix. Тут
m – кiлькiсть рядкiв, n – кiлькiсть стовпцiв, list – список спи-
скiв для елементiв матрицi (вони вводяться по рядкам), число,
яким заповнюються всi елементи матрицi, або функцiя кори-
стувача для заповнення матрицi1. Список list або числа m i n

1Про створення функцiй користувача див. § 3.2, а приклад створення
матрицi за допомогою функцiї є на с. 170.
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задавати треба обов’язково. Приклади:

> mm:=matrix(2,2);

mm := array(1 ..2, 1 ..2, [ ])

> mm1:=matrix([[2,3],[-1,0]]);

mm1 :=

[
2 3
−1 0

]

Звертатись до елементiв матрицi можна за допомогою iн-
дексiв, причому першим iндексом є номер рядка, а другим –
номер стовпця (нумерацiя здiйснюється вiд одиницi вниз по
рядкам i вправо по стовпцям):

> mm1[2,1];
−1

Вектор
vector(n, list)

є окремим випадком матрицi matrix, вiн має тип vector. Тут
list – список елементiв вектора, n – їх кiлькiсть. Приклад:

> vv:=vector([4,-7,6]);

vv := [ 4 −7 6 ]

Матрицю порядку m× n можна задати також командою

Matrix(m,n, init, opts),

яка є окремим випадком масиву Array (§ 2.9). Матриця
має тип Matrix. Параметром init може бути список спискiв
для елементiв матрицi, масив, множина рiвностей у формi
(i, j )=значення, число (ним заповнюються всi елементи ма-
трицi) або функцiя користувача для заповнення матрицi (про
створення функцiй див. § 3.2), opts – опцiї (тi самi, що й для
масиву Array). Кожен окремий параметр є необов’язковим,
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але хоч один з них мусить бути обов’язково. Приклад:

> mm1:=Matrix([[2,3,4],[-1,0,1]]);

mm1 :=

[
2 3 4
−1 0 1

]

Звертатись до елементiв матрицi можна за допомогою iн-
дексiв:
> mm1[2,1];

−1
Вектор

Vector[d](n, init, opts)

є окремим випадком матрицi Matrix, вiн має тип Vector. Тут
d – row (рядок) або column (стовпець), n – кiлькiсть елементiв
вектора, init – список елементiв, масив, множина рiвностей
у формi (i)=значення, функцiя користувача для заповнення
вектора або число, яким заповнюються всi елементи вектора,
opts – опцiї. Без параметра d буде створений вектор-стовпець.
Кожен окремий параметр є необов’язковим, але хоч один з них
мусить бути заданий для визначення вектора:

> vv:=Vector([4,-7,6]);

vv :=

⎡
⎣ 4
−7
6

⎤
⎦

> v1:=Vector[row]([4,-7,6]);

v1 := [ 4 −7 6 ]

Вектор-стовпець Vector можна утворити також за допо-
могою конструкцiї <x1, x2, . . . , xn>, наприклад:

> v2:=<3,-2,0>;

v2 :=

⎡
⎣ 3
−2
0

⎤
⎦
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Подiбну конструкцiю можна використовувати для набору
матриць Matrix по стовпцям, а не по рядкам. Як роздiлювач
стовпцiв використовують символ |. Приклад:

> mm2:=<2,-1|3,0>;

mm2 :=

[
2 3
−1 0

]

§ 2.11. Таблицi

Узагальненням поняття масиву як структури даних є та-
блиця. У нiй як iндекс можна використовувати не лише цiлi
числа, але й, наприклад, iмена, дробовi числа, списки. Тип
таблицi – table. Для створення таблицi використовують ко-
манду table(indfunc,L), параметрами якої є iндексна фун-
кцiя indfunc i список чи множина L пар iндекс=значення:

> tt:=table([one=1,two=2]); tt[two];

tt := table([two = 2, one = 1])

2

Елементами таблицi можуть бути не лише числа i вирази,
але й данi складних типiв – списки, множини, масиви, табли-
цi. Тому таблицi дозволяють зберiгати в однiй структурi данi
рiзних типiв i при цьому використовувати в якостi iндексiв
зручнi i зрозумiлi назви:

> alum:=table([gust=[2.7,kg/m^3],pyt_tepl=[920,
Dzh/(kg*gC)],temp_pl=[658,gC]]);

alum := table

([
pyt_tepl =

[
920,

Dzh

kg gC

]
,

temp_pl = [658, gC], gust =

[
2.7,

kg

m3

]])
> alum[temp_pl];

[658, gC]
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Питання до роздiлу 2

1. Назвiть основнi типи даних, що використовуються у Maple.
2. Яку роль вiдiграють операцiї %, %%, %%%?
3. Якi типи чисел є точним (наближеними)? Як знайти десятко-

ве наближення точного числа?
4. Якi обмеження накладаються на iмена змiнних?
5. Назвiть основнi математичнi константи Maple.
6. Чим вiдрiзняються символьнi обчислення вiд числових?
7. Опишiть синтаксис основних математичних функцiй у Maple.
8. Що таке послiдовнiсть? Як створити послiдовнiсть, який її

тип? Як звернутись до конкретного елемента послiдовностi?
9. Що таке список? Як створити список, який його тип? Як

звернутись до конкретного елемента списку?
10. Що таке множина? Як створити множину, який її тип? На-

звiть операцiї, якi можна виконувати над множинами.
11. Як створити масив, вектор, матрицю i таблицю?

Вправи до роздiлу 2

1. Обчислити: а) 2+52

6 − √80; б) 6
√
13! + sin π

4 − log3 5. Знайти
десятковi наближення отриманих результатiв з десятьма i вiсiм-
надцятьма значущими цифрами.

2. Створити послiдовнiсть з сорока перших непарних натураль-
них чисел, розмiщених у порядку зростання.

3. Створити список з двадцяти перших чисел, якi є кубами на-
туральних чисел, кратних трьом, розмiщених у порядку зростання.
Замiнити п’ятий елемент отриманого списку невiдомою змiнною t.

4. Створити множини A = {2, 3, x, y3, 15.3, 2, abc, 17, x+ y, 8.1},
B = {1, 3, 5, 7, 8.1, x} i знайти A ∪B, A ∩B, A\B, B\A.

5. Створити одновимiрний масив з перших п’яти простих чисел.
Створити вектор з тих самих чисел.

6. Створити матрицю

M =

⎛
⎝ 2 3 x

1.2 −4 5
6 2 −1

⎞
⎠
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Роздiл 3. Обчислення в Maple

§ 3.1. Обчислення виразiв

Переважно Maple використовує алгоритм повного обчисле-
ння iмен, який полягає у наступному. Для обчислення зна-
чення змiнної найперше перевiряється, чи було їй присвоє-
но яке-небудь значення. У випадку присвоєння значення воно
пiдставляється замiсть iменi змiнної та здiйснюється перевiр-
ка, чи мiстить пiдставлене значення невiдомi змiннi. Якщо
мiстить, то перевiряється, чи було здiйснено присвоювання
для цих iмен i процес продовжується далi рекурсивно, поки
замiсть iмен всiх змiнних не будуть пiдставленi присвоєнi їм
значення (якщо їм нiчого не присвоювалось, то такi iмена за-
лишаться в остаточному результатi обчислення iменi змiнної
як невiдомi величини). Приклад:

> x:=y: y:=z: z:=6: x;
6

При обчисленнi iменi може виявитись необхiдним вико-
нати кiлька пiдстановок. Кожну таку пiдстановку називають
рiвнем обчислення iменi, причому всi вони послiдовно нуме-
руються, починаючи з першого присвоювання значення iменi.

Команда eval має кiлька форматiв. Команда eval(f,n)
дозволяє обчислити iм’я чи вираз f з використанням n рiв-
нiв обчислення iменi. Якщо глибину обчислення n не вказано,
то використовується алгоритм повного обчислення iменi. Про-
довжуючи попереднiй приклад, маємо:

> eval(x);
6

> eval(x,1);
y

> eval(x,2);
z
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Правилу повного обчислення iменi пiдпорядковуються
змiннi всiх типiв, крiм змiнних, що мiстять вектори, маси-
ви, таблицi i матрицi. Такi змiннi обчислюються до значен-
ня останнього присвоєного iменi, що мiстить названi об’єкти.
Для повного обчислення цих iмен потрiбно використовувати
команду eval або print:

> x:=y: y:=matrix([[1,2],[0,-3]]): x;

y

> print(x); [
1 2
0 −3

]

Щоб не обчислювати iм’я змiнної повнiстю чи частково,
можна скористатися командою evaln(f ) або записати iм’я
змiнної в одинарних лапках (прямих апострофах):

> evaln(x);
x

> 'x';
x

Якщо змiннiй присвоїти її iм’я в одинарних лапках, то бу-
дуть анульованi всi попереднi присвоювання значень цiй змiн-
нiй, а тому її знову можна буде використовувати як невiдому
величину:

> x:=1: x;
1

> x:='x'; x;

x := x

x
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Дiя одинарних лапок розповсюджується також на вирази:

> z:=5: 'z+3'=z+3;
z + 3 = 8

Команда assigned(f ) перевiряє, чи було змiннiй f присво-
єне деяке значення:
> assigned(z);

true

Обчислити значення виразу чи математичної функцiї в то-
чцi можна кiлькома способами. Перший спосiб – присвоїти не-
вiдомiй деяке значення:
> g:=a*x^3+3*x+5;

g := a x3 + 3x+ 5

> a:=5: x:=4: g;
337

Недолiком цього способу є «втрата» виразу як виразу з невi-
домою змiнною. Щоб його знову отримати, треба анулювати
всi попереднi присвоєння цим змiнним:

> a:='a': x:='x': g;

a x3 + 3x+ 5

Iнший спосiб обчислення значення виразу – це використан-
ня команди eval у одному з наступних форматiв: eval(f, v=a),
eval(f, [v1=a1, v2=a2, . . . ]) чи eval(f, {v1=a1, v2=a2, . . . }), де
рiвностi типу v=a визначають значення змiнних, для яких тре-
ба обчислити вираз f . Команда eval не змiнює значення ви-
разу f . Приклади:

> g:=a*x^3+3*x+5: eval(g,x=3);

27 a+ 14
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> eval(g,[a=4,x=3]);
122

> g;
a x3 + 3x+ 5

Скрiзь, де це можливо, Maple намагається виконувати то-
чнi обчислення, використовуючи дроби i радикали. Команда
evalf(f,n) вiдображає десяткове наближення значення вира-
зу чи змiнної f з n значущими цифрами. Якщо другий ар-
гумент команди вiдсутнiй, то використовується 10 значущих
цифр (цю кiлькiсть можна змiнити за допомогою системної
змiнної Digits):

> evalf(exp(1));
2.718281828

> Digits:=20: evalf(exp(1));

2.7182818284590452354

Першим аргументом команди evalf може бути також ко-
манда eval:
> evalf(eval(g,[a=1/17,x=4]),30);

20.7647058823529411764705882353

Команда evalhf(f ) вiдображає десяткове наближення
значення виразу чи змiнної f з п’ятнадцятьма значущими
цифрами. Працює значно швидше за команду evalf, бо ви-
користовує апаратнi можливостi процесора, а не програмну
реалiзацiю обчислень.
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§ 3.2. Створення функцiй користувача

Ще один спосiб виконання обчислень полягає у створеннi
функцiї користувача й обчисленнi її значень. Функцiї кори-
стувача створюються такими конструкцiями:

name:=x->expr
name:=(x1, x2, . . . , xn)->expr

Тут x1, x2, . . . , xn – змiннi, expr – вираз для обчи-
слення функцiї. Виклик функцiї здiйснюється у виглядi
name(x1, x2, . . . , xn), тобто найбiльш звичним способом, коли
у дужках замiсть аргументiв функцiї вказуються конкретнi
значення змiнних. Приклади:

> f:=x->x*ln(x);
f := x→ x ln(x)

> f(x), f(2);
x ln(x), 2 ln(2)

> f1:=(x,y,z)->sqrt(x^2+y^2+z^2);

f1 := (x, y, z)→
√
x2 + y2 + z2

> f1(x,2*x,3*x); f1(3,4,0);
√
14
√
x2

5

Функцiї можна створювати також за допомогою команди

unapply(f, x1, x2, . . . , xn).

Наприклад:

> f:=unapply(x*ln(x),x);

f := x→ x ln(x)

> f1:=unapply(sqrt(x^2+y^2+z^2),x,y,z);

f1 := (x, y, z)→
√
x2 + y2 + z2
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§ 3.3. Створення кускових функцiй

У Maple є можливiсть задання кускових функцiй, тобто
функцiй вигляду

f(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f1(x), x < a1,
f2(x), a1 < x < a2,
· · ·
fn(x), x > an−1.

Зробити це можна за допомогою команди

piecewise(cond1, f1, cond2, f2, . . . , condn, fn, f_else),

де кожна пара condj, fj визначає промiжок змiни незалежної
змiнної логiчною умовою condj i значення функцiї fj на цьому
промiжку, а f_else – це значення функцiї на iнших промiжках.
Наприклад, кускову функцiю

f1(x) =

⎧⎨
⎩
x2 + 1, −1 � x < 1,
2x− 2, 1 � x < 2,
1, x � 2

задаємо так:
> f1:=piecewise(x>=-1 and x<1, x^2+1, x>=1 and x<2,

2*x-2, 1);

f1 :=

⎧⎨
⎩
x2 + 1 −1 ≤ x and x < 1
2x− 2 1 ≤ x and x < 2

1 otherwise

Обчислити значення такої функцiї у деякiй точцi можна,
наприклад, командою eval:

> eval(f1,x=2);
2

Графiк функцiї f1(x) побудовано на с. 70.
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§ 3.4. Команди для роботи з цiлими i комплексними
числами

Наведемо основнi команди для роботи з цiлими числами:

Команда Опис

iquo(n, k, 'r')
обчислює цiлу частину вiд дiлення
числа n на k, а остачу присвоює змiн-
нiй r (якщо вона вказана)

irem(n, k, 'q')
знаходить остачу вiд дiлення числа n
на k, а цiлу частину присвоює змiннiй
q (якщо вона вказана)

igcd(k1, k2, . . . , kn)
знаходить найбiльший спiльний дiль-
ник цiлих чисел k1, k2, . . . , kn

ilcm(k1, k2, . . . , kn)
знаходить найменше спiльне кратне
цiлих чисел k1, k2, . . . , kn

isprime(n) перевiряє, чи є цiле число n простим

ithprime(n) знаходить n-те просте число, почина-
ючи з числа 2

ifactor(n) розкладає цiле або рацiональне число
n на простi множники

length(n) обчислює кiлькiсть цифр у числi n

factorial(n)
обчислює факторiал числа n (аналог
оператора !)

Приклади:

> iquo(267,5);
53

> irem(267,5);
2

> iquo(267,5,'rrr'); rrr;

53

2
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> igcd(156,216,1596,4212);

12

> ilcm(-9,12);
36

> isprime(1456667);
true

> ithprime(33);
137

> ifactor(20!);

(2)18 (3)8 (5)4 (7)2 (11) (13) (17) (19)

> ifactor(350/16);
(5)2 (7)

(2)3

> length(55!);
74

> [factorial(15), 15!];

[1307674368000, 1307674368000]

Замiсть команди irem можна також використовувати опе-
рацiю mod для вiдшукання остачi вiд дiлення цiлих чисел:
> 267 mod 5;

2

Наведемо команди для роботи з комплексними числами:
Re(z) знаходить дiйсну частину числа z = Re z + i Im z;
Im(z) знаходить уявну частину числа z = Re z + i Im z;
argument(z) знаходить аргумент комплексного числа z;
conjugate(z) будує комплексно спряжене число до числа

z;
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csgn(z) визначає знак комплексного числа z за формулою

csgn(z) =

{
1, Re(z) > 0 або (Re(z) = 0 i Im(z) > 0),
−1, Re(z) < 0 або (Re(z) = 0 i Im(z) < 0).

Крiм того, для роботи з комплексними числами можна ви-
користовувати всi математичнi функцiї (§ 2.3), зокрема, мо-
дуль комплексного числа z обчислює команда abs(z). При-
клади:
> Im(3+sqrt(5)*I); √

5

> Re((1+I)*(1-I));
2

> z:=3+sqrt(5)*I: [abs(z), argument(z)];[√
14, arctan

(
1

3

√
5

)]

> [conjugate(z),csgn(z)];

[3− I
√
5, 1]

> log(-4);
2 ln(2) + Iπ

Для комплексних виразiв складної будови команди Re(z)
i Im(z) можуть не дати потрiбних результатiв. У цьому ви-
падку дiйсну й уявну частину комплексного числа допоможе
знайти команда перетворення комплексних виразiв evalc(z).
Наприклад:

> z:=sin(3+I)^5;
z := sin(3 + I)5

> Re(z), Im(z);

R
(
sin(3 + I)5

)
,I

(
sin(3 + I)5

)



58 Роздiл 3. Обчислення в Maple

> evalc(Re(z));

sin(3)5 cosh(1)5 − 10 sin(3)3 cosh(1)3 cos(3)2 sinh(1)2

+ 5 sin(3) cosh(1) cos(3)4 sinh(1)4

> evalc(Im(z));

5 sin(3)4 cosh(1)4 cos(3) sinh(1)

− 10 sin(3)2 cosh(1)2 cos(3)3 sinh(1)3 + cos(3)5 sinh(1)5

Питання до роздiлу 3

1. У чому полягає алгоритм повного обчислення iменi змiнної?
Що таке рiвнi обчислення? Яка команда дозволяє керувати ними?

2. Як можна обчислити вираз з невiдомими при заданих значе-
ннях цих невiдомих?

3. Як створити функцiю користувача? Як обчислити значення
створеної функцiї в точцi?

4. Як створити кускову функцiю?
5. Якi команди призначенi для роботи з цiлими числами?
6. Як видiлити дiйсну i уявну частини комплексного числа, зна-

йти його модуль i аргумент? Як побудувати комплексно спряжене
число?

Вправи до роздiлу 3

1. Обчислити значення функцiї f(x) = sin 3x− 5/3+ ln(x2+5) у
точках x = 1, x = 2 i x = 3 двома способами: за допомогою команди
eval i з використанням самостiйно створеної функцiї.

2. Знайти цiлу частину i остачу вiд дiлення числа 23567 на 451.
3. Розкласти на простi множники число 27824.
4. Знайти модуль, аргумент, дiйсну та уявну частину компле-

ксного числа (3 + i)10 та число, спряжене до нього.
5. Довести, що число 231 − 1 просте.
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Роздiл 4. Базова графiка

§ 4.1. Основи роботи з командою plot

Maple володiє розвиненими графiчними можливостями,
починаючи вiд побудови простих двовимiрних кривих i за-
кiнчуючи складними тривимiрними поверхнями та анiмацiєю
зображень.

Команда
plot(f, h, v, opts)

дозволяє будувати графiки функцiй однiєї незалежної змiнної,
заданих явно або у параметричнiй формi, а також вiдобража-
ти скiнченну множину точок площини. Через f позначено ма-
тематичну функцiю, графiк якої треба побудувати (нею може
бути довiльний вираз однiєї змiнної), h – iм’я незалежної змiн-
ної або рiвнiсть вигляду x=a..b, де x – незалежна змiнна, a,
b – мiнiмальне i максимальне значення x, для яких будується
графiк, v – дiапазон значень c..d, який визначає частину осi
ординат, що вiдображатиметься на графiку, opts – додатковi
опцiї. Числа a, b, c i d можуть бути i невласними (± infinity).
Обов’язковим у командi plot є лише перший аргумент. За вiд-
сутностi iнших аргументiв команда вiдображає частину гра-
фiка на промiжку [−10, 10] осi абсцис, причому вибирається
така частина осi ординат, щоб можна було побачити графiк
для всiх значень функцiї, вiдповiдних промiжку x ∈ [−10, 10].
При цьому масштаб на осях координат може бути рiзним, тоб-
то вiсь ординат при потребi може розтягатись чи стискатись.
Побудуємо, наприклад, графiк функцiї y = x sinx:

> plot(x*sin(x));
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Важливо пам’ятати, що незалежнiй змiннiй ранiше не по-
винно бути присвоєно значень, iнакше отримаємо неправиль-
ний результат або повiдомлення про помилку:

> x:=1: plot(x*sin(x),x);
Error, (in plot) unexpected option: 1
> x:=1: plot(x*sin(x));
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Для побудови графiка функцiї у параметричнiй формi
x = f1(t), y = f2(t), t ∈ [a, b], використовують команду plot у
форматi:

plot([f1(t), f2(t), t=a..b], opts),

де opts – додатковi опцiї. Приклад:

> f1:=t*cos(t); f2:=t*sin(t)^3;

f1 := t cos(t)

f2 := t sin(t)3

> plot([f1,f2,t=0..4*Pi]);

Для побудови графiкiв кiлькох функцiй в однiй системi ко-
ординат треба задати цi функцiї у виглядi списку першим ар-
гументом команди plot, причому програма автоматично ви-
бере рiзнi кольори для графiкiв:

> plot([exp(x)+exp(-2*x)-3,sin(5*x)/x],x=-5..5,-4..6);
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§ 4.2. Опцiї команди plot

Опцiї задаються рiвностями keyword=value, де keyword –
назва опцiї, а value – її значення. За вiдсутностi явного зада-
ння опцiй використовуються їх значення за замовчуванням.

Повний список опцiй можна знайти у довiдковiй системi
Maple. Найважливiшi опцiї команди plot наведемо у виглядi
таблицi.

Опцiя Опис
axes Визначає тип осей координат. Можли-

вi значення: normal – звичайнi осi ко-
ординат, boxed – графiк у прямокутни-
ку з нанесеними шкалами злiва i знизу,
framed – осi з точкою перетину в лiво-
му нижньому кутi графiка, none – осi
координат вiдсутнi. Значення за замов-
чуванням – normal
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Опцiя Опис
color Задає колiр кривих на графiку. Основ-

нi значення: black (чорний), blue (си-
нiй), brown (коричневий), cyan (бла-
китний), gold (золотистий), green (зе-
лений), gray (сiрий), khaki (хакi),
magenta (пурпурний), navy (темно-
синiй), orange (оранжевий), pink (ро-
жевий), red (червоний), violet (фiо-
летовий), white (бiлий), yellow (жов-
тий). Значення за замовчуванням –
red. Для побудови графiкiв кiлькох
функцiй в однiй системi координат зна-
ченням опцiї є список кольорiв.
Про використання створених користу-
вачем кольорiв йтиметься на стор. 67

coords Змiнює тип системи коорди-
нат. Можливi значення: bipolar,
cardioid, cartesian, cassinian,
elliptic, hyperbolic, invcassinian,
invelliptic, logarithmic, logcosh,
maxwell, parabolic, polar, rose,
tangent. Опис цих значень можна зна-
йти в довiдковiй системi Maple. Зна-
чення за замовчуванням – cartesian
(декартова система координат)

discont Можливi значення: true, false. Якщо
discont=true, то здiйснюється аналiз
наявностi точок розриву графiка фун-
кцiї. Значення за замовчуванням –
false
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Опцiя Опис
filled Можливi значення: true, false. Якщо

filled=true, то область, обмежена
графiком функцiї i вiссю абсцис, за-
фарбовується заданим опцiєю color
кольором. Значення за замовчуван-
ням – false

font Задає шрифт для виведення тексту на
рисунку. Значення опцiї задається у
виглядi списку [family, style, size]. Па-
раметр family може набувати значень:
TIMES, COURIER, HELVETICA, SYMBOL. Па-
раметр style визначає стиль шрифту:
для шрифту TIMES можливi значен-
ня BOLD, ITALIC, BOLDITALIC, для шри-
фтiв COURIER i HELVETICA стиль може
бути пропущений або мати значення
BOLD, OBLIQUE, BOLDOBLIQUE, для шри-
фту SYMBOL стиль не задається. Пара-
метр size визначає розмiр шрифту у
пунктах (1 пт ≈ 0,35 мм)

labeldirections Задає напрям вiдображення назв осей
координат у виглядi списку [x, y], еле-
менти якого можуть набувати значень
horizontal (горизонтально) i vertical
(вертикально). За замовчуванням на-
зви вiдображаються горизонтально

labels Задає назви осей координат у виглядi
списку [x, y], елементами якого є ряд-
ки. За замовчуванням вiдображаються
назви незалежної змiнної i функцiї
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Опцiя Опис
legend Задає вiдображення легенди (позначе-

ння) для кiлькох кривих на одному гра-
фiку у виглядi списку рядкiв, в яко-
му j-ий елемент вiдповiдає j-iй кривiй
графiка

linestyle Визначає тип лiнiї графiка. Значенням
може бути iм’я або число: solid (1, су-
цiльна лiнiя), dot (2, лiнiя з крапок),
dash (3, пунктирна лiнiя), dashdot (4,
штрихпунктирна лiнiя), longdash (5,
пунктирна лiнiя з довгими штрихами),
spacedash (6, пунктирна лiнiя з довги-
ми пропусками), spacedot (7, лiнiя з
розрiджених крапок). Значення за за-
мовчуванням – solid. Для побудови
графiкiв кiлькох функцiй в однiй систе-
мi координат значенням опцiї є список
значень

numpoints Визначає мiнiмальну кiлькiсть точок
для побудови графiка. За замовчуван-
ням numpoints=50

scaling Можливi значення: constrained (одна
одиниця вимiрювання на осi незале-
жної змiнної дорiвнює однiй одини-
цi вимiрювання на осi значень фун-
кцiї), unconstrained (одиницi вимiрю-
вання на осях координат можуть не бу-
ти однаковими, щоб область значень
функцiї, вiдповiдна областi змiни не-
залежної змiнної, помiстилась на гра-
фiку). Значення за замовчуванням –
unconstrained
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Опцiя Опис
style Задає вiдображення графiка функцiї

лiнiями (line) або точками (point).
Значення за замовчуванням – line

symbol Визначає символ для позначення точки
графiка функцiї при опцiї style=point.
Можливi значення: asterisk для �,
box для �, circle для ◦, cross
для +, diagonalcross для +, diamond
для �, point для ·, solidbox для
�, solidcircle для •, soliddiamond
для �. Значення за замовчуванням –
diamond

symbolize Задає розмiр символу для опцiї symbol
у пунктах. Значенням є натуральне чи-
сло. За замовчуванням symbolize=10

thickness Задає товщину лiнiї графiка – невiд’-
ємне цiле число. За замовчуванням
thickness=1. Для побудови графiкiв
кiлькох функцiй в однiй системi коор-
динат значенням опцiї є список чисел

tickmarks Визначає кiлькiсть точок, якi будуть
вiдмiченi на осях координат. Значення
задається у виглядi списку [n,m]. За-
мiсть чисел n i m можуть бути також
списки точок, якi треба вiдмiтити. Цi
списки можуть бути як списками зна-
чень точок, так i списками рiвностей,
у яких пiсля знаку «=» у подвiйних
лапках наводиться текст, що вiдобра-
жатиметься в якостi мiтки, наприклад,
[5,[0.5="A",1="B",2="C"]]
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Опцiя Опис
title Задає заголовок рисунка. Пiсля \n у за-

головку здiйснюється перехiд на новий
рядок. За замовчуванням заголовок не
виводиться

view Визначає мiнiмальнi та максимальнi
координати кривої, що вiдображатиме-
ться. Значенням є список дiапазонiв
[xmin..xmax, ymin..ymax]

xtickmarks Визначає кiлькiсть точок, якi будуть
вiдмiченi на осi абсцис. Значенням мо-
же бути цiле число або список значень
точок чи список рiвностей

ytickmarks Визначає кiлькiсть точок, якi будуть
вiдмiченi на осi ординат. Значенням мо-
же бути цiле число або список значень
точок чи список рiвностей

Користувач може визначити власний колiр, утворений
змiшуванням частин червоного, зеленого i синього кольо-
рiв. Це робиться за допомогою команди COLOR(RGB, a, b, c), де
a, b, c ∈ [0, 1] – iнтенсивностi червоного, зеленого i синього ко-
льорiв вiдповiдно. Дiю цiєї команди можна присвоїти змiннiй,
а потiм використовувати вiдповiдну змiнну в якостi кольору.

Деякi опцiї можна змiнити пiсля побудови графiка: якщо
на ньому клацнути мишею, то змiняться основне меню i кно-
пки контекстної панелi iнструментiв, за допомогою яких мо-
жна змiнити вiдображення графiка. Також для цього можна
користуватись контекстним меню.

Приклад використання опцiй:

> plot([sin(x^2)/x,x^3-4*x^2+3*x+1],x=-5..5,-2..2,
numpoints=500,color=[blue,COLOR(RGB,0.86,0.5,0.25)],
linestyle=[dash,dashdot],thickness=[1,3],legend=
["y=sin(x^2)/x","y=x^3-4*x^2+3*x+1"],title=
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"Приклад",labels=["x","y(x)"],ytickmarks=9);

Побудуємо за допомогою опцiї coords графiк функцiї
r = cos 8ϕ, ϕ ∈ [0, 2π], у полярнiй системi координат:

> plot(cos(8*phi),phi=0..2*Pi,coords=polar,
thickness=2,numpoints=1000);
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§ 4.3. Кориснi поради для побудови графiкiв

Команда plot дозволяє будувати окремi точки, якi за-
даються у виглядi списку, елементами якого є двоелементнi
списки, що визначають координати точок на площинi. За-
мiсть списку спискiв можна також використовувати матрицю
Matrix з двома стовпцями або два списки чи вектори через
кому (перший стовпець матрицi, список чи вектор мiстить
першi координати точок, а другий – другi координати). За
замовчуванням точки з’єднуються лiнiями у послiдовностi їх
задання, тому графiком є ламана. Якщо для побудови гра-
фiка задати опцiю style=point, то точки вiдображатимуться
спецiальними символами. Тип символу залежить вiд значен-
ня опцiї symbol (стор. 66). Приклад:

> plot([[1,1],[3,2],[-2,4],[5.5,3],[0,-2],[3,-4/3],
[-1,1],[2.1,sqrt(3)],[sin(1),3],[3+ln(2),3.5]],
style=point,symbol=solidcircle,scaling=constrained,
color=black);

Вкажемо на деякi особливостi побудови розривних фун-
кцiй. Побудуємо, наприклад, графiк кускової функцiї
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f1(x) =

⎧⎨
⎩
x2 + 1, −1 � x < 1,
2x− 2, 1 � x < 2,
1, x � 2,

яка розглядалась у § 3.3.

> f1:=piecewise(x>=-1 and x<1, x^2+1, x>=1 and x<2,
2*x-2, 1):

> plot(f1,x=-3..3,thickness=2);

Як видно з цього рисунка, Maple будує вертикальнi лiнiї в
точках розриву, з’єднуючи значення злiва i справа вiд точки
розриву. Усунути недоречнi вертикальнi лiнiї можна за допо-
могою опцiї discont=true:
> plot(f1,x=-3..3,discont=true,thickness=2);
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Точками позначаються кiнцi лiнiй, якi включаються.
Будуючи графiки функцiй з розривами другого роду, тре-

ба обов’язково вказувати iнтервал змiни значень функцiї i
опцiю discont=true. Приклад:

> plot(tan(x),x=-10..10,-10..10,discont=true);
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Пропонуємо читачам самостiйно пересвiдчитись, як вигля-
датиме графiк функцiї y = tg x, якщо у командi plot не вка-
зати область значень i знехтувати опцiєю discont=true:

> plot(tan(x));
> plot(tan(x),x=-10..10,-10..10);

Maple будує графiки функцiй, обчислюючи значення фун-
кцiй у певнiй кiлькостi точок. На промiжках швидкої змiни
функцiї обчислюються значення функцiї у додаткових точках.
Проте в деяких випадках цей алгоритм не спрацьовує. Побу-
дуємо, наприклад, графiк функцiї y = x+ cos 20x:

> plot(x+cos(20*x));

Бачимо, що на графiку багато зубцiв пропущенi, а iн-
шi є скривленими. Для кращого вiдображення графiка треба
збiльшити кiлькiсть точок, за якими вiд будується. Це роби-
ться за допомогою опцiї numpoints (стор. 65):

> plot(x+cos(20*x),numpoints=1000);
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§ 4.4. Тривимiрна графiка

Функцiю двох змiнних можна зобразити як поверхню у
тривимiрному просторi, при цьому двi осi простору вiдповiд-
атимуть двом незалежним змiнним, а третя – значенню фун-
кцiї. Для цього використовують команду

plot3d(f(x, y),x=a..b, y=c..d, opts),

де f(x, y) – це функцiя, графiк якої треба побудувати (нею
може бути довiльний вираз двох змiнних), x, y – незалежнi
змiннi, a..b, c..d – дiапазони їх змiни, opts – опцiї.

Бiльшiсть опцiй є такими самими, що й для команди
plot (§ 4.2). Деякi задаються з очевидними змiнами, напри-
клад, labels=[x, y, z], бо є три, а не двi осi координат, опцiя
axes=boxed задає поверхню у паралелепiпедi з осями на трьох
його ребрах, а не в прямокутнику, filled=true будує непро-
зору область, обмежену поверхнею i площиною для значення
функцiї, рiвного нулю, значеннями опцiї coords можуть бути
назви тривимiрних систем координат.
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Опцiя style може набувати таких значень: patch (зафар-
бована поверхня з лiнiями сiтки на нiй), patchnogrid (зафар-
бована поверхня без лiнiй сiтки), line (каркас поверхнi без
видалення невидимих лiнiй), hidden (каркас поверхнi з вида-
ленням невидимих лiнiй), point (лише точки на поверхнi). За
замовчуванням style=patch.

Є кiлька опцiй, характерних лише для тривимiрної гра-
фiки. Зокрема, опцiя grid визначає прямокутну рiвномiр-
ну сiтку значень незалежних змiнних функцiї, по якiй об-
числюються точки для побудови поверхнi. Ця опцiя задає-
ться у виглядi двоелементного списку [m,n], у якому ко-
жен елемент визначає кiлькiсть точок на вiдповiднiй ко-
ординатi. За замовчуванням використовується сiтка [25, 25].
Опцiя grid=[round(sqrt(n)), round(sqrt(n))] рiвносильна
опцiї numpoints=n. Є також опцiї, якi задають кольорову схе-
му для вiдображення поверхнi, її орiєнтацiю у просторi тощо.
Змiнити цi параметри оформлення для побудованого графiка
можна також за допомогою меню.

Приклад:

> plot3d(sin(x*y/4),x=-5..5,y=-5..5,axes=boxed);
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Побудовану поверхню можна повертати за допомогою ми-
шi. Тут i далi створена програмою Maple поверхня не обов’яз-
ково наводиться так, як вона виглядає зразу пiсля побудови.
Часто вона подається у повернутому виглядi.

Для побудови параметрично заданої поверхнi x = x(u, v),
y = y(u, v), z = z(u, v) потрiбно першим аргументом вказати
список виразiв для трьох осей координат, залежних вiд двох
параметрiв:

plot3d([x(u, v), y(u, v), z(u, v)],u=u1 ..u2, v=v1..v2, opts)

Приклад:

> plot3d([10+(10+(2+sin(5*u))*cos(v))*cos(u), 10+(10+
(2+sin(5*u))*cos(v))*sin(u), 3*(2+sin(5*u))*sin(v)],
u=0..2*Pi, v=0..2*Pi, axes=framed, grid=[50,50],
labels=["x","y","z"], scaling=constrained);

Додатковi засоби для вiдображення графiки розглядаю-
ться у роздiлах 11, 12.
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Питання до роздiлу 4

1. Яку команду використовують для побудови двовимiрних гра-
фiкiв? Опишiть її формат для побудови графiкiв явно (параметри-
чно, таблично) заданих функцiй.

2. Опишiть основнi опцiї, якi використовують для побудови гра-
фiкiв.

3. Назвiть основнi особливостi побудови графiкiв функцiй з роз-
ривами першого (другого) роду, графiкiв швидкозмiнних функцiй.

4. Як будувати тривимiрнi графiки?

Вправи до роздiлу 4

1. Побудуйте графiк функцiї y = 3 lnx sin(2x2) на промiжку
[0, 7].

2. Побудуйте графiк функцiї x = sin 4t, y = cos2 t, t ∈ [0, 2π].
3. Вiдобразiть на площинi точки з координатами (2; 3), (3;−1),

(1/2; 1), (2,4; 2).
4. Побудуйте графiк функцiї y = tg x2.
5. Побудуйте в однiй системi координат графiки функцiй

y = x3 − 6x2 + 2x− 1 i y = −x4 + 8x3 − 18x2 + 11x− 1 на промiжку
[−2, 6], обмеживши область значень графiкiв так, щоб їх поведiн-
ка була бiльш зрозумiлою. Графiк першої функцiї має бути синiм
i складатись з крапок подвiйної товщини, а другої – коричневим
пунктирним потрiйної товщини.

6. Побудуйте графiк поверхнi z = x sin(xy + y2), якщо
−3 � x � 3, −3 � y � 3.

7. Побудуйте у полярних координатах графiк функцiї
ρ = sin2(ϕ/3), якщо 0 � ϕ � 6π.
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Роздiл 5. Аналiтичнi перетворення в Maple
§ 5.1. Структура виразiв

Усi алгебричнi вирази системою Maple зберiгаються у ви-
глядi деревовидної структури, що забезпечує доступ до будь-
якого її члену чи пiдвиразу, а також дозволяє виконувати над
виразом рiзноманiтнi символьнi перетворення. Кожен об’єкт
Maple складається з пiдоб’єктiв першого рiвня, якi, в свою
чергу, складаються з пiдоб’єктiв другого рiвня, i т. д. Пiдоб’-
єктами найвищого рiвня є базиснi (простi) елементи Maple
(цiлi, дiйснi числа, дроби, невiдомi тощо).

Нагадаємо, що для визначення типу виразу призначенi ко-
манди whattype i type (стор. 30). Наведемо декiлька команд,
якi дозволяють проаналiзувати структуру певного виразу. На-
приклад, команда nops(expr) виводить кiлькiсть операндiв
(пiдоб’єктiв) першого рiвня виразу expr.

Команду op використовують у рiзних форматах:
op(expr) виводить операнди першого рiвня виразу expr у

виглядi послiдовностi пiдвиразiв;
op(i, expr) виводить i-й операнд першого рiвня виразу

expr ;
op(i..j, expr) виводить операнди першого рiвня виразу

expr з i-го по j-й у виглядi послiдовностi пiдвиразiв;
op([k1, k2, . . . , kn, i..j], expr) можна використовувати за-

мiсть op(i..j, op(kn, . . . , op(k2, op(k1, expr)))).
Приклади:

> ex:=x^3/y-y+5*sqrt(x)*cos(z^2);

ex :=
x3

y
− y + 5

√
x cos(z2)

> whattype(ex);
� + �

> nops(ex);
3
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> op(ex);
x3

y
, −y, 5√x cos(z2)

> op(3,ex);
5
√
x cos(z2)

> op(2..3,ex);
−y, 5√x cos(z2)

Проаналiзуємо, наприклад, перший операнд x3

y :

> whattype(op(1,ex));
� ∗ �

> op([1,1],ex);
x3

> op([1,2],ex);
1

y

> whattype(op([1,2],ex));

�^�

> op([1,2,1],ex);
y

> op([1,2,2],ex);
−1

На рис. 8 схематично зображений вираз

x3

y
− y + 5

√
x cos(z2)

у виглядi деревовидної структури, у вузлах якої знаходяться
операцiї (+, ∗, ^, cos), а гiлки вказують на операнди:
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+

∗

^

x 3

^

y −1

∗

−1 y

∗

5 ^

x fraction

1 2

cos

^

z 2
Рис. 8

Операндами списку i множини є їх елементи:

> op([2,3,x^2]);
2, 3, x2

Команда has(expr, x) дозволяє перевiрити, чи вираз expr
мiстить x – об’єкт, список або множину об’єктiв:

> ex:=x^3/y-y+5*sqrt(x)*cos(z^2): has(ex,cos);

true

Видiлити лiву чи праву частину рiвняння або нерiвностi
eq можна за допомогою команд lhs(eq) i rhs(eq) вiдповiдно:

> x+y=2: lhs(%); rhs(%%);

x+ y

2
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§ 5.2. Перетворення типiв

Команда

convert(expr, f, arg1, . . . , argn)

перетворює (конвертує) вираз expr у форму f , якою може бу-
ти, наприклад, iнший тип даних. Для деяких форм f можна
використовувати необов’язковi аргументи arg1, . . . , argn. В
якостi параметра f може використовуватись один з багатьох
передбачених для цього термiнiв, наприклад:

list – перетворення об’єкта у список;
set – перетворення об’єкта у множину;
rational – перетворення десяткового дробу в звичайний,

може мати додатковий аргумент – кiлькiсть цифр;
float – перетворення звичайного дробу у десятковий (ана-

лог команди evalf);
degrees – перетворення числа з радiан у градуси;
radians – перетворення числа, заданого у градусах, у ра-

дiани.
З усiма термiнами можна ознайомитись у довiдцi. Най-

бiльш характернi випадки використання команди convert: пе-
ретворення списку в одновимiрний масив чи вектор i навпаки,
перетворення списку спискiв у матрицю i навпаки, перетворе-
ння списку в множину i навпаки. Приклади:

> convert([2,3,4],set);

{2, 3, 4}
> convert(evalf(Pi), rational);

104348

33215

> convert(Pi/9, degrees);

20 degrees
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> convert(1250*degrees, radians);

125

18
π

Команда convert дозволяє також перетворити число з
однiєї системи числення в iншу. Для перетворення десятково-
го числа в iншу систему числення використовують параметри:
binary (двiйкова), octal (вiсiмкова), hex (шiстнадцятькова),
base, n (система числення з основою n). В останньому ви-
падку числа, вiдповiднi розрядам, задаються у списку, почи-
наючи з наймолодшого розряду. Для перетворення числа з
системи числення з основою n у десяткову систему числення
використовують параметри decimal, n, де n ∈ {2, 3, . . . , 36},
букви вiд A до Z вiдповiдають значенням цифр вiд 10 до 36.
Число з буквами обов’язково треба брати у подвiйнi лапки.
Параметри base, k, n дозволяють перетворити список чисел,
якi виконують роль цифр, з системи числення з основою k у
список чисел у системi числення з основою n. Приклади:

> convert(333,binary);

101001101

> convert(%,decimal,2);

333

> convert("2E6A",decimal,16);

11882

> convert(333,base,45);

[18, 7]
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§ 5.3. Розкриття дужок, розклад многочлена на
множники, об’єднання виразiв

Для розкриття дужок в алгебричному виразi expr призна-
чена команда

expand(expr, ex1, ex2, . . . , exn).

За допомогою параметрiв ex1, ex2, . . . , exn можна задати ви-
рази, розкривати дужки у яких не потрiбно. Для рацiональ-
ної функцiї (вiдношення двох многочленiв) команда розкри-
ває дужки в чисельнику i дiлить кожен член отриманого у
чисельнику виразу на знаменник, який залишається без змiн.
Крiм того, команда expand вмiє розкривати дужки у тригоно-
метричних, логарифмiчних, показникових та iнших функцiях.
Приклади:

> expand((x+1)*(x-3)^3);

x4 − 8x3 + 18x2 − 27

> expand(((x+4)*(2*x+1))/(x+3)^2);

2x2

(x+ 3)2
+

9x

(x+ 3)2
+

4

(x+ 3)2

> expand(tan(x+y));

tan(x) + tan(y)

1− tan(x) tan(y)

> expand((x+4)^2*(y+3*z),x+4);

(x+ 4)2 y + 3 (x+ 4)2 z

Якщо параметр expr задати у виглядi списку, множини
або рiвняння, то команда expand застосовуватиметься до всiх
компонентiв expr. Це зауваження стосується i решти команд
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§§ 5.3 – 5.5, 5.7, однак нагадувати про це для кожної команди
не будемо. Приклад:

> expand([(x-3)*(x+4),(y+12)^2]);

[x2 + x− 12, y2 + 24 y + 144]

Команда
factor(mn,K)

розкладає на множники многочлен mn над числовим полем
K. Невiдома у многочленi може бути функцiєю вiд невiдомої.
Якщо параметр K не заданий, то многочлен розкладатиме-
ться на множники над числовим полем, до якого належать
коефiцiєнти многочлена. В якостi поля K можна використо-
вувати термiни real, complex, радикал чи список (множину)
радикалiв. Приклади:

> factor(x^2*y^3+x*y^3-3*x^2*y^2-9*x*y^2+3*x^2*y+
y^4*x+11*x*y-x^2-4*x+4*y^4-12*y^3+12*y^2-4*y);

(y − 1)3 (4 + x) (x+ y)

> factor(sin(z)^2-3*sin(z)+2);

(sin(z)− 1) (sin(z)− 2)

> factor(x^3+3);
x3 + 3

> factor(x^3+3,real);

(x+ 1.442249570) (x2 − 1.442249570x + 2.080083822)

> factor(x^3+3,complex);

(x+ 1.442249570) (x − 0.7211247852 + 1.249024766 I) (x −
0.7211247852 − 1.249024766 I)
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> factor(x^3+3,3^(1/3));

(x2 − x 31/3 + 32/3) (x+ 31/3)

Якщо команду factor застосувати до рацiональної фун-
кцiї, то спочатку вiдбудеться скорочення спiльних множникiв
чисельника та знаменника, а потiм чисельник та знаменник
будуть розкладенi на множники над полем K. Наприклад:

> f:=(x^7-x^6*y^1-y^6*x^1+y^7)/(x^5-x^4*y-2*y^2*x^3+
2*y^3*x^2+y^4*x-y^5);

f :=
x7 − x6 y − y6 x+ y7

x5 − x4 y − 2 y2 x3 + 2 y3 x2 + y4 x− y5
> factor(f);

(y2 + x y + x2) (y2 − x y + x2)

(x− y) (x+ y)

Команда
combine(expr,names, opt)

виконує дiю, протилежну дiї команди expand при роботi з рi-
зними математичними функцiями: вона об’єднує вираз, пе-
ретворюючи його у бiльш компактну форму. Необов’язковий
аргумент names може визначати правило чи список правил,
якi будуть застосовуватись при роботi команди combine (ни-
ми можуть бути: abs, arctan, conjugate, exp, icombine, ln,
piecewise, polylog, power, Psi, radical, range, signum, trig).
Для функцiй, правила перетворення яких залежать вiд зна-
чень їх аргументiв чи мають на них обмеження, останнiм
аргументом команди combine можна задати слово symbolic,
яке змусить команду виконувати формальнi перетворення без
врахування областi визначення. Приклади:

> combine(cos(x)*sin(y)+sin(x)*cos(y));

sin(x+ y)
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> combine(ln(x)+ln(y));

ln(x) + ln(y)

> combine(ln(x)+ln(y),symbolic);

ln(x y)

> combine(exp(cos(x)*cos(y))*exp(sin(y)*sin(x)), exp);

ecos(x) cos(y) + sin(y) sin(x)

> combine(exp(cos(x)*cos(y))*exp(sin(y)*sin(x)),trig);

e
1
2
cos(x−y) + 1

2
cos(x+y) e

1
2
cos(x−y)− 1

2
cos(x+y)

> combine(exp(cos(x)*cos(y))*exp(sin(y)*sin(x)), exp,
trig);

ecos(x−y)

§ 5.4. Зведення подiбних доданкiв

Для зведення подiбних доданкiв використовують команду

collect(expr, obj),

де obj – об’єкт чи об’єкти, вiдносно яких треба звести (згрупу-
вати за степенями) вираз expr. В якостi obj можна використо-
вувати iм’я невiдомої величини, iм’я функцiї з аргументом-
невiдомою, iм’я функцiї без аргументу, список чи множину
таких об’єктiв. Maple розглядає вираз expr як многочлен вiд-
носно об’єктiв obj i збирає коефiцiєнти бiля однакових рацiо-
нальних (додатних, вiд’ємних i дробових) степенiв. Сортува-
ння многочлена за зростанням чи спаданням степенiв не здiй-
снюється. Приклади:
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> g:=x^2*exp(x)+2*x*exp(x)-x*sin(x)+2*cos(x)-sin(x)+
exp(2*x)-3*x*exp(2*x);

g := x2 ex + 2x ex − x sin(x) + 2 cos(x)− sin(x) + e2x − 3x e2 x

> collect(g,x);

x2 ex + (− sin(x) + 2 ex − 3 e2 x)x− sin(x) + e2x + 2cos(x)

> collect(g,exp(x));

(2x+ x2) ex − sin(x) + e2x − x sin(x) + 2 cos(x)− 3x e2 x

> collect(g,exp);

(2x + x2) ex + (1− 3x) e2 x − sin(x)− x sin(x) + 2 cos(x)

> gg:=x^2*y-3*x^2+4*y-12+6*x*y+a*x^2*y;

gg := x2 y − 3x2 + 4 y − 12 + 6x y + a x2 y

> collect(gg,x); collect(gg,y);

(−3 + y + a y)x2 + 6x y + 4 y − 12

(x2 + 4 + 6x+ a x2) y − 3x2 − 12

> collect(gg,[x,y]); collect(gg,[y,x]);

(−3 + (1 + a) y)x2 + 6x y + 4 y − 12

(4 + (1 + a)x2 + 6x) y − 3x2 − 12

§ 5.5. Скорочення i рацiоналiзацiя дробiв

Команда normal(f ) призначена для зведення алгебричних
дробiв до спiльного знаменника та скорочення чисельника i
знаменника на найбiльший спiльний дiльник. Нагадаємо, що
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саме́ скорочення дробу здiйснюється автоматично, без засто-
сування команди normal. Команда може мати своїм необо-
в’язковим другим параметром термiн expanded, який вказує
на те, що у чисельнику i знаменнику додатково потрiбно роз-
крити дужки. Якщо у командi normal f – список, множина,
послiдовнiсть, рiвняння, функцiя, то ця команда послiдовно
застосовується до всiх елементiв (компонентiв) f . Приклади:

> ff:=1/(x+y)-(x+y^2)/(x-3*y);

1

x+ y
− x+ y2

x− 3 y

> normal(ff);

−−x+ 3 y + x2 + xy + y2x+ y3

(x+ y) (x− 3 y)

> normal(ff,expanded);

x− 3 y − x2 − xy − y2x− y3
x2 − 2xy − 3 y2

> normal(1/x+1/y=1/(x+1)-1/(y-1));

y + x

x y
= − −y + 2 + x

(x+ 1) (y − 1)

Команди numer(f ) i denom(f ) вертають вiдповiдно чисель-
ник i знаменник алгебричного дробу, отриманого пiсля зведе-
ння алгебричних дробiв до спiльного знаменника та скорочен-
ня чисельника i знаменника на найбiльший спiльний дiльник:
> ff:=1/(x+y)-(x+y^2)/(x-3*y): numer(ff);

x− 3 y − x2 − xy − y2x− y3

> denom(ff);
(x+ y) (x− 3 y)
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Пiд рацiоналiзацiєю дробiв розумiють позбавлення вiд iр-
рацiональностi у знаменнику. Команда rationalize(f ) при-
значена саме для цього:
> 1/(2-sqrt(3));

1

2−√3
> rationalize(%);

2 +
√
3

§ 5.6. Обмеження на невiдомi

За замовчуванням вважається, що невiдомi величини мо-
жуть набувати довiльних комплексних значень. Команда
assume дозволяє накласти на невiдомi певнi обмеження, тоб-
то встановити їх належнiсть до деякої числової множини. Цi
обмеження можна задавати в одному з трьох форматiв:

assume(x1, prop1, x2, prop2, . . . , xn, propn),
assume(x1::prop1, x2::prop2, . . . , xn::propn),

assume(xrel1, xrel2, . . . , xreln),

або скористатись їх комбiнацiєю. Тут x1, x2, . . . , xn – невi-
домi, prop1, prop2, . . . , propn – властивостi, xrel1, xrel2, . . . ,
xreln – невiдомi з накладеними на них за допомогою логiчних
вiдношень обмеженнями. Властивостi prop1, prop2, . . . , propn
можуть визначати тип даних або один з термiнiв, наприклад:

Властивiсть Значення
real дiйснi числа

negative вiд’ємнi дiйснi числа
nonnegative невiд’ємнi дiйснi числа
positive додатнi дiйснi числа
complex комплекснi числа
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Властивiсть Значення

imaginary
комплекснi числа з нульовою дiйсною
частиною

NumeralNonZero комплекснi числа, вiдмiннi вiд нуля
integer цiлi числа
rational рацiональнi числа (дроби i цiлi)

irrational iррацiональнi числа
fraction тiльки дробовi числа
natural невiд’ємнi цiлi числа
posint натуральнi числа
odd непарнi числа
even парнi числа
prime простi числа
scalar скалярнi величини

Крiм того, властивостi можуть визначати промiжок [a, b]
дiйсної осi, вiн позначається через RealRange(a, b), iнтер-
вал (a, b) – RealRange(Open(a), Open(b)), а також пiвiнтерва-
ли RealRange(Open(a), b) i RealRange(a, Open(b)). Є також
обмеження для функцiй i матриць. З повним перелiком обме-
жень можна ознайомитись у довiдковiй системi на сторiнцi,
що вiдображається командою ?property.

Якщо на змiнну накладаються обмеження, то до неї мо-
жна застосовувати значно бiльше перетворень, а бiля її iменi
вiдображається знак тильда (~). Приклади:
> ln(a^2);

ln(a2)

> assume(a>0); ln(a^2);

2 ln(a~)

> assume(p::negative); sqrt(p^6);

−p~
3
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> assume(p,nonnegative,q>=0); sqrt((p+q)^2);

p~+ q~
> assume(n, integer): cos(Pi*n);

(−1)n~

> assume(k, even): sin(Pi*k/2);

0

Кожне нове обмеження, накладене командою assume, ска-
совує всi попереднi обмеження щодо тiєї ж змiнної. Щоб не
скасовувати вже накладенi обмеження, використовують ко-
манду additionally, параметри якої повнiстю збiгаються з
параметрами команди assume. Обмеження, накладенi коман-
дою additionaly, додаються до обмежень, якi введенi коман-
дами assume та попереднiми командами additionaly. Для
зняття всiх обмежень потрiбно змiннiй присвоїти її iм’я в оди-
нарних лапках, наприклад, x:='x'.

Команда is з одним або двома аналогiчними аргументами
дозволяє перевiрити, чи має змiнна певну властивiсть. Якщо
хоч одне з можливих значень змiнної не задовольняє обмеже-
ння, то вiдповiддю буде false. Команда coulditbe з анало-
гiчними аргументами перевiряє, чи може вказана змiнна за-
довольняти задану властивiсть. Якщо хоч одне з можливих
значень змiнної може мати задану властивiсть, то отримаємо
true. Команда hasassumptions(x) дозволяє визначити, чи на
змiнну x накладались якi-небудь обмеження. Пiсля виконання
команди about(x) одержимо iнформацiю про всi обмеження,
якi накладались на змiнну x. Приклади:

> assume(a>0): is(a>0);

true
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> additionally(a<=1); coulditbe(a=2);

false

> hasassumptions(a);
true

> about(a);
Originally a, renamed a~:
is assumed to be: RealRange(Open(0),1)

> assume(x>=2,x<7); about(x);
Originally x, renamed x~:
is assumed to be: RealRange(2,Open(7))

Замiсть команди assume для накладання обмежень лише
на один вираз expr можна використовувати одну з констру-
кцiй:

expr assuming xrel ,
expr assuming x::prop,

де xrel, x, prop – тi самi, що й у командi assume. Приклад:

> sqrt(p^2) assuming p::real;

p

На стор. 126, 163 йтиметься про те, як зробити так, щоб
усi невiдомi вважались дiйсними.

§ 5.7. Спрощення виразiв

Елементарнi спрощення, наприклад, скорочення дробiв,
зведення подiбних доданкiв в очевидних випадках i деякi iн-
шi виконуються у Maple автоматично. Для спрощення виразiв
у складнiших випадках призначена команда simplify. Вона
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вмiє спрощувати вирази з дробами, тригонометричними, обер-
неними тригонометричними функцiями, логарифмами, експо-
нентами тощо.

Формат цiєї команди

simplify(expr, opts)

де expr – вираз, який потрiбно спростити, а opts – необов’язко-
вi додатковi параметри, використання яких значно збiльшує
ефективнiсть команди simplify.

По-перше, параметри opts можуть бути конкретними про-
цедурами, якi дозволяється використовувати для спрощення.
Наприклад, power дозволяє здiйснювати спрощення, пов’яза-
нi зi степенями, логарифмами i експонентами, sqrt – спроще-
ння, пов’язанi лише з квадратними коренями, trig – лише
тригонометричнi спрощення. З iншими процедурами, як-от
radical, polar, hypergeom, ln, можна ознайомитись у довiд-
цi. Замiсть цих процедур або додатково до них можна вка-
зувати опцiю assume=prop, яка дозволяє здiйснювати спро-
щення при деяких додаткових обмеженнях (це, як правило,
розширює множину допустимих перетворень). В якостi prop
можна використовувати певний тип даних чи будь-яку з пере-
лiчених у попередньому параграфi властивостей, наприклад,
integer, positive, RealRange(a, b) тощо. При використаннi
опцiї assume вважатиметься, що всi невiдомi виразу expr задо-
вольняють вказану властивiсть. Додатково до згаданих про-
цедур перетворення виразiв або замiсть них можна викори-
стовувати опцiю symbolic, яка означає, що для багатозначних
функцiй буде здiйснюватись формальне символiчне спрощен-
ня, при цьому, скорiш за все, результат не буде правильним
на всiй комплекснiй площинi. Ця опцiя несумiсна з опцiєю
assume. Замiсть розглянутих необов’язкових параметрiв мо-
жна використовувати список або множину рiвностей, якi за-
дають спрощення. Приклади:
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> simplify(sin(x)^4+cos(x)^4+sin(2*x)^2/2);

1

> simplify(sqrt(x^2));

csgn(x)x

> simplify(sqrt(x^2),assume=real);

|x|
> simplify(sqrt(x^2),assume=negative);

−x
> simplify(sqrt(x^2),symbolic);

x

> simplify(x^3+x*y^2,[x=2*y]);

10 y2

Зауважимо, що результат спрощення може зовсiм не вiдпо-
вiдати сподiванням користувача щодо очiкуваного результа-
ту. Наприклад, виконуючи спрощення тригонометричних ви-
разiв, нерiдко використовують прийом, коли 1 замiнюють на
sin2 x+ cos2 x, а Maple може замiнити навпаки.

Якщо команда simplify не може спростити вiдповiдний
вираз, то вона його просто повторить у областi виведення.
У цьому випадку можна спробувати використати параметри
opts для уточнення перетворень.

Бiльш детально з правилами спрощення виразiв можна
ознайомитись у довiдцi Maple, виконавши команду ?simplify.

Для спрощення виразiв, якi мiстять не тiльки квадратнi,
але й коренi iнших степенiв, краще використовувати команду
radnormal(f). Наприклад:
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> b:=sqrt(3+sqrt(3)+(10+6*sqrt(3))^(1/3));

b :=

√
3 +
√
3 +

(
10 + 6

√
3
)1/3

> simplify(b,power);√
3 +
√
3 +

(
10 + 6

√
3
)1/3

> radnormal(b);
1 +
√
3

§ 5.8. Пiдстановки

Команда subs(s1, . . . , sn, expr) призначена для виконан-
ня синтаксичних пiдстановок у вираз expr. Пiдстановки за-
даються одним чи кiлькома параметрами s1, . . . , sn, якими
можуть бути рiвностi вигляду oldexpr=newexpr, множини або
списки таких рiвностей. У цих рiвностях до знаку «=» стави-
ться старий вираз oldexpr, а пiсля нього – новий вираз newexpr,
на який буде замiнено старий. Якщо пiдстановки заданi у ви-
глядi списку чи множини, то вони виконуються одночасно,
iнакше – по черзi. Приклади:

> f:=x^3+a*x^2+sin(3*x);

f := x3 + a x2 + sin(3x)

> subs(x=1-y^2,f);

(1− y2)3 + a (1− y2)2 + sin(3− 3 y2)

> subs([x=a,a=x],f);

a3 + x a2 + sin(3 a)

> subs(x=a,a=x,f);

2x3 + sin(3x)
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> subs(x^2=t,f);

x3 + a t+ sin(3x)

Остання команда не пiдставила у вираз x3 замiсть x2 ве-
личину t. Аналогiчно, залишився x пiд знаком функцiї sin 3x.

Є кiлька iнших способiв виконання замiн. Наприклад, ко-
манда eval(f,x^2=t) (стор. 51) дозволяє отримати той самий
результат, що й команда subs(x^2=t,f).

Команда algsubs(oldexpr=newexpr, expr) виконує алгебри-
чну пiдстановку newexpr замiсть oldexpr у вираз expr :
> algsubs(x^2=t,f);

t x+ a t+ sin(3x)

Подiбний результат дає команда simplify:

> simplify(f,[x^2=t]);

4 sin(x) cos(x)2 − sin(x) + x t+ a t

Кращi результати одержимо, якщо замiсть x пiдставити√
t:

> subs(x=sqrt(t),f);

t3/2 + a t+ sin(3
√
t)

> algsubs(x=sqrt(t),f);

t3/2 + a t+ sin(3
√
t)

> eval(f,x=sqrt(t));

t3/2 + a t+ sin(3
√
t)

Якщо вiдомо, який операнд виразу потрiбно замiнити, то
використовують команду

subsop(x1=newexpr1, . . . ,xn=newexprn, expr),
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де x1, . . . , xn – номери операндiв або списки номерiв операн-
дiв у виразi expr, складенi за тими самими правилами, що й
для команди op (стор. 77). Цi операнди буде замiнено новими
виразами newexpr1, . . . , newexprn:

> subsop(3=cos(4*y),f);

x3 + a x2 + cos(4 y)

> subsop([2,2,2]=4,f);

x3 + a x4 + sin(3x)

У багатьох випадках корисною є команда trigsubs(expr),
яка знаходить всi тригонометричнi еквiваленти виразу expr,
наприклад:

> trigsubs(cos(2*x));[
cos(2x), cos(−2x), 2 cos(x)2 − 1, 1 − 2 sin(x)2, cos(x)2 − sin(x)2,

1

sec(2x)
,

1

sec(−2x) ,
1− tan(x)2

1 + tan(x)2
,
1

2
e2 I x +

1

2
e−2 I x

]

§ 5.9. Команди map, zip, select, remove, sort

Команда
map(fnc, expr, arg1, . . . , argn)

застосовує команду або функцiю fnc до кожного операнда ви-
разу, елемента списку, множини або масиву expr. Необов’яз-
ковi аргументи arg1, . . . , argn команди map використовують
як додатковi аргументи команди fnc. Приклади:

> map(x->x^3+1,[1,2,3,4,5]);

[2, 9, 28, 65, 126]
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> map(surd,x+y+z,3);

3
√
x+ 3
√
y + 3
√
z

Аналогiчною до команди map є команда

map2(fnc, arg1, expr, arg2, . . . , argn).

У цьому випадку першим аргументом команди fnc буде arg1, а
другим – один з операндiв виразу, елементiв списку, множини
або масиву expr. При необхiдностi в якостi решти аргументiв
можна використовувати arg2, . . . , argn. Приклад:

> map2(op,1,{q+p,r*s,w-z});

{q, r, w}
Команда select(fnb, expr, arg1, . . . , argn) створює новий

вираз, список, множину або масив, вибираючи їх операнди чи
елементи з виразу, списку, множини або масиву expr вiдповiд-
но до логiчної функцiї fnb. При необхiдностi в якостi решти ар-
гументiв команди fnb можна використовувати arg1, . . . , argn.
Команда remove(fnb, expr, arg1, . . . , argn) дiє аналогiчно, але
вибирає замiсть елементiв, що задовольняють логiчну фун-
кцiю fnb, елементи, якi її не задовольняють.

Команда selectremove(fnb, expr, arg1, . . . , argn) формує
послiдовнiсть з двох об’єктiв, вiдповiдних командам select
i remove. Приклади:

> select(isprime,[$20..35]);

[23, 29, 31]

> remove(isprime,[$20..35]);

[20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 32, 33, 34, 35]

> selectremove(isprime,[$20..35]);

[23, 29, 31], [20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 32, 33, 34, 35]
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Команда zip(fnc, u, v, d) застосовує бiнарну функцiю fnc
до двох спискiв, векторiв, масивiв чи матриць u i v. Об’єкти
u i v повиннi мати однаковий тип. У результатi дiї коман-
ди zip формується новий список, вектор, масив чи матриця,
який мiстить таку саму кiлькiсть елементiв, що й найменший
з об’єктiв u, v. Якщо використати необов’язковий скалярний
аргумент d, то створений об’єкт матиме стiльки елементiв,
скiльки їх є в найбiльшому з об’єктiв u, v, а замiсть вiдсутнiх
значень буде використовуватись d. Приклади:

> zip((x,y)->x^2+y^4,[2,3,4,5,s],[k,7,2,-3,8,1,6]);

[4 + k4, 2410, 32, 106, s2 + 4096]

> zip((x,y)->x^2+y^4,[2,3,4,5,s],[k,7,2,-3,8,1,6],2);

[4 + k4, 2410, 32, 106, s2 + 4096, 5, 1300]

Команда sort(L, f ) сортує числовий список L за спада-
нням елементiв, якщо немає аргументу f , i за зростанням –
якщо в якостi необов’язкового аргументу f використовується
�>� (разом зi зворотними апострофами). Крiм того, ця коман-
да дозволяє сортувати многочлен L за спаданням степенiв,
причому параметром f треба обов’язково вказати змiнну (або
їх список для многочлена кiлькох змiнних), за степенями якої
здiйснюється сортування. Якщо необов’язковим третiм аргу-
ментом команди sort вказати термiн ascending, то многочлен
сортуватиметься за зростанням степенiв. Приклади:

> sort([4.6,7,-2,3,10,3/2]);[
−2, 3

2
, 3, 4.6, 7, 10

]

> sort([4.6,7,-2,3,10,3/2],�>�);[
10, 7, 4.6, 3,

3

2
,−2

]
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> sort(x^3-3*x^2+a*x+4*x^4-5,x);

4x4 + x3 − 3x2 + a x− 5

> sort(x^3-3*x^2+a*x+4*x^4-5,x,ascending);

−5 + a x− 3x2 + x3 + 4x4

§ 5.10. Команди для роботи з многочленами

Крiм описаних у §§ 5.3 – 5.9 команд (наприклад expand,
factor, sort), що дозволяють обробляти рiзнi вирази, зокре-
ма i многочлени, є низка команд, якi застосовують лише до
многочленiв. Наведемо основнi з них:

coeff(mn, var,n) або coeff(mn, var^n) визначає коефiцi-
єнт бiля n-го степеня змiнної var у многочленi mn;

coeffs(mn, var) визначає коефiцiєнти многочлена mn вiд-
носно змiнної var або множини (списку) змiнних var ;

lcoeff(mn, var) визначає коефiцiєнт бiля найстаршого
степеня змiнної var у многочленi mn;

tcoeff(mn, var) визначає вiльний член у многочленi mn
змiнної var ;

degree(mn, var) i ldegree(mn, var) визначають степiнь
i найменший степiнь многочлена mn вiдносно змiнної var
вiдповiдно;

discrim(mn, var) обчислює дискримiнант многочлена mn
вiдносно змiнної var.

Якщо у наведених командах зрозумiло, що виступає змiн-
ною, то параметр var можна не вказувати.

Приклади:

> g:=x^5-5*x^4+3*x^3-2*x+6;
g1:=3*x^3*y^4-x^2*y+y^6-7*x*y^3;

g := x5 − 5x4 + 3x3 − 2x+ 6

g1 := 3x3 y4 − x2 y + y6 − 7x y3
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> coeff(g,x,4);
−5

> coeff(g1,y^3);
−7x

> coeffs(g);
6, −2, 1, −5, 3

> coeffs(g1);
1, −7, 3, −1

> coeffs(g1,[x,y]);

1, −7, 3, −1
> coeffs(g1,x);

y6, −7 y3, −y, 3 y4

> lcoeff(g1);
3

> degree(g1);
7

> ldegree(g1);
3

> discrim(x^3+2*x^2-4*x+3,x);

−451
Команда divide(mn1,mn2, 'name ') вертає значення true,

якщо многочлен mn1 дiлиться нацiло на многочлен mn2. Крiм
того, пiсля виконання команди змiнна name мiститиме час-
тку вiд дiлення двох многочленiв, якщо вони дiляться нацiло.
Одинарнi лапки є обов’язковими. Приклад:

> divide(x^4-27*x^2+14*x+120,x^2+7*x+10,'r');

true
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> r;
x2 − 7x+ 12

Команда gcd(mn1,mn2) знаходить найбiльший спiльний
дiльник многочленiв mn1, mn2 :

> gcd(x^3+3*x-3*x^2-9,x^4+7*x^2+5*x^3+15*x+12);

x2 + 3

Команда lcm(mn1,mn2, . . . ,mnk) визначає найменше
спiльне кратне многочленiв mn1, mn2, . . . , mnk. Приклад:

> lcm(x^2-x-12,x^3-4*x^2+4*x-16);

(x+ 3) (x3 − 4x2 + 4x− 16)

Команда proot(mn,n) знаходить корiнь степеня n з мно-
гочлена mn, якщо цей многочлен є повним n-м степенем де-
якого iншого многочлена. У протилежному разi маємо значе-
ння _NOROOT . Приклади:

> proot(x^4+12*x^3*y+54*x^2*y^2+108*x*y^3+81*y^4,4);

x+ 3 y

> proot(x^4+12*x^3*y+54*x^2*y^2+108*x*y^3+81*y^4,3);

_NOROOT

Команда psqrt(mn) знаходить квадратний корiнь з мно-
гочлена mn, якщо цей многочлен є повним квадратом де-
якого iншого многочлена. У протилежному разi виводиться
_NOSQRT . Приклад:

> psqrt(x^6*y^2+4*x^3*y+4);

x3 y + 2

Команда quo(mn1,mn2, var) знаходить цiлу частину вiд
дiлення многочлена mn1 на многочлен mn2, де var – змiнна
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многочленiв. У форматi quo(mn1,mn2, var, 'r ') додатково зна-
ходиться остача r вiд дiлення многочленiв. Приклади:

> quo(x^5-4*x^3+2*x^2+5*x-2,x^3+2*x^2-6*x+3,x);

x2 − 2x+ 6

> quo(x^5-4*x^3+2*x^2+5*x-2,x^3+2*x^2-6*x+3,x,'r'): r;

−20− 25x2 + 47x

Команда rem(mn1,mn2, var) знаходить остачу вiд дiлення
многочлена mn1 на многочлен mn2, де var – змiнна. У форма-
тi rem(mn1,mn2, var, 'q ') додатково визначається цiла частина
q вiд дiлення многочленiв. Приклад:

> rem(x^5-4*x^3+2*x^2+5*x-2,x^3+2*x^2-6*x+3,x,'r');

−20− 25x2 + 47x

> r;
x2 − 2x+ 6

Команда realroot(mn,width) генерує список промiжкiв,
на яких мiстяться вiдокремленi дiйснi нулi многочлена mn.
Промiжки задаються як списки [a, b] двох чисел, a � b, при-
чому список [a, a] визначає точний корiнь многочлена mn – чи-
сло a. Необов’язковим параметром width можна задати обме-
ження зверху на величину промiжкiв. Приклад:

> realroot(x^5-4*x^4+3*x^2+2*x-2);

[[1, 1], [0, 1], [2, 4]]

> realroot(x^5-4*x^4+3*x^2+2*x-2,1/4);[
[1, 1],

[
1

2
,
3

4

]
,

[
15

4
, 4

]]

Команда roots(mn, var,K) знаходить всi нулi многочлена
mn та їх кратнiсть над числовим полем K, var – це змiнна
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многочлена. Обов’язковим аргументом є лише многочлен mn.
Якщо параметр K не вказати, то шукатимуться лише рацiо-
нальнi нулi многочлена. В якостi поля K можна використо-
вувати радикал чи список (множину) радикалiв. Результатом
роботи команди є список двоелементних спискiв, першим еле-
ментом кожного з яких є черговий нуль многочлена, а дру-
гим – його кратнiсть. Приклад:

> roots(4*x^8-8*x^7-59*x^6+263*x^5-520*x^4+770*x^3-
812*x^2+424*x-80);[

[2, 3],

[
1

2
, 2

]
, [−5, 1]

]

Питання до роздiлу 5

1. Назвiть основнi команди, призначенi для аналiзу структури
виразiв.

2. Як перетворити вираз з одного типу в iнший, число з однiєї
системи числення в iншу?

3. Як розкрити дужки у виразi?
4. Яка команда призначена для зведення подiбних доданкiв?
5. Яка команда дозволяє спростити вираз?
6. Яким чином можна накласти припущення на невiдомi?
7. Як розкласти многочлен на множники?
8. Як виконувати пiдстановки?
9. Назвiть основнi команди для роботи з многочленами.

Вправи до роздiлу 5

1. Розкрийте дужки у виразi (x2 + 2)(x+ 5)(x− 4).
2. Розкладiть многочлен x5 − 4x3 + 2x4 + 3x− 18 на множники

окремо над полем цiлих, дiйсних та комплексних чисел.
3. Зведiть подiбнi доданки у виразi 3t2−6t+at−bt2+5a вiдносно

змiнної t.
4. Позбудьтесь iррацiональностi у знаменнику виразу 1√

2+ 5√3
.

5. Спростiть вираз 2(sin6 x+ cos6 x)− 3(sin4 x+ cos4 x).
6. Вiдокремте всi дiйснi нулi многочлена x4+4x3−3x2−12x+8.
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Роздiл 6. Застосування Maple до розв’язування
задач математичного аналiзу

§ 6.1. Границi послiдовностей i функцiй

У Maple для деяких математичних операцiй iснують двi
команди: перша – прямої, а iнша – вiдкладеної дiї. Iмена вiд-
повiдних команд складаються з однакових букв, крiм першої:
команди прямої дiї починаються з малої букви, команди вiд-
кладеної дiї – з великої. Пiсля звертання до команди вiдкла-
деної дiї математичнi операцiї, наприклад, знаходження iнте-
гралiв, границь, похiдних, виводяться на екран у виглядi їх
стандартного аналiтичного запису. Обчислення у цьому ви-
падку не здiйснюються. Команди прямої дiї видають резуль-
тат одразу.

Для знаходження границi lim
x→a

f(x) є двi команди:
1) команда прямої дiї limit(f ,x=a, par), де f – вираз, гра-

ницю якого потрiбно знайти, x – змiнна, a – точка, у якiй об-
числюється границя (число a може бути й невласним), par –
необов’язковий параметр для вiдшукання однобiчних границь
(left – для лiвобiчної, right – для правобiчної) або вказува-
ння типу змiнної (real – дiйсна, complex – комплексна).

2) команда вiдкладеної дiї Limit(f ,x=a, par) з тими сами-
ми аргументами.

Розглянемо приклади:

> Limit(ln(sin(4*x))/ln((1-exp(2*x))), x=0);

lim
x→0

ln (sin (4x))

ln (1− e2 x)

> limit(ln(sin(4*x))/ln((1-exp(2*x))), x=0);

1

Якщо границя функцiї не iснує, то результат може бути
такий:
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> limit(tan(x), x=infinity);

undefined

> limit(cos(x/(x-Pi/2)), x=Pi/2);

−1..1
В останньому випадку повiдомлено, що границю не знайде-
но (вона не iснує), однак вказано дiапазон −1..1 значень, якi
набуває функцiя cos x

x−π/2 в околi граничної точки x = π
2 .

Об’єднуючи команди limit i Limit, можна записувати ма-
тематичнi вирази з границями у звичному аналiтичному ви-
глядi, наприклад:

> Limit(sin(x)^tan(x), x=Pi/2)=limit(sin(x)^tan(x),
x=Pi/2);

lim
x→ 1

2
π
sin (x)tan(x) = 1

> Limit((a^x-a^b)/(x-b),x=b)=limit((a^x-a^b)/(x-b),
x=b);

lim
x→b

ax − ab
x− b = ln(a) ab

Команда value(expr) обчислює вираз expr, навiть якщо
вiн мiстить вiдкладенi команди, наприклад:

> Limit(sqrt(n+1)-sqrt(n-1), n=+infinity): %=value(%);

lim
n→∞

(√
n+ 1−√n− 1

)
= 0

Нагадаємо, що двокрапка наприкiнцi команди означає, що ре-
зультат виконання команди не вiдображатиметься, а знак % –
це звертання до результату виконання попередньої команди
(працює навiть тодi, коли результат не виводиться).

Наведемо приклади вiдшукання однобiчних границь:

> Limit(arctan(1/(1-x)), x=1,left): %=value(%);

lim
x→1−

arctan

(
1

1− x
)

=
1

2
π
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> Limit(arctan(1/(1-x)), x=1,right): %=value(%);

lim
x→1+

arctan

(
1

1− x
)

= −1

2
π

Команду limit можна використовувати також для обчи-
слення границь нескладних функцiй багатьох аргументiв. На-
приклад,

> limit((x+y)/(x^2+y^2), {x=5, y=infinity});

0

§ 6.2. Суми, ряди i добутки

Для знаходження скiнченних i нескiнченних сум
b∑

n=a
S(n)

(у другому випадку b = ∞) у Maple iснують команди sum i
Sum прямої та вiдкладеної дiї вiдповiдно. Формат обох команд
однаковий, наприклад, sum(f ,n=a..b), де f – вираз, залежний
вiд iндексу пiдсумовування, a..b – межi iндексу пiдсумовуван-
ня. Для обчислення суми ряду замiсть верхньої межi потрiбно
ввести infinity.

Знайдемо, наприклад, суму кубiв всiх натуральних чисел
вiд 1 до 1000:
> Sum(k^3, k=1..1000)=sum(k^3, k=1..1000);

1000∑
k=1

k3 = 250500250000

Наведенi команди знаходження сум можна використову-
вати також до функцiональних рядiв. Знайдемо, наприклад,

суму ряду
∞∑
n=1

(−1)n n2xn:

> Sum((-1)^n*n^2*x^n, n=1..infinity): %=value(%);
∞∑
n=1

(−1)n n2xn =
x (x− 1)

(x+ 1)3
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Аналогiчно обчислюють скiнченнi та нескiнченнi добу-

тки
b∏

n=a
P (n) за допомогою команд product(f ,n=a..b) i

Product(f ,n=a..b) (прямої i вiдкладеної дiї вiдповiдно).
Знайдемо, наприклад, добуток всiх непарних натуральних

чисел вiд 1 до 30:
> Product(2*n-1,n=1..15)=product(2*n-1,n=1..15);

15∏
n=1

(2n− 1) = 6190283353629375

Знайдемо
∞∏
n=2

n3+1
n3−1

:

> product((n^3+1)/(n^3-1), n=2..infinity);

3

2

§ 6.3. Похiднi функцiй однiєї змiнної

Для знаходження похiдної функцiї однiєї змiнної в Maple
є двi команди:

1) команда прямої дiї diff(f ,x), де f – функцiя, яка ди-
ференцiюється за змiнною x;

2) команда вiдкладеної дiї Diff(f ,x) з тими самими пара-
метрами.

Для обчислення значення похiдної функцiї f(x)
у заданiй точцi x = a можна скористатись командою
eval(diff(f(x),x), x=a).

Наведемо приклади:

> Diff(arcsin(x)^2,x)=diff(arcsin(x)^2,x);

d

dx

(
(arcsin (x))2

)
= 2

arcsin (x)√
1− x2
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> Diff(x^x,x)=diff(x^x,x);

d

dx
(xx) = xx (ln (x) + 1)

> eval(%, x=1);
d

dx
(xx)

∣∣∣∣
x=1

= 1

Для знаходження похiдних вищих порядкiв у командах
diff або Diff другим параметром потрiбно вказати x$n,
де n – порядок похiдної, або змiнну x повторити n разiв:
diff(f ,x,x, . . . ,x) чи Diff(f ,x,x, . . . ,x).

Отриманий результат диференцiювання залежно вiд по-
трiбного вигляду можна спростити за допомогою команд
simplify, factor або expand, якi вивчались у §§ 5.3, 5.7. На-
приклад:

> Diff(sin(x)^4, x$3)=diff(sin(x)^4, x$3);

d3

dx3

(
(sin (x))4

)
= 24 sin (x) (cos (x))3 − 40 (sin (x))3 cos (x)

> simplify(%);

d3

dx3

(
(sin (x))4

)
= 8 sin (x) cos (x)

(
8 (cos (x))2 − 5

)
> combine(%);

d3

dx3

(
3

8
+

1

8
cos (4x)− 1

2
cos (2x)

)
= 8 sin (4x)− 4 sin (2x)

Для знаходження похiдних можна використовувати також
диференцiальний оператор D(f), де f – функцiя:

> D(cos);
−sin
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Знайдемо, наприклад, похiдну функцiї y = cos x у точцi
x = π/2:

> D(cos)(Pi/2): eval(%);

−1

Оператор диференцiювання D можна застосовувати до
створених користувачем функцiй (§ 3.2):

> f:=x->log[2](x)^2+exp(sqrt(x));

f := x→ log2(x)
2 + e

√
x

> D(f);

x→ 2 log2(x)

x ln(2)
+

1

2

e
√
x

√
x

Оператор D у форматi (D@@n)(f) можна використовува-
ти для знаходження похiдних n-го порядку. Знайдемо, напри-
клад, третю похiдну функцiї y(x) = cos(e2x):

> f:=x->cos(exp(2*x)): (D@@3)(f);

x→ 8 sin(e2 x) (e2 x)3 − 24 cos(e2 x) (e2 x)2 − 8 sin(e2 x) e2 x

§ 6.4. Частиннi похiднi

Для знаходження частинних похiдних функцiї f бага-
тьох змiнних використовується команда diff у форматi:
diff(f ,x1,x2, . . . ,xm), де x1, x2, . . . , xm – змiннi, за якими
здiйснюється диференцiювання. Замiсть n однакових змiнних
x можна писати x$n. Наприклад, частинну похiдну ∂3f

∂x2∂y
за-

писуємо у виглядi diff(f,y,x,x) або diff(f,y,x$2).
В якостi прикладу знайдемо частиннi похiднi f ′′x2 i f ′′xy фун-

кцiї f = arctg(x2y):
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> f:=arctan(x^2*y): Diff(f,x$2)=diff(f,x$2);

∂2

∂x2
arctan

(
x2y

)
=

2 y

1 + x4y2
− 8x4y3

(1 + x4y2)2

> simplify(%);

∂2

∂x2
arctan

(
x2y

)
= −2 y

(−1 + 3x4y2
)

(1 + x4y2)2

> Diff(f,x,y)=simplify(diff(f,x,y));

∂2

∂x∂y
arctan

(
x2y

)
= −2 x

(−1 + x4y2
)

(1 + x4y2)2

Для обчислення значення частинної похiдної у заданiй то-
чцi можна скористатися командою eval, наприклад:

> Diff(x^y,x,y)=diff(x^y,x,y);

∂2

∂y ∂x
xy =

xy ln(x) y

x
+
xy

x

> eval(%,[x=exp(1),y=1]);

∂2

∂y ∂x
xy

∣∣∣∣
x=e, y=1

= 2

§ 6.5. Неперервнiсть функцiй та точки розриву

Перевiрити на неперервнiсть (вiдсутнiсть розривiв) фун-
кцiю f(x) на промiжку (a, b) можна за допомогою команди
iscont. Її зазвичай записують у форматi iscont(f ,x=a..b).
Якщо неперервнiсть функцiї f(x) перевiряється на всiй чи-
словiй осi, задають iнтервал x=-infinity..+infinity. Якщо
функцiя f(x) є неперервною на заданому промiжку, то у ро-
бочому полi з’явиться вiдповiдь true, iнакше – false.
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Розглянемо приклади:

> iscont(x/sin(x), x=1..2);

true

> iscont(x/sin(x), x=1..4);

false

За замовчуванням вважається, що неперервнiсть у крайнiх
точках промiжку (a, b) не перевiряється. В iншому випадку
використовують опцiю 'closed' (разом з апострофами). При-
клади:
> iscont(1/x, x=0..1);

true

> iscont(1/x, x=0..1, 'closed');

false

Точки розриву функцiї f(x) на заданому промiжку
можна знайти за допомогою команд discont(f ,x) або
singular(f ,x), причому першу з них можна використовува-
ти для знаходження точок розриву першого i другого родiв,
а другу – точок розриву другого роду (дiйсних i комплексних
значень). Обидвi команди видають результат у виглядi мно-
жини (тип set). Для подальшого використання отриманих
значень точок розриву потрiбно з типу set за допомогою ко-
манди convert перевести їх у числовий тип. Команда discont
може знайти зайвi точки.

Знайдемо точки розриву функцiй f(x) = 1
x3−2x2−x+2

i
g(x) = tg x

x−3 :

> f:=1/(x^3-2*x^2-x+2): discont(f,x);

{−1, 1, 2}
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> g:=tan(x/(x-1)): singular(g,x);

{x = 1},
{
x =

π (2_Z2~+ 1)

2π_Z2~+ π − 2

}

Тут _Z2~ – нова згенерована змiнна, яка може набувати ли-
ше цiлих значень (детальнiше див. на стор. 123). Таким чином,
функцiя f(x) має розриви у точках x = ±1, x = 2, а функцiя
g(x) – у точках x = 1, x = π(2k+1)

π(2k+1)−2 , де k ∈ Z.

§ 6.6. Екстремуми, найбiльше i найменше значення
функцiй однiєї змiнної

Для дослiдження функцiї f(x) на екстремуми використо-
вують команду extrema(f , {cond},x, 's'), де {cond} (у фiгур-
них дужках) – обмеження для незалежної змiнної x, а s – це
змiнна, якiй будуть присвоєнi координати критичних точок
(точок, у яких f ′(x) дорiвнює нулю). Якщо фiгурнi дужки за-
лишити порожнiми, то пошук екстремуму здiйснюватиметься
на всiй числовiй осi. Команда extrema виводить у виглядi мно-
жини значення функцiї в точках, пiдозрiлих на екстремум.
Достатнi умови екстремуму не перевiряються. Для того, щоб
побачити самi точки, в яких може бути екстремум, потрiбно
вивести значення додаткової змiнної s.

Знайдемо критичнi точки функцiй f(x) = ax2 + bx + c i
g(x) = 2 arctg x− ln(x2 + 1):

> f:=a*x^2+b*x+c: g:=2*arctan(x)-ln(x^2+1):
> extrema(f,{},x, 's'); s;{

1

4

−b2 + 4 c a

a

}
{{

x = −1

2

b

a

}}
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> y0:=extrema(g,{},x,'x0'): print(x0,y0);

{{x = 1}},
{
1

2
π − ln(2)

}

Для функцiї g(x) спершу наведено точку, в якiй може бути
екстремум, а потiм – значення функцiї у цiй точцi.

Команда extrema має ще один суттєвий недолiк: вона не
визначає тип екстремуму (мiнiмум чи максимум).

Для вiдшукання найбiльшого значення функцiї
f(x) на промiжку x ∈ [a, b] використовують команду
maximize(f ,x=a..b), а для визначення найменшого зна-
чення – команду minimize(f ,x=a..b). Якщо не вказати
iнтервал змiни x, то пошук максимумiв i мiнiмумiв здiйсню-
ватиметься на всiй числовiй осi. Якщо через кому вказати
опцiю location (або location=true), то у рядку виведення
пiсля найбiльшого (найменшого) значення функцiї у фiгур-
них дужках будуть вказанi координати точки, в якiй це
значення досягається.

Наведемо приклади:

> f:=cos(x)+2*sin(x):
> M:=maximize(f,x); m:=minimize(f,x);

M :=
√
5

m := −
√
5

> M1:=maximize(x*exp(-x));

M1 := e−1

> M2:=maximize(x*exp(-x), x=4..10);

M2 := 4 e−4

> maximize(x*exp(-x), location);

e−1,
{
[{x = 1}, e−1]

}
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> minimize(cos(x)+2*sin(x),location);

−
√
5,

{[
{x = arctan(2) + π(2_Z2 + 1)}, −

√
5
]}

Тут _Z2~ – нова згенерована змiнна, яка може набувати ли-
ше цiлих значень (детальнiше див. на стор. 123).

§ 6.7. Локальний та умовний екстремуми функцiй
багатьох змiнних

Для вiдшукання локальних та умовних екстремумiв фун-
кцiї f(x1, . . . , xm) використовують команду

extrema(f , {cond}, {x1, . . . ,xm}, 's'),

де cond – записанi у виглядi рiвностей обмеження для по-
шуку умовного екстремуму, s – змiнна, якiй буде присвоєно
координати точок екстремуму. Якщо обмежень не вказати, то
вiдбуватиметься пошук локального екстремуму.

Команда extrema має суттєвий недолiк: вона видає усi кри-
тичнi точки, тобто й тi, у яких екстремуму немає. Вилучити
критичнi точки, у яких немає екстремуму, можна з допомогою
безпосередньої пiдстановки цих точок у функцiю, наприклад,
за допомогою команди eval.

Дослiдимо на екстремум функцiю

f(x, y) = x4 + 2y4 − 2x2 − y2 :

> f:=x^4+2*y^4-2*x^2-y^2:
> extrema(f,{},{x,y},'s'); s;{

0,−9

8

}
{
{x = −1, y = 0},

{
x = −1, y = −1

2

}
,

{
x = −1, y =

1

2

}
,
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{x = 0, y = 0},
{
x = 0, y = −1

2

}
,

{
x = 0, y =

1

2

}
,

{x = 1, y = 0},
{
x = 1, y = −1

2

}
,

{
x = 1, y =

1

2

}}

Одержали лише два екстремуми 0 i −9/8, тому, очевидно,
fmax = 0, fmin = −9/8, причому максимум досягається в точцi
(0, 0). Iншi критичнi точки потрiбно перевiрити. Враховуючи
парнiсть функцiї f вiдносно своїх змiнних, обмежимося пере-
вiркою критичних точок з невiд’ємними координатами:

> eval(f,[x=0,y=1/2]);

−1

8

> eval(f,[x=1,y=0]);
−1

> eval(f,[x=1,y=1/2]);

−9

8

Отже, задана функцiя має такi локальнi екстремуми:

fmax = f(0, 0) = 0, fmin = f (± 1,± 1/2) = −9/8.
Найбiльше i найменше значення функцiї f(x1, . . . , xn) зна-

ходимо за допомогою команд maximize i minimize вiдповiдно,
записаних у таких форматах:

maximize(f ,x1=a1..b1, . . . ,xn=an..bn),
minimize(f ,x1=a1..b1, . . . ,xn=an..bn).

Для визначення точки, в якiй досягається це значення, дода-
тково використовують опцiю location.

Знайдемо, наприклад, найбiльше i найменше значення
функцiї f(x, y) = x2 +2xy − 2x+4y у прямокутнику D, утво-
реному прямими x = 1, x = 5, y = 0, y = 3:
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> f:=x^2+2*x*y-2*x+4*y:
> maximize(f,x,y, x=1..5, y=0..3);

57

> minimize(f,x,y, x=1..5, y=0..3,location);

−1, {[{x = 1, y = 0}, −1]}
Таким чином, задана функцiя у прямокутнику D має най-
бiльше значення fmax = 57 i найменше значення fmin = −1,
причому останнє досягається в точцi (1; 0).

Розглянемо ще один приклад: знайдемо умовнi екстрему-
ми функцiї f(x, y, z) = xy + 2yz, якщо x2 + y2 = 2, y + z = 2,
x > 0, y > 0, z > 0:

> f:=x*y+2*y*z: assume(x>0, y>0, z>0):
> extrema(f, {x^2+y^2=2, y+z=2}, {x,y,z}, 's');{

3,−49

5

}

> s;{
{x~ = −1, y~ = 1, z~ = 1}, {x~ = 1, y~ = 1, z~ = 1},{

x~ =
1

5
, y~ = −7

5
, z~ =

17

5

}}

> eval(f,s[1]), eval(f,s[2]), eval(f,s[3]);

1, 3,−49

5

Таким чином, задана функцiя має два умовнi екстремуми:
fmax = f(1, 1, 1) = 3 i fmin = f

(
1
5 ,−7

5 ,
17
5

)
= −49

5 .

Про дослiдження на екстремум лiнiйної функцiї багатьох
змiнних за певних обмежень, заданих лiнiйними рiвностями
чи нерiвностями, йтиметься в § 17.2.
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§ 6.8. Первiсна i визначений iнтеграл

Невизначений iнтеграл
∫
f(x) dx у Maple можна записати

i знайти за допомогою команди вiдкладеної дiї Int(f ,x) i ко-
манди прямої дiї int(f ,x) вiдповiдно, де f – функцiя, x –
змiнна iнтегрування. Розглянемо приклади:

> y:=tan(x)^2: Int(y,x)=int(y,x);∫
tan(x)2 dx = tan(x)− x

> Int(cos(a*x)*exp(b*x), x)=int(cos(a*x)*exp(b*x), x);∫
cos(a x)eb x dx =

b eb x cos(a x)

b2 + a2
+
a eb x sin(a x)

b2 + a2

Звертаємо увагу на те, що в аналiтичному представлен-
нi невизначених iнтегралiв вiдсутня довiльна стала C (тобто
програма знаходить насправдi первiсну), що може призвести
до помилок пiд час знаходження повторних iнтегралiв.

Для обчислення визначеного iнтеграла
b∫
a
f(x) dx у коман-

дах int i Int потрiбно додати межi iнтегрування у виглядi
дiапазону x=a..b, причому числа a i b можуть бути й невла-
сними. Наведемо приклади:

> int((1+x)*cos(x)*sin(2*x),x=0..Pi);

4

3
+

2

3
π

> Int(x^2*log(2*x), x=0..1)=int(x^2*log(2*x), x=0..1);∫ 1

0
x2 ln(2x) dx =

1

3
ln(2) − 1

9

> p:=infinity: Int(exp(-x^2), x=-p..p): %=value(%);∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π
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> Int((x-1)/ln(x), x=0..1);∫ 1

0

x− 1

ln(x)
dx

> value(%);
ln(2)

Звертаємо увагу на те, що два останнi iнтеграли є невла-
сними: першого i другого роду вiдповiдно.

Додаткова опцiя CauchyPrincipalValue дозволяє обчи-
слювати невласнi iнтеграли першого i другого роду в сенсi
головного значення Кошi:
> Int(x^(-4), x=-1..3)=int(x^(-4), x=-1..3);∫ 3

−1

1

x4
dx =∞

> Int(x^(-4), x=-1..3)=int(x^(-4), x=1..3,
CauchyPrincipalValue);∫ 3

−1

1

x4
dx =

26

81

Якщо визначений iнтеграл «не береться», то його мо-
жна спробувати знайти наближено за допомогою команди
evalf(int(f ,x=a..b), s), де s – точнiсть обчислення (кiль-
кiсть значущих цифр), наприклад

> y:=sin(x)/x: Int(y,x=1..2)=evalf(int(y,x=1..2),5);

∫ 2

1

sin(x)

x
dx = 0.65932

Про обчислення кратних, криволiнiйних i поверхневих iн-
тегралiв йтиметься у роздiлi 13.
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§ 6.9. Формула Тейлора

Для розвинення функцiї f(x) за формулою Тейлора у
точцi x = a до членiв порядку n використовують команду
taylor(f ,x=a,n). Якщо останнiй параметр не вказано, то
кiлькiсть членiв розвинення визначається значенням систем-
ної змiнної Order (за замовчуванням Order=6). Замiсть x=0
можна писати просто x. Приклади:

> taylor(sin(Pi*cos(x)),x);

1

2
π x2 − 1

24
π x4 +O

(
x6

)
> f:=taylor(1/x,x=3,4);

f :=
1

3
− 1

9
(x− 3) +

1

27
(x− 3)2 − 1

81
(x− 3)3 +O

(
(x− 3)4

)
Результат розвинення за формулою Тейлора має тип

series. Для перетворення виразу ser цього типу в многочлен
використовують команду convert(ser, polynom), наприклад:

> convert(f,polynom);

1

3
− 1

9
(x− 3) +

1

27
(x− 3)2 − 1

81
(x− 3)3

Команда series(f ,x=a,n) виконує розвинення функцiї
f(x) в узагальнений степеневий ряд у точцi x = a, де n – по-
рядок розвинення. В узагальненому степеневому рядi можуть
бути степенi як з додатними, так i з вiд’ємними показниками,
тобто вiн може виявитись рядом Лорана. Приклади:

> series((x+3)/(x^2+1),x=infinity);

1

x
+

3

x2
− 1

x3
− 3

x4
+

1

x5
+O

(
1

x6

)

> series(64/(z^4-1),z=I,4);

16 I

z − I
− 24− 20 I (z − I) + 10 (z − I)2 + I (z − I)3 +O

(
(z − I)4

)
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Розвинення функцiї f(x1, . . . , xm) багатьох змiнних у ряд
Тейлора у точцi (a1, . . . , am) знаходять за допомогою команди

mtaylor(f , [x1=a1, . . . ,xm=am],n,w),

де n – порядок розвинення (максимальна сума степенiв усiх
змiнних), а w – список ваг змiнних. Зокрема, якщо вага змiн-
ної x дорiвнює 2, то в розвиненнi будуть використовуватись
члени степеня не вище x[

n
2 ]. Два останнiх аргументи команди

mtaylor є необов’язковими. Приклади:

> mtaylor(exp(x)*sin(y),[x=ln(2),y=Pi],4);

−2 y+2π−2 (x− ln(2)) (y−π)+ 1

3
(y−π)3− (x− ln(2))2 (y−π)

> mtaylor(exp(x)*sin(y),[x=ln(2),y=Pi],4,[1,2]);

−2 y + 2π − 2 (x− ln(2)) (y − π)

Питання до роздiлу 6

1. Яка рiзниця мiж командами прямої i вiдкладеної дiї?
2. Як знайти границю послiдовностi, границю функцiї та вiд-

образити їх у виглядi рiвностi «границя=значення»? Як знайти
однобiчнi границi функцiї?

3. Як знайти скiнченну суму, суму ряду, скiнченний i нескiнчен-
ний добуток? Як вiдобразити їх у виглядi рiвностей?

4. Якi команди призначенi для вiдшукання похiдних функцiй
однiєї i багатьох змiнних? Чим вiдрiзняється команда diff вiд опе-
ратора D? Як вiдобразити знайденi похiднi у виглядi рiвностей?

5. Як вiднайти екстремуми функцiй однiєї i багатьох змiнних?
Як шукати умовний екстремум? Як визначити найменше i найбiль-
ше значення функцiї?

6. Як знайти невизначений i визначений iнтеграл?
7. Як подати функцiю однiєї змiнної (кiлькох змiнних) за фор-

мулою Тейлора? Як розвинути функцiю в узагальнений степеневий
ряд?
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Вправи до роздiлу 6

1. Знайдiть границю lim
x→0

(
2x+3x+7x

3

) 1
x , вiдобразивши результат

за допомогою рiвностi.
2. Знайдiть частинну суму та суму ряду

∞∑
n=1

1

(3n− 1)(3n+ 2)
.

3. Знайдiть добуток

50∏
n=3

n2 − 7n+ 5

n2 + 2n+ 1
.

4. Знайдiть частиннi похiднi першого i другого порядку фун-
кцiї z = x3y ln(xy + y4 + 1) i вiдобразiть результати за допомогою
рiвностей.

5. Дослiдiть функцiю z = (5x + 7y − 25)e−(x2+xy+y2) на екстре-
мум.

6. В крузi x2 + y2 � 9 знайдiть найбiльше i найменше значення
функцiї z = x2 + y2 + 5x − 4y + 2, врахувавши, що такi значення
можуть досягатись лише в точцi екстремуму всерединi областi або
на межi областi (останнiй випадок зводиться до умовного екстре-
муму).

7. Знайдiть iнтеграли

∫ √
x2 + 4x− 7 + x

3x2 + 2x− 5
dx,

10∫
5

√
x2 + 4x− 7 + x

3x2 + 2x− 5
dx,

вiдобразивши результати за допомогою рiвностей.
8. Запишiть за формулою Тейлора за степенями x− 3 функцiю

y =
√
x+ 1 до члена сьомого порядку включно.

9. Знайдiть першi десять членiв розвинення функцiї y = 1
ln2 x

в
узагальнений степеневий ряд за степенями x− 1.
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Роздiл 7. Розв’язування рiвнянь, нерiвностей
та їх систем у Maple

§ 7.1. Команда solve для розв’язування рiвнянь та
систем рiвнянь

Для точного розв’язування алгебричних i трансценден-
тних рiвнянь та їх систем призначена унiверсальна команда

solve(eqs, vars),

де eqs – рiвняння, вираз або множина рiвнянь чи виразiв,
а vars – змiнна, вiдносно якої потрiбно розв’язати рiвняння,
або множина таких змiнних. Множину рiвнянь задають для
розв’язування системи рiвнянь.

Команда solve знаходить усi коренi рiвняння у виглядi
послiдовностi чисел чи виразiв. У випадку системи кожен
член послiдовностi у вiдповiдi мiстить один розв’язок системи,
який задається множиною рiвностей змiнна=значення.

Якщо замiсть рiвняння задано вираз, то вважається, що
задано рiвняння, лiва частина якого є цим виразом, а права
дорiвнює нулю. Якщо змiнну (змiннi) vars не вказувати, то
рiвняння чи систему буде розв’язано вiдносно всiх невiдомих.
Якщо невiдомих бiльше, нiж рiвнянь, то частину невiдомих
буде виражено через iншi. Для перевiрки розв’язкiв рiвняння
чи системи можна використати команду eval. Приклади:

> f:=6^x-4*2^(x-2)=8*2^x; solve(f,x);

f := 6x − 4 2x−2 = 8 2x

2

> solve(a*x^2+3*x-5,x);

1

2

−3 +√9 + 20 a

a
, −1

2

3 +
√
9 + 20 a

a
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> solve({x+y=3,x-2*y=5},{x,y});{
x =

11

3
, y = −2

3

}

> S:={x^2+y^2=17,x+y=5}: p:=solve(S,{x,y});

p := {x = 4, y = 1}, {x = 1, y = 4}

> eval(S, p[1]), eval(S, p[2]);

{5 = 5, 17 = 17}, {5 = 5, 17 = 17}

За замовчуванням тригонометричнi рiвняння Maple роз-
в’язує на промiжку [−π, π]. Для одержання всiх розв’яз-
кiв тригонометричних рiвнянь потрiбно системнiй змiннiй
_EnvAllSolutions надати значення true. Приклади:

> f:=sin(x)^2+sin(2*x)^2=sin(3*x)^2;

f := sin(x)2 + sin(2x)2 = sin(3x)2

> solve(f);

0, π,
1

2
π, −1

2
π,

1

6
π,

5

6
π, −1

6
π, −5

6
π

> _EnvAllSolutions:=true: solve(f);

2π_Z1~, π + 2π_Z2~,
1

2
π + 2π_Z3~, −

1

2
π + 2π_Z4~,

1

6
π + 2π_Z5~,

5

6
π + 2π_Z5~,

−1

6
π + 2π_Z6~, −

5

6
π + 2π_Z6~

В останньому прикладi розв’язки побудованi з викори-
станням згенерованих системних змiнних _Z1~, _Z2~, . . . ,
_Z6~, де знак тильда (~) означає, що на змiннi накладено
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обмеження (у даному випадку вони можуть набувати значень
цiлих чисел, про це свiдчить префiкс _Z в iменах змiнних).
Можуть також генеруватись змiннi з префiксом _NN (невiд’-
ємнi цiлi) i _B (бiнарнi числа, якi можуть набувати лише
значень 0 i 1).

Алгебричнi рiвняння п’ятого i вищих степенiв можуть не
мати розв’язкiв, якi подаються через радикали. Так само, да-
леко не завжди можна знайти точнi розв’язки трансценден-
тного рiвняння. У цих випадках Maple для подання результа-
тiв використовує спецiальну функцiю RootOf:

> s:=solve(x^5-2*x^4+6*x^2+2=0);

s := RootOf
(
_Z5 − 2_Z4 + 6_Z2 + 2, index = 1

)
,

RootOf
(
_Z5 − 2_Z4 + 6_Z2 + 2, index = 2

)
,

RootOf
(
_Z5 − 2_Z4 + 6_Z2 + 2, index = 3

)
,

RootOf
(
_Z5 − 2_Z4 + 6_Z2 + 2, index = 4

)
,

RootOf
(
_Z5 − 2_Z4 + 6_Z2 + 2, index = 5

)
> evalf(s[2]);

−0.006334728273 + 0.5499341421 I

> solve(x+3=cos(x));

RootOf (_Z + 3− cos(_Z))

> evalf(%);
−3.794388613

Опцiя index з цiлочисловим значенням використовується
для впорядкування коренiв рiвняння. Функцiя evalf обчи-
слює наближенi числовi значення функцiї RootOf, як це було
зроблено в останнiх прикладах. Нагадаємо, що iндексна фор-
ма дає доступ до конкретного члена послiдовностi (в нашому
випадку – до конкретного розв’язку рiвняння).
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Розв’язок системи може бути записаний через функцiю
RootOf навiть тодi, коли можна знайти точнi розв’язки. У цьо-
му випадку точнi розв’язки легко отримати за допомогою ко-
манди allvalues(expr), де expr – вираз, матриця, список чи
множина виразiв. Приклад:

> solve({x^2+y^2=4, x-3*y=3});{
x = 3RootOf

(
10_Z2 + 18_Z + 5, label = _L2

)
+ 3,

y = RootOf
(
10_Z2 + 18_Z + 5, label = _L2

)}
> aa:=allvalues(%);

aa :=

{
x =

3

10
+

3

10

√
31, y = − 9

10
+

1

10

√
31

}
,{

x =
3

10
− 3

10

√
31, y = − 9

10
− 1

10

√
31

}

Для присвоєння невiдомим знайдених значень використо-
вують команду assign(t), де t – послiдовнiсть, список чи мно-
жина рiвностей вигляду невiдома=значення. Фактично коман-
да assign замiнює у множинi, списку чи послiдовностi знак
рiвностi (=) на знак присвоювання (:=). Продовжуючи при-
клад, маємо:

> assign(aa[1]); 3*x+y;
√
31

Для розв’язування рiвнянь потрiбно, щоб невiдомим, якi в
них входять, попередньо не було присвоєно жодних значень.
Нагадаємо, що для того щоб позбутись вже виконаних при-
своювань, потрiбно присвоїти невiдомим їх iмена в одинарних
лапках. Наприклад:

> x:=5: solve(2*x+4=0,x);
Warning, solving for expressions other than names or functions is
not recommended.
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Error, (in solve) a constant is invalid as a variable, 5
> x:='x': solve(2*x+4=0);

−2
Треба мати на увазi, що Maple розв’язує рiвняння над по-

лем комплексних чисел. Тому iнодi можна отримати «дивнi»
(у припущеннi того, що розв’язок є дiйсним) вiдповiдi:

> solve(sin(x)^2+4*sin(x)=5);

1

2
π, − arcsin(5)

> evalf(%[2]);

−1.570796327 + 2.292431670 I

У §5.6 йшла мова про можливiсть накладання окремих
обмежень на невiдомi, але для рiвнянь цi обмеження не пра-
цюватимуть. Для того, щоб програма знаходила лише дiйснi
коренi рiвнянь, треба пiдключити пакет RealDomain. Про ро-
боту з пакетами йтиметься у роздiлi 9.

Вiдсутнiсть вiдповiдi означає, що розв’язку не iснує або
програма не може його знайти. Розв’язки трансцендентних
рiвнянь можуть бути знайденi через спецiальнi функцiї:

> solve(exp(-x)=x);

LambertW(1)

> evalf(%);
0.5671432904

§ 7.2. Розв’язування нерiвностей

Нерiвнiстю є два вирази, поєднанi знаками >=, <=, > або
<. Для розв’язування нерiвностей також використовують ко-
манду solve (§ 7.1). Якщо нерiвнiсть чи невiдома у командi
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solve вказується у фiгурних дужках (тобто у виглядi мно-
жини), то i вiдповiдь буде даватись як множина, iнакше вiд-
повiдь буде представлена за допомогою функцiй RealRange i
Open (стор. 89). Перша з цих функцiй задає замкнений вiд-
рiзок дiйної осi, а друга вказує на те, що крайня точка не
належить розв’язку. Наприклад:

> solve(x^3>4*x, x);

RealRange(Open(−2),Open(0)),RealRange(Open(2),∞)

> solve(x^3>4*x, {x});

{−2 < x, x < 0}, {2 < x}
За допомогою команди solve можна також розв’язувати

системи нерiвностей:

> solve({log[3](x)+log[x](3)<10/3, 5^x+5^(-x)>26/5});

{x < 27, 31/3 < x}

§ 7.3. Команда fsolve

Якщо точнi розв’язки рiвняння або системи знайти немо-
жливо, то для вiдшукання десяткових наближень коренiв ви-
користовують команду fsolve в одному з форматiв

fsolve(eqs, vars), fsolve(eqs, vars, a..b),
fsolve(eqs, vars=a..b).

На вiдмiну вiд команди solve у командi fsolve є можливiсть
задати промiжок [a, b], що мiстить шуканий корiнь рiвнян-
ня. Для алгебричних рiвнянь Maple знаходить всi дiйснi ко-
ренi, а для iнших – один корiнь на вказаному промiжку або
один довiльний (зазвичай найменший) дiйсний корiнь, якщо
промiжок не вказано. Якщо на заданому промiжку розв’яз-
ку рiвняння чи системи не iснує, то результатом виконання
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команди fsolve буде повторена область введення. Для алге-
бричних рiвнянь замiсть промiжку можна використовувати
опцiю complex, – тодi будуть знайденi всi комплекснi розв’яз-
ки рiвняння. Приклади:

> f:=sin(x)=x/4+1;

f := sin(x) =
1

4
x+ 1

> fsolve(f);
−7.972119390

> fsolve(f,x=-7..5);

−3.313955876

> fsolve(f,x,-3..100);

fsolve
(
sin(x) =

1

4
x+ 1, x, −3..100

)

> fsolve(f,x,-100..-8);

fsolve
(
sin(x) =

1

4
x+ 1, x, −100.. − 8

)

> fsolve(x^5-4*x^4+2*x^3-6*x^2+7*x-2=0);

0.4700053142, 0.6284163620, 3.770918441

> fsolve(x^5-4*x^4+2*x^3-6*x^2+7*x-2=0,x,complex);

−0.4346700587 − 1.267579215 I, −0.4346700587 + 1.267579215 I,

0.4700053142, 0.6284163620, 3.770918441

> fsolve({sin(x+y)=exp(x-y^2),cos(x)=y^5},{x,y});

{x = −2.270500701, y = −0.9157481165}
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> fsolve({sin(x+y)=exp(x-y^2),cos(x)=y^5},
{x=-100..100,y=0..100});

{x = −0.7430079047, y = 0.9406479715}
Про бiльш потужнi засоби наближеного розв’язування рiв-

нянь i систем йтиметься у § 17.3.

§ 7.4. Команди isolve, rsolve, msolve

Команда
isolve(eqs,nvars)

знаходить цiлi розв’язки рiвняння чи системи рiвнянь eqs.
Необов’язковим параметром nvars можна задати новi змiннi,
якi будуть використовуватись замiсть згенерованих. Розв’яз-
ки можуть будуватись з використанням згенерованих цiлих
змiнних з префiксом _Z. Приклади:

> isolve(x^2-4*y=5);{
x = 1− 4_Z1, y = −1− 2_Z1 + 4_Z12

}
,{

x = 3− 4_Z1, y = 1− 6_Z1 + 4_Z12
}

> isolve({x-4*y=5,x+y^3+3*z=6},k);{
x = 13 + 12 k, y = 2 + 3 k, z = −7

3
− 4 k − 1

3
(2 + 3 k)3

}

Якщо цiлого розв’язку не iснує, то область виведення буде
порожньою:

> isolve({x+7*y=4,3*x+6*y=4});
Команда

msolve(eqs,m)

знаходить цiлi розв’язки рiвняння чи системи eqs за модулем
m (m ∈ N). Приклади:

> msolve(x^2+4*x-7=0, 5);

{x = 2}, {x = 4}
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> msolve(3^i=5, 11);

{i = 3 + 5_Z2}

> msolve(x^3=5, 7); # Розв’язку немає
> msolve({x^3=8, 3*x-4*y^2=12}, 12);

{x = 8, y = 0}, {x = 8, y = 3}, {x = 8, y = 6}, {x = 8, y = 9}

Подiбна за аргументами до команди solve команда

rsolve(eqs, fns)

знаходить розв’язок рекурентного рiвняння eqs чи системи та-
ких рiвнянь, можливо з початковими умовами, якi задаються
разом з рiвняннями в множинi eqs (fns – шукана функцiя чи
множина функцiй). Приклади:

> rsolve(f(n+1)=3*f(n)-n^2,f(n));

f(0) 3n − 1

2
+ (n + 1)

(
1

2
n+ 1

)
− 1

2
3n − n

> rsolve({f(n+1)=g(n),g(n+1)=f(n)+n^4,f(0)=a,g(0)=b},
{f(n),g(n)});{

f(n) =
1

10
n5 − 1

2
n4 +

2

3
n3 − 4

15
n+

+
1

2
(−1)na− 1

2
(−1)nb+ 1

2
a+

1

2
b,

g(n) =
1

10
n5− 1

3
n3+

7

30
n− 1

2
(−1)na+ 1

2
(−1)nb+ 1

2
a+

1

2
b

}

Якщо розв’язок рiвняння чи системи знайти не вдається,
то результатом виконання команди rsolve буде повнiстю по-
вторена область введення.
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§ 7.5. Вiдшукання точних розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь

Для вiдшукання розв’язкiв звичайних диференцiальних
рiвнянь та їх систем у пакетi Maple використовують коман-
ду

dsolve(deqs, fns, opts),

де deqs – звичайне диференцiальне рiвняння, множина таких
рiвнянь або множина рiвнянь i початкових чи крайових умов,
fns – невiдома функцiя чи множина невiдомих функцiй ди-
ференцiального рiвняння або системи (можна не вказувати),
opts – опцiя, яка задає форму подання розв’язку i методи його
вiдшукання.

Для задання похiдної у диференцiальному рiвняннi можна
використовувати команду diff або оператор диференцiюван-
ня D (§ 6.3), причому саму функцiю треба записувати з явним
вказуванням незалежної змiнної, наприклад, y(x). Оператор
D має такий синтаксис:

(D@@n)(функцiя)(змiнна)

У цьому записi n – порядок похiдної. Наприклад, f ′′(x) можна
задати як (D@@2)(f)(x). Якщо n = 1, то замiсть першого
виразу у дужках можна писати просто D.

Команда dsolve, як правило, знаходить лише загальний
розв’язок i не завжди наводить особливi. Це пов’язано, зокре-
ма, з iснуванням рiзних, не еквiвалентних мiж собою означень
особливих розв’язкiв. Згенерованi величини _C1, _C2 i т. д.
позначають довiльнi сталi. Maple завжди намагається знайти
розв’язок диференцiального рiвняння у явному виглядi. Якщо
це зробити не вдається, то буде знайдено розв’язок у неявнiй
формi. Приклади:

> eq1:=(2*y(x)-x^2*y(x))*diff(y(x),x)=x-x*y(x)^2;

eq1 :=
(
2 y(x)− x2 y(x)) (

d

dx
y(x)

)
= x− x y(x)2
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> dsolve(eq1,y(x));

y(x) =
√

1− 2_C1 +_C1 x2, y(x) = −
√

1− 2_C1 +_C1 x2.

> eq2:=(D@@2)(y)(x)-k^2*y(x)=0;

eq2 := D(2)(y)(x) − k2 y(x) = 0

> dsolve(eq2);

y(x) = _C1 e−k x +_C2 ek x

> dsolve({D(y)(x)=6*y(x)+z(x),D(z)(x)=-15*y(x)-
2*z(x)}, {y(x),z(x)});{
y(x) = _C1 e3 x +_C2 ex, z(x) = −3_C1 e3 x − 5_C2 ex

}
Якщо потрiбно розв’язати задачу Кошi чи крайову задачу,

то першим параметром команди dsolve має бути множина,
яка складається з рiвняння i початкових чи крайових умов
(через кому у фiгурних дужках). У цих умовах для задання
похiдних використовують оператор D. Приклади:

> dsolve({eq2,y(0)=6,D(y)(0)=10}); # Задача Кошi

y(x) =
(3 k − 5) e−k x

k
+

(5 + 3 k) ek x

k

> eq3:=diff(y(x),x$2)-diff(y(x),x)=x;

eq3 :=
d2

dx2
y(x)−

(
d

dx
y(x)

)
= x

> bconds:=y(0)=0, D(y)(1)=1; # Крайова задача

bconds := y(0) = 0, D(y)(1) = 1

> dsolve(({eq3, bconds}, y(x)));

y(x) = −1

2
x2 +

3ex

e
− x− 3

e
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Часто Maple знаходить розв’язок диференцiального рiвня-
ння у явнiй формi через спецiальнi функцiї. Для зображення
розв’язку у неявнiй формi використовують опцiю implicit.
Опцiя parametric (часто використовується разом з опцiєю
implicit) вказує на те, що розв’язок потрiбно подати у пара-
метричнiй формi. Опцiя explicit вимагає подання розв’язку
у явнiй формi. При цьому вiн може бути записаний через фун-
кцiю RootOf. Опцiя useInt призначена для запису розв’язку
у квадратурах (через невизначенi iнтеграли без їх знаходже-
ння). Приклади:

> ode:=diff(y(x),x)=(x-y(x)+5)/(2*x-2*y(x));

ode :=
d

dx
y(x) =

x− y(x) + 5

2x− 2 y(x)

> dsolve(ode,y(x));

y(x) = x− 5LambertW

(
−1

5
e

1
10

x_C1 e−1

)
− 5

> dsolve(ode,y(x), implicit);

−x+ 2 y(x) − 10 ln(−x+ y(x) + 5)−_C1 = 0

> eq4:=y(x)^2+(x*y(x)+2*y(x)^2-3)*diff(y(x),x)=0;

eq4 := y(x)2 +
(
x y(x) + 2 y(x)2 − 3

) (
d

dx
y(x)

)
= 0

> dsolve(eq4,y(x));

y(x) = e
RootOf

(
3_Z−x e_Z−(e_Z )

2
+_C1

)

> dsolve(eq4,y(x), implicit);

x− −y(x)
2 + 3 ln(y(x)) +_C1

y(x)
= 0
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> eq5:=x+5*D(y)(x)^4+2*D(y)(x)=0; dsolve(eq5, y(x));

eq5 := x+ 5D(y)(x)4 + 2D(y)(x) = 0

y(x) =
4

5
xRootOf

(
x+ 5_Z 4 + 2_Z

)
+

3

5
RootOf

(
x+ 5_Z 4 + 2_Z

)2
+_C1

> dsolve(eq5, y(x), implicit, parametric);[
x(_T ) = 5_T 4 + 2_T, y(_T ) = 4_T 5 +_T 2 +_C1

]
Команда

odetest(sol, deqs)

перевiряє, чи рiвнiсть (множина рiвностей) sol є розв’яз-
ком звичайного диференцiального рiвняння (системи рiвнянь)
deqs. Якщо це справдi так, то виводиться значення 0, iнакше
виводиться вираз, який визначає величину нев’язки (рiзницю
мiж точним розв’язком i sol). У множину deqs можна вклю-
чати також додатковi умови. Приклади:

> ode:=D(y)(x)+2*x*y(x)=2*x*exp(-x^2);

ode := D(y)(x) + 2x y(x) = 2x e−x2

> odetest(y(x)=x^2*exp(-x^2), ode);

0

> odetest(y(x)=x*exp(-x^2), ode);

e−x2 − 2x e−x2
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§ 7.6. Наближене розв’язування звичайних
диференцiальних рiвнянь

Якщо зiнтегрувати диференцiальне рiвняння у скiнченно-
му виглядi не вдалося, то можна знайти його наближений
розв’язок за допомогою ряду Тейлора. Для цього в командi
dsolve потрiбно задати опцiю type=series або просто series,
а також вказати, до якого порядку малостi треба будувати на-
ближений розв’язок, присвоївши вiдповiдне значення систем-
нiй змiннiй Order. Якщо вiдсутнi початковi чи крайовi умови,
то розв’язок будується у виглядi ряду Тейлора в околi точки
0, а його коефiцiєнти виражаються через довiльнi сталi _C1,
_C2 i т. д. Приклад:

> Order:=7: dsolve({(D@@2)(y)(x)+3*x^3*D(y)(x)-
y(x)/x=1,y(0)=0,D(y)(0)=1},y(x),series);

y(x) = x+ x2 +
1

6
x3 +

1

72
x4 − 43

288
x5 − 1771

8640
x6 +O(x7)

Для вiдшукання наближеного числового розв’язку зада-
чi Кошi чи крайової задачi треба задати опцiю type=numeric
або просто numeric. Числовий розв’язок будується у формi
процедури, тому результат виконання команди dsolve потрi-
бно присвоїти деякiй змiннiй. Надалi iм’я цiєї змiнної можна
використовувати як iм’я процедури для обчислення значення
розв’язку задачi Кошi чи крайової задачi в деякiй точцi. Якщо
використовується опцiя type=numeric, то диференцiальне рiв-
няння не повинно мiстити жодних невiдомих параметрiв, крiм
шуканої функцiї i незалежної змiнної. Приклад:

> eq:=(D@@2)(y)(x)-2*sin(x^2)*D(y)(x)+y(x)=x^2;

eq := D(2)(y)(x) − 2 sin
(
x2

)
D(y)(x) + y(x) = x2

> F:=dsolve({eq,y(0)=1,y(3)=5},y(x),type=numeric);

F := proc(x_bvp) ... end proc
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> F(0); F(1);[
x = 0., y(x) = 1.,

d

dx
y(x) = 1.32275356832622415

]
[
x = 1., y(x) = 1.85001087793757968,

d

dx
y(x) = 0.576053425720693624

]

Для вiдшукання наближених числових розв’язкiв можна
використовувати також опцiю method=met, де met – метод по-
будови розв’язку. За замовчуванням для розв’язування поча-
ткових задач використовується метод Рунге – Кутти четверто-
го або п’ятого порядку. Найточнiшим, але й найповiльнiшим,
є метод taylorseries (розвинення у ряд Тейлора). Досить то-
чним є метод dverk78 (Рунге – Кутти сьомого або восьмого
порядку). Можна використовувати i класичнi методи, напри-
клад, класичний метод Ейлера – classical[foreuler]. Для
розв’язування крайових задач використовується лише метод
bvp. Кiлькiсть вузлiв для обчислення розв’язку в останньому
випадку обмежується значенням опцiї maxmesh. У деяких ви-
падках його доводиться збiльшувати, але не бiльше, нiж до
8192.

Засоби графiчного подання наближених розв’язкiв зви-
чайних диференцiальних рiвнянь розглядаються у §§ 11.2,
12.1, 12.2.

§ 7.7. Вiдшукання точних розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

Для вiдшукання точних розв’язкiв рiвнянь з частинними
похiдними та їх систем використовується команда

pdsolve(pdeqs, fns, opts),
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де pdeqs – рiвняння з частинними похiдними або множина та-
ких рiвнянь, fns – шукана функцiя чи їх множина (необов’яз-
ковий параметр), opts – опцiї. Приклади:

> eq1:=(x+2*y)*diff(z(x,y),x)=y*diff(z(x,y),y);

(x+ 2 y)

(
∂

∂x
z(x, y)

)
= y

(
∂

∂y
z(x, y)

)
> pdsolve(eq1);

z(x, y) = _F1
(
x y + y2

)
> pdsolve(diff(u(t,x),t,t)=4*diff(u(t,x),x,x)+x*t);

u(t, x) = _F1(x+ 2 t) +_F2(x− 2 t) +
1

6
t3 x

Команда pdsolve використовує префiкс _F з наступним
натуральним числом для подання довiльних функцiй у за-
гальному розв’язку рiвняння. Довiльнi сталi, як i ранiше, по-
значаються через _C1, _C2 i т. д.

Якщо програма не може визначити метод розв’язуван-
ня диференцiального рiвняння, то можна використати опцiю
HINT=hint, де в якостi пiдказки hint може бути strip для ме-
тоду характеристик, X(x)*T(t), X(x)+T(t) або подiбний вираз
для вiдокремлення змiнних. Якщо замiсть змiнної t викори-
стовується, наприклад, змiнна y, то у пiдказцi hint треба пи-
сати Y(y). Якщо Maple зможе вiдокремити змiннi, то замiсть
розв’язку вказуються звичайнi диференцiальнi рiвняння. Щоб
їх одразу зiнтегрувати, використовують опцiю INTEGRATE. Для
побудови загального розв’язку рiвняння з частинними похi-
дними з використанням методу Фур’є (методу вiдокремлення
змiнних) застосовують опцiю build. Приклад:

> eq:=diff(u(t,x),t)=4*x*diff(u(t,x),x,x);

eq :=
∂

∂t
u(t, x) = 4x

(
∂2

∂x2
u(t, x)

)
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> pdsolve(eq);

(u(t, x) = _F1(t)_F2(x)) &where

[{
d

dt
_F1(t) = _c1_F1(t),

d2

dx2
_F2(x) =

1

4

_c1_F2(x)
x

}]

> pdsolve(eq,INTEGRATE);

(u(t, x) = _F1(t)_F2(x)) &where
[{{

_F1(t) = _C1 e_c1 t
}
,{

_F2(x) = _C2
√
xBesselJ

(
1,
√−_c1

√
x
)
+

+_C3
√
xBesselY

(
1,
√−_c1

√
x
)}}]

> pdsolve(eq,build);

u(t, x) = _C1 e_c1 t_C2
√
xBesselJ

(
1,
√−_c1

√
x
)
+

+_C1 e_c1 t_C3
√
xBesselY

(
1,
√−_c1

√
x
)

Команда
pdetest(sol, pdeqs)

перевiряє, чи рiвнiсть (їх множина) sol є розв’язком рiвнян-
ня з частинними похiдними (системи) pdeqs. Якщо це справдi
так, то виводиться 0, iнакше – вираз, який визначає величину
нев’язки. Приклади:

> pdetest(u(t,x)=42*x^2*t-12*x*t^2+56*t^3,
diff(u(t,x),t,t)=4*diff(u(t,x),x,x)-24*x);

0

> pdetest(u(t,x)=x^2*t, diff(u(t,x),t,t)=
4*diff(u(t,x),x,x)-24*x);

−8 t+ 24x
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§ 7.8. Наближене розв’язування диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними

Для наближеного розв’язування мiшаних задач для зале-
жних вiд часу рiвнянь з частинними похiдними та їх систем
використовується команда pdsolve з трохи iншим, нiж у § 7.7,
синтаксисом:

pdsolve(pdeqs, conds, numeric, opts),

де pdeqs – рiвняння або множина рiвнянь, conds – множина
початкових i крайових умов, opts – опцiї. Похiднi в початкових
i крайових умовах потрiбно задавати за допомогою оператора

D[n](f )(vars),

де f – функцiя, vars – змiннi, n – натуральне число чи їх
послiдовнiсть. Кожне число у послiдовностi n задає диферен-
цiювання за змiнною з вiдповiдним йому номером, наприклад:

> D[1,2,2](u)(t,x);

D1,2,2(u)(t, x)

> convert(D[1,2,2](u)(t,x),diff);

∂3

∂x2∂t
u(t, x)

Команда pdsolve у режимi наближеного розв’язування
диференцiальних рiвнянь створює модуль, тому результат її
виконання потрiбно присвоїти деякiй змiннiй. Створений мо-
дуль мiстить кiлька методiв. Для доступу до методу потрiбно
пiсля iменi модуля (тобто змiнної, якiй його присвоєно) поста-
вити символи :-, а пiсля них – iм’я методу. Для обчислення
значення розв’язку у певнiй точцi використовують метод

value(v=val),
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який створює процедуру для обчислення значення розв’язку
при v=val. Для побудови двовимiрного графiка, просторового
графiка й анiмацiї (про анiмацiю йтиметься також у § 11.7)
використовуються вiдповiдно методи

plot(v1=val, v2=a..b, popts),
plot3d(v1=a..b, v2=c..d, popts),
animate(v1=a..b, v2=c..d, popts),

де popts – опцiї команд plot i plot3d (§ 4.2, 4.4). Детальнiше з
описом цих методiв можна ознайомитись у довiдковiй системi
Maple. Там можна також знайти опис використання опцiй opts
команди pdsolve для наближеного розв’язування рiвнянь з
частинними похiдними.

Розв’яжемо мiшану задачу

∂

∂t
u(t, x) = 4x

∂2

∂x2
u(t, x),

u(0, x) = 0, u(t, 0) = sin t, u(t, 2) = cos 2t:

> PF:=pdsolve(diff(u(t,x),t)=4*x*diff(u(t,x),x,x),
{u(0,x)=0,u(t,0)=sin(t),u(t,2)=cos(2*t)}, numeric);

PF :=module( ) export plot, plot3d, animate, value, settings;
... end module

> Fv:=PF:-value(t=0.1);

Fv := proc(x_pde) ... end proc

> Fv(0.2);

[t = 0.1, x = 0.2, u(t, x) = 0.0405382169744964300]

> PF:-plot(x=0.1,t=0..10,numpoints=100);
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> PF:-plot3d(t=0..10,x=0..2,axes=boxed,grid=[50,50]);

Iнший спосiб графiчного подання наближених розв’язкiв
рiвнянь з частинними похiдними першого порядку наведено в
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§ 12.3.

§ 7.9. Розв’язування iнтегральних рiвнянь

Для розв’язування лiнiйних iнтегральних рiвнянь викори-
стовують команду

intsolve(ieq, fn,method),

де ieq – iнтегральне рiвняння, fn – шукана функцiя, method –
опцiя method, значенням якої вказується метод розв’язування
рiвняння (Neumann – метод iтерованих ядер, Laplace – опе-
рацiйний метод Лапласа, differentialequation – зведення
до звичайного диференцiального рiвняння, eigenfunction –
зведення до крайової задачi на власнi значення). Зазвичай
Maple самостiйно вибирає найкращий метод розв’язування iн-
тегрального рiвняння.

Команда intsolve знаходить точний розв’язок таких ти-
пiв iнтегральних рiвнянь: однорiднi й неоднорiднi рiвняння
Фредгольма I i II роду, однорiднi й неоднорiднi рiвняння Воль-
терри I i II роду. У деяких випадках розв’язок може залежати
вiд довiльних сталих, якi позначаються _С1, _С2 i т. д.

Операцiйний метод (параметр Laplace) застосовується
тiльки до однорiдних i неоднорiдних лiнiйних рiвнянь Воль-
терри з ядром типу згортки.

Метод iтерованих ядер (параметр Neumann) застосовується
для iнтегральних рiвнянь Вольтерри II роду, Фредгольма II
роду i деяких рiвнянь Вольтерри I роду.

Приклади:

> eq1:=y(x)+int(cos(x+t^2)*y(t),t=0..Pi)=x;

eq1 := y(x) +

∫ π

0
cos(x+ t2) y(t) dt = x

> intsolve(eq1,y(x));

y(x) = x+
4cos(x)

π + 2
− 2π sin(x)

π − 2
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> eq2:=int((5*x-t)^2*y(t),t=1..x)=16*x;

eq2 :=

∫ x

1
(5x− t)2 y(t) dt = 16x

> intsolve(eq2,y(x));

y(x) = −7 sin
(
1
4 ln(x)

)
x11/4

+
cos

(
1
4 ln(x)

)
x11/4

> eq3:=x^2+x=int((3*x^2*t+2*x*t^2)*y(t),t=-1..1);

eq3 := x2 + x =

∫ 1

−1

(
3x2 t+ 2x t2

)
y(t) dt

> intsolve(eq3,y(x));

y(x) =
3

4
− 3

5
_C1 +_C1 x2 +

1

2
x

> eq4:=y(x)-int(x*t*y(t),t=0..1)=2*x;

eq4 := y(x)−
(∫ 1

0
x t y(t) dt

)
= 2x

> intsolve(eq4,y(x)); # Точний розв’язок

y(x) = 3x

> intsolve(eq4,y(x),method=Neumann);

y(x) =
2186

729
x

> Order:=25: intsolve(eq4,y(x),method=Neumann);

y(x) =
2541865828328

847288609443
x
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Питання до роздiлу 7

1. Яка команда використовується для вiдшукання точних
розв’язкiв алгебричних i трансцендентних рiвнянь та їх систем?
Опишiть її формат.

2. Як знайти всi розв’язки тригонометричного рiвняння?
3. Як розв’язати нерiвнiсть?
4. Яку команду використовують для наближеного розв’язува-

ння алгебричних i трансцендентних рiвнянь? Опишiть особливостi
її застосування.

5. Як знайти цiлi розв’язки рiвняння чи системи?
6. Як розв’язати рекурентне рiвняння?
7. Як знайти розв’язок звичайного диференцiального рiвнян-

ня чи їх системи? Як розв’язати початкову чи крайову задачу для
цього рiвняння чи системи? У чому полягають особливостi набли-
женого розв’язування таких рiвнянь?

8. Як знайти розв’язок диференцiального рiвняння з частин-
ними похiдними чи їх системи? У чому полягають особливостi на-
ближеного розв’язування початкових i крайових задач для таких
рiвнянь?

9. Яка команда призначена для розв’язування лiнiйних iнте-
гральних рiвнянь?

Вправи до роздiлу 7

1. Розв’яжiть рiвняння 4x + 42−x = 17.
2. Знайдiть всi розв’язки системи{

x3 + y3 = 28,
xy = 3.

3. Знайдiть всi розв’язки рiвняння

sin4 x+ cos4 x+ 3 sinx cos x = 2.

4. Розв’яжiть нерiвнiсть log2x

(
2−3|x|
x2−9

)
> 0.

5. Знайдiть дiйсний розв’язок рiвняння tg x+x = 5 на промiжку
[−2,−1].

6. Розв’яжiть у цiлих числах рiвняння 3x+ y4 = 7.
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7. Знайдiть загальний розв’язок рiвняння Ейлера

x2y′′ + 5xy′ + 4y = 2x,

а також частинний розв’язок цього рiвняння, який задовольняє по-
чатковi умови y(1) = 5, y′(1) = 4.

8. Знайдiть наближений числовий розв’язок задачi Кошi з по-
передньої вправи у точках x = 1,5 i x = 2 та наближений розв’язок
цiєї задачi у виглядi степеневого ряду з точнiстю до члена десятого
порядку малостi.

9. Знайдiть загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x
∂z

∂x
+ (xz + y)

∂z

∂y
= z.

10. Знайдiть розв’язок iнтегрального рiвняння

y(x) +

π
2∫

0

(3x+ cos t)y(t)dt+ 5 = 0.
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Роздiл 8. Основи програмування в Maple

§ 8.1. Maple-мова програмування

Maple розв’язує велику кiлькiсть задач без жодного про-
грамування у загальноприйнятому розумiннi цього поняття.
Бiльш того, iснують тисячi задач, алгоритми яких вже реалi-
зованi у виглядi функцiй чи команд системи. Але це зовсiм не
означає, що в Maple не можна програмувати.

Maple пiдтримує три власнi мови: вхiдну мову, мову ре-
алiзацiї та мову програмування. Вхiдна мова орiєнтована на
розв’язування математичних задач практично довiльної скла-
дностi i призначена для задання системi вхiдних даних для на-
ступного їх опрацювання. Вхiдна мова має велику кiлькiсть
визначених математичних i графiчних функцiй, а також ве-
лику бiблiотеку.

Має Maple i свою мову процедурного програмування –
Maple-мову з традицiйними засобами структурування про-
грам: операторами циклiв i розгалуження, командами керува-
ння, функцiями користувача, процедурами тощо. Вона також
включає в себе всi команди i функцiї вхiдної мови, їй доступнi
всi спецiальнi оператори та функцiї.

Багато з цих функцiй самi є доволi складними програ-
мами, наприклад, символьне диференцiювання, iнтегрування,
розвинення у ряд Тейлора тощо.

Не треба плутати вхiдну мову i Maple-мову програмува-
ння з мовою її реалiзацiї. Нею є одна з найпотужнiших мов
програмування – С. На цiй мовi написане ядро системи, яке
мiстить ретельно оптимiзованi процедури.

Синтаксис структурних операторiв мови Maple нагадує
синтаксис операторiв мов програмування Бейсiк i Паскаль.
Це значно полегшує знайомство з нею тим, хто має певний
досвiд програмування на цих мовах. У § 8.2 – 8.4 розглянемо
базовi можливостi програмування у Maple.



§ 8.2. Оператор розгалуження 147

§ 8.2. Оператор розгалуження

Програми, всi iнструкцiї яких виконуються послiдовно, на-
зивають лiнiйними. Однак переважна бiльшiсть програм є
розгалуженими, тобто в них залежно вiд результатiв обчи-
слення й умов роботи можливi переходи вiд однiєї вiтки з ко-
мандами до iншої.

Найпростiшу конструкцiю розгалуженої програми задає
оператор розгалуження (умовний оператор) if, загальна фор-
ма якого має такий синтаксис:
if <Умова 1> then <Оператори 1>
|elif <Умова 2> then <Оператори 2>|
|else <Оператори 3>|
end if;

Тут i надалi у вертикальних рисках вказуватимемо необо-
в’язковi елементи конструкцiї.

Умови (логiчнi вирази) задаються за допомогою логiчних
вiдношень (знакiв порiвняння <, >, =, <=, >=, <>) i логiчних
операторiв and, or, not, xor, конструкцiї з яких набувають
логiчних значень true або false. При побудовi логiчних ви-
разiв можна використовувати круглi дужки.

Дiя оператора if: якщо логiчний вираз <Умова 1> набу-
ває значення true (<Умова 1> справджується), то виконується
послiдовнiсть операторiв <Оператори 1>; якщо логiчний ви-
раз <Умова 1> набуває значення false (<Умова 1> не викону-
ється), то перевiряється на iстиннiсть вираз <Умова 2> (якщо
вiн заданий) i у випадку його iстинностi виконується послi-
довнiсть операторiв <Оператори 2>. Якщо жоден з логiчних
виразiв не виконується, то виконується блок <Оператори 3>
(якщо цей блок заданий). Для вiдокремлення один вiд одного
операторiв, як завжди, використовують двокрапку або кра-
пку з комою.

Наведемо приклад програми, яка знаходить значення ку-
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скової функцiї

f(x) =

⎧⎨
⎩
−x, x < 0,
x2, 0 � x < 2,
6− x, x � 2

в заданiй точцi областi визначення:
> x:=4:
> if x<0 then f:=-x

elif x<2 then f:=x^2
else f:=6-x
end if;

f := 2

Писати оператор розгалуження в кiлька рядкiв необов’яз-
ково – це зроблено задля наочностi. Нагадаємо, що для пере-
ходу на наступний рядок в однiй областi введення використо-
вують комбiнацiю клавiш Shift+Enter.

Блок elif можна повторювати в операторi розгалуження
довiльну кiлькiсть разiв, але блок else може бути тiльки один.

Замiсть end if можна писати «симетричне» fi.
На практицi найчастiше використовуються такi типи

умовних виразiв:
1) if <Умова> then <Оператори> end if; – якщо виконує-

ться <Умова>, то виконуються <Оператори>, iнакше не вико-
нується нiчого;

2) if <Умова> then <Оператори 1> else <Оператори 2> end
if; – якщо виконується <Умова>, то виконуються команди з
<Оператори 1>, iнакше виконуються <Оператори 2>.

Використовуючи конструкцiю 2), складемо програму
для знаходження десяткового наближення значення функцiї
f(m) = m3 + cos 2m, де m – найбiльше з двох заданих чисел
a i b.
> a:=100/101: b:=101/102:
> if a>b then m:=a else m:=b end if:
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> f(m)=evalf(m^3+cos(2*m));

f

(
101

102

)
= 0.5726370207

§ 8.3. Цикли

Часто у програмi необхiдно виконати циклiчне повторення
певного виразу задану кiлькiсть разiв доти, поки виконується
певна умова.

У Maple є кiлька операторiв циклу. Для їх запису викори-
стовують службовi слова for, from, by, to, while, do, end do.
Тiлом всiх операторiв циклу є команди мiж словами do та end
do. Замiсть слiв end do можна використовувати od. У Maple
використовуються двi форми операторiв циклу: for-from та
for-in. Перший оператор циклу є унiверсальним i включає як
цикли, що повторюються задану кiлькiсть разiв, так i цикли,
якi виконуються, поки деякий логiчний вираз є iстинним. За
другою формою оператора циклу реалiзується цикл за еле-
ментами послiдовностi виразiв, списку чи множини.

Найбiльш загальний опис оператора циклу for-from має
вигляд:
|for <Iм’я>| |from <Вираз 1>|
|to <Вираз 2>| |by <Крок>|
|while <Вираз 3>|
do <Оператори> end do;
Тут <Iм’я> – iм’я параметра (змiнної) циклу, <Вираз 1>,
<Вираз 2> – початкове i кiнцеве значення параметра циклу
вiдповiдно, <Крок> – прирiст (додатний або вiд’ємний) пара-
метра циклу пiсля завершення етапу циклу, <Вираз 3> – логi-
чний вираз, який задає умову, доки тiло циклу буде викону-
ватись, <Оператори> – послiдовнiсть операторiв, якi виконую-
ться в циклi (тiло циклу).

Отже, у ходi виконання циклу його змiнна змiнюється вiд
значення <Вираз 1> до значення <Вираз 2> з кроком, заданим
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виразом <Крок>. Якщо блок by <Крок> вiдсутнiй, то змiнна ци-
клу буде змiнюватися з кроком +1 (якщо значення <Вираз 1>
менше значення <Вираз 2>). Виконання циклу починається з
надання його змiннiй початкового значення, пiсля чого, якщо
крок циклу додатний (вiд’ємний), перевiряється, чи не бiльше
(не менше) воно вiд кiнцевого значення, й у випадку позитив-
ної вiдповiдi виконуються оператори тiла циклу, змiнна циклу
змiнюється на значення кроку й алгоритм перевiрки почина-
ється знову. Якщо значення змiнної циклу стає бiльшим або
меншим вiд кiнцевого значення, то виконання циклу закiнчу-
ється. Якщо <Вираз 1> бiльше <Вираз 2> i заданий додатний
<Крок>, то цикл не виконається жодного разу. Якщо заданий
блок while, то одночасно з перевiркою значення параметра
циклу перевiряється на iстиннiсть значення логiчного вира-
зу <Вираз 3> цього блоку, i виконання команд циклу також
припиняється, якщо <Вираз 3> набуває значення false.

Наприклад, знайдемо добуток всiх непарних чисел вiд 5
до 15:
> d:=1: for i from 5 by 2 to 15 do d:=d*i end do:
> d;

675675

Якщо деякий блок циклу не заданий, то його параметр на-
буває значення за замовчуванням: for фiктивна змiнна, from
1, by 1, to infinity, while true.

При використаннi циклу for-from обов’язковим є тiльки
блок do, що визначає тiло циклу, причому вiн може бути єди-
ним блоком циклу:
do <Оператори> end do;
Ця конструкцiя визначає нескiнчений цикл, зупинити який
можна лише за допомогою операторiв break, return або вини-
кнення помилки при виконаннi операторiв циклу. Для достро-
кового припинення виконання циклу потрiбно використовува-
ти оператор break. Про оператор return йтиметься у § 8.4.
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Можлива спрощена конструкцiя циклу типу while:
while <Умова> do <Оператори> end do;
Тут вираз <Оператори> виконується доти, поки виконується
логiчна умова <Умова>. Розглянемо приклад, в якому число n
збiльшується втричi доти, поки n < 28:

> n:=1: while n<28 do n:=3*n end do;

n := 3
n := 9
n := 27
n := 81

Крапка з комою пiсля end do означає, що треба вiдобра-
жати результати виконання операторiв у тiлi циклу (крiм опе-
ратора розгалуження), незалежно вiд того, крапкою з комою
чи двокрапкою вони завершуються в тiлi циклу.

За другою формою оператора циклу for-in органiзовує-
ться цикл за елементами об’єкта, який може бути послiдовнi-
стю, списком, множиною, сумою, добутком або рядком. Син-
таксис такого циклу:
for <Iм’я> in <Данi> |while <Вираз>|
do <Оператори> end do;
Параметр циклу, визначений у блоцi for-in, послiдовно на-
буває значень складових об’єкта <Данi>. Цикл виконується
стiльки разiв, скiльки елементiв задано в об’єктi <Данi>, якщо
тiльки логiчний <Вираз> у необов’язковому блоцi for-in не
набуде значення false ранiше, нiж будуть послiдовно вико-
ристанi всi елементи об’єкта <Данi>. Наприклад:

> summa:=0: for j in [1,x,3,2*x,x^2,x^3,sqrt(y)]
do summa:=summa+j end do:

> summa;
4 + 3x+ x2 + x3 +

√
y

Як правило, завершення будь-якого циклу вiдбувається,
коли значення параметра циклу перевищує задане кiнцеве
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значення (якщо крок додатний), стає меншим кiнцевого зна-
чення (якщо крок вiд’ємний) або логiчний вираз умови у блоцi
<Данi> набуває значення false.

Iнколи виникає потреба за деяких умов пропустити вико-
нання частини або всiх операторiв тiла циклу. Таку можли-
вiсть надає оператор next, за яким здiйснюється перехiд до
наступного кроку. Наприклад, у результатi виконання насту-
пної програми друкуватимуться факторiали простих чисел
вiд 1 до 10:
> for i from 1 to 10 do

if not isprime(i) then next end if; i! end do;

2
6
120
5040

Цикли можуть бути вкладеними. Проiлюструємо це на
прикладi, коли створюється дiагональна матриця M четвер-
того порядку, елементами якої є квадрати натуральних чисел:

> M:=matrix(4,4):
> for i to 4 do for j to 4 do

if i=j then M[i,j]:=i^2 else M[i,j]:=0 end if;
end do end do;

> evalm(M); ⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 4 0 0
0 0 9 0
0 0 0 16

⎤
⎥⎥⎦

Звичайно, дiагональну матрицю можна створити рацiо-
нальнiше (с. 170), але цей спосiб дозволяє виконувати досить
загальнi перетворення матриць.
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У § 5.9 розглядалися команди map, map2, select, remove,
selectremove, zip, якi дозволяють виконувати циклiчнi дiї
без використання циклiв for-from i for-in.

§ 8.4. Процедури

Крiм функцiй користувача (§ 3.2), у Maple можна створю-
вати i власнi процедури. Процедурою називають об’єкт про-
грами, який має самостiйне значення i виконує одну або де-
кiлька операцiй. Процедури є важливим елементом структур-
ного програмування i засобом розширення користувачем мо-
жливостей Maple.

Процедура починається з заголовку. Заголовок має iм’я
процедури (iм’я визначає користувач), далi йде обов’язковий
оператор присвоювання := i службове слово proc, пiсля якого
в круглих дужках через кому вказуються формальнi параме-
три процедури.

Процедура обов’язково повинна закiнчуватися службови-
ми словами end proc.

Опис процедури має такий синтаксис:
name:=proc(|<Формальнi параметри>|)
|local <Локальнi змiннi>|
|global <Глобальнi змiннi>|
|option <Опцiї>|
|description <Рядок опису>|
<Тiло процедури>
end proc;

При оголошеннi процедури єдиним обов’язковим пара-
метром є послiдовнiсть операторiв, якi формують <Тiло
процедури>. Решта параметрiв, що визначають локальнi i гло-
бальнi змiннi, список формальних параметрiв, задають спецi-
альнi опцiї режиму виконання процедури i рядок опису (по су-
тi коментар), можуть бути вiдсутнi. За вiдсутностi формаль-
них параметрiв круглi дужки все одно треба ставити.
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Найпростiше процедуру задати так:
name:=proc(<Формальнi параметри>)
<Тiло процедури>
end proc;
де name – iм’я процедури.

Виклик процедури здiйснюється вказуванням її iменi name
зi списком фактичних параметрiв:
name(<Фактичнi параметри>),
тобто практично не вiдрiзняється вiд виклику команд Maple.

Фактичнi параметри процедури задаються послiдовнiстю
iмен змiнних, наприклад, proc(x), proc(x,y), proc(x1,x2,x3)
тощо. При виклику процедури фактичнi параметри пiдстав-
ляються на мiсце формальних.

Результат останнього виконання оператора в процедурi є
значенням, яке вертає процедура.

Пiсля iменi змiнної в рядку заголовку процедури можна
визначити її тип (§ 5.6), наприклад, n::integer (n – цiле),
n::posint (n – натуральне), n::scalar (n – скалярна величи-
на). Якщо цього не зробити, то перевiрку коректностi введе-
ння аргументiв доведеться виконувати в ручному режимi за
допомогою команди type чи is, iнакше при некоректних фа-
ктичних параметрах буде отримано малозрозумiле повiдомле-
ння про помилку або неправильний (несподiваний) результат.

Створимо, наприклад, процедуру для знаходження дов-
жини вектора −→a = (x, y) :

> leng:=proc(x::numeric, y::numeric)
sqrt(x^2+y^2)
end proc:

> leng(3,5); √
34

> leng(a,b);
Error, invalid input: leng expects its 1st argument, x, to be of
type numeric, but received a
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У цьому прикладi невiдповiднiсть фактичних параметрiв
типу заданих змiнних призвела до повiдомлення про помилку
i вiдмови вiд виконання процедури.

Змiннi, вказанi у списку формальних параметрiв, є локаль-
ними, тобто їх змiна вiдбувається тiльки у тiлi процедури. Для
того, щоб фактичним параметрам можна було присвоїти пев-
нi значення в результатi роботи процедури, використовують
тип evaln:
> AAA:=proc(x::evaln)

x:=5; x+1 end proc:
> AAA(b);

b+ 1

> b;
5

Кiлькiсть фактичних параметрiв не обов’язково повин-
на дорiвнювати кiлькостi формальних параметрiв процедури.
Якщо їх менше, то помилка при виконаннi процедури вини-
кне лише тодi, коли при обчисленнi тiла процедури справдi
вимагатиметься значення цього вiдсутнього параметра. Якщо
фактичних параметрiв бiльше, нiж формальних, то додатковi
параметри будуть зiгнорованi.

Для явного означення змiнних у тiлi процедури локальни-
ми призначене ключове слово local, а глобальними – ключове
слово global.

> m:=0:
> modcompl:=proc(z)

m:=evalf(sqrt(Re(z)^2+Im(z)^2))
end proc;

Warning, �m� is implicitly declared local to procedure �modcompl�

modcompl := proc(z) local m;
m := evalf (sqrt(Re(z)^2+ Im(z)^2)) end proc
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У цьому прикладi система Maple повiдомляє про те, що
змiнна m повинна бути оголошена локальною, i сама робить
це у рядку виведення.

Як складнiший приклад розглянемо побудову процедури
для розвинення функцiї у тригонометричний ряд Фур’є (такої
команди у Maple немає). Нехай потрiбно 2l-перiодичну фун-
кцiю f(x) розвинути у ряд Фур’є на iнтервалi [x1, x2]. Тодi, як
вiдомо,

f(x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos
kπx

l
+

∞∑
k=1

bk sin
kπx

l
,

де l = 1
2(x2 − x1), a0 = 1

l

x2∫
x1

f(x)dx,

ak =
1

l

x2∫
x1

f(x) cos
kπx

l
dx, bk =

1

l

x2∫
x1

f(x) sin
kπx

l
dx.

Отримати першi n членiв ряду Фур’є можна за допомогою
такої процедури:

> fourier:=proc(f::scalar,x::symbol,x1::scalar,
x2::scalar,n::posint) local k,a,b,l,S:
l:=(x2-x1)/2: a[0]:=1/l*int(f,x=x1..x2):
a[k]:=1/l*int(f*cos(k*Pi*x/l),x=x1..x2):
b[k]:=1/l*int(f*sin(k*Pi*x/l),x=x1..x2):
S:=a[0]/2+sum(a[k]*cos(k*Pi*x/l)+
b[k]*sin(k*Pi*x/l), k=1..n);
end proc:

Звернутись до цiєї процедури можна за допомогою коман-
ди fourier(f ,x,x1,x2,n), де f – функцiя, яку потрiбно роз-
винути у ряд, x – незалежна змiнна, [x1, x2] – iнтервал роз-
винення, n – кiлькiсть членiв ряду. У процедурi передбачено
перевiрку коректностi аргументiв.
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Розвинемо у ряд Фур’є функцiю f(x) = 2x з перiодом π
на iнтервалi [0, π], обмежившись першими чотирма членами
ряду:

> f[4]:=fourier(2*x,x,0,Pi,4);

f4 = π − 2 sin (2x)− sin (4x)− 2

3
sin (6x)− 1

2
sin (8x)

Iнколи необхiдно, щоб деякi змiннi пiсля виконання про-
цедури набули значень, отриманих у ходi її виконання. Тодi у
процедурi цi змiннi потрiбно оголосити глобальними. Розгля-
немо приклад:

> a:=1: b:=1:
fg:=proc(x,y) global a,b;
a:=x^2; b:=y^2; sqrt(a+b);
end proc:

> fg(3,4); a; b;
5
9
16

Зазвичай процедура вертає значення останнього виразу її
тiла. Для виведення деякого iншого значення використовують
оператор return <Вираз>. Цей оператор взагалi припиняє ви-
конання процедури i виводить <Вираз>:

> modcompl:=proc(z)
evalf(sqrt(Re(z)^2+Im(z)^2)); return Re(z);
z^2; end proc:

> modcompl(3+I*4);
3

Розглянемо ще один приклад. Кожен правильний дрiб n
m

можна подати у виглядi

n

m
=

1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xk
,
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де x1, x2, . . . , xk ∈ N, x1 < x2 < . . . < xk.
Для вiдшукання чисел x1, x2, . . . , xk створимо процедуру

ndivm, виконаємо обчислення i перевiрку їх правильностi:

> ndivm:=proc(n,m) local k,nn,mm,dr,s;
if not is(n,posint) then return "Перший аргумент
повинен бути натуральним числом!" end if:
if not is(m,posint) then return "Другий аргумент
повинен бути натуральним числом!" end if:
if n>=m then return "Перший аргумент повинен бути
меншим вiд другого!" end if:
nn:=n: mm:=m: k:=1:
while not is(mm/nn,posint) do
s[k]:=floor(mm/nn)+1; dr:=nn/mm-1/s[k]:
nn:=numer(dr): mm:=denom(dr): k:=k+1:
end do:
s[k]:=mm/nn; convert(s,list);
end proc:

> ss:=ndivm(353,45954);

ss := [131, 20831, 677849073, 765798942267083142]

> w:=0: for i to nops(ss) do w:=w+1/ss[i] end do: w;

353

45954

> ndivm(5,3);

"Перший аргумент повинен бути меншим вiд другого!"

Насправдi алгоритм працюватиме i для n � m, а перевiрку
типiв можна було зробити так само, як у прикладi для членiв
ряду Фур’є (стор. 156).

При створеннi рекурсивних процедур рекомендується ви-
користовувати опцiю remember (для цього пишуть на поча-
тку процедури option remember), яка змушує результати об-
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числень процедури зберiгати у спецiальнiй таблицi. Це iсто-
тно пришвидшує обчислення при виклику процедури з тими
самими фактичними параметрами, що й ранiше.

Детальнiше з програмуванням у Maple можна ознайоми-
тись у книгах [5, 9, 11].

Питання до роздiлу 8

1. Як створювати розгалуження? Опишiть формат оператора
розгалуження.

2. Якi види циклiв можна використовувати? Опишiть їх фор-
мати.

3. Як достроково перервати виконання циклу? Як достроково
припинити виконання чергової iтерацiї циклу i перейти до насту-
пної?

4. Як створювати процедури? Опишiть формат опису процеду-
ри. Як достроково перервати виконання процедури? Чим процеду-
ра вiдрiзняється вiд функцiї користувача?

Вправи до роздiлу 8

1. За допомогою циклу обчислiть кiлькiсть простих чисел на
промiжку [1000, 2000] i виведiть їх список у порядку зростання.

2. Створiть двома способами команду listprod, єдиним аргу-
ментом якої є список, а результатом – добуток елементiв списку,
передбачивши при цьому перевiрку коректностi введення аргумен-
ту команди.

3. Напишiть команду matrixzero, єдиним аргументом якої є ма-
триця, а результатом – множина двоелементних спискiв, що мiстять
координати нульових елементiв матрицi.

4. Створiть команду matrixnzplot, яка б своїм єдиним аргу-
ментом приймала матрицю, а виводила графiк, на якому точками
будуть позначенi ненульовi елементи матрицi.

5. Створiть команду atan2, яка б для точки (x, y) виводила кут
(у радiанах) проти годинникової стрiлки мiж додатним напрямом
осi абсцис i радiус-вектором точки (вiдрiзком, що з’єднує початок
координат i задану точку). Врахувати, що для точки (0, 0) кут ви-
значити неможливо. Передбачити перевiрку коректностi аргумен-
тiв.
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Роздiл 9. Робота з пакетами

При запуску програми у пам’ять комп’ютера завантажу-
ється лише ядро Maple, написане на мовi С. Решта компо-
нентiв, якi реалiзують функцiональнiсть системи, написанi на
мовi Maple i знаходяться в основнiй бiблiотецi та додатко-
вих бiблiотеках, якi називають пакетами. Команди з основної
бiблiотеки завантажуються автоматично, тобто одразу пiсля
звертання до них. Всi команди Maple, якi розглядались у по-
переднiх роздiлах, мiстяться в основнiй бiблiотецi програми.

Якщо потрiбна команда знаходиться в пакетi, то його по-
трiбно пiдключити командою

with(package),

де package – iм’я пакета.
Якщо команда with закiнчується крапкою з комою, то в

областi виведення вiдображатиметься список команд, якi мi-
стить пакет. Усi цi команди тепер можна використовувати без-
посередньо. Iнколи пакети при пiдключеннi перевизначають
команди з основної бiблiотеки. У такому випадку в областi
виведення вiдображається вiдповiдне попередження.

Переважну бiльшiсть пакетiв можна вiдключити коман-
дою

unwith(package),
але вона працює не для всiх пакетiв. Команда restart чи вiд-
повiдна кнопка на панелi iнструментiв, крiм звiльнення пам’я-
тi вiд результатiв виконання команд, вiдключає всi пакети.

Можна виконати окрему команду з пакета, не пiдключаю-
чи його. Для цього використовується повний виклик команди:

package[command](args),

де package – iм’я пакета, command – iм’я команди, args – ар-
гументи команди.

Iснує понад 100 пакетiв Maple. Розглянемо деякi з них.
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Пакет Опис
Algebraic Команди для роботи з многочле-

нами i рацiональними функцiями,
коефiцiєнти яких є алгебричними
числами

ArrayTools Команди для низькорiвневих опе-
рацiй з векторами, матрицями i
масивами

AudioTools Команди для роботи з аудiо-
файлами

Bits Команди для ефективних побiтових
операцiй

combinat Команди комбiнаторики
combstruct Команди для роботи з комбiнатор-

ними структурами
CurveFitting Команди для наближення даних

кривими, зокрема, для iнтерполяцiї
DEtools Засоби для перетворень звичай-

них диференцiальних рiвнянь, їх iн-
тегрування, побудови iнтегральних
кривих та полiв напрямiв систем
диференцiальних рiвнянь

difforms Команди для роботи з диференцi-
альними формами у диференцiаль-
нiй геометрiї

DiscreteTransforms Команди для перетворень дискре-
тних даних, зокрема, дискретного
перетворення Фур’є

DynamicSystems Команди для створення, моделюва-
ння i графiчного вiдображення лi-
нiйних систем

ExcelTools Команди для доступу до даних, збе-
режених у форматi Microsoft Excel
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Пакет Опис
FileTools Команди для роботи з файлами
finance Команди для фiнансових обчислень

(фiнансова математика)
geom3d Команди для побудов i розв’я-

зування задач аналiтичної геоме-
трiї у тривимiрному евклiдовому
просторi

geometry Команди для побудов i розв’язува-
ння задач аналiтичної геометрiї на
евклiдовiй площинi

GraphTheory Команди для роботи з графами
group Команди для роботи з групами пе-

рестановок i скiнченними групами
ImageTools Команди для роботи з рисунками
inttrans Команди для роботи з iнтегральни-

ми перетвореннями (Фур’є, Лапла-
са та iн.)

linalg Команди для роботи з матрицями i
векторами

LinearAlgebra Команди для роботи з матрицями
Matrix i векторами Vector

ListTools Команди для роботи зi списками
Logic Команди для перетворення виразiв

з використанням двозначної логiки
Matlab Команди для взаємодiї з системою

Matlab
MmaTranslator Засоби для перетворення областей

введення i робочих листiв, створе-
них у системi Mathematica, в обла-
стi введення i робочi листи Maple

numapprox Команди для апроксимацiї функцiй
многочленами
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Пакет Опис
numtheory Команди для розв’язування задач

теорiї чисел
Optimization Команди для числового розв’язува-

ння задач оптимiзацiї
orthopoly Команди для побудови ортогональ-

них многочленiв
PDEtools Засоби для перетворень рiвнянь з

частинними похiдними, їх розв’я-
зування i графiчного вiдображення
розв’язкiв

plots Команди побудови спецiальних ви-
дiв графiкiв функцiй

plottools Команди для створення графiчних
об’єктiв та роботи з ними

PolynomialTools Команди для роботи з многочлена-
ми

powseries Команди для роботи з формальни-
ми степеневими рядами

RandomTools Iнструменти для створення випад-
кових об’єктiв i роботи з ними

RealDomain Пiсля пiдключення пакета обчисле-
ння i перетворення будуть здiйсню-
ватись у припущеннi, що всi невiдо-
мi є дiйсними

RootFinding Команди для наближеного розв’я-
зування алгебричних i трансценден-
тних рiвнянь та систем спецiальни-
ми методами

ScientificConstants Команди для отримання iнформацiї
про фiзичнi константи i властивостi
хiмiчних елементiв
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Пакет Опис
simplex Команди для розв’язування за-

дач лiнiйної оптимiзацiї на основi
симплекс-методу

Slode Команди для побудови формальних
розв’язкiв лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь у виглядi степеневих
рядiв

Statistics Удосконаленi iнструменти для ма-
тематичної статистики, розподiлiв
випадкових величин i аналiзу даних

stats Колекцiя пiдпакетiв для математи-
чної статистики, розподiлiв випад-
кових величин i аналiзу даних

Student Колекцiя пiдпакетiв для допомоги
студентам у вивченнi курсу вищої
математики

student Застарiлий пакет для допомоги сту-
дентам у вивченнi курсу вищої
математики

tensor Команди для роботи з тензорами
Tolerances Пакет для виконання обчислень з

похибками
Units Команди для перетворення величин

з одних у iншi одиницi вимiрювання
i виконання обчислень з одиницями
вимiрювання

VariationalCalculus Команди для розв’язування задач
варiацiйного числення

VectorCalculus Команди для векторного числення,
в тому числi для вiдшукання кра-
тних, поверхневих i криволiнiйних
iнтегралiв
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Обчислимо, наприклад, величину банкiвського вкладу на
суму 1000 грн, покладеного пiд 5% рiчних на 4,5 роки з умо-
вою, що вiдсотки нараховуються один раз у кiнцi року на
всю суму разом з попереднiми нарахованими вiдсотками (так
званi складнi вiдсотки). За неповний рiк вiдсотки нарахову-
ються аналогiчно. Для обчислень скористаємось командою
futurevalue(A, p,n) з пакета finance (A – величина вкладу,
p – рiчнi вiдсотки у частках одиницi, n – кiлькiсть рокiв):

> finance[futurevalue](1000,0.05,4.5);

1245.523270

або
> with(finance): futurevalue(1000,0.05,4.5);

1245.523270

У наступних роздiлах посiбника частково описанi пакети
linalg, plots, DEtools, PDEtools, VectorCalculus, student,
Student, geometry, geom3d, stats, combinat, RootFinding,
simplex, CurveFitting. З використанням iнших пакетiв мо-
жна ознайомитись у книгах [1 – 5] i довiдковiй системi Maple.

Питання до роздiлу 9

1. Як пiдключити пакет? Як можна звернутись до команди, не
пiдключаючи пакет, в якому вона мiститься?

2. Як вiдключити пакет?
3. Назвiть пакети, призначенi для побудов i розв’язування задач

аналiтичної геометрiї (лiнiйної алгебри, теорiї графiв, комбiнатори-
ки).

4. Яку назву має пакет для допомоги студентам у вивчення
вищої математики?
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Роздiл 10. Застосування Maple до розв’язування
задач лiнiйної алгебри

§ 10.1. Вектори та операцiї з ними

Основна частина команд для розв’язування задач лiнiйної
алгебри мiститься у бiблiотецi linalg, тому перед розв’язува-
нням задач з векторами чи матрицями потрiбно завантажити
цю бiблiотеку командою

> with(linalg):

Нагадаємо, що вектор у Maple можна задати за допомогою
команд vector або array зi стандартної бiблiотеки (стор. 41).
Наприклад,

> v:=vector([2,0,-1]); w:=array([a,b,c]);

v :=
[
2 0 −1 ]

w :=
[
a b c

]
Координату вже визначеного вектора v отримуємо, вико-

риставши запис v[i], де i – номер координати, а пiсля вико-
нання iнструкцiї v[i]:=a i-му елементу вектора v буде при-
своєно нове значення a. Наприклад,

> v[1];
2

> v[1]:=5: v[1];
5

Нагадаємо (§ 5.2), що вектор можна перетворити у список,
а список у вектор за допомогою команд convert(vector, list)
i convert(list, vector) вiдповiдно. Наприклад, команда

> s:=convert(w,list);

перетворює вектор w у список:

s := [a, b, c]
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Додати два вектори v i w однакової розмiрностi можна за
допомогою команд evalm(v+w) або matadd(v,w). Наприклад,

> v:=vector([1,2,3]): w:=vector([3,2,1]):
> s:=evalm(v+w);

s := [ 4 4 4 ]

Команду evalm можна використовувати для множення ве-
ктора на число, вiднiмання векторiв, для знаходження лiнiй-
ної комбiнацiї двох або бiльшої кiлькостi векторiв. Наприклад,

> v:=vector([0,1,2]): w:=vector([-3,-2,1]):
> evalm(0.5*v); [

0 0.5 1.0
]

> z:=evalm(2*v-3*w);

z :=
[
9 8 1

]
Для знаходження скалярного добутку (v,w) векторiв v i

w використовується команда dotprod(v,w), а для знаходже-
ння векторного добутку [v,w] тих самих векторiв – команда
crossprod(v,w). Кут α мiж векторами v i w легко знайти за
допомогою команди angle(v,w). Приклади:

> v:=vector([2,1,3]): w:=vector([1,4,-2]):
> (v,w)=dotprod(v,w); [v,w]=crossprod(v,w);

(v,w) = 0

[v,w] = [−14 7 7 ]

> alpha:=angle(v,w);

α :=
1

2
π

Довжину |v| вектора v можна знайти командою norm(v, 2),
а пронормувати цей вектор (знайти орт |v|−1v) – командою
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normalize(v). Наприклад,

> v:=vector([0,3,4]): n:=norm(v,2);

n := 5

> n1:=normalize(v);

n1 :=

[
0

3

5

4

5

]

Команда norm(v, p) дозволяє знайти норму вектора v за
формулою

‖v‖p =

(
n∑

i=1

|vi|p
)1/p

,

де n – розмiрнiсть вектора, vi – його i-й елемент, а p – нату-
ральне число. Якщо пропустити параметр p, то норма вектора
v буде обчислюватись за формулою ‖v‖ = max

1�i�n
|vi|. Напри-

клад,

> norm(v,1); norm(v);

7

4

Для знаходження базису сукупностi векторiв v1, . . . ,
vn використовується команда basis([v1, . . . , vn]). Команда
GramSchmidt([v1, . . . , vn]) ортогоналiзує сукупнiсть лiнiйно
незалежних векторiв v1, . . . , vn за процедурою Грамма –
Шмiдта. Видiлимо, наприклад, з сукупностi векторiв v1 =
= (1, 2, 2,−1), v2 = (1, 1, 5, 2), v3 = (2, 2, 3, 1), v4 = (1, 0, 0, 1),
v5 = (5, 1, 0, 0) базис i ортогоналiзуємо його:

> v1:=vector([1,2,2,-1]): v2:=vector([1,1,5,2]):
> v3:=vector([2,2,3,1]): v4:=vector([1,0,0,1]):
> v5:=vector([5,1,0,0]): basis([v1,v2,v3,v4,v5]);

[v1, v2, v3, v4]
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> GramSchmidt(%);[
[1, 2, 2,−1],

[
− 1

10
,−6

5
,
14

5
,
31

10

]
,

[
179

189
,
23

63
,−14

27
,
121

189

]
,[

44

323
,− 48

323
,
12

323
,− 28

323

]]

§ 10.2. Матрицi та операцiї з ними

Задати матрицю у Maple можна декiлькома способами
(стор. 44). Зокрема, матрицю порядку n × m можна задати,
використовуючи команду

matrix(n,m, [[a11, . . . , a1m], . . . , [an1, . . . , anm]]),

де n, m – кiлькiсть рядкiв i стовпцiв (обидва цi параметри не
обов’язковi). Наприклад,

> A:=matrix([[1,-2,3], [2,3,0]]);

A :=

[
1 −2 3
2 3 0

]

Цю саму матрицю можна задати й iнакше:

> A:=<<1,2>|<-2,3>|<3,0>>;

A :=

[
1 −2 3
2 3 0

]

або
> A:=<<1|-2|3>,<2|3|0>>;

A :=

[
1 −2 3
2 3 0

]

У Maple iснує можливiсть iнтерактивного задання матри-
цi. Для цього призначена команда entermatrix. Пiсля її ви-
користання дiалог з користувачем при роботi з класичним ро-
бочим листом матиме, наприклад, такий вигляд:
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> A:=array(1..2, 1..3): entermatrix(A);
enter element 1,1 > 0;
enter element 1,2 > 1;
enter element 1,3 > 2;
enter element 2,1 > 3;
enter element 2,2 > 4;
enter element 2,3 > 5;[

0 1 2
3 4 5

]

> M:=%;

M :=

[
0 1 2
3 4 5

]
У стандартному робочому листi команда entermatrix вiд-

криває окреме вiкно для введення елементiв матрицi.
Створити матрицю можна також з допомогою деякої фун-

кцiї f(i, j), де i, j – iндекси матрицi matrix(n,m, f ). Напри-
клад,

> f:=(i,j)->x^i+y^(j+1): A:=matrix(2,3,f);

A :=

[
x+ y2 x+ y3 x+ y4

x2 + y2 x2 + y3 x2 + y4

]

У Maple є можливiсть генерувати деякi матрицi спецiаль-
ного виду. Зокрема, дiагональну матрицю третього порядку
можна задати так:
> J:=Matrix(3,3,shape=diagonal):
> J[1,1]:=2: J[2,2]:=-1: J[3,3]:=Pi: print(J);

J :=

⎡
⎣ 2 0 0

0 −1 0
0 0 π

⎤
⎦

Для створення симетричної матрицi можна використати
таку послiдовнiсть команд:
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> S:=Matrix(3,3,shape=symmetric):
> S[1,1]:=-2: S[1,3]:=4: S[2,3]:=5: print(S);

S :=

⎡
⎣ −2 0 4

0 0 5
4 5 0

⎤
⎦

Треба мати на увазi, що деякi команди пакета linalg пра-
цюють тiльки з матрицями типу matrix i не працюють з ма-
трицями типу Matrix.

Команда augment(A,B) створює нову матрицю, об’єд-
нуючи двi заданi матрицi A i B по горизонталi. Команда
stackmatrix(A,B) формує нову матрицю, об’єднуючи двi за-
данi матрицi A i B по вертикалi. Звичайно, матрицi повиннi
мати у першому випадку однакову кiлькiсть рядкiв, а в дру-
гому – стовпцiв. Наприклад, для матриць S, J з попереднiх
прикладiв маємо:

> with(linalg): augment(S,J), stackmatrix(S,J);

⎡
⎣ −2 0 4 2 0 0

0 0 5 0 −1 0
4 5 0 0 0 π

⎤
⎦,

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 0 4
0 0 5
4 5 0
2 0 0
0 −1 0
0 0 π

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Кiлькiсть рядкiв i стовпцiв у матрицi A можна визначити
за допомогою команд rowdim(A), coldim(A) вiдповiдно. Ранг
матрицi A дозволяє знайти команда rank(A). Слiд квадра-
тної матрицi (суму її дiагональних елементiв) знаходимо за
допомогою команди trace(A). Наприклад,

> M:=Matrix([[3,1,-2], [2,-2,0], [1,3,-2]]);

M :=

⎡
⎣ 3 1 −2

2 −2 0
1 3 −2

⎤
⎦
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> r:=rank(M); t:=trace(M);

r := 2

t := −1

Додавання двох матриць A i B однакової розмiрностi
можна виконати за допомогою тих самих команд, якi ви-
користовувались для додавання векторiв: evalm(A+B) або
matadd(A,B). Для матриць типу Matrix (а не matrix) мо-
жна просто писати A+B. За допомогою команди evalm можна
також помножити матрицю на число. Знайдемо, наприклад,
лiнiйну комбiнацiю двох матриць:

> M1:=Matrix([[3,0,-2],[2,-1,0],[4,3,-2]]);

M1 :=

⎡
⎣ 3 0 −2

2 −1 0
4 3 −2

⎤
⎦

> M2:=Matrix([[1,3,1],[1,-1,2],[0,1,0]]);

M2 :=

⎡
⎣ 1 3 1

1 −1 2
0 1 0

⎤
⎦

> M:=evalm(2*M1-3*M2);

M :=

⎡
⎣ 3 −9 −7

1 1 −6
8 3 −4

⎤
⎦

Пропонуємо читачам самостiйно переконатися, що
до таких самих результатiв приводять також команди
matadd(2*M1,-3*M2), matadd(M1,M2,2,-3) та 2*M1-3*M2.

Якщо iснує добуток матриць A i B, то його можна зна-
йти за допомогою команд evalm(A&*B) або multiply(A,B).
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Наприклад,

> A:=matrix([[0,1,2],[2,-3,4]]);

A :=

[
0 1 2
2 −3 4

]

> B:=matrix([[2,1],[2,-3],[2,0]]);

B :=

⎡
⎣ 2 1

2 −3
2 0

⎤
⎦

> P:=multiply(A,B);

P :=

[
6 −3
6 11

]

Матрицю AT , транспоновану до заданої матрицi A, отри-
муємо за допомогою команди transpose(A). Знайдемо, на-
приклад, матрицю, транспоновану до наведеної матрицi P :

> transpose(P); [
6 6
−3 11

]

Команда norm(A) знаходить норму матрицi A = (aij)
n,m
i,j=1,

що обчислюється за формулою ‖A‖ = max
1�i�n

m∑
j=1
|aij |. Команда

norm(A, 1) обчислює норму матрицi A за формулою ‖A‖1 =

= max
1�j�m

n∑
i=1
|aij |. Команда norm(A, frobenius) дозволяє зна-

йти норму матрицi A, що обчислюється як

‖A‖ =
√√√√ n∑

i=1

m∑
j=1

a2ij .
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Наприклад, для матрицi A зi стор. 173:

> norm(A), norm(A,1), norm(A,frobenius);

9, 6,
√
34

Команда cond(A), cond(A, 1) чи cond(A, frobenius) зна-
ходить число обумовленостi квадратної невиродженої матрицi
A, обчислене за формулою ‖A‖·‖A−1‖. Другий аргумент може
визначати норму матрицi. Мале число обумовленостi матрицi
означає, що при обертаннi цiєї матрицi з наближеними чи-
слами або розв’язуваннi вiдповiдної системи алгебричних рiв-
нянь похибка заокруглення буде невеликою. Наприклад, для
матрицi M зi стор. 172:

> cond(M), cond(M,1);

228

43
,
3094

473

§ 10.3. Визначники матрицi, мiнори та алгебричнi
доповнення

Визначник квадратної матрицi A обчислюється за допо-
могою команди det(A). Наприклад,

> A:=matrix([[2,1,2],[-2,-1,0],[1,2,-4]]);

A :=

⎡
⎣ 2 1 2
−2 −1 0
1 2 −4

⎤
⎦

> Delta:=det(%);
Δ := 6

Знайдемо визначник Вандермонда третього порядку:

> M:=Matrix(3,3,(i,j)->b[j]^(i-1));

M :=

⎡
⎣ 1 1 1
b1 b2 b3

b21 b22 b23

⎤
⎦
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> d:=det(M);

d := b2b
2
3 − b3b22 − b1b23 + b1b

2
2 + b21b3 − b21b2

> d:=factor(d);

d := (b2 − b1) (−b1 + b3) (b3 − b2)
Команда minor(A, i, j) дозволяє знайти матрицю, утворе-

ну з заданої матрицi A викреслюванням i-го рядка та j-го
стовпця, а отже, за допомогою цiєї команди можна знайти
мiнор Mij матрицi A. Наприклад, для матрицi A з цього па-
раграфа маємо:

> minor(A,2,3); [
2 1
1 2

]
> M[23]=det(%);

M23 = 3

Алгебричне доповнення Aij елемента aij матрицi A легко
знайти, пригадавши, що Aij = (−1)i+jMij .

§ 10.4. Функцiї вiд матриць

Матрицю A−1, обернену до матрицi A, можна знайти
за допомогою однiєї з команд: evalm(1/A), evalm(A^(-1)),
inverse(A) (або просто A^(-1) чи 1/A для матрицi типу
Matrix). Наприклад,

> A:= matrix([[1, -2, 3], [-3, 1, 2], [1, 0, -1]]);

A :=

⎡
⎣ 1 −2 3
−3 1 2
1 0 −1

⎤
⎦

> inverse(A); ⎡
⎢⎢⎣

1
2 1 7

2

1
2 2 11

2

1
2 1 5

2

⎤
⎥⎥⎦
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> multiply(A,1/A); #Перевiрка⎡
⎣ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎤
⎦

Пiднесення матрицi A до натурального степеня n здiйсню-
ється командою evalm(A^n) (або просто A^n для матрицi типу
Matrix). Наприклад:

> A:=Matrix([[0,a,a^2],[0,0,a],[0,0,0]]);

A :=

⎡
⎣ 0 a a2

0 0 a
0 0 0

⎤
⎦

> A^2, A^3; ⎡
⎣ 0 0 a2

0 0 0
0 0 0

⎤
⎦,

⎡
⎣ 0 0 a2

0 0 0
0 0 0

⎤
⎦

Для знаходження матричної експоненти eA використовує-
ться команда exponential(A). Наприклад, для останньої ма-
трицi A з цього параграфа маємо:

> exponential(A);

⎡
⎣ 1 a 3

2 a
2

0 1 a
0 0 1

⎤
⎦

Вiдзначимо також вже знайому команду map (стор. 96), що
дозволяє застосовувати задану функцiю до кожного елемента
матрицi. Наведемо приклади застосування цiєї команди:

> M:=Matrix([[1,x],[x^2,x^3]]);

M :=

[
1 x
x2 x3

]
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> map(diff,M,x); [
0 1
2x 3x2

]
> map(int,M,x); [

x 1
2 x

2

1
3 x

3 1
4 x

4

]

> map(sqrt,M); [
1

√
x√

x2
√
x3

]

Аналогiчно можна виконувати над матрицями й iншi, зна-
чно складнiшi перетворення.

§ 10.5. Спектральний аналiз матриць

Для вiдшукання власних чисел i власних векторiв
матрицi A використовують команди eigenvalues(A) i
eigenvectors(A) вiдповiдно. У результатi виконання остан-
ньої команди отримаємо власнi числа, їх кратнiсть i вiдповiд-
нi власнi вектори. Розглянемо приклад:

> K:=Matrix([[3,-1,1],[-1,5,-1],[1,-1,3]]);

K :=

⎡
⎣ 3 −1 1
−1 5 −1
1 −1 3

⎤
⎦

> eigenvectors(K);[
6, 1,

{[
1 −2 1

]}]
,
[
3, 1,

{[
1 1 1

]}]
,
[
2, 1,

{[−1 0 1
]}]

У кожнiй з трьох великих квадратних дужок наведенi вла-
сне число, його кратнiсть i вiдповiдний власний вектор у фi-
гурних дужках. Отже, матриця K має три власнi вектори:
a1 = (−1, 0,−1), який вiдповiдає власному числу λ1 = 2 кра-
тностi 1, a2 = (1, 1, 1), який вiдповiдає власному числу λ2 = 3
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кратностi 1, i a3 = (1,−2, 1), який вiдповiдає власному числу
λ3 = 6 кратностi 1.

Характеристичну матрицю FA = λE − A можна знайти
за допомогою команди charmat(A,λ). Для знаходження ха-
рактеристичного многочлена PA = det(λE − A) матрицi A
використовують команду charpoly(A,λ). Мiнiмальний мно-
гочлен (дiльник) матрицi A можна знайти з допомогою ко-
манди minpoly(A,λ). Наприклад:

> A:=matrix([[3,-I,0],[I,3,0],[0,0,4]]);

A :=

⎡
⎣ 3 −I 0

I 3 0
0 0 4

⎤
⎦

> F['A']:=charmat(A,lambda);

FA :=

⎡
⎣ λ− 3 I 0
−I λ− 3 0
0 0 λ− 4

⎤
⎦

> P(lambda):=charpoly(A,lambda);

P (λ) := λ3 − 10λ2 + 32λ − 32

> d(lambda):=minpoly(A,lambda);

d(λ) := 8− 6λ+ λ2

До канонiчної форми матрицю A можна звести командою
jordan(A). Наприклад, для останньої матрицi A:

> jordan(A); ⎡
⎣ 2 0 0

0 4 0
0 0 4

⎤
⎦

До трикутного вигляду матрицю A можна звести за допо-
могою трьох команд:
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1) gausselim(A) – використовує метод Гаусса;
2) ffgausselim(A) – використовує метод Гаусса без дiле-

ння (цю команду рекомендуємо використовувати до символь-
них матриць, бо вона не здiйснює нормування елементiв i ви-
ключає помилки, пов’язанi з дiленням на нуль);

3) gaussjord(A) – використовує метод Гаусса-Жордана.
Розглянемо зведення матрицi третього порядку до трику-

тного вигляду на прикладi:

> B:= Matrix([[3, 2, -2],[1, 3, 4],[-2, -3, 4]]);

B :=

⎡
⎣ 3 2 −2

1 3 4
−2 −3 4

⎤
⎦

> ffgausselim(B); ⎡
⎣ 3 2 −2

0 7 14
0 0 42

⎤
⎦

Пропонуємо самостiйно перевiрити, чим вiдрiзнятимуться
результати виконання команд gausselim(B) i gaussjord(B)
на прикладi тiєї самої матрицi B.

§ 10.6. Матричнi рiвняння (системи лiнiйних
алгебричних рiвнянь)

Систему лiнiйних алгебричних рiвнянь можна розв’язати
двома способами:

1) за допомогою стандартної команди solve, яка знахо-
дить розв’язок системи, записаної у розгорнутому виглядi⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

· · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm;
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2) за допомогою команди linsolve(A,B) з пакета linalg,
яка знаходить розв’язок матричного рiвняння AX = B, де A,
B – заданi матрицi.

Знайдемо першим способом загальний розв’язок системи⎧⎨
⎩
3x1 − 4x2 − x3 − 10x4 = 2,
3x1 − x2 + 5x3 + 6x4 = −1,
2x1 − x2 + 2x3 + 3x4 = 2,

> s:={3*x[1]-4*x[2]-x[3]-10*x[4]=2, 3*x[1]-x[2]+
5*x[3]+6*x[4]=-1, 2*x[1]-x[2]+2*x[3]+3*x[4]=2}:

> q:=solve(s,{x[1],x[2],x[3]});

q :=

{
x1 =

15

2
− 13

2
x4, x2 = 6− 23

3
x4, x3 = −7

2
+

7

6
x4

}
Розв’яжемо за допомогою команди linsolve сумiсну неод-

норiдну систему двох лiнiйних алгебричних рiвнянь{
ax+ by = f1,
cx+ dy = f2

у символьному виглядi:

> A, B:=matrix([[a,b],[c,d]]), vector([f1,f2]);

A,B :=

[
a b
c d

]
,
[
f1 f2

]
> X:=linsolve(A,B);

X :=

[
−b f2 − f1 d

a d− c b
a f2 − c f1
a d− c b

]
Розв’язок невизначеної системи рiвнянь подається у пара-

метричнiй формi з параметрами _t[1], _t[2], . . . , _t[k], напри-
клад:
> A:=matrix([[1,3,2],[2,6,4],[1,2,0]]):
> B:=vector([6,12,-2]): linsolve(A,B);[ −18 + 4_t1 8− 2_t1 _t1

]
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§ 10.7. Додатковi можливостi пакета linalg

Наведемо ще декiлька команд пакета linalg для роботи
з векторами i матрицями, якi не використовувалися у цьому
роздiлi:

addcol(A, j1, j2, expr) створює нову матрицю з матрицi A
шляхом додавання до стовпця з номером j2 стовпця з номером
j1, помноженого на expr ;

addrow(A, i1, i2, expr) створює нову матрицю з матрицi A
шляхом додавання до рядка з номером i2 рядка з номером i1,
помноженого на expr ;

col(A, j) видiляє з матрицi A j-й стовпець як вектор;
curl(f, v) обчислює ротор трьохелементного вектора або

списку f за змiнними, заданими трьохелементним вектором
або списком v;

definite(A, kind) визначає додатну (вiд’ємну) визна-
ченiсть матрицi A, параметр kind може бути одним з
термiнiв: positive_def, positive_semidef, negative_def,
negative_semidef;

diverge(f, v) обчислює дивергенцiю векторної функцiї
(параметри є аналогiчними параметрам команди curl);

equal(A,B) перевiряє рiвнiсть матриць A i B;
geneqns(A, v, b) генерує систему лiнiйних алгебричних рiв-

нянь з матрицi коефiцiєнтiв A (iм’я чи їх список v визначають
невiдомi у системi, необов’язковий вектор b може мiстити пра-
вi частини рiвнянь);

genmatrix(eqns, v, 'b') генерує елементи матрицi з коефiцi-
єнтiв множини чи списку лiнiйних алгебричних рiвнянь eqns
з невiдомими з множини чи списку v (необов’язковий пара-
метр b може мiстити iм’я змiнної, якiй буде присвоєно вектор
з правих частин у системi рiвнянь, якщо в якостi b викори-
стовується термiн flag, то неоднорiдностi будуть розмiщенi у
додатковому правому стовпцi створеної матрицi);

grad(f, v) обчислює градiєнт скалярної функцiї f , пара-
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метр v – це вектор або список змiнних для диференцiювання;
iszero(A) визначає, чи є задана матриця A нульовою;
mulcol(A, j, expr) створює нову матрицю з матрицi A мно-

женням її j-го стовпця на вираз expr ;
mulrow(A, i, expr) створює нову матрицю з матрицi A мно-

женням її i-го рядка на вираз expr ;
orthog(A) визначає, чи є задана квадратна матриця A

ортогональною;
potential(f, v, 'P ') визначає, чи є вектор f градiєнтом де-

якої скалярної функцiї за змiнними зi списку v (якщо це так
i необов’язковим параметром P задано iм’я, то воно пiсля ви-
конання команди мiститиме функцiю, градiєнт якої дорiвнює
f);

row(A, i) видiляє з матрицi A i-й рядок як вектор;
scalarmul(A, expr) множить матрицю або вектор A на за-

даний вираз expr ;
submatrix(A, rr, cc) добуває вказану дiапазонами або спи-

сками рядкiв rr i стовпцiв cc пiдматрицю iз заданої матрицi
A;

subvector(A, rr, cc) добуває вказаний пiдвектор iз заданої
матрицi A;

swapcol(A, j1, j2) створює нову матрицю з матрицi A, пе-
реставляючи в нiй стовпцi j1 i j2 ;

swaprow(A, i1, i2) створює нову матрицю з матрицi A, пе-
реставляючи в нiй рядки i1 i i2 ;

vandermonde(L) утворює матрицю Вандермонда зi списку
L;

vectdim(a) визначає розмiрнiсть вектора a;
wronskian(f, v) формує матрицю Вронського (визначник

якої є визначником Вронського) для заданого вектора чи спи-
ску f функцiй, диференцiювання здiйснюється за змiнною v.

З iншими командами пакета linalg читач може ознайо-
митись у довiдковiй системi Maple. Призначення багатьох ко-
манд зрозумiле з назви.
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Питання до роздiлу 10

1. Для чого використовують команди angle, norm, normalize,
dotprod, crossprod, basis, GramSchmidt? Опишiть їх формати.

2. Як виконувати арифметичнi операцiї над векторами i ма-
трицями? Як знайти обернену матрицю? Як пiднести матрицю до
степеня?

3. З якою метою використовують команди rank, rowdim, coldim,
trace, augment, stackmatrix, cond, transpose, det, minor? Опи-
шiть їх формати та дiю.

4. Якi команди для спектрального аналiзу матриць Ви знаєте?
Опишiть їх.

5. Як можна розв’язувати системи лiнiйних алгебричних рiв-
нянь за допомогою пакета linalg?

Вправи до роздiлу 10

1. Задано вектори u = (2, 4, 6) i v = (−1, 2, 5). Знайдiть:
а) лiнiйну комбiнацiю 2u− 3v;
б) кут мiж векторами u i v;
в) їх скалярний i векторний добутки;
г) довжину вектора u;
д) пронормуйте вектор u.
2. Перевiрте, чи вектори u i v з попереднього завдання є лiнiйно

незалежними (для цього можна скористатись командою basis).
3. Створiть матрицi

A =

⎛
⎝ 2 −4 7

3 1 5
−1 5 8

⎞
⎠, B =

⎛
⎝ 3 7 −2

2 5 4
0 3 5

⎞
⎠.

Знайдiть:
а) A+B; б) 4B −A; в) A2; г) A−1; д) AT ; е) eA;
є) ранг, слiд, визначник матрицi A;
ж) мiнор верхнього правого елемента матрицi A;
з) норми i числа обумовленостi матрицi A;
и) власнi значення i вiдповiднi їм власнi вектори, характери-

стичну матрицю, характеристичний многочлен, канонiчну форму
матрицi A.
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4. Створiть матрицi C1 i C2, об’єднуючи елементи матриць A i
B з вправи 3 по горизонталi i по вертикалi вiдповiдно.

5. Розв’яжiть систему лiнiйних алгебричних рiвнянь з матрицею
A з вправи 3 i вектором правих частин u з вправи 1.

6. Створiть матрицю N з матрицi B з вправи 3 шляхом дода-
вання до її першого рядка подвоєного другого рядка.

7. Знайдiть градiєнт функцiї u(x, y, z) = x3yz − cos(x+ y − z).
8. Знайдiть ротор i дивергенцiю вектора (x2y − z, xyz, x2 + z5).
9. Знайдiть матрицю i визначник Вронського функцiй x4,

sin(x2), tg x.
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Роздiл 11. Спецiальнi засоби для вiдображення
графiки

§ 11.1. Побудова графiкiв функцiй однiєї змiнної

Крiм команд plot i plot3d, якi розглядались у роздiлi 4,
для побудови графiкiв функцiй у Maple є спецiальний пакет
plots. Розглянемо основнi команди цього пакету (всього їх
понад 50). Пакет plots, як i всi iншi, треба пiдключати ко-
мандою with:
> with(plots):

Команда

polarplot(r(ϕ),ϕ=a..b, opts)

будує графiк функцiї r(ϕ) у полярнiй системi координат.
Якщо дiапазон змiни полярного кута ϕ не вказати, то вва-
жатиметься, що ϕ ∈ [0, 2π]. В якостi опцiй opts тут i нижче
в цьому роздiлi можна використовувати опцiї команди plot
(§ 4.2). Приклад:

> polarplot(sin(8*phi)+cos(3*phi)+2);
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У полярнiй системi координат можна будувати графi-
ки параметрично заданих функцiй. Для цього, як i у ви-
падку команди plot, використовують дещо iнший формат:
polarplot([r(t),ϕ(t), t=a..b], opts), де r(t), ϕ(t) – вирази по-
лярного радiуса r i полярного кута ϕ через параметр t. При-
клад:
> polarplot([2*cos(t)+1,3*sin(2*t),t=0..2*Pi],

thickness=3);

Побудова графiкiв кiлькох функцiй i вiдображення дис-
кретної множини точок у полярнiй системi координат здiй-
снюється аналогiчно до команди plot (§ 4.1). Команда plot
з опцiєю coords=polar дозволяє виконувати тi самi дiї, що й
команда polarplot.

Команда implicitplot(eq,x=a..b, y=c..d, opts) будує гра-
фiк функцiї, неявно заданої рiвнянням eq двох змiнних x, y,
у прямокутнику a � x � b, c � y � d, де opts – опцiї команди
plot (§ 4.2) або опцiя grid команди plot3d (с. 74). Приклад:

> implicitplot(x^3+x*y+cos(y)=1,x=-10..10,y=-10..10,
grid=[300,300],thickness=2);
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Команда complexplot(f(x),x=a..b, opts) будує графiк
комплекснозначної функцiї f(x) дiйсної змiнної x на вiдрiз-
ку [a, b]. Приклад:

> complexplot(sin(x)+I*x^2,x=-Pi..Pi);

Команда loglogplot має аналогiчнi командi plot (§ 4.1)
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аргументи i працює подiбно до неї, але обидвi осi є логари-
фмiчними, тобто на них вiдкладаються десятковi логарифми
вiдповiдних значень. Приклад:

> loglogplot(exp(x+sin(x)),x=1..100,numpoints=1000);

При використаннi команд logplot i semilogplot лише
одна вiсь буде логарифмiчною: у випадку команди logplot
нею буде вiсь ординат, а у випадку команди semilogplot –
вiсь абсцис.

§ 11.2. Графiки розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь

Команда

odeplot(proc, vars, range, opts)

будує iнтегральну криву – графiк розв’язку задачi Кошi або
крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння
чи системи таких рiвнянь на площинi або у просторi. Процеду-
ра proc для числового розв’язування задачi Кошi попередньо
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створюється командою dsolve з опцiєю type=numeric. Необо-
в’язковим аргументом vars можна задати дво- або триелемен-
тний список, який визначатиме змiст (назви) осей координат.
Аргументом range задається дiапазон змiни незалежної змiн-
ної у формi xmin..xmax. Приклади:

> F:=dsolve({D(x)(t)=3*x(t)-5*cos(y(t))-t^2, D(y)(t)=
4*y(t)-2*x(t)*y(t), x(0)=5, y(0)=-2}, {x(t),y(t)},
type=numeric):

> odeplot(F, [x(t),y(t)], t=-4..0.5, numpoints=1000,
color=black);

> odeplot(F, [t,x(t),y(t)], t=-4..0.5, numpoints=1000,
axes=boxed);
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Iнший спосiб графiчного подання розв’язкiв звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь наведено у §§ 12.1, 12.2.

§ 11.3. Побудова плоских областей

Команда

inequal(ineqs,x=a..b, y=c..d, inopts)

зображує у прямокутнику a � x � b, c � y � d площини роз-
в’язок системи лiнiйних рiвнянь i нерiвностей двох незале-
жних змiнних x, y. Система задається множиною ineqs. Опцiї
inopts записують у виглядi name=(opts), де в якостi name мо-
жуть використовуватись термiни: optionsfeasible (область,
що задовольняє систему нерiвностей), optionsexcluded (об-
ласть, яка не задовольняє систему нерiвностей), optionsopen
(область межi строгих нерiвностей), optionsclosed (область
межi нестрогих нерiвностей i рiвностей), а opts – опцiї коман-
ди plot (§ 4.2), якi дозволяють задати колiр та iншi параметри
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вiдображення вiдповiдної областi. Приклад:

> inequal({x+3*y>2, 3*y-2*x<=6, 2*y-x=2}, x=-5..5,
y=-5..5, optionsfeasible=(color=green),
optionsexcluded=(color=gray), optionsopen=
(color=yellow,linestyle=3,thickness=2),
optionsclosed=(color=black,thickness=3));

Команда

polygonplot([[x1, y1], [x2, y2], . . . , [xn, yn]], opts)

вiдображає на площинi многокутник з вершинами у точках
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn). Приклад:

> polygonplot([[2,3],[-2,2],[-0.5,-1],[0.5,1],[3,1]],
color=yellow);
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Можна будувати також многокутники в просторi коман-
дою

polygonplot3d([[x1,y1,z1], [x2,y2,z2], . . . , [xn,yn,zn]], opts).

Приклад:

> polygonplot3d([[2,3,1],[3,-3,4],[4,5,6],[5,0,-2]],
axes=normal,labels=[x,y,z]);
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§ 11.4. Функцiя щiльностi, лiнiї рiвня, поле градiєнтiв
i векторне поле на площинi

Команда

densityplot(f(x, y),x=a..b, y=c..d, opts)

вiдображає у прямокутнику a � x � b, c � y � d площи-
ни функцiю щiльностi для функцiї f(x, y). Свiтлiший колiр
використовується для бiльших значень функцiї, а темнiший –
для менших. Крiм рiзноманiтних опцiй команди plot (§ 4.2) та
опцiй style i grid команди plot3d (§ 4.4), починаючи з версiї
Maple 11, для керування яскравiстю i контрастом додатко-
во можна використовувати опцiї brightness=k i contrast=k
(0 � k � 1, за замовчуванням k = 0,5). Приклад:

> densityplot(cos(x^2+2*y), x=-4..4, y=-4..4,
grid=[80,80], brightness=0.8, style=patchnogrid);
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Команда

contourplot(f(x, y),x=a..b, y=c..d, opts)

будує у прямокутнику a � x � b, c � y � d площини лi-
нiї рiвня функцiї f(x, y). Крiм рiзноманiтних опцiй команди
plot (§ 4.2) i опцiї grid команди plot3d (с. 74), додатково
можна використовувати опцiю contours=k для встановлен-
ня кiлькостi лiнiй рiвня (за замовчуванням k = 8), опцiю
coloring=[c1, c2] – для кольорiв c1 i c2 лiнiй рiвня з най-
меншим i найбiльшим значеннями, опцiю filled=true – для
одночасної побудови функцiї щiльностi та лiнiй рiвня. При-
клад:
> f:=(x,y)->cos(x+2*y)+sin(x);

f := (x, y)→ cos(x+ 2 y) + sin(x)

> contourplot(f(x,y), x=-2*Pi..2*Pi, y=-2*Pi..2*Pi,
grid=[100,100],coloring=[green,blue]);
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Команда gradplot(f(x, y),x=a..b, y=c..d, opts) будує у
прямокутнику a � x � b, c � y � d площини поле градi-
єнтiв функцiї f(x, y). Приклад:

> gradplot(cos(x+2*y)+sin(x),x=-2*Pi..2*Pi,y=-2*Pi..
2*Pi);
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У тих командах пакета plots, де для позначення векторiв
використовуються стрiлки, можна керувати вiдображенням
цих стрiлок за допомогою значень опцiї arrows: LINE (стрiлка
у виглядi риски), THIN (тонка стрiлка – значення за замов-
чуванням), SLIM (тонка стрiлка ), THICK (товста стрiлка ).

Команда

fieldplot([f1(x, y), f2(x, y)],x=a..b, y=c..d, opts)

будує у прямокутнику a � x � b, c � y � d площини векторне
поле для функцiй f1(x, y), f2(x, y) (перша координата векто-
ра є функцiєю f1(x, y), а друга – f2(x, y)). В якостi кольору
можна використовувати функцiю f3(x, y). Фактично команда
fieldplot створює iмiтацiю графiка функцiї f : R2 → R

2, а
якщо враховувати колiр, то навiть f : R2 → R

3. Приклад:

> fieldplot([x+3*y,sin(x)+4*y], x=-5..5, y=-5..5,
arrows=SLIM);
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§ 11.5. Побудова графiкiв функцiй у просторi

Команда cylinderplot(r(ϕ, z),ϕ=a..b, z=c..d, opts) будує
поверхню r(ϕ, z) у цилiндричнiй системi координат в областi
змiни кута ϕ i аплiкати z: a � ϕ � b, c � z � d. В якостi
опцiй opts можна використовувати опцiї команд plot i plot3d
(§§ 4.2, 4.4). Приклад:

> cylinderplot(cos(2*phi)+z^2, phi=0..2*Pi, z=-2..2,
axes=boxed);

Для побудови поверхонь параметрично заданих у цилiн-
дричнiй системi координат функцiй використовують запис

cylinderplot([r(u, v),ϕ(u, v), z(u, v)],u=a..b, v=c..d, opts)

з двома параметрами u i v.
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Команда sphereplot(r(ϕ, θ),ϕ=a..b, θ=c..d, opts) будує
поверхню r(ϕ, θ) у сферичнiй системi координат для
a � ϕ � b, c � θ � d. Тут θ – кут, утворений радiус-вектором
точки r(ϕ, θ) з полярною вiссю, а ϕ – кут, утворений з вiссю
абсцис проекцiєю r(ϕ, θ) sin θ радiус-вектора на площину, пер-
пендикулярну до полярної осi. Приклад:

> sphereplot((cos(3*phi))*cos(theta)+1, phi=0..2*Pi,
theta=0..Pi, grid=[50,50]);

Для побудови поверхонь параметрично заданих у сфери-
чнiй системi координат функцiй використовують запис

sphereplot([r(u, v),ϕ(u, v), θ(u, v)],u=a..b, v=c..d, opts)

з двома параметрами u i v.
Команда

implicitplot3d(eq,x=a..b, y=c..d, z=g..h, opts)

будує поверхню функцiї, неявно заданої рiвнянням eq трьох
змiнних x, y, z, у паралелепiпедi a � x � b, c � y � d,
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g � z � h. Приклад:

> implicitplot3d(x^5+y^5+z^5+2=(x+y+z+1)^3, x=-2..2,
y=-2..2, z=-2..2);

Опцiєю coords можна визначати побудову неявно заданих
поверхонь у рiзних системах координат, наприклад, у цилiн-
дричнiй (cylindrical) або сферичнiй (spherical).

Команда

spacecurve([x(t), y(t), z(t)], t=a..b, opts)

дозволяє побудувати просторову криву, задану в параметри-
чнiй формi рiвняннями x = x(t), y = y(t), z = z(t), a � t � b.
Приклад:

> spacecurve([1+2*cos(2*t),2*cos(t),3*sin(3*t)],
t=0..2*Pi,axes=framed,labels=[x,y,z],numpoints=200,
thickness=2);
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Команда

tubeplot([x(t), y(t), z(t)], t=a..b, opts)

будує цилiндричну поверхню вздовж просторової кривої, за-
даної в параметричнiй формi рiвняннями x = x(t), y = y(t),
z = z(t), a � t � b. В якостi опцiй opts можна використо-
вувати також radius=r або radius=f(t) i tubepoints=n для
визначення радiуса i кiлькостi точок для побудови кругового
перерiзу цилiндричної поверхнi. Приклад:

> x:=t->(t-6*Pi)*sin(t)/3; y:=t->(t-6*Pi)*cos(t)/3;
z:=t->(t-6*Pi)*0.9;

x := t→ 1

3
(t− 6π) sin(t)

y := t→ 1

3
(t− 6π) cos(t)

z := t→ (t− 6π) · 0.9
> tubeplot([x(t),y(t),z(t)], t=-0.1*Pi..6*Pi,

radius=(t-6*Pi)*0.2,tubepoints=20);
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Команда complexplot3d дозволяє будувати графiки фун-
кцiй комплексної змiнної, тобто графiки функцiй, якi дiють з
C в C, та графiки функцiй дiйсної змiнної, якi дiють з R

2 в
R
2.
Для функцiй комплексної змiнної f(z) використовують

формат

complexplot3d(f(z), z=a+b*I..c+d*I, opts).

У цьому випадку змiст координатних осей наступний: Re z,
Im z, |f(z)|, тобто вiдображається поверхня, яка показує абсо-
лютну величину функцiї комплексної змiнної у паралелепiпедi
a � Re z � c, b � Im z � d.

Колiр поверхнi у командi complexplot3d залежить вiд зна-
чення аргументу функцiї f(z). Вiдповiднiсть кольорiв аргу-
ментам комплексних чисел можна побачити на рис. 9. Для
промiжних променiв використовуються промiжнi вiдтiнки ко-
льорiв.
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Приклад:

> complexplot3d(sin(z)+z, z=-2*Pi-2*I..2*Pi+2*I,
axes=framed, labels=[Re(z),Im(z),"|f(z)|"]);
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Для функцiй дiйсної змiнної, якi дiють з R2 в R2, команда
complexplot3d має дещо iнший формат:

complexplot3d([f1(x, y), f2(x, y)],x=a..b, y=c..d, opts).

У цьому випадку осi координат мають такий змiст: x, y,
f1(x, y). Функцiя f2(x, y) визначає колiр поверхнi, який за-
дається наступним чином. Близькi до нуля значення вiдобра-
жаються блакитним кольором, найбiльшi додатнi значення –
червоним, а промiжнi – синiм, фiолетовим i рожевим кольо-
рами. Найменшi вiд’ємнi значення вiдображаються свiтло-
коричневим (майже червоним) кольором, а промiжнi мiж най-
меншими i близькими до нуля значеннями – оранжевим, жов-
тим i зеленим кольорами. Приклад:

> complexplot3d([sin(x*y),x^2+y^2], x=-2..2, y=-2..2,
axes=boxed);

Команда matrixplot(A, opts) будує поверхню, що про-
ходить через точки, заданi матрицею A. Крiм звичайних
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опцiй opts, можна використовувати опцiю heights=histogram
(у цьому випадку матриця зображуватиметься гiстограмою).
Приклад:

> A:=matrix([[3,2,-1],[1,0,-2],[-2,2,3]]):
matrixplot(A,axes=framed);

§ 11.6. Лiнiї рiвня, поле градiєнтiв i векторне поле у
просторi

Команда

contourplot3d(f(x, y),x=a..b, y=c..d, opts)

будує лiнiї рiвня функцiї z = f(x, y) (a � x � b, c � y � d)
у просторi в площинах z = const, де стала const дорiвнює
значенню, якого набуває функцiя f(x, y) на лiнiї рiвня.

Для прикладу побудуємо у просторi лiнiї рiвня функцiї z =
cos(x+ 2y) + sinx (на стор. 194 вони побудованi на площинi):
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> contourplot3d(cos(x+2*y)+sin(x), x=-2*Pi..2*Pi,
y=-2*Pi..2*Pi, grid=[100,100], axes=framed);

Команда

gradplot3d(f(x, y, z),x=a..b, y=c..d, z=g..h, opts)

будує у паралелепiпедi a � x � b, c � y � d, g � z � h
простору поле градiєнтiв функцiї f(x, y, z). Приклад:

> w:=cos(x+2*y)+sin(x)+z;

w := cos(x+ 2 y) + sin(x) + z

> gradplot3d(w,x=-2*Pi..2*Pi,y=-2*Pi..2*Pi,
z=-2*Pi..2*Pi, axes=boxed, labels=[x,y,z]);
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Команда

fieldplot3d([f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z)],x=a..b, y=c..d,
z=g..h, opts)

будує у паралелепiпедi a � x � b, c � y � d, g � z � h
простору векторне поле для функцiй f1(x, y, z), f2(x, y, z),
f3(x, y, z) (перша координата вектора є функцiєю f1(x, y, z),
друга – f2(x, y, z), а третя – f3(x, y, z)). Фактично команда
fieldplot3d створює iмiтацiю графiка функцiї f : R3 → R

3.
Приклад:

> fieldplot3d([x+3*y*z,sin(x)+4*y*z,x+y+z],x=-5..5,
y=-5..5,z=-5..5,arrows=THICK);
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§ 11.7. Анiмацiя

Часто функцiя залежить вiд деякого параметра. Якщо
це функцiя однiєї змiнної, то, трактуючи параметр як дру-
гу змiнну, можна побудувати графiк функцiї у тривимiрно-
му просторi. Якщо ж параметром є час, то логiчно побачити
картину поведiнки графiка функцiї в часi, що можна зробити
за допомогою розглянутих команд, лише побудувавши кiлька
статичних графiкiв для рiзних значень параметра. У випадку
функцiї трьох змiнних її графiк взагалi не можна вiдобра-
зити, але якщо трактувати одну зi змiнних як параметр, то
можна побудувати кiлька статичних графiкiв для конкретних
значень параметра. Є iнший спосiб – скористатись анiмацiєю.

Команда

animate(f(x, t),x=a..b, t=t1..t2, opts)
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створює двовимiрну анiмацiю для функцiї f(x, t) (a � x � b) з
параметром t ∈ [t1, t2]. Кiлькiсть кадрiв для анiмацiї задається
опцiєю frames (за замовчуванням – 16 кадрiв). Для «запуску»
анiмацiї геометричного об’єкта потрiбно на контекстнiй панелi
iнструментiв (яка з’явиться пiсля виконання команди animate
i видiлення мишкою графiка) натиснути кнопку . Призна-
чення iнших iнструментiв з панелi є iнтуїтивно зрозумiлим.
Приклад:

> animate(sin(x+t),x=-Pi..Pi,t=-Pi..Pi);

Оскiльки зобразити рухомi об’єкти у книзi неможливо,
пропонуємо читачам самостiйно виконати усi приклади цьо-
го параграфа.

Аналогiчно до багатьох iнших команд вiдображення гра-
фiки у командi animate можна використовувати параметри-
чно заданi функцiї. Приклад:

> animate([cos(a*t),sin(3*t)^3,t=0..2*Pi],a=0..5,
numpoints=1000,frames=100);

Команда

animate3d(f(x, y, t),x=a..b, y=c..d, t=t1..t2, opts)

створює тривимiрну анiмацiю для функцiї f(x, y, t) (a � x � b,
c � y � d) з параметром t ∈ [t1, t2]. За замовчуванням ство-
рюється 8 кадрiв. Приклад:

> animate3d(sin((x^2+y^2)*t),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi,
t=0.1..2,frames=20,grid=[50,50]);

Команда animatecurve з тими самими аргументами, що
i в команди plot, вiдображає хiд побудови графiка функцiї
однiєї змiнної. Приклад:

> animatecurve(x*sin(2/x),x=-2..2,numpoints=1000);
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§ 11.8. Створення написiв i об’єднання кiлькох
рисункiв в один

Команда

textplot([x, y, "text"], opts)

створює текстовий напис text у точцi площини з декартови-
ми координатами (x, y). За замовчуванням напис розмiщує-
ться так, щоб точка (x, y) знаходилась в його центрi. В якостi
opts, крiм опцiй команди plot (§ 4.2), можна використовувати
опцiю align=value, де value – одне зi значень, якi визначають
розташування напису вiдносно точки (x, y), або їх множина.
Цими значеннями можуть бути термiни: left (лiвiше), right
(правiше), above (вище), below (нижче).

Команда

textplot3d([x, y, z, "text"], opts)

створює текстовий напис text у точцi простору з декартовими
координатами (x, y, z).

Пакет plots мiстить команду

display([p1, p2, . . . , pn], opts),

що дозволяє вiдобразити в однiй системi координат кiлька
графiкiв p1, p2, . . . , pn, побудованих командами plot, plot3d
та iншими. Серед pi можуть бути i команди для створен-
ня написiв на площинi чи у просторi. Опцiї opts дiють для
всiх команд вiдображення графiкiв p1, p2, . . . , pn. Опцiя
insequence=true призначена для створення спецiальної анi-
мацiї, яка вiдображатиме графiки p1, p2, . . . , pn по черзi.

Побудуємо, наприклад, в однiй системi координат лемнi-
скату r =

√
cos 2ϕ i елiпс x2 − xy + y2 = 1 з вiдповiдним

написом:
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> p1:=polarplot(sqrt(cos(2*phi)),phi=0..2*Pi,
thickness=2);

p1 := PLOT (. . . )

> p2:=implicitplot(x^2-x*y+y^2=1,x=-2..2,y=-2..2):
> p3:=textplot([-0.1,0.5,"Лемнiската i елiпс"],

align={above,right}):
> display([p1,p2,p3]);

Наведемо тепер приклад створення кiлькох просторових
об’єктiв на одному рисунку:

> p3d1:=spacecurve([cos(t)*(10+2.1*sin(20*t)),
sin(t)*(10+2.1*sin(20*t)),2.1*cos(20*t)],t=0..2*Pi,
numpoints=1000,color=black):

> p3d2:=tubeplot([10*cos(t),10*sin(t),0],t=0..2*Pi,
radius=2,numpoints=100,style=patchnogrid):

> p3d3:=textplot3d([0,0,3,"Тор з обмоткою"],
color=black):

> display([p3d1,p3d2,p3d3],scaling=constrained);
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Питання до роздiлу 11

1. Як побудувати графiк функцiї у полярнiй системi координат?
2. Як побудувати графiк неявно заданої функцiї однiєї змiнної?
3. Як вiдобразити iнтегральну криву задачi Кошi для диферен-

цiального рiвняння чи системи таких рiвнянь?
4. Як вiдобразити графiчно розв’язок системи лiнiйних нерiв-

ностей та рiвнянь на площинi?
5. Якi команди використовуються для побудови функцiї щiль-

ностi, лiнiй рiвня, поля градiєнтiв i векторного поля на площинi?
6. Як побудувати графiки поверхонь функцiй у цилiндричнiй

(сферичнiй) системi координат?
7. Як побудувати поверхню неявно заданої функцiї двох змiн-

них?
8. Якi команди використовуються для побудови лiнiй рiвня, по-

ля градiєнтiв i векторного поля у просторi?
9. Як створити анiмацiю на площинi та у просторi?
10. Як в однiй системi координат вiдобразити кiлька графiкiв,

створених рiзними командами? Як додавати до графiкiв написи?

Вправи до роздiлу 11

1. Побудуйте графiк функцiї r = 5(1 + cos8(18ϕ) + 10 sin4(12ϕ))
у полярнiй системi координат.

2. Побудуйте iнтегральну криву задачi Кошi y′′−x cos y = cos 3x,
y(0) = 0, y′(0) = 1, 5 на промiжку [−10, 10].

3. Зобразiть на площинi розв’язок системи рiвнянь i нерiвно-
стей 4x + 5y < 3, 2x + y � 3, x − y = 3 в областi −1 � x � 6,
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−5 � y � 2. Область, яка задовольняє систему нерiвностей, повин-
на бути зображена зеленим кольором, область, яка не задовольняє
систему нерiвностей, – чорним кольором, лiнiя межi строгих нерiв-
ностей повинна мати товщину 3 та червоний колiр, а лiнiя межi
нестрогих нерiвностей та рiвностей – товщину 2 та синiй колiр.

4. Побудуйте функцiю щiльностi, лiнiї рiвня i поле градiєнтiв
функцiї z = sin(x3 + y3 − xy) у квадратi −4 � x � 4, −4 � y � 4.

5. Створiть векторне поле функцiй u = (x− 5y)3 sinx, v = ex+y,
−5 � x, y � 5.

6. Побудуйте поверхню r = cos3(ϕ + θ) (0 � ϕ � 2π, 0 � θ � π)
у сферичнiй системi координат.

7. Зобразiть поверхню функцiї x3 + y3 + z3 = 5 − xyz в областi
−5 � x, y, z � 5.

8. Створiть анiмацiю графiка функцiї y = x5−x4 sin(a3)+3ax+1,
−2 � x � 2, з параметром −5 � a � 5.

9. Створiть анiмацiю графiка функцiї z = 5t cosx3 + ty2,
−5 � x � 5, −5 � y � 5, з параметром 0 � t � 4.

10. Побудуйте в однiй системi координат елiпс x2

16 + y2

9 = 1 i
астроїду x = 4 cos3 t, y = 3 sin3 t, 0 � t � 2π. Додайте напис «Астро-
їда в елiпсi» всередину астроїди.
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Роздiл 12. Спецiальнi засоби для графiчного
вiдображення розв’язкiв диференцiальних

рiвнянь

§ 12.1. Команда DEplot

Команди dsolve (§ 7.5) часто не достатньо для вiдшукання
розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь, адже перева-
жна бiльшiсть таких рiвнянь не iнтегруються у квадратурах.
За допомогою команди dsolve з опцiєю type=numeric (§ 7.6)
можна отримати числовий розв’язок задачi Кошi, а потiм за
допомогою команди odeplot (§ 11.2) з пакета plots (роздiл
11) побудувати графiк цього розв’язку (iнтегральну криву),
але i цього не завжди достатньо.

Пакет DEtools мiстить рiзнi засоби для дослiдження
розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь. Наприклад,
команда intfactor(deqn) знаходить iнтегрувальнi множники
диференцiального рiвняння deqn:

> ode:=(2+x^3/y(x))*D(y)(x)+y(x)/x+3*x^2=0;

ode :=

(
2 +

x3

y(x)

)
D(y)(x) +

y(x)

x
+ 3x2 = 0

> with(DEtools): intfactor(ode);

1

7 y(x) + 6x3

Ми розглянемо лише одну групу команд пакета DEtools,
призначену для побудови рiзних видiв графiкiв розв’язкiв ди-
ференцiальних рiвнянь.

Команда DEplot дає можливiсть знайти наближений роз-
в’язок одного звичайного диференцiального рiвняння чи си-
стеми таких рiвнянь i побудувати його графiк на площинi.
Формат команди:

DEplot(deqns, vars, trange, inits, xranges, opts)
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Параметр deqns задає звичайне диференцiальне рiвняння або
множину звичайних диференцiальних рiвнянь, розв’язаних
вiдносно старших похiдних (канонiчну систему). Рiвняння за-
писуються так само, як i для команди dsolve (§ 7.5). Шуканi
функцiї подаються параметром vars, а у випадку системи вони
записуються у виглядi множини. Параметром trange визнача-
ється дiапазон змiни незалежної змiнної у виглядi t=a..b.

Початковi умови задають параметром-списком inits, еле-
ментами якого є списки. Кожен елемент-список мiстить по-
чатковi умови, якi визначають iнтегральну криву (чи її прое-
кцiю) диференцiального рiвняння або системи, що вiдобража-
ється на графiку. Кiлькiсть елементiв-спискiв параметра inits
вiдповiдає кiлькостi iнтегральних кривих. Навiть якщо поча-
тковi умови задаються лише для однiєї iнтегральної кривої,
то зовнiшнi квадратнi дужки зберiгаються. Необов’язковi па-
раметри xranges задають дiапазони змiни невiдомих функцiй
i записуються у виглядi x(t)=x1..x2.

Для автономної системи двох диференцiальних рiвнянь
першого порядку (правi частини не залежать вiд незалежної
змiнної) або одного диференцiального рiвняння, розв’язаного
вiдносно похiдної, додатково будується вiдповiдне поле напря-
мiв. У цьому випадку задавати початковi умови inits необо-
в’язково, але замiсть них треба вказувати параметри xranges.

В якостi opts можна використовувати бiльшiсть опцiй ко-
манди plot (§ 4.2) i опцiю method команди dsolve (§ 7.6,
с. 136). Крiм того, є кiлька специфiчних опцiй, опис яких на-
ведемо у виглядi таблицi.

Опцiя Опис
arrows Задає вигляд стрiлок для вiдображення поля

напрямiв. Доступнi значення: small (за замов-
чуванням), medium, large, line, none

color Вказує колiр стрiлок для поля напрямiв
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Опцiя Опис
dirgrid Визначає кiлькiсть точок сiтки в горизонталь-

ному i вертикальному напрямах для вiдобра-
ження векторiв поля напрямiв. Значення зада-
ється у формi списку з двох цiлих чисел, перше
з яких вiдповiдає горизонтальному напрямку, а
друге – вертикальному. Мiнiмальне допустиме
значення [2,2], максимальне – [20,20]

linecolor Задає колiр лiнiй розв’язкiв. Якщо на одному
графiку будується кiлька iнтегральних кривих,
то можна задати список значень кольорiв для
вiдображення вiдповiдних розв’язкiв

scene Задається у виглядi двоелементного списку шу-
каних функцiй чи незалежної змiнної i визна-
чає, що виводиться на графiку. Зокрема, значе-
ння за замовчуванням scene=[x(t),y(t)] озна-
чає, що по горизонтальнiй осi графiка вiдобра-
жається функцiя x(t), а по вертикальнiй – y(t)
(буде фазовий портрет). Щоб побачити, на-
приклад, залежнiсть y(t) вiд t, треба вказати
scene=[t,y(t)]

stepsize Визначає крок змiни незалежної змiнної для
вiдображення точок графiка. За замовчуванням
дорiвнює |b-a|/20, де a i b – межi дiапазону змi-
ни незалежної змiнної

Приклад 1. Побудувати iнтегральну криву задачi Кошi
y′′ + xy = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 на вiдрiзку x ∈ [−2, 15]:
> deq:=(D@@2)(y)(x)+x*y(x)=0;

deq := D(2)(y)(x) + x y(x) = 0

> DEplot(deq,y(x),x=-2..15, [[y(0)=1,D(y)(0)=0]],
stepsize=0.01,linecolor=red);
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Приклад 2. Побудувати графiки функцiй y = y(x),
x = x(t), y = y(t) розв’язкiв системи диференцiальних рiв-
нянь{dx

dt = 5y − x2,
dy
dt = −2y + cos x

(t ∈ [0, 4], x ∈ [−4, 2], y ∈ [−2, 2]),

якi вiдповiдають шести наборам початкових умов: x(0) = 2,
y(0) = −0,5; x(0) = 2, y(0) = −1,5; x(0) = 1,5, y(0) = −2;
x(0) = −2,5, y(0) = 2; x(0) = −2,5, y(0) = 1,9; x(0) = −1,5,
y(0) = 2.

> deqs:={D(x)(t)=5*y(t)-x(t)^2, D(y)(t)=-2*y(t)+
cos(x(t))}:

> initconds:=[[x(0)=2,y(0)=-0.5], [x(0)=2,y(0)=-1.5],
[x(0)=1.5,y(0)=-2], [x(0)=-2.5,y(0)=2],
[x(0)=-2.5,y(0)=1.9], [x(0)=-1.5,y(0)=2]]:

> DEplot(deqs,{x(t),y(t)},t=0..4,initconds,x(t)=-4..2,
y(t)=-2..2,stepsize=0.01,linecolor=black);
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> DEplot(deqs,{x(t),y(t)},t=0..4,initconds,x(t)=-4..2,
stepsize=0.01,linecolor=black,scene=[t,x(t)]);

> DEplot(deqs,{x(t),y(t)},t=0..4,initconds,y(t)=-2..2,
stepsize=0.01,linecolor=black,scene=[t,y(t)]);

Warning, plot may be incomplete, the following errors(s) were
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issued:
cannot evaluate the solution further right of .95269920, probably
a singularity
Warning, plot may be incomplete, the following errors(s) were
issued:
cannot evaluate the solution further right of 1.3995443, probably
a singularity

У останньому випадку графiки побудованi, але не повнi-
стю, крiм того, наведенi повiдомлення про нештатнi ситуацiї:
два розв’язки з шести не можуть бути продовженi на весь вiд-
рiзок t ∈ [0, 4]. Для нелiнiйних звичайних диференцiальних
рiвнянь (систем) така ситуацiя є доволi типовою.

§ 12.2. Додатковi можливостi пакета DEtools для
графiчного подання розв’язкiв

Для побудови поля напрямiв автономної системи двох ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку або одного диферен-
цiального рiвняння, розв’язаного вiдносно похiдної, синонi-
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мом до команди DEplot є команда

dfieldplot(deqns, vars, trange, xranges, opts)

з аналогiчними аргументами. Побудуємо поле напрямiв систе-
ми диференцiальних рiвнянь з попереднього прикладу:

> dfieldplot(deqs,{x(t),y(t)},t=0..4,x(t)=-4..2,
y(t)=-2..2,arrows=medium);

Для побудови фазового портрета системи диференцiаль-
них рiвнянь або iнтегральної кривої одного диференцiального
рiвняння синонiмом до команди DEplot є команда

phaseportrait(deqns, vars, trange, inits, xranges, opts)

з аналогiчними аргументами. Пропонуємо читачам самостiй-
но побудувати фазовий портрет системи диференцiальних рiв-
нянь з початковими умовами з прикладу 2 § 12.1 i порiвняти
його з першим рисунком на стор. 217.

Команда

DEplot3d(deqns, vars, trange, inits, xranges, opts)
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вiдображає у просторi розв’язки системи диференцiальних
рiвнянь. Змiст всiх її аргументiв такий самий, як i у коман-
ди DEplot. Поле напрямiв не будується, тому не використо-
вуються опцiї arrows, dirgrid i color. Значення опцiї scene
задають у виглядi трьохелементного списку.

Побудуємо iнтегральнi кривi з прикладу 2 § 12.1 у просто-
рi:

> DEplot3d(deqs,{x(t),y(t)},t=0..4,initconds,
x(t)=-4..2,y(t)=-2..2,stepsize=0.1,linecolor=black);

Побудуємо у просторi залежнiсть мiж t, x(t), y(t) (t ∈ [0, 5],
x ∈ [2.5, 12]) для системи диференцiальних рiвнянь⎧⎨

⎩
dx
dt = x+ sin y + 5z,
dy
dt = 4x− 3y − z2,
dz
dt = 5x+ 2y − xz

з початковими умовами x(1) = 3, y(1) = −1, z(1) = 0:

> DEplot3d({D(x)(t)=x(t)+sin(y(t))+5*z(t),
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D(y)(t)=4*x(t)-3*y(t)-z(t)^2,
D(z)(t)=5*x(t)+2*y(t)-x(t)*z(t)},
{x(t),y(t),z(t)}, t=0..5, [[x(1)=3,y(1)=-1,z(1)=0]],
x(t)=2.5..12, linecolor=blue, scene=[t,x(t),y(t)],
stepsize=0.01);

§ 12.3. Команда PDEplot

Для побудови iнтегральної поверхнi диференцiального рiв-
няння з частинними похiдними першого порядку, яка прохо-
дить через задану криву, у пакетi PDEtools призначена ко-
манда

PDEplot(PDE, inits, srange, opts).

Тут PDE – рiвняння з частинними похiдними першого поряд-
ку вiдносно невiдомої функцiї n (n > 1) змiнних. Рiвняння
PDE записують так само, як для команди pdsolve (§ 7.7).
Початковi умови задають параметром inits у виглядi списку з
n+1 елементiв, якi визначають у параметричнiй формi криву
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у (n+ 1)-вимiрному просторi, через яку проходить iнтеграль-
на поверхня диференцiального рiвняння. Цi елементи повин-
нi бути виразами, залежними вiд n − 1 параметра. Параме-
тром srange задають список дiапазонiв (або один дiапазон)
змiни кожного параметра, який використовується у початко-
вих умовах, у виглядi s=s1..s2, t=t1..t2 i т. д. Зокрема, у ви-
падку двох незалежних змiнних список inits повинен мiстити
три вирази, залежнi вiд одного параметра.

В якостi opts може використовуватись бiльшiсть опцiй
команди plot3d (§ 4.4) i опцiя method команди dsolve
(§ 7.6, с. 136). Одна з найважливiших додаткових опцiй
xi=ximin..ximax дозволяє задати дiапазон, що обмежувати-
ме за змiнною xi частину поверхнi, яку потрiбно вiдобрази-
ти. Аналогiчно, опцiя u=umin..umax накладає обмеження на
функцiю u. Кiлькiсть таких опцiй може бути вiд 0 до n + 1.
Без цих опцiй необмежену поверхню вiдобразити неможливо.
Iншi опцiї команди PDEplot наведено у таблицi.

Опцiя Опис
animate Опцiя animate=true означає, що крiм поверх-

нi, вiдображатиметься також анiмацiя. Опцiя
animate=only вказує на те, що замiсть поверх-
нi вiдображається лише анiмацiя. Для n > 2 за
замовчуванням використовується animate=only

basechar Опцiя basechar=true означає, що потрiбно до-
датково побудувати кривi характеристик. Якщо
basechar=only, то вiдображатимуться лише
крива початкових даних i кривi характеристик
(сама поверхня будуватись не буде)

color Задає колiр iнтегральної поверхнi
initcolor Задає колiр лiнiї (поверхнi) початкових умов
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Опцiя Опис
numchar Визначає кiлькiсть точок з початкових умов,

через якi проходять кривi, що формують
iнтегральну поверхню. За замовчуванням
numchar=20 для n = 2, що може бути недоста-
тнiм для акуратного вiдображення складної
поверхнi. Для n > 2 значенням опцiї має бути
список з n− 1 чисел

scene Задається у виглядi трьохелементного списку
шуканої функцiї та незалежних змiнних i визна-
чає те, що виводиться на графiку, наприклад,
scene=[x,y,u] для функцiї u(x, y, z)

stepsize Визначає вiдстань мiж обчислюваними точка-
ми вздовж кожної з характеристик для вiдоб-
раження поверхнi. За замовчуванням дорiвнює
0,25

Приклад 1. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння з ча-
стинними похiдними (x2 + 1) ∂z∂x + xy ∂z

∂y = 0, яка при x = 0

проходить через криву z = y2:

> eq:=(x^2+1)*diff(z(x,y),x)+x*y*diff(z(x,y),y)=0;

eq :=
(
x2 + 1

) (
∂

∂x
z(x, y)

)
+ x y

(
∂

∂y
z(x, y)

)
= 0

> PDEtools[PDEplot](eq, [0,t,t^2], t=-10..10, z=0..20,
x=-10..10, numchar=200, scaling=constrained);
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Приклад 2. Графiчно зобразити розв’язок рiвняння з ча-
стинними похiдними (y+z)∂u∂x+(z+x)∂u∂y +(x+y)∂u∂z = u, якщо
u(x, y, x+ y) = sin y:

> PDEtools[PDEplot]((y+z)*diff(u(x,y,z),x)+(z+x)*
diff(u(x,y,z),y)+(x+y)*diff(u(x,y,z),z)=u(x,y,z),
[t2,t1,t1+t2,sin(t1)], t1=-10..10, t2=-10..10,
x=-10..10, y=-10..10, u=-10..10, numchar=[20,20]);

В результатi цiєї команди (її пропонуємо читачам вико-
нати самостiйно) буде створена анiмацiя за змiнною z зале-
жностi u(x, y, z) вiд x i y. Тут не використовувалась опцiя
scene=[x,y,u], бо її роль виконують дiапазони x=-10..10,
y=-10..10, u=-10..10.

Iнший спосiб графiчного подання наближених розв’язкiв
рiвнянь з частинними похiдними наведено в § 7.8.
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Питання до роздiлу 12

1. Як графiчно подати розв’язок задачi Кошi для звичайного
диференцiального рiвняння чи системи таких рiвнянь на площинi?
Якi необов’язковi параметри i з якою метою при цьому використо-
вують?

2. Як графiчно подати розв’язок задачi Кошi для звичайного
диференцiального рiвняння чи системи таких рiвнянь у просторi?

3. Як графiчно подати розв’язок задачi Кошi для рiвняння з
частинними похiдними?

Вправи до роздiлу 12

1. Побудувати акуратнi графiки функцiй y = y(x), x = x(t),
y = y(t) розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь{

dx
dt = 4xy3,
dy
dt = 2x+ 7y3

(t ∈ [−1, 1], x ∈ [−10, 10], y ∈ [−4, 4]),

якi вiдповiдають двом наборам початкових умов: x(0) = 2, y(0) = 1;
x(0) = − 2,5, y(0) = 0,9.

2. Побудувати у просторi акуратну залежнiсть мiж t, x(t), y(t)
(t ∈ [−1, 1]) для системи диференцiальних рiвнянь з попередньої
вправи з тими самими початковими умовами.

3. Побудувати iнтегральну поверхню рiвняння з частинними по-
хiдними

(xy − 3)
∂z

∂x
− 2xy

∂z

∂y
= 0

з початковою умовою z(x, 1) = x+ 1 (x ∈ [−10, 10], y ∈ [−10, 10]).
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Роздiл 13. Використання спецiальних пакетiв для
iнтегрування функцiй багатьох змiнних

§ 13.1. Подвiйнi iнтеграли

Якщо подвiйний iнтеграл зведений до повторного, то для
його знаходження можна використати команду int (§ 6.8).

Обчислимо, наприклад, подвiйний iнтеграл
∫∫
D

(x−y) dxdy,
де область D обмежена кривими y = 2− x2, y = 2x− 1.

Побудуємо спочатку область iнтегрування i знайдемо то-
чки перетину лiнiй y = 2− x2 i y = 2x− 1:

> plot([2-x^2, 2*x-1], x=-5..5, y=-8..3);

> solve({y=2-x^2,y=2*x-1}, {x,y});

{x = −3, y = −7}, {x = 1, y = 1}

Отже, кривi y = 2 − x2, y = 2x − 1 перетинаються у то-
чках (−3,−7) i (1, 1), а тому двократний iнтеграл по областi
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D записуємо у виглядi

∫∫
D

(x− y) dxdy =

1∫
−3

dx

2−x2∫
2x−1

(x− y) dy.

Тодi
> Int(Int(x-y, y=2*x-1..2-x^2), x=-3..1)=

int(int(x-y, y=2*x-1..2-x^2), x=-3..1);∫ 1

−3

∫ 2−x2

2x−1
(x− y) dy dx =

64

15

Для обчислення подвiйних iнтегралiв
∫∫
D

f(x, y) dx dy мо-

жна використовувати спецiальну команду бiблiотеки student:

Doubleint(f(x, y),D),

де D – область iнтегрування, записана в одному з трьох фор-
матiв:

1) x=x1..x2, y=y1..y2, де числа x1, x2, y1, y2 задають пря-
мокутну область iнтегрування;

2) x=f1(y)..f2(y), y=y1..y2, де лiнiї f1(y), f2(y) обмежують
область iнтегрування злiва i справа на промiжку y ∈ [y1, y2];

3) x=x1..x2, y=g1(x)..g2(x), де лiнiї g1(x), g2(x) обме-
жують область iнтегрування знизу i зверху на промiжку
x ∈ [x1, x2].

Команда Doubleint – це команда вiдкладеної дiї, а тому
для одержання значення iнтеграла потрiбно використати ко-
манду value(%). Знайдемо, наприклад, попереднiй подвiйний
iнтеграл:

> with(student):
> Doubleint((x-y),y=2*x-1..2-x^2,x=-3..1): %=value(%);∫ 1

−3

∫ 2−x2

2x−1
(x− y) dy dx =

64

15
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Ще один спосiб обчислення подвiйних iнтегралiв надає ко-
манда int(f , dom) з пакета VectorCalculus, яка розширює
можливостi команди int зi стандартної бiблiотеки. Цей спосiб
особливо зручний, коли область iнтегрування dom має стан-
дартний вигляд, тобто є:

1) трикутником [x, y]=Triangle(<x1, y1>,<x2, y2>,<x3, y3>),
заданим координатами вершин;

2) прямокутником [x, y]=Rectangle(x1..x2, y1..y2);
3) кругом [x, y]=Circle(<x0, y0>,R), заданим центром

(x0, y0) i радiусом R;
4) елiпсом [x, y]=Ellipse(x^2/a^2+y^2/b^2-R^2), зада-

ним у канонiчному виглядi;
5) сектором круга або елiпса вiд кута ϕ1 до ϕ2, наприклад,

[x, y]=Sector(Circle(<x0, y0>, R),ϕ1,ϕ2).
Для областей загальнiшого вигляду використовують фун-

кцiю Region, наприклад, область D з попереднього прикладу
можна задати виразом Region(-3..1, 2*x-1..2-x^2), а вiд-
повiдний iнтеграл обчислюємо так:

> with(VectorCalculus): Q:=Region(-3..1,2*x-1..2-x^2):
> int(x-y, [x,y]=Q);

64

15
Додаткова опцiя inert перетворює команду int з пакета

VectorCalculus (як i кожну команду цього пакета для обчи-
слення iнтегралiв) на вiдкладену, наприклад,

> int(x-y, [x,y]=Q,inert)=int(x-y, [x,y]=Q);∫ 1

−3

∫ 2−x2

2x−1
(x− y) dy dx =

64

15

§ 13.2. Потрiйнi iнтеграли

Якщо потрiйний iнтеграл зведений до повторного, то для
його обчислення можна тричi використати команду int. Зна-
йдемо, наприклад, потрiйний iнтеграл вiд функцiї (x+1)y2z2,
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якщо областю iнтегрування є паралелепiпед 0 � x � 1,
1 � y � 2, 2 � x � 3:

> Int(Int(Int((x+1)*y^2*z^2,z=2..3), y=1..2), x=0..1)=
int(int(int((x+1)*y^2*z^2,z=2..3), y=1..2), x=0..1);

∫ 1

0

∫ 2

1

∫ 3

2
(x+ 1)y2z2dz dy dx =

133

6

У пакетi student для знаходження потрiйних iнтегралiв
призначена команда вiдкладеної дiї Tripleint(f(x, y, z),Q),
де Q – область iнтегрування, формат запису якої є ана-
логiчним до формату областi iнтегрування для команди
Doubleint. Для одержання числового значення потрiйного iн-
теграла пiсля команди Tripleint потрiбно виконати команду
value(%).

Знайдемо потрiйний iнтеграл
∫∫∫
Q

x2y
√
z dx dy dz, де Q – тi-

ло, обмежене поверхнями z = 0, z = y, y = x2, y = 1 (рисунок
пропонуємо зробити самостiйно).

> with(student):
> Tripleint(x^2*y*sqrt(z), z=0..y, y=x^2..1, x=-1..1):
> %=value(%); ∫ 1

−1

∫ 1

x2

∫ y

0
x2y
√
z dz dy dx =

4

45

Кратнi iнтеграли можна також шукати за допомогою ко-
манди

MultiInt(f(x, y, z),Q, opts)

з пакета Student[MultivariateCalculus]. Область Q тут
задається так само, як i в командi Tripleint. Опцiєю
coordinates у командi MultiInt можна вказати систему ко-
ординат: cartesian[x, y, z] (декартову), cylindrical[r,ϕ, z]
(цилiндричну), spherical[r,ϕ, θ] (сферичну). Крiм того, є
три опцiї для виведення результату:
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output=value – видає значення iнтеграла (дiє за
замовчуванням);

output=integral – видає формулу iнтеграла, не обчислю-
ючи його;

output=steps – видає окремi етапи обчислення.
Знайдемо, наприклад, iнтеграл

∫∫∫
Q

(y + z) dxdydz, де Q –

область, обмежена елiптичним параболоїдом z = x2+y2 i пло-
щиною z = 4. Оскiльки проекцiєю областi Q на площину Oxy
є круг радiуса 2, то iнтеграл зручно шукати у цилiндричнiй
системi координат:

> simplify(subs([x=r*cos(t),y=r*sin(t)], [x^2+y^2,
y+z])); [

r2, r sin(t) + z
]

> with(Student[MultivariateCalculus]):
> MultiInt(r*sin(t)+z, z=r^2..4, r=0..2, t=0..2*Pi,

coordinates=cylindrical[r,t,z], output=value);

64

3
π

За допомогою команди int з пакета VectorCalculus мо-
жна обчислювати також потрiйнi iнтеграли. Областi iнтегру-
вання при цьому повиннi бути стандартними. До таких обла-
стей належать:

1) [x, y, z]=Sphere(<x0, y0, z0>, R) – сфера радiуса R з цен-
тром у точцi (x0, y0, z0);

2) [x, y, z]=Parallelepiped(x1..x2, y1..y2, z1..z2) – пря-
мокутний паралелепiпед x1 � x � x2, y1 � y � y2, z1 � z � z2;

3) [x, y, z]=Tetrahedron(<x1, y1, z1>,<x2, y2, z2>,<x3, y3, z3>,
<x4, y4, z4>) – пiрамiда, задана координатами вершин;

4) [x, y, z]=Region(a..b, f1(x)..f2(x), g1(x, y)..g2(x, y)) –
область з межами x = a, x = b, y = f1(x), y = f2(x), z =
= g1(x, y), z = g2(x, y).
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Знайдемо, наприклад, потрiйний iнтеграл
∫∫∫
Q

xyz dxdydz,

де Q – область, обмежена координатними площинами i пло-
щиною x+ y + z = 3:

> with(VectorCalculus):
> int(x*y*z, [x,y,z]=Tetrahedron(<0,0,0>,<3,0,0>,

<0,3,0>,<0,0,3>));

81

80

Команда int пакета VectorCalculus дозволяє також об-
числювати кратнi iнтеграли кратностi бiльшої вiд трьох. Але
при цьому область можна задавати лише за допомогою ко-
манд Parallelepiped i Region, кiлькiсть аргументiв у яких
має вiдповiдати кратностi iнтеграла.

§ 13.3. Криволiнiйнi iнтеграли першого роду

Криволiнiйнi iнтеграли першого роду можна обчислювати
за допомогою команди PathInt з пакета VectorCalculus. Ар-
гументи цiєї команди є подiбними до аргументiв команди int з
цього самого пакета. Команда PathInt дозволяє обчислювати
криволiнiйнi iнтеграли як на площинi, так i у просторi.

Обчислимо, наприклад, криволiнiйний iнтеграл∫
L

√
1 + 4y + 9xz dl,

де L – дуга кривої, заданої у параметричнiй формi x = t,
y = t2, z = t3, 0 � t � 2:

> with(VectorCalculus): f:=(x,y,z)->sqrt(1+4*y+9*x*z):
> PathInt(f(x,y,z),[x,y,z]=Path(<t,t^2,t^3>, t=0..2));

1054

15
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Обчислення криволiнiйного iнтеграла на площинi здiйсню-
ється аналогiчно. Команда PathInt особливо зручна тодi, ко-
ли крива iнтегрування є вiдрiзком прямої, ламаною, колом,
елiпсом, дугою кола чи елiпса. Розглянемо форми представ-
лення команди PathInt у цих випадках.

Якщо крива iнтегрування є вiдрiзком прямої, то коман-
да PathInt задається з аргументом [x, y, z]=Line(<x1, y1, z1>,
<x2, y2, z2>), де (x1, y1, z1) i (x2, y2, z2) – початок i кiнець вiд-
рiзка вiдповiдно.

Знайдемо, наприклад, iнтеграл
∫

AB

(x+ y2 + z3) dl, де AB –

вiдрiзок, який з’єднує точки A(1, 1, 1), B(3, 3, 3):

> PathInt(x+y^2+z^3, [x,y,z]=Line(<1,1,1>,<3,3,3>));

98

3

√
3

Якщо кривою iнтегрування є ламана A1A2 . . . An з верши-
нами Aj = (xj , yj, zj), j = 1, . . . n, то команда PathInt повинна
бути задана з аргументом [x, y, z]=LineSegments(), де у кру-
глих дужках через кому потрiбно вказати координати вершин
A1A2 . . . An: <x1, y1, z1>, <x2, y2, z2> i т. д.

Знайдемо iнтеграл
∫
L

(x+y+z) dl, де L – ламана A1A2A3A4

з вершинами A1(0, 0, 0), A2(3, 0, 1), A3(1, 1, 2), A4(3,−1,−2):
> PathInt(x+y+z,[x,y,z]=LineSegments(<0,0,0>, <3,0,1>,
<1,1,2>, <3,-1,-2>));

2
√
10 + 8

√
6

Для обчислення криволiнiйного iнтеграла по колу команда
PathInt задається з аргументом [x, y]=Circle(<x0, y0>,R), де
<x0, y0> – центр кола, R – радiус.

Знайдемо iнтеграл
∫
L

xy dl, де L – коло (x−1)2+(y−3)2 = 16,

скориставшись вiдкладеною формою команди PathInt:
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> PathInt(x*y,[x,y]=Circle(<1,3>,4),inert):%=value(%);

∫ 2π

0
4 (1 + 4 cos(t)) (3 + 4 sin(t))

√
sin(t)2 + cos(t)2 dt = 24π

Як бачимо, вiдкладена форма команди PathInt вiдображає
не криволiнiйний iнтеграл першого роду, а вiдповiдний йому
iнтеграл Рiмана. Зрозумiло, що пiдiнтегральний вираз тут мо-
жна спростити.

Для обчислення криволiнiйного iнтеграла по елiпсу у ко-
мандi PathInt використовується аргумент [x, y]=Ellipse(),
де у круглих дужках розмiщується лiва частина рiвняння елi-
пса (якщо права частина дорiвнює нулю).

Знайдемо у такий спосiб iнтеграл
∫
L

|xy| dl, де L – елiпс

x2 + y2/4 = 1:

> PathInt(abs(x*y),[x,y]=Ellipse(x^2+y^2/4-1));

56

9

Якщо потрiбно знайти криволiнiйний iнтеграл першо-
го роду по дузi кола чи елiпса, то у командi PathInt
необхiдно писати [x, y]=Arc(Circle(<x0, y0>,R),ϕ1,ϕ2) або
[x, y]=Arc(Ellipse(x^2/a^2+y^2/b^2-1),ϕ1,ϕ2) вiдповiдно.

Знайдемо, наприклад, iнтеграл
∫
L

xy dl, де L – дуга кола

x2 + y2 = 1, яка належить другiй чвертi (π/2 � x � π):

> PathInt(x*y,[x,y]=Arc(Circle(<0,0>, 1), Pi/2, Pi));

−1

2
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§ 13.4. Криволiнiйнi iнтеграли другого роду

Криволiнiйнi iнтеграли другого роду можна обчислювати
за допомогою команди int зi стандартної бiблiотеки. Обчи-
слимо, наприклад, криволiнiйний iнтеграл

∫
L

y2dx + x2dy, де

L – дуга першої арки циклоїди x = a(t− sin t), y = a(1− cos t),
0 � t � 2π:
> f:=y^2*diff(x,t)+x^2*diff(y,t):
> x:=a*(t-sin(t)): y:=a*(1-cos(t)):
> Int(f,t=0..2*Pi)=int(f,t=0..2*Pi);

2π∫
0

(
a3 (1− cos(t))3 + a3 (t− sin(t))2 sin(t)

)
dt = −6 a3π2 + 5 a3π

Для обчислення криволiнiйних iнтегралiв другого роду∫
L

P dx + Qdy + Rdz у пакетi VectorCalculus призначена ко-

манда

LineInt(VectorField(<P,Q,R>, c),
Path(<x(t), y(t), z(t)>, t=t1..t2)).

Команда Path використовується для задання кривої у пара-
метричнiй формi. Для правильного задання команди LineInt
потрiбно вказати координати: для плоского поля – за допо-
могою глобальної команди SetCoordinates(cartesian[x, y])
або локально, за допомогою cartesian[x, y] в якостi па-
раметра c команди VectorField, для векторного поля у
просторi – команди SetCoordinates(cartesian[x, y, z]) або
cartesian[x, y, z] в якостi параметра c команди VectorField.
Крiм того, можна використовувати будь-яку з допусти-
мих систем координат, наприклад, polar[r, ϕ] (полярну),
cylindrical[r, ϕ, z] (цилiндричну).

Обчислимо iнтеграл з попереднього прикладу:

> with(VectorCalculus):SetCoordinates(cartesian[x,y]):
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> LineInt(VectorField(<y^2,x^2>), Path(<a*(t-sin(t)),
a*(1-cos(t))>, t=0..2*Pi));

−6 a3π2 + 5 a3π

Команда LineInt зручна тодi, коли кривою iнтегрування
є вiдрiзок, ламана, коло, елiпс, дуга кола чи елiпса. У цих ви-
падках для задання кривої у вираз iнтеграла замiсть функцiї
Path() потрiбно пiдставити такi конструкцiї:

1) Line(<x1, y1, z1>, <x2, y2, z2>) – вiдрiзок прямої, заданий
координатами своїх кiнцiв;

2) LineSegments(<x1, y1, z1>, <x2, y2, z2>, . . . , <xn, yn, zn>) –
ламана, задана координатами своїх вершин;

3) Circle(<x0, y0>,R) – коло з заданим центром i радiусом;
4) Ellipse(x^2/a^2+y^2/b^2-1) – елiпс, заданий у канонi-

чному виглядi;
5) Arc(Ellipse(x^2/a^2+y^2/b^2-1),ϕ1,ϕ2) – дуга елi-

пса або Arc(<x0, y0>,R),ϕ1,ϕ2) – дуга кола.
Знайдемо iнтеграл

∫
L

y2 dx − xy dy, де L – розташована у

першiй чвертi дуга елiпса x2/a2 + y2/b2 = 1.
Спосiб 1. Використаємо команду LineInt зi стандартною

лiнiєю iнтегрування у виглядi дуги елiпса:

> SetCoordinates(cartesian[x,y]):
> LineInt(VectorField(<y^2,-x*y>),Arc(Ellipse(x^2/a^2+

y^2/b^2-1),0,Pi/2)) assuming a>0, b>0;

−b2a
Спосiб 2. Подамо дугу L у параметричнiй формi (x =

= a cos t, y = b sin t, 0 � t � π/2) за допомогою функцiї Path:

> LineInt(VectorField(<y^2,-x*y>,cartesian[x,y]),
Path(<a*cos(t),b*sin(t)>, t=0..Pi/2));

−b2a
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§ 13.5. Поверхневi iнтеграли першого роду

Оскiльки обчислення поверхневого iнтеграла першого ро-
ду здiйснюється за допомогою подвiйного iнтеграла по прое-
кцiї поверхнi на деяку координатну площину, то пiсля утворе-
ння такого iнтеграла можна застосовувати будь-яку команду,
призначену для обчислення подвiйних iнтегралiв (§ 13.1).

Знайдемо поверхневий iнтеграл
∫∫
Q

√
1 + y2

b2
+ z2

c2
dσ, де Q –

частина гiперболiчного параболоїда x = y2

2b − z2

2c , вирiзана ци-

лiндром
(
y2

b2
+ z2

c2

)2
= a2

(
y2

b2
− z2

c2

)
. Легко бачити, що прое-

кцiєю поверхнi iнтегрування на площину Oyz є лемнiсканта

Бернуллi
(
y2

b2 + z2

c2

)2
= a2

(
y2

b2 − z2

c2

)
. Для обчислення iнтегра-

ла виконуємо замiну y = br cos t, z = cr sin t.

> f:=(y,z)->sqrt(1+y^2/b^2+z^2/c^2):
> g:=(y,z)->y^2/(2*b)-z^2/(2*c):
> A:=(y^2/b^2+z^2/c^2)^2-a^2*(y^2/b^2-z^2/c^2):
> B:=simplify(subs({y=b*r*cos(t), z=c*r*sin(t)}, A));

B := −r2 (
2 a2 cos(t)2 − a2 − r2)

> solve(B=0,r);

0, 0,
√

2 cos(t)2 − 1 a, −
√

2 cos(t)2 − 1 a

Тому 0 � r � a
√
cos 2t, −π

4 � t � π
4 ,

3π
4 � t � 5π

4 , причому
обидва промiжки по t дають той самий iнтеграл. Знайдемо
поверхневий iнтеграл, звiвши його до повторного iнтеграла.
При цьому для обчислення якобiана переходу вiд змiнних y,
z до змiнних r, t скористаємось командою Jacobian з пакета
VectorCalculus:
> with(VectorCalculus): with(linalg):
> h:=subs({y=b*r*cos(t), z=c*r*sin(t)}, f(y,z)):
> J:=abs(simplify(det(Jacobian(<b*r*cos(t),
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c*r*sin(t)>,[r,t])))) assuming b>0, c>0, r>0:
> ds:=sqrt(1+diff(g(y,z),y)^2+diff(g(y,z),z)^2):
> ds1:=simplify(subs({y=b*r*cos(t),z=c*r*sin(t)},ds)):
> Result:=2*int(int(h*ds1*J,r=0..a*sqrt(cos(2*t))),

t=-Pi/4..Pi/4);

Result :=
1

8
b c a4 π + b c a2

Для обчислення поверхневих iнтегралiв першого роду при-
значена команда SurfaceInt з пакета VectorCalculus. Найча-
стiше цю команду використовують у форматi:

SurfaceInt(f(x, y, z),
[x, y, z]=Surface(<s, t, z(s, t)>, [s, t]=Obl())).

При цьому поверхня задається графiком функцiї z(x, y), а в
якостi параметра Obl може бути одна зi стандартних обла-
стей для команди int, про якi йшлося у § 13.1. Крiм то-
го, у командi Surface можна вказати опцiї переходу до
цилiндричної чи сферичної системи координат, наприклад,
coords=cylindrical.

Обчислимо, наприклад, iнтеграл
∫∫
G

(x4+2y2−4x2z2−z4)dσ,
де G – частина площини x + y + z = 4, вирiзана цилiндром
x2 + z2 = 4.
> with(VectorCalculus):
> SurfaceInt(x^4+2*y^2-4*x^2*z^2-z^4,[x,y,z]=Surface

(<s,4-s-t,t>, [s,t]=Circle(<0,0>,2)));

400

3

√
3π

Якщо область iнтегрування є сферою або прямокутним па-
ралелепiпедом, то замiсть команди Surface можна використо-
вувати Sphere(<x0, y0, z0>,R) або Box(x1..x2, y1..y2, z1..z2)
вiдповiдно.
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§ 13.6. Поверхневi iнтеграли другого роду

Обчислення поверхневого iнтеграла другого роду також
зводиться до обчислення подвiйного iнтеграла по проекцiї по-
верхнi на координатну площину. Тому пiсля зведення поверх-
невого iнтеграла до подвiйного для його обчислення можна
використати будь-яку з команд, призначених для обчислення
подвiйних iнтегралiв (§ 13.1). Нагадаємо, що поверхневi iнте-
грали другого роду по внутрiшнiй сторонi поверхнi вiдрiзняю-
ться вiд поверхневих iнтегралiв по зовнiшнiй сторонi поверхнi
лише знаком.

Знайдемо iнтеграл
∫∫
Q

(y2 + 2z2) dxdy, де Q – зовнiшня ча-

стина поверхнi z =
√
9− x2, яку вiдтинають площини z = 0,

y = 0, y = 4. Нескладно показати, що проекцiєю заданої по-
верхнi на площину Oxy є прямокутник −3 � x � 3, 0 � y � 4,
а тому

∫∫
Q

(y2 + 2z2) dxdy =

∫∫
Qxy

(
y2 + 2

(√
9− x2

)2
)
dxdy =

=

3∫
−3

dx

4∫
0

(
y2 − 2x2 + 18)

)
dy.

Застосовуючи команду int, маємо

> Int(Int(y^2-2*x^2+18, y=0..4), x=-3..3)=
int(int(y^2-2*x^2+18, y=0..4), x=-3..3);

∫ 3

−3

∫ 4

0

(
y2 − 2x2 + 18

)
dy dx = 416

У пакетi VectorCalculus для обчислення поверхневих iн-
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тегралiв другого роду∫∫
S

P dydz +Qdxdz +Rdxdy

можна використовувати команду Flux, записану, наприклад,
у такому форматi:

Flux(VectorField(<P,Q,R>, cartesian[x, y, z]),
Surface(<x, y, z(x, y)>, x=x1..x2, y=y1(x)..y2(x))).

Вона дозволяє обчислити потiк векторного поля, заданого
функцiєю VectorField(<P,Q,R>), через зовнiшню сторону
поверхнi z(x, y).

Знайдемо за допомогою команди Flux попереднiй iнте-
грал:

> with(VectorCalculus):
> Flux(VectorField(<0,0,y^2+2*z^2>, cartesian[x,y,z]),

Surface(<x,y,sqrt(9-x^2)>, x=-3..3, y=0..4));

416

Питання до роздiлу 13

1. Назвiть способи знаходження подвiйних iнтегралiв у Maple. У
чому полягають особливостi використання пакета VectorCalculus
для обчислення подвiйних iнтегралiв?

2. Назвiть способи знаходження потрiйних iнтегралiв у Maple. У
чому полягають особливостi використання пакета VectorCalculus
для обчислення потрiйних iнтегралiв?

3. Як обчислити криволiнiйний iнтеграл першого роду за допо-
могою пакета VectorCalculus? Назвiть способи задання кривої для
криволiнiйного iнтеграла.

4. Як обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду за допо-
могою пакета VectorCalculus?

5. Як обчислювати поверхневi iнтеграли першого роду?
6. Як обчислювати поверхневi iнтеграли другого роду?
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Вправи до роздiлу 13

1. Обчислiть подвiйний iнтеграл∫∫
x2+y2�9

sin(x2 + y2 + 1) dxdy.

2. Обчислiть потрiйний iнтеграл∫∫∫
E

y dxdydz,

де E – множина, обмежена поверхнями x2 + y2 = z, x = 0, y = 0,
z = 3.

3. Обчислiть криволiнiйний iнтеграл першого роду∫
Γ

xy dl,

де Γ – контур прямокутника, обмеженого прямими x ± y = 1,
x± y = −1.

4. Обчислiть криволiнiйний iнтеграл∫
Γ

x dy − y dx,

де крива Γ =
{
(x, y) : x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 � t � 2π

}
.

5. Обчислiть поверхневий iнтеграл першого роду∫∫
x2+y2+z2=a2

(x2 + y2) ds.

6. Обчислiть поверхневий iнтеграл другого роду∫∫
S

dxdy,

де S – внутрiшня поверхня конуса z =
√
x2 + y2, 0 � z � 1.
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Роздiл 14. Застосування Maple до розв’язування
задач аналiтичної геометрiї на площинi
§ 14.1. Створення геометричних об’єктiв

У Maple включено спецiальний пакет geometry, призначе-
ний для розв’язування задач аналiтичної геометрiї та викона-
ння геометричних побудов на площинi.

В усiх командах створення геометричних об’єктiв першим
параметром задають iм’я створюваного об’єкта, по якому в
подальшому можна буде звертатись до нього. Iншi параме-
три залежать вiд типу об’єкта i способу його визначення. Пi-
сля створення геометричного об’єкта в областi виведення вiд-
ображатиметься його iм’я. Для вiдображення створеного об’є-
кта на площинi потрiбно використовувати спецiальну команду
draw, мова про яку йтиме у § 14.2.

Для створення точки P , заданої координатами (Px,Py) на
площинi, призначена команда point, яка має два формати:
point(P , [Px,Py]) i point(P ,Px,Py). Наприклад:

> with(geometry):
> point(p1,-1,0);

p1

Команди line(l, [A,B], dv) i line(l, eqn, dv) визначають
пряму з iм’ям l, яка проходить через точки A i B (створе-
нi командами point чи iншими) або задана рiвнянням eqn. В
останньому випадку в якостi параметра dv бажано використо-
вувати двоелементний список iмен незалежних змiнних, якi
застосовуються у рiвняннi, iнакше у класичному робочому ли-
стi вiдображатимуться пiдказки для введення iмен осей коор-
динат (пiсля кожної з них треба ввести iдентифiкатор змiнної
для вiдповiдної осi координат, що завершується крапкою з ко-
мою, i натиснути клавiшу Enter). При роботi зi стандартним
робочим листом iмена змiнних для осей координат вказую-
ться у спецiальних вiкнах. Неправильнi вiдповiдi на постав-
ленi програмою запитання можуть призвести до некоректної
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роботи програми. Приклади:

> point(p1,[2,4]):point(p2,[-3.1,4]):line(L1,[p1,p2]):
> line(L2,x+3*y=8,[x,y]):
> line(L3,2*x-4*y=5):
enter name of the horizontal axis > x;
enter name of the vertical axis > y;

Якщо параметр dv доводиться використовувати часто, то
можна замiсть нього присвоїти певнi значення iменам систем-
них змiнних _EnvHorizontalName i _EnvVerticalName, напри-
клад:
> _EnvHorizontalName:=x: _EnvVerticalName:=y:

Список dv доводиться застосовувати також у деяких iн-
ших командах, коли використовується рiвняння геометрично-
го об’єкта. У цих випадках при наявностi виконаних присвою-
вань iменам змiнних _EnvHorizontalName i _EnvVerticalName
список dv можна не вказувати.

Команди segment(seg, [P1,P2]) i segment(seg,P1,P2) ви-
значають вiдрiзок seg з кiнцями у точках P1 i P2.

Команди dsegment(seg, [P1,P2]) та dsegment(seg,P1,P2)
задають вектор seg з початком у точцi P1 i кiнцем у точцi P2.

Коло створюють за допомогою команди circle, яка може
використовуватись в одному з таких форматiв:

1) circle(c, [A,B,C], dv, opt) – коло c за трьома точками
A, B i C, що лежать на ньому;

2) circle(c, [A,B], dv, opt) – коло c за двома точками A i
B на колi, якi сприймаються як кiнцi дiаметра;

3) circle(c, [A, rad], dv, opt) – коло c радiуса rad з цен-
тром у точцi A;

4) circle(c, eqn, dv, opt) – коло c за рiвнянням кола eqn.
У командi circle в якостi dv можна використовувати спи-

сок незалежних змiнних для рiвняння кола, а opt – необов’яз-
кова опцiя centername=O, яка задає точку O для центра кола.
Приклади:
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> circle(c1,[point(p1,[-2,0]),point(p2,[3,1]),
point(p3,[3,4])],centername=O1):

> circle(c2,x^2+y^2-4*x+3*y+5,[x,y]):

Елiпс, гiперболу i параболу можна створити за допомогою
команд ellipse, hyperbola i parabola вiдповiдно, причому
цi кривi другого порядку можна задати, зокрема, за рiвнян-
ням чи п’ятьма точками, що належать кривiй. Наприклад, ко-
манда ellipse(p, [A,B,C,D,F], dv) визначає елiпс p за п’я-
тьма точками A, B, C, D, F , що йому належать, а команда
hyperbola(p, eqn, dv) визначає гiперболу p за її рiвнянням eqn.

Елiпс, гiперболу i параболу можна задавати також iнши-
ми способами, про якi можна прочитати в довiдковiй системi
Maple. Наприклад, елiпс можна визначити двома фокусами i
довжиною бiльшої чи меншої осi, двома фокусами i сумою вiд-
станей вiд будь-якої точки елiпса до фокусiв, кiнцями бiльшої
i меншої осей, директрисою, фокусом i ексцентриситетом.

Довiльну криву другого порядку p можна створити за до-
помогою команди conic(p, [A,B,C,D,F], dv) за п’ятьма то-
чками або conic(p, eqn, dv) – за рiвнянням eqn. Нагадаємо, що
крива p (якщо вона iснує) може виявитись елiпсом, гiпербо-
лою, параболою, колом, однiєю прямою, двома паралельними
чи перетинними прямими або навiть точкою.

Створити квадрат P можна такими способами:
1) square(P , [A,B,C,D]) – за чотирма вершинами A, B,

C, D;
2) MakeSquare(P , [p1, p2, diagonal]) – за двома протиле-

жними вершинами p1 i p2 ;
3) MakeSquare(P , [p1, center=c]) – за однiєю з вершин p1

i центром c.
4) MakeSquare(P , [p1, p2, adjacent]) – список P двох ква-

дратiв, для яких точки p1 i p2 є сумiжними вершинами;
Трикутник T також можна визначити по-рiзному:
1) triangle(T , [A,B,C]) – за вершинами A, B i C;
2) triangle(T , [l1, l2, l3]) – за трьома прямими l1, l2 i l3.
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Команда RegularPolygon(P ,n,A, rad) визначає правиль-
ний n-кутник з центром у точцi A i радiусом описаного кола
rad. Одна з вершин буде розташована справа вiд центру мно-
гокутника на однiй з ним горизонталi.

Команда RegularStarPolygon(P ,n,A, rad) робить те са-
ме, що й команда RegularPolygon, якщо число n є цiлим.
Якщо n – дрiб, то його чисельник визначає кiлькiсть вершин,
а знаменник – через скiльки вершин з’єднувати. Наприклад:

> RegularStarPolygon(P,5/2,point(K,[0,0]),3):

Якщо вже iснує змiнна з iм’ям, що збiгається з iм’ям ство-
рюваного геометричного об’єкта, то програма видасть повi-
домлення про помилку. В такому разi це iм’я треба задавати
в командi створення геометричного об’єкта в одинарних ла-
пках, наприклад:

> K:=125: point('K',[2,4]);

K

§ 14.2. Вiзуалiзацiя графiчних об’єктiв

Для вiзуалiзацiї (побудови на площинi) геометричних об’є-
ктiв пакета geometry призначена команда draw(obj, opts), пер-
шим параметром obj якої задають об’єкт, множину чи спи-
сок об’єктiв для вiдображення, а opts – опцiї, дiя яких роз-
повсюджується на всi вiдображуванi об’єкти. В якостi opts
можна застосовувати майже всi опцiї команди plot (§ 4.2), а
також опцiї printtext i filled. Опцiя printtext=true забез-
печує вiдображення iмен точок, а опцiя filled=true зафарбо-
вує внутрiшнiсть замкненої фiгури obj кольором, визначеним
опцiєю color. Для кожного об’єкта списку (множини) можна
пiсля його iменi у круглих дужках визначити опцiї, якi засто-
совуватимуться саме до нього. Приклад:

> circle(c1,x^2+(y-3)^2=4,[x,y],centername=O1):
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> point(p1,[-2,-1]): line(l1,[O1,p1],[x,y]):
> RegularStarPolygon(P,5/2,point(K,[2,1]),2):
> draw([c1(filled=true,color=gray),l1(color=black),

p1,P],printtext=true,view=[-3..4,-2..5]);

§ 14.3. Визначення характеристик i взаємного
розташування геометричних об’єктiв

Для визначення характеристик геометричних об’єктiв
iснують спецiальнi команди. Двi з них працюють з об’єкта-
ми всiх типiв:

form(P) визначає тип геометричного об’єкта P , напри-
клад, point2d, parabola2d, square2d тощо;

detail(P) виводить детальну iнформацiю про геометри-
чний об’єкт P . Наприклад, для гiперболи буде виведено тип
об’єкта (hyperbola2d), координати центра, фокусiв, вершин,
рiвняння самої гiперболи та її асимптот.

Наведемо деякi iншi команди, якi використовуються для
геометричних об’єктiв окремих типiв:

area(P) – площа круга, елiпса, трикутника, квадрата чи
iншого правильного многокутника P ;
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coordinates(P) – список координат точки P ;
HorizontalCoord(P) – абсциса точки P ;
VerticalCoord(P) – ордината точки P ;
diagonal(P) – довжина дiагоналi квадрата P ;
radius(P) – радiус кола P або описаного кола навколо

правильного многокутника P ;
MajorAxis(P) – довжина великої осi елiпса P ;
MinorAxis(P) – довжина малої осi елiпса P ;
perimeter(P) – периметр правильного многокутника P ;
Equation(P , dv) – рiвняння кола, елiпса, параболи, гiпер-

боли чи прямої P .
Для визначення вiдстанi мiж двома точками u i v або то-

чкою u i прямою v використовують команду distance(u, v).
Наприклад:

> point(A,[2,4]): line(l,3*x-2*y+5=0,[x,y]):
> distance(A,l);

3

13

√
13

Команда FindAngle(u, v) знаходить кут у радiанах мiж
двома прямими u i v. Наприклад:

> line(l1,2*x-5*y+7=0,[x,y]): line(l2,4*x+y=3,[x,y]):
> FindAngle(l1,l2);

arctan

(
22

3

)

Команди slope(l) i slope(A,B) обчислюють кутовий ко-
ефiцiєнт прямої l або вiдрiзка AB, визначеного точками A i
B.

Наступнi команди перевiряють умови взаємного розташу-
вання геометричних об’єктiв або певнi їх характеристики i ви-
водять значення true (iстина) або false (хибнiсть):

AreCollinear(p1, p2, p3) перевiряє приналежнiсть точок
p1, p2, p3 однiй прямiй;
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AreConcurrent(l1, l2, l3) перевiряє, чи перетинаються пря-
мi l1, l2, l3 в однiй точцi;

AreConcyclic(p1, p2, p3, p4) перевiряє, чи iснує коло, яко-
му належать заданi точки p1, p2, p3, p4 ;

AreParallel(l1, l2) перевiряє паралельнiсть прямих l1, l2 ;
ArePerpendicular(l1, l2) перевiряє перпендикулярнiсть

прямих l1, l2 ;
AreSimilar(t1, t2) перевiряє подiбнiсть трикутникiв t1, t2 ;
AreTangent(l, c) перевiряє, чи дотикаються пряма l i коло

c;
IsEquilateral(T) перевiряє рiвностороннiсть трикутника

T ;
IsRightTriangle(T) перевiряє, чи трикутник T є прямо-

кутним;
IsOnLine(p, l) перевiряє, чи лежить точка p на прямiй l;
IsOnCircle(p, c) перевiряє, чи лежить точка p на колi c.

§ 14.4. Створення нових геометричних об’єктiв за
допомогою iснуючих

Окремi базовi випадки створення нових геометричних об’-
єктiв за допомогою вже iснуючих точок i прямих розглядали-
ся у § 14.1. Тепер розглянемо складнiшi команди, пов’язанi зi
створенням рiзноманiтних геометричних об’єктiв для розв’я-
зування задач аналiтичної геометрiї:

intersection(p,u, v) – точка (список точок) p перетину
прямих чи кiл u i v;

projection(p1, p, l) – точка p1 – проекцiя точки p на пря-
му l;

midpoint(C,A,B) чи midpoint(C, seg) – точка C – сере-
дина вiдрiзка AB чи seg ;

OnSegment(C,A,B, k) – точка C, яка дiлить вiдрiзок AB
у спiввiдношеннi k : 1 вiд точки A до точки B;

randpoint(p,u, r) – випадкова точка p на прямiй чи колi
u з абсцисою з дiапазону r (у форматi randpoint(p, r1, r2)
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команда створює випадкову точку p з абсцисою з дiапазону
r1 i ординатою з дiапазону r2 );

ParallelLine(pl, p, l) – пряма pl, що проходить через то-
чку p паралельно до прямої l;

PerpendicularLine(pl, p, l) – пряма pl, що проходить через
точку p перпендикулярно до прямої l;

PerpenBisector(pl,A,B) – пряма pl, що проходить через
середину вiдрiзка AB перпендикулярно до нього;

altitude(hA,A,ABC) – пряма hA, що проходить через
точку A перпендикулярно до сторони BC трикутника ABC (з
додатковим четвертим параметром H команда створює точку
H i висоту hA трикутника ABC);

bisector(bA,A,ABC) – пряма bA, що дiлить кут A три-
кутника ABC навпiл (з додатковим четвертим параметром H
команда створює точку H i бiсектрису bA трикутника ABC);

median(mA,A,ABC) – пряма mA, що проходить через то-
чку A i дiлить сторону BC трикутника ABC навпiл (з дода-
тковим четвертим параметром H команда створює точку H i
медiану mA трикутника ABC);

centroid(G,T) – точка G перетину медiан (центр мас) у
трикутнику T ;

orthocenter(G,T) – точка G перетину висот (ортоцентр)
у трикутнику T ;

incircle(c,T , opt) – вписане в трикутник T коло c (опцiєю
opt так само, як i в командi circle, можна задавати центр
кола);

circumcircle(c,T , opt) – описане навколо трикутника T
коло c;

TangentLine(ll, p, c) – список ll двох дотичних до кола c,
якi проходять через точку p;

tangentpc(l, p, c) – дотична l до кола c, яка проходять че-
рез точку p на колi;

center(cn, c) – точка cn – центр кола, елiпса чи гiперболи c
(центр гiперболи чи елiпса – це середина вiдстанi мiж фокуса-
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ми, за вiдсутностi параметра cn створюється точка center_c);
asymptotes(f) – список асимптот гiперболи f ;
foci(f) – список фокусiв елiпса чи гiперболи f ;
focus(f) – фокус параболи;
vertex(f) – вершина параболи;
vertices(f) – список вершин елiпса чи гiперболи f ;
DefinedAs(P) – список точок, якi є кiнцями вiдрiзка, вер-

шинами трикутника, квадрата чи iншого правильного много-
кутника P ;

reflection(Q,P , c) – об’єкт Q, симетричний до об’єкта P
вiдносно точки чи прямої c;

translation(Q,P ,AB) – об’єкт Q, утворений паралель-
ним перенесенням об’єкта P на вектор AB;

rotation(Q,P , angle, dir, c) – об’єкт Q, отриманий з об’є-
кта P обертанням його на кут angle (в радiанах) у напрямi dir
вiдносно центру обертання – точки c. Напрямом dir може бути
clockwise (за годинниковою стрiлкою) або counterclockwise
(проти годинникової стрiлки). Якщо точка c не задана, то нею
вважається початок координат.
Задача 1. Задано точки A(2, 4), B(−5, 1/2), C(3, 2). Зна-

йти площу трикутника ABC, рiвняння медiани AM трику-
тника ABC, радiус вписаного кола i координати точки N пе-
ретину прямої KN , що проходить через центр K вписаного
кола паралельно до прямої BC, з прямою AB. Побудувати на
площинi трикутник ABC, медiану AM , вписане коло, пряму
KN , точку N (з позначенням усiх точок).

> point(A,[2,4]): point(B,[-5,1/2]): point(C,[3,2]):
> triangle(ABC,[A,B,C]): area(ABC);

35

4

> median(AM,A,ABC): Equation(AM,[x,y]);

13

2
+

11

4
x− 3 y = 0
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> incircle(c,ABC,centername=K): radius(c);

2

35

(
21 +

7

2

2
√
53 + 11√
53 + 9

− 7
(
15 + 4

√
53

)
√
53 + 9

)√
5

> line(BC,[B,C]): line(AB,[A,B]):
> ParallelLine(KN,K,BC): intersection(N,KN,AB):
> coordinates(N);[

2
√
53 − 45√
53 + 9

,
1

2

8
√
53 + 9√
53 + 9

]

> draw([ABC,AM,c,KN],printtext=true);

Задача 2. Скласти рiвняння прямої, рiвновiддаленої вiд
двох паралельних прямих x− y + 2 = 0, 2x− 2y + 3 = 0.

> _EnvHorizontalName:=x: _EnvVerticalName:=y:
> line(L1,x-y+2=0): line(L2,2*x-2*y+3=0):
> point(A,[0,2]): # Довiльна точка прямої L1
> projection(B,A,L2):
> PerpenBisector(L3,A,B): Equation(L3);

7

16
+

1

4
x− 1

4
y = 0

Задача 3. Криву x2+3xy+5y2+6x−3y+12 = 0 повернути
на кут 30◦ за годинниковою стрiлкою навколо точки P (2, 3).
Визначити тип i рiвняння отриманої кривої.
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> conic(Q,x^2+3*x*y+5*y^2+6*x-3*y+12=0,[x,y]):
> point(P,[2,3]): rotation(QQ,Q,Pi/6,clockwise,P):
> form(QQ);

ellipse2d

> Equation(QQ);(
3

4

√
3 + 2

)
x2 +

(
2
√
3 +

3

2

)
xy +

(
−3

4

√
3 + 4

)
y2 +

+

(
4 +

1

2

√
3

)
x+

(
17
√
3− 73

2

)
y +

261

2
− 241

4

√
3 = 0

Питання до роздiлу 14

1. Який пакет використовується у Maple для розв’язування за-
дач аналiтичної геометрiї на площинi?

2. Як створити точку, пряму, вiдрiзок, вектор, коло, елiпс, гiпер-
болу, параболу, довiльну криву другого порядку, трикутник, ква-
драт чи iнший правильний многокутник?

3. Якi команди призначенi для визначення геометричних хара-
ктеристик об’єктiв? Як знайти координати точки, рiвняння прямої
чи кривої другого порядку?

4. Як вiдобразити створенi геометричнi об’єкти?
5. Як знайти вiдстань мiж точками, кут мiж прямими, визна-

чити, чи лежать три точки на однiй прямiй?
6. Як знайти точки перетину прямих чи кiл, проекцiю точки

на пряму, створити паралельну, перпендикулярну пряму, подiлити
вiдрiзок точкою на частини у заданому спiввiдношеннi, створити
медiану, висоту, бiсектрису у трикутнику, дотичну до кола, вписати
у трикутник коло, описати навколо трикутника коло?

7. Як повернути геометричний об’єкт на заданий кут, викона-
ти паралельне перенесення, вiдображення симетрiї геометричного
об’єкта?

Вправи до роздiлу 14

1. Дано три точки: A(2, 1), B(6,−3), C(2,−1). Переконавшись,
що цi точки не лежать на однiй прямiй, знайдiть площу i периметр



252 Роздiл 14. Аналiтична геометрiя на площинi

трикутника ABC, величину кута A, складiть рiвняння сторони AB,
висоти, медiани i бiсектриси внутрiшнього кута трикутника при
вершинi C.

2. Складiть рiвняння бiсектриси гострого кута, утвореного дво-
ма прямими 3x+ 4y − 5 = 0, 5x− 12y + 3 = 0.

Примiтка. Виберiть двi довiльнi точки на прямих, якi разом з
точкою їх перетину утворюватимуть трикутник з гострим кутом у
цiй точцi.

3. Задано рiвняння 3x − 2y + 1 = 0, x − y + 1 = 0 двох сторiн
трикутника i рiвняння 2x− y − 1 = 0 медiани, що виходить iз вер-
шини, яка не належить першiй сторонi. Складiть рiвняння третьої
сторони трикутника.

4. Виконайте вiдображення симетрiї кривої другого порядку
x2 − 3x+ 12y = 20 вiдносно прямої 5x− 4y = 7. Визначте рiвняння
i тип отриманої кривої.
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Роздiл 15. Застосування Maple до розв’язування
задач аналiтичної геометрiї у просторi

§ 15.1. Створення геометричних об’єктiв

Для розв’язування задач аналiтичної геометрiї та виконан-
ня побудов геометричних об’єктiв у просторi використовують
пакет geom3d.

Робота з пакетом geom3d є аналогiчною до роботи з па-
кетом geometry (роздiл 14). В усiх командах створення гео-
метричного об’єкта першим параметром є iм’я цього об’єкта.
Одночасна робота з пакетами geometry i geom3d неможлива.

Для створення точки i прямої у просторi використовують
команди point i line (§ 14.1) з деякими змiнами у порiвнян-
нi з пакетом geometry. Зокрема, для точки, очевидно, треба
вказувати три координати. Про вiдмiнностi, якi стосуються
команди line, йтиметься нижче у цьому параграфi. Можна
створити також вiдрiзок segment, вектор dsegment, трикутник
triangle (§ 14.1).

Для створення площини pl, яка проходить через заданi гео-
метричнi об’єкти, використовують команду plane в одному з
таких форматiв:

1) plane(pl, [A, dseg1], dv) – через точку A i вектор dseg1 ;
2) plane(pl, [l1, l2], dv) – через прямi l1 i l2 (якщо вони ми-

мобiжнi, то площина проходитиме через пряму l1 паралельно
до прямої l2 );

3) plane(pl, [dseg1, dseg2], dv) – через вектори dseg1 i
dseg2 ;

4) plane(pl, [A,B,C], dv) – через три точки A, B i C, що
не лежать на однiй прямiй;

5) plane(pl, eqn, dv) – задається рiвнянням eqn.
Необов’язковий трьохелементний список dv у командi

plane задає iмена незалежних змiнних для використання їх
у рiвняннi площини, наприклад [x,y,z]. Якщо список dv не
вказати, то у класичному робочому листi вiдображатимуться
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пiдказки для введення iмен осей координат, а у стандартному
робочому листi iмена змiнних для осей координат треба буде
вказати у спецiальних вiкнах. Якщо параметр dv потрiбно ви-
користовувати часто, то можна замiсть нього присвоїти певнi
значення iменам глобальних змiнних _EnvXName, _EnvYName i
_EnvZName, наприклад:

> _EnvXName:=x: _EnvYName:=y: _EnvZName:=z:

Пряму у просторi можна задати не лише двома точка-
ми, але й точкою i вектором, двома непаралельними пло-
щинами, точкою i площиною (в цьому випадку пряма про-
ходитиме через задану точку перпендикулярно до площи-
ни), а також рiвнянням прямої в параметричнiй формi:
line(l, [a1+b1*t, a2+b2*t, a3+b3*t], t). В останньому випад-
ку бажано останнiм аргументом t вказувати iм’я параметра,
iнакше програма це iм’я потiм все одно запитає. У будь-якому
випадку другим аргументом команди line повинен бути спи-
сок, який мiстить двi точки, точку i вектор, двi площини, то-
чку i площину або три вирази, залежнi вiд параметра, а третiм
аргументом може бути iм’я параметра. Приклади:

> with(geom3d):
> plane(pl,2*x+4*y-z=15,[x,y,z]):
> line(l1,[point(A,[2,5,-3]),pl]):
> line(l2,[3*t-1,2*4+8,5-t],t):

Якщо часто доводиться використовувати параметр t, то
можна замiсть нього присвоїти певне значення iменi глобаль-
ної змiнної _EnvTName, наприклад:

> _EnvTName:=t:

Сферу S створюють за допомогою команди sphere, яка
може використовуватись у таких форматах:

1) sphere(S, [A,B,C,D], dv, opt) – за чотирма точками A,
B, C i D сфери;

2) sphere(S, [A,B], dv, opt) – за двома точками A i B –
кiнцями дiаметра сфери;
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3) sphere(S, [A, rad], dv, opt) – за радiусом rad i центром
A сфери;

4) sphere(S, eqn, dv, opt) – за рiвнянням eqn сфери.
У командi sphere в якостi dv можна використовувати спи-

сок незалежних змiнних для рiвняння сфери, а opt – опцiя
centername=O1, яка задає точку O1 для центра сфери.

Команда gtetrahedron(T , [A,B,C,D]) визначає пiрамi-
ду T за її чотирма вершинами або площинами A, B, C i D.

Команда parallelepiped(pp, [d1, d2, d3]) створює пара-
лелепiпед pp за трьома векторами d1, d2 i d3 iз спiльним
початком.

Крiм того, є багато команд для створення правильних мно-
гогранникiв, наприклад cube(P ,A, r) задає куб P з центром у
точцi A i радiусом описаної навколо нього сфери r. З iншими
командами для створення правильних многогранникiв можна
ознайомитись у довiдцi Maple.

Для вiдображення геометричних об’єктiв у просторi вико-
ристовується команда draw (§ 14.2).

§ 15.2. Визначення характеристик i взаємного
розташування геометричних об’єктiв

Для визначення характеристик геометричних об’єктiв у
просторi використовуються тi самi команди, що й для об’-
єктiв на площинi: form, detail, area, coordinates, radius,
Equation та iншi (§ 14.3). Команда area знаходить пло-
щу трикутника або площу поверхнi сфери чи правильного
многогранника P . Команда volume обчислює об’єм кулi або
многогранника.

Для визначення вiдстанi мiж двома точками, двома пря-
мими, двома площинами, точкою i прямою, точкою i пло-
щиною, прямою i площиною u i v використовують команду
distance(u, v).

Команда FindAngle(u, v) знаходить кут у радiанах мiж
прямими, площинами, сферами (мiж дотичними площинами
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до сфер у точках їх перетину) або мiж прямою i площиною u
i v.

Є низка команд (частина з яких використовується й у
випадку площини – § 14.3), що перевiряють умови взаємно-
го розташування геометричних об’єктiв або певнi характе-
ристики цих об’єктiв i виводять значення true (iстина) або
false (хибнiсть): AreCollinear, AreConcurrent, AreParallel,
ArePerpendicular, AreCoplanar (перевiряє, чи належать чо-
тири точки або двi прямi однiй площинi), IsEquilateral,
IsRightTriangle, IsOnObject(p, obj) (перевiряє, чи належить
точка p геометричному об’єкту obj ), IsTangent(pl, sph) (пере-
вiряє, чи площина pl є дотичною до сфери sph).

§ 15.3. Створення нових геометричних об’єктiв за
допомогою iснуючих

Окремi базовi випадки створення нових геометричних об’-
єктiв у просторi за допомогою вже iснуючих точок, прямих i
площин розглядались у § 15.1. Частину важливих для розв’я-
зування задач аналiтичної геометрiї команд § 14.4 використо-
вують i в просторовому випадку. Однак деякi з них мають
певнi вiдмiнностi.

Зокрема, команда intersection(p,u, v) знаходить пере-
тин p (точку або пряму) двох прямих, двох площин, прямої
та площини або прямої та сфери u i v. Ця команда у форма-
тi intersection(p,u, v,w) знаходить точку p перетину трьох
площин u, v i w (якщо така точка iснує).

Команда projection(Q,P , l) створює проекцiю Q точки
P на пряму чи площину l або проекцiю Q вiдрiзка чи прямої
P на площину l.

Команда reflection(Q,P , c) створює об’єкт Q, симетри-
чний до об’єкта P вiдносно точки, прямої чи площини c.

Команда rotation(Q,P , angle, l) створює об’єкт Q, отри-
маний обертанням об’єкта P на кут angle (в радiанах) вiдно-
сно осi обертання – прямої l.
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Команда parallel(Q,u, v) створює пряму або площину Q,
що проходить через задану точку або пряму u паралельно до
прямої чи площини v.

Команда TangentPlane(Q,P ,S) створює дотичну до сфе-
ри S площину Q, яка проходить через точку P сфери.
Задача. Пiрамiда ABCK задана координатами вершин

A(2, 4,−3), B(−5, 3, 1), C(3, 2, 3), K(2,−4, 2). Довести, що всi
чотири точки не лежать в однiй площинi, а точки A, B i C не
лежать на однiй прямiй. Знайти рiвняння площини, що про-
ходить через грань ABC, величину кута мiж ребром KB i
гранню ABC та її десяткове наближення у градусах, рiвня-
ння та довжину висоти, проведеної з вершини K на грань
ABC, площу гранi ABC та об’єм пiрамiди. Побудувати пiра-
мiду ABCK.

> point(A,[2,4,-3]): point(B,[-5,3,1]):
> point(C,[3,2,3]): point(K,[2,-4,2]):
> AreCoplanar(A,B,C,K);

false

> AreCollinear(A,B,C);

false

> gtetrahedron(ABCK,[A,B,C,K]):
> plane(pl_ABC,[A,B,C]): Equation(pl_ABC,[x,y,z]);

−143 + 2x+ 46 y + 15 z = 0

> line(l_KB,[K,B]): FindAngle(l_KB,pl_ABC);

arcsin

(
293

77385

√
25795

)

> evalf(%*180/Pi);
37.45261046
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> projection(M,K,pl_ABC): line(l_KM,[K,M]):
> Equation(l_KM,t);[

2 +
586

2345
t, −4 + 13478

2345
t, 2 +

879

469
t

]

> distance(K,M);
293

2345

√
2345

> triangle(ABC,[A,B,C]): area(ABC);

1

2

√
2345

> volume(ABCK);
293

6

> draw(ABCK,axes=boxed,labels=[x,y,z]);

Питання до роздiлу 15

1. Який пакет використовується у Maple для розв’язування за-
дач аналiтичної геометрiї у просторi?
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2. Як створити точку, пряму, площину, вiдрiзок, вектор, сферу,
паралелепiпед, пiрамiду?

3. Якi команди призначенi для визначення геометричних хара-
ктеристик об’єктiв? Як знайти координати точки, рiвняння прямої,
площини, сфери?

4. Як вiдобразити створенi геометричнi об’єкти?
5. Як знайти вiдстань мiж точками, кут мiж прямими чи пло-

щинами, визначити, чи лежать три точки на однiй прямiй?
6. Як знайти перетин прямих чи площин, проекцiю точки чи

прямої на площину, створити паралельну пряму чи площину, доти-
чну площину до сфери?

7. Як повернути геометричний об’єкт на заданий кут, викона-
ти паралельне перенесення, вiдображення симетрiї геометричного
об’єкта?

Вправи до роздiлу 15

1. Пiрамiда ABCM задана координатами своїх вершин:
A(4, 2,−3), B(0, 3, 1), C(5,−1, 2), M(2, 6, 0). Довести, що всi верши-
ни не лежать в однiй площинi. Знайти площу i периметр перерiзу
пiрамiди ABCM площиною 3x+ 4y − 6z = 5. Зробити рисунок.

Примiтка. Ребра пiрамiди, якi перетинає площина, найлегше
визначити з рисунка.
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Роздiл 16. Теорiя ймовiрностей i математична
статистика (пакет stats)

§ 16.1. Генерацiя випадкових об’єктiв

Команда rand(n) або rand(a..b) зi стандартної бiблiоте-
ки створює процедуру для генерацiї рiвномiрно розподiлених
випадкових цiлих чисел з промiжку [0, n−1] або [a, b]. Команда
rand() без аргументiв генерує випадкове дванадцятицифрове
цiле невiд’ємне число. Приклади:

> rr:=rand(45..95);

rr := proc( ) proc( ) option builtin = RandNumberInterface;
end proc(6, 51, 6) + 45 end proc

> rr();
57

> rr();
72

> ra:=evalf(rand(10000000000000)/10000000000000):
ra();

0.2338436154

Останнiй приклад показує, як можна отримати дiйсне число,
рiвномiрно розподiлене на промiжку [0, 1).

Про генерацiю випадкових чисел з рiзними законами роз-
подiлу йтиметься в § 16.6.

Команда
randpoly(var, opts)

генерує многочлен змiнної var або списку чи множини змiн-
них var з випадковими коефiцiєнтами. Опцiї opts дозволяють
задати деякi властивостi випадкового многочлена. Наведемо
їх у таблицi.
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Опцiя Опис
Значення за

замовчуванням
coeffs Метод вибору коефiцiєнтiв rand(-99..99)

expons
Метод вибору показникiв
степеня rand(6)

terms
Кiлькiсть членiв многочле-
на, якi будуть генеруватись 6

degree
Загальний степiнь много-
члена 5

В якостi опцiї opts у командi randpoly можна також вико-
ристовувати термiн homogeneous, який означає, що многочлен
кiлькох змiнних буде однорiдним (сума показникiв степенiв
множникiв у всiх членах многочлена буде однаковою). При-
клади:
> randpoly(x);

−56− 5x5 + 36x4 − 8x3 + 30x2 − 3x

> randpoly(x);

17 + 72x5 − 40x4 − 68x3 − 15x2 − 32x

> randpoly(x,coeffs=rand(-1000..1000),expons=rand(8));

−1321 + 446x7 − 550x4 − 1000x3 + 677x

> randpoly([x,y],degree=10,terms=7);

−53x y2 + 37 y3 + 76x4 y3 − 44x8 y + 67x7 y3 − 72x6 y4 + 2 y10

> randpoly([x,y,z],homogeneous,degree=7);

24x4 y z2 − 18x y3 z3 − 8 y4 z3 + 37 y5 z2 − 96x5 y z − 82x3 y2 z2

Команда randmatrix(n,m, opts) з пакета linalg генерує
випадкову матрицю розмiрностi n×m. Як опцiї opts мо-
жуть використовуватись рiвнiсть entries=rand(a..b) i один
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з термiнiв: sparse (розрiджена матриця), symmetric (симе-
трична матриця), antisymmetric (кососиметрична матриця),
unimodular (цiлочислова матриця з визначником, що дорiв-
нює +1 або −1).

Команда randvector(n, opt) з пакета linalg генерує ви-
падковий n-елементний вектор. В якостi опцiї opt може вико-
ристовуватись рiвнiсть вигляду entries=rand(a..b).

§ 16.2. Статистичнi списки i пiдпакети

Пакет stats пiдтримує рiзноманiтнi статистичнi обчисле-
ння, графiчно подає статистичнi данi, генерує випадковi по-
слiдовностi з заданими законами розподiлу i надає доступ до
функцiй розподiлу та iнших функцiй багатьох розподiлiв ви-
падкових величин.

Пакет stats працює з даними, якi органiзованi у статисти-
чнi списки, що включають у себе i звичайнi списки типу list.
Спецiальнi статистичнi списки можуть мiстити окремi елемен-
ти, дiапазони, а також так званi зваженi величини. Для ство-
рення зважених величин застосовується команда Weight(x,n)
з основної бiблiотеки, яка вказує, що величина чи дiапазон x
повинна з’явитись у списку n разiв (має вагу n). Приклад:

> statlist:=[0.51,Weight(1.05,3),Weight(0.45..0.47,4),
0.63..0.66];

statlist := [0.51,Weight(1.05, 3),Weight(0.45..0.47, 4), 0.63..0.66]

Пакет stats включає такi пiдпакети: describe – для об-
числення статистичних характеристик даних; fit – для задач
регресiйного аналiзу (апроксимацiї даних заданими залежно-
стями); transform – для перетворення даних; random – для
генерування випадкових чисел з заданими законами розподi-
лу; statevalf – для доступу до функцiй розподiлу та iнших
функцiй багатьох розподiлiв випадкових величин; statplots –
для графiчного подання статистичних даних.
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Пiсля пiдключення пакета stats командою with(stats)
для доступу до його команд потрiбно набрати:

пiдпакет[команда](параметри).

Потрiбний пiдпакет можна пiдключити також командою

with(stats[пiдпакет]).

§ 16.3. Пiдпакет describe

Цей пiдпакет призначений для обчислення рiзноманiтних
статистичних характеристик. Формат виклику команд зале-
жить вiд того, чи пiдключенi пакет stats i пiдпакет describe:

stats[describe, command](data)
або

describe[command](data)
або

command(data).
У наведених форматах data – статистичний список, а замiсть
command може бути одна з команд пiдпакета, наприклад:

mean – середнє арифметичне;
geometricmean – середнє геометричне;
harmonicmean – середнє гармонiчне;
quadraticmean – середнє квадратичне;
median – медiана;
mode – мода;
count – кiлькiсть елементiв у статистичному списку;
linearcorrelation – лiнiйна кореляцiя двох статистичних

спискiв data;
percentile[k] – k-та перцентиль;
range – дiапазон змiни даних;
variance[Nc] – дисперсiя;
standarddeviation[Nc] – середньоквадратичне вiдхилен-

ня;
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coefficientofvariation[Nc] – коефiцiєнт варiацiї;
moment[k, c,Nc] – момент k-го порядку в точцi c (зокрема,

для початкового моменту береться c = 0 – значення за замов-
чуванням, а для центрального моменту – c = mean, в якостi c
можна використовувати також iншi статистичнi функцiї);

skewness[Nc] – коефiцiєнт асиметрiї.
У п’яти останнiх командах замiсть Nc вказується 0 (значе-

ння за замовчуванням) для генеральної сукупностi або 1 для
вибiрки з генеральної сукупностi.

Деякi особливостi використання цих функцiй пояснимо на
прикладах спискiв data1 i data2:

> with(stats):
> data1:=[1,2,3,4,2,3,4,5,6,7,2,3,2]:
> data2:=[1.,3.,4.,4.,7.,8.,4.,5.,5.,6.,2.,3.,6.]:
> describe[count](data1);

13

> describe[coefficientofvariation](data1);

1

44

√
482

> describe[harmonicmean]([1,4,5,7]);

560

223

> describe[mean](data2);

4.461538462

> describe[median](data2);

4.

> describe[mode](data1);

2
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> describe[linearcorrelation](data1,data2);

0.3510958229

> describe[percentile[55]](data1);

3

> describe[range](data1);

1..7

> describe[standarddeviation[1]](data1); evalf(%);

1

78

√
18798

1.757766649

> describe[variance](data2);

3.633136095

> describe[skewness[1]](data1);

3843

755053

√
18798

Обчислимо початковий момент шостого порядку i цен-
тральний момент другого порядку:

> describe[moment[6,0]]([1,2,3,4,5]);

4103

> describe[moment[2,mean]]([1,2,3,4,5]);

2

Можна створити функцiю для обчислення декiлькох ста-
тистичних показникiв одночасно. Наприклад, створимо фун-
кцiю G, яка визначить кiлькiсть елементiв у списку даних,
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середнє значення i дисперсiю:

> G:=[describe[count], describe[mean],
describe[variance[1]]]:

> G(data1); [
13,

44

13
,
241

78

]
> G(data2);

[13, 4.461538462, 3.935897436]

§ 16.4. Пiдпакет fit

Пiдпакет fit використовують для регресiйного аналiзу й
апроксимацiї статистичних даних вибраними залежностями.
Формат виклику основної команди пiдпакета:

stats[fit,leastsquare[vars, eqn, pars]](ldata)
або

fit[leastsquare[vars, eqn, pars]](ldata),
де ldata – список статистичних спискiв, vars – список змiнних,
вiдповiдних (по порядку) спискам з ldata, eqn – апроксимую-
че лiнiйне вiдносно параметрiв рiвняння (за замовчуванням
лiнiйне рiвняння з останньою змiнною з vars як залежною
змiнною), pars – множина параметрiв, якi будуть замiненi кон-
кретними значеннями. Команда leastsquare будує рiвняння
кривої для апроксимацiї даних методом найменших квадра-
тiв.

Розглянемо приклади апроксимацiї трьох спискiв, де змiн-
ними є x, y, z:

> A:=[1,2,3,5]: B:=[2,4,6,8]: C:=[3,5,7,10]:
> fit[leastsquare[[x,y,z]]]([A,B,C]);

z = 1 + x+
1

2
y
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> fit[leastsquare[[x,y], y=a*x^2+b*x+c,{a,b,c}]]
([A,B]);

y = − 5

22
x2 +

317

110
x− 39

55

> fit[leastsquare[[x,y], y=a*x^2+b*x+c]]([A,B]);

y = − 5

22
x2 +

317

110
x− 39

55

> fit[leastsquare[[x,y], y=a*x^2+b*x+c,{a,b}]]([A,C]);

y =

(
−105

569
+

125

1138
c

)
x2 +

(
1659

569
− 837

1138
c

)
x+ c

§ 16.5. Пiдпакет transform

Цей пiдпакет використовують для виконання рiзноманi-
тних перетворень статистичних даних. Наведемо найчастiше
вживанi команди пiдпакета transform:

apply[fc](data) застосовує функцiю fc до списку data;
classmark(data) замiнює iнтервали значень їх середнiми

точками;
cumulativefrequency(data) знаходить накопичену часто-

тнiсть даних;
frequency(data) знаходить частотнiсть кожного елемента

даних;
moving[k](data) обчислює середнi значення послiдовних

порцiй з k елементiв;
multiapply[fc](ldata) застосовує функцiю кiлькох змiн-

них fc до списку кiлькох статистичних спискiв ldata;
scaleweight[k](data) множить ваги даних на число k;
split[n](data) розбиває список data на n спискiв однако-

вої ваги;
statsort(data) сортує данi за зростанням;
statvalue(data) замiнює всi ваги одиницями;
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tally(data) групує данi, якi мають однаковi значення;
tallyinto(data, partition) групує данi data вiдповiдно до

складеного з дiапазонiв списку partition, який визначає спосiб
групування (включаються лише лiвi кiнцi промiжкiв).

Розглянемо приклади:

> data1:=[1,1,1,2,3,3,3,4,5,6,6,6,6]:
> transform[tally](data1);

[Weight(1, 3), 2,Weight(3, 3), 4, 5,Weight(6, 4)]

> h1:=transform[tallyinto](data1,[0..5,5..10,10..15]);

h1 := [Weight(0..5, 8),Weight(5..10, 5),Weight(10..15, 0)]

> transform[scaleweight[1/5]](h1);[
Weight

(
0..5,

8

5

)
, 5..10,Weight(10..15, 0)

]

> transform[frequency](h1);

[8, 5, 0]

> transform[cumulativefrequency]([5,Weight(1..6,10),2,
2]);

[1, 11, 12, 13]

> transform[moving[3]](data1);[
1,

4

3
, 2,

8

3
, 3,

10

3
, 4, 5,

17

3
, 6, 6

]

> M1:=transform[apply[x->x^2]](data1);

M1 := [1, 1, 1, 4, 9, 9, 9, 16, 25, 36, 36, 36, 36]

> M2:=multiapply[(x,y,z)->x+y-2*z]([[1,2,3,4],
[2,3,4,7],[4,6,9,1]]);

M2 := [−5,−7,−11, 9]
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> transform[statsort](M2);

[−11,−7,−5, 9]

> transform[statvalue]([Weight(3,10),2,2,1,1,1]);

[3, 2, 2, 1, 1, 1]

> transform[split[4]]([2,3,4,5,-1,2,6,10]);

[[2, 3], [4, 5], [−1, 2], [6, 10]]

§ 16.6. Пiдпакет random

Пiдпакет random призначений для генерування випадко-
вих послiдовностей з наперед заданими законами розподiлiв.
Формат виклику:

stats[random, distribution](quantity)
або

random[distribution](quantity)
або

distribution(quantity),
де distribution – закон розподiлу чисел, quantity – кiлькiсть
випадкових чисел, якi потрiбно отримати.

Пiдпакет random мiстить, зокрема, такi дискретнi розподi-
ли:

binomiald[n, p] – бiномiальний (кiлькiсть успiхiв у серiї n
незалежних випробувань, якщо p – ймовiрнiсть успiху в одно-
му випробуваннi);

discreteuniform[a, b] – дискретний рiвномiрний на про-
мiжку [a, b];

negativebinomial[k, p] – вiд’ємний бiномiальний (кiль-
кiсть невдалих випробувань до k-го успiшного при ймовiрно-
стi успiху p в одному незалежному випробуваннi);

poisson[λ] – розподiл Пуассона;
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empirical[list] – емпiричний.
Наведемо деякi неперервнi розподiли з пiдпакета random:
uniform[a, b] – рiвномiрний на вiдрiзку [a, b];
normald[μ,σ] – нормальний розподiл з середнiм значен-

ням μ i середньоквадратичним вiдхиленням σ;
beta[α1,α2] – бета-розподiл з параметрами α1 i α2;
chisquare[k] – χ2 (хi-квадрат) з k ступенями свободи;
exponential[λ, a] – змiщений вправо на a експоненцiаль-

ний розподiл з iнтенсивнiстю λ;
gamma[α,β] – гамма-розподiл з параметрами α i β;
lognormal[μ,σ] – логарифмiчний нормальний (логнор-

мальний) розподiл з середнiм значенням μ i середньоквадра-
тичним вiдхиленням σ вiдповiдного нормального розподiлу.

Деякi можливостi пiдпакета random детальнiше розгляне-
мо на прикладах.

1. Згенерувати чотири випадковi числа, якi мають нор-
мальний розподiл з середнiм значенням 0 i середньоквадра-
тичним вiдхиленням 1:
> r:=random[normald](4): map(evalf,[r])[];

0.2127564698,−0.7279468705, 0.6855773713,−0.3760280547
Для останнiх версiй Maple випадковi числа з нормальним за-
коном розподiлу виводяться у неспрощеному виглядi. Для їх
спрощення використано команду map (§ 5.9).

2. Згенерувати вiсiм випадкових чисел, якi мають бiномi-
альний розподiл, якщо ймовiрнiсть успiху в кожному з два-
надцяти незалежних випробувань становить 0,2:

> random[binomiald[12,0.2]](8);

4, 2, 1, 1, 3, 3, 3, 2

3. Створити масив з 40 елементiв з такими параметрами
нормального розподiлу: середнє значення – 8, середнє квадра-
тичне вiдхилення – 2,1. Оцiнити середнє значення в отрима-
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ному масивi, побудувати графiк з послiдовно з’єднаних еле-
ментiв, а також лiнiю, яка вiдповiдає середньому значенню:

> k:=40: data:=stats[random, normald[8,2.1]](k):
> describe[mean]([data]);

7.852942158

> plot({describe[mean]([data]),[[n,op(n,[data])]
$n=1..k]}, n=1..k);

§ 16.7. Пiдпакет statevalf

Цей пiдпакет використовується для доступу до функцiй
розподiлу ймовiрностей, функцiй щiльностi, функцiй iмовiр-
ностей i обернених функцiй для рiзноманiтних розподiлiв ви-
падкових величин. Формат виклику:

stats[statevalf, function, distribution](arg)
або

statevalf[function, distribution](arg),
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де function – функцiя, distribution – закон розподiлу (§ 16.6),
arg – точка, в якiй обчислюється значення функцiї.

В якостi function використовують функцiї:
– для неперервних розподiлiв:
cdf – функцiя розподiлу ймовiрностей (iнтегральна фун-

кцiя);
icdf – обернена функцiя до функцiї розподiлу ймовiрно-

стей;
pdf – функцiя щiльностi розподiлу ймовiрностей (дифе-

ренцiальна функцiя);
– для дискретних розподiлiв:
dcdf – функцiя розподiлу ймовiрностей;
idcdf – обернена функцiя до функцiї розподiлу ймовiрно-

стей;
pf – функцiя ймовiрностей.
Наведемо приклади використання пiдпакета statevalf.
Значення ймовiрностi розподiлу Пуассона для λ = 3 в то-

чцi 4:
> stats[statevalf,pf,poisson[3]](4);

0.1680313557

Значення функцiї щiльностi ймовiрностей нормального
розподiлу з середнiм значенням 0 i середньоквадратичним вiд-
хиленням 1 в точцi 0,3:

> stats[statevalf,pdf,normald](0.3);

0.3813878155

Графiк функцiї щiльностi ймовiрностей нормального роз-
подiлу з середнiм значенням 0 i середньоквадратичним вiдхи-
ленням 1 на вiдрiзку [−3, 3]:
> plot(stats[statevalf,pdf,normald](x), x=-3..3);
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Графiк функцiї розподiлу ймовiрностей для нормального
закону розподiлу з середнiм значенням 1 i середньоквадрати-
чним вiдхиленням 0,5 на вiдрiзку [−3, 3]:
> plot(stats[statevalf,cdf,normald[1,0.5]](x),

x=-3..3);
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§ 16.8. Пiдпакет statplots

Цей пiдпакет призначений для побудови графiкiв стати-
стичних функцiй.

Команда
histogram(datas, opts)

будує гiстограму послiдовностi спискiв datas. Якщо є лише
один список, то гiстограма буде плоскою, якщо бiльше, –
просторовою. Опцiї opts можуть бути опцiями команди plot
(§ 4.2). Крiм них можна використовувати опцiї area=x i
numbars=y. За замовчуванням всi прямокутники в гiстограмi
мають однакову площу, але неоднакову ширину. При викори-
станнi опцiї area=x всi прямокутники матимуть однакову ши-
рину, а їх сумарна висота дорiвнюватиме x. Опцiя numbars=y
задає кiлькiсть прямокутникiв.

Команда
scatterplot(datas, opts)

будує точковий графiк послiдовностi спискiв datas. Якщо є ли-
ше один список, то точки розмiщуються вздовж осi x. Якщо
є два чи три списки, то точки вiдображаються зi значеннями
абсциси з першого списку, ординати – з другого, аплiкати –
з третього. Ваги для вiдповiдних елементiв у рiзних списках
мають бути однаковими. Опцiї opts тут тi самi, що й для ко-
манди plot (§ 4.2).

Команди xshift(x, plot), yshift(y, plot), zshift(z, plot)
зсувають графiк plot на x одиниць вздовж осi абсцис, на y –
вздовж осi ординат, на z – вздовж осi аплiкат вiдповiдно.

Команди xscale(x, plot), yscale(y, plot), zscale(z, plot)
масштабують графiк plot в x разiв вздовж осi абсцис, y –
вздовж осi ординат, z – вздовж осi аплiкат вiдповiдно.

Для замiни координатних осей використовуються команди
xyexchange(plot), yzexchange(plot), xzexchange(plot).

Приклади:
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> data1:=[2,3,7,0,1,2,-2,5,2.4,12,-3,4.6,8.2]:
> statplots[histogram](data1,numbars=5,area=1);

> data2:=transform[apply[x->x^3-10*x^2+x]](data1):
> statplots[scatterplot](data1,data2);
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Питання до роздiлу 16

1. Як згенерувати рiвномiрно розподiлене випадкове число?
2. Що можуть мiстити статистичнi списки?
3. Для чого призначений пакет stats? Назвiть пiдпакети цього

пакета та їх основнi можливостi?
4. Який пiдпакет пакета stats призначений для обчислення

статистичних характеристик? Наведiть приклади обчислення се-
реднього арифметичного (геометричного, квадратичного, гармонi-
чного), моди, медiани розподiлу, дисперсiї вибiрки.

5. Для чого призначений пiдпакет fit? Як ним користуватись?
6. Який пiдпакет пакета stats використовують для перетво-

рень статистичних даних? Назвiть декiлька прикладiв використан-
ня цього пiдпакета.

7. Для чого призначений пiдпакет random? Назвiть декiлька
прикладiв генерування випадкових чисел з заданими законами роз-
подiлiв (нормального, бiномiального, гамма-розподiлу тощо).

8. Як отримати доступ до функцiй щiльностi розподiлу ймо-
вiрностей, функцiй розподiлу ймовiрностей i обернених функцiй до
функцiй розподiлу для рiзних законiв розподiлу випадкових вели-
чин?

9. Як побудувати гiстограму для статистичних даних? Якi за-
соби графiчного подання статистичних даних надає пакет stats?

Вправи до роздiлу 16

1. Згенерувати тридцять випадкових чисел з логнормальним
законом розподiлу з середнiм значенням 2 i середньоквадратичним
вiдхиленням 1,5 вiдповiдного нормального закону розподiлу. Пе-
ретворити отриманi числа в список splogn за допомогою функцiї
f(x) = 3

√
x − 1. Для отриманого списку обчислити середнє ари-

фметичне, середнє квадратичне, середнє гармонiчне, середнє гео-
метричне, медiану, моду, дiапазон змiни даних, середньоквадрати-
чне вiдхилення вибiрки, коефiцiєнт асиметрiї вибiрки i побудувати
гiстограму з шiстьма стовпцями.

2. Згенерувати список spgamma тридцяти випадкових чисел з
гамма-розподiлом з параметрами α = 2, β = 3. Знайти пряму ре-
гресiї для спискiв spgamma i splogn (з попередньої вправи). Створи-
ти точковий графiк залежностi для цих спискiв, вiдобразити також
пряму регресiї.
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3. Побудувати графiки функцiї щiльностi розподiлу ймовiрно-
стей i функцiї розподiлу ймовiрностей для гамма-розподiлу з пара-
метрами α = 2, β = 3.

4. Список [2, 3, 4, 2, 0.7, 6, 8, 5, 7/2] згрупувати вiдповiдно до спи-
ску дiапазонiв [0..3, 3..6, 6..10] (команда tallyinto).
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Роздiл 17. Деякi пакети Maple

§ 17.1. Комбiнаторика

Широкий спектр задач комбiнаторного аналiзу (комбiна-
торики) можна розв’язати за допомогою пакетiв combinat i
construct.

В основнiй бiблiотецi є команда binomial(n, k), яка зна-

ходить бiномiальнi коефiцiєнти
(
n
k

)
, причому якщо n, k ∈ Z

i 0 � k � n, то
(
n
k

)
= Ck

n = n!
k! (n−k)! ; у загальному випадку(

n
k

)
= Γ(n+1)

Γ(k+1)Γ(n−k+1) , де Γ(z) =
∞∫
0

sz−1e−s ds – гамма-функцiя.

Приклади:

> binomial(10,3);
120

> binomial(5,.5);
2.58689939247

Ми розглянемо лише пакет combinat, який мiстить 33 ко-
манди. Їх назви можна побачити пiсля виконання команди
> with(combinat);

Наведемо основнi команди та вiдповiднi приклади.
Команда numbcomb(n, k) обчислює кiлькiсть комбiнацiй

(сполук) з елементiв n, взятих по k, де n – множина чи список
виразiв або невiд’ємне цiле число, k – необов’язковий пара-
метр (невiд’ємне цiле число). Якщо k не задане, то обчислює-
ться кiлькiсть всiх можливих комбiнацiй (по всiм k вiд 0 до n
чи до кiлькостi елементiв в n). Елементи множини чи списка
n можуть повторюватись, однак у множинi вони, очевидно,
рахуватимуться по одному разу. Однаковi елементи у списку
n дають можливiсть обчислювати кiлькiсть комбiнацiй з по-
втореннями. Приклади:
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> numbcomb([a,b,c,d,f,g],3);

20

> numbcomb([a,b,c,d,f,g]);

64

> numbcomb([a,b,c,d,f,a,g],3);

25

> numbcomb({a,b,c,d,f,a,g},3);

20

Команда choose(n, k) з аналогiчними аргументами виво-
дить всi можливi комбiнацiї з елементiв n, взятих по k. Якщо
k не задане, то виводяться всi можливi комбiнацiї, включаю-
чи порожню множину (по всiм k вiд 0 до n чи до кiлькостi
елементiв в n). Треба мати на увазi, що кiлькiсть всеможли-
вих комбiнацiй може перевищити обсяг оперативної пам’ятi
комп’ютера. Приклади:

> choose(4,2);

[[1, 2], [1, 3], [1, 4], [2, 3], [2, 4], [3, 4]]

> choose([x,x,y]);

[[ ], [x], [y], [x, y], [x, x], [x, x, y]]

Команда randcomb(n, k) будує одну випадкову комбiнацiю
k елементiв з n:
> randcomb(10,5);

{1, 2, 8, 9, 10}
> randcomb([a,b,c,d,e,f], 4);

[a, b, d, f ]
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Команда numbperm(n, k) з аналогiчними аргументами об-
числює кiлькiсть розмiщень з елементiв n, взятих по k. Якщо
k вiдсутнє, то воно вважається рiвним кiлькостi елементiв у
множинi (списку) n чи числу n, тобто обчислюється кiлькiсть
перестановок. Елементи множини (списку) n можуть повто-
рюватись. Кiлька однакових елементiв множини n вважаю-
ться одним елементом. Приклади:

> numbperm([x,x,y,z],2);

7

> numbperm([x,x,y,z]);
12

Команда permute(n, k) з аналогiчними аргументами будує
всi можливi розмiщення з елементiв n, взятих по k (з повто-
реннями чи без них) або всi перестановки з елементiв n. При-
клади:
> permute([x,x,y,z],2);

[[x, x], [x, y], [x, z], [y, x], [y, z], [z, x], [z, y]]

> permute([x,x,y]);

[[x, x, y], [x, y, x], [y, x, x]]

Команда randperm(n, k) виводить одне випадкове розмi-
щення чи перестановку:

> randperm(5,3);
[4, 3, 5, 1, 2]

Команда multinomial(n,n1, . . . ,nk) знаходить муль-
тиномiальнi (полiномiальнi) коефiцiєнти за формулою(

n
n1, . . . , nk

)
= n!

n1!...nk!
, причому n = n1 + . . . + nk:

> multinomial(5,2,3);
10
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Команда composition(n,m) видає множину, яка склада-
ється з усiх рiзних впорядкованих m-ок натуральних чисел,
сума яких дорiвнює n:

> composition(6,2);

{[1, 5], [2, 4], [3, 3], [4, 2], [5, 1]}

Команда numbcomp(n,m) знаходить кiлькiсть рiзних впо-
рядкованих наборiв m натуральних чисел, сума яких дорiв-
нює n (кiлькiсть елементiв у множинi пiсля виконання коман-
ди composition(n,m)):

> numbcomp(6,2);
5

Команда partition(n,m) виводить список спискiв нату-
ральних чисел, сума яких дорiвнює n (m � n – найбiльше
число у списках):

> partition(5,3);

[[1, 1, 1, 1, 1], [1, 1, 1, 2], [1, 2, 2], [1, 1, 3], [2, 3]]

> partition(5);

[[1, 1, 1, 1, 1], [1, 1, 1, 2], [1, 2, 2], [1, 1, 3], [2, 3], [1, 4], [5]]

Команда numbpart(n,m) знаходить кiлькiсть всеможли-
вих наборiв натуральних чисел, сума яких дорiвнює n (m –
найбiльший доданок у сумах). Iншими словами, ця команда
знаходить кiлькiсть спискiв у списку пiсля виконання коман-
ди partition(n,m):

> numbpart(5,3);
5

> numbpart(5);
7
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Команда powerset(s) виводить список (множину), що
складається зi спискiв (множин) – усiх пiдмножин списку чи
множини s (кiлькiсть таких пiдмножин дорiвнює 2n, де n –
кiлькiсть елементiв множини чи списку s). В якостi s можна
використовувати натуральне число. Приклади:

> powerset([a,a,a,b]);

[[ ], [a], [a, a], [b], [a, b], [a, a, b], [a, a, a], [a, a, a, b]]

> powerset(3);

{{ }, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
Команда fibonacci(n) знаходить число Фiбоначчi за ре-

курентною формулою F (n) = F (n−1)+F (n−2), де F (0) = 0,
F (1) = 1:

> fibonacci(50);
12586269025

> seq(fibonacci(i), i=1..15);

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610

Команда fibonacci(n,x) знаходить формулу многочлена
Фiбоначчi за рекурентною формулою F (n, x) = xF (n− 1, x)+
+ F (n − 2, x), де F (0, x) = 0, F (1, x) = 1; при цьому F (n) =
= F (n, 1):

> fibonacci(10,x);

x9 + 8x7 + 21x5 + 20x3 + 5x

Команда bell(n) знаходить число Белла, тобто число Bn

всiх невпорядкованих розбиттiв n-елементної множини (за
означенням вважають, що B0 = 1):

> bell(4);
15



§ 17.2. Пакет simplex 283

> seq(bell(i), i=1..10);

1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975

Команда stirling1(n,m) обчислює число Стiрлiнга пер-
шого роду, тобто коефiцiєнт s(n,m) бiля степеня xm у розви-

неннi многочлена x(x− 1) . . . (x− n+ 1) =
n∑

m=0
s(n,m)xm:

> stirling1(10,5);
−269325

Команда stirling2(n,m) обчислює число Стiрлiнга дру-
гого роду, тобто число невпорядкованих розбиттiв n-елемен-
тної множини на m непорожнiх пiдмножин:

> stirling2(8,4);
1701

§ 17.2. Пакет simplex

Можливостi дослiдження функцiй на локальний i умов-
ний екстремуми розглядались у §§ 6.6, 6.7. Якщо потрiбно
знайти змiннi, при яких лiнiйна функцiя багатьох змiнних до-
сягає свого максимуму (мiнiмуму) за певних обмежень, за-
даних у виглядi лiнiйних рiвностей або нерiвностей, то ви-
користовують призначений для розв’язування задач лiнiйної
оптимiзацiї пакет simplex. Пiсля його завантаження команди
maximize(f , {cond}) i minimize(f , {cond}) (§§ 6.6, 6.7) змiню-
ють свою дiю: вони видають координати точок, для яких лi-
нiйна функцiя f має максимум або мiнiмум для заданої систе-
ми обмежень лiнiйними рiвностями чи нерiвностями cond. При
цьому можна використовувати додаткову опцiю NONNEGATIVE
для пошуку тiльки невiд’ємних розв’язкiв. Якщо розв’язок
необмежений, то вiдповiдi не буде. Якщо обмеження cond є
суперечливими, то вiдповiддю буде порожня множина {}. Об-
числити максимальне (мiнiмальне) значення, якого набуває
функцiя f можна, як звичайно, за допомогою команди eval.
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З’ясуємо, наприклад, для яких невiд’ємних значень змiн-
них функцiя f(x, y) = x + 2y + 3z має максимум i знайдемо
його, якщо x+ y − 3z � 4, 5x− y + 3z � 8, 2x+ 5z � 10.

> with(simplex): f:=x+2*y+3*z:
> cond:={x+y-3*z<=4, 5*x-y+3*z<=8, 2*x+5*z<=10}:
> maximize(f, cond, NONNEGATIVE);

{x = 0, y = 10, z = 2}

> eval(f,%);
26

Якщо потрiбно одночасно використовувати команди
maximize чи minimize з основної бiблiотеки i з пакета simplex,
то сам пакет simplex не пiдключають, а для вiдповiдної ко-
манди з цього пакета використовують «довгий» запис, напри-
клад, simplex[maximize](f , {cond}).

Команда feasible({cond}) пакета simplex перевiряє на
несуперечливiсть систему обмежень cond. Додатково може
вказуватись опцiя NONNEGATIVE. Для попереднього прикладу
маємо:
> feasible(cond,NONNEGATIVE);

true

§ 17.3. Спецiальнi засоби для наближеного
розв’язування рiвнянь i систем рiвнянь

Пакет RootFinding мiстить кiлька спецiальних команд,
якi дозволяють наближено знаходити розв’язки алгебричних
i трансцендентних рiвнянь, а також систем алгебричних рiв-
нянь, i доповнюють команду fsolve (§ 7.3). Нагадаємо, що
команда fsolve для трансцендентних рiвнянь знаходить ли-
ше один дiйсний розв’язок на заданому промiжку. Пакет
RootFinding є лише у версiях Maple, починаючи з Maple 9.5.
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Команду Analytic можна записувати в одному з двох фор-
матiв:

Analytic(f(z), z, a+b*I..b+d*I, opts),
Analytic(f(z), z, re=a..b, im=c..d, opts).

Вона знаходить десятковi наближення всiх (дiйсних i компле-
ксних) нулiв аналiтичної (нескiнченну кiлькiсть разiв непе-
рервно диференцiйовної) функцiї f(z) у прямокутнику ком-
плексної площини a � Re z � b, c � Im z � d. В якостi opts мо-
же бути опцiя digits=n, яка задає кiлькiсть значущих цифр
n, або опцiя plot для побудови знайдених нулiв на компле-
кснiй площинi. Приклади:

> Analytic(sin(z)-z-1,z=-5-5*I..5+5*I, digits=8);

0.81646350 − 1.5635847 I, −1.9345632, 0.81646355 + 1.5635847 I

> Analytic(sin(z)-z-1,z=-50-50*I..50+50*I,plot);

Команда BivariatePolynomial(fg, vars, opts) знаходить
десятковi наближення всiх нулiв системи двох чи бiльшої кiль-
костi многочленiв двох змiнних. Тут fg – список чи множи-
на многочленiв, vars – список чи множина невiдомих. Опцiя
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exact=true призначена для знаходження точного розв’язку,
але вiдшукати його вдається не завжди. Приклад:

> BivariatePolynomial({x^2+y^2-3*x*y+5,x+y^2+x^2+
6*x*y+5*y-8},{x,y});

{x = 0.5276122757 − 1.283754500 I,

y = 0.4671508936 + .6853475787 I},
{x = 0.5276122757 + 1.283754500 I,

y = 0.4671508936 − 0.6853475787 I},
{x = −1.249834498 − 0.5675077093 I,

y = −1.411595338 + 1.063023490 I},
{x = −1.249834498 + 0.5675077093 I,

y = −1.411595338 − 1.063023490 I}
Команда Homotopy(fg) знаходить десятковi наближення

всiх нулiв системи n многочленiв fg вiд n змiнних:

> Homotopy({x^3+y^2-6*x*y*z-z^3,x^2+y^2+z^2+4*x*y*x-7,
x^3-y^3-z^3+x-5});
У зв’язку з громiздкiстю область виведення для останньо-

го прикладу не наводимо.

§ 17.4. Iнтерполяцiя та апроксимацiя

В основнiй бiблiотецi Maple є двi команди для iнтерполяцiї,
тобто знаходження промiжних значень величини за наявним
дискретним набором вiдомих значень у вузлах iнтерполяцiї.

Команда interp(x, y, v) будує iнтерполяцiйний многочлен
для списку (вектора) x вузлiв iнтерполяцiї i списку (вектора)
y значень функцiї у вузлах iнтерполяцiї, v – змiнна многочле-
на або точка, у якiй обчислюватиметься многочлен. Напри-
клад:
> interp([0,1,2,4],[0,4,2,4],x);

x3 − 6x2 + 9x
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Команда spline(x, y, v, d) виконує iнтерполяцiю сплайна-
ми для списку (вектора) x вузлiв iнтерполяцiї й списку (векто-
ра) y значень функцiї у вузлах iнтерполяцiї, v – змiнна, яка
використовуватиметься у сплайнах, або число для обчислен-
ня значення сплайн-iнтерполяцiї у точцi, d – степiнь сплайнiв
(за замовчуванням d = 3). Наприклад:

> spline([0,2,3,4],[1,3,2,4],x);⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 +
45

23
x− 11

46
x3 x < 2

−269

23
+ 21x − 219

23
x2 +

31

23
x3 x < 3

1108

23
− 894

23
x+

240

23
x2 − 20

23
x3 otherwise

> plot(%,x=-1..5);

Крiм того, є спецiальний пакет CurveFitting, призначений
для iнтерполяцiї та апроксимацiї функцiй. Розглянемо найва-
жливiшi команди цього пакета.

Побудувати iнтерполяцiйний многочлен можна також за
допомогою команди PolynomialInterpolation(x, y, v, opt) з
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тими самими аргументами, що у командi interp. Замiсть двох
спискiв x i y тут та в iнших командах пакета можна викори-
стовувати список двоелементних спискiв вiдповiдних вузлiв
iнтерполяцiї й значень функцiї в них. Опцiєю form=f , де f –
Lagrange, Newton або power (за замовчуванням), можна за-
дати форму вiдображення iнтерполяцiйного многочлена. На-
приклад:

> with(CurveFitting):
> PolynomialInterpolation([0,1,2,4],[0,4,2,4],x,

form=Lagrange);

4

3
x (x− 2) (x− 4)− 1

2
x (x− 1) (x − 4) +

1

6
x (x− 1) (x − 2)

Команда Spline(x, y, v, opts), як i команда spline, вико-
нує iнтерполяцiю сплайнами. Опцiя degree=d вказує степiнь
сплайна. Опцiя endpoints=k, де k – natural (за замовчуван-
ням), periodic, notaknot або список, масив, вектор чи матри-
ця, задає поведiнку сплайна на кiнцях промiжку iнтерполяцiї.
Детальнiше з використанням опцiї endpoints можна ознайо-
митись у довiдковiй системi.

Команда RationalInterpolation(x, y, v, opts) виконує ра-
цiональну iнтерполяцiю, тобто будує частку двох многочленiв.
Опцiя degrees=[d1, d2] дозволяє вказати степенi многочленiв
у чисельнику i знаменнику. Приклад:

> RationalInterpolation([0,2,3,4],[1,3,2,4],x);

−54x+ 120

120− 80x+ 11x2

> plot(%,x=-1..5,-1..5,discont=true);
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Команда LeastSquares(x, y, v, opts) будує наближення
функцiї методом найменших квадратiв. Можливi опцiї:
curve=f , де f – лiнiйна вiдносно параметрiв функцiя (за за-
мовчуванням a · v+ b); params=pset, де pset – множина невiдо-
мих параметрiв; weight=wlist, де wlist – список n ваг для всiх
n вузлiв. Приклади:

> LeastSquares([0,2,3,4],[1,3,2,4],x);

38

35
+

22

35
x

> LeastSquares([0,2,3,4],[1,3,2,4],x,
curve=a*x^2+b*x+c);

123

110
+

119

220
x+

1

44
x2

Питання до роздiлу 17

1. Як обчислити кiлькiсть комбiнацiй, розмiщень i перестано-
вок? Як вивести всеможливi комбiнацiї, розмiщення i перестанов-
ки? Як отримати випадкову комбiнацiю, розмiщення, перестанов-
ку?
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2. Як обчислювати числа Фiбоначчi, Белла, Стiрлiнга першого
i другого роду?

3. Як знайти розв’язок, при якому задана лiнiйна цiльова фун-
кцiя досягає екстремуму для заданої системи обмежень у виглядi
лiнiйних рiвностей чи нерiвностей?

4. Як знайти у певнiй областi всi наближенi числовi розв’язки
трансцендентного рiвняння з аналiтичними функцiями?

5. Як знайти всi наближенi числовi розв’язки системи алгебри-
чних рiвнянь?

6. Як створити iнтерполяцiйний многочлен, виконати сплайн-
iнтерполяцiю, рацiональну iнтерполяцiю, наближення функцiї ме-
тодом найменших квадратiв?

Вправи до роздiлу 17

1. Знайдiть кiлькiсть комбiнацiй i розмiщень з елементiв a, b, b,
c, d по 3 елементи, а також кiлькiсть перестановок цих елементiв.
Виведiть всi цi комбiнацiї, розмiщення i перестановки.

2. Знайдiть двадцять третє число Фiбоначчi.
3. Обчислiть кiлькiсть усiх невпорядкованих розбиттiв множи-

ни з п’ятнадцяти елементiв.
4. Знайдiть такi значення невiдомих x, y, z, при яких цiльова

функцiя f = 4x − 6y + 2z набуває мiнiмального значення, якщо
3x − 4y + z � 6, 2x+ 7y − z � 1, x + y + z � 9, x � 0, y � 0, z � 0.
Обчислiть значення цiльової функцiї у знайденiй точцi.

5. Знайдiть i побудуйте на комплекснiй площинi всi розв’яз-
ки рiвняння e3z+1 = z3 − 3z серед тих z, якi належать квадрату
−10 � Re z � 10, −10 � Im z � 10.

6. Знайдiть десятковi наближення всiх розв’язкiв системи{
xy + x+ y = 25,
x3 + y3 + x2y − 15y2 + 6 = 0.

7. Створiть iнтерполяцiйний многочлен, виконайте iнтерполя-
цiю сплайнами, рацiональну iнтерполяцiю, лiнiйне i квадратичне
наближення методом найменших квадратiв для таблично заданої
функцiї:

x −1 0 2/3 1 2 3 4
y 5 4 3 3 9/4 3/2 5/2

Побудуйте графiки отриманих функцiй.
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! 23
" 35
"" 35
# 16
$ 38
% 29
%% 29
%%% 29
&* 172
' 50, 90
* 23
** 23
+ 23
- 23
-> 53
.. 38
/ 23
: 15
:- 139
:: 91, 154
:= 27
; 15
< 27, 30, 46, 126, 147, 169
<= 27, 30, 126, 147
<> 27, 30, 147
= 27, 30, 147
> 27, 46, 126, 147, 169
>= 27, 126, 147
�>� 98
[ 39
[] 40
] 40
\ 24
\" 35
\n 67
^ 23, 30

{ 40
} 40
| 47, 169
|| 35

~ 89, 123
?inifunction 33
?property 89
?термiн 22
_ 27
_B 124
_C 131, 137
_EnvAllSolutions 123
_EnvHorizontalName 242
_EnvTName 254
_EnvVerticalName 242
_EnvXName 254
_EnvYName 254
_EnvZName 254
_F 137
_NN 124
_NOROOT 101
_NOSQRT 101
_Z 124
about 90
above 209
abs 31, 57, 84
addcol 181
additionally 90
addrow 181
adjacent 243
Algebraic 161
algsubs 95
align 209
allvalues 125
altitude 248
Analytic 285
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and 147
angle 167
animate 140, 207, 222
animate3d 208
animatecurve 208
antisymmetric 42, 262
apply 267
Arc 233, 235
arccos 31
arccot 31
arcsin 31
arctan 31, 84
area 245, 255, 274
AreCollinear 246, 256
AreConcurrent 247, 256
AreConcyclic 247
AreCoplanar 256
AreParallel 247, 256
ArePerpendicular 247, 256
AreSimilar 247
AreTangent 247
argument 56
array 41
Array 43
ArrayTools 161
arrows 196, 214
ascending 98
assign 125
assigned 51
assume 88, 92
assuming 91
asterisk 66
asymptotes 249
AudioTools 161
augment 171
axes 62, 73
base 81
basechar 222
basis 168

bell 282
below 209
beta 270
binary 81
binomial 278
binomiald 269
bipolar 63
bisector 248
Bits 161
BivariatePolynomial 285
black 63
blue 63
BOLD 64
BOLDITALIC 64
BOLDOBLIQUE 64
Box 237
box 66
boxed 62, 73
break 150
brightness 193
brown 63
build 137
bvp 136
by 149
cardioid 63
cartesian 63, 229, 234
cassinian 63
cat 35
CauchyPrincipalValue 118
cdf 272
ceil 32
center 243, 248
centername 242
centroid 248
charmat 178
charpoly 178
chisquare 270
choose 279
Circle 228, 232, 235
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circle 66, 242
circumcircle 248
classical[foreuler] 136
classmark 267
clockwise 249
closed 111
coeff 99
coefficientofvariation 264
coeffs 99, 261
col 181
coldim 171
collect 85
COLOR 67
color 63, 214, 222
coloring 194
column 46
combinat 161, 278
combine 84
combstruct 161
complex 30, 83, 88, 104, 128
complexplot 187
complexplot3d 201
composition 281
cond 174
conic 243
conjugate 56, 84
constrained 65
contourplot 194
contourplot3d 204
contours 194
contrast 193
convert 80, 119, 166
coordinates 229, 246, 255
coords 63, 73, 199
cos 31
cosh 31
cot 31
coth 31
coulditbe 90

count 263
counterclockwise 249
COURIER 64
cross 66
crossprod 167
csc 31
csgn 57
cube 255
cumulativefrequency 267
curl 181
curve 289
CurveFitting 161, 287
cyan 63
cylinderplot 197
cylindrical 199, 229, 234
D 108, 131, 139
dash 65
dashdot 65
dcdf 272
decimal 81
DefinedAs 249
definite 181
degree 99, 261, 288
degrees 80, 288
denom 87
densityplot 193
DEplot 213
DEplot3d 219
describe 263
description 153
det 174
detail 245, 255
DEtools 161, 213
dfieldplot 219
diagonal 42, 170, 243, 246
diagonalcross 66
diamond 66
Diff 107
diff 107, 109
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differentialequation 142
difforms 161
digits 285
Digits 28, 52
dirgrid 215
discont 63, 70, 111
DiscreteTransforms 161
discreteuniform 269
discrim 99
display 209
distance 246, 255
diverge 181
divide 100
do 149, 151
dot 65
dotprod 167
Doubleint 227
draw 244, 255
dsegment 242, 253
dsolve 131, 135
dverk78 136
DynamicSystems 161
E 25
e 25, 27
eigenfunction 142
eigenvalues 177
eigenvectors 177
elif 147
Ellipse 228, 233, 235
ellipse 243
elliptic 63
else 147
empirical 270
end do 149, 151
end if 147
end proc 153
endpoints 288
entermatrix 169
entries 261

equal 181
Equation 246, 255
eval 49, 51
evalc 57
evalf 24, 52, 124
evalhf 52
evalm 167, 172, 176
evaln 50, 155
even 89
exact 286
ExcelTools 161
exp 31, 84
expand 82
expanded 87
explicit 133
exponential 176, 270
expons 261
exprseq 36
extrema 112, 114
factor 83
factorial 55
false 27
feasible 284
ffgausselim 179
fi 148
fibonacci 282
fieldplot 196
fieldplot3d 206
FileTools 162
filled 64, 73, 194, 244
finance 162, 165
FindAngle 246, 255
fit 266
flag 181
float 30, 80
floor 31
Flux 239
foci 249
focus 249
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font 64
for 149, 151
for-from 149
for-in 151
form 245, 255, 288
frac 32
fraction 30, 89
framed 62
frames 208
frequency 267
frobenius 173
from 149
fsolve 127
function 33
futurevalue 165
gamma 27, 270
gausselim 179
gaussjord 179
gcd 101
geneqns 181
genmatrix 181
geom3d 162, 253
geometricmean 263
geometry 162, 241
global 153, 155
gold 63
grad 181
gradplot 195
gradplot3d 205
GramSchmidt 168
GraphTheory 162
gray 63
green 63
grid 74
group 162
gtetrahedron 255
harmonicmean 263
has 79
hasassumptions 90

heights 204
help 22
HELVETICA 64
hex 81
hidden 74
HINT 137
histogram 204, 274
homogeneous 261
Homotopy 286
horizontal 64
HorizontalCoord 246
hyperbola 243
hyperbolic 63
hypergeom 92
I 26, 27
icdf 272
icombine 84
idcdf 272
identity 42
if 147
ifactor 55
igcd 55
ilcm 55
Im 56
ImageTools 162
imaginary 89
implicit 133
implicitplot 186
implicitplot3d 198
in 151
incircle 248
index 124
inequal 190
inert 228
infinity 27
initcolor 222
insequence 209
Int 117
int 117, 228, 230
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integer 30, 89, 92
integral 230
INTEGRATE 137
interp 286
intersect 41
intersection 247, 256
intfactor 213
intsolve 142
inttrans 162
invcassinian 63
invelliptic 63
inverse 175
iquo 55
irem 55
irrational 89
is 90
iscont 110
IsEquilateral 247, 256
isolve 129
IsOnCircle 247
IsOnLine 247
IsOnObject 256
isprime 55
IsRightTriangle 247, 256
IsTangent 256
iszero 182
ITALIC 64
ithprime 55
Jacobian 236
jordan 178
khaki 63
labeldirections 64
labels 64, 73
Lagrange 288
LambertW 126
Laplace 142
large 214
lcm 101
lcoeff 99

ldegree 99
leastsquare 266
LeastSquares 289
left 104, 209
legend 65
length 36, 55
lhs 79
Limit 104
limit 104
linalg 162, 166, 261
LINE 196
Line 232, 235
line 66, 74, 214, 241, 253
LinearAlgebra 162
linearcorrelation 263
linecolor 215
LineInt 234
LineSegments 232, 235
linestyle 65
linsolve 180
list 39, 80
ListTools 162
ln 31, 84, 92
local 153, 155
location 113, 115
log 31
log10 31
logarithmic 63
logcosh 63
Logic 162
loglogplot 187
lognormal 270
logplot 188
longdash 65
magenta 63
MajorAxis 246
MakeSquare 243
map 96, 176
map2 97
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matadd 167, 172
Matlab 162
Matrix 45, 170
matrix 44, 169
matrixplot 203
max 32
maximize 113, 115, 283
maxmesh 136
maxwell 63
mean 263
median 248, 263
medium 214
member 41
method 136, 142
midpoint 247
min 32
minimize 113, 115, 283
minor 175
MinorAxis 246
minpoly 178
minus 41
MmaTranslator162
mod 56
mode 263
moment 264
moving 267
msolve 129
mtaylor 120
mulcol 182
mulrow 182
multiapply 267
MultiInt 229
multinomial 280
multiply 172
MultivariateCalculus 229
natural 89, 288
navy 63
negative 88
negative_def 181

negative_semidef 181
negativebinomial 269
Neumann 142
Newton 288
next 152
none 62, 214
nonnegative 88
NONNEGATIVE 283
nops 41, 77
norm 167, 173
normal 62, 86
normald 270
normalize 168
not 147
notaknot 288
numapprox 162
numbars 274
numbcomb 278
numbcomp 281
numbpart 281
numbperm 280
numchar 223
numer 87
NumeralNonZero 89
numeric 135, 139, 154
numpoints 65, 72
numtheory 163
OBLIQUE 64
octal 81
od 149
odd 89
odeplot 188
odetest 134
only 222
OnSegment 247
op 77
Open 89, 127
Optimization 163
option 153, 158
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optionsclosed 190
optionsexcluded 190
optionsfeasible 190
optionsopen 190
or 147
orange 63
Order 119, 135
orthocenter 248
orthog 182
orthopoly 163
output 230
parabola 243
parabolic 63
parallel 257
Parallelepiped 230
parallelepiped 255
ParallelLine 248
parametric 133
params 289
partition 281
patch 74
patchnogrid 74
Path 231, 234
PathInt 231
PDEplot 221
pdetest 138
PDEtools 163, 221
pdf 272
pdsolve 136, 139
percentile 263
perimeter 246
periodic 288
permute 280
PerpenBisector 248
PerpendicularLine 248
pf 272
phaseportrait 219
Pi 27
piecewise 54, 84

pink 63
plane 253
plot 59, 140, 285
plot3d 73, 140
plots 163, 185
plottools 163
point 66, 74, 241, 253
poisson 269
polar 63, 92, 234
polarplot 185
polygonplot 191
polygonplot3d 192
polylog 84
polynom 119
PolynomialInterpolation 287
PolynomialTools 163
posint 89
positive 88, 92
positive_def 181
positive_semidef 181
potential 182
power 84, 92, 288
powerset 282
powseries 163
prime 89
print 42
printtext 244
proc 153
Product 107
product 107
projection 247, 256
proot 101
Psi 84
psqrt 101
quadraticmean 263
quo 101
radians 80
radical 30, 84, 92
radius 200, 246, 255
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radnormal 93
rand 260
randcomb 279
randmatrix 261
random 269
RandomTools 163
randperm 280
randpoint 247
randpoly 260
randvector 262
range 84, 263
rank 171
rational 80, 89
RationalInterpolation 288
rationalize 88
Re 56
real 83, 88, 104
RealDomain 126, 163
RealRange 89, 92, 127
realroot 102
Rectangle 228
red 63
reflection 249, 256
Region 228, 230
RegularPolygon 244
RegularStarPolygon 244
rem 102
remember 158
remove 97
restart 18, 160
return 157
RGB 67
rhs 79
right 104, 209
RootFinding 163, 284
RootOf 124
roots 102
rose 63
rotation 249, 256

round 32
row 46, 182
rowdim 171
rsolve 130
scalar 89
scalarmul 182
scaleweight 267
scaling 65
scatterplot 274
scene 215, 223
ScientificConstants 163
sec 31
Sector 228
segment 242, 253
select 97
selectremove 97
semilogplot 188
seq 38
series 119, 135
set 40, 80
SetCoordinates 234
shape 170
signum 31, 84
simplex 164, 283
simplify 91
sin 31
singular 111
sinh 31
skewness 264
SLIM 196
Slode 164
slope 246
small 214
solid 65
solidbox 66
solidcircle 66
soliddiamond 66
solve 122, 126, 179
sort 98
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spacecurve 199
spacedash 65
spacedot 65
sparse 42, 262
Sphere 230, 237
sphere 254
sphereplot 198
spherical 199, 229
spline 287
Spline 288
split 267
sqrt 24, 31, 92
square 243
stackmatrix 171
standarddeviation 263
statevalf 271
Statistics 164
statplots 274
stats 164, 260
statsort 267
statvalue 267
steps 230
stepsize 215, 223
stirling1 283
stirling2 283
storage=sparse 43
string 35
strip 137
Student 164, 229
student 164, 227
style 66, 69, 74
submatrix 182
subs 94
subsop 95
subvector 182
Sum 106
sum 106
surd 25, 31
Surface 237, 239

SurfaceInt 237
swapcol 182
swaprow 182
symbol 30, 66
SYMBOL 64
symbolic 84, 92
symbolize 66
symmetric 42, 171, 262
table 47
tally 268
tallyinto 268
tan 31
tangent 63
TangentLine 248
tangentpc 248
TangentPlane 257
tanh 31
taylor 119
taylorseries 136
tcoeff 99
tensor 164
terms 261
Tetrahedron 230
textplot 209
textplot3d 209
then 147
THICK 196
thickness 66
THIN 196
tickmarks 66
TIMES 64
title 67
to 149
Tolerances 164
trace 171
transform 267
translation 249
transpose 173
Triangle 228
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triangle 243, 253
trig 84, 92
trigsubs 96
Tripleint 229
true 27
trunc 32
tubeplot 200
tubepoints 200
type 30, 135
unapply 53
unconstrained 65
uniform 270
unimodular 262
union 41
Units 164
unwith 160
useInt 133
value 105, 139, 230
vandermonde 182
variance 263
VariationalCalculus 164
vectdim 182
vector 45, 166
Vector 46
VectorCalculus 164, 228, 230
VectorField 234, 239
vertex 249
vertical 64
VerticalCoord 246
vertices 249
view 67
violet 63
volume 255
weight 289
Weight 262
whattype 30
while 149, 151
white 63
with 160
wronskian 182

xor 147
xscale 274
xshift 274
xtickmarks 67
xyexchange 274
xzexchange 274
yellow 63
yscale 274
yshift 274
ytickmarks 67
yzexchange 274
zip 98
zscale 274
zshift 274
Анiмацiя 140, 207, 209, 222
Апроксимацiя 162, 266, 289
Вектор 45, 46, 166
Вираз 26
Гiстограма 204, 274
Графiк точковий 69, 274
Дiапазон 38
Змiнна 27
Iндекс 36, 37, 39, 41, 45
Команда 29
Коментар 16
Константа 27
Лист робочий 12
Матриця 44, 45, 169, 170
Множина 40
Область введення 12
– виведення 12
Опцiя 43
Пакет 160
Послiдовнiсть 36
Процедура 153
Рiвень обчислення 49
Список 39
Функцiя користувача 53
Цикл 149
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