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Передмова

Друга частина пропонованого посiбника присвячена основ-
ним поняттям математичного аналiзу та диференцiальних рiв-
нянь.

Створення Ньютоном i Лейбнiцем понад три столiття тому
основ диференцiального та iнтегрального числення вiдiграло
важливу роль в науцi взагалi й математицi зокрема.

Математичний аналiз, аналiтична геометрiя та алгебра, пе-
реплiтаючись, утворили той фундамент, на якому базуються
всi сучаснi математичнi дисциплiни та їхнє використання в на-
уцi й технiцi. Саме завдяки цьому математичний аналiз поряд
з алгеброю i геометрiєю є основою курсу вищої математики.

Математичний аналiз в цьому посiбнику охоплює теорiю
границь i неперервнiсть функцiй, диференцiальне та iнте-
гральне числення, ряди.

Теорiя границь лежить в основi визначення класу неперерв-
них функцiй. За допомогою границь також вводяться поняття
похiдної, iнтеграла, суми ряду, тощо.

У диференцiальному численнi значна увага акцентується
на поняттi похiдної функцiї та вивченнi її основних властиво-
стей. Наводяться рiзноманiтнi застосування диференцiального
числення в економiцi та природознавствi.

Iнтегральне числення мiстить виклад теорiї iнтеграла Рiма-
на та його узагальнення, а саме, невласних iнтегралiв. Подано
застосування iнтегралiв до розв’язання задач геометрiї, еконо-
мiки та природознавства.

Значна увага придiляється також iнтегральному численню
функцiй багатьох змiнних та його застосуванню.

Широко висвiтлено в курсi теорiю числових, функцiональ-
них рядiв i рядiв Фур’є.

Заключний роздiл курсу присвячений диференцiальним
рiвнянням. В ньому вiдзначено важливу роль математичних
моделей при описанi та вивченнi конкретних явищ i задач при-
родознавства. Наведено рiзноманiтнi застосування диферен-
цiальних рiвнянь у фiзицi, бiологiї, хiмiї та економiцi.
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Основнi особливостi цiєї частини курсу пов’язанi з бiльшим,
нiж в першiй частинi, рiвнем абстрактностi. Тому для кращого
сприйняття i розумiння матерiалу автори вважали за необхiдне
проводити виклад вiд простого до складного, супроводжуючи
його, де це можливо, рисунками. При цьому видiляються най-
iстотнiшi методи i факти, а також пропонуються лише такi до-
ведення, якi є типовими i повчальними.

Основний текст мiстить досить велику кiлькiсть розв’яза-
них прикладiв, кожний параграф закiнчується вправами для
самостiйного розв’язання. Ми сподiваємося, що це суттєво до-
поможе студентам у неформальному i глибокому засвоєнi тео-
ретичного матерiалу.
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Роздiл 6
Функцiї однiєї змiнної

§1. Поняття функцiї

1.1. Змiннi величини. При вивченнi закономiрностей,
якi зустрiчаються у природi, доводиться мати справу як зi ста-
лими величинами, так i зi змiнними.

Сталою називається величина, яка зберiгає одне й те саме
значення або взагалi, або у данiй ситуацiї. У другому випадку
сталу величину називають параметром.

Змiнною називається величина, яка може набувати рiзних
числових значень.

Змiнну величину (змiнну) вважають заданою, якщо вiдома
множина всiх числових значень, яких вона може набувати. Ста-
лу величину можна розглядати як частинний випадок змiнної,
коли множина її числових значень складається з одного числа.

Числовi значення змiнної величини утворюють певну мно-
жину дiйсних чисел. Їй вiдповiдає деяка множина точок число-
вої осi. Найчастiше ми зустрiчатимемося з числовими множи-
нами таких типiв: iнтервал (a; b); вiдрiзок [a; b]; напiвiнтервали
або напiввiдрiзки [a; b), (a; b]; необмеженi iнтервали (a; +∞),
(−∞; b) або необмеженi вiдрiзки [a; +∞), (−∞; b]; уся числова
вiсь (−∞; +∞). Усi вони детально описанi в роздiлi 1 першої
частини.

Надалi всi указанi множини об’єднуватимемо термiном про-
мiжок.

Будь-який iнтервал, що мiстить точку a, називається око-
лом точки a. Iнтервал (a − ε; a + ε), тобто множина точок x
таких, що |x − a| < ε, де ε > 0, називається ε-околом точки
a.

1.2. Поняття функцiї. Способи задання функцiї.
При вивченi рiзних явищ та процесiв, як правило, маємо справу
з сукупнiстю змiнних величин, якi зв’язанi мiж собою так, що
значення одних величин, що називаються незалежними змiн-
ними, повнiстю визначають значення iнших, якi називаються
залежними змiнними або функцiями.
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Змiнна величина y називається функцiєю змiнної вели-
чини x, якщо вони зв’язанi мiж собою так, що кожному роз-
глядуваному значенню величини x (допустимi значення) вiд-
повiдає єдине цiлком визначене значення величини y.

При цьому x називається аргументом або незалежною
змiнною, а y – залежною змiнною або функцiєю.

Сукупнiсть усiх значень незалежної змiнної x, для яких
функцiя y визначена, називається областю визначення або
областю iснування функцiї i позначається символом D(y) або
X.

Сукупнiсть усiх значень y називається множиною зна-
чень функцiї i позначається символом E(y) або Y .

Той факт, що y є функцiєю вiд x, скорочено позначатимемо
так:

y = f(x), x ∈ X,

де символ f називається характеристикою функцiї й озна-
чає правило, за яким елементу x ∈ X вiдповiдає єдиний еле-
мент y ∈ Y . Тодi множина значень функцiї Y = {y : y =
f(x), x ∈ X}.

Якщо функцiя f ставить у вiдповiднiсть числу x0 деяке
число y0, то це записують у виглядi y0 = f(x0) i при цьому y0

називають значенням функцiї при x = x0.
Поряд iз термiном функцiя використовують рiвнозначний

термiн вiдображення, а замiсть запису y = f(x) пишуть f :
x 7−→ y i кажуть, що f вiдображає число x у число y, або, що
число y є образом числа x при вiдображеннi f .

При обчисленнях запис y = f(x) зручнiший запису вигляду
f : x 7−→ y. Наприклад, запис f(x) = x2 значно зручнiше
i простiше використовувати при аналiтичних перетвореннях,
нiж запис f : x 7−→ x2.

Крiм букви f для позначення функцiй використовують й
iншi букви, наприклад, y = y(x), y = g(x), y = ϕ(x), y = F (x)
i т.д. Iншими буквами можуть позначатися також залежна i
незалежна змiннi.

Двi функцiї f i g називатимемо рiвними, якщо вони мають
спiльну область визначення X i f(x) = g(x), x ∈ X.
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Функцiя, усi значення якої однаковi, називається сталою.
Сталу функцiю позначають символом y = C, x ∈ R.

Функцiя y = f(x), x ∈ X, називається обмеженою зверху
(знизу) на множинi X, якщо iснує число M (m) таке, що для
довiльного x ∈ X виконується нерiвнiсть f(x) ≤ M (f(x) ≥ m).
Якщо функцiя обмежена зверху i знизу на множинi X, то вона
називається обмеженою на цiй множинi. Умову обмеженостi
функцiї f можна сформулювати ще й так: iснує число A > 0
таке, що для довiльного x ∈ X виконується нерiвнiсть |f(x)| ≤
A. Наприклад, функцiя f(x) = cosx, x ∈ R, обмежена на R,
бо | cosx| ≤ 1, x ∈ R, а функцiя f(x) = 1

x не є обмеженою
на iнтервалi (0; 1), оскiльки не iснує числа M такого, щоб для
довiльного x ∈ (0; 1) виконувалася нерiвнiсть 1

x ≤ M .
Для наочного зображення поведiнки функцiї, будують гра-

фiк, розглядаючи незалежну змiнну x i функцiю y як прямо-
кутнi координати деякої точки M на площинi Oxy.

Графiком функцiї y = f(x), x ∈ X, називається множина
усiх точок M(x; y) площини Oxy, координати яких зв’язанi да-
ною функцiональною залежнiстю, тобто множина точок вигля-
ду Γf = {(x; f(x)), x ∈ X}.

Графiк функцiї може бути деякою суцiльною лiнiєю (кри-
вою або прямою), а може складатися з окремих точок.

-

6y

x
0

y1 =
√

1− x2

y2 = −√1− x2

x 1

Зауважимо, що не всяка лiнiя є графiком деякої функцiї.
Наприклад, коло x2 + y2 = 1 не є графiком функцiї, оскiль-
ки кожне x ∈ (−1; 1) входить не в одну, а у двi пари чисел
(x; y) цiєї множини з рiзними значеннями y : y1 =

√
1− x2 i

y2 = −√1− x2, що суперечить вимозi однозначностi в означен-
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нi функцiї.
У той же час частина кола, що лежить у нижнiй пiвпло-

щинi, є графiком функцiї y1 = −√1− x2, x ∈ [−1; 1], а друга
частина, що лежить у верхнiй пiвплощинi,– графiком функцiї
y =

√
1− x2, x ∈ [−1; 1].

Способи задання функцiї.Для того щоб задати функцiю
f , треба:

1) встановити область D(f) визначення функцiї;
2) описати закон вiдповiдностi, за яким для кожного x ∈

D(f) знаходитимемо число y.
Основнi способи задання цього закону: аналiтичний, гра-

фiчний, табличний i словесний.
При аналiтичному способi задання функцiя визначається

за допомогою аналiтичного виразу, тобто за допомогою фор-
мули, яка вказує, якi треба операцiї здiйснити над значеннями
аргументу, щоб дiстати вiдповiдне значення функцiї.

Якщо функцiя y = f(x), x ∈ X, задана формулою, то її ха-
рактеристика f описує ту сукупнiсть дiй, яку треба в певному
порядку виконати над значенням аргументу x, щоб одержати
вiдповiдне значення функцiї. Наприклад,

f(x) = 3
√

x2 − 1, x ∈ (−∞;−1) ∪ (1;+∞).

Тут f означає: 1) пiднесення до квадрата x; 2) вiднiмання
вiд одержаного результату одиницi; 3) добування з одержаної
рiзницi кубiчного кореня.

При аналiтичному способi задання функцiї, якщо область
визначення не описана, вважають, що нею є множина всiх тих
значень x, для яких написана формула має змiст. Цю область
називають природною областю визначення. Наприклад,
y =

√
1− x2 має областю визначення тi x, для яких 1− x2 ≥ 0,

тобто X = [−1; 1].
Треба пам’ятати, що не можна ототожнювати функцiю i

формулу, за допомогою якої задається ця функцiя. Наприклад:
1) y = x2, x ∈ (0;+∞); 2) y = x2, x ∈ [−2; 2]; 3) y = x2,
x ∈ R, це три рiзнi функцiї, оскiльки вони мають рiзнi областi
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визначення, хоча задаються за допомогою однiєї й тiєї самої
формули.

Можливий i такий випадок, коли функцiя на рiзних части-
нах областi визначення задається рiзними формулами.

-

6
y

x
1O

1

Наприклад,

y =
{

x, коли 0 ≤ x ≤ 1;
x2, коли x > 1.

При табличному способi задання функцiї складається таб-
лиця, у якiй указується ряд значень аргументу й значення
функцiї, що їм вiдповiдають.

Наприклад,

x ... −3 −2 −1 0 1 2 ...

y ... −27 −8 −1 0 1 8 ...

Очевидно, що за даними табличними значеннями, можна
вiдтворити аналiтично цю функцiю, а саме,

y = x3, x ∈ R.

У загальному випадку це не завжди вдається зробити, бо
таблиця визначає не всi значення функцiї.

Промiжнi значення функцiї знаходять наближено методом
iнтерполяцiї. Найпростiшим є лiнiйне iнтерполювання, при
якому припускається, що прирiст функцiї пропорцiйний при-
росту аргументу. Якщо задане значення x лежить мiж наведе-
ними в таблицi сусiднiми значеннями x0 i x1 = x0 + h, яким
вiдповiдають значення y0 = f(x0) i y1 = f(x0) + ∆f , то вважа-
ють, що

f(x) ≈ f(x0) +
x− x0

h
∆f. (1)

Величина x−x0
h ∆f називається iнтерполяцiйною поправ-

кою.
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Якщо за заданим значенням функцiї треба знайти набли-
жене значення аргументу, то необхiдно провести обернене iн-
терполювання.

Приклад. Функцiя задана таблицею:

x 3 3, 04 3, 08
y 3, 42 3, 88 4, 38

Знайти: 1) f(3, 008); 2) x, якщо f(x) = 4, 1.
J 1) Маємо x0 = 3; f(x0) = 3, 42; x1 = 3, 04; f(x1) = 3, 88; h =

x1−x0 = 3, 04− 3, 0 = 0, 04; ∆f = f(x1)− f(x0) = 3, 88− 3, 42 = 0, 46.
Згiдно з iнтерполяцiйною формулою (1)

y = f(3, 008) ≈ 3, 42 +
3, 008− 3

0, 04
0, 46 = 3, 512.

2) Обернене iнтерполювання можна провести за формулою (1),
якщо в нiй помiняти мiсцями x та y:

g(y) = g(y0) +
y − y0

h
∆g, (2)

де x = g(y) – невiдоме значення оберненої функцiї.
Маємо y0 = 3, 88; g(y0) = 3, 04; y1 = 4, 38; g(y1) = 3, 08; h =

y1− y0 = 4, 38− 3, 88 = 0, 50; ∆g = g(y1)− g(y0) = 3, 08− 3, 04 = 0, 04.
Скориставшись формулою (2), дiстанемо

x = g(4, 1) ≈ 3, 04 +
4, 1− 3, 88

0, 5
0, 04 = 3, 0576 ≈ 3, 058. I

Таблицi часто використовуються для задання функцiй. Так,
добре вiдомими є таблицi тригонометричних функцiй, табли-
цi логарифмiв i т.п. Прикладом табличного способу задання
функцiй є також графiк руху поїздiв, який визначає мiсцезна-
ходження поїзда в окремi моменти часу.

Графiчний спосiб задання функцiї полягає в тому, що
дається графiк функцiї, а її значення, якi вiдповiдають тим
або iншим значенням аргументу, знаходяться безпосередньо з
графiка.

Наприклад, на рис. 1 зображено графiк деякої функцiї
y = f(x), iз якого видно, що D(f) = [−2; 3], E(f) = [−1; 4].
Важливим є вмiння читати графiк, тобто встановлювати влас-
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тивостi функцiї за її графiком.
Зокрема, з даного рисунка вид-
но, що ця функцiя має єдиний
нуль x = −1, 5; зростає на всiй
областi визначення; f(x) < 0
при x ∈ [−2;−1, 5); f(x) > 0
при x ∈ (−1, 5; 3].

- x

6y

3
−2

4

1 2-1O-1

1
2

3

Рис. 1
Графiчно функцiю задають тодi, коли аналiтичний спосiб

застосовувати важко або й неможливо. У багатьох випадках
графiки креслять прилади-самописцi. Наприклад, кардiогра-
ми, енцефалограми в медицинi, барограми, що виражають гра-
фiчно змiну атмосферного тиску з часом, в географiї i т.п.

Словесний спосiб задання функцiї полягає в тому, що за-
кон вiдповiдностi задається словами. Вiдому функцiю f(x) =
|x| (рис. 2) задають словами так:

|x| =
{ −x, якщо x < 0;

x, якщо x ≥ 0.

- x

6

y = |x|

y

0
Рис. 2

- x

y = sgnx
¾

6

- −1

1

0

y

Рис. 3

-
x

y = [x]

-

6

- −1
0

y

-

-

-

1 2 3

1

2

-1-2

−2 Рис. 4
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Наведемо ще приклади таких функцiй. Функцiю f(x) =
sgnx (рис. 3) (читається "сигнум x" або "знак x") задають
словами

sgnx =




−1, якщо x < 0,
0, якщо x = 0,
1, якщо x > 0.

Функцiю f(x) = [x] (цiла частина x) задають так: цiла ча-
стина дiйсного числа x – це найбiльше цiле число, що не пере-
вищує x.

Наприклад: [2, 3] = 2; [−1, 8] = −2.
На рис. 4 показано графiк цiєї функцiї.
Ще одним прикладом словесного задання функцiї є функ-

цiя Дiрiхле:

χ(x) =
{

1, якщо x– рацiональне ,
0, якщо x– iррацiональне.

1.3. Парнi та непарнi функцiї. Перiодичнi функ-
цiї. Функцiя y = f(x), x ∈ X, називається парною, якщо: 1)
множина X симетрична вiдносно точки x = 0; 2) f(−x) = f(x),
x ∈ X.

Наприклад, функцiї y = x2, x ∈ R, i y = cosx, x ∈ R, –
парнi, оскiльки (−x)2 = x2 i cos(−x) = cosx, x ∈ R.

-
x

6y

y = f(x)

f(x)f(−x)

−x x0

M1
M2

З означення парної функцiї випливає, що будь-якi двi точки
графiка цiєї функцiї M1(x; f(x)) i M2(−x; f(−x)) симетричнi
вiдносно осi ординат. Тому графiк парної функцiї розмiщується
симетрично вiдносно осi Oy.
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Функцiя y = f(x), x ∈ X, називається непарною, як-
що: 1) множина X симетрична вiдносно точки x = 0; 2)
f(−x) = −f(x), x ∈ X.

Наприклад, функцiї y = x3, x ∈ R, i y = sinx, x ∈ R,
непарнi, оскiльки (−x)3 = −x3, sin(−x) = − sinx, x ∈ R.

Графiк непарної функцiї розмiщується симетрично вiд-
носно початку координат, оскiльки разом з точкою (x; f(x))
вiн мiстить i точку (−x;−f(x)).

-

6

x

−x

f(x) y = f(x)

f(−x)

x
0

y

Треба мати на увазi, що не всяка функцiя є парною або
непарною. Наприклад, кожна з функцiй y = x2 − x + 1, x ∈ R;
y = x+cosx, x ∈ R; y = 2x, x ∈ R, не є нi парною, нi непарною.

Функцiя y = f(x), x ∈ X, називається перiодичною, якщо
iснує таке число T 6= 0, що f(x± T ) = f(x), {x, x± T} ⊂ X.

-

6
y

y = f(x)

x
−T 0 T 2T

При цьому найменше з додатних чисел T (якщо воно iс-
нує), якi задовольняють умову f(x ± T ) = f(x), називається
перiодом функцiї y = f(x), x ∈ X. З тригонометрiї вiдомо, що
функцiї y = sinx, y = cos x, y = tg x, y = ctg x є перiодичними.
Для перших двох iз них перiод дорiвнює 2π, а двi останнi ма-
ють перiод π. При дослiдженнi перiодичної функцiї з перiодом
T i побудови її графiка досить знати значення цiєї функцiї на
будь-якому вiдрiзку довжини T , наприклад, на [0;T ].
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Перiодичними функцiями є не лише тригонометричнi функ-
цiї. Наприклад, функцiя Дiрiхле є перiодичною, оскiльки для
довiльного числа r ∈ Q маємо χ(x + r) = χ(x), x ∈ R. Слiд
зазначити, що ця функцiя перiоду не має.

1.4. Монотоннi функцiї. Функцiя f називається зрос-
таючою (спадною) на множинi X, якщо бiльшому значенню
аргументу з цiєї множини вiдповiдає бiльше (менше) значення
функцiї.

Нехай {x1, x2} ⊂ X i x2 > x1. Тодi функцiя зростає на
множинi X, якщо f(x2) > f(x1) i спадає, якщо f(x2) < f(x1)
(рис. 5).

Якщо функцiя f є тiльки зростаючою або тiльки спадною
на множинi X, то вона називається монотонною на цiй мно-
жинi або строго монотонною.

--

6y

x
a0 x1 x2 b

f(x1)

y = f(x)

-

6y

x
a0 x2x1 b

f(x2)

y = f(x)

а)
б)

Рис. 5

f(x2)
f(x1)

З рисункiв 5 а) i 5 б) безпосередньо видно, що кожна пряма,
яка паралельна осi Ox, перетинає графiк монотонної функцiї
в однiй точцi, тобто кожному значенню y ∈ Y вiдповiдає єдине
значення x ∈ X таке, що y = f(x).

6

-

y = x3

x

y
6

-

y = x2

x

y

0 0
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Наприклад, функцiя y = x3, x ∈ R, монотонна на R; функ-
цiя y = x2, x ∈ R, – кусково-монотонна: на (−∞, 0) вона спадає,
а на (0;+∞) – зростає.

У випадку, коли для {x1, x2} ⊂ X i x2 > x1 виконується
нерiвнiсть f(x2) ≥ f(x1) (f(x2) ≤ f(x1)), то функцiя f нази-
вається неспадною (незростаючою) на множинi X.

1.5. Поняття оберненої функцiї. Розглянемо функ-
цiю y = x3, x ∈ [−1; 2]. Ця функцiя здiйснює вiдображення
вiдрiзка [−1; 2] на вiдрiзок [−1; 8] – множину значень цiєї функ-
цiї.

Розглянемо рiвнiсть y = x3 як рiвняння вiдносно x. Це рiв-
няння для кожного значення y ∈ [−1; 8] визначає єдине значен-
ня x ∈ [−1; 2] за формулою x = 3

√
y. Геометрично це означає, що

всяка пряма, яка проходить через точку вiдрiзка [−1; 8], пара-
лельно осi Ox, перетинає графiк функцiї y = x3 тiльки в однiй
точцi. Iншими словами, кожному значенню y ∈ [−1; 8] ставить-
ся у вiдповiднiсть єдине значення x ∈ [−1; 2]. Це означає, що
на вiдрiзку [−1; 8] задана функцiя x = 3

√
y, яка вiдображає цей

вiдрiзок на вiдрiзок [−1; 2]. Функцiя x = 3
√

y називається обер-
неною до функцiї y = x3.

-

6

8

1 2 x

y

y = x3

-

6

1

1 2 x

y

x = 3
√

y

?

y = x3

x = 3
√

y

0 0

8
7
6
5
4
3
2
1

x

−1

−1

y

−1

−1

Перейдемо тепер до загального випадку. Розглянемо функ-
цiю y = f(x) з областю визначення X i множиною значень Y .
Нехай ця функцiя така, що пряма, яка проходить через довiль-
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ну точку множини Y , паралельно осi Ox, перетинає її графiк
тiльки в однiй точцi, тобто рiвняння y = f(x) для кожного
y ∈ Y визначає єдине значення x ∈ X.

Отже, кожному значенню y ∈ Y вiдповiдає єдине значення
x ∈ X, тобто на множинi Y задана функцiя, множиною значень
якої є X. Ця функцiя називається оберненою до функцiї y =
f(x) i позначається символом x = f−1(y). Очевидно, що для
функцiї x = f−1(y) оберненою є функцiя y = f(x). Тому обидвi
цi функцiї називаються взаємно оберненими.

-

6
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︸ ︷︷ ︸0

y = f(x)

-
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︸ ︷︷ ︸0

x = f−1(y)

Задана функцiя y = f(x), x ∈ X, i обернена до неї x =
f−1(y), y ∈ Y , виражають одну й ту саму залежнiсть мiж x i y.
Але у першому випадку ми розглядаємо x як незалежну змiнну,
а y як функцiю; у другому випадку – навпаки, y вважаємо
незалежною змiнною, а x – функцiєю. Отже, одна й та сама
лiнiя є графiком заданої функцiї y = f(x) i оберненої функцiї
x = f−1(y). Однак, якщо для заданої функцiї вiсь Ox є вiссю
незалежної змiнної, то для оберненої функцiї вiссю незалежної
змiнної служить вiсь Oy.

Зауважимо, що не для всякої функцiї iснує обернена. На-
приклад, функцiя y = x2, якщо її розглядати на всiй число-
вiй осi, не має оберненої функцiї, оскiльки кожному значенню
y > 0 вiдповiдає два значення x: x = −√y i x =

√
y. Якщо

функцiю y = x2 розглядати на промiжку 0 ≤ x < ∞, то вона
має обернену функцiю x =

√
y, бо кожному значенню y ≥ 0

вiдповiдає єдине значення x ∈ [0;∞), яке задовольняє рiвнян-
ня y = x2. Якщо ж функцiю y = x2 розглядати на iнтервалi
−∞ < x < 0, то матимемо iншу обернену функцiю x = −√y,
y > 0.
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Природно, виникає запитання: якою повинна бути функцiя
y = f(x), щоб вона мала обернену x = f−1(y)? Легко можна
довести, що монотонна функцiя y = f(x), x ∈ X, має обернену.

Практично, щоб знайти для функцiї y = f(x), x ∈ X, яка
задана за допомогою формули, обернену до неї функцiю x =
f−1(y), y ∈ Y , треба розв’язати рiвняння y = f(x), якщо це
можливо, вiдносно x.

Приклад. Знайти функцiю обернену до функцiї y = 2x+3
x−5 .

J Область визначення даної функцiї X = (−∞; 5) ∪ (5;∞).
Розв’язавши рiвняння y = 2x+3

x−5 вiдносно x, одержимо x = 5y+3
y−2 ,

y 6= 2. Отже, оберненою до функцiї y = 2x+3
x−5 , x ∈ X, є функцiя

x = 5y+3
y−2 , y ∈ Y = (−∞; 2) ∪ (2;∞). I
Зауваження. Нехай функцiя x = f−1(y), y ∈ Y , є обер-

неною до функцiї y = f(x), x ∈ X. Якщо незалежну змiн-
ну в оберненiй функцiї позначити знову через x, а функцiю –
через y, то тодi обернену функцiю можна записати у виглядi
y = f−1(x). Наприклад, для y = x3, x ∈ R, оберненою є функ-
цiя x = 3

√
y, або, якщо змiнити позначення, функцiя y = 3

√
x,

x ∈ R.
Графiк оберненої

функцiї y = f−1(x)
симетричний до гра-
фiка даної функцiї
y = f(x) вiдносно
бiсектриси y = x
першого й третього
координатних кутiв.

-

6

y = f−1(x)
y = x

y = f(x)
y

x0

1.6. Складена функцiя. Елементарнi функцiї.
Нехай функцiя y = f(u) є функцiєю вiд змiнної u, визначеною
на множинi U з областю значень V , а змiнна u у свою чергу
є функцiєю u = ϕ(x) вiд змiнної x, визначеною на множинi
X з областю значень U . Тодi задана на множинi X функцiя
y = f(ϕ(x)) називається складеною функцiєю (або ком-
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позицiєю функцiй, суперпозицiєю функцiй, функцiєю вiд
функцiї). Змiнну u називають промiжним аргументом скла-
деної функцiї.

Наприклад, якщо y = lg u, а u = sin x, то y є складеною
функцiєю вiд x: y = lg sinx. Ця складена функцiя визначена
лише для тих значень x, при яких u = sinx > 0, тобто для
x ∈ (2πn; π + 2πn), n ∈ Z, оскiльки логарифмiчна функцiя
визначена лише для додатних значень аргументу.

Стала функцiя f(x) = C, C = const, степенева функцiя xα

(α ∈ R), показникова функцiя ax (0 < a 6= 1), логарифмiч-
на функцiя loga x (0 < a 6= 1), тригонометричнi функцiї: sinx,
cosx, tg x, ctg x i оберненi тригонометричнi функцiї: arcsinx,
arccosx, arctg x, arcctg x називаються найпростiшими еле-
ментарними функцiями.

Всi функцiї, якi одержуються за допомогою скiнченно-
го числа арифметичних дiй над найпростiшими елементарни-
ми функцiями, а також суперпозицiєю цих функцiй, утворю-
ють клас елементарних функцiй. Прикладами елементарних
функцiй є: f(x) = |x|; f(x) = lg3 arctg 2

√
x + sin 3x, f(x) =

ln | sin 5x| − earcsin
√

x i т.д.
Розглянемо детальнiше найпростiшi елементарнi функцiї.
1) Стала y = C, x ∈ R, – це функцiя, яка має одне й те саме

значення для всiх значень аргументу. Графiком цiєї функцiї є
пряма, яка паралельна осi абсцис.

-

6

C

y

y = C

x
0

2) Степенева функцiя y = xα, де α – дiйсне число, вiд-
мiнне вiд нуля. Область визначення цiєї функцiї залежить вiд
значень показника α. Розглянемо окремi випадки степеневої
функцiї:

а) y = xn, n ∈ N; D(y) = (−∞;∞); E(y) = (−∞;∞), якщо
n – непарне i E(y) = [0;∞), якщо n – парне; функцiя непарна,
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коли n – непарне, i парна, коли n – парне; зростає на (−∞;∞),
при n – непарному; спадає на (−∞; 0] i зростає на (0;∞) при
парному n. 6

-

y = x3

x

y 6

-

y = x2

x

y

00

y = x

б) y = x−n, n ∈ N; D(y) = (−∞; 0) ∪ (0,∞); E(y) =
(−∞; 0) ∪ (0;∞), коли n – непарне i E(y) = (0;∞); коли n –
парне; функцiя непарна, при непарному n i парна при парному
n; спадає на (−∞; 0) i на (0;∞), якщо n – непарне; зростає на
(−∞; 0) i спадає на (0;∞), якщо n – парне.

6

-
0

y =
1
x

x

y 6

-

y =
1
x2

x0

y

в) y = n
√

x, n ∈ N, n > 1; D(y) = (−∞;∞), якщо n – непарне
i D(y) = [0;∞), якщо n – парне; E(y) = (−∞;∞), коли n –
непарне i E(y) = [0;∞), коли n – парне; функцiя непарна при
непарному n i загального вигляду при парному n; зростає на
(−∞;∞), якщо n – непарне i зростає на [0,∞), якщо n – парне.

6

-
x

y

0

y = 3
√

x

0

6

-
x

y =
√

xy

Якщо показник α є дiйсним числом, то областю визначення
степеневої функцiї y = xα вважаємо промiжок X = (0; +∞).
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3) Показникова функцiя y = ax, 0 < a 6= 1; D(y) =
(−∞;∞); E(y) = (0;∞); зростає на (−∞;∞), якщо a > 1; спа-
дає на (−∞;∞), якщо 0 < a < 1.

-

6

1

x x
-

y = ax, a > 1

6y

y = ax, 0 < a < 1

0

y

1

0

4) Логарифмiчна функцiя y = loga x, 0 < a 6= 1, D(y) =
(0;+∞); зростає на (0;∞), якщо a > 1; спадає на (0;∞), якщо
0 < a < 1. В обох випадках E(y) = R.

6

-

y

x

1

y = loga x, 0 < a < 1

y = loga x, a > 1

0

5) Тригонометричнi функцiї y = sin x, y = cosx, y = tg x,
y = ctg x.

а) y = sinx; D(y) = (−∞;∞); E(y) = [−1; 1]; функцiя
непарна; зростає на [−π

2
+ 2πn;

π

2
+ 2πn] i спадає на [

π

2
+

2πn;
3π

2
+ 2πn], n ∈ N; перiодична з перiодом T = 2π.

-

6
1

−1

y

x
2π

π

2
π

3π

2
−π

2
−π−3π

2
−2π

y = sin x

0
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б) y = cosx; D(y) = (−∞;∞); E(y) = [−1; 1]; функцiя пар-
на; зростає на [−π +2πn; 2πn] i спадає на [2πn; π +2πn], n ∈ N;
перiодична з перiодом T = 2π.

-

6
1

−1

y

x
2π

π

2
π

3π

2
−π

2
−π−3π

2
−2π

y = cos x

0

в) y = tg x; D(y) – об’єднання промiжкiв (−π
2 +πn; π

2 +πn),
n ∈ Z; E(y) = (−∞;∞); функцiя непарна; зростає на (−π

2 +
πn; π

2 + πn), n ∈ Z; перiодична з перiодом T = π.

-

6

−1

y

x
2π

π

2
π

3π

2
−π

2
−π−3π

2
−2π

y = tg x

0

г) y = ctg x; D(y) – об’єднання промiжкiв (πn; π+πn), n ∈ Z;
E(y) = (−∞;∞); функцiя непарна; спадає на (πn; π+πn, n ∈ Z;
перiодична з перiодом T = π.

-

y 6

−1
x

2π
π

2
π

3π

2
−π

2
−π−3π

2
−2π

y = ctg x

0
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6) Оберненi тригонометричнi функцiї y = arcsinx, y =
arccosx, y = arctg x, y = arcctg x.

а) y = arcsinx. Якщо розглядати функцiю y = sin x на всiй
числовiй осi (−∞;∞), то вона не має оберненої, оскiльки од-
ному значенню y ∈ [−1; 1] вiдповiдає нескiнченно багато зна-
чень x. Якщо ж цю функцiю розглядати на вiдрiзку [−π

2 ; π
2 ],

то на ньому функцiя y = sinx зростає i, отже, має обернену,
яку позначають символом x = arcsin y. Позначивши незалежну
змiнну через x, а функцiю через y, одержимо y = arcsinx.

Функцiя y = arcsinx визначена на вiдрiзку [−1; 1] i набуває
значень, якi належать вiдрiзку [−π

2
;
π

2
]. Ця функцiя зростає на

вiдрiзку [−1; 1].

-

6

−π

2

1−1 0

π

2
y

x

y = arcsin x

б) y = arccosx. Ця функцiя визначається як обернена до
функцiї y = cos x, якщо останню розглядати на вiдрiзку [0;π],
де вона спадає.

Функцiя y = arccosx визначена на вiдрiзку [−1; 1], а її зна-
чення належать вiдрiзку [0;π]. Вона спадає на вiдрiзку [−1; 1].

-

6
y
π

π

2

1−1 0 x

y = arccos x

в) y = arctg x. Визначається ця функцiя як обернена до
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функцiї y = tg x, якщо останню розглядати для x ∈ (−π

2
;
π

2
),

де вона зростає.
Функцiя y = arctg x визначена на всiй числовiй осi, а її

значення належать промiжку
(
−π

2
;
π

2

)
. Вона є зростаючою на

всiй числовiй осi.

π

2

6

-

−π

2

0

y

x

y = arctg x

г) y = arcctg x. Ця функцiя визначається як обернена до
функцiї y = ctg x, якщо останню розглядати на промiжку
(0;π), де вона спадає.

Функцiя y = arcctg x визначена на всiй числовiй осi, а мно-
жина значень належить промiжку (0;π). Вона спадає на всiй
числовiй осi.

π

2

6

-

π

0 x

y = arcctg x

y

1.7. Класифiкацiя елементарних функцiй.
1) Функцiя вигляду

P (x) = a0x
m + a1x

m−1 + ... + am−1x + am,

де m ≥ 0 – цiлi числа, a0, a1, . . ., am – довiльнi числа – коефi-
цiєнти (a0 6= 0), називається цiлою рацiональною функцiєю
або алгебраїчним многочленом степеня m. Многочлен пер-
шого степеня називається також лiнiйною функцiєю, а мно-
гочлен другого степеня – квадратним тричленом.
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2) Функцiя, яка є вiдношенням двох цiлих рацiональних
функцiй,

R(x) =
a0x

m + a1x
m−1 + . . . + am−1x + am

b0xn + b1xn−1 + . . . + bn−1x + bn
,

називається дробово-рацiональною функцiєю.
Сукупнiсть цiлих рацiональних i дробово-рацiональних

функцiй утворюють клас рацiональних функцiй.
3) Функцiя, що одержується за допомогою скiнченного чис-

ла суперпозицiй i чотирьох арифметичних дiй над степеневими
функцiями як iз цiлими, так i з дробовими показниками i не є
рацiональною, називається iррацiональною функцiєю.

Наприклад, f(x) =
√

x, f(x) = x +
√

x, f(x) = ( 5
√

x + x)3 +√
5x2 + 4x− 7
3x2 − 8x + 4

– iррацiональнi функцiї.

4) Всяка функцiя, яка не є рацiональною або iррацiональ-
ною, називається трансцендентною функцiєю. Це, напри-
клад, функцiї f(x) = sin x, f(x) = sinx + x i т.д.

Вправи

1. Знайти область визначення функцiї:
1) y = −√x2 − 4x + 4; 2) y = log2(x − 2); 3) y =

√
x − lg(2x − 3);

4) y = arccos
2x

x2 + 1
; 5) y =

√
x sin2 πx; 6) y =

1
lg(1− x)

+ 3
√

x + 2.

2. Знайти множину значень функцiї:
1) y = 2 − x − x2; 2) y =

√
3 sinx + cos x; 3) y = 2sin x; 4) y =

1
2 arcsin x2; 5) y =

√
5x− 4− x2; 6) y =

6x

x2 + 1
.

3. Дослiдити на парнiсть (непарнiсть) функцiю:
1) y = x2 3

√
x + 2 sin x; 2) y = |x| − 5ex2

; 3) y = x2 + 5x; 4) y =
ln2(

√
x2 + 1 + x); 5) y = (x− 1)2 sin2 x; 6) y = |x|+ x4, де x ∈ [−2; 10].

4. Знайти перiод функцiї:
1) y = sin(2x − 1

2 ); 2) y = 6 tg 3πx
4 ; 3) y = cos2 2πx; 4) y =

cos 2x cos 6x; 5) y = tg 4πx + ctg 5πx; 6) y = cos 2x + tg 3x + ctg 4x.
5. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї:
1) y = 4+

√
1− x2; 2) y = 3 sin x+4 cos x; 3) y = log2(x2 +4x+6);

4) y = 2cos x; 5) y = sin4 x + cos4 x.
6. Знайти таке значення x, для якого функцiя y = x2

32+2x4 набуває
найбiльшого значення.
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7. З’ясувати, якi з наведених нижче функцiй мають оберненi,
знайти вiдповiднi оберненi функцiї та їхнi областi визначення:

1) y = ax+b; 2) y = ln 2x; 3) y = 2x/2; 4) y = x2−1, x ∈ (−∞;− 1
2 ];

5) y =
{

x, якщо x ≤ 0,
2x, якщо x > 0.

Вiдповiдi

1. 1) R; 2) (2;∞); 3) ( 3
2 ;∞); 4) R; 5) Z ∪ (0;∞); 6) (−∞; 0) ∪

(0; 1). 2. 1) (−∞; 9
4 ]; 2) [−2; 2]; 3) [ 12 ; 2]; 4) [0; π

4 ]; 5) [0; 3
2 ]; 6) [−3; 3].

3. 1) Непарна; 2) парна; 3) нi парна, нi непарна; 4) парна; 5) нi парна,

нi непарна; 6) нi парна, нi непарна. 4. 1) π; 2)
4
3
; 3) 1

2 ; 4)
π
2 ; 5) 1;

6) π. 5. 1) ymin = 4, ymax = 5; 2) ymin = −5, ymax = 5; 3) ymin = 1;
4) ymin = 1

2 , ymax = 2; 5) ymin = 1
2 , ymax = 1. 6. x = ±2, ymax = 1

16 .
7. 1) Якщо a = 0, то обернена функцiя не iснує, якщо a 6= 0, то x =
y−b

a – обернена функцiя i D = (−∞;∞); 2) x = 1
2ey, D = (−∞;∞);

3) x = 2 log2 y, D = (0,∞); 4) x = −√y + 1, D = [− 3
4 ;∞); 5) x ={

y, якщо y ≤ 0,
y
2 , якщо y > 0.
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§2. Границя функцiї

2.1. Означення границi функцiї. Пiд околом U(a)
точки a (a – дiйсне число) розумiтимемо довiльний iнтервал
(α; β), який мiстить цю точку.

-
α βa

︷ ︸︸ ︷
U(a)

x

Пiд околом U(∞) символа ∞ розумiтимемо зовнiшнiсть
будь-якого вiдрiзка [α; β] ,тобто U(∞) = (−∞; α) ∪ (β; +∞).

-
α βa

U(∞)

x

Через U(a; δ) позначатимемо δ-окiл точки a, тобто iнтер-
вал (a− δ; a + δ), δ > 0.

-
a− δ a + δa

︷ ︸︸ ︷
U(a; δ)

x

Надалi ми також використовуватимемо поняття правого й
лiвого δ-околу або правого й лiвого δ-пiвоколу точки a:

U+(a; δ) = (a; a + δ);U−(a; δ) = (a− δ; a).

Нехай функцiя f визначена на множинi X. Точка a (a –
скiнчене) називається точкою скупчення цiєї множини, якщо
її довiльний δ-окiл U(a; δ) мiстить нескiнченно багато елементiв
множини X. У найпростiшому випадку можна вважати, що
функцiя f визначена у деякому околi точки a, причому в самiй
точцi a функцiя f не обов’язково визначена.

Отже, нехай a – точка скупчення множини X – областi
визначення функцiї f .

Число b називається границею функцiї f(x) при x → a

26



( або в точцi a), тобто

lim
x→a

f(x) = b,

якщо для довiльного ε > 0 iснує δ = δ(ε) > 0 таке, що

|f(x)− b| < ε,

як тiльки x ∈ o
U(a; δ)∩X, де

o
U(a; δ) = U(a; δ)\{a} (проколений

окiл точки a).
Коротко за допомогою символiв це означення можна запи-

сати так:

lim
x→a

f(x) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 ∀x ∈ o
U(a; δ) ∩X :

|f(x)− b| < ε.

З’ясуємо геометричний змiст цього поняття. Згiдно з озна-
ченням для будь-якого ε > 0 iснує таке δ > 0, що як тiльки
число x попадає в проколений δ-окiл точки a (x ∈ (a − δ; a) ∪
(a; a + δ)), то число f(x) попадає в ε-окiл точки b, отже, ча-
стина графiка функцiї f , що вiдповiдає даному околу точки
a, лежить у смузi мiж горизонталями y = b − ε та y = b + ε
(рис. 1)

-

6y

x

b

b + ε

b− ε

a− δ a a + δ

y = f(x)

0

Рис. 1

Зауважимо, що значення функцiї f в самiй точцi a нас не
цiкавить, зокрема, функцiя в точцi a може бути не визначена.

Якщо a = ∞, то

lim
x→∞ f(x) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀ |x| > ∆ i x ∈ X : |f(x)−b| < ε.
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Геометрично це означення характеризує те, що частина
графiка функцiї f , яка вiдповiдає значенням аргументу iз
(−∞;−∆)

⋃
(∆;∞) мiститься у смузi, обмеженiй прямими y =

b− ε i y = b + ε (рис. 2).

-

6

−∆ ∆

b− ε

b

b + ε

y

x

y = f(x)

0

Рис. 2

Приклад 1. Довести, що коли f(x) = C, x ∈ R, то

lim
x→a

f(x) = C, a ∈ R.

J Вiзьмемо довiльне ε > 0. Тодi |f(x) − C| = |C − C| = 0 < ε,
якщо |x− a| < δ = ε, а це означає, що lim

x→a
C = C. I

Приклад 2. Довести, що lim
x→2

x2 = 4, де x ∈ (1; 3).
J Нехай ε > 0 – довiльне дiйсне число. Доведемо, що iснує таке

δ = δ(ε) > 0, що |x2 − 4| < ε, як тiльки x ∈ (2− δ; 2 + δ) ∩ (1; 3).
Маємо |x2 − 4| = |(x− 2)(x + 2)| = |x− 2||x + 2| = |x− 2|(x + 2) <

5|x − 2|, бо x + 2 < 5, якщо x ∈ (1; 3). Вiзьмемо δ = ε
5 , тодi для

x ∈ (2 − δ; 2 + δ) ∩ (1; 3) одержуємо |x2 − 4| < 5 · ε

5
= ε, що й треба

довести. I
Приклад 3. Довести, що

lim
x→∞

x

x + 1
= 1.

J Задамо довiльне додатне ε i розглянемо абсолютну величину
рiзницi f(x)− b:

|f(x)− b| = | x

x + 1
− 1| =

∣∣∣∣
x− x + 1

x + 1

∣∣∣∣ =
1

|x + 1| =

=
1

|x− (−1)| ≤
1

|x| − | − 1| =
1

|x| − 1
,

якщо |x| > 1. Ми скористалися тим, що |a− b| ≥ ||a| − |b||.
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Вiзьмемо ∆ = 1 + 1
ε . Тодi, якщо |x| > ∆, тобто |x| > 1 +

1
ε
, то

|x| − 1 > 1
ε , а тому

1
|x| − 1

< ε.

Отже, для довiльного ε > 0 iснує ∆ = 1 + 1
ε таке, що для всiх

|x| > ∆ виконується нерiвнiсть | x
x+1 − 1| < ε, тобто lim

x→∞
x

x+1 = 1. I
Розглянемо деякi властивостi функцiй, якi мають скiнченi

границi в точцi a.
Теорема 1. Якщо функцiя f має границю при x → a, то

вона обмежена в деякому околi точки a.
J Згiдно з умовою iснує границя

lim
x→a

f(x) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ o
U(a; δ) ∩X : |f(x)− b| < ε.

Тодi

|f(x)| = |(f(x)− b) + b| ≤ |f(x)− b|+ |b| <

< ε + |b| ≡ M,x ∈ o
U(a; δ) ∩X. I

Зауваження 1. Обернене твердження неправильне, тобто
з обмеженостi функцiї в деякому околi точки a не випливає,
взагалi кажучи, iснування границi цiєї функцiї при x → a.

Наприклад, функцiя f(x) = sin
1
x

є обмеженою в проколе-
ному околi точки x = 0, але можна довести, що вона не має
границi при x → 0.

Теорема 2. Нехай функцiя f визначена в деякому околi
U(a) точки a i A < f(x) < B, x ∈ U(a). Якщо iснує lim

x→a
f(x) =

b, то A ≤ b ≤ B.
J Доведення проводимо вiд супротивного. Нехай, напри-

клад, b < A. Вiзьмемо ε = A − b > 0. Тодi, оскiльки функцiя
f має границю при x → a, для x ∈ o

U(a; δ) ∩ U(a) правильна
нерiвнiсть

|f(x)− b| < A− b ⇔ −(A− b) < f(x)− b < A− b ⇔

⇔ −A + 2b < f(x) < A.
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Звiдси випливає, що f(x) < A для x ∈ o
U(a; δ) ∩ U(a), а це

суперечить умовi теореми. Отже, b ≥ A. I
Зауваження 2. Теорема 2 правильна i у випадку, коли A ≤

f(x) ≤ B або A < f(x) ≤ B, або A ≤ f(x) < B, x ∈ U(a).
Наслiдок. Додатна функцiя не може мати вiд’ємної гра-

ницi, а вiд’ємна функцiя – додатної границi.

2.2. Однобiчнi границi. Символiчний запис x → a−0
означає, що x набуває значень, якi належать лiвому пiвоколу
точки a, тобто x → a i x < a.

Аналогiчно запис x → a + 0 означає, що x → a i x > a.
1) Число b називається лiвим граничним значенням

функцiї f в точцi x = a, тобто lim
x→a−0

f(x) = b, якщо

∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ U−(a; δ) ∩X : |f(x)− b| < ε.

2) Число c називається правим граничним значенням
функцiї f в точцi x = a, тобто lim

x→a+0
f(x) = c, якщо

∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ U+(a; δ) ∩X : |f(x)− c| < ε.

Границя lim
x→a−0

f(x) називається ще границею функцiї f злi-

ва при x → a−0, аналогiчно lim
x→a+0

f(x) – границею справа при
x → a + 0.

Часто для позначення границi злiва використовується запис
b = f(a− 0), а для границi справа – c = f(a + 0).

Якщо функцiя f визначена в точцi a, то її значення у цiй
точцi f(x) може не збiгатися з числами f(a− 0) i f(a + 0).

-

6

b = f(a− 0)
µ

ªc = f(a + 0)

f(a)

0 a x

y
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Наприклад, для функцiї

f(x) = sgnx =




−1, якщо x < 0,
0, якщо x = 0,
1, якщо x > 0;

f(0− 0) = lim
x→0−0

f(x) = lim
x→0−0

(−1) = −1,

f(0 + 0) = lim
x→0+0

f(x) = lim
x→0+0

(1) = 1,

f(0) = 0

i, отже,
f(0− 0) 6= f(0 + 0) 6= f(0).

-

6

-

¾1

−10 x

y

Праве i лiве граничнi значення функцiї f в точцi a часто
називають однобiчними граничними значеннями.

Очевидно, що коли функцiя f має границю в точцi a, то
вона має й однобiчнi границi в цiй точцi, якi однаковi.

Обернене твердження таке: якщо обидвi однобiчнi границi
iснують й однаковi, то функцiя f має границю в точцi x = a.

2.3. Границя послiдовностi. Розглянемо функцiю, об-
ластю визначення якої є множина натуральних чисел: x =
f(n), n ∈ N. Така функцiя називається функцiєю натураль-
ного аргументу або послiдовнiстю. Значення цiєї функцiї
називаються членами послiдовностi i позначаються символа-
ми xn, n ∈ N. Члени послiдовностi звичайно розмiщуються у
порядку зростання аргументу:

x1 = f(1), x2 = f(2), ..., xn = f(n), . . . ,
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x1 називається першим членом послiдовностi, x2 – другим чле-
ном, . . ., xn називається n-ним або загальним членом послiдов-
ностi.

Позначають послiдовнiсть символом (xn, n ∈ N), або

{xn, n ∈ N}. Наприклад, символ
{

1
n

, n ∈ N
}

означає послiдов-

нiсть чисел
1,

1
2
,
1
3
, ...,

1
n

, ....

Геометрично послiдовнiсть зображується на числовiй осi у
виглядi послiдовностi точок, координати яких дорiвнюють вiд-
повiдним членам послiдовностi. На рис. 3 зображена послiдов-
нiсть {xn, n ∈ N} = { 1

n , n ∈ N} на числовiй прямiй.

-

0 11
2

1
3

1
4

x

Рис. 3

Конкретизуючи означення границi функцiї lim
x→∞ f(x) на ви-

падок функцiї натурального аргументу, приходимо до означен-
ня границi послiдовностi.

Число a називається границею послiдовностi {xn, n ∈
N}, тобто lim

n→∞xn = a, якщо для довiльного ε > 0 iснує номер
n0 = n0(ε) такий, що для n > n0 виконується нерiвнiсть |xn −
a| < ε. У символiчнiй формi:

lim
n→∞xn = a ⇔ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : |xn − a| < ε.

Послiдовнiсть, яка має границю, називається збiжною, а
яка не має – розбiжною.

Змiст означення границi числової послiдовностi полягає в
тому, що, починаючи з деякого номера n0, члени послiдовностi
{xn, n ∈ N} як завгодно мало вiдрiзняються вiд числа a (за
абсолютною величиною менше, нiж на число ε, яким би малим
воно не було).

Приклад 4. Довести, що послiдовнiсть { 1
n

, n ∈ N} має границю

lim
n→∞

1
n

= 0.
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J Доведемо, що для довiльного ε > 0 iснує n0 = n0(ε) ∈ N таке,
що |xn − 0| = | 1n − 0| = 1

n < ε для всiх n > n0.
Очевидно, що |xn − 0| = | 1n − 0| = 1

n . Якщо n > n0 , то 1
n < 1

n0
.

Для того щоб виконувалась нерiвнiсть
1
n0

< ε, досить взяти n0 >
1
ε
,

зокрема, можна взяти n0 = [
1
ε
] + 1 .

Отже, для довiльного ε > 0 можна взяти n0 = [
1
ε
] + 1. Тодi для

n > n0 виконуватиметься нерiвнiсть |xn − 0| < ε, а це означає, що

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1
n

= 0. I

Приклад 5. Довести, що lim
n→∞

n

n + 1
= 1.

J Маємо

| n

n + 1
− 1| = |n− n− 1

n + 1
| = | −1

n + 1
| = 1

n + 1
<

1
n

.

Очевидно, що для довiльного n > n0 виконується нерiвнiсть,
1
n

<

1
n0

а тому | n

n + 1
− 1| < 1

n
<

1
n0

. Якщо для даного ε > 0 вибрати n0

так, щоб виконувалась нерiвнiсть 1
n0

< ε, то тодi | n

n + 1
− 1| < ε для

довiльного n > n0. Звiдси й випливає, що lim
n→∞

n

n + 1
= 1. I

Послiдовнiсть {αn, n ∈ N} називається нескiнченною ма-
лою, якщо

lim
n→∞αn = 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : |αn| < ε.

Якщо послiдовнiсть {xn, n ∈ N} збiжна i її границею є число
a, то рiзниця {xn − a, n ∈ N} = {αn, n ∈ N} є нескiнченно
малою послiдовнiстю. Звiдси випливає, що будь-який елемент
xn збiжної послiдовностi, яка має границею число a, можна
подати у виглядi

xn = a + αn,

де αn – елемент нескiнченно малої послiдовностi {αn, n ∈ N}.
Легко можна довести, що коли всi елементи нескiнченно

малої послiдовностi {αn, n ∈ N} дорiвнюють одному й тому
самому числу c, то c = 0.
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Розглянемо деякi властивостi збiжних послiдовностей.
Теорема 3. Збiжна послiдовнiсть обмежена.
J Нехай {xn, n ∈ N} – збiжна послiдовнiсть i число a – її

границя.
Нехай ε > 0 – довiльне число i n0 – номер, починаючи з

якого виконується нерiвнiсть |xn − a| < ε. Тодi для всiх n > n0

|xn| = |(xn − a) + a| ≤ |xn − a|+ |a| < ε + |a|.

Якщо взяти A = max{|a| + ε, |x1|, . . . , |xn0 |}, то |xn| ≤ A для
всiх номерiв n ∈ N, що й означає обмеженiсть послiдовностi
{xn, n ∈ N}. I

Обмежена послiдовнiсть може й не бути збiжною. Напри-
клад, послiдовнiсть {(−1)n, n ∈ N} обмежена, але не є збiжною.
Проведемо доведення вiд протилежного. Нехай границею цiєї
послiдовностi є число a. Це означає, що для довiльного ε > 0,

зокрема, i для ε =
1
2
, iснує номер n0 такий, що при n > n0

виконується нерiвнiсть |xn − a| <
1
2
. Оскiльки xn набуває по

черзi значення 1 або −1, то |1− a| < 1
2
i |(−1)− a| < 1

2
. Тодi

2 = |(1− a)− (−1 + a)| ≤ |1− a|+ |(−1) + a| ≤ 1
2

+
1
2

= 1,

тобто 2 ≤ 1. Одержана суперечнiсть доводить розбiжнiсть да-
ної послiдовностi.

Теорема 3 є пiдсиленням теореми 1 на випадок числових по-
слiдовностей. У теоремi 1 стверджується, що функцiя, яка має
границю при x → a, є обмеженою в деякому околi точки a, а не
в усiй областi визначення. Збiжна послiдовнiсть є обмеженою
в усiй областi визначення, тобто на множинi N.

Теорема 4. Збiжна послiдовнiсть має тiльки одну грани-
цю.

J Припустимо протилежне, що збiжна послiдовнiсть
{xn, n ∈ N} має двi границi a i b. Тодi для елементiв xn дiста-
немо

xn = a + αn, xn = b + βn, n ∈ N,
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де αn i βn – елементи нескiнченно малих послiдовностей
{αn, n ∈ N}, {βn, n ∈ N}. Вiднявши вiд першої рiвностi другу,
одержимо, що αn − βn = b − a. Оскiльки всi елементи нескiн-
ченно малої послiдовностi {αn−βn, n ∈ N} дорiвнюють одному
й тому самому числу b − a, то згiдно з попереднiм b − a = 0,
тобто a = b. I

Послiдовнiсть {yn, n ∈ N} називається нескiнченно вели-
кою, якщо для довiльного додатного числа E iснує номер n0

такий, що при n > n0 виконується нерiвнiсть |yn| > E. Для
нескiнченно великої послiдовностi використовують позначення
lim

n→∞ yn = ∞.
Доводиться, що коли {yn, n ∈ N} – нескiнченно велика по-

слiдовнiсть, то {αn, n ∈ N} =
{ 1

yn
, n ∈ N

}
– нескiнченно

мала послiдовнiсть i, навпаки, якщо {αn, n ∈ N} – нескiн-
ченно мала послiдовнiсть i αn 6= 0, n ∈ N, то послiдовнiсть

{yn, n ∈ N} =
{ 1

αn
, n ∈ N

}
– нескiнченно велика.

2.4. Нескiнченно малi та нескiнченно великi
функцiї. Розглядатимемо функцiї, якi визначенi на деякому
промiжку X i точку a, що можливо, i не належить промiжку
X, але будь-який її окiл мiстить точки даної множини.

Функцiя α називається нескiнченно малою при x → a,
якщо її границя дорiвнює нулю, тобто

lim
x→a

α(x) = 0.

Знаючи означення границi функцiї при x → a, можна дати
розгорнуте означення нескiнченно малої функцiї.

Функцiя α називається нескiнченно малою при x → a,
якщо для довiльного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для будь-якого
x ∈ o

U(a; δ) ∩X правильна нерiвнiсть

|α(x)| < ε.

Якщо lim
x→a

f(x) = b, b ∈ R, то функцiя α(x) = f(x) − b є
нескiнченно малою при x → a, що випливає з означення гра-
ницi функцiї.
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Звiдси отримуємо, що в околi
o
U(a; δ) функцiю f можна по-

дати у виглядi

f(x) = b + α(x), x ∈ o
U(a; δ) ∩X,

де lim
x→a

α(x) = 0.
Функцiя f називається нескiнченно великою при x → a,

якщо lim
x→a

f(x) = ∞, що рiвносильне такому:

∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ o
U(a; δ) ∩X : |f(x)| > E.

Наприклад, функцiї y = sinx при x → 0 i y =
3

2x− 5
при

x → ∞ є нескiнченно малими, бо lim
x→0

sinx = 0 i lim
x→∞

3
2x− 5

=

0; функцiя y = tg x при x → π

2
− 0 i y =

√
5x− 8 при

x → ∞ є нескiнченно великими, оскiльки lim
x→π

2
−0

tg x = ∞,

lim
x→+∞

√
5x− 8 = ∞.

Мiж нескiнченно малими i нескiнченно великими функцiя-
ми iснує певний зв’язок, який можна сформулювати так: якщо

f(x) → ∞ при x → a, то
1

f(x)
→ 0 при x → a; якщо α(x) → 0

при x → a, то
1

α(x)
→∞ при x → a за умови, що α(x) 6= 0 для

x 6= a.
Зауваження 3. Можна переконатися, що необмежена

функцiя не є, взагалi кажучи, нескiнченно великою. Напри-

клад, функцiя f(x) =
1
x

sin
1
x

є необмеженою в довiльному
околi точки x = 0, але вона не є нескiнченно великою при
x → 0, оскiльки функцiя весь час коливається, переходячи вiд
додатних до вiд’ємних значень i навпаки. Очевидно, що нескiн-
ченно велика функцiя є необмеженою при x → a.

Вивчимо основнi властивостi нескiнченно малих та нескiн-
ченно великих функцiй.

Властивiсть 1. Сума довiльного скiнченого числа нескiн-
ченно малих при x → a функцiй є нескiнченно малою при
x → a функцiєю.
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J Доведемо властивiсть для випадку двох функцiй α i β.
Згiдно з означенням маємо, що ∀ε > 0 ∃δ1 > 0 ∀x ∈

o
U(a; δ1) ∩ X : |α(x)| < ε

2 . Для цього ж ε > 0 ∃δ2 > 0

∀x ∈ o
U(a; δ2) ∩X: |β(x)| < ε

2
. Тодi

|α(x) + β(x)| ≤ |α(x)|+ |β(x)| < ε

2
+

ε

2
= ε

для довiльного x ∈ (
o
U(a; δ1) ∩

o
U(a; δ2)) ∩X. I

Властивiсть 2. Добуток обмеженої в деякому околi точ-
ки a функцiї f на нескiнченно малу при x → a функцiю α є
нескiнченно малою функцiєю при x → a.

J Нехай f є обмеженою в деякому околi U(a; δ) точки a,
тобто iснує число M > 0 таке, що для довiльного x ∈ U(a; δ)
правильна нерiвнiсть |f(x)| ≤ M . Якщо функцiя α є нескiнчен-
но малою при x → a, то

∀ε > 0 ∃δ1 = δ1(ε) > 0 ∀x ∈ o
U(a; δ1) : |α(x)| < ε

M
.

Тодi |f(x)α(x)| = |f(x)| |α(x)| ≤ M
ε

M
= ε, x ∈ o

U(a; δ1)∩U(a; δ),
а це i означає, що функцiя fα є нескiнченно малою при x →
a. I

Зауваження 4. З теореми 1 випливає, що нескiнченно мала
при x → a функцiя є обмеженою в деякому околi точки a.

Властивiсть 3. Добуток скiнченого числа нескiнченно ма-
лих при x → a функцiй є нескiнченно малою функцiєю при
x → a.

J Доведення цiєї властивостi випливає з властивостi 2 i за-
уваження 4. I

Зауваження 5. Вiдношення двох нескiнченно малих функ-
цiй α i β при x → a може бути функцiєю довiльної поведiнки.

Наприклад, нехай α(x) = x, β(x) = 2x + x2, γ = x2. Оче-
видно, що lim

x→0
α(x) = 0, lim

x→0
β(x) = 0, lim

x→0
γ(x) = 0. Тодi

lim
x→0

α(x)
γ(x)

= lim
x→0

x

x2
= lim

x→0

1
x

= ∞; lim
x→0

β(x)
α(x)

= lim
x→0

2x + x2

x
=

lim
x→0

(2 + x) = 2; lim
x→0

γ(x)
α(x)

= lim
x→0

x2

x
= lim

x→0
x = 0.
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Отже, границя lim
x→a

α(x)
β(x)

може дорiвнювати: нулю, числу

b 6= 0, символу ∞. У цьому випадку нескiнченно мала функцiя
α називається вiдповiдно: нескiнченно малою вищого по-
рядку, нiж функцiя β; одного порядку мализни; ниж-
чого порядку мализни, нiж функцiя β. Зокрема, якщо

lim
x→a

α(x)
β(x)

= 1, то нескiнченно малi α(x) i β(x) при x → a назива-

ються еквiвалентними; в цьому випадку пишуть α(x) ∼ β(x)
при x → a. Той факт, що α(x) є нескiнченно малою вищо-
го порядку нiж β(x), записується так: α(x) = o(β(x)) при
x → a. Якщо α(x) i β(x) одного порядку мализни, то пишуть
α(x) = O(β(x)) при x → a.

З правил порiвняння нескiнченно малих функцiй випливає
така важлива властивiсть: якщо α(x) ∼ α1(x) i β(x) ∼ β1(x)

при x → a й iснує границя lim
x→a

α(x)
β(x)

, то iснує i границя

lim
x→a

α1(x)
β1(x)

, причому цi обидвi границi однаковi.

2.5. Основнi теореми про границi. Розглядатимемо
функцiї, якi визначенi у деякому околi U(a) точки a, за винят-
ком, можливо, самої точки a.

Теорема 5. Якщо lim
x→a

f(x) = b, lim
x→a

g(x) = c, то lim
x→a

(f(x)±
g(x)) = b± c.

J З означення границi функцiї випливає, що

f(x) = b + α(x), x ∈ o
U(a; δ1)

g(x) = c + β(x), x ∈ o
U(a; δ2)

де lim
x→a

α(x) = 0 i lim
x→a

β(x) = 0.
Тодi

f(x)± g(x) = (b + α(x))± (c + β(x)) = b± c + (α(x)± β(x)),

∀x ∈ o
U(a; δ1) ∩

o
U(a; δ2).

38



Оскiльки функцiя α(x)±β(x) є нескiнченно малою при x →
a, то

lim
x→a

(f(x)± g(x)) = b± c. I

Наслiдок. Функцiя може мати лише одну границю при
x → a.

J Нехай lim
x→a

f(x) = b i lim
x→a

f(x) = c, де b 6= c. Тодi згiдно з
теоремою 1

0 = lim
x→a

(f(x)− f(x)) = lim
x→a

f(x)− lim
x→a

f(x) = b− c.

Звiдси випливає, що b− c = 0 або b = c, що суперечить припу-
щенню b 6= c. I

Зауваження 6. В умовi теореми 5 припускається, що кож-
на з функцiй має границю, i доводиться, що їхня сума (рiзниця)
також має границю. Обернене твердження, взагалi кажучи, не
має мiсця.

Наприклад,

lim
x→∞(sin2 x + cos2 x) = lim

x→∞ 1 = 1,

але lim
x→∞ sin2 x i lim

x→∞ cos2 x не iснують.
Теорема 6. Якщо lim

x→a
f(x) = b, lim

x→a
g(x) = c, то

lim
x→a

f(x)g(x) = bc.

J З того, що lim
x→a

f(x) = b, lim
x→a

g(x) = c випливає, що

f(x) = b + α(x), x ∈ o
U(a; δ1),

g(x) = c + β(x), x ∈ o
U(a; δ2),

де lim
x→a

α(x) = 0, lim
x→a

β(x) = 0. Тодi

f(x)g(x) = (b + α(x))(c + β(x)) = bc + (bβ(x)+

+cα(x) + α(x)β(x)), x ∈ o
U(a; δ1) ∩

o
U(a; δ2).
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Оскiльки функцiя bβ(x)+cα(x)+α(x)β(x) є нескiнченно малою
при x → a, то lim

x→a
f(x)g(x) = bc. I

З теореми 6 випливає, що сталий множник можна виносити
за знак границi:

lim
x→a

(cf(x)) = lim
x→a

c lim
x→a

f(x) = c lim
x→a

f(x).

Лема. Нехай lim
x→a

g(x) = c, c 6= 0. Тодi iснує проколений

окiл
o
U(a), у якому g(x) 6= 0 i функцiя

1
g(x)

обмежена.

J Нехай ε =
|c|
2

> 0. Тодi згiдно з означенням границi

функцiї маємо, що в деякому проколеному околi
o
U(a) правиль-

на нерiвнiсть |g(x)−c| < |c|
2
, тобто c− |c|

2
≤ g(x) ≤ c+

|c|
2
. Якщо

c > 0, то звiдси випливає, що 0 <
c

2
< g(x) <

3c

2
, x ∈ o

U(a), а

тому g(x) > 0 i
2
3c

<
1

g(x)
<

2
c
, x ∈ o

U(a). Отже, g(x) 6= 0

i
1

g(x)
обмежена в

o
U(a). Якщо ж c < 0, то аналогiчно має-

мо, що
3c

2
< g(x) <

c

2
, x ∈ o

U(a). Це означає, що g(x) < 0 i
2
c

<
1

g(x)
<

2
3c

, x ∈ o
U(a), тобто g(x) 6= 0 i

1
g(x)

обмежена в
o
U(a). I

Теорема 7. Якщо lim
x→a

f(x) = b, lim
x→a

g(x) = c i c 6= 0, то

lim
x→a

f(x)
g(x)

=
b

c
.

J Оскiльки f(x) = b+α(x), x ∈ o
U(a; δ1) а g(x) = c+β(x), x ∈

o
U(a; δ2) де lim

x→a
α(x) = 0 i lim

x→a
β(x) = 0,то

f(x)
g(x)

− b

c
=

b + α(x)
c + β(x)

− b

c
=

bc + cα(x)− bc− bβ(x)
c2 + cβ(x)

=

=
cα(x)− bβ(x)

c2 + cβ(x)
= γ(x), x ∈ o

U(a; δ1) ∩
o
U(a; δ2).
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Дрiб
cα(x)− bβ(x)

c2 + cβ(x)
= γ(x) є нескiнченно малою функцiєю при

x → a, бо lim
x→a

(cα(x)− bβ(x)) = c lim
x→a

α(x)− bβ(x) = c lim
x→a

α(x)−
b lim

x→a
β(x) = 0, a lim

x→a
(c2 + cβ(x)) = lim

x→a
c2 + c lim

x→a
β(x) = c2 6= 0 i

тому згiдно з лемою функцiя
1

c2 + cβ(x)
є обмеженою в деякому

околi точки a. Отже, маємо, що

f(x)
g(x)

− b

c
= γ(x), x ∈ o

U(a; δ1) ∩
o
U(a; δ2),

де lim
x→a

γ(x) = 0. Звiдси випливає,що функцiя
f(x)
g(x)

має границю

при x → a, яка дорiвнює
b

c
. I

Теореми про границi суми, рiзницi, добутку i частки полег-
шують знаходження границь.

Приклад 6. Знайти границю

lim
x→∞

(x + 10)(x + 20)2(x + 30)3

x6
.

J Перетворимо функцiю, границю якої треба знайти, i скори-
стаємося теоремою 6:

lim
x→∞(1 +

10
x

)(1 +
20
x

)2(1 +
30
x

)3 = lim
x→∞(1 +

10
x

)×

× lim
x→∞(1 +

20
x

)2 lim
x→∞(1 +

30
x

)3 = 1 · 12 · 13 = 1. I

Приклад 7. Знайти границю lim
x→1

x2 + 3x + 2
x2 − 2x + 5

.
J Оскiльки границя чисельника

lim
x→1

(x2 + 3x + 2) = lim
x→1

x2 + 3 lim
x→1

x + 2 = 1 + 3 + 2 = 6,

а границя знаменника

lim
x→1

(x2 − 2x + 5) = lim
x→1

x2 − 2 lim
x→1

x + 5 = 1− 2 + 5 = 4 6= 0,

то застосувавши теорему 7, дiстанемо

lim
x→1

x2 + 3x + 2
x2 − 2x + 5

=
lim
x→1

(x2 + 3x + 2)

lim
x→1

(x2 − 2x + 5)
=

6
4

=
3
2
. I

41



Приклад 8. Знайти границю

lim
n→∞

1− 1
2 + 1

4 − . . . + (−1)n−1 1
2n−1

1 + 1
3 + 1

9 + . . . + 1
3n−1

.

J У чисельнику маємо суму n членiв геометричної прогресiї iз

знаменником q = −1
2
, а тому

1− 1
2

+
1
4
− . . . + (−1)n−1 1

2n−1
=

1−
(
− 1

2

)n

1−
(
− 1

2

) =
2
3

(
1− (−1)n 1

2n

)
.

Аналогiчно в знаменнику є сума n членiв геометричної прогресiї

iз знаменником q =
1
3
i, отже,

1 +
1
3

+
1
9

+ . . . +
1

3n−1
=

1−
(

1
3

)n

1− 1
3

=
3
2

(
1− 1

3n

)
.

Тому

lim
n→∞

1− 1
2 + 1

4 − . . . + (−1)n−1 1
2n−1

1 + 1
3 + 1

9 + . . . + 1
3n−1

=

= lim
n→∞

2
3

(
1− (−1)n 1

2n

)

3
2

(
1− 1

3n

) = lim
n→∞

4
(
1− (−1)n 1

2n

)

9
(
1− 1

3n

) =
4
9
,

бо lim
n→∞

1
2n

= 0, lim
n→∞

1
3n

= 0. I
Безпосереднє застосування теорем про границi не завжди

дає позитивний результат. Наприклад,не можна застосовува-
ти теорему 7, якщо чисельник i знаменник прямують одночас-
но до нуля або нескiнченностi. У цьому випадку кажуть, що

дрiб
f(x)
g(x)

є невизначенiстю вигляду
0
0
або

∞
∞ вiдповiдно. Зна-

ходження границi lim
x→a

f(x)
g(x)

у цих випадках називатимемо роз-

криттям невизначеностi вигляду
0
0
або

∞
∞ . Тому часто, спершу

треба тотожно перетворити функцiю, границю якої шукаємо,
а потiм застосувати теореми про границi.
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Приклад 9. Знайти lim
x→1

x2 − 1
x3 − 1

.
J Тут безпосередньо застосувати теорему 7 не можна, бо границi

чисельника i знаменника дорiвнюють нулю при x → 1:

lim
x→1

(x2 − 1) = lim
x→1

x2 − 1 = 12 − 1 = 0,

lim
x→1

(x3 − 1) = lim
x→1

x3 − 1 = 13 − 1 = 0.

Тому треба розкрити невизначенiсть вигляду
0
0
. Для цього перетво-

римо дрiб, розклавши чисельник i знаменник на множники:

x2 − 1
x3 − 1

=
(x− 1)(x + 1)

(x− 1)(x2 + x + 1)
.

Скоротивши дрiб на x− 1 6= 0, матимемо тотожнiсть

x2 − 1
x3 − 1

=
x + 1

x2 + x + 1
.

Тодi границi правої та лiвої частин однаковi, тобто

lim
x→1

x2 − 1
x3 − 1

= lim
x→1

x + 1
x2 + x + 1

=
lim
x→1

(x + 1)

lim
x→1

(x2 + x + 1)
=

=
1 + 1

1 + 1 + 1
=

2
3
. I

Приклад 10. Знайти lim
x→+∞

5x2 + 6x + 1
6x2 + 4x + 2

.

J Оскiльки чисельник i знаменник прямують до нескiнченностi
при x → +∞, то маємо невизначенiсть ∞

∞ . Для того щоб знайти
границю даного дробу, попередньо перетворимо його

5x2 + 6x + 1
6x2 + 4x + 2

=
x2(5 + 6

x + 1
x2 )

x2(6 + 4
x + 2

x2 )
=

5 + 6
x + 1

x2

6 + 4
x + 2

x2

.

Тодi матимемо

lim
x→+∞

5x2 + 6x + 1
6x2 + 4x + 2

= lim
x→+∞

5 + 6
x + 1

x2

6 + 4
x + 2

x2

=
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=
lim

x→+∞(5 + 6
x + 1

x2 )

lim
x→+∞(6 + 4

x + 2
x2 )

=
5
6
. I

Приклад 11. Знайти lim
x→−∞

5x + 6
3x2 + 4x + 2

.

J Для того щоб можна було застосувати теорему 7 про границю
частки, подiлимо чисельник i знаменник на x2 :

lim
x→−∞

5x + 6
3x2 + 4x + 2

= lim
x→−∞

5
x + 6

x2

3 + 4
x + 2

x2

=

=
lim

x→−∞
(

5
x + 6

x2

)

lim
x→−∞(3 + 4

x + 2
x2 )

=
0
3

= 0. I

Приклад 12. Знайти lim
x→∞

7x3 + 6x2 − 2x

6x2 + 5x + 13
.

J Маємо

lim
x→∞

7x3 + 6x2 − 2x

6x2 + 5x + 13
= lim

x→∞
x3(7 + 6

x − 2
x2 )

x3( 6
x + 5

x2 + 13
x3 )

=

= lim
x→∞

7 + 6
x − 2

x2

6
x + 5

x2 + 13
x3

.

Оскiльки lim
x→∞

(7 + 6
x − 2

x2 ) = lim
x→∞

7 + lim
x→∞

6
x − lim

x→∞
2
x2 = 7, a

lim
x→∞

(
6
x

+
5
x2

+
13
x3

) = lim
x→∞

6
x

+ lim
x→∞

5
x2

+ lim
x→∞

13
x3

= 0,

то дрiб
6
x + 5

x2 + 13
x3

7 + 6
x − 2

x2

є нескiнченно малою функцiєю при x → +∞, а,

отже, обернений дрiб
7 + 6

x − 2
x2

6
x + 5

x2 + 13
x3

є нескiнченно великою функцiєю

при x → +∞.
Тому

lim
x→∞

7x3 + 6x2 − 2x

6x2 + 5x + 13
= ∞. I

Узагальнюючи приклади, розглянутi вище, можна зроби-
ти висновок: при x → ±∞ границя вiдношення двох много-
членiв однакових степенiв дорiвнює вiдношенню коефiцiєнтiв
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при старших степенях x; якщо ж степенi многочленiв рiзнi,
то границя їхнього вiдношення дорiвнює нулю, коли степiнь
чисельника менший за степiнь знаменника, i – нескiнченно-
стi у протилежному випадку, тобто

lim
x→±∞

amxm + am−1x
m−1 + ... + a0

bsxs + bs−1xs−1 + ... + b0
=





0, m < s,
am

bs
, m = s,

∞, m > s.

Приклад 13. Знайти границю

lim
n→∞

(1 + 2 + 3 + . . . + n

n + 2
− n

2

)
.

J Оскiльки 1 + 2 + 3 + . . . + n є сумою n перших членiв арифме-
тичної прогресiї, то

1 + 2 + 3 + . . . + n =
1 + n

2
· n.

Тому

lim
n→∞

(1 + 2 + 3 + . . . + n

n + 2
− n

2

)
= lim

n→∞

(n(1 + n)
2(n + 2)

− n

2

)
=

= lim
n→∞

n + n2 − n2 − 2n

2(n + 2)
= lim

n→∞
−n

2(n + 2)
=

= lim
n→∞

−n

2 · n
(
1 + 2

n

) = lim
n→∞

−1

2
(
1 + 2

n

) = −1
2
. I

2.6. Деякi ознаки iснування границi функцiї. Не
кожна функцiя має границю, навiть тодi, коли вона обмеже-
на. Наприклад, f(x) = sinx при x → ∞ границi не має, але
| sinx| ≤ 1, x ∈ R.

Розглянемо деякi ознаки iснування границi функцiї.
Теорема 8. Нехай у деякому околi U(a) точки a (за ви-

нятком можливо самої точки a) функцiя f мiститься мiж
функцiями ψ i ϕ, якi мають однакову границю при x → a,
тобто,

ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x), x ∈ o
U(a),
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lim
x→a

ϕ(x) = lim
x→a

ψ(x) = b.

Тодi функцiя f має при x → a ту саму границю b, тобто
lim
x→a

f(x) = b.
J Згiдно з умовою

ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x), x ∈ o
U(a).

Додамо до всiх частин даної нерiвностi −b:

ϕ(x)− b ≤ f(x)− b ≤ ψ(x)− b, x ∈ o
U(a).

Звiдси випливає, що

|f(x)− b| ≤ max(|ϕ(x)− b|, |ψ(x)− b|), x ∈ o
U(a).

Оскiльки

lim
x→a

ϕ(x) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃δ1 > 0 ∀x ∈ o
U(a; δ1) ∩

o
U(a) :

|ϕ(x)− b| < ε;

lim
x→a

ψ(x) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃δ2 > 0 ∀x ∈ o
U(a; δ2) ∩

o
U(a) :

|ψ(x)− b| < ε,

то
|f(x)− b| < ε, x ∈ o

U(a; δ1) ∩
o
U(a; δ2) ∩

o
U(a)

що рiвносильно lim
x→a

f(x) = b. I
Приклад 14. Знайти границю

lim
n→∞

√
1− 1

n
,

скориставшись теоремою 8.
J Розглянемо три послiдовностi, тобто функцiї натурального

аргументу: {xn, n ∈ N}, {yn, n ∈ N}, {zn, n ∈ N}, де xn = 1,

yn =

√
1 +

1
n
, zn = 1 +

1
n
, n ∈ N. Очевидно, що

xn ≤ yn ≤ zn, n ∈ N.
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оскiльки lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1 = 1, lim
n→∞

zn = lim
n→∞

(
1+

1
n

)
= 1, то згiдно з

теоремою 8 iснує границя lim
n→∞

yn i дорiвнює 1, тобто lim
n→∞

√
1 +

1
n

=

1. I
Теорема 9. Обмежена монотонна послiдовнiсть {xn, n ∈

N} має границю, тобто є збiжною.
J Розглянемо випадок неспадної послiдовностi. Нехай x1 ≤

x2 ≤ x3 ≤ . . . ≤ xn ≤ xn+1 ≤ . . . й iснує число M таке, що
xn ≤ M , n ∈ N. Тодi множина X, яка складається з елемен-
тiв цiєї послiдовностi, тобто X = {x1, x2, x3, . . . , xn, . . .}, є об-
меженою зверху i непорожньою. Тому ця множина має точну
верхню межу a. Доведемо, що це число a є границею заданої
послiдовностi.

Оскiльки a = supX, то згiдно з властивiстю точної верхньої
межi для довiльного ε > 0 знайдеться номер n0 такий, що xn0 >
a − ε. З того, що послiдовнiсть {xn, n ∈ N} неспадна випливає
нерiвнiсть xn > a− ε для n > n0. З iншого боку, за означенням
верхньої межi, xn ≤ a < a + ε, n ∈ N. Отже, для n > n0

правильнi нерiвностi a−ε < xn < a+ε або |xn−a| < ε. Останнє
означає, що a – границя послiдовностi {xn, n ∈ N}.

У випадку незростаючої послiдовностi маємо, що lim
n→∞xn =

b, де b = inf X. I
Зауваження 7. Якщо послiдовнiсть {xn, n ∈ N} незрос-

таюча (неспадна), то в теоремi 9 досить вимагати, щоб вона
була обмежена знизу (зверху), бо вона завжди обмежена звер-
ху (знизу) своїм першим елементом x1.

Приклад 15. Довести, що

lim
n→∞

n

2n
= 0.

J Спочатку доведемо, що послiдовнiсть
{ n

2n
, n ∈ N

}
є незроста-

ючою. Справдi,

xn+1

xn
=

n + 1
2n+1

2n

n
=

n + 1
2n

≤ 1, n ∈ N

а це означає, що xn+1 ≤ xn, n ∈ N.
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Оскiльки xn =
n

2n
> 0, n ∈ N, то послiдовнiсть обмежена знизу.

Тодi з теореми 9 випливає, що вона має границю, тобто lim
n→∞

xn = a,
a ∈ R. Для того щоб знайти це число a, перейдемо до границi в

рiвностi xn+1 =
n + 1
2n

xn, n ∈ N. Тодi одержимо, що

lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

n + 1
2n

lim
n→∞

xn

або a =
1
2
a, тобто a = 0. I

Теорему 9 можна узагальнити на випадок монотонних
функцiй.

Теорема 10. Нехай функцiя f монотонна i обмежена при
x < a(x > a). Тодi iснує лiве (праве) граничне значення f при
x → a:

lim
x→a−0

f(x) = f(a− 0), ( lim
x→a+0

f(x) = f(a + 0)).

2.7. Двi важливi границi
2.7.1. Перша важлива границя. Довести, що

lim
x→0

sinx

x
= 1.

J Безпосереднє обчислення цiєї границi приводить до
невизначеностi вигляду 0

0 . Для її розкриття скористаємося гео-
метричними мiркуваннями.

Нехай x – величина центрального
кута в радiанах i 0 < x <

π

2
, а ра-

дiус кола R. Очевидно, що S∆AOD <
Sсект.AOD < S∆COD. Оскiльки AB =
R sinx,OD = R, CD = R tg x, а дов-
жина дуги ĂD = Rx, то одержимо

-

6

x

A

C

B D0 x

y

1
2
OD ·AB <

1
2
ĂD ·R <

1
2
OD · CD ⇔ 1

2
R2 sinx <

1
2
R2x <

<
1
2
R2 tg x ⇔ sinx < x < tg x, x ∈ (0;

π

2
).
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Подiливши цю нерiвнiсть на sinx > 0, матимемо

1 <
x

sinx
<

1
cosx

, x ∈ (0;
π

2
).

Очевидно, що одержана нерiвнiсть правильна i для x ∈ (−π

2
; 0),

бо
−x

sin(−x)
=

x

sinx
, cos(−x) = cosx.

Отже, маємо нерiвностi

cosx <
sinx

x
< 1, x ∈ (−π

2
; 0)

⋃
(0;

π

2
).

Якщо lim
x→0

cosx = 1, то, скориставшись теоремою 8, одержи-
мо, що

lim
x→0

sinx

x
= 1,

бо lim
x→0

1 = 1.
Доведемо, що lim

x→0
cosx = 1. Очевидно, що 0 ≤ 1 − cosx =

2 sin2 x
2 ≤ 2

x2

4
=

x2

2
, x ∈

(
− π

2
; 0

)
∪

(
0;

π

2

)
. Тодi згiдно з

теоремою 8 маємо lim
x→0

(1−cosx) = 0, бо lim
x→0

0 = 0, lim
x→0

x2

2
= 0. I

Наведемо приклади застосування цiєї важливої границi.
Приклад 16. Знайти lim

x→0

tg 2x

x
.

J Маємо

lim
x→0

tg 2x
x

= lim
x→0

sin 2x

2x

1
cos 2x

2 =

= lim
x→0

sin 2x

2x
lim
x→0

1
cos 2x

lim
x→0

2 = 1 · 1 · 2 = 2. I

Приклад 17. Знайти lim
x→0

1− cos x

x2
.

J Обчислимо цю границю, зробивши певнi перетворення:

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

2 sin2 x
2

x2
= lim

x→0

(
sin x

2
x
2

)2
1
2

=
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= lim
x→0

(
sin x

2
x
2

)2

lim
x→0

1
2

= 1 · 1
2

=
1
2
. I

2.7.2. Друга важлива границя. Довести, що послiдов-

нiсть {xn, n ∈ N} =

{(
1+

1
n

)n

, n ∈ N
}

має скiнчену границю,

яка мiститься мiж 2 i 3.
J Для доведення того, що iснує границя lim

n→∞xn, перевiримо
виконання умов теореми 9.

Скориставшись формулою бiнома Ньютона, подамо xn у
виглядi

xn = (1 +
1
n

)n = 1 + n
1
n

+
n(n− 1)

2!
1
n2

+

+
n(n− 1)(n− 2)

3!
1
n3

+ ... +
n(n− 1)...(n− (n− 1))

n!
1
nn

або
xn = 2 +

1
2!

(1− 1
n

) +
1
3!

(1− 1
n

)(1− 2
n

) + ...+

+
1
n!

(1− 1
n

)(1− 2
n

)...(1− n− 1
n

).

Аналогiчно

xn+1 = 2 +
1
2!

(1− 1
n + 1

) +
1
3!

(1− 1
n + 1

)(1− 2
n + 1

) + ...+

+
1
n!

(1− 1
n + 1

)(1− 2
n + 1

)...(1− n− 1
n + 1

) +
1

(n + 1)!
×

×(1− 1
n + 1

)(1− 2
n + 1

)...(1− n

n + 1
).

Оскiльки

1− k

n
< 1− k

n + 1
, k ∈ {1, . . . , n},

i, крiм того, xn+1 мiстить у порiвняннi з xn додатковий додат-
ний член, то xn < xn+1, n ∈ N, тобто послiдовнiсть {xn, n ∈ N}
є зростаючою.
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У формулi для xn кожний вираз у дужках менший за 1, i,
крiм того,

1
k!

<
1

2k−1
, k ∈ N \ {1}.

Тому для кожного n ∈ N

xn < 2 +
1
2

+
1
22

+ . . . +
1

2n−1
= 2 +

1
2 − 1

2
1

2n−1

1
2

= 3− 1
2n−1

< 3,

тобто, послiдовнiсть {xn, n ∈ N} обмежена зверху числом 3.
Очевидно, що {xn, n ∈ N} обмежена знизу 2.

Одержали, що послiдовнiсть є зростаючою i обмеженою, а
тому згiдно з попереднiм наслiдком має скiнчену границю, яку
позначають буквою e:

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e, де 2 ≤ e ≤ 3.

Точнiше пiдраховується, що e ≈ 2, 718281.... Крiм того,
можна довести, що e є iррацiональним числом.

Доведено, що функцiя f(x) = (1 + 1
x)x при x → +∞ i при

x → −∞ має границю, що дорiвнює числу e:

e = lim
x→∞(1 +

1
x

)x.

У цiй рiвностi покладемо y = 1
x , тобто x = 1

y i як результат
одержимо ще один запис числа e:

e = lim
y→0

(1 + y)
1
y .

Число e (число Ейлера, неперове число) вiдiграє дуже важ-
ливу роль у математичному аналiзi. Графiк функцiї y = ex на-
зивається експонентою. Широко використовуються логариф-
ми за основою e, якi називаються натуральними. Натуральнi
логарифми позначаються символом ln:

loge x = ln x, x > 0.
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До числа e приводить розв’язування багатьох прикладних
задач статистики, фiзики, бiологiї, хiмiї, економiки i т. п.

Приклад 18. Розглянемо задачу про неперервне нарахування
вiдсоткiв. Початковий вклад у банк становить q0 грошових одиниць.
Банк виплачує p% рiчних. Треба знайти розмiр вкладу qt через t
рокiв.

J Очевидно, що при p% рiчних розмiр вкладу щорiчно збiль-
шується в (1 + p

100 ) разiв, тобто q1 = q0(1 + p
100 ), q2 = q1(1 + p

100 ) =
q0(1 + p

100 )2, ..., qt = q0(1 + p
100 )t.

Отже, маємо, що через t рокiв сума вкладу

qt = q0(1 +
p

100
)t.

Ця формула називається формулою складних вiдсоткiв.
Якщо нараховувати вiдсотки по вкладах не один раз на рiк, а n

разiв, то при тому самому щорiчному приростi p% вiдсоток нараху-

вання за
1
n
− y частину року становитеме

p

n
%, а розмiр вкладу за t

рокiв при nt нарахуванняx дорiвнюватиме

qt = q0(1 +
p

100n
)nt.

Вважатимемо, що вiдсотки по вкладу нараховуються кожне пiврiччя
(n = 2), щоквартально (n = 4), щомiсячно (n = 12), кожного дня
(n = 365), щогодини (n = 8760) i т.д., неперервно (n → ∞). Тодi
розмiр вкладу за t рокiв становитиме

qt = lim
n→∞

q0(1 +
p

100n
)nt = q0 lim

n→∞
((1 +

p

100n
)

100n
p )

pt
100 =

=
∣∣∣∣

x = p
100n ,

n →∞⇒ x → 0

∣∣∣∣ = q0 lim
x→0

((1 + x)
1
x )

pt
100 = q0e

pt
100 .

Ця формула виражає показниковий (експоненцiальний) закон
зростання (при p > 0) або спадання (при p < 0). Вона використо-
вується при неперервному нарахуваннi вiдсоткiв.

На практицi у фiнансово-кредитних операцiях неперервне на-
рахування вiдсоткiв використовується рiдко, але воно є ефективним
при аналiзi складних фiнансових проблем, зокрема, при обгрунту-
ваннi та виборi iнвестицiйних рiшень.I

Приклад 19. Нехай є m0 грам-молекул активної речовини.
Припускаючи, що за одиницю часу вступає в реакцiю p% цiєї ре-
човини, знайти, яка кiлькiсть грам-молекул не вступить в реакцiю
за час t.
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J За одиницю часу в реакцiю вступають
pm0

100
грам-молекул, а

залишається m0

(
1− p

100

)
. Через двi одиницi часу не вступило в

реакцiю m0

(
1− p

100

)2

, а через t одиниць часу – m0

(
1− p

100

)t

грам-
молекул.

Якщо одиницю часу подiлити на n частин, то за
1
n
-у частину

одиницi часу матимемо
p

n
% вiдсоткiв речовини, що вступає в реак-

цiю, а тодi за t одиниць часу не вступить в реакцiю m0

(
1− p

100n

)nt

грам-молекул. У випадку, коли n → ∞ матимемо, що не вступає в
реакцiю за час t така кiлькiсть речовини:

C = lim
n→∞

m0

(
1− p

100n

)nt

= m0

(
lim

n→∞

(
1− p

100n

)− 100n
p

)− pt
100

=

= m0e
− pt

100 . I

Зауваження 8. У багатьох випадках обчислення границi
спрощується, якщо скористатися еквiвалентнiстю нескiнченно
малих функцiй.

Приклад 20. Знайти lim
x→0

sin 5x

x + x3
.

J Оскiльки sin 5x ∼ 5x, x + x3 ∼ x при x → 0, то

lim
x→0

sin 5x

x + x3
= lim

x→0

5x

x
= lim

x→0
5 = 5. I

Наведемо основнi еквiвалентностi. Якщо α(x) → 0 при
x → a, то α(x) ∼ sinα(x) ∼ tg α(x) ∼ arcsinα(x) ∼ arctg α(x) ∼
ln(1 + α(x)) ∼ (eα(x) − 1).

Доводяться цi еквiвалентностi за допомогою означення
еквiвалентних нескiнченно малих, а саме: нескiнченно малi

функцiї α(x) i β(x) еквiвалентнi при x → a, якщо lim
x→a

β(x)
α(x)

= 1.

Провiвши очевиднi перетворення i скориставшись першою
важливою границею, одержимо:

1) lim
x→0

sinα(x)
α(x)

=
∣∣∣∣

α(x) = t, α(x) → 0
при x → 0, тодi t → 0

∣∣∣∣ = lim
t→0

sin t

t
= 1;
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2) lim
x→0

tg α(x)
α(x)

= lim
t→0

tg t

t
= lim

t→0

sin t

t
· 1
cos t

=

= lim
t→0

sin t

t
lim
t→0

1
cos t

= 1;

3) lim
x→0

arcsinα(x)
α(x)

=

∣∣∣∣∣∣

arcsinα(x) = t, α(x) = sin t,
α(x) → 0 при x → 0,
тому t → 0

∣∣∣∣∣∣
=

= lim
t→0

t

sin t
= 1;

4) lim
x→0

arctg α(x)
α(x)

=

∣∣∣∣∣∣

arctg α(x) = t, α(x) = tg t,
α(x) → 0 при x → 0,
тому t → 0

∣∣∣∣∣∣
=

= lim
t→0

t

tg t
= 1.

Еквiвалентностi ln(1+α(x)) ∼ α(x) i eα(x) ∼ α(x) при x → 0
доведемо в наступному параграфi.

Приклад 21. Знайти границю lim
x→0

2 arcsin x

3x
.

J Маємо невизначенiсть типу 0
0 . Оскiльки arcsin x ∼ x при x → 0,

то
lim
x→0

2 arcsinx

3x
= lim

x→0

2x

3x
= lim

x→0

2
3

=
2
3
. I

Вправи

1. Використовуючи означення границi функцiї, довести, що:

1) lim
n→∞

3n + 4
n

= 3; 2) lim
n→∞

1
n

cos
nπ

4
= 0; 3) lim

n→∞
2n− 1
n + 3

= 2;

4) lim
x→4

(6− 5x) = −14; 5) lim
x→∞

4x− 3
2x + 1

= 2.

2. Знайти границю: 1) lim
x→1

x2 − 2x + 1
x3 − x

; 2) lim
x→−2

3x + 6
x3 + 8

;

3) lim
x→3

9− x2

√
3x− 3

; 4) lim
x→∞

5x2 − 3x + 2
2x2 + 4x + 1

; 5) lim
x→0

√
1 + x2 − 1√
x2 + 16− 4

;

6) lim
x→π

4

sin x− cosx

cos 2x
; 7) lim

x→∞
(
√

4x4 + 13x2 + 7 − 2x2); 8) lim
x→0

tg 2x

sin 5x
;

9) lim
x→0

1− cos3 x

x sin 2x
; 10) lim

x→∞
2x − 3x

2x + 3x
; 11) lim

x→∞
(x − 5) sin

1
x− 5

;

12) lim
x→0

sin 4x√
x + 1− 1

; 13) lim
x→ 1

2

arcsin(1− 2x)
4x2 − 1

; 14) lim
x→0

ln(1 + 3x sin x)
tg x2

;
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15) lim
x→0

2x− arcsin x

2x + arcsin x
; 16) lim

x→∞
(1 +

2
x

)x; 17) lim
x→0

(1 + 3 tg2 x)ctg
2 x;

18) lim
x→∞

(
x2 + 1
x2 − 3

)x3−5; 19) lim
x→0

(cos x)
1

2x2 ; 20) lim
x→1

(1 + sin πx)ctg πx;

21) lim
x→0

(1 + tg2
√

x)
1
2x ; 22) lim

x→0

√
cos x− 3

√
cosx

sin2 x
; 23) lim

n→∞
( 3
√

n3 + 2n2−

n); 24) lim
n→∞

1− 10n

1 + 10n+1
; 25) lim

n→∞

(
1− 3

5n

)n

; 26) lim
n→∞

3
√

n2

n + 1
sin n!.

Вiдповiдi

2. 1) 0 ; 2)
1
4
; 3)−12; 4)

5
2
; 5) 4; 6) − 1√

2
; 7) 13

4 ; 8)
2
5
; 9)

3
4
; 10) −1;

11) 1; 12) 8; 13) −1
2
; 14) 3; 15) 1

3 ; 16) e2; 17) e3; 18)∞; 19) e
−1
4 ; 20) e−1;

21) e
−1
2 ; 22) − 1

12
; 23)

2
3
; 24) −0, 1; 25) e−

3
5 ; 26) 0.
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§3. Неперервнiсть функцiї

Поняття неперервностi функцiї є одним з основних понять
математичного аналiзу.

3.1 Означення неперервностi функцiї. Функцiя y =
f(x) з областю визначення X називається неперервною в
точцi x0, якщо виконуються умови:

1) функцiя f визначена в точцi x0, тобто x0 ∈ X;
2) iснує lim

x→x0

f(x);

3) lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Оскiльки lim
x→x0

x = x0, то умову 3) можна записати у виглядi

lim
x→x0

f(x) = f( lim
x→x0

x),

тобто для неперервної функцiї f можна мiняти мiсцями знак
характеристики f i знак границi lim.

Якщо lim
x→x0+0

f(x) = f(x0) або lim
x→x0−0

f(x) = f(x0), то функ-

цiя f називається неперервною в точцi x0 справа або злiва
вiдповiдно.

Очевидно, що коли функцiя f неперервна у точцi x0 i справа
i злiва, то вона неперервна в цiй точцi. Правильним є й обернене
твердження.

6

-∆x

x0 x0 + ∆x0

f(x0)

f(x0 + ∆x)

y

x

y = f(x)

∆y

Рiзницю x − x0 називають приростом аргументу x у точцi
x0 i позначають через ∆x, а рiзницю f(x)− f(x0) – приростом
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функцiї f у точцi x0, який викликаний приростом аргументу
∆x, i позначають символом ∆f або ∆y. Отже, ∆x = x − x0,
∆y = f(x)− f(x0).

Зауважимо, що при фiксованому x0 величина ∆y є функ-
цiєю аргументу ∆x.

У нових позначеннях рiвнiсть lim
x→x0

f(x) = f(x0) можна по-
дати у виглядi

lim
x−x0→0

(f(x)− f(x0)) = 0,

або
lim

∆x→0
∆y = 0.

Звiдси випливає означення.
Функцiя f називається неперервною в точцi x0 якщо її

прирiст у цiй точцi є нескiнченно малою функцiєю при ∆x → 0.
Функцiя f називається неперервною на множинi X, як-

що вона визначена на цiй множинi й неперервна у кожнiй її
точцi. Зокрема, функцiя f неперервна на [a; b], якщо вона непе-
рервна на (a; b) й неперервна у точцi a справа, а у точцi b злiва,
тобто lim

x→a+0
f(x) = f(a), lim

x→b−0
f(x) = f(b).

Приклад 1. Дослiдити на неперервнiсть функцiю y = x2.
J Область визначення даної функцiї D(y) = R. Вiзьмемо до-

вiльну точку x0 ∈ R. Прирiст функцiї, що вiдповiдає приросту ∆x
аргументу дорiвнює

∆y = (x0 + ∆x)2 − x2
0 = x2

0 + 2x0∆x + (∆x)2 − x2
0 = ∆x(2x0 + ∆x).

Очевидно, що коли ∆x → 0, то й ∆y → 0. Отже, функцiя f неперерв-
на в точцi x0, а оскiльки ця точка довiльна, то функцiя неперервна
на R. I

3.2. Властивостi функцiй, якi неперервнi у точцi.
Теорема 1. Якщо функцiї f i g неперервнi в точцi x0, то й

функцiї f ± g, f · g, f

g
також неперервнi в цiй точцi (остання

при g(x0) 6= 0).
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J Оскiльки неперервнi в точцi x0 функцiї мають у цiй точцi
скiнченнi границi:

lim
x→x0

f(x) = f(x0), lim
x→x0

g(x) = g(x0),

то згiдно з основними теоремами про границi, матимемо

lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x) = f(x0)± g(x0);

lim
x→x0

(
f(x) g(x)

)
= lim

x→x0

f(x) lim
x→x0

g(x) = f(x0) g(x0);

lim
x→x0

f(x)
g(x)

=
lim

x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
=

f(x0)
g(x0)

, g(x0) 6= 0.

Звiдси й випливає, що функцiї f ± g, f · g, f
g неперервнi в точцi

x0. I
За допомогою цiєї теореми доведемо неперервнiсть деяких

елементарних функцiй.
1. Неперервнiсть рацiональних функцiй. Розглянемо

спочатку функцiю f(x) = C, x ∈ R. Очевидно, що для до-
вiльного x0 ∈ R lim

x→x0

f(x) = C = f(x0), тобто стала функцiя
неперервна у кожнiй точцi числової осi.

Аналогiчно для функцiї f(x) = x, x ∈ R, маємо: lim
x→x0

f(x) =

lim
x→x0

x = x0 = f(x0), тобто ця функцiя є також неперервною на

R.
Якщо скористатися теоремою 1, то отримаємо, що функцiї

x2 = x · x; x3 = x2 · x; ... ; xn = xn−1 · x неперервнi у будь-якiй
точцi x0 ∈ R.

Розглянемо тепер алгебраїчний многочлен

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + ... + an−1x + an,

де n ≥ 0 – цiле число, a0, a1, ... , an – довiльнi дiйснi числа.
Кожний з доданкiв a0x

n, ... ,an є добутком двох неперервних
функцiй сталої i степеневої, а отже, є неперервною функцiєю
згiдно з теоремою 1. Многочлен Pn(x) є неперервною функцiєю
у будь-якiй точцi x0 ∈ R як сума неперервних функцiй.
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2. Дробово-рацiональнафункцiя, тобто функцiя вигляду

R(x) =
Pn(x)
Qm(x)

,

де Pn(x) i Qm(x) – многочлени вiдповiдно степенiв n i m, є непе-
рервною у всiх точках x0 ∈ R, де знаменник Qm не дорiвнює
нулю, як частка неперервних функцiй.

3. Неперервнiсть функцiї f(x) = |x|, x ∈ R.

-

6 y = |x|

x0

y
Очевидно, що коли x ∈ (0;∞) або
x ∈ (−∞; 0), то f(x) = x i f(x) = −x
вiдповiдно, а, отже, є неперервною
функцiєю. Доведемо, що ця функцiя
неперервна й у точцi x = 0. Маємо

lim
x→0−0

|x| = lim
x→0−0

(−x) = − lim
x→0−0

x = 0;

lim
x→0+0

|x| = lim
x→0+0

x = 0; f(0) = 0.

Це означає, що права й лiва границi в точцi x = 0 однаковi й
дорiвнюють значенню функцiї f(0), а тому функцiя неперервна
в цiй точцi.

4. Неперервнiсть найпростiших елементарних функ-
цiй. Можна довести, що найпростiшi елементарнi функцiї непе-
рервнi в областi визначення:

1) y = ax, 0 < a 6= 1 – неперервна на R;
2) y = loga x, 0 < a 6= 1 – неперервна на (0;∞);
3) y = sinx i y = cosx – неперервнi на R; y = tg x – непере-

рвна при x 6= π
2 +πn, n ∈ Z; y = ctg x – неперервна при x 6= πn,

n ∈ Z;
4) y = arcsinx i y = arccosx – неперервнi на [−1; 1]; y =

arctg x i y = arcctg x – неперервнi на R.
Доведемо, наприклад, неперервнiсть функцiї y = sin x у до-

вiльнiй точцi x ∈ R. Скористаємось означенням неперервностi
функцiї за допомогою приростiв. Надамо аргументу x приро-
сту ∆x, тодi функцiя набуде приросту

∆y = sin(x + ∆x)− sinx
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або
∆y = 2 cos(x +

∆x

2
) sin

∆x

2
.

Перейшовши до границi в лiвiй i правiй частинах цiєї рiвностi
при ∆x → 0, дiстанемо

lim
∆x→0

∆y = 2 lim
∆x→0

(cos(x +
∆x

2
) sin

∆x

2
) = 0,

оскiльки | cos(x +
∆x

2
)| ≤ 1, a

lim
∆x→0

sin
∆x

2
= lim

∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

· lim
∆x→0

∆x

2
= 1 · 1

2
· lim
∆x→0

∆x = 0,

i добуток обмеженої функцiї на нескiнченно малу є нескiнченно
малою. Отже, функцiя y = sinx неперервна в довiльнiй точцi
x ∈ R.

Теорема 2. Якщо функцiя f неперервна в точцi x0 i
f(x0) > 0, то iснує такий окiл точки x0, у якому f(x) > 0.

J Згiдно з означенням неперервностi функцiї f в точцi x0

маємо, що lim
x→x0

f(x) = f(x0). Тепер скористаємося означенням

границi функцiї: ε = f(x0) > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ U(x0; δ): |f(x) −
f(x0)| < f(x0) або 0 < f(x) < 2f(x0).

Отже, для x ∈ U(x0; δ) має мiсце нерiвнiсть f(x) > 0. I
Теорема 3. Якщо функцiя u = ϕ(x) неперервна в точцi x0,

а функцiя y = f(u) неперервна в точцi u0 = ϕ(x0), то складена
функцiя y = f(ϕ(x)) неперервна в точцi x0.

J Для доведення теореми досить установити, що

lim
x→x0

f(ϕ(x)) = f(ϕ(x0)).

Згiдно з неперервнiстю функцiї u = ϕ(x), маємо lim
x→x0

ϕ(x) =

ϕ(x0) = u0, тобто при x → x0 також i u → u0. Тому, скористав-
шись неперервнiстю функцiї f(u), дiстанемо

lim
x→x0

f(ϕ(x)) = lim
u→u0

f(u) = f(u0) = f(ϕ(x0)). I
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Коротко цю теорему можна сформулювати так: складена
функцiя y = f(ϕ(x)), яка утворена з двох неперервних функцiй
f(u) i ϕ(x), є неперервною функцiєю.

Наприклад, складена функцiя y = sin(x2 + 4x − 3) непере-
рвна для всiх x ∈ R, оскiльки функцiї y = sinu i u = x2 +4x−3
неперервнi скрiзь на R. Складена функцiя y = ln(1− x2) непе-
рервна для значень x, що задовольняють нерiвнiсть 1−x2 > 0,
тобто в iнтервалi (−1; 1).

Як вiдомо, елементарною функцiєю називається функцiя,
яку можна задати одним аналiтичним виразом, складеним з
найпростiших елементарних функцiй за допомогою скiнчен-
ного числа арифметичних дiй i скiнченного числа утворень
складених функцiй. Оскiльки найпростiшi елементарнi функцiї
неперервнi в усiх точках у яких вони визначенi, то з теорем 1 i
3 випливає, що всяка елементарна функцiя неперервна в усiх
точках, що належать її областi визначення.

Цей важливий результат дозволяє легко знаходити границю
елементарної функцiї при x → x0, якщо функцiя визначена в
точцi x = x0. Для цього досить обчислити значення функцiї в
цiй точцi:

lim
x→x0

f(x) = f( lim
x→x0

x) = f(x0).

Приклад 2. Знайти lim
x→0

loga(1 + x)
x

.
J Зауважимо, що при x → 0 чисельник i знаменник одночасно

прямують до нуля, а тому ми маємо невизначенiсть типу 0
0 . Зробимо

деякi перетворення:

lim
x→0

loga(1 + x)
x

= lim
x→0

(
1
x

loga(1 + x)) = lim
x→0

loga(1 + x)1/x.

Оскiльки логарифмiчна функцiя неперервна, то перейдемо до
границi пiд знаком функцiї, тобто

lim
x→0

loga(1 + x)
x

= loga( lim
x→0

(1 + x)1/x).

Вiдомо, що lim
x→0

(1 + x)1/x = e, а тому

lim
x→0

loga(1 + x)
x

= loga e.
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Зокрема, при a = e

lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1. I

З останньої рiвностi випливає, що

ln(1 + x) ∼ x при x → 0.

Оскiльки при α(x) → 0, коли x → x0

lim
x→x0

ln(1 + α(x))
α(x)

=
∣∣∣∣

α(x) = t, α(x) → 0,
при x → x0, тому t → 0

∣∣∣∣ =

= lim
t→0

ln(1 + t)
t

= 1, то ln(1 + α(x)) ∼ α(x), коли α(x) → 0 при
x → x0.

Приклад 3. Знайти lim
x→0

ax − 1
x

.

J Тут ми маємо невизначенiсть типу 0
0 . Для знаходження грани-

цi зробимо замiну змiнної, поклавши ax − 1 = t. Тодi x = loga(1 + t).
Зауваживши, що при x → 0 також i t → 0, знаходимо

lim
x→0

ax − 1
x

= lim
t→0

t

loga(1 + t)
=

= lim
t→0

1
loga(1+t)

t

=
1

lim
t→0

loga(1+t)
t

=
1

loga e
= ln a.

Отже,

lim
x→0

ax − 1
x

= ln a.

Звiдси, зокрема, випливає, що

lim
x→0

ex − 1
x

= 1. I

Очевидно, що з рiвностi lim
x→0

ax − 1
x

= ln a випливає рiвнiсть

lim
x→0

ax − 1
x ln a

= 1, тобто ax − 1 ∼ x ln a при x → 0.
Зокрема,

ex − 1 ∼ x при x → 0.
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Цi еквiвалентностi можна узагальнити, а саме:
aα(x) − 1 ∼ α(x) ln a при α(x) → 0, якщо x → x0,
eα(x) − 1 ∼ α(x) при α(x) → 0, якщо x → x0.
Приклад 4. Нехай u(x) → 1, а v(x) →∞ при x → x0. Довести,

що коли iснує lim
x→x0

v(x)(u(x)− 1), то

lim
x→x0

u(x)v(x) = e
lim

x→x0
v(x)(u(x)−1)

. (3)

J Маємо невизначенiсть 1∞. Для її розкриття зробимо очевиднi
перетворення, скориставшись при цьому неперервнiстю функцiй:

lim
x→x0

u(x)v(x) = lim
x→x0

((1 + (u(x)− 1))
1

u(x)−1 )v(x)(u(x)−1) =

= ( lim
x→x0

(1 + (u(x)− 1))
1

u(x)−1 )
lim

x→x0
v(x)(u(x)−1)

.

Оскiльки u(x) → 1 при x → x0, то z(x) = u(x) − 1 → 0 при
x → x0, а тому

lim
x→x0

(1 + (u(x)− 1))
1

u(x)−1 = lim
z→0

(1 + z)
1
z = e.

Тодi

lim
x→x0

u(x)v(x) = e
lim

x→x0
v(x)(u(x)−1)

. I

Застосуємо формулу (3) для знаходження конкретної гра-
ницi.

Приклад 5. Знайти lim
x→0

(1 + x2)ctg
2 x.

J Оскiльки маємо невизначенiсть типу 1∞, то скористаємось
формулою (3):

lim
x→0

(1 + x2)ctg
2 x = e

lim
x→0

ctg2 x(1+x2−1)
=

= e
lim
x→0

x2 cos2 x
sin2 x = e

lim
x→0

( x
sin x

)2· lim
x→0

cos2 x
= e1·1 = e. I

У пунктi 1.5 §1 було введено поняття оберненої функцiї i до-
ведено, що строго монотонна на деякому промiжку X функцiя
має обернену, яка визначена на промiжку Y – множинi значень
прямої функцiї, i є також монотонною. Вiдповiдь на питання,
коли ж обернена функцiя є неперервною дає така теорема.
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Теорема 4. Якщо функцiя y = f(x) неперервна i стро-
го монотонна на промiжку X i Y – множина значень даної
функцiї, то на множинi Y iснує обернена функцiя x = f−1(y),
яка є також строго монотонною i неперервною.

3.3. Класифiкацiя точок розриву функцiї. Якщо в
точцi x0 не виконується принаймнi одна з умов 1) – 3) в означен-
нi неперервностi функцiї, то x0 називається точкою розриву
функцiї f . При цьому розрiзняють три типи точок розриву.

1) Усувний розрив. Якщо lim
x→x0

f(x) iснує, але функцiя

не визначена в точцi x0 або lim
x→x0

f(x) 6= f(x0), то точка x0

називається точкою усувного розриву функцiї.
Приклад 6. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

f(x) =
{

sin x
x , якщо x 6= 0,

2, якщо x = 0.

J Якщо x 6= 0, то f є неперервною функцiєю, як частка непере-
рвних функцiй. Тому треба дослiдити функцiю на неперервнiсть в

точцi x = 0. Маємо lim
x→0

sin x

x
= 1 6= 2 = f(0), а це означає, що точка

x = 0 є точкою усувного розриву.
Даний розрив можна усунути, якщо пiдправити нашу функцiю,

тобто взяти

f(x) =
{

sin x
x , якщо x 6= 0,

1, якщо x = 0.
I

2) Розрив 1-го роду. Границя lim
x→x0

f(x) не iснує. Якщо

при цьому iснують обидвi скiнченнi однобiчнi границi f(x0 +0)
i f(x0 − 0) (очевидно не рiвнi мiж собою), то x0 називається
точкою розриву 1-го роду.

Приклад 7. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

f(x) = sgnx =




−1, якщо x < 0,

0, якщо x = 0,
1, якщо x > 0.

J Якщо x 6= 0, то функцiя неперервна. Тому треба дослiдити її
в точцi x = 0.
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Маємо
lim

x→0−0
f(x) = lim

x→0−0
(−1) = −1;

lim
x→0+0

f(x) = lim
x→0+0

1 = 1.

Оскiльки цi однобiчнi границi рiзнi, то точка x = 0 є точкою розриву
першого роду.

Очевидно, що f(0+0)−f(0−0) = 1− (−1) = 2. У цьому випадку
кажуть, що функцiя має в данiй точцi стрибок, який дорiвнює 2. I

3) Розрив 2-го роду. Точка x0 називається точкою ро-
зриву 2-го роду, якщо в цiй точцi функцiя f не має хоча б
однiєї з однобiчних границь або принаймнi одна з цих границь
дорiвнює нескiнченностi.

Приклад 8. Дослiдити функцiю f(x) = 2−
1
x на неперервнiсть

i визначити характер точки розриву.
J Задана функцiя визначена на множинi X = R\{0} i неперервна

як суперпозицiя неперервних функцiй. У точцi x0 = 0 функцiя f не
визначена i f(0 − 0) = lim

x→0−0
2−

1
x = +∞, f(0 + 0) = lim

x→0+0
2−

1
x = 0.

Отже, точка x0 є точкою розриву другого роду. I
Функцiя f називається кусково-неперервною на [a; b],

якщо вона неперервна в усiх внутрiшнiх точках цього вiдрiзка,
за винятком, можливо, скiнченного числа точок, у яких має
розриви 1-го роду, i, крiм того, має однобiчнi границi у точках
a i b.

Функцiя f називається кусково-неперервною на R, якщо
вона кусково-неперервна на довiльному вiдрiзку.

65



6

--

-

-

-

-

-
x

y

0 1 2 3-1-2

1

2

-1

-2

-3

Прикладом кусково-непе-
рервної на R функцiї є
f(x) = [x]. Ця функцiя в
точках x = n, n ∈ Z непе-
рервна справа i розривна
злiва, а в усiх iнших точ-
ках числової осi неперерв-
на.

3.4. Застосування функцiй в прикладних зада-
чах. Наведемо декiлька прикладiв простих явищ i процесiв,
якi описуються неперервними або розривними функцiями.

Вiдзначимо, що слух, зiр, сприйняття ультразвукiв, що при-
таманнi багатьом бiологiчним видам, – це явища, пов’язанi з
коливними процесами, якi описуються за допомогою тригоно-
метричних функцiй sinx та cosx.

У конкретних процесах такi величини, як бiомаса популя-
цiї, чисельнiсть популяцiї (кiлькiсть особин в популяцiї), тем-
пература, час i т.п. характеризуються дискретними величина-
ми. Це означає, що область визначення i множина значень цих
функцiй не є промiжками, а деякими дискретними множинами
або шкалами, можливо з дуже дрiбними подiлками. Зрозумi-
ло, що, маючи справу з такими функцiями, не можна говорити
про їхню неперервнiсть. Щоб мати можливiсть користувати-
ся апаратом математичного аналiзу там, де це зручно, функ-
цiї, що визначенi на шкалi, замiнюються їхнiми неперервними
аналогами. Зрозумiло, це не завжди доцiльно. Наприклад, як-
що область визначення функцiї складається з двох елементiв,
то, напевно, не варто замiняти її промiжком. Але, якщо об-
ластi визначення та значень функцiї складаються iз скiнчен-
ного, але достатньо великого числа елементiв, у деякому розу-
мiннi близько розмiщених один вiд одного (як дрiбнi подiлки на
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шкалi), то можна замiнити їх суцiльним промiжком i функцiю
вважати неперервною. Дослiдивши цю модельну функцiю, ми
потiм зумiємо зробити висновки i вiдносно функцiї, яка опи-
сує певний процес (явище). Ця iдея лежить в основi побудови
математичних моделей з використанням неперервних функцiй.

Розглянемо ряд прикладiв використання неперервних
функцiй в бiологiї. Зокрема, при вивченнi зростання чисельно-
стi мiкроорганiзмiв при подiлi клiток використовується непе-
рервна функцiя f(t) = aekt, де аргумент t – це час. За допо-
могою ж степеневої функцiї f(x) = axα описується залежнiсть
iнтенсивностi основного обмiну вiд ваги тварини, де x – вага
тварини, f(x) – кiлькiсть кисню, що поглинає тварина за оди-
ницю часу, a i α – параметри, сталi для даного класу тварин.
Для птахiв, наприклад, α = 0, 74, a = 70, а для риб – α = 0, 8 i
a = 0, 3.

Розглянемо приклади розривних
функцiй. Нехай є клiтини, якi реагу-
ють на зовнiшнi подразнення, напри-
клад, нервовi клiтини, клiтини м’язiв i
т.п. Якщо величину подразнень E ви-
мiрювати у певних одиницях, то гра-
фiк подразнення E = E(t) має вигляд,
який зображено на рисунку.

-

6

t

E

O t0 t1

У момент t0 клiтина отримує сигнал, але реакцiя на по-
дразнення вiдбувається у деякий момент часу t1 > t0. Вiдрiзок
[t0, t1] називається латентним перiодом. У момент часу t1
клiтина миттєво подразнюється до максимальної величини, а
потiм подразнення поступово зменшується до тих пiр, поки не
надiйде наступне подразнення. Якщо наступного подразнення
не буде достатньо довго, то E(t) = 0. Отже, функцiя, що ха-
рактеризує залежнiсть величини подразнення вiд часу, має ро-
зриви на кiнцях латентних перiодiв.

Розглянемо ще приклад змiни бiомаси мiкроорганiзмiв, якi
чуттєвi до температурних коливань. При збiльшеннi темпе-
ратури загальна бiомаса m, як правило, збiльшується (тепло
сприяє розмноженню), але, коли температура надто висока, то
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практично вся колонiя гине. Значення m при цьому стрибко-
подiбно переходить в нуль. Аналогiчну ситуацiю маємо i при
зниженнi температури, як тiльки вона досягає деякої нижньої
межi, мiкроорганiзми гинуть. В реальних умовах температура
змiнюється в залежностi вiд часу, то пiдвищуючись, то знижу-
ючись. Тому графiком змiни бiомаси в залежностi вiд змiни
часу буде розривна лiнiя, яка має такий вигляд:

6

-
tO

m

t0 t1 t2 t3

Точки розриву t1, t2, t3 вiдповiдають тим моментам часу,
коли температура стала i або дуже висока, або дуже низька.

Таких прикладiв використання неперервних i розривних
функцiй можна навести в багатьох галузях природознавства.

3.5. Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiз-
ку.

Теорема 5 (проходження неперервної функцiї через
нуль). Нехай функцiя f неперервна на вiдрiзку [a; b] i на кiнцях
вiдрiзка набуває значень рiзних знакiв. Тодi iснує точка c ∈
(a; b), у якiй f(c) = 0.

6

-
x0

y

a

A

B

bc1 c2 c3 c4 c5

Геометричний змiст теореми такий: якщо точки графiка
неперервної функцiї y = f(x), що вiдповiдають кiнцям вiдрiзка
[a; b], лежать по рiзнi боки вiд осi Ox, то цей графiк принаймнi
в однiй точцi даного вiдрiзка перетинає вiсь Ox.

Наслiдок 1 (проходження неперервної функцiї через
довiльне промiжне значення). Якщо функцiя f неперервна
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на вiдрiзку [a; b], f(a) = A, f(b) = B, A 6= B i C – довiльне
число, яке мiститься мiж числами A i B, то на iнтервалi
(a; b) знайдеться принаймнi одна точка c, для якої f(c) = C.

Цей наслiдок можна сформулювати й так: неперервна
на вiдрiзку [a; b] функцiя набуває усiх промiжних значень
мiж її значеннями на кiнцях вiдрiзка, тобто, неперервна на
[a; b] функцiя, переходячи вiд одного значення до другого
обов’язково проходить через усi промiжнi значення.

Зауваження 1. Якщо функцiя на вiдрiзку має принаймнi
одну точку розриву, то твердження теореми 5 i наслiдку 1 пере-
стають бути правильними. Наприклад, функцiя y = 1

x додатна
при x = 1 i вiд’ємна при x = −1, але на вiдрiзку [−1; 1] немає
точки, у якiй вона перетворюється в нуль. Це пов’язано з тим,
що на вiдрiзку [−1; 1] є точка розриву x = 0 цiєї функцiї.

6

-
10-1 x

y

Теорема 6 (досягнення функцiєю, неперервною на
вiдрiзку, своїх найбiльшого та найменшого значень).
Якщо функцiя f неперервна на вiдрiзку [a; b], то вона дося-
гає на цьому вiдрiзку своїх як найбiльшого, так i найменшого
значень.

Теорема стверджує, що на вiдрiзку [a; b] знайдеться точка
x1, значення f в якiй буде найбiльшим з усiх значень функцiї на
цьому вiдрiзку: f(x) ≤ f(x1), x ∈ [a; b]. Аналогiчно, на вiдрiзку
знайдеться така точка x2, що f(x) ≥ f(x2), x ∈ [a; b].

6

-
xx2 x1a b

y

0
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Наслiдок 2. Якщо функцiя f неперервна на вiдрiзку [a; b],
то вона обмежена на цьому вiдрiзку.

Позначимо через M i m вiдповiдно найбiльше i найменше
значення функцiї f на вiдрiзку [a; b]. Тодi

m ≤ f(x) ≤ M, x ∈ [a; b].

Нехай C = max(|m|,M |). У цьому випадку

|f(x)| ≤ C, x ∈ [a; b],

тобто f є обмеженою на вiдрiзку [a; b].
Зауваження 2. Теорема 6 не має мiсця, якщо вiдрiзок

[a; b] замiнити iнтервалом (a; b). Наприклад, функцiя f(x) = 1
x

неперервна на (0; 1), але не є обмеженою на ньому, оскiльки

lim
x→0+0

1
x

= +∞.

Найбiльше значення функцiї на [a; b] позначають символом

M = sup
x∈[a;b]

f(x) або M = max
x∈[a;b]

f(x),

а найменше

m = inf
x∈[a;b]

f(x) або m = min
x∈[a;b]

f(x).

Рiзниця мiж M i m називається коливанням неперервної
функцiї на [a; b] i позначається буквою ω: ω = M −m.

Приклад 8. Довести, що рiвняння x5 − 3x = 1 має на вiдрiзку
[1; 2] принаймнi один корiнь.

J Розглянемо на вiдрiзку [1; 2] неперервну функцiю f(x) = x5 −
3x−1. Оскiльки f(1) = 1−3·1−1 = −3 < 0, а f(2) = 32−6−1 = 25 > 0,
то згiдно з теоремою 5 iснує точка c ∈ (1; 2) така, що f(c) = 0, тобто
c є розв’язком або коренем рiвняння x5 − 3x = 1. I

Приклад 9. Вiдомо, що неперервна функцiя f має на скiнчен-
ному або нескiнченному iнтервалi (a; b) n нулiв, тобто коренiв рiв-
няння f(x) = 0, а саме x1 < x2 < . . . < xn. Довести, що на кожному
iнтервалi (xk; xk+1), k ∈ {0, 1, . . . , n}, де x0 = a, xn+1 = b, функцiя f
зберiгає знак.
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J Доведення проведемо вiд супротивного. Припустимо, що на
деякому iнтервалi (xi, xi+1) функцiя f не зберiгає знак, тобто на
цьому iнтервалi iснують точки x′ i x′′ такi, що f(x′) < 0, а f(x′′) > 0.
Вважатимемо, що x′ < x′′, i застосуємо до функцiї f на вiдрiзку
[x′; x′′] теорему 5. Згiдно з цiєю теоремою iснує точка c ∈ (x′; x′′) така,
що f(c) = 0. Отже, точка c є коренем рiвняння f(x) = 0, причому
c 6= xk, k ∈ {1, . . . , n}. Звiдси випливає, що на iнтервалi (a; b) функцiя
f має принаймнi n + 1 нуль, що суперечить умовi. Тому на кожному
iнтервалi (xk;xk+1), k ∈ {0, 1, . . . , n} функцiя f зберiгає знак. I

Приклад 10. Знайти множину значень функцiї f(x) =
arcsin

(
lg x

10

)
.

J Спочатку знайдемо область визначення функцiї. Маємо, що
D(f) =

{
x ∈ R :

∣∣∣ lg
x

10

∣∣∣ ≤ 1
}
. Розв’язавши нерiвнiсть

∣∣∣ lg
x

10

∣∣∣ ≤ 1,
дiстанемо, що D(f) = [1; 100].

Вiдомо, що множиною значень функцiї y = arcsin t є вiдрiзок
[
−

π

2
;
π

2

]
. Тому область визначення заданої функцiї мiститься в цьому

промiжку. Оскiльки функцiя f неперервна i зростаюча на D(f), то
її значення мiститься мiж найменшим i найбiльшим її значеннями.
Маємо

min
x∈D(f)

f(x) = f(1) = arcsin
(

lg
1
10

)
= arcsin(−1) = −π

2
,

max
x∈D(f)

f(x) = f(100) = arcsin(lg 10) = arcsin 1 =
π

2
.

Згiдно з наслiдком 1 функцiя f , яка неперервна на D(f), набу-
ває всiх промiжних значень мiж −π

2
i

π

2
, а це означає, що множина

значень E(f) =
[
− π

2
;
π

2

]
. I
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Вправи

1. Дослiдити функцiю на неперервнiсть i визначити характер то-
чок розриву:

1) f(x) =





1
5 (2x2 + 3), якщо ∞ < x ≤ 1,
6− 5x, якщо 1 < x < 3,
x− 3, якщо 3 ≤ x < +∞;

2) f(x) =
{

x2−1
x−1 , якщо x 6= 1,

2, якщо x = 1;

3) f(x) =

{
1− 3√x
1−x , якщо x 6= 1,

1, якщо x = 1;

4) f(x) =
{

2x + 1, якщо − 2 ≤ x ≤ 0,
x2 + 2, якщо 0 < x ≤ 2;

5) f(x) =





2x, якщо x ≤ 0,
1− x, якщо 0 < x ≤ 2,

1
2−x , якщо x > 2;

6) f(x) =
|2x− 3|
2x− 3

; 7) f(x) = x
x+2 ; 8) f(x) = e

1
x+1 .

2. Знайти границю: 1) lim
x→0

ln(1 + x)
10x − 1

; 2) lim
x→0

e5x − 1
sin 3x

;

3) lim
x→0

a2x − 1
x

; 4) lim
x→0

(cos x + sin x)
1
x ; 5) lim

x→0
(
1 + sin x

1 + tg x
)

1
x ;

6) lim
x→0

(cos 2x)ctg
2 2x; 7) lim

x→π
2

(sinx)tg
2 x; 8) lim

x→∞
x2(ln(1+

x2

3
)−ln

x2

3
);

9) lim
x→0

lg(1 + x2)
x sin 2x

; 10) lim
x→0

ln cos x

x2
.

Вiдповiдi

1. 1) x = 3 – точка розриву 1-го роду; 2) неперервна; 3) x = 1 –
точка усувного розриву; 4) x = 0 – точка розриву 1-го роду; 5) x = 0
– точка розриву 1-го роду; x = 2 – точка розриву 2-го роду; 6) x =
3
2 – точка розриву 1-го роду; 7) x = −2 – точка розриву 2-го роду;
8) x = −1 – точка розриву 2-го роду.

2. 1) lg e; 2) 5
3 ; 3) 2 ln a; 4) e; 5) 1; 6) e−1/2; 7) e−1/2; 8) 3; 9) 1

2 lg e;
10) − 1

2 .
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Роздiл 7
Диференцiальне числення функцiї однiєї

змiнної

§1. Поняття похiдної. Диференцiйовнiсть та
диференцiал. Обчислення похiдних найпростiших
елементарних функцiй. Похiднi та диференцiали

вищих порядкiв

1.1. Поняття похiдної.
1.1.1. Означення похiдної. Нехай на деякому промiж-

ку X визначена функцiя y = f(x). Вiзьмемо довiльну точку
x0 ∈ X i надамо аргументу x в точцi x0 деякого приросту ∆x
такого, щоб точка x0 + ∆x належала промiжку X. При цьому
функцiя f набуде приросту ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0). Розгля-
немо вiдношення

∆y

∆x
=

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

, (1)

яке називається рiзницевим вiдношенням.
Похiдною функцiї f у точцi x0 називається границя при

∆x → 0 рiзницевого вiдношення (1) за умови, що вона iснує.
Для позначення похiдної функцiї f в точцi x0 використову-

ють символи y′(x0), f ′(x0) або
df(x0)

dx
.

Отже, згiдно з означенням

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

.

Якщо для деякого значення x0 виконується умова

lim
∆x→0

∆y

∆x
= +∞ або lim

∆x→0

∆y

∆x
= −∞,

то кажуть, що в точцi x0 функцiя f має нескiнченну похiдну
знаку плюс або вiдповiдно мiнус.

На вiдмiну вiд неcкiнченної похiдної означену перед цим
похiдну функцiї iнколи називають скiнченною похiдною.
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Якщо функцiя f має скiнченну похiдну f ′(x) у кожнiй точцi
x ∈ X, то кажуть, що функцiя має похiдну на промiжку X.

Наведемо приклади знаходження похiдних вiд деяких
функцiй.

Приклад 1. Знайти похiдну функцiї f(x) = C, x ∈ R, де C –
стала.

J Вiзьмемо довiльну точку x ∈ R i надамо їй приросту ∆x, тодi
функцiя набуде приросту ∆y = f(x + ∆x)− f(x) = C − C = 0. Тому
∆y

∆x
=

0
∆x

= 0. Звiдси випливає, що lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
0 = 0.

Отже, (C)′ = 0. I
Приклад 2. Знайти похiдну функцiї f(x) = x, x ∈ R.
J Нехай x – довiльна точка з R. Надамо їй приросту ∆x. Тодi

функцiя одержить прирiст ∆y = f(x+∆x)−f(x) = (x+∆x)−x = ∆x.

Тому ∆y
∆x = ∆x

∆x = 1, звiдки випливає, що lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
1 = 1.

Отже, (x)′ = 1, x ∈ R. I
Приклад 3. Знайти похiдну функцiї f(x) = xn, n ∈ N, x ∈ R.
J Вiзьмемо довiльну точку x ∈ R i надамо їй приросту ∆x. Тодi

функцiя набуде приросту ∆y = f(x + ∆x)− f(x) = (x + ∆x)n− xn =
xn + nxn−1∆x + n(n−1)

2 xn−2(∆x)2 + . . . + (∆x)n − xn = nxn−1∆x +
n(n−1)

2 xn−2(∆x)2+. . .+(∆x)n. Тому
∆y

∆x
= nxn−1+

n(n− 1)
2

xn−2∆x+

. . . + (∆x)n−1 i lim
∆x→0

∆y
∆x = lim

∆x→0
(nxn−1 + n(n−1)

2 xn−2∆x + . . . +

(∆x)n−1) = nxn−1.

Отже,
(xn)′ = nxn−1, x ∈ R. I

1.1.2. Геометричний змiст похiдної. Нехай функцiя
y = f(x) визначена на iнтервалi (a; b) i нехай точка M на гра-
фiку цiєї функцiї вiдповiдає значенню аргументу x0, а точка
P – значенню x0 + ∆x. Проведемо через точки M i P пряму,
яку назвемо сiчною. Позначимо через ϕ(∆x) кут мiж сiчною i
вiссю Ox (рис. 1). Очевидно, що цей кут залежить вiд ∆x. Як-
що iснує lim

∆x→0
ϕ(∆x) = ϕ0, то пряму з кутовим коефiцiєнтом

k = tg ϕ0, що проходить через точку M(x0; f(x0)), називатиме-
мо граничним положенням сiчної MP при ∆x → 0, або, що
те саме, при прямуваннi точки P до точки M вздовж графiка.

Дотичною до графiка функцiї y = f(x), x ∈ (a; b), у точ-
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цi M(x0; f(x0)) назвемо граничне положення сiчної MP при
∆x → 0, або, що те саме, при P → M .

З цього означення випливає, що для iснування дотичної до-
сить, щоб iснувала границя lim

∆x→0
ϕ(∆x) = ϕ0, яка дорiвнює

куту нахилу дотичної до осi Ox.

-

6

ϕ0
ϕ(∆x)

ϕ(∆x)

x0 + ∆x
b

︸ ︷︷ ︸

}

∆x

∆y

a x0

M

P

x0

y

Рис. 1

N

Доведемо, що коли функцiя f має в точцi x0 похiдну, то
iснує дотична до графiка функцiї y = f(x) в точцi M(x0; f(x0)),
причому кутовий коефiцiєнт цiєї дотичної, тобто тангенс кута
нахилу її до осi Ox, дорiвнює похiднiй f ′(x0).

З трикутника MNP знаходимо, що

tg ϕ(∆x) =
PN

MN
=

∆y

∆x
=

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

. (2)

Оскiльки iснує похiдна, то iснує границя lim
∆x→0

∆y

∆x
=

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

= f ′(x0). При ∆x → 0 сiчна пере-
ходить у дотичну, а тому, скориставшись неперервнiстю тан-
генса в його областi визначення, отримаємо lim

∆x→0
tg ϕ(∆x) =

tg( lim
∆x→0

ϕ(∆x)) = tg ϕ0.
Перейшовши до границi при ∆x → 0 в обох частинах рiв-

ностi (2), одержимо
tg ϕ0 = f ′(x0),

що й треба було довести. Отже, похiдна функцiї y = f(x) в
точцi x0 дорiвнює кутовому коефiцiєнту дотичної до графiка
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функцiї y = f(x) у точцi M(x0; f(x0)). Якщо скористатися рiв-
нянням прямої, що проходить через задану точку у заданому
напрямку, то рiвняння дотичної до графiка функцiї y = f(x) в
точцi M(x0; f(x0)) матиме вигляд

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

Пряма, що проходить через точку M(x0; f(x0)) перпенди-
кулярно до дотичної в цiй точцi, називається нормаллю до
графiка функцiї. Нормаль має рiвняння

y − f(x0) =
1

f ′(x0)
(x− x0),

якщо f ′(x0) 6= 0.
1.1.3. Фiзичний змiст похiдної. Припустимо, що функ-

цiя y = f(x) описує закон руху матерiальної точки M вздовж
прямої, тобто y = f(x) – шлях, пройдений точкою M вiд почат-
ку вiдлiку за час x. Тодi за час x0 пройдено шлях y0 = f(x0),
а за час x0 + ∆x – шлях y1 = f(x0 + ∆x). За промiжок часу
∆x точка M пройде шлях довжиною ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0).

Вiдношення
∆y

∆x
називається середньою швидкiстю за час

∆x, а lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x0) визначає миттєву швидкiсть точки

в момент часу x0.
Поняття швидкостi, запозичене з фiзики, зручне при до-

слiдженнi поведiнки довiльної функцiї. Яку б залежнiсть не
вiдображала функцiя y = f(x), вiдношення ∆y

∆x є середньою
швидкiстю змiни y вiдносно змiни x, а f ′(x0) – миттєвою швид-
кiстю змiни y при x = x0.

Важливiсть похiдної полягає в тому, що при вивченнi до-
вiльних процесiв i явищ природи за її допомогою можна оцiни-
ти швидкiсть змiни зв’язаних мiж собою величин.

1.1.4. Економiчний змiст похiдної. Нехай функцiя y =
f(x) виражає кiлькiсть виробленої продукцiї на момент часу x
i треба знайти продуктивнiсть працi в момент часу x0. Очевид-
но, що за перiод часу вiд x0 до x0 + ∆x кiлькiсть виробленої
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продукцiї змiниться на величину ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0). То-
дi середня продуктивнiсть працi за цей перiод часу дорiвнює
∆y

∆x
. Продуктивнiсть же працi в момент часу x0 можна знайти

як граничне значення середньої продуктивностi при ∆x → 0,
тобто

lim
∆x→0

∆y

∆x
= y′(x0).

1.1.5. Права й лiва похiднi. Використовуючи правi й лiвi
границi функцiї, введемо поняття правої i лiвої похiдної функ-
цiї y = f(x) в точцi x0.

Правою (лiвою) похiдною функцiї y = f(x) в точцi
x0 називається права (лiва) границя вiдношення ∆y

∆x при ∆x →
0 за умови, що ця границя iснує. Праву похiдну позначають
символом f ′(x0 + 0), а лiву – f ′(x0 − 0). Отже,

f ′(x0 + 0) = lim
∆x→0+0

∆f

∆x
, f ′(x0 − 0) = lim

∆x→0−0

∆f

∆x
.

Якщо функцiя f має в точцi x0 похiдну, то вона має в цiй
точцi i праву i лiву похiднi, якi однаковi.

Обернене твердження таке: якщо функцiя y = f(x) має в
точцi x0 праву i лiву похiднi, якi однаковi, то функцiя y = f(x)
має в точцi x0 похiдну.

Iснують функцiї, якi мають в точцi x0 лiву i праву похiднi,
але не мають похiдної в цiй точцi. Наприклад, функцiя

f(x) = |x| =
{ −x, якщо x < 0,

x, якщо x ≥ 0

має в точцi x0 = 0 праву похiдну, яка дорiвнює

f ′(0 + 0) = lim
∆x→0+0

f(0 + ∆x)− f(0)
∆x

= lim
∆x→0+0

∆x

∆x
= 1

i лiву похiдну, яка дорiвнює

f ′(0− 0) = lim
∆x→0−0

f(0 + ∆x)− f(0)
∆x

= lim
∆x→0−0

−∆x

∆x
= −1.
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Оскiльки f ′(0 + 0) 6= f ′(0− 0), то ця функцiя не має похiдної в
точцi x0 = 0. Геометрично це означає вiдсутнiсть дотичної до
графiка функцiї в точцi (x0; f(x0)) = (0; 0).

-

6

x

y

0

1.2. Диференцiйовнiсть функцiї. Диференцiал.
1.2.1. Диференцiйовнiсть функцiї в точцi. Нехай

функцiя y = f(x) визначена на промiжку X, символом x0

позначимо деяке фiксоване значення аргументу iз вказано-
го промiжку, а символом ∆x – прирiст аргументу такий, що
x0 + ∆x ∈ X.

Функцiя f називається диференцiйовною у точцi x0, як-
що прирiст ∆y цiєї функцiї в точцi x0, який вiдповiдає приросту
аргументу ∆x, можна зобразити у виглядi

∆y = A∆x + α(∆x)∆x, (3)

де A – деяке число, незалежне вiд ∆x, а α(∆x) – нескiнченно
мала функцiя при ∆x → 0.

Оскiльки α(∆x)∆x = o(∆x), то формулу (3) можна запи-
сати у виглядi

∆y = A∆x + o(∆x), ∆x → 0. (4)

Теорема 1. Для того щоб функцiя f була диференцiйовна
в точцi x0, необхiдно i досить, щоб вона мала у цiй точцi
скiнченну похiдну.

J Необхiднiсть. Нехай функцiя f диференцiйовна в точцi
x0, тобто має мiсце рiвнiсть (3). Припустивши, що ∆x 6= 0,
пiсля дiлення (3) на ∆x, дiстанемо

∆y

∆x
= A + α(∆x). (5)
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Якщо перейти в (5) до границi при ∆x → 0, то матимемо

lim
∆x→0

∆y

∆x
= A,

тобто f ′(x0) iснує й дорiвнює A.
Достатнiсть. Нехай функцiя f має в данiй точцi x0 скiн-

ченну похiдну, тобто iснує границя

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x0),

а це означає, що функцiя

α(∆x) =
∆y

∆x
− f ′(x0)

є нескiнченно малою при ∆x → 0.
Отже,

∆y = f ′(x0)∆x + α(∆x)∆x, (6)

де lim
∆x→0

α(∆x) = 0. Формула (6) збiгається з (3), якщо позна-

чити через A не залежне вiд ∆x число f ′(x0). I
Теорема 1 дозволяє надалi ототожнювати поняття диферен-

цiйовностi функцiї в точцi з поняттям iснування похiдної в нiй.
Тому операцiю знаходження похiдної називають диференцi-
юванням.

1.2.2. Зв’язок мiж поняттями диференцiйовностi та
неперервностi функцiї.

Теорема 2. Якщо функцiя f диференцiйовна в точцi x0,
то вона неперервна в цiй точцi.

J Згiдно з означенням диференцiйовностi функцiї f в точцi
x0 її прирiст у цiй точцi можна подати у виглядi (3). Перей-
шовши до границi при ∆x → 0, дiстанемо

lim
∆x→0

∆y = A lim
∆x→0

∆x + lim
∆x→0

α(∆x) lim
∆x→0

∆x = 0,

а це означає, що функцiя f неперервна в точцi x0. I
Твердження, обернене до теореми 2, неправильне, бо iсну-

ють функцiї, якi неперервнi в точцi, але недиференцiйовнi в цiй
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точцi. Наприклад, функцiя y = |x| неперервна в точцi x0 = 0,
але не диференцiйовна в цiй точцi. Iснують функцiї, якi непере-
рвнi на деякiй множинi, але не мають похiдної в жоднiй точцi
цiєї множини.

1.2.3. Поняття диференцiала функцiї. Нехай функцiя
f диференцiйовна в точцi x0, тобто виконується рiвнiсть (3).
Аналiзуючи її, бачимо, що прирiст ∆y є сумою двох доданкiв,
де перший з цих доданкiв A∆x при A 6= 0 є лiнiйною функ-
цiєю вiд ∆x, яка нескiнченно мала при ∆x → 0 того самого
прядку, що й ∆x, а другий доданок α(∆x)∆x при ∆x → 0 є
нескiнченно малою функцiєю вищого порядку, нiж ∆x, оскiль-

ки
α(∆x)∆x

∆x
= α(∆x) → 0 при ∆x → 0. Отже, при ∆x → 0

перший доданок A∆x є головною частиною приросту дифе-
ренцiйовної функцiї. Цю головну частину приросту називають
диференцiалом функцiї у точцi x0, що вiдповiдає приросту
аргументу ∆x. Позначають диференцiал символом dy. Отже,

dy = A ∆x. (7)

Якщо A = 0, то доданок A∆x перестає бути головною ча-
стиною приросту ∆y, бо вiн дорiвнює нулю, тодi як α(∆x)∆x 6=
0. Прийнято вважати, що й в цьому випадку диференцiал
визначається формулою (7), тобто dy = 0.

Оскiльки A = f ′(x0), то формулу (7) можна записати у
виглядi

dy = f ′(x0)∆x. (8)

Очевидно, що dy, взагалi кажучи, не дорiвнює приросту функ-
цiї ∆y.

Введемо поняття диференцiала dx незалежної змiнної x.
Пiд диференцiалом dx незалежної змiнної x розумiтимемо до-
вiльне незалежне вiд x число. Домовимося за число dx брати
прирiст ∆x незалежної змiнної x. Ця домовленiсть оправда-
на тим, що коли розглядати незалежну змiнну x як функцiю
вигляду y = x, то для неї dy = dx = 1 ∆x. Звiдси випливає, що
формулу (8) можна переписати у виглядi

dy = f ′(x0)dx. (9)
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Оскiльки при малих ∆x

∆y ≈ dy, (10)

то диференцiал зручно використовувати для наближених об-
числень. Для цього рiвнiсть (10) записують у виглядi

f(x0 + ∆x)− f(x0) ≈ f ′(x0)∆x

або
f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x.

Приклад 4. Обчислити наближено 3
√

1, 1.
J Нехай f(x) = 3

√
x, x0 = 1. Тодi ∆x = 0, 1, a f(x0) = f(1) =

3
√

1 = 1. Оскiльки f ′(x) = (x
1
3 )′ = 1

3x
−2
3 , то f ′(1) = 1

3 . Тому

3
√

1, 1 ≈ 3
√

1 + 0, 1
1
3

= 1 + 0, 1
1
3

= 1, 033. I

Приклад 5. Обчислити наближено sin 290.
J Перейдемо вiд градусної мiри кута до радiанної, бо тригоно-

метричнi функцiї i похiднi вiд них вивченi для цього випадку. Маємо,
що у радiанах 290 =

π

1800
290 =

π

1800
300 − π

180
=

π

6
− π

180
, а тому

sin 290 = sin
(π

6
− π

180

)
.

Розглянемо функцiю f(x) = sin x i вiзьмемо x0 =
π

6
, а ∆x =

− π

180
. Тодi f ′(x) = cos x, f ′

(π

6

)
= cos

π

6
=
√

3
2

. Отже,

sin 290 ≈ sin
π

6
+
√

3
2

(
− π

180

)
=

1
2
− 3, 14159

√
3

360
=

= 0, 5− 0, 01511 = 0, 48489. I

1.3. Основнi правила диференцiювання.
Теорема 3. Якщо функцiї u = u(x) i v = v(x) диференцiй-

овнi в точцi x, то сума, рiзниця, добуток i частка цих функ-
цiй (частка за умови, що v(x) 6= 0) також диференцiйовнi в
цiй точцi, причому правильнi формули

(u(x)± v(x))′ = u′(x)± v′(x),

81



(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x),
(

u(x)
v(x)

)′
=

u′(x)v(x)− u(x)v′(x)
v2(x)

, v(x) 6= 0. (11)

J Доведемо одну з рiвностей (11), наприклад, другу. Нехай

y = u(x)v(x).

Тодi ∆y = y(x + ∆x)− y(x) = u(x + ∆x)v(x + ∆x)− u(x)v(x) =
(u(x + ∆x)v(x + ∆x) − u(x + ∆x)v(x)) + (u(x + ∆x)v(x) −
u(x)v(x)) = u(x+∆x)(v(x+∆x)−v(x))+v(x)(u(x+∆x)−u(x)).
Тому

∆y

∆x
= u(x + ∆x)

∆v(x)
∆x

+ v(x)
∆u(x)

∆x
. (12)

Якщо ∆x → 0, то згiдно з умовою lim
∆x→0

∆v(x)
∆x = v′(x),

lim
∆x→0

∆u(x)
∆x = u′(x), а lim

∆x→0
u(x + ∆x) = u(x), бо u – непере-

рвна функцiя.
Отже, права частина (12) при ∆x → 0 має границю

u(x)v′(x) + v(x)u′(x). Тому iснує границя i лiвої частини, яка
дорiвнює y′(x), i правильна рiвнiсть

y′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Решта рiвностей з (11) доводиться аналогiчно. I

1.4. Обчислення похiдних тригонометричних,
логарифмiчної та показникової функцiй.

1.4.1. Похiднi тригонометричних функцiй.
1) Похiдна функцiї y = sin x, x ∈ R, визначається формулою

(sinx)′ = cosx, x ∈ R.

J Маємо

∆y = sin(x + ∆x)− sinx = 2 sin
∆x

2
cos(x +

∆x

2
).

82



Тому при ∆x 6= 0

∆y

∆x
=

2 sin ∆x
2 cos(x + ∆x

2 )
∆x

=
sin ∆x

2
∆x
2

cos(x +
∆x

2
).

Оскiльки lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

= 1, a lim
∆x→0

cos(x + ∆x
2 ) = cosx згiдно з

неперервнiстю функцiї cosx, x ∈ R, то

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

lim
∆x→0

cos(x +
∆x

2
) = cosx,

тобто
(sinx)′ = cosx, x ∈ R. I

2) Похiдна функцiї y = cos x, x ∈ R, визначається форму-
лою

(cosx)′ = − sinx, x ∈ R.

J Маємо

∆y = cos(x + ∆x)− cosx = −2 sin
∆x

2
sin(x +

∆x

2
).

Тому при ∆x 6= 0

∆y

∆x
= −2 sin ∆x

2 sin(x + ∆x
2 )

∆x
= −sin ∆x

2
∆x
2

sin(x +
∆x

2
).

Оскiльки lim
∆x→0

sin(x + ∆x
2 ) = sinx згiдно з неперервнiстю

функцiї sinx, x ∈ R, то

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= − lim

∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

lim
∆x→0

sin(x +
∆x

2
) = − sinx,

тобто
(cosx)′ = − sinx, x ∈ R. I

3) Похiдна функцiї y = tg x визначається формулою

(tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ R \

{π

2
+ πn, n ∈ Z

}
.
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J Оскiльки tg x =
sinx

cosx
, то згiдно з теоремою 3

y′ =
(sinx)′ cosx− sinx(cos x)′

cos2 x
=

cosx cosx− sinx(− sinx)
cos2 x

=

=
cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

,

тобто

(tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ R \

{π

2
+ πn, n ∈ Z

}
. I

4) Похiдна функцiї y = ctg x визначається формулою

(ctg x)′ = − 1
sin2 x

, x ∈ R \ {πn, n ∈ Z} .

J Оскiльки ctg x =
cosx

sinx
, то аналогiчно як у випадку tg x,

маємо

y′ =
(cosx)′ sinx− cosx(sinx)′

sin2 x
=

(− sinx) sin x− cosx cosx

sin2 x
=

= −sin2 x + cos2 x

sin2 x
= − 1

sin2 x
,

тобто

(ctg x)′ = − 1
sin2 x

, x ∈ R \ {πn, n ∈ Z} . I

1.4.2. Похiдна логарифмiчної функцiї. Похiдна функ-
цiї y = loga x, x > 0, 0 < a 6= 1, визначається формулою

y′ =
1
x

loga e =
1

x ln a
, x > 0.

J Взявши за x довiльну точку напiвпрямої x > 0 i, вважа-
ючи, що |∆x| < x можна записати:

∆y = loga(x + ∆x)− loga x = loga

x + ∆x

x
= loga(1 +

∆x

x
).
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Отже, при ∆x 6= 0

∆y

∆x
=

1
∆x

loga

(
1 +

∆x

x

)
=

1
x

x

∆x
loga

(
1 +

∆x

x

)
,

або
∆y

∆x
=

1
x

loga

(
1 +

∆x

x

) x
∆x

.

Оскiльки lim
∆x→0

(
1 +

∆x

x

) x
∆x

= e, а логарифмiчна функцiя
неперервна, то

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0


1

x
loga

(
1 +

∆x

x

) x
∆x


 =

=
1
x

loga

(
lim

∆x→0

(
1 +

∆x

x

) x
∆x

)
=

1
x

loga e =
1

x ln a
,

тобто
(loga x)′ =

1
x

loga e =
1

x ln a
, x > 0.

Зокрема, при a = e

(lnx)′ =
1
x

, x > 0. I

1.4.3. Похiдна показникової функцiї. Похiдна функцiї
y = ax, x ∈ R, 0 < a 6= 1, визначається формулою

(ax)′ = ax ln a, x ∈ R.

J Маємо

∆y = ax+∆x − ax = ax(a∆x − 1), x ∈ R.

Якщо ∆x 6= 0, то

∆y

∆x
=

ax(a∆x − 1)
∆x

= ax a∆x − 1
∆x

.
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Оскiльки lim
∆x→0

a∆x − 1
∆x

= ln a, то y′ = lim
∆x→0

∆y
∆x =

lim
∆x→0

ax a∆x−1
∆x = ax lim

∆x→0

a∆x−1
∆x = ax ln a, тобто

(ax)′ = ax ln a, x ∈ R, 0 < a 6= 1.

Зокрема, (ex)′ = ex, x ∈ R. I

1.5. Похiдна оберненої функцiї. Обчислення по-
хiдних обернених тригонометричних функцiї.

Теорема 4. Нехай функцiя y = f(x) у деякому околi точки
x0 зростає (спадає) i неперервна. Нехай, крiм того, функцiя
y = f(x) диференцiйовна в точцi x0 i f ′(x0) 6= 0. Тодi iснує
обернена функцiя x = f−1(y), яка визначена i строго моно-
тонна у деякому околi точки y0 = f(x0), диференцiйовна в цiй
точцi i правильна рiвнiсть

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

J Для функцiї y = f(x) виконується умова iснування обер-
неної функцiї. Тому iснує обернена функцiя x = f−1(y), яка
визначена у деякому околi точки y0 = f(x0) i неперервна в
цьому околi. Надамо аргументу y цiєї оберненої функцiї в точ-
цi y0 довiльного приросту ∆y 6= 0. Цьому приросту вiдповiдає
прирiст ∆x оберненої функцiї, причому згiдно iз зростанням
(спаданням) функцiї ∆x 6= 0. Отже, маємо право написати то-
тожнiсть

∆x

∆y
=

1
∆y
∆x

.

Нехай тепер ∆y → 0, тодi й ∆x → 0, бо обернена функцiя
x = f−1(y) неперервна в точцi y0. Тому

lim
∆y→0

∆x

∆y
= lim

∆x→0

1
∆y
∆x

=
1

lim
∆x→0

∆y
∆x

=
1

f ′(x0)
.

Звiдси випливає, що

(f−1(y0))′ =
1

f ′(x0)
. I
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Тепер застосуємо цю теорему для знаходження похiдної вiд
обернених тригонометричних функцiй.

1) Похiдна функцiї y = arcsinx. Задана функцiя визначе-
на на iнтервалi −1 < x < 1 i є оберненою для функцiї x = sin y,
яка визначена на iнтервалi −π

2 < y < π
2 . Оскiльки для функ-

цiї x = sin y в околi довiльної точки y ∈ (−π
2 ; π

2 ) виконуються
умови теореми 4, то функцiя y = arcsinx диференцiйовна в
довiльнiй точцi x = sin y i правильна формула

(arcsinx)′ =
1

(sin y)′
=

1
cos y

=
1√

1− sin2 y
.

Ми взяли cos y = +
√

1− sin2 y, бо cos y на iнтервалi (−π

2
;
π

2
)

додатний. Якщо зауважити, що sin y = x, то матимемо

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1; 1).

2) Похiдна функцiї y = arccosx. Ця функцiя визначена
на (−1; 1) i є оберненою для функцiї x = cos y, яка визначена
на (0;π). Тому

(arccosx)′ =
1

(cos y)′
= − 1

sin y
= − 1√

1− cos2 y
.

Ми врахували, що sin y = +
√

1− cos2 y, бо sin y > 0 на (0;π).
Оскiльки x = cos y, то

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1; 1).

3) Похiдна функцiї y = arctg x. Задана функцiя визначе-
на на R i є оберненою для функцiї x = tg y, яка визначена на
(−π

2 ; π
2 ). Тому

(arctg x)′ =
1

(tg y)′
= cos2 y =

1
1 + tg2 y

.

Оскiльки tg y = x, то звiдси одержуємо

(arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ R.
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4) Похiдна функцiї y = arcctg x. Ця функцiя визначена
на R i є оберненою до функцiї x = ctg y, яка визначена на (0;π).
Тому

(arcctg x)′ =
1

(ctg y)′
= −sin2 y = − 1

1 + ctg2 y
.

Оскiльки ctg y = x, то

(arcctg x)′ = − 1
1 + x2

, x ∈ R.

1.6. Диференцiювання складеної функцiї.
Теорема 5. Нехай функцiя x = ϕ(t) диференцiйовна у точ-

цi t0, а функцiя y = f(x) диференцiйовна у вiдповiднiй точцi
x0 = ϕ(t0). Тодi складена функцiя f(ϕ(t)) диференцiйовна у
точцi t0, причому правильна рiвнiсть

(f(ϕ(t0)))′ = f ′(x0)ϕ′(t0). (13)

J Надамо аргументу t в точцi t0 довiльного приросту ∆t 6=
0. Йому вiдповiдає прирiст ∆x функцiї x = ϕ(t). Приросту ∆x
у свою чергу вiдповiдає прирiст ∆y функцiї y = f(x) в точцi
x0. Оскiльки функцiя y = f(x) диференцiйовна, то її прирiст в
точцi x0 можна подати у виглядi

∆y = f ′(x0)∆x + α(∆x)∆x, (14)

де lim
∆x→0

α(∆x) = 0. Подiливши рiвнiсть (14) на ∆t 6= 0, дiста-
немо

∆y

∆t
= f ′(x0)

∆x

∆t
+ α(∆x)

∆x

∆t
(15)

Якщо ∆t → 0, то з неперервностi функцiї x = ϕ(t) випливає,
що й ∆x → 0, а тодi й α(∆x) прямує до нуля. Згiдно з умовою

теореми iснує границя lim
∆t→0

∆x

∆t
= ϕ′(t0). Отже, при ∆t → 0

iснує границя правої частини (15), а тому iснує границя лiвої
частини i правильна рiвнiсть (13).I
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Зауваження 1. У теоремi 5 розглянута складена функ-
цiя, де y залежить вiд t через промiжну змiнну x. Можлива
складнiша залежнiсть, коли є двi, три або бiльше промiжних
змiнних. Правило диференцiювання залишається тим самим i
в цьому випадку.

Наприклад, якщо y = f(x) де x = ϕ(u) а u = ψ(v) i v = χ(t),
то похiдну y′(t) треба знаходити за формулою

y′(t) = f ′(x)ϕ′(u)ψ′(v)χ′(t). (16)

Приклад 6. Знайти похiдну функцiї

y = earctg x.

J Розглядатимемо дану функцiю як складену вигляду y = eu,
де u = arctg x. Тодi за формулою (13)

y′(x) = y′(u)u′(x) = eu 1
1 + x2

.

Замiнюючи u на arctg x, остаточно матимемо

y′ = earctg x 1
1 + x2

. I

Приклад 7. Знайти похiдну функцiї y = 5arcctg(x2+1)3 .
J Цю функцiю можна подати у виглядi y = 5u, де u = arcctg v,

a v = w3 i w = x2 + 1.
Використовуючи формулу (16), одержуємо

y′(x) = y′(u)u′(v)v′(w)w′(x) = (5u)′(arcctg v)′(w3)′(x2 + 1)′ =

= 5u ln 5(− 1
1 + v2

)3w22x = 5arcctg(x2+1)3 ln 5(− 1
1 + (x2 + 1)6

)×

×3(x2 + 1)22x = − 6x(x2 + 1)2

1 + (x2 + 1)6
5arcctg(x2+1)3 ln 5. I

89



1.7. Логарифмiчна похiдна. Похiдна степеневої
функцiї з довiльним дiйсним показником. Таблиця
похiдних найпростiших елементарних функцiй.

1.7.1. Поняття логарифмiчної похiдної.Нехай функцiя
y = f(x) додатна i диференцiйовна в точцi x. Тодi в цiй точцi
iснує ln y = ln f(x). Розглядаючи ln f(x) як складену функцiю
аргументу x, можна знайти похiдну цiєї функцiї у точцi x, бе-
ручи y = f(x) за промiжний аргумент:

(ln f(x))′ =
y′

y
. (17)

Величина, яка визначається формулою (17), називається
логарифмiчною похiдною.

Приклад 8. За допомогою логарифмiчної похiдної знайти по-
хiдну степенево-показникової функцiї y = u(x)v(x), де u(x) > 0 i u(x)
та v(x) диференцiйовнi в точцi x.

J Оскiльки ln y = v(x) ln u(x), то скориставшись формулою (17),
дiстанемо

y′

y
= (v(x) ln u(x))′ = v′(x) ln u(x) + v(x)

u′(x)
u(x)

.

Звiдси, врахувавши те, що y = u(x)v(x), дiстанемо формулу для по-
хiдної степенево-показникової функцiї

y′ = u(x)v(x)(v′(x) lnu(x) + v(x)
u′(x)
u(x)

). I (18)

Приклад 9. Обчислити похiдну функцiї y = xx, x > 0.
J Задану функцiю можна подати у виглядi y = u(x)v(x), де

u(x) = x i v(x) = x. За допомогою формули (18) знаходимо

y′ = xx(1 · ln x + x
1
x

) = xx(lnx + 1),

тобто
(xx)′ = xx(lnx + 1), x > 0. I

Логарифмiчна похiдна часто використовується у приклад-
них задачах. Наведемо одну з них.
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Нехай K = K(t) – величина вкладу в момент часу t. Чи
можна визначити наближено ставку банкiвського вiдсотка r
за функцiєю K(t)? Якщо вiдсотки нараховуються один раз за
перiод часу ∆t, то вiдсотки за цей перiод становлять Kr∆t, де r
– номiнальна ставка за рiк. Оскiльки прирiст вкладу i вiдсотки
по вкладу одне й те саме, то ∆K = Kr∆t. Звiдси

r =
∆K

K∆t
.

Припустимо, що функцiя K(t) має похiдну K ′(t) Тодi можна
взяти ∆K ≈ dK = K ′(t)∆t, а тому

r ≈ K ′(t)∆t

K(t)∆t
=

K ′(t)
K(t)

= (ln K)′.

Отже, ставка банкiвського вiдсотка r збiгається з логарифмiч-
ною похiдною вiд величини вкладу.

Приклад 10. Нехай K(t) = K0(t + 1)
3
2 , де t – число рокiв

вiд вiдкриття вкладу, K0 – величина початкового вкладу. Знайти як
змiнювалась ставка вiдсотка r = r(t).

J Маємо

r ≈ (lnK0(t + 1)
3
2 )′ = (ln K0 +

3
2

ln(t + 1))′ =
3
2

1
t + 1

,

або у вiдсотках
r ≈ (t + 1)−1150%.

Звiдси випливає, що через два роки пiсля вiдкриття вкладу став-
ка була r ≈ (2 + 1)−1150 = 50% рiчних, а через п’ять рокiв зменши-
лась до r ≈ (5 + 1)−1150% = 25% рiчних i т.д.

Зауважимо, що абсолютна швидкiсть зростання вкладу при цьо-
му не зменшувалася, а зростала, оскiльки K ′ = 3

2K0(t+1)
1
2 > 0. I

1.7.2. Похiдна степеневої функцiї з довiльним по-
казником. Похiдна функцiї y = xα, α ∈ R, x > 0, визначається
формулою

(xα)′ = αxα−1, x > 0, α ∈ R.

J Оскiльки y = xα > 0, то ln y = α lnx. Згiдно з формулою
(17)

y′

y
= (α lnx)′

91



або
y′

y
=

α

x
.

Звiдси випливає, що

y′ = y
α

x
= xα α

x
= αxα−1

або
(xα)′ = αxα−1, x > 0, α ∈ R. I

1.7.3. Таблиця похiдних найпростiших елементарних
функцiй. Зведемо одержанi вище формули для знаходження
похiдних в одну таблицю:

1.(C)′ = 0, C ∈ R;
2.(xα)′ = αxα−1, x > 0, α ∈ R, зокрема,

(
1
x

)′
= − 1

x2
,

(
√

x)′ =
1

2
√

x
, x > 0;

3.(loga x)′ = 1
x loga e, x > 0, 0 < a 6= 1, зокрема, (lnx)′ =

1
x
,

x > 0;
4.(ax)′ = ax ln a, 0 < a 6= 1, зокрема, (ex)′ = ex, x ∈ R;
5. (sinx)′ = cosx, x ∈ R;
6. (cos x)′ = − sinx, x ∈ R;
7.(tg x)′ =

1
cos2 x

= 1 + tg2 x, x ∈ R \
{π

2
+ πn, n ∈ Z

}
;

8.(ctg x)′ = − 1
sin2 x

= −(1 + ctg2 x), x ∈ R \ {πn, n ∈ Z};

9.(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1; 1);

10.(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1; 1);

11.(arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ R;

12.(arcctg x)′ = − 1
1 + x2

, x ∈ R.

1.8. Похiднi та диференцiали вищих порядкiв.
1.8.1. Поняття похiдної n-го порядку. Похiдна f ′(x)

функцiї y = f(x), визначеної i диференцiйовної на промiжку
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X, є функцiєю, яка також визначена на цьому промiжку. Мо-
же трапитися, що функцiя f ′(x) є диференцiйовною у точцi
x ∈ X, тобто має в нiй похiдну. Цю похiдну називають дру-
гою похiдною (похiдною другого порядку) функцiї y = f(x)
у точцi x i позначають символом f (2)(x) (f ′′(x), y′′(x), y(2)(x)).

Послiдовно можна ввести поняття похiдної третього, чет-
вертого i т.д. порядкiв , тобто

y(n)(x) = (yn−1(x))′.

Друга похiдна має певний фiзичний змiст. Якщо y = f(x)
описує закон руху матерiальної точки вздовж прямої, то перша
похiдна f ′(x) є миттєвою швидкiстю точки в момент часу x, а
друга похiдна – швидкiстю змiни швидкостi, тобто прискорен-
ням рухомої точки в даний момент.

1.8.2. Формули для n-них похiдних деяких функцiй.
1) Знайдемо n-ну похiдну степеневої функцiї y = xα, x > 0, α ∈
R. Послiдовно диференцiюючи, отримуємо

y′ = αxα−1, y(2) = α(α− 1)xα−2, ...,

y(n) = α(α− 1)...(α− (n− 1))xα−n.

У частинному випадку α = m, m ∈ N, маємо (xm)(m) = m!,
(xm)(n) = 0 при n > m.

Звiдси випливає, що похiдна n-го порядку многочлена m-го
степеня при n > m дорiвнює нулю.

Аналогiчно знаходиться похiдна n-го порядку функцiї y =
(1 + x)α, x > −1, α ∈ R,

y(n) = α(α− 1) . . . (α− n + 1)(1 + x)α−n, x > −1.

2) Знайдемо n-ну похiдну показникової функцiї y = ax, x ∈
R, 0 < a 6= 1. Послiдовно диференцiюючи, одержуємо y′ =
ax ln a, y(2) = ax(ln a)2, y(3) = ax(ln a)3,...,y(n) = ax(ln a)n, x ∈ R.

Зокрема, якщо y = ex, то для довiльного n одержимо, що
(ex)(n) = ex, x ∈ R.

3) Знайдемо n-ну похiдну функцiї y = sinx, x ∈ R. По-
слiдовно диференцiюючи, отримуємо y′ = cosx = sin(x + π

2 ),
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y(2) = − sinx = sin(x+2π
2 ), y(3) = − cosx = sin(x+3π

2 ),...,y(n) =
sin(x + nπ

2 ), Отже,

(sinx)(n) = sin(x + n
π

2
), x ∈ R.

4) Аналогiчно можна одержати формулу для n-ої похiдної
функцiї y = cosx:

(cosx)(n) = cos(x + n
π

2
), x ∈ R.

5) Для функцiї y = ln x, x > 0, похiдна n-го порядку так
само легко знаходиться.

Послiдовне диференцiювання цiєї функцiї дає

y′ =
1
x

, y′′ = − 1
x2

, y(3) =
2
x3

,

y(4) = −2 · 3
x4

= − 3!
x4

, . . . , y(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn
, x > 0.

Отже,

(lnx)(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn
, x > 0.

У випадку функцiї y = ln(1 + x), x > −1, маємо

(ln(1 + x))(n) = (−1)n−1 (n− 1)!
(1 + x)n

, x > −1.

1.8.3. Формула Лейбнiца для n-ої похiдної добутку
двох функцiй. Виведемо формулу для знаходження похiдної
n-го порядку добутку двох функцiй u(x)v(x), що мають похiднi
довiльного порядку. Тодi

y′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x),

y(2) = u(2)(x)v(x) + 2u′(x)v′(x) + u(x)v(2)(x),

y(3) = u(3)(x)v(x)+u(2)(x)v′(x)+2u(2)(x)v′(x)++2u(2)(x)v(2)(x)+

+u′(x)v(2)(x) + u(x)v(3)(x) = u(3)(x)v(x) + 3u(2)(x)v′(x)+
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+3u′(x)v(2)(x) + u(x)v(3)(x).

Правi частини одержаних рiвностей подiбнi на розклад рiз-
них степенiв бiнома (u + v)n за формулою Ньютона, але за-
мiсть показникiв степеня маємо числа, якi визначають поря-
док похiдних, а самi функцiї u i v можна розглядати як похiднi
нульового порядку u(0)(x) i v(0)(x). Враховуючи це, запишемо
загальний вигляд n-ої похiдної добутку двох функцiй:

y(n)(x) = (u(x)v(x))(n) = u(n)(x)v(x) + nu(n−1)(x)v′(x)+

+
n(n− 1)

2!
u(n−2)(x)v(2)(x) + ...+

+
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
u(n−k)(x)v(k)(x) + . . . + u(x)v(n)(x)

або

(u(x)v(x))(n) =
n∑

k=0

Ck
nu(n−k)(x)v(k)(x). (19)

Формулу (19) називаютьформулою Лейбнiца. Строге до-
ведення даної формули проводиться методом математичної iн-
дукцiї.

Приклад 11. Знайти п’яту похiдну функцiї y = x5ex.
J Нехай u(x) = x5, v(x) = ex, тодi u′(x) = 5x4, u(2)(x) = 20x3;

u(3)(x) = 60x2, u(4)(x) = 120x; u(5)(x) = 120; v′(x) = v(2)(x) =
v(3)(x) = v(4)(x) = v(5)(x) = ex. Пiдставляючи цi вирази у формулу
(19) при n = 5, дiстаємо

y(5) = 120ex + 5 · 120xex +
5 · 4
2

60x2ex+

+
5 · 4 · 3
1 · 2 · 320x3ex + 5 · 5x4ex + x5ex =

= ex(120 + 600x2 + 200x3 + 25x4 + x5). I

1.8.4. Диференцiали вищих порядкiв. Для зручностi
поряд з позначеннями диференцiалiв символами dy i dx вико-
ристовують позначення δy i δx.

95



Нехай функцiя y = f(x) диференцiйовна у кожнiй точцi
x ∈ X. Тодi її диференцiал

dy = f ′(x)dx,

який назвемо диференцiалом першого порядку, є функцiєю
змiнних x i dx. Нехай функцiя f ′(x) у свою чергу диферен-
цiйовна у деякiй точцi x. Розглядатимемо dx у виразi для dy
як сталий множник. Тодi δ(dy) = δ(f ′(x)dx) = (f ′(x)dx)′δx =
f ′′(x)dxδx.

Диференцiал δ(dy) вiд диференцiала dy в точцi x, взятий
при δx = dx, називається диференцiалом другого порядку
функцiї f у точцi x i позначається символом d2y, тобто

d2y = f ′′(x)(dx)2.

У свою чергу диференцiал δ(d2y) вiд диференцiала d2y, взя-
тий при δx = dx, називається диференцiалом третього по-
рядку функцiї f i позначається символом d3y, i т.д.

dny = y(n)(x)(dx)n

або
dny = f (n)(x)(dx)n, n ∈ N. (20)

Приклад 12. Знайти диференцiал d3y функцiї y = x4−3x2 +4.
J Знайдемо спочатку третю похiдну. Маємо y′ = 4x3 − 6x, y′′ =

12x2 − 6, y(3) = 24x. Тодi згiдно з формулою (20)

d3y = y(3)(x)(dx)3 = 24x(dx)3. I

1.9. Похiдна функцiї, яка задана параметрич-
но. До цих пiр розглядались рiвняння лiнiй на площинi, якi
зв’зують мiж собою координати точок цих лiнiй. Часто засто-
совують iнший спосiб задання лiнiї, де змiннi координати x i y
є функцiями третьої змiнної t,

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ T. (21)
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Тодi довiльному з цих значень t ∈ T вiдповiдає певне значен-
ня x i певне значення y, а отже, i певна точка M(x; y) заданої
лiнiї. Якщо змiнна t пробiгає всi значення з областi визначення
T функцiй ϕ i ψ, точка M(x; y) описує деяку лiнiю в площинi
Oxy. Рiвняння (21) називається параметричними рiвняння-
ми цiєї лiнiї, а змiнна t – параметром.

Припустимо, що функцiя x = ϕ(t), t ∈ T , має обернену
t = ϕ−1(x), x ∈ X, де X – множина значень функцiї ϕ. Пiд-
ставивши цей вираз для t у друге з рiвнянь (21), дiстанемо
рiвняння

y = ψ(ϕ−1(x)), x ∈ X, (22)

яке визначає y як складену функцiю x. Кажуть, що ця функ-
цiя задана параметрично рiвняннями (21). Перехiд вiд (21) до
рiвняння (22) називається виключенням параметра.

При вивченнi функцiй, якi заданi параметрично, виключен-
ня параметра не є обов’язковим, а iнколи й не завжди практич-
но можливе. У багатьох випадках значно легше, задаючи рiзнi
значення параметра t, визначити за формулами (21) вiдповiдне
значення аргументу x i функцiї y.

Нехай функцiї ϕ i ψ диференцiйовнi на промiжку T , причо-
му ϕ′(t) 6= 0, t ∈ T . Тодi складена функцiя y = ψ(ϕ−1(x)) так
само є диференцiйовною в точцi x ∈ X i

y′x =
dy

dx
= ψ′(ϕ−1(x))(ϕ−1(x))′ = ψ′(t)

1
ϕ′(t)

=
ψ′(t)
ϕ′(t)

, t ∈ T.

Отже, якщо функцiя y вiд змiнної x задана параметрично
за допомогою рiвнянь (21), де ϕ i ψ диференцiйовнi на промiж-
ку T , причому ϕ′(t) 6= 0, t ∈ T , то похiдна y′x знаходиться за
формулою

y′x =
ψ′(t)
ϕ′(t)

або y′x =
y′(t)
x′(t)

, t ∈ T. (23)

Приклад 13. Записати параметричне рiвняння кола з центром
в початку координат.

J Нехай M(x; y) – довiльна точка кола з центром в початку ко-
ординат i радiусом R. Декартовi координати x i y цiєї точки виража-
ються через її полярний радiус r = R i полярний кут, який позначимо
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через t, за формулами
{

x = R cos t,
y = R sin t, t ∈ [0; 2π]. (24)

Одержанi рiвняння називаються параметричними рiвняннями
кола. Параметром в них є полярний кут t, який змiнюється вiд 0
до 2π.

Якщо рiвняння (24) пiднести
почленно до квадрата i додати, то
параметр t виключиться, оскiльки
cos2 t+sin2 t = 1, i одержимо рiвняння
кола в декартовiй системi координат
x2 + y2 = R2, яке визначає двi
елементарнi функцiї:

-

6y

x

R

t
O

y =
√

R2 − x2 i y = −
√

R2 − x2.

Кожна з них визначається параметричними рiвняннями (24), але
областi змiни параметра t для цих функцiй рiзнi. Для першої з них
0 ≤ t ≤ π i графiком є верхнє пiвколо. Для другої функцiї π ≤ t ≤ 2π,
а графiком є нижнє пiвколо. I

Приклад 14. Знайти похiдну функцiї y(x), яка задана пара-
метричними рiвняннями x = cos t, y = sin t, t ∈

[π

6
;
π

3

]
. Обчислити

значення цiєї похiдної в точцi x =
√

2
2

.
J Згiдно з формулою (23) маємо

y′x =
(sin t)′

(cos t)′
=

cos t

− sin t
= − ctg t, t ∈

[π

6
;
π

3

]
,

оскiльки ϕ′(t) = (cos t)′ = − sin t 6= 0, t ∈
[π

6
;
π

3

]
. Обчислимо

y′x
(√2

2

)
. Для цього знайдемо значення t, що вiдповiдає значенню

x =
√

2
2

. Маємо cos t =
√

2
2

, t ∈
[π

6
;
π

2

]
, а тому t =

π

4
. Тодi

y′
(√2

2

)
= − ctg

π

4
= −1. I

Якщо функцiя ϕ з (21) не має оберненої, але iснує оберне-
на для функцiї ψ, то t = ψ−1(y), y ∈ Y , де Y – множина зна-
чень функцiї ψ. Тодi, аналогiчно як i вище, одержимо складену
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функцiю x = ϕ(ψ−1(y)), y ∈ Y . При вiдповiдних припущеннях
щодо диференцiйовностi функцiй ϕ i ψ на T вона має похiдну

x′y =
ϕ′(t)
ψ′(t)

або x′y =
x′(y)
y′(t)

, t ∈ T,

якщо ψ′(t) 6= 0, t ∈ T .
Нехай iснують другi похiднi функцiй ϕ′(t) i ψ′(t) у точцi

t ∈ T . Тодi можна знайти другу похiдну функцiї, яка задана

параметрично. Зауважимо, що функцiя y′x =
ψ′(t)
ϕ′(t)

, так само

визначається параметричними рiвняннями

y′x =
ψ′(t)
ϕ′(t)

≡ ψ1(t), x = ϕ(t), t ∈ T.

Згiдно з формулою (23) маємо

y′′xx = (y′x)′x =
ψ′1(t)
ϕ′(t)

=

(
ψ′(t)
ϕ′(t)

)′

ϕ′(t)
=

ψ′′(t)ϕ′(t)−ϕ′′(t)ψ′(t)
(ϕ′(t))2

ϕ′(t)
=

=
ψ′′(t)ϕ′(t)− ϕ′′(t)ψ′(t)

(ϕ′(t))3
.

Отже, отримали, що

y′′xx =
ψ′′(t)ϕ′(t)− ϕ′′(t)ψ′(t)

(ϕ′(t))3
,

або, коротше,

y′′xx =
y′′ttx′t − x′′tty′t

(x′t)3
. (25)

Приклад 15. Знайти другу похiдну y′′xx функцiї y, яка задана
параметрично {

x = sin2 t,

y = sin 2t, t ∈
[π

6
;
π

3

]
.

J Маємо

y′x =
y′(t)
x′(t)

=
(sin 2t)′

(sin2 t)′
=

2 cos 2t

2 sin t cos t
= 2 ctg 2t.
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Розглянемо цю похiдну як функцiю, що задана параметрично
{

y′x = 2 ctg 2t,

x = sin2 t, t ∈
[π

6
;
π

3

]
.

Тодi згiдно з формулою (25) одержуємо, що

y′′xx =
(y′x)′

x′t
=

(2 ctg 2t)′

(sin2 t)′
=

−2 2
sin2 2t

2 sin t cos t
= − 4

sin3 2t
, t ∈

[π

6
;
π

3

]
. I

Приклад 16. Скласти рiвняння дотичної i нормалi до циклої-
ди {

x = t− sin t,
y = 1− cos t, t ∈ [0; 2π]

в точцi M0(x0; y0), яка вiдповiдає значенню параметра t =
3π

2
.

J Знайдемо спочатку координати точки дотику M0:

x0 = (t− sin t)|t= 3π
2

=
3π

2
− sin

3π

2
=

3π

2
+ 1 =

3π + 2
2

y0 = (1− cos t)|t= 3π
2

= 1− cos
3π

2
= 1.

Для того щоб визначити кутовi коефiцiєнти дотичної i нормалi,
знайдемо похiдну y′x:

y′x =
(1− cos t)′

(t− sin t)′
=

sin t

1− cos t
.

Знайдемо кутовий коефiцiєнт дотичної до циклоїди в точцi M0

kдот = (y′x)
∣∣∣
M0

=
( sin t

1− cos t

)∣∣∣∣∣
t= 3π

2

= −1.

Тодi кутовий коефiцiєнт нормалi

kн = − 1
kдот

= 1.

Скориставшись рiвнянням прямої, що проходить через задану
точку M0(x0; y0) у заданому напрямку, легко одержуємо рiвняння
дотичної

y − 1 = −1
(
x− 3π + 2

2

)
або x + y − 3π + 4

2
= 0
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i рiвняння нормалi

y − 1 = 1
(
x− 3π + 2

2

)
або x− y − 3π

2
= 0. I

1.10. Неявна функцiя та її диференцiювання.
Нехай задано рiвняння

5y − x2 − 1 = 0. (26)

У ньому кожному дiйсному значенню x вiдповiдає єдине
значення y таке, що коли пiдставити цi значення x i y в рiвнян-
ня (26), то дiстанемо правильну рiвнiсть. Наприклад, значен-
ню x = 0 вiдповiдає значення y = 0, оскiльки при пiдстанов-
цi цих значень x i y в рiвняння (26) ми дiстанемо тотожнiсть
50−02−1 = 0. Аналогiчно значенню x = 2 вiдповiдає значення
y = 1 i т.д. Це означає, що за допомогою рiвняння (26) задана
функцiя, областю визначення якої є вся числова вiсь, а мно-
жиною значень – множина всiх невiд’ємних чисел. Ця функцiя
називається неявною.

Нехай в загальному випадку задано рiвняння

F (x, y) = 0, (27)

де F (x, y) – функцiя двох змiнних. Якщо кожному значенню
x ∈ X вiдповiдає єдине значення y, яке разом з x задовольняє
рiвняння (27), то кажуть, що це рiвняння визначає на множинi
X неявну функцiю y = ϕ(x).

Отже, для неявної функцiї y = ϕ(x), заданої рiвнянням
(27), правильна рiвнiсть

F (x, ϕ(x)) = 0, x ∈ X.

Функцiя y = f(x), x ∈ X, яка задана рiвнянням,
розв’язаним вiдносно y, називається явною.

Якщо рiвняння (26) розв’язати вiдносно y, то одержимо

y = log5(x
2 + 1), x ∈ R. (26′)
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Ця функцiя є явною. Очевидно, що це та сама функцiя, яка за-
дана рiвнянням (26). Пiдставивши (26′) у рiвняння (26), дiста-
немо тотожнiсть

5log5(x2+1) − x2 − 1 = x2 + 1− x2 − 1 = 0.

У деяких випадках кожному значенню x ∈ X вiдповiдає
декiлька значень y, якi задовольняють разом з даним x рiвнян-
ня (27). Тодi це рiвняння визначає не одну, а декiлька неявних
функцiй. Наприклад, рiвняння x2+y2−1 = 0 визначає двi неяв-
нi функцiї, якi можна записати у явному виглядi, розв’язавши
рiвняння x2 + y2 − 1 = 0 вiдносно y:

y =
√

1− x2, y = −
√

1− x2.

Не кожну неявну функцiю можна подати у виглядi явної
елементарної функцiї. Наприклад, рiвняння

5y − 5y + x2 − 1 = 0

визначає неявну функцiю, але це рiвняння не можна розв’язати
вiдносно y так, щоб y виражалося через елементарнi функцiї
аргументу x. Не всяке рiвняння F (x, y) = 0 визначає неявну
функцiю. Наприклад, рiвняння x2+y2+1 = 0 не задовольняють
жоднi дiйснi значення x i y, i, отже, воно не визначає жодної
неявної функцiї.

Розглянемо на конкретних прикладах правило знаходжен-
ня похiдної вiд неявної функцiї.

Приклад 17. Знайти похiдну неявної функцiї y, яка визна-
чається рiвнянням Кеплера

y − ε sin y = x,

де ε < 1 – деяке додатне число.
J Задане рiвняння не можна розв’язати вiдносно y за допомогою

елементарних функцiй, хоча воно має при кожному фiксованому x
єдиний розв’язок y. Для знаходження похiдної y′(x) скористаємося
прийомом, який часто використовується. Оскiльки функцiя y = y(x)
є розв’язком рiвняння Кеплера, то пiдставивши її в це рiвняння,
дiстанемо правильну рiвнiсть

y(x)− ε sin y(x) = x, x ∈ R.
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Продиференцiюємо обидвi частини цiєї рiвностi по x

y′(x)− ε cos y(x)y′(x) = 1, x ∈ R.

Звiдси випливає, що y′ =
1

1− ε cos y
. Отже, ми знайшли похiдну

неявної функцiї y(x) не розв’язуючи рiвняння Кеплера.I
Приклад 18. Знайти похiдну y′ неявної функцiї y, яка визна-

чається рiвнянням
x2 + 2xy − y2 = 2x.

Чому дорiвнює похiдна y′, якщо: 1) x = 2, y = 4; 2) x = 2, y = 0?
J Вважатимемо, що в задане рiвняння пiдставлено неявну функ-

цiю y = y(x). Тодi матимемо тотожнiсть x2 + 2xy(x) − y2(x) = 2x,
x ∈ R. Якщо продиференцiювати її по змiннiй x, то одержимо рiв-
нiсть

2x + 2y(x) + 2xy′(x)− 2y(x)y′(x) = 2, x ∈ R,

або (x− y)y′ = 1− x− y. Звiдси випливає, що

y′x =
1− x− y

x− y
, x 6= y.

Знайдемо тепер значення похiдної y′ при x = 2 i y = 4. Для
цього спочатку переконаємося, що точка (2; 4) задовольняє задане
рiвняння, пiдставивши x = 2 i y = 4 в рiвняння. Тодi

y′(2) =
1− 2− 4

2− 4
=

5
2
.

Тепер розглянемо випадок, коли x = 2, a y = 0. Цi значення
також задовольняють задане рiвняння. Це означає, що при x = 2
вихiдне рiвняння має два розв’язки y = 4 i y = 0. Похiдна y′ при
x = 2 i y = 0 визначається рiвнiстю

y′(2) =
1− 2− 0

2− 0
= −1

2
. I

Детальнiше неявнi функцiї будуть вивченi в роздiлi 9, §5,
пункт 5.2.
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Вправи

1. Користуючись означенням похiдної, знайти похiдну функцiї:

1) y =
√

1 + x2; 2) y =
1√
x
; 3)y =

1
3x + 2

; 4) y =
1
x2

; 5) y = − ctg x−x;

6) y = 2x2
.

2. Знайти похiдну функцiї: 1) y = x3

3 − 2x2 + 4x− 5; 2)y = 6 3
√

x−
4 4
√

x; 3)y = 1
x + 1

x2 + 1
x3 ; 4)y = x2 cos x; 5)y = cos x

1+2 sin x ; 6)y = 2x arctg x;
7)y = x sin x ln x; 8)y = cos2 x+ln tg x

2 ; 9)y =
√

1− x2 arccos x; 10)y =
arcctg x√

1+x2 ; 11)y = xx2
; 12)y = (ln x)x; 13)y = (sin x)cos x; 14)y = 2 x

√
x;

15)y = (tg 2x)ctg
x
2 ; 16) y = arctg

ln x

3
; 17) y = ex arctg ex− ln

√
1 + e2x;

18) y = 3tg4(x2+5x); 19) y = (x3 + x2)sin x; 20) y = xln x.
3. Знайти похiдну функцiї i обчислити її значення при x = x0:

1)y = x
2x−1 , x0 = 0; 2)y =

√
1 + ln2 x, x0 = 1; 3)y = sin x ecos x, x0 = π

2 ;
4)y = ln 2+tg x

2−tg x , x = π
3 ; 5)y = ln(x +

√
x2 + 12), x0 = 2.

4. Знайти похiдну функцiї, яка задана неявно: 1)x2 + xy + y2 =
0; 2)ey − e−x + xy = 0; 3)yx = xy; 4)sin(xy) + cos(xy) = tg(x + y);
5)ex sin y−e−y cosx = 0; 6) x3 +ln y−x2ey = 0; 7) xy2

+y2 ln x−4 = 0;
8) x−y = arcsin x−arcsin y; 9) arctg

y

x
= ln

√
x2 + y2; 10) xy = arctg

x

y
.

5. Скласти рiвняння дотичної до кривої: 1)y =
8

4 + x2
у точцi з

абсцисою x = 2; 2) x3+xy+y3+1 = 0 у точцi M0(1;−1); 3) y = x3+2x

у точцi M0(1; 3); 4)
x2

9
− y2

8
= 1 у точцi M0(−9;−8).

6. Точка рухається прямолiнiйно за законом S(t) = 2t3 − 3t2 +
5t + 2. Знайти швидкiсть та прискорення руху.

7. Знайти диференцiал функцiї: 1)y = 1
x − 1

x2 ; 2)y = ln cos x;
3)y = arctg

√
4x− 1; 4)y = 2

−1
cos x ; 5)y + x = ey; 6) y = (1 + tg x)8; 7)

y = ln arctg(sinx).
8. Обчислити наближено: 1)arcsin 0, 05; 2) 3

√
0, 95; 3)ln 1, 2;

4) 4
√

15, 8; 5)arctg 1, 04; 6) 3
√

26, 19; 7) ln tg 47015′.
9. Знайти похiдну вказаного порядку n функцiї: 1)y = x2ex, n =

3; 2)y = x cosx, n = 2; 3)y = ex cos x, n = 4; 4)y = x3 ln x, n = 4;
5)y = (1 + x2) arctg x, n = 2; 6)y = xx, n = 2; 7)arctg y = x + y, n = 2;
8) y = (2x + 3)3

√
2x + 3, n = 3; 9) y = x ln(x +

√
x2 + a2 −

√
x2 + a2),

n = 2; 10) y =
1
3
x2

√
1− x2 +

2
3

√
1− x2, n = 2.

10. Знайти диференцiал вказаного n-го порядку функцiї: 1)y =
3−x2

, n = 2; 2)y = ln(x +
√

x2 + 4), n = 2; 3)y = ex ln x, n = 3; 4)y =
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sin x
x , n = 2; 5)y2 + xy = 1, n = 2; 6) y = x(lnx− 1), n = 3; 7) y = ex3

,
n = 2.

11. Знайти похiдну y′x функцiї y, яка задана параметрично:
1) x = 2t, y = 3t2 − 5t, t ∈ R;
2) x = t3 + 2, y = 0, 5t2, t ∈ (0;+∞);

3) x =
1

t + 1
, y =

( t

t + 1

)2

, t ∈ R \ {−1};
4) x = 2−t, y = 22t, t ∈ R;
5) x = a cos t, y = b sin t, t ∈ (0; 2π);
6) x = tg t, y = sin 2t + 2 cos 2t, t ∈

(
− π

2
;
π

2

)
;

7) x = ln(1 + t2), y = t− arctg t, t ∈ (0;+∞).

Вiдповiдi

1. 1)
x√

1 + x2
; 2) − 1

2
√

x3
; 3) − 3

(3x + 2)2
; 4) − 2

x3
; 5) ctg2 x; 6) 2x2 ·

2x ln 2.

2. 1) (x−2)2; 2)
2

3
√

x2
− 1

4
√

x3
; 3) −x2 + 2x + 3

x4
; 4) x(2 cos x−x sinx);

5) − 2 + sin x

(1 + 2 sinx)2
; 6) 2x

(
ln 2 arctg x +

1
1 + x2

)
; 7) sin x lnx +

x cos x ln x + sin x; 8)
1− sin x sin 2x

sin x
; 9) −

(
1 +

x√
1− x2

arccos x

)
;

10) −1 + x arctg x√
(1 + x2)3

; 11) xx2+1(2 ln x + 1); 12) (lnx)x
(

1
ln x + ln lnx

)
;

13) (sinx)cos x−1(cos2 x − sin2 x ln sinx); 14) x
√

x− 1
2 (2 + lnx);

15) (tg 2x)ctg
x
2

(
4 ctg x

2

sin 4x
− ln tg 2x

2 sin2 x
2

)
; 16)

3
x(9 + ln2 x)

; 17) ex arctg ex;

18)
4 ln 3

cos2(x2 + 5x)
(2x+5)3tg4(x2+5x) tg3(x2+5x); 19) (x3+x2)sin x

(
cos x·

ln(x3 + x2) + (3x2+2x) sin x
x3+x2

)
; 20) 2xln x−1 ln x.

3. 1) −1; 2) 0; 3) −1; 4) 16; 5) 0,25.

4. 1) −2x + y

x + 2y
; 2) −e−x + y

ey + x
; 3)

y2 − xy ln y

x2 − xy ln x
;

4) −y cos2(x + y)(cos(xy)− sin(xy))− 1
x cos2(x + y)(cos(xy)− sin(xy))− 1

; 5)
ex sin y + e−y sin x

ex cos y + e−y cosx
;

6)
(2xyey − 3x2)y

1− x2yey
; 7) − y

2x ln x
; 8)

√
1− y2

1− x2

1−√1− x2

1−
√

1− y2
; 9)

x + y

x− y
;

10)
y

x

1− x2 − y2

1 + x2 − y2
.
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5. 1) x+2y−4 = 0; 2) x+2y+1 = 0; 3) 5x−y−2 = 0; 4) x−y+1 = 0.
6. v(t) = 6t2 − 6t + 5; a(t) = 12t− 6.

7. 1)
(2− x)dx

x3
; 2) − tg xdx; 3)

dx

2x
√

4x− 1
; 4) 2−

1
cos x ln 2

sin x

cos2 x
dx;

5)
dx

ey − 1
; 6)

8(1 + tg x)7

cos2 x
dx; 7)

cosxdx

(1 + sin2 x) arctg(sin x)
.

8. 1) 0, 05; 2) 0,983; 3) 0,2; 4) 1,9938; 5) 0,805; 6) 2, 97; 7) 0,078.

9. 1) ex(x2 + 6x + 6); 2) −2 sin x− x cos x; 3) −4ex cosx; 4)
6
x
;

5)
2x

1 + x2
+ 2arctg x; 6) xx

(
(lnx + 1)2 + 1

x

)
; 7) −2(1 + y2)

y5
;

8) 105
√

2x + 3; 9)
1√

x2 + a2
; 10) 2

√
1− x2.

10. 1) 3−x2
ln 9(2x2 ln 3 − 1)dx2; 2) − x

(x2 + 4)3/2
dx2;

3) ex

(
ln x +

3
x
− 3

x2
+

2
x3

)
dx3; 4)

(2− x2) sin x− 2x cos x

x3
dx2;

5)
2

(x + 2y)3
dx2; 6) − 1

x2
dx3; 7) 3xex3

(3x2 + 2)dx2.

11. 1) 3t− 5
2
; 2)

1
3t
; 3) − 2t

t + 1
; 4) −23t+1; 5) − b

a
ctg t;

6) 2 cos2 t(cos 2t− 2 sin 2t); 7)
t

2
.
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§2. Застосування похiдної

2.1. Застосування похiдної в економiцi та приро-
дознавствi

У §1 ми описали геометричний, фiзичний та економiчний
змiсти похiдної. У цьому параграфi ми наведемо приклади за-
стосування похiдної у рiзних галузях природознавства.

2.1.1. Застосування похiдної в економiчних задачах.
Пояснимо економiчний змiст похiдної на конкретних задачах.

1) Нехай витрати виробництва однорiдної продукцiї є
функцiєю кiлькостi продукцiї x. Припустимо, що кiлькiсть про-
дукцiї зросла на ∆x одиниць. Тодi прирiст витрат виробництва
становитиме

∆K = K(x + ∆x)−K(x).

Середнiй прирiст витрат виробництва дорiвнюватиме

∆K

∆x
.

Границя lim
∆x→0

∆K

∆x
= K ′(x) називається граничними вит-

ратами виробництва.
Приклад 1. Залежнiсть витрат виробництва вiд обсягу x про-

дукцiї визначається формулою

K = 100x− x3

30
.

Знайти граничнi витрати, якщо обсяг виробництва становить: 1)
5 одиниць; 2) 10 одиниць продукцiї.

J Маємо K ′(x) = (100x−x3

30
)′ = 100−x2

10
. Тодi K ′(5) = 100− 52

10
=

100− 25
10

= 97, 5; K ′(10) = 100− 102

10
= 90.

Це означає, що при обсязi виробництва 5 одиниць продукцiї вит-
рати на виготовлення наступної шостої одиницi становитимуть 97,5
гр. од. а при обсязi виробництва 10 одиниць вони становитимуть 90
гр. од. I
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2) Нехай U(x) виторг вiд продажу x одиниць товару. Мiр-
куючи аналогiчно як у попередньому випадку, одержуємо

lim
∆x→0

U(x + ∆x)− U(x)
∆x

= U ′(x).

Ця границя називається граничним виторгом.
Приклад 2. Функцiя попиту на деякий товар визначається

формулою p = 10− 2x, де x – обсяг попиту, p – цiна. Знайти гранич-
ний виторг при x = 2.

J Очевидно, що виторг вiд продажу x одиниць товару

U(x) = x(10− 2x) = 10x− 2x2.

Тодi
U ′(x) = 10− 4x.

Якщо x = 2, то U ′(2) = 10− 4 · 2 = 2. Це означає, що коли попит
зростає вiд двох до трьох одиниць, то виторг зросте на 2 грошовi
одиницi. I

Граничнi величини характеризують процес змiни економiч-
ного об’єкта (процесу) з часом або вiдносно iншого фактора.

При означеннi похiдної знаходять границю вiдношення при-
росту функцiї до вiдповiдного приросту незалежної змiнної. У
багатьох задачах зручно знаходити вiдсоток приросту функ-
цiї, який вiдповiдає вiдсотку приросту незалежної змiнної. Це
приводить до поняття еластичностi функцiї (вiдносної по-
хiдної).

Розглянемо функцiю y = f(x), x ∈ X. Припустимо, що при-
рiст незалежної змiнної x дорiвнює ∆x, тодi її вiдносним приро-

стом є
∆x

x
. Вiдповiдний прирiст функцiї ∆y = f(x+∆x)−f(x),

а вiдносний прирiст –
∆y

y
. Складемо вiдношення

∆y

y
:
∆x

x
, яке

показує у скiльки разiв вiдносний прирiст функцiї бiльший за
вiдносний прирiст незалежної змiнної. Подамо це вiдношення
у виглядi

∆y

y
:
∆x

x
=

x

y

∆y

∆x
.
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Якщо iснує f ′(x), то маємо

lim
∆x→0

(
∆y

y
:
∆x

x
) = lim

∆x→0
(
x

y

∆y

∆x
) =

x

y
lim

∆x→0

∆y

∆x
=

x

y
f ′(x),

тобто

lim
∆x→0

∆y
y

∆x
x

=
x

y
f ′(x). (1)

Границю (1) називають еластичнiстю функцiї f вiдносно
змiнної x i позначають символом Ex(y). Отже, згiдно з озна-
ченням

Ex(y) =
x

f(x)
f ′(x),

або
Ex(y) =

x

y
y′(x). (2)

Очевидно, що еластичнiсть f вiдносно x є вiдсотковим при-
ростом функцiї, який вiдповiдає приросту незалежної змiнної
на один вiдсоток.

Приклад 3. Знайти еластичнiсть функцiї y = 3x− 6 та обчис-
лити її при x = 10.

J Згiдно з формулою (2)

Ex(y) =
x

y

dy

dx
=

x

3x− 6
3 =

3x

3x− 6
=

x

x− 2
.

Якщо x = 10, то

E10(y) =
10

10− 2
=

10
8

=
5
4
.

Це означає, що коли x зростає на один вiдсоток, то функцiя

зростає на
5
4
вiдсотка. I

Теорема 1. Еластичнiсть добутку двох функцiй дорiвнює
сумi еластичностей спiвмножникiв, а еластичнiсть част-
ки двох функцiй дорiвнює рiзницi еластичностей чисельника i
знаменника, тобто

Ex(uv) = Ex(u) + Ex(v),

Ex(
u

v
) = Ex(u)−Ex(v).
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J Очевидно, що

Ex(uv) =
x

uv
(uv)′ =

x

uv
(u′v + uv′) =

x

u
u′+

x

v
v′ = Ex(u) + Ex(v).

Аналогiчно Ex(u
v ) = x

u
v
(u

v )′ = = v·x
u

u′v−uv′
v2 = x

uu′ − x
v v′ =

Ex(u)− Ex(v). I
Розглянемо деякi приклади на застосування еластичностi

функцiї.
Приклад 4. Вивчити еластичнiсть попиту вiдносно цiни.
J Нехай на деякий момент попит q залежить вiд цiни за законом

q = f(p). Тодi еластичнiсть попиту вiдносно цiни

En ≡ Ep(q) =
p

q
q′(p).

Вона визначає як змiнюється попит на даний товар, коли його цiна
зростає, на один вiдсоток.

У бiльшостi випадкiв функцiя попиту є спадною функцiєю,
оскiльки з пiдвищенням цiни на товар попит на нього зменшуєть-
ся. Отже, в таких випадках q′ < 0. Щоб не мати справи з вiд’ємними
числами, при вивченнi еластичностi попиту вважають, що

En = −p

q
q′(p).

Якщо En > 1, тобто пiдвищенню цiни на один вiдсоток вiдповiдає
зниження попиту бiльше, нiж на один вiдсоток, то кажуть, що попит
еластичний.

Якщо En = 1, тобто пiдвищенню цiни на один вiдсоток вiдповiдає
зниження попиту на один вiдсоток, то кажуть, що попит нейтраль-
ний.

У випадку, коли 0 < En < 1, тобто пiдвищенню цiни на один
вiдсоток вiдповiдає зниження попиту менше, нiж на один вiдсоток,
то попит називають нееластичним.

Наприклад, якщо
q = 10− p,

то En = −p

q
q′ = − p

10− p
(−1) =

p

10− p
.

При p = 2 маємо, що попит нееластичний, бо

En =
2
8

=
1
4
.
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Це означає, що при цiнi 2 грошовi одиницi пiдвищення цiни на один

вiдсоток викликає зниження попиту на
1
4
вiдсотка.

Якщо ж
q =

c

p
, c = const,

то
En = −p

q
q′ = − p

c
p

(− c

p2
) = 1,

тобто попит є нейтральним. I
Можна розглядати еластичнiсть попиту вiдносно доходу

споживачiв, пропозицiї вiдносно цiни, а також еластичнiсть по-
вних i середнiх витрат.

Наприклад, якщо пiдприємство виробляє x одиниць про-
дукцiї певного виду i K(x) є функцiєю сумарних витрат, то

Ek ≡ Ex(K) =
x

K
K ′(x) = K ′ :

K

x
.

Отже, еластичнiсть сумарних витрат є вiдношенням граничних
витрат до середнiх витрат.

Розглянемо функцiю, яка описує середнi витрати

µ =
K

x
.

Тодi

Eµ ≡ Ex(µ) =
x

µ
µ′ =

x
K
x

(
K

x
)′ =

x2

K

K ′x−K

x2
=

x

K
K ′−1 = Ek−1.

Це означає, що еластичнiсть середнiх витрат на одиницю про-
дукцiї менша за еластичнiсть сумарних витрат.

Якщо Ek = 1, то Eµ = 0 i, отже, µ′(x) = 0, тобто середнi
витрати сталi. З рiвностi Eµ = 0 випливає, що K ′x−K = 0 або
K ′ = K

x . Тому при Ek = 1 граничнi витрати K ′ дорiвнюють
середнiм витратам.

Приклад 5. Залежнiсть мiж собiвартiстю продукцiї i обсягом
виробництва Q виражається формулою

C = 50− 0, 4Q.
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Знайти еластичнiсть собiвартостi при випуску продукцiї обсягу Q =
15 грошових одиниць.

J Маємо

EQ(C) =
Q

C
C ′ =

Q

50− 0, 4Q
(−0, 4).

Звiдси при Q=15 одержимо

E15(C) =
15

50− 0, 5 · 15
(−0, 4) =

−6
50− 6

=
−6
44

=
−3
22

≈ −0, 14.

Отже, при даному обсязi випуску продукцiї збiльшення його на
один вiдсоток приводить до зниження собiвартостi приблизно на
0, 14%. I

2.1.2. Застосування похiдної в задачах природознав-
ства. Як було зазначено в §1 за допомогою похiдної можна
визначити швидкiсть змiни однiєї з величин у залежностi вiд
змiни iншої. Наведемо приклади, якi дозволяють краще зро-
зумiти змiст похiдної та продемонструють її застосування при
розв’язуваннi конкретних прикладних задач.

Приклад 6. Розмiр популяцiї бактерiй в момент часу t (в годи-
нах) визначається формулою p(t) = 106 + 104t− 103t2. Знайти швид-
кiсть росту популяцiї, якщо: 1) t = 1 год.; 2) t = 5 год.; 3) t = 10
год.

J Оскiльки швидкiсть росту популяцiї дорiвнює p′(t), то, знай-
шовши похiдну, одержимо

p′(t) = 104 − 2 · 103t.

Якщо: 1) t = 1 год., то p′(1) = 104−2 ·103 ·1 = 104−2 ·103 = 103(10−
2) = 8000; 2) t = 5 год., тодi p′(5) = 104 − 2 · 103 · 5 = 104 − 104 = 0;
3) t = 10 год., то p′(10) = 104 − 2 · 103 · 10 = 104(1− 2) = −1000. I

Приклад 7. Вiд камiнця, який кинуто у воду, розходяться кон-
центричнi хвилi. З якою швидкiстю зростає площа, охоплена хвилею,
у кiнцi другої секунди, якщо радiус зовнiшньої хвилi збiльшується
зi швидкiстю 2 м/с.

J Нехай x(t) – радiус хвилi у момент часу t. Тодi площа S, яка
охоплена цiєю хвилею, визначається за формулою S(t) = πx2. Швид-
кiсть зростання площi хвилi

S′(t) = 2πx x′(t).
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Згiдно з умовою x = 2 · 2 = 4, x′(t) = 2, а тому

S′(2) = 2π · 4 · 2 = 16π м/с2.

Цю задачу можна розв’язати по-iншому.
Оскiльки швидкiсть змiни радiуса x(t) хвилi є сталою i при t = 0

цей радiус дорiвнював нулю, то x(t) = 2t. Тому площа S, яка охопле-
на хвилею в момент часу t визначається рiвнiстю S(t) = 4πt2. То-
дi швидкiсть зростання площi хвилi S′(t) = 8πt, а отже, S′(2) =
16π м/с2. I

Приклад 8. Кiнець A рейки AB довжиною 5 м пiднiмається iз
землi краном зi швидкiстю 5 см/сек. Другий кiнець волочиться по
землi. Яка швидкiсть руху кiнця B у момент, коли кiнець A пiднявся
на 2,8 м?

J Нехай точка C – точка, над якою зна-
ходиться кран, x(t) – вiдстань вiд кiнця B
до точки C, t – час, вiдрахований вiд почат-
ку пiдйому. З трикутника ABC знаходимо,
що BC =

√
AB2 −AC2. Оскiльки AB = 500

см, AC = 5t, а AC = x(t), то

A

C B

x(t) =
√

5002 − 25t2.

Тодi
dx(t)

dt
=

1
2
√

5002 − 25t2
(−50t) =

−25t√
5002 − 25t2

. Нас цiкавить

швидкiсть руху кiнця B у момент часу t0, коли вiдстань AC = 280 см,
тобто 5t0 = 280 або t0 = 56 сек. Отже,

dx(t0)
dt

=
−25 · 56√

5002 − 25 · 562
=
−1400
414, 25

= −3, 38 см/сек. I

2.2. Основнi теореми про диференцiйовнi функ-
цiї. Застосування похiдної до дослiдження функцiй

2.2.1. Основнi теореми про диференцiйовнi функ-
цiї. У цьому пунктi розглянемо властивостi диференцiйовних
функцiй, якi часто використовуватимемо далi. Введемо спочат-
ку поняття внутрiшньої точки множини. Точка x0 називається
внутiршньою точкою множини X, якщо iснує δ-окiл цiєї точ-
ки (x0 − δ; x0 + δ), який мiститься у множинi X.
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Теорема 2 (теорема Ферма). Нехай у внутрiшнiй точ-
цi x0 областi визначення X функцiя f досягає найбiльшого
(найменшого) значення. Тодi, якщо iснує похiдна f ′(x0), то
f ′(x0) = 0.

J Припустимо, що, наприклад, f(x0) є найбiльшим значен-
ням функцiї f . Оскiльки x0 є внутрiшньою точкою множини
X, то iснує δ-окiл цiєї точки, який мiститься в X. Тому для
довiльних достатньо малих приростiв аргументу ∆x, маємо

f(x0 + ∆x)− f(x0) < 0, |∆x| < δ.

x0

6

-
x0 − δ x0 + δ x1 x

y

O

Тодi, згiдно з властивiстю границi функцiї, одержуємо

f ′(x0) = f ′(x0 + 0) = lim
∆x→0+0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

≤ 0.

Аналогiчно

f ′(x0) = f ′(x0 − 0) = lim
∆x→0−0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

≥ 0.

З цих двох нерiвностей випливає, що f ′(x0) = 0. I
Геометрично теорема Ферма означає, що в точках, де функ-

цiя набуває найбiльшого або найменшого значення, дотична до
графiка цiєї функцiї паралельна осi Ox.

Зауважимо, що умови теореми є iстотними. Якщо, напри-
клад, розглянути функцiю f(x) = |x|, x ∈ [−1; 1], то вона в
точцi x0 досягає найменшого значення, але f ′(0) 6= 0, бо похiд-
на f ′(0) не iснує (§1, п. 1.1.5). Отже, опустити вимогу, що f ′(x0)
iснує не можна. Так само важливим є припущення, що точка
x0 є внутрiшньою точкою областi визначення. Наприклад, для
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функцiї f(x) = x, x ∈ [0; 1], якщо взяти x0 = 1 або x0 = 0, то
матимемо f ′(x0) = 1 6= 0.

Теорема 3 (теорема Ролля). Якщо функцiя f визначена
i диференцiйовна на вiдрiзку [a; b] i, крiм того, f(a) = f(b), то
iснує точка ξ ∈ (a; b) така, що f ′(ξ) = 0.

J З того, що функцiя f диференцiйовна на вiдрiзку [a; b],
випливає, що вона неперервна на цьому вiдрiзку (§1, п. 1.2.2).
Тому f досягає на [a; b] найбiльшого M i найменшого m значень
(§3, п.3.5, теорема 6), тобто iснують точки x1 i x2 на [a; b] такi,
що

m = f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2) = M, x ∈ [a; b].

6

-x1
x2

f(a) = f(b)

M

y

xa b

1) Якщо m = M , то з цiєї нерiвностi одержуємо, що f(x) =
m, тобто є сталою на [a; b], а тому f ′(x) = 0 в кожнiй точцi
x ∈ [a; b]. У цьому випадку за точку ξ можна взяти будь-яку
точку з iнтервалу (a; b).

2) Якщо ж m < M , то, згiдно з умовою теореми f(a) = f(b),
принаймнi одна з точок x1 i x2 буде внутрiшньою точкою вiдрiз-
ка [a; b]. Нехай цiєю точкою є x2. Тодi, застосувавши теорему
Ферма, отримаємо, що f ′(x2) = 0 i, отже, за точку ξ можна
взяти x2. I

Умова f(a) = f(b) в теоремi Ролля є iстотною. Наприклад,
функцiя f(x) = x, x ∈ [0; 1], задовольняє всi умови теореми,
крiм f(0) = f(1). Однак для всiх x ∈ [0; 1] похiдна f ′(x) = 1 i
тому не iснує жодної точки ξ ∈ (0; 1) у якiй f ′(ξ) = 0.

Теорема 4 (теорема Лагранжа). Якщо функцiя f визна-
чена i диференцiйовна на вiдрiзку [a; b], то iснує точка ξ ∈
(a; b) така, що

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).
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J Розглянемо допомiжну диференцiйовну функцiю F (x) =
f(x)−λx, x ∈ [a; b]. Сталий множник виберемо так, щоб F (a) =
F (b):

f(a)− λa = f(b)− λb або λ =
f(b)− f(a)

b− a
.

Отже, маємо, що

F (x) = f(x)− f(b)− f(a)
b− a

x, x ∈ [a; b].

Ця функцiя задовольняє всi умови теореми Ролля, а тому
iснує точка ξ ∈ (a; b) така, що F ′(ξ) = 0. Оскiльки F ′(ξ) =

f ′(ξ)− f(b)− f(a)
b− a

, то звiдси випливає, що

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
або f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a). I

6

-
a ξ

α
A

C

O xb

D

Bf(b)

f(a)

Теорема Лагранжа має просте геометричне тлумачення.
Оскiльки в кожнiй точцi графiка функцiї f iснує дотична,
то рухаючи її вздовж графiка, дiстаємо, що в деякiй точцi
C(ξ, f(ξ)) дотична буде паралельною сiчнiй AB. Це означає, що
їхнi кутовi коефiцiєнти однаковi, тобто tg α = f ′(ξ). З ∆ABD
випливає, що кутовий коефiцiєнт сiчної AB

tg α =
f(b)− f(a)

b− a
.

Тому
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ) або f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).
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Наслiдок 1. Якщо функцiя f визначена на промiжку X i
f ′(x) = 0, x ∈ X, то f є сталою на X.

J Справдi, нехай x0 фiксована точка промiжку X. Тодi для
довiльної точки x ∈ X згiдно з теоремою Лагранжа правильна
рiвнiсть

f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0) = 0,

де ξ ∈ (x0; x), якщо x > x0, i ξ ∈ (x; x0), якщо x < x0. Звiдси
випливає, що f(x) = f(x0) для довiльної точки x ∈ X, а це
означає, що функцiя f стала на промiжку X. I

Наслiдок 2. Нехай на промiжку X задано двi диферен-
цiйовнi функцiї f1 i f2, причому f ′1(x) = f ′2(x), x ∈ X. Тодi
iснує стала C така, що f2(x) = f1(x) + C, x ∈ X.

J Оскiльки (f2(x)− f1(x))′ = f ′2(x)− f ′1(x) = 0, x ∈ X, то з
наслiдку 1 випливає, що f(x2)− f(x1) = C, x ∈ X. I

Теорема 5 (достатня умова зростання (спадання)
функцiї). Якщо в усiх точках промiжку X похiдна f ′(x) > 0
(f ′(x) < 0), то функцiя f зростає (спадає) на X.

J Нехай x1 i x2 довiльнi точки з промiжку , але такi, що
x1 < x2. Згiдно з теоремою 4 f(x2) − f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1),
де ξ ∈ (x1; x2). Оскiльки f ′(ξ) > 0(f ′(ξ) < 0), то f(x2) >
f(x1)(f(x2) < f(x1)), бо x2 > x1. Це означає, що f зростає
(спадає) на X. I

Якщо на промiжку X похiдна f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0), то
функцiя f є неспадною (незростаючою) на X.

2.2.2. Екстремум функцiї. Функцiя f має в точцi x0

мiнiмум (максимум) якщо iснує окiл U(x0) цiєї точки, який
мiститься в областi визначення X, такий, що для довiльного
x ∈ U(x0) виконується нерiвнiсть f(x0) ≤ f(x) (f(x0) ≥ f(x)).

-

6

x00 x
-

6

x00 x

yy

Максимум i мiнiмум об’єднують спiльною назвою екстре-
мум.

117



Теорема 6 (необхiдна умова екстремуму). Якщо функ-
цiя f диференцiйовна в точцi x0 i має в цiй точцi екстремум,
то f ′(x0) = 0.

J Припустимо, що точка x0 є точкою максимуму. Тодi для
неї iснує окiл (x0−δ;x0 +δ) ⊂ X такий, що в точцi x0 f досягає
найбiльшого значення у порiвняннi iз значеннями f в точках
цього околу. Тому з теореми Ферма випливає, що f ′(x0) = 0.
Аналогiчно доводиться теорема i у випадку, коли x0 є точкою
мiнiмуму функцiї f . I

Ця теорема дає необхiдну умову екстремуму. Коренi
рiвняння f ′(x) = 0 називаються критичними або стацiонар-
ними точками функцiї f . До критичних точок належать та-
кож точки, в яких похiдна не iснує або нескiнченна, але функ-
цiя в них визначена.

Наприклад, для функцiї f(x) = |x|, x ∈ R, критичною є
точка x = 0 у якiй похiдна не iснує.

Приклад 9. Знайти критичнi точки функцiї y = x3, x ∈ R.
J Маємо y′ = 3x2. Тoдi з рiвняння 3x2 = 0 знаходимо, що x = 0.

Отже, точка x0 = 0 є критичною, але в цiй точцi функцiя не має
екстремуму, бо вона зростає на R. I

З цього прикладу випливає, що треба ще знати достатнi
умови екстремуму.

Теорема 7 (достатнi умови екстремуму). Якщо x0 –
критична точка функцiї f i в деякому околi цiєї точки злiва
й справа вiд неї похiдна f ′(x) має протилежнi знаки, то в
точцi x0 функцiя f має екстремум, причому:

1) максимум, якщо f ′(x) > 0 при x < x0 i f ′(x) < 0 при
x > x0;

2) мiнiмум, якщо f ′(x) < 0 при x < x0 i f ′(x) > 0 при
x > x0.

Якщо ж похiдна не змiнює знаку при переходi через точку
x0, то в цiй точцi функцiя екстремуму не має.

J Якщо f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) при x < x0 i f ′(x) < 0
(f ′(x) > 0) при x > x0, то це означає, що злiва вiд точки x0

функцiя зростає (спадає), а справа вiд неї – спадає (зростає),
тому f(x0) є найбiльшим (найменшим) у деякому околi точки
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x0, тобто в точцi x0 функцiя f досягає найбiльшого (наймен-
шого) значення.

-

6

-

6

x00 x

y

x00 x

y+ − − +

Якщо f ′(x) > 0 при x < x0 i f ′(x) > 0 при x > x0, то
f(x) зростає в усьому околi i тому x0 не є точкою екстремуму.
Аналогiчно одержуємо, що f не має екстремуму, коли в околi
точки x0 похiдна f ′(x) < 0. I

Приклад 10. Знайти екстремум функцiї

y =
x4

4
− x3.

J Маємо y′ = x3 − 3x2. Тодi з рiвняння x3 − 3x2 = 0 випливає,
що x1 = 0, x2 = 3 є критичними точками.

Скористаємося достатнiми умовами екстремуму. Знаки похiдної
y′ = x2(x − 3), а також зростання (спадання) функцiї зобразимо на
рисунку

-+−−
0 3

x .
y′

y j 1j

Оскiльки y′(x) < 0 при −∞ < x < 0, y′ < 0 при 0 < x < 3, y′ > 0 при
3 < x < +∞, то в точцi x1 = 0 функцiя не має екстремуму, а в точцi

x2 = 3 має мiнiмум, причому fmin = f(3) =
34

4
− 33 = 33(

3
4
− 1) =

−27
4
. I
Сформулюємо iншi достатнi умови екстремуму.
Теорема 8. Якщо функцiя f двiчi неперервно диференцiй-

овна в околi точки x0, тобто iснує друга похiдна f ′′(x), яка
неперервна в цьому околi, f ′(x0) = 0, а f ′′(x0) 6= 0, то в цiй
точцi функцiя f має екстремум, а саме: 1) максимум, якщо
f ′′(x0) < 0; 2) мiнiмум, якщо f ′′(x0) > 0.

J Нехай f ′(x0) = 0, a f ′′(x0) < 0. Оскiльки f ′′ неперервна
в околi точки x0 i f ′′(x0) < 0, то вона є вiд’ємною i в деякому
околi точки x0, а це означає, що f ′ спадає в цьому околi. Згiдно
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з умовою f ′(x0) = 0, а тому злiва вiд точки x0, f ′(x) > 0, а
справа f ′(x) < 0. Звiдси випливає за теоремою 7, що f в точцi
x0 має максимум. I

Дана теорема не дiє у випадку, коли f ′′(x0) = 0. У цьому
випадку функцiя f може мати екстремум в точцi x0, а може й
не мати.

Проiлюструємо це на конкретних прикладах.
Як доведено в прикладi 9 функ-

цiя f(x) = x3, x ∈ R має критичну
точку x0 = 0. Оскiльки f ′′(x) = 6x,
то f ′′(0) = 0, але функцiя екстре-
муму не має.

-

6

x

y
y = x3

O

Аналогiчно для функцiй f(x) = x4, x ∈ R, i g(x) = −x4,
x ∈ R, точка x0 = 0 так само є критичною точкою. Другi по-
хiднi дорiвнюють вiдповiдно f ′′(x) = 12x2, g′′(x) = −12x2 i
перетворюються в нуль при x0 = 0. Перша з цих функцiй має
в критичнiй точцi x0 = 0 мiнiмум, а друга – максимум.

-

6

x

y
y = x4

O

-

6

O x

y

y = −x4

Приклад 11. На сторiнцi книги друкований текст повинен зай-
мати S0 см2. Поля зверху i знизу мають по a см, а справа i злiва –
по b см. Знайти найекономiчнiшi розмiри аркуша паперу.

J Позначимо через x ширину, а через y висоту частини сторiнки,
яку займає друкований текст. Тодi ширина усього аркуша дорiвнює
2b + x, а висота – 2a + y. Тому площа усього аркуша паперу S =
(2b + x)(2a + y).

Оскiльки S0 = xy, то y =
S0

x
. Отже, треба дослiдити на мiнiмум

функцiю

S(x) = (2b + x)(2a +
S0

x
).

Маємо S′(x) = 2a− 2bS0

x2
. Тодi з умови S′(x) = 0 одержуємо, що x0 =
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√
bS0

a
є критичною точкою. Оскiльки S′′(x) =

4bS0

x3
, то S′′(x0) > 0,

а тому функцiя S(x) у точцi x0 має мiнiмум.

Звiдси випливає, що ширина аркуша дорiвнює 2b +

√
bS0

a
, а ви-

сота 2a +

√
aS0

b
. I

2.2.3. Знаходження найбiльшого i найменшого зна-
чень функцiї. У застосуваннях важливу роль вiдiграють
задачi про знаходження найбiльшого й найменшого значень
функцiї на промiжку X.

Нехай функцiя f визначена на промiжку X. Якщо для будь-
якого x ∈ X виконується нерiвнiсть f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0))
для деякого x0 ∈ X, то x0 називають точкою глобально-
го максимуму (мiнiмуму) функцiї на промiжку X, а чис-
ло f(x0) – найбiльшим (найменшим) значенням функцiї
на цьому промiжку i позначають символом max

x∈X
f(x) = f(x0)

(min
x∈X

f(x) = f(x0)). Наприклад, min
x∈R

x2 = 0, max
x∈[0;2π]

sinx = 1. За-

уважимо, що функцiя може не мати найбiльшого (найменшого)
значення. Наприклад, max

x∈R
x3 не iснує, min

x∈(π
2
;π)

tg x не iснує.

Ранiше ми з’ясували, що коли функцiя f неперервна на
[a; b], то вона досягає на цьому вiдрiзку своїх найбiльшого i най-
меншого значень. Це можливо або в точках екстремуму, або на
кiнцях вiдрiзка. Тому для знаходження найменшого i найбiль-
шого значень функцiї, яка неперервна на [a; b] i диференцiйовна
на (a; b), треба обчислити її значення в усiх критичних точках
i на кiнцях вiдрiзка, а потiм вибрати серед них найменше та
найбiльше.

Приклад 12. Знайти найбiльше й найменше значення функцiї
y = 1

3x3 − 2x2 + 3x + 1 при x ∈ [0; 4].
J Знаходимо y′ = x2 − 4x + 3 i розв’язуємо рiвняння y′ = 0 або

x2− 4x+3 = 0, коренi якого x1 = 1, x2 = 3. Обидва коренi належать
промiжку [0; 4]. Оскiльки y(0) = 1, y(1) = 7

3 , y(3) = 1, y(4) = 7
3 , то

max
x∈[0;4]

y(x) = 7
3 , min

x∈[0;4]
y(x) = 1. I

Приклад 13. У рiвнобедренний трикутник з довжинами сторiн
15 см, 15 см i 18 см вписано паралелограм найбiльшої площi так, що
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кут при основi в них спiльний. Знайти довжини сторiн паралелогра-
ма.

J Нехай ABC заданий трикутник, а
AKLM – деякий з паралелограмiв, вписа-
них в цей трикутник. Згiдно з умовою кут
A у них спiльний, а AB = BC = 15 см i
AC = 18 см. Введемо позначення AK = x,
AM = y, ∠A = α.A M C

B

K L

α

Тодi площа паралелограма AKLM знаходиться за формулою

S = xy sin α.

Оскiльки S залежить вiд двох змiнних, то виразимо одну iз цих
змiнних через другу. Очевидно, що трикутники ABC i KBL подiбнi,
бо вiдповiднi кути у них рiвнi. Тому

15− x

15
=

y

18
або y =

6
5
(15− x).

Тодi, пiдставивши цей вираз у функцiю S, дiстанемо функцiю однiєї
змiнної

S̃(x) =
6x

5
(15− x) sin α, 0 < x < 15.

Дослiдимо цю функцiю на найбiльше значення. Маємо

S̃′(x) =
6 sin α

5
(15− 2x),

а тому S̃′ = 0 в точцi x =
15
2

i S̃′ змiнює знак з плюса на мiнус при
переходi через цю стацiонарну точку

-
0 15

2

+ −S̃′

S̃ µ s
x .

Тому S набуває найбiльшого значення при x =
15
2
. Тодi площа

S досягає найбiльшого значення при x =
15
2
, y =

6
5

(
15 − 15

2

)
= 9.

Отже, паралелограм AKLM буде найбiльшої площi тодi, коли його
сторони дорiвнюють вiдповiдно 7,5 см i 9 см. I

2.2.4. Напрямок опуклостi графiка функцiї. Точ-
ка перегину. Графiк диференцiйовної функцiї називається
опуклим догори (донизу) на промiжку X, якщо в цьому
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промiжку вiн розмiщений нижче (вище) довiльної своєї дотич-
ної. На рис. 1 а), б) вiдповiдно показано графiки функцiй опук-
лих догори та донизу.

Достатнi умови опуклостi графiка функцiї дає така теоре-
ма.

6

-
x0

y 6

-
x0

y

a) б)
Рис. 1

Теорема 9. Якщо функцiя f має на промiжку X другу
похiдну i f ′′(x) > 0(f ′′(x) < 0) на X, то графiк функцiї опуклий
донизу (догори).

Необхiдна умова опуклостi слабкiша: якщо функцiя опукла
на промiжку X, то можна стверджувати лише, що f ′′(x) ≥ 0
(або f ′′(x) ≤ 0) x ∈ X. Наприклад, функцiя y = x4 опукла на
всiй числовiй осi, у той час як її друга похiдна y′′ = 12x2 не
скрiзь додатна, зокрема, y′′(0) = 0.

Точкою перегину графiка функцiї f називається його
точка, при переходi через яку вiн змiнює напрямок опуклостi.

-

6

M0(x0; f(x0))

y = f(x)

x

y

0

З цього означення випливає, що точки перегину – це точки
екстремуму першої похiдної.

У точцi перегину дотична перетинає графiк функцiї, оскiль-
ки вiн переходить з одного боку дотичної на другий, тобто пе-
регинається через неї.

Доведено, що коли функцiя f двiчi диференцiйовна на про-
мiжку X i ї ї графiк має перегин в точцi (x0; f(x0)), x0 ∈ X,
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то f ′′(x0) = 0. Умова рiвностi нулю другої похiдної в точцi x0

називається необхiдною умовою перегину.
Достатня умова перегину функцiї f в точцi M0(x0; f(x0))

дається такою теоремою.
Теорема 10. Якщо для функцiї f друга похiдна f ′′ у дея-

кiй точцi x0 перетворюється в нуль, а при переходi через цю
точку змiнює знак на протилежний, то точка M0(x0; f(x0))
є точкою перегину графiка функцiї.

Приклад 14. Знайти точки екстремуму i перегину функцiї y =
e−x2

та побудувати її графiк.
J Послiдовно знаходимо: y′ = −2xe−x2

, y′′ = (4x2 − 2)e−x2
Оче-

видно, що y′(x) = 0 в точцi x = 0. Оскiльки y′′(0) = −2 < 0, то в
точцi x = 0 функцiя має максимум i ymax = y(0) = 1.

З рiвняння y′′(x) = 0 або (4x2 − 2)e−x2
= 0 одержуємо x = ± 1√

2
.

Змiна знаку другої похiдної така: y′′(x) > 0, коли −∞ < x < − 1√
2
,

y′′(x) < 0, коли − 1√
2

< x < 1√
2
, y′′(x) > 0, коли 1√

2
< x < +∞.

-

6

− 1√
2

1√
2

0

1

x

y

y = e−x2
M1 M2

Отже, в точках M1(− 1√
2
; 1√

e
) i M2( 1√

2
; 1√

e
) графiк функцiї має

перегин, оскiльки при переходi через точку M1 графiк функцiї змi-
нює напрямок опуклостi донизу злiва на опуклiсть догори справа, а
через точку M2 – опуклiсть догори злiва на опуклiсть донизу спра-
ва. I

2.2.5. Асимптоти графiка функцiї. Можливi ситуацiї,
коли графiк функцiї як завгодно близько наближається до пев-
ної прямої. Таку пряму називають асимптотою. Розрiзняють
три види асимптот: вертикальнi, горизонтальнi та похилi.

Вертикальна асимптота. Пряма x = a є вертикальною
асимптотою графiка функцiї y = f(x), якщо f визначена в
деякому околi точки a або принаймнi в одному з пiвоколiв, за
винятком, можливо, самої точки a, й хоча б одна з однобiчних
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границь дорiвнює нескiнченностi, тобто

lim
x→a−0

f(x) = ±∞ або lim
x→a+0

f(x) = ±∞.

Очевидно, що пряма x = a не може бути вертикальною
асимптотою, якщо функцiя неперервна в точцi a, оскiльки
lim
x→a

f(x) = f(a). Отже, графiк функцiї, яка неперервна на всiй
числовiй осi, вертикальних асимптот не має. Тому вертикальнi
асимптоти x = a треба шукати в точках розриву функцiї f або
на кiнцях її областi визначення.

Приклад 15. Знайти вертикальну асимптоту графiка функцiї
y = 1

x .
J Якщо x 6= 0, то функцiя неперервна, i тому вертикальної

асимптоти немає. Вона можлива в точцi розриву x = 0. Очевид-

но, що lim
x→0−0

1
x

= −∞, lim
x→0+0

1
x

= +∞. Звiдси випливає, що пряма

x = 0 є вертикальною асимптотою графiка функцiї. I
Горизонтальна асимптота. Якщо функцiя f визначена

при досить великих x та iснує скiнченна границя lim
x→±∞ f(x) =

b, то пряма y = b є горизонтальною асимптотою графiка
функцiї f (правобiчною, коли x → +∞, лiвобiчною, коли x →
−∞ i двобiчною, коли обидвi однобiчнi границi однаковi).

Приклад 16. Знайти горизонтальну асимптоту графiка функ-
цiї y = ax, a > 1, x ∈ R.

J Оскiльки при a > 1 границя lim
x→−∞

ax = 0, то пряма y = 0 є лi-
вою горизонтальною асимптотою. Правої горизонтальної асимптоти
задана крива не має, бо lim

x→+∞
ax = +∞.

-

6

1

x

y

0

y = ax, a > 1

I

Похила асимптота. Нехай, функцiя f визначена при до-
сить великих x. Пряма y = kx + b називається похилою
асимптотою графiка функцiї при x → +∞ (x → −∞), якщо
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lim
x→+∞(f(x)− kx− b) = 0 ( lim

x→−∞(f(x)− kx− b) = 0). Для того
щоб пряма y = kx+b була похилою асимптотою графiка функ-
цiї y = f(x), необхiдно й досить iснування скiнченних границь

k = lim
x→+∞

f(x)
x

, b = lim
x→+∞(f(x)− kx)

або
k = lim

x→−∞
f(x)

x
, b = lim

x→−∞(f(x)− kx).

У першому випадку маємо праву похилу асимптоту, а в дру-
гому – лiву. Якщо границi збiгаються, то пряма y = kx + b є
двобiчною похилою асимптотою.

Приклад 17. Знайти асимптоти графiка функцiї y =
x3

x2 + 1
.

J Очевидно, що графiк функцiї не має нi вертикальних асимп-

тот, бо немає точок розриву, нi горизонтальних, бо lim
x→∞

x3

x2 + 1
= ∞.

Знайдемо похилу асимптоту.
Маємо

k = lim
x→±∞

f(x)
x

= lim
x→±∞

x3

x2 + 1
1
x

= lim
x→±∞

x2

x2 + 1
= 1,

b = lim
x→±∞

(f(x)− 1 · x) = lim
x→±∞

(
x3

x2 + 1
− x) =

= lim
x→±∞

x3 − x3 − x

x2 + 1
= lim

x→±∞
−x

x2 + 1
= 0.

Отже, похилою асимптотою є пряма y = x. I
2.2.6. Загальна схема дослiдження функцiй та по-

будова їхнiх графiкiв. Користуються такою схемою дослiд-
ження функцiї:

1) знаходять область визначення, промiжки неперервностi
та точки розриву;

2) дослiджують функцiю на парнiсть, непарнiсть i перiо-
дичнiсть;

3) знаходять асимптоти;
4) знаходять промiжки монотонностi функцiї, точки екстре-

муму;
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5) знаходять промiжки опуклостi графiка функцiї, точки
його перегину;

6) визначають точки перетину кривої з осями координат,
якщо вони iснують;

7) зводять одержану iнформацiю в таблицю i будують гра-
фiк функцiї.

Приклад 18. Побудувати графiк функцiї

y =
x3

2(x + 1)2
.

J 1) Маємо D(f) = (−∞;−1)
⋃

(−1;+∞); x = −1 – точка розриву

другого роду, бо lim
x→−1±0

x3

2(x + 1)2
= −∞.

2) Функцiя не є нi парною, нi непарною.

3) Оскiльки lim
x→−1±0

f(x) = lim
x→−1±0

x3

2(x + 1)2
= −∞, то пряма

x = −1 є вертикальною асимптотою;

k = lim
x→±∞

f(x)
x

= lim
x→±∞

x2

2(x + 1)2
= lim

x→±∞
x2

x22(1 + 1
x )2

=
1
2
,

b = lim
x→±∞

(f(x)− kx) = lim
x→±∞

(
x3

2(x + 1)2
− x

2
) = lim

x→±∞
−2x2 − x

2(x + 1)2
=

= lim
x→±∞

−x2(2− 1
x )

2x2(1 + 1
x )2

= −1,

тобто пряма y =
1
2
x− 1 є похилою асимптотою.

4) Маємо y′ =
x2(x + 3)
2(x + 1)3

. З умови y′ = 0 одержуємо x2(x + 3) = 0

або
x1 = −3, x2 = 0.

За знаком першої похiдної визначимо дiлянки монотонностi функцiї
та знайдемо точки екстремуму

-
−3 −1 0

y′

y

x .
*

s * *

+ + +−
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Отже, в точцi x1 = −3 є максимум, а в точцi x2 = 0 екстремуму
немає, fmax = f(−3) ≈ −3, 37.

5) Прирiвнявши другу похiдну y′′ =
3x

(x + 1)4
до нуля, одержимо

x = 0. Знак другої похiдної i дiлянки опуклостi графiка функцiї
зображено на рисунку

-− − +

−1 0

y′′

y

x .

У точцi (0; 0) графiк функцiї має перегин.
6) Графiк функцiї перетинає осi координат в точцi (0; 0).
7) Зведемо усю одержану iнформацiю в таблицю

x (−∞;−3) −3 (−3;−1) −1 (−1; 0) 0 (0;+∞
y′ + 0 − − + 0 +
y′′ − − − − − 0 +
y 3 s 3 3

I
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2.2.7. Розкриття невизначеностей. Правило Лопiта-

ля. Вiдношення двох функцiй
f(x)
g(x)

при x → x0 називається

невизначенiстю вигляду
0
0
, якщо

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0.

Розкрити невизначенiсть означає, що треба обчислити границю

lim
x→x0

f(x)
g(x)

, якщо вона iснує, або довести, що вона не iснує.

Наступна теорема дає правило розкриття невизначеностей
вигляду 0

0 .
Теорема 11 (правило Лопiталя). Нехай функцiї f i

g визначенi й диференцiйовнi в деякому околi точки x0, за
винятком, можливо, самої точки x0. Нехай, крiм того,
lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0 i g′(x) 6= 0 у вказаному околi точки

x0. Тодi, якщо iснує границя вiдношення похiдних lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

(скiнченна або нескiнченна), то iснує границя lim
x→x0

f(x)
g(x)

, при-

чому правильна формула

lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

J Для спрощення доведення додатково вважатимемо, що
функцiї f ′ i g′ є неперервними в точцi x = x0, причому
g′(x0) 6= 0. Тодi й самi функцiї f i g є також неперервними
при x = x0 i тому f(x0) = lim

x→x0

f(x) = 0, g(x0) = lim
x→x0

g(x) = 0.

Скориставшись означенням похiдної, дiстанемо

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
x→x0

f(x)
x− x0

,

g′(x0) = lim
x→x0

g(x)− g(x0)
x− x0

= lim
x→x0

g(x)
x− x0

,
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а тому

lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f(x)
x−x0

g(x)
x−x0

=
lim

x→x0

f(x)
x−x0

lim
x→x0

g(x)
x−x0

=
f ′(x0)
g′(x0)

.

З iншого боку, оскiльки f ′ та g′ неперервнi в точцi x = x0 i
g′(x0) 6= 0, то маємо

f ′(x0)
g′(x0)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Отже,

lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

. I

Зауваження 1. Теорема є правильною i у випадку, коли
x0 = ±∞.

Приклад 19. Знайти границю lim
x→0

x− sin x

x3
.

J Оскiльки lim
x→0

(x − sinx) = 0, lim
x→0

x3 = 0, то маємо невизна-

ченiсть вигляду
0
0
. Застосуємо правило Лопiталя

lim
x→0

x− sinx

x3
= lim

x→0

(x− sinx)′

(x3)′
= lim

x→0

1− cosx

3x2
=

= lim
x→0

(1− cosx)′

(3x2)′
= lim

x→0

sinx

6x
=

1
6

lim
x→0

sinx

x
=

1
6
. I

Зауваження 2. Якщо lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = ∞, то
f(x)
g(x)

є невизначенiстю ∞
∞ при x → x0. Для розкриття цiєї невизна-

ченостi правильна теорема, аналогiчна попереднiй.
Приклад 20. Знайти lim

x→+∞
ln x

x
.

J Маємо невизначенiсть
∞
∞ , оскiльки lim

x→+∞
ln x = +∞,

lim
x→+∞

x = +∞. Тодi

lim
x→+∞

ln x

x
= lim

x→+∞
(lnx)′

x′
= lim

x→+∞

1
x

1
= lim

x→+∞
1
x

= 0. I
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Невизначеностi вигляду 0 · ∞, ∞ − ∞ можна звести до

невизначеностей
0
0
,
∞
∞ . Проiлюструємо це на прикладi.

Приклад 21. Знайти границю lim
x→0+0

x ln x.

J Маємо невизначенiсть 0 · ∞. Переписавши цю границю у

виглядi lim
x→0+0

x ln x = lim
x→0+0

ln x
1
x

, дiстанемо невизначенiсть ∞
∞ , яку

розкриємо за правилом Лопiталя:

lim
x→0+0

ln x
1
x

= lim
x→0+0

(lnx)′

( 1
x )′

= lim
x→0+0

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+0

(−x) = 0. I

Невизначеностi вигляду 00, 1∞,∞0, якi виникають при зна-
ходженнi границi функцiї y = u(x)v(x) зводяться до невизначе-
ностi 0 · ∞ за допомогою тотожного перетворення

u(x)v(x) = ev(x) ln u(x).

Приклад 22. Знайти границю lim
x→0

(1 + x)ctg x.
J Це невизначенiсть 1∞. Запишемо цю границю у виглядi

lim
x→0

(1 + x)ctg x = e
lim
x→0

ctg x ln(1+x)
= e

lim
x→0

ln(1+x)
tg x =

= e
lim
x→0

(ln(1+x))′
(tg x)′ = e

lim
x→0

1
1+x
1

cos2 x = e
lim
x→0

cos2 x
1+x = e1 = e. I

2.2.8. Формула Тейлора. Розглянемо спочатку много-
член

P (x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... + anxn (24)

i задачу про розклад цього многочлена за степенями x−x0, де
x0 – деяке число. Цю задачу можна розв’язати, якщо скори-
статися тотожнiстю x ≡ x0 + (x − x0). Можна це зробити по
iншому. Нехай

P (x) = A0 + A1(x− x0) + A2(x− x0)2 + ... + An(x− x0)n (25)

є шуканим розкладом, коефiцiєнти якого A1, A2, . . ., An треба
знайти. Покладаючи в тотожностi (25) x = x0, дiстаємо, що
P (x0) = A0, тобто A0 = P (x0).
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Диференцiюючи (25), маємо

P ′(x) = A1 + 2A2(x− x0) + ... + nAn(x− x0)n−1.

Звiдси, покладаючи x = x0, одержуємо

A1 = P ′(x0).

Пiсля повторного диференцiювання, знаходимо

P ′′(x) = 2A2 + . . .+3 ·2 ·A3(x−x0)+ . . .+n(n−1)An(x−x0)n−2

i при x = x0 одержимо, що A2 =
P ′′(x0)

2!
. Продовжуючи цi

мiркування, дiстаємо

Ak =
P (k)(x0)

k!
, k ∈ {0, 1, . . . , n}, (26)

де за означенням P (0)(x) = P (x) i 0! = 1.
Формулу (26) можна строго довести методом математичної

iндукцiї.
Пiдставляючи коефiцiєнти (26) в розклад (25), дiстаємо

формулу Тейлора для многочлена

P (x) = P (x0) + P ′(x0)(x− x0) +
P ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .+

+
P (n)(x0)

n!
(x− x0)n,

або

P (x) =
n∑

k=0

P (k)(x0)
k!

(x− x0)k. (27)

Приклад 23. Многочлен P (x) = 1− 2x + 3x2 − 4x3 розкласти
за степенями x + 1.

J Скористаємося формулою (27), де x0 = −1. Маємо P ′(x) =
−2 + 6x− 12x2, P ′′(x) = 6− 24x, P (3)(x) = −24, а тому P (−1) = 10,
P ′(−1) = −20, P ′′(−1) = 30, P (3)(−1) = −24.
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Отже,

P (x) = 10− 20(x + 1) +
30
2!

(x + 1)2 +
(−24)

3!
(x + 1)3,

або

P (x) = 10− 20(x + 1) + 15(x + 1)2 − 4(x + 1)3. I

Очевидно, що коли x0 = 0, то права частина (27) збiгається
з правою частиною многочлена (24). Тому

ak =
P (k)(0)

k!
, k ∈ {0, 1, ..., n}.

Приклад 24. Функцiю f(x) = (a + x)n, n ∈ N, розкласти за
степенями x.

J Маємо
(a + x)n = A0 + A1x + ... + Anxn,

де Ak визначаються за формулою

Ak =
f (k)(0)

k!
, k ∈ {0, 1, ..., n}.

Оскiльки

f (k)(x) = n(n− 1)...(n− k + 1)(a + x)n−k, k ∈ {0, 1, ..., n},

то
f (0)(0) = an,

f (k)(0) = n(n− 1)...(n− k + 1)an−k, k ∈ {1, . . . , n}.
Отже,

(a + x)n = an + nan−1x +
n(n− 1)

2!
an−2x2 + ...

+
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
an−kxk + . . . + xn

або

(a + x)n =
n∑

k=0

Ck
nxkan−k,

тобто ми одержали формулу бiнома Ньютона.

133



Зокрема, при a = 1, маємо

(1+x)n = 1+nx+
n(n− 1)

2!
x2+. . .+

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
k!

xk+. . .+xn

або

(1 + x)n =
n∑

k=0

Ck
nxk. I

Розглянемо тепер довiльну функцiю f , яка має неперервнi
похiднi до n-го порядку на iнтервалi (a; b) i x0 ∈ (a; b).

Використовуючи попереднi мiркування, побудуємо за допо-
могою функцiї f вiдповiдний многочлен Тейлора степеня n:

Pn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k. (28)

Многочлен Pn(x) можна розглядати як деяке наближення
(апроксимацiю) функцiї f . Якщо позначити через Rn+1(x) вiд-
повiдну похибку (залишковий член), то матимемо

f(x) = Pn(x) + Rn+1(x). (29)

Виявляється, що Rn+1(x) є нескiнченно малою функцiєю
порядку вищого, нiж (x − x0)n при x → x0, тобто Rn+1(x) =
o((x− x0)n) при x → x0.

Для доведення цього треба переконатися, що

lim
x→x0

Rn+1(x)
(x− x0)n

= 0.

Маємо
lim

x→x0

Rn+1(x)
(x− x0)n

=

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)− . . .− f (n)(x0)
n! (x− x0)n

(x− x0)n
,

тобто невизначенiсть типу
0
0
. Для її розкриття скористаємося

(n− 1) разiв правилом Лопiталя:

lim
x→x0

Rn+1(x)
(x− x0)n

=

134



= lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)− f ′′(x0)(x− x0)− . . .− f (n)(x0)(x−x0)n−1

(n−1)!

n(x− x0)n−1
=

= . . . = lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)− f (n)(x0)(x− x0)
n!(x− x0)

=

=
1
n!

(
lim

x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)
x− x0

− f (n)(x0)
)

=

=
1
n!

(f (n)(x0)− f (n)(x0)) = 0,

оскiльки

lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)
x− x0

= f (n)x0).

Отже, одержали локальну формулу Тейлора

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .+

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + o((x− x0)n), x → x0.

Доведено, що коли функцiя f має в околi точки x0 i (n+1)-у
похiдну, то для Rn+1(x) правильна формула

Rn+1(x =
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

)(x− x0)n+1, x ∈ (a; b), (30)

де ξ – певна точка, яка знаходиться мiж точками x0 i x. Ця
формула не лише характеризує порядок залишкового члена
Rn+1(x), як в локальнiй формулi Тейлора, але i його величину.

Якщо скористатися формулами (28), (29) i (30), то одер-
жимо формулу Тейлора iз залишковим членом у формi
Лагранжа:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)
2!

(x− x0)2 + . . .+

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +

f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

(x− x0)n+1, x ∈ (a; b). (31)
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Якщо x0 = 0 належить (a; b), то формулу (31) називають
формулою Маклорена i вона має вигляд

f(x) = f(0)+
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)
2!

x2+. . .+
f (n)(0)

n!
xn+

f (n+1)(θx)
(n + 1)!

xn+1,

x ∈ (a; b), ξ = θx, 0 < θ < 1.
Приклад 25. Записати формулу Маклорена для функцiї:

1) f(x) = ex; 2)f(x) = sin x; 3)f(x) = cos x; 4) f(x) = (1 + x)α; 5)
f(x) = ln(1 + x).

J 1) Маємо f(x) = f ′(x) = ... = f (n+1)(x) = ex, а тому f(0) =
f ′(0) = ... = f (n+1)(0) = 1.

Тодi

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ ... +

xn

n!
+ o(xn), x → 0.

2)f(x) = sin x. Оскiльки f (n)(x) = (sin x)(n) = sin(x + nπ
2 ), n ∈ N,

то

f (n)(0) = sin n
π

2
=

{
0, якщо n = 2k,

(−1)(n−1)/2, якщо n = 2k − 1, k ∈ N.

Тому

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
+ ... + (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ o(x2n), x → 0.

3) f(x) = cosx. Маємо f (n)(x) = (cos x)(n) = cos(x+nπ
2 ), f (n)(0) =

cos nπ
2 =

{
0, якщо n = 2k − 1,

(−1)n/2, якщо n = 2k, k ∈ N.
Отже,

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ ... + (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n+1), x → 0.

4) f(x) = (1 + x)α, x > −1, α ∈ R.
Оскiльки

f (n)(x) = α(α− 1) . . . (α− n + 1)(1 + x)α−n, x > −1, α ∈ R, n ∈ N,

то

f(0) = 1, f ′(0) = α, f ′′(0) = α(α−1), . . . , f (n)(0) = α(α−1) . . . (α−n+1).
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Тому формула Маклорена для функцiї f(x) = (1 + x)α, x > −1,
α ∈ R має вигляд

(1+x)α = 1+αx+
α(α− 1)

2!
x2+. . .+

α(α− 1) . . . (α− n + 1)
n!

xn+o(xn), x → 0.

5) f(x) = ln(1 + x), x > −1.
З попереднього (п. 1.8.2) вiдомо, що

f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
, x > −1, n ∈ N.

Тодi

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = −1, . . . , f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)!,

а тому

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− . . . +

(−1)n−1xn

n
+ o(xn), x → 0.

За допомогою цих формул можна наближено обчислювати з пев-
ною точнiстю значення функцiї, замiнюючи її многочленом Тейло-
ра. I

Формула Тейлора, а точнiше наближена рiвнiсть f(x) ≈
P2(x), застосовується в економiчнiй статистицi. Нехай для чи-
сел x1, x2, ..., xn вiдоме середнє арифметичне

a =
x1 + x2 + ... + xn

n

i середнє квадратичне вiдхилення

σ =

√
(x1 − a)2 + (x2 − a)2 + ... + (xn − a)2

n
.

Треба знайти середнє арифметичне вигляду

y =
f(x1) + f(x2) + ... + f(xn)

n
,

якщо числа x1, x2, . . ., xn невiдомi, але вiдомий промiжок, у
якому вони мiстяться. Звичайно, точне значення y визначити
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неможливо. Тому знайдемо y наближено. При цьому, як вип-
ливає з формули Тейлора (31) при n = 2, помилка буде тим
меншою, чим менше максимальне значення f (3)(x) на промiж-
ку, що мiстить всi x1, x2, ..., xn. Замiнимо f(x) ї ї другим много-
членом Тейлора в точцi a:

f(x) ≈ P2(a) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
1
2
f ′′(a)(x− a)2.

Тодi

y ≈ 1
n

n∑

i=1

(f(a) + f ′(a)(xi − a) +
1
2
f ′′(a)(xi − a)2) =

=
1
n

nf(a) + f ′(a)(
1
n

n∑

i=1

xi − 1
n

na) +
1
2n

f ′′(a)
n∑

i=1

(xi − a)2.

Оскiльки
1
2n

n∑

i=1

(xi − a)2 =
1
2
σ2, a

1
n

n∑

i=1

xi = a, то

y ≈ f(a) +
1
2
f ′′(a)σ2. (32)

Приклад 26. Для чисел x1, x2, . . ., xn вiдомi середнє ариф-
метичне a = 2 i середнє квадратичне вiдхилення σ = 0, 1. Знайти
наближено суму кубiв x3

1 + x3
2 + ... + x3

100.
J Для функцiї f(x) = x3, x ∈ [c; d] ⊂ R, знайдемо середнє ариф-

метичне за формулою (32):

y =
x3

1 + x3
2 + . . . + x3

100

100
≈ a3 +

1
2
6aσ2 = 23 + 3 · 2 · 0, 12 = 8, 06.

Звiдси випливає, що x3
1 + x3

2 + . . . + x3
100 ≈ 806. I

Приклад 27. Для додатних чисел x1, x2, . . ., xn вiдомi середнє
арифметичне a i середнє квадратичне вiдхилення σ. Знайти набли-
жено середнє геометричне n

√
x1x2 . . . xn.

J Середнє геометричне можна подати у виглядi

n
√

x1x2 · · ·xn = e
1
n (ln x1+ln x2+...+ln xn).

Використовуючи формулу (32) для функцiї f(x) = ln x, дiстане-
мо

1
n

(ln x1 + ln x2 + ... + ln xn) ≈ ln a− σ2

2a2
.
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Отже,

n
√

x1x2 · · ·xn ≈ eln a− σ2

2a2 = eln ae−
σ2

2a2 = ae−
σ2

2a2 ,

або
n
√

x1x2...xn ≈ ae−
σ2

2a2 . I (33)

Приклад 28. Нехай pi – вартiсть споживчого кошика на 31
грудня i-го року, i ∈ {0, 1, ..., 10}, kj = pj

pj−1
– iндекс споживчих цiн

за j-тий рiк, j ∈ {1, ..., 10}. Вiдомо, що середнє арифметичне чисел
k1, k2, ..., k10 дорiвнює 1, а середнє квадратичне вiдхилення σ = 0, 1.
Визначити приблизно вiдносну змiну цiн з 31 грудня нульового року
до 31 грудня десятого року.

J Використовуючи формулу (33), знайдемо наближено середнє
геометричне

10
√

k1k2...k10 ≈ 1 e−
0,12

2 = e−0,005.

Далi,
p10

p0
= k1k2...k10 = (e−0,005)10 = e−0,05 ≈ 0, 95.

Отже, за десять рокiв цiни знизяться приблизно на 5%. I
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Вправи

1. Функцiя сукупних витрат має вигляд y = 6 lg(1 + 3x).Знайти
функцiю граничних витрат.

2. Залежнiсть мiж витратами виробництва y (гр. од.) i обсягом
виготовленої продукцiї x (од.) виражається функцiєю y = 10x −
0, 04x3. Знайти середнi та граничнi витрати, якщо обсяг продукцiї
становить 5 од.

3. Функцiя пропозицiї на деякий товар s = 20+4p2

1+10p , функцiя по-

питу q = 25−p+4p2

1+10p . Знайти цiну рiвноваги, тобто цiну, коли попит i
пропозицiя зрiвноважуються, а також еластичнiсть попиту i пропо-
зицiї для цiєї цiни.

4. Функцiя попиту q визначається формулою q = q0e
−kp, де q0 i

k – вiдомi величини. Знайти при яких значеннях цiни p попит буде
еластичним, тобто Ep(q) < −1.

5. За правилом Лопiталя знайти границю: 1) lim
x→0

ln cos x
x ;

2) lim
x→1

x4+3x−4
x3−1 ; 3) lim

x→1

x3−1
ln x ; 4) lim

x→π
2

cos 7x
cos 5x ; 5) lim

x→0

ln x
ln sin x ;

6) lim
x→∞

(π− 2 arctg x) ln x; 7) lim
x→0

( 1
x2 − 1

sin2 x
); 8) lim

x→∞
(x ln x−√x + x2);

9) lim
x→0

(cos x)
1

x2 ; 10) lim
x→π

2−0
(tg x)cos x.

6. Використовуючи формулу Тейлора, подати функцiю у виглядi
многочлена: 1)f(x) = x4 − 5x3 + x2 − 3x + 4 за степенями x − 4;
2)f(x) = (x2− 3x+1)3 за степенями x; 3)f(x) = ex+e−x

2 за степенями
(x + 1).

7. Знайти iнтервали монотонностi функцiї: 1)f(x) = x4− 2x2− 5;
2)f(x) = 2x2 − ln x; 3)f(x) = 2 sinx + cos 2x, x ∈ [0; 2π]; 4)f(x) =
ln(x +

√
1 + x2); 5) f(x) = x2 − 2 cos x, x ∈ [0; 2π].

8. Знайти екстремум функцiї: 1)f(x) = 2x3 − 3x2; 2)f(x) = 1
1+x2 ;

3)f(x) = x− ln(1 + x); 4)f(x) = x ln2 x; 5)f(x) = ex

x .
9. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї: 1)f(x) = x4−

2x2 + 5, x ∈ [−2; 2]; 2)f(x) = x +
√

x, x ∈ [0; 4]; 3)f(x) = e2x − e−2x,
x ∈ [−2; 1]; 4)f(x) = xe−

x2
2 , x ∈ R; 5)f(x) = 3x2 − 6x, x ∈ [0; 3].

10. Вiдомо, що функцiя доходу P (x) = 16x−x2, а функцiя витрат
на виробництво продукцiї S(x) = x2 + 1 де x – обсяг виробленої
продукцiї. Пiдприємство сплачує податок t з одиницi продукцiї, а
тому функцiя прибутку π(x) = P (x)−S(x)− tx. Яким повинен бути
податок t, щоб сумарний податок T = tx був найбiльшим?

11. Сiткою довжиною 120 м треба обгородити, прилеглу до бу-
динку, прямокутну дiлянку найбiльшої площi. Знайти розмiри дiлян-
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ки.
12. Насос подає воду в цилiндричний бак, дiаметр якого 6 дм.

Висота пiдйому води збiльшується на 1 дм за секунду. Знайти швид-
кiсть наповнення бака.

13. Рiст популяцiї бактерiй визначається формулою p(t) = 3000+
100t2, де t – час у годинах. Знайти швидкiсть росту цiєї популяцiї у
момент часу t1 = 5 годин i t2 = 10 годин.

14. Знайти точки перегину й iнтервали опуклостi графiка функ-
цiї: 1)f(x) = x5 + 5x − 6; 2)f(x) = xex; 3)f(x) = 2x2 + ln x;
4)f(x) = (x− 4)5 + 4x + 4; 5)f(x) = e−x2

.
15. Провести дослiдження та побудувати графiк функцiї:

1)f(x) = x3 − 3x; 2)f(x) = x2 + x; 3)f(x) = (2 + x)e−x; 4)y = 1
x + 4x2;

5)f(x) = x2 + 1
x2 .

16.У поживне середовище помiщають популяцiю з 1000 бактерiй.

Кiлькiсть популяцiї зростає за формулою p(t) = 1000+
100t

100 + t2
, де t

– час, що виражається в годинах. Знайти максимальний розмiр цiєї
популяцiї.

17. Швидкiсть росту популяцiї x визначається формулою y =
0, 001x(100− x), де x виражається у днях. При якому розмiрi попу-
ляцiї ця швидкiсть є максимальною?

18. Дрiжджi ростуть у цукровому розчинi, причому їхня маса
збiльшується на 3% за кожну годину. Якщо початкова маса скла-
дає 1 г, то маса через t годин дорiвнюватиме ω(t) = 1, 03t. Знайти
швидкiсть змiни ω(t) при: 1) t = 1 год.; 2) t = 2 год.; 3) t = 5 год.

19. Реакцiї органiзму на два типи лiкiв як функцiї t (час вира-
жається в годинах) мають вiдповiдно вигляд r1(t) = te−t i r2(t) =
t2e−t. У яких з цих лiкiв вища максимальна реакцiя? Якi з цих лiкiв
повiльнiшi у своєму впливовi?

20. Газова сумiш складається з окису азоту i кисню. Знайти кон-
центрацiю кисню, при якiй окис азоту, що мiститься в сумiшi, окис-
литься з максимальною швидкiсть. Швидкiсть реакцiї виражається
формулою v = K(100x2 − x3), де x – концентрацiя окису азоту (в
об’ємних вiдсотках).

21. Функцiя споживання деякої країни має вигляд C(x) =
0, 36x3+0, 25x+15, де x (млн. гр. од.) – сукупний нацiональний доход.
Знайти граничну схильнiсть до споживання й граничну схильнiсть
до збереження, якщо доход становить 64 млн. гр. од.
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Вiдповiдi

1.
18

1 + 3x
lg e. 2. 9 гр.од.; 7 гр.од. 3. p0 = 5; E5(s) = 0, 7; E5(q) =

0, 67. 4. p >
1
2k

. 5. 1) 0; 2)
7
3
; 3) 3; 4 )−7

5
; 5) 1; 6) 0; 7) −1

3
; 8) ∞; 9)

e−1/2; 10) 1. 6. 1) (x− 4)4 + 11(x− 4)3 + 37(x− 4)2 + 21(x− 4)− 56; 2)

x6−9x5+30x4−45x3+30x2−9x+1; 3) 1+
x2

2!
+

x4

4!
+. . .+

x2n

(2n)!
+o(x2n).

7. 1) спадає на (−∞;−1) i (0; 1); зростає на (−1; 0) i (1;∞); 2) спа-

дає на
(

0;
1
2

)
, зростає на

(
1
2
;∞

)
; 3) зростає на

(
0;

π

6

)
,
(

π

2
;
5π

6

)
i

(
3π

2
; 2π

)
, спадає на

(π

6
;
π

2

)
i
(

5π

6
;
3π

2

)
; 4) зростає на (−∞;∞);

5) спадає на
(
0;

π

3

)
i
(

5π

3
; 2π

)
, зростає на

(
π

3
;
5π

3

)
.

8. 1) fmax = f(0) = 0; fmin = f(1) = −1; 2) fmax = f(0) = 1;

3) fmin = f(0) = 0; 4) fmax = f(e−2) =
4
e2

; fmin = f(1) = 0; 5)
fmin = f(1) = e.

9. 1) M = 13, m = 4; 2) M = 6, m = 0; 3) M = e2 − e−2,

m = e−4 − e4; 4) M =
1√
e
, m = − 1√

e
; 5) M = 9, m = −3.

10. t0 = 8, x0 = 2, πmax = 7, Tmax = 16 (знайти x при вiдомому t,
яке реалiзує екстремум π, i дослiдити на екстремум T = T (x)).

11. 30 м × 60 м.
12. Якщо r – радiус бака, h(t) – висота рiвня води в момент часу

t, то V = πr2h(t),
dV

dt
= πr2 =

dh

dt
, де

dh

dt
= 1 дм/сек. Тому

dV

dt
= 9π

дм3/сек.
13. 1000 ос/год; 2000 ос/год.
14. 1) Опукла догори на (−∞; 0) i донизу на (0;∞), точка пе-

регину (0;−6); 2) опукла догори на (−∞;−2) i донизу на (−2;∞),

точка перегину
(
−2;− 2

e2

)
; 3) опукла догори на

(
0;

1
2

)
i дони-

зу на
(

1
2
;∞

)
, точка перегину

(
1
2
;
1
2
− ln 2

)
; 4) опукла догори на

(−∞; 4) i донизу на (4;∞), точка перегину (4; 20); 5) опукла догори

на
(
− 1√

2
;

1√
2

)
i опукла донизу на

(
−∞;− 1√

2

)
i
(

1√
2
;∞

)
, точки

перегину
(
− 1√

2
; e−

1
2

)
i
(

1√
2
; e−

1
2

)
.
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15. 1) D(y) = R, ymax = y(−1) = 2, ymin = y(1) = −2, перегин при

x = 0, асимптот немає; 2) D(y) = R, ymin = y

(
−1

2

)
= −1

4
, спадає на

(−∞;− 1
2

)
, зростає на

(− 1
2 ;∞)

, опукла донизу на R; 3) правобiчна
асимптота y = 0, ymax = y(−1) = 2, функцiя зростає на (−∞; 1), спа-
дає на (−1;∞), опукла догори на (−∞; 0), опукла донизу на (0;∞),

точка перегину (0; 2); 4) D(y) = R \ {0}, ymin = y

(
1
2

)
= 3, перегин

при x = −
3
√

2
2

, x = 0 – вертикальна асимптота; 5) асимптота x = 0,
ymin = y(−1) = 2, ymin = y(1) = 2, функцiя спадає на (−∞;−1) i
на (0; 1), зростає на (−1; 0) i на (1;∞), опукла донизу на (−∞; 0) i
(0;∞), точок перегину немає.

16. p(10) = 1050.
17. 50.
18. 1) 0,0304; 2) 0,0314; 3) 0,0342.
19. У других лiкiв максимальна реакцiя вища i вони дiють по-

вiльнiше.
20. x = 66, 7%; кiлькiстю кисню 33,3%.
21. C ′(64) = 2, 17, S′(64) = 1− C ′(64) = −1, 17.
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Роздiл 8
Iнтегральне числення функцiї однiєї

змiнної

§1. Невизначений iнтеграл

1.1. Первiсна i невизначений iнтеграл.
1.1.1. Поняття первiсної.У попередньому роздiлi ми вве-

ли поняття похiдної й навчилися знаходити похiднi вiд елемен-
тарних функцiй. Тут ми розв’язуватимемо обернену задачу, а
саме: вiдома похiдна функцiї f ′(x) на промiжку X, треба знай-
ти функцiю f . Iншими словами, для заданої функцiї f треба
знайти таку функцiю F , щоб F ′(x) = f(x), x ∈ X. Наприклад,
для функцiї f(x) = cosx, x ∈ R, цю умову задовольняє функцiя
F (x) = sinx, x ∈ R, бо F ′(x) = (sinx)′ = cos x, x ∈ R. Вiднов-
лення функцiї за вiдомою її похiдною – це одна з основних
задач iнтегрального числення.

Функцiя F називається первiсною для функцiї f на про-
мiжку X, якщо для всiх значень x ∈ X виконується рiвнiсть
F ′(x) = f(x).

Приклад 1. Знайти первiсну для функцiї: 1) f(x) = − x√
1− x2

,

x ∈ (−1; 1); 2)f(x) =
1
x
, x ∈ (0;∞).

J 1) Очевидно, що первiсною для заданої функцiї є функцiя
F (x) =

√
1− x2, x ∈ (−1; 1).

Справдi,

(
√

1− x2)′ =
1

2
√

1− x2
(−2x) = − x√

1− x2
, x ∈ (−1; 1).

2) Оскiльки (ln x)′ =
1
x
, x ∈ (0;∞), то F (x) = ln x є первiсною

для функцiї f(x) = 1
x , x ∈ (0;∞). I

Якщо первiсна для функцiї f iснує, то вона визначається
неоднозначно. Справдi, якщо F – первiсна для функцiї f на X,
то для довiльного C ∈ R функцiя F +C є також первiсною для
функцiї f на X, бо

(F (x) + C)′ = F ′(x) + 0 = f(x), x ∈ X.
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З iншого боку, якщо F i G – первiснi для функцiї f на X,
то

(F (x)−G(x))′ = F ′(x)−G′(x) = f(x)− f(x) = 0, x ∈ X.

Тодi, згiдно з наслiдком 2 теореми Лагранжа (роздiл 7, §2,
п.2.2.1), iснує C ∈ R таке, що для всiх x ∈ X правильна рiвнiсть
F (x)−G(x) = C, або F (x) = G(x) + C.

Отже, якщо F одна iз первiсних для функцiї f на X, то
довiльна первiсна Φ для функцiї f на X має вигляд

Φ(x) = F (x) + C, x ∈ X, C ∈ R. (1)

Рiвнiсть (1) називають основною властивiстю первiс-
ної. Геометричний змiст її такий: графiки всiх первiсних функ-
цiї f дiстаємо паралельним перенесенням будь-якого з них
вздовж осi Oy.

Приклад 2. Для функцiї f(x) = 2x − 1, x ∈ R, знайти ту
первiсну, графiк якої проходить через початок координат.

J Оскiльки F ′(x) = (x2 − x)′ = 2x− 1 = f(x), x ∈ R, то функцiя
F (x) = x2 − x є первiсною для функцiї f(x) = 2x − 1, x ∈ R. Згiдно
з основною властивiстю первiсної будь-яка первiсна функцiї f(x) =
2x − 1 має вигляд Φ(x) = x2 − x + C, x ∈ R, C ∈ R. Оскiльки
точка O(0; 0) лежить на графiку цiєї функцiї, то 0 = Φ(0), тобто
0 = 02 − 0 + C або C = 0. Отже, шукана первiсна Φ(x) = x2 − x. I

1.1.2. Невизначений iнтеграл.
Невизначеним iнтегралом вiд функцiї f на X нази-

вається сукупнiсть всiх первiсних для функцiї f на цьому про-
мiжку, тобто вираз F (x)+C, x ∈ X, C ∈ R, де F – первiсна для
функцiї f на X. Позначається невизначений iнтеграл символом

∫
f(x)dx. (2)

У цьому позначеннi знак
∫

називається знаком iнтегра-

ла, вираз f(x)dx – пiдiнтегральним виразом, а f(x) – пiдiн-
тегральною функцiєю. Отже, згiдно з означенням

∫
f(x)dx = F (x) + C, (3)
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де F – одна iз первiсних для функцiї f на X, а C – довiльна
стала.

Процедура знаходження первiсної або невизначеного iнтер-
грала для функцiї f , називається iнтегруванням f . Iнтегру-
вання є операцiєю, оберненою до диференцiювання. Для то-
го щоб перевiрити, чи правильно виконано iнтегрування, тре-
ба взяти похiдну вiд одержаного результату й переконатися,
що одержано пiдiнтегральну функцiю. Операцiя iнтегрування,
взагалi кажучи, є складнiшою дiєю, нiж диференцiювання.

Приклад 3. Знайти iнтеграл
∫ −xdx√

1− x2
.

J Згiдно з формулою (3), маємо
∫ −xdx√

1− x2
=

√
1− x2 + C, x ∈

(−1; 1), оскiльки (
√

1− x2)′ =
−x√
1− x2

, x ∈ (−1; 1). I

Приклад 4. Знайти iнтеграл
∫

cosxdx.

J Очевидно, що
∫

cosxdx = sin x + C, x ∈ R, бо (sinx)′ = cos x,
x ∈ R. I

Зауважимо, що коли F є первiсною для функцiї f , то пiдiн-
тегральний вираз f(x)dx = F ′(x)dx = dF (x) є диференцiалом
первiсної F .

Пiзнiше ми доведемо, що коли f неперервна на (a; b), то для
неї iснує первiсна на (a; b), а отже, й невизначений iнтеграл.

1.1.3. Основнi властивостi невизначеного iнтеграла.
Таблиця основних iнтегралiв. Iз означення невизначеного
iнтеграла випливають такi його властивостi.

1) Похiдна невизначеного iнтеграла дорiвнює пiдiнтеграль-
нiй функцiї, а диференцiал невизначеного iнтеграла дорiвнює
пiдiнтегральному виразу, тобто

(
∫

f(x)dx)′ = f(x), d(
∫

f(x)dx) = f(x)dx, x ∈ X.

J Справдi,

(
∫

f(x)dx)′ = (F (x) + C)′ = F ′(x) + 0 = f(x), x ∈ X,
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d(
∫

f(x)dx) = d(F (x) + C) = (F (x) + C)′dx = f(x)dx, x ∈ X. I

2) Невизначений iнтеграл вiд диференцiала деякої функцiї
дорiвнює сумi цiєї функцiї й довiльної сталої C, тобто

∫
dF (x) = F (x) + C.

J Оскiльки dF (x) = F ′(x)dx, то
∫

dF (x) =
∫

F ′(x)dx =
F (x) + C, x ∈ X. I

3) Сталий множник можна винести за знак iнтеграла,
тобто, якщо A = const, то

∫
Af(x)dx = A

∫
f(x)dx.

J Згiдно з умовою F ′(x) = f(x), x ∈ X. Тодi (AF (x))′ =
AF ′(x) = Af(x), x ∈ X. Звiдси випливає, що

A

∫
f(x)dx = A(F (x)+C) = AF (x)+C1 =

∫
Af(x)dx, x ∈ X. I

4) Невизначений iнтеграл вiд алгебраїчної суми двох функ-
цiй дорiвнює алгебраїчнiй сумi iнтегралiв вiд цих функцiй,
тобто

∫
(f(x)± g(x))dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx.

J Справдi, диференцiюючи лiву частину рiвностi, згiдно з
властивiстю 1), одержуємо (

∫
(f(x) ± g(x))dx)′ = f(x) ± g(x),

x ∈ X. Похiдна правої частини

(
∫

f(x)dx±
∫

g(x)dx)′ = (
∫

f(x)dx)′ ± (
∫

g(x)dx)′ =

= f(x)± g(x), x ∈ X.

Отже, похiднi однаковi, що й треба було перевiрити. I
5) Якщо F є первiсною для f , то

∫
f(ax + b)dx =

1
a
F (ax + b) + C, x ∈ X,
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де a i b – сталi, причому a 6= 0.
J Для доведення переконаємся, що похiдна вiд правої ча-

стини рiвностi дорiвнює пiдiнтегральнiй функцiї:
(

1
a
F (ax + b) + C

)′
=

1
a
F ′(ax + b)a + 0 = f(ax + b). I

Запишемо таблицю основних iнтегралiв, яка випливає
з таблицi похiдних i рiвностi (3).

1)
∫

0dx = C, x ∈ R;
2)

∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ C, α 6= −1, x ∈ (0;+∞);

3)
∫

dx

x
= ln |x|+ C, x 6= 0;

4)
∫

axdx =
ax

ln a
+ C, 0 < a 6= 1;

∫
exdx = ex + C, x ∈ R;

5)
∫

sinxdx = − cosx + C, x ∈ R;

6)
∫

cosxdx = sinx + C, x ∈ R;

7)
∫

dx

cos2 x
= tg x + C, x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z;

8)
∫

dx

sin2 x
= − ctg x + C, x 6= πn, n ∈ Z;

9)
∫

dx√
a2 − x2

=




arcsin x
a + C,

− arccos x
a + C, −a < x < a, a > 0;

10)
∫

dx

a2 + x2
=




1
a

arctg
x

a
+ C,

−1
a

arcctg
x

a
+ C, x ∈ R, a 6= 0;

11)
∫

dx√
x2 ± a2

= ln
∣∣∣x +

√
x2 ± a2

∣∣∣ + C;

де у випадку знаку "+" x ∈ R , а у випадку знаку "−" –
x ∈ (−∞;−|a|) ∪ (|a|,∞);

12)
∫

dx

x2 − a2
=

1
2a

ln
∣∣∣∣
x− a

x + a

∣∣∣∣ + C, a 6= 0, |x| 6= |a|.
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Перевiримо, наприклад, формулу 3). Нехай x > 0, тодi

ln |x| = ln x i (ln |x|)′ = (ln x)′ =
1
x
. Якщо ж x < 0, то |x| = −x i

(ln |x|)′ = (ln(−x))′ =
1
−x

(−1) =
1
x
.

Приклад 5. Знайти
∫

2 + 3 3
√

x2 + 5
√

x√
x3

dx.

J Подiлимо почленно чисельник на знаменник i застосуємо спо-
чатку властивостi 3 i 4, а потiм табличнi iнтеграли 2) i 3). Маємо
∫

2 + 3 3
√

x2 + 5
√

x√
x3

dx = 2
∫

x−3/2dx + 3
∫

x−5/6dx + 5
∫

dx

x
=

=
2x−1/2

−1/2
+

3x1/6

1/6
+5 ln |x|+C = − 4√

x
+18 6

√
x+5 ln |x|+C, x > 0. I

Приклад 6. Знайти
∫

dx

x4 + x2
.

J Спочатку перетворимо пiдiнтегральну функцiю
1

x4 + x2
=

x2 + 1
x2(x2 + 1)

− x2

x2(x2 + 1)
=

1
x2
− 1

x2 + 1
, а потiм запишемо вихiдний

iнтеграл як рiзницю табличних iнтегралiв 2) i 8) (при a = 1):
∫

dx

x4 + x2
=

∫
dx

x2
−

∫
dx

x2 + 1
=

∫
x−2dx−

∫
dx

x2 + 1
=

= −1
x
− arctg x + C, x ∈ R \ {0}. I

Приклад 7. Граничний доход фiрми визначається функцiєю
f(x) = 50000−x, де x – кiлькiсть виробленої продукцiї. Знайти функ-
цiю сумарного доходу фiрми, якщо нульовий випуск продукцiї дає
нульовий доход.

J Згiдно з означенням граничного доходу функцiя F сумарного
доходу обчисляється за допомогою невизначеного iнтеграла

F (x) =
∫

(50000− x)dx = 50000x− x2

2
+ C.

Врахувавши умову F (0) = 0, знайдемо сталу C:

0 = 50000 · 0− 02

2
+ C, або C = 0.
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Отже, сумарний доход фiрми F (x) = 50000x− x2

2
. I

Зауваження. З попереднього випливає, що похiдна вiд еле-
ментарної функцiї є також елементарною функцiєю. З опера-
цiєю iнтегрування вже складнiше. Доведено, що iнтеграли вiд
деяких елементарних функцiй не є елементарними функцiями.
Прикладами таких iнтегралiв є: 1)

∫
e−x2

dx – iнтеграл Пуа-

сона; 2)
∫

cosx2dx,
∫

sinx2dx – iнтеграли Френеля; 3)
∫

dx

lnx
,

x > 0 i x 6= 1 – iнтегральний логарифм; 4)
∫

sinx

x
dx – iнте-

гральний синус;
∫

cosx

x
dx, x 6= 0 – iнтегральний косинус. Цi

iнтеграли iснують, але вони не є елементарними функцiями. Їх
можна обчислити наближено. Зокрема, iнтегральний синус, як-
що скористатися формулою Тейлора, можна записати у виглядi

∫
sinx

x
dx ≈

∫
1
x

(x− x3

3!
+

x5

5!
− ... + (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
)dx =

=
∫

(1− x2

3!
+

x4

5!
− . . . + (−1)n−1 x2n−2

(2n− 1)!
)dx =

= x− x3

3 · 3!
+

x5

5 · 5!
− . . . + (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)(2n− 1)!
+ C,

що дозволяє обчислювати його з певним ступенем точностi.

1.2. Основнi методи iнтегрування.
1.2.1. Метод замiни змiнної (метод пiдстановки). У

багатьох випадках введення нової змiнної дозволяє спростити
пiдiнтегральний вираз i звести iнтеграл до лiнiйної комбiнацiї
табличних iнтегралiв. Такий метод називається методом за-
мiни змiнної (методом пiдстановки).

Теорема 1. Нехай функцiя x = ϕ(t) визначена i диферен-
цiйовна на деякому промiжку T , а X – множина значень цiєї
функцiї, на якiй визначена функцiя f(x). Тодi, якщо функцiя
f має первiсну на множинi X, то на множинi T правильна
формула ∫

f(x)dx =
∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt. (4)
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J Нехай F (x) – первiсна для f(x) на множинi X, тобто
F ′(x) = f(x), x ∈ X. Згiдно з правилом диференцiювання скла-
деної функцiї F (ϕ(t)) на множинi T , одержимо

(F (ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t), t ∈ T.

Отже, функцiя f(ϕ(t))ϕ′(t) має на множинi T первiсну
F (ϕ(t)), а тому

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + C. (5)

Оскiльки F (ϕ(t))+C = F (x)+C =
∫

f(x)dx, то з рiвностi (5)
одержимо формулу (4). Рiвнiсть (4) називається формулою
замiни змiнної у невизначеному iнтегралi. I

Часто вигiднiше формулу замiни змiнної використовувати
в iншому виглядi.

Якщo нам треба обчислити iнтеграл
∫

f(x)dx,

то iнколи вдається вибрати таку нову змiнну t = ϕ(x), що

f(x) = g(ϕ(x))ϕ′(x), x ∈ X,

причому
∫

g(t)dt = G(t) + C, t ∈ T .
Тодi ∫

f(x)dx = G(ϕ(x)) + C.

Приклад 1. Знайти iнтеграл
∫ √

x

1 + x
dx.

J Зробимо замiну змiнної t =
√

x, x ≥ 0, або x = t2. Тодi dx = 2tdt

i наш iнтеграл набуде вигляду
∫ √

x

1 + x
dx =

∫
t2tdt

1 + t2
= 2

∫
t2dt

1 + t2
= 2

∫
(1 + t2)− 1

1 + t2
dt =

= 2
(∫

dt−
∫

dt

1 + t2

)
= 2(t− arctg t) + C =
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= 2(
√

x− arctg
√

x) + C, x ≥ 0. I
Приклад 2. Знайти iнтеграл

∫
cos 2xdx.

J Маємо
∫

cos 2xdx =
∣∣∣∣

t = 2x

dt = 2dx

∣∣∣∣ =
1
2

∫
cos tdt =

1
2

sin t + C =

=
1
2

sin 2x + C, x ∈ R. I

Приклад 3. Знайти iнтеграл
∫ √

4− x2dx.

J Тут зручно зробити тригонометричну замiну x = 2 sin t, −π

2
≤

t ≤ π

2
. Тодi 4−x2 = 4− 4 sin2 t = 4(1− sin2 t) = 4 cos2 t, dx = 2 cos tdt,

а тому
∫ √

4− x2dx =
∫

2 cos t · 2 cos tdt = 2
∫

2 cos2 tdt.

Оскiльки 2 cos2 t = 1 + cos 2t, то
∫ √

4− x2 = 2
∫

(1 + cos 2t)dt = 2(
∫

dt +
∫

cos 2tdt) =

= 2(t +
sin 2t

2
) + C = 2t + sin 2t + C.

Для того щоб знайти остаточну вiдповiдь, яка виражає невизначений
iнтеграл через змiнну x, виразимо t з формули замiни змiнної через
x. Маємо t = arcsin

x

2
, а

sin 2t = 2 sin t cos t = x

√
1− x2

4
=

1
2
x
√

4− x2.

Тому
∫ √

4− x2dx = 2 arcsin
x

2
+

1
2
x
√

4− x2 + C, x ∈ [−2; 2]. I

Приклад 4. Знайти iнтеграл
∫

dx

x + a
.

J Зробивши очевидну замiну, отримаємо
∫

dx

x + a
=

∣∣∣∣
t = x + a

dt = dx

∣∣∣∣ =
∫

dt

t
+ C = ln |t|+ C =
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= ln |x + a|+ C, x 6= −a. I

1.2.2. Iнтегрування частинами.
Теорема 2. Нехай функцiї u i v визначенi й диференцiйовнi

на промiжку X i нехай функцiя u′(x)v(x) має первiсну на цьо-
му промiжку. Тодi на промiжку X функцiя u(x)v′(x) також
має первiсну i правильна рiвнiсть

∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx. (6)

J З рiвностi

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

випливає, що

u(x)v′(x) = (u(x)v(x))′ − u′(x)v(x), x ∈ X. (7)

Первiсною для функцiї (u(x)v(x))′ на промiжку X є функ-
цiя u(x)v(x), а функцiя u′(x)v(x) має первiсну на X згiдно з
умовою теореми. Тому i функцiя u(x)v′(x) має первiсну на X.
Iнтегруючи рiвнiсть (7), дiстаємо формулу (6). I

Формулу (6) називають формулою iнтегрування ча-
стинами. Вона дозволяє звести знаходження iнтеграла∫

u(x)v′(x)dx до знаходження iнтеграла
∫

u′(x)v(x)dx, який є
простiшим.

Оскiльки v′(x)dx = dv, u′(x)dx = du, то формулу (6) можна
записати у виглядi

∫
udv = uv −

∫
vdu. (7′)

Приклад 5. Знайти iнтеграл
∫

x3 ln xdx.

J Маємо

∫
x3 ln xdx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

u = lnx, du =
1
x

dx

dv = x3dx, v =
∫

x3dx =
x4

4
+ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=
x4

4
lnx−

∫
x4

4
1
x

dx =
x4

4
ln x− 1

4
x4

4
+ C =

=
x4

4
(lnx− 1

4
) + C, x > 0. I

Приклад 6. Знайти iнтеграл
∫

arctg xdx.
J Зробимо очевиднi перетворення

∫
arctg xdx =

∣∣∣∣∣∣
u = arctg x, du =

dx

1 + x2
,

dv = dx, v = x

∣∣∣∣∣∣
=

= x arctg x−
∫

x
dx

1 + x2
= x arctg x− 1

2

∫
d(1 + x2)
1 + x2

=

= x arctg x− 1
2

ln(1 + x2) + C, x ∈ R. I

Iнколи для знаходження iнтеграла метод iнтегрування ча-
стинами доводиться застосовувати неодноразово.

Приклад 7. Знайти iнтеграл
∫

x2 cosxdx.
J Проiнтегрувавши два рази частинами, одержимо

∫
x2 cosxdx =

∣∣∣∣∣∣∣

u = x2, du = 2xdx,

dv = cosxdx, v =
∫

cosxdx = sinx + 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

= x2 sinx−
∫

2x sinxdx = x2 sinx− 2
∫

x sinxdx =

=
∣∣∣∣

u = x, du = dx,

dv = sin xdx, v = − cosx

∣∣∣∣ = x2 sinx− 2(−x cosx−

−
∫

(− cosx)dx) = x2 sinx− 2(−x cosx + sin x) + C =

= x2 sinx + 2x cosx− 2 sin x + C = (x2 − 2) sinx + 2x cosx + C,

x ∈ R. I
Приклад 8. Знайти iнтеграл

∫
eax cos bxdx.

J Проiнтегрувавши два рази частинами, одержимо рiвняння для
визначення цього iнтеграла.
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Нехай I =
∫

eax cos bxdx. Тодi

I =

∣∣∣∣∣
u = eax, du = aeaxdx

dv = cos bxdx, v =
sin bx

b

∣∣∣∣∣ =
1
b

sin bxeax−

−a

b

∫
eax sin bxdx =

∣∣∣∣∣
u = eax, du = aeaxdx

dv = sin bxdx, v = −cos bx

b

∣∣∣∣∣ =
sin bx

b
eax−

−a

b

(
− cos bx

b
eax +

a

b

∫
cos bxeaxdx

)
=

sin bx

b
eax +

a

b2
cos bxeax − a2

b2
I.

Звiдси випливає, що
(
1 +

a2

b2

)
I =

eax(b sin bx + a cos bx)
b2

+ C

або
I =

eax(b sin bx + a cos bx)
a2 + b2

+ C.

Аналогiчно знаходиться й iнтеграл
∫

eax sin bxdx. I
Зауваження. Метод iнтегрування частинами застосо-

вується при знаходженнi невизначених iнтегралiв таких типiв:

1)
∫

Pn(x)eaxdx;
∫

Pn(x) sin bxdx;
∫

Pn(x) cos bxdx; (8)

2)
∫

Pn(x) lnxdx;
∫

Pn(x) arcsinxdx;
∫

Pn(x) arccosxdx;∫
Pn(x) arctg xdx;

∫
Pn(x) arcctg xdx, (9)

де Pn(x) – многочлен n-го степеня.
Застосовуючи формулу (7′) до iнтегралiв вигляду (8), за u

треба брати Pn(x) а за dv – iншi частини пiдiнтегрального ви-
разу. Оскiльки кожне iнтегрування частинами знижує степiнь
многочлена Pn(x) на одиницю, то треба застосовувати форму-
лу (7′) n разiв. При знаходженнi iнтегралiв групи (9) за u слiд
брати вiдповiдно ln x, arcsinx, arccosx, arctg x, arcctg x, а за dv
– вираз Pn(x)dx.

1.3. Iнтегрування деяких класiв функцiй.

1.3.1. Iнтегрування рацiональних функцiй. Вiдношен-
ня двох алгебраїчних многочленiв

f(x) =
Pm(x)
Qn(x)

,
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де Pm(x) = a0 + a1x + ... + amxm, Qn(x) = b0 + b1x + ... + bnxn,
am 6= 0; bn 6= 0, m ∈ Z+, n ∈ N, називається рацiональною
функцiєю або рацiональним дробом. Якщо m < n, то ра-
цiональний дрiб називається правильним. У випадку, коли
m ≥ n дрiб називається неправильним. Нехай треба знайти
невизначений iнтеграл вiд рацiональної функцiї f(x), x ∈ X.
Якщо m ≥ n, то, подiливши чисельник на знаменник, видiли-
мо у функцiї f цiлу частину:

f(x) = W (x) +
Pm1(x)
Qn(x)

, m1 < n,

де W (x) – многочлен степеня m−n. Оскiльки iнтегрувати мно-
гочлен ми вмiємо, то все звелося до iнтегрування правильного
дробу.

Приклад 1. Знайти iнтеграл
∫

x3 + x + 1
x2 + 1

dx.

J Очевидно, що f(x) =
x3 + x + 1

x2 + 1
є неправильним дробом, тому

видiлимо цiлу частину:

f(x) =
x(x2 + 1) + 1

x2 + 1
= x +

1
x2 + 1

.

Тодi ∫
x3 + x + 1

x2 + 1
dx =

∫
(x +

1
x2 + 1

)dx =

=
∫

xdx +
∫

dx

x2 + 1
=

x2

2
+ arctg x + C, x ∈ R. I

Отже, можна вважати, що рацiональна функцiя f зображе-
на у виглядi правильного дробу. У курсi алгебри доводиться,
що всякий правильний дрiб можна подати у виглядi суми най-
простiших дробiв вигляду

A

x− a
,

A

(x− a)k
,

Bx + C

x2 + px + q
,

Bx + C

(x2 + px + q)m

де {k,m} ⊂ N \ {1}, A, B,C, a, p, q – дiйснi числа, а квадратний
тричлен x2 + px + q не має дiйсних коренiв.
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Приклад 2. Знайти iнтеграл
∫

x2 + 4
x3 − 4x

dx.

J Розкладемо знаменник пiдiнтегральної функцiї на множники
x3 − 4x = x(x2 − 4) = x(x− 2)(x + 2). Тодi згiдно з викладеним вище
правильний дрiб можна подати у виглядi

x2 + 4
x3 − 4x

=
A

x
+

B

x− 2
+

C

x + 2
.

Знайдемо коефiцiєнти A, B, C, скориставшись методом невизна-
чених коефiцiєнтiв. Для цього зведемо праву частину до спiльного
знаменника i прирiвняємо чисельники:

x2 + 4 = A(x− 2)(x + 2) + Bx(x + 2) + Cx(x− 2).

Зауважимо, що у кожного доданку правої частини вiдсутнiй один
множник, тому при пiдстановцi коренiв знаменника всi доданки пра-
вої частини, крiм одного, перетворюються в нуль:

x = 0 : 4 = A(−2) · 2, A = −1;
x = 2 : 8 = B · 4, B = 1;
x = −2 : 8 = C(−8) · (−4); C = 1.

Отже, шуканий розклад пiдiнтегральної функцiї на найпростiшi
дроби має вигляд

x2 + 4
x3 − 4x

=
−1
x

+
1

x− 2
+

1
x + 2

.

Тому iнтеграл зображається у виглядi суми iнтегралiв, якi легко зна-
ходяться:
∫

x2 + 4
x3 − 4x

dx = −
∫

dx

x
+

∫
dx

x− 2
+

∫
dx

x + 2
= − ln |x|+ln |x−2|+

+ ln |x + 2|+ C = ln
∣∣∣∣
(x− 2)(x + 2)

x

∣∣∣∣ + C = ln
∣∣∣∣
x2 − 4

x

∣∣∣∣ + C,

x 6= 0, x 6= ±2. I

Приклад 3. Знайти iнтеграл
∫

dx

x(x2 + 1)2
.

J Пiдiнтегральна функцiя
1

x(x2 + 1)2
є правильним рацiональ-

ним дробом i її розклад на найпростiшi дроби має вигляд:

1
x(x2 + 1)2

=
A

x
+

Bx + C

x2 + 1
+

Dx + E

(x2 + 1)2
.
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Звiвши дроби у правiй частинi до спiльного знаменника, i при-
рiвнявши чисельники дробiв в обох частинах рiвностi, одержимо

1 = A(x2 + 1)2 + (Bx + C)x(x2 + 1) + (Dx + E)x.

У цьому випадку маємо лише один дiйсний корiнь знаменника x = 0,
що досить для знаходження тiльки коефiцiєнта A. Якщо x = 0, то
1 = A, тобто A = 1. Для знаходження решти коефiцiєнтiв розкриємо
дужки в правiй частинi рiвностi й запишемо її у виглядi многочлена:

1 = (A + B)x4 + Cx3 + (2A + B + D)x2 + (C + E)x + A.

Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях у лiвiй та правiй
частинах, дiстанемо систему рiвнянь для знаходження невiдомих ко-
ефiцiєнтiв:

x4 0 = A + B,
x3 0 = C,
x2 0 = 2A + B + D,
x1 0 = C + E,
x0 1 = A.

Звiдси знаходимо, що A = 1, B = −1, C = 0, D = −1, E = 0.
Шуканий розклад має вигляд

1
x(x2 + 1)2

=
1
x

+
−x

x2 + 1
+

−x

(x2 + 1)2
.

Отже,
∫

dx

x(x2 + 1)2
=

∫
dx

x
−

∫
xdx

x2 + 1
−

∫
xdx

(x2 + 1)2
.

Другий i третiй iнтеграли знаходимо за допомогою замiни змiн-
ної t = x2 + 1, dt = 2xdx :

∫
x

x2 + 1
dx =

1
2

∫
dt

t
=

1
2

ln |t| = 1
2

ln(x2 + 1) + C,

∫
x

(x2 + 1)2
dx =

1
2

∫
dt

t2
= − 1

2t
+ C = − 1

2(x2 + 1)
+ C.

Остаточно одержимо, що
∫

dx

x(x2 + 1)2
= ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) +

1
2(x2 + 1)

+ C, x 6= 0. I
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Приклад 4. Знайти iнтеграл
∫

2x3 + 4x2 + x + 2
(x− 1)2(x2 + x + 1)

dx.

J Розкладемо пiдiнтегральну функцiю на суму найпростiших
дробiв:

2x3 + 4x2 + x + 2
(x− 1)2(x2 + x + 1)

=
A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx + D

x2 + x + 1
.

Зведемо дроби у правiй частинi до спiльного знаменника й при-
рiвняємо чисельники дробiв в обох частинах рiвностi

2x3 + 4x2 + x + 2 = A(x− 1)(x2 + x + 1) + B(x2 + x + 1)+

+(Cx + D)(x− 1)2 :

x3 2 = A + C,
x2 4 = B + D − 2C,
x1 1 = B + C − 2D,
x0 2 = −A + B + D.

Звiдси знаходимо A = 2, B = 3, C = 0, D = 1. Тому

2x3 + 4x2 + x + 2
(x− 1)2(x2 + x + 1)

=
2

x− 1
+

3
(x− 1)2

+
1

x2 + x + 1
.

Отже,
∫

2x3 + 4x2 + x + 2
(x− 1)2(x2 + x + 1)

dx =
∫

2dx

x− 1
+

∫
3dx

(x− 1)2
+

+
∫

dx

x2 + x + 1
= 2

∫
dx

x− 1
+ 3

∫
dx

(x− 1)2
+

∫
dx

x2 + x + 1
=

= 2 ln |x− 1| − 3
x− 1

+
∫

d(x + 1
2)

(x + 1
2)2 + (

√
3

2 )2
=

= 2 ln |x− 1| − 3
x− 1

+
2√
3

arctg
x + 1

2√
3

2

+ C =

= 2 ln |x− 1| − 3
x− 1

+
2√
3

arctg
2x + 1√

3
+ C, x 6= 1. I

1.3.2. Iнтегрування найпростiших iррацiонально-
стей. Розглянемо iнтеграл вигляду

∫
R(x, n

√
ax + b

cx + d
)dx, (10)
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де R(x, y) – рацiональна функцiя, тобто многочлен або вiдно-
шення многочленiв змiнних x i y; a, b, c, d – дiйснi числа такi,
що ad− bc 6= 0, n – натуральне число, яке не дорiвнює одиницi.

При обчисленнi iнтеграла (10) корисна пiдстановка

t = n

√
ax + b

cx + d
,

яка рацiоналiзує пiдiнтегральний вираз.
Приклад 5. Знайти iнтеграл

∫
xdx

3
√

x + 1
.

J Нехай
t = 3

√
x + 1.

Тодi x = t3 − 1, dx = 3t2dt а тому iнтеграл набуде вигляду
∫

xdx
3
√

x + 1
=

∫
(t3 − 1)3t2dt

t
= 3(

∫
t4dt−

∫
tdt) =

= 3(
t5

5
− t2

2
) + C =

3
5
( 3
√

x + 1)5 − 3
2
( 3
√

x + 1)2 + C, x 6= −1. I

Приклад 6. Знайти iнтеграл
∫

dx√
x + 3

√
x

.

J Зробимо замiну, яка дозволить позбутися iррацiональностi в
пiдiнтегральнiй функцiї. Маємо

∫
dx√

x + 3
√

x
=

∣∣∣∣
t = 6

√
x, x = t6,

dx = 6t5dt

∣∣∣∣ =
∫

6t5dt

t3 + t2
=

= 6
∫

t3

t + 1
dt = 6

∫
(t3 + 1)− 1

t + 1
dt = 6

∫
t3 + 1
t + 1

dt−

−6
∫

dt

t + 1
= 6

∫
(t + 1)(t2 − t + 1)

t + 1
dt− 6

∫
dt

t + 1
=

= 6
∫

(t2− t+1)dt−6
∫

dt

t + 1
= 6(

t3

3
− t2

2
+ t)−6 ln |t+1|+C =

= 2
√

x− 3 3
√

x + 6 6
√

x− 6 ln( 6
√

x + 1) + C, x > 0. I
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1.3.3. Iнтегрування квадратичних iррацiонально-
стей. Вираз вигляду

R(x,
√

ax2 + bx + c),

де R(x, y) – рацiональна функцiя змiнних x та y, a, b, c – дiйс-
нi числа, називають квадратичною iррацiональнiстю. Iн-
теграл вiд квадратичної iррацiональностi

∫
R(x,

√
ax2 + bx + c)dx

знаходиться за допомогою пiдстановок Ейлера: 1) якщо a > 0
i рiвняння ax2 + bx + c = 0 не має дiйсних коренiв, то робимо
замiну

t =
√

ax2 + bx + c + x
√

a;

2) якщо ж ax2 +bx+c = a(x−x1)(x−x2), де x1 i x2 – коренi
рiвняння ax2 + bx + c = 0, то ефективною є пiдстановка

t =
√

ax2 + bx + c

x− x1
.

Приклад 7. Знайти iнтеграл
∫

dx√
x2 − 6x + 13

.

J Оскiльки рiвняння x2 − 6x + 13 = 0 не має дiйсних коренiв, то
треба зробити пiдстановку

t =
√

x2 − 6x + 13 + x.

Тодi (t − x)2 = (
√

x2 − 6x + 13)2 або t2 − 2tx + x2 = x2 − 6x + 13.

Звiдси випливає, що x =
t2 − 13
2t− 6

, dx = 1
2

t2−6t+13
(t−3)2 dt,

√
x2 − 6x + 13 =

t2 − 6t + 13
2(t− 3)

. Отже, iнтеграл набуде вигляду

∫
dx√

x2 − 6x + 13
=

1
2

∫
t2 − 6t + 13

(t− 3)2
2(t− 3)

t2 − 6t + 13
dt =

=
∫

dt

t− 3
= ln |t−3|+C = ln |x+

√
x2 − 6x + 13−3|+C, x ∈ R. I

161



Зауваження. Часто iнтеграл вiд найпростiшої квадратич-
ної iррацiональностi

∫
dx√

ax2 + bx + c

за допомогою видiлення в квадратному тричленi ax2 + bx + c
повного квадрата зводять до одного з трьох табличних iнте-
гралiв

∫
dx√

a2 + x2
,

∫
dx√

a2 − x2
або

∫
dx√

x2 − a2
.

Приклад 8. Знайти iнтеграл
∫

dx√
1− x− x2

.

J Маємо

∫
dx√

5
4 − (x + 1

2)2
=

∫
d(x + 1

2)√
(
√

5
2 )2 − (x + 1

2)2
=

∫ d(x+ 1
2√

5
2

)
√

1− (x+ 1
2√

5
2

)2
=

=

∣∣∣∣∣t =
x + 1

2√
5

2

∣∣∣∣∣ =
∫

dt√
1− t2

= arcsin t + C = arcsin
x + 1

2√
5

2

+ C =

= arcsin
2x + 1√

5
+ C, x ∈

(
−1−√5

2
;
−1 +

√
5

2

)
. I

1.3.4. Iнтегрування тригонометричних функцiй. У
застосуваннях важливе значення мають iнтеграли вигляду

∫
sinm x cosn x dx, (11)

де {m, n} ⊂ Z+. Розрiзняють два випадки: 1) принаймнi один
з показникiв m чи n непарне число; 2) обидва показники m i n
парнi числа.
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У першому випадку iнтеграл (11) знаходиться безпосеред-
ньо, якщо вiдщепити вiд непарного степеня один множник i
виразити за допомогою формули sin2 x+cos2 x = 1 парний сте-
пiнь, який залишився, через другу функцiю (приклад 9).

У другому випадку для знаходження iнтеграла (11) вико-
ристовують формули зниження степеня

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x
2

,

sinx cosx =
1
2

sin 2x.

Приклад 9. Знайти iнтеграл
∫

sin3 x cos2 xdx.

J Маємо перший випадок. Тодi
∫

sin3 x cos2 xdx =
∫

sin2 x cos2 x sinxdx =

= −
∫

(1− cos2 x) cos2 xd cosx = −
∫

(cos2 x− cos4 x)d cosx =

= −
∫

cos2 xd cosx +
∫

cos4 xd cosx =
− cos3 x

3
+

cos5 x

5
+ C,

x ∈ R. I
Приклад 10. Знайти iнтеграл

∫
sin2 x cos4 xdx.

J Подамо iнтеграл у виглядi
∫

sin2 x cos4 xdx =
∫

(sinx cosx)2 cos2 xdx =

=
1
8

∫
sin2 2x(1 + cos 2x)dx =

1
8

∫
sin2 2xdx+

+
1
8

∫
sin2 2x cos 2xdx =

=
1
16

∫
(1− cos 4x)dx +

1
16

∫
sin2 2xd sin 2x =

=
1
16

x− 1
64

sin 4x +
1
48

sin3 2x + C, x ∈ R. I
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При знаходженнi iнтегралiв вигляду
∫

sinmx sinnxdx;
∫

cosmx cosnxdx;
∫

sinmx cosnxdx

використовують тригонометричнi формули

sinα sinβ =
1
2
(cos(α− β)− cos(α + β)),

cosα cosβ =
1
2
(cos(α− β) + cos(α + β)),

sinα cosβ =
1
2
(sin(α− β) + sin(α + β)).

Приклад 11. Знайти iнтеграл
∫

sin x sin 5xdx.
J Очевидно, що

∫
sinx sin 5xdx =

1
2

∫
(cos 4x− cos 6x)dx =

=
1
8

sin 4x− 1
12

sin 6x + C, x ∈ R. I

Iнтеграли вигляду
∫

R(sinx, cosx)dx, (12)

де R(x, y) – рацiональна функцiя змiнних x i y, зводяться до iн-
тегралiв вiд рацiональних функцiй за допомогою унiверсаль-
ної тригонометричної пiдстановки t = tg

x

2
, x ∈ (−π; π).

Оскiльки

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

, cosx =
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

,

то

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
.

Крiм того, x = 2 arctg t, dx =
2dt

1 + t2
, а тому

∫
R(sinx, cosx)dx = 2

∫
R

( 2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

) dt

1 + t2
.
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Останнiй iнтеграл виражається через елементарнi функцiї,
тому й iнтеграл (12) зводиться до елементарних функцiй.

Приклад 12. Знайти iнтеграл
∫

dx

4 cos x + 3 sin x + 5
.

J Пiдiнтегральна функцiя рацiонально залежить вiд sin x i cos x,
а тому зробимо пiдстановку t = tg

x

2
, x ∈ (−π; π). Тодi

∫
dx

4 cos x + 3 sin x + 5
= 2

∫
dt(

41−t2

1+t2 + 3 2t
1+t2 + 5

)
(1 + t2)

=

= 2
∫

dt

t2 + 6t + 9
= 2

∫
d(t + 3)
(t + 3)2

= − 2
t + 3

+ C = − 2
tg x

2 + 3
+ C. I

Унiверсальна пiдстановка t = tg
x

2
, −π < x < π, у багатьох

випадках приводить до складних обчислень, бо при її застосу-
ваннi sinx i cosx виражаються через t у виглядi рацiональних
дробiв, що мiстять t2.

У деяких частинних випадках знаходження iнтегралiв
вигляду (12) можна значно спростити.

1). Якщо R(sinx, cosx) – непарна функцiя вiдносно sinx,
тобто R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), то iнтеграл (12) рацiо-
налiзується пiдстановкою t = cosx.

2) Якщо R(sinx, cosx) – непарна функцiя вiдносно cosx,
тобто R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), то iнтеграл (12) рацiо-
налiзується за допомогою пiдстановки t = sin x.

3) Якщо R(sinx, cosx) – парна функцiя вiдносно sinx i cosx,
тобто R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), то зручно зробити пiд-
становку t = tg x, x ∈

(
− π

2
;
π

2

)
.

Приклад 13. Знайти iнтеграл
∫

(sinx + sin3 x)dx

cos 2x
.

J Оскiльки пiдiнтегральна функцiя непарна вiдносно синуса, то
покладемо cosx = t. Тодi sin2 x = 1− t2, cos 2x = 2 cos2 x−1 = 2t2−1,
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dt = − sin xdx, а тому
∫

(1 + sin2 x) sin xdx

cos 2x
= −

∫
(1 + 1− t2)dt

2t2 − 1
=

∫
(t2 − 2)dt

2t2 − 1
=

=
1
2

∫
(2t2 − 1)− 3

2t2 − 1
dt =

1
2

∫
dt− 3

2

∫
dt

2t2 − 1
=

=
t

2
− 3

2
√

2

∫
d(
√

2t)
(
√

2t)2 − 1
=

t

2
− 3

4
√

2
ln

∣∣∣ t
√

2− 1
t
√

2 + 1

∣∣∣ + C =

=
1
2

cos x− 3
4
√

2
ln

∣∣∣
√

2 cos x− 1√
2 cos x + 1

∣∣∣ + C. I

Приклад 14. Знайти iнтеграл
∫

cos3 x + cos5 x

sin2 x + sin4 x
dx.

J Пiдiнтегральна функцiя є непарною вiдносно cos x, а тому
зробимо пiдстановку t = sin x. Тодi cos2 x = 1 − sin2 x = 1 − t2,
cos xdx = dt, а отже,

∫
cos2 x(1 + cos2 x) cos xdx

sin2 x(1 + sin2 x)
=

∫
(1− t2)(2− t2)dt

t2(1 + t2)
=

=
∣∣∣∣
(1− t2)(2− t2)

t2(1 + t2)
= 1 +

2
t2
− 6

1 + t2

∣∣∣∣ =
∫

dt + 2
∫

dt

t2
− 6

∫
dt

1 + t2
=

= t− 2
t
− 6 arctg t + C = sin x− 2

sin x
− 6 arctg sin x + C. I

Приклад 15. Знайти iнтеграл
∫

dx

1− 5 sin2 x
.

J Оскiльки пiдiнтегральна функцiя є парною вiдносно sin x i
cos x, то зробимо замiну t = tg x, x ∈

(
− π

2
;
π

2

)
. Тодi x = arctg t,

dx =
dt

1 + t2
, sin2 x =

tg2 x

1 + tg2x
=

t2

1 + t2
, а тому

∫
dx

1− 5 sin2 x
=

∫
dt(

1− 5t2

1+t2

)
(1 + t2)

=
∫

dt

1− 4t2
=

= −1
2

∫
d(2t)

(2t2)− 1
= −1

4
ln

∣∣∣2t− 1
2t + 1

∣∣∣ + C = −1
4

ln
∣∣∣2 tg x− 1
2 tg x + 1

∣∣∣ + C. I
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Вправи

1. Знайти iнтеграл: 1)
∫

x
√

xdx; 2)
∫

(2x4 − 6x5 + 3x2 +

7)dx; 3)
∫

x3 − 3x + 1√
x

dx; 4)
∫

(
√

x − 1√
x

)2dx; 5)
∫

(1− x)2

x
√

x
dx;

6)
∫

1 + 2x2

x2(1 + x2)
dx; 7)

∫
1

cos 2x + sin2 x
dx; 8)

∫
3 · 2x − 2 · 3x

2x
dx;

9)
∫ √

sin x cos xdx; 10)
∫

sin x

cos2 x
dx; 11)

∫
tg xdx; 12)

∫ √
ln x

x
dx;

13)
∫

1
(arcsin x)2

√
1− x2

dx; 14)
∫

3x3
x2dx; 15)

∫
3x

√
1− 9x

dx.

2. Гранична цiна проданої продукцiї визначається формулою
C ′(x) = x + 100, де x – обсяг цiєї продукцiї. Знайти сукупну цiну
проданої продукцiї, якщо цiна 100 одиниць продукцiї дорiвнює 40000
грн?

3. Знайти функцiю споживання f , якщо гранична схильнiсть до

споживання виражається рiвнiстю f ′(x) = 0, 5 +
0, 1√

x
де x – нацiо-

нальний доход, а споживання становить 85 гр.од., коли нацiональний
доход дорiвнює 100 гр.од.

4. Використовуючи формулу замiни змiнної, знайти iнтеграл:

1)
∫

1
cos25x

dx; 2)
∫

3
√

5− 6xdx; 3)
∫

e
√

x

√
x

dx; 4)
∫

1√
3− 4x2

dx;

5)
∫

e2x

√
ex + 1

dx; 6)
∫

sin x√
1 + 2 cos x

dx; 7)
∫

ln x

x
√

1 + ln x
dx.

5. Застосовуючи iнтегрування частинами, знайти iнтеграл:

1)
∫

x2 cosxdx; 2)
∫

x2−xdx; 3)
∫

arcsinxdx; 4)
∫

(lnx)2dx;

5)
∫

x(arctg x)2dx; 6)
∫

cos(ln x)dx; 7)
∫

x cos x

sin3 x
dx.

6. Знайти iнтеграл вiд рацiональної функцiї:

1)
∫

x− 4
(x− 2)(x− 3)

dx; 2)
∫

dx

x3 + 8
; 3)

∫
x2 − 5x + 9
x2 − 5x + 6

dx;

4)
∫

dx

x4 + 3x2
dx; 5)

∫
dx

x(x2 + 2)
dx; 6)

∫
3x2 + 2x− 3

x3 − x
dx;

7)
∫

dx

x2 + 4x + 9
dx.

7. Знайти iнтеграл вiд iррацiональної функцiї:

1)
∫

xdx√
2x + 1 + 1

; 2)
∫

dx

1 +
√

x
; 3)

∫
x + 1

3
√

3x + 1
dx;
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4)
∫ √

x√
x + 1

dx; 5)
∫

dx

(x− 1) 4
√

x3
; 6)

∫ √
1 + x

1− x
· dx

1− x
;

7)
∫

dx√
(4 + x2)3

.

8. Знайти iнтеграл вiд тригонометричної функцiї:

1)
∫

(1 + 2 cos x)2dx; 2)
∫

sin2 x cos3 xdx; 3)
∫

sin2 x cos4 xdx;

4)
∫

sin 3x sin 5xdx; 5)
∫

sin3 x

cos2 x
dx; 6)

∫
sin x sin 2x sin 3xdx;

7)
∫

dx

3− 2 sin x + cos x
; 8)

∫
dx

3 + 5 sin x + 3 cos x
; 9)

∫
sin4 xdx

cos6 x
;

10)
∫ √

sin x cos3 x; 11)
∫

cos
3
5 x sin3 xdx.

9. Популяцiя комах збiльшується вiд початкового розмiру 10000
осiб до чисельностi p(t) через t днiв. Вiдомо, що швидкiсть росту
популяцiї p′(t) = t + t2. Якою буде чисельнiсть популяцiї через: 1) 1
день; 2) 5 днiв; 3) 10 днiв.

Вiдповiдi

1. 1)
2
5
x2
√

x + C; 2)
2
5
x5 − x6 + x3 + 7x + C; 3)

2
7
x3 3
√

x− 2x
√

x +

2
√

x+C; 4)
x2

2
−2x+ln |x|+C; 5)

2x2 − 12x− 6
3
√

x
+C; 6) arctg x− 1

x
+C;

7) tg x+C; 8) 3x−2
(

3
2

)x 1
ln 3/2

+C; 9)
2
3

sin x
√

sin x+C; 10)
1

cos x
+C;

11) − ln | cosx|+C; 12)
2
3

√
(lnx)3+C; 13) − 1

arcsinx
+C; 14)

3x3

3 ln 3
+C;

15)
1

ln 3
arcsin 3x + C.

2. C(x) =
x2

2
+ 100x + 25000.

3. f(x) = 0, 5x + 0, 2
√

x + 33.

4. 1)
1
5

tg 5x+C; 2) −1
8
(5−6x)4/3+C; 3) 2e

√
x+C; 4)

1
2

arcsin
2x√

3
+

C; 5) 2
(

1
3

√
(ex + 1)3 −√ex + 1

)
+C; 6) −√1 + 2 cos x + C; 7)

2
3
(−2+

ln x)
√

1 + ln x + C.

5. 1) x2 sin x+2x cos x−2 sin x+C; 2) −x ln 2 + 1
2x ln2 2

+C; 3) x arcsinx+
√

1− x2 +C; 4) x((ln |x|−1)2 +1)+C; 5)
x2 + 1

2
(arctg x)2 +x arctg x+
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1
2

ln(1+x2)+C; 6)
x

2
(sin(ln x)+cos(ln x))+C; 7) −1

2

(
x

sin2 x
+ ctg x

)
+

C.

6. 1) ln
(x− 2)2

C(x− 3)
; 2)

1
24

ln
(x + 2)2

x2 − 2x + 4
+

1
4
√

3
arctg

x− 1√
3

+C; 3) x+

3 ln |x−3|−3 ln |x−2|+C; 4)− 1
3x
− 1

3
√

3
arctg

x√
3
+C; 5)

1
4

ln
x2

x2 + 2
+C;

6) ln
Cx3(x− 1)

x + 1
; 7)

1√
5

arctg
x + 2√

5
+ C.

7. 1)
2x + 1

12
(2
√

2x + 1 − 3) + C; 2) 2
√

x − ln(1 +
√

x) + C;

3)
x + 2

5
3
√

(3x + 1)2 +C; 4) x−2
√

x+ln(
√

x+1)2 +C; 5) ln
∣∣∣∣

4
√

x− 1
4
√

x + 1

∣∣∣∣−

2 arctg 4
√

x + C; 6) 2

√
1 + x

1− x
− 2 arctg

√
1 + x

1− x
+ C; 7)

x

4
√

4 + x2
+ C.

8. 1) 3x + 4 sin x + sin 2x + C; 2)
sin3 x

3
− sin5 x

5
+ C; 3)

x

16
−

sin 4x

64
+

sin3 2x

48
+ C; 4)

1
4

sin 2x − 1
16

sin 8x + C; 5)
1

cosx
+ cos x +

C; 6)
1
24

cos 6x − 1
16

cos 4x − 1
8

cos 2x + C; 7) arctg
(
tg

x

2
− 1

)
+ C;

8)
1
5

ln
∣∣∣5 tg

x

2
+ 3

∣∣∣ + C; 9)
tg5 x

5
+ C; 10)

2
3

√
sin3 x − 2

7

√
sin7 x + C;

11) −8
5

5
√

cos8 x +
5
18

5
√

cos18 x + C.
9. 1) ≈ 10001; 2) ≈ 10054; 3) ≈ 10383.
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§2. Визначений iнтеграл

2.1. Поняття визначеного iнтеграла та його ос-
новнi властивостi. Нехай функцiя f визначена й неперерв-
на на вiдрiзку [a; b], де a < b, а F – деяка її первiсна, тобто
F ′(x) = f(x), x ∈ [a; b]. Пiзнiше буде доведено, що для непере-
рвної на вiдрiзку [a; b] функцiї завжди iснує первiсна.

Визначеним iнтегралом

b∫

a

f(x)dx (1)

вiд неперервної функцiї f на вiдрiзку [a; b] називається рiзниця
значень первiсної F для функцiї f у точках b та a, тобто

b∫

a

f(x)dx = F (b)− F (a). (2)

Числа a i b називають вiдповiдно нижньою i верхньою
межею iнтегрування, а вiдрiзок [a; b] – промiжком iнтег-
рування. Формулу (2) називають формулою Ньютона-
Лейбнiца. При a = b вважають, що

a∫

a

f(x)dx = 0.

Рiзницю F (b)−F (a) коротко записують так: F (x)|ba. Тому фор-
мулу (2) часто подають у виглядi

b∫

a

f(x)dx = F (x)|ba. (2′)

У формулi (2) F – це деяка первiсна для функцiї f на
вiдрiзку [a; b]. Доведемо, що визначений iнтеграл не залежить
вiд того, яку первiсну для пiдiнтегральної функцiї f взято у
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формулi (2). Нехай F i Φ – двi рiзнi первiснi функцiї для
f на вiдрiзку [a; b]. Згiдно з основною властивiстю первiсних
Φ(x) = F (x) + C, x ∈ [a; b]. Звiдси випливає, що

Φ(b)− Φ(a) = (F (b) + C)− (F (a) + C) = F (b)− F (a),

тобто ця рiзниця не залежить вiд C.

Приклад 1. Обчислити
4∫
2

x2dx.

J Маємо, що
∫

x2dx = x3

3 + C, а тому

4∫

2

x2dx =
x3

3

∣∣∣∣
4

2

=
43

3
− 23

3
=

1
3
(64− 8) =

56
3

. I

Приклад 2. Обчислити
2∫
1

e2xdx.

J Оскiльки ∫
e2xdx =

e2x

2
+ C,

то
2∫

1

e2xdx =
e2x

2

∣∣∣∣
2

1

=
1
2
(e4 − e2) =

e2

2
(e2 − 1). I

Розглянемо основнi властивостi визначеного iнтеграла.
Властивiсть 1. Визначений iнтеграл з однаковими межа-

ми iнтегрування дорiвнює нулю, тобто

a∫

a

f(x)dx = 0.

J Ця властивiсть мiститься в означеннi визначеного iнте-
грала. У той же час її можна одержати з формули Ньютона-
Лейбнiца

a∫

a

f(x)dx = F (a)− F (a) = 0.
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Властивiсть 2. Величина визначеного iнтеграла не зале-
жить вiд позначення змiнної iнтегрування, тобто

b∫

a

f(x)dx =

b∫

a

f(t)dt. (3)

J Оскiльки F ′(x) = f(x), x ∈ [a; b] i F ′(t) = f(t), t ∈ [a; b],
то F (x)|ba = F (t)|ba. Звiдси випливає (3). I

Властивiсть 3. Сталий множник можна виносити за
знак визначеного iнтеграла, тобто

b∫

a

Af(x)dx = A

b∫

a

f(x)dx.

J Нехай F ′(x) = f(x), x ∈ [a; b]. Тодi (AF (x))′ = AF ′(x) =
Af(x), тобто AF (x) є первiсною для Af(x) на [a; b]. Тому

b∫

a

Af(x)dx = AF (x)|ba = A(F (b)− F (a)) = A

b∫

a

f(x)dx. I

Властивiсть 4. Визначений iнтеграл вiд алгебраїчної суми
функцiй дорiвнює алгебраїчнiй сумi визначених iнтегралiв вiд
цих функцiй, тобто

b∫

a

(f(x)± g(x))dx =

b∫

a

f(x)dx±
b∫

a

g(x)dx. (4)

J Якщо F ′(x) = f(x), G′(x) = g(x), x ∈ [a; b], (F (x) ±
G(x))′ = f(x)± g(x), x ∈ [a; b]. Звiдси випливає, що

b∫

a

(f(x)± g(x))dx = (F (x)±G(x))|ba = (F (b)±G(b))−

−(F (a)±G(a)) = (F (b)− F (a))± (G(b)−G(a)) =
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=

b∫

a

f(x)dx±
b∫

a

g(x)dx. I

Властивiсть 5. Якщо вiдрiзок iнтегрування розбити на
частини, то iнтеграл по всьому вiдрiзку дорiвнює сумi визна-
чених iнтегралiв по його частинах, тобто якщо c ∈ [a; b], то

b∫

a

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx +

b∫

c

f(x)dx.

J Оскiльки F ′(x) = f(x), x ∈ [a; b], то
c∫
a

f(x)dx = F (c) −

F (a), a
b∫
c

f(x)dx = F (b)−F (c). Додавши цi iнтеграли, одержимо

c∫

a

f(x)dx +

b∫

c

f(x)dx = (F (c)− F (a)) + (F (b)− F (c)) =

= F (b)− F (a) =

b∫

a

f(x)dx. I

Властивiсть 6.При перестановцi меж iнтегрування абсо-
лютна величина визначеного iнтеграла не змiнюється, а змi-
нюється лише його знак, тобто

b∫

a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x)dx.

J Нехай F ′(x) = f(x), x ∈ [a; b]. Тодi
a∫
b

f(x)dx = F (a) −

F (b) = −(F (b)− F (a)) = −
b∫
a

f(x)dx. I

Властивiсть 7 (теорема про середнє). Визначений iн-
теграл вiд неперервної функцiї дорiвнює добутку довжини
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вiдрiзка iнтегрування на значення пiдiнтегральної функцiї у
певнiй точцi ξ всерединi його, тобто

b∫

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a), ξ ∈ (a; b).

J Згiдно з теоремою Лагранжa F (b)−F (a) = F ′(ξ)(b−a) =

f(ξ)(b−a), ξ ∈ (a; b), тому
b∫
a

f(x)dx=F (b)−F (a)=f(ξ)(b−a). I

Властивiсть 8. Якщо a < b, а f(x) – неперервна i f(x) ≥ 0
на вiдрiзку [a; b], то

b∫

a

f(x)dx ≥ 0.

J Скориставшись властивiстю 7, матимемо

b∫

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a) ≥ 0. I

Властивiсть 9. Якщо a < b, а функцiї f i g неперервнi на
[a; b] i, крiм того, f(x) ≤ g(x), x ∈ [a; b], то

b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx.

J Оскiльки g(x)− f(x) ≥ 0, x ∈ [a; b], то згiдно з властиво-
стями 4 i 8

0 ≤
b∫

a

(g(x)− f(x))dx =

b∫

a

g(x)dx−
b∫

a

f(x)dx,

звiдки й випливає властивiсть 9. I
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Властивiсть 10. Нехай m – найменше, а M – найбiльше
значення неперервної функцiї f на [a; b]. Тодi правильна подвiй-
на нерiвнiсть

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ M(b− a).

J Ця властивiсть випливає з того, що m ≤ f(x) ≤ M, x ∈
[a; b], властивостi 9 i рiвностi

b∫
a

dx = b− a. I
Властивiсть 11. Якщо a < b, а функцiя f неперервна на

[a; b], то правильна нерiвнiсть

∣∣∣
b∫

a

f(x)dx
∣∣∣ ≤

b∫

a

|f(x)|dx.

J Функцiя |f(x)| є неперервною на [a; b], як складена функ-
цiя. Тому обидва iнтеграли в нерiвностi iснують.

Нехай

f+(x) =
|f(x)|+ f(x)

2
, f−(x) =

|f(x)| − f(x)
2

, x ∈ [a; b].

Цi функцiї є неперервними i невiд’ємними на [a; b]. Очевид-
но, що f(x) = f+(x) − f−(x), |f(x)| = f+(x) + f−(x), x ∈ [a; b].
Тому

∣∣∣
b∫

a

f(x)dx
∣∣∣ =

∣∣∣
b∫

a

(f+(x)−f−(x))dx
∣∣∣ =

∣∣∣
b∫

a

f+(x)dx−
b∫

a

f−(x)dx
∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣

b∫

a

f+(x)dx
∣∣∣ +

∣∣∣
b∫

a

f−(x)dx
∣∣∣ =

b∫

a

f+(x)dx +

b∫

a

f−(x)dx =

=

b∫

a

(f+(x) + f−(x))dx =

b∫

a

|f(x)|dx.
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Отже,
∣∣∣

b∫

a

f(x)dx
∣∣∣ ≤

b∫

a

|f(x)|dx. I

Приклад 3. Обчислити
2∫

1

(
4
x
− 5x4 + 2

√
x)dx.

J Згiдно з властивостями 3 i 4

2∫

1

(
4
x
− 5x4 + 2

√
x)dx = 4

2∫

1

dx

x
− 5

2∫

1

x4dx + 2

2∫

1

x
1
2 dx =

= 4 lnx|21−5
x5

5

∣∣∣∣
2

1

+2
x

3
2

3
2

∣∣∣∣∣
2

1

= 4(ln 2− ln 1)−(25−1)+
4
3
(2

3
2 −1) =

= 4 ln 2− 31 +
8
√

2
3

− 4
3

= 4 ln 2− 97
3

+
8
3

√
2. I

2.2. Визначений iнтеграл iз змiнною верхньою
межею. Нехай f – неперервна на [a; b], а F – її первiсна. Роз-
глянемо iнтеграл

x∫

a

f(t)dt = F (x)− F (a), x ∈ [a; b].

Якщо змiнювати x, то змiнюватиметься i цей iнтеграл, тобто
вiн є функцiєю вiд x, визначеною на [a; b], яку ми позначимо
через Φ(x). Отже,

Φ(x) =

x∫

a

f(t)dt, x ∈ [a; b]. (5)

Iнтеграл (5) називається iнтегралом iз змiнною верх-
ньою межею.
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Теорема 1. Якщо функцiя f неперервна на [a; b], то iнте-
грал iз змiнною верхньою межею Φ є диференцiйовною функ-
цiєю на [a; b], причому

Φ′(x) = f(x), x ∈ [a; b]. (6)

J Маємо

Φ′(x) = (

x∫

a

f(t)dt)′ = (F (x)− F (a))′ = F ′(x)− 0 =

= f(x), x ∈ [a; b]. I

Рiвнiсть (6) означає, що похiдна вiд iнтеграла (5) по змiннiй
верхнiй межi дорiвнює значенню неперервної пiдiнтегральної
функцiї у точцi верхньої межi.Тому функцiя Φ(x) є первiсною
для неперервної функцiї f на вiдрiзку [a; b].

Наслiдок. Якщо функцiя f неперервна на [a; b], то вона
має первiсну на цьому вiдрiзку.

2.3. Обчислення визначених iнтегралiв методом
iнтегрування частинами i методом замiни змiнної.

2.3.1. Iнтегрування частинами.
Теорема 2. Нехай функцiї u i v мають неперервнi похiднi

на вiдрiзку [a; b], тодi правильна формула

b∫

a

udv = uv|ba −
b∫

a

vdu (7)

або
b∫

a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)|ba −
b∫

a

v(x)u′(x)dx. (8)

J Оскiльки функцiя u(x)v(x) є первiсною для функцiї
(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x), то згiдно з формулою
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Ньютона-Лейбнiца

b∫

a

(u′(x)v(x) + u(x)v′(x))dx = (u(x)v(x))|ba.

Якщо скористатися властивiстю 4 визначеного iнтеграла,
то одержимо

b∫

a

u′(x)v(x)dx +

b∫

a

u(x)v′(x)dx = (u(x)v(x))|ba, (9)

звiдки випливає рiвнiсть (8). Згiдно з означенням диференцiала
du = u′(x)dx, dv = v′(x)dx, а тому з (9) випливає (7). I

Приклад 4. Обчислити
e2∫
e

lnxdx.

J Скористаємося формулою (7):

e2∫

e

ln xdx =
∣∣∣∣
u = ln x, du = dx

x ;
dv = dx, v = x

∣∣∣∣ = (x ln x)|e2

e −
e2∫

e

x
dx

x
=

= (x ln x)|e2

e −
e2∫

e

dx = (e2 ln e2 − e ln e)− (e2 − e) =

= 2e2 ln e− e ln e− e2 + e = 2e2 − e− e2 + e = e2. I
Як i у випадку невизначеного iнтеграла, успiх при застосу-

ваннi формули (7) залежить вiд правильного вибору u i dv.

Приклад 5. Обчислити iнтеграл
π∫
0

xsinxdx.

J Маємо
π∫

0

x sinxdx =

∣∣∣∣∣∣
u = x, du = dx,

dv = sinxdx, v =
∫

sinxdx = − cosx

∣∣∣∣∣∣
=

= (−x cosx)|π0 −
π∫

0

(− cosx)dx = (−x cosx)
∣∣∣
π

0
+ sinx

∣∣∣
π

0
=
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= −π cosπ + 0 cos 0 + sinπ − sin 0 = −π(−1) = π. I

Приклад 6. Обчислити iнтеграл
1
3∫
0

arctg 3xdx.

J Очевидно, що

1
3∫

0

arctg 3xdx =

∣∣∣∣∣
u = arctg 3x, du = 3dx

1+(3x)2
,

dv = dx, v = x

∣∣∣∣∣ = (x arctg 3x)|
1
3
0−

−
1
3∫

0

3xdx

1 + (3x)2
= (x arctg 3x)

∣∣∣∣∣

1
3

0

− 1
6

1
3∫

0

d(1 + 9x2)
1 + 9x2

=

= (x arctg 3x)|
1
3
0 −

1
6

ln(1 + 9x2)|
1
3
0 =

(
1
3

arctg 1− 0 arctg 0
)
−

−1
6
(ln(1 + 9

1
9
)− ln(1 + 0)) =

1
3

π

4
− 1

6
ln 2 =

1
12

(π − ln 4). I

2.3.2. Замiна змiнної у визначеному iнтегралi.
Теорема 3. Нехай: 1) f(x) – неперервна функцiя на вiдрiз-

ку [a; b]; 2) функцiя ϕ(t) – диференцiйовна на [α; β], причому
ϕ′(t) неперервна на цьому вiдрiзку; 3) ϕ(α) = a, ϕ(β) = b. Тодi
правильна формула

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt. (10)

J Нехай F – деяка первiсна для f на [a; b], тобто F ′(x) =
f(x), x ∈ [a; b]. Тодi, згiдно з правилом диференцiювання скла-
деної функцiї, маємо

(F (ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t), t ∈ [α; β].

З цiєї рiвностi випливає, що функцiя F (ϕ(t)) є первiсною
для функцiї f(ϕ(t))ϕ′(t), яка неперервна на вiдрiзку [α; β]. За
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формулою Ньютона-Лейбнiца

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)) =

= F (b)− F (a) =

b∫

a

f(x)dx.

З цiєї рiвностi й випливає правильнiсть формули (10). I
Формулу (10) називають формулою замiни змiнної або

пiдстановки у визначеному iнтегралi.
Зазначимо, що при обчисленнi визначеного iнтеграла за до-

помогою замiни змiнної не треба повертатися до старої змiнної,
як при знаходженнi невизначеного iнтеграла, оскiльки визна-
чений iнтеграл це число, яке, згiдно з формулою (10), дорiвнює
значенню кожного з iнтегралiв. При замiнi змiнної у визначено-
му iнтегралi треба знайти новi межi iнтегрування та виконати
необхiднi перетворення пiдiнтегрального виразу.

Приклад 7. Обчислити iнтеграл

π
2∫

0

cos3 x sin xdx.

J Оскiльки умови теореми 3 виконуються, то

π/2∫

0

cos3 x sinxdx =
∣∣∣∣

t = cosx,
dt = − sinxdx,

x 0 π/2
t 1 0

∣∣∣∣ =

= −
0∫

1

t3dt =

1∫

0

t3dt =
t4

4

∣∣∣∣
1

0

=
1
4
. I

Приклад 8. Обчислити iнтеграл
9∫

4

√
x√

x− 1
dx.

J Для того щоб позбутися iррацiональностi, зробимо замiну змiн-

ної x = t2, dx = 2tdt,
x 4 9
t 2 3 . Умови теореми 3 виконуються, а
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тому

9∫

4

√
x√

x− 1
dx =

3∫

2

t2tdt

t− 1
= 2

3∫

2

t2dt

t− 1
= 2

3∫

2

(t2 − 1) + 1
t− 1

dt =

= 2




3∫

2

(t + 1)dt +

3∫

2

dt

t− 1


 = 2

(
(
t2

2
+ t)|32 + ln(t− 1)|32

)
=

= 2
(

9
2

+ 3− 2− 2 + ln 2− ln 1
)

= 2
(

9
2
− 1 + ln 2

)
=

= 2
(

7
2

+ ln 2
)

= 7 + 2 ln 2. I

2.4. Визначений iнтеграл як границя iнтеграль-
ної суми. Розглянемо iнший, нiж ми вивчили ранiше, пiдхiд
до введення визначеного iнтеграла i встановимо зв’язок мiж
обома пiдходами. Нехай функцiя y = f(x) визначена й непе-
рервна на [a; b]. Розiб’ємо вiдрiзок [a; b] на n частин точками
a = x0 < x1 < . . . < xi−1 < xi < ... < xn = b. Позначимо
через ∆xi довжину вiдрiзка [xi−1; xi] тобто ∆xi = xi − xi−1,
i ∈ {1, . . . , n}. Вiзьмемо на [xi−1; xi] довiльну точку ξi i складе-
мо суму

σ = f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + . . . + f(ξn)∆xn,

або

σ =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi. (11)

Цю суму називають iнтегральною сумою для функцiї
f , що вiдповiдає взятому розбиттю сегмента [a; b] на ча-
стини i даному вибору точки ξi ∈ [xi−1, xi], i ∈ {1, . . . , n}.

Якщо iснує скiнченна границя σ при ∆ ≡ max∆xi → 0
i не залежить вiд способу розбиття вiдрiзка [a; b] на частини i
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вибору точок ξi, то її називають визначеним iнтегралом вiд

функцiї f на [a; b] i позначають символом
b∫

a

f(x)dx.

Отже,
b∫

a

f(x)dx = lim
∆→0

n∑

i=1

f(ξi)∆xi. (12)

Нехай f(x) ≥ 0, x ∈ [a; b]. Розглянемо фiгуру, яка обмежена
зверху графiком функцiї y = f(x), знизу – вiдрiзком [a; b], з
бокiв – прямими x = a i x = b. Така фiгура називається кри-
волiнiйною трапецiєю.

Очевидно, що площа
криволiнiйної трапецiї
дорiвнює наближено
iнтегральнiй сумi σ,
бо кожну елементарну
криволiнiйну трапецiю з
основою [xi−1, xi] можна
замiнити прямокутником
з основою ∆xi i висо-
тою f(ξi), площа якого
f(ξi)∆xi. З iншого боку,

-

6

x0

a x1

xi−1

ξi

xi xn

b
x

B

A

0

y

якщо ми розглянемо криволiнiйну трапецiю з основою [a; x] i
позначимо її площу через S(x), то, надавши x приросту ∆x,
одержимо, що S(x) набуде приросту

∆S = S(x + ∆x)− S(x).

-

6

{
m

M





x x + ∆x
x

y

0 a b
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Якщо M = max
t∈[x,x+∆x]

f(t), m = min
t∈[x,x+∆x]

f(t), то m∆x ≤
∆S ≤ M∆x.

Тодi

m ≤ ∆S

∆x
≤ M.

Нехай ∆x → 0, тодi m i M прямують до f(x), а тому

lim
∆x→0

∆S

∆x
= f(x),

тобто S′(x) = f(x), x ∈ [a; b]. Отже, змiнна площа S(x) є однiєю
iз первiсних для функцiї f(x) на вiдрiзку [a; b]. Тому

S(x) =

x∫

a

f(t)dt (13)

бо S(a) = 0.
Якщо x = b, то з (13) одержимо, що площа усiєї криволiнiй-

ної трапецiї

S =

b∫

a

f(t)dt.

Оскiльки iнтеграл iз змiнною верхньою межею
x∫

a

f(t)dt вiд

неперервної на [a; b] функцiї f є однiєю iз первiсних для неї, то
будь-яка iнша первiсна F (x) записується у виглядi

F (x) =

x∫

a

f(t)dt + C. (14)

Якщо пiдставити в (14) x = a i x = b, то дiстанемо, що
C = F (a) i

b∫

a

f(t)dt = F (b)− F (a),
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тобто формулу Ньютона-Лейбнiца. Отже, обидва означення
визначеного iнтеграла є еквiвалентними.

2.5. Невласнi iнтеграли. При означеннi iнтеграла

b∫

a

f(x)dx

припускалося, що: 1) промiжок iнтегрування [a; b] скiнченний;
2) пiдiнтегральна функцiя f визначена i неперервна на [a; b].
Такий iнтеграл часто називають власним. Якщо ж пору-
шується хоча б одна з цих умов, то символ (1) називають
невласним визначеним iнтегралом.

З’ясуємо змiст цього нового поняття для двох найпростiших
випадкiв.

2.5.1. Невласнi iнтеграли з нескiнченними межа-
ми iнтегрування. Нехай функцiя f неперервна на промiжку
[a; +∞). Тодi вона iнтегровна на кожному скiнченному промiж-
ку [a; b] ⊂ [a; +∞), тобто iснує iнтеграл

b∫

a

f(x)dx.

Пiд невласним iнтегралом

+∞∫

a

f(x)dx (15)

розумiтимемо границю

+∞∫

a

f(x)dx = lim
b→+∞

b∫

a

f(x)dx. (16)

Якщо границя в (16) iснує i є скiнченною, то невласний iн-
теграл (15) називається збiжним i його значення визначається

184



формулою (16). Якщо ж ця границя не iснує або є нескiнчен-
ною, то рiвнiсть (16) втрачає змiст, а невласний iнтеграл на-
зивається розбiжним i йому не надають жодного числового
значення. Якщо f невiд’ємна на [a; +∞), то невласний iнте-
грал (15) є площою криволiнiйної фiгури, обмеженої графiком
функцiї y = f(x), вiссю Ох i прямою x = a.

-

6y

a
x0

Нехай f має первiсну F на [a; +∞), тобто F ′(x) = f(x),
x ∈ [a; +∞). Тодi

+∞∫

a

f(x)dx = lim
b→+∞

b∫

a

f(x)dx = lim
b→+∞

(F (b)− F (a)).

Якщо ввести умовне позначення

F (+∞) = lim
b→+∞

F (b),

то дiстанемо для збiжного невласного iнтеграла (15) узагаль-
нену формулу Ньютона-Лейбнiца:

+∞∫

a

f(x)dx = F (+∞)− F (a),

де F ′(x) = f(x), x ∈ [a;∞), причому невласний iнтеграл
збiжний тодi й тiльки тодi, коли iснує скiнченна границя
lim

b→+∞
F (b) = F (+∞).

Приклад 1. Обчислити iнтеграл
+∞∫

0

dx

1 + x2
, якщо вiн збiжний,

або довести його розбiжнiсть.
J Згiдно з означенням

+∞∫

0

dx

1 + x2
= lim

b→+∞

b∫

0

dx

1 + x2
= lim

b→+∞
arctg x

∣∣∣
b

0
=
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= lim
b→+∞

(arctg b− arctg 0) = lim
b→+∞

arctg b =
π

2
. I

Аналогiчно як у випадку означення (16) можна розглянути
невласний iнтеграл з iншим нескiнченним промiжком iнтегру-
вання, а саме:

b∫

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

b∫

a

f(x)dx.

Можна також розглядати невласний iнтеграл з нескiн-

ченними нижньою i верхньою межами
+∞∫
−∞

f(x)dx. Для цьо-

го вiзьмемо довiльну точку c. Вона розiб’є числову вiсь на
двi пiвосi (−∞; c] i (c; +∞). Якщо iснують невласнi iнтеграли

c∫
−∞

f(x)dx i
+∞∫
c

f(x)dx, то кажуть, що iснує й невласний iнте-

грал
+∞∫
−∞

f(x)dx. У цьому випадку покладають

+∞∫

−∞
f(x)dx =

c∫

−∞
f(x)dx +

+∞∫

c

f(x)dx.

Можна довести, що величина
+∞∫
−∞

f(x)dx не залежить вiд

вибору точки c.

Приклад 2. Обчислити невласний iнтеграл
+∞∫

1

dx√
x
, якщо вiн

збiжний, або довести його розбiжнiсть.
J Маємо

+∞∫

1

dx√
x

= lim
b→+∞

b∫

1

x−
1
2 dx = lim

b→+∞
2
√

x|b1 = lim
b→+∞

(2
√

b− 2) = ∞.

Отже, iнтеграл розбiгається. I
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Приклад 3. Обчислити невласний iнтегрaл
+∞∫

0

cos 2xdx, якщо

вiн збiжний, або довести його розбiжнiсть.

J Оскiльки
+∞∫

0

cos 2xdx = lim
b→+∞

b∫

0

cos 2xdx = lim
b→+∞

sin 2x

2
|b0 =

lim
b→+∞

sin 2b

2
, то iнтеграл розбiгається, бо ця границя не iснує. I

2.5.2. Невласнi iнтеграли вiд необмежених функцiй.
Нехай функцiя f визначена на промiжку [a; b). Точку b назива-
тимемо особливою, якщо функцiя f необмежена в довiльному
околi цiєї точки, але обмежена на будь-якому вiдрiзку, що мi-
ститься в [a; b). Нехай функцiя f неперервна на [a; b), а точка b
є особливою. Очевидно, що f iнтегровна на вiдрiзку [a; b−ε], де

ε > 0, тобто iснує iнтеграл
b−ε∫
a

f(x)dx. Тодi, якщо iснує скiнчен-

на границя lim
ε→0+0

b−ε∫
a

f(x)dx, то її беремо за невласний iнтеграл

b∫
a

f(x)dx вiд необмеженої функцiї f . Отже,

b∫

a

f(x)dx = lim
ε→0+0

b−ε∫

a

f(x)dx. (17)

У цьому випадку кажуть, що невласний iнтеграл (17) збi-
гається. Якщо ж границя не iснує або нескiнченна, то iнтеграл
(17) розбiгається. Аналогiчно, якщо x = a – особлива точка,
то невласний iнтеграл визначається так:

b∫

a

f(x)dx = lim
ε→0+0

b∫

a+ε

f(x)dx.

Якщо ж x = c – єдина внутрiшня особлива точка на вiдрiзку
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[a; b], то покладаємо

b∫

a

f(x)dx =

c∫

a

f(x)dx +

b∫

c

f(x)dx (18)

за умови, що обидва невласнi iнтеграли справа збiгаються.
Якщо особливих точок на вiдрiзку [a; b] декiлька, то вiдрi-

зок розбивають так, щоб в кожному вiдрiзку розбиття було не
бiльше однiєї особливої точки, i використовують рiвнiсть (18).

Якщо F – первiсна для функцiї f , то покладемо F (a +0) =
lim

ε1→0+0
F (a + ε1), F (b − 0) = lim

ε2→0+0
F (b − ε2), якщо цi границi

скiнченi. Тодi аналогом формули Ньютона-Лейбнiца для збiж-
ного невласного iнтеграла, у якого особливими точками є точки
x = a i x = b, буде формула

b∫

a

f(x)dx = F (b− 0)− F (a + 0).

У випадку неперервної на вiдрiзку [a; b] функцiї F одержи-
мо формулу, яка за формою повнiстю збiгається з формулою
Ньютона-Лейбнiца:

b∫

a

f(x)dx = F (b)− F (a). (19)

Приклад 4. Обчислити iнтеграл
1∫

0

dx√
x
, якщо вiн iснує, або

довести його розбiжнiсть.

J Пiдiнтегральна функцiя f(x) =
1√
x
має єдину особливу точку

x = 0 на промiжку iнтегрування (0; 1]. Первiсною для цiєї функцiї є
F (x) = 2

√
x, яка неперервна на цьому промiжку. За формулою (19)

маємо:
1∫

0

dx√
x

= 2
√

x
∣∣1
0

= 2− 0 = 2.
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Отже, невласний iнтеграл збiгається i дорiвнює 2. I

Приклад 5. Обчислити iнтеграл
1∫

0

dx

x
, якщо вiн збiжний, або

довести його розбiжнiсть.

J Пiдiнтегральна функцiя f(x) =
1
x
має на промiжку iнтегруван-

ня (0; 1] єдину особливу точку x = 0. Первiсною для неї є F (x) = ln x.
Тому маємо

1∫

0

dx

x
= lim

ε→0+0

1∫

ε

dx

x
= lim

ε→0+0
ln x|1ε = lim

ε→0+0
(ln 1− ln ε) =

= − lim
ε→0+0

ln ε = +∞.

Отже, невласний iнтеграл розбiгається. I

2.6. Застосування визначеного iнтеграла.

2.6.1. Обчислення площi плоскої фiгури. Розгляне-
мо поняття площi фiгури. Пiд фiгурою розумiтимемо довiльну
обмежену множину точок площини. Вважатимемо, що площа
фiгури повинна задовольняти такi властивостi:

1) якщо фiгура Ω складається з двох фiгур Ω1 i Ω2, тобто
Ω = Ω1

⋃
Ω2, причому Ω1 i Ω2 не мають спiльних внутрiшнiх

точок, то площа S(Ω) = S(Ω2) + S(Ω2);
2) якщо фiгури Ω1 i Ω2 є рiвними, тобто при деякому русi

сумiщаються, то S(Ω1) = S(Ω2);
3) площа довiльного прямокутника зi сторонами a i b дорiв-

нює добутку ab.
Виходячи з цього, вводиться понят-

тя площi широкого класу фiгур. Спо-
чатку, маючи паралелограм ABCD по-
будуємо прямокутник BCKL, опустив-
ши з точок B i C перпендикуляри на
сторону AD.

A

B

L

C

D K

Оскiльки трикутники ABL i DCK рiвнi, то SABCD =
SBCKL = BL · AD. Отже, площа паралелограма дорiвнює до-
бутку його висоти на сторону. Якщо ж маємо довiльний три-
кутник, то, доповнивши його до паралелограма, одержимо, що
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площа трикутника дорiвнює половинi добутку основи на висо-
ту. Оскiльки будь-який многокутник є об’єднанням скiнченно-
го числа трикутникiв, то згiдно з властивiстю 1) його площа
дорiвнює сумi площ трикутникiв, якi його утворюють.

Нехай Ω – будь-яка плоска фiгура. Розглянемо довiльнi
многокутники P i Q такi, що P ⊂ Ω ⊂ Q. При цьому вва-
жатимемо, що порожня множина ∅ є многокутником, площа
якого дорiвнює нулю, тобто S(∅) = 0.

Верхньою площею S∗(Ω) фiгури Ω назвемо число
S∗(Ω) = inf

Q⊃Ω
S(Q). Нижньою площею S∗(Ω) фiгури Ω на-

звемо число S∗(Ω) = sup
P⊂Ω

S(P ).

Фiгура Ω називається квадровною, тобто такою, що має
площу, якщо S∗(Ω) = S∗(Ω). Це спiльне число називається
площею фiгури Ω i позначається символом S(Ω).

Доводиться, що для квадровних фiгур та їхнiх площ пра-
вильними є властивостi 1) – 3). Клас квадровних фiгур є до-
статньо широким. До нього належать, зокрема, криволiнiйнi
трапецiї i фiгури, якi є об’єднанням скiнченного числа кри-
волiнiйних трапецiй.

У пунктi 2.4 було встановлено, що визначений iнтеграл вiд
неперервної невiд’ємної функцiї y = f(x), x ∈ [a; b] – це площа
криволiнiйної трапецiї aABb (рис. 1), тобто

S =

b∫

a

f(x)dx. (20)

Очевидно, що коли f(x) ≤ 0, x ∈
[a; b], то площа S вiдповiдної кри-
волiнiйної трапецiї знаходиться за

-

6

a b x

y

0

A

By = f(x)

Рис. 1
формулою

S = −
b∫

a

f(x)dx.

Якщо область обмежена двома неперервними лiнiями
(рис. 2) y = f1(x), y = f2(x) i двома прямими x = a i x = b, то
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S =

b∫

a

(f2(x)− f1(x))dx,

якщо f2(x) ≥ f1(x), для всiх
x ∈ [a; b].

При цьому умова не-
вiд’ємностi функцiй f1 i f2

необов’язкова.

6

-

y

x0a b

y = f2(x)

y = f1(x)
Рис. 2

Приклад 1. Знайти площу фiгури, обмеженої параболою y =
x2 + 1 i прямою x + y − 3 = 0.

J Спочатку побудуємо фiгуру, площу якої шукаємо (рис. 3).
Далi знайдемо точки перетину заданих лiнiй. Маємо 3 − x =

x2 + 1, звiдки x2 + x − 2 = 0, тобто x1 = −2, x2 = 1. Тому межi
iнтегрування такi: a = −2, b = 1.

-

6

x1

1
x2 3

x + y − 3 = 0

y = x2 + 1

Рис. 3

y

0 x

Отже,

S =

1∫

−2

((3− x)− (x2 + 1))dx =

1∫

−2

(2− x− x2)dx =

=
(

2x− x2

2
− x3

3

)∣∣∣∣
1

−2

=
(

2− 12

2
− 13

3

)
−

−
(

2(−2)− (−2)2

2
− (−2)3

3

)
=

(
2− 1

2
− 1

3
−

(
−4− 2 +

8
3

))
=

= 2− 1
2
− 1

3
+ 6− 8

3
= 5− 1

2
=

9
2
. I
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Приклад 2. Знайти площу фiгури, обмеженої елiпсом
x2

a2
+

y2

b2
= 1.
J Верхня половина цiєї фiгури є криволiнiйною трапецiєю, об-

меженою прямими x = −a, x = a, y = 0 i графiком неперервної

невiд’ємної функцiї y =
b

a

√
a2 − x2. Тому її площу S1 можна знайти

за формулою (20). Шукана площа S = 2S1, оскiльки задана фiгура
симетрична вiдносно осi Ox.

Отже,

S = 2S1 = 2
b

a

a∫

−a

√
a2 − x2dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣

x = a sin t, dx = a cos tdt

√
a2 − x2 = a cos t,

x −a a

t −π

2
π

2

∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2
b

a

π
2∫

−π
2

a2 cos2 tdt = ab

π
2∫

−π
2

(1 + cos 2t)dt = ab
(
t +

sin 2t

2

)∣∣∣∣∣

π
2

−π
2

= πab.

Якщо a = b = R, то задана фiгура буде кругом i його площа
дорiвнює πR2. I

Приклад 3. Знайти площу фiгури, яка обмежена кривою y =
1
x2

, вiссю Ox, прямою x = 1, i лежить правiше вiд цiєї прямої.

J З рисунка видно, що
a = 1, а b = ∞. Тому одер-
жуємо, що

6

-
1 x

y =
1
x2

y

0

S =

∞∫

1

dx

x2
= lim

b→∞

b∫

1

dx

x2
= lim

b→∞

(
− 1

x

)∣∣∣∣
b

1

= lim
b→∞

(
−1

b
+ 1

)
= 1. I

При обчисленнi площi криволiнiйної трапецiї у випадку, ко-
ли верхня межа задана параметричними рiвняннями

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α; β],
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у формулi (20) треба зробити замiну змiнної, поклавши x =
ϕ(t), dx = ϕ′(t)dt. Тодi одержимо, що

S =

β∫

α

ψ(t)ϕ′(t)dt,

де α i β – значення параметра t, що вiдповiдають значенням
x = a i x = b, тобто a = ϕ(α), b = ϕ(β).

Приклад 4. Знайти площу фiгури, обмеженої одною аркою
циклоїди x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0; 2π].

J Маємо

S =

2π∫

0

a(1− cos t)a(1− cos t)dt = a2

2π∫

0

(1− cos t)2dt =

= a2

2π∫

0

(
1−2 cos t+

1 + cos 2t

2

)
dt = a2

(3
2
t−2 sin t+

1
4

sin 2t
)∣∣∣∣∣

2π

0

= 3πa2. I

Нехай крива AB задана в полярних координатах рiвнянням

ρ = ρ(ϕ), ϕ ∈ [α;β],

причому функцiя ρ(ϕ) неперервна i невiд’ємна на вiдрiзку
[α;β]. Плоску фiгуру, обмежену кривою AB i двома полярними
радiусами, що утворюють з полярною вiссю кути α i β, нази-
ватимемо криволiнiйним сектором.

-
¾ ¾

αβ
B

A

EO

ρ = ρ(ϕ)
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Площа криволiнiйного сектора обчислюється за формулою

S =
1
2

β∫

α

ρ2(ϕ)dϕ.

Приклад 5. Обчислити площу фiгури, обмеженої полярною
вiссю i першим витком спiралi Архiмеда ρ = aϕ, де a > 0, 0 ≤ ϕ ≤
2π.

J При змiнi ϕ вiд 0 до 2π полярний радiус опише криву, яка
обмежує криволiнiйний сектор OABC.

Тому

S =
1
2

2π∫

0

a2ϕ2dϕ =
a2

2
ϕ3

3

∣∣∣∣∣

2π

0

=

=
a2

2
8π3

3
=

4
3
π3a2. I

2.6.2. Довжина дуги кривої.Пiд довжиною дуги (лiнiї

або кривої)
^

AB розумiтимемо границю, до якої прямує довжи-
на ламаної, вписаної в цю дугу, коли число ланок ламаної необ-
межено зростає, а довжина найбiльшої ланки прямує до нуля.
Нехай дуга

^
AB задана рiвнянням y = f(x), x ∈ [a; b], де f i f ′ –

неперервнi на [a; b] функцiї. Доведемо, що вона має скiнченну
довжину.

Рoзiб’ємо дугу
^

AB точками
A = M0, M1, . . ., Mi−1, Mi, . . .,
Mn = B на n частин. Нехай
координатами точки Mi є xi й
yi = f(xi). Тодi довжина ланки
Mi−1Mi ламаної, вписаної в дугу
^

AB, дорiвнює
-

6

A

B

Mi−1

Mi

xi−1 xi ba0

y

x

f(xi)

Mi−1Mi =
√

(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2 =
√

(∆xi)2 + (∆yi)2,
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де ∆xi = xi−xi−1, ∆yi = yi−yi−1 = f(xi)−f(xi−1) = f ′(ξi)∆xi,
ξi ∈ (xi−1; xi), що випливає з теореми Лагранжа.

Отже,
Mi−1Mi =

√
1 + (f ′(ξi))2∆xi.

Тому довжина всiєї ламаної дорiвнює

l1 =
n∑

i=1

√
1 + (f ′(ξi))2∆xi.

Вираз справа у цiй рiвностi є iнтегральною сумою для
функцiї

√
1 + (f ′(x))2 на вiдрiзку [a; b].

Якщо перейти до границi при ∆ = max
i∈{1,...,n}

∆xi → 0, то

дiстанемо формулу для обчислення довжини дуги
^

AB:

l =

b∫

a

√
1 + (f ′(x))2dx. (21)

Приклад 6. Обчислити довжину дуги напiвкубiчної параболи
y = x3/2, якщо 0 ≤ x ≤ 5.

J Оскiльки y′ =
3
2
x1/2, то

l =

5∫

0

√
1 +

(
3
2
x1/2

)2

dx =

5∫

0

√
1 +

9
4
xdx =

=
4
9

5∫

0

(
1 +

9
4
x

)1/2

d

(
1 +

9
4
x

)
=

4
9

(
1 + 9

4x
)3/2

3/2

∣∣∣∣∣

5

0

=

=
8
27

((
1 +

45
4

)3/2

− 1

)
=

335
27

. I

Якщо дуга
^

AB кривої є графiком функцiї x = g(y), y ∈ [c; d],
то у випадку, коли g i g′ – неперервнi функцiї на [c; d], вона має
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довжину, яка знаходиться за формулою

l =

d∫

c

√
1 + (g′(y))2dy.

При обчисленнi довжини дуги у випадку, коли крива AB за-
дана параметричними рiвняннями x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α; β],
де α i β – значення параметра t, що вiдповiдають значенням
x = a i x = b, тобто ϕ(α) = a, ϕ(β) = b, у формулi (21) треба
зробити замiну змiнної, поклавши x = ϕ(t), dx = ϕ′(t)dt. Тодi,
отримаємо

l =

b∫

a

√
1 + (y′(x))2dx =

β∫

α

√
1 +

(ψ′(t)
ϕ′(t)

)2
ϕ′(t)dt =

=

β∫

α

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt.

Приклад 7. Обчислити довжину дуги однiєї арки циклоїди
x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0; 2π].

J Iз рiвняння циклоїди знаходимо ϕ′(t) = a(1 − cos t), ψ′(t) =
a sin t. Коли x пробiгає вiдрiзок [0; 2πa], параметр t пробiгає вiдрiзок
[0; 2π]. Отже, шукана довжина дуги дорiвнює

l =

2π∫

0

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt =

2π∫

0

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 tdt =

= a

2π∫

0

√
2− 2 cos tdt = 2a

2π∫

0

sin
t

2
dt = −4a cos

t

2

∣∣∣∣∣

2π

0

= 8a. I

Якщо крива AB задана в полярних координатах рiвнянням
ρ = ρ(ϕ), ϕ ∈ [α; β], де ρ(ϕ) має неперервну похiдну ρ′(ϕ) на
вiдрiзку [α; β] i точкам A i B вiдповiдають значення α i β, то
перейшовши вiд полярних координат до прямокутних, дiстане-
мо параметричне задання кривої AB рiвняннями x = ρ cosϕ,
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y = ρ sinϕ з параметром ϕ. Тодi

x′(ϕ) = ρ′(ϕ) cos ϕ− ρ(ϕ) sin ϕ,

y′(ϕ) = ρ′(ϕ) sinϕ + ρ(ϕ) cos ϕ

i формула (21) набуде вигляду

l =

β∫

α

√
(ρ(ϕ))2 + (ρ′(ϕ))2dϕ. (22)

Приклад 8. Знайти довжину дуги кривої, заданої в полярних
координатах рiвнянням ρ = a(1 + cosϕ), a – деяке додатне число,
ϕ ∈ [0; 2π].

J Для графiчного зображення кривої розглянемо декiлька то-
чок на нiй: (0; 2a),

(π

2
; a

)
, (π; 0). При змiнi ϕ вiд 0 до π значення ρ

зменшується вiд 2a до 0. Оскiльки cosϕ є парною функцiєю, то i ρ є
парною. Це означає, що лiнiя симетрична вiдносно полярної осi.

Отже, маємо криву, що зображена нижче, яка називається кар-
дiоїдою. Згiдно з формулою (22)

l = 2

π∫

0

√
a2(1 + cos ϕ)2 + a2 sin2 ϕdϕ =

= 2a

π∫

0

√
2(1 + cos ϕ)dϕ =

= 4a

π∫

0

cos
ϕ

2
dϕ = 8a sin

ϕ

2

∣∣∣∣∣

π

0

= 8a. I

2.6.3. Обчислення об’єму тiла за вiдомим попереч-
ним перерiзом. Аналогiчно, як ранiше було введено поняття
площi плоскої фiгури, вводиться поняття об’єму просторо-
вого тiла, тобто обмеженої множини точок простору R3.

Зi шкiльного курсу математики вiдомо, що об’єм V (P ) мно-
гокутної призми P дорiвнює добутку площi S основи на висоту
H, тобто V (P ) = SH. Розглянемо довiльне тiло Ω простору R3
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i многокутнi призми P i Q такi, що P ⊂ Ω ⊂ Q. Верхнiм
об’ємом V ∗(Ω) називається число V ∗(Ω) = inf

Q⊃Ω
V (Q), а ниж-

нiм об’ємом V∗(Ω) = sup
P⊂Ω

V (P ). Тiло Ω називається кубов-

ним, якщо V ∗(Ω) = V∗(Ω), а це спiльне значення називається
об’ємом тiла Ω, тобто V (Ω) = V ∗(Ω) = V∗(Ω).

Кубовнi тiла мають такi властивостi:
1) якщо Ω1 i Ω2 – кубовнi тiла, то їхнє об’єднання Ω є так

само кубовним, i якщо Ω1 i Ω2 не мають спiльних внутрiшнiх
точок, то V (Ω) = V (Ω1) + V (Ω2);

2) перерiз двох кубовних тiл є кубовним тiлом;
3) якщо при русi тiла Ω1 i Ω2 збiгаються, то їхнi об’єми

однаковi.
Клас кубовних тiл є достатньо широким. Деякi найвживанi-

шi кубовнi тiла вивчатимемо нижче.
Розглянемо тiло Ω, площа поперечного перерiзу якого є вi-

домою функцiєю x. Пiд поперечним перерiзом розумiтимемо
перерiз тiла площиною, перпендикулярною осi Ox. Треба знай-
ти об’єм V цього тiла.

-
x0 = a xi−1 xi xn = b xx1

Якщо S(x) – площа поперечного перерiзу цього тiла в точцi
x, то вважатимемо її неперервною функцiєю на [a; b].

Подiлимо вiдрiзок [a; b] на n частин точками a = x0, x1, . . .,
xn = b i через точки подiлу проведемо площини, перпендику-
лярнi осi Ox. У результатi тiло розiб’ється на n шарiв, кожний
з яких можна вважати за цилiндр. При цьому важливо, щоб
поперечнi перерiзи тiла мiстилися один в одному, а не наклада-
лися. Оскiльки об’єм i-го шару наближено дорiвнює S(ξi)∆xi,
де ∆xi = xi − xi−1, ξi ∈ [xi−1; xi], то для об’єму V дiстанемо
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наближене значення

V ≈
n∑

i=1

S(ξi)∆xi.

Справа в цьому виразi маємо iнтегральну суму для функцiї
S(x) на вiдрiзку [a; b]. Якщо ∆ ≡ max

i∈{1,...,n}
∆xi → 0, то одержи-

мо, що

V = lim
∆→0

n∑

i=1

S(ξi)∆xi =

b∫

a

S(x)dx.

Отже, тiло кубовне i

V =

b∫

a

S(x)dx.

Розглянемо тепер задачу про
знаходження об’єму тiла, утво-
реного обертанням навколо осi
Ox криволiнiйної трапецiї aABb,
обмеженої графiком невiд’ємної
функцiї y = f(x), x ∈ [a; b], вiдрiз-
ком [a; b] осi Ox i прямими x = a
i x = b (рис. 4). Очевидно, що
S(x) = π(f(x))2.

-

6

a x b x

A

By = f(x)



f(x)

Рис. 4

y

0

Тому об’єм тiла обертання

V = π

b∫

a

f2(x)dx. (23)

Приклад 9. Знайти об’єм кулi радiуса R.
J Розглянемо кулю як тiло обер-

тання навколо осi Ox пiвкруга радiу-
са R з центром в початку координат.
Згiдно з формулою (23), маємо-

6

−R R

R
y

y =
√

R2 − x2

x
0

V = π

R∫

−R

(R2 − x2)dx = π

(
R2x− x3

3

)∣∣∣∣
R

−R

=
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= π

(
R3 − R3

3
+ R3 − R3

3

)
=

4πR3

3
. I

Приклад 10. Знайти об’єм тiла обертання навколо осi Ox фi-
гури, обмеженої лiнiями y = x2 i y =

√
x (рис. 5).

J Шуканий об’єм тiла обертан-
ня дорiвнює рiзницi об’ємiв, утворених
обертанням криволiнiйних трапецiй, об-
межених зверху вiдповiдно графiками
функцiй y =

√
x i y = x2 (рис. 5).

-

6

10 x
y = x2

y =
√

x

Рис. 5

y

Межi iнтегрування знайдемо, розв’язавши рiвняння
√

x = x2,
коренi якого x1 = 0, x2 = 1.

Згiдно з формулою (23)

V = π

1∫

0

(
√

x)2dx− π

1∫

0

(x2)2dx = π

1∫

0

xdx− π

1∫

0

x4dx =

= π

(
x2

2
− x5

5

)∣∣∣∣
1

0

= π

(
1
2
− 1

5

)
=

3π

10
. I

2.6.4. Деякi застосування визначеного iнтеграла
в прикладних задачах. Наведемо приклади застосування
визначеного iнтеграла в економiцi та природознавствi.

2.6.4.1. В економiчних дослiдженнях часто розгляда-
ють граничнi величини, тобто для даної величини, визначе-
ною деякою функцiєю y = f(x), x ∈ X, розглядають її похiд-
ну f ′(x), x ∈ X. Наприклад, якщо f є функцiєю витрат, яка
залежить вiд обсягу x товару, то граничнi витрати визнача-
тимуться похiдною f ′(x). Її економiчний змiст – це витрати на
виробництво додаткової одиницi товару. У багатьох випадках
треба знаходити функцiю витрат за даною функцiєю гранич-
них витрат.

Приклад 11. Вiдома функцiя граничних витрат f ′(x) = 3x2 −
48x + 202, x ∈ [1; 20]. Знайти функцiю витрат f i обчислити витра-
ти при випуску 10 одиниць товару, якщо витрати на виробництво
першої одиницi товару становлять 100 грн.
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J Функцiю витрат знаходимо iнтегруванням

f(x) =

x∫

1

f ′(t)dt + C, x ∈ [1; 20],

де стала C визначається з умови f(1) = 100. Маємо

f(x) =

x∫

1

(3t2 − 48t + 202)dt + C,

або
f(x) = (t3 − 24t2 + 202t)

∣∣x
1

+ C,

f(x) = (x3 − 24x2 + 202x)− (1− 24 + 202) + C.

Оскiльки f(1) = 100, то звiдси одержуємо

100 = C,

а тому
f(x) = x3 − 24x2 + 202x− 79, x ∈ [1; 20].

Пiдставивши x = 10 в одержану формулу, знайдемо шукане зна-
чення

f(10) = 103 − 24 · 102 + 202 · 10− 79 = 541 грн. I

2.6.4.2. Розглянемо задачу про знаходження капiта-
лу (основних фондiв) за вiдомими чистими iнвестицiями. Пiд
чистими iнвестицiями (капiталовкладеннями) розумiємо су-
купнi iнвестицiї, здiйснюванi в економiцi протягом певного про-
мiжку часу (найчастiше року) без iнвестицiй, якi йдуть на за-
мiщення основних фондiв (капiталу). Отже, за одиницю часу
капiтал збiльшується на величину чистих iнвестицiй.

Позначимо капiтал на момент часу t через K(t), а чистi
iнвестицiї – через I(t). Тодi описане вище можна записати у
виглядi рiвностi I(t) = K ′(t).

Якщо треба знайти прирiст капiталу за перiод часу вiд t1
до t2, тобто величину ∆K = K(t2)−K(t1), то, скориставшись
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означенням визначеного iнтеграла, матимемо

∆K =

t2∫

t1

I(t)dt.

Приклад 12. Вiдомо, що чистi iнвестицiї визначаються фор-
мулою I(t) = 6000

√
t. Знайти прирiст капiталу за чотири роки.

J Маємо ∆K = K(4) − K(0) =

4∫

0

6000
√

tdt = 6000
2
3
t3/2

∣∣∣
4

0

= 6000
2
3
(43/2 − 0) = 6000

2
3
· 8 = 32000. I

2.6.4.3. Функцiєю Коба-Дугласа називається ви-
робнича функцiя, яка описує залежнiсть обсягу q випуску про-
дукцiї вiд витрат капiталу x1 i витрат трудових ресурсiв x2,
яка має вигляд q = b0x

α
1 x1−α

2 , де b0 – параметр продуктивностi
конкретної технологiї, 0 < α < 1 – частка капiталу в доходi.

Якщо витрати капiталу сталi, а витрати трудових ресур-
сiв залежать вiд часу, то функцiя Коба-Дугласа має, зокрема,
вигляд q(t) = (αt + β)eχt, де α, β, χ – параметри задачi. У
цьому випадку обсяг продукцiї, яка випускається за промiжок
часу вiд t1 = 0 до t2 = T , дорiвнює

Q =

T∫

0

(αt + β)eχtdt. (24)

Приклад 13. Знайти обсяг продукцiї, виробленої фiрмою за
два роки, якщо функцiя Коба-Дугласа q(t) = (1 + 2t)e3t.

J Згiдно з формулою (24)

Q =

2∫

0

(1 + 2t)e3tdt.

Iнтегруючи частинами, одержимо

Q =
∣∣∣∣
u = 1 + 2t, du = 2dt

dv = e3tdt, v = 1
3e3t

∣∣∣∣ =
1
3
(1 + 2t)e3t

∣∣∣∣∣
2

0

− 2
3

2∫

0

e3tdt =
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=
1
3
(5e6 − 1)− 2

9
e3t

∣∣∣∣∣
2

0

=
1
3
(5e6 − 1)− 2

9
e6 +

2
9

=

=
13
9

e6 − 1
9
≈ 851, 572 ум.од. I

2.6.4.4. Денний виробiток. Знайти денний виробiток
P за восьмигодинний робочий день, якщо продуктивнiсть працi
протягом дня змiнюється за законом

p(t) = −0, 2t2 + 1, 6t + 3,

де t – час в годинах.
J Вважаючи, що продуктивнiсть змiнюється протягом дня

неперервно, тобто p є неперервною функцiєю аргументу t на
вiдрiзку [0; 8], денний виробiток P виразимо визначеним iнте-
гралoм

P =

8∫

0

p(t)dt.

Отже,

P =

8∫

0

(−0, 2t2 + 1, 6t + 3)dt =
(
−0, 2

t3

3
+

1, 6t2

2
+ 3t

)∣∣∣∣
8

0

=

= −0, 2 · 83

3
+ 0, 8 · 82 + 3 · 8 = −34, 13 + 51, 2 + 24 = 41, 07. I

2.6.4.5. Знаходження дисконтованої вартостi грошо-
вого потоку. За кiнцевою величиною Kt грошового потоку у
момент часу t треба знайти його початкову величину при вiдо-
мiй вiдсотковiй ставцi p.

Якщо вiдсотки простi, то Kt = K0(1 + rt), де r =
p

100
– пи-

тома вiдсоткова ставка. Тодi K0 =
Kt

1 + rt
. У випадку складних

вiдсоткiв Kt = K0(1 + rt)t i тому K0 =
Kt

(1 + rt)t
. При непере-

рвному нарахуваннi вiдсоткiв кiнцева сума Kt = K0e
rt. Якщо
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суму Kt вважати функцiєю часу f(t), то дисконтована сума на
момент часу t становитиме K0 = f(t)e−rt.

Повна дисконтована сума за час t обчислюється за форму-
лою

Kd =

t∫

0

f(τ)e−rτdτ. (25)

Приклад 14. Пiд будiвництво деякого об’єкту видiлено непе-
рервний грошовий потiк, який визначається функцiєю f(t) = −t2 +
20t + 5 (мiльярд грн./год) протягом 20 рокiв з рiчною вiдсотковою
ставкою p = 5% Знайти дисконтовану вартiсть цього потоку.

J Згiдно з формулою (25) маємо

Kd =

20∫

0

(−t2 + 20t + 5)e−0,05tdt.

Для спрощення обчислень зробимо спочатку замiну змiнної

τ = −0, 05t, t = −20τ, dt = −20dτ,
t 0 20
τ 0 −1

.

Тодi

Kd = −20

−1∫

0

(−400τ2−400τ +5)eτdτ = 20

0∫

−1

(−400τ2−400τ +5)eτdτ =

=
∣∣∣∣
u = −400τ2 − 400τ + 5, du = (−800τ − 400)dτ,

dv = eτdτ, v = eτ

∣∣∣∣ =

= 20

(
(−400τ2 − 400τ + 5)eτ

∣∣∣∣
0

−1

+

0∫

−1

(800τ + 400)eτdτ

)
=

=
∣∣∣∣
u = 800τ + 400, du = 800dτ,

dv = eτdτ, v = eτ

∣∣∣∣ = 20

(
5− 5e−1 + (800τ + 400)eτ

∣∣∣∣
0

−1

−

−
0∫

−1

800eτdτ

)
= 20

(
5− 5e−1 + 400− (−800 + 400)e−1 − 800eτ

∣∣∣∣
0

−1

)
=
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= 20

(
5−5e−1 +400+400e−1−800+800e−1

)
= 20(−395+1195e−1) =

= 20(−395 + 1195 · 0.3679) = 892, 8 мiльярда грн. I

Якщо грошовий потiк є неперервним, наприклад, у випадку
експлуатацiї земельної дiлянки, r – неперервна вiдсоткова став-
ка, а f(t) – вiдповiдна рента на момент часу t, то дисконтовану
вартiсть земельної дiлянки знаходять за формулою

Kd =

∞∫

0

f(t)e−rtdt.

Приклад 15. Нехай f(t) = 5e−0,7t (млн. грн/год) – рента, одер-
жувана вiд земельної дiлянки, r = 10% – вiдсоткова ставка. Знайти
дисконтовану суму.

J Маємо

Kd =

∞∫

0

5e−0,7t e−0,1tdt = 5

∞∫

0

e−0,8tdt =

= lim
b→∞

5

b∫

0

e−0,8tdt = 5 lim
b→∞


e−0,8t

−0, 8

∣∣∣∣∣

b

0


 =

= 5 lim
b→∞

(
e−0,8b

−0, 8
+

1
0, 8

)
=

5
0, 8

= 6, 25 (млн.грн.). I

2.6.4.6. Нижче наведемо приклади застосування визначе-
ного iнтеграла в прикладних задачах.

1) Робота змiнної сили. Робота змiнної сили f , що дiє
вздовж осi Ox на вiдрiзку [a; b], виражається iнтегралом

A =

b∫

a

f(x)dx.

Приклад 16. Яку роботу треба виконати, щоб розтягнути пру-
жину на 4 см, якщо вiд навантаження в 1 Н вона розтягується на 1
см?
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J Згiдно з законом Гука, сила fH яка розтягує пружину на x м,
дорiвнює f(x) = kx. Коефiцiєнт пропорцiйностi k знайдемо з умови
f(0, 01) = 1 Н, тобто k0, 01 = 1, звiдки k = 100. Отже, f(x) = 100x.
Тому

A =

0,04∫

0

100xdx = 50x2

∣∣∣∣
0,04

0

= 50 (0, 04)2 = 0, 08 Дж. I

Приклад 17. Знайти роботу з вiдкачування рiдини, густина
якої ρ, з конiчної посудини радiуса R i висоти H (рис. 6).

J Виберемо систему координат i розмiстимо конiчну посудину
так, як показано на рис. 6.

Розглянемо шар рiдини, який
вiдповiдає вiдрiзку [x;x + dx]. Ро-
бота з пiдняття цього шару рiдини
на висоту x дорiвнює добутку си-
ли ваги частинки на x, тобто

dA = ρgπy2xdx.

-

?

x + dx

x

O

x
N

H

yR M

Рис. 6.

Знайдемо залежнiсть мiж змiнними x i y. Очевидно, що рiвняння
прямої MN має вигляд

x

H
+

y

R
= 1.

Тому y =
R

H
(H − x). Тодi

dA = ρgπ
R2

H2
x(H − x)2dx.

Проiнтегрувавши цей вираз по x вiд 0 до H, дiстанемо

A = ρgπ
R2

H2

H∫

0

x(H − x)2dx = ρgπ
R2

H2

H∫

0

(H2x− 2Hx2 + x3)dx =

= ρgπ
R2

H2

(
H2 x2

2
− 2H

x3

3
+

x4

4

) ∣∣∣
H

0
=

1
12

πρgR2H2. I
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2) Сила тиску рiдини. Нехай пластинку, що має вигляд
криволiнiйної трапецiї, занурено вертикально в рiдину, густина
якої дорiвнює ρ (рис. 7).

На глибинi x видiлимо еле-
ментарну смугу dS = ydx, си-
ла тиску на яку дорiвнює вазi
стовпчика рiдина над нею, як-
що смугу розмiстити горизон-
тально, тобто?

-

a

x

x

x + dx
y = f(x)

y

Рис. 7.

dF = ρgxydx.

Для того щоб дiстати силу тиску на всю пластинку, проiн-
тегруємо dF . Тодi

F = ρg

b∫

a

xf(x)dx.

Приклад 18. Знайти силу тиску води на пiвкруг радiуса r,
який занурено вертикально у воду так, що його дiаметр збiгається з
поверхнею води.

J Розiб’ємо пiвкруг на малi
смужки, якi паралельнi поверх-
нi води. Площа такої смужки, що
знаходиться на вiдстанi x вiд по-
верхнi, дорiвнює

dS = 2ydx = 2
√

r2 − x2dx.

-

?

y =
√

r2 − x2

y

x

O
x

x + dx

Сила тиску на цей елемент визначається формулою

dP = ρxdS = 2ρx
√

r2 − x2dx,

де ρ = 1 – питома вага води.
Тодi сила тиску на всю пластинку

P = 2

r∫

0

x
√

r2 − x2dx = −
r∫

0

(r2 − x2)1/2d(r2 − x2) =
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= −2
3
(r2 − x2)3/2

∣∣∣∣∣

r

0

=
2
3
r2. I

Приклад 19. Рiчка тече по долинi, утворюючи криву y = x−
2x2. Вважаючи, що вiсь Ox – лiнiя шосе, а одиниця довжини – 1 км,
знайти скiльки гектарiв долини мiж шосе i рiчкою.

J Нарисуємо частину долини,
площу якої треба знайти. Очевидно,
що маємо криволiнiйну трапецiю, яка
обмежена зверху графiком функцiї

y = x − 2x2, а знизу вiдрiзком
[
0;

1
2

]

осi Ox.

-

6

O

1/8

1/4 1/2 x

y

Тодi її площа

S =

1/2∫

0

(x− 2x2)dx =
(

x2

2
− 2x3

3

)∣∣∣∣
1/2

0

=

=
1
2

(
1
2

)2

− 2
3

(
1
2

)3

=
1
8
− 2

3
· 1
8

=
1
8

(
1− 2

3

)
=

1
8
· 1
3

=

=
1
24

кв. км або S =
25
4

га. I

Приклад 20. Обчислити об’єм бочки за розмiрами перерiзу,
вказаними на рисунку, де верхня i нижня кривi – параболи.

-

6

O
-¾ l

D

6
?
r

x

6

?
R

A

B C

y

J Знайдемо рiвняння параболи, яка обмежує зверху криволiнiй-
ну трапецiю ABCD. Оскiльки вiссю симетрiї параболи є вiсь Oy,
то її рiвняння має вигляд y = ax2 + bx + c. Коефiцiєнти a, b i c
знайдемо з умов, що y(0) = R, y(− l

2 ) = y( l
2 ), y( l

2 ) = r. Маємо
a · 02 + b · 0 + c = R або c = R; a(− l

2 )2 + b(− l
2 ) + R = a( l

2 )2 + b( l
2 ) + R

або b = 0; a · ( l
2 )2 + R = r або a = 4(r−R)

l2 .
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Отже, рiвняння параболи y = 4(r−R)
l2 x2 + R. Тодi

V = π

l/2∫

−l/2

y2(x)dx = 2π

l/2∫

0

(
4(r −R)

l2
x2 + R)2dx =

= 2π(
16(r −R)2

l4
l5

32 · 5 +
8(r −R)R

l2
l3

8 · 3 + R
l

2
) =

=
πl

5
(8R2 + 4Rr + 3r2). I

Вправи

1. Обчислити визначений iнтеграл: 1)
2∫

1

(
x2 +

1
x4

)
dx;

2)
1∫

0

dx

1 + x2
; 3)

1∫

0

dx√
4− x2

; 4)
2∫

1

(
x2 +

1
x2

)
dx; 5)

4∫

0

dx

1 +
√

2x + 1
;

6)
e∫

1

ln2 xdx; 7)

π/2∫

0

x2 cosxdx; 8)

√
3∫

0

arctg xdx; 9)
3∫

1

dx

x + x2
;

10)
1∫

0

√
x

1 +
√

x
dx; 11)

1∫

0

e2x

1 + e4x
dx; 12)

π/4∫

0

tg3 xdx;

13)

π/2∫

0

sin x cos2 xdx; 14)

π/2∫

π/6

cos x
4
√

sin3 x
dx; 15)

1∫

0

xexdx; 16)
3∫

0

x2dx√
x + 1

;

17)

π/3∫

−π/3

x sin xdx

cos2 x
; 18)

π/2∫

0

ex cosxdx; 19)
1∫

0

ex+ex

dx; 20)
2 ln 2∫

ln 2

dx

ex − 1
.

2. Обчислити iнтеграл або встановити його розбiжнiсть:

1)
∞∫

1

dx√
x

dx; 2)
∞∫

1

dx

x2
dx; 3)

∞∫

0

e−xdx; 4)
6∫

2

dx
3
√

(4− x)2
; 5)

∞∫

1

dx

x2 + x
;

6)
∞∫

1

arctg x

x2
dx; 7)

2∫

0

dx

(x− 1)2
; 8)

e∫

1

dx

x
√

ln x
; 9)

2∫

0

dx
3
√

(x− 1)2
;
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10)
∞∫

1

ln x

x2
dx.

3. Знайти площу фiгури, обмеженої лiнiями: 1) y = 4−x2, y = 0;

2) xy = 4, x = 1, x = 4, y = 0; 3) y = ln x, x = e, y = 0; 4) y =
1
x
,

x = 1, x = 3, y ≥ 0; 5) y = tg x, x = 0, x =
π

3
; 6) y =

1
1 + x2

, y = 0;

7) y =
1

x
√

ln x
, x ∈ (1; e].

4. Обчислити об’єм тiла, утвореного при обертаннi навколо вiд-
повiдної осi фiгури, обмеженої кривими: 1) y = 1 − x2, y = 0, x = 0
навколо осi Ox; 2) xy = 4, x = 1, x = 4, y = 0 навколо осi Ox;

3) y =
x2

2
+ 2x + 2, y = 2 навколо осi Oy; 4) y = ex, x = 0, x = 1,

y = 0 навколо осi Ox; 5) y =
√

x, y = x навколо осi Ox; 6) y = e−x,
x ∈ [0;+∞) навколо осi Ox; 7) y = xe−x2

, x > 0 навколо її асимптоти.
5. Знайти довжину дуги кривої: 1) y2 = x3, якщо 0 ≤ x ≤ 5;

2) y = 2
√

x3 вiд x1 = 0 до x2 = 11; 3) y =
ex + e−x

2
, x ∈ [0; 1];

4) y = ln cos x при x ∈
[
0;

π

6

]
; 5) y = ln sin x при x ∈

[
π

3
;
2π

3

]
.

6. Знайти вартiсть перевезення M тонн вантажу залiзницею на
вiдстань l км за умови, що вартiсть y перевезення однiєї тонни змен-
шується на a грн. на кожному наступному кiлометрi.

7. Чистi iнвестицiї визначаються формулою I(t) = 7000
√

t. Знай-
ти значення t, при якому прирiст капiталу складе 50000 грн.

8. Продуктивнiсть працi робiтника протягом дня визначається
формулою f(t) = −0, 00625t2 + 0, 05t + 0, 5 (гр.од./год.), де t – час
вiд початку роботи, 0 ≤ t ≤ 8. Знайти функцiю u(t), t ∈ [0; 8], яка
дає обсяг продукцiї (у вартiсному виразi) i його величину за робочий
день.

9. Знайти дисконтований доход за три роки, при ставцi 8% i по-
чатковому вкладi 10 млрд. грн., якщо передбачається збiльшувати
щорiчно капiталовкладення на 1 млрд. грн.

10. Знайти середнiй час, затрачений на освоєння одного виробу в
перiод становлення виробництва вiд 100 до 121 виробу, якщо затрати

часу на виготовлення виробу визначаються функцiєю t =
600√

x
, де x

– порядковий номер виробу.
11. Виїхавши зi станцiї електровоз через t год. має прискорення

a(t) = 3t2 − 42t + 80 (км/год2). Знайти швидкiсть руху i вiдстань,
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яку пройде електровоз вiд станцiї, через одну год. пiсля виходу.
12. Знайти роботу з викачування води з вертикальної цилiндрич-

ної бочки, яка має радiус основи R i висоту H.
13. Кiлькiсть y електроенергiї, що споживається мiстом, вира-

жається формулою

y =

{
1, якщо t < 6;
a + b sin

π

18
(t− 6), якщо t ≥ 6,

де t – час доби. Знайти добове споживання електроенергiї при a =
15000 кВт, b = 12000 кВт.

14. Вартiсть перевезення однiєї тонни вантажу на один кiлометр

(тариф перевезення) задається функцiєю f(x) =
10

x + 2
(гр.од./км).

Знайти витрати на перевезення однiєї тонни вантажу на вiдстань 20
км.

15. Знайти середнє значення витрат K(x) = 6x2+4x+1, вираже-
них у гривнях, якщо обсяг продукцiї x змiнюється вiд 0 до 5 одиниць.
Вказати обсяг продукцiї, при якому витрати набувають середнього
значення.

16. Компанiя повинна обрати одну з двох можливих стратегiй
розвитку: 1) вкласти 10 млн. грн. у нове обладнання i одержувати
3 млн. грн. прибутку щорiчно протягом 10 рокiв; 2) закупити на 15
млн. грн. досконалiше обладнання, яке дасть змогу одержувати 5
млн. грн. прибутку щороку протягом 7 рокiв. Яку стратегiю розвит-
ку слiд обрати компанiї, якщо мiнiмальна облiкова ставка дорiвнює
10 % рiчних?

17. Нехай f(t) = 5000e0,04t – величина доходного потоку вiд робо-
ти пiдприємства. Знайти майбутню вартiсть цього доходного потоку,
якщо вiдсотки нараховуються неперервно протягом п’яти рокiв при
вiдсотковiй ставцi 12%.

18. Електропоїзд, вийшовши iз залiзничної станцiї, їде з при-
скоренням a = f(t) де t – час перебування в дорозi. Витрати елек-
троенергiї (в КВт/год) на рух електропоїзда задаються формулою

M =

t∫

0

f(τ)dτ . Обчислити витрати електроенергiї впродовж перших

трьох годин руху, якщо f(t) = tet2 .
19. Яку роботу треба виконати для того, щоб тiло масою m пiд-

няти з поверхнi Землi, радiус якої R, на висоту h? Чому дорiвнює
робота, коли тiло вiддаляється у нескiнченнiсть? (Скористатися тим,
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що сила F (x) = mg
R2

x2
, де x – вiдстань маси m вiд центра Землi, а

A =

R+h∫

R

F (x)dx).

Вiдповiдi

1. 1)
21
8
; 2)

π

4
; 2)

π

6
; 4)

17
6
; 5) 2−ln 2; 6) e−2; 7)

π2

4
−2; 8)

π√
3
− ln 2;

9) ln
3
2
; 10) 2 ln 2− 1; 11)

1
2

(
arctg e2 − π

4

)
; 12)

1− ln 2
2

; 13)
1
3
; 14) 4−

2 4
√

8; 15) 1; 16)
76
15

; 17) 2
(2π

3
− ln tg

5π

12

)
; 18)

eπ/2 − 1
2

; 19) ee − e;
20) ln 1, 5.

2. 1) розбiгається; 2) 1; 3) 1; 4) 6 3
√

2; 5) ln 2; 6)
π

4
+

ln 2
2

; 7)
17
6
;

8) 2; 9) 6; 10) 1.

3. 1)
32
3
; 2) 8 ln 2; 3) 1; 4) ln 3; 5) ln 2; 6) π; 7) 2.

4. 1)
8π

15
; 2) 12π; 3)

64π

3
; 4)

π(e2 − 1)
2

; 5)
π

6
; 6) 2π; 7) 2π.

5. 1)
670
27

; 2) 74; 3)
e− e−1

2
≈ 1, 17; 4)

1
2

ln 3; 5) ln 3.

6. Ml
(
y − al

2

)
. 7. t0 = (10, 71)2/3 ≈ 4, 86. 8. u(t) =

t∫

0

f(τdτ),

u(8) ≈ 4, 533 гр.од. 9. Kd = 30, 3 млрд. грн. (f(t) = 10 + t, r = 0, 08).

10. tсер =
1

x2 − x1

x2∫

x1

f(x)dx, tсер =
400
7

≈ 57, 2 хв. 11. v = 60

км/год; s = 33, 25 км. 12. A =
πρ

2
R2H2. Елементарна сила (си-

ла ваги) дорiвнює вазi води в об’ємi шару товщиною dx, тобто
dF = ρπR2dx, де ρ – питома вага води. Тодi елементарна робота
сили dA = ρπR2(H − x)dx, де x – рiвень води. 13. 797500 кВт.год.

14. 10 ln 11 ≈ 23, 98 гр.од. 15. K(ξ) = 61, ξ =
−1 +

√
91

3
≈ 2, 846.

16. P1 = 8,964 млн. грн., P2 = 10,17 млн.грн.; друга стратегiя до-

цiльнiша. 17. 37546,648 грн. 18. (e9 − 1)/2 кВт.год. 19. mg
Rh

R + h
;

mgR.
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Роздiл 9
Диференцiальне числення функцiй

багатьох змiнних

§1. Поняття функцiї багатьох змiнних

До цих пiр ми розглядали функцiї, якi залежать вiд однiєї
змiнної. У цьому роздiлi ми вивчатимемо функцiї, якi залежать
вiд декiлькох змiнних. Розглянемо це на конкретних прикла-
дах.

Приклад 1. Площа прямокутника S залежить вiд довжини
його основи x i висоти y, тобто

S = xy. (1)

Тут ми маємо, що парi (x; y) додатних чисел x i y за формулою
(1) вiдповiдає певне значення S.

Приклад 2. Об’єм паралелепiпеда з довжинами ребер x, y i z
виражається формулою

V = xyz,

тобто є функцiєю трьох змiнних.
Нехай Ω – множина пар (x; y) дiйсних чисел, тобто множина

точок площини R2, а X – деякий промiжок числової осi.
Якщо кожнiй парi значень (x; y) ∈ Ω ставиться у вiдповiд-

нiсть одне певне значення z ∈ X, то z називають функцiєю
двох незалежних змiнних x i y й позначають символом

z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω.

Множина Ω називається областю визначення функцiї z,
а множина X – множиною значень цiєї функцiї. Очевидно,
що X = {z ∈ R : z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω}.

Оскiльки кожнiй парi чисел (x; y) вiдповiдає єдина точка
M(x; y) площини Oxy, i навпаки, кожнiй точцi M(x; y) вiдпо-
вiдає єдина пара чисел (x; y), то функцiю двох змiнних можна
розглядати як функцiю точки M(x; y). Тому замiсть f(x, y) пи-
сатимемо f(M). У цьому випадку областю визначення функцiї
є деяка множина точок площини Oxy.
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Подiбно до того, як функцiя однiєї змiнної y = f(x), x ∈ X,
геометрично зображується графiком, можна геометрично тлу-
мачити i функцiю z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω. Ставлячи у вiдпо-
вiднiсть кожнiй точцi (x; y) ∈ Ω аплiкату z = f(x, y), дiста-
немо деяку сукупнiсть точок (x; y; z) тривимiрного простору
R3 – найчастiше деяку поверхню. Тому рiвнiсть z = f(x, y),
(x; y) ∈ Ω називають рiвнянням поверхнi. Отже, графiком
функцiї двох змiнних називається множина точок простору R3

вигляду

Γf = {(x; y; z) : z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω}.
Як i у випадку функцiї однiєї змiнної, способи задан-

ня функцiї двох змiнних є рiзними: табличний, графiчний,
аналiтичний i словесний. Якщо функцiя двох змiнних задана
за допомогою аналiтичного виразу без будь-яких додаткових
умов, то областю її визначення вважатимемо множину всiх та-
ких точок площини Oxy, для яких цей вираз має змiст i дає
дiйсне значення функцiї.

Приклад 3. Знайти область визначення функцiї z =√
R2 − x2 − y2 i побудувати її графiк.

J Оскiльки вираз
√

R2 − x2 − y2 визна-
чений, коли R2 − x2 − y2 ≥ 0, то областю
визначення функцiї є множина точок пло-
щини, для яких x2 + y2 ≤ R2. Маємо круг з
центром в точцi (0; 0), радiус якого R. Гра-
фiком функцiї z =

√
R2 − x2 − y2 є верхня

половина сфери x2 +y2 +z2 = R2 (рис. 1). I

Приклад 4. Знайти область визначення функцiї z =
1√

x + y
+

1√
x− y

.

J Область визначення зданої функцiї визначається системою
нерiвностей {

x + y > 0,
x− y > 0,

що рiвносильно нерiвностям

−x < y < x.
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Отже, область визначення

Ω = {(x; y) ∈ R2 : −x < y < x}, тобто

внутрiшня частина кута, утвореного бiсектрисами координатних
кутiв y = −x i y = x. I

-

6

O x

y

Очевидно, що графiк функцiї двох змiнних складнiший
об’єкт, нiж графiк функцiї однiєї змiнної. Крiм того, поверхня
в просторi володiє меншою наочнiстю, нiж лiнiя на площинi.
Тому у випадку двох змiнних бажано використовувати очевид-
нiшi зображення. До них належать, зокрема, лiнiї рiвня.

Лiнiєю рiвня функцiї двох змiнних z = f(x, y), (x; y) ∈
Ω, називається множина точок площини, для яких значення
функцiї одне й те саме i дорiвнює C, тобто f(x, y) = C.

Як правило, лiнiї рiвня, якi вiдповiдають рiзним значенням
сталої величини C, проектують на одну площину, наприклад,
на координатну площину Oxy. Тодi їх зручнiше аналiзувати i з
їхньою допомогою дослiджувати складний характер поверхнi,
яка описується функцiєю z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω.

Отже, лiнiї рiвня функцiї z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω, – це сiм’я
кривих на координатнiй площинi Oxy, що описуються рiвнян-
ням

f(x, y) = C.

Як правило, беруть арифметичну прогресiю чисел Ci з рiз-
ницею h; тодi за взаємним розмiщенням лiнiй рiвня можна
уявити форму поверхнi, яка описується функцiєю z = f(x, y),
(x; y) ∈ Ω. Там, де функцiя змiнюється швидше, лiнiї рiвня
скупчуються, а там, де поверхня полога, лiнiї рiвня розмiщу-
ються рiдше.

Лiнiї рiвня застосовуються при зображенi на географiчних
картах гiр i впадин.

Приклад 5. Побудувати лiнiї рiвня функцiї z = x2 + y2 − 2y.
J Лiнiя рiвня z = C – це крива на площинi Oxy, задана рiвнян-

ням x2 + y2− 2y = C або x2 + (y− 1)2 = C + 1. Маємо рiвняння кола
з центром в точцi (0; 1) i радiусом

√
C + 1 (рис. 2), якщо C > −1.

Точка (0; 1) – вироджена лiнiя рiвня, яка вiдповiдає мiнiмально-
му значенню функцiї z, що досягається в точцi (0; 1). Лiнiї рiвня –
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концентричнi кола, радiуси яких збiльшується зi зростанням C, при-
чому вiдстанi мiж лiнiями рiвня з однаковим кроком зменшуються
з вiддаленням вiд центра (рис. 2).

6

-

Рис. 2

x
0

z = −1

z = 0

z =
1
2

z = 1

y

1

I

Ми розглянули детально поняття функцiї двох змiнних та її
областi визначення. На практицi зустрiчаються функцiї трьох
й бiльшого числа змiнних.

Дамо означення функцiї трьох змiнних.
Нехай Ω – множина впорядкованих трiйок дiйсних чисел

(x; y; z), тобто множина точок простору R3, а X – деякий про-
мiжок числової осi.

Функцiєю трьох змiнних називається правило, за яким
кожнiй трiйцi (x; y; z) ∈ Ω вiдповiдає одне число u ∈ X.

При цьому x, y i z називаються незалежними змiнними
(аргументами), u – залежною змiнною (функцiєю), мно-
жина Ω – областю визначенняфункцiї, а X –множина зна-
чень функцiї, тобто X = {u ∈ R : u = f(x, y, z), (x; y; z) ∈ Ω}.

Функцiї трьох змiнних позначаються так само, як i функ-
цiї однiєї або двох змiнних: u = f(x, y, z), w = w(x, y, z), де
(x; y; z) ∈ Ω.

Приклад 6. Знайти область визначення функцiї u = ln(1−x2−
y2 − z2).

J Вираз, яким задана функцiя, має змiст тодi й тiльки тодi, коли
1− x2 − y2 − z2 > 0, або x2 + y2 + z2 < 1. Отже, областю визначення
функцiї є внутрiшнiсть кулi (вiдкрита куля) одиничного радiуса з
центром в початку координат. I

Аналогiчно можна ввести поняття функцiї n змiнних.
Областю визначення функцiї n змiнних є деяка множина
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Ω, яка складається з сукупностей (x1; x2; . . . ; xn) дiйсних чисел.
Позначення функцiї n змiнних аналогiчнi позначенням функцiї
двох i трьох змiнних: u = f(x1, x2, . . . , xn), u = u(x1, x2, . . . , xn).
Для збереження геометричної термiнологiї, функцiю n змiн-
них u = f(x1, x2, . . . , xn) при n > 3 також розглядатимемо як
функцiю точки x = (x1; x2; . . . ; xn) n-вимiрного простору Rn i
позначатимемо символом u = f(x), x ∈ Ω.
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§2. Границя функцiї багатьох змiнних.
Неперервнiсть функцiї. Точки розриву

При вивченнi границi функцiї однiєї змiнної y = f(x) було
введено поняття околу точки x0. Пiд околом точки x0 розумiли
довiльний iнтервал (a; b), який мiстить цю точку. Для означен-
ня границi функцiї двох змiнних z = f(M) нам треба ввести
поняття околу точки M0 ∈ R2.

Околом точки M0(x0; y0) називається внутрiшнiсть круга
з центром в цiй точцi. Якщо радiус даного круга дорiвнює δ,
то такий окiл називають δ-околом точки M0.

Очевидно, що довiльна точ-
ка M , яка належить δ-околу
точки M0, знаходиться вiд цiєї
точки на вiдстанi, меншiй за δ
(рис. 3).

6

-δ
M0

M

0

y

x
Рис. 3

Нижче розглядатимемо функцiї двох змiнних, визначених
в деякому околi точки M0. Число b називається границею
функцiї двох змiнних z = f(M) при M → M0, якщо для
довiльного ε > 0 iснує такий δ-окiл точки M0, що для довiльної
точки M цього околу (за винятком, можливо, самої точки M0)
правильна нерiвнiсть

|f(M)− b| < ε.

При цьому пишуть

lim
M→M0

f(M) = b, або lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = b.

Функцiя двох змiнних називається нескiнченно малою
при M → M0, якщо її границя дорiвнює нулю.

Зауважимо, що коли число b є границею функцiї z = f(M)
при M → M0, то, як випливає з означення границi, рiзниця
f(M)− b = α(M) є нескiнченно малою при M → M0.

Приклад 1. Знайти lim
x→0
y→0

x2 + y2

√
x2 + y2 + 1− 1

.
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J Маємо

lim
x→0
y→0

x2 + y2

√
x2 + y2 + 1− 1

=
∣∣∣∣

x2 + y2 = ρ2,
(x; y) → (0; 0) ⇔ ρ → 0

∣∣∣∣ =

= lim
ρ→0

ρ2

√
ρ2 + 1− 1

= lim
ρ→0

ρ2(
√

ρ2 + 1 + 1)
ρ2 + 1− 1

=

= lim
ρ→0

ρ2

ρ2
(
√

ρ2 + 1 + 1) = lim
ρ→0

(
√

ρ2 + 1 + 1) = 1 + 1 = 2.

Знайдемо границю по-iншому. Для цього позбудемося iррацiо-
нальностi в знаменику заданого дробу

lim
x→0
y→0

x2 + y2

√
x2 + y2 + 1− 1

= lim
x→0
y→0

(x2 + y2)(
√

x2 + y2 + 1 + 1)
x2 + y2

=

= lim
x→0
y→0

(
√

x2 + y2 + 1 + 1) = 2. I

Приклад 2. Знайти lim
x→0
y→0

x2 − y2

x2 + y2
.

J Розглянемо випадки прямування точки (x; y) рiзними шляхами
до точки (0; 0).

Нехай y = 0, а x → 0. Тодi

lim
x→0
y→0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

x→0

x2 − 0
x2 + 0

= lim
x→0

x2

x2
= lim

x→0
1 = 1.

Якщо ж x = 0, а y → 0, то

lim
x→0
y→0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

y→0

0− y2

0 + y2
= lim

y→0
−y2

y2
= lim

y→0
(−1) = −1.

Оскiльки цi границi рiзнi, то це означає, що функцiя не має гра-
ницi. I

Для функцiї багатьох змiнних поряд iз звичайною границею
розглядають повторнi границi, що пов’язано з вивченням
границi функцiї при змiнi тiльки однiєї змiнної i фiксованих
значеннях iнших. Розглянемо цi поняття на прикладi функцiї
двох змiнних.
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Нехай функцiя z = f(x, y) визначена в прямокутнику Ω =
{(x; y) : |x − x0| < a1, |y − y0| < a2}, крiм, можливо точок
вiдрiзкiв прямих x = x0, y = y0. При фiксованому значеннi
змiнної y функцiя f(x, y) стає функцiєю однiєї змiнної x.

Нехай для довiльного фiксованого значення y, такого, що
0 < |y−y0| < a2, iснує границя функцiї f(x, y) при x → x0, яка,
взагалi кажучи, залежить вiд y, тобто

lim
x→x0

y−фiкс.
f(x, y) = ϕ(y).

Нехай, далi, границя функцiї ϕ(y) при y → y0 дорiвнює b:

lim
y→y0

ϕ(y) = b.

Тодi кажуть, що в точцi M0(x0; y0) iснує повторна границя
функцiї f(x; y) i пишуть

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = b.

При цьому lim
x→x0

y−фiкс.
0<|y−y0|<a2

f(x, y) називають внутрiшньою грани-

цею в повторнiй.
Аналогiчно означається друга повторна границя

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y), де внутрiшньою є lim
y→y0

x−фiкс.
0<|x−x0|<a1

f(x, y).

Правильним є таке твердження: нехай в точцi M0(x0; y0)
iснує границя lim

x→x0
y→y0

f(x, y) = b, та границi lim
x→x0

y−фiкс.
f(x, y),

lim
y→y0

x−фiкс.
f(x, y). Тодi iснують повторнi границi lim

x→x0

lim
y→y0

f(x, y)

i lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y), якi дорiвнюють так само b.

Обернене твердження, взагалi кажучи, неправильне.
Приклад 3. Знайти повторнi границi функцiї: 1) f(x; y) =

ax + by

cx + dy
в точцi O(0; 0) за умови, що c 6= 0, d 6= 0; 2) f(x; y) =

xy

x2 + y2

в точцi O(0; 0).
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J 1) Маємо

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

(
lim
y→0

x−фiкс.
x6=0

ax + by

cx + dy

)
= lim

x→0

ax

cx
= lim

x→0

a

c
=

a

c
.

Аналогiчно одержуємо, що

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) =
b

d
.

2) Легко можна довести, що lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
не iснує.

Справдi, якщо взяти y = 0, а x → 0, то lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
= 0. Якщо

ж розглянути прямування (x; y) → (0; 0) вздовж прямої y = x, то

матимемо lim
x→0

y=x→0

xy

x2 + y2
= lim

x→0

x2

2x2
=

1
2
. Тому подвiйна границя не

iснує.
Знайдемо повторнi границi

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

(
lim
y→0

x−фiкс.
x6=0

xy

x2 + y2

)
= lim

x→0
0 = 0.

Аналогiчно знаходимо, що lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0.

Отже, з того, що iснують однаковi повторнi границi в данiй точцi,
не випливає iснування границi в цiй точцi. I

Функцiя багатьох змiнних z = f(M), M(x1; x2; . . . ;xn) ∈
Ω ⊂ Rn, називається неперервною в точцi M0(x0

1;x
0
2; . . . ;x

0
n),

якщо: 1) M0 ∈ Ω, 2) iснує lim
M→M0

f(M); 3) lim
M→M0

f(M) = f(M0).

Зауважимо, що функцiя f , неперервна в точцi M0, повинна
бути визначеною у цiй точцi й деякому її околi (у супротивному
випадку не можна було б здiйснити перехiд до границi). Точка
M0, у якiй функцiя декiлькох змiнних z = f(x) неперервна,
називається точкою неперервностi цiєї функцiї.

Для неперервних функцiй правильна така теорема.
Теорема 1. Якщо функцiї f i g неперервнi в точцi M0, то

в цiй точцi будуть неперервними функцiї f±g, fg,
f

g
(g(M0) 6=

0).
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За допомогою цiєї теореми легко доводиться неперервнiсть
многочлена вiд двох незалежних змiнних у будь-якiй точцi пло-
щини Oxy, неперервнiсть рацiональної функцiї в усiх точках
площини, де знаменник не дорiвнює нулю.

Точка M0 називається точкою розриву функцiї f , якщо
вона належить областi визначення функцiї або її межi i не є
точкою неперервностi.

Приклад 4. Знайти точки розриву функцiї z =
1

2x + y + 1
.

J Функцiя визначена i неперервна скрiзь в R2, крiм тих точок,
координати яких задовольняють рiвняння 2x + y + 1 = 0. Дана пря-
ма є межею областi визначення функцiї. Кожна точка цiєї прямої є
точкою розриву функцiї.

Справдi, нехай (x0; y0) – довiльна точка на прямiй 2x+y +1 = 0,

тобто 2x0 + y0 + 1 = 0. Тодi lim
x→x0
y→y0

1
2x + y + 1

= ∞. I

Приклад 5. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

f(x, y) =





x2 − y2

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

1, x2 + y2 = 0.

J Якщо x2 + y2 6= 0, то f неперервна як рацiональна функцiя,
коли знаменник не дорiвнює нулю. Тому треба перевiрити на непе-
рервнiсть дану функцiю в точцi (0; 0). У прикладi 2 доведено, що

lim
(x;y)→(0;0)

f(x, y) не iснує, а це означає, що f розривна в точцi (0; 0). I
Функцiя f називається неперервною на множинi Ω, як-

що вона неперервна у кожнiй точцi цiєї множини.
Якщо назвати повним приростом функцiї f в точцi M0

∆f = f(M)− f(M0) або ∆f = f(x, y)− f(x0, y0),

то означення неперервностi функцiї f в точцi M0 можна сфор-
мулювати так: функцiя f називається неперервною в точцi
M0(x0; y0), якщо її повний прирiст в цiй точцi є нескiнченно
малою функцiєю, тобто

lim
x→x0
y→y0

∆f = lim
x→x0
y→y0

(f(x, y)− f(x0, y0)) = 0,
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або
lim

∆x→0
∆y→0

∆f = 0, де ∆x = x− x0, ∆y = y − y0.

Неперервнi функцiї багатьох змiнних мають в основному тi
самi властивостi, що й неперервнi функцiї однiєї змiнної.

Теорема 2. Якщо функцiя z = f(x, y) неперервна в обме-
женiй замкненiй областi Ω, то вона в цiй областi:

1) обмежена, тобто |f(x, y)| ≤ A, (x; y) ∈ Ω, де A – деяке
додатне число;

2) досягає своїх найменшого m i найбiльшого M значень;
3) набуває принаймнi в однiй точцi будь-яке числове зна-

чення, що мiститься мiж m i M , якщо для кожної пари то-
чок з Ω iснує ламана, яка сполучає цi точки i повнiстю ле-
жить в Ω.
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§3. Частиннi похiднi функцiї декiлькох змiнних

Розглянемо функцiю двох змiнних z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω.
Зафiксуємо один з її аргументiв, наприклад, y, поклавши y =
y0. Тодi функцiя f(x, y0) буде функцiєю однiєї змiнної x. Якщо
x надати приросту ∆x, то

∆xz = f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

називається частинним приростом по x функцiї f в точцi
(x0; y0). Границя

lim
∆x→0

∆xz

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)
∆x

називається частинною похiдною першого порядку функ-
цiї z = f(x, y) по x в точцi (x0; y0) i позначається символом
∂z(x0, y0)

∂x
, або

∂f(x0, y0)
∂x

, або z′x(x0, y0), або f ′x(x0, y0).
Отже,

∂z(x0, y0)
∂x

= lim
∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)
∆x

.

Аналогiчно

∂z(x0, y0)
∂y

= lim
∆y→0

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)
∆y

.

З цього означення випливає, що частинна похiдна функ-
цiї двох змiнних по одному з її аргументiв дорiвнює границi
вiдношення частинного приросту функцiї до приросту аргу-
менту, який спричинив цей прирiст, коли прирiст аргументу
прямує до нуля. Отже, кожна частинна похiдна є фактично

похiдною функцiї однiєї змiнної
∂z

∂x
= f ′x(x, y), де y = const,

∂z

∂y
= f ′y(x, y), де x = const. Тому при обчисленнi частинних

похiдних можна користуватися вiдомими правилами i форму-
лами диференцiювання функцiї однiєї змiнної, вважаючи при
цьому другу змiнну сталою.
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З фiзичної точки зору частинна похiдна
∂z(x0, y0)

∂x
– це

швидкiсть зростання функцiї z в точцi (x0; y0) у напрямку осi

Ox, а
∂z(x0, y0)

∂y
– у напрямку осi Oy.

З геометричної точки зору значення частинної похiдної
∂z(x0, y0)

∂x
дорiвнює тангенсу кута, який утворює з вiссю Ox

дотична, що проведена в точцi M0(x0; y0; z0) до лiнiї перерiзу
поверхнi z = f(x, y) площиною y = y0. Аналогiчний змiст має

частинна похiдна
∂z(x0; y0)

∂y
.

Приклад 1. Знайти частиннi похiднi функцiї z = x2y−3y2+5x.
J Диференцiюємо функцiю спочатку по x, вважаючи y фiксова-

ною величиною, а потiм повторюємо це саме, мiняючи мiсцями x i y.
Одержуємо

∂z

∂x
= 2xy + 5,

∂z

∂y
= x2 − 6y. I

Приклад 2. Функцiя Кобба-Дугласа – виробнича функцiя, яка
описує обсяг випуску продукцiї f при витратах капiталу x i трудових
ресурсiв y має вигляд

f = Axαy1−α,

де A > 0 – параметр продуктивностi конкретної технологiї, 0 < α < 1
– частка капiталу в доходi.

Знайти граничнi показники обсягу продукцiї f при змiнi одного
iз факторiв: витрат капiталу x або величини трудових ресурсiв y.

J Граничнi витрати – це частиннi похiднi вiд функцiї Кобба-
Дугласа по змiннiй x i y вiдповiдно:

∂f

∂x
= Aαxα−1y1−α,

∂f

∂y
= A(1− α)xαy−α.

Доведемо, що у функцiї Кобба-Дугласа показники степенiв α i 1−
α є вiдповiдно коефiцiєнтами еластичностi Ex(f) i Ey(f) по кожному
iз аргументiв. Справдi,

Ex(f) =
x

f

∂f

∂x
=

x

Axαy1−α
Aαxα−1y1−α = α,

Ey(f) =
y

f

∂f

∂y
=

y

Axαy1−α
A(1− α)xαy−α = 1− α. I
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Зауваження. Часто еластичностi функцiї z = f(x, y) по x
i y записують у виглядi

Ex(z) =
x

z

∂z

∂x
= x

∂(ln z)
∂x

,

Ey(z) =
y

z

∂z

∂y
= y

∂(ln z)
∂y

.

Приклад 3. Знайти коефiцiєнти еластичностi по x i y функцiї
z = xy у точцi (2; 3).

J Маємо

Ex(z) = x
∂

∂x
(lnxy) = x

∂

∂x
(y ln x) = xy

1
x

= y,

Ey(z) = y
∂

∂y
(ln xy) = y

∂

∂x
(y ln x) = y ln x.

Тому
Ex(z(2; 3)) = 3, Ey(z(2; 3)) = 3 ln 2. I

У §1 цього роздiлу ми ввели поняття лiнiї рiвня. Для харак-
теристики напрямку i величини максимальної швидкостi зрос-
тання функцiї в точцi використовується поняття градiєнта.

Градiєнтом функцiї z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω, в точцi
(x0; y0) ∈ Ω називається вектор, координати якого дорiвнюють

вiдповiдно частинним похiдним
∂z

∂x
i

∂z

∂y
в точцi (x0; y0).

Для позначення градiєнта користуються символом

grad z(x0; y0) =
(

∂z(x0, y0)
∂x

;
∂z(x0, y0)

∂y

)
.

Приклад 4. Знайти градiєнт i його модуль для функцiї z =
xy

x + y + 1
у точцi (0; 1).

J Маємо

∂z

∂x
=

y(x + y + 1)− xy

(x + y + 1)2
=

y(y + 1)
(x + y + 1)2

,
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∂z

∂y
=

x(x + y + 1)− xy

(x + y + 1)2
=

x(x + 1)
(x + y + 1)2

,

а тому

grad z(x; y) =
(

y(y + 1)
(x + y + 1)2

;
x(x + 1)

(x + y + 1)2

)
.

При x = 0 i y = 1 дiстаємо

grad z(0; 1) =
(

2
22

;
0
22

)
=

(
1
2
; 0

)
,

|grad z(0; 1)| =
√(

1
2

)2

+ 02 =
1
2
. I

Приклад 5. Знайти градiєнт i його модуль для функцiї u =
x2 + y2 − z2 у точцi (1; 1;−2).

J Оскiльки

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
= 2y,

∂u

∂z
= −2z,

то
gradu(x; y; z) =

(
∂u

∂x
;
∂u

∂y
;
∂u

∂z

)
= (2x; 2y;−2z).

Пiдставивши в цей вираз координати точки (1; 1; -2), дiстанемо

gradu(1; 1;−2) = (2; 2; 4), |gradu(1; 1;−2)| =
=

√
22 + 22 + (−4)2 =

√
24 = 2

√
6. I

Частиннi похiднi функцiї багатьох змiнних є функцiями тих
самих змiнних. Вони, у свою чергу, можуть мати частиннi по-
хiднi, якi називаються другими частинними похiдними або
частинними похiдними другого порядку функцiї.

Наприклад, функцiя z = f(x, y) двох змiнних має чотири
частиннi похiднi другого порядку, якi визначаться i познача-
ються так:

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=

∂2z

∂x2
;

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂2z

∂x∂y
;

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂2z

∂y∂x
;

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=

∂2z

∂y2
.
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Похiднi
∂2z

∂x∂y
i

∂2z

∂y∂x
називають мiшаними частинними

похiдними другого порядку.
Приклад 6. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї

z = x2y2.
J Послiдовно диференцiюючи, одержуємо:

∂z

∂x
= 2xy2,

∂z

∂y
= 2x2y,

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂x

(
2xy2

)
= 2y2,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂y

(
2xy2

)
= 4xy,

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂x

(
2x2y

)
= 4xy,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂y

(
2x2y

)
= 2x2. I

У цьому прикладi маємо, що мiшанi другi похiднi однако-
вi. Цей результат не випадковий. Доведено, що мiшанi похiднi
збiгаються в областi Ω, тобто

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
,

якщо вони неперервнi в цiй областi.
Аналогiчно вводиться поняття частинної похiдної довiльно-

го порядку. Наприклад,

∂3z

∂x2∂y
=

∂

∂y

(
∂2z

∂x2

)
,

∂4z

∂x∂y3
=

∂

∂y

(
∂3z

∂x∂y2

)
i т.п.

Приклад 7. Для функцiї z = exy2
знайти

∂3z

∂x2∂y
.

J Маємо
∂z

∂x
= exy2

y2,
∂2z

∂x2
= exy2

y4. Тодi
∂3z

∂x2∂y
=

∂

∂y

(
∂2z

∂x2

)

=
∂

∂y
(exy2

y4) = exy2
2xy5 + exy2

4y3 = 2y3exy2
(xy2 + 2). I
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§4. Повний диференцiал. Диференцiали вищих
порядкiв

Розглянемо функцiю z = f(x, y), яка визначена в областi

Ω ⊂ R2. Припустимо, що iснують частиннi похiднi
∂z

∂x
i

∂z

∂y
в

кожнiй точцi областi Ω.

Вирази вигляду
∂z

∂x
dx i

∂z

∂y
dy називають частинними ди-

ференцiалами i позначають вiдповiдно символами dxz i dyz,
тобто

dxz =
∂z

∂x
dx, dyz =

∂z

∂y
dy.

Сума частинних диференцiалiв

dz =
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy (1)

називається повним диференцiалом функцiї двох змiнних
в точцi (x; y) ∈ Ω.

Приклад 1. Знайти повний диференцiал функцiї z = ln(x+y2).

J Маємо
∂z

∂x
=

1
x + y2

,
∂z

∂y
=

2y

x + y2
, а тому згiдно з (1)

dz =
1

x + y2
dx +

2y

x + y2
dy,

якщо x + y2 > 0. I
Функцiя z = f(x, y) називається диференцiйовною в точ-

цi (x0; y0), якщо її повний прирiст ∆z = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)−
f(x0, y0) в цiй точцi можна подати у виглядi

∆z = A∆x + B∆y + α(∆x,∆y)∆x + β(∆x,∆y)∆y,

де α(∆x, ∆y) i β(∆x,∆y) – нескiнчено малi функцiї при ∆x →
0, ∆y → 0, A i B – сталi.

Доведемо, що коли функцiя z = f(x, y) диференцiйов-
на в точцi (x0; y0), то в цiй точцi iснують частиннi похiднi
∂f(x0, y0)

∂x
= A i

∂f(x0, y0)
∂y

= B.
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Справдi, згiдно з означенням частинної похiдної
∂f(x0, y0)

∂x

маємо
∂f(x0, y0)

∂x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)
∆x

. Оскiльки

функцiя f диференцiйовна в точцi (x0; y0), то її частинний при-
рiст можна записати у виглядi ∆xz = A∆x + α(∆x, 0)∆x, де
α(∆x, 0) є нескiнченно малою при ∆x → 0. Тому

∂f(x0, y0)
∂x

= lim
∆x→0

A∆x + α(∆x, 0)∆x

∆x
= lim

∆x→0
(A+α(∆x, 0)) = A.

Отже,
∂f(x0, y0)

∂x
= A. Аналогiчно доводиться, що

∂f(x0, y0)
∂y

= B. Тому умову диференцiйовностi функцiї в точцi

(x0; y0) можна записати й так:

∆z = dz + α(∆x,∆y)∆x + β(∆x,∆y)∆y.

Доведено, що з iснування частнних похiдних
∂f

∂x
i
∂f

∂y
у точ-

цi (x0; y0) не випливає диференцiйовнiсть функцiї в цiй точцi.
Якщо додатково припустити, що частиннi похiднi не тiльки iс-
нують, але й неперервнi, то функцiя буде диференцiйовною.

Теорема. Якщо функцiя z = f(x, y) має частиннi похiднi
∂f

∂x
i

∂f

∂y
у деякому околi точки (x0; y0), причому цi похiднi

неперервнi в самiй точцi (x0; y0), то вона диференцiйовна в
точцi (x0; y0).

J Нехай обидвi частиннi похiднi
∂f

∂x
i

∂f

∂y
iснують в деяко-

му околi точки (x0; y0) i неперервнi в цiй точцi. Надамо аргу-
ментам x i y приростiв вiдповiдно ∆x i ∆y таких, щоб точка
(x0 + ∆x; y0 + ∆y) не вийшла за межi вказаного околу точки
(x0; y0). Повний прирiст функцiї z = f(x, y) запишемо у виглядi

∆z = (f(x0 + ∆x; y0 + ∆y)− f(x0, y0 + ∆y))+

+(f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)).
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Вираз f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y) можна розгляда-
ти як прирiст функцiї f(x, y0 +∆y) однiєї змiнної x на вiдрiзку
[x0; x0 + ∆x]. Оскiльки функцiя z = f(x, y) має частиннi по-
хiднi, то функцiя f(x, y0 + ∆y) має похiдну, яка збiгається з

частинною похiдною
∂f

∂x
. Застосовуючи до вказаного приросту

формулу Лагранжа, одержуємо, що

f(x0+∆x, y0+∆y)−f(x0, y0+∆y) =
∂f

∂x
(x0+θ1∆x, y0+∆y)∆x,

де 0 < θ1 < 1.
Мiркуючи аналогiчно, дiстаємо рiвнiсть

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0) =
∂f

∂y
(x0, y0 + θ2∆y)∆y,

де 0 < θ2 < 1.

Оскiльки похiднi
∂f

∂x
i

∂f

∂y
неперервнi в точцi (x0; y0), то

∂f

∂x
(x0 + θ1∆x, y0 + ∆y) =

∂f

∂x
(x0, y0) + α,

∂f

∂y
(x0, y0 + θ2∆y) =

∂f

∂y
(x0, y0) + β,

де α i β – нескiнченно малi функцiї при ∆x → 0, ∆y → 0.
Тому

∆z =
∂f

∂x
(x0, y0)∆x+

∂f

∂y
(x0, y0)∆y+α(∆x,∆y)∆x+β(∆x,∆y)∆y.

Отже, функцiя z = f(x, y) диференцiйовна в точцi (x0; y0). I
Зауваження 1. Якщо функцiя z = f(x, y) диференцiйов-

на в точцi (x0; y0), то iснує дотична площина до графiка цiєї
функцiї (поверхнi) в точцi (x0; y0; z0), де z0 = f(x0, y0), яка має
рiвняння

z − z0 =
∂f(x0, y0)

∂x
(x− x0) +

∂f(x0, y0)
∂y

(y − y0).
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Зауваження 2. Диференцiал функцiї багатьох змiнних ви-
користовують для наближеного обчислення значень функцiї.
Для цього повний прирiст диференцiйовної функцiї ∆f замi-
нюють її диференцiалом, якщо прирости аргументiв малi.

Наприклад, для функцiї двох змiнних правильна така фор-
мула для наближеного знаходження значення функцiї:

∆f(x0, y0) ≈ df(x0; y0)

або

f(x0+∆, y0+∆y) ≈ f(x0, y0)+
∂f(x0, y0)

∂x
∆x+

∂f(x0, y0)
∂y

∆y. (2)

Аналогiчнi формули правильнi й для функцiї довiльного
числа змiнних.

Приклад 2. Знайти наближено
√

1, 023 + 1, 973.

J Очевидно, що це число можна розглядати як значення функцiї
f(x, y) =

√
x3 + y3 у вiдповiднiй точцi x = x0 + ∆x, y = y0 + ∆y, де

x0 = 1, y0 = 2, ∆x = 0, 02 i ∆y = −0, 03.
Оскiльки функцiя f диференцiйовна в точцi (1; 2), бо має непере-

рвнi в цiй точцi частиннi похiднi
∂f

∂x
=

3x2

2
√

x3 + y3
,

∂f

∂y
=

3y2

2
√

x3 + y3
,

то можна скористатися формулою (3). Для цього обчислимо значен-
ня функцiї f та її частинних похiдних у точцi (1; 2):

f(1, 2) =
√

13 + 23 = 3,
∂f(1, 2)

∂x
=

3
2
√

13 + 23
=

1
2
,

∂f(1, 2)
∂y

=
12

2
√

13 + 23
= 2.

Тодi
√

1, 023 + 1, 973 ≈ 3 +
1
2
· 0, 02− 2 · 0, 03 = 2, 95. I

Як i у випадку функцiї однiєї змiнної з диференцiйовностi
функцiї двох змiнних випливає її неперервнiсть, але не навпа-
ки. Справдi, нехай z = f(x, y), (x; y) ∈ Ω, диференцiйовна в
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областi Ω. Тодi, згiдно з означенням диференцiйовностi, для
довiльної точки (x0; y0) ∈ Ω правильна рiвнiсть

lim
∆x→0
∆y→0

∆z = lim
∆x→0
∆y→0

(A∆x + B∆y + α(∆x,∆y) + β(∆x,∆y)) = 0.

Звiдси випливає, що f неперервна в кожнiй точцi (x0; y0) ∈
Ω. Обернене твердження, взагалi кажучи, не має мiсця, тобто
з неперервностi функцiї багатьох змiнних не випливає її дифе-
ренцiйовнiсть. Наприклад, функцiя f(x, y) = |x| + y є непере-
рвною на R2, але вона не є диференцiйовною в точцi (0; 0), бо
f ′x(0, 0) не iснує.

Приклад 3. Знайти на яку величину треба змiнити у функцiї
Кобба-Дугласа f = Axαy1−α обсяг капiталу x, щоб при змiнi трудо-
вих ресурсiв на величину ∆y випуск продукцiї залишався незмiнним.

J Знайдемо частиннi похiднi функцiї f :

∂f

∂x
= Aαxα−1y1−α,

∂f

∂y
= A(1− α)xαy−α.

Згiдно з умовою функцiя f повинна бути сталою, а тому дифе-
ренцiал цiєї функцiї дорiвнює нулю, тобто df = 0 або

∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy = 0. (3)

Оскiльки dx = ∆x, dy = ∆y, то рiвнiсть (3) має вигляд

∂f

∂x
∆x +

∂f

∂y
∆y = 0.

Звiдси одержуємо, що

∆x = −
∂f
∂y

∂f
∂x

∆y або ∆x = −A(1− α)xαy−α

Aαxα−1y1−α
∆y.

Отже,

∆x = −1− α

α

x

y
∆y.

Якщо подiлити обидвi частини на x, то дiстанемо

∆x

x
= −1− α

α

∆y

y
. (4)
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Звiдси випливає, що для компенсацiї змiни ресурсу працi на 1%

треба змiнити ресурс капiталу на −1− α

α
%.

З формули (4) одержуємо, що

∆x

∆y
= −1− α

α

x

y
,

або
dx

dy
= −1− α

α

x

y
. (5)

Рiвнiсть (5) називається граничною нормою замiни трудових
ресурсiв y капiталом x. I

Вище було введено поняття диференцiала диференцiйовної
в точцi (x; y) функцiї z = f(x, y) i одержана формула (1).

Будемо називати dz диференцiалом першого порядку.
Для зручностi домовимося позначати диференцiал не тiльки
символом d, але й символом δ, наприклад, δx, δy, δz.

Нехай функцiї
∂f

∂x
i

∂f

∂y
диференцiйовнi в точцi (x; y). Роз-

глядатимемо dx i dy у виразi (1) для dz як сталi множники.
Тодi функцiя dz є диференцiйовною функцiєю змiнних x, y i ї ї
диференцiал має вигляд

δ(dz) = δ

(
∂f(x, y)

∂x
dx +

∂f(x, y)
∂y

dy

)
=

∂

∂x

(
∂f(x, y)

∂x
dx+

+
∂f(x, y)

∂y
dy

)
δx +

∂

∂y

(
∂f(x, y)

∂x
dx +

∂f(x, y)
∂y

dy

)
δy. (6)

Диференцiал δ(dz) вiд диференцiала dz в точцi (x; y), взятий
при δx = dx, δy = dy, називається диференцiалом другого
порядку функцiї f в точцi (x; y) i позначається d2z. У свою
чергу, диференцiал δ(d2z) вiд d2z, взятий при δx = dx, δy = dy,
називається диференцiалом третього порядку функцiї f
i позначається символом d3z i т.д. Диференцiал δ(dn−1z) вiд
диференцiала dn−1z, взятий при δx = dx, δy = dy, називається
диференцiалом n-го порядку (або n-м диференцiалом)
функцiї z = f(x, y) в точцi (x; y) i позначається символом dnz.
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Отже,
dnz = δ(dn−1z)

∣∣
δx=dx
δy=dy

.

При знаходженнi другого та наступних диференцiалiв зна-
ходження δ(dz) й прирiвнювання δx = dx, δy = dy здiйснюють
одночасно.

За допомогою формули (6) знайдемо вираз для d2z:

d2z = δ(dz)| δx=dx
δy=dy

=
∂

∂x

(
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

)
dx +

∂

∂y

(
∂f

∂x
dx+

+
∂f

∂y
dy

)
dy =

∂2f

∂x2
(dx)2 +

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y∂x
dydx +

∂2f

∂y2
(dy)2.

Якщо
∂2f

∂x∂y
i

∂2f

∂y∂x
неперервнi, то вони однаковi, а тому

d2z =
∂2f

∂x2
(dx)2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
(dy)2.

Аналогiчно,

d3z =
∂3f

∂x3
(dx)3 + 3

∂3f

∂x2∂y
(dx)2dy + 3

∂3f

∂x∂y2
dx(dy)2 +

∂3f

∂y3
(dy)3.

Символiчно можна другий, третiй та наступнi диференцiа-
ли записати у виглядi

d2z =
(

∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)2

f(x, y),

d3z =
(

∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)3

f(x, y),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dnz =
(

∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)n

f(x, y).

Приклад 4. Знайти d2z для функцiї z = arctg
x

y
.
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J Маємо
∂z

∂x
=

y

x2 + y2
,

∂z

∂y
= − x

x2 + y2
,

∂2z

∂x∂y
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
,

∂2z

∂x2
= − 2xy

(x2 + y2)2
,

∂2z

∂y2
=

2xy

(x2 + y2)2
. Отже,

d2z =
−2xy(dx)2 + 2(x2 − y2)dxdy + 2xy(dy)2

(x2 + y2)2
. I
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§5. Диференцiювання складеної функцiї багатьох
змiнних

5.1. Диференцiювання складеної функцiї. Нехай
є функцiя двох змiнних f(x, y), (x; y) ∈ Ω, а також функцiї
однiєї змiнної x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ T ⊂ R. Вважатимемо, що
для кожного t ∈ T точка (ϕ(t);ψ(t)) ∈ Ω. Тодi можна утворити
складену функцiю z = f(ϕ(t), ψ(t)), t ∈ T . При цьому функцiю
f називають зовнiшньою, а ϕ та ψ – внутрiшнiми для складеної
функцiї.

Припустимо, що функцiя f диференцiйовна на Ω, а функцiї
ϕ та ψ диференцiйовнi на T . Доведемо, що тодi складена функ-
цiя z = f(ϕ(t), ψ(t)), t ∈ T , є диференцiйовною на промiжку T ,
i правильна рiвнiсть

z′(t) =
∂f

∂x
(ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +

∂f

∂y
(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t), t ∈ T. (1)

Справдi, якщо надати змiннiй t ∈ T приросту ∆t такого,
що t + ∆t ∈ T , то функцiї ϕ i ψ одержать прирости

∆x = ϕ(t + ∆t)− ϕ(t), ∆y = ψ(t + ∆t)− ψ(t). (2)

Оскiльки функцiї ϕ i ψ диференцiйовнi, то вони й непере-
рвнi, а тому lim

∆t→0
∆x = 0, lim

∆t→0
∆y = 0. Прирости ∆x i ∆y

спричинять вiдповiдний прирiст функцiї f :

∆f(x, y) = f(x + ∆x, y + ∆y)− f(x, y).

Згiдно з диференцiйовнiстю функцiї f , цей прирiст можна
подати у виглядi

∆f(x, y) =
∂f

∂x
(x, y)∆x +

∂f

∂y
(x, y)∆y+

+α(∆x,∆y)∆x + β(∆x,∆y)∆y, (3)

де функцiї α i β є нескiнченно малими при ∆x → 0, ∆y → 0
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Тепер розглянемо прирiст ∆z складеної функцiї z =
f(ϕ(t), ψ(t)), що вiдповiдає приросту аргументу ∆t. Якщо ско-
ристатися рiвностями (2), то матимемо

∆z = f(ϕ(t + ∆t), ψ(t + ∆t))− f(ϕ(t), ψ(t)) =

= f(ϕ(t)+∆x, ψ(t)+∆y)−f(ϕ(t), ψ(t)) = ∆f(ϕ(t), ψ(t)), t ∈ T.

Цей прирiст , згiдно з формулою (3), можна подати у
виглядi

∆z =
∂f

∂x
(ϕ(t), ψ(t))∆x +

∂f

∂y
(ϕ(t), ψ(t))∆y+

+α(∆x,∆y)∆x + β(∆x,∆y)∆y.

Подiлимо цю рiвнiсть на ∆t i перейдемо до границi при
∆t → 0. Тодi одержимо, що

z′(t) = lim
∆t→0

∆z

∆t
= lim

∆t→0

(∂f

∂x
(ϕ(t), ψ(t))

∆x

∆t
+

∂f

∂y
(ϕ(t), ψ(t))

∆y

∆t
+

+α(∆x,∆y)
∆x

∆t
+ β(∆x,∆y)

∆y

∆t

)
=

=
∂f

∂x
(ϕ(t), ψ(t)) lim

∆t→0

∆x

∆t
+

∂f

∂y
(ϕ(t), ψ(t)) lim

∆t→0

∆y

∆t
+

+ lim
∆t→0

α(∆x,∆y) lim
∆t→0

∆x

∆t
+ lim

∆t→0
β(∆x,∆y) lim

∆t→0

∆y

∆t
=

=
∂f

∂x
(ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +

∂f

∂y
(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t),

бо lim
∆t→0

∆x = 0, lim
∆t→0

∆y = 0, lim
∆t→0

α(∆x,∆y) = 0,

lim
∆t→0

β(∆x,∆y) = 0.

Отже, складена функцiя z = f(ϕ(t), ψ(t)) має похiдну в
кожнiй точцi t ∈ T i правильною є формула (1).

Приклад 1. Знайти похiдну складеної функцiї z = f(3t2− 2t+
1, cos t), t ∈ T , якщо f є диференцiйовною.

J Задана функцiя z аргументу t утворена з таких функцiй:
f(x, y), (x; y) ∈ Ω, x = 3t2 − 2t + 1, y = cos t, t ∈ T . Оскiльки цi
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функцiї диференцiйовнi, то i z(t) є диференцiйовною. Тодi, згiдно з
формулою (1), правильна рiвнiсть

z′(t) =
∂f

∂x
(3t2−2t+1, cos t)(3t2−2t+1)′+

∂f

∂y
(3t2−2t+1, cos t)(cos t)′ =

=
∂f

∂x
(3t2− 2t + 1, cos t)(6t− 2)− ∂f

∂y
(3t2− 2t + 1, cos t) sin t, t ∈ T. I

Якщо складена функцiя u(t) = f(ϕ(t), ψ(t), χ(t)), t ∈ T , де
функцiї f , ϕ, ψ i χ – диференцiйовнi, то i u(t) є диференцiйов-
ною, причому

u′(t) =
∂f

∂x
(ϕ(t), ψ(t), χ(t))ϕ′(t) +

∂f

∂y
(ϕ(t), ψ(t), χ(t))ψ′(t)+

+
∂f

∂z
(ϕ(t), ψ(t), χ(t))χ′(t), t ∈ T. (4)

Приклад 2. Знайти похiдну складеної функцiї u(t) =
f(e2t, e−2t, t + 1), t ∈ T , якщо функцiя f є диференцiйовною.

J Очевидно, що функцiя u аргументу t складається з диферен-
цiйовних функцiй f(x, y, z), (x; y; z) ∈ Q i x = e2t, y = e−2t, z = t + 1,
t ∈ T . Тодi згiдно з формулою (4), маємо

u′(t) =
∂f

∂x
(e2t, e−2t, t + 1)(e2t)′ +

∂f

∂y
(e2t, e−2t, t + 1)(e−2t)′+

+
∂f

∂z
(e2t, e−2t, t + 1)(t + 1)′ =

= 2
∂f

∂x
(e2t, e−2t, t + 1)e2t − 2

∂f

∂y
(e2t, e−2t, t + 1)e−2t+

+
∂f

∂z
(e2t, e−2t, t + 1), t ∈ T. I

Розглянемо функцiю, яка складена з функцiй f(x, y),
(x; y) ∈ Ω i x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), (u; v) ∈ D:

z = f(ϕ(u, v), ψ(u, v)), (u; v) ∈ D. (5)

Цю функцiю z аргументiв u i v можна утворити, якщо з
того, що (u; v) ∈ D випливає, що (ϕ(u, v);ψ(u, v)) ∈ Ω. Анало-
гiчно тому, як це було зроблено вище, можна довести, що коли
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функцiї f , ϕ i ψ диференцiйовнi, то i складена функцiя є ди-

ференцiйовною в областi D, а отже, має частиннi похiднi
∂z

∂u
i

∂z

∂v
, якi знаходяться за формулами:

∂z

∂u
=

∂f

∂x
(ϕ(u, v), ψ(u, v))

∂ϕ(u, v)
∂u

+

+
∂f

∂y
(ϕ(u, v), ψ(u, v))

∂ψ(u, v)
∂u

, (u; v) ∈ D; (6)

∂z

∂v
=

∂f

∂x
(ϕ(u, v), ψ(u, v))

∂ϕ(u, v)
∂v

+

+
∂f

∂y
(ϕ(u, v), ψ(u, v))

∂ψ(u, v)
∂v

, (u; v) ∈ D. (7)

Аналогiчнi формули для частинних похiдних складеної
функцiї правильнi й тодi, коли зовнiшня функцiя i внутрiш-
нi функцiї є функцiями бiльшого числа змiнних.

Приклад 3. Знайти частиннi похiднi та диференцiал складеної
функцiї z = f

(
uv,

u

v

)
, якщо функцiя f є диференцiйовною функ-

цiєю.
J Задана функцiя утворена з таких диференцiйовних функцiй:

f(x, y), (x; y) ∈ Ω, i x = uv, y =
u

v
, (u; v) ∈ D.

Тодi, згiдно з формулами (6) i (7), маємо

∂z

∂u
=

∂f

∂x

(
uv,

u

v

)
v +

∂f

∂y

(
uv,

u

v

)1
v
,

∂z

∂v
=

∂f

∂x

(
uv,

u

v

)
u− ∂f

∂y

(
uv,

u

v

) u

v2
, (u; v) ∈ D.

Диференцiал складеної функцiї z знаходимо за формулою

dz =
∂z

∂u
du +

∂z

∂v
dv,

тобто
dz =

(∂f

∂x

(
uv,

u

v

)
v +

∂f

∂y

(
uv,

u

v

)1
v

)
du+

+
(∂f

∂x

(
uv,

u

v

)
u− ∂f

∂y

(
uv,

u

v

) u

v2

)
dv =
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=
∂f

∂x

(
uv,

u

v

)
(vdu + udv) +

∂f

∂y

(
uv,

u

v

)(du

v
− udv

v2

)
. I

5.2. Iснування та диференцiйовнiсть неявної
функцiї. У роздiлi 1, §1, п.1.1.10, ми ввели поняття неявної
функцiї, але не з’ясували, коли iснує i є диференцiйовною неяв-
на функцiя, що визначається рiвнянням F (x, y) = 0.

Нехай точка (x0; y0) задовольняє рiвняння F (x, y) = 0. Тодi
в околi Π = {(x0; y0) : |x − x0| < δ, |y − y0| < δ1} цiєї точки
рiвняння F (x, y) = 0 визначає y як неявну функцiю змiнної x,
якщо для кожного значення x ∈ (x0 − δ; x0 + δ) iснує єдине
y ∈ (y0 − δ1; y0 + δ1) таке, що пара (x; y) задовольняє це рiв-
няння. Наприклад, розглянемо рiвняння x2 − y2 = 0. Непере-
рвними розв’язками цього рiвняння є y = x, y = −x, y = |x|,
y = −|x|, x ∈ R. Легко можна переконатися, що в достатньо
малому околi точки (1; 1) це рiвняння має єдиний розв’язок
y = x, а в будь-якому околi точки (0; 0) – наведенi вище чотири
розв’язки. З’ясуємо чому у першому випадку рiвняння визна-
чає одну функцiю, а в другому – багато. Введемо позначення
F (x, y) = x2 − y2. Тодi F ′

y(x, y) = −2y, а тому F ′
y(1, 1) 6= 0, а

F ′
y(0, 0) = 0. Виявляється, що i в загальному випадку для єди-

ностi розв’язку рiвняння F (x, y) = 0 вiдносно y в околi точки
(x0; y0) важливу роль вiдiграє умова F ′

y(x0, y0) 6= 0.
Теорема (iснування i диференцiйовнiсть неявної

функцiї). Нехай: 1) функцiя F (x, y) диференцiйовна в деякому
околi U точки (x0; y0); 2) частиннi похiднi F ′

x i F ′
y неперервнi

в точцi (x0; y0); 3) F (x0, y0) = 0, F ′
y(x0, y0) 6= 0. Тодi iснує та-

кий прямокутник Π = {(x; y) : |x− x0| < δ, |y − y0| < δ1} ⊂ U ,
у якому рiвняння F (x, y) = 0 визначає єдину функцiю вигляду
y = f(x), причому f(x0) = y0, функцiя f(x) диференцiйовна на
iнтервалi (x0−δ; x0 +δ) i її похiдна знаходиться за формулою

f ′(x) = −F ′
x(x, f(x))

F ′
y(x, f(x))

. (8)

J Доведемо лише формулу (8). Нехай y = f(x) – розв’язок
рiвняння F (x, y) = 0. Тодi правильна рiвнiсть F (x, y(x)) = 0,
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(x; y) ∈ Π. Оскiльки похiдна функцiї, яка дорiвнює нулю, також

дорiвнює нулю, то повна похiдна
dF (x, y(x))

dx
= 0, тобто

∂F

∂x
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0,

звiдки
dy

dx
= −

∂F (x,f(x))
∂x

∂F (x,f(x))
∂y

. I

Приклад 4. Знайти похiдну неявної функцiї y, яка визначена
рiвнянням x2− 2x + 3y2 + xy− 1 = 0, i обчислити її значення в точцi
M0(2;−1).

J Введемо позначення F (x, y) = x2 + 2x + 3y2 + xy − 1 = 0. Тодi
∂F

∂x
= 2x− 2 + y,

∂F

∂y
= 6y + x. Отже, згiдно з формулою (8)

dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

= −2x− 2 + y

6y + x
.

Зокрема, в точцi M0(2;−1)

dy(2;−1)
dx

= −2 · 2− 2− 1
6(−1) + 2

=
1
4
. I

242



§6. Екстремум функцiї багатьох змiнних

6.1. Необхiднi та достатнi умови iснування екс-
тремуму. Поняття максимуму й мiнiмуму для функцiї ба-
гатьох змiнних водяться аналогiчно, як i для функцiї однiєї
змiнної. Розглянемо цi поняття для випадку функцiї двох змiн-
них.

Нехай функцiя двох змiнних z = f(x, y) задана в деякiй
областi Ω ⊂ R2.

Функцiя двох змiнних z = f(x, y) має в точцi (x0; y0) ∈ Ω
максимум (мiнiмум), якщо iснує такий окiл U(x0; y0) ⊂ Ω
цiєї точки, що для всiх точок (x; y) з даного околу виконується
нерiвнiсть f(x, y) ≤ f(x0, y0) (f(x, y) ≥ f(x0, y0)).

Точка (x0; y0), у якiй функцiя f має максимум (мiнiмум),
називається точкою максимуму (мiнiмуму).

Згiдно з означенням локального екстремуму (максиму-
му або мiнiмуму) повний прирiст функцiї ∆z = f(x, y) −
f(x0, y0) задовольняє в околi точки (x0; y0) одну з умов:

∆z ≤ 0, якщо (x0; y0) – точка локального максимуму;
∆z ≥ 0, якщо (x0; y0) – точка локального мiнiмуму.
Теорема 1 (необхiднi умови екстремуму). Якщо функ-

цiя f(x, y) має частиннi похiднi першого порядку в точцi ло-

кального екстремуму (x0; y0), то
∂f(x0, y0)

∂x
= 0,

∂f(x0, y0)
∂y

=

0.
J Частинна похiдна функцiї z = f(x, y) по x в точцi (x0; y0)

є похiдною функцiї однiєї змiнної ϕ(x) = f(x, y0) в точцi x = x0.
Оскiльки в цiй точцi функцiя ϕ має екстремум, то ϕ′(x0) =

0. Очевидно, що ϕ′(x0) =
∂f(x0, y0)

∂x
, а тому

∂f(x0, y0)
∂x

= 0.

Аналогiчно можна довести, що
∂f(x0, y0)

∂y
= 0. I

Отже, перетворення в нуль у точцi (x0; y0) частинних похiд-
них першого порядку функцiї z = f(x, y), якщо вони iснують,
є необхiдними умовами iснування в точцi (x0; y0) екстремуму
цiєї функцiї.

243



Зауважимо, що функцiя може мати екстремум також в тих
точках, де вона визначена, але принаймнi одна з частинних
похiдних не iснує.

Точки, у яких першi частиннi похiднi
∂f

∂x
i

∂f

∂y
перетворю-

ються в нуль або не iснують, називаються критичними або
стацiонарними точками цiєї функцiї.

Приклад 1. Знайти критичнi точки функцiї z = x3− 3x+ y4−
2y2.

J Маємо
∂z

∂x
= 3x2 − 3,

∂z

∂y
= 4y3 − 4y.

Тодi з системи рiвнянь




∂z

∂x
≡ 3x2 − 3 = 0,

∂z

∂y
≡ 4y3 − 4y = 0

знаходимо критичнi точки. З першого рiвняння одержуємо x = ±1,
а з другого – y = 0,±1. Отже, є шiсть стацiонарних точок (1; 0), (1;
1), (1; -1), (-1; 0), (-1; 1), (-1; -1). I

Умови теореми 1 не є достатнiми умовами iснування екс-
тремуму. Наприклад, для функцiї f(x, y) = x2− y2, (x; y) ∈ R2,
частиннi похiднi першого порядку дорiвнюють нулю в точцi (0;
0), але ця точка не є точкою локального екстремуму. Справдi,
в довiльному околi точки (0; 0) iснують точки вигляду (x; 0),
у яких f(x, 0) > f(0, 0). Тому (0; 0) не є точкою локального
максимуму. Аналогiчно в довiльному околi точки (0; 0) iсну-
ють точки вигляду (0; y), у яких f(0, y) < f(0, 0). Тому (0; 0)
не є точкою локального мiнiмуму.

Теорема 2 (достатнi умови екстремуму). Нехай функ-
цiя f(x, y) має неперервнi частиннi похiднi другого порядку в
деякому околi стацiонарної точки (x0; y0). Покладемо

∆(x0; y0) =
∂2f(x0, y0)

∂x2

∂2f(x0, y0)
∂y2

−
(

∂2f(x0, y0)
∂x∂y

)2

.

Тодi:
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1) якщо ∆(x0; y0) > 0, то в точцi (x0; y0) функцiя має ло-

кальний екстремум, причому при
∂2f(x0, y0)

∂x2
< 0 – локальний

максимум, а при
∂2f(x0, y0)

∂x2
> 0 – локальний мiнiмум;

2) якщо ∆(x0; y0) < 0, то в точцi (x0; y0) немає екстрему-
му;

3) якщо ∆(x0; y0) = 0, то точка (x0; y0) може бути, а
може й не бути точкою екстремуму.

Приклад 2. Дослiдити на локальний екстремум функцiю

f(x, y) = x3 + 3xy2 − 30x− 18y, (x; y) ∈ R2.

J Маємо
∂f

∂x
= 3x2 + 3y2 − 30,

∂f

∂y
= 6xy − 18. Тодi з системи

рiвнянь {
x2 + y2 = 10,

xy = 3

знаходимо, додаючи й вiднiмаючи цi рiвняння,
{

x2 + 2xy + y2 = 16,
x2 − 2xy + y2 = 4,

або
{

x + y = ±4,
x− y = ±2.

Розв’язавши останню систему, знаходимо чотири стацiонарнi
точки: 1) (3; 1); 2) (1; 3); 3) (−1;−3); 4) (−3;−1).

Тепер знайдемо другi частиннi похiднi

∂2f

∂x2
= 6x;

∂2f

∂x∂y
= 6y;

∂2f

∂y2
= 6x

i складемо вираз ∆(x; y) для кожної зi стацiонарних точок:

1)
∂2f(3, 1)

∂x2
= 6 ·3 = 18;

∂2f(3, 1)
∂x∂y

= 6 ·1 = 6;
∂2f(3, 1)

∂y2
= 6 ·3 = 18;

∆(3; 1) = 18 · 18− 62 = 288 > 0;

2)
∂2f(1, 3)

∂x2
= 6 · 1 = 6;

∂2f(1, 3)
∂x∂y

= 6 · 3 = 18;
∂2f(1, 3)

∂y2
= 6 · 1 = 6;

∆(1; 3) = 6 · 6− 182 = −288 < 0;

3)
∂2f(−1,−3)

∂x2
= 6 · (−1) = −6;

∂2f(−1,−3)
∂x∂y

= 6 · (−3) = −18;

∂2f(−1,−3)
∂y2

= 6 ·(−1) = −6; ∆(−1;−3) = (−6)2−(−18)2 = −288 < 0;
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4)
∂2f(−3,−1)

∂x2
= 6 · (−3) = −18;

∂2f(−3,−1)
∂x∂y

= 6 · (−1) = −6;

∂2f(−3,−1)
∂y2

= 6 · (−3) = −18; ∆(−3;−1) = (−18) · (−18) − (−6)2 =

288 > 0.
Отже, функцiя має два екстремуми:

у точцi (3; 1) – мiнiмум, бо
∂2f(3, 1)

∂x2
> 0, fmin = f(3, 1) = 33 + 3 · 3 ·

12 − 30 · 3− 18 · 1 = −72;

у точцi (−3;−1) – максимум, бо
∂2f(−3,−1)

∂x2
< 0, fmax = (−3)3 + 3 ·

(−3) · (−1)2 − 30 · (−3)− 18 · (−1) = 72.
Оскiльки ∆(1; 3) i ∆(−1;−3) вiд’ємнi, то в точках (1; 3) i (−1;−3)

функцiя екстремуму не має. I
Зауваження. Якщо функцiя z = f(x, y) неперервна в об-

меженiй замкненiй областi Ω, то вона досягає в цiй областi своїх
найбiльшого й найменшого значень. У випадку диференцiйов-
ної в Ω функцiї для знаходження найбiльшого й найменшого
значень f треба знайти стацiонарнi точки i обчислити значення
функцiї в цих точках, а також її найбiльшi та найменшi зна-
чення на межi областi Ω. Далi серед усiх цих значень треба
вибрати найбiльше та найменше.

Приклад 3. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї

z =
1

1 + x2
+

1
1 + y2

в крузi одиничного радiуса з центром в початку
координат.

J Знайдемо частиннi похiднi

∂z

∂x
= − 2x

(1 + x2)2
,

∂z

∂y
= − 2y

(1 + y2)2
.

Iз системи рiвнянь

∂z

∂x
≡ − 2x

(1 + x2)2
= 0,

∂z

∂y
≡ − 2y

(1 + y2)2
= 0

знаходимо, що стацiонарною точкою є (0; 0) i z(0, 0) =
1

1 + 0
+

1
1 + 0

=
2.

Знайдемо критичнi точки на межi областi – колi, що визначаєть-
ся рiвнянням x2 + y2 = 1. Пiдставивши y2 = 1 − x2 у функцiю z,

дiстанемо функцiю однiєї змiнної z̃ =
1

1 + x2
+

1
2− x2

=
3

2 + x2 − x4
,

де x ∈ [−1; 1]. Дослiдимо цю функцiю на екстремум.
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Знайдемо похiдну z̃′ =
2x(2x2 − 1)

(2 + x2 − x4)2
i прирiвняємо її до нуля.

Тодi одержимо критичнi точки на межi областi: x = 0, x2,3 = ± 1√
2
.

Обчислимо значення функцiї в цих точках, а також на кiнцях x = ±1

вiдрiзка [−1; 1]: z̃(−1) = z̃(1) =
3
2
, z̃(0) =

3
2
, z̃

(
1√
2

)
= z̃

(
− 1√

2

)
=

4
3
.

Тепер серед значень z(0, 0) = 2, z̃(−1) = z̃(1) =
3
2
; z̃(0) =

3
2
;

z̃

(
1√
2

)
= z̃

(
− 1√

2

)
=

4
3

вибираємо найбiльше та найменше. От-

же, max
x2+y2≤1

z(x, y) = z(0, 0) = 2, min
x2+y2≤1

z(x, y) = z

(
1√
2
,

1√
2

)
=

z

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
= z

(
1√
2
,− 1√

2

)
= z

(
− 1√

2
,

1√
2

)
=

4
3
(рис. 4)

6

-− 1√
2

1√
20 x

y
– точки найменшого значення

– точка найбiльшого значення

Рис. 4

I

6.2. Умовний екстремум. У багатьох прикладних зада-
чах виникає необхiднiсть дослiджувати функцiю багатьох змiн-
них на ектремум за умови, що незалежнi змiннi задовольняють
деякi додатковi умови, якi називаються умовами зв’язку. Та-
кого типу екстремум називають умовним.

Приклад 4. Знайти екстремум функцiї z = x2 + y2, якщо x +
y − 1 = 0.

J З умови зв’язку x+ y− 1 = 0 знайдемо y = 1−x. Пiдставивши
цей вираз у функцiю z, дiстанемо z̃ = x2+(1−x)2 або z̃ = 2x2−2x+1.

Тодi z̃′ = 4(x− 1/2), z̃′′ = 4. Звiдси випливає, що в точцi x =
1
2
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Рис. 5

функцiя z̃ має мiнiмум i z̃min =
1
2
. Отже, функцiя z = x2 + y2 за

умови, що x + y− 1 = 0 має мiнi-
мум (умовний мiнiмум) в точ-

цi
(

1
2
;
1
2

)
i zmin = z

(
1
2
;
1
2

)
=

1
2
. Очевидно, що безумовний екс-

тремум – це мiнiмум в точцi (0; 0)
i zmin = 0 (рис. 5). I

При розв’язуваннi даної задачi, ми звели умовний екстре-
мум до безумовного, виразивши з умови зв’язку одну змiнну
через iншу. Однак це не завжди можна зробити.

Розглянемо задачу про дослiдження на екстремум функцiї

u = f(x1, x2, . . . , xn) (1)

при обмеженнях




ϕ1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
ϕ2(x1, x2, . . . , xn) = 0,
. . . . . . . . . . . .
ϕm(x1, x2, . . . , xn) = 0, m < n.

(2)

Функцiя f має умовний максимум (мiнiмум) в точцi x0 =
(x0

1;x
0
2; . . . ;x

0
n), якщо iснує такий окiл точки x0, для всiх точок

x якого, що задовольняють рiвняння зв’язку (2), виконується
нерiвнiсть f(x0) ≥ f(x) (f(x0) ≤ f(x)).

Задача знаходження умовного екстремуму зводиться до до-
слiдження на звичайний екстремум функцiї Лагранжа

L(x1, x2, . . . , xn; λ1, λ2, . . . , λm) = f(x1, x2, . . . , xn)+

+
m∑

k=1

λkϕk(x1, x2, . . . , xn),

де λk, k ∈ {1, . . . , m}, – числа, якi називаються множниками
Лагранжа. Вважатимемо, що функцiї f , ϕk, k ∈ {1, . . . , m},
неперервнi разом зi своїми частинними похiдними другого по-
рядку.
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Необхiднi умови екстремуму виражаються системою n + m
рiвнянь




∂L(x1, x2, . . . , xn; λ1, λ2, . . . , λm)
∂xj

= 0, j ∈ {1, . . . , n}, (3)

∂L(x1, x2, . . . , xn; λ1, λ2, . . . , λm)
∂λi

≡ ϕi(x1, x2, . . . , xn) = 0,

i ∈ {1, . . . , m},
з яких знаходимо x1, . . ., xn та λ1, . . ., λm – координати точки,
в якiй можливий екстремум.

Достатнi умови умовного екстремуму пов’язанi з вив-
ченням знаку другого диференцiала функцiї Лагранжа
d2L(x0

1, . . . , x
0
n; λ0

1, . . . , λ
0
m; dx1, . . . , dxn) для кожної системи

значень x0
1, . . ., x0

n; λ0
1, . . ., λ0

m, одержуваної з (3) за умови,
що dx1, dx2, . . ., dxn задовольняють рiвняння

n∑

k=1

∂ϕi(x1, x2, . . . , xn)
∂xk

dxk = 0, i ∈ {1, . . . , m} (4)

при dx2
1 + . . . + dx2

n 6= 0. А саме: функцiя f має умов-
ний максимум у точцi M0(x0

1; . . . ; x
0
n), якщо для довiль-

них значень dx1, . . ., dxn, якi задовольняють умови (4)
i не дорiвнюють нулю одночасно, виконується нерiвнiсть
d2L(x0

1, . . . , x
0
n; λ0

1, . . . , λ
0
m; dx1, . . . , dxn) < 0 i умовний мiнiмум,

якщо за цих умов d2L(x0
1, . . . , x

0
n; λ0

1, . . . , λ
0
m; dx1, . . . , dxn) > 0.

У випадку функцiї z = f(x, y) з рiвнянням зв’язку ϕ(x, y) =
0 функцiя Лагранжа має вигляд

L(x, y; λ) = f(x, y) + λϕ(x, y).

Система (3) складається з трьох рiвнянь:

∂L(x, y; λ)
∂x

= 0,
∂L(x, y;λ)

∂y
= 0, ϕ(x, y) = 0.
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Нехай x0, y0, λ0 – будь-який розв’язок цiєї системи i

∆ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
∂ϕ(x0, y0)

∂x

∂ϕ(x0, y0)
∂y

∂ϕ(x0, y0)
∂x

∂2L(x0, y0; λ0)
∂x2

∂2L(x0, y0;λ0)
∂x∂y

∂ϕ(x0, y0)
∂y

∂2L(x0, y0; λ0)
∂x∂y

∂2L(x0, y0;λ0)
∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Якщо ∆ < 0, то функцiя z = f(x, y) має в точцi (x0; y0)
умовний максимум; якщо ∆ > 0 – умовний мiнiмум.

Приклад 5. Знайти умовний екстремум функцiї z = x+2y при
x2 + y2 = 5.

J Складемо функцiю Лагранжа: L(x, y; λ) = x+2y+λ(x2+y2−5).

Маємо
∂L

∂x
= 1 + 2λx,

∂L

∂y
= 2 + 2λy, а тому система (3) набуває

вигляду 



1 + 2λx = 0,
2 + 2λy = 0,
x2 + y2 = 5.

Ця система має два розв’язки: x1 = −1, y1 = −2, λ1 =
1
2
; x2 = 1,

y2 = 2, λ2 = −1
2
.

Оскiльки
∂2L

∂x2
= 2λ,

∂2L

∂x∂y
= 0,

∂2L

∂y2
= 2λ, то d2L = 2λ(dx2+dy2).

При λ1 =
1
2
маємо, що d2L > 0. Тому функцiя має умовний мiнi-

мум у точцi (−1;−2) i zmin = −5. При λ1 = −1
2
другий диференцiал

d2L < 0, а це означає, що функцiя має умовний максимум у точцi
(1; 2) i zmax = 5.

Проведемо це розв’язування по-iншому. Нехай ϕ(x, y) = x2 +

y2 − 5. Тодi
∂ϕ

∂x
= 2x,

∂ϕ

∂y
= 2y. Очевидно, що

∂ϕ(−1,−2)
∂x

=

−2,
∂ϕ(−1,−2)

∂y
= −4,

∂2L(−1,−2;
1
2
)

∂x2
= 1,

∂2L(−1,−2;
1
2
)

∂x∂y
= 0,
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∂2L(−1,−2;
1
2
)

∂y2
= 1, а тому

∆ = −
∣∣∣∣∣∣

0 −2 −4
−2 1 0
−4 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 20 > 0,

тобто функцiя має умовний мiнiмум у точцi (−1;−2). Аналогiчно

для точки (1; 2) i λ2 = −1
2

∆ = −
∣∣∣∣∣∣

0 2 4
2 −1 0
4 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= −20 < 0,

тобто (1; 2) є точкою умовного максимуму. I
Приклад 6. Фiрма виробляє два види товарiв S1 i S2 у кiлько-

стях вiдповiдно x i y. Функцiя витрат має вигляд C = 10x+xy+10y,
а функцiї попиту на цi товари мають вiдповiдно вигляд p1 = 50−x+y
i p2 = 30+2x− y. Крiм того, фiрма зв’язана обмеженням x+ y = 15.
Знайти максимальний прибуток, який одержить фiрма при реалiза-
цiї товарiв S1 i S2.

J Вiдомо, що прибуток П (x, y) = P1 + P2 − C = p1x + p2y − C
= (50−x+y)x+(30+2x−y)y−10x−xy−10y = 40x−x2+2xy+20y−y2.

Отже, треба дослiдити на екстремум функцiю П (x, y) = 40x −
x2 + 2xy + 20y − y2 за умови, що x + y = 15.

З умови зв’язку x + y = 15 виразимо y через x i пiдставимо у
функцiю П : y = 15−x, П̃ = 40x−x2+2x(15−x)+20(15−x)−(15−x)2

= 80x− 4x2 + 75.
Дослiдимо функцiю П̃ на безумовний (звичайний) екстремум.

Маємо П̃
′
(x) = 80−8x. Прирiвнявши цю похiдну до нуля, дiстанемо,

що x0 = 10. Оскiльки П̃
′′
(x) = −8 < 0, то у цiй точцi x0 функцiя П̃

досягає максимуму, причому П̃max = П̃ (10) = 80·10−4·102+75 = 475.
Звiдси випливає, що функцiя π має максимум в точцi (10; 5) i

Пmax = 475. I

6.3. Метод найменших квадратiв. У багатьох при-
кладних задачах виникає необхiднiсть вiдновлення функцiї за
її значеннями у деяких точках, тобто побудови емпiричної фор-
мули, яка дозволяє аналiтично записати данi вимiрювань, спо-
стережень, статистичної обробки результатiв експериментiв i
т.п.
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Одним з найкращих способiв отримання такої формули є
метод найменших квадратiв.

Нехай в результатi дослiду одержано таблицю значень
функцiї y = f(x) для n значень незалежної змiнної:

x x1 x2 x3 . . . xn

y y1 y2 y3 . . . yn

Припустимо, що точки (x1; y1), (x2; y2), . . ., (xn; yn) розмi-
щуються приблизно на однiй прямiй. Це означає, що залеж-
нiсть мiж x i y близька до лiнiйної y = ax + b. Пiдберемо кое-
фiцiєнти a i b так, щоб пряма y = ax + b лежала по можливо-
стi ближче до кожної з точок, якi нанесенi на площину. Тому,
пiдставляючи значення координат точок у вираз y − (ax + b),
дiстаємо рiвностi:

y1−(ax1+b) = δ1, y2−(ax2+b) = δ2, . . . , yn−(axn+b) = δn,

де δ1, δ2, . . ., δn – деякi числа, якi називаються похибками

-

6

x1 x2 xi xn xO

y
yi

y1

y2

y = ax + b
δi

{

.

Пiдберемо коефiцiєнти a i b так, щоб цi похибки були мали-
ми за абсолютною величиною. Для цього скористаємося мето-
дом найменших квадратiв. Розглянемо суму квадратiв похибок

F (a, b) =
n∑

i=1

(yi − (axi + b))2 =
n∑

i=1

δ2
i .

Тут xi i yi – заданi числа, а коефiцiєнти a i b невiдомi, тому
треба функцiю F дослiдити на екстремум як функцiю двох
змiнних. Маємо

∂F

∂a
= −2

n∑

i=1

(yi − (axi + b))xi,
∂F

∂b
= −2

n∑

i=1

(yi − (axi + b)).
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Прирiвнявши цi частиннi похiднi до нуля, одержимо лiнiйну
систему двох рiвнянь з двома невiдомими a i b:





a
n∑

i=1

x2
i + b

n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

xiyi,

a

n∑

i=1

xi + bn =
n∑

i=1

yi.

Ця система називається нормальною системою методу
найменших квадратiв.

Вона має єдиний розв’язок, оскiльки її визначник
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

x2
i

n∑
i=1

xi

n∑

i=1

xi n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= n
n∑

i=1

x2
i −

(
n∑

i=1

xi

)2

=
n∑

i=1

n∑

j=1

(xi − xj)2 > 0.

Той факт, що функцiя F (a, b) у знайденiй точцi M0(a0; b0) має
мiнiмум, легко доводиться за допомогою достатньої умови екс-
тремуму функцiї двох змiнних. Маємо

∂2F

∂a2
= 2

n∑

i=1

x2
i ,

∂2F

∂a∂b
= 2

n∑

i=1

xi,
∂2F

∂b2
= 2n.

Отже,

∆ =
∂2F

∂a2

∂2F

∂b2
−

(
∂2F

∂a∂b

)2

= 4n

n∑

i=1

x2
i − 4

(
n∑

i=1

xi

)2

або

∆ = 2
n∑

i=1

n∑

j=1

(xi − xj)2 > 0.

Оскiльки
∂2F

∂a2
> 0, то в точцi M0(a0; b0) функцiя F має мiнi-

мум.
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Пiдставивши знайденi значення a0 i b0 в рiвняння y = ax+b
дiстанемо лiнiйну функцiю, яка найкращим чином вiдображає
залежнiсть мiж величинами x i y, одержаними з дослiду.

Зауваження.Якщо данi дослiду такi, що при побудовi гра-
фiка вони приблизно розмiщуються на параболi y = ax2+bx+c,
то для знаходження коефiцiєнтiв a, b i c треба знайти мiнiмум
функцiї

F (a, b, c) =
∑

(yi − (ax2
i + bxi + c))2.

Знаходження мiнiмуму цiєї функцiї зводиться до розв’язу-
вання системи трьох рiвнянь першого степеня:




a
n∑

i=1

x4
i + b

n∑

i=1

x3
i + c

n∑

i=1

x2
i =

n∑

i=1

x2
i yi,

a

n∑

i=1

x3
i + b

n∑

i=1

x2
i + c

n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

xiyi,

a

n∑

i=1

x2
i + b

n∑

i=1

xi + cn =
n∑

i=1

yi,

звiдки визначаються невiдомi параметри a, b i c.
Приклад 7. Одержанi в результатi експерименту значення на-

ведено в таблицi
x 0 1 1, 5 2, 1 3
y 2, 9 6, 3 7, 9 10, 0 13, 2

Припускаючи, що мiж змiнними x i y iснує лiнiйна залежнiсть,
знайти емпiричну формулу вигляду y = ax + b, використовуючи ме-
тод найменших квадратiв.

J Складемо таблицю для знаходження сум
n∑

i=1

xi,
n∑

i=1

yi,
n∑

i=1

xiyi,

n∑

i=1

x2
i .

xi yi x2
i xiyi

1 0 2,9 0,00 0,00
2 1,0 6,3 1,00 6,30
3 1,5 7,9 2,25 11,85
4 2,1 10,0 4,41 21,00
5 3,0 13,2 9,00 39,60∑

7,6 40,3 16,66 78,75

254



Нормальна система рiвнянь має вигляд
{

16, 66a + 7, 6b = 78, 75,
7, 6a + 5b = 40, 3.

Розв’язавши цю систему, знайдемо a = 3, 42, b = 2, 86. Якщо
пiдставити знайденi значення в рiвняння y = ax + b, то одержимо
шукану залежнiсть

y = 3, 42x + 2, 86. I

Вправи

1. Знайти область визначення функцiї:
1) z =

√
1− x2 +

√
y2 − 1; 2) z =

√
xy; 3) z = arccos

y

x
;

4) z = ln(x + y); 5) z =
1

1 + x2 + y2
; 6) u = arcsin

z√
x2 + y2

;

7) u =
1√
x

+
1√
y

+
1√
z
.

2. Знайти границю:
1) lim

x→0
y→2

(1 + xy)
2

x2+xy ; 2) lim
x→0
y→0

(1 + x2y2)−
1

x2+y2 ;

3) lim
x→0
y→0

2−√xy + 4
xy

; 4) lim
x→0
y→2

sinxy

x
; 5) lim

x→1
y→0

(cos xy)
1

x2y2 .

3. Знайти частиннi похiднi першого порядку функцiї:
1) z = x3y − y3x; 2) u = (5x2y − y3 + 7)3;
3) z = ln(x +

√
x2 + y2); 4) z = arctg

y

x
;

5) z = 2x2−y; 6) z = (1 + x3)y; 7) u =
(

x
y

)z

;

8) u =
√

x2 + y2 + z2; 9) u = x
y
z ; 10) u =

(
1
3

) y
x .

4. Знайти градiєнт i його модуль для заданої функцiї у вказанiй
точцi:
1) z = 4− x2 − y2, M0(1; 2); 2) u = z2 + y2 − z2, M0(1;−1; 2);
3) u = xyz, M0(3;−1; 2); 4) u = tg x−x+3 sin y− sin3 y+z+ctg z,
M0

(π

4
;
π

3
;
π

2

)
.

5. Для поданих нижче функцiй знайти похiднi вказаного поряд-
ку:

1) z = exy2
,

∂3z

∂x2∂y
; 2) z = arctg

x + y

1− xy
,

∂2z

∂x∂y
; 3) z = x2y,

∂2z

∂x2
,

∂2z

∂x∂y
,

∂2z

∂y2
; 4) z = ex(sinx + x cos y),

∂2z

∂x2
,

∂2z

∂x∂y
,

∂2z

∂y2
;
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6. Знайти: 1) закон змiни виробничої функцiї z = f(x, y) вiдносно
кожного з факторiв x та y; 2) еластичнiсть виробничої функцiї щодо
кожного з факторiв та коефiцiєнти еластичностi при x = 1, y = 1.
Розглянути випадки: а) f(x, y) = exy; б) z = ln(x3 + 2y3).

7. Знайти диференцiали першого i другого порядкiв для функцiї:
1) z = x3y3; 2) z =

(
y
x

)2; 3) z = 2xy; 4) u = xy + yz + xz;
5) u = sin(x + y + z).

8. Замiнюючи прирiст функцiї її диференцiалом, наближено об-
числити:
1) 1, 042,02; 2) ln( 3

√
1, 03 + 4

√
0, 98− 1); 3)

√
(4, 05)2 + (3, 07)2;

4) (2, 01)3,03; 5) sin 28◦ cos 61◦; 6) 1, 002 · 2, 0032 · 3, 043.
9. Знайти частиннi похiднi складеної функцiї багатьох змiнних,

якщо зовнiшня функцiя f є диференцiйовною:
1) z = f

(y

x

)
; 2) z = f(u + v, u− v); 3) z = f

(u

v
,

v

w

)
;

4) w = f(u2 + v2, u2 − v2, 2uv).
10. Знайти екстремум функцiї:

1) z = x2 + xy + y2 − 3x− 6y; 2) z = x2 + y2 + xy − 4x− 5y;
3) z = 2xy − 4x− 2y; 4) z = 2x3 − xy2 + 5x2 + y2;
5) z = 3x2 − x3 + 3y2 + 4y; 6) z = x3 − y3 − 3xy.

11. Знайти умовний екстремум функцiї: 1) z = xy за умови, що
2x + 3y − 5 = 0; 2) z = xy2, якщо x + 2y = 1; 3) z = x2 + y2 −
xy + x + y − 4, якщо x + y + 3 = 0.

12. Рiчнi видатки пiдприємства виражаються функцiєю f(x, y) =

1 + 9x + 64y +
36
x

+
4
y
. За яких значень x i y цi видатки будуть

мiнiмальними? Знайти коефiцiєнти еластичностi f при x = 1, y = 1.
13. Виробнича функцiя для даної фiрми має вигляд q = 4xy+y2,

де x – капiтал, y – праця. Витрати на одиницю капiталу складають
1 гр.од., а на одиницю працi – 2 гр.од. Знайти обсяги витрат на
капiтал i працю, за яких випуск продукцiї буде максимальним, якщо
x + 2y = 105.

14. Результати вимiрювань мають вигляд:

1)
x −2 0 1 2 4
y 0,5 1 1,5 2 3 ; 2)

x 1 2 3 4 5 6
y −0, 5 0,2 0,4 1 1,4 1,9 ;

3)
x 17,05 17,28 18,30 18,50 18,80 19,20
y 534 537 550 552 555 560 .

Припускаючи, що мiж змiнними x i y iснує лiнiйна залежнiсть,
знайти емпiричну формулу вигляду y = ax + b, використовуючи ме-
тод найменших квадратiв.
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Вiдповiдi

1. 1) {(x; y) ∈ R2
∣∣∣ |x| ≤ 1; |y| ≥ 1}; 2) {(x; y) ∈ R2

∣∣∣ xy ≥ 0};
3) {(x; y) ∈ R2

∣∣∣ |y| ≤ |x|, x 6= 0}; 4) {(x; y) ∈ R2
∣∣∣ y > −x}; 5) R2;

6) {(x; y; z) ∈ R3
∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≥ 0}; 7) {(x; y; z) ∈ R3

∣∣∣ x > 0, y >

0, z > 0}.
2. 1) e2; 2) 1; 3) −1

4
; 4) 2; 5) e−

1
2 .

3. 1)
∂z

∂x
= 3x2y − y3,

∂z

∂y
= x3 − 3y2x; 2)

∂z

∂x
= 30xy(5x2y −

y3 + 7)2,
∂z

∂y
= 3(5x2y − y3 + 7)2(5x2 − 3y2); 3)

∂z

∂x
=

1√
x2 + y2

,

∂z

∂y
=

y

x2 + y2 + x
√

x2 + y2
; 4)

∂z

∂x
= − y

x2 + y2
,

∂z

∂y
=

x

x2 + y2
; 5)

∂z

∂x
= 2x ln 2 · 2x2−y,

∂z

∂y
= − ln 2 · 2x2−y; 6)

∂z

∂x
= 3x2y(1 + x3)y−1,

∂z

∂y
= (1 + x3)y ln(1 + x3); 7)

∂u

∂x
=

z

x

(
x

y

)z

,
∂u

∂y
= −z

y

(
x

y

)z

,
∂u

∂z
=

(
x

y

)z

ln
x

y
; 8)

∂u

∂x
=

x√
x2 + y2 + z2

,
∂u

∂y
=

y√
x2 + y2 + z2

,
∂u

∂z
=

z√
x2 + y2 + z2

; 9)
∂u

∂x
=

y

z
x

y
z − 1,

∂u

∂y
=

1
z
x

y
z ln x,

∂u

∂z
= − y

z2
x

y
z ln x;

10)
∂z

∂x
=

y

x2
3−

y
x ln 3,

∂z

∂y
=

1
x

3−
y
x ln 3.

4. 1) grad z = (−2;−4), |grad z| = 2
√

5; 2) grad u = (2;−2;−4),
|gradu| = 2

√
6; 3) gradu = (−2; 6;−3), |gradu| = 7;

4) grad u =
(

1;
3
8

)
, |gradu| =

√
73
8

.

5. 1) 2y3(2+xy2)exy2
; 2) 0; 3)

∂2z

∂x2
= 2y(2y−1)x2y−2,

∂2z

∂x∂y
=

2x2y−1(1 + 2y ln x),
∂2z

∂y2
= 4x2y ln2 x; 4)

∂2z

∂x2
= ex(sin y + 2 cos y +

x cos y),
∂2z

∂x∂y
= ex(cos y − sin y − x sin y),

∂2z

∂y2
= −ex(sin y + x cos y).

6. а) 1)
∂z

∂x
= yexy,

∂z

∂y
= xexy; 2) Ex(z) = xy, Ex(z)|(1;1) =

1, Ey(z) = xy, Ey(z)|(1;1) = 1; б) 1)
∂z

∂x
=

3x2

x3 + 2y3
,

∂z

∂y
=
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6y2

x3 + 2y3
; 2) Ex(z) =

3x3

x3 + 2y3

1
ln(x3 + 2y3)

, Ex(z)|(1;1) =
1

ln 3
, Ey(z) =

6y3

x3 + 2y3

1
ln(x3 + 2y3)

, Ey(z)|(1;1) =
2

ln 3
.

7. 1) dz = 3x2y4dx + 4x3y3dy, d2z = 6xy2(y2dx2 + 4xydxdy +

2x2dy2); 2) dz = −2y

x3
(ydx − xdy), d2z =

2
x4

(3y2dx2 − 4yxdxdy +

x2dy2); 3) dz = 2xy ln 2(ydx + xdy), d2z = 2xy ln 2(y2 ln 2dx2 + 2(1 +
xy ln 2)dxdy + x2 ln 2dy2); 4) du = (y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz,
d2u = 2(dxdy + dydz + dzdx); 5) du = cos(x + y + z)(dx + dy + dz),
d2u = − sin(x + y + z)(dx + dy + dz)2.

8. 1) 1, 08; 2) 0, 005; 3) 5, 08; 4) 8, 29; 5) 0, 227; 6) 108, 972.

9. 1)
∂z

∂x
= −f ′

(y

x

) y

x2
,

∂z

∂y
= f ′

(y

x

) 1
x
; 2)

∂z

∂u
=

∂f

∂x
(u + v, u −

v) +
∂f

∂y
(u + v, u − v),

∂z

∂v
=

∂f

∂x
(u + v, u − v) − ∂f

∂y
(u + v, u − v);

3)
∂z

∂u
=

∂f

∂x

(u

v
,

v

w

)1
v
,

∂z

∂v
= −∂f

∂x

(u

v
,

v

w

) u

v2
+

∂f

∂y

(u

v
,

v

w

) 1
w
,

∂z

∂w
=

−∂f

∂y

(u

v
,

v

w

) v

w2
; 4)

∂w

∂u
= 2u

(∂f

∂x
(u2 + v2, u2 − v2, 2uv) +

∂f

∂y
(u2 +

v2, u2 − v2, 2uv)
)

+ 2v
∂f

∂z
(u2 + v2, u2 − v2, 2uv),

∂w

∂v
= 2v

(∂f

∂x
(u2 +

v2, u2−v2, 2uv)− ∂f

∂y
(u2+v2, u2−v2, 2uv)

)
+2u

∂f

∂z
(u2+v2, u2−v2, 2uv).

10. 1) zmin = z(0, 3) = −9; 2) zmin = z(1, 2) = −7; 3) не iснує;

4) zmin = z(0, 0) = 0; 5) zmin = z

(
0,−2

3

)
= −4

3
, у стацiонарнiй

точцi
(

2;−2
3

)
екстремуму немає; 6) zmax = z (−1, 1) = 1.

11. 1) zmax = z

(
5
4
,
5
6

)
=

25
24

; 2) zmin = z(1, 0) = 0, zmax =

z

(
1
3
,
1
3

)
=

1
27

; 3) zmin = z

(
−3

2
,−3

2

)
= −19

4
.

12. x = 2, y =
1
4
, min f = f

(
2,

1
4

)
= 69, Ex(f)|(1;1) ≈ −0, 237,

Ey(f)|(1;1) ≈ 0, 526.
13. x = 45, y = 30, qmax = 6300 гр.од.
14. 1) y = 0, 425x + 1, 175; 2) y = 0, 46x − 0, 89; 3) y = 15, 317x +

266, 86.
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Роздiл 10
Кратнi iнтеграли

§1. Подвiйнi iнтеграли

1.1. Означення подвiйного iнтеграла та його вла-
стивостi. Розглянемо задачу, яка приводить до подвiйного iн-
теграла.

6

¼

-

x

O
y

z

z = f(x, y)

Q

Qk

Dk D

Рис. 1

Нехай в просторi R3 задано тiло Q (рис. 1), яке обмежене
зверху графiком неперервної i невiд’ємної функцiї z = f(x, y),
яка визначена в областi D ⊂ R2, з бокiв – цилiндричною по-
верхнею, напрямною для якої є межа областi D, яка лежить в
площинi Oxy, а твiрнi паралельнi осi Oz. Такого типу тiло на-
зивається криволiнiйним цилiндром. Знайдемо об’єм V (Q)
заданого тiла. Для цього розiб’ємо область D на елементарнi

частини Dk так, що D =
n⋃

k=1

Dk, причому Dk не мають спiльних

внутрiшнiх точок, тобто їхнiй перерiз є порожньою множиною.
На кожнiй з елементарних частин Dk побудуємо цилiндричне

тiло Qk. Тодi Q =
n⋃

k=1

Qk, де Qk ∩ Qj = ∅, якщо k 6= j. Тому
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V (Q) =
n∑

k=1

V (Qk).

Об’єм кожного елементарного тiла Qk обчислимо набли-
жено. Для цього вiзьмемо в Dk довiльну точку (ξk; ηk), k ∈
{1, . . . , n} i замiнимо тiло Qk прямим цилiндром з площею осно-
ви S(Dk) i висотою f(ξk, ηk). Отже, маємо наближену рiвнiсть
V (Qk) ≈ f(ξk, ηk)S(Dk), а тому

V (Q) ≈
n∑

k=1

f(ξk, ηk)S(Dk). (1)

Ця наближена рiвнiсть тим точнiша, чим дрiбнiше розбиття об-
ластi D на частини. Нехай λ – найбiльший з дiаметрiв областей
Dk, k ∈ {1, . . . , n} (дiаметром областi Dk є найбiльша вiдстань
мiж точками областi Dk). Якщо перейти до границi при λ → 0
в рiвностi (1), то одержимо точну рiвнiсть

V (Q) = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk, ηk)S(Dk). (2)

Скiнченна границя в правiй частинi (2) називається
подвiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y) по областi D i
позначається символом

∫∫
D

f(x, y)dxdy.

Отже, об’єм тiла Q обчислюється за допомогою подвiйного
iнтеграла, тобто

V (Q) =
∫ ∫

D

f(x, y)dxdy. (3)

Зауважимо, що цилiндричне тiло Q в просторi є аналогом
криволiнiйної трапецiї на площинi. Тому подвiйний iнтеграл є
узагальненням визначеного iнтеграла на випадок функцiї двох
змiнних.

Дамо тепер точне означення подвiйного iнтеграла для до-
вiльної функцiї (не обов’язково невiд’ємної як вище).

Нехай D – деяка обмежена квадровна область, а z = f(x, y)
– функцiя, яка визначена й обмежена в цiй областi.

Розiб’ємо область D довiльно на n квадровних частин Dk,
якi не мають спiльних внутрiшнiх точок, з площами S(Dk),
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k ∈ {1, . . . , n}. У кожнiй частинi Dk вiзьмемо довiльну точку
(ξk; ηk) i складемо суму

σ =
n∑

k=1

f(ξk, ηk)S(Dk), (4)

яку назвемо iнтегральною сумою для функцiї f в областi D.
Нехай λ – найбiльший з дiаметрiв частинних областей Dk.

Якщо iнтегральна сума (4) при λ → 0 має скiнченну грани-
цю I, яка не залежить нi вiд розбиття областi D на частини, нi
вiд вибору точок (ξk; ηk) ∈ Dk, k ∈ {1, . . . , n}, то функцiя f(x, y)
називається iнтегровною в областi D. Границя I при цьому
називається подвiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y) по
областi D i позначається символом

∫∫
D

f(x, y)dxdy.

Отже, ∫ ∫

D

f(x, y)dxdy = lim
λ→0

n∑

k=1

f(ξk, ηk)S(Dk).

Приклад 1. Нехай функцiя f(x, y) є сталою, тобто f(x, y) = C,
(x; y) ∈ D. Довести, що f є iнтегровною на D i обчислити

∫∫
D

Cdxdy.

J Аналогiчно, як це описано вище, складемо iнтегральну суму σ
для функцiї f(x, y) = C:

σ =
n∑

k=1

CS(Dk) = C

n∑

k=1

S(Dk) = C S(D).

Оскiльки iснує скiнченна границя при λ → 0 iнтегральної суми σ
lim
λ→0

σ = lim
λ→0

C S(D) = CS(D),

то функцiя f(x, y) = C, (x; y) ∈ D, є iнтегровною на D i
∫ ∫

D

Cdxdy = C S(D). (5)

З формули (5) при C = 1 одержуємо, що
∫ ∫

D

dxdy = S(D),

тобто площу областi D можна знайти за допомогою подвiйного iнте-
грала. I
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Як i у випадку функцiї однiєї змiнної, можна довести, що
будь-яка неперервна в областi D функцiя є iнтегровною в цiй
областi.

Основнi властивостi подвiйного iнтеграла аналогiчнi вiдпо-
вiдним властивостям визначеного iнтеграла. Сформулюємо де-
якi з них.

1)Якщо A – довiльне число, а f(x, y) – iнтегровна в областi
D, то i функцiй Af(x, y) також iнтегровна в D i

∫ ∫

D

Af(x, y)dxdy = A

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy.

2) Якщо функцiї f(x, y) i g(x, y) iнтегровнi в областi D, то
їхня алгебраїчна сума також iнтегровна в цiй областi i
∫ ∫

D

(f(x, y)± g(x, y))dxdy =
∫ ∫

D

f(x, y)dxdy ±
∫ ∫

D

g(x, y)dxdy.

З властивостей 1) i 2) випливає властивiсть
∫ ∫

D

(Af(x, y) + Bg(x, y))dxdy = A

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy+

+B

∫ ∫

D

g(x, y)dxdy,

яку називають властивiстю лiнiйностi подвiйного iнте-
грала.

3) Якщо область D є об’єднанням областей D1 i D2, якi не
мають спiльних внутрiшнiх точок, у кожнiй з яких f iнте-
гровна, то в областi D ця функцiя також iнтегровна i

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =
∫ ∫

D1

f(x, y)dxdy +
∫ ∫

D2

f(x, y)dxdy.

Цю властивiсть називають властивiстю адитивностi
подвiйного iнтеграла.
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4) Якщо функцiя f(x, y) iнтегровна по областi D i m ≤
f(x, y) ≤ M , (x; y) ∈ D, то

mS(D) ≤
∫ ∫

D

f(x, y)dxdy ≤ MS(D).

Зокрема, якщо f(x, y) ≥ 0, (x; y) ∈ D, то
∫∫
D

f(x, y)dxdy ≥ 0.

5) Якщо функцiя f(x, y) неперервна в областi D, то в цiй
областi iснує точка (ξ; η) така, що

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy = f(ξ, η)S(D).

Цю властивiсть називають теоремою про середнє для
подвiйного iнтеграла.

6) Якщо функцiя f(x, y) iнтегровна по областi D, то
|f(x, y)| так само є iнтегровною по D i правильна нерiвнiсть

∣∣∣
∫∫

D

f(x, y)dxdy
∣∣∣ ≤

∫∫

D

|f(x, y)|dxdy.

Зауважимо, що властивiсть 3) можна використати для об-
числення iнтеграл вiд розривної функцiї.

Приклад 2. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫∫
D

sgn (y − x)dxdy,

якщо D = {(x; y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2}.
J Вiдомо,що

sgn (y − x) =




−1, якщо y − x < 0,

0, якщо y − x = 0,
1, якщо y − x > 0.

Тому область D зручно розбити
на двi частини D1 i D2. В областi
D1 sgn (y − x) = −1, а в областi D2

sgn (y − x) = 1. На межi y − x = 0,
що роздiляє D1 i D2 sgn (y − x) = 0.
Тому пряма y = x є лiнiєю розриву
пiдiнтегральної функцiї.

-

6y2

y1O

y = x

D1

D2

1

2
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Згiдно з властивiстю 3) маємо
∫ ∫

D

sgn (y − x)dxdy =
∫ ∫

D1

sgn (y − x)dxdy +
∫ ∫

D2

sgn (y − x)dxdy =

=
∫ ∫

D1

(−1)dxdy +
∫ ∫

D2

1 dxdy = −S(D1) + S(D2).

Знайдемо площi S(D1) i S(D2). Очевидно, що S(D1) = 1
2 ·1·1 = 1

2 ,
а S(D2) = 2− 1

2 = 3
2 .

Отже, ∫ ∫

D

sgn (y − x)dxdy =
3
2
− 1

2
= 1. I

1.2. Зведення подвiйного iнтеграла до повтор-
ного. У цьому пунктi розглянемо один з основних методiв
обчислення подвiйних iнтегралiв. Вiн грунтується на зведен-
нi подвiйного iнтеграла

∫∫
D

f(x, y)dxdy вiд неперервної функцiї

f до повторного.
Розглянемо це зведення для двох типiв областi iнтегруван-

ня.
1) Нехай область D ⊂

R2 обмежена знизу графiком
неперервної функцiї y =
y1(x), зверху – графiком
неперервної функцiї y =
y2(x), а з бокiв – прямими
x = a i x = b. Вважатимемо,
що y1(x) ≤ y2(x), x ∈ [a; b].
Таку область називатимемо
y-трапецiєвидною.

6

a b xO

y
y = y2(x)

y = y1(x)

D

-

Для областi D побудуємо криволiнiйний цилiндр Q, який
обмежений зверху поверхнею, що є графiком неперервної i
невiд’ємної функцiї z = f(x, y), (x; y) ∈ D так, як це зроблено в
пунктi 1.1. Обчислимо об’єм V (Q) двома способами. У першому
пунктi ми з’ясували, що V (Q) =

∫∫
D

f(x, y)dxdy. З iншого боку,
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обчислимо цей об’єм за допомогою площi поперечного перерiзу

S(x), x ∈ [a; b], а саме, V (Q) =
b∫
a

S(x)dx. Знайдемо формулу

для обчислення площi поперечного перерiзу S(x).
Поперечним перерiзом Qx тiла Q площиною, що проходить

через точку x ∈ [a; b] перпендикулярно до осi Ox, є криволiнiй-
на трапецiя, яка обмежена зни-
зу вiдрiзком [y1(x); y2(x)]; звер-
ху – графiком функцiї z =
f(x, y), а з бокiв – прямими y =
y1(x) i y = y2(x) (рис. 2). Пло-
ща перерiзу Qx обчислюється
за допомогою iнтеграла

6

-

Qx

O y

z

y1(x) y2(x)

z = f(x, y)

Рис. 2

S(x) =

y2(x)∫

y1(x)

f(x, y)dy.

Отже, об’єм V (Q) знаходиться за формулою

V (Q) =

b∫

a

( y2(x)∫

y1(x)

f(x, y)dy
)
dx.

Цей iнтеграл називається повторним.
Остаточно для даного типу областей одержуємо рiвнiсть

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

b∫

a

( y2(x)∫

y1(x)

f(x, y)dy
)
dx, (6)

яка називається формулою зведення подвiйного iнтегра-
ла до повторного.

Зокрема, якщо область D = {(x; y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤
y ≤ d} – прямокутник, то формула (6) має вигляд

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

b∫

a

( d∫

c

f(x, y)dy
)
dx. (7)
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Зауважимо, що формули (6), (7) правильнi не лише для
невiд’ємної неперервної функцiї f , а для довiльної неперервної
функцiї f .

2) Нехай область D ⊂ R2

обмежена знизу прямою y =
c, зверху – прямою y = d, а
з бокiв – графiками неперерв-
них функцiй x = x1(y), x =
x2(y), y ∈ [c; d] (рис. 3). Та-
ку область називатимемо x-
трапецiєвидною.

-

6

x = x1(y)

x = x2(y)

d
y

x

D

c

O

Рис. 3
Аналогiчно як i в першому випадку доводиться, що пра-

вильною є така формула зведення подвiйного iнтеграла до пов-
торного:

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

d∫

c

( x2(y)∫

x1(y)

f(x, y)dx
)
dy. (8)

Зауважимо, що коли область iнтегрування є одночасно об-
ластю обох типiв, то правильними є формули (6) i (8), тобто

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

b∫

a

( y2(x)∫

y1(x)

f(x, y)dy
)
dx =

=

d∫

c

( x2(y)∫

x1(y)

f(x, y)dx
)
dy. (9)

Зокрема, у випадку, коли D = {(x; y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤
y ≤ d}, формула (9) має вигляд

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

b∫

a

( d∫

c

f(x, y)dy
)
dx =
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=

d∫

c

( b∫

a

f(x, y)dx
)
dy. (10)

Формули зведення подвiйного iнтеграла до повторного
зручнi тим, що вони дозволяють використовувати методи об-
числення визначених iнтегралiв при обчисленнi подвiйних iн-
тегралiв.

Якщо область D не належить нi до першого, нi до другого
типу, то її треба подати у виглядi об’єднання областей цих ти-
пiв, а потiм скористатися властивiстю 3) подвiйного iнтеграла
i формулами зведення подвiйного iнтеграла до повторного.

Приклад 3. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫ ∫

D

x2

1 + y2
dxdy,

якщо D = {(x; y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.
J Очевидно, що пiдiнтегральна

функцiя є неперервною в прямокутнику
D. Тодi на основi формули (10) маємо

∫ ∫

D

x2

1 + y2
dxdy =

1∫

0

( 1∫

0

x2

1 + y2
dy

)
dx.

6

-
x

y

D

1

1

O

Для обчислення повторного iнтеграла спочатку знайдемо внут-
рiшнiй iнтеграл

1∫

0

x2

1 + y2
dy = x2

1∫

0

dy

1 + y2
= x2 arctg y

∣∣∣
y=1

y=0
= x2 arctg 1−x2 arctg 0 =

πx2

4
.

Тут x2 винесено за знак iнтеграла, оскiльки iнтегрування здiйс-
нюється по змiннiй y при фiксованому x, а тому в цьому iнтегралi
x2 є сталою величиною. Отже,

∫ ∫

D

x2

1 + y2
dxdy =

1∫

0

πx2

4
dx =

π

4
x3

3

∣∣∣
1

0
=

π

12
. I

Приклад 4. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫ ∫

D

x2

y2
dxdy, якщо

область D обмежена прямими x = 2, y = x i гiперболою xy = 1.
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J Зобразимо задану область iнте-
грування D на рисунку. Легко знахо-
димо точку перетину прямої y = x з
гiперболою xy = 1, якою є точка (1; 1).
Область D – це область першого типу,
що обмежена знизу графiком функцiї
y = 1

x , зверху y = x i з бокiв – прями-
ми x = 1 та x = 2.

-

6

D
y = x

xO

xy = 1
y

1

1 2

У цiй области D функцiя f(x, y) = x2

y2 є неперервною. Тому, згiдно
з формулою (6), маємо

∫ ∫

D

x2

y2
dxdy =

2∫

1

( x∫

1
x

x2

y2
dy

)
dx.

Спочатку обчислимо внутрiшнiй iнтеграл
x∫

1/x

x2

y2
dy = x2

x∫

1/x

y−2dy = −x2

y

∣∣∣
y=x

y= 1
x

= −x + x3.

Тому

∫ ∫

D

x2

1 + y2
dxdy =

2∫

1

(x3 − x)dx =
(x4

4
− x2

2

)∣∣∣
2

1
= 2− 1

4
+

1
2

=
9
4
. I

Приклад 5. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫ ∫

D

(x2 + y)dxdy,

якщо область D обмежена лiнiями y = x2 i y2 = x.
J Зобразимо область iнтегруван-

ня D геометрично. Знайдемо точки
перетину лiнiй y = x2 та y2 = x як

розв’язки системи
{

y = x2,
y2 = x.

Маємо x4 = x, тобто x(x3 − 1) =
0 i, отже, x1 = 0 та x2 = 1. Звiдси
отримуємо, що є двi точки перетину
цих лiнiй O(0; 0) i A(1; 1).

-

6

1

y

xO

D

y2 = x
y = x2

1

A

Область D є областю обох типiв. Тому для обчислення заданого
подвiйного iнтеграла вiд неперервної в D функцiї можемо скориста-
тися формулою (6) або (8). Використаємо формулу (8), зауваживши
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при цьому, що D обмежена злiва графiком функцiї x = y2, а справа –
графiком функцiї x =

√
y, знизу ця область обмежена прямою y = 0,

а зверху – прямою y = 1. Тодi

∫ ∫

D

(x2 + y)dxdy =

1∫

0

(
√

y∫

y2

(x2 + y)dx
)
dy.

Спочатку обчислимо внутрiшнiй iнтеграл
√

y∫

y2

(x2 + y)dx =
(x3

3
+ yx

)∣∣∣
x=
√

y

x=y2
=

4y
√

y

3
− y6

3
− y3.

Тому

∫ ∫

D

(x2+y)dxdy =

1∫

0

(4y
√

y

3
−y6

3
−y3

)
dy =

( 8
15

y
5
2− y7

21
−y4

4

)∣∣∣
1

0
=

33
140

.

Отже, ∫ ∫

D

(x2 + y)dxdy =
33
140

. I

Приклад 6. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫ ∫

D

y2
√

R2 − x2dxdy,

якщо область D – круг x2 + y2 ≤ R2.
J Область D можна розгляда-

ти як область першого типу. Во-
на обмежена знизу пiвколом y =
−√R2 − x2, зверху – пiвколом y =√

R2 − x2, а з бокiв прямими x =
−R i x = R. Тодi згiдно з форму-
лою (8) маємо

-

y =
√

R2 − x2

x−R R

y

O

6

y = −√R2 − x2

D

∫ ∫

D

y2
√

R2 − x2dxdy =

R∫

−R

(
√

R2−x2∫

−√R2−x2

y2
√

R2 − x2dy
)
dx.
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Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл
√

R2−x2∫

−√R2−x2

y2
√

R2 − x2dy =
√

R2 − x2

√
R2−x2∫

−√R2−x2

y2dy =

=
√

R2 − x2
y3

3

∣∣∣
y=
√

R2−x2

y=−√R2−x2
=

2
3
(R2 − x2)2.

Тодi

∫ ∫

D

y2
√

R2 − x2dxdy =
2
3

R∫

−R

(R2 − x2)2dx =
4
3

R∫

0

(R2 − x2)2dx =

=
4
3

R∫

0

(R4 − 2R2x2 + x4)dx =
4
3

(
R4x− 2

3
R2x3 +

x5

5

)∣∣∣
R

0
=

=
4
3

(
R5 − 2

3
R5 +

R5

5

)
=

32
45

R5. I

У багатьох задачах деякий повторний iнтеграл, наприклад,
b∫

a

( y2(x)∫

y1(x)

f(x, y)dy
)
dx вiд неперервної функцiї f треба звести до

iнтеграла вигляду
d∫

c

( x2(y)∫

x1(y)

f(x, y)dx
)
dy. Це означає, що треба

помiняти порядок iнтегрування у заданому iнтегралi.
Приклад 7. Змiнити порядок iнтегрування в iнтегралi

2∫

0

( 2x∫

x

f(x, y)dy
)
dx,

якщо f – деяка неперервна функцiя.
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J Зобразимо область D iнте-
грування, яка обмежена прямими
x = 0, x = 2, y = x i y = 2x, на
рисунку. Вона не є областю дру-
гого типу, але її можна подати як
об’єднання областей D1 i D2, якi
є областями другого типу. Тодi iн-
теграл згiдно з властивiстю 3) за-
писується у виглядi

-

6

x2

2

4
y = 2x

y = x

D1

D2

O

y

2∫

0

( 2x∫

x

f(x, y)dy
)
dx =

∫ ∫

D1

f(x, y)dxdy +
∫ ∫

D2

f(x, y)dxdy.

Iнтеграли по D1 i D2 запишемо скориставшись формулою (8):

∫ ∫

D1

f(x, y)dxdy =

2∫

0

( y∫

y/2

f(x, y)dx
)
dy;

∫ ∫

D2

f(x, y)dxdy =

4∫

2

( 2∫

y/2

f(x, y)dx
)
dy.

Тому остаточно матимемо

2∫

0

( 2x∫

x

f(x, y)dy
)
dx =

2∫

0

( y∫

y/2

f(x, y)dx
)
dy +

4∫

2

( 2∫

y/2

f(x, y)dx
)
dy. I

1.3. Замiна змiнних в подвiйному iнтегралi. Нехай
функцiя f(x, y) неперервна в обмеженiй квадровнiй областi D.
Тодi iснує подвiйний iнтеграл

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy. (11)

Припустимо, що функцiї

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v) (12)
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здiйснюють взаємно однозначне вiдображення мiж областями
Ω ⊂ R2 i D ⊂ R2.

-

6

-

6

(u; v)

(x; y)

DΩ
u

v

O x

y

O

Вважатимемо, що ϕ i ψ мають в областi Ω неперервнi ча-
стиннi похiднi i визначник, складений з цих похiдних

J(u, v) ≡
∣∣∣∣

∂ϕ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∣∣∣∣ 6= 0, (u; v) ∈ Ω. (13)

Визначник (13) називаєтьсяфункцiональним визначни-
ком або якобiаном.

Можна довести, що при зроблених припущеннях правильна
формула замiни змiнних

∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫ ∫

Ω

f(ϕ(u, v), ψ(u, v))|J(u, v)|dudv, (14)

де iнтеграл, який стоїть справа у формулi (14), обчислюється,
взагалi кажучи, простiше.

Зауважимо, що формула (14) є правильною й тодi, коли по-
рушується взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж областями Ω
i D або умова (13) у скiнченнiй кiлькостi точок чи на скiнченнiй
кiлькостi лiнiй областi Ω.

У застосуваннях важливу роль вiдiграють полярнi коорди-
нати:

x = r cosϕ, y = r sinϕ, r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π. (15)

Якщо в подвiйному iнтегралi перейти до полярних коорди-
нат за формулами (15), то одержимо формулу

∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫ ∫

Ω

f(r cosϕ, r sinϕ)rdrdϕ, (16)
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бо

J(r, ϕ) ≡
∣∣∣∣

cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r cos2 ϕ + r sin2 ϕ = r.

Якщо область D – круг з центром в початку координат i
радiусом R, то 0 ≤ r ≤ R, а 0 ≤ ϕ < 2π, а це означає, що Ω –
прямокутник.

-

6

D
O R

R

r

ϕ2π

Ω

O
-

6

x

y

У цьому випадку рiвнiсть (16) набуває вигляду

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

2π∫

0

( R∫

0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr
)
dϕ =

=

R∫

0

( 2π∫

0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdϕ
)
dr. (17)

Приклад 8. Обчислити подвiйний iнтеграл∫∫

D

sin
√

x2 + y2dxdy, якщо D = {(x; y) ∈ R2 : π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2} –

кiльце.
J Зобразимо область D на рисунку. Якщо перейти до полярних

координат за формулами (15), то одержимо, що Ω = {(r; ϕ) : π ≤
r ≤ 2π, 0 ≤ ϕ < 2π} – прямокутник.

y
6

π 2π x
-

O

D

-

6

O ϕ

r

π

2π

2π
Ω
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Тому
∫∫

D

sin
√

x2 + y2dxdy =

2π∫

0

( 2π∫

π

r sin rdr
)
dϕ.

Обчислимо внутрiшнiй визначений iнтеграл iнтегруванням час-
тинами

2π∫

π

r sin rdr =
∣∣∣∣

u = r, du = dr
dv = sin rdr, v = − cos r

∣∣∣∣ = −r cos r
∣∣∣
2π

π
+

+

2π∫

π

cos rdr = −2π − π + sin r
∣∣∣
2π

π
= −3π.

Отже,

∫∫

D

sin
√

x2 + y2dxdy = −
2π∫

0

3πdϕ = −3πϕ
∣∣∣
2π

0
= −6π2. I

1.4. Застосування подвiйного iнтеграла.
1.4.1. Обчислення об’ємiв. У пунктi 1.1 було розглянуто

геометричну задачу, яка лежить в основi означення подвiйного
iнтеграла, а саме задачу про обчислення об’єму криволiнiйного
цилiндра. Установлено, що для цилiндра Q, обмеженого знизу
областю D, а зверху поверхнею z = f(x, y), де f невiд’ємна
неперервна функцiя, наближене значення об’єму визначається
iнтегральною сумою

n∑

k=1

f(ξk, ηk)S(Dk). (18)

Точне значення об’єму – це границя, до якої прямують
iнтегральнi суми при здрiбненнi розбиття фiгури Q. Оскiль-
ки при зроблених вище припущеннях вiдносно f i Q границя
iнтегральних сум (18) iснує i дорiвнює подвiйному iнтегралу∫∫

D

f(x, y)dxdy, то об’єм V криволiнiйного цилiндра, обмеже-

ного знизу областю D, а зверху поверхнею z = f(x, y), де f
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неперервна функцiя, виражається подвiйним iнтегралом

V =
∫∫

D

f(x, y)dxdy. (19)

Приклад 9. Знайти об’єм тiла, вирiзаного з кулi радiуса R,
прямим круговим цилiндром дiаметра R, твiрна якого проходить че-
рез центр кулi.

J Сумiстимо початок координат з центром кулi, спрямувавши
вiсь Oz по твiрнiй цилiндра, а вiсь Ox – вздовж дiаметра основи ци-
лiндра. Згiдно з симетрiєю тiла вiдносно координатних площин Oxy
i Oxz досить знайти об’єм частини тiла, що знаходиться в першому
октантi, i одержаний результат помножити на чотири. Скористав-
шись формулою (19), дiстанемо

V = 4
∫∫

D

zdxdy,

де область D – пiвкруг в площинi

Oxy радiуса
R

2
з центром в точ-

цi
(R

2
; 0

)
, тобто D = {(x, y) :

x2 + y2 ≤ Rx, x ≥ 0, y ≥ 0}.
Оскiльки рiвняння сфери радiуса R
з центром в початку координат має
вигляд x2 + y2 + z2 = R2, то в пер-
шому октантi z =

√
R2 − x2 − y2 i,

отже,

V = 4
∫∫

D

√
R2 − x2 − y2dxdy.

Перейшовши до полярних координат, згiдно з формулою (16),
дiстанемо

V = 4
∫∫

Ω

√
R2 − 4r2rdrdϕ,

де Ω =
{

(r; ϕ) : 0 ≤ r ≤ R cosϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

2

}
, тобто

V = 4

π/2∫

0

dϕ

R cos ϕ∫

0

r
√

R2 − r2dr.
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Оскiльки

R cos ϕ∫

0

√
R2 − r2rdr =

= −1
2

R cos ϕ∫

0

(R− r2)1/2d(R2 − r2) =

-

y

I ϕ

RR/2O x

r = R cosϕ6

Ω

= −
( (R2 − r2)3/2

3

)∣∣∣∣∣

R cos ϕ

0

= − (R2 −R2 cos2 ϕ)3/2

3
+

R3

3
=

R3

3
(1−sin3 ϕ),

то

V = 4

π/2∫

0

R3

3
(1− sin3 ϕ)dϕ =

4
3
R3

( π/2∫

0

dϕ−
π/2∫

0

sin3 ϕdϕ
)

=

=
4
3
R3

( π/2∫

0

dϕ +

π/2∫

0

(1− cos2 ϕ)d cosϕ
)

=
4
3
R3

(
ϕ|

π
2
0 +

+
(

cosϕ− cos3 ϕ

3

)∣∣∣
π
2

0

)
=

4
3
R3

(π

2
+

(
− 1 +

1
3

))
=

4
3
R3

(π

2
− 2

3

)
.

Отже,

V =
4
3
R3

(π

2
− 2

3

)
куб.од. I

1.4.2. Обчислення площi. Покладаючи в подвiйному iн-
тегралi пiдiнтегральну функцiю f(x, y) тотожно рiвною одини-
цi, f(x, y) = 1, (x; y) ∈ D, одержуємо iнтеград

∫∫

D

dxdy, (20)

який дорiвнює, очевидно, площi областi D, оскiльки цiй площi
дорiвнюватиме кожна з iнтегральних сум, що вiдповiдає iнте-
гралу (20) (п. 1.1.).
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Формула

S =
∫∫

D

dxdy (21)

для обчислення площi часто зручнiша, нiж формула

S =

b∫

a

f(x)dx,

яка визначає площу криволiнiйної трапецiї, оскiльки вона за-
стосовна не тiльки для обчислення площi криволiнiйної трапе-
цiї, але й площi довiльної квадровної фiгури.

Приклад 10. Знайти площу, обмежену лемнiскатою (x2 +
y2)2 = 2a2xy.

J Поклавши x = r cos ϕ, y =
r sin ϕ, перетворимо рiвняння кри-
вої до вигляду r2 = 2a2 sin ϕ cos ϕ =
a2 sin 2ϕ. Очевидно, що змiнi поляр-
ного кута ϕ вiд 0 до

π

4
вiдповiдає

чверть шуканої площi.
Отже, якщо перейти до поляр-

них координат в iнтегралi (21), ма-
тимемо

S = 4
∫∫

Ω

rdrdϕ = 4

π/4∫

0

dϕ

a
√

sin 2ϕ∫

0

rdr = 2

π
4∫

0

r2
∣∣∣
a
√

sin 2ϕ

0
dϕ =

= 2a2

π
4∫

0

sin 2ϕdϕ = −a2 cos 2ϕ
∣∣∣

π
4

0
= a2. I

1.4.3. Маса пластинки. Координати центра маси.
Розглянемо на площинi Oxy матерiальну пластинку, тобто де-
яку область D, по якiй розподiлена маса з густиною ρ(x, y).
Вважатимемо, що ρ – неперервна функцiя в областi D i обчис-
лимо масу цiєї пластинки. Розiб’ємо деяким чином область D

277



на частини Dk, як у пунктi 1.1, i в кожнiй з цих частин вiзьме-
мо довiльну точку (ξk; ηk). Масу кожного елемента Dk можна
вважати рiвною наближено ρ(ξk, ηk)S(Dk), де S(Dk) – площа
Dk. Тодi маса всiєї пластинки наближено дорiвнює сумi

n∑

k=1

ρ(ξk, ηk)S(Dk).

Для того щоб одержати точне значення маси пластинки, пе-
рейдемо в цiй сумi до границi при λ → 0, де λ – найбiльший з
дiаметрiв областей Dk, k ∈ {1, . . . , n}. При цьому записана ви-
ще сума перейде у подвiйний iнтеграл, а тому маса пластинки
визначається рiвнiстю

m =
∫∫

D

ρ(x, y)dxdy.

Розглянемо точку, вiддалену вiд осi u на вiдстань d, в якiй
зосереджена маса m. Статичним моментом цiєї точки вiд-
носно осi u називається величина

Mu = md,

а моментом iнерцiї –

Iu = md2.

Якщо є система точок, вiддалених вiд осi u на di, маси яких
mi, i ∈ {1, . . . , n}, то

Mu =
n∑

i=1

midi,

Iu =
n∑

i=1

mid
2
i .

Координати центра маси системи точок знаходиться за
формулою

uc =
Mu

m
.
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У випадку пластинки, мiркуючи аналогiчно як при одер-
жаннi формули для знаходження маси системи точок, отри-
муємо, що

Mx =
∫∫

D

yρ(x, y)dxdy, My =
∫∫

D

xρ(x, y)dxdy,

Ix =
∫∫

D

y2ρ(x, y)dxdy, Iy =
∫∫

D

x2ρ(x, y)dxdy,

I0 =
∫∫

D

(x2 + y2)ρ(x, y)dxdy − полярний момент.

Координати центра маси пластинки визначаються форму-
лами:

xc =
My

m
, yc =

Mx

m
.

Приклад 11. Знайти координати центра маси однорiдної пла-
стинки, обмеженої параболою y = 4− x2 i вiссю Ox.

J Оскiльки пластинка однорiд-
на, то ρ(x, y) = ρ0, (x; y) ∈ D, ρ0 –
стала. Пластинка, як видно з рисун-
ка, симетрична вiдносно осi Oy, то
зрозумiло, що xc = 0, а тому треба
знайти yc. Маємо−2

-

6

2O x

y
4

y = 4− x2

D

m =
∫∫

D

ρ0dxdy = ρ0

2∫

−2

dx

4−x2∫

0

dy = ρ0

2∫

−2

y
∣∣∣
4−x2

0
dx =

= ρ0

2∫

−2

(4− x2)dx = ρ0

(
4x− x3

3

)∣∣∣∣∣

2

−2

= 2ρ0

(
8− 8

3

)
=

32
3

ρ0,

Mx = ρ0

∫∫

D

ydxdy = ρ0

2∫

−2

dx

4−x2∫

0

ydy =
1
2
ρ0

2∫

−2

(4− x2)2dx =

=
1
2
ρ0

2∫

−2

(16− 8x2 + x4)dx =
1
2
ρ0

(
16x− 8

3
x3 +

1
5
x5

)∣∣∣∣∣

2

−2

=
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= ρ0

(
32− 64

3
+

32
5

)
=

256
15

ρ0.

Тодi

yc =
Mx

m
=

256
15 ρ0

32
3 ρ0

=
8
5
.

Отже, координати центра маси такi: xc = 0, yc =
8
5
. I

Приклад 12. Знайти полярний момент iнерцiї фiгури, обме-
женої лiнiями

x

a
+

y

b
= 1, x = 0, y = 0, якщо ρ(x, y) = 1.

J Момент iнерцiї заданої фiгури
D вiдносно початку координат дорiв-
нює

I0 =
∫∫

D

(x2 + y2)ρ(x, y)dxdy =

6
y

O x

b

-
a

D

=
∫∫

D

(x2+y2)dxdy =

a∫

0

dx

b
a (a−x)∫

0

(x2+y2)dy =

a∫

0

(
x2y+

y3

3

)∣∣∣∣∣

b
a (a−x)

0

dx =

=

a∫

0

( b

a
x2(a−x)+

1
3

b3

a3
(a−x)3

)
dx =

(1
3
bx3− b

4a
x4−1

3
b3

a3

1
4
(a−x)4

)∣∣∣∣∣

a

0

=

=
1
3
ba3 − 1

4
ba3 +

1
12

b3a =
ab(a2 + b2)

12
. I

Вправи

1. Обчислити об’єм тiла, обмеженого поверхнями:
1) x = 0, y = 0, z = 0 i x + y + z = 1;
2) y = 1 + x2, z = 3x, y = 5, z = 0 i розмiщеного в першому октантi;
3) z = 0, z = x2 + y2, y = x2, x = 1.

2. Обчислити площу областi D, яка обмежена лiнiями:
1) y2 = x + 1, x + y = 1;
2) x = 4y − y2, x + y = 6;
3) y = 4x− x2, y = 2x2 − 5x.

3. Обчислити подвiйний iнтеграл:
1)

∫∫
D

(x2 + xy + 2y2)dxdy, D = {(x; y) : 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1− x};
2)

∫∫
D

xydxdy, D = {(x; y) : 1 ≤ x ≤ 2; 1 ≤ y ≤ 2};
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3)
∫∫
D

(x2 + y2)dxdy, D – трикутник, який обмежений прямими y = 0,

x = 2, y = x
2 ;

4)
∫∫
D

xy2dxdy, D – область, яка обмежена лiнiями x = 0, y = x,

y = 2− x2;
5)

∫∫
D

√
xydxdy, D – область, яка обмежена лiнiями y = x2, y = 2−x2,

x = 0.
4. Обчислити подвiйний iнтеграл, перейшовши до полярної си-

стеми координат:
1)

∫∫
D

√
4− x2 − y2dxdy, D = {(x; y) : x2 + y2 ≤ 2;

2)
∫∫
D

ex2+y2
dxdy, D – область, яка обмежена вiссю Ox i верхнiм пiв-

колом x2 + y2 = 1;
3)

∫∫
D

√
1 + 4(x2 + y2)dxdy, D = {(x; y) : x2 + y2 ≤ 2};

4)
∫∫
D

x2y2

(x2+y2)2 dxdy, D = {(x; y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2}.
5. Знайти координати центра маси однорiдної фiгури, обмеженої

лiнiями:
1) y2 = 4x + 4, y2 = −2x + 4;

2)
x2

25
+

y2

9
= 1,

x

5
+

y

3
= 1;

3) y2 = x, x2 = y.
6. Знайти моменти iнерцiї однорiдної фiгури, обмеженої лiнiями:

1) y = 2
√

x, x + y = 3, y = 0, вiдносно осi Ox; 2) кардоїдою r =
a(1 + cos ϕ), ϕ ∈ [0; 2π], вiдносно осi Ox; 3) x + y = 2, x = 0, y = 0,
вiдносно початку координат.

Вiдповiдi

1. 1) 1
6 ; 2) 12; 3)

88
105

. 2. 1) 9
2 ; 2) 12; 3)

27
2
. 3. 1) 7

24 ; 2)
9
4 ; 3) 13/6;

4) 67
120 ; 5)

13
24 . 4. 1)

16
3 π; 2) π

2 (e−1); 3) 1
12 (17

√
17−1); 4) 3

8π. 5. 1) xc =
2
5
,

yc = 0; 2) xc =
10

3(π − 2)
, yc =

2
π − 2

; 3) xc = yc =
9
20

. 6. 1) 2, 4;

2)
21
32

πa4; 3)
8
3
.
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§2. Потрiйнi iнтеграли

2.1. Означення потрiйного iнтеграла та його вла-
стивостi.

2.1.1. Задача про визначення маси тiла. Нехай в три-
вимiрному просторi R3 задано матерiальне тiло Q. Розгляне-
мо деяку його елементарну частину ∆Q, яка мiстить точку
M(x; y; z). Вiдношення маси ∆m цього малого тiла ∆Q до його

об’єму ∆v, тобто
∆m

∆v
, називається середньою густиною тiла

∆Q. Якщо iснує скiнченна границя ρ вiдношення
∆m

∆v
при умо-

вi, що тiло ∆Q стягується в точку M(x; y; z), то ця границя на-
зивається густиною в точцi M . Вона залежить вiд положення
точки M , а тому є функцiєю точки або функцiєю її координат,
тобто ρ = ρ(M) або ρ = ρ(x, y, z).

Обчислимо масу m тiла Q, вважаючи, що густина в кожнiй
точцi цього тiла є неперервною функцiєю. Якщо б тiло було од-
норiдним, тобто густина ρ в кожнiй його точцi була б одна й та
сама, що дорiвнює ρ0, то його маса m дорiвнювала б m = ρ0v,
де v – об’єм тiла Q. Оскiльки в загальному випадку густина ρ
змiнюється вiд точки до точки, то ця формула для обчислення
маси непридатна. Тому скористаємося методом розбиття тiла
Q на елементарнi частини, який ми неодноразово використову-
вали ранiше.

Розiб’ємо тiло Q на n малих частин Qk, k ∈ {1, . . . , n}
так, що Q =

n⋃
k=1

Qk. У кожному тiлi Qk виберемо точку

Mk(xk; yk; zk). Якщо тiло Qk мале, то можна вважати, що гу-
стина у кожному з них змiнюється мало i майже не вiдрiз-
няється вiд густини ρk = ρ(Mk) = ρ(xk, yk, zk). Тому можна
наближено визначити масу mk тiла Qk рiвнiстю

mk ≈ ρkvk = ρ(xk, yk, zk)vk, k ∈ {1, . . . , n},

де vk – об’єм тiла Qk, k ∈ {1, . . . , n}, тобто vk = V (Qk).

Оскiльки маса m всього тiла дорiвнює
n∑

k=1

mk, то для її об-
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числення одержуємо наближену рiвнiсть

m ≈
n∑

k=1

ρ(xk, yk, zk)vk.

За точне значення маси m вiзьмемо границю цiєї суми, коли
кожне з малих тiл Qk стягується в точку, тобто максимальний
дiаметр λ = max

k∈{1,...,n}
d(Qk) прямує до нуля,

m = lim
λ→0

n∑

k=1

ρ(xk, yk, zk)vk.

Розв’язування задачi про знаходження маси тiла привело
нас до вивчення границi певних iнтегральних сум. Оскiльки
до знаходження границi сум такого вигляду зводиться багато
задач геометрiї, фiзики, хiмiї i т.п., то природно вивчити вла-
стивостi границь таких сум у загальному виглядi, незалежно
вiд тiєї або iншої задачi, що приведе нас до поняття потрiйного
iнтеграла.

2.1.2. Потрiйний iнтеграл i його властивостi. Основнi
поняття i теореми для потрiйних iнтегралiв аналогiчнi вiдпо-
вiдним поняттям i теоремам для подвiйних iнтегралiв. Нехай
Q – обмежена кубовна область у тривимiрному евклiдовому
просторi R3 i нехай в цiй областi визначена обмежена функцiя
u = f(M) = f(x, y, z). Розiб’ємо область Q на n кубовних обла-
стей Qk, k ∈ {1, . . . , n} так, щоб довiльнi двi частини не мали

спiльних внутрiшнiх точок i Q =
n⋃

k=1

Qk. У кожнiй частинi Qk

вiзьмемо довiльну точку Mk(xk; yk; zk) i складемо iнтеграль-
ну суму

σ =
n∑

k=1

f(xk, yk, zk)V (Qk), (1)

де V (Qk) – об’єм тiла Qk. Нехай dk – дiаметр Qk, а
λ = max

k∈{1,...,n}
dk.
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Якщо iнтегральна сума (1) при λ → 0 має скiнченну грани-
цю I, яка не залежить нi вiд розбиття областi Q на частини,
нi вiд вибору точок (xk; yk; zk) ∈ Qk, k ∈ {1, . . . , n}, то функ-
цiя f(x, y, z) називається iнтегровною в областi Q. Границя
I при цьому називається потрiйним iнтегралом вiд функ-
цiї f по областi Q i позначається символом

∫∫∫
Q

f(M)dv або
∫∫∫
Q

f(x, y, z)dxdydz.

Отже,

∫∫∫

Q

f(M)dv =
∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz = lim
λ→0

n∑

k=1

f(xk, yk, zk)V (Qk).

Повертаючись до пункту 2.1.1 робимо висновок, що маса m
тiла Q дорiвнює потрiйному iнтегралу вiд густини ρ = ρ(x, y, z),
тобто

m =
∫∫∫

Q

ρ(x, y, z)dxdydz.

Ми бачимо, що потрiйний iнтеграл є узагальненням подвiй-
ного iнтеграла на випадок, коли область iнтегрування мiстить-
ся в евклiдовому просторi R3. Як i у випадку подвiйного iнте-
грала, має мiсце теорема iснування потрiйного iнтеграла,
яку наведемо без доведення.

Теорема. Функцiя, яка неперервна в замкненiй кубовнiй
областi, iнтегровна в цiй областi.

Потрiйний iнтеграл має тi самi властивостi, що й подвiйний
iнтеграл.

1) Сталий множник можна виносити за знак потрiйного
iнтеграла, тобто

∫∫∫

Q

Af(x, y, z)dxdydz = A

∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz.
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2) Якщо функцiї f i g iнтегровнi в Q, то їхня алгебраїчна
сума так само iнтегровна в Q i

∫∫∫

Q

(f(x, y, z)± g(x, y, z))dxdydz =
∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz±

±
∫∫∫

Q

g(x, y, z)dxdydz.

3) Якщо область Q є об’єднанням областей Qk, k ∈
{1, . . . , n}, тобто Q =

n⋃

k=1

Qk, де будь-якi областi Qk i Qj не

мають спiльних внутрiшнiх точок, k 6= j, у кожнiй з яких f
iнтегровна, то в областi Q ця функцiя також iнтегровна, i

∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz =
n∑

k=1

∫∫∫

Qk

f(x, y, z)dxdydz.

4) Якщо функцiя f iнтегровна в областi Q i m ≤
f(x, y, z) ≤ M , (x; y; z) ∈ Q, то

mV (Q) ≤
∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz ≤ MV (Q).

5) Якщо функцiя f неперервна в замкненiй обмеженiй об-
ластi Q, то в цiй областi iснує така точка M0(x0; y0; z0), що

∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz = f(x0, y0, z0)V (Q),

де V (Q) – об’єм тiла Q.
Ця властивiсть називається теоремою про середнє зна-

чення.
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6) Якщо функцiя f iнтегровна в областi Q, то i функцiя
|f | також iнтегровна в Q i правильна нерiвнiсть

∣∣∣
∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz
∣∣∣ ≤

∫∫∫

Q

|f(x, y, z)|dxdydz.

Очевидно, що коли f(x, y, z) = 1, (x; y; z) ∈ Q, то
∫∫∫

Q

dv = V (Q).

Це випливає з того, що у даному випадку будь-яка iнтегральна

сума має вигляд
n∑

k=1

1V (Qk) = V (Q), тобто дорiвнює об’єму

цього тiла.

2.2. Обчислення потрiйного iнтеграла за допо-
могою повторного iнтегрування.

2.2.1. Обчислення потрiйного iнтеграла в декарто-
вих координатах. Обчислення потрiйного iнтеграла зводить-
ся до послiдовного обчислення трьох визначених iнтегралiв.
Припустимо, що областю iнтегрування Q є тiло, яке обмежене
знизу поверхнею z = z1(x, y), зверху – поверхнею z = z2(x, y),
а з бокiв цилiндричною поверхнею. Нехай це тiло проектуєть-
ся на площину Oxy в область D, обмежену лiнiями y = y1(x),
y = y2(x) (y1(x) ≤ y2(x)) i прямими x = a, x = b (a < b) (рис. 1).
Проведемо через точку P (x; y; 0) областi D пряму, паралельну
до осi Oz. Ця пряма зустрiне нижню поверхню z = z1(x, y) в
деякiй точцi M i верхню поверхню z = z2(x, y) в точцi N . Точку
M називають точкою входу, а точку N – точкою виходу, а їхнi
аплiкати позначають вiдповiдно zвх = z1(x, y) i zвих = z2(x, y).

Якщо f(x, y, z) – неперервна функцiя в областi Q, то мож-
на довести, що значення потрiйного iнтеграла визначається за
формулою

∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫

D

( z2(x,y)∫

z1(x,y)

f(x, y, z)dz
)
dxdy. (2)
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З’ясуємо змiст цiєї формули.

+

-

6

Рис. 1

z

O

x

a

b

y

y = y1(x) y = y2(x)
P

M

N

Для того щоб обчислити потрiйний iнтеграл∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz, треба спочатку обчислити визначений

iнтеграл

z2(x,y,z)∫

z1(x,y)

f(x, y, z)dz, вважаючи x i y сталими. Нижньою

межею iнтеграла є аплiката точки M входу zвх = z1(x, y), а
верхнею межею iнтегрування аплiката zвих = z2(x, y) точки
виходу N . Результат цього iнтегрування є функцiя двох
змiнних x i y. Iнтегруючи цю функцiю по областi D, яка
є проекцiєю областi Q на площину Oxy, дiстаємо значення
потрiйного iнтеграла. Якщо скористатися формулою для
обчислення подвiйного iнтеграла в декартових координатах,
то одержимо формулу для обчислення потрiйного iнтеграла в
декартових координатах

∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz =

b∫

a

dx

y2(x)∫

y1(x)

dy

z2(x,y)∫

z1(x,y)

f(x, y, z)dz. (3)

Якщо область Q складнiша, нiж розглянута, то її розбива-
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ють на скiнченну кiлькiсть областей Q1, Q2, . . ., Qk указаного
вигляду i для кожної з них застосовують формулу (3). Тодi
iнтеграл по всiй областi згiдно з властивiстю адитивностi 3)
дорiвнює сумi iнтегралiв по кожнiй з областей Qj .

Приклад 1. Обчислити iнтеграл I =
∫∫∫

Q

xy
√

zdxdydz, де Q –

область, яка обмежена поверхнями z = 0, z = y, y = x2, y = 1.
J Область Q зображена на рис. 2. Її можна подати у виглядi

Q = {(x; y; z) : (x; y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ y}, де D = {(x; y) : −1 ≤ x ≤
1, x2 ≤ y ≤ 1}. Звiвши потрiйний iнтеграл до повторного, дiстанемо

Рис. 2

I =
∫∫

D

dxdy

y∫

0

xy
√

zdz =

1∫

−1

dx

1∫

x2

dy

y∫

0

xy
√

zdz =

=

1∫

−1

xdx

1∫

x2

ydy

y∫

0

z1/2dz =

1∫

−1

xdx

1∫

x2

2
3
yz3/2

∣∣∣∣∣

y

0

dy =
2
3

1∫

−1

xdx

1∫

x2

y5/2dy =

=
2
3

1∫

−1

x2 2
7
y7/2

∣∣∣∣∣

1

x2

dx =
4
21

1∫

−1

x(1− |x|7)dx =

=
4
21

( 1∫

−1

xdx +

0∫

−1

x8dx−
1∫

0

x8dx
)

=
4
21

(x2

2

∣∣∣
1

−1
+

x9

9

∣∣∣
0

−1
− x9

9

∣∣∣
1

0

)
=

=
4
21

(1
2
− 1

2
+

1
9
− 1

9

)
= 0. I
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2.2.2. Замiна змiнних в потрiйному iнтегралi. Анало-
гiчно як i у випадку подвiйного iнтеграла, замiна змiнних в

потрiйному iнтегралi
∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz полягає у переходi

вiд змiнних x, y, z до нових змiнних u, v, w за формулами

x = ϕ(u, v, w), y = ψ(u, v, w), z = χ(u, v, w), (u; v;w) ∈ Ω. (4)

Згiдно з формулами (4) деякiй точцi (x; y; z) ∈ Q вiдповi-
дає точка (u; v; w) ∈ Ω, а кожна точка (u; v; w) ∈ Ω перехо-
дить у деяку точку (x; y; z) ∈ Q. Iншими словами, функцiї (4)
здiйснюють вiдображення областi Ω ∈ R3 на область Q ∈ R3.
Вважатимемо, що вiдображення (4) задовольняє умови:

1) вiдображення (4) взаємно однозначне;
2) функцiї ϕ, ψ i χ мають в областi Ω неперервнi частиннi

похiднi першого порядку;
3) якобiан вiдображення

J(u, v, w) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ

∂u

∂ϕ

∂v

∂ϕ

∂w
∂ψ

∂u

∂ψ

∂v

∂ψ

∂w
∂χ

∂u

∂χ

∂v

∂χ

∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0, (u; v;w) ∈ Ω.

Якщо функцiя f(x, y, z) неперервна в замкненiй обмеженiй
областi Q, а перетворення (4) задовольняє умови 1) – 3), то
правильна формула замiни змiнних у потрiйному iнтегралi

∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz = (5)

=
∫∫∫

Ω

f(ϕ(u, v, w), ψ(u, v, w), χ(u, v, w))|J(u, v, w)|dudvdw.

Зауважимо, що формула (5) має мiсце й тодi, коли умова
неперервностi пiдiнтегральної функцiї f i умови 1) – 3) для
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вiдображення (4) порушуються на множинi нульового об’єму,
наприклад, в окремих точках, на лiнiях або на поверхнях.

Формули (4) можна розглядати як формули переходу до
нових криволiнiйних координат (u, v, w) в областi Q. Поверхнi
u = const , v = const , w = const є координатними поверхнями,
взагалi кажучи, криволiнiйними в просторi (x, y, z). Кривi, на
яких двi криволiнiйнi координати мають сталi значення, i змi-
нюється тiльки одна з координат, є координатними лiнiями.

Найпоширенiшими криволiнiйними координатами є цилiн-
дричнi та сферичнi координати.

У випадку цилiндричних координат формули (4) мають
вигляд

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z,

0 ≤ r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π, −∞ < z < +∞.

Якобiан цього вiдображення

J(r, ϕ, z) =

∣∣∣∣∣∣

cosϕ sinϕ 0
−r sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
cosϕ sinϕ
−r sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r.

Тому формула (5) у цьому випадку набуває вигляду
∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz =

=

β∫

α

dϕ

r2(ϕ)∫

r1(ϕ)

rdr

z2(r cos ϕ,r sin ϕ)∫

z1(r cos ϕ,r sin ϕ)

f(r cos, ϕ, r sinϕ)dz,

де r1(ϕ) = rвх, а r2(ϕ) = rвих.
Приклад 2. Обчислити iнтеграл I =

∫∫∫
Q

z
√

x2 + y2dxdydz, як-

що область Q обмежена цилiндром x2 + y2 = 2x i площинами y = 0,
z = 0, z = a.

J Перейдемо до цилiндричних координат. Рiвняння цилiндра в
цих координатах набуде вигляду r2 cos2 ϕ + r2 sin2 ϕ = 2r cos ϕ або
r2(cos2 ϕ + sin2 ϕ) = 2r cos ϕ, тобто r = 2 cos ϕ. Отже, в областi Q
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координати r, ϕ i z змiнюються так: 0 ≤ r ≤ 2 cos ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
,

0 ≤ z ≤ a. Тому

I =

π/2∫

0

dϕ

2 cos ϕ∫

0

dr

a∫

0

z

√
r2 cos2 ϕ + r2 sin2 ϕ rdz =

=

π/2∫

0

dϕ

2 cos ϕ∫

0

r2dr

a∫

0

zdz =

π/2∫

0

dϕ

2 cos ϕ∫

0

r2 z2

2

∣∣∣∣∣

a

0

dr =

=

π/2∫

0

dϕ

2 cos ϕ∫

0

a2

2
r2dr =

a2

2

π/2∫

0

r3

3

∣∣∣∣∣

2 cos ϕ

0

dϕ =

=
4
3
a2

π/2∫

0

cos3 ϕdϕ =
4
3
a2

π/2∫

0

(1− sin2 ϕ)d(sinϕ) =

=
4
3
a2

(
sin ϕ− sin3 ϕ

3

)∣∣∣∣∣

π/2

0

=
4
3
a2

(
1− 1

3

)
=

8
9
a2. I

Якщо розглянути сферичнi координати, то вiдображення
(4) визначається формулами

x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ,

0 ≤ r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ θ ≤ π,

а якобiан J(r, ϕ, θ) = r2 sin θ.
Формула замiни змiнних у цьому випадку набуває вигляду:

∫∫∫

Q

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫

Ω

f(r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θ)×

×r2 sin θdϕdrdθ.

Приклад 3. Обчислити iнтеграл

I =
∫∫∫

Q

x2dxdydz,
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якщо Q – куля x2 + y2 + z2 ≤ R2.
J Перейдемо до сферичних координат. В областi Q координати

r, ϕ i θ змiнюються так: 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ θ ≤ π. Отже,

I =
∫∫∫

Ω

r4 sin3 θ cos2 ϕdρdϕdθ =

π∫

0

sin3 θdθ×

×
2π∫

0

cos2 ϕdϕ

R∫

0

r4dr = −
π∫

0

(1− cos2 θ)d cos θ

2π∫

0

1 + cos 2ϕ

2
dϕ

r5

5

∣∣∣∣∣

R

0

=

= −
(

cos θ − cos3 θ

3

)∣∣∣∣∣

π

0

1
2

(
ϕ +

sin 2ϕ

2

)∣∣∣∣∣

π

0

R5

5
=

= −
(
− 1 +

1
3
− 1 +

1
3

)1
2

(
2π + 0

)R5

5
=

4πR5

15
. I

2.3. Застосування потрiйного iнтеграла. Опишемо
деякi застосування потрiйного iнтеграла.

Об’єм тiла, що займає область Q, визначається за форму-
лою

V =
∫∫∫

Q

dxdydz.

Якщо густина тiла змiнна, тобто ρ = ρ(x, y, z), то маса тi-
ла, що займає область Q, обчислюється за формулою

m =
∫∫∫

Q

ρ(x, y, z)dxdydz.

Якщо xc, yc, zc є координатами центра маси просторової
областi Q, заповненої масою з густиною ρ(x, y, z), то

xc =
Myz

m
, yc =

Mxz

m
, zc =

Mxy

m
,

де Myz, Mxz, Mxy – статичнi моменти тiла вiдносно коорди-
натних площин

Myz =
∫∫∫

Q

xρ(x, y, z)dxdydz,Mxz =
∫∫∫

Q

yρ(x, y, z)dxdydz,
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Mxy =
∫∫∫

Q

zρ(x, y, z)dxdydz.

Моменти iнерцiї тiла просторової областi Q, заповненої
масою з густиною ρ(x, y, z) вiдносно осей координат дорiвню-
ють вiдповiдно

Ix =
∫∫∫

Q

(y2 + z2)ρ(x, y, z)dxdydz,

Iy =
∫∫∫

Q

(z2 + x2)ρ(x, y, z)dxdydz,

Iz =
∫∫∫

Q

(x2 + y2)ρ(x, y, z)dxdydz.

Приклад 4. Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнею 2z =
x2 + y2 i площиною z = 2 (рис. 3).

J Задане тiло обмежене знизу

параболоїдом z =
1
2
(x2 + y2), звер-

ху площиною z = 2 i проектуєть-
ся в круг x2 + y2 ≤ 4 на площину
Oxy. Введемо цилiндричнi коорди-
нати. Тодi рiвняння параболоїда на-

буде вигляду z =
1
2
r2.

Рис. 3

При цьому 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ ϕ < 2π,
1
2
r2 ≤ z ≤ 2. Отже, об’єм тiла

дорiвнює

V =
∫∫∫

Q

dxdydz =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

rdr

2∫

1
2 r2

dz =

=

2π∫

0

dϕ

2∫

0

rz

∣∣∣∣∣

2

1
2 r2

dr =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

r
(
2− 1

2
r2

)
dr =

= ϕ

∣∣∣∣∣

2π

0

(
2
r2

2
− 1

2
r4

4

)∣∣∣∣∣

2

0

= 2π
(
r2 − r4

8

)∣∣∣∣∣

2

0

= 2π(4− 2) = 4π. I
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Приклад 5. Знайти момент iнерцiї вiдносно осi Oz однорiдної
пiрамiди Q з густиною ρ = 3, яка обмежена площинами x = 0, y = 0,
z = 0, x + y + z = 1 (рис. 4).

J Пiрамiда Q зображена на рисун-
ку 4. Згiдно з описаним вище маємо,
що

Iz =
∫∫∫

Q

(x2 + y2)ρ(x, y, z)dxdydz =

=

1∫

0

dx

1−x∫

0

dy

1−x−y∫

0

(x2 + y2)3dz =

6

-

¼

O

1

1

1

x

y

z

Рис. 4

= 3

1∫

0

dx

1−x∫

0

(x2 + y2)z

∣∣∣∣∣

1−x−y

0

dy = 3

1∫

0

dx

1−x∫

0

(x2 + y2)(1− x− y)dy =

= 3

1∫

0

dx

1−x∫

0

(x2(1− x)− x2y + y2(1− x)− y3)dy =

= 3

1∫

0

(
x2(1− x)y − x2y2

2
+

y3(1− x)
3

− y4

4

)∣∣∣∣∣

1−x

0

dx =

= 3

1∫

0

(
x2(1− x)2 − x2(1− x)2

2
+

(1− x)4

3
− (1− x)4

4

)
dx =

= 3

1∫

0

(x2(1− x)2

2
+

(1− x)4

12

)
dx =

3
12

1∫

0

(7x4−16x3+12x2−4x+1)dx =

=
1
4

(7
5
x5− 16

x4

4
+ 12

x3

3
− 4

x2

2
+ x

)∣∣∣∣∣

1

0

=
1
4

(7
5
− 4 + 4− 2 + 1

)
=

1
10

. I

Приклад 6. Знайти центр маси однорiдного тiла, обмеженого
параболоїдом обертання 2z = 4− x2 − y2 i площиною z = 0 (рис. 5).

J Якщо врахувати симетричнiсть тiла вiдносно координатних
площин Oxz i Oyz, то одержимо, що центр маси лежить на осi Oz
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i, отже, xc = yc = 0. Залишається знайти координату zc, яка визна-
чається формулою

zc =
Mxy

m
.

Обчислимо масу тiла m i ста-
тичний момент Mxy, вважаючи, що
ρ(x, y, z) = 1, (x; y; z) ∈ Q. Для цьо-
го перейдемо до цилiндричної си-
стеми координат. Проекцiєю тiла Q
на площину Oxy є круг x2 + y2 =
4. Тому полярнi координати змiню-
ються так: 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ r ≤ 2,
а змiнна z задовольняє нерiвностi

0 ≤ z ≤ 4− r2

2
.

Рис. 5

Отже,

m =
∫∫∫

Q

dxdydz =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

rdr

4−r2
2∫

0

dz =

=

2π∫

0

dϕ

2∫

0

rz

∣∣∣∣∣

4−r2
2

0

dr =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

r
4− r2

2
dr =

=
1
2
2π

2∫

0

(4r − r3)dr = π
(
4
r2

2
− r4

4

)∣∣∣∣∣

2

0

= π(8− 4) = 4π;

Mxy =
∫∫∫

Q

zdxdydz =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

rdr

4−r2
2∫

0

zdz =

= 2π

2∫

0

r
z2

2

∣∣∣∣∣

4−r2
2

0

dr = π

2∫

0

r
(4− r2

2

)2

dr =

=
π

4

2∫

0

(16r − 8r3 + r5)dr =
π

4

(
16

r2

2
− 8

r4

4
+

r6

6

)∣∣∣∣∣

2

0

=

=
π

4

(
32− 32 +

32
3

)
=

8π

3
.
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Тодi

zc =
8π
3

4π
=

2
3
,

а тому координати центра маси такi: xc = 0, yc = 0, zc =
2
3
. I

Вправи

1. Обчислити iнтеграл:
1) I =

∫∫∫
Q

zdxdydz, де Q – область, яка визначена нерiвностями 0 ≤

x ≤ 1
2
, x ≤ y ≤ 2x, 0 ≤ z ≤

√
1− x2 − y2;

2) I =
∫∫∫
Q

(x + y + z)dxdydz, якщо область Q обмежена площинами

x + y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0;
3) I =

∫∫∫
Q

xy2z3dxdydz, якщо область Q обмежена поверхнями z =

xy, y = x, x = 0, z = 0;
4) I =

∫∫∫
Q

zexdxdydz, якщо область Q обмежена поверхнями x = 1,

x = 2, y2 + z2 = 1, z = 0, де z > 0;
5) I =

∫∫∫
Q

(2x+3y− z)dxdydz, якщо область Q обмежена площинами

z = 0, z = 2, x = 0, y = 0, x + y = 1;

6) I =

3∫

0

dx

2x∫

0

dy

√
xy∫

0

zdz;

7) I =
∫∫∫
Q

xyzdxdydz, де область Q обмежена поверхнями y = x2,

x = y2, z = xy, z = 0;
8) I =

∫∫∫
Q

x3y2zdxdydz, де область Q визначена нерiвностями 0 ≤
x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤ xy;

9) I =

1∫

0

dx

x∫

0

dy

√
x2+y2∫

0

zdz;

10) I =
∫∫∫
Q

zdxdydz, якщо область Q обмежена площинами x+y+z =

1, z = 0, y = 0, x = 0.
2. Перейшовши до цилiндричних координат, обчислити iнте-

грал:

296



1) I =
∫∫∫
Q

x2y2dxdydz, де область Q визначена нерiвностями

x2 + y2 ≤ 2, 0 ≤ z ≤ x2 + y2;
2) I =

∫∫∫
Q

(x2 + y2)dxdydz, де область Q обмежена поверхнями

2z = x2 + y2, z = 2;
3) I =

∫∫∫
Q

((x+y)2−z)dxdydz, якщо область Q обмежена поверхнями

z = 0 i (z − 1)2 = x2 + y2.

3. Перейшовши до сферичних координат, обчислити iнтеграл:
1) I =

∫∫∫
Q

√
x2 + y2 + z2dxdydz, де Q – область, яка обмежена по-

верхнею x2 + y2 + z2 = z;
2) I =

∫∫∫
Q

(x2+y2)dxdydz, якщо область Q – пiвкуля x2+y2+z2 ≤ R2,

z ≥ 0;
3) I =

∫∫∫
Q

√
1 + (x2 + y2 + z2)3/2dxdydz, якщо Q – куля x2 +y2 +z2 ≤

1.
4. Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнями hz = x2+y2, z = h.
5. Знайти координати центра маси тiла, обмеженого площинами

x = 0, z = 0, y = 1, y = 3, x + 2z = 3, якщо густина ρ(x, y, z) ≡ 1.
6. Обчислити масу m прямого круглого цилiндра Q з висотою h

i радiусом основи R, якщо густина ρ в довiльнiй його точцi дорiвнює
вiдстанi r вiд цiєї точки до осi цилiндра, тобто ρ(x, y, z) = r.

Вiдповiдi

1. 1)
7

192
; 2)

1
8
; 3)

1
364

; 4)
2
3
e(e− 1); 5)

2
3
; 6)

81
4
; 7)

1
96

; 8)
1

110
;

9)
1
6
; 10)

1
24

. 2. 1) 8π; 2)
16π

3
; 3)

π

60
. 3. 1)

π

10
; 2)

4
15

πR2; 3)
8π

9
(2
√

2−1).

4.
πh3

2
. 5.

(
1; 2;

1
2

)
. 6.

2πR3h

3
.
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Роздiл 11
Криволiнiйнi iнтеграли

§1. Криволiнiйнi iнтеграли першого роду

1.1. Означення криволiнiйного iнтеграла першо-
го роду. Нехай крива (лiнiя) L задана на площинi Oxy пара-
метричними рiвняннями

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α; β], (1)

тобто складається з усiх точок (x; y), координати x i y яких
задовольняють рiвняння (1). Вважатимемо, що функцiї ϕ i
ψ є неперервними на вiдрiзку [α;β]. Нагадаємо, що крива
L називається простою незамкненою кривою, якщо рiз-
ним значенням параметра t ∈ [α; β] вiдповiдають рiзнi точки
M(ϕ(t);ψ(t)) ∈ L. Якщо ж деякiй точцi M0(x0; y0) ∈ L вiдповi-
дають рiзнi значення параметра t1 i t2, t1 6= t2, {t1, t2} ⊂ [α; β],
тобто x0 = ϕ(t1) = ϕ(t2) i y0 = ψ(t1) = ψ(t2), то вона називаєть-
ся кратною. Проста незамкнена крива не має жодної кратної
точки. Якщо початок кривої L – точка A(ϕ(α);ψ(α)) збiгається
з її кiнцем – точкою B(ϕ(β);ψ(β)), а iншi точки не є кратни-
ми, то L називається простою замкненою кривою. Проста
крива L називається спрямлюваною, якщо iснує скiнченна
границя довжин ламаних, якi вписанi в криву, за умови, що
довжини всiх ланок ламаних прямують до нуля. Ця границя
називається довжиною кривої (лiнiї) L.

Аналогiчнi означення правильнi й для просторової кривої
L, яка задана параметрично рiвняннями

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ [α; β], (2)

в координатному просторi Oxyz.
Нехай L – проста спрямлювана i незамкнена крива, що за-

дана рiвняннями (1), а f(x, y) – функцiя, яка визначена на
цiй кривiй. Розiб’ємо вiдрiзок [α; β] довiльним чином на n ча-
стин точками α = t0 < t1 < . . . < tn = β. При цьому лiнiя
L розiб’ється так само на n частин точками M0(ϕ(t0);ψ(t0)),
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M1(ϕ(t1);ψ(t1)), . . ., Mn(ϕ(tn);ψ(tn)). Позначимо через ∆lk до-

вжину дуги
^

Mk−1Mk. Далi виберемо на кожнiй елементарнiй
дузi

^
Mk−1Mk довiльну точку Nk(ξk, ηk) i складемо iнтеграль-

ну суму

σ =
n∑

k=1

f(ξk, ηk)∆lk.

Якщо iснує скiнченна границя iнтегральної суми σ при
∆l ≡ max

k∈{1,...,n}
∆lk → 0, яка не залежить вiд розбиття лiнiї

L на частини i вiд вибору точки Nk на елементарнiй частинi
^

Mk−1Mk, k ∈ {1, . . . , n}, то її називають криволiнiйним iнте-
гралом першого роду вiд функцiї f по кривiй L i позначають

символом
∫

L

f(x, y)dl.

Отже, ∫

L

f(x, y)dl = lim
∆l→0

n∑

k=1

f(ξk, ηk)∆lk. (3)

Якщо крива L незамкнена, а точки A i B ї ї кiнцi, то
криволiнiйний iнтеграл першого роду позначається символом∫

AB

f(x, y)dl.

У випадку, коли лiнiя L є простою, спрямлюваною i замкне-
ною, тобто A = B, то криволiнiйний iнтеграл першого роду
по цiй кривiй визначають як суму криволiнiйних iнтегралiв по
незамкнених лiнiях AC i CB∫

L

f(x, y)dl =
∫

AC

f(x, y)dl +
∫

CB

f(x, y)dl,

де C – довiльна точка на L.
З означення криволiнiйного iнтеграла першого роду випли-

ває, що вiн не залежить вiд того, в якому напрямку вiд A до B
чи вiд B до A проходиться крива L, тобто∫

AB

f(x, y)dl =
∫

BA

f(x, y)dl.
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Якщо f(x, y) = 1, (x; y) ∈ L, то з рiвностi (3) безпосередньо
випливає, що ∫

AB

dl = l,

де l – довжина кривої AB.
Аналогiчно вводиться поняття криволiнiйного iнтеграла

першого роду i у випадку, коли функцiя f визначена на просто-
ровiй кривiй L, яка задана параметричними рiвняннями (2):

∫

L

f(x, y, z)dl = lim
∆l→0

n∑

k=1

f(ξk, ηk, ζk)∆lk.

1.2. Обчислення криволiнiйного iнтеграла пер-
шого роду за допомогою визначеного iнтеграла.
Крива L, що задана рiвняннями (1), називається гладкою
(кусково-гладкою), якщо функцiї ϕ i ψ мають неперервнi
(кусково-неперервнi) похiднi, якi одночасно не перетворюють-
ся в нуль на [α;β] за винятком, можливо, скiнченного числа
точок. Для такої кривої вiдомо, що вона спрямлювана i її дов-
жина l знаходиться за формулою

l =

β∫

α

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt. (4)

Нехай функцiя f(x, y) ≡ f(M) визначена на кривiй L i непе-
рервна в кожнiй її точцi, тобто

lim
L3M→M0

f(M) = f(M0)

для будь-якої точки M0 ∈ L.
Теорема 1. Якщо L – кусково-гладка крива, задана рiвнян-

нями (1), а функцiя f неперервна в точках кривої L, то iснує
криволiнiйний iнтеграл (3) i правильна рiвнiсть

∫

L

f(x, y)dl =

β∫

α

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt. (5)
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J Доведемо рiвнiсть (5), вважаючи, що криволiнiйний iн-
теграл першого роду вiд неперервної функцiї iснує.

Оскiльки кусково-гладка крива складається iз скiнченно-
го числа гладких кривих, то надалi вважатимемо, що крива є
гладкою i незамкненою.

Розiб’ємо вiдрiзок [α; β] на n частин точками α = t0 < t1 <
. . . < tk−1 < tk < . . . < tn = β. Йому вiдповiдає розбиття
кривої L на n частин точками Mk(ϕ(tk);ψ(tk)), k ∈ {1, . . . , n}.
Знайдемо довжину ∆lk дуги

^
Mk−1Mk за допомогою формули

(4)

∆lk =

tk∫

tk−1

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt, k ∈ {1, . . . , n}.

Згiдно з теоремою про середнє для визначеного iнтеграла
iснує точка τk ∈ [tk−1; tk] така, що

∆lk =
√

(ϕ′(τk))2 + (ψ′(τk))2∆tk, k ∈ {1, . . . , n},

де ∆tk = tk − tk−1.
Розглянемо iнтегральну суму σ, взявши за точку

Nk(ξk; ηk) ∈
^

Mk−1Mk точку, де ξk = ϕ(τk), ηk = ψ(τk),
k ∈ {1, . . . , n}. Тодi одержимо, що

σ =
n∑

k=1

f(ϕ(τk), ψ(τk))
√

(ϕ′(τk))2 + (ψ′(τk))2∆tk.

Цей вираз є iнтегральною сумою визначеного iнтеграла для
неперервної функцiї f(ϕ(t), ψ(t))

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 на вiдрiз-

ку [α; β]. Її границя при λ∗ = max
k∈{1,...,n}

∆tk → 0 дорiвнює визна-

ченому iнтегралу

β∫

α

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt.
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З iншого боку,

lim
λ∗→0

σ =
∫

L

f(x, y)dl,

бо з того, що λ∗ → 0 випливає, що λ → 0.
Тому, згiдно з єдинiстю границi, дiстаємо рiвнiсть (5). I
Зауваження. З формули (5) легко одержуються формули

зведення криволiнiйного iнтеграла першого роду до визначено-
го iнтеграла, коли крива L задана рiвнянням y = y(x), x ∈ [a; b],
або в полярних координатах рiвнянням r = r(θ), θ1 ≤ θ ≤ θ2.

1) Нехай неперервна функцiя f(x, y) визначена на кривiй L,
яка задана рiвнянням y = y(x), x ∈ [a; b]. Якщо функцiя y(x)
неперервно диференцiйовна на [a; b], то має мiсце формула

∫

L

f(x, y)dl =

b∫

a

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x))2dx. (6)

2) Якщо крива L задана в полярних координатах рiвнянням
r = r(θ), θ ∈ [θ1; θ2], i r(θ) має неперервну похiдну на [θ1; θ2], то
для неперервної функцiї f(x, y), визначеної на кривiй L, пра-
вильна рiвнiсть

∫

L

f(x, y)dl =

θ2∫

θ1

f(r(θ) cos θ, r(θ) sin θ)
√

r2(θ) + (r′(θ))2dθ. (7)

У випадку гладкої просторової кривої L, заданої парамет-
ричними рiвняннями (2), для неперервної функцiї f(x, y, z), яка
визначена на L, правильна формула

∫

L

f(x, y, z)dl =

=

β∫

α

f(ϕ(t), ψ(t), χ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 + (χ′(t))2dt. (8)
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Криволiнiйнi iнтеграли першого роду мають властивостi,
якi аналогiчнi властивостям визначеного iнтеграла: лiнiйнiсть,
адитивнiсть, модуль iнтеграла не перевищує iнтеграла вiд мо-
дуля функцiї. Правильна так само формула середнього значен-
ня.

Приклад 1. Обчислити iнтеграл
∫

L

(x − y)dl, де L – вiдрiзок

прямої вiд точки A(0; 0) до точки B(4; 3).

J Рiвняння прямої AB має вигляд
x− 0
4− 0

=
y − 0
3− 0

або y =
3
4
x.

Оскiльки y′ =
3
4
, то, згiдно з формулою (6), маємо

∫

L

(x− y)dl =

4∫

0

(
x− 3

4
x
)√

1 +
9
16

dx =
5
16

4∫

0

xdx =
5
16

x2

2

∣∣∣∣∣

4

0

=
5
2
. I

Приклад 2. Обчислити криволiнiйний iнтеграл першого роду∫
L

(x4/3 + y4/3dl, де L – астроїда x2/3 + y2/3 = a2/3.

J Графiк кривої L зображено на рисунку.
Параметричнi рiвняння астроїди мають

вигляд: x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ [0; 2π].
Оскiльки x′(t) = −3a cos2 t sin t, y′(t) =
3a sin2 t cos t, то x′2 + y′2 = 9a2 cos2 t sin2 t.
Оскiльки x′2 + y′2 = 0 в чотирьох точках

t = 0, t =
π

2
, t = π, t =

3π

2
, то астроїда є

кусково-гладкою кривою.

-

6

t
(x; y)

a

a

−a

−a

x

y

Для обчислення криволiнiйного iнтеграла застосуємо формулу
(5). Тодi

∫

L

(x4/3 + y4/3)dl =

2π∫

0

a4/3(cos4 t + sin4 t)3a| cos t sin t|dt =

= 4 · 3a7/3

π/2∫

0

(cos5 t sin t + sin5 t cos t)dt =

= 12a7/3
(
−

π/2∫

0

cos5 td cos t +

π/2∫

0

sin5 td sin t
)

=
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= 12a7/3
(
− cos6 t

6
+

sin6 t

6

)∣∣∣∣∣

π/2

0

= 4a7/3. I

Приклад 3. Обчислити криволiнiйний iнтеграл першого роду∫
L

√
x2 + y2dl, де L – коло x2 + y2 = ax, a – деяке додатне число.

J Запишемо рiвняння лiнiї L у вигляд
(
x− a

2

)2

+ y2 =
a2

4
. Оче-

видно, що це коло з центром в точцi C
(a

2
; 0

)
i радiуса R =

a

2
.

Перейшовши до полярних координат
x = r cosϕ, y = r sin ϕ, одержимо, що
рiвняння кола набуде вигляду r2 cos2 ϕ +
r2 sin2 ϕ = ar cos ϕ або r = a cosϕ, ϕ ∈[
− π

2
;
π

2

]
.

-

6

x

y

O a

2

Оскiльки
√

x2 + y2 =
√

r2 cos2 ϕ + r2 sin2 ϕ = r,

√
r2(ϕ) + (r′(ϕ))2 =

√
a2 cos2 ϕ + a2 sin2 ϕ = a,

то, згiдно з формулою (7), одержимо

∫

L

√
x2 + y2dl =

π
2∫

−π
2

a cos ϕ·adϕ = a2

π
2∫

−π
2

cosϕdϕ = a2 sin ϕ

∣∣∣∣∣

π
2

−π
2

= 2a2. I

1.3. Застосування криволiнiйних iнтегралiв пер-
шого роду. Нехай L – матерiальна плоска крива, тобто крива
вздовж якої розподiленi маси з лiнiйною густиною ρ(x, y). Тодi
правильнi такi формули:

1) m =
∫

L

ρ(x, y)dl – маса кривої;

2) Mx =
∫

L

yρ(x, y)dl, My =
∫

L

xρ(x, y)dl – статичнi моменти

кривої L вiдносно осей Ox i Oy;

3) xc =
My

m
, yc =

Mx

m
– координати центра маси кривої;
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4) I0 =
∫

L

(x2 + y2)ρ(x, y)dl – момент iнерцiї кривої вiдносно

початку координат (полярний момент iнерцiї);

5) Ix =
∫

L

y2ρ(x, y)dl, Iy =
∫

L

x2ρ(x, y)dl, – моменти iнерцiї

кривої вiдносно осей Ox i Oy.
Приклад 4. Знайти масу m матерiальної кривої L, що задана

рiвнянням y = ln x, x ∈ [1; e], якщо лiнiйна густина ρ(x, y) = kx2, k –
стала.

J Згiдно з формулою для визначення маси кривої маємо m =∫

L

kx2dx. Для обчислення цього iнтеграла скористаємося форму-

лою (6).
Оскiльки

√
1 + (y′(x))2 =

√
1 +

1
x2

=
√

1 + x2

x
,

то

m =

e∫

1

kx2

√
1 + x2

x
dx = k

e∫

1

x(1+x2)1/2dx =
k

2

e∫

1

(1+x2)1/2d(1+x2) =

=
k

2
(1 + x2)3/2

3/2

∣∣∣
e

1
=

k

3
((1 + e2)3/2 − 2

√
2). I

Приклад 5. Знайти центр маси однорiдної циклоїди x = a(t−
sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0;π].

J Оскiльки x′(t) = a(1 − cos t), y′(t) = a sin t,

то
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 =
√

a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t =

a
√

1− 2 cos t + cos2 t + sin2 t = a
√

2(1− cos t) = a

√
4 sin2 t

2
=

2a sin
t

2
, t ∈ [0;π].

Тодi

m =
∫

L

ρ(x, y)dl =

π∫

0

ρ02a sin
t

2
dt = 2aρ0

− cos t
2

1/2

∣∣∣∣∣

π

0

=

305



= 4aρ0

(
− cos

π

2
+ cos 0

)
= 4aρ0;

xc =
My

m
=

1
4aρ0

∫

L

xdl =
1

4aρ0

π∫

0

ρ0a
(
t− sin t

)
2a sin

t

2
dt =

=
a

2

π∫

0

(t− sin t) sin
t

2
dt =

a

2

( π∫

0

t sin
t

2
dt−

π∫

0

sin
t

2
sin tdt

)
=

=
a

2

(
−2

π∫

0

td cos
t

2
−2

π∫

0

sin2 t

2
cos

t

2
dt

)
= a

(
− t cos

t

2

∣∣∣
π

0
+

π∫

0

cos
t

2
dt−

−2

π∫

0

sin2 t

2
d sin

t

2

)
= a

(
2 sin

t

2

∣∣∣
π

0
− 2

3
sin3 t

2

∣∣∣
π

0

)
= a

(
2− 2

3

)
=

4a

3
;

yc =
Mx

m
=

1
4aρ0

∫

L

ydl =
1

4aρ0

π∫

0

ρ0a(1− cos t)2a sin
t

2
dt =

=
a

2

π∫

0

(1−cos t) sin
t

2
dt =

a

2
2

π∫

0

sin3 t

2
dt = −2a

π∫

0

(
1−cos2

t

2

)
d cos

t

2
=

= −2a
( π∫

0

d cos
t

2
−

π∫

0

cos2
t

2
d cos

t

2

)
= −2a

(
cos

t

2

∣∣∣
π

0
− cos3 t

2

3

∣∣∣
π

0

)
=

= −2a
(
− 1 +

1
3

)
=

4a

3
.

Отже, центр маси дуги L має координати xc =
4a

3
, yc =

4a

3
.I
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§2. Криволiнiйнi iнтеграли другого роду

2.1. Означення криволiнiйного iнтеграла друго-
го роду. Нехай AB проста спрямлювана i незамкнена крива
на площинi Oxy, яка визначена параметричними рiвняннями

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α; β],

де A(ϕ(α);ψ(α)), B(ϕ(β);ψ(β)). Вважатимемо що на лiнiї AB
вибрано такий напрямок руху, при якому A є початковою точ-
кою, а B – кiнцевою, що вiдображено в позначеннi AB кривої.

Розглянемо на кривiй AB двi обмеженi функцiї P (x, y) i
Q(x, y). Розiб’ємо вiдрiзок [α; β] на n частин точками α = t0 <
t1 < . . . < tn = β. При цьому крива AB розiб’ється на n частин
точками A = M0, M1, . . ., Mn = B у напрямку вiд A до B.
Нехай (xk; yk) – координати точки Mk, ∆xk = xk−xk−1, ∆yk =

yk − yk−1, ∆lk – довжина дуги
^

Mk−1Mk, ∆l = max
k∈{1,...,n}

∆lk.

На кожнiй елементарнiй дузi
^

Mk−1Mk вiзьмемо деяку точку
Nk(ξk; ηk) i складемо двi iнтегральнi суми:

σ1 =
n∑

k=1

P (ξk, ηk)∆xk,

σ2 =
n∑

k=1

Q(ξk, ηk)∆yk.

Якщо iснують скiнченнi границi

lim
∆l→0

σ1 = I1, lim
∆l→0

σ2 = I2,

якi не залежать нi вiд розбиття, нi вiд вибору точки Nk на
елементарнiй дузi

^
Mk−1Mk, k ∈ {1, . . . , n}, то вони називаються

криволiнiйним iнтегралом другого роду i позначаються
вiдповiдно символом

I1 =
∫

AB

P (x, y)dx i I2 =
∫

AB

Q(x, y)dy.
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Сума I1 + I2 називається загальним криволiнiйним iн-
тегралом другого роду i записується у виглядi

∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy. (9)

З означення криволiнiйного iнтеграла другого роду випли-
ває, що при змiнi напрямку обходу кривої AB змiнюється знак
iнтеграла, тобто

∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = −
∫

BA

P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

Якщо крива AB є замкненою, тобто точка A збiгається з
точкою B, то для неї iснує два напрямки обходу. Якщо область,
яка лежить всерединi контура, залишається злiва вiдносно точ-
ки, що рухається по кривiй, то такий напрямок обходу контура
L назвемо додатним, а протилежний до нього – вiд’ємним.
Iнтеграл (9) по замкненому контуру L в додатному напрямку
позначають символом

∮

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

i визначають як суму двох iнтегралiв по незамкнених контурах,
якi утворюють L.

Аналогiчно визначається криволiнiйний iнтеграл другого
роду ∫

AB

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz (10)

для випадку просторової кривої, яка задана параметрично рiв-
няннями

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ [α; β],

де A(ϕ(α);ψ(α);χ(α)), B(ϕ(β);ψ(β);χ(β)).
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2.2. Обчислення криволiнiйного iнтеграла дру-
гого роду за допомогою визначеного iнтеграла.

Теорема 2. Якщо AB – кусково-гладка крива, яка задана
рiвняннями x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α; β], а функцiї P (x, y) i
Q(x, y) неперервнi вздовж кривої AB, то iснує iнтеграл (9) i
правильна рiвнiсть

∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

β∫

α

(P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)+

+Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t))dt. (11)

У цiй формулi точка A(ϕ(α);ψ(α)) є початком, а точка
B(ϕ(β);ψ(β)) – кiнцем лiнiї L.

J Опустимо доведення iснування iнтеграла (9), а доведемо
правильнiсть формули (11). Для цього досить довести окремо
такi двi рiвностi:

∫

AB

P (x, y)dx =

β∫

α

P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)dt, (11′)

∫

AB

Q(x, y)dy =

β∫

α

Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)dt. (11′′)

Доведемо рiвнiсть (11′), бо рiвнiсть (11′′) доводиться ана-
логiчно. Вважатимемо, що крива AB є гладкою незамкненою
кривою. Розглянемо довiльне розбиття вiдрiзка [α; β] точка-
ми α = t0 < t1 < . . . < tk−1 < tk < . . . < tn = β.
Цьому розбиттю вiдповiдає розбиття кривої AB на части-
ни точками A = M0, M1, . . ., Mk−1, Mk, . . ., Mn = B, де
Mk(ϕ(tk);ψ(tk)), k ∈ {0, 1, . . . , n}. Нехай ∆tk = tk − tk−1, то-

дi ∆xk = ϕ(tk) − ϕ(tk−1) =

tk∫

tk−1

ϕ′(t)dt, k ∈ {1, . . . , n}. Якщо

скористатися теоремою про середнє, то одержимо, що

∆xk = ϕ′(τk)∆tk,
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де τk – деяка точка з вiдрiзка [tk−1; tk], k ∈ {1, . . . , n}.
Введемо позначення λ∗ = max

k∈{1,...,n}
∆tk, λ = max

k∈{1,...,n}
∆xk.

Можна довести, що коли λ∗ → 0, то й λ → 0.
В iнтегральнiй сумi σ1 за точку Nk вiзьмемо точку з коор-

динатами ξk = ϕ(τk), ηk = ψ(τk), k ∈ {1, . . . , n}. Тодi

σ1 =
n∑

k=1

P (ϕ(τk), ψ(τk))ϕ′(τk)∆tk.

Ця сума є iнтегральною сумою для визначеного iнтеграла вiд
неперервної функцiї P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) на вiдрiзку [α;β], а тому

lim
λ∗→0

σ1 =

β∫

α

P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)dt.

З iншого боку, згiдно з означенням криволiнiйного iнтегра-
ла другого роду

lim
λ→0

σ1 =
∫

AB

P (x, y)dx.

Оскiльки границя єдина, то маємо рiвнiсть

∫

AB

P (x, y)dx =

β∫

α

P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)dt. I

Якщо крива AB задана рiвнянням y = y(x), x ∈ [a; b], i має
кусково-неперервну похiдну, а функцiї P (x, y) i Q(x, y) непере-
рвнi вздовж кривої AB, то iснує iнтеграл (9) i має мiсце фор-
мула

∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =

b∫

a

(P (x, y(x)) + Q(x, y(x))y′(x))dx,

(12)
де A = A(a; y(a)), B = (b; y(b)).
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Зауваження. Криволiнiйнi iнтеграли другого порядку ма-
ють властивостi лiнiйностi й адитивностi, але теорема про оцiн-
ку модуля iнтеграла i формула середнього значення неправиль-
нi.

Приклад 1. Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду∫

L

(x2 − 2xy)dx + (y2 − 2xy)dy, де L – парабола y = x2, x ∈ [−1; 1] з

початком в точцi A(−1; 1) i кiнцем B(1; 1).
J Скористаємося формулою (12), пiдставивши в пiдiнтегральний

вираз y = x2 i dy = 2xdx. Тодi одержимо, що

I =

1∫

−1

(x2 − 2x3 + (x4 − 2x3)2x)dx =

=

1∫

−1

(x2 − 2x3 + 2x5 − 4x4)dx =
(x3

3
− 2

4
x4 +

2
6
x6 − 4

x5

5

)∣∣∣∣∣

1

−1

=

=
(x3

3
− x4

2
+

x6

3
− 4x5

5

)∣∣∣∣∣

1

−1

=

=
1
3
− 1

2
+

1
3
− 4

5
+

1
3

+
1
2
− 1

3
− 4

5
=

2
3
− 8

5
= −14

15
. I

Приклад 2. Обчислити iнтеграл I =
∫

L

x2ydy − y2xdx, якщо

крива L задана параметрично рiвняннями x =
√

cos t, y =
√

sin t,
t ∈

[
0;

π

2

]
з початком в точцi A(1; 0) i кiнцем в точцi B(0; 1).

J Маємо dx =
1

2
√

cos t
(− sin t)dt, dy =

1
2
√

sin t
cos tdt. Тому

I =

π/2∫

0

(
cos t

√
sin t

cos t

2
√

sin t
+ sin t

√
cos t

sin t

2
√

cos t

)
dt =

=

π/2∫

0

(cos2 t + sin2 t)
1
2
dt =

1
2
t
∣∣∣
π/2

0
=

π

4
. I

311



2.3. Зв’язок мiж криволiнiйними iнтегралами
першого i другого роду.

Теорема 3. Нехай AB – кусково-гладка крива, яка зада-
на рiвняннями x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α;β], функцiї P (x, y)
i Q(x, y) неперервнi вздовж кривої AB i −→τ = (cosα; sinα) –
одиничний дотичний вектор до кривої AB в точцi M(x; y),
причому напрямок −→τ вiдповiдає напрямку руху вiд A до B, де
α – кут мiж вектором −→τ в точцi M(x; y) i вiссю Ox. Тодi
має мiсце рiвнiсть

∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫

AB

(P (x, y) cos α + Q(x, y) sinα)dl

або ∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫

AB

−→a −→τ dl, (13)

де −→a = P (x, y)−→i + Q(x, y)−→j .
У випадку просторової кривої формула (13) має вигляд

∫

AB

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz =

=
∫

AB

(P (x, y, z) cos α + Q(x, y, z) cos β + R(x, y, z) cos γ)dl =

=
∫

AB

−→a −→τ dl, (14)

де −→a = P (x, y, z)−→i + Q(x, y, z)−→j + R(x, y, z)−→k , −→τ = cos α
−→
i +

cosβ
−→
j + cos γ

−→
k , де α, β, γ – кути мiж дотичним вектором −→τ

до кривої AB в точцi M(x; y; z) i осями Ox, Oy, Oz.
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2.4. Застосування криволiнiйних iнтегралiв дру-
гого роду.

1) Робота сили −→F (x, y) = P (x, y)−→i + Q(x, y)−→j при перемi-
щеннi матерiальної точки одиничної маси з точки A в точку B
вздовж кривої AB знаходиться за формулою

∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

Якщо крива AB замкнена, то цей iнтеграл називається
циркуляцiєю векторного поля −→F вздовж замкненого контура
L.

Так само обчислюється робота сили i циркуляцiя при пере-
мiщеннi матерiальної точки вздовж просторової кривої.

2) Нехай −→c = (u(x, y); v(x, y)) – швидкiсть потоку нестисне-
ної рiдини в точцi M(x; y). Тодi кiлькiсть q рiдини, що витiкає
за одиницю часу з областi Ω, обмеженої гладким контуром L,
дорiвнює

q =
∮

L

−→c −→n dl,

де −→n – вектор зовнiшньої нормалi до
кривої L в точцi M(x; y). Якщо напря-
мок дотичного вектора −→τ до кривої L
вiдповiдає додатному напрямку обходу
кривої i α – кут мiж вектором −→τ i вiссю
Ox, то

I
-

± O

3
1

−→n

L

−→c

−→n =
(

cos
(
α− π

2

)
; sin

(
α− π

2

))
= (sinα;− cosα),

−→c −→n = u(x, y) sinα− v(x, y) cosα.

Тодi

q =
∮

L

(u(x, y) sinα− v(x, y) cos α)dl =
∮

L

udy − vdx.
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Приклад 3. Обчислити циркуляцiю векторного поля −→
F =

x
−→
i + 2y

−→
j + z

−→
k , вздовж кола L, утвореного перерiзом цилiндра

x2 +y2 = 1 площиною z = 1, яке проходиться в додатному напрямку.
J Запишемо параметричнi рiвняння кола L:

x = cos t, y = sin t, z = 1, t ∈ [0; 2π].

Оскiльки x′(t) = − sin t, y′(t) = cos t, z′ = 0, то

∮

L

(xdx + 2ydy + zdz) =

2π∫

0

(cos t(− sin t) + 2 sin t cos t + 0)dt =

=

2π∫

0

sin t cos tdt =

2π∫

0

sin td sin t =
sin2 t

2

∣∣∣
2π

0
= 0,

тобто циркуляцiя вектора −→F = x
−→
i + 2y

−→
j + z

−→
k вздовж контура L

дорiвнює нулю. I

2.5. Формула Грiна. Умови незалежностi кри-
волiнiйного iнтеграла другого роду вiд шляху iн-
тегрування.

2.5.1. Поняття простої областi. На рис. 1,а) зображена
замкнена область D1, яка обмежена знизу i зверху кусково-
гладкими кривими y = y1(x) i y = y2(x), x ∈ [a; b], а злiва i
справа вiдрiзками прямих x = a i x = b.

-

6

O x

y

a b

D1

-

6

c

d

D2

O x

y

Рис. 1а) б)

Така область називається y-трапецiєвидною або областю
першого типу (див. §2, роздiл 10). Аналогiчно визначається x-
трапецiєвидна область (рис. 1, б)) або область другого типу
(див. §2, роздiл 10). Замкнену область D назвемо простою, як-
що її можна розбити на скiнченне число як x-трапецiєвидних,
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так i y-трапецiєвидних областей. При цьому жоднi двi областi
не мають спiльних внутрiшнiх точок. Прикладами простих об-
ластей є круг, прямокутник, кiльце. На рис. 2, а) показано
розбиття кiльця на y–трапецiєвиднi, а на рис. 2, б) – на x-
трапецiєвиднi областi. Стрiлками вказано додатний напрямок
обходу межi кiльця.

µ
ª

?

6

?
6

µ
ª

а) б)Рис. 2

2.5.2. Формула Грiна.
Теорема 4. Нехай функцiї P (x, y) i Q(x, y) та їхнi частин-

нi похiднi ∂P (x,y)
∂y i ∂Q(x,y)

∂x неперервнi в простiй областi D. Тодi
правильна рiвнiсть
∮

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =
∫∫

D

(∂Q(x, y)
∂x

−∂P (x, y)
∂y

)
dxdy, (15)

де криволiнiйний iнтеграл береться по межi L областi D у
додатному напрямку.

J Розглянемо спочатку випадок, коли область D є y-
трапецiєвидною (рис. 3). Вона обмежена знизу кусково-
гладкою кривою FA, рiвняння якої y = y1(x), зверху – кривою
BC, яка має рiвняння y = y2(x), а з бокiв – вiдрiзками прямих
CF (рiвняння x = a) i AB (рiвняння x = b).

Очевидно, що межа L областi D
є об’єднанням цих лiнiй. Обчис-
лимо подвiйний iнтеграл по об-
ластi D вiд неперервної функцiї
∂P (x, y)

∂y
, звiвши його до повтор-

ного, i внутрiшнiй iнтеграл знай-
шовши за формулою Ньютона-
Лейбнiца. Маємо

-

6

¾

-

? 6
O x

y

A

B

C

F

a b

D

y = y2(x)

y = y1(x)
Рис. 3
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∫∫

D

∂P (x, y)
∂y

dxdy =

b∫

a

( y2(x)∫

y1(x)

∂P (x, y)
∂y

dy
)
dx =

=

b∫

a

(
P (x, y)

∣∣∣
y=y2(x)

y=y1(x)

)
dx =

b∫

a

P (x, y2(x))dx−
b∫

a

P (x, y1(x))dx.

Визначенi iнтеграли, якi стоять справа у цiй рiвностi можна
подати у виглядi криволiнiйних iнтегралiв другого роду, а саме:

b∫

a

P (x, y2(x))dx = −
∫

BC

P (x, y)dx,

b∫

a

P (x, y1(x))dx =
∫

FA

P (x, y)dx.

Тому
∫∫

D

∂P (x, y)
∂y

dxdy = −
∫

FA

P (x, y)dx−
∫

BC

P (x, y)dx.

Розглянемо ще криволiнiйнi iнтеграли другого роду∫

AB

P (x, y)dx i
∫

CF

P (x, y)dx. Вони обидва дорiвнюють нулю, бо

на AB абсциса x = b, а на CF – x = a i тому dx = 0.

Отже, подвiйний iнтеграл
∫∫

D

∂P (x, y)
∂y

dxdy можна вирази-

ти через криволiнiйний iнтеграл другого роду по всiй межi L
областi D:

∫∫

D

∂P (x, y)
∂y

dxdy = −
( ∫

PA

P (x, y)dx +
∫

BC

P (x, y)dx+

+
∫

AB

P (x, y)dx +
∫

CF

P (x, y)dx
)

= −
∮

L

P (x, y)dx,
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де крива L проходиться у додатному напрямку.
Тому для довiльної y-трапецiєвидної областi D правильна

рiвнiсть ∫∫

D

∂P (x, y)
∂y

dxdy = −
∮

L

P (x, y)dx. (16)

Нехай область D є простою, тобто об’єднанням скiнченного
числа y-трапецiєвидних областей (рис. 4). Очевидно, що вiдрi-
зок AC розбиває область D на три частини D1, D2, D3, кожна
з яких є y-трапецiєвидною. Доведемо, що формула (16) пра-
вильна i в цьому випадку.

Для областi D1, згiдно з формулою (16), маємо
∫∫

D1

∂P (x, y)
∂y

dxdy = −
∫

L1

P (x, y)dx−
∫

CF

P (x, y)dx−

−
∫

FA

P (x, y)dx, (17)

де L1 – крива ABC, яка
проходиться у додатно-
му напрямку. Аналогiчно
для областей D2 i D3

-

6

R

ª

6

B

6

6?

?
D3

D2

D1

O

F

M

K

y

C

A Рис. 4

x

∫∫

D2

∂P (x, y)
∂y

dxdy = −
∫

L2

P (x, y)dx−
∫

FC

P (x, y)dx, (18)

∫∫

D3

∂P (x, y)
∂y

dxdy = −
∫

L3

P (x, y)dx−
∫

AF

P (x, y)dx, (19)

де L2 – крива CKF , а L3 – крива FMA, якi проходяться у
додатному напрямку.

Якщо додати лiвi та правi частини рiвностей (17) – (19), то,
згiдно з властивiстю адитивностi, сума трьох подвiйних iнте-

гралiв по областях D1, D2 i D3 дає iнтеграл
∫∫

D

∂P (x, y)
∂y

dxdy,
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а сума правих частин дає iнтеграл –
∮

L

P (x, y)dx, бо криволiнiй-

нi iнтеграли по вiдрiзках CF i FA взаємно знищуються. Отже,
∫∫

D

∂P (x, y)
∂y

dxdy = −
( ∫

L1

P (x, y)dx+

+
∫

L2

P (x, y)dx +
∫

L3

P (x, y)dx
)

= −
∮

L

P (x, y)dx,

тобто формула (16) правильна для довiльної простої областi D.
Розглянувши x-трапецiєвидну область D, аналогiчно як у

попередньому випадку матимемо
∫∫

D

∂Q(x, y)
∂x

dxdy =
∮

L

Q(x, y)dy. (20)

Легко доводиться, що ця формула правильна також i для
довiльної простої областi D.

Оскiльки формули (16) i (20) правильнi для довiльної про-
стої областi, то, додавши їх, одержимо формулу

∫∫

D

(∂Q(x, y)
∂x

− ∂P (x, y)
∂y

)
dxdy =

∮

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy,

яка називається формулою Грiна. I
Можна довести, що формула Грiна правильна й тодi, коли

D не обов’язково проста. Вона може бути довiльною обмеже-
ною областю з кусково-гладкою межею.

Якщо у формулi Грiна взяти Q(x, y) =
x

2
, P (x, y) = −y

2
i

врахувати, що
∫∫

D

dxdy = S(D), то отримаємо формулу для

знаходження площi S(D) областi D за допомогою криволiнiй-
ного iнтеграла

S(D) =
1
2

∮

L

xdy − ydx. (21)
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Приклад 4. Обчислити площу фiгури, обмеженої астроїдою
x = a cos3 t, y = b sin3 t, t ∈ [0; 2π].

J Скориставшись формулою (21), одержимо

S =
1
2

∮

L

xdy−ydx =
1
2

2π∫

0

(a cos3 t 3b sin2 t cos t+b sin3 t 3a cos3 t sin t)dt =

=
3ab

2

2π∫

0

sin2 t cos2 t(cos2 t + sin2 t)dt =

=
3ab

2

2π∫

0

sin2 t cos2 tdt =
3ab

8

2π∫

0

sin2 2tdt =
3ab

8

2π∫

0

1− cos 4t

2
dt =

=
3ab

16

( 2π∫

0

dt−
2π∫

0

cos 4tdt
)

=
3ab

16

(
t
∣∣∣
2π

0
− sin 4t

4

∣∣∣
2π

0

)
=

3abπ

8
. I

2.5.3. Умови незалежностi криволiнiйного iнте-
грала другого роду вiд шляху iнтегрування. Може
трапитися, що криволiнiйний iнтеграл другого роду має те са-
ме значення для будь-якої кусково-гладкої кривої, що з’єднує
точки A i B. У цьому випадку кажуть, що криволiнiйний iнте-
грал другого роду не залежить вiд шляху iнтегрування,
тобто не залежить вiд вибору кривої, яка з’єднує двi заданi
точки A i B, а залежить тiльки вiд самих цих точок.

Для формулювання умов, при виконаннi яких криволiнiй-
ний iнтеграл другого роду не залежить вiд шляху iнтегруван-
ня, введемо поняття однозв’язної областi.

Область D на площинi називається однозв’язною, якщо
для довiльного замкненого контуру, який лежить в цiй областi,
обмежена ним частина площини повнiстю належить областi D.

Прикладами однозв’язних областей є круг, прямокутник, а
прикладом неоднозв’язної областi – кiльце.

Теорема 5. 1) Нехай функцiї P (x, y) i Q(x, y) неперервнi в
областi D. Тодi наступнi три умови еквiвалентнi, тобто iз
кожної з них випливають двi iншi:
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а) для довiльного замкненого кусково-гладкого контура Γ,
розмiщеного в областi D, правильна рiвнiсть

∮

Γ

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.

б) для довiльних двох точок A i B з областi D криволiнiй-

ний iнтеграл
∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy не залежить вiд шляху

iнтегрування, розмiщеного в областi D.
в) вираз P (x, y)dx+Q(x, y)dy є повним диференцiалом, тоб-

то в областi D iснує функцiя u(M) = u(x, y) така, що

du(x, y) = P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

При цьому для довiльної кусково-гладкої кривої AB, що ле-
жить в областi D, має мiсце рiвнiсть

∫

AB

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = u(B)− u(A).

2) Нехай D – однозв’язна область, а P i Q мають в областi

D неперервнi частиннi похiднi
∂P

∂y
i

∂Q

∂x
. Тодi кожна з умов

а) – в) еквiвалентна умовi:
г) в областi D виконується рiвнiсть

∂P (x, y)
∂y

=
∂Q(x, y)

∂x
.

Зауваження. Функцiя u(x, y) з умови в) знаходиться за
формулою

u(x, y) =

(x;y)∫

(x0;y0)

P (t, s)dt + Q(t, s)ds + C,

де iнтеграл в правiй частинi є криволiнiйним iнтегралом друго-
го роду по довiльнiй кривiй Γ, яка лежить в областi D i з’єднує
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певну фiксовану точку (x0; y0) з точкою (x; y), а C – довiльна
стала. За криву Γ у багатьох випадках зручно брати ламану,
яка складається з двох вiдрiзкiв, паралельних до координатних
осей.

Тодi

u(x, y) =

(x;y0)∫

(x0;y0)

P (t, s)dt+

+
(x;y)∫

(x;y0)

Q(t, s)ds + C =
-

6

- 6

(x0; y0) (x; y0)

(x; y)

xO

y

=

x∫

x0

P (t, y0)dt +

y∫

y0

Q(x, s)ds + C.

Приклад 5. Знайти сукупнiсть первiсних для диференцiаль-
ного виразу (x2 + y2)dx + 2xydy.

J Маємо P (x, y) = x2 + y2, Q(x, y) = 2xy. Оскiльки
∂P

∂y
= 2y,

∂Q

∂x
= 2y, то умова

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
виконується в усiй площинi Oxy.

Отже,

u(x, y) =

(x;y)∫

(x0;y0)

(t2 + s2)dt + 2tsds + C.

За початкову точку (x0; y0) вiзьмемо (0; 0) – початок координат.
Тодi

u(x, y) =

(x;y)∫

(0;0)

(t2 + s2)dt + 2tsds + C =

x∫

0

(t2 + 02)dt +

y∫

0

2xsds + C =

=
t3

3

∣∣∣
x

0
+ 2x

s2

2

∣∣∣
y

0
+ C =

x3

3
+ xy2 + C.

Отже, u(x, y) =
x3

3
+xy2 +C i визначає сукупнiсть усiх первiсних

для заданого диференцiального виразу. I
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Вправи

1. Обчислити криволiнiйний iнтеграл першого роду:

1)
∫

L

(x+y)dl, де L – контур трикутника з вершинами O(0; 0), A(1; 0)

i B(0; 1);

2)
∫

L

y2dl, де L – арка циклоїди x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t),

0 ≤ t ≤ 2π;

3)
∫

L

e
√

x2+y2
dl, де L – межа кругового сектора

{
(r; ϕ) : 0 ≤ r ≤

a, 0 ≤ ϕ ≤ π

4

}
, r i ϕ – полярнi координати;

4)
∫

L

ydl√
x
, якщо L – дуга напiвкубiчної параболи y2 =

4
9
x3 вiд точки

A(3; 2
√

3) до точки B
(
8;

32
√

2
3

)
;

5)
∫

L

dl

x− y
, де L – вiдрiзок прямої y =

1
2
x − 2, що мiститься мiж

точками A(0;−2) i B(4; 0);

6)
∫

L

(2z−
√

x2 + y2)dl, де L – перший виток конiчної гвинтової лiнiї

x = t cos t, y = t sin t, z = t, t ∈ [0; 2π];

7)
∫

L

(x2 + y2)4dl, де L – коло x2 + y2 = a2.

2. Знайти масу матерiальної кривої L з лiнiйною густиною
ρ(x, y, z), якщо:
1) L: x = e−t cos t, y = e−t sin t, z = e−t, t ∈ [0; ln 3], ρ(x, y, z) = ρ0;

2) L: x = t, y =
t2

2
, z =

t3

3
, t ∈ [0; 1], ρ(x, y, z) =

√
2y.

3. Знайти координати центра маси однорiдної меншої дуги кола
x2 + y2 = 4, що з’єднує точки A(2; 0) i B(−1;

√
3).

4. Знайти полярний момент iнерцiї I0 =
∫

L

(x2 + y2)dl вiдносно

точки O(0; 0), якщо L – квадрат, який утворений вiдрiзками прямих
x = ±a, y = ±a.

5. Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду:
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2)
∫

AB

(4x + y)dx + (x + 4y)dy, де крива AB задана рiвнянням y = x4,

A(1; 1), B(−1; 1);

2)
∫

L

xdy − ydx, де L – дуга параболи y = x3, x ∈ [0; 2] вiд точки

A(0; 0) до точки B(2; 8);

3)
∫

L

dy

x
− dx

y
, якщо L – чверть кола x = r cos t, y = r sin t, яке

обходиться проти годинникової стрiлки;

4)
∫

L

y2dx + x2dy, де L – верхня половина елiпса
x2

a2
+

y2

b2
= 1, який

обходиться за годинниковою стрiлкою;

5)
∫

L

(y2 − z2)dx + 2yzdy − x2dz, де L – крива x = t, y = t2, z = t3,

0 ≤ t ≤ 1, яка обходиться у напрямку зростання параметра t;

6)
∫

L

(2− y)dx + xdy, де L – арка циклоїди x = t− sin t, y = 1− cos t,

0 ≤ t ≤ 2π, початок якої вiдповiдає значенню параметра t = 0, а
кiнець – t = 2π;

7)
∫

L

ydx + zdy + xdz, де L – виток гвинтової лiнiї x = cos t, y = sin t,

z = t, t ∈ [0; 2π], яка обходиться у напрямку зростання параметра t.
6. Знайти роботу сили −→F вздовж кривої AB, якщо:

1) −→F = (y;−x), AB – коло x2 + y2 = 1, яке обходиться за ходом го-

динникової стрiлки вiд точки A
(
− 1√

2
;− 1√

2

)
до точки B

( 1√
2
;

1√
2

)
;

2) −→F = (z;−x; y), AB – виток гвинтової лiнiї x = a cos t, y = b sin t,
z = ct, t ∈ [0; 2π], A(a; 0; 0), B(a; 0; 2π).

7. Обчислити площу фiгури, обмеженої кривими y = x2, x = y2,
8xy = 1, яка прилягає до початку координат.

8. Обчислити площу фiгури, обмеженої елiпсом x = a cos t, y =
b sin t, t ∈ [0; 2π].

9. Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду, застосував-
ши формулу Грiна:

1)
∮

L

xy2dy − x2ydx, де L – коло x2 + y2 = R2, яке обходиться проти

годинникової стрiлки;
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2)
∮

L

(x + y)dx− (x− y)dy, де L – елiпс
x2

a2
+

y2

b2
= 1, який обходиться

проти годинникової стрiлки.
10. Знайти функцiю u(x, y), якщо:

1) du(x, y) = (x2 + 2xy − y2)dx + (x2 − 2xy − y2)dy;
2) du(x, y) = ex(ey(x− y + 2) + y)dx + ex(ey(x− y) + 1)dy.

Вiдповiдi

1. 1) 1 +
√

2; 2)
256a3

15
; 3) 2(ea − 1) +

πa

4
ea; 4)

2152
45

; 5)
√

5 ln 2;

6)
2
√

2
3

(
√

(1 + 2π2)3 − 1). Скористатися тим, що dl =
√

t2 + 2dt;

7) 2πa2. Покласти x = a cos t, y = a sin t.

2. 1)
2ρ0√

3
; 2)

1
8

(
3
√

3− 1 +
3
2

ln
3 + 2

√
3

3

)
.

3. x0 =
3
√

3
2π

, y0 =
9
2π

. Перейти до параметричної форми запису

дуги кола: x = 2 cos t, y = 2 sin t, t ∈
[
0;

2π

3

]
.

4.
32a3

3
.

5. 1) −2; 2) 8; 3) π; 4)
4
3
ab2. Зробити замiну x = a cos t, y = b sin t;

5)
1
35

; 6) −πa2; 7) −π.
6. 1) π; 2) πa(2c− b).

7.
1 + 3 ln 2

24
.

8. πab.

9. 1)
πR4

2
; 2) −2πab.

10. 1) u(x, y) =
x3

3
+ x2y − xy2 − y3

3
+ C; 2) u(x, y) = (x + 1)ex −

1 + exy + ex+y(x− y + 1)− (x + 1)ex + C.
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Роздiл 12
Поверхневi iнтеграли

§1. Площа поверхнi

1.1. Основнi поняття й означення. У попереднiх
роздiлах розглядалася поверхня S в просторi R3, яка є гра-
фiком неперервної функцiї

z = f(x, y), (x; y) ∈ D. (1)

Задання поверхнi рiвнянням (1), а також рiвнянням

x = f(y, z), (y; z) ∈ D1, (1′)

або рiвнянням
y = f(x, z), (x; z) ∈ D2, (1′′)

називається явним.
Поверхню S можна задати рiвнянням

F (x, y, z) = 0, (2)

не розв’язаним вiдносно жодної iз змiнних. Таке задання на-
зивається неявним. При цьому поверхня S є множиною всiх
точок, координати яких задовольняють рiвняння (2). Напри-
клад, рiвняння

x2 + y2 + z2 −R2 = 0 (3)

задає сферу радiуса R з центром в початку координат.
Крiм того, поверхню S можна задавати параметрично:

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v), (u; v) ∈ Ω, (4)

де ϕ, ψ, χ – неперервнi функцiї в областi Ω. Змiннi u, v
називаються параметрами. За формулами (4) кожнiй точцi
(u; v) ∈ Ω ставиться у вiдповiднiсть деяка точка (x; y; z) три-
вимiрного простору. Сукупнiсть цих точок i утворює поверхню
S.
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Наприклад, у сферичних координатах, рiвняння

x = R sinu cos v, y = R sinu sin v, z = R cosu, (5)

(u; v) ∈ Ω = {(u; v) : 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π}
визначають ту саму сферу, що й рiвняння (3).

Рiвняння (4) можна записати у векторному виглядi

−→r = ϕ(u, v)−→i + ψ(u, v)−→j + χ(u, v)−→k , (u; v) ∈ Ω, (6)

де −→r = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k – радiус-вектор точки M(x; y; z), а −→i ,−→

j , −→k – орти осей координат Ox, Oy i Oz вiдповiдно.
Надалi, розглядаючи поверхнi, якi заданi параметричними

рiвняннями (4), вважатимемо виконаними певнi умови:
1) область Ω обмежена i замкнена, а її межа – кусково-

гладка крива без самоперетинiв;
2) функцiї ϕ, ψ i χ неперервно диференцiйовнi, тобто мають

неперервнi частиннi похiднi першого порядку в областi Ω;
3) рiзним внутрiшнiм точкам (u; v) областi Ω вiдповiдають

рiзнi точки (x; y; z) поверхнi.
Якщо умова, аналогiчна 3), виконується також для точок

межi областi Ω, то поверхню називатимемо простою. Мно-
жина точок поверхнi, якi вiдповiдають точкам межi областi
Ω, утворюють межу або край поверхнi. На рис. 1 зображе-
но частину конiчної поверхнi x = u cos v, y = u sin v, z = u,
(u; v) ∈ Ω = {(u; v) : 0 < a ≤ u ≤ b, 0 ≤ v ≤ π}, межею
якої є замкнений контур A′B′C ′D′, що вiдповiдає прямокутни-
ку ABCD – межi областi Ω.
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Рис. 1

Точки поверхнi, якi не належать її межi, називаються внут-
рiшнiми точками. Якщо ж умова типу 3) не виконується для
межi областi Ω, то поверхня може не мати краю i у такому ви-
падку вона називається замкненою. Прикладом такої поверх-
нi є сфера, яка задана рiвнянням (5).

Поняття внутрiшнiх i межових точок поверхнi можна вве-
сти й так: точка M поверхнi називається внутрiшньою, якщо
iснує окiл точки M такий, що множина точок цього околу, якi
не належать поверхнi, не є зв’язною; точка поверхнi, яка не є
внутрiшньою, називається межевою.

1.2. Поняття гладкої поверхнi. Нехай поверхня S за-
дана або явно, або неявно, або параметрично. Будемо цю по-
верхню називати гладкою, якщо для довiльної її внутршiньої
точки iснує такий окiл, що вирiзає частину поверхнi S, яка до-
пускає явне зображення вигляду (1), або (1′), або (1′′), де f –
неперервно диференцiйовна функцiя.

З цього означення випливає, що в кожнiй внутрiшнiй точцi
гладкої поверхнi S iснує дотична площина i нормаль.

Вiдомо, що рiвняння дотичної площини до поверхнi S в точ-
цi M0(x0; y0; z0) має вигляд

∂f(M0)
∂x

(x− x0) +
∂f(M0)

∂y
(y − y0)− (z − f(x0, y0)) = 0,
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а вектор нормалi

−→n =
(∂f(M0)

∂x
;
∂f(M0)

∂y
;−1

)
,

якщо поверхня S задана рiвнянням (1).
Нехай поверхня S задана неявно рiвнянням (2) i нехай

функцiя F неперервно диференцiйовна. Точка M0(x0; y0; z0)
поверхнi S називається неособливою, якщо в цiй точцi(∂F (M0)

∂x

)2
+

(∂F (M0)
∂y

)2
+

(∂F (M0)
∂z

)2
6= 0. У протилежно-

му випадку точка M0 називається особливою. Якщо поверхня
не мiстить особливих точок, то вона є гладкою. Рiвняння до-
тичної площини до поверхнi S в неособливiй внутрiшнiй точцi
M0(x0; y0; z0) має вигляд

∂F (M0)
∂x

(x− x0) +
∂F (M0)

∂y
(y − y0) +

∂F (M0)
∂z

(z − z0) = 0.

Вектор
−→n =

(∂F

∂x
(M0);

∂F

∂y
(M0);

∂F

∂z
(M0)

)

є вектором нормалi до поверхнi S в точцi M0.
Нехай поверхня S задана

параметрично рiвняннями
(4) або, що одне й те са-
ме, рiвнянням (6). Точка
M0(ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))
називається неособли-
вою точкою поверхнi S,
якщо в цiй точцi вектори
−→r u = ϕ′u(u, v)−→i + ψ′u(u, v)−→j +
χ′u(u, v)−→k i −→r v = ϕ′v(u, v)−→i +
ψ′v(u, v)−→j +χ′v(u, v)−→k лiнiйноРис. 2

незалежнi (неколiнеарнi). У протилежному випадку точка M0

називається особливою.
Проста поверхня, яка не має особливих точок, є гладкою.
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Якщо зафiксувати в рiвняннях (4) значення параметра u =
u0, то одержимо на поверхнi S криву

x = ϕ(u0, v), y = ψ(u0, v), z = χ(u0, v).

Змiнюючи значення u0, дiстанемо цiлу сiм’ю лiнiй, якi на-
зивають u-лiнiями.

Аналогiчно, фiксуючи v0, матимемо сiм’ю v-лiнiй на по-
верхнi S

x = ϕ(u, v0), x = ψ(u, v0), z = χ(u, v0).

Вектор−→r u є дотичним вектором до v-лiнiї, а−→r v – дотичним
вектором до u-лiнiї. Тому, якщо точка M0 поверхнi S неособли-
ва, то цi два вектори, якi виходять з однiєї точки, неколiнеарнi
й утворюють площину, що називається дотичною площиною
до поверхнi S в точцi M0.

Рiвняння дотичної площини до поверхнi S в неособливiй
внутрiшнiй точцi M0(ϕ(u0, v0);ψ(u0, v0);χ(u0, v0)) має вигляд

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0,

де x0 = ϕ(u0, v0), y0 = ψ(u0, v0), z0 = χ(u0, v0),

A = A(u0, v0) =

∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ

∂u

∂χ

∂u
∂ψ

∂v

∂χ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
, B = B(u0, v0) =

∣∣∣∣∣∣∣

∂χ

∂u

∂ϕ

∂u
∂χ

∂v

∂ϕ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
,

C = C(u0, v0) =

∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ

∂u

∂ψ

∂u
∂ϕ

∂v

∂ψ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
. (7)

Вектор

−→n = [−→r u,−→r v] = A
−→
i + B

−→
j + C

−→
k (8)

є вектором нормалi до поверхнi S в точцi M0.
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1.3. Поняття площi поверхнi. Нехай S – обмежена
гладка поверхнi без особливих точок, яка задана параметрич-
ними рiвняннями (6). Введемо поняття площi поверхнi, розг-
лянувши один iз найпростiших пiдходiв. Розiб’ємо область Ω
змiни параметрiв u i v на частини прямими, якi паралельнi

осям координат: Ω =
n⋃

k=1

Ωk. В областi Ωk виберемо довiль-

ним чином точку (uk; vk) (рис. 3). Цiй точцi вiдповiдає точ-
ка Mk(ϕ(uk, vk);ψ(uk, vk);χ(uk, vk)) поверхнi S, а областi Ωk

– частина Sk цiєї поверхнi (рис. 4). При цьому поверхня S

розiб’ється на частини Sk, k ∈ {1, . . . , n}, тобто S =
n⋃

k=1

Sk.

У дотичнiй площинi до поверхнi S в точцi Mk, побудуємо па-
ралелограм на векторах −→r u(Mk), −→r v(Mk). Площа цього пара-
лелограма не залежить вiд величини площi областi Ωk, а от-
же, i поверхнi Sk. За наближене значення σk площi поверх-
нi Sk вiзьмемо число, яке є добутком площi паралелограма
|[−→r u(Mk),−→r v(Mk)]| на площу S(Ωk) областi Ωk, тобто

σk ≈ |[−→r u(Mk),−→r v(Mk)]|S(Ωk) =

=
√

A2(uk, vk) + B2(uk, vk) + C2(uk, vk)S(Ωk), k ∈ {1, . . . , n}.
Тодi площа всiєї поверхнi S наближено дорiвнюватиме

σ ≈
n∑

k=1

σk =
n∑

k=1

√
A2(uk, vk) + B2(uk, vk) + C2(uk, vk)S(Ωk).

Очевидно, що чим дрiбнiше розбиття областi Ω, то тим точнi-
шим буде це наближення.
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Рис. 3 Рис. 4

Площею σ = σ(S) поверхнi S, заданої параметричним
рiвнянням (4), називається границя

σ = lim
λ→0

n∑

k=1

√
A2(uk, vk) + B2(uk, vk) + C2(uk, vk)S(Ωk), (8)

де λ = max
k∈{1,...,n}

diamΩk, якщо ця границя не залежить вiд роз-

биття областi Ω i вибору точок (uk; vk) ∈ Ωk, k ∈ {1, . . . , n}.
Якщо поверхня S має площу, то вона називається квадров-
ною.

Оскiльки
n∑

k=1

σk =
n∑

k=1

√
A2(uk, vk) + B2(uk, vk) + C2(uk, vk)·

S(Ωk) є iнтегральною сумою для подвiйного iнтеграла∫∫

Ω

√
A2(u, v) + B2(u, v) + C2(u, v)dudv вiд неперервної функ-

цiї
√

A2 + B2 + C2 в областi Ω, то границя (8) є скiнченною, не
залежить вiд розбиття областi Ω, вибору точок (uk; vk) ∈ Ωk,
k ∈ {1, . . . , n}, i дорiвнює цьому подвiйному iнтегралу, тобто

σ =
∫∫

Ω

√
A2(u, v) + B2(u, v) + C2(u, v)dudv. (9)

Отже, ми довели теорему про квадровнiсть поверхнi S.
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Теорема. Гладка поверхня S, яка задана параметричними
рiвняннями (4) або векторним рiвнянням (6) i не має особли-
вих точок, є квадровною i її площа σ обчислюється за форму-
лою (9).

Введемо позначення

E = −→r 2
u =

(∂ϕ(u, v)
∂u

)2
+

(∂ψ(u, v)
∂u

)2
+

(∂χ(u, v)
∂u

)2
,

G = −→r 2
v =

(∂ϕ(u, v)
∂v

)2
+

(∂ψ(u, v)
∂v

)2
+

(∂χ(u, v)
∂v

)2
,

F = (−→r u,−→r v) =
∂ϕ(u, v)

∂u

∂ϕ(u, v)
∂v

+
∂ψ(u, v)

∂u

∂ψ(u, v)
∂v

+

+
∂χ(u, v)

∂u

∂χ(u, v)
∂v

. (10)

Безпосереднi обчислення доводять, що

A2 + B2 + C2 = EG− F 2. (11)

Тому формулу (9) можна подати ще й в такому виглядi

σ =
∫∫

Ω

√
EG− F 2dudv. (12)

Поверхню S, яка задана рiвнянням (1), можна розгляда-
ти як таку, що визначена параметричними рiвняннями (4), де
параметрами є x i y:

x = u, y = v, z = f(u, v), (u; v) ∈ D.

Якщо область D задовольняє умови 1) з пункту 1.1, а функ-
цiя f неперервно диференцiйовна в областi D, то з формули (9)
або (12), випливає формула для площi поверхнi, яка задана у
явному виглядi рiвнянням (1)

σ =
∫∫

D

√
1 +

(∂f(x, y)
∂x

)2
+

(∂f(x, y)
∂y

)2
dxdy. (13)
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Поверхня, яка складається з декiлькох гладких поверхонь,
називається кусково-гладкою. Площа такої поверхнi дорiв-
нює сумi площ гладких поверхонь, якi утворюють цю поверх-
ню.

Означення площi поверхнi природньо поширюється на по-
верхнi, якi не мають дотичної площини в скiнченному числi
внутрiшнiх точок. Прикладом такої поверхнi є конiчна поверх-
ня, яка не має дотичної площини у своїй вершинi.

Формули (9) i (12) правильнi й для кусково-гладких повер-
хонь, а також поверхонь, якi мають скiнченне число особливих
точок.

Приклад 1. Скласти рiвняння дотичної площини i знайти на-
прямнi косинуси нормалi до поверхнi x = u, y = v, z = u3+v2 в точцi
M0(1; 1; 2).

J Якщо скористатися рiвнянням поверхнi (4), то у нашому ви-
падку маємо

ϕ(u, v) = u, ψ(u, v) = v, χ(u, v) = u3 + v2.

Тодi
∂ϕ

∂u
= 1,

∂ϕ

∂v
= 0,

∂ψ

∂u
= 0,

∂ψ

∂v
= 1,

∂χ

∂u
= 3u2,

∂χ

∂v
= 2v.

Оскiльки точцi M0 вiдповiдають значення параметрiв u = 1, v =
1, то коефiцiєнти A, B i C при цих значеннях параметрiв такi:

A(1, 1) =
∣∣∣∣

0 3u2

1 2v

∣∣∣∣
∣∣∣∣

u=1
v=1

=
∣∣∣∣

0 3
1 2

∣∣∣∣ = −3,

B(1, 1) =
∣∣∣∣

3u2 1
2v 0

∣∣∣∣
∣∣∣∣

u=1
v=1

=
∣∣∣∣

3 1
2 0

∣∣∣∣ = −2,

C(1, 1) =
∣∣∣∣

1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

Тодi рiвняння дотичної площини має вигляд

−3(x− 1)− 2(y − 1) + (z − 2) = 0

або
3x + 2y − z − 3 = 0,
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а векторн нормалi
−→n = −3−→i − 2−→j +−→

k .

Знайдемо довжину вектора −→n i його напрямнi косинуси:

|−→n | =
√

(−3)2 + (−2)2 + 12 =
√

14,

cos α =
−3√
14

, cos β =
−2√
14

, cos γ =
1√
14

. I

Приклад 2. Знайти площу частини гiперболiчного параболоїда
z = xy, вирiзаної цилiндром x2 + y2 = 8.

J Згiдно з формулою (13)

σ =
∫∫

D

√
1 +

(∂z

∂x

)2

+
(∂z

∂y

)2

dxdy =
∫∫

D

√
1 + y2 + x2dxdy,

де D – круг x2 + y2 ≤ 8. Перейдемо в iнтегралi до полярних коорди-
нат. Тодi одержимо

σ =

2π∫

0

dϕ

√
8∫

0

ρ
√

1 + ρ2dρ =
1
2
2π

√
8∫

0

(1 + ρ2)
1
2 d(1 + ρ2) =

= π
(1 + ρ2)3/2

3/2

∣∣∣∣∣

√
8

0

=
2
3
π(27− 1) =

52
3

π. I

Приклад 3. Знайти площу частини сфери радiуса R, яка об-
межена двома паралелями i двома меридiанами.

J Розглянемо декартову прямокутну систему координат, поча-
ток якої знаходиться в центрi сфери. У такiй системi координат рiв-
няння сфери має вигляд x2+y2+z2 = R2. У параметричнiй формi це
рiвняння запишеться у виглядi (5). Заданiй частинi поверхнi вiдповi-
дають значення параметрiв u i v такi, що θ1 ≤ u ≤ θ2 i ϕ1 ≤ v ≤ ϕ2,
де кути ϕ1 i ϕ2 описують заданi меридiани, а θ1 i θ2 – паралелi.
Поверхня S зображена на рис. 5.

Знайдемо функцiї A, B, C, використовуючи формули (7):

A =
∣∣∣∣

R cosu sin v −R sin u
R sin u cos v 0

∣∣∣∣ = R2 sin2 u cos v;

B =
∣∣∣∣
−R sin u R cosu cos v

0 −R sin u sin v

∣∣∣∣ = R2 sin2 u sin v;
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Рис. 5

C =
∣∣∣∣

R cos u cos v R cos u sin v
−R sin u sin v R sin u cos v

∣∣∣∣ = R2 sin u cos u cos2 v+

+R2 sinu cosu sin2 v = R2 sin u cos u.

Тодi √
A2 + B2 + C2 =

=
√

R4 sin4 u cos2 v + R4 sin4 u sin2 v + R4 sin2 u cos2 u =

= R2
√

sin4 u(cos2 v + sin2 v) + sin2 u cos2 u =

= R2
√

sin2 u(sin2 u + cos2 u) = R2 sin u.

Згiдно з формулою (9) маємо, що шукана площа

σ =

ϕ2∫

ϕ1

( θ2∫

θ1

R2 sinudu
)
dv = R2

ϕ2∫

ϕ1

(cos θ1 − cos θ2)dv =

= R2(cos θ1 − cos θ2)(ϕ2 − ϕ1).

Зауважимо, що за допомогою цiєї формули можна знаходити
площi частин земної поверхнi. I
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§2. Поверхневi iнтеграли першого роду

2.1. Означення поверхневого iнтеграла першого
роду. Обчислення поверхневого iнтеграла першого
роду за допомогою подвiйного iнтеграла. Нехай на
квадровнiй поверхнi S визначена функцiя f(M) = f(x, y, z).
Розiб’ємо поверхню S на квадровнi частини Sk, k ∈ {1, . . . , n},
що не мають спiльних внутрiшнiх точок, так, що S =

n⋃

k=1

Sk.

Таке розбиття можна здiйснити, наприклад, за допомогою
кусково-гладких лiнiй. На кожнiй елементарнiй частинi Sk ви-
беремо довiльну точку Mk, k ∈ {1, . . . , n} i складемо iнте-
гральну суму

α =
n∑

k=1

f(Mk)∆σk,

де ∆σk – площа поверхнi Sk, тобто ∆σk = σ(Sk), k ∈ {1, . . . , n}.
Нехай dk – дiаметр Sk, а d = max

k∈{1,...,n}
dk.

Якщо iснує скiнченна границя iнтегральних сум α при d →
0, що не залежить вiд способу розбиття поверхнi S на частини
Sk i вибору точок Mk на цих частинах, то вона називається
поверхневим iнтегралом першого роду вiд функцiї f на
поверхнi S i позначається символом

∫∫

S

f(M)dσ або
∫∫

S

f(x, y, z)dσ,

де dσ називають диференцiалом площi поверхнi.
Отже,

∫∫

S

f((x, y, z)dσ = lim
d→0

n∑

k=1

f(xk, yk, zk)∆σk. (1)

Нехай S – гладка поверхня, яка не має особливих точок,
задана параметричними рiвняннями (4):

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v), (u; v) ∈ Ω.
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Розглянемо на цiй поверхнi неперервну функцiю f(x, y, z) i до-
ведемо, що для такої функцiї iснує поверхневий iнтеграл пер-
шого роду, а також виведемо формулу за якою вiн обчислюєть-
ся.

Як i ранiше розглянемо розбиття поверхнi S на части-
ни Sk, k ∈ {1, . . . , n}, кусково-гладкими лiнiями. Оскiльки
поверхня S є простою, то це розбиття породжує вiдповiдне

розбиття областi Ω: Ω =
n⋃

k=1

Ωk, де Ωk = {(u; v) ∈ Ω :

(ϕ(u, v);ψ(u, v);χ(u, v)) ∈ Sk}. Правильним є i обернене твер-
дження, тобто кожне розбиття областi Ω породжує вiдповiдне
розбиття поверхнi S. При цьому, якщо d∗k = diam Ωk, d∗ =

max
k∈{1,...,n}

d∗k, то з того, що d → 0 випливає, що й d∗ → 0 i, нав-
паки.

Тодi згiдно з формулою (9) маємо

∆σk = σ(Sk) =
∫∫

Ωk

√
A2 + B2 + C2dudv, k ∈ {1, . . . , n}.

Якщо скористатися теоремою про середнє для подвiйного iнте-
грала, то дiстанемо, що

∆σk =
√

A2(uk, vk) + B2(uk, vk) + C2(uk, vk)S(Ωk),

де (uk; vk) – деяка точка з областi Ωk, k ∈ {1, . . . , n}. Тепер
утворимо iнтегральну суму, що вiдповiдає поверхневому iнте-
гралу першого роду для функцiї f :

α =
n∑

k=1

f(ϕ(uk, vk), ψ(uk, vk), χ(uk, vk))×

×
√

A2(uk, vk) + B2(uk, vk) + C2(uk, vk)S(Ωk),

де Mk(ϕ(uk, vk);ψ(uk, vk);χ(uk, vk)) – точка поверхнi Sk,
що вiдповiдає точцi (uk; vk) ∈ Ωk. Ця сума є iнте-
гральною сумою для подвiйного iнтеграла вiд функцiї
f(ϕ(uk, vk), ψ(uk, vk), χ(uk, vk))

√
A2 + B2 + C2, що визначена
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на Ω. Оскiльки ця функцiя неперервна, то iснує подвiйний iн-
теграл i правильна рiвнiсть

∫∫

S

f(x, y, z)dσ = lim
d→0

α = lim
d∗→0

n∑

k=1

f(ϕ(uk, vk), ψ(uk, vk), χ(uk, vk))×

×
√

A2(uk, vk) + B2(uk, vk) + C2(uk, vk)S(Ωk) =

=
∫∫

Ω

f(ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))
√

A2(u, v) + B2(u, v) + C2(u, v)dudv.

Отже, доведено рiвнiсть
∫∫

S

f(x, y, z)dσ =
∫∫

Ω

f(ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))×

×
√

A2(u, v) + B2(u, v) + C2(u, v)dudv. (21)

Згiдно з формулою (11) §1, маємо
√

A2 + B2 + C2 =√
EG− F 2, а тому формулу (21) можна подати у виглядi

∫∫

S

f(x, y, z)dσ =
∫∫

Ω

f(ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))
√

EG− F 2dudv.

(22)
З формул (21) i (22) випливають формули для диференцiала

площi поверхнi

dσ =
√

A2 + B2 + C2dudv або dσ =
√

EG− F 2dudv.

Якщо поверхня S є графiком неперервно диференцiйовної
функцiї z = z(x, y), (x; y) ∈ D, то з (21) випливає рiвнiсть

∫∫

S

f(x, y, z)dσ =
∫∫

D

f(x, y, z(x, y))

√
1 +

(∂z

∂x

)2
+

(∂z

∂y

)2
dxdy.

(3)
Можна довести, що формули (21), (22) i (3) є правильними

i для кусково-гладких поверхонь.
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Приклад 1. Обчислити поверхневий iнтеграл першого роду

I =
∫∫

S

zdσ, де S – частина гiперболiчного параболоїда z = xy, яка

вирiзана цилiндром x2 + y2 = 4.
J Згiдно з формулою (3) маємо

I =
∫∫

S

zdσ =
∫∫

D

z
√

1 + (z′x)2 + (z′y)2dxdy =
∫∫

D

xy
√

1 + y2 + x2dxdy,

де D – круг x2 + y2 ≤ 4. Перейшовши до полярних координах x =
r cos ϕ, y = r sin ϕ, ϕ ∈ [0, 2π], r ∈ [0, 2], i звiвши подвiйний iнтеграл
до повторного, дiстанемо

I =

2π∫

0

dϕ

2∫

0

r3 cosϕ sin ϕ
√

1 + r2dr =

2π∫

0

sin ϕ cos ϕdϕ

2∫

0

r3
√

1 + r2dr =

=
1
2

2π∫

0

sin 2ϕdϕ

2∫

0

r3
√

1 + r2dr = −1
4

cos 2ϕ

∣∣∣∣∣

2π

0

×

×
2∫

0

r3
√

1 + r2dr = 0

2∫

0

r3
√

1 + r2dr = 0. I

Приклад 2. Обчислити iнтеграл I =
∫∫

S

√
1 + 4x2 + 4y2dσ, де

S – частина параболоїда обертання z = 1 − x2 − y2, яка вiдрiзана
площиною z = 0 (рис. 1).

J Поверхня S, що задана рiвнян-
ням z = 1 − x2 − y2, проектується на
площину Oxy в область D, обмеже-
ну колом x2 + y2 = 1. Рiвняння кола
одержується з рiвняння параболоїда
при z = 0. Отже, областю D є круг
x2 + y2 ≤ 1.

Оскiльки z′x = −2x, z′y = −2y, то
згiдно з формулою (3)

I =
∫∫

S

√
1 + 4x2 + 4y2dσ =Рис. 1
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∫∫

D

√
1 + 4x2 + 4y2

√
1 + 4x2 + 4y2dxdy =

=
∫∫

D

(1 + 4x2 + 4y2)dxdy.

Перейшовши в подвiйному iнтегралi до полярних координат x =
r cos ϕ, y = r sin ϕ, ϕ ∈ [0; 2π], r ∈ [0; 1], матимемо

I =

2π∫

0

dϕ

1∫

0

(1 + 4r2)rdr =

2π∫

0

(r2

2
+ r4

)∣∣∣∣∣

1

0

dϕ =

=
3
2

2π∫

0

dϕ =
3
2
ϕ

∣∣∣∣∣

2π

0

= 3π. I

Приклад 3. Обчислити поверхневий iнтеграл
∫∫

S

(x2 + y2 +

z2)dσ, якщо S – межа тiла
√

x2 + y2 ≤ z ≤ 1.
J Очевидно, що межа S за-

даного тiла складається з двох
гладких поверхонь S1 i S2, де
S1 – частина поверхнi конуса
z =

√
x2 + y2, а S2 – частина

площини z = 1 (рис. 2). Знайде-
мо окремо поверхневi iнтеграли
по кожнiй з цих поверхонь.

Маємо I1 =
∫∫

S1

(x2 + y2 +

z2)dσ, де S1 – конус, який
визначається рiвнянням z =√

x2 + y2, (x; y) ∈ D, де D –
проекцiя S1 на площину Oxy,
тобто круг x2+y2 ≤ 1. ОскiлькиРис. 2

∂z

∂x
=

x√
x2 + y2

,
∂z

∂y
=

y√
x2 + y2

,

то √
1 +

(∂z

∂x

)2

+
(∂z

∂y

)2

=

√
1 +

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
=
√

2,
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а тому, згiдно з формулою (3),

I1 =
∫∫

D

(x2 + y2 + z2)
√

2dxdy = 2
√

2
∫∫

D

(x2 + y2)
√

2dxdy.

У цьому подвiйному iнтегралi перейдемо до полярних координат:
x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, ϕ ∈ [0; 2π], r ∈ [0; 1]. Тодi одержимо, що

I1 = 2
√

2

2π∫

0

( 1∫

0

r3dr
)
dϕ = 2

√
2

2π∫

0

r4

4

∣∣∣∣∣

1

0

dϕ = 2
√

2
1
4
ϕ

∣∣∣∣∣

2π

0

=
√

2π.

Обчислимо I2 =
∫∫

S2

(x2 + y2 + z2)dσ, де S2 визначається рiвнян-

ням z = 1, (x; y) ∈ D. У цьому випадку
∂z

∂x
= 0,

∂z

∂y
= 0 i тому

√
1 +

(∂z

∂x

)2

+
(∂z

∂y

)2

= 1. Якщо скористатися формулою (3), то от-

римаємо, що

I2 =
∫∫

D

(x2 + y2 + 1)dxdy =

2π∫

0

( 1∫

0

(r2 + 1)rdr
)
dϕ =

= 2π

1∫

0

(r3 + r)dr = 2π
(r4

4
+

r2

2

)∣∣∣∣∣

1

0

= 2π
(1

4
+

1
2

)
=

3π

2
.

Отже,

I = I1 + I2 =
√

2π +
3π

2
=

3 + 2
√

2
2

π. I

2.2. Застосування поверхневих iнтегралiв пер-
шого роду. Нехай S – матерiальна поверхня з поверхневою
густиною ρ(x, y, z) в точцi M(x; y; z) ∈ S. Тодi правильнi фор-
мули:

1) m =
∫∫

S

ρ(x, y, z)dσ – маса поверхнi;
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2) Mxy =
∫∫

S

zρ(x, y, z)dσ, Mxz =
∫∫

S

yρ(x, y, z)dσ, Myz =

∫∫

S

xρ(x, y, z)dσ – статичнi моменти поверхнi вiдносно коорди-

натних площин Oxy, Oxz, Oyz;

3) xc =
Myz

m
, yc =

Mxz

m
, zc =

Mxy

m
– координати центра

маси поверхнi;

4) Ix =
∫∫

S

(y2 + z2)ρ(x, y, z)dσ – момент iнерцiї поверхнi

вiдносно осi Ox;

5) Iyz =
∫∫

S

x2ρ(x, y, z)dσ – момент iнерцiї поверхнi вiдносно

площини Oyz;

6) I0 =
∫∫

S

(x2 +y2 +z2)ρ(x, y, z)dσ – момент iнерцiї поверхнi

вiдносно початку координат.
Приклад 4. Знайти масу параболiчної оболонки z =

1
2
(x2+y2),

0 ≤ z ≤ 1, густина якої змiнюється за законом ρ(x, y, z) = z.

J Маємо m =
∫∫

S

zdσ. На поверхнi S правильною є рiвнiсть

z =
1
2
(x2 + y2), i множина точок поверхнi, по якiй проводиться iн-

тегрування, проектується на площину Oxy в круг x2 + y2 ≤ (
√

2)2.
Оскiльки dσ =

√
1 + x2 + y2dxdy, то

m =
∫∫

S

1
2
(x2 + y2)dσ =

1
2

∫∫

D

(x2 + y2)
√

1 + x2 + y2dxdy.

В останньому iнтегралi перейдемо до полярної системи координат
x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, ϕ ∈ [0; 2π], r ∈ [0;

√
2]. Тодi одержимо, що

m =
1
2

2π∫

0

dϕ

√
2∫

0

r3
√

1 + r2dr =
1
2
ϕ

∣∣∣∣∣

2π

0

√
2∫

0

r3
√

1 + r2dr =
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= π

√
2∫

0

r2
√

1 + r2rdr =

∣∣∣∣∣∣

√
1 + r2 = t, rdr = tdt,

r2 = t2 − 1,
r 0

√
2

t 1
√

3

∣∣∣∣∣∣
=

= π

√
3∫

1

t2(t2 − 1)dt = π
( t5

5
− t3

3

)∣∣∣∣∣

√
3

1

=

=
2π(6

√
3 + 1)

15
. I

Приклад 5. Знайти координати центра маси площини z = x,
обмеженої площинами x + y = 1, x = 0, y = 0 (рис. 3), якщо
ρ(x, y, z) = 1.

J Знайдемо масу вказаної ча-
стини площини z = x. Оскiльки
z′x = 1, z′y = 0, то

m =
∫∫

S

dσ =

Рис. 3
=

∫∫

D

√
1 + z′x

2 + z′y
2dxdy =

=
√

2

1∫

0

dx

1−x∫

0

dy =
√

2

1∫

0

y

∣∣∣∣∣

1−x

0

dx =
√

2

1∫

0

(1− x)dx =

= −
√

2
2

(1− x)2
∣∣∣∣∣

1

0

=
√

2
2

.

Тодi

xc =
1
m

∫∫

S

xdσ =
2√
2

1∫

0

xdx

1−x∫

0

√
2dy = 2

1∫

0

x(1− x)dx =

= 2
(1

2
x2 − 1

3
x3

)∣∣∣∣∣

1

0

=
1
3
;

yc =
1
m

∫∫

S

ydσ =
2√
2

1∫

0

dx

1−x∫

0

√
2ydy = 2

1∫

0

y2

2

∣∣∣∣∣

1−x

0

dx =
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=

1∫

0

(1− x)2dx = −1
3
(1− x)3

∣∣∣∣∣

1

0

=
1
3
;

zc =
1
m

∫∫

S

zdσ =
1
m

∫∫

S

xdσ =
1
3
,

бо z = x на S. I
Приклад 6. Знайти момент iнерцiї пiвсфери z =

√
a2 − x2 − y2

вiдносно осi Oz.
J Маємо z′x = − x√

a2 − x2 − y2
, z′y = − y√

a2 − x2 − y2
,

dσ =
√

1 + z2
x + z2

ydxdy =

√
1 +

x2

a2 − x2 − y2
+

y2

a2 − x2 − y2
dxdy =

adxdy√
a2 − x2 − y2

,

Iz =
∫∫

S

(x2 + y2)dσ =
∫∫

D

(x2 + y2)
a√

a2 − x2 − y2
dxdy,

де областю iнтегрування D є проекцiя пiвсфери на площину Oxy,
тобто круг x2 + y2 ≤ a2. Перейшовши до полярних координат x =
r cos ϕ, y = r sin ϕ, де ϕ ∈ [0; 2π], r ∈ [0; a], одержимо

Iz =
∫∫

Ω

r2 a√
a2 − r2

rdrdϕ = 4a

π/2∫

0

dϕ

a∫

0

r3dr√
a2 − r2

= 4aϕ

∣∣∣∣∣

π/2

0

×

×
a∫

0

r3dr√
a2 − r2

=

∣∣∣∣∣∣

√
a2 − r2 = t, rdr = −tdt,

a2 − r2 = t2

r2 = a2 − t2
r 0 a
t a 0

∣∣∣∣∣∣
= −2πa×

×
0∫

a

(a2 − t2)
t

tdt = 2πa

a∫

0

(a2 − t2)dt = 2πa
(
a2t− t3

3

)∣∣∣∣∣

a

0

=
4πa4

3
. I

§3. Поверхневi iнтеграли другого роду

3.1. Сторона поверхнi. Якщо поверхня обмежує деяке
тiло, то розрiзняють зовнiшню i внутрiшню її сторони. При-
кладом такої поверхнi є сфера. Якщо поверхня задана рiвнян-
ням z = f(x, y), то розрiзняють верхню i нижню її сторони,
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тобто вона має двi сторони. Поряд з ними iснують й односто-
роннi поверхнi. Розглянемо цi поняття детальнiше.

Нехай задано деяку гладку поверхню S. На цiй поверхнi
вiзьмемо внутрiшню точку M0 i проведемо в нiй нормаль до
поверхнi. На нормалi за допомогою одиничного вектора −→n ви-
беремо один з двох напрямкiв. Проведемо на поверхнi S через
точку M0 деяку замкнену криву L, яка не має спiльних то-
чок з краями поверхнi S. Вздовж L перемiщатимемо вектор −→n
так, щоб вiн весь час був нормальним вектором до поверхнi S
i змiнювався неперервно. Тодi матимемо такi два випадки: 1)
при поверненнi в точку M0 напрям вектора −→n не змiниться; 2)
напрям вектора −→n змiниться на протилежний.

Гладка поверхня S називається двосторонньою, якщо при
обходi будь-якого замкненого контура L, який лежить на по-
верхнi S i не має спiльних точок з краями поверхнi, напрямок
нормалi до поверхнi не змiнюється при поверненнi в початкову
точку M0 ∈ L.

Якщо ж на поверхнi S iснує замкнений контур, при обходi
якого напрямок нормалi змiнюється на протилежний, то по-
верхня S називається односторонньою.

З цього означення випливає, що коли поверхня S двосторон-
ня, то в кожнiй її точцi M можна вибрати одиничний вектор
нормалi −→n (M) так, щоб вектор −→n (M) залежав вiд точки M
неперервно. Очевидно, що на двостороннiй поверхнi S можна
побудувати тiльки двi такi неперервнi функцiї −→n (M) i −−→n (M),
причому, кожна з цих функцiй задає на S неперервне поле нор-
малей.

Прикладами двосторонньої поверхнi є звичайна площина,
круг, многокутник, тощо.

Якщо поверхня задана рiвнянням z = f(x, y), (x; y) ∈ D, де

f – неперервна i має неперервнi частиннi похiднi
∂f

∂x
i

∂f

∂y
, то

легко бачити, що така поверхня є двосторонньою.
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Двосторонню поверхню
ще називають орiєнтова-
ною, а вибiр її певної сто-
рони – орiєнтацiєю по-
верхнi.

Нехай S – орiєнтована
поверхня, обмежена одним
або кiлькома контурами.

Напрям обходу контура L вважається додатним або узгод-
женим з орiєнтацiєю S, якщо спостерiгач, розмiщений на
поверхнi так, що напрямок вектора нормалi збiгається з на-
прямком вiд нiг до голови, обходить контур L, залишаючи по-
верхню S злiва вiд себе. Протилежний напрямок вважається
вiд’ємним.

Якщо L будь-який замкнений
контур, що охоплює частину орiєнто-
ваної поверхнi S, то напрямок обходу
цього контура, узгоджений з орiєн-
тацiєю поверхнi S, вважається до-
датним, якщо при обходi конутра ча-
стина поверхнi залишається злiва.

Правило узгодження орiєнтацiї поверхнi S i контура L, що
її охоплює, можна сформулювати так: нехай −→n – одиничний
вектор нормалi до поверхнi S в деякiй точцi M , що лежить
на L i нехай −→ν – вектор, перпендикулярний до L i до −→n i на-
прямлений у той бiк, де розмiщена поверхня S. Тодi додатний
напрямок обходу контура L визначається напрямком вектора
[−→ν ,−→n ].

Якщо поверхня S задана рiвнянням z = f(x, y), (x; y) ∈ D,
де функцiя f неперервно диференцiйовна на D, то на верх-
нiй сторонi поверхнi неперервне поле нормалей можна задати
вектор-функцiєю

−→n (M) =
(
− ∂f

∂x
(M);−∂f

∂y
(M); 1

)
,
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а на нижнiй сторонi – вектор-функцiєю

−−→n (M) =
(∂f

∂x
(M);

∂f

∂y
(M);−1

)

Якщо гладка двостороння поверхня задана параметрично,
то на однiй її сторонi неперервне поле нормалей можна задати
вектор-функцiєю −→n = (A; B;C), а на другiй – вектор-функцiєю
−−→n = (−A;−B;−C), де A, B, C визначаються формулами (7)
з пункту 1.2.

Нехай поверхня S є
кусково-гладкою, тобто вона
складається, наприклад, з
двох гладких поверхонь S1

i S2: S = S1 ∪ S2, де S1 i
S2 мають спiльну частину l
межi. Визначити на поверхнi
S сторону поверхнi так, як це
робилося вище, не можна хоча
б тому, що нормаль не завжди
змiнюється неперервно, якщо
контур перетинає межу l, бо

на нiй може не iснувати дотична площина. У цьому випадку
сторона поверхнi S визначається так. Вiзьмемо на гладкiй по-
верхнi S1 одну iз сторiн, тобто один iз двох напрямкiв нормалi.
Йому вiдповiдає обхiд контура L1 поверхнi S1. Отже, й на l має-
мо певний напрямок руху. Оскiльки поверхня S двостороння,
то на S2 можна вибрати таку сторону, тобто напрямок обходу
контура L2, при якому межа l обходиться у напрямку, який
протилежний до того, який був при обходi контура L1.

Очевидно, що двостороння кусково-гладка поверхня має двi
сторони. Наприклад, якщо замкнена поверхня S є кусково-
гладкою i обмежує деяке тiло, то вона двостороння i одна з
її сторiн буде зовнiшньою, а друга внутрiшньою по вiдношен-
ню до тiла, що вiдповiдає нормалi, яка напрямлена зовнi або
в середину тiла. Наприклад, якщо S є межею призми, то S є
кусково-гладкою поверхнею, що складається з її бiчних граней.
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Тодi на S можна видiлити як зовнiшню сторону, так i внутрiш-
ню сторону вiдносно призми.

3.2. Означення поверхневого iнтеграла другого
роду та його обчислення. Нехай S – гладка двостороння
поверхня. Розглядатимемо надалi одну iз її сторiн, визначену
полем нормалей −→n (M), M ∈ S. Нехай α(M), β(M), γ(M) –
кути, якi утворює вектор −→n (M) з осями координат Ox, Oy i Oz
вiдповiдно. Припустимо, що на поверхнi S задано неперервну
вектор-функцiю

−→
F (M) = P (M)−→i + Q(M)−→j + R(M)−→k ,

де P (M) = P (x, y, z), Q(M) = Q(x, y, z), R(M) = R(x, y, z) –
неперервнi функцiї на S.

Поверхневий iнтеграл першого роду вигляду
∫∫

S

(P (M) cos α(M) + Q(M) cos β(M) + R(M) cos γ(M))dσ (1)

називають поверхневим iнтегралом другого роду i по-
значають символом

∫∫

S

P (M)dydz + Q(M)dzdx + R(M)dxdy. (2)

Отже, згiдно з означенням маємо рiвнiсть
∫∫

S

(P (x, y, z) cos α + Q(x, y, z) cosβ + R(x, y, z) cos γ)dσ =

=
∫∫

S

P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy. (3)

Очевидно, що поверхневий iнтеграл другого роду залежить
вiд вибору сторони поверхнi. Якщо взяти другу сторону по-
верхнi, то вектор −→n (M) змiнить напрямок на протилежний,
а тому його напрямнi косинуси помiняють знак, i отже, знак
iнтеграла змiниться на протилежний.
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Оскiльки поверхневий iнтеграл другого роду є поверхне-
вим iнтегралом першого роду вiд функцiї P (M) cosα(M) +
Q(M) cos β(M)+R(M) cos γ(M), який згiдно з попереднiм зво-
диться до подвiйного iнтеграла, коли P , Q i R – неперервнi на
S, то легко одержуємо формули для обчислення поверхневого
iнтеграла другого роду.

Нехай гладка двостороння поверхня S задана параметрич-
но рiвняннями

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v), (u; v) ∈ Ω,
i не має особливих точок. Виберемо ту сторону поверхнi, на
якiй −→n (M) = (A; B; C). Тодi

cosα(M) =
A√

A2 + B2 + C2
=

A√
EG− F 2

,

cosβ(M) =
B√

A2 + B2 + C2
=

B√
EG− F 2

,

cos γ(M) =
C√

A2 + B2 + C2
=

C√
EG− F 2

.

Згiдно з формулою (22) §2

I1 =
∫∫

S

P (M) cos α(M)dσ =

=
∫∫

Ω

P (ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))
A√

EG− F 2

√
EG− F 2dudv =

=
∫∫

Ω

P (ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))A(u, v)dudv. (4)

Аналогiчно

I2 =
∫∫

S

Q(M) cos β(M)dσ =

=
∫∫

Ω

Q(ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))B(u, v)dudv, (5)
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I3 =
∫∫

S

R(M) cos γ(M)dσ =

=
∫∫

Ω

R(ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))C(u, v)dudv. (6)

Якщо гладка поверхня S задана рiвнянням z = f(x, y),
(x; y) ∈ D, i вибрана верхня (зовнiшня) сторона поверхнi,

тобто −→n (M) =
(
− ∂f

∂x
(x, y);−∂f

∂y
(x, y); 1

)
, то cos γ(M) =

1√
1 +

(
∂f
∂x

)2
+

(
∂f
∂y

)2
i згiдно з формулою (3) §2 знаходимо

I3 =
∫∫

S

R(M) cos γ(M)dσ =
∫∫

D

R(x, y, f(x, y))×

× 1√
1 +

(
∂f
∂x

)2
+

(
∂f
∂y

)2

√
1 +

(∂f

∂x

)2
+

(∂f

∂y

)2
dxdy =

=
∫∫

D

R(x, y, f(x, y))dxdy. (7)

Для нижньої сторони поверхнi маємо

cos γ(M) = − 1√
1 +

(
∂f
∂x

)2
+

(
∂f
∂y

)2
,

звiдки

I3 = −
∫∫

D

R(x, y, f(x, y))dxdy. (8)

Аналогiчно одержуються формули для обчислення iнте-
гралiв I1 i I2, якщо поверхня S задана вiдповiдно рiвнянням
x = g(y, z), (y; z) ∈ D′ i рiвнянням y = h(z, x), (z; x) ∈ D′′.
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Приклад 1. Обчислити iнтеграл
∫∫

S

(y2+z2)dxdy, де S – верхня

сторона поверхнi z =
√

1− x2, вiдрiзана площинами y = 0, y = 1
(рис. 5).

J Проекцiєю D заданої поверхнi на площину Oxy є прямокутник,
що визначається нерiвностями −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Тодi, згiдно з
формулою (7), маємо

I =
∫∫

D

(y2 + (
√

1− x2)2)dxdy =

=

1∫

−1

dx

1∫

0

(y2 + 1− x2)dy =

=

1∫

−1

(y3

3
+ (1− x2)y

)∣∣∣∣∣

1

0

dx =

Рис. 5

=

1∫

−1

(1
3

+ 1− x2
)
dx =

1∫

−1

(4
3
− x2

)
dx =

(4
3
x− x3

3

)∣∣∣∣∣

1

−1

= 2. I

Приклад 2. Обчислити поверхневий iнтеграл другого роду∫∫

S

(y − z)dydz + (z − x)dzdx + (x− y)dxdy, де S – зовнiшня сторона

конiчної поверхнi x2 + y2 = z2, 0 ≤ z ≤ 2.
J Згiдно з формулою (3) маємо

I =
∫∫

S

(
(y − z) cos α+

+(z − x) cos β + (x− y) cos γ
)
dσ.

Зовнiшня одинична нормаль до вибра-
ної сторони конiчної поверхнi утворює з вiс-
сю Oz тупий кут (рис. 6), а тому в кожнiй
з формулРис. 6
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cosα =
−∂f

∂x

±
√

1 +
(

∂f
∂x

)2

+
(

∂f
∂x

)2
cosβ =

−∂f
∂y

±
√

1 +
(

∂f
∂x

)2

+
(

∂f
∂x

)2

cos γ =
1

±
√

1 +
(

∂f
∂x

)2

+
(

∂f
∂x

)2

перед квадратним коренем вiзьмемо знак ”−“. Оскiльки f =

z =
√

x2 + y2,
∂f

∂x
=

2x

2
√

x2 + y2
=

x

z
,

∂f

∂y
=

y

z
, z 6= 0,

√
1 +

(∂f

∂x

)2

+
(∂f

∂x

)2

=

√
1 +

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
=

√
2(x2 + y2)
x2 + y2

=

√
2, то cos α =

x√
2z

, cos β =
y√
2z

, cos γ = − 1√
2
, z 6= 0.

Тодi

I =
∫∫

D

(y − z)x + (z − x)y + (y − x)z
z

dxdy = 2
∫∫

D

(y − x)dxdy,

де D – круг x2+y2 ≤ 4. Перейшовши до полярної системи координат
x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, ϕ ∈ [0; 2π], r ∈ [0; 2], дiстанемо

I = 2

2π∫

0

(sinϕ− cosϕ)dϕ

2∫

0

r2dr = 2

2π∫

0

(sin ϕ− cos ϕ)
r3

3

∣∣∣∣∣

2

0

dϕ =

=
16
3

2π∫

0

(sinϕ− cosϕ)dϕ =
16
3

(− cosϕ− sin ϕ)

∣∣∣∣∣

2π

0

= 0. I

Оскiльки P (M) cos α(M)+Q(M) cos β(M)+R(M) cos γ(M) =−→
F −→n , то поверхневий iнтеграл другого роду (1) можна записати
у виглядi

Π =
∫∫

S

−→
F −→n dσ, (9)

де −→n – одиничний вектор нормалi, що характеризує вибрану
сторону поверхнi.

352



Iнтеграл (9) називається потоком вектора −→
F (M) =

(P (M);Q(M);R(M))) (векторного поля) через вибрану
сторону поверхнi S, яка визначається вектором −→n (M) =
(cosα(M); cos β(M); cos γ(M)). Зокрема, якщо −→F (M) = −→v (M)

– швидкiсть руху рiдини в точцi M , то Π =
∫∫

S

−→v −→n dσ є по-

током рiдини через вибрану сторону поверхнi, тобто кiлькiсть
рiдини, що протiкає через поверхню S за одиницю часу в зада-
ному напрямку.

Приклад 3. Знайти потiк вектора −→F = xy
−→
i + (y + z)−→j + (x +

2z)−→k через верхню сторону площини 2x + y + z = 2, що лежить у
першому октантi.

J Нехай задана площина перетинає осi
координат в точках A, B i C. Треба обчис-
лити потiк поля вектора −→F через площину
трикутника ABC, коли нормаль до ∆ABC
утворює гострий кут з вiссю Oz. Маємо

Π =
∫∫

S

xydydz + (y + z)dzdx + (x + 2z)dxdy,

де S – площина трикутника ABC.
Обчислимо кожний з iнтегралiв окремо,

звiвши його до подвiйного iнтеграла:
∫∫

S

xydydz =
∫∫

OBC

2− y − z

2
ydydz =

=

2∫

0

ydy

2−y∫

0

(
1− 1

2
y − 1

2
z
)
dz =

=

2∫

0

y
(
z−1

2
yz−1

2
z2

2

)∣∣∣∣∣

2−y

0

dy =

2∫

0

y
(
1−y+

1
4
y2

)
dy =

2∫

0

(
y−y2+

1
4
y3

)
dy =

=
(y2

2
− y3

3
+

y4

16

)∣∣∣∣∣

2

0

= 2− 8
3

+ 1 =
1
3
;
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∫∫

S

(y + z)dzdx =
∫∫

OAC

((2− 2x− z) + z)dzdx =

2∫

0

dz

1− z
2∫

0

2(1− x)dx =

= −2

2∫

0

(1− x)2

2

∣∣∣∣∣

1− z
2

0

dz = −
2∫

0

(z2

4
−1

)
dz = −

( z3

12
−z

)∣∣∣∣∣

2

0

= −2
3
+2 =

4
3
;

∫∫

S

(x+2z)dxdy =
∫∫

OAB

(x+2(2−2x−y))dxdy =

1∫

0

dx

2−2x∫

0

(−3x−2y+4)dy =

=

1∫

0

(−3xy−y2+4y)

∣∣∣∣∣

2−2x

0

dx =

1∫

0

(−3x(2−2x)−(2−2x)2+4(2−2x))dx =

=

1∫

0

(4− 6x + 2x2)dx =
(
4x− 3x2 +

2
3
x3

)∣∣∣∣∣

1

0

= 4− 3 +
2
3

=
5
3
.

Отже,

Π =
∫∫

S

−→
F −→n dσ =

1
3

+
4
3

+
5
3

=
10
3

. I

§4. Формула Стокса

Формула Стокса є узагальненням на тривимiрний випадок
формули Грiна (див. роздiл 11, §2, п. 2.5.2).

Нехай є двостороння, гладка або кусково-гладка поверхня S
в R3, межа якої крива L є кусково-гладкою. Вiдкрита множина
Ω ⊂ R3, тобто сукупнiсть точок простору, кожна з яких нале-
жить цiй множинi разом з деяким своїм околом, називається
околом поверхнi S, якщо вона мiстить дану поверхню S.

Теорема 1. Якщо в деякому околi двосторонньої гладкої
або кусково-гладкої поверхнi S ⊂ R3 задано неперервнi функцiї
P = P (x, y, z), Q = Q(x, y, z), R = R(x, y, z), якi мають в
цьому околi всi неперервнi частиннi похiднi першого порядку,
то правильна рiвнiсть
∮

L

Pdx+Qdy +Rdz =
∫∫

S

(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+
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+
(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy, (1)

причому вибiр сторони поверхнi S у поверхневому iнтегралi
справа визначає вiдповiдний обхiд межi L поверхнi S в кри-
волiнiйному iнтегралi злiва.

Рiвнiсть (1) називається формулою Стокса. Цю формулу
можна записати i за допомогою поверхневого iнтеграла першо-
го роду
∮

L

Pdx+Qdy+Rdz =
∫∫

S

((∂R

∂y
−∂Q

∂z

)
cosα+

(∂P

∂z
−∂R

∂x

)
cosβ+

+
(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ

)
dσ. (2)

J Доведемо правильнiсть формули (1) для випадку деяких
найпростiших типiв поверхонь. Для доведення формули (1) до-
сить одержати такi рiвностi:

∮

L

Pdx =
∫∫

S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy, (11)

∮

L

Qdy =
∫∫

S

∂Q

∂x
dxdy − ∂Q

∂z
dydz, (12)

∮

L

Rdz =
∫∫

S

∂R

∂y
dydz − ∂R

∂x
dzdx. (13)

Оскiльки цi формули доводяться аналогiчно, то доведемо
одну з них, наприклад, (11).

Доведемо рiвнiсть (11) для випадку, коли гладка поверхня
S задана явно рiвнянням z = ϕ(x, y), (x; y) ∈ D. Вважатиме-
мо, що межа L цiєї поверхнi є гладкою або кусково-гладкою
кривою. Нехай на S вибрано її верхню сторону. Тодi напрямнi
косинуси одиничного вектора нормалi −→n знаходяться за фор-
мулами:

cosα =
−∂ϕ

∂x√
1 +

(
∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2
, cosβ =

−∂ϕ
∂y√

1 +
(

∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2
,
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cos γ =
1√

1 +
(

∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2
. (3)

У вiдповiдностi до вибраної
сторони поверхнi S визна-
чається обхiд вздовж контура
L, як зображено на рисунку.

Розглянемо поверхневий
iнтеграл правої частини фор-
мули (11) i зведемо його до
подвiйного, перетворивши спо-
чатку в поверхневий iнтеграл
першого роду

∫∫

S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy =

∫∫

S

(∂P

∂z
cosβ − ∂P

∂y
cos γ

)
dσ =

=
∫∫

D

(
∂P (x, y, ϕ(x, y))

∂z

−∂ϕ(x,y)
∂y√

1 +
(

∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2
−∂P (x, y, ϕ(x, y))

∂y
×

× 1√
1 +

(
∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2

)√
1 +

(∂ϕ

∂x

)2
+

(∂ϕ

∂y

)2
dxdy =

= −
∫∫

D

(∂P (x, y, ϕ(x, y))
∂z

∂ϕ(x, y)
∂y

+
∂P (x, y, ϕ(x, y))

∂y

)
dxdy.

(4)
Якщо розглянути в областi D складену функцiю

P (x, y, ϕ(x, y)), то, згiдно з умовами теореми 1, вона має
частинну похiдну по змiннiй y

∂P (x, y, ϕ(x, y))
∂y

=
∂P (x, y, ϕ(x, y))

∂y
+

∂P (x, y, ϕ(x, y))
∂z

∂ϕ(x, y)
∂y

,
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(x; y) ∈ D. Тому рiвнiсть (4) набуде вигляду
∫∫

S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy = −

∫∫

D

∂

∂y
(P (x, y, ϕ(x, y)))dxdy. (5)

Застосувавши до подвiйного iнтеграла у правiй частинi рiв-
ностi (5) формулу Грiна, одержимо

∫∫

S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy =

∮

Γ

P (x, y, ϕ(x, y))dx, (6)

де обхiд межi Γ областi D додатний, тобто здiйснюється проти
годинникової стрiлки. Зауважимо, що коли точка (x; y) ∈ Γ, то
точка (x; y; ϕ(x, y)) ∈ L, а додатний обхiд кривої Γ спричиняє
вiдповiдний обхiд лiнiї L – межi поверхнi S. Тому

∮

Γ

P (x, y, ϕ(x, y))dx =
∮

L

P (x, y, z)dx,

а, тодi з рiвностi (6) випливає, що
∫∫

S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy =

∮

L

P (x, y, z)dx,

тобто рiвнiсть (11). I
Запишемо формулу Стокса у векторнiй формi. Для цього

введемо вектор-функцiю
−→
F (x, y, z) = (P (x, y, z);Q(x, y, z);R(x, y, z)), (x; y; z) ∈ Ω,

i побудуємо ротор або вихор вектора −→F , який позначається
символом rot−→F i визначається формулою

rot−→F =
(∂R

∂y
− ∂Q

∂z
;
∂P

∂z
− ∂R

∂x
;
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
. (7)

Тодi формула Стокса (2) матиме вигляд
∮

L

Pdx + Qdy + Rdz =
∫∫

S

rot−→F −→n dσ. (8)
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Лiва частина формули (8) є циркуляцiєї вектора−→F вздовж лiнiї
L, а права частина – потiк вектора rot−→F через поверхню S у
заданому напрямку.

Введемо символiчний вектор Гамiльтона або вектор

набла −→∇ =
( ∂

∂x
;

∂

∂y
;

∂

∂z

)
. Тодi градiєнт функцiї f(x, y, z) за-

писується у виглядi добутку вектора −→∇ на функцiю f

grad f =
( ∂

∂x
;

∂

∂y
;

∂

∂z

)
f = −→∇f,

а rot−→F у виглядi векторного добутку −→∇ на −→F , тобто

rot−→F = [−→∇,
−→
F ] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣
. (9)

Зауважимо, що коли поверхня S є плоскою, наприклад, об-
ласть у площинi z = const, то з формули (1) випливає формула
Грiна ∮

L

Pdx + Qdy =
∫∫

S

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

оскiльки в цьому випадку −→n = (0; 0; 1), а dz = 0.
Якщо межа L поверхнi S складається з декiлькох кривих,

то в лiвiй частинi формули (1) треба писати суму iнтегралiв по
цих кривих, якi проходяться в додатному напрямку вiдносно
вибраної сторони поверхнi.

Для запам’ятовування формули Стокса зауважимо, що
третiй доданок у правiй частинi цiєї формули є одним з елемен-
тiв формули Грiна. Перший i другий доданки формули Стокса
одержуються з її третього доданку циклiчною перестановкою
змiнних x, y, z i функцiй P , Q, R:

µ

R¾
R, z Q, y

P, x
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За допомогою формули Стокса можна вивчити питання про
незалежнiсть криволiнiйного iнтеграла вiд шляху iнтегрування
у випадку простору R3, аналогiчно тому як це було зроблено
ранiше за допомогою формули Грiна у випадку площини R2.

Теорема 2. Якщо функцiї P = P (x, y, z), Q = Q(x, y, z)
i R = R(x, y, z) неперервнi в областi Ω ⊂ R3, то наступнi
твердження еквiвалентнi:

1) для довiльного замкненого кусково-гладкого контура Γ ⊂
Ω, правильна рiвнiсть

∮

Γ

Pdx + Qdy + Rdz = 0;

2) для довiльних точок A i B з областi Ω криволiнiйний

iнтеграл
∫

AB

Pdx + Qdy + Rdz не залежить вiд шляху iнте-

грування, що мiститься в Ω;
3) вираз Pdx + Qdy + Rdz є повним диференцiалом в Ω,

тобто iснує функцiя u = u(x, y, z), (x; y; z) ∈ Ω, така, що

du(x, y, z) = P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz.

При цьому для довiльної кусково-гладкої кривої AB, що ле-
жить в Ω, правильна рiвнiсть

∫

AB

Pdx + Qdy + Rdz = u(B)− u(A).

Сформульованi вище умови складно перевiрити на прак-
тицi. Тому виникає необхiднiсть знайти ефективну умову, що
еквiвалентна їм. Для того щоб сформулювати цю умову, вве-
демо поняття поверхнево однозв’язної просторової областi. Об-
ласть Ω ⊂ R3 називається поверхнево однозв’язною, як-
що для довiльного замкненого контура L ⊂ Ω iснує поверхня
S ⊂ Ω, для якої цей контур є межею. Наприклад, якщо Ω –
куля або тiло, обмежене двома концентричними сферами, то
Ω – поверхнево однозв’язна область. Однак тор (бублик) не є
поверхнево однозв’язною областю.
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Теорема 3. Якщо Ω – поверхнево однозв’язна область про-
стору R3, а функцiї P , Q i R неперервнi в Ω разом зi своїми
частинними похiдними першого порядку, то кожна з умов 1),
2), 3) теореми 2 еквiвалентна умовi:

4) в областi Ω мають мiсце рiвностi

∂R

∂y
=

∂Q

∂z
,
∂P

∂z
=

∂R

∂x
,
∂Q

∂x
=

∂P

∂y
, (10)

тобто rot−→F = −→0 .
Зауваження. Функцiя u з умови 3) знаходиться за форму-

лою

u(x, y, z) =

(x;y;z)∫

(x0;y0;z0)

Pdx + Qdy + Rdz + C, (11)

де iнтеграл в правiй частинi є криволiнiйним iнтегралом дру-
гого роду по довiльнiй лiнiї, яка лежить в Ω i з’єднує фiксовану
точку (x0; y0; z0) ∈ Ω з будь-якою точкою (x; y; z) ∈ Ω, а C – до-
вiльна стала. Якщо за цю лiнiю взяти ламану, яка складається
з трьох вiдрiзкiв, що паралельнi вiдповiдно осi Ox, Oy i Oz, то
формула (11) набуде вигляду

u(x, y, z) =

x∫

x0

P (x, y, z)dx +

y∫

y0

Q(x0, y, z)dy+

+

z∫

z0

R(x0, y0, z)dz + C. (12)

Функцiю u називають первiсною для виразу Pdx+Qdy+
Rdz в областi Ω, а також – потенцiалом векторного поля,
що визначається вектором−→F = (P ; Q; R). Векторне поле−→F (M)
при цьому називають потенцiальним.

Приклад 1. Застосовуючи формулу Стокса, знайти кри-
волiнiйний iнтеграл другого роду I =

∮
L

x2y3dx + dy + zdz, де L –

коло x2 + y2 = R2, z = 0, яке обходиться проти годинникової стрiл-
ки.
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J Згiдно з формулою (1) маємо

I =
∮

L

x2y3dx + dy + zdz =
∫∫

S

(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz+

+
(∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

де S – поверхня сфери z =
√

R2 − x2 − y2, у якої взято верхню сто-
рону, щоб узгодити з обходом контура L .

Оскiльки P = x2y3, Q = 1, R = z, то

∂R

∂y
− ∂Q

∂z
= 0− 0 = 0,

∂P

∂z
− ∂R

∂x
= 0− 0 = 0,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0− 3x2y2 = −3x2y2,

а тому

I = −3
∫∫

D

x2y2dxdy,

де D – круг x2 + y2 ≤ R2.
Перейдемо в останньому iнтегралi до полярної системи коорди-

нат: x = r cosϕ, y = r sin ϕ, ϕ ∈ [0; 2π], r ∈ [0; R]. Тодi одержимо

I = −3

2π∫

0

sin2 ϕ cos2 ϕdϕ

R∫

0

r5dr = −12

π/2∫

0

sin2 ϕ cos2 ϕdϕ×

×
R∫

0

r5dr = −12
r6

6

∣∣∣∣∣

R

0

π/2∫

0

(1
2

sin 2ϕ
)2

dϕ = −2R6 1
4

π/2∫

0

(1− cos 4ϕ)
2

dϕ =

= −R6

4

(
ϕ− sin 4ϕ

4

)∣∣∣∣∣

π/2

0

= −R6

4
π

2
= −πR6

8
. I

Приклад 2. Знайти циркуляцiю векторного поля −→F = (x +
3y + 2z)−→i + (2x + z)−→j + (x− y)−→k по контуру трикутника KMN , де
K(2; 0; 0), M(0; 3; 0), N(0; 0; 1).

361



J Скористаємося формулою Стокса (8), де S – верхня сторона
площини трикутника KMN . Оскiльки

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
x + 3y + 2z 2x + z x− y

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(∂(x− y)
∂y

− ∂(2x + z)
∂z

)−→
i −

−
(∂(x− y)

∂x
− ∂(x + 3y + 2z)

∂z

)−→
j +

(∂(2x + z)
∂x

− ∂(x + 3y + 2z)
∂y

)−→
k =

= −2−→i +−→
j −−→k ,

а контур L – трикутник KMN з додатною орiєнтацiєю, який лежить
в площинi

x

2
+

y

3
+

z

1
= 1, або 3x + 2y + 6z − 6 = 0,

то

Ц =
∫∫

S

rot−→F −→n dσ =
∫∫

S

(rot−→F )xdydz+(rot−→F )ydzdx+(rot−→F )zdxdy =

= −2
∫∫

Dyz

dydz +
∫∫

Dzx

dzdx−
∫∫

Dxy

dxdy = −2

3∫

0

dy

1− y
3∫

0

dz +

1∫

0

dz

2−2z∫

0

dx−

−
2∫

0

dx

3− 3x
2∫

0

dy = −2
(
y− y2

6

)∣∣∣∣∣

3

0

+(2z−z2)

∣∣∣∣∣

1

0

−
(
3x− 3

4
x2

)∣∣∣∣∣

2

0

= −5. I

Приклад 3. Знайти u(x, y, z), якщо du = (x2 − 2yz)dx + (y2 −
2xz)dy + (z2 − 2xy)dz.

J Функцiї P (x, y, z) = x2 − 2yz, Q(x, y, z) = y2 − 2xz, R(x, y, z) =
z2 − 2xy визначенi i мають неперервнi частиннi похiднi першого
порядку в усьому просторi R3. Розглянемо векторне поле −→

F =
(x2− 2yz; y2− 2xz; z2− 2xy), (x; y; z) ∈ R3. Оскiльки простiр R3 є по-
верхнево однозв’язною областю, то згiдно з теоремою 3 поле −→F є по-
тенцiальним тодi й тiльки тодi, коли rot−→F (x, y, z) = −→0 , (x; y; z) ∈ R3.
Маємо

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
x2 − 2yz y2 − 2xz z2 − 2xy

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −→

i

∣∣∣∣∣∣

∂

∂y

∂

∂z
y2 − 2xz z2 − 2xy

∣∣∣∣∣∣
−
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−−→j
∣∣∣∣∣

∂

∂x

∂

∂z
x2 − 2yz z2 − 2xy

∣∣∣∣∣+
−→
k

∣∣∣∣∣∣

∂

∂x

∂

∂y
x2 − 2yz y2 − 2xz

∣∣∣∣∣∣
= −→

i (−2x+2x)−

−−→j (−2y + 2y) +−→
k (−2z + 2z) = −→0 , (x; y; z) ∈ R3,

а це означає, що векторне поле −→F потенцiальне. Знайдемо його по-
тенцiал, скориставшись формулою (12), де (x0; y0; z0) = (0; 0; 0)

u(x, y, z) =

x∫

0

(α2 − 2yz)dα +

y∫

0

(β2 − 2 · 0 · z)dβ +

z∫

0

(γ2 − 2 · 0 · 0)dγ =

=
(α3

3
− 2yzα

)∣∣∣∣∣

x

0

+
β3

3

∣∣∣∣∣

y

0

+
γ3

3

∣∣∣∣∣

z

0

=

=
x3

3
−2xyz+

y3

3
+

z3

3
+C =

x3 + y3 + z3

3
−3xyz+C, (x; y; z) ∈ R3. I

Приклад 4. Знайти криволiнiйний iнтеграл

(6;1;1)∫

(1;2;3)

yzdx+xzdy+

xydz, скориставшись тим, що пiдiнтегральний вираз є повним дифе-
ренцiалом деякої функцiї.

J Функцiї P (x, y, z) = yz, Q(x, y, z) = xz, R(x, y, z) = xy непере-
рвнi разом зi своїми частинними похiдними першого порядку в усьо-
му просторi R3. Розглянемо векторне поле −→F = (yz; xz; xy), (x; y; z) ∈
R3, i переконаємося, що воно потенцiальне, тобто rot−→F (x, y, z) = −→0 ,
(x; y; z) ∈ R3, а це означатиме, що вираз yzdx+xzdy+xydz є повним
диференцiалом функцiї u(x, y, z), яка знаходиться за формулою (12).

Маємо

rot−→F =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
yz xz xy

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −→

i

∣∣∣∣∣∣

∂

∂y

∂

∂z
xz xy

∣∣∣∣∣∣
−−→j

∣∣∣∣∣
∂

∂x

∂

∂z
yz xy

∣∣∣∣∣ +

+−→k
∣∣∣∣∣∣

∂

∂x

∂

∂y
yz xz

∣∣∣∣∣∣
= −→

i (x−x)−−→j (y−y)+−→k (z−z) = −→0 , (x; y; z) ∈ R3,

а тому

u(x, y, z) =

x∫

0

yzdα +

y∫

0

0dβ +

z∫

0

0dγ = xyz + C, (x; y; z) ∈ R3.
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Тодi, згiдно з теоремами 2 i 3, одержуємо

(6;1;1)∫

(1;2;3)

yzdx + xzdy + xydz = u(6, 1, 1)− u(1, 2, 3) = 6− 6 = 0. I

§5. Формула Остроградського-Гаусса

У цьому параграфi розглянемо ще одну з важливих формул
iнтегрального числення функцiй багатьох змiнних – формулу
Остроградського-Гаусса. Вона зв’язує мiж собою поверхневий
iнтеграл по межi тiла з потрiйним iнтегралом по цьому тiлу.

Теорема. Нехай в областi Ω ⊂ R3, обмеженiй кусково-
гладкою замкненою поверхнею S, задано неперервнi функцiї
P = P (x, y, z), Q = Q(x, y, z), R = R(x, y, z), якi мають в

Ω неперервнi частиннi похiднi
∂P

∂x
,

∂Q

∂y
i

∂R

∂z
. Тодi правильною

є формула Остроградського-Гаусса
∫∫∫

Ω

(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz =

∫∫

S

Pdydz+Qdxdz+Rdxdy, (1)

де поверхневий iнтеграл обчислюється по зовнiшнiй сторонi
поверхнi S.

J Згiдно з умовою теореми iнтеграли в обох частинах рiв-
ностi (1) iснують, оскiльки їхнi пiдiнтегральнi функцiї непере-
рвнi. Тому досить довести правильнiсть рiвностi вiдповiдних
iнтегралiв ∫∫∫

Ω

∂P

∂x
dxdydz =

∫∫

S

Pdydz, (2)

∫∫∫

Ω

∂Q

∂y
dxdydz =

∫∫

S

Qdzdx, (3)

∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫

S

Rdxdy. (4)
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Рiвностi (2) – (4) доводяться аналогiчно, а тому розглянемо
доведення однiєї з них, наприклад, (4). Доведемо цю рiвнiсть
для випадку, коли область Ω – це тiло, яке обмежене знизу
графiком функцiї z = ϕ1(x, y), (x; y) ∈ D, зверху – графiком
функцiї z = ϕ2(x, y), (x; y) ∈ D, а з бокiв – цилiндричною по-
верхнею (рис. 1). Вважатимемо, що функцiї ϕ1 i ϕ2 неперервнi
разом з їхнiми частинними похiдними першого порядку.

Розглянемо поверхнi, якi
обмежують тiло Ω. Нехай S1 –
поверхня, що визначена рiвнян-
ням z = ϕ1(x, y), (x; y) ∈ D,
згiдно з умовою теореми вектор
нормалi −→n на нiй напрямлений
зовнi, а це означає, що береть-
ся нижня сторона поверхнi S1.
Поверхня S2 має рiвняння z =
ϕ2(x, y), (x; y) ∈ D. На нiй тре-
ба розглядати верхню сторону.Рис. 1

Поверхня S3 є цилiндричною поверхнею, на якiй нормаль
−→n є зовнiшньою. Отже, межа S тiла Ω складається з трьох
поверхонь S = S1

⋃
S2

⋃
S3.

Зведемо потрiйний iнтеграл формули (4) до повторного:

∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫

D

( ϕ2(x,y)∫

ϕ1(x,y)

∂R

∂z
dz

)
dxdy =

=
∫∫

D

R(x, y, ϕ2(x, y))dxdy −
∫∫

D

R(x, y, ϕ1(x, y))dxdy.

Скориставшись формулою, яка зв’язує поверхневий iнте-
грал з подвiйним, дiстанемо

∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫

S2

R(x, y, z)dxdy +
∫∫

S1

R(x, y, z)dxdy. (5)
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Розглянемо поверхневий iнтеграл другого роду вiд функцiї
R(x, y, z) по цилiндричнiй поверхнi S3 i зведемо його до поверх-
невого iнтеграла першого роду:

∫∫

S3

R(x, y, z)dxdy =
∫∫

S

R(x, y, z) cos γdσ,

де γ – кут мiж нормаллю −→n до поверхнi S3 i вiссю Oz. Оскiльки
γ =

π

2
, то cos γ = 0 скрiзь на поверхнi S3. Тому

∫∫

S3

R(x, y, z)dxdy = 0. (5′)

Отже, скориставшись формулами (5) i (5′), одержимо
∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫

S1

R(x, y, z)dxdy +
∫∫

S2

R(x, y, z)dxdy+

+
∫∫

S3

R(x, y, z)dxdy =
∫∫

S

R(x, y, z)dxdy,

тобто формулу (4). I
Формулу Остроградського-Гаусса (1) можна записати i за

допомогою поверхневого iнтеграла першого роду
∫∫

Ω

(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz =

∫∫

S

(P cosα+Q cosβ+R cos γ)dσ,

(6)
де −→n = (cos α; cos β; cos γ) – одиничний вектор зовнiшньої нор-
малi до поверхнi S.

Розглянемо векторне поле −→F = (P ; Q; R) i введемо поняття
дивергенцiї div−→F :

div−→F =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
. (7)
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Якщо скористатися (7), то формулу (6) можна записати у
виглядi ∫∫∫

Ω

div−→F dxdydz =
∫∫

S

−→
F −→n dσ. (8)

Зауважимо, що div−→F – це функцiя, яка визначена на Ω.
Дивергенцiю векторного поля можна записати i за допомогою
вектора Гамiльтона −→∇ , а саме:

div−→F = −→∇−→F ,

тобто div−→F є скалярним добутком векторiв −→∇ i −→F .
З фiзичної точки зору div−→F в точцi M(x; y; z) ∈ Ω визна-

чає потужнiсть потоку векторного поля −→F , що виходить з точ-
ки M , яка припадає на одиницю об’єму. Якщо div−→F > 0, то
ця величина характеризує потужнiсть джерела, що знаходить-
ся в точцi M , а у випадку div−→F < 0 – потужнiсть стоку, що
знаходиться в точцi M .

Якщо у формулi Остроградського-Гаусса (1) взяти
P (x, y, z) = x, Q(x, y, z) = y, а R(x, y, z) = z, то матимемо фор-
мули для обчислення об’єму тiла Ω за допомогою поверхневого
iнтеграла

V (Ω) =
1
3

∫∫

S

xdydz + ydzdx + zdxdy, (9)

де поверхневий iнтеграл розглядається по зовнiшнiй сторонi
поверхнi S.

Приклад 1. За допомогою формули Остроградського-Гаусса
обчислити iнтеграл

I =
∫∫

S

x2dydz + y2dzdx + z2dxdy,

де S – зовнiшня сторона сфери (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2.
J Згiдно з формулою Остроградського-Гаусса, маємо

I =
∫∫∫

Ω

(2x + 2y + 2z)dxdydz,
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де Ω – куля (x−a)2+(y−b)2+(z−c)2 ≤ R2. Для обчислення iнтеграла
скористаємося сферичною системою координат

x = a + r cos ϕ sin θ, y = b + r sin ϕ sin θ, z = c + r cos θ,

0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π.

Якобiан перетворення дорiвнює r2 sin θ, а рiвняння межi областi
Ω має вигляд r = R. Тому

I = 2

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sin θdθ

R∫

0

r2(a+b+c+r(cos ϕ sin θ+sin ϕ sin θ+cos θ))dr =

=
8
3
π(a + b + c)R3. I

Приклад 2. Знайти потiк векторного поля −→F = x2−→i + y2−→j +

z
−→
k через межу тiла

h

R

√
x2 + y2 ≤ z ≤ h, h > 0, R > 0.

J Очевидно, що межа зада-
ного тiла Ω (рис. 2) складаєть-
ся з конiчної поверхнi S1 i ча-
стини S2 площини z = h. Про-
екцiя D цих поверхонь на пло-
щину Oxy – це круг x2+y2 ≤ R.

Знайдемо дивергенцiю век-
торного поля −→F за допомогою
формули (7):

div−→F = 2x+2y+1, (x; y; z) ∈ Ω.

Для обчислення потоку
векторного поля через по-
верхню тiла, скористаємося
формулою (1)Рис. 2

Π =
∫∫

S

x2dydz + y2dzdx + zdxdy =
∫∫∫

Ω

(2x + 2y + 1)dxdydz.

Зведемо потрiйний iнтеграл до повторного

∫∫∫

Ω

(2x + 2y + 1)dxdydz =
∫∫

D

( h∫

h
R

√
x2+y2

(2x + 2y + 1)dz
)
dxdy =
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=
∫∫

D

(2x + 2y + 1)
(
h− h

R

√
x2 + y2

)
dxdy =

= h

∫∫

D

(2x + 2y + 1)
(
1−

√
x2 + y2

R

)
dxdy.

В одержаному подвiйному iнтегралi перейдемо до полярних ко-
ординат x = r cosϕ, y = r sinϕ, 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ ϕ < 2π, тодi

Π = h

2π∫

0

( R∫

0

(2r cosϕ + 2r sin ϕ + 1)
(
r − r2

R

)
dr

)
dϕ =

= h

2π∫

0

(2R3

3
(cos ϕ + sin ϕ) +

R2

2
− R3

2
(cos ϕ + sin ϕ)− R2

3

)
dϕ =

=
hR3

6

2π∫

0

(cos ϕ + sin ϕ)dϕ +
R2h

6

2π∫

0

dϕ =
hR3

6
(sinϕ− cosϕ)

∣∣∣∣∣

2π

0

+

+
πhR2

3
=

πhR2

3
.

Отже, шуканий потiк векторного поля дорiвнює

Π =
πhR2

3
. I
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Вправи

1. Знайти площу частини:
1) площини x + y + z = a, яка вiдрiзається цилiндром y2 = ax i пло-
щиною x = a, a > 0;
2) сфери x2 + y2 + z2 = a2, що лежить всерединi конуса x2 + y2 = z2;
3) поверхнi z2 = 2xy, що знаходиться над прямокутником, який роз-
мiщений в площинi z = 0 i обмежений прямими x = 0, y = 0, x = 3,
y = 6;
4) поверхнi z2 = 4x, яка вiдрiзається цилiндром y2 = 4x i площиною
x = 1;
5) поверхнi z = xy, що вiдтинається цилiндром x2 + y2 = R2;
6) сфери x2 + y2 + z2 = a2, що мiститься в цилiндрi x2 + y2 = R2,
R ≤ a;
7) сфери x2 + y2 + z2 = R2, яка лежить в цилiндрi x2 + y2 = Rx;
8) поверхнi z2 = 2xy, що вiдтинається площинами x + y = 1, x = 0,
y = 0;
9) поверхнi z =

√
x2 + y2, що лежить всерединi цилiндра x2+y2 = 2x.

2. Обчислити поверхневий iнтеграл першого роду:

1)
∫∫

S

xyzdσ, якщо S – частина площини x+y+z = 1, яка розмiщена

в першому октантi;

2)
∫∫

S

xdσ, якщо S – частина сфери x2 + y2 + z2 = R2, яка розмiщена

в першому октантi;

3)
∫∫

S

ydσ, якщо S – пiвсфера z =
√

R2 − x2 − y2;

4)
∫∫

S

x2y2dσ, де S – пiвсфера z =
√

R2 − x2 − y2;

5)
∫∫

S

dσ

r2
, якщо S – цилiндр x2 + y2 = R2, обмежений площинами

z = 0 i z = h, а r – вiдстань вiд точки поверхнi до початку коорди-
нат;

6)
∫∫

S

(x + y + z)dσ, де S – частина сфери x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0;

7)
∫∫

S

(x2 + y2)dσ, якщо S – межа тiла
√

x2 + y2 ≤ z ≤ 1;
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8)
∫∫

S

dσ

(1 + x + y)2
, де S – межа тетраедра x+ y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0,

z ≥ 0;

9)
∫∫

S

|xyz|dσ, якщо S – частина поверхнi z = x2+y2, яка вiдтинаєть-

ся площиною z = 1;

10)
∫∫

S

zdσ, де S – частина поверхнi гелiкоїда x = u cos v, y = u sin v,

z = v, 0 ≤ u ≤ a; 0 ≤ v ≤ 2π.
3. Знайти масу пiвсфери x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0, густина якої

ρ(x, y, z) =
z

a
.

4. Визначити масу, що розподiлена по всiй поверхнi куба x = ±a,
y = ±a, z = ±a, якщо густина ρ(x, y, z) = k3√xyz, a, k – деякi додатнi
сталi.

5. Знайти моменти iнерцiї параболоїда z =
1
2
(x2 + y2) вiдносно

осi Oz, якщо 0 ≤ z ≤ 1.
6. Обчислити поверхневий iнтеграл 2-го роду:

1)
∫∫
S

xdydz + ydzdx + zdxdy, якщо S – зовнiшня сторона поверхнi

куба, обмеженого площинами x = 0, y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1;

2)
∫∫
S

zdxdy, де S – зовнiшня сторона елiпсоїда
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1;

3)
∫∫
S

z2dxdy, де S – зовнiшня сторона елiпсоїда
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1;

4)
∫∫
S

yzdxdy+xzdydz+xydxdz, якщо S – зовнiшня сторона поверхнi,

яка розмiщена в першому октантi i складається з цилiндра x2 +y2 =
R2 та площин x = 0, y = 0, z = 0 i z = H;
5)

∫∫
S

xdydz +ydxdy +zdxdy, де S – зовнiшня сторона сфери x2 +y2 +

z2 = R2;
6)

∫∫
S

(y−z)dydz+(z−x)dzdx+(x−y)dxdy, якщо S – зовнiшня сторона

конiчної поверхнi x2 + y2 = z2, 0 ≤ z ≤ h;
7)

∫∫
S

dxdy, де S – нижня сторона частини конуса z =
√

x2 + y2 при

0 ≤ z ≤ 1.
7. Знайти потiк вектора −→F через поверхню S у заданому напрям-

ку нормалi, якщо:
1) −→F = 2x

−→
i −y

−→
j , S – частина поверхнi цилiндра x2+y2 = R2, x ≥ 0,

y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ h у напрямку зовнiшньої нормалi;
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2) −→F = x2−→i + y2−→j + z2−→k , S – частина поверхнi параболоїда
h

R2
(x2 + y2) = z, z ≤ h у напрямку зовнiшньої нормалi;

3) −→F = x2−→i −y2−→j +z2−→k , S – частина сфери x2 +y2 +z2 = R2, x ≥ 0,
y ≥ 0, z ≥ 0 у напрямку зовнiшньої нормалi;
4) −→F = x

−→
i + y

−→
j − 2z

−→
k , S – поверхня куба, обмежена площинами

x = ±a, u = ±a, z = ±a, у напрямку зовнiшньої нормалi;
5) −→F = x2−→i + y2−→j + z2−→k , S – зовнiшня сторона поверхнi (x− a)2 +
(y − b)2 + (z − c)2 = R2.

8. За допомогою формули Стокса обчислити криволiнiйний iнте-
грал:

1)
∮

L

ydx + zdy + xdz, де L – коло x2 + y2 + z2 = a2, x + y + z = 0, яке

обходиться проти годинникової стрiлки, якщо дивитися з додатньої
сторони осi Ox;

2)
∮

L

(y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz, якщо L – елiпс x = a sin2 t,

y = 2a sin t cos t, z = a cos2 t, 0 ≤ t ≤ 2π, який обходиться у напрямку
зростання параметра t.

9. Знайти циркуляцiю вектора −→F вздовж контура L скористав-
шись формулою Стокса:
1) −→F = −2y

−→
i + 2x

−→
j , L – коло x = 3 cos t, y = 3 sin t, що обходиться

у додатному напрямку;
2) −→F = (x − 2z)−→i + (x + 3y + z)−→j + (3x + y)−→k , L – контур ABCA,
де A(1; 0; 0), B(0; 1; 0) i C(0; 0; 1);
3) −→F = z

−→
i + x

−→
j + y

−→
k , L – коло x2 + y2 + z2 = R2, x + y + z = R у

додатному напрямку вiдносно орта −→k ;
4) −→F = z2−→i + x2−→j + y2−→k , L – коло, що є перетином сфери
x2 + y2 + z2 = R2 з площиною x + y + z = R у додатному напрямку
вiдносно орта −→k .

10. Знайти потенцiал поля −→F , якщо:

1) −→F = (yz − xy)−→i +
(
xz − x2

2
+ yz2

)−→
j + (xy + y2z)−→k ;

2) −→F =
(1

z
− y

x2

)−→
i +

( 1
x
− z

y2

)−→
j +

(1
y
− x

z2

)−→
k .

11. Знайти функцiю u, якщо du =
(
1− 1

y
+

y

z

)
dx+

(x

z
+

x

y2

)
dy−

xy

z2
dz.
12. Скориставшись тим, що пiдiнтегральний вираз є повним ди-

ференцiалом, обчислити криволiнiйний iнтеграл:
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1)

(2;3;−4)∫

(1;1;1)

xdx + y2dy − z3dz; 2)

(2;1;3)∫

(1;−1;2)

xdx− y2dy + zdz;

3)

(3;2;1)∫

(1;2;3)

yzdx + zxdy + xydz.

13. За допомогою формули Остроградського-Гаусса обчислити
поверхневий iнтеграл:

1)
∫∫

S

xzdxdy+xydydz+yzdxdz, якщо S – зовнiшня сторона пiрамiди,

яка обмежена площинами x = 0, y = 0, z = 0 i x + y + z = 1;

2)
∫∫

S

yzdxdy+xzdydz+xydxdz, де S – зовнiшня сторона поверхнi, яка

розмiщена в першому октантi i складається з цилiндра x2 + y2 = R2

i площин x = 0, y = 0, z = 0 i z = h;

3)
∫∫

S

y2zdxdy + xzdydz + x2ydxdz, якщо S – зовнiшня сторона по-

верхнi, яка розмiщена в першому октантi i складається з параболоїда
обертання z = x2 + y2, цилiндра x2 + y2 = 1 i координатних площин
x = 0, y = 0, z = 0;

4)
∫∫

S

x2dydz + y2dzdx + z2dxdy, де S – зовнiшня сторона всiєї межi

куба 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤ z ≤ a;

5)
∫∫

S

x3dydz + y3dzdx + z3dxdy, якщо S – зовнiшня сторона сфери

x2 + y2 + z2 = R2;

6)
∫∫

S

(y−z)dydz +(z−x)dzdx+(x−y)dxdy, де S – зовнiшня частина

конiчної поверхнi x2 + y2 = z2, 0 ≤ z ≤ h.
14. Знайти потiк вектора −→F через поверхню S, скориставшись

формулою Остроградського-Гаусса:

1) −→F = x3−→i + y3−→j + R2z
−→
k , S – межа тiла

h

R2
(x2 + y2) ≤ z ≤ h у

напрямку зовнiшньої нормалi;
2) −→F = x3−→i + y3−→j − z3−→k , S – поверхня куба 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a,
0 ≤ z ≤ a у напрямку зовнiшньої нормалi;
3) −→F = x2y

−→
i + xy2−→j + xyz

−→
k , S – поверхня тiла x2 + y2 + z2 ≤ R2,

x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 у напрямку зовнiшньої нормалi;

373



4) −→F = x2y
−→
i − xy2−→j + (x2 + y2)z−→k , S – поверхня тiла x2 + y2 ≤ R2,

0 ≤ z ≤ h у напрямку зовнiшньої нормалi.

Вiдповiдi

1. 1)
4√
3
a2; 2) 4πa2(2−√2); 3) 36; 4)

16
3

(2
√

2− 1);

5)
2π

3
((1 + R2)3/2 − 1); 6) 4πa(a−√a2 −R2); 7) 2R2(π − 2);

8)
π√
2
; 9) π

√
2.

2. 1)
√

3
120

; 2)
πR3

4
; 3) 0; 4)

2πR6

15
; 5) 2π arctg

h

R
; 6) πa3;

7)
π

2
(1 +

√
2); 8)

3−√3
2

+ (
√

3− 1) ln 2; 9)
125

√
5− 1

420
;

10) π2(a
√

1 + a2 + ln(a +
√

1 + a2)).
3. πa2.
4.

27
2

ka3.

5.
4π(1 + 6

√
3)

15
.

6. 1) 3; 2)
4
3
πabc; 3) 0; 4) R2H

(2R

3
+

πH

8

)
; 5) 4πR3; 6) 0; 7) −π.

7. 1)
πR2h

4
; 2)

πR2h

3
; 3)

πR4

8
; 4) 0; 5)

8πR3

2
(a + b + c). Записати

рiвняння поверхнi S у виглядi x = a+R cos θ sinu, y = b+R sin v sin u,
z = c + R cos u, 0 ≤ u ≤ π; 0 ≤ v ≤ 2π.

8. 1) −πa2
√

3; 2) 0.

9. 1) 36π; 2) −3; 3)
2πR2

√
3

; 4)
4πR3

3
.

10. 1) xyz− x2y

2
+

y2z2

2
+ C; 2)

y

z
+

z

y
+

x

z
+ C, якщо x 6= 0, y 6= 0

i z 6= 0.
11. u = x− x

y
+

xy

z
+ C, якщо y 6= 0 i z 6= 0.

12. 1) −53
7
12

; 2)
10
3
; 3) 0.

13. 1)
1
2
; 2) R2h

(2R

3
+

πh

8

)
; 3)

π

8
; 4) 3a4; 15)

12
5

πR5; 6) 0. Допов-
нити поверхню до замкненої.

14. 1) πhR4; 2) a5; 3)
R5

3
; 4)

πR4h

2
.

374



Роздiл 13
Числовi та функцiональнi ряди

§1. Числовi ряди

1.1. Поняття числового ряду. Нехай задано числову
послiдовнiсть {an, n ∈ N}. Вираз вигляду

a1 + a2 + . . . + an + . . . =
∞∑

n=1

an (1)

називається числовим рядом або просто рядом.
Числа a1, a2, . . ., an, . . . називаються членами ряду, а число

an з довiльним номером n називається загальним членом
ряду.

Сума n перших членiв ряду називається n-ою частинною
сумою ряду:

Sn = a1 + a2 + . . . + an, n ∈ N. (2)

Оскiльки число членiв ряду нескiнченне, то частиннi суми
утворюють послiдовнiсть {Sn, n ∈ N}.

Ряд (1) називається збiжним, якщо послiдовнiсть його ча-
стинних сум {Sn, n ∈ N} збiгається до деякого числа S, яке
називається сумою ряду. Символiчно це записується так:

S = a1 + a2 + . . . + an + . . .

або

S =
∞∑

n=1

an.

Якщо ж послiдовнiсть {Sn, n ∈ N} розбiгається, то ряд (1)
називається розбiжним.

Приклад 1. Знайти суму ряду

1
1 · 2 +

1
2 · 3 +

1
3 · 4 + . . . +

1
n(n + 1)

+ . . . .
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J Розглянемо n-у частинну суму ряду

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + . . . +
1

n(n + 1)
=

=
(

1− 1
2

)
+

(
1
2
− 1

3

)
+

(
1
3
− 1

4

)
+ . . . +

(
1
n
− 1

n + 1

)
.

Пiсля розкриття дужок всi доданки, крiм першого й останнього,

взаємно знищуються, i як результат одержуємо, що Sn = 1− 1
n + 1

.
Звiдси випливає, що

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n + 1

)
= 1.

Отже, ряд збiжний i його сума дорiвнює одиницi. I
Приклад 2. Дослiдити на збiжнiсть ряд a + aq + aq2 + . . . +

aqn−1 + . . ., a 6= 0, який називається геометричним.
J Частинна сума Sn цього ряду при q 6= 1 має вигляд

Sn = a + aq + aq2 + . . . + aqn−1 =
a− aqn

1− q
=

a

1− q
− a

1− q
qn.

Звiдси випливає, що:
1) при |q| < 1, lim

n→∞
Sn = lim

n→∞
a

1− q
− lim

n→∞
a

1− q
qn =

a

1− q
, тобто

ряд збiжний i його сума S =
a

1− q
, бо lim

→∞
qn = 0;

2) якщо |q| > 1, то lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
a

1− q
− a

1− q
qn

)
= ∞, бо

lim
n→∞

qn = ∞, а це означає, що ряд розбiжний;
3) якщо q = 1, то lim

n→∞
Sn = lim

n→∞
na = ∞, отже, ряд розбiгається.

Якщо ж q = −1, то ряд набуде вигляду

a− a + a− a + . . . .

Частиннi суми цього ряду мають вигляд S1 = a, S2 = 0, S3 = a,
S4 = 0, . . . . Тому границя частинних сум не iснує i ряд розбiгається
й в цьому випадку.

Отже, геометричний ряд збiгається при |q| < 1 i розбiгається при
|q| ≥ 1. I

При вивченнi рядiв виникають двi задачi: 1) дослiдити ряд
на збiжнiсть; 2) знаючи, що ряд збiжний, знайти його суму.
Цими задачами ми i займатимемося надалi.
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1.2. Властивостi збiжних рядiв.
Теорема 1. Якщо ряд a1 + a2 + . . . + an + . . . збiгається

i його сума S, а c – деяке число, то збiгається також ряд
ca1 + ca2 + . . . + can + . . . i його сума дорiвнює cS.

J Нехай Sn – n-а частинна сума ряду
∞∑

n=1

an, а S̃n – n-а

частинна сума ряду
∞∑

n=1
can. Тодi

S̃n = ca1 + ca2 + . . . + can = c(a1 + a2 + . . . + an) = cSn.

Перейшовши до границi при n →∞, дiстанемо

lim
n→∞ S̃n = lim

n→∞ cSn = c lim
n→∞Sn = cS,

тобто послiдовнiсть частинних сум {S̃n, n ∈ N} збiгається до
числа cS. I

Теорема 2. Якщо ряди
∞∑

n=1

an i
∞∑

n=1

bn збiгаються, а їхнi

суми дорiвнюють вiдповiдно S i S, то й ряд
∞∑

n=1

(an ± bn) збi-

гається i його сума дорiвнює S ± S.
J Якщо позначити через Sn, Sn i σn частиннi суми вiдпо-

вiдно рядiв
∞∑

n=1

an,
∞∑

n=1

bn i
∞∑

n=1
(an ± bn), то σn = Sn ± Sn, а

тому

lim
n→∞σn = lim

n→∞(Sn ± Sn) = lim
n→∞Sn ± lim

n→∞Sn = S ± S. I

Теорема 3. Якщо збiгається ряд (1), то збiгається i ряд

am+1 + am+2 + . . . + an + . . . =
∞∑

n=m+1

an, (3)

i навпаки, iз збiжностi ряду (3) випливає збiжнiсть ряду (1).
J Ця теорема стверджує, що на збiжнiсть ряду не впливає

вiдкидання скiнченного числа його перших членiв.
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Нехай ряд (1) збiгається i його сумою є S, тобто S = lim
n→∞Sn.

Якщо σn,m – n-а частинна сума ряду (3), то

Sn+m = Sm + σn,m. (4)

Звiдси випливає, що

lim
n→∞σn,m = lim

n→∞(Sn+m − Sm) = lim
n→∞Sn+m − Sm = S − Sm,

а це означає, що ряд (3) збiгається i його сумою є rm = S−Sm.
Припустимо, що ряд (3) збiгається, тобто lim

n→∞σn,m = rm.
Тодi з (4) випливає, що

lim
n→∞Sn+m = lim

n→∞(Sm + σn,m) = Sm + rm,

а це означає збiжнiсть ряду (1). I
З рiвностi rm = S − Sm одержуємо, що lim

m→∞ rm = 0, бо
lim

m→∞Sm = S. Тому має мiсце наслiдок.
Наслiдок 1. Ряд (1) збiгається тодi й тiльки тодi, коли

lim
m→∞ rm = 0.

1.3. Необхiднi умови збiжностi ряду.

Теорема 4. Якщо ряд
∞∑

n=1

an збiгається, то

lim
n→∞ an = 0, (5)

а також
lim

n→∞(an+1 + an+2 + . . . + a2n) = 0. (6)

J Оскiльки ряд
∞∑

n=1

an збiгається, то

lim
n→∞Sn = S, lim

n→∞Sn−1 = S, lim
n→∞S2n = S.

Тому

lim
n→∞ an = lim

n→∞(Sn − Sn−1) = lim
n→∞Sn − lim

n→∞Sn−1 = S − S = 0
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i
lim

n→∞(an+1 + an+2 + . . . + a2n) = lim
n→∞(S2n − Sn) =

= lim
n→∞S2n − lim

n→∞Sn = S − S = 0. I

Умови (5), (6) називаються необхiдними умовами збiж-
ностi ряду.

Наслiдок 2. Якщо загальний член ряду не прямує до нуля

(an 6→ 0, n →∞), то ряд
∞∑

n=1

an розбiгається.

Наслiдок 3. Якщо lim
n→∞(an+1 + an+2 + . . . + a2n) 6= 0, то

ряд
∞∑

n=1

an розбiгається.

Приклад 3. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1 +
1
2

+
1
3

+ . . . +
1
n

+ . . . ,

який називається гармонiчним.

J Маємо lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
n

= 0. Доведемо, що заданий ряд роз-
бiгається. Перевiримо, чи виконується умова (6):

lim
n→∞

(S2n − Sn) = lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
2n

)
≥

≥ lim
n→∞

n
1
2n

= lim
n→∞

1
2

=
1
2
6= 0.

Отже, згiдно з наслiдком 3, ряд розбiгається. I
Якщо загальний член ряду прямує до нуля, то ще не мож-

на зробити висновок про збiжнiсть цього ряду. Про це свiдчать
приклад 3 i приклад 2, де |q| < 1. Як i в прикладi 3, так i
в прикладi 2, |q| < 1, загальний член прямує до нуля, але у
першому з них ряд розбiгається, а в другому збiгається. То-
му необхiдне додаткове дослiдження, яке можна провести за
допомогою певних достатнiх умов (ознак) збiжностi ряду.

Якщо ж для деякого ряду його загальний член не прямує
до нуля, то згiдно з наслiдком 1 можна зразу сказати, що такий
ряд розбiгається.
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1.4. Ряди з невiд’ємними членами. Розглянемо ряд
∞∑

n=1

an, де an ≥ 0, n ∈ N. Очевидно, що

Sn+1 = Sn + an+1 ≥ Sn, n ∈ N,

тобто послiдовнiсть частинних сум даного ряду є неспадною.
Оскiльки необхiдною й достатньою умовою збiжностi монотон-
ної послiдовностi є її обмеженiсть, а саме обмеженiсть зверху
неспадної послiдовностi, то звiдси випливає необхiдна i достат-
ня умова збiжностi ряду з невiд’ємними членами.

Теорема 5. Для того щоб ряд
∞∑

n=1

an з невiд’ємними чле-

нами збiгався, необхiдно й достатньо, щоб послiдовнiсть ча-
стинних сум цього ряду була обмеженою.

Розглянемо декiлька ознак, якi дають достатнi умови збiж-
ностi ряду.

Теорема 6 (перша ознака порiвняння). Якщо є два ря-
ди з невiд’ємними членами:

a1 + a2 + . . . + an + . . . , (7)

b1 + b2 + . . . + bn + . . . , (8)

причому
an ≤ bn, n ∈ N, (9)

то iз збiжностi ряду (8) випливає збiжнiсть ряду (7), а з
розбiжностi ряду (7) – розбiжнiсть ряду (8).

J Позначимо вiдповiдно через Sn i Sn частиннi суми рядiв
(7) i (8). Тодi з нерiвностi (9) випливає, що Sn ≤ Sn, n ∈ N.
Якщо ряд (8) збiгається, то згiдно з теоремою 5 послiдовнiсть
його частинних сум {Sn, n ∈ N} обмежена зверху, тобто Sn ≤
M , n ∈ N, а тодi й Sn ≤ Sn ≤ M . Звiдси випливає, що ряд
(7) збiгається. Якщо ж ряд (7) розбiгається, то послiдовнiсть
{Sn, n ∈ N} необмежена зверху, тодi й послiдовнiсть {Sn, n ∈
N} є необмеженою зверху, а тому ряд (8) розбiгається. I

Теорема 6 залишається правильною, якщо нерiвнiсть (9) за-
мiнити нерiвнiстю an ≤ cbn, c – стала, c > 0.
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Приклад 4. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1 +
1
22

+
1
32

+ . . . +
1
n2

+ . . . . (10)

J Порiвняємо заданий ряд iз збiжним рядом, що розглянутий в
прикладi 1,

1
1 · 2 +

1
2 · 3 + . . . +

1
(n− 1)n

+ . . . .

Оскiльки
1
n2

≤ 1
(n− 1)n

, n ∈ N \ {1},

то згiдно з теоремою 6 ряд (10) збiжний. I
Приклад 5. Довести розбiжнiсть ряду

1 +
1√
2

+
1√
3

+ . . . +
1√
n

+ . . . .

J Порiвнюватимемо цей ряд з гармонiчним рядом

1 +
1
2

+
1
3

+ . . . +
1
n

+ . . . ,

який розбiжний.
Маємо

1√
n
≥ 1

n
, n ∈ N,

а тому ряд розбiгається. I
Зауваження. Узагальненням рядiв, якi наведенi у прикла-

дах 3, 4 i 5 є ряд
∞∑

n=1

1
ns

, (11)

який називається узагальненим гармонiчним рядом.
У випадку, коли s = 1, маємо гармонiчний ряд, який розбi-

гається, що доведено в прикладi 3.
Якщо s < 1, то правильною є нерiвнiсть

1
ns
≤ 1

n
, n ∈ N.

Звiдси випливає, згiдно з теоремою 6, що ряд розбiгається.
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Нехай s > 1. Скориставшись оцiнкою

1
ns
≤

n∫

n−1

dx

xs
=

1
s− 1

( 1
(n− 1)s−1

− 1
ns−1

)
, n ∈ N i n ≥ 2,

для n-ої частинної суми Sn ряду (11), одержимо нерiвнiсть

Sn = 1 +
1
2s

+
1
3s

+ . . . +
1
ns
≤

≤ 1 +
1

s− 1

(
1− 1

2s−1
+

1
2s−1

− 1
3s−1

+ . . . +
1

(n− 1)s−1
− 1

ns

)
=

= 1 +
1

s− 1

(
1− 1

ns

)
< 1 +

1
s− 1

=
s

s− 1
, n ∈ N i n ≥ 2.

Отже, в цьому випадку послiдовнiсть частинних сум {Sn, n ∈
N} нашого ряду обмежена зверху, а тому згiдно з теоремою 5
ряд (11) є збiжним.

Остаточно одержали, що узагальнений гармонiчний ряд
розбiгається при s ≤ 1 i збiгається при s > 1.

Теорема 7 (друга ознака порiвняння). Якщо для рядiв
(7) i (8) з додатними членами iснує вiдмiнна вiд нуля скiнчен-
на границя

lim
n→∞

an

bn
= K,

то ряди (7) i (8) збiгаються або розбiгаються одночасно.
J Оскiльки K = lim

n→∞
an

bn
, то, згiдно з означенням границi,

для довiльного ε > 0 iснує номер n0 такий, що при n ≥ n0

K − ε <
an

bn
< K + ε.

Можна вважати, що ця нерiвнiсть виконується для всiх
n ∈ N, бо скiнченна кiлькiсть членiв ряду не впливає на йо-
го збiжнiсть. Отже, (K − ε)bn < an < (K + ε)bn, n ∈ N.

Нехай 0 < ε < K. Тодi iз збiжностi ряду (8) випливає збiж-
нiсть ряду (7), а з розбiжностi ряду (7) випливає розбiжнiсть
ряду (8), бо виконуються умови теореми 6. I
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Наслiдок 4. Якщо an ∼ bn при n → ∞, то ряди (7) i (8)
збiгаються i розбiгаються одночасно.

Приклад 6. Дослiдити на збiжнiсть ряд

∞∑
n=1

2n + 3
n3 + 3n2 + 5n + 1

.

J Оскiльки загальний член ряду прямує до нуля при n →∞ як
1
n2

, то порiвнюватимемо його з рядом (10), який збiжний.
Маємо

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

2n + 3
n3 + 3n2 + 5n + 1

1
n2

= lim
n→∞

n2(2n + 3)
n3 + 3n2 + 5n + 1

=

= lim
n→∞

n3

(
2 +

3
n

)

n3

(
1 +

3
n

+
5
n2

+
1
n3

) =
2
1

= 2,

а тому ряд збiгається за другою ознакою порiвняння. I
Теорема 8 (ознака Даламбера). Нехай всi члени ряду

∞∑

n=1

an додатнi й

lim
n→∞

an+1

an
= l.

Тодi: 1) якщо l < 1, то ряд збiгається; 2) якщо l > 1, то
ряд розбiгається; 3) якщо ж l = 1, то ряд може бути як
збiжним, так i розбiжним.

J Згiдно з умовою l = lim
n→∞

an+1

an
, а це означає, що для

довiльного ε > 0 iснує номер n0 такий, що для всiх n ≥ n0

правильнi нерiвностi

l − ε <
an+1

an
< l + ε. (12)

Можна вважати, що цi нерiвностi мають мiсце для всiх n ∈
N, бо вiдкидання скiнченної кiлькостi перших членiв ряду не
впливає на його збiжнiсть.
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1) Нехай l < 1, тодi знайдеться таке додатне число ε, що
q ≡ l + ε < 1. Для цього ε маємо нерiвностi

a2

a1
< q,

a3

a2
< q, . . . ,

an

an−1
< q, n ∈ N.

Якщо перемножити цi нерiвностi, то дiстанемо

an

a1
< qn−1 або an < a1q

n−1, n ∈ N.

Оскiльки ряд
∞∑

n=1

a1q
n−1 є геометричним рядом з 0 < q < 1, то

вiн є збiжним. Тодi, скориставшись теоремою 6, одержимо, що

й ряд
∞∑

n=1

an є збiжним.

2) Нехай тепер l > 1. Тодi знайдеться таке додатне ε, що
l − ε > 1. Тому з лiвої нерiвностi (12) одержуємо, що

1 < l − ε <
an+1

an
,

тобто an+1 > an, n ∈ N. Це означає, що послiдовнiсть {an, n ∈
N} додатних чисел є зростаючою, а отже, її границя lim

n→∞ an 6=

0. Звiдси випливає, що загальний член ряду
∞∑

n=1

an не прямує до

нуля, а тому вiн розбiжний, бо не виконується необхiдна умова
збiжностi ряду.

3) У випадку l = 1 ряд
∞∑

n=1

an може бути як збiжним, так i

розбiжним, про що свiдчать наступнi приклади.

Розглянемо гармонiчний ряд
∞∑

n=1

1
n
, який, як доведено в

прикладi 3, розбiжний. Для нього l = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
n + 1

n
=

1.

Якщо дослiджувати на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

1
n2

, то для нього
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так само lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n + 1)2

n2
= 1, але вiн збiжний, що

доведено в прикладi 4. I
Приклад 7. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1
2

+
2
22

+
3
23

+ . . . +
n

2n
+ . . . .

J Маємо an =
n

2n
, an+1 =

n + 1
2n+1

. Тодi

an+1

an
=

n + 1
2n+1

:
n

2n
=

(n + 1)2n

2n+1n
=

1
2

n + 1
n

=
1
2

(
1 +

1
n

)

i
lim

n→∞
an+1

an
= lim

n→∞
1
2

(
1 +

1
n

)
=

1
2

< 1.

Отже, ряд збiжний. I
Приклад 8. Дослiдити на збiжнiсть ряд

2
1

+
4
16

+
8
81

+ . . . +
2n

n4
+ . . . .

J Очевидно, що an =
2n

n4
, an+1 =

2n+1

(n + 1)4
,

an+1

an
=

2n+1

(n + 1)4
:

2n

n4
=

2n+1n4

(n + 1)42n
=

2n4

(n + 1)4
=

2(
1 +

1
n

)4 .

Тому

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
2(

1 +
1
n

)4 = 2 > 1

i ряд розбiжний. I

Теорема 9 (ознака Кошi). Якщо всi члени ряду
∞∑

n=1

an

невiд’ємнi й lim
n→∞

n
√

an = l, то ряд збiгається при l < 1 i роз-
бiгається при l > 1. У випадку l = 1 ряд може бути як збiж-
ним, так i розбiжним.

Доведення цiєї теореми аналогiчне доведенню теореми 8.

385



Приклад 9. Дослiдити на збiжнiсть ряд

∞∑
n=1

1
2n

(
1 +

1
n

)n2

.

J Застосуємо ознаку Кошi:

an =
1
2n

(
1 +

1
n

)n2

, n
√

an = n

√
1
2n

(
1 +

1
n

)n2

=
1
2

(
1 +

1
n

)n

,

l = lim
n→∞

n
√

an =
1
2

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

=
1
2
e.

Оскiльки l > 1, то ряд розбiгається. I
Приклад 10. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1
3

+
(2

5

)2

+
(3

7

)3

+
(4

9

)4

+ . . . +
( n

2n + 1

)n

+ . . . .

J Маємо an =
( n

2n + 1

)n

. Тут зручно застосувати ознаку Кошi,

оскiльки n
√

an = n

√( n

2n + 1

)n

=
n

2n + 1
. Тодi

l = lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

2n + 1
= lim

n→∞
n

n
(
2 + 1

n

) =
1
2
.

Звiдси випливає, що ряд збiжний, бо l =
1
2

< 1. I

1.5. Знакозмiннi ряди. До цих пiр ми розглядали ряди
з невiд’ємними членами. У цьому пунктi розглянемо ряди, якi
мiстять як вiд’ємнi, так i додатнi члени. Такi ряди називаються
знакозмiнними.

Вивчення знакозмiнних рядiв розпочнемо з частинного ви-
падку рядiв, у яких знаки їхнiх членiв чергуються, тобто рядiв,
де за кожним додатним членом слiдує вiд’ємний, а за кожним
вiд’ємним – додатний. Для зручностi вважатимемо, що пер-
ший член такого ряду додатний. Тодi ряд, знаки членiв якого
чергуються, можна подати у виглядi

p1 − p2 + p3 − . . . + (−1)n−1pn + . . . , (13)
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де pn > 0, n ∈ N.
Теорема 10 (ознака Лейбнiца).Якщо виконуються умо-

ви: 1) pn+1 < pn, n ∈ N; 2) lim
n→∞ pn = 0, то ряд (13) збiгається,

причому його сума додатна i не перевищує першого члена ря-
ду.

J Розглянемо частинну суму ряду з парним числом членiв

S2n = p1 − p2 + p3 − p4 + . . . + p2n−1 − p2n =

= (p1 − p2) + (p3 − p4) + . . . + (p2n−1 − p2n).

Усi доданки в дужках додатнi, тому послiдовнiсть частинних
сум {S2n, n ∈ N} є зростаючою. Доведемо, що вона обмежена.
Для цього подамо S2n у виглядi

S2n = p1−(p2−p3)−(p4−p5)−. . .−(p2n−2−p2n−1)−p2n < p1, n ∈ N.

Отже, послiдовнiсть {S2n, n ∈ N} зростаюча й обмежена, а
тому має скiнченну границю lim

n→∞S2n = S, причому S ≤ p1.
Доведемо, що й послiдовнiсть частинних сум непарного чис-

ла членiв має ту саму границю S. Справдi, S2n+1 = S2n+p2n+1.
Перейшовши в цiй рiвностi до границi при n →∞ i скористав-
шись другою умовою теореми, одержимо

lim
n→∞S2n+1 = lim

n→∞(S2n+p2n+1) = lim
n→∞S2n+ lim

n→∞ p2n+1 = S+0 = S.

Звiдси випливає, що послiдовнiсть частинних сум {Sn, n ∈
N} ряду (13) збiгається до S. Це означає, що ряд (13) збiгається
i його сума S ≤ p1. I

Наслiдок 5. Якщо за суму ряду Лейбнiца взяти набли-
жено суму його n перших членiв, то похибка при цьому за
абсолютною величиною не перевищить першого з вiдкинутих
членiв.

Приклад 11. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+ . . . + (−1)n−1 1

n
+ . . . .
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J Маємо pn =
1
n
, pn+1 =

1
n + 1

. Оскiльки pn =
1
n

>
1

n + 1
=

pn+1, n ∈ N, а lim
n→∞

pn = lim
n→∞

1
n

= 0, то з теореми 9 випливає, що
ряд збiжний. I

Приклад 12. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1
1 · 22 −

1
2 · 32

+
1

3 · 42
− . . . + (−1)n−1 1

n(n + 1)2
+ . . . .

J Перевiримо виконання умов ознаки Лейбнiца:

1) pn =
1

n(n + 1)2
>

1
(n + 1)(n + 2)2

= pn+1, n ∈ N;

2) lim
n→∞

pn = lim
n→∞

1
n(n + 1)2

= 0.

Отже, ряд збiгається. I
Тепер розглянемо довiльний ряд

a1 + a2 + . . . + an + . . . =
∞∑

n=1

an, (14)

де числа a1, a2, . . ., an, . . . можуть бути як додатними, так i
вiд’ємними, причому розмiщення додатних i вiд’ємних членiв
у рядi довiльне.

Поряд з рядом (14) розглядатимемо ряд, складений з абсо-
лютних величин членiв цього ряду:

|a1|+ |a2|+ . . . + |an|+ . . . =
∞∑

n=1

|an|. (15)

Якщо ряд (15) збiгається, то ряд (14) називається абсолют-
но збiжним. Доведемо, що iз збiжностi ряду (15) випливає
збiжнiсть ряду (14).

Справдi, запишемо an у виглядi an = bn − cn, де bn =
an + |an|

2
, cn =

|an| − an

2
, n ∈ N. Очевидно, що bn ≤ |an|,

cn ≤ |an|, n ∈ N, а тому, згiдно з першою ознакою порiвнян-

ня ряди
∞∑

n=1

bn i
∞∑

n=1

cn збiгаються, бо збiгається ряд
∞∑

n=1

|an|.
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Тодi ряд
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

bn −
∞∑

n=1

cn є також збiжним, як рiзниця

збiжних рядiв.
Якщо ж ряд (14) збiгається, а ряд (15) розбiгається, то ряд

(14) називають умовно збiжним.
Приклад 13. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1− 1
22
− 1

32
+

1
42

+
1
52
− 1

62
− 1

72
+ . . . .

J Розглянемо ряд, складений з абсолютних величин

1 +
1
22

+
1
32

+
1
42

+
1
52

+
1
62

+
1
72

+ . . . .

Цей ряд є збiжним, як доведено в прикладi 4. Звiдси випливає, що
заданий ряд збiгається абсолютно. I

Приклад 14. Дослiдити на збiжнiсть ряд

1− 1√
2

+
1√
3
− 1√

4
+ . . . .

J Ряд з абсолютних величин

1 +
1√
2

+
1√
3

+
1√
4

+ . . . +
1√
n

+ . . .

розбiгається, як доведено в прикладi 5. У той же час вихiдний ряд
збiгається, бо виконуються умови теореми 10. Це означає, що ряд
збiгається умовно. I

1.6. Властивостi сум збiжних числових рядiв. З
попереднього випливає, що поняття суми нескiнченного ряду
чисел iстотно вiдрiзняється вiд поняття суми скiнченного числа
доданкiв, бо воно використовує граничний перехiд. У той же
час деякi властивостi звичайних сум переносяться й на випадок
сум рядiв, але, як правило, при виконаннi певних додаткових
умов. У цьому пунктi розглянемо цi умови, причому детально
розглянемо випадки, коли властивостi сум скiнченної кiлькостi
доданкiв i сум числових рядiв вiдрiзняються iстотно.

Розглянемо сполучну властивiсть суми. Нехай задано
числовий ряд (1). Згрупуємо довiльним чином в дужки члени
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цього ряду без змiни порядку їхнього слiдування. Тодi одержи-
мо новий ряд

(a1 + a2 + . . . + an1) + (an1+1 + an1+2 + . . . + an2) + . . .+

+(ank−1+1 + ank−1+2 + . . . + ank
) + . . . . (16)

З’ясуємо, який зв’язок мiж збiжностями рядiв (1) i (16) та
їхнiми сумами.

Теорема 11. Якщо ряд (1) збiгається, то збiгається й ряд
(16), причому їхнi суми однаковi, тобто для збiжного число-
вого ряду має мiсце сполучна властивiсть.

J Нехай {Sn, n ∈ N} – послiдовнiсть частинних сум ряду
(1), а S – його сума. Тодi, згiдно з означенням збiжностi ряду,
маємо, що lim

n→∞Sn = S, тобто для довiльного ε > 0 iснує но-
мер n0 ∈ N такий, що для кожного номера n ≥ n0 правильна
нерiвнiсть

|Sn − S| < ε. (17)

Розглянемо тепер послiдовнiсть {S̃k, k ∈ N} частинних сум
ряду (16). Тодi

S̃1 = a1 + a2 + . . . + an1 = Sn1 ,

S̃2 = (a1 + a2 + . . . + an1) + (an1+1 + an1+2 + . . . + an2) = Sn2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

S̃k = (a1 + a2 + . . . + an1) + (an1+1 + an1+2 + . . . + an2) + . . .+

+(ank−1+1 + ank−1+2 + . . . + ank
) = Snk

.

Отже, для будь-якого k ∈ N правильна рiвнiсть S̃k = Snk
.

Зауважимо, що послiдовнiсть номерiв {nk, k ∈ N} задовольняє
нерiвностi nk ≥ k, k ∈ N. Тому для кожного k ≥ n0 маємо, що
nk ≥ k ≥ n0, а тодi з нерiвностi (17) випливає, що

|S̃k − S| = |Snk
− S| < ε, k ≥ n0.

Це означає, що lim
k→∞

S̃k = S, тобто ряд (16) є збiжним i його

сумою є число S – сума ряду (1). I
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З того, що збiгається ряд (16) не випливає збiжнiсть ряду
(1). Це пiдтверджують приклади.

Розглянемо ряд типу (16)

(1− 1) + (1− 1) + . . . + (1− 1) + . . . .

Цей ряд збiгається i його сума дорiвнює нулю. Однак, вiдпо-
вiдний ряд типу (1)

1− 1 + 1− 1 + . . . + 1− 1 + . . . ,

як встановлено в прикладi 2 п.1.1, є розбiжним.
Доведено, що коли вирази в кожнiй дужцi ряду (16) зберi-

гають знак, то iз збiжностi ряду (16) випливає збiжнiсть ряду
(1) i рiвнiсть їхнiх сум.

Розглянемо переставну властивiсть ряду. Переставимо
довiльним чином члени ряду (1) i утворимо ряд

a′1 + a′2 + . . . + a′k + . . . , (18)

де кожний член a′k цього ряду збiгається з деяким членом ank

ряду (1), причому всi члени ряду (1) присутнi в рядi (18). До-
слiдимо, як зв’язанi мiж собою збiжностi цих рядiв та їхнi суми.

Переконаємося, що коли ряд (1) з невiд’ємними членами є
збiжним, то ряд (18) також збiжний i їхнi суми однаковi. Справ-
дi, нехай S сума ряду (1). Розглянемо послiдовнiсть {S̃k, k ∈ N}
частинних сум ряду (18). Очевидно, що

S̃k = a′1 + a′2 + . . . + a′k ≤ S, k ∈ N. (19)

Звiдси випливає, що послiдовнiсть частинних сум {S̃k, k ∈ N}
ряду (18) з невiд’ємними членами є обмеженою зверху числом
S. Тодi згiдно з теоремою 5 ряд (18) збiгається, тобто iснує скiн-
ченна границя lim

k→∞
S̃k = S̃, яка є сумою ряду (18). З нерiвностi

(19) випливає, що S̃ ≤ S. З iншого боку, можна вважати, що
ряд (1) одержується з ряду (18) вiдповiдною перестановкою
його членiв. Тому, мiркуючи аналогiчно попередньому, отри-
маємо, що S ≤ S̃. Звiдси дiстаємо, що S̃ = S. Отже, для рядiв
з невiд’ємними членами має мiсце переставна властивiсть.
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Якщо члени ряду (1) довiльнi за знаком, то можна довести
загальнiше твердження.

Теорема 12. Якщо ряд (1) абсолютно збiжний, то й ряд
(18) також абсолютно збiжний i суми їхнiх рядiв однаковi,
тобто для абсолютно збiжних рядiв має мiсце переставна
властивiсть.

Умовно збiжнi ряди мають властивiсть, яка не має аналогу
для скiнченних сум.

Теорема 13. Якщо ряд (1) умовно збiжний, то для до-
вiльного числа A (включаючи й символ ±∞), перестановкою
членiв рядку (1) можна утворити ряд (18), який має своєю
сумою число A (або ±∞).

Вправи

1. Знайти суму ряду:

1)
1

1 · 3 +
1

2 · 4 + . . . +
1

n(n + 2)
+ . . .;

2)
∞∑

n=1

1
(3n− 2)(3n + 1)

; 3)
∞∑

n=1

1
(2n− 1)(2n + 5)

;

4)
∞∑

n=1

1
(2n− 1)(2n + 1)

; 5)
∞∑

n=1

1
2n

.

2. Дослiдити на збiжнiсть ряд, застосувавши ознаку порiвняння:

1)
∞∑

n=1

1√
n(1 + n2)

; 2)
∞∑

n=1

n + 1
n(n + 2)

; 3)
∞∑

n=1

√
n

n4 + 1
;

4)
∞∑

n=1

tg
π

n + 2
; 5)

∞∑
n=1

1
3n− 1

.

3. За ознакою Даламбера дослiдити на збiжнiсть ряд:

1)
1
3!

+
1
5!

+ . . . +
1

(2n + 1)!
+ . . .; 2)

2
2

+
2 · 3
2 · 4 + . . . +

(n + 1)!
2n · n!

+ . . .;

3)
∞∑

n=1

n!
10n

; 4)
∞∑

n=1

2n

3n
;

5)
1√
3

+
5√

2 · 32
+

9√
3 · 33

+ . . . +
4n− 3√
n · 3n

+ . . .;

6)
∞∑

n=1

nn

n!
; 7)

∞∑
n=1

3n

2n(2n + 1)
.
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4. За ознакою Кошi дослiдити на збiжнiсть ряд:

1)
∞∑

n=1

(2n2 + 2n + 1
5n2 + 2n + 1

)n

; 2)
∞∑

n=1

3n
( n

n + 1

)n2

;

3)
∞∑

n=1

(n− 1
n + 1

)n(n−1)

; 4)
∞∑

n=1

(
cos

a

n

)n2

, a 6= 0;

5)
∞∑

n=1

(2n2 + 5
n2 + 6

)n2

; 6)
∞∑

n=1

(
arctg

n

n + 1

)n

;

7)
∞∑

n=1

( 3n

n + 5

)n(n + 2
n + 3

)n2

.

5. Дослiдити на збiжнiсть знакозмiнний ряд:

1) 1− 1
3

+ . . . + (−1)n+1 1
2n− 1

+ . . .;

2)
1
2
− 2

22 + 1
+

3
32 + 1

− 4
42 + 1

+ . . . + (−1)n−1 n

n2 + 1
+ . . .;

3) 1, 1− 1, 01 + 1, 001− 1, 0001 + . . . + (−1)n−1

(
1 +

1
10n

)
+ . . .;

4) 1− 1
22

+
1
32
− 1

42
+ . . . + (−1)n−1 1

n2
+ . . .;

5)
∞∑

n=1

(−1)n sin πn
3

2
√

n3 + 1
; 6)

∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)
4n

;

7) 1− 1√
3

+
1√
5

+ . . . + (−1)n 1√
2n− 1

+ . . ..

Вiдповiдi

1. 1)
3
4
; 2)

1
3
; 3)

23
90

; 4)
1
2
; 5) 1.

2. 1) збiгається; 2) розбiгається; 3) збiгається; 4) розбiгається;
5) розбiгається.

3. 1) збiгається; 2) збiгається; 3) розбiгається; 4) збiгається; 5) збi-
гається; 6) розбiгається; 7) розбiгається.

4. 1) збiгається; 2) розбiгається; 3) збiгається; 4) збiгається; 5)
розбiгається; 6) збiгається; 7) розбiгається.

5. 1) збiгається умовно; 2) збiгається умовно; 3) розбiгається;
4) збiгається абсолютно; 5) збiгається абсолютно; 6) збiгається аб-
солютно; 7) збiгається умовно.
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§2. Функцiональнi ряди

2.1. Поняття про функцiональний ряд. Область
збiжностi функцiонального ряду. Тут ми розглядатиме-
мо ряди, членами яких є функцiї, визначенi на деякiй множинi
X числової осi:

u1(x) + u2(x) + . . . + un(x) + . . . =
∞∑

n=1

un(x), (1)

якi називаються функцiональними.
Вiзьмемо довiльне x0 ∈ X i розглянемо ряд

u1(x0) + u2(x0) + . . . + un(x0) + . . . =
∞∑

n=1

un(x0). (2)

Цей числовий ряд може збiгатися або розбiгатися. Якщо вiн
збiгається, то точка x0 називається точкою збiжностi функ-
цiонального ряду (1). Якщо ж ряд (2) розбiгається, то точка
x0 називається точкою розбiжностi функцiонального ряду.
Сукупнiсть D усiх точок збiжностi функцiонального ряду на-
зивається областю його збiжностi. Очевидно, що D ⊂ X.

Частинна сума функцiонального ряду, тобто сума перших
його n членiв

Sn(x) = u1(x) + u2(x) + . . . + un(x), n ∈ N,

є функцiєю змiнної x ∈ X.
З означення областi збiжностi D функцiонального ряду

випливає, що для довiльної точки x цiєї областi iснує скiнчен-
на границя послiдовностi частинних сум {Sn(x), n ∈ N} при
n →∞. У точках, якi не належать областi збiжностi, послiдов-
нiсть частинних сум {Sn(x), n ∈ N} не має скiнченої границi.
Зрозумiло, що сумою S функцiонального ряду є деяка функцiя
змiнної x, визначена в областi збiжностi ряду. У цьому випадку
пишуть

S(x) = u1(x) + u2(x) + . . . + un(x) + . . . , x ∈ D.
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Отже, якщо ряд (1) збiгається на множинi D i його сумою
є S(x), то це означає, що

lim
n→∞Sn(x) = S(x), x ∈ D,⇔ ∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε, x) ∈ N ∀n ≥ n0 :

|Sn(x)− S(x)| < ε, x ∈ D.

Ця збiжнiсть називається поточковою збiжнiстю ряду
(1) на множинi D.

Якщо в цьому означеннi номер n0 залежить тiльки вiд ε i не
залежить вiд x, тобто n0 = n0(ε), то кажуть, що послiдовнiсть
{Sn, n ∈ N} збiгається рiвномiрно до функцiї S(x), а ряд (1) у
цьому випадку називають рiвномiрно або правильно збiж-
ним на множинi D.

Отже, функцiональний ряд (1) називається рiвномiрно
збiжним на множинi D, якщо для кожного ε > 0 iснує номер
n0 ∈ N, залежний лише вiд ε, такий, що для всiх номерiв n ≥
n0 i довiльних x ∈ D, має мiсце нерiвнiсть |Sn(x)− S(x)| < ε.
Зауважимо, що коли нерiвнiсть |Sn(x)−S(x)| < ε справджуєть-
ся для всiх x ∈ D, то sup

x∈D
|Sn(x)−S(x)| ≤ ε. Тому означення рiв-

номiрної збiжностi ряду (1) можна сформулювати i по-iншому:
ряд (1) називається рiвномiрно збiжним на множинi D,
якщо lim

n→∞ sup
x∈D

|Sn(x)− S(x)| = 0.

Розглянемо рiзницю

S(x)− Sn(x) =
∞∑

k=n+1

uk(x) ≡ rn(x), x ∈ D,n ∈ N,

яка називається залишком ряду (1). Якщо скористатися цим
поняттям, то означення рiвномiрної збiжностi ряду (1) можна
подати у такiй формi: ряд (1) називається рiвномiрно збiжним
на множинi D, якщо lim

n→∞ sup
x∈D

|rn(x)| = 0.

Користуватися означенням при дослiдженнi функцiональ-
ного ряду на рiвномiрну збiжнiсть не завжди легко, а тому
наведемо найуживанiшу достатню ознаку рiвномiрної збiжно-
стi.
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Теорема 1 (ознака Вейєрштрасса). Якщо на множинi
D члени функцiонального ряду (1) за модулем не перевищу-

ють вiдповiдних членiв збiжного числового ряду
∞∑

n=1

an, тобто

|un(x)| ≤ an, n ∈ N, x ∈ D, то ряд (1) збiгається рiвномiрно
на D.

J З нерiвностей |un(x)| ≤ an, n ∈ N, x ∈ D, i теореми 6,
§1, одержуємо, що ряд (1) є абсолютно збiжним на множинi D.
Оцiнимо залишок rn(x) ряду (1):

|rn(x)| =
∣∣∣

∞∑

k=n+1

uk(x)
∣∣∣ ≤

∞∑

k=n+1

|uk(x)| ≤
∞∑

k=n+1

ak = r∗n,

n ∈ N, x ∈ D, де r∗n – залишок числового ряду
∞∑

n=1

an. Звiдси

отримуємо, що sup
x∈D

|rn(x)| ≤ r∗n, n ∈ N. Оскiльки, як випливає

з наслiдку 1, §1, lim
n→∞ r∗n = 0, то i lim

n→∞ sup
x∈D

|rn(x)| = 0, а це

означає, що ряд (1) збiгається рiвномiрно на D. I
Приклад 1. Дослiдити на поточкову та рiвномiрну збiжнiсть

функцiональний ряд
∞∑

n=1

(xn

n
− xn+1

n + 1

)
.

J Розглянемо послiдовнiсть {Sn(x), n ∈ N} частинних сум зада-
ного ряду:

Sn(x) =
(x

1
− x2

2

)
+

(x2

2
− x3

3

)
+ . . . +

(xn

n
− xn+1

n + 1

)
=

= x− xn+1

n + 1
, x ∈ R.

Тодi границя

lim
n→∞

Sn(x) = lim
n→∞

(
x− xn+1

n + 1

)
= x

є скiнченною лише для x ∈ [−1; 1]. Тому заданий ряд є поточково
збiжним на промiжку D = [−1; 1] i його сума S(x) = x, x ∈ D.
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Поза вiдрiзком [−1; 1] рiвномiрної збiжностi не може бути, бо з
рiвномiрної збiжностi випливає поточкова. Отже, треба дослiдити
ряд на рiвномiрну збiжнiсть на промiжку D = [−1; 1]. Оскiльки

sup
x∈D

|Sn(x)− S(x)| = sup
x∈D

∣∣∣− xn+1

n + 1

∣∣∣ =
1

n + 1
,

то
lim

n→∞
sup
x∈D

|Sn(x)− S(x)| = lim
n→∞

1
n + 1

= 0.

Тому заданий ряд є рiвномiрно збiжним на вiдрiзку D =
[−1; 1]. I

Приклад 2. Дослiдити на поточкову та рiвномiрну збiжнiсть

функцiональний ряд
∞∑

n=0

xn.

J Заданий ряд є геометричним. Вiн, як вiдомо (приклад 2, §1,

п.1.1), є збiжним лише для x ∈ (−1; 1) i його сума S(x) =
1

1− x
для

цих значень аргументу. Отже, областю поточкової збiжностi ряду є
промiжок D = (−1; 1).

Переконаємося, що на множинi D = (−1; 1) ряд не збiгається
рiвномiрно. Оскiльки частинна сума Sn(x) = 1+x+x2 + . . .+xn−1 =
1− xn

1− x
, то маємо

sup
x∈D

|Sn(x)− S(x)| = sup
x∈D

∣∣∣1− xn

1− x
− 1

1− x

∣∣∣ = sup
x∈D

|x|n
1− x

= ∞,

n ∈ N. Звiдси випливає, що границя lim
n→∞

sup
x∈D

|Sn(x) − S(x)| = ∞,

тобто не дорiвнює нулю, а це означає, що ряд не збiгається рiвно-
мiрно на множинi D = (−1; 1). У той же час на кожному вiдрiзку
[−a; a] ⊂ (−1; 1), де 0 < a < 1, цей ряд є рiвномiрно збiжним. Справ-
дi,

sup
x∈[−a;a]

|Sn(x)− S(x)| = sup
x∈[−a;a]

∣∣∣ |x|
n

1− x

∣∣∣ =
an

1− a
,

тому

lim
n→∞

sup
x∈[−a;a]

|Sn(x)− S(x)| = lim
n→∞

an

1− a
= 0,

а це означає, що ряд збiгається рiвномiрно на вiдрiзку [−a; a] ⊂
(−1; 1). I
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Рiвномiрно збiжнi функцональнi ряди мають властивостi
аналогiчнi властивостям скiнченних сум функцiй:

1) якщо члени un(x), n ∈ N, рiвномiрно збiжного ряду (1)
неперервнi на множинi D, то i його сума S(x) так само непе-
рервна на D;

2) якщо члени рiвномiрно збiжного на множинi D функцiо-
нального ряду (1) неперервнi на цiй множинi, то ряд можна
почленно iнтегрувати, тобто для довiльного вiдрiзка [a; b] ⊂

D маємо
b∫

a

S(x)dx =
∞∑

n=1

b∫

a

un(x)dx;

3) якщо члени збiжного ряду (1) непрерервно диференцiй-

овнi на промiжку D, а ряд
∞∑

n=1

u′n(x) рiвномiрно збiгається на

цьому промiжку, то i сума S(x) ряду (1) є диференцiйовною
функцiєю i правильна рiвнiсть

S′(x) =
∞∑

n=1

u′n(x), x ∈ D,

тобто рiвномiрний збiжний ряд (1) можна почленно диферен-
цiювати на множинi D.

Треба зауважити, що для поточково збiжних функцiональ-
них рядiв властивостi 1) – 3), взагалi кажучи, не мають мiсця.

Приклад 3. Довести, що функцiональний ряд

1 +
cos x

1!
+

cos 2x

2!
+ . . . +

cosnx

n!
+ . . .

збiгається рiвномiрно на R.
J Очевидно, що

|un(x)| =
∣∣∣cos nx

n!

∣∣∣ ≤ 1
n!

, n ∈ N, x ∈ R.

Розглянемо числовий ряд
∞∑

n=1

1
n!

i за допомогою ознаки Даламбера

дослiдимо його на збiжнiсть. Маємо

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
n!

(n + 1)!
= lim

n→∞
n!

n!(n + 1)
= lim

n→∞
1

n + 1
= 0 < 1,
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а це означає, що ряд збiжний. Тодi, згiдно з ознакою Вейєрштрасса,
функцiональний ряд збiгається рiвномiрно на R. I

Приклад 4. Дослiдити на неперервнiсть суму функцiонального

ряду
∞∑

n=1

(−1)n+1

x2 + n
для x ∈ [0; +∞).

J Згiдно з ознакою Лейбнiца одержуємо, що для кожного x ∈
[0;+∞) = D заданий ряд є збiжним, а це означає, що вiн поточково
збiжний на цiй множинi. Нехай функцiя S(x), x ∈ D, є сумою цього
ряду.

Доведемо, що S(x) є неперервною функцiєю на множинi D.

Оскiльки кожний доданок заданого ряду un(x) =
(−1)n−1

x2 + n
, n ∈ N, є

неперервною функцiєю на D, то досить переконатися у рiвномiрнiй
збiжностi функцiонального ряду на цiй множинi. Для цього оцiнимо
залишок ряду

rn(x) =
∞∑

k=n+1

(−1)k−1

x2 + k
, n ∈ N, x ∈ D.

Якщо скористатися наслiдком 5 з теореми Лейбнiца, то одержи-
мо нерiвнiсть

|rn(x)| ≤
∣∣∣ (−1)n

x2 + n + 1

∣∣∣ ≤ 1
n + 1

, n ∈ N, x ∈ D.

Тому sup
x∈[0;+∞)

|rn(x)| ≤ 1
n + 1

, а отже, lim
n→∞

sup
x∈[0;+∞)

|rn(x)| = 0.

Це означає, що заданий функцiональний ряд рiвномiрно збiжний на
множинi D.

Згiдно з властивiстю 1) рiвномiрно збiжних рядiв, маємо, що S(x)
є неперервною функцiєю на множинi [0;+∞). I

Приклад 5. Функцiя S(x) визначається рiвнiстю

S(x) =
∞∑

n=1

ne−nx.

Довести, що ця функцiя є неперервною для x > 0 i знайти
ln 3∫

ln 2

S(x)dx.
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J Нехай a – довiльне додатне число. Доведемо, що на промiжку
[a; +∞) заданий функцiональний ряд збiгається рiвномiрно. Оскiль-
ки правильна оцiнка

ne−nx ≤ ne−na ≡ an, x ∈ [a; +∞),

то треба дослiдити на збiжнiсть числовий ряд
∞∑

n=1

ne−na. Маємо, згiд-

но з ознакою Даламбера, що цей ряд збiжний, бо

lim
n→∞

(n + 1)e−(n+1)a

ne−na
= lim

n→∞
n + 1

n
e−a = e−a < 1.

Отже, виконуються умови ознаки Вейєрштрасса i тому заданий
функцiональний ряд є рiвномiрно збiжним на кожному промiжку
[a; +∞), де a > 0. Тодi вiн є i поточково збiжним на множинi
X = (0; +∞).

Якщо x0 будь-яка точка з множини X, то iснує таке число a > 0,
що x0 ∈ [a; +∞). Оскiльки всi члени заданого ряду є неперервними
функцiями для x > 0, а на множинi [a; +∞) вiн рiвномiрно збiжний,
то його сума S(x) є неперервною на [a; +∞) функцiєю. Зокрема, S(x)
неперервна i в точцi x0. Врахувавши, що точка x0 довiльна точка
множини X, одержимо, що S(x) є неперервною функцiєю для всiх
x > 0.

Вiзьмемо a = ln 2. Тодi на промiжку [ln 2; +∞) заданий ряд збi-
гається рiвномiрно i тому його можна почленно iнтегрувати, напри-
клад, на вiдрiзку [ln 2; ln 3]. Отже, маємо

ln 3∫

ln 2

S(x)dx =
∞∑

n=1

ln 3∫

ln 2

ne−nxdx = −
∞∑

n=1

e−nx
∣∣∣
ln 3

ln 2
=

=
∞∑

n=1

(e−n ln 2 − e−n ln 3) =
∞∑

n=1

(eln 2−n − eln 3−n

) =

=
∞∑

n=1

( 1
2n
− 1

3n

)
=

∞∑
n=1

1
2n
−

∞∑
n=1

1
3n

=
1
2

1− 1
2

−
1
3

1− 1
3

= 1− 1
2

=
1
2
.

Отже,
ln 3∫

ln 2

S(x)dx =
1
2
. I
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Приклад 6. Довести, що функцiя

S(x) =
∞∑

n=1

cos nx

n3

має неперервну похiдну на всiй числовiй осi та знайти S′(π).
J Оцiнимо загальний член заданого функцiонального ряду

un(x) =
cosnx

n3
, n ∈ N, для x ∈ R. Маємо

|un(x)| =
∣∣∣cosnx

n3

∣∣∣ ≤ 1
n3

, n ∈ N, x ∈ R.

Оскiльки числовий ряд
∞∑

n=1

1
n3

збiжний, як узагальнений гар-

монiчний ряд з показником бiльшим за одиницю, то, згiдно з озна-
кою порiвняння, заданий функцiональний ряд збiгається абсолютно
в кожнiй точцi x ∈ R. Отже, функцiя S(x) визначена на всiй числовiй
осi.

Кожний доданок заданого ряду un(x) =
cosnx

n3
має на R непе-

рервну похiдну u′n(x) = − sinnx

n2
, n ∈ N. Утворимо функцiональний

ряд з цих похiдних

−
∞∑

n=1

sinnx

n2
, x ∈ R.

Скориставшись нерiвностями
∣∣∣ − sinnx

n2

∣∣∣ ≤ 1
n2

, n ∈ N, x ∈ R, i
ознакою Вейєрштрасса, одержимо рiвномiрну збiжнiсть цього ряду

на R, бо числовий ряд
∞∑

n=1

1
n2

збiжний. Оскiльки виконуються всi

умови третьої властивостi рiвномiрно збiжних рядiв, то заданий ряд
можна почленно диференцiювати

S′(x) = −
∞∑

n=1

sin nx

n2
, x ∈ R.

Функцiональний ряд, що стоїть у правiй частинi цiєї рiвностi,
рiвномiрно збiжний на R, а його члени є неперервними функцiями.
Тому S′(x) є неперервною функцiєю на всiй числовiй осi. Якщо взяти
x = π, то

S′(π) = −
∞∑

n=1

sin nπ

n2
= 0,
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бо для кожного n ∈ N sin nπ = 0. I

2.2. Степеневi ряди.
2.2.1. Степеневий ряд i його область збiжностi. Ряд

вигляду

c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cnxn + . . . =

∞∑

n=0

cnxn (3)

називається степеневим.
Числа c0, c1, . . ., cn, . . . називаються коефiцiєнтами сте-

пеневого ряду.
З’ясуємо, який вигляд має область збiжностi степеневого

ряду (3). Розглянемо додатний ряд, складений з абсолютних
величин членiв цього ряду

|c0|+ |c1x|+ |c2x
2|+ . . . + |cnxn|+ . . . (4)

i застосуємо для його дослiдження ознаку Даламбера. Для цьо-
го знайдемо границю вiдношення наступного члена an+1 =
|cn+1x

n+1| до попереднього an = |cnxn| при n →∞

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
|cn+1x

n+1|
|cnxn| = lim

n→∞
|cn+1||xn+1|
|cn||xn| = |x| lim

n→∞
|cn+1|
|cn| .

Припустимо, що iснує lim
n→∞

|cn+1|
|cn| 6= 0, яку позначимо через

1
R
: lim

n→∞
|cn+1|
|cn| =

1
R
. Тодi

lim
n→∞

an+1

an
= |x| 1

R
.

З ознаки Даламбера випливає, що коли
|x|
R

< 1, тобто |x| <
R, то ряд (4) збiгається, а отже, збiгається i ряд (3), причому
абсолютно. Якщо ж lim

n→∞
an+1

an
> 1, то ряд (4) розбiгається.

Оскiльки в цьому випадку для всiх достатньо великих n члени
ряду (4) зростають, то загальний член an = |cnxn| не прямує
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до нуля при n →∞. Отже, не прямує до нуля i загальний член
ряду (3). Тому для всiх значень x, якi задовольняють нерiвнiсть
|x| > R, степеневий ряд (3) розбiгається.

Якщо, нарештi, lim
n→∞

an+1

an
=
|x|
R

= 1, тобто |x| = R, то тодi

ознаку Даламбера не можна застосувати i як ряд (4), так i ряд
(3), може збiгатися або розбiгатися.

У випадку, коли lim
n→∞

|cn+1|
|cn| = 0 рiвнiсть lim

n→∞
an+1

an
=

|x| lim
n→∞

|cn+1|
|cn| = 0 < 1 виконується для всiх x ∈ R, а тому з

ознаки Даламбера випливає, що ряд (4), а отже, i ряд (3) збi-
гається на всiй числовiй осi, тобто R = ∞.

Отже, в припущеннi, що lim
n→∞

|cn+1|
|cn| iснує, доведена така

теорема.
Теорема 2. Областю збiжностi степеневого ряду

c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cnxn + . . .

є iнтервал (−R;R), до якого, в залежностi вiд конкретних
випадкiв, треба долучити крайнi точки −R i R. У кожнiй
точцi iнтервалу (−R;R) ряд збiгається абсолютно.

Iнтервал (−R;R) називається iнтервалом збiжностi сте-
пеневого ряду, а число R – радiусом збiжностi.

Очевидно, що будь-який степеневий ряд (3) збiгається при
x = 0, оскiльки при x = 0 маємо числовий ряд c0 +0+0+ . . .+
0+ . . .. Якщо iнших точок збiжностi немає, то у цьому випадку
вважатимемо, що радiус збiжностi R = 0. Якщо степеневий
ряд збiгається у всiх точках числової осi, то вважатимемо, що
радiус збiжностi R = ∞.

З викладеного вище випливає, що в усiх випадках радiус
збiжностi R можна знайти за формулою

R = lim
n→∞

|cn|
|cn+1| .

Приклад 7. Знайти область збiжностi ряду

x +
x2

2
+

x3

3
+ . . . +

xn

n
+ . . . .
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J Очевидно, що радiус збiжностi ряду R = lim
n→∞

1
n
1

n + 1

=

lim
n→∞

n + 1
n

= 1. Звiдси випливає, що iнтервалом збiжностi є (−1; 1).
Дослiдимо ряд на збiжнiсть в точках x = −1 i x = 1.

При x = 1 маємо гармонiчний ряд

1 +
1
2

+
1
3

+ . . . +
1
n

+ . . . ,

який розбiгається (приклад 3, §1).
Якщо ж x = −1, то одержимо ряд

−1 +
1
2
− 1

3
+ . . . + (−1)n 1

n
+ . . . ,

який збiгається (приклад 11, §1).
Отже, область збiжностi ряду [−1; 1). I
Приклад 8. Знайти область збiжностi ряду

1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . .

J Оскiльки

R = lim
n→∞

1
n!
1

(n + 1)!

= lim
n→∞

(n + 1)!
n!

= lim
n→∞

n!(n + 1)
n!

=

= lim
n→∞

(n + 1) = ∞,

то ряд збiгається на всiй числовiй осi (−∞; +∞). I
2.2.2. Властивостi степеневих рядiв. Розглянемо ряд

(3), що збiгається на iнтервалi (−R;R), де R > 0 – його радiус
збiжностi. Тодi кожному x0 ∈ (−R; R) вiдповiдає сума f(x0)
числового ряду

c0 + c1x0 + c2x
2
0 + . . . + cnxn

0 + . . . .

Звiдси випливає, що сума степеневого ряду є функцiєю x
на промiжку (−R; R):

f(x) = c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cnxn + . . . . (5)
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У цьому випадку кажуть, що степеневий ряд збiгається до
f(x) на промiжку (−R; R) або, що функцiя f(x) розкладається
в степеневий ряд на (−R; R).

Доведено [8], що сума f степеневого ряду (3) є неперервною
i диференцiйовною функцiєю на всьому iнтервалi збiжностi.

Наведемо без доведення деякi теореми про властивостi сте-
пеневих рядiв.

Теорема 3 (про почленне диференцiювання степе-
невого ряду). Нехай функцiя f розкладається на iнтервалi
(−R; R) в степеневий ряд (5). Розглянемо степеневий ряд

c1 + 2c2x + . . . + ncnxn−1 + . . . , (6)

одержаний почленним диференцiюванням ряду (5). Тодi:
1) ряд (6) має той самий радiус збiжностi R, що й ряд (5);
2) сума ряду (6) дорiвнює f ′(x), x ∈ (−R;R).
Застосовуючи теорему 2 повторно, дiстанемо, що друга

похiдна f ′′(x) також iснує i дорiвнює сумi ряду, одержаного
двократним диференцiюванням ряду (5). Аналогiчнi висновки
можна зробити для третьої похiдної i т.д.

Отже, функцiя f(x), яка розкладається в степеневий ряд
(5) на iнтервалi (−R;R), нескiнченно диференцiйовна на цьому
iнтервалi. Розклад в степеневий ряд будь-якої похiдної одер-
жується почленним диференцiюванням ряду (5). При цьому
радiуси збiжностi вiдповiдних рядiв дорiвнюють радiусу збiж-
ностi ряду (5).

Теорема 4 (про почленне iнтегрування степеневого
ряду). Якщо функцiя f(x) розкладається в степеневий ряд
на iнтервалi (−R; R), то вона iнтегровна на цьому iнтервалi.
При цьому iнтеграл вiд суми ряду дорiвнює сумi iнтегралiв вiд
членiв ряду, тобто степеневий ряд можна почленно iнтегру-
вати на iнтервалi збiжностi.

Iншими словами, якщо [x1; x2] ⊂ (−R; R), то

x2∫

x1

f(x)dx =

x2∫

x1

(c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cnxn + . . .)dx =
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=

x2∫

x1

c0dx +

x2∫

x1

c1xdx +

x2∫

x1

c2x
2dx + . . . +

x2∫

x1

cnxndx + . . . .

Важливим випадком є iнтегрування степеневого ряду по
вiдрiзку [0;x], де |x| < R:

x∫

0

f(t)dt = c0x +
c1x

2

2
+

c2x
3

3
+ . . . +

cnxn+1

n + 1
+ . . . .

Цей ряд має той самий радiус збiжностi, що й ряд (5).
Зауважимо, що часто розглядають степеневий ряд загаль-

ного вигляду

c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)2 + . . . + cn(x− x0)n + . . . =

=
∞∑

n=0

cn(x− x0)n, (7)

який замiною x− x0 = y зводиться до ряду (3).
Якщо функцiя f є сумою ряду (7), то кажуть, що вона роз-

кладається в ряд за степенями (x− x0).
Усi властивостi ряду (7) i його суми, аналогiчнi тим, що

правильнi для ряду (5) i його суми.

2.3. Розклад функцiї в степеневий ряд. Для засто-
сування важливим є вмiння розкладати функцiю f в степене-
вий ряд на деякому вiдрiзку [−r; r] або iнтервалi (−r; r), r > 0.

При цьому треба дати вiдповiдь на такi два запитання:
1) чи можна задану функцiю подати на цьому вiдрiзку або

iнтервалi у виглядi суми деякого степеневого ряду?
2) якщо так, то як знайти цей ряд?
Спочатку дамо вiдповiдь на друге запитання. Припустимо,

що функцiя f на деякому вiдрiзку [−r; r] розкладена в степе-
невий ряд

f(x) = c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cnxn + . . . . (8)

Знайдемо коефiцiєнти c0, c1, . . ., cn, . . . цього ряду.
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З попереднього пункту вiдомо, що степеневий ряд (8) мож-
на почленно диференцiювати довiльну кiлькiсть разiв на iнтер-
валi (−r; r). Тому для будь-якого x ∈ (−r; r) маємо

f ′(x) = c1 + 2c2x + 3c3x
2 + 4c4x

3 + . . . ,

f ′′(x) = 2 · 1 · c2 + 3 · 2 · c3x + 4 · 3 · c4x
2 + . . . ,

f (3)(x) = 3 · 2 · 1 · c3 + 4 · 3 · 2 · c4x + . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f (n)(x) = n · (n− 1) · . . . · 3 · 2 · 1 · cn + . . . , n ∈ N.

Покладаючи в цих рiвностях, а також в розкладi (8) x = 0,
дiстанемо f(0) = c0, f ′(0) = c1, f ′′(0) = 2·1·c2, f (3)(0) = 3·2·1·c3,
. . ., f (n)(0) = n(n−1) · . . . ·3 ·2 ·1 ·cn. Звiдси одержуємо формулу

cn =
f (n)(0)

n!
, n ∈ Z+.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в (8), матимемо

f(x) = f(0)+
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)
2!

x2 + . . .+
f (n)(0)

n!
xn + . . . , x ∈ (−r; r)

(9)
Рiвнiсть (9) називається рядом Маклорена або рядом

Тейлора з центром в точцi 0 для функцiї f .
Отже, якщо функцiя f розкладається в степеневий ряд у

деякому околi точки x = 0, то цей ряд є рядом Маклорена.
Нехай f – довiльна нескiнченно диференцiйовна функцiя.

Для неї можна скласти ряд Маклорена

f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)
2!

x2 + . . . +
f (n)(0)

n!
xn + . . . . (10)

З’ясуємо, за яких умов сума цього ряду збiгається з функ-
цiєю f . Для цього розглянемо формулу Маклорена для функцiї
f(x):

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)
2!

x2 + . . . +
f (n)(0)

n!
xn + Rn+1(x),
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де залишковий член

Rn+1(x) =
f (n+1)(c)
(n + 1)!

xn+1, 0 < c < x або − x < c < 0.

Якщо позначити через Sn(x) частинну суму ряду Маклоре-
на (10), то формулу Маклорена можна подати у виглядi

f(x) = Sn(x) + Rn+1(x).

Звiдси випливає, що рiвнiсть (9) правильна тодi й тiльки
тодi, коли lim

n→∞Sn(x) = f(x), тобто lim
n→∞Rn+1(x) = lim

n→∞(f(x)−
Sn(x)) = 0, x ∈ (−r; r).

У багатьох випадках зручно користуватися теоремою, яка
дає достатнi умови розкладу функцiй в ряд Маклорена.

Теорема 5. Нехай функцiя f визначена i нескiнченно ди-
ференцiйовна на iнтервалi (−r; r). Якщо iснує стала M така,
що

|f (n)(x)| ≤ M, n ∈ Z+, x ∈ (−r; r),

то на цьому iнтервалi ряд Маклорена збiгається до функцiї
f .

J Вище було зазначено, що рiвнiсть (9) правильна то-
дi й тiльки тодi, коли lim

n→∞Rn+1(x) = 0, x ∈ (−r; r). Тому
розглянемо залишковий член формули Тейлора функцiї f(x),
x ∈ (−r; r), i проведемо його оцiнку:

|Rn+1(x)| =
∣∣∣f

(n+1)(c)
(n + 1)!

xn+1
∣∣∣ ≤ |f (n+1)(c)|

(n + 1)!
|x|n+1 ≤ Mrn+1

(n + 1)!
, x ∈ (−r; r).

Для того щоб знайти границю lim
n→∞

Mrn+1

(n + 1)!
, утворимо чис-

ловий ряд
∞∑

n=1

Mrn+1

(n + 1)!
i застосуємо до нього ознаку Даламбера.

Тодi матимемо

lim
n→∞

Mrn+2(n + 1)!
(n + 2)!Mrn+1

= lim
n→∞

r

n + 2
= 0.
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Звiдси випливає, згiдно з ознакою Даламбера, що ряд
∞∑

n=1

Mrn+1

(n + 1)!
збiжний, а отже, його загальний член прямує до

нуля, тобто lim
n→∞

Mrn+1

(n + 1)!
= 0 .

З нерiвностей

0 ≤ lim
n→∞ |Rn+1(x)| ≤ lim

n→∞
Mrn+1

(n + 1)!
= 0, x ∈ (−r; r),

одержуємо, що lim
n→∞Rn+1(x) = 0, x ∈ (−r; r), а це означає, що

ряд Маклорена для функцiї f збiгається до цiєї функцiї, тобто
правильна рiвнiсть (9). I

Розглянемо розклад деяких елементарних функцiй в ряд
Маклорена.

1. Розклад в степеневий ряд функцiї f(x) = ex.
Оскiльки f (n)(x) = (ex)(n) = ex, n ∈ Z+, то |f (n)x)| = ex < er на
довiльному iнтервалi (−r; r) ⊂ R. Згiдно з теоремою 4 функцiя
ex є сумою свого ряду Маклорена при x ∈ (−r; r), а отже, для
будь-якого x ∈ R, бо r – довiльне. Маємо, що f (n)(0) = e0 = 1,
n ∈ Z+, тому ряд Маклорена для функцiї f(x) = ex має вигляд

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . , x ∈ R. (11)

2. Розклад в ряд Маклорена функцiй f(x) = sinx i
f(x) = cosx. Оскiльки (sinx)(n) = sin

(
x + n

π

2

)
, n ∈ Z+, то

|f (n)(x)| =
∣∣∣sin

(
x + n

π

2

)∣∣∣ ≤ 1, x ∈ (−r; r), де r – довiльне
дiйсне число. Отже, виконуються умови теореми 4, а це озна-
чає, що для будь-якого x функцiя f(x) = sinx є сумою свого
ряду Маклорена.

При x = 0 маємо, що f(0) = sin 0 = 0, f ′(0) = cos 0 =
1, f ′′(0) = − sin 0 = 0, . . ., тобто всi похiднi парного порядку
дорiвнюють нулю, а непарного порядку – (−1)n, n ∈ Z+.

Звiдси випливає, що ряд Маклорена для f(x) = sinx має
вигляд

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . . + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ . . . , x ∈ R.
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Ряд для cosx одержується з цього ряду почленним дифе-
ренцiюванням:

cosx = (sinx)′ = (x)′−
(

x3

3!

)′
+

(
x5

5!

)′
−. . .+

(
(−1)n x2n+1

(2n + 1)!

)′
+. . .

або

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . . + (−1)n x2n

(2n)!
+ . . . , x ∈ R.

3. Розклад функцiй f(x) = ln(1 + x) i f(x) = arctg x.
Розглянемо геометричний ряд

1 + x + x2 + x3 + . . . + xn + . . . .

Вiдомо (приклад 2, §1), що при |x| < 1 даний ряд збiгається

i його сума дорiвнює
1

1− x
. Отже,

1
1− x

= 1 + x + x2 + x3 + . . . + xn + . . . , |x| < 1, (12)

тобто (12) є розкладом функцiї f(x) =
1

1− x
в степеневий ряд

при |x| < 1. Зробимо в (12) замiну змiнної x = −t:

1
1 + t

= 1− t + t2 − t3 + . . . + (−1)ntn + . . . , |t| < 1. (13)

Проiнтегрувавши (13) у межах вiд 0 до x, |x| < 1, дiстанемо

x∫

0

dt

1 + t
=

x∫

0

(
1− t + t2 − t3 + . . . + (−1)ntn + . . .

)
dt

або

ln(1 + t)|x0 =
(

t− t2

2
+

t3

3
+ . . . + (−1)n tn+1

n + 1
+ . . .

)∣∣∣∣
x

0

.
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Звiдси одержуємо розклад функцiї f(x) = ln(1+x) в степе-
невий ряд

ln(1+x) = x− x2

2
+

x3

3
+ . . .+(−1)n xn+1

n + 1
+ . . . , |x| < 1. (14)

Можна довести, що розклад (14) правильний i при x = 1.
Знайдемо тепер розклад функцiї f(x) = arctg x. Для цього

пiдставимо в рiвнiсть (11) x = −t2 i проiнтегруємо по t вiд 0 до
x. Тодi матимемо розклад

arctg x = x− x3

3
+

x5

5
− . . . + (−1)n x2n+1

2n + 1
+ . . . , (15)

який правильний при |x| < 1. Очевидно, що даний ряд збiгаєть-
ся i в точках x = −1 й x = 1 i тому рiвнiсть (15) є правильною
i для цих x.

4. Розклад функцiї f(x) = (1+x)α. Нехай f(x) = (1+x)α,
де α – довiльне дiйсне число. Тодi маємо f ′(x) = α(1 + x)α−1,
f ′′(x) = α(α−1)(1+x)α−2, f (3)(x) = α(α−1)(α−2)(1+x)α−3, . . .,
f (n)(x) = α(α−1) . . . (α−n+1)(1+x)α−n, . . .. Поклавши x = 0 в
усi цi рiвностi, одержимо f(0) = 1, f ′(0) = α, f ′′(0) = α(α− 1),
f (3)(0) = α(α− 1)(α− 2), . . ., f (n)(0) = α(α− 1) . . . (α− n + 1),
. . . . Пiдставивши вирази для похiдних в ряд Маклорена (9),
дiстанемо

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x +

α(α− 1)
2!

x2 +
α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + . . .+

+
α(α− 1) . . . (α− n + 1)

n!
xn + . . . . (16)

Легко можна переконатися, що радiус збiжностi даного ря-
ду дорiвнює одиницi, тобто ряд (16) збiгається при |x| < 1 i
рiвнiсть (16) правильна для цих x.

Для натуральних α = m права частина рiвностi (16) пере-
творюється в многочлен, а сама рiвнiсть (16) у формулу бiнома
Ньютона:

(1 + x)m = 1 +
m

1!
x +

m(m− 1)
2!

x2 + . . . + xm.
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Приклад 9. Розкласти в степеневий ряд функцiю f(x) = e−x2
.

J Скористаємося розкладом в степеневий ряд функцiї f(t) = et:

et = 1 +
t

1!
+

t2

2!
+ . . . +

tn

n!
+ . . . , t ∈ R.

Замiнюючи в цiй формулi t на −x2, дiстанемо

e−x2
= 1− x2

1!
+

x4

2!
− . . . +

(−1)nx2n

n!
+ . . . , x ∈ R. I

Приклад 10. Обчислити наближено з точнiстю до 0,0001:

1)
1

5
√

e3
; 2)

1∫

0

√
xe−xdx.

J 1) Для обчислення
1

5
√

e3
= e−

3
5 запишемо ряд (11) при x = −3

5
,

яке належить областi збiжностi (−∞; +∞) цього ряду:

e−
3
5 = 1− 3

5
+

32

522!
− 33

533!
+ . . . +

(−1)n3n

5nn!
+ . . . =

= 1− 0, 6 + 0, 18− 0, 036 + 0, 0054− 0, 000648 + 0, 0000648− . . . .

Взявши першi шiсть членiв розкладу, на основi наслiдку з ознаки
Лейбнiца, ми одержимо похибку R7, яка менше першого з вiдкинутих
членiв, тобто |R7| < 0, 0000648 < 0, 0001.

Отже,
1

5
√

e3
≈ 1 − 0, 6 + 0, 18 − 0, 036 + 0, 0054 − 0, 000648 =

0, 548752 ≈ 0, 5488.

2) Iнтеграл
1∫

0

√
xe−xdx не обчислюється точно, а тому обчислимо

його наближено.
Замiнивши x на −x в розкладi (11), одержимо

e−x = 1− x +
x2

2!
− . . . +

(−1)nxn

n!
+ . . . , x ∈ R.

Помножимо цей ряд на
√

x

√
xe−x = x

1
2 e−x = x

1
2 − x

3
2 + . . . +

(−1)nxn+ 1
2

n!
+ . . . , x ∈ [0;+∞)
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i проiнтегруємо на промiжку [0; 1]. Тодi матимемо

1∫

0

√
xe−xdx =

1∫

0

x1/2dx−
1∫

0

x3/2dx + . . . +

1∫

0

(−1)nxn+ 1
2

n!
dx + . . . =

=
2
3
x3/2

∣∣∣∣
1

0

− 2
5
x5/2

∣∣∣∣
1

0

+ . . . +
(−1)n

n + 3
2

xn+ 3
2

n!

∣∣∣∣∣

1

0

+ . . . =

=
2
3
− 2

5
+ . . . +

(−1)n · 2
(2n + 3)n!

+ . . . = 0, 66667− 0, 40000 + 0, 14286−

−0, 03704 + 0, 00758− 0, 00128 + 0, 00018− . . . ≈ 0, 37897 ≈ 0, 3790.

Оцiнка похибки обчислення проводиться, як i у випадку 1). I
Приклад 11. Обчислити ln 1, 6, взявши три члени розкладу

функцiї ln(1 + x) в степеневий ряд.
J Скористаємося розкладом (14):

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ . . . + (−1)n xn+1

n + 1
+ . . . ,

де x = 0, 6 ∈ (−1; 1], обмежившись трьома членами ряду. Маємо

ln 1, 6 ≈ 0, 6− 0, 62

2
+

0, 63

3
= 0, 6(1− 0, 3 + 0, 12) = 0, 492.

Похибка, яку ми при цьому робимо, оцiнюється так:

|R4| < (0, 6)4

4
=

0, 1296
4

= 0, 0324. I
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Вправи

1. Знайти область збiжностi функцiонального ряду:

1)
∞∑

n=1

1
x2n

; 2)
∞∑

n=1

x(1− x)n−1; 3)
∞∑

n=1

3nx; 4)
∞∑

n=1

n

enx − 1
.

2. Довести рiвномiрну збiжнiсть, у зазначеному промiжку, ряду:

1)
∞∑

n=1

sin nx

2n−1
, x ∈ R; 2)

∞∑
n=1

1
n2(1 + x2)

, x ∈ R; 3)
∞∑

n=1

x2

enx
, x ∈

[0;+∞); 4)
∞∑

n=1

(−1)n−1

sin2 x + n
, x ∈ R; 5)

∞∑
n=1

e−n2x2

n2
, x ∈ R; 6)

∞∑
n=1

xn

n(n + 1)
,

x ∈ [−1; 1].
3. Функцiя f(x) задана рiвнiстю

f(x) =
∑
n=1

cos nx

10n
.

Довести, що вона визначена i неперервна на R. Знайти значення

функцiї f(0), f
(π

2

)
та iнтеграл

π∫

0

f(x)dx.

4. Нехай f(x) =
∑
n=1

sin nx

n
√

n
, x ∈ R. Довести, що ця функцiя

визначена i неперервна на всiй числовiй осi.
5. Функцiя f(x) визначена рiвнiстю

f(x) = 1 + 2 · 3x + . . . + n3n−1xn−1 + . . . .

Довести, що ця функцiя неперервна на iнтервалi
(
− 1

3
;
1
3

)
. Обчис-

лити iнтеграл

0,125∫

0

f(x)dx.

6. За допомогою почленного диференцiювання функцiонального
ряду знайти суму ряду:

1)
∞∑

n=1

4n−3

4n− 3
; 2)

∞∑
n=1

(−1)n+1 xn+1

n(n + 1)
; .

7. Довести, що функцiя

f(x) =
∑
n=1

sin nx

n5

є двiчi неперервно диференцiйовною на множинi R.
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8. Використовуючи рiвностi
1∫

0

xndx =
1

n + 1
, n ∈ N, знайти суму

ряду:

1)
∞∑

n=1

(−1)n+1

3n− 2
; 2)

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n− 3
.

9. Знайти область збiжностi степеневого ряду:

1) (x− 2) +
1
22

(x− 2)2 +
1
32

(x− 2)3 + . . .;

2) 1!(x− 5) + 2!(x− 5)2 + 3!(x− 5)3 + . . .;

3)
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . .; 4)

∞∑
n=1

3nxn

√
2n

; 5)
∞∑

n=1

(x + 1)n

n · 3n
;

6)
∞∑

n=1

n!
an2 xn, a > 1; 7)

∞∑
n=1

10nxn

√
n

.

10. Розкласти в степеневий ряд за степенями x функцiю:
1) f(x) = 3x, x ∈ R; 2) f(x) = cos2 x, x ∈ R;
3) f(x) =

ex − 1
x

, x ∈ R; 4) f(x) = x ln(1 + x2), x ∈ (−1; 1);

5) f(x) = sin
x

2
, x ∈ R; 6) f(x) = ln

1 + x

1− x
, x ∈ (−1; 1).

11. Обчислити наближено з точнiстю до 0,0001:

1) ln 1, 1; 2) sin 0, 4; 3)
1∫

0

cos
√

xdx.

Вiдповiдi

1. 1) (−∞;−1) ∪ (1;+∞); 2) [0; 1); 3) (−∞; 0); 4) (0;+∞).

3. f(0) =
1
9
, f

(π

2

)
= − 1

101
,

π∫

0

f(x)dx = 0.

5. 0, 2. 6. 1)
1
2

arctg x +
1
4

ln
1 + x

1− x
; 2) (x + 1) ln(x + 1)− x.

8. 1)
1
3

(
ln 2 +

π√
3

)
; 2)

1
2
√

2

(
ln(1 +

√
2) +

π

2

)
.

9. 1) [1; 3]; 2) {5}; 3) R; 4)

(
−
√

2
3

;
√

2
3

)
; 5) [−4; 2); 6) R;

7)
[
− 1

10
;

1
10

)
.

10. 1) 1 + x ln 3 +
x2 ln2 3

2!
+

x3 ln3 3
3!

+ . . ., x ∈ R;
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2) 1− 2
2!

x2 +
23

4!
x4 − 25

6!
x6 + . . ., x ∈ R;

3)
∞∑

n=1

xn−1

n!
, x ∈ R; 4)

∞∑
n=1

(−1)n−1x2n+1

n
;

5)
∞∑

n=1

(−1)n+1 x2n−1

22n−1(2n− 1)!
;

6) 2x +
2x3

3
+

2x5

5
+ . . . +

2x2n−1

2n− 1
+ . . ..

11. 1) 0,0953; 2) 0,3894; 3) 0,7635.
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§3. Ряди Фур’є

3.1 Ряд Фур’є за ортогональною системою функ-
цiй. Обчислення коефiцiєнтiв ряду Фур’є методом
Ейлера-Фур’є.

3.1.1. Ортогональнiсть тригонометричної системи
функцiй. У тривимiрному простору R3 важливу роль вiдiграє
система одиничних векторiв −→i = (1; 0; 0; ), −→j = (0; 1; 0), −→k =
(0; 0; 1) – ортiв вiдповiдно осей Ox, Oy, Oz. Для них скалярнi
добутки рiзних векторiв дорiвнюють нулю, тобто (−→i ,

−→
j ) = 0,

(−→i ,
−→
k ) = 0, (−→j ,

−→
k ) = 0, а скалярнi добутки однакових век-

торiв дорiвнюють одиницi, тобто (−→i ,
−→
i ) = 1, (−→j ,

−→
j ) = 1,

(−→k ,
−→
k ) = 1. Цю ортонормовану систему векторiв називають

декартовим ортонормованим базисом в R3. Вiдомо, що довiль-
ний вектор −→a = (x; y; z) єдиним чином можна розкласти по
базису −→i , −→j , −→k , тобто записати у виглядi

−→a = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k .

Аналогiчно у випадку n-вимiрного евклiдового простору Rn

ортонормованим базисом є система векторiв

−→e 1 = (1; 0; . . . ; 0),−→e 2 = (0; 1; . . . ; 0), . . . ,−→e n = (0; 0; . . . ; 1). (1)

Для них

(−→e k,
−→e l) = 0, k 6= l, {k, l} ⊂ {1, . . . , n},

(−→e k,
−→e k) = 1, k ∈ {1, . . . , n}.

Довiльний n-вимiрний вектор −→a = (x1; x2; . . . ; xn) одно-
значно розкладається по базису −→e 1, −→e 2, . . ., −→e n

−→a = x1
−→e 1 + x2

−→e 2 + . . . + xn
−→e n.

У цьому параграфi поширимо поняття ортонормованостi на
системи функцiй, якi розглядаються у певному просторi, а та-
кож вивчимо питання розкладу довiльної функцiї по базису,
утвореному цiєю системою.
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Розглянемо на деякому вiдрiзку [a; b] сукупнiсть R([a; b])
усiх iнтегровних на цьому вiдрiзку функцiй. До них, зокре-
ма, належить кожна неперервна на вiдрiзку [a; b] функцiя. Ця
множина утворює лiнiйний простiр, тобто з того, що {f, g} ⊂
R([a; b]) випливає, що будь-яка їхня лiнiйна комбiнацiя αf +βg
також належить до цього простору при довiльних {α, β} ⊂ R.

У просторi R([a; b]) введемо поняття скалярного добутку
функцiй (f, g), який означимо рiвнiстю

(f, g) =

b∫

a

f(x)g(x)dx. (2)

Зауважимо, що добуток двох iнтегровних функцiй {f, g} ⊂
R[a; b] є також iнтегровною на [a; b] функцiєю.

Якщо скористатися властивостями визначених iнтегралiв,
то легко можна довести, що:

1) (f, g) = (g, f);
2) (αf, g) = (f, αg) = α(f, g), де α – дiйсне число;
3) (f1 + f2, g) = (f1, g) + (f2, g), (f, g1 + g2) = (f, g1) + (f, g2);
4) (f, f) ≥ 0.
У випадку, коли f неперервна на [a; b], з рiвностi (f, f) = 0

випливає, що f(x) = 0, x ∈ [a; b]. Якщо ж f розривна функцiя,
а серед iнтегровних на [a; b] такi функцiї можливi, то з рiвностi
(f, f) = 0 не завжди випливає, що f(x) дорiвнює нулю скрiзь на

[a; b]. Наприклад, для функцiї f(x) =
{

0, x ∈ (a; b],
1, x = a

(f, f) =

0, але ця функцiя не дорiвнює нулю скрiзь на [a; b].
Введемо поняття ортогональностi функцiй. Функцiї

{f, g} ⊂ R([a; b]) називаються ортогональними на [a; b], як-
що їхнiй скалярний добуток дорiвнює нулю, тобто (f, g) = 0.

У просторi R([−π; π]) розглянемо нескiнченну тригономет-
ричну систему функцiй

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx, . . . (3)

i доведемо, що вона ортогональна на вiдрiзку [−π;π]. Для цього
знайдемо скалярнi добутку двох рiзних функцiй цiєї системи.
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Маємо

(1, cosnx) =

π∫

−π

cosnxdx =
1
n

sinnx

∣∣∣∣∣
π

−π

=
1
n

(sinnπ + sin nπ) = 0,

n ∈ N;

(1, sinnx) =

π∫

−π

sinnxdx = − 1
n

cosnx

∣∣∣∣∣
π

−π

=

= − 1
n

(cos nπ − cosnπ) = 0, n ∈ N;

(cosnx, sin kx) =

π∫

−π

cosnx sin kxdx =
1
2

π∫

−π

(sin(k + n)x+

+sin(k − n)x)dx = −cos(k + n)x
2(k + n)

∣∣∣∣∣
π

−π

− cos(k − n)x
2(k − n)

∣∣∣∣∣
π

−π

= 0,

{k, n} ⊂ N,

(cos kx, cosnx) =

π∫

−π

cos kx cosnxdx =
1
2

π∫

−π

(cos(k + n)x+

+cos(k − n)x)dx =
1
2

(sin(k + n)x
k + n

∣∣∣∣∣
π

−π

+
sin(k − n)x

k − n

∣∣∣∣∣
π

−π

)
=

=
sin(k + n)π

k + n
+

sin(k − n)π
k − n

= 0, k 6= n, {k, n} ⊂ N,

(sin kx, sinnx) =

π∫

−π

sin kx sinnxdx =
1
2

π∫

−π

(cos(k − n)x−

− cos(k + n)x)dx =
1
2

(sin(k − n)x
k − n

∣∣∣∣∣
π

−π

− sin(k + n)x
k + n

∣∣∣∣∣
π

−π

)
=

=
sin(k − n)π

k − n
− sin(k + n)π

k + n
= 0, k 6= n, {k, n} ⊂ N.
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Далi знайдемо скалярнi добутки однакових функцiй систе-
ми:

(1, 1) =

π∫

−π

1dx = x

∣∣∣∣∣
π

−π

= 2π,

(cosnx, cosnx) =

π∫

π

cos2 nxdx =
1
2

π∫

−π

(1 + cos 2nx)dx =

=
1
2

(
x +

sin 2nx

2n

)∣∣∣∣∣
π

−π

=
1
2
(π + π) = π,

(sinnx, sinnx) =

π∫

π

sin2 nxdx =
1
2

π∫

−π

(1− cos 2nx)dx =

=
1
2

(
x− sin 2nx

2n

)∣∣∣∣∣
π

−π

=
1
2
(π + π) = π, n ∈ N.

Звiдси випливає, що нескiнченна система функцiй

1√
2π

,
1√
π

cosx,
1√
π

sinx,
1√
π

cos 2x,
1√
π

sin 2x, . . . ,

. . . ,
1√
π

cosnx,
1√
π

sinnx, . . . , (4)

є ортонормованою на вiдрiзку [−π; π] в просторi R([−π; π]).
Аналогiчно можна довести, що система функцiй (3) i (4) є

ортогональною в кожному з просторiв R([a; a + 2π]), де a ∈ R,
зокрема, i в просторi R([0; 2π]).

3.1.2. Коефiцiєнти Фур’є i ряд Фур’є. Розглянемо
функцiональний ряд вигляду

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx + bn sinnx), (5)
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де a0, an, bn, n ∈ N, – дiйснi числа. Цей ряд називають три-
гонометричним, а числа a0, an,bn, n ∈ N, – коефiцiєнтами
тригонометричного ряду.

Нехай тригонометричний ряд (5) збiгається на R i його су-
мою є функцiя f(x), тобто

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx + bn sinnx), x ∈ R. (6)

Оскiльки кожний член ряду (6) є 2π-перiодичною функцiєю, то
його сума f(x) також є 2π-перiодичною, тобто f(x+2π) = f(x),
x ∈ R.

Якщо для 2π-перiодичної функцiї f(x) правильна рiвнiсть
(6), то кажуть, що ця функцiя розкладається в тригономет-
ричний ряд. Знайдемо формули для обчислення коефiцiєнтiв
цього розкладу a0, an, bn, n ∈ N.

Припустимо, що функцiя f є iнтегровною на вiдрiзку
[−π; π], а ряд (6) можна почленно iнтегрувати. Це має мiсце,
зокрема, коли ряд збiгається рiвномiрно.

Проiнтегруємо лiву i праву частини рiвностi (6) на вiдрiзку
[−π; π], тобто

π∫

−π

f(x)dx =
a0

2
x

∣∣∣∣∣
π

−π

+
∞∑

n=1

(
an

π∫

−π

cosnxdx + bn

π∫

−π

sinnxdx
)
.

Оскiльки, як доведено вище, функцiя g(x) = 1 ортогональна до

cosnx i sinnx на вiдрiзку [−π; π], то
π∫

−π

cosnxdx =

π∫

−π

sinnxdx =

0, n ∈ N. Тому
π∫

−π

f(x)dx = a0π

або

a0 =
1
π

π∫

−π

f(x)dx. (7)
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Для знаходження коефiцiєнтiв ak, k ∈ N, помножимо обидвi
частини ряду (6) на cos kx i проiнтегруємо на вiдрiзку [−π; π]:

π∫

−π

f(x) cos kxdx =
a0

2

π∫

−π

cos kxdx+

+
∞∑

n=1

(
an

π∫

−π

cos kx cosnxdx + bn

π∫

−π

cos kx sinnxdx
)
.

Скориставшись ортогональнiстю тригонометричної систе-
ми функцiй (3), одержимо, що

π∫

−π

f(x) cos kxdx = akπ

або

ak =
1
π

π∫

−π

f(x) cos kxdx, k ∈ N. (8)

Помноживши тепер лiву i праву частини рiвностi (6) на
sin kx, i, проiнтегрувавши одержану рiвнiсть в межах вiд −π
до π, знайдемо

bk =
1
π

π∫

−π

f(x) sin kxdx, k ∈ N. (9)

Очевидно, що формули (7) i (8) можна об’єднати в одну

an =
1
π

π∫

−π

f(x) cos kxdx, k ∈ Z+. (10)

Формули (9), (10) називають формулами Ейлера-Фур’є,
а самi числа ak, k ∈ Z+, bk, k ∈ N, якi визначаються цими фор-
мулами, називають коефiцiєнтами Фур’є для функцiї f(x),
x ∈ [−π; π].
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Отже, якщо функцiя f(x) розкладається на вiдрiзку [−π; π]
в рiвномiрно збiжний тригонометричний ряд (6), то коефiцiєн-
ти цього ряду визначаються за формулами Ейлера-Фур’є, тоб-
то є коефiцiєнтами Фур’є функцiї f .

Розглянемо тепер довiльну 2π-перiодичну та iнтегровну на
вiдрiзку [−π; π] функцiю f(x). Для такої функцiї за форму-
лами (9), (10) знайдемо коефiцiєнти Фур’є a0, ak, bk, k ∈ N.
Складемо тригонометричний ряд (5), де a0, ak, bk, k ∈ N, – ко-
ефiцiєнти Фур’є функцiї f . Цей ряд називається рядом Фур’є
для функцiї f . Оскiльки про збiжнiсть ряду (5) нiчого не вi-
домо, то виникає запитання, коли вiн збiгається i чи його сумою
є f(x).

Якщо функцiя f парна, то функцiї f(x) sinnx, n ∈ N, непар-
нi на вiдрiзку [−π; π], а тому згiдно з формулами (9), одержує-
мо, що bn = 0, n ∈ N. Коефiцiєнти an знаходяться за формула-
ми

an =
2
π

π∫

0

f(x) cos nxdx, n ∈ Z+. (11)

Отже, для парної функцiї f(x), x ∈ [−π; π], ї ї ряд Фур’є (5)
має вигляд

a0

2
+

∞∑

n=1

an cosnx, (12)

де коефiцiєнти an, n ∈ Z+, обчислюються за формуламии (11).
У випадку, коли f(x) непарна, то функцiї f(x) cos nx, n ∈

Z+, також непарнi на [−π; π], а тому an = 0, n ∈ Z+.
Оскiльки f(x) sin nx, n ∈ N, парнi на [−π;π], то

bn =
2
π

π∫

0

f(x) sin nxdx, n ∈ N. (13)

Ряд Фур’є (5) для непарної функцiї f(x), x ∈ [−π; π], має
вигляд

∞∑

n=1

bn sinnx, (14)
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де коефiцiєнти bn, n ∈ N, знаходяться за формулами (13).
Ряди (12) i (14) називають неповними рядами Фур’є вiд-

повiдно за косинусами i синусами кратних кутiв.
Зауваження 1. Оскiльки 2π-перiодична iнтегровна на

вiдрiзку [−π; π] функцiя f є iнтегровною також на кожному

вiдрiзку [a; a + 2π], a ∈ R, i правильна рiвнiсть
π∫

−π

f(x)dx =

a+2π∫

a

f(x)dx, то формули (9) i (10) можна записати по-iншому.

Правильнi такi формули для знаходження коефiцiєнтiв Фур’є
2π-перiодичної iнтегровної на вiдрiзку [−π; π] функцiї f :

an =
1
π

a+2π∫

a

f(x) cos nxdx, a ∈ R,

зокрема,

an =
1
π

2π∫

0

f(x) cos nxdx, n ∈ Z+;

bn =
1
π

a+2π∫

a

f(x) sin nxdx, a ∈ R,

зокрема,

bn =
1
π

2π∫

0

f(x) sin nxdx, n ∈ N.

3.2. Розклад функцiй в ряд Фур’є.
3.2.1. Розклад в ряд Фур’є 2π-перiодичних функцiй.

Ранiше було визначено, що для розкладу функцiї f в ряд Фур’є
(6) необхiдно, щоб вона була 2π-перiодичною та iнтегровною на
вiдрiзку [−π; π] або на будь-якому вiдрiзку довжини 2π. Якщо
формально побудувати ряд Фур’є для такої функцiї, то вiн не
обов’язково збiжний, а у випадку збiжностi виникає запитання,
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чи є його сумою функцiя f(x), за допомогою якої знаходилися
коефiцiєнти Фур’є. Виявляється, що збiжнiсть ряду Фур’є до
заданої функцiї має мiсце для широкого класу функцiй. Нижче
будуть наведенi деякi достатнi умови збiжностi ряду Фур’є, а,
отже, можливостi розкладу функцiї f в ряд Фур’є. Для цього
розглянемо поняття кусково-диференцiйовної функцiї.

Функцiя f(x), яка визначена на вiдрiзку [a; b], називається
кусково-диференцiйовною на цьому вiдрiзку, якщо точками

a = a0 < a1 < a2 < . . . < aj < aj+1 < . . . < an = b

його можна розбити на скiнченну кiлькiсть вiдрiзкiв [aj ; aj+1],
j ∈ {0, 1, . . . , n − 1} таких, що всерединi кожного iнтервалу
(aj ; aj+1) функцiя f диференцiйовна, а на кiнцях вiдрiзкiв i са-
ма функцiя i похiдна вiд неї першого порядку мають однобiчнi
скiнченнi границi

f(aj + 0), f(aj+1 − 0), f ′(aj + 0), f ′(aj+1 − 0).

Отже, кусково-диференцiйовна функцiя f(x) та її похiдна
f ′(x) можуть мати на вiдрiзку лише скiнченну кiлькiсть то-
чок розриву першого роду, а тому функцiя f є iнтегровною на
вiдрiзку [a; b].

Теорема 1. Якщо функцiя f(x) перiодична з перiодом 2π
i кусково-диференцiйовна на вiдрiзку [−π;π] або будь-якому
вiдрiзку довжиною 2π, то її ряд Фур’є (5) збiгається в кожнiй
точцi x0 i має суму

S0 =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
, (15)

тобто
a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0) = S0. (16)

Ця сума, очевидно, дорiвнює f(x0), якщо в точцi x0 функцiя
f(x) неперервна. Тодi

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0) = f(x0). (17)
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Зробимо деякi геометричнi пояснення умов теореми 1.
Якщо в точцi x0 функ-

цiя f диференцiйовна, то
iснує дотична до графiка
функцiї в точцi (x0; f(x0)).
У цьому випадку правиль-
на формула (17), оскiльки
диференцiйовна функцiя f
є неперервною в точцi x0.

-

6

-

ª

O x
f(x0)

x0 aj

y

f(aj − 0)
f(aj + 0)

f(aj)

Нехай тепер функцiя f
в точцi x0 неперервна, але
не диференцiйовна. Тодi iс-
нують права й лiва похiднi
в точцi x0, але f ′(x0− 0) 6=
f ′(x0 + 0). Тому в точцi
(x0; f(x0)) графiк функцiї
f має праву й лiву дотич-
нi, якi рiзнi. Сумою ряду
Фур’є є f(x0), тобто пра-
вильна рiвнiсть (17).

-

6

ª

O x
f(x0)

x0 aj

y

f(aj − 0)
f(aj + 0)

f(aj)

-

Якщо ж функцiя f ро-
зривна в точцi x0, тобто
f(x0 − 0) 6= f(x0 + 0), але
iснують лiва й права по-
хiднi f ′(x0 − 0) i f ′(x0 +
0), то у цьому випадку
iснують дотичнi до гра-
фiка функцiї f в точках
(x0; f(x0−0)) i (x0; f(x0 +
0)). Це означає, що пра-
вильна рiвнiсть (16). Як-
що ж число S0 збiгаєть-
ся iз значенням f(x0), то
правильна рiвнiсть (17).

-

6

-

-
?

?

O x0 aj x

y

f(x0)
f(x0 − 0)

S0

f(x0 + 0)
f(aj − 0)
f(aj + 0)

f(aj)

Приклад 1. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = sgn (sin x).
J Задана функцiя є 2π-перiодичною, оскiльки f(x + 2π) =

sgn (sin(x + 2π)) = sgn(sin x) = f(x), x ∈ R. Для x ∈ (0; π) функцiя
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y = sinx є додатною i тому f(x) = 1. Якщо x ∈ (π; 2π), то y = sinx
вiд’ємна, i, отже, f(x) = −1. У точках x = 0 i x = π одержуємо, що
f(0) = f(π) = 0. Звiдси випливає, що графiк функцiї має вигляд,
зображений на рисунку.

-

6-¾ -¾-¾

-¾-¾-¾
x

y
1

−1
O π 2π 3π−π−2π−3π

На вiдрiзку [−π; π] функцiя f кусково-диференцiйовна. Справдi,
якщо взяти розбиття цього вiдрiзка на частини точками −π = a0 <
a1 = 0 < a2 = π, то на частинах (−π; 0) i (0; π) функцiя диференцiй-
овна i f ′(x) = 0 на цих вiдрiзках. У точках x = −π, x = 0 i x = π має-
мо вiдповiдно f(−π+0) = −1, f ′(−π+0) = 0, f(0+0) = 1, f ′(0+0) = 0,
f(0−0) = −1, f ′(0−0) = 0, f(π−0) = 1, f ′(π−0) = 0. Звiдси випливає,
що всi умови теореми 1 виконуються i ряд Фур’є в точках непере-
рвностi функцiї f збiгається до значення функцiї в цих точках, а в

точках розриву x0 = −π, 0, π маємо S0 =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
. Оче-

видно, точками розриву функцiї також є x0 = kπ, k ∈ Z. У кожнiй з

цих точок
f(kπ + 0) + f(kπ − 0)

2
= 0, i, крiм того, f(kπ) = 0, k ∈ Z.

Тому рiвнiсть (17) буде правильною для заданої функцiї f в усiх точ-
ках x ∈ R. Отже, розглядувана функцiя розкладається в ряду Фур’є
(6).

Знайдемо коефiцiєнти Фур’є. Оскiльки задана функцiя f непар-
на, то an = 0, n ∈ Z+, а

bn =
2
π

π∫

0

sgn(sinnx) sin nxdx =
2
π

π∫

0

sin nxdx =

= − 2
πn

cosnx

∣∣∣∣∣

π

0

= − 2
πn

cosnπ +
2

πn
cos 0 =

2
πn

(1− (−1)n), n ∈ N.

Коефiцiєнти bn можна подати також у виглядi

bn =





0, n = 2k,
4

π(2k − 1)
, n = 2k − 1, k ∈ N.

427



Отже, ряд Фур’є для функцiї f(x) = sgn(sinx) такий

sgn(sinx) =
4
π

∞∑

k=1

sin(2k − 1)x
2k − 1

, x ∈ R. I (18)

Розглянутий приклад показує, що сума нескiнченної кiль-
костi неперервних функцiй може бути розривною функцiєю. Це
через те, що ряд (18) не збiгається рiвномiрно.

Зауваження 2. Розклад функцiї в ряд Фур’є можна вико-
ристовувати для обчислення сум числових рядiв. Наприклад,
якщо взяти в рiвностi (18) x =

π

2
, то дiстанемо

1 =
4
π

∞∑

k=1

sin(2k − 1)π
2

2k − 1
.

Оскiльки sin(2k − 1)
π

2
= (−1)k, k ∈ N, то з цiєї рiвностi

одержимо, що
π

4
=

∞∑

k=1

(−1)k 1
2k − 1

.

У правiй частинi цiєї рiвностi стоїть ряд Лейбнiца.

3.2.2. Розклад в ряд Фур’є функцiї, яка задана на
вiдрiзку довжини 2π або π. У попереднiх пунктах вивчало-
ся питання розкладу в ряд Фур’є функцiї, яка є 2π-перiодичною
i визначена на всiй числовiй осi. У цьому пунктi розглядати-
мемо питання розкладу в ряд Фур’є функцiї, яка визначена на
промiжку (−π; π], [−π;π), (−π;π) або [−π; π].

Розглянемо довiльну iнтегровну на вiдрiзку [−π; π] функ-
цiю f(x). Для такої функцiї за формулами (7), (8), (9) знайдемо
коефiцiєнти a0, ak, bk, k ∈ N, i складемо ряд Фур’є (5). Отже,
кожнiй iнтегровнiй на вiдрiзку [−π;π] функцiї f(x) вiдповiдає
свiй ряд Фур’є. Оскiльки про збiжнiсть ряду (5) нiчого не вiдо-
мо, то замiсть знаку рiвностi ставлять знак вiдповiдностi, тобто
записують

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx). (19)
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З попереднього випливає, що коли функцiя f(x) на вiдрiзку
[−π; π] розкладається в рiвномiрно збiжний тригонометрич-
ний ряд, то цей ряд єдиний i вiн є рядом Фур’є для функцiї
f(x).

Оскiльки члени ряду (19) є перiодичними функцiями з пе-
рiодом 2π, то сума цього ряду у випадку його збiжностi буде
також перiодичною з перiодом 2π. Отже, для того щоб ряд
Фур’є для функцiї f збiгався до цiєї самої функцiї, необхiдно,
щоб f була перiодичною з перiодом 2π, тобто f(x+2π) = f(x),
x ∈ (−∞; +∞).

Якщо f не є перiодичною, а визначеною, наприклад, на де-
якому вiдрiзку [a; b] ⊂ [−π; π], то можна побудувати допомiжну
iнтегровну перiодичну функцiю f̃(x) з перiодом 2π таку, щоб
всерединi вiдрiзка [a; b] вона збiгалася з функцiєю f(x). Тодi,
якщо ряд Фур’є функцiї f̃ на вiдрiзку [−π; π] збiгається до f ,
то для x ∈ [a; b] вiн збiгається до f .

У випадку, коли неперiодична функцiя f(x) визначена на
деякому вiдрiзку [a; b] ⊃ [−π; π], або на R, можна побудувати
iнтегровну функцiю g(x), яка на вiдрiзку [−π;π] збiгається з
f(x) i має перiод 2π. Якщо ряд Фур’є, складений для g(x),
збiгається до g(x), то на вiдрiзку [−π; π] вiн зображує задану
функцiю f(x).

Побудова перiодичної з перiодом 2π функцiї g(x), яка дорiв-
нює заданiй функцiї f(x) на вiдрiзку [−π;π] або на деякiй ча-
стинi його у випадку, коли f(x) визначена на вiдрiзку [a; b] ⊂
[−π; π], називається перiодичним продовженням функцiї
f(x).

Для того щоб перiодичне продовження було однозначним
i всюди визначеним, треба спочатку g(x) задати на промiжку
(−π; π] або на промiжку [−π;π). На кiнцях вiдрiзка [−π;π] за
перiодичне продовження функцiї f(x) беруть

g(π) = g(−π) =
f(−π) + f(π)

2
.

Важливу роль вiдiграє продовження кусково-гладкої функ-
цiї f(x), заданої на вiдрiзку [0;π], на вiдрiзок [−π; π] парно або
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непарно. У першому випадку на вiдрiзку [−π; π] матимемо пар-
ну функцiю, яка розкладається в неповний ряд Фур’є за коси-
нусами, а в другому – непарну, яка розкладається в ряд Фур’є
за синусами. На промiжку (0;π) кожний з цих рядiв збiгається
до f(x) у точках неперервностi функцiї f(x).

Оскiльки при парному продовженнi довiльної кусково-
неперервної i кусково-гладкої функцiї f(x), заданої на вiдрiзку
[0;π], правильнi спiввiдношення

f(0− 0) = f(0 + 0) i f(−π + 0) = f(π − 0),

то сума її тригонометричного ряду Фур’є в точках x = 0 i
x = ±π буде неперервною i дорiвнюватиме вiдповiдно f(0 +
0) = f(0 − 0) i f(−π + 0) = f(π − 0). Якщо ж f(x), крiм того,
неперервна на кiнцях вiдрiзка [0;π], тобто f(0+0) = f(0), f(π−
0) = f(π), то звiдси випливає, що сума її ряду за косинусами
дорiвнює f(x) i на кiнцях цього вiдрiзка.

При розкладi функцiї f(x), x ∈ [0;π]. в ряд за синусами,
тобто при непарному продовженнi f(x) на вiдрiзок [−π; 0], у
сумi ряду Фур’є можуть з’явитися розриви в точках x = 0
i x = ±π, навiть у випадку неперервностi i гладкостi f(x) на
вiдрiзку [0;π]. Оскiльки при непарному продовженнi f(0−0) =
= −f(0+0) i f(−π+0) = −f(π−0), то рiвностi f(0−0) = f(0+0)
i f(−π + 0) = f(π − 0), якi необхiднi для неперервностi суми
ряду Фур’є в точках x = 0 i x = ±π, будуть правильними
тiльки у випадку, коли f(0 + 0) = 0 i f(π − 0) = 0.

Приклад 2. Розкласти в ряд Фур’є на вiдрiзку [−π; π] функцiю
f(x) = x2.

J Графiк функцiї f та її 2π-перiодичного продовження f̃ зобра-
жено на рисунку, де пунктиром позначено продовження функцiї f
на всю числову вiсь.
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Очевидно, що умови теореми 1 виконуються, бо f̃ є 2π-
перiодичною i f̃(x) = f(x) = x2, x ∈ [−π; π], є кусково-
диференцiйовною на цьому вiдрiзку, оскiльки вона диференцiйовна
на (−π; π) та iснують похiднi f ′(π−0) = 2π, f ′(−π+0) = −2π, i, крiм
того, f неперервна на вiдрiзку [−π; π]. Тодi згiдно з цiєю теоремою
f розкладається в ряд Фур’є на вiдрiзку [−π; π].

Функцiя f(x) = x2, x ∈ [−π;π], є парною, а тому bn = 0, n ∈ N.
Знайдемо коефiцiєнти a0 i an, n ∈ N. Маємо

a0 =
2
π

π∫

0

x2dx =
2x3

3π

∣∣∣
π

0
=

2π2

3
,

an =
2
π

π∫

0

x2 cosnxdx =
2

πn

π∫

0

x2d(sinnx) =
2

πn

(
x2 sin nx

∣∣∣
π

0
−

−2

π∫

0

x sinnxdx
)

= − 4
πn

π∫

0

x sin nxdx =
4

πn2

π∫

0

xd(cos nx) =

=
4

πn2

(
x cosnx

∣∣∣
π

0
−

π∫

0

cos nxdx
)

=
4

πn2

(
(−1)nπ − sin nx

n

∣∣∣
π

0

)
=

=
4
n2

(−1)n, n ∈ N.

Отже, ряд Фур’є для заданої функцiї має вигляд

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos nx, x ∈ [−π;π].

Для x 6∈ [−π; π] одержаний ряд також збiгається, але його сумою
для цих x буде функцiя f̃ .I

Приклад 3. Розкласти в ряд Фур’є на iнтервалi (−π;π) функ-
цiю f(x) = x.

J Продовжимо задану функцiю на всю числову вiсь з перiодом
2π. На рисунку графiк продовження f̃ зображено пунктиром.
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Одержана функцiя f̃ є кусково-диференцiйовною на вiдрiзку
[−π; π] i неперервною на ньому скрiзь, крiм точок x = −π i x = π.
Тодi згiдно з теоремою 1 функцiя f розкладається в ряд Фур’є, який
збiгається до неї в точках iнтервалу (−π; π), а в точках x = ±π сумою
ряду Фур’є буде S0 = 0, оскiльки

S0 =
f(π − 0) + f̃(π + 0)

2
=

π + (−π)
2

= 0,

S0 =
f(−π + 0) + f̃(−π − 0)

2
=
−π + π

2
= 0.

Знайдемо коефiцiєнти розкладу. Функцiя f непарна, а тому an =
0, n ∈ Z+, i, отже, треба обчислити bn, n ∈ N. Маємо

bn =
2
π

π∫

0

x sin nxdx = − 2
πn

π∫

0

xd(cos nx) = − 2
πn

(
x cos nx

∣∣∣
π

0
−

−
π∫

0

cosnxdx
)

= − 2
πn

(
(−1)nπ − 1

n
sin nx

∣∣∣
π

0

)
=

2(−1)n+1

n
, n ∈ N.

Тому розклад має вигляд

x = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sinnx, x ∈ (−π; π).

Поза iнтервалом (−π; π) сума цього ряду збiгається з функцiєю
f̃(x), крiм точок x = (2n−1)π, n ∈ N. Якщо в цих точках довизначити
функцiю f̃ нулем, то правильною буде рiвнiсть

f̃(x) = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sin nx, x ∈ R. I

Приклад 4. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = x на iн-
тервалi (0; 2π).

J Продовжимо задану функцiю перiодично з перiодом 2π на всю
числову вiсь. Графiк цього продовження f̃ має вигляд, зображений
на рисунку.
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Очевидно, що продовжена функцiя f̃ кусково-диференцiйовна на
вiдрiзку [0; 2π]. Тому, як випливає з теореми 1, її можна розкласти
в ряд Фур’є на цьому вiдрiзку.

Оскiльки функцiя f̃ нi парна, нi непарна, то треба знаходити всi
коефiцiєнти розкладу. Маємо

a0 =
1
π

2π∫

0

xdx =
x2

2π

∣∣∣∣∣

2π

0

= 2π,

an =
1
π

2π∫

0

x cos nxdx =
1

πn

2π∫

0

xd sin nx =
1

πn

(
x sinnx

∣∣∣
2π

0
−

−
2π∫

0

sin nxdx
)

=
1

πn2
cosnx

∣∣∣
2π

0
=

1
πn2

(cos 2π − 1) = 0, n ∈ N,

bn =
1
π

2π∫

0

x sin nxdx = − 1
πn

2π∫

0

xd cosnx = − 1
πn

(
x cos nx

∣∣∣
2π

0
−

−
2π∫

0

cosnxdx
)

= − 1
πn

(
2π − sin nx

n

∣∣∣
2π

0

)
= − 2

n
, n ∈ N.

Отже, шуканий розклад

x = π − 2
∞∑

n=1

1
n

sin nx, x ∈ (0; 2π).

У точках x = 0 i x = 2π сума ряду, що стоїть справа дорiвнює
S0 = π.

Якщо порiвняти одержаний розклад з тим, який ми отримали
в прикладi 3, то побачимо, що вони рiзнi. Це пов’язано з тим, що
продовження заданих функцiй рiзнi.I

Приклад 5. Розкласти в ряд Фур’є за синусами функцiю
f(x) = x2 на промiжку [0;π].

J Для того щоб розкласти задану функцiю за синусами, продов-
жимо її спочатку непарно на iнтервал (−π; 0), а далi – 2π-перiодично
на всю числову вiсь. Позначимо це продовження через f̃

Оскiльки функцiя f̃ на вiдрiзку [0; π] кусково-диференцiйовна i
неперервна на [0;π), то вона згiдно з теоремою 1 розкладається в
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ряд Фур’є на цьому промiжку. Причому цей розклад мiстить тiльки
синуси, бо функцiя f̃ непарна.

-

6
6

?

O π

6

2π−π x

?

π2

y

6

−π2

Це означає, що an = 0, n ∈ Z+. Тому знайдемо коефiцiєнти bn, n ∈ N.
Маємо

bn =
2
π

π∫

0

x2 sin nxdx = − 2
πn

π∫

0

x2d cosnx = − 2
πn

(
x2 cos nx

∣∣∣
π

0
−

−
π∫

0

2x cosnxdx
)

= − 2
πn

(
(−1)nπ2− 2

n

π∫

0

xd sin nx
)

= − 2
πn

(
(−1)nπ2−

− 2
n

(
x sinnx

∣∣∣
π

0
−

π∫

0

sin nxdx
))

= − 2
πn

(
(−1)nπ2 − 2

n2
((−1)n − 1)

)
=

=
(−1)n+1

n
2π +

4
πn3

((−1)n − 1), n ∈ N.

Очевидно, що

4
πn3

((−1)n − 1) =





0, n = 2k,

− 8
π(2k − 1)3

, n = 2k − 1, k ∈ N,

а тому ряд Фур’є для функцiї f(x) = x2, x ∈ [0;π), за синусами має
вигляд

x2 = 2π

∞∑
n=1

(−1)n

n
sin nx− 8

π

∞∑

k=1

1
(2k − 1)3

sin(2k − 1)x, x ∈ [0;π).

У випадку, коли треба було б розкласти функцiю f(x) = x2,
x ∈ [0; π], в ряд Фур’є за косинусами, то цей розклад збiгався б з
тим, який одержано в прикладi 2. I
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3.3. Розклад в ряд Фур’є функцiй з перiодом 2l. У
застосуваннях часто доводиться розкладати в ряд Фур’є функ-
цiї, перiод яких вiдмiнний вiд 2π.

Цей випадок зводиться до вивченого вище. Нехай функцiя
f(x) кусково-диференцiйовна i має перiод 2l, тобто f(x + 2l) =
f(x), x ∈ R. Введемо нову незалежну змiнну t за допомогою
спiввiдношення t =

π

l
x. Розглянемо допомiжну функцiю g(t) =

f
( lt

π

)
, t ∈ R, яка одержується з функцiї f(x) пiсля цiєї замiни.

Доведемо, що функцiя g перiодична з перiодом 2π. Справдi,

g(t + 2π) = f
( lt + 2πl

π

)
= f

( lt

π
+ 2l

)
= f

( lt

π

)
= g(t), t ∈ R.

Зауважимо, що коли функцiя f кусково-диференцiйовна на
[−l; l], то функцiя g кусково-диференцiйовна на [−π;π] i навпа-
ки.

Складемо для функцiї g ряд Фур’є

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnt + bn sinnt), (20)

де коефiцiєнти a0, an i bn знаходяться за формулами Ейлера-
Фур’є. Маємо

a0 =
1
π

π∫

−π

g(t)dt =
1
π

π∫

−π

f
( l

π
t
)
dt.

Зробимо замiну змiнної t =
π

l
x, тодi dt =

π

l
dx,

t −π π

x −l l
,

а отже,

a0 =
1
π

π∫

−π

f
( l

π
t
)
dt =

1
l

l∫

−l

f(x)dx.

Аналогiчно знаходимо

an =
1
π

π∫

−π

g(t) cos ntdt =
1
π

π∫

−π

f
( l

π
t
)

cosntdt =
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=
1
π

l∫

−l

f(x) cos
nπx

l

π

l
dx =

1
l

l∫

−l

f(x) cos
nπx

l
dx,

bn =
1
π

π∫

−π

g(t) sinntdt =
1
π

π∫

−π

f
( l

π
t
)

sinntdt =
1
l

l∫

−l

f(x) sin
nπx

l
dx.

Отже, для кусково-диференцiйовної функцiї f(x), яка має
перiод 2l, коефiцiєнти Ейлера-Фур’є обчислюються за форму-
лами:

a0 =
1
l

l∫

−l

f(x)dx, an =
1
l

l∫

−l

f(x) cos
nπx

l
dx, n ∈ N,

bn =
1
l

l∫

−l

f(x) sin
nπx

l
dx, n ∈ N. (21)

Якщо замiнити в рядi (20) t на
πx

l
, то дiстанемо ряд для функ-

цiї f(x):
a0

2
+

∞∑

n=1

(
an cos

nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)
. (22)

У випадку, коли функцiя f є 2l-перiодичною i парною, то
bn = 0, n ∈ N, а an знаходяться за формулами

an =
2
l

l∫

0

f(x) cos
nπx

l
dx, n ∈ Z+. (23)

Ряд Фур’є (22) у цьому випадку має вигляд

a0

2
+

∞∑

n=1

an cos
nπx

l
. (24)
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Аналогiчно, якщо функцiя f 2l-перiодична i непарна, то
an = 0, n ∈ Z+, а bn обчислюються за формулами

bn =
2
l

l∫

0

f(x) sin
nπx

l
dx, n ∈ N. (25)

Ряд Фур’є (22) для такої функцiї має вигляд

∞∑

n=1

bn sin
nπx

l
. (26)

Достатнi умови розкладу 2l-перiодичної функцiї в ряд
Фур’є визначаються теоремою

Теорема 2. Якщо функцiя f перiодична з перiодом 2l i
кусково-диференцiйовна на вiдрiзку [−l; l], то її ряд Фур’є (22)
збiгається в кожнiй точцi x0 ∈ R i має суму

S0 =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
,

тобто

a0

2
+

∞∑

n=1

(
an cos

nπx0

l
+ bn sin

nπx0

l

)
= S0.

Ця сума, очевидно, дорiвнює f(x0), якщо f є неперервною
в точцi x0.

Нехай кусково-неперервна i кусково-диференцiйовна функ-
цiя f(x) задана на вiдрiзку [0; l]. Її можна продовжити рiзним
чином на вiдрiзок [−l; 0], зокрема: 1) парно, 2) непарно.

У першому випадку на вiдрiзку [−l; l] одержимо парну
функцiю. Для неї bn = 0, n ∈ N, an, n ∈ Z+, обчислюються
за формулами (23), а ряд Фур’є має вигляд (24).

У другому випадку дiстаємо непарну функцiю на вiдрiзку
[−l; l]. Для неї an = 0, n ∈ Z+, bn, n ∈ N, знаходяться за фор-
мулами (25), а ряд Фур’є набуває вигляду (26).

На промiжку (0; l) кожний з рядiв (24) i (26) збiгається до
f(x) у точках неперервностi f .
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Отже, можна сказати, що довiльну кусково-
диференцiйовну функцiю f , задану на вiдрiзку [0; l], можна,
за бажанням, розкласти в ряд Фур’є або за косинусами (24),
коефiцiєнти якого знаходяться за формулами (23), або за
синусами (26), коефiцiєнти якого знаходяться за формулами
(25).

Приклад 6. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = x − [x],
x ∈ R.

J Функцiя f(x) = x − [x], x ∈ R, де [x] – цiла частина x, перiо-
дична з перiодом 2l = 1, що видно на рисунку.

-

6

µ µ µµµ

xO

1

y

1 2−1−2

На вiдрiзку [0; 1] функцiя f кусково-диференцiйовна i неперервна
на iнтервалi (0; 1). Тому згiдно з теоремою 2 її можна розкласти в
ряд Фур’є (22) на множинi R за винятком точок x = n, n ∈ Z. У
цих точках сума ряду Фур’є дорiвнює S0 =

f(n + 0) + f(n− 0)
2

=
0 + 1

2
=

1
2
.

Знайдемо коефiцiєнти розкладу функцiї в ряд Фур’є. Маємо

a0 = 2

1∫

0

f(x)dx = 2

1∫

0

xdx = x2

∣∣∣∣∣

1

0

= 1;

an = 2

1∫

0

f(x) cos 2nπxdx = 2

1∫

0

x cos 2nπxdx =
1

nπ

1∫

0

xd sin 2nπx =

=
1

nπ

(
x sin 2nπx

∣∣∣
1

0
−

1∫

0

sin 2nπxdx
)

=
1

nπ

cos 2nπx

2nπ

∣∣∣
1

0
=

=
1

2n2π2
(1− 1) = 0, n ∈ N;

bn = 2

1∫

0

f(x) sin 2nπxdx = 2

1∫

0

x sin 2nπxdx = − 1
nπ

1∫

0

xd cos 2nπx =
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= − 1
nπ

(
x cos 2nπx

∣∣∣
1

0
−

1∫

0

cos 2nπxdx
)

= − 1
nπ

(
1− sin 2nπx

2nπ

∣∣∣
1

0

)
=

= − 1
nπ

, n ∈ N.

Отже, ряд Фур’є має вигляд

x− [x] =
1
2
− 1

π

∞∑
n=1

sin 2nπx

n
, x ∈ R \ Z. I

Приклад 7. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = | cosx|,
x ∈ R.

J Графiк функцiї зображено на рисунку.

-

6

x

y

1

O π/2−π/2 π−π 3π/2−3π/2

Задана функцiя перiодична з перiодом π. На вiдрiзку
[
− π

2
;
π

2

]

функцiя f є кусково-диференцiйовною i неперервною. Тому вона роз-
кладається в ряд Фур’є в довiльнiй точцi x ∈ R.

Знайдемо коефiцiєнти Фур’є. Оскiльки функцiя парна, bn = 0,
n ∈ N, а

an =
4
π

π/2∫

0

| cos x| cos 2nxdx =
4
π

π/2∫

0

cos 2nx cosxdx =

=
2
π

π/2∫

0

(cos(2n + 1)x + cos(2n− 1)x)dx =
2
π

( sin(2n + 1)x
2n + 1

∣∣∣
π/2

0
+

+
sin(2n− 1)x

2n− 1

∣∣∣
π/2

0

)
=

2
π

( sin(πn + π
2 )

2n + 1
+

sin(πn− π
2 )

2n− 1

)
=

=
2
π

( cosnπ

2n + 1
− cos nπ

2n− 1

)
=

4(−1)n+1

π(4n2 − 1)
, n ∈ Z+.

Тому шуканий розклад має вигляд

| cosx| = 2
π

+
4
π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2 − 1
cos 2nx, x ∈ R. I
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Приклад 8. Розкласти в ряд Фур’є за синусами функцiю

f(x) =





x, 0 ≤ x ≤ l

2
,

l − x,
l

2
< x ≤ l, l − деяке додатне число.

J Згiдно з умовою функцiя f визначена на вiдрiзку [0; l], а тому
щоб одержати розклад цiєї функцiї в ряд Фур’є за синусами, треба
продовжити її на вiдрiзок [−l; 0] непарно, а далi на всю числову вiсь
перiодично з перiодом 2l.

-

6

x

−l/2

l/2

y

O l/2 l 3l/2 2l−l/2−l−3l/2

Продовження f̃ на вiдрiзку [−l; l] є непарною, неперервною i
кусково-диференцiйовною функцiєю, а тому вона розкладається в
ряд Фур’є за синусами. На вiдрiзку [0; l] сума цього ряду збiгається з
функцiєю f(x). Знайдемо коефiцiєнти цього розкладу. Маємо an = 0,
n ∈ Z+, а

bn =
2
l

l∫

0

f(x) sin
nπx

l
dx =

2
l

l/2∫

0

x sin
nπx

l
dx+

2
l

l∫

l/2

(l−x) sin
nπx

l
dx =

= − 2
nπ

l/2∫

0

xd cos
nπx

l
− 2

nπ

l∫

l/2

(l − x)d cos
nπx

l
=

= − 2
nπ

(
x cos

nπx

l

∣∣∣
l/2

0
−

l/2∫

0

cos
nπx

l
dx

)
− 2

nπ

(
(l − x) cos

nπx

l

∣∣∣
l

l/2
+

+

l∫

l/2

cos
nπx

l
dx

)
= − 2

nπ

( l

2
cos

nπ

2
− l

nπ
sin

nπx

l

∣∣∣
l/2

0

)
−

− 2
nπ

(
− l

2
cos

nπ

2
+

l

nπ
sin

nπx

l

∣∣∣
l

l/2

)
= − l

nπ
cos

nπ

2
+

2l

n2π2
sin

nπ

2
+
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+
l

nπ
cos

nπ

2
+

2l

n2π2
sin

nπ

2
=

4l

n2π2
sin

nπ

2
, n ∈ N.

Очевидно, що коли n є парним, тобто n = 2k, то bn =
l

k2π2
sin kπ = 0. Якщо ж n – непарне, тобто n = 2k − 1, то

bn =
4l

(2k − 1)2π2
sin(2k − 1)

π

2
=

4l

(2k − 1)2π2
sin

(
kπ − π

2

)
=

− 4l

(2k − 1)2π2
cos kπ =

(−1)k+14l

(2k − 1)2π2
, k ∈ N.

Отже, ряд Фур’є для заданої функцiї має вигляд

f(x) =
4l

π2

∞∑

k=1

(−1)k+1

(2k − 1)2
sin

(2k − 1)πx

l
, x ∈ [0; l]. I

Зауваження. Якщо порiвнювати розклад функцiї в степе-
невий ряд iз розкладом її в ряд Фур’є, то останнiй має iстотнi
переваги. Це пов’язано з тим, що при розкладi в ряд Фур’є до-
статньо кускової диференцiйовностi i неперервностi функцiї у
той час, як для розкладу в степеневий ряд, взагалi кажучи,
мало навiть нескiнченної диференцiйовностi. Тому клас функ-
цiй, якi розкладаються в ряд Фур’є значно ширший, нiж клас
функцiй, якi розкладаються в степеневий ряд.

3.4. Подвiйнi ряди Фур’є. Аналогiчно, як i для випад-
ку функцiї однiєї змiнної, введемо поняття ряду Фур’є функцiї
двох змiнних.

Нехай P = {(x; y) ∈ R2 : x ∈ [a; b], y ∈ [c; d]}. Розгляне-
мо сукупнiсть R(P ) всiх iнтегровних на цьому прямокутнику
функцiй двох змiнних. Зокрема, всi неперервнi функцiї нале-
жать до цiєї сукупностi. Простiр R(P ) є лiнiйним простором, а
добуток двох iнтегровних функцiй є знову iнтегровною функ-
цiєю, тобто належить R(P ).

У просторi R(P ) введемо поняття скалярного добутку
(f, g) функцiй f i g, а саме:

(f, g) =
∫∫

P

f(x, y)g(x, y)dxdy. (27)

Легко можна переконатися, що, введений за допомогою
формули (27) скалярний добуток, має такi самi властивостi 1)
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– 4), як скалярний добуток iнтегровних на вiдрiзку функцiй
однiєї змiнної, що описанi в пунктi 3.1.1.

Функцiї f ∈ R(P ) i g ∈ R(P ) називаються ортогональ-
ними, якщо їхнiй скалярний добуток дорiвнює нулю, тобто
(f, g) = 0.

Розглянемо випадок, коли P = {(x; y) ∈ R2 : x ∈
[−π; π], y ∈ [−π;π]} або P = {(x; y) ∈ R2 : x ∈ [a; a + 2π], y ∈
[b; b+2π]}, де a, b – деякi дiйснi числа. Якщо скористатися рiв-
ностями (4), то легко можна довести ортогональнiсть системи
функцiй

1, cosmx, sinmx, cosny, sinny, cosmx cosny, sinmx cosny,

cosmx sinny, sinmx sinny, {m,n} ⊂ N, (28)

у просторi R(P ).
Наприклад,

∫∫

P

1 cos mxdxdy =

π∫

−π

( π∫

−π

cosmxdx
)
dy =

π∫

−π

0dy = 0,m ∈ N;

∫∫

P

1 sinnydxdy =

π∫

−π

( π∫

−π

sinnydy
)
dx =

π∫

−π

0dx = 0, n ∈ N;

∫∫

P

(cos kx cosmy)(cos lx cosny)dxdy =

π∫

−π

cos kx cos lxdx×

×
π∫

−π

cosmy cosnydy = 0, k 6= l або m 6= n (29)

i т.д.
Аналогiчно одержуємо, що

∫∫

P

1dxdy =

π∫

−π

dy

π∫

−π

dx = 4π2;
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∫∫

P

cos2 mxdxdy =

π∫

−π

( π∫

−π

cos2 mxdx
)
dy =

π∫

−π

πdy = 2π2,m ∈ N;

∫∫

P

sin2 nydxdy =

π∫

−π

( π∫

−π

sin2 nydy
)
dx =

π∫

−π

πdx = 2π2, n ∈ N;

∫∫

P

cos2 mx cos2 nydxdy =

π∫

−π

cos2 mxdx

π∫

−π

cos2 nydy = π2,

{m, n} ⊂ N;
∫∫

P

sin2 mx sin2 nydxdy =

π∫

−π

sin2 mxdx

π∫

−π

sin2 nydy = π2,

{m, n} ⊂ N;

∫∫

P

sin2 mx cos2 nydxdy =

π∫

−π

sin2 mxdx

π∫

−π

cos2 nydy = π2, (30)

{m, n} ⊂ N.
За допомогою тригонометричної системи функцiй (28) по-

будуємо подвiйний тригонометричний ряд

∞∑

m,n=0

λmn(amn cosmx cosny + bmn sinmx cosny+

+cmn cosmx sinny + dmn sinmx sinny), (31)

(x; y) ∈ R2, де

λmn =





1
4
, m = n = 0,

1
2
, m > 0, n = 0, або m = 0, n > 0,

1, m > 0, n > 0,
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а amn, bmn, cmn, dmn – заданi числа, якi називаються коефi-
цiєнтами ряду.

Наведемо спочатку деякi факти з теорiї подвiйних числових
рядiв.

Подвiйний числовий ряд має вигляд
∞∑

m,n=0

lmn ≡
∞∑

m=0

∞∑

n=0

lmn, (32)

де {lmn, {m,n} ⊂ Z+} – задана числова послiдовнiсть. Вираз

Ars =
r∑

m=0

s∑

n=0

lmn ≡ l00+l10+. . .+lr0+l01+l02+. . .+l0s+l11+. . .+

+lrs, {r, s} ⊂ N,

називається частинною сумою ряду (32).
Якщо iснує скiнченна границя lim

r→∞
s→∞

Ars = A, то ряд (32)

називається збiжним, а число A – сумою цього ряду i запи-

сують це так:
∞∑

m,n=0

lmn = A. Якщо ж границя lim
r→∞
s→∞

Ars = ∞

або не iснує, то подвiйний ряд (32) називають розбiжним i
вважають, що вiн у цьому випадку не має суми.

Легко бачити, що коли lmn = pmqn, {m,n} ⊂ Z+, то подвiй-
ний ряд (32) збiжний тодi й тiльки тодi, коли збiжнi ряди
∞∑

m=0

pm i
∞∑

n=0

qn. При цьому правильна рiвнiсть
∞∑

m,n=0

lmn =

∞∑

m=0

pm

∞∑

n=0

qn.

Якщо зафiксувати точку (x; y) ∈ P , поклавши (x; y) =
(x0; y0) ∈ P , то функцiональний ряд (31) стане числовим ря-
дом, який може бути як збiжним, так i розбiжним. У першому
випадку точка (x0; y0) називається точкою збiжностi ряду (31),
а у другому випадку – точкою розбiжностi. Надалi вивчатиме-
мо поточкову збiжнiсть ряду (31), тобто збiжнiсть у кожнiй
точцi (x; y) ∈ P .
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Нехай ряд (31) є збiжним у кожнiй точцi (x; y) ∈ R2 i f(x, y)
є його сумою, тобто

f(x, y) =
∞∑

m,n=0

λmn(amn cosmx cosny + bmn sinmx cosny+

+cmn cosmx sinny + dmn sinmx sinny), (x; y) ∈ R2. (33)

Функцiя f є 2π-перiодичною вiдносно x при кожному фiк-
сованому y ∈ R i 2π-перiодичною вiдносно y при кожному фiк-
сованому x ∈ R, тобто

f(x + 2π, y) = f(x, y), x ∈ R, f(x, y + 2π) = f(x, y), y ∈ R.

Припустимо, що сума f(x, y) ряду (33) є iнтегровною функцiєю
на P = {(x; y) : x ∈ [−π; π], y ∈ [−π; π]}. Вважаючи, що ряд
(33) збiгається рiвномiрно на P , проiнтегруємо обидвi частини
рiвностi (33)

∫∫

P

f(x, y)dxdy =
∞∑

m,n=0

λmn

(
amn

∫∫

P

cosmx cosnydxdy+

+bmn

∫∫

P

sinmx cosnydxdy + cmn

∫∫

P

cosmx sinnydxdy+

+dmn

∫∫

P

sinmx sinnydxdy
)
.

Якщо скористатися рiвностями (29) i (30), то одержимо
∫∫

P

f(x, y)dxdy = λ00a00

∫∫

P

1 dxdy = a00π
2,

звiдки випливає, що

a00 =
1
π2

∫∫

P

f(x, y)dxdy. (34)
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Для того щоб знайти коефiцєнт ars, помножимо обидвi ча-
стини рiвностi (33) на cos rx cos sy, проiнтегруємо по областi P
i скористаємося рiвностями (29) i (30). Тодi дiстанемо, що

∫∫

P

f(x, y) cos rx cos sydxdy =
∞∑

m,n=0

λmn

(
amn

∫∫

P

cosmx cosny×

× cos rx cos sydxdy + bmn

∫∫

P

sinmx cosny cos rx cos sydxdy+

+cmn

∫∫

P

cosmx sinny cos rx cos sydxdy+dmn

∫∫

P

sinmx sinny×

× cos rx cos sydxdy
)

або
∫∫

P

f(x, y) cos rx cos sydxdy = λrsars

∫∫

P

cos2 rx cos2 sydxdy =

= π2ars.

Звiдси випливає, що

ars =
1
π2

∫∫

P

f(x, y) cos rx cos sydxdy. (35)

Формули (34) i (35) можна об’єднати, записавши їх у
виглядi

amn =
1
π2

∫∫

P

f(x, y) cos mx cosnydxdy, {m,n} ⊂ Z+. (36)

Аналогiчно одержуються формули для знаходження iнших
коефiцiєнтiв ряду Фур’є (33):

bmn =
1
π2

∫∫

P

f(x, y) sinmx cosnydxdy, (37)
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cmn =
1
π2

∫∫

P

f(x, y) cos mx sinnydxdy, (38)

dmn =
1
π2

∫∫

P

f(x, y) sin mx sinnydxdy, {m,n} ⊂ Z+. (39)

Очевидно, що в рядi (33) множник λmn пiдiбрано так, щоб фор-
мули (35) – (39) мали подiбний вигляд.

Ряд (31), коефiцiєнти якого знаходяться за формулами (36)
– (39), називається подвiйним рядом Фур’є, побудованим
для 2π-перiодичної по кожнiй змiннiй та iнтегровної в областi
P = {(x; y) : x ∈ [−π; π], y ∈ [−π;π]} функцiї f(x, y). Сформу-
люємо найпростiшi достатнi умови розкладу функцiї у подвiй-
ний ряд Фур’є (31).

Теорема 3. Нехай функцiя f(x, y) є 2π-перiодичною по
кожнiй змiннiй та iнтегровна в квадратi P = {(x; y) : x ∈
[−π; π], y ∈ [−π;π]} або в будь-якому з таких квадратiв P =
{(x; y) : x ∈ [a; a + 2π], y ∈ [b; b + 2π]}, де {a, b} ⊂ R. Якщо f
неперервна в R2, а в квадратi P має неперервнi частиннi по-

хiднi
∂f

∂x
,

∂f

∂y
,

∂2f

∂x∂y
, то її подвiйний ряд Фур’є збiгається до

f(x, y) у кожнiй точцi (x; y) ∈ R2, тобто

f(x, y) =
∞∑

m,n=0

λmn(amn cosmx cosny + bmn sinmx cosny+

+cmn cosmx sinny + dmn sinmx sinny), (x; y) ∈ R2, (40)

де коефiцiєнти Фур’є amn, bmn, cmn, dmn знаходяться за фор-
мулами (36) – (39).

Якщо функцiя f(x, y) не є 2π-перiодичною вiдносно кож-
ної iз змiнних i визначена лише на квадратi P = {(x; y) : x ∈
[−π; π], y ∈ [−π; π]}, то аналогiчно, як i для функцiї однiєї змiн-
ної, перiодично продовжимо її на всю площину R2 по кожнiй
змiннiй при фiксованiй iнший з перiодом 2π. Якщо для продов-
женої функцiї f̃(x, y) виконуються умови теореми 3, то для неї
має мiсце розклад в подвiйний ряд Фур’є. Цей ряд має своєю
сумою f(x, y) у кожнiй внутрiшнiй точцi (x; y) ∈ P .
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Приклад 9. Розкласти в подвiйний ряд Фур’є функцiю
f(x, y) = xy, −π < x < π, −π < y < π.

J Продовжимо задану функцiю за неперервнiстю на весь квад-
рат P = {(x; y) : −π ≤ x ≤ π,−π ≤ y ≤ π}, поклавши f(x, y) = xy,
(x; y) ∈ P , а далi 2π-перiодично по кожнiй iз змiнних на всю площину
R2. У внутрiшнiх точках квадрата P функцiя f є неперервною разом

з частинними похiдними
∂f

∂x
= y,

∂f

∂y
= x i

∂2f

∂x∂y
= 1, а тому, згiдно

з теоремою 3, вона розкладається у подвiйний ряд Фур’є всерединi
областi P .

Знайдемо коефiцiєнти Фур’є для функцiї f(x, y) = xy, скори-
ставшись формулами (36) – (39), а також тим, що функцiї x cosmx i

y cos ny – непарнi на [−π;π], а тому
π∫

−π

x cosmxdx=0,
π∫

−π

y cos nydy=0:

amn =
1
π2

π∫

−π

( π∫

−π

xy cos mx cos nydx
)
dy =

1
π2
×

×
π∫

−π

x cosmxdx

π∫

−π

y cosnydy = 0;

bmn =
1
π2

π∫

−π

( π∫

−π

xy sin mx cosnydy
)
dx =

1
π2
×

×
π∫

−π

x sin mxdx

π∫

−π

y cos nydy = 0;

cmn =
1
π2

π∫

−π

( π∫

−π

xy cosmx sin nydy
)
dx =

1
π2
×

×
π∫

−π

x cos mxdx

π∫

−π

y sin nydy = 0, {m,n} ⊂ Z.

З формули (39) випливає, що коли принаймнi один iз коефiцiєн-
тiв m або n дорiвнює нулю, то dmn = 0. Залишилося знайти dm,n,
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коли {m,n} ⊂ N. Маємо

dmn =
1
π2

π∫

−π

( π∫

−π

xy sinmx sin nydx
)
dy =

1
π2

π∫

−π

x sin mxdx×

×
π∫

−π

y sinnydy =
1

π2mn

π∫

−π

xd cos mx

π∫

−π

yd cos ny =

=
1

π2mn

(
x cosmx

∣∣∣
π

−π
−

π∫

−π

cos mxdx
)(

y cos ny
∣∣∣
π

−π
−

π∫

−π

cos nydy
)

=

=
1

π2mn

(
(−1)m2π − sin mx

m

∣∣∣
π

−π

)(
(−1)n2π − sin ny

n

∣∣∣
π

−π

)
=

=
4π2

π2mn
(−1)m+n =

4
mn

(−1)m+n, {m,n} ⊂ N.

Отже, розклад функцiї f(x, y) = xy в ряд Фур’є має вигляд

xy = 4
∞∑

m,n=1

(−1)m+n sin mx sin ny

mn
, {x, y} ⊂ (−π;π). (41)

Розклад (41) можна одержати iншим методом. Для цього скори-
стаємося розкладом

x = 2
∞∑

m=1

(−1)m+1

m
sinmx, x ∈ (−π;π),

який одержано в прикладi 3.
Правильним є також розклад

y = 2
∞∑

m=1

(−1)n+1

n
sin ny, y ∈ (−π; π).

Якщо перемножити цi ряди, то одержимо розклад

xy = 4
∞∑

m,n=1

(−1)m+n+2

mn
sin mx sinny, {x, y} ⊂ (−π; π),

який збiгається з розкладом (41). I
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У застосуваннях важливу роль вiдiграють подвiйнi ряди
Фур’є, коли функцiя f(x, y) має рiзнi перiоди вiдносно змiн-
них x i y. Нехай функцiя f(x, y) визначена на R2 i має перiод
2p по змiннiй x, тобто f(x + 2p, y) = f(x, y), (x; y) ∈ R2, а по
змiннiй y – перiод 2q, тобто f(x, y + 2q) = f(x, y), (x; y) ∈ R2.
Припустимо, що функцiя f є iнтегровною в прямокутнику
Q = {(x; y) : x ∈ [−p; p], y ∈ [−q; q]} або в прямокутнику
Q = {(x; y) : x ∈ [a; a + 2p], y ∈ [b; b + 2q]}, де {a, b} ⊂ R.
Подвiйний тригонометричний ряд вигляду

∞∑

m,n=0

λmn

(
amn cos

mπx

p
cos

nπy

q
+ bmn sin

mπx

p
cos

nπy

q
+

+cmn cos
mπx

p
sin

nπy

q
+ dmn sin

mπx

p
sin

nπy

q

)
, (42)

де λmn такi, як в (31), а коефiцiєнти amn, bmn, cmn i dmn є
коефiцiєнтами Фур’є, що обчислюються за формулами

amn =
1
pq

∫∫

P

f(x, y) cos
mπx

p
cos

nπy

q
dxdy,

bmn =
1
pq

∫∫

P

f(x, y) sin
mπx

p
cos

nπy

q
dxdy,

cmn =
1
pq

∫∫

P

f(x, y) cos
mπx

p
sin

nπy

q
dxdy,

bmn =
1
pq

∫∫

P

f(x, y) sin
mπx

p
sin

nπy

q
dxdy, {m,n} ⊂ Z+,

називається рядом Фур’є, побудованим за функцiєю f(x, y),
(x; y) ∈ Q.

Якщо додатково припустити, що f(x, y) неперервна в R2 i

має неперервнi частиннi похiднi
∂f

∂x
,
∂f

∂y
i

∂2f

∂x∂y
в прямокутнику

Q, то правильною є рiвнiсть

f(x, y) =
∞∑

m,n=0

λmn

(
amn cos

mπx

p
cos

nπy

q
+bmn sin

mπx

p
cos

nπy

q
+
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+cmn cos
mπx

p
sin

nπy

q
+ dmn sin

mπx

p
sin

nπy

q

)
, (x; y) ∈ R2.

(44)
У випадку, коли функцiя f визначена лише в прямокутнику

Q, то рiвнiсть (44) правильна в усiх внутрiшнiх точках (x; y)
прямокутника Q.

Приклад 10. Розкласти в подвiйний ряд Фур’є функцiю
f(x, y) = x2y, x ∈ (−1; 1), y ∈ (−2; 2).

J Задамо функцiю f в прямокутнику Q = {(x, y) : x ∈
[−1; 1], y ∈ [−2; 2]} тим самим аналiтичним виразом f(x, y) = x2y. То-

дi вона є неперервною i має неперервнi частиннi похiднi
∂f

∂x
= 2xy,

∂f

∂y
= x2 i

∂2f

∂x∂y
= 2x в Q, а тому розкладається у подвiйний ряд

Фур’є (42) в прямокутнику Q, де p = 1, q = 2.
Знайдемо коефiцiєнти Фур’є цього розкладу, скориставшись фор-

мулами (43).
Маємо

amn =
1
2

∫∫

P

x2y cos mπx cos
nπy

2
dxdy =

1
2

1∫

−1

x2 cosmπxdx×

×
2∫

−2

y cos
nπy

2
dy =

1
2

1∫

−1

x2 cos mπxdx

2∫

−2

y cos
nπy

2
dy = 0;

bmn =
1
2

∫∫

P

x2y sinmπx cos
nπy

2
dxdy =

1
2

1∫

−1

x2 sin mπxdx×

×
2∫

−2

y cos
nπy

2
dy = 0, {m,n} ⊂ Z,

бо функцiя y cos
nπy

2
непарна на [−2; 2], а тому

2∫

−2

y cos
nπy

2
dy = 0;

dmn =
1
2

∫∫

P

x2y cos mπx sin
nπy

2
dxdy =

1
2

1∫

−1

x2 sinmπxdx×
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×
2∫

−2

y cos
nπy

2
dy = 0, {m, n} ⊂ Z+,

оскiльки функцiя x2 sin mπx непарна на [−1; 1], а тому
1∫

−1

x2 sinmπxdx = 0.

Знайдемо коефiцiєнти cmn. Нехай n = 0, а m – довiльне, тодi

cm0 =
1
2

∫∫

P

x2y cos mπx sin
0 πy

2
dxdy =

1
2

1∫

−1

x2 cos mπxdx×

×
2∫

−2

y · 0dy = 0,m ∈ Z+.

Якщо m = 0, а n – довiльне, то

c0n =
1
2

∫∫

P

x2y cos 0πx sin
nπy

2
dxdy =

1
2

1∫

−1

x2dx

2∫

−2

y sin
nπy

2
dy =

=
x3

6

∣∣∣
1

−1

(
− 2

nπ

2∫

−2

yd cos
nπy

2

)
= − 2

3nπ

(
y cos

nπy

2

∣∣∣
2

−2
−

2∫

−2

cos
nπy

2
dy

)
=

= − 2
3nπ

(
4(−1)n − 2

nπ
sin

nπy

2

∣∣∣
2

−2

)
=

8(−1)n+1

3nπ
, n ∈ N.

У випадку, коли {m,n} ⊂ N, маємо

cmn =
1
2

∫∫

P

x2y cos mπx sin
nπy

2
dxdy =

1
2

1∫

−1

x2 cosmπxdx×

×
2∫

−2

y sin
nπy

2
dy =

1
2

8(−1)n+1

nπ

1
mn

1∫

−1

x2d sin mπxdx =

=
4(−1)n+1

mnπ2

(
x2 sin mπx

∣∣∣
1

−1
− 2

1∫

−1

x sin mπxdx
)

=
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=
8(−1)n+1

m2nπ2

1∫

−1

xd cos mπx =
8(−1)n+1

m2nπ2

(
x cos mπx

∣∣∣
1

−1
−

1∫

−1

cos mπxdx
)

=

=
8(−1)n+1

m2nπ2

(
2(−1)m − sin mπx

mπ

∣∣∣
1

−1

)
=

16(−1)m+n+1

m2nπ3
, {m, n} ⊂ N.

Отже, розклад заданої функцiї в подвiйний ряд Фур’є має вигляд

x2y =
8
3π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin

nπy

2
+

16
π3

∞∑
m,n=1

(−1)m+n+1

m2n
cos mπx sin

nxy

2
,

x ∈ (−1; 1), y ∈ (−2; 2).

Аналогiчно як i в прикладi 9 цей розклад можна одержати, коли
перемножити ряди Фур’є для функцiй ϕ(x) = x2, x ∈ (−1; 1) i ψ(y) =
y, y ∈ (−2; 2). I
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Вправи

1. Довести, що наведенi нижче функцiї є ортогональними у вiд-
повiдному просторi функцiй:
1) 1, cosx, cos 2x, . . ., cosnx, . . . в R([0; π]);
2) sin x, sin 2x, . . ., sin nx, . . . в R([0;π]);
3) sin x, sin 3x, . . ., sin(2n + 1)x, . . . в R

([
0;

π

2

])
;

4) 1, cos
πx

l
, sin

πx

l
, cos

2πx

l
, sin

2πx

l
, . . ., cos

nπx

l
, sin

nπx

l
в

R
([
− l

2
;
l

2

])
, l > 0;

5) 1, cos 2πx, sin 2πx, cos 4πx, sin 4πx, . . ., cos 2nπx, sin 2nπx, . . . в
R(0; 1);

6) 1, cos
πx

l
, cos

2πx

l
, . . ., cos

nπx

l
, . . . в R([0; l]), l > 0;

7) sin
πx

l
, sin

2πx

l
, . . ., sin

nπx

l
, . . . в R([0; l]), l > 0;

8) 1, cos
πx

2l
, cos

3πx

2l
, . . ., cos

(2n + 1)πx

2l
, . . . в R([0; l]), l > 0;

9) sin
πx

2l
, sin

3πx

2l
, . . ., sin

(2n + 1)πx

2l
, . . . в R([0; l]), l > 0.

2. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = |x| на вiдрiзку
[−π; π] i скориставшись цим розкладом знайти суму числового ря-

ду
∞∑

n=1

1
(2n− 1)2

.

3. Розкласти в ряд Фур’є перiодичну функцiю f(x) = | sin x|
i за допомогою одержаного ряду знайти суми числових рядiв
∞∑

k=1

1
(4k − 1)2

i
∞∑

k=1

(−1)k

(4k − 1)2
.

4. Пропонованi нижче функцiї розкласти в ряд Фур’є на задано-
му промiжку:
1) f(x) = x2 на (0; 2π);
2) f(x) = ax2 + bx + c на (−π; π);
3) f(x) = ax2 + bx + c на (0; 2π);

4) f(x) =
{

1, −π < x ≤ 0,
3, 0 < x < π

на (−π; π);

5) f(x) = ex − 1 на (0; 2π);
6) f(x) = cos ax, a – нецiле число, на (−π; π);
7) f(x) = sin ax, a – нецiле число, на (−π; π).

5. Розкласти в ряд Фур’є функцiю:

1) f(x) =
{

1, 0 ≤ x < h,
0, h ≤ x < π

за косинусами на [0; π);
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2) f(x) =
ex + e−x

2
за: а) косинусами; б) синусами на iнтервалi [0; π];

3) f(x) =





1, 0 < x ≤ π

2
,

0,
π

2
< x < π

за синусами на iнтервалi (0; π).

6. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = |x| на iнтервалi (−1; 1).

7. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) =
{

a, 0 < x ≤ l,
0, l < x < 2l,

a ∈ R \ {0}, l > 0.
8. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = eax на iнтервалi (−l; l),

l > 0.
9. Розкласти в ряд Фур’є функцiю f(x) = x на iнтервалi (a; a+2l),

a ∈ R, l > 0.
10. Розкласти в ряд Фур’є за косинусами функцiю f(x) = ex на

iнтервалi (0; ln 2).
11. Розкласти в ряд Фур’є за синусами функцiю f(x) = x2 на

(0; π).
12. Розкласти в ряд Фур’є за косинусами функцiю f(x) =




cos
πx

l
, 0 ≤ x ≤ l

2
,

0,
l

2
< x ≤ l, l > 0.

13. Розкласти в ряд Фур’є за синусами функцiю f(x) =



sin
πx

l
, 0 ≤ x ≤ l

2
,

0,
l

2
< x ≤ l, l > 0.

14. Розкласти в ряд Фур’є перiодичну функцiю f(x) =
∣∣∣ cos

πx

l

∣∣∣,
де l > 0.

15. Розкласти в подвiйний ряд Фур’є функцiю f(x, y) = xy в
областi P = {(x; y) : x ∈ (0; 2π), y ∈ (0; 2π)}.

16. Розкласти в подвiйний ряд Фур’є функцiю f(x, y) =
(π − x)(π − y)

4
в областi P = {(x; y) : x ∈ (−π; π), y ∈ (−π; π)}.

17. Розкласти в подвiйний ряд Фур’є функцiю f(x, y) =

x
(π − y)2

4
в областi Q = {(x; y) : x ∈ (−1; 1), y ∈ (−π; π)}.
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Вiдповiдi

2. |x| =
π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x
(2n− 1)2

, x ∈ [−π;π];
π2

8
. 3. | sin x| =

2
π
− 4

π

∞∑

k=1

cos 2kx

4k2 − 1
, x ∈ R;

1
2

i
2− π

4
. 4. 1) x2 =

4π2

3
+

4
∞∑

n=1

cos nx

n2
− 4π

∞∑
n=1

sin nx

n
, x ∈ (0; 2π]; 2) ax2 + bx + c =

aπ2

3
+

c + 4a

∞∑
n=1

(−1)n cos nx

n2
− 2b

∞∑
n=1

(−1)n sin nx

n
, x ∈ (−π; π); 3) ax2 +

bx + c =
4aπ2

3
+ bπ + c + 4a

∞∑
n=1

cos nx

n2
− (4πa − 2b)

∞∑
n=1

sinnx

n
,

x ∈ (0; 2π); 4) f(x) = 2 + 4
π

∞∑
n=0

sin(2n+1)x
2n+1 , x ∈ (−π; π), x 6= 0;

5) ex − 1 =
e2π − 1

π

(1
2

+
∞∑

n=1

cos nx

1 + n2
− n sinnx

1 + n2

)
− 1, x ∈ (0; 2π),

x 6= 0; 6) cos ax =
2 sin aπ

π

( 1
2a

+ a

∞∑
n=1

(−1)n+1 cosnx

n2 − a2

)
, x ∈ (−π; π);

7) sin ax =
2 sin aπ

π

∞∑
n=1

(−1)n+1 sin nx

n2 − a2
, x ∈ (−π; π).

5. 1) f(x) =
2h

π

(1
2

+
∞∑

n=1

sin nh

nh
cos nx

)
, x ∈ [0;π), x 6= h;

2) а)
ex + e−x

2
=

eπ − e−π

2π

(
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n cosnx

1 + n2

)
, x ∈ [0; π];

б)
ex + e−x

2
=

2
π

∞∑
n=1

(
1 − (−1)n eπ + e−π

2

) n

1 + n2
sin nx, x ∈ [0;π]; 3)

f(x) =
4
π

∞∑
n=1

sin2 nπ
4

n
sin nx, x ∈ (0; π), x 6= π

2
.

6. |x| = 1
2
− 4

π2

∞∑
n=1

cos π(2n− 1)x
(2n− 1)2

, x ∈ [−1; 1).

7. f(x) =
a

2
− 2a

π

∞∑
n=1

1
2n + 1

sin
(2n + 1)πx

l
, x ∈ (0; 2l), x 6= l.

8. eax =
eal − e−al

2

( 1
al

+ 2
∞∑

n=1

(−1)n al cos πnx
l − πn sin πnx

l

(al2) + (πn)2
)
, x ∈

456



(−l; l).

9. x = a + l +
2l

π

∞∑
n=1

1
n

(
sin

nπa

l
cos

nπx

l
− cos

nπa

l
sin

nπx

l

)
, x ∈

(a; a + 2l).

10. ex =
1

ln 2
+ 2 ln 2

∞∑
n=1

2 cos nπ − 1
ln2 2 + n2π2

cos
nπx

ln 2
, x ∈ (0; ln 2).

11. x2 =
2
π

∞∑
n=1

(−1)n+1
(π2

n
+

2
n3

((−1)n − 1)
)

sin nx, x ∈ (0; π).

12. f(x) =
1
π

+
1
2

cos
πx

l
− 2

π

∞∑
n=1

(−1)n

4n2 − 1
cos

2πnx

l
, x ∈ [0; l].

13. f(x) =
1
2

sin
πx

l
− 4

π

∞∑
n=1

(−1)nn

4n2 − 1
sin

2πnx

l
, x ∈ [0; l], x 6= l

2
.

14.
∣∣∣ cos

πx

l

∣∣∣ =
4
π

(1
2

+
∞∑

n=1

(−1)n+1 cos 2πnx
l

4n2 − 1

)
, x ∈ R.

15. xy = π2 − 2π
∞∑

m=1

sin mx
m − 2π

∞∑
n=1

sin ny
n + 4

∞∑
m,n=1

sin mx sin ny
mn ,

(x; y) ∈ P .

16.
(π − x)(π − y)

4
=

π2

4
+

π

2

∞∑
m=1

(−1)m

m
sin mx +

π

2

∞∑
n=1

(−1)n

n
sin ny +

∞∑
m,n=1

(−1)m+n

mn
sin mx sin ny, (x; y) ∈ P .

17.
x(π − y)2

4
=

2π

3

∞∑
m=1

(−1)m+1

m
sinπmx +

2
π

∞∑
m,n=1

(−1)m+n+1

mn2
sin πmx cosπny, (x; y) ∈ P .
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Роздiл 14
Диференцiальнi рiвняння

§1. Основнi поняття про диференцiальнi рiвняння

При розв’язуваннi багатьох прикладних задач i вивченнi
закономiрностей суспiльних процесiв одержують математичнi
моделi, в основi яких лежать диференцiальнi рiвняння. Ди-
ференцiальним називається рiвняння, яке зв’язує незалежну
змiнну або змiннi, шукану функцiю та похiднi рiзних поряд-
кiв вiд цiєї функцiї. При цьому рiвняння може не мiстити у
явному виглядi незалежну змiнну (змiннi) i шукану функцiю,
але обов’язково повинно мiстити одну або декiлька похiдних
шуканої функцiї.

Якщо шукана функцiя залежить вiд однiєї змiнної, то ди-
ференцiальне рiвняння називається звичайним, якщо ж вiд
декiлькох – рiвнянням з частинними похiдними. Ми роз-
глядатимемо тут тiльки звичайнi диференцiальнi рiвняння.

У загальному випадку диференцiальне рiвняння можна за-
писати у виглядi

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (1)

де F – деяка функцiя вiд n + 2 змiнних, n ∈ N. Порядок n
старшої похiдної, яка входить в (1) називається порядком
диференцiального рiвняння. Наприклад, рiвняння y′ = 3x2,
y′−√y = 0 – першого порядку; рiвняння y′′+ω2y = 0, y′′−x2 = y

– другого порядку; рiвняння y(4) + y′′ lnx = x – четвертого по-
рядку.

Розв’язком диференцiального рiвняння (1) нази-
вається функцiя y = ϕ(x), яка визначена i неперервна разом зi
своїми похiдними до порядку рiвняння на промiжку X i така,
що при пiдстановцi її в рiвняння перетворює його в тотожнiсть

F (x, ϕ(x), ϕ′(x), . . . , ϕ(n)(x)) = 0, x ∈ X.

Задача про знаходження розв’язку диференцiального рiв-
няння називається задачею iнтегрування диференцiального
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рiвняння. Графiк розв’язку диференцiального рiвняння нази-
вається iнтегральною кривою або iнтегральною лiнiєю.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння y′ = x2.
J Розв’язати це рiвняння означає, що треба знайти функцiю y,

похiдна якої дорiвнює x2. З iнтегрального числення вiдомо, що такою

функцiєю є y =
x3

3
+ C, де C ∈ R. I

З прикладу 1 видно, що розв’язок рiвняння визначається
неоднозначно, тобто диференцiальне рiвняння визначає сiм’ю
iнтегральних лiнiй на площинi. Для видiлення конкретно-
го розв’язку треба задати додаткову умову. Цiєю умовою є
y(x0) = y0, або умова того, що iнтегральна лiнiя проходить
через задану точку (x0; y0).

Загальним розв’язком диференцiального рiвняння (1) n-
го порядку називається такий його розв’язок

y = ϕ(x,C1, . . . , Cn), (2)

який є функцiєю змiнної x i n довiльних незалежних сталих C1,
C2, . . ., Cn, тобто сталих, що не зв’язанi мiж собою жодними
спiввiдношеннями.

Частинним розв’язком диференцiального рiвняння на-
зивається розв’язок, який одержується iз загального розв’язку
при деяких конкретних числових значеннях сталих C1, C2, . . .,
Cn.

У наступних параграфах ми уточнимо поняття загального
i частинного розв’язкiв диференцiального рiвняння, а також
наведемо приклади математичних моделей деяких явищ, якi
описуються диференцiальними рiвняннями.
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§2. Диференцiальнi рiвняння першого порядку

Диференцiальне рiвняння першого порядку зв’язує
незалежну змiнну, шукану функцiю та її першу похiдну. В за-
гальному випадку його можна записати у виглядi

F (x, y, y′) = 0, (3)

де x – незалежна змiнна, y – шукана функцiя, y′ – її похiдна,
а F – вiдома функцiя своїх аргументiв.

Рiвняння (3) може не мiстити у явному виглядi x i y, але
обов’язково мiстить y′.

Розв’язуючи рiвняння (3), якщо це можливо, вiдносно y′,
дiстанемо

y′ = f(x, y). (4)

Рiвняння (4) називається рiвнянням першого порядку,
розв’язаним вiдносно похiдної.

Розв’язком диференцiального рiвняння першого порядку
називається функцiя y = ϕ(x), яка неперервна разом iз своєю
похiдною на промiжку X i при пiдстановцi її в рiвняння, пере-
творює його в тотожнiсть, тобто

F (x, ϕ(x), ϕ′(x)) = 0, x ∈ X.

Як випливає з прикладу 1 з §1, сукупнiсть розв’язкiв дифе-
ренцiального рiвняння першого порядку мiстить довiльну ста-
лу, змiнюючи яку ми одержуватимемо рiзнi розв’язки рiвнян-
ня. Для видiлення з цiєї множини конкретного розв’язку треба
задати деяку додаткову умову, а саме:

y(x0) = y0 або y(x)|x=x0 = y0, (5)

яка називається початковою умовою.
В теорiї диференцiальних рiвнянь основними є питання iс-

нування та єдиностi розв’язку. Вiдповiдь на нього дає теорема
Кошi, яка наведена нижче.

Tеорема (теорема Кошi). Якщо права частина f рiв-

няння (4) та її частинна похiдна
∂f

∂y
визначенi й неперервнi
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у деякiй областi Ω змiни x i y, то задача (4), (5) має єдиний
розв’язок y = ϕ(x), якщо (x0; y0) ∈ Ω.

Геометрично це означає, що через кожну внутрiшню точку
(x0; y0) областi Ω проходить єдина iнтегральна крива.

Задача (4), (5), тобто задача, у якiй треба знайти розв’язок
рiвняння (4), що задовольняє початкову умову (5), називається
задачею Кошi.

Якщо умови теореми Кошi не виконуються у деяких точках
(x; y), то цi точки називаються особливими точками дифе-
ренцiального рiвняння. У цих точках є розривною або функ-

цiя f або її частинна похiдна
∂f

∂y
. Через кожну таку точку мо-

же проходити декiлька iнтегральних кривих, або не проходити
жодна.

Дамо означення загального й частинного розв’язкiв рiвнян-
ня (4), права частина f якого задовольняє у деякiй областi Ω
умови теореми Кошi.

Функцiя y = ϕ(x,C) називається загальним розв’язком
рiвняння (4) в областi Ω, якщо вона задовольняє умови:

1) при будь-яких значеннях сталої C, якi належать деякiй
множинi, функцiя y = ϕ(x,C) є розв’язком рiвняння (4);

2) яка б не була точка (x0; y0) ∈ Ω iснує єдине значення
сталої C = C0 таке, що розв’язок y = ϕ(x,C0) задовольняє
початкову умову (5).

Значення C = C0 знаходиться з умови y0 = ϕ(x0, C0).
Будь-який розв’язок y = ϕ(x,C0) рiвняння (4), який одер-

жується iз загального розв’зку y = ϕ(x,C) при конкретному
значення C = C0, називається частинним розв’язком.

Якщо загальний розв’язок диференцiального рiвняння
знайдено у виглядi, не розв’язаному вiдносно y, тобто у виглядi
Φ(x, y, C) = 0, то вiн називається загальним iнтегралом ди-
ференцiального рiвняння.

Перейдемо тепер до розгляду методiв розв’язування ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку. Взагалi кажучи, не
iснує єдиного методу знаходження розв’язкiв рiвняння (4)
для довiльної правої частини f . Тому ми розглянемо методи
розв’язування (методи iнтегрування) цього рiвняння лише у
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деяких частинних випадках.

2.1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та
звiднi до них. Диференцiальне рiвняння першого порядку
називається рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними,
якщо його можна подати у виглядi

y′ = f1(x)f2(y). (6)

Права частина рiвняння (6) є добутком двох множникiв,
кожний з яких є функцiєю тiльки одного аргументу.

Перепишемо рiвняння (6) у виглядi

dy

dx
= f1(x)f2(y). (7)

Помножимо обидвi частини (7) на dx i подiлимо на f2(y) 6= 0,
тодi одержимо

dy

f2(y)
= f1(x)dx. (8)

У цьому рiвняннi змiнна x входить в праву частину, а змiнна
y – тiльки в лiву, тобто змiннi вiдокремленi.

Припустимо, що ми знайшли розв’язок y(x) рiвняння (7).
Якщо цю функцiю пiдставити в (8), то ми одержимо тотож-
нiсть, де два диференцiали дорiвнюють один другому, тiльки
в правiй частинi диференцiал виражений через x, а в лiвiй –
через y. Оскiльки диференцiали однаковi, то їхнi невизначенi
iнтеграли вiдрiзняються на сталу величину, тобто, iнтегруючи
злiва по змiннiй y, а справа по змiннiй x, дiстанемо

∫
dy

f2(y)
=

∫
f1(x)dx + C, (9)

де C – довiльна стала.
Вираз (9) є загальним iнтегралом рiвняння (6). У дифе-

ренцiальних рiвняннях символ невизначеного iнтеграла озна-
чає одну iз первiсних, а не сукупнiсть усiх первiсних.

Очевидно, що коли f1 неперервна на [a; b], а f2 – неперервна
на [c; d] i f2(y) 6= 0, y ∈ [c; d], то iнтеграли у формулi (9) iснують.
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Зауваження. При дiленнi обох частин рiвняння (6) на
f2(y), ми могли втратити розв’язки, при яких f2(y) = 0. Справ-
дi, якщо f2(y0) = 0, то y = y0 є розв’язком рiвняння (6).

Приклад 1. Розв’язати рiвняння y′ =
y

x
.

J Запишемо рiвняння у виглядi

dy

dx
=

y

x

i вiдокремимо змiннi
dy

y
=

dx

x
.

Iнтегруючи обидвi частини цього рiвняння (праву по x, а лiву по
y), одержуємо

∫
dy

y
=

∫
dx

x
+ ln |C1|, C1 6= 0,

або
ln |y| = ln |x|+ ln |C1|.

Потенцiюючи, отримуємо

|y| = |C1||x|,
що еквiвалентне рiвностi y = ±C1x. Покладаючи ±C1 = C, остаточ-
но матимемо

y = Cx, C 6= 0.

Це сукупнiсть розв’язкiв заданого рiвняння, але тут не мiстить-
ся розв’язок y = 0, який ми втратили при вiдокремленнi змiнних.
Його можна включити в одержану сукупнiсть, якщо вважати, що C

набуває також значення C = 0. Тодi загальним розв’язком рiвняння
є y = Cx, де C ∈ R. I

Приклад 2. Тiло охололо за 10 хв. вiд 1000 до 600. Температура
оточуючого середовища стала i дорiвнює 100. Знайти, через скiльки
хвилин температура тiла дорiвнюватиме 200.

J Позначимо через f(t) температуру тiла в момент часу t, тодi

швидкiсть змiни температури дорiвнює
df(t)
dt

. Оскiльки швидкiсть
охолодження пропорцiйна рiзницi температур тiла й оточуючого се-
редовища, то дiстанемо рiвняння

df

dt
= k(f − 10),
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де k – коефiцiєнт пропорцiйностi. Отже, маємо диференцiальне рiв-
няння першого порядку з вiдокремлюваними змiнними.

Вiдокремивши змiннi, отримаємо рiвнiсть

df

f − 10
= kdt.

Iнтегруючи, дiстаємо:

ln |f − 10| = kt + ln |C1|, C1 6= 0,

|f − 10| = C1e
kt, f − 10 = ±C1e

kt.

Якщо позначити ±C1 через C, то одержимо загальний розв’язок
рiвняння

f = 10 + Cekt, де C ∈ R.

Тут ми включили i C = 0, оскiльки f = 10 є розв’язком рiвняння.
Для видiлення частинного розв’язку скористаємося початковою

умовою f(0) = 1000, тодi Cek·0 + 10 = 100, звiдки C = 90. Отже,
частинним розв’язком є функцiя

f(t) = 10 + 90ekt.

Цей розв’язок мiстить невiдомий множник k. Для його визначен-
ня скористаємося тим, що f(10) = 600. Тодi 60 = 10 + 90ekt, звiдки

e10k =
5
9
. Отже, шуканий розв’язок рiвняння має вигляд

f(t) = 90
(
e10k

) t
10 + 10 = 90

(
5
9

) t
10

+ 10.

Для вiдповiдi на питання, через який час тiло охолоне до 200,
дiстанемо рiвняння

20 = 90
(

5
9

) t
10

+ 10,

або (
5
9

) t
10

=
1
9
.

Прологарифмувавши, одержимо

t =
10 lg 9

lg 9− lg 5
≈ 37, 4 хв. I
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Приклад 3. Скласти математичну модель природного росту
випуску продукцiї i знайти функцiю, що описує цей рiст.

J Нехай деяка продукцiя продається за фiксованою цiною p. По-
значимо через f(t) кiлькiсть продукцiї, реалiзованої на момент часу
t. Тодi на цей момент матимемо доход, що дорiвнює pf(t). Нехай
частина вказаного доходу витрачається на iнвестицiї у виробництво
реалiзованої продукцiї, тобто

I(t) = mpf(t), (10)

де m – норма iнвестицiй, 0 < m < 1.
Якщо припустити, що ринок не насичений, тобто продукцiя ре-

алiзується повнiстю, то в результатi розширення виробництва бу-
де одержано доход, частина якого знову використовуватиметься для
розширення випуску продукцiї. Це приведе до зростання швидко-
стi випуску (акселерацiї), причому швидкiсть випуску пропорцiйна
збiльшенню iнвестицiй, тобто

f ′(t) = lI(t), (11)

де
1
l
– норма акселерацiї. Пiдставивши (11) у (10), дiстанемо

f ′(t) = kf(t), (12)

де k = lmp. Отже, процес природного росту випуску продукцiї опи-
сується диференцiальним рiвнянням (12), яке є рiвнянням з вiдо-
кремлюваними змiнними.

Оскiльки в початковий момент часу t0 випуск продукцiї дорiв-
нював f0, то маємо початкову умову

f(t0) = f0. (13)

Задача (12), (13) є математичною моделлю природного росту ви-
пуску продукцiї.

Знайдемо загальний розв’язок рiвняння (12), вiдокремивши змiн-
нi та проiнтегрувавши одержану рiвнiсть:

df

f
= kdt,

∫
df

f
= k

∫
dt + ln |C1|, C1 6= 0,

ln |f | = kt + ln |C1|, f(t) = ±C1e
kt.
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Включивши сюди розв’язок f = 0, дiстанемо загальний розв’язок
рiвняння

f(t) = Cekt, C ∈ R. (14)

Якщо задовольнити цiєї функцiєю умову (13), то одержимо рiв-
няння для знаходження C:

f0 = Cekt0 , звiдки C = f0e
−kt0 .

Пiдставивши це значення C в (14), отримаємо розв’язок задачi
(12), (13):

f(t) = f0e
k(t−t0). I (15)

Зауваження. Математичнi моделi мають властивiсть за-
гальностi. Зокрема, формулою (15) описуються процес розмно-
ження бактерiй, процес радiоактивного розпаду та деякi iншi
явища й процеси.

До рiвняння з вiдокремлюваними змiнними зводиться рiв-
няння вигляду

y′ = ϕ
(y

x

)
, (16)

яке називається однорiдним.
Запишемо рiвняння (16) у виглядi

dy

dx
= ϕ

(y

x

)

i зробимо замiну
y

x
= z. (17)

Тодi y = zx,
dy

dx
=

dz

dx
x + z, а тому рiвняння набуде вигляду

dz

dx
x + z = ϕ(z),

або
dz

dx
x = ϕ(z)− z.

Вiдокремимо змiннi,

dz

ϕ(z)− z
=

dx

x
, ϕ(z)− z 6≡ 0
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i проiнтегруємо обидвi частини рiвностi:
∫

dz

ϕ(z)− z
= ln |x|+ C. (18)

Знайшовши iнтеграл у лiвiй частинi (18), i повернувшись
до змiнної y, дiстанемо загальний розв’язок рiвняння (16). При
цьому треба також перевiрити, чи не втрачено розв’язок, коли
ϕ(z)− z = 0.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння

(xy + y2)dx− x2dy = 0.

J Запишемо рiвняння у виглядi

dy

dx
=

xy + y2

x2

або
dy

dx
=

y

x
+

(y

x

)2

.

Зробивши замiну y = z x, y′ = z′ x + z, дiстанемо рiвняння

dz

dx
x + z = z + z2,

dz

dx
x = z2.

Вiдокремивши змiннi й проiнтегрувавши, матимемо

dz

z2
=

dx

x
, z 6= 0,

∫
dz

z2
=

∫
dx

x
+ ln |C|, C 6= 0,

−1
z

= ln |x|+ ln |C|, −1
z

= ln |Cx|, C 6= 0.

Якщо повернутись до змiнної y, то одержимо сукупнiсть
розв’язкiв нашого рiвняння

y = − x

ln |Cx| , C 6= 0.

Оскiльки при вiдокремленнi змiнних ми дiлили на z, то мог-
ли втратити розв’язок z = 0 або y = 0. Пiдставивши y = 0 у
вихiдне рiвняння, одержимо тотожнiсть, а це означає, що y = 0
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є розв’язком рiвняння. Цей розв’язок не мiститься у сукупностi
y = − x

ln |Cx| , C 6= 0, а тому його треба дописати. Отже, загаль-

ний розв’язок рiвняння

y = − x

ln |Cx| , C 6= 0, y = 0. I

2.2. Лiнiйнi рiвняння першого порядку. Диферен-
цiальне рiвняння першого порядку називається лiнiйним, як-
що його можна записати у виглядi

y′ = p(x)y + q(x), (19)

де p(x) i q(x) – заданi функцiї, якi визначенi й неперервнi на
вiдрiзку [a; b].

Назва рiвняння пояснюється тим, що невiдома функцiя y
та її похiдна y′ входять в рiвняння лiнiйно, тобто у першому
степенi.

Якщо q(x) = 0, x ∈ [a; b], то рiвняння (19) називається
лiнiйним однорiдним рiвнянням, якщо ж q(x) 6= 0, x ∈ [a; b],
то – лiнiйним неоднорiдним.

Для знаходження загального розв’язку рiвняння (19) ско-
ристаємося методом варiацiї довiльної сталої.

Розглянемо спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння

y′ = p(x)y, (20)

яке є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремлюю-
чи змiннi та iнтегруючи, дiстаємо

dy

y
= p(x)dx, ln |y| =

∫
p(x)dx + ln |C1|, C1 6= 0,

y = C1e
∫

p(x)dx, C1 6= 0.

Оскiльки, вiдокремлюючи змiннi, ми втратили розв’язок y = 0,
то сукупнiсть усiх розв’язкiв рiвняння (20) має вигляд

y = Ce
∫

p(x)dx, C ∈ R. (21)
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Для знаходження загального розв’язку лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння (19) у формулi (21) замiсть сталої C вiзьмемо
деяку диференцiйовну функцiю z(x):

y = z(x)e
∫

p(x)dx. (22)

Очевидно, що (22) буде розв’язком рiвняння (19), коли

z′(x)e
∫

p(x)dx + z(x)e
∫

p(x)dxp(x) = p(x)z(x)e
∫

p(x)dx + q(x),

або
z′(x) = q(x)e−

∫
p(x)dx.

Звiдси, проiнтегрувавши, дiстанемо

z(x) =
∫

q(x)e−
∫

p(x)dxdx + C2, C2 ∈ R.

Якщо пiдставити знайдену функцiю z в (22), то одержимо
загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

y = C2e
∫

p(x)dx +
(∫

q(x)e−
∫

p(x)dxdx

)
e
∫

p(x)dx, C2 ∈ R. (23)

З формули (23) випливає, що загальний розв’язок лiнiй-
ного неоднорiдного рiвняння є сумою загального розв’язку
C2e

∫
p(x)dx вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння (20)

i частинного розв’язку
(∫

q(x)e−
∫

p(x)dx
)
e
∫

p(x)dx лiнiйного

неоднорiдного рiвняння (19).
Приклад 5. Розв’язати рiвняння

y′ + 3y = e2x.

J Розв’яжемо спочатку вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвняння

y′ + 3y = 0.

Вiдокремлюючи змiннi та iнтегруючи, дiстаємо:

dy

y
= −3dx,

∫
dy

y
= −3

∫
dx + ln |C1|, C1 6= 0,
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ln |y| = −3x + ln |C1|, y = C1e
−3x.

Оскiльки ми, вiдокремлюючи змiннi, дiлили на y, то щоб не втра-
тити розв’язок y = 0, вважатимемо, що C1 може дорiвнювати нулю,
тобто

y = Ce−3x, C ∈ R.

Шукатимемо загальний розв’язок вихiдного рiвняння у виглядi

y = z(x)e−3x.

Пiсля пiдстановки цiєї функцiї в рiвняння, одержимо

z′(x)e−3x − z(x)e−3x3 + 3z(x)e−3x = e2x,

або z′(x) = e5x.
Звiдси випливає, що

z(x) =
1
5
e5x + C2.

Отже, загальний розв’язок нашого рiвняння

y = C2e
−3x +

1
5
e2x, C2 ∈ R. I

До лiнiйного рiвняння зводиться рiвняння вигляду

y′ = p(x)y + q(x)yα, α ∈ R \ {0; 1}, (24)

яке називається рiвнянням Бернуллi.
Якщо α = 0, то рiвняння Бернуллi перетворюється у лiнiйне

рiвняння (19), а при α = 1 воно переходить в рiвняння з вiдо-
кремлюваними змiнними.

Вважаючи, що y 6= 0, α 6= 0, α 6= 1, подiлимо обидвi частини
рiвняння (24) на yα. Тодi дiстанемо рiвняння

y−αy′ = p(x)y1−α + q(x). (25)

Зробимо пiдстановку z(x) = y1−α. Оскiльки z′(x) = (1 −
α)y−αy′, то рiвняння (25) набуде вигляду

z′(x) = (1− α)p(x)z(x) + (1− α)q(x),
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а це означає, що рiвняння (24) зведено до лiнiйного рiвняння.
Приклад 6. Розв’язати рiвняння

xy′(x) = y(x) + y2(x).

J Запишемо рiвняння у виглядi

y′(x) =
1
x

y(x) +
1
x

y2(x).

Це рiвняння Бернуллi, де α = 2. Тому зробимо замiну z =
1
y
.

Тодi z′ = − 1
y2

y′, а отже, рiвняння набуде вигляду

z′ +
z

x
= − 1

x
.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння z′ +
z

x
= 0 має розв’язок z(x) =

C

x
, C ∈ R. Розв’язок неоднорiдного рiвняння шукатимемо у виглядi

z(x) =
C(x)

x
. Тодi z′ =

C ′(x)
x

− C(x)
x2

, а тому матимемо рiвняння для
знаходження C:

C ′(x)
x

− C(x)
x2

+
C(x)
x2

= − 1
x

,

або
C ′(x) = −1.

Звiдси випливає, що C(x) = −x + C1, C1 ∈ R. Отже, z(x) =
C1

x
− 1.

Оскiльки z =
1
y
, то

1
y

=
C1

x
− 1, або y =

x

C1 − x
. Це i є загальний

розв’язок заданого рiвняння. I

2.3. Рiвняння в повних диференцiалах. Розглянемо
диференцiальне рiвняння

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. (26)

Це рiвняння можна записати у виглядi

dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
,
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а тому воно є рiвнянням першого порядку. Припустимо, що
P (x, y) i Q(x, y) – функцiї, якi неперервнi разом зi своїми ча-

стинними похiдними
∂P

∂y
i

∂Q

∂x
в деякiй областi D ⊂ R2. Як-

що лiва частина рiвняння (26) є повним диференцiалом деякої
функцiї u(x, y), тобто

du(x, y) = P (x, y)dx + Q(x, y)dy, (27)

то рiвняння (26) називається рiвнянням в повних диферен-
цiалах i його можна записати у виглядi

du(x, y) = 0.

Якщо функцiя y(x) є розв’язком рiвняння (26), то
du(x, y(x)) ≡ 0, i, отже,

u(x, y(x)) = C, (28)

де C – стала, i навпаки, якщо деяка функцiя y(x) перетво-
рює в тотожнiсть рiвнiсть (28), то, диференцiюючи одержану
тотожнiсть, дiстанемо du(x, y) = 0, i отже, u(x, y) = C, де C –
довiльна стала, є загальним iнтегралом заданого рiвняння (26).

У роздiлi 11, §2, теорема 5, доведено, що необхiдною i до-
статньою умовою того, щоб лiва частина рiвняння (26) була
повним диференцiалом деякої функцiї u(x, y) в однозв’язнiй
областi D є виконання рiвностi

∂P (x, y)
∂y

=
∂Q(x, y)

∂x
, (x; y) ∈ D. (29)

Якщо ця мова виконується, то функцiя u(x, y) знаходиться
за формулою

u(x, y) =

x∫

x0

P (u, y0)du +

y∫

y0

Q(x0, v)dv + C1.

Отже, загальний iнтеграл рiвняння (26) запишеться так:
x∫

x0

P (u, y0)du +

y∫

y0

Q(x0, v)dv = C. (30)
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Очевидно, що цей загальний iнтеграл можна знайти по-
iншому. Якщо виконується умова (29), то

du(x, y) = P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

З iншого боку,

du(x, y) =
∂u(x, y)

∂x
dx +

∂u(x, y)
∂y

dy.

Тому

∂u(x, y)
∂x

= P (x, y),
∂u(x, y)

∂y
= Q(x, y),

звiдки випливає, що

u(x, y) =
∫

P (x, y)dx + ϕ(y). (31)

При знаходженнi iнтеграла
∫

P (x, y)dx величина y розгля-

дається як стала, а тому стала iнтегрування ϕ є функцiєю вiд
y. Для визначення цiєї функцiї продиференцiюємо рiвнiсть (31)
по y i прирiвняємо до Q(x, y). Тодi одержимо, що

∂

∂y

(∫
P (x, y)dx

)
+ ϕ′(y) = Q(x, y).

З цього рiвняння знайдемо ϕ′(y), а проiнтегрувавши, визна-
чимо ϕ(y).

Приклад 7. Розв’язати рiвняння

(x + y + 1)dx + (x− y2 + 3)dy = 0.

J Маємо P (x, y) = x + y + 1, Q(x, y) = x − y2 + 3., Перевiримо
виконання умови (29):

∂P

∂y
= 1,

∂Q

∂x
= 1, (x; y) ∈ R2.
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Отже, задане рiвняння є рiвнянням в повних диференцiалах.
Знайдемо його загальний iнтеграл за формулою (30), де x0 = 0 i
y0 = 0:

x∫

0

(u + 0 + 1)du +

y∫

0

(x− v2 + 3)dv = C.

Проiнтегрувавши, одержимо

(u2

2
+ u

)∣∣∣
x

0
+

(
xv − v3

3
+ 3v

)∣∣∣
y

0
= C

або
x2

2
+ x + xy − y3

3
+ 3y = C.

Розв’яжемо вихiдне рiвняння iншим методом.
Оскiльки

∂u(x, y)
∂x

= x + y + 1,

то

u(x, y) =
∫

(x + y + 1)dx + ϕ(y) =
x2

2
+ xy + x + ϕ(y)

або

u(x, y) =
x2

2
+ (y + 1)x + ϕ(y).

Продиференцiюємо цю функцiю по y i прирiвняємо до Q(x, y) =
x− y2 + 3:

x + ϕ′(y) = x− y2 + 3,

ϕ′(y) = 3− y2, ϕ(y) = 3y − y3

3
+ C1.

Тодi

u(x, y) =
x2

2
+ (y + 1)x + 3y − y3

3
+ C1,

а тому загальним iнтегралом рiвняння є вираз

x2

2
+ x + xy − y3

3
+ 3y = C. I

У деяких випадках, коли лiва частина рiвняння (26) не є по-
вним диференцiалом, легко можна пiдiбрати функцiю µ(x, y),
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пiсля множення на яку лiва частина рiвняння перетворюється
в повний диференцiал

du = µ(x, y)P (x, y)dx + µ(x, y)Q(x, y)dy.

Така функцiя µ називається iнтегрувальним множни-
ком. Зауважимо, що множення на iнтегрувальний множник µ
може привести до появи зайвих частинних розв’язкiв, якi пе-
ретворюють цей множник в нуль.

Приклад 8. Розв’язати рiвняння

xdx + ydy + (x2 + y2)x2dx = 0.

J Запишемо рiвняння у виглядi

(x + x2(x2 + y2))dx + ydy = 0.

Маємо P (x, y) = x + x2(x2 + y2), Q(x, y) = y, а тому

∂P

∂y
− ∂Q

∂x
= 2x2y − 0 = 2x2y 6= 0.

Це означає, що рiвняння не є рiвнянням в повних диференцiалах.

Очевидно, що пiсля множення на функцiю µ =
1

x2 + y2
лiва ча-

стина рiвняння перетворюється у повний диференцiал. Справдi, пiс-

ля множення на µ =
1

x2 + y2
дiстанемо

xdx + ydy

x2 + y2
+ x2dx = 0 або

1
2d(x2 + y2)

x2 + y2
+ x2dx = 0.

Проiнтегрувавши останнє рiвняння, одержимо,
1
2

ln(x2 + y2) +
x3

3
=

ln C1, C1 > 0. Пiсля множення на 2 i потенцiювання, матимемо

(x2 + y2)e
2
3 x3

= C, C > 0. I

Звичайно, не завжди iнтегрувальний множник пiдбираєть-
ся легко. У загальному випадку для знаходження iнтегруваль-
ного множника треба пiдiбрати принаймнi один ненульовий ча-
стинний розв’язок рiвняння з частинними похiдними

∂(µP )
∂y

=
∂(µQ)

∂x
,
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або
∂µ

∂y
P + µ

∂P

∂y
=

∂µ

∂x
Q +

∂Q

∂x
µ,

яке пiсля дiлення на µ i перенесення деяких доданкiв у другий
бiк рiвностi приводиться до вигляду

∂ ln µ

∂y
P − ∂ lnµ

∂x
Q =

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
.

Якщо наперед вiдомо, що µ = µ(ω), де ω – задана функцiя
вiд x i y, то це рiвняння зводиться до звичайного диференцiаль-
ного рiвняння

d lnµ

dω
=

∂Q
∂x − ∂P

∂y

Q∂ω
∂x − P ∂ω

∂y

, (28)

якщо лiва частина є функцiєю вiд ω.
Приклад 9. Проiнтегрувати рiвняння

xdx + ydy + xdy − ydx = 0,

якщо вiдомо, що iснує iнтегрувальний множник вигляду µ = µ(x2 +
y2).

J Маємо P (x, y) = x − y, Q(x, y) = x + y,
∂P

∂y
− ∂Q

∂x
= −1 − 1 =

−2. Отже, рiвняння не є рiвнянням у повних диференцiалах. Якщо

ω = x2 + y2, то Q
∂ω

∂x
− P

∂ω

∂y
= (x + y)2x − (x − y)2y = 2(x2 + y2), а

тому права частина рiвняння (28) є функцiєю вiд ω = x2 + y2:

∂Q
∂x − ∂P

∂y

Q∂ω
∂x − P ∂ω

∂y

=
−2

2(x2 + y2)
= − 1

ω
.

Отже, для визначення iнтегрувального множника маємо диферен-
цiальне рiвняння

d ln µ

dω
= − 1

ω
.

Звiдси, проiнтегрувавши i взявши за сталу iнтегрування C = 1,
одержимо

ln µ = − ln ω

або
µ =

1
ω

=
1

x2 + y2
.
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Помноживши вихiдне рiвняння на µ, зведемо його до вигляду

xdx + ydy

x2 + y2
+

xdy − ydx

x2 + y2
= 0

або
1
2d(x2 + y2)

x2 + y2
+

d
(

y
x

)

x2 + y2
= 0,

1
2
d ln(x2 + y2) + d arctg

y

x
= 0.

Iнтегруючи, дiстаємо

ln
√

x2 + y2 = − arctg
y

x
+ ln C.

Пiсля потенцiювання матимемо
√

x2 + y2 = Ce− arctg y
x , C > 0. I

2.4. Особливi розв’язки. Згiдно з теоремою Кошi, як-
що права частина рiвняння y′ = f(x, y) неперервна у деякiй
областi Ω i має в нiй неперервну похiдну f ′y(x, y), то через кож-
ну внутрiшню точку (x0; y0) областi Ω проходить єдина iнте-
гральна крива. Умови теореми Кошi можуть не виконуватися
в точках, якi лежать на межi областi Ω. Такi точки, де не ви-
конуються умови теореми Кошi, як було вiдзначено ранiше,
називаються особливими. Якщо M0(x0; y0) – особлива точка то
може трапитись, що через неї або не проходить жодна iнте-
гральна крива, або проходить декiлька iнтегральних кривих.

Якщо графiк функцiї y = ϕ(x) складається тiльки з особ-
ливих точок рiвняння, то функцiя ϕ є особливим розв’язком
цього рiвняння.

Умови теореми Кошi є достатнiми для того, щоб в дея-
кiй областi Ω не iснувало особливого розв’язку. Тому для iс-
нування особливого розв’язку необхiдно, щоб не виконувалися
умови теореми Кошi. Отже, для того щоб знайти особливий
розв’язок диференцiального рiвняння y′ = f(x, y), треба знай-
ти функцiю y = ϕ(x), в кожнiй точцi графiка якої має розрив
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або f , або f ′y i перевiрити чи є функцiя ϕ розв’язком цього рiв-
няння. Якщо функцiя y = ϕ(x) є розв’язком диференцiального
рiвняння, то вона й буде особливим розв’язком.

Приклад 10. Чи має рiвняння y′ = y2 + x2 особливий
розв’язок?

J Маємо f(x, y) = y2 + x2, f ′y = 2y. Цi функцiї неперервнi в
будь-якiй областi Ω ⊂ R2, а це означає, що умови теореми Кошi
виконуються, i отже, особливого розв’язку рiвняння не має.I

Приклад 11. Знайти особливий розв’язок рiвняння y′ = 3
√

y2.
J Права частина цього рiвняння f(x, y) = 3

√
y2 неперервна при

всiх значеннях y, але похiдна f ′y(x, y) =
2

3 3
√

y
має розрив при y = 0,

тобто в точках осi Ox. Отже, кожна точка прямої y = 0 є особливою.
Оскiльки y = 0 є розв’язком заданого рiвняння, то це – особливий
розв’язок.

Знайдемо загальний розв’язок рiвняння. Вiдокремивши змiннi
та проiнтегрувавши рiвнiсть y−2/3dy = dx, дiстанемо загальний
розв’язок

3y1/3 = x + C або y =
(x + C)3

27
.

-

6

x

y

O 1 3−1

Сiм’я iнтегральних лiнiй, якi вiдповiдають знайденому загально-
му розв’язку, складається з кубiчних парабол. Оскiльки через кожну
точку особливого розв’язку y = 0 (вiсь Ox) проходить ще одна iнте-
гральна крива цього розв’язку, тобто кубiчна парабола, то в кожнiй
точцi осi Ox порушується властивiсть єдиностi.I

Слiд вiдзначити, що особливий розв’язок, взагалi кажучи,
не мiститься у загальному розв’язку i не може бути видiле-
ний з нього при жодному конкретному значеннi сталої C.

Приклад 12. Чи має рiвняння y′ = 3
√

y2 + 1 особливий
розв’язок?
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J Як i в попередньому прикладi, множиною всiх особливих точок
рiвняння є пряма y = 0 (вiсь Ox). Легко можна переконатися, що
функцiя y = 0 не є розв’язком рiвняння. Тому це рiвняння не має
особливих розв’язкiв.I

2.5. Застосування диференцiальних рiвнянь в
природознавствi. У цьому пунктi наведемо деякi застосу-
вання диференцiальних рiвнянь в природознавствi, доповню-
ючи наведенi вище приклади використання таких рiвнянь у
фiзицi й економiцi. Ряд прикладiв цього пункту запозичено з
пiдручника [3].

Приклад 13 (внутрiшньовенне харчування глюко-
зою). Нехай x(t) – кiлькiсть глюкози в кровi пацiєнта в момент
часу t. Вважатимемо, що глюкоза поступає в кров зi сталою швид-
кiстю a (г/хв). У той же час глюкоза розкладається i виводиться iз
кровоносної системи зi швидкiстю, що пропорцiйна наявнiй кiлькостi
глюкози. Скласти математичну модель задачi i розв’язати її, якщо
x(0) = x0.

J Оскiльки, згiдно з умовою, швидкiсть змiни глюкози dx
dt дорiв-

нює a−kx(t), де k 6= 0 – деякий коефiцiєнт пропорцiйностi, то маємо
рiвняння

dx

dt
= a− kx(t),

яке визначає разом з початковою умовою x(0) = x0 математичну
модель задачi.

Одержане рiвняння є диференцiальним рiвнянням з вiдокремлю-
ваними змiнними. Для його розв’язання вiдокремимо змiннi

dx

a− kx
= dt,

i проiнтегруємо обидвi частини отриманої рiвностi. Тодi одержимо

−1
k

ln |a− kx| = t− 1
k

ln |C1|,

де C1 6= 0. Звiдси випливає, що a−kx = C1e
−kt i тому x =

a

k
+C1e

−kt,
де C1 – довiльна стала.

Вiдокремлюючи змiннi, ми дiлили на вираз a − kx i тому мог-
ли втратити розв’язок x = a

k . Безпосередньо переконуємося, що
ця функцiя є розв’язком рiвняння. Його можна одержати iз x =
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a

k
+ C1e

−kt при C1 = 0. Отже, всi розв’язки диференцiального рiв-

няння записуються у виглядi x =
a

k
+ Ce−kt, де C ∈ R.

Тепер знайдемо сталу C, використовуючи початкову умову
x(0) = x0. Маємо x0 =

a

k
+ C, тобто C = x0 − a

k
. Тому розв’язком

задачi є x(t) =
a

k
+

(
x0 − a

k

)
e−kt. I

Приклад 14 (логiстичний рiст). Швидкiсть зростання по-
пуляцiї на одну особину дорiвнює рiзницi мiж середньою народжу-
ванiстю i середньою смертнiстю. Вважатимемо, що середня народ-
жуванiсть є додатною сталою β, що не залежить вiд часу t i розмiру
популяцiї y(t). Припустимо також, що середня смертнiсть пропор-
цiйна розмiру популяцiї i тому дорiвнює δy(t), де δ ≥ 0 – коефiцiєнт
пропорцiйностi. Скласти математичну модель задачi й розв’язати її.

J Оскiльки вiдносна швидкiсть росту
1
y

dy

dt
дорiвнює β − δy(t),

то дiстанемо, що розмiр популяцiї y(t) описується диференцiальним
рiвнянням

dy

dt
= y(β − δy(t)).

Очевидно, що це є диференцiальне рiвняння першого порядку
з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремимо змiннi i проiнтегруємо
одержану рiвнiсть:

dy

y(β − δy)
= dt,

∫
dy

y(β − δy)
=

∫
dt + C1.

Зауважимо, що

1
y(β − δy)

=
1
β

1
y

+
δ

β

1
β − δy

i тому
1
β

∫
dy

y
+

δ

β

∫
dy

β − δy
=

∫
dt + C1;

1
β

ln y +
δ

β

(
−1

δ

)
ln(β − δy) = t +

1
β

ln C2,

де C1 =
1
β

ln C2, C2 > 0.
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Отже, дiстали таку рiвнiсть:

1
β

(ln y − ln(β − δy)) = t +
1
β

ln C2

або
1
β

ln
y

β − δy
= t +

1
β

ln C2,

y

β − δy
= C2e

βt, C2 > 0.

Остаточно маємо, що всi розв’язки рiвняння визначаються фор-
мулою

y(t) =
βCeβt

1 + δCeβt
, C ∈ R.

Якщо задовольнити початкову умову y(0) = y0, то одержимо

y0 =
βC

1 + δC
або C =

y0

β − y0δ
.

Тому

y(t) =
y0βeβt

β − y0δ + δy0eβt
.

Процес зростання, який описується цiєю функцiєю, називається
логiстичним ростом. При логiстичному ростi популяцiя iз зрос-
танням часу t наближається до граничного (рiвноважного) розмiру.
Рiвноважнiй популяцiї вiдповiдає величина

lim
t→+∞

y(t) = lim
t→+∞

y0βeβt

β − y0δ + y0δeβt
= lim

t→+∞
y0βeβt

eβt((β − y0δ)e−βt + δy0)
=

= lim
t→+∞

y0β

(β − y0δ)e−βt + δy0
=

β

δ
, оскiльки lim

t→+∞
e−βt = 0.

Графiчно логiстичний рiст зображається так:

6

-
t

y

β

δ

y0

.I
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Приклад 15 (математична модель епiдемiї). Для про-
стоти обмежимося розглядом епiдемiї найпростiшого вигляду. При-
пустимо, що дослiджуване захворювання продовжується достатньо
довго, а тому можна вважати, що iнфекцiя поширюється швидше,
нiж триває сама хвороба. Нас цiкавитиме процес передачi iнфекцiї.
При цьому iнфiкованi особини не вилучаються з колонiї i, отже, iн-
фекцiя передається неiнфiкованим особинам контактним способом.
Скласти математичну модель процесу i знайти закон залежностi чис-
ла неiнфiкованих вiд часу.

J Нехай a та b – вiдповiдно кiлькiсть iнфiкованих i неiнфiкова-
них особин в початковий момент, x = x(t) – кiлькiсть неiнфiкованих
в момент t, а y = y(t) – кiлькiсть iнфiкованих у момент t. Для всiх
моментiв часу iз деякого не дуже великого вiдрiзка 0 ≤ t ≤ T (T мен-
ше часу життя одного поколiння, тому в наших рiвняннях можемо
не враховувати природну смертнiсть) має мiсце рiвнiсть x+y = b+a.

Оскiльки iнфекцiя передається при зустрiчах iнфiкованих з неiн-
фiкованими, то кiлькiсть неiнфiкованих буде зменшуватися з часом
пропорцiйно кiлькостi зустрiчей мiж ними, тобто пропорцiйно добут-
ку xy. Тому швидкiсть зменшення кiлькостi неiнфiкованих особин
dx

dt
пропорцiйна xy, тобто

dx

dt
= −βxy,

де β – коефiцiєнт пропорцiйностi. Згiдно з умовою y = b + a − x i
тому отримаємо рiвняння

dx

dt
= −βx(b + a− x).

Вiдокремивши змiннi, отримаємо

dx

x(b + a− x)
= −βdt

або
(b + a− x) + x

x(b + a− x)
dx = −β(b + a)dt.

Запишемо це рiвняння у виглядi

dx

x
+

dx

b + a− x
= −β(b + a)dt
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i проiнтегруємо. Тодi одержимо, що

ln x− ln(b− x + a) = −β(b + a)t + ln C1,

або
ln

x

b− x + a
= −β(b + a)t + ln C1, C1 > 0.

Звiдси випливає, що всi розв’язки рiвняння визначаються рiв-
нiстю

x

b− x + a
= Ce−β(b+a)t, C ≥ 0.

Для визначення C скористаємося початковою умовою: при t = 0
кiлькiсть неiнфiкованих особин дорiвнює b, тобто x(0) = b. Тодi C =
b

a
, i, отже,

x

b− x + a
=

b

a
e−β(b+a)t.

Розв’язавши останнє рiвняння вiдносно x, отримаємо

x =
b(b + a)

b + aeβ(b+a)t
.

Ця формула дає закон зменшення кiлькостi x(t) неiнфiкованих
у залежностi вiд часу. I

Приклад 16 (рiст листкiв рослин). Швидкiсть збiльшен-
ня площi молодого листка вiкторiї-регiї, який має форму круга, про-
порцiйна довжинi кола листка i кiлькостi сонячного свiтла, що падає
на нього. Вiдомо, що кiлькiсть сонячного свiтла, яка падає на листок,
пропорцiйна площi листка i косинусу кута мiж напрямком променiв
i перпендикуляром до листка. Знайти залежнiсть площi S листка вiд
часу t, якщо о 6 год. ранку ця площа дорiвнювала 1600 см2, а о 18
год того самого дня – 2500 см2. Вважатимемо, що кут мiж напрям-
ком променя Сонця i перпендикуляром до листка о 6 год. ранку i о
18 год. (без врахування знаку) дорiвнює π/2, а опiвднi – 0.

J Нехай t – час, що вiдраховується вiд пiвночi. Позначимо через
S(t) площу листка в момент часу t. Тодi, згiдно з умовою задачi,
швидкiсть dS

dt пропорцiйна довжинi кола листка i кiлькостi сонячного
свiтла, що падає на нього, тобто

dS

dt
= k12πrQ,

де 2πr – довжина кола листка в момент t, Q – кiлькiсть сонячного
свiтла, k1 – коефiцiєнт пропорцiйностi.

483



Площа листка S = πr2, а тому r =

√
S

π
. Тодi

dS

dt
= k1

2π√
π

√
SQ.

Згiдно з умовою Q = k2S cos α, де α – кут мiж напрямком со-
нячних променiв i напрямком перпендикуляра до листка, k2 – кое-
фiцiєнт пропорцiйностi. Кут α є лiнiйною функцiєю аргументу t, а
тому α = k3t+ b. Параметри k3 i b знаходимо iз умов: при t = 12 год.
кут α = 0, а при t = 18 год. кут α =

π

2
. Тодi маємо систему рiвнянь

{
0 = 12k3 + b,
π
2 = 18k3 + b.

Розв’язуючи цю систему, отримуємо k3 =
π

12
, b = −π i тому

α =
π

12
t−π =

π

12
(t−12). Тодi кiлькiсть Q сонячного свiтла дорiвнює

Q = k2S cos
( π

12
(t− 12)

)
.

Отже, для функцiї S маємо рiвняння

dS

dt
= k1k22

√
πS
√

S cos
( π

12
(t− 12)

)
.

Позначимо k = k1k2. Тодi, вiдокремлюючи змiннi, отримуємо

dS

S
√

S
= 2k

√
π cos

( π

12
(t− 12)

)
dt.

Проiнтегрувавши це рiвняння, одержимо

− 2√
S

=
24k√

π
sin

( π

12
(t− 12)

)
+ C, C ∈ R.

Для обчислення сталої C i коефiцiєнта k використаємо умови
задачi: при t = 6 год. площа S = 1600 см2, а при t = 18 год. –
S = 2500 см2. Тодi отримаємо систему

{
− 1

20 = − 24k√
π

+ C,

− 1
25 = 24k√

π
+ C.
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Звiдси знаходимо, що C = − 9
200

, k =
√

π

4800
. Тому

− 2√
S

=
24
√

π

4800
√

π
sin

( π

12
(t− 12)

)
− 9

200
.

Отже, маємо залежнiсть площi S вiд часу t:

S =
160000(

9− sin
(

π
12(t− 12)

))2 . I

Наведемо приклади математичних моделей хiмiчних про-
цесiв, якi описуються диференцiальними рiвняннями.

Хiмiчнi реакцiї. Молекулярнiсть хiмiчної реакцiї дорiв-
нює загальнiй кiлькостi молекул, якi входять в лiву частину хi-
мiчного рiвняння. Порядком реакцiї є сума показникiв степенiв
концентрацiй, що входять до її кiнетичного рiвняння. Напри-
клад, RaB → RaC є реакцiєю першого порядку. Швидкiсть, з
якою система компонентiв лiвої частини перетворюється в си-
стему компонентiв правої частини рiвняння, називається швид-
кiстю реакцiї. Дiюча маса або концентрацiя реагуючої речови-
ни A є кiлькiсть молей (моль або грам-молекула речовини –
кiлькiсть грамiв цiєї речовини, яка дорiвнює її молекулярнiй
масi). Наприклад, 1 моль кисню дорiвнює 16 г, а 1 моль водню
– 2 г цiєї речовини в одиницi об’єму. Згiдно з законом дiючих
мас швидкiсть реакцiї пропорцiйна добутку концентрацiй реа-
гуючих речовин у даний момент.

Хiмiчнi реакцiї першого порядку. Якщо a – початкова
концентрацiя речовини A, x – кiлькiсть молей на лiтр, якi ре-
агували за час t вiд початку реакцiї, то швидкiсть цiєї реакцiї

є
dx

dt
, а дiюча маса речовини на цей момент становить a − x.

Тодi за законом дiючих мас маємо

dx

dt
= k(a− x),

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi, який залежить вiд типу i
умов хiмiчного процесу. Оскiльки це рiвняння з вiдокремлюва-
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ними змiнними, то пiсля вiдокремлення змiнних та iнтегруван-
ня, одержимо:

dx

a− x
= kdt,

− ln(a− x) + lnC = kt

або
ln

C

a− x
= kt, C > 0.

Для визначення сталої C скористаємося тим, що при t = 0
x = 0. Тодi C = a i, отже, ln

a

a− x
= kt. Звiдси випливає, що

x = a(1− e−kt).
Розглянемо конкретний приклад хiмiчної реакцiї першого

порядку.
Приклад 17. Радiоактивний елемент RaB розпадається напо-

ловину, утворюючи радiоактивний елемент RaC, протягом 26,7 хв.
Знайти час розпаду 0,2 початкової кiлькостi RaB.

J Маємо реакцiю першого порядку RaB → RaC. Тодi, згiдно
з викладеним вище, отримуємо математичну модель, що описує цю
реакцiю

dx

dt
= k(a− x), x(0) = 0.

Звiдси, пiсля iнтегрування одержуємо, що ln
a

a− x
= kt. Тому

t =
1
k

ln
a

a− x
.

Коефiцiєнт пропорцiйностi k знаходимо з умови, що x(26, 7) =
a

2
.

Тодi маємо

26, 7 =
1
k

ln
a

a− a
2

або 26, 7 =
1
k

ln 2

i тому k =
ln 2
26, 7

.

Отже, для розпаду кiлькостi x = 0, 2a радiоактивного елемента
потрiбний час

t =
26, 7
ln 2

ln
a

a− 0, 2a
=

26, 7
ln 2

ln
1

0, 8
=

26, 7
ln 2

ln
5
4
≈ 8, 6 (хв). I
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Хiмiчнi реакцiї другого порядку. Нехай a i b – почат-
ковi концентрацiї речовин A i B; x – кiлькiсть прореагованих
до моменту часу t молей речовини A, а, отже, i речовини B,
оскiльки кожний моль речовини A сполучається з молем ре-
човини B, i тому кiлькiсть прореагованих молей обох речовин

однакова. В момент часу t швидкiсть реакцiї буде
dx

dt
, а дiюча

маса речовини A, тобто кiлькiсть речовини в одиницi об’єму,
дорiвнюватиме a − x, а речовини B – b − x. Тому на основi
закону дiючих мас одержуємо таке диференцiальне рiвняння:

dx

dt
= k(a− x)(b− x),

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi. Отже, маємо рiвняння з вiдо-
кремлюваними змiнними. Пiсля вiдокремлення змiнних одер-
жимо

dx

(a− x)(b− x)
= kdt.

Розглянемо два випадки:
1) Нехай a = b. Тодi, проiнтегрувавши це рiвняння, одер-

жимо: ∫
dx

(a− x)2
= k

∫
dt + C

або
1

a− x
= kt + C.

Оскiльки при t = 0 x = 0, то C =
1
a
i тому

x = a− a

1 + akt
.

2) Нехай a 6= b. Очевидно, що
1

(a− x)(b− x)
=

(
1

a− x
− 1

b− x

)
1

b− a
. Тодi

∫
dx

(a− x)(b− x)
=

1
b− a

∫ (
1

a− x
− 1

b− x

)
dx =
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=
1

b− a
(− ln(a− x) + ln(b− x)) =

1
b− a

ln
b− x

a− x
.

Тому, проiнтегрувавши рiвняння, одержимо

1
b− a

ln
b− x

a− x
= kt + C.

Оскiльки x(0) = 0, то C =
1

b− a
ln

b

a
i тому

1
b− a

ln
b− x

a− x
= kt +

1
b− a

ln
b

a
або kt =

1
b− a

ln
a(b− x)
b(a− x)

.

Звiдси випливає, що

b− x

a− x
=

b

a
e(b−a)kt i x =

ab(e(b−a)kt − 1)
be(b−a)kt − 1

.

Приклад 18. В реакцiї омилення оцитовоетилового ефiру
гiдроксидом натрiю

CH3COOC2H5
етилацетат

+ NaOH
натрiй

гiдроксид

→ CH3COONa
натрiй
ацетат

+ C2H5OH
етанол

початковi концентрацiї еталацетату i натрiю гiдроксиду були вiдпо-
вiдно a = 0, 01 i b = 0, 002. Пiсля 23 хв концентрацiя оцтовоетилового
ефiру зменшилась на 10%. За який час вона зменшиться на 15%?

J Оскiльки маємо реакцiю другого порядку, то її математична
модель має вигляд:

dx

dt
= k(a− x)(b− x), x(0) = 0.

Пiсля розв’язування цiєї задачi Кошi, одержуємо, що

kt =
1

b− a
ln

a(b− x)
b(a− x)

.

Коефiцiєнт пропорцiйностi визначимо з умови, що при t = 23 хв
x = 0, 1 · 0, 01 = 0, 001. Тодi

23k =
1

0, 002− 0, 01
ln

0, 01(0, 002− 0, 001)
0, 002(0, 01− 0, 001)
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або
k =

125
23

ln 1, 8.

Тепер знайдемо час, за який концентрацiя зменшиться на 15%:

125 ln 1, 8
23

t =
1

0, 002− 0, 01
ln

0, 01(0, 002− 0, 0015)
0, 002(0, 01− 0, 0015)

,

звiдки випливає, що

t =
23 ln 3, 4
ln 1, 8

≈ 47, 9 (хв). I

Приклад 19 (про концентрацiю солi). У резервуар, що
мiстить 10 кг солi на 100 л сумiшi, щохвилини вливається 30 л води
i витiкає 20 л сумiшi. Визначити, яка кiлькiсть солi залишиться в
резервуарi через t хв, вважаючи, що сумiш миттєво перемiшується.

J Нехай x – кiлькiсть солi в резервуарi в момент часу t; −dx
– кiлькiсть солi, яка переходить у розчин i витiкає з резервуара за
час dt (знак мiнус у виразi −dx пов’язаний з тим, що x – спадна
функцiя). Об’єм сумiшi в резервуарi в момент часу t дорiвнює

x(t) = 100 + 30t− 20t = 100 + 10t.

Тому концентрацiя солi (тобто кiлькiсть солi, яка мiститься в
одному лiтрi сумiшi) в момент часу t дорiвнюватиме

x

100 + 10t
. От-

же, за промiжок часу dt кiлькiсть солi зменшиться на величину
x

100 + 10t
20dt. Звiдси одержуємо таке диференцiальне рiвняння:

−dx

dt
=

20x

100 + 10t
або − dx

dt
=

2x

10 + t
.

Вiдокремивши змiннi, отримаємо рiвнiсть

dx

x
= − 2dt

10 + t
,

пiсля iнтегрування якої матимемо

ln x = −2 ln(10 + t) + ln C

або
x =

C

(10 + t)2
, C > 0.
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Функцiя x = 0 також, очевидно, є розв’язком дослiджуваного рiв-
няння. Тому всi розв’язки рiвняння визначаються формулою x =

C

(10 + t)2
, де C ≥ 0 – довiльна стала. Скориставшись тим, що при

t = 0 x = 10, одержуємо, що C = 1000. Отже, закон змiни кiлькостi
солi в кг, що знаходиться в резервуарi, в залежностi вiд часу t (хв)
має вигляд

x =
1000

(10 + t)2
.

Зауважимо, що з цiєї формули, знаючи кiлькiсть солi, що зали-
шилася в резервуарi (останню легко встановити, знаючи об’єм резер-
вуара i концентрацiю солi), можна визначити, скiльки часу пройшло
вiд початку процесу. На цьому грунтується метод обчислення вiку
морiв та океанiв. I

Вправи

1. Розв’язати рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:
1) xy′ − y = 0, якщо y = 4 при x = −2;
2) yy′ + x = 0; 3) x + xy + y′(y + xy) = 0;
4) x2y′ + y = 0, y = e при x = 1;
5) (x + 1)y′ + xy = 0; 6) 2y′

√
x = y, y = 1 при x = 4;

7) (1 + ex)yy′ = ex, y = 1 при x = 0;
8) x2y′ + y2 = 0, y = 1 при x = −1;

9) y′ = (2y + 1) ctg x, y =
1
2
при x =

π

4
;

10) (1 + y2)dx− xydy = 0, y = 1 при x = 2.
2. Розв’язати однорiдне рiвняння:

1) y′ =
y2

x2
− y

x
;

2) y′ =
y

x
+ sin

y

x
, якщо y =

1
2
при x =

π

4
;

3) xy′ cos
y

x
= y cos

y

x
− x; 4) y′ =

y

x
− 1;

5) (x2 + y2)dx− 2xydy = 0; 6) (x− y)y − x2y′ = 0;
7) (x2 + 2xy) + xyy′ = 0.
3. Розв’язати лiнiйне рiвняння першого порядку:

1) y′ − 3y

x
= x; 2) xy′ + y = ln x + 1;

3) y′ +
2y

x
= x3; 4) y′ + y = cos x;
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5) y′ = x + y; 6) y′ + 2xy = 2xe−x2
; 7) y′ − y = ex.

4. Розв’язати рiвняння Бернуллi:
1) xy′ + y = −x2y2; 2) xy′ − y = y3;
3) y′ + xy = xy3; 4) xy′ + 2y = x5y2.
5. Розв’язати рiвняння в повних диференцiалах:
1) (sinxy + xy cos xy)dx + x2 cos xydy = 0;
2) (x + y)dx + (x− y)dy = 0; 3) (x3 + xy2)dx + (x2y + y3)dy = 0;

4) xdx + ydy +
xdy − ydx

x2 + y2
= 0; 5) yxy−1dx + xy ln xdy = 0.

6. Розв’язати рiвняння, знайшовши спочатку iнтегрувальний
множник:

1) (2xy2 − y)dx + (y2 + x + y)dy = 0, µ = µ(y);
2) (2x3y2 − y)dx + (2x2y3 − x)dy, µ = µ(xy);
3) (x + x2 + y2)dy − yds = 0, µ = µ(x2 + y2);
4) (x + y2)dx− 2xydy = 0, µ = µ(x).
7. Нехай є N потенцiйних покупцiв деякого товару. Пiсля ре-

кламного оголошення iнформацiя про даний товар поширюється че-
рез спiлкування покупцiв мiж собою. Враховуючи, що швидкiсть
змiни числа покупцiв, якi знають про товар, пропорцiйна як чис-
лу проiнформованих про товар, так i числу покупцiв, якi про нього
нiчого не знають, скласти математичну модель задачi i знайти закон
залежностi числа проiнформованих покупцiв вiд часу.

8. Граничнi i повнi витрати виробництва задовольняють рiвнян-
ня y′−4y +x = 0. Знайти функцiю y повних витрат, що задовольняє
умову y(0) = 0.

9. Вiдомо, що цiна p на деякий товар залежить вiд часу t, а
попит q i пропозицiя s визначаються формулами q = 4p′ − 2p + 39,
s = 44p′ + 2p − 1. Знайти, якою повинна бути цiна p, щоб попит i
пропозицiя зрiвноважувалися, якщо p(0) = 1.

10. За який промiжок часу вiдбудеться подвоєння сукупного сус-
пiльного продукту P , якщо його залежнiсть вiд часу визначається

рiвнянням розширеного вiдтворення
dP

dt
= 0, 1P .

11.Швидкiсть реакцiї перетворення цукру описується рiвнянням
dx
dt = k(a− x), де a – кiлькiсть молей цукру перед початком реакцiї,
x – кiлькiсть молей, якi вступають в реакцiю протягом часу t; k –
коефiцiєнт пропорцiйностi. Знайти x(t) i t(x), якщо x(0) = 0.

12. Корабль зупинився у тихiй водi, нахилившись на кут α, i
потiм, без стороннього втручання, став рiвномiрно погойдуватися.
Кут ϕ його вiдхилення вiд положення рiвноваги (в радiанах) i час t
(в секундах) зв’язанi рiвнянням dϕ

dt + aϕ + bϕ2 = 0, де a i b – сталi.
Знайти ϕ(t), якщо ϕ(0) = α.
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13. З деякої сумiшi (хiмiчно неактивної) добувають сiрку, розчи-
няючи її в бензолi. Вiдомо, що протягом 42 хв, користуючись вели-
кою кiлькiстю бензолу, вдається екстрагувати половину всiєї наяв-
ної сiрки. Швидкiсть екстракцiї пропорцiйна добутку нерозчиненої
кiлькостi сiрки i рiзницi концентрацiї насиченого розчину i розчину
в даний момент. Знайти скiльки сiрки можна розчинити протягом 6
год, якщо в данiй речовинi мiститься 6 г сiрки i якщо взято 100 г
бензолу – кiлькостi, яка при насиченi розчиняє 11 г сiрки.

14. Проходячи через лiс i зазначаючи опору дерев, вiтер втрачає
частину своєї швидкостi. На нескiнченно малому шляху ця втра-
та пропорцiйна швидкостi на початку цього шляху i його довжинi.
Знайти швидкiсть вiтру, який пройшов в лiсi 150 м, якщо вiдомо, що
початкова швидкiсть вiтру v0 = 12 м/с, а пiсля проходження шляху
x = 1 м швидкiсть вiтру зменшилася до v1 = 11, 8 м/с.

15. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння
dy

dt
= 0, 1y, що

задовольняє початкову умову y(0) = 1000. Якщо y(t) є кiлькiсть
популяцiї бактерiй пiсля t годин росту, то чому дорiвнює розмiр по-
пуляцiї пiсля 10 год?

16. Популяцiя x(t) бактерiй збiльшується так, що вiдносна швид-

кiсть зростання у момент часу t (в год) дорiвнює
1

1 + 2t
. Нехай по-

чаткова популяцiя складає x(0) = 1000. Якою буде ця популяцiя
пiсля 4 годин росту?

17. Знайти розв’язок рiвняння, який задовольняє задану почат-
кову умову:

1)
dy

dt
+ y = et, y(0) = 1000; 2)

dy

dt
+ 2ty = te−t2 , y(0) = 1.

18. Вихiд речовини S у деякiй хiмiчнiй реакцiї складає a молiв
за хвилину. У той же час вона розкладається зi швидкiстю k молiв
за хвилину на кожний моль S. Нехай S(t) – кiлькiсть молiв речовини
в момент часу t. Скласти диференцiальне рiвняння, яке задовольняє
S(t) i розв’язати його, якщо S(0) = S0.

19. Для рiвняння
dy

dt
= y(0, 1 − 0, 001y) знайти розв’язок, який

задовольняє початкову умову y(0) = 10. Чому дорiвнює рiвноважний
розмiр популяцiї lim

t→∞
y(t)?

20. Двi речовини A i B беруть участь у хiмiчнiй реакцiї в однако-
вих кiлькостях i дають сполуку C. Нехай a i b – початковi концентра-
цiї речовин A i B. Позначимо через x(t) концентрацiю речовини C у
момент часу t. Швидкiсть збiльшення концентрацiї C виражається

величиною
dx

dt
= r(a − x)(b − x), де r – додатна стала. Знайти: 1)
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концентрацiю x(t) сполуки C для t > 0, коли x(0) = 0; 2) граничну
концентрацiю lim

t→∞
x(t), якщо a = 10, b = 15 од.

21. Рiст, виживання та подiл клiтин визначається потоком по-
живних речовин через оболонку клiтини. Це означає, що на раннiх
стадiях клiтинного росту збiльшення маси клiтини пропорцiйне пло-
щi її поверхнi. Якщо пiд час росту форма i густина клiтини не змi-
нюються, то маса клiтини x(t) у момент часу t пропорцiйна кубу ра-
дiуса, а площа її поверхнi пропорцiйна квадрату радiуса. Потрiбно:
1) переконатися у тому, що на раннiх стадiях росту x(t) задоволь-

няє рiвняння
dx

dt
= Cx2/3, де C ≥ 0 – коефiцiєнт пропорцiйностi; 2)

знайти x(t), якщо x(0) = x0; 3) знайти час, за який маса клiтини
подвоїться, якщо C = 3, а x0 = 1.

22. Речовина A перетворюється в речовину B. Пiсля 1 год з по-
чатку реакцiї залишилося 44,8 г речовини A, а пiсля 3 год – 11,2 г
речовини A. Визначити початкову кiлькiсть a речовини A i час, коли
залишиться половина цiєї речовини.

23. В резервуарi знаходиться 100 л розчину, який мiстить 10 кг
солi. В резервуар зi швидкiстю 3 л за хвилину подається вода i одно-
часно зi швидкiстю 2 л за хвилину розчин виливається iз резервуара,
причому концентрацiя розчину залишається весь час рiвномiрною
завдяки перемiшуванню. Скiльки солi залишається в резервуарi че-
рез годину?

Вiдповiдi

1. 1) y = −2x; 2) x2 + y2 = C2; 3) x + y = ln C(x + 1)(y +
1); 4) y = e1/x; 5) y = C(x + 1)e−x; 6) y = e

√
x−2; 7) y2 =

2 ln
(√

e

2
(1 + ex)

)
; 8) arctg y = arctg x +

π

4
; 9) y = 2 sin2 x − 1

2
;

10) 2y2 = x2 − 2.

2. 1) y =
2x

1− Cx2
; 2) y = 2x arctg x; 3) sin

y

x
+ ln |x| = C;

4) y = x ln
C

x
; 5) (x− C)2 − y2 = C2;

6) x = Cex/y; 7) ln |x + y|+ x

x + y
= C.

3. 1) y = Cx3 − x2; 2) y = ln x + 1− ln x

x
+

C

x
;

3) y =
1
6
x4 +

C

x2
; 4) y = Ce−x +

1
2
(cos x + sin x);

5) y = Cex − x− 1; 6) y = (x2 + C)e−x2
; 7) y = (x + C)ex.
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4. 1) y(C1x + x2) = 1; 2) y−2 =
C

x2
− 1; 3) y−2 = Cex2

+ 1;

4) y−1 = −x5

3
+ Cx2.

5. 1) x sinxy = C; 2) x2 + 2xy − y2 = C; 3) x4 + 2(xy)2 + y4 = C;

4)
x2

2
− arctg

x

y
+

y2

2
= C; 5) xy = C.

6. 1) µ =
1
y2

, x2y−x+y2+y ln |y| = Cy; 2) µ =
1

x2y2
, (x2+y2)xy+

1 = Cxy; 3) µ =
1

x2 + y2
, arctg

x

y
− y = C; 4) µ =

1
x2

, x = Ce
y2

x .

7.
dx

dt
= kx(N − x), x(0) =

N

ψ
, x =

N

1 + (ψ − 1)e−Nkt
.

8. y =
1
4
x +

1
16
− 1

16
e4x. 9. p = 10− 9et/10.

10. t =
ln 2
0, 1

≈ 7 рокiв.

11. x = a(1− e−kt), t = 1
k ln a

a−x .
12. ϕ

a+bϕ = α
a+bαet.

13. x(t) – кiлькiсть нерозчиненої сiрки на момент часу t. Кон-
центрацiя сiрки в насиченому розчинi дорiвнює 0,11 г в 1 г бензолу.
Тодi dx

dt = −0, 15x(0, 11− 6−x
100 ). Отже, при початковiй умовi x(42) = 3

маємо x(6) = 0, 18 г.
14. Якщо v(x) – швидкiсть вiтру на вiдстанi x м вiд краю лiсу,

то dv = kvdx. Тодi v(x) = v0e
−kx, а v(150) = 0, 931 м/с.

15. y(t) = 1000e0,1t, y(10) ≈ 2718.

16.
1
x

dx

dt
=

1
1 + 2t

, x(t) = C(1 + 2t)1/2, x(4) = 3000.

17. 1) y(t) = Ce−t + te−t, y(t) = (1000 + t)e−t; 2) y(t) = Ce−t2 +
t2

2
e−t2 , y(t) = (1 + t2

2 )e−t2 .

18.
dS

dt
= a− kS, S(t) =

a

k
+ (S0 − a

k
)e−kt.

19. y(t) =
e0,1t

0, 09 + 0, 01e0,1t
, lim

t→∞
y(t) = 100.

20. 1) x(t) =
ab(1− e(b−a)rt

a− be(b−a)rt
; 2) lim

x→∞
x(t) = a = 10.

21. 2) x(t) = ( 3
√

x0 + Ct
3 )2; 3) t = 0, 26.

22. a = 89, 6 г; t = 1 год.
23. 3, 9 кг.
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§3. Диференцiальнi рiвняння другого порядку

3.1. Основнi поняття. Диференцiальне рiвняння друго-
го порядку має вигляд

F (x, y, y′, y′′) = 0 (1)

або, якщо це можливо, у виглядi, розв’язаному вiдносно другої
похiдної

y′′ = f(x, y, y′). (2)

Як i у випадку диференцiального рiвняння першого поряд-
ку, для рiвняння другого порядку iснують загальний i частин-
ний розв’язки.

Приклад 1. Знайти всi розв’язки рiвняння

y′′ = 2.

J Введемо позначення y′ = z(x). Тодi y′′ = z′ i задане рiвняння
набуде вигляду z′ = 2. Звiдси випливає, що z = 2x + C1, або y′ =
2x + C1. Проiнтегрувавши ще раз, дiстанемо

y = x2 + C1x + C2. (3)

Одержаний загальний розв’язок
залежить вiд двох довiльних сталих.
Очевидно, що (3) – це сукупнiсть па-
рабол, причому через кожну точку
площину проходить безлiч парабол,
якi мають в цiй точцi рiзнi дотичнi.

-

6

O x

y

Для видiлення з цiєї множини деякої iнтегральної кривої необ-
хiдно, крiм координат точки (x0; y0), через яку проходить параболи,
додатково задати кутовий коефiцiєнт дотичної, тобто y′(x0).

Отже, умови, за допомогою яких iз загального розв’зку рiвняння
другого порядку видiляється частинний розв’язок мають вигляд

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, (4)

де x0, y0, y′0 – заданi числа. Перша з цих умов визначає точку, че-
рез яку повинна проходити iнтегральна крива, а друга – нахил iнте-
гральної кривої в цiй точцi.
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Задамо, наприклад, для рiвняння y′′ = 2 такi початковi умови:

y(1) = 2, y′(1) = 1.

Iз загального розв’язку (3) одержуємо y′ = 2x+C1. Використовуючи
початковi умови, дiстанемо для визначення C1 i C2 систему рiвнянь

{
2 = 1 + 1C1 + C2,
1 = 2 + C1.

З цiєї системи знаходимо, що C1 = −1, C2 = 2. Тому шуканий
розв’язок має вигляд y = x2 − x + 2.I

Результати, одержанi в прикладi 1, залишаються правиль-
ними i для довiльного диференцiального рiвняння другого по-
рядку (2). Для цього рiвняння правильна теорема iснування
i єдиностi (теорема Кошi): нехай права частина f(x, y, y′)
рiвняння (2) i її частиннi похiднi f ′y(x, y, y′) i f ′y′(x, y, y′) визна-
ченi та неперервнi в деякiй областi Ω змiни x, y i y′. Тодi для
будь-якої внутрiшньої точки (x0; y0; y′0) цiєї областi рiвняння
(2) має єдиний розв’язок y = ϕ(x), який задовольняє початковi
умови (4).

Задача знаходження розв’язку рiвняння (2), який задоволь-
няє початковi умови (4), називається задачею Кошi.

Функцiя y = ϕ(x,C1, C2) називається загальним розв’яз-
ком рiвняння (2) в областi Ω, якщо вона задовольняє умови:

1) при довiльних значеннях сталих C1 i C2 ϕ є розв’язком
рiвняння (2);

2) якi б не були початковi умови (4) iснують єдинi зна-
чення сталих C10 i C20 такi, що функцiя y = ϕ(x,C10, C20) є
розв’язком рiвняння (2) i задовольняє початковi умови (4).

Очевидно, що значення сталих C10 i C20 знаходяться з си-
стеми рiвнянь {

y0 = ϕ(x0, C1, C2),
y′0 = ϕ′(x0, C1, C2).

При заданнi початкових умов (4) треба пам’ятати, що точка
(x0; y0; y′0) повинна належати областi Ω.

Якщо загальний розв’язок диференцiального рiвняння дру-
гого порядку одержано у виглядi, не розв’язаному вiдносно шу-
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каної функцiї Φ(x, y, C1, C2) = 0, то це спiввiдношення назива-
ють загальним iнтегралом диференцiального рiвняння.

Будь-який розв’язок y = ϕ(x,C10, C20) рiвняння (2), що
одержується iз загального розв’язку y = ϕ(x,C1, C2) при кон-
кретних значеннях сталих C1 = C10, C2 = C20, називається
частинним розв’язком.

Якщо загальний розв’язок рiвняння (2) записано в пара-
метричному виглядi

{
x = ϕ(t, C1, C2),
y = ψ(t, C1, C2),

(5)

то (5) називається загальним розв’язком рiвняння (2) у
параметричнiй формi.

3.2. Найпростiшi рiвняння другого порядку, якi
допускають зниження порядку. У цьому пунктi розгля-
немо рiвняння другого порядку, якi за допомогою замiни змiн-
ної зводяться до рiвнянь першого порядку.

3.2.1. Рiвняння y′′ = f(x). Припустимо, що f неперерв-
на в iнтервалi (a; b). Тодi iснує єдиний розв’язок задачi Кошi,
причому початковi данi y0, y′0 можна задавати довiльно, а x0

повинно належати iнтервалу (a; b). Цей розв’язок визначений в
усьому iнтервалi (a; b). Особливих розв’язкiв рiвняння не має,
тобто всi розв’язки є частинними.

Приклад 2. Знайти розв’язок рiвняння y′′ = xex, якщо y(0) =
1, y′(0) = 0.

J Знайдемо спочатку загальний розв’язок рiвняння. Для цього
двiчi послiдовно проiнтегруємо задане рiвняння

y′ =
∫

xexdx + C1 =
∫

xdex + C1 =

= xex −
∫

exdx + C1 = xex − ex + C − 1 = (x− 1)ex + C1,

y =
∫

((x− 1)ex + C1)dx =
∫

(x− 1)dex + C1x =

= (x− 1)ex −
∫

exdx + C1x = (x− 2)ex + C1x + C2, {C1, C2} ⊂ R.
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Знайдемо розв’язок, який задовольняє початковi умови. Для цьо-
го пiдставимо x0 = 0, y0 = 1, y′ = 0 в одержанi вище вирази для y i
y′: {

0 = −1 + C1,
1 = −2 + C2.

Звiдси випливає, що C1 = 1, C2 = 3, а шуканим розв’язком є

y = (x− 2)ex + x + 3. I

3.2.2. Рiвняння y′′ = f(x, y′). Це рiвняння не мiстить явно
y. Введемо нову функцiю y′ = z(x). Тодi y′′ = z′(x) i рiвняння
набуде вигляду

z′(x) = f(x, z(x)).

Припустимо, що знайдено загальний розв’язок цього рiвняння
z(x) = ϕ(x,C1). Замiнивши в одержаному розв’язку z на y′,
дiстанемо рiвняння

y′ = ϕ(x,C1).

Якщо проiнтегрувати цей вираз, то знайдемо загальний
розв’язок вихiдного рiвняння

y =
∫

ϕ(x, C1)dx + C2, {C1, C2} ⊂ R.

Приклад 3. Знайти розв’язок рiвняння (1 + x2)y′′ − 2xy′ = 0,
який задовольняє умови y(1) = 0, y′(1) = 1.

J Нехай y′ = z(x), тодi y′′ = z′(x). Пiдставивши цi вирази в
задане рiвняння, одержимо рiвняння першого порядку

(1 + x2)z′ − 2xz = 0.

Вiдокремивши змiннi, дiстанемо

dz

z
=

2xdx

1 + x2
.

Якщо проiнтегрувати, то отримаємо

ln |z| = ln(1 + x2) + ln |C1|, C1 6= 0.
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Пiсля потенцiювання матимемо

z = ±C1(1 + x2)

або
z = C2(1 + x2), C2 ∈ R,

якщо врахувати втрачений розв’язок z = 0.
Оскiльки z = y′, то y′ = C2(1 + x2). Проiнтегрувавши ще раз,

одержимо загальний розв’язок рiвняння

y = C2

(
x +

x3

3

)
+ C3, {C2, C3} ⊂ R.

Видiлимо з цього загального розв’язку частинний розв’язок. Ско-
риставшись першою початковою умовою, знаходимо, що 0 = C2

(
1 +

1
3

)
+C3 або

4
3
C2+C3 = 0. Продиференцiювавши загальний розв’язок

i скориставшись другою початковою умовою, матимемо:

y′ = C1(1 + x2),

1 = C2(1 + 1) або C2 =
1
2
.

Отже, для визначення C2 i C3 дiстали систему




C2 =
1
2
,

4
3
C2 + C3 = 0.

Звiдси одержуємо, що C2 =
1
2
, C3 = −2

3
, а тому частинний

розв’язок має вигляд

y =
x3

6
+

x

2
− 2

3
. I

3.2.3. Рiвняння y′′ = f(y, y′). Це рiвняння не мiстить яв-
но змiнної x. Для зниження порядку рiвняння введемо нову
функцiю z(y), залежну вiд змiнної y, покладаючи y′ = z(y).
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Продиференцiюємо цю рiвнiсть по x, вважаючи y функцiєю
вiд x:

y′′ =
d(y′)
dx

=
dz(y)
dx

=
dz

dy

dy

dx
=

dz

dy
z.

Якщо пiдставити вирази для y′ i y′′ у задане диферен-
цiальне рiвняння, то дiстанемо диференцiальне рiвняння пер-
шого порядку вiдносно функцiї z(y)

dz

dy
z = f(y, z).

Нехай функцiя z(y) = ϕ(y, C1) є загальним розв’язком цьо-

го рiвняння. Оскiльки z(y) =
dy

dx
, то дiстанемо рiвняння з вiдо-

кремлюваними змiнними

dy

dx
= ϕ(y, C1).

Проiнтегрувавши його, знайдемо загальний iнтеграл зада-
ного рiвняння: ∫

dy

ϕ(y, C1)
= x + C2.

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рiвняння 1 + y′2 =
2yy′′.

J Введемо нову невiдому функцiю z(y), поклавши y′ = z(y).

Оскiльки y′′ =
dz

dy
z, то пiсля пiдстановки y′ i y′′ в задане рiвняння,

одержимо диференцiальне рiвняння першого порядку

2yz
dz

dy
= 1 + z2.

Вiдокремивши змiннi та проiнтегрувавши, знайдемо, що

ln(1 + z2) = ln |y|+ ln |C1|, C1 6= 0,

або
1 + z2 = ±C1y, 1 + z2 = C2y, C2 ∈ R \ {0}.

Звiдси випливає, що z = ±
√

C2y − 1.
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Оскiльки z =
dy

dx
, то отримаємо диференцiальне рiвняння пер-

шого порядку
dy

dx
= ±

√
C2y − 1.

Вiдокремивши змiннi й проiнтегрувавши, дiстанемо загальний
розв’зок рiвняння:

dy

±√C2y − 1
= dx, ± 2

C2

√
C2y − 1 = x+C3,

4
C2

2

(C2y−1) = (x+C3)2

або

y =
C2

2 (x + C3)2 + 4
4C2

, C2 ∈ R \ {0}, C3 ∈ R. I

3.3. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння другого
порядку.

3.3.1. Загальна теорiя лiнiйних диференцiальних
рiвнянь. Диференцiальне рiвняння вигляду

a0(x)y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = ϕ(x) (6)

називається лiнiйним диференцiальним рiвнянням дру-
гого порядку. Тут коефiцiєнти рiвняння a0(x), a1(x), a2(x) i
вiльний член ϕ(x) – заданi функцiї аргументу x. Вважатиме-
мо, що a0, a1, a2 i ϕ – неперервнi функцiї на [a; b] i a0(x) 6= 0,
x ∈ [a; b]. Подiлимо рiвняння (26) на a0(x) i введемо позначення
a1(x)
a0(x)

= p(x),
a2(x)
a0(x)

= q(x),
ϕ(x)
a0(x)

= f(x). Тодi рiвняння набуде
вигляду

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x). (7)

Якщо f(x) ≡ 0, x ∈ [a; b], то рiвняння (7) називається лiнiй-
ним однорiдним i воно має вигляд

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. (8)

Якщо ж f(x) 6≡ 0, x ∈ [a; b], то рiвняння (7) називається
лiнiйним неоднорiдним рiвнянням.
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Вiдповiдь на питання про iснування та єдинiсть розв’язку
рiвняння (6), який задовольняє початковi умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0 (9)

дає теорема Кошi: якщо коефiцiєнти a0, a1, a2 i права ча-
стина ϕ лiнiйного рiвняння (6) неперервнi на вiдрiзку [a; b],
причому коефiцiєнт a0 не перетворюється в нуль у жоднiй
точцi цього вiдрiзка, то якими б не були початковi умови
(9), де x0 ∈ (a; b), iснує єдиний розв’язок рiвняння (6), який
задовольняє початковi умови (9).

При побудовi загального розв’язку рiвняння (6) важливу
роль вiдiграє поняття лiнiйної незалежностi розв’язкiв рiвнян-
ня.

Два розв’язки y1 i y2 називаються лiнiйно залежними на
вiдрiзку [a; b], якщо iснують числа α1 i α2 такi, що α2

1 +α2
2 6= 0

i
α1y1(x) + α2y2(x) = 0, x ∈ [a; b]. (10)

Якщо ж рiвнiсть (10) виконується тодi й тiльки тодi, коли
α1 = 0 i α2 = 0, то розв’язки y1 i y2 називаються лiнiйно
незалежними.

Виникає запитання, як можна перевiрити, чи є частиннi
розв’язки y1 i y2 лiнiйно незалежними на вiдрiзку [a; b], тоб-
то утворюють фундаментальну систему розв’язкiв задано-
го рiвняння. Це можна зробити за допомогою визначника
Вронського

W (x) =
∣∣∣∣

y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ .

Правильними є такi твердження:
1) якщо функцiї y1 i y2 лiнiйно залежнi на вiдрiзку [a; b],

то визначник Вронського дорiвнює нулю на цьому вiдрiзку;
2) якщо лiнiйно незалежнi функцiї y1 i y2 є розв’язками

лiнiйного однорiдного рiвняння (8) з неперервними на вiдрiзку
[a; b] коефiцiєнтами, то визначник Вронського W (x) не може
перетворитися в нуль у жоднiй точцi цього вiдрiзка.

Приклад 5. Довести, що функцiї y1 = ek1x i y2 = ek2x лiнiйно
незалежнi на довiльному вiдрiзку числової осi при k1 6= k2.
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J Припустимо, що заданi функцiї лiнiйно залежнi на вiдрiзку
[a; b], тобто

α1e
k1x + α2e

k2x = 0, x ∈ [a; b],

де, наприклад, α2 6= 0. Тодi

e(k2−k1)x = −α1

α2
, x ∈ [a; b].

Продиференцiювавши цю рiвнiсть, одержимо, що
(k2 − k1)e(k2−k1)x = 0, x ∈ [a; b], а це неможливо, оскiльки
k1 6= k2, e(k2−k1)x 6= 0, x ∈ [a; b]. I

Аналогiчно можна довести, що: 1) функцiї y1 = ekx, y2 =
xekx лiнiйно незалежнi на довiльному вiдрiзку [a; b] ⊂ R; 2)
функцiї y1 = eαx cosβx, y2 = eαx sinβx лiнiйно незалежнi на
довiльному вiдрiзку [a; b] ⊂ R, {k, α, β} ⊂ R.

Очевидно, що коли функцiї y1 i y2 лiнiйно незалежнi на
[a; b], то жодна з цих функцiй не дорiвнює тотожно нулю на
цьому вiдрiзку.

Виявляється, що для одержання загального розв’язку лiнiй-
ного однорiдного диференцiального рiвняння другого порядку
досить мати два будь-якi лiнiйно незалежнi розв’язки цього
рiвняння.

Теорема 1. Якщо y1 i y2 – довiльнi лiнiйно незалежнi
розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння другого порядку (8),
то його загальним розв’язком є функцiя

y = C1y1 + C2y2, (11)

де C1 i C2 – довiльнi сталi.
J Доведемо, що функцiя, яка визначається формулою (11),

є розв’язком рiвняння (8). Пiдставивши (11) в (8), матимемо

(C1y1 + C2y2)′′ + p(x)(C1y + C2y)′ + q(x)(C1y1 + C2y2) =

= C1(y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1) + C2(y′′2 + p(x)y′2 + q(x)y2) =

= C1 0 + C2 0 = 0.

Можна довести, що формула (11) визначає всi розв’язки
рiвняння (8). I
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Вiдповiдь на те, яка будова загального розв’язку лiнiйного
неоднорiдного рiвняння (7) дає теорема.

Теорема 2. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдно-
го диференцiального рiвняння (7) є сумою його частинного
розв’язку i загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного одно-
рiдного рiвняння (8), тобто

yз.н. = yз.о. + yч.н.. (12)

J Нехай yч.н. ≡ ỹ – частинний розв’язок неоднорiдного рiв-
няння (7), тобто

ỹ′′ + p(x)ỹ′ + q(x)ỹ = f(x). (13)

Зробимо в рiвняннi (7) замiну

y = z + ỹ. (14)

Тодi матимемо

ỹ′′ + p(x)ỹ′ + q(x)ỹ + z′′ + p(x)z′ + q(x)z = f(x),

або, згiдно з (13),

z′′ + p(x)z′ + q(x)z = 0. (15)

Отже, розв’язування рiвняння (7) ми звели до розв’язу-
вання рiвняння (15), яке з точнiстю до позначень збiгається
з рiвнянням (7). Оскiльки загальним розв’язком рiвняння (15)
є функцiя (11), то одержимо, що загальний розв’язок лiнiйного
неоднорiдного рiвняння (7) має вигляд

yз.н. = C1y1 + C2y2 + ỹ,

де y1, y2 – лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння (8) або (15). I
З теорем 1 i 2 випливає, що для знаходження загально-

го розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння (7) треба знай-
ти два лiнiйно незалежних розв’язки вiдповiдного однорiдно-
го рiвняння (8) i деякий частинний розв’язок неоднорiдного
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рiвняння (7). Доведено, що для лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня (8) з неперервними на вiдрiзку [a; b] коефiцiєнтами завжди
iснує два лiнiйно незалежних розв’язки цього рiвняння. Для
лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами лiнiйно незалежнi
розв’язки знаходяться вiдносно просто.

3.3.2. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Розглянемо
рiвняння

y′′ + py′ + qy = 0, (16)

де p i q – сталi.
Шукатимемо частиннi розв’язки рiвняння (16) у виглядi

y = eλx. (17)

Диференцiюючи цю функцiю двiчi й пiдставляючи вирази y =
eλx, y′ = λeλx i y′′ = λ2eλx у рiвняння (16), дiстанемо рiвнiсть

eλx(λ2 + pλ + q) = 0.

Оскiльки eλx 6= 0, то, скоротивши на eλx, одержимо квадратне
рiвняння

λ2 + pλ + q = 0. (18)

Рiвняння (18) називається характеристичним рiвнян-
ням для диференцiального рiвняння (16). З цього рiвняння
визначаються тi значення λ, при яких функцiя eλx є розв’язком
рiвняння (16).

Характеристичне рiвняння є рiвнянням другого степеня i
має два коренi. Цi коренi можуть бути або дiйсними рiзними,
або дiйсними й рiвними, або комплексно спряженими.

Розглянемо, який вигляд має фундаментальна систе-
ма розв’язкiв, тобто сукупнiсть лiнiйно незалежних частинних
розв’язкiв, у кожному з цих випадкiв.

I. Коренi характеристичного рiвняння (18) дiйснi та
рiзнi: λ1 6= λ2. У цьому випадку згiдно з формулою (17) зна-
ходимо два частиннi розв’язки y1 = eλ1x i y2 = eλ2x. Цi два
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розв’язки лiнiйно незалежнi (приклад 5), а тому вони утво-
рюють фундаментальну систему. Тодi загальний розв’язок, як
випливає з теореми 1, має вигляд

y = C1e
λ1x + C2e

λ2x, {C1, C2} ⊂ R.

II. Коренi характеристичного рiвняння (18) кратнi,
тобто λ1 = λ2. У цьому випадку, скориставшись формулою
(17), дiстанемо тiльки один частинний розв’язок y1 = eλ1x. За
другий частинний розв’язок вiзьмемо функцiю y2 = xeλ1x, яка
лiнiйно незалежна з y1 на будь-якому вiдрiзку [a; b] числової осi
i є розв’язком (16). Отже, цi функцiї утворюють фундаменталь-
ну систему частинних розв’язкiв. Тому загальний розв’язок
рiвняння (16) має вигляд

y = (C1 + C2x)eλ1x, {C1, C2} ⊂ R.

III. Якщо дискримiнант характеристичного рiвнян-

ня
p2

4
− q < 0, то воно має комплекснi коренi λ1 =

−p

2
+ i

√
q − p2

4
, λ2 = −p

2
− i

√
q − p2

4
, де i =

√−1.

Для зручностi позначимо α = −p

2
, β =

√
q − p2

4
. Тодi

λ1 = α + iβ, λ2 = α − iβ. У цьому випадку фундаменталь-
ною системою розв’язкiв рiвняння є функцiї y1 = eαx cosβx,
y2 = eαx sinβx. Тому загальний розв’язок рiвняння має вигляд

y = eαx(C1 cosβx + C2 sinβx), {C1, C2} ⊂ R.

Приклад 6. Розв’язати рiвняння

y′′ + 7y′ − 8y = 0.

J Характеристичне рiвняння λ2 +7λ−8 = 0 має коренi λ1 = −8,
λ2 = 1, а тому фундаментальна система розв’язкiв y1 = e−8x, y2 = ex.
Тодi загальний розв’язок має вигляд

y = C1e
−8x + C2e

x. I
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Приклад 7. Знайти частинний розв’язок рiвняння y′′ + 6y′ +
9y = 0, який задовольняє початковi умови y(0) = 0, y′(0) = 2.

J Спочатку знайдемо загальний розв’язок рiвняння. Для цього
складемо характеристичне рiвняння λ2 + 6λ + 9 = 0, що має коренi
λ1 = λ2 = −3. Загальним розв’язком рiвняння є функцiя

y = e−3x(C1 + C2x).

Сталi C1 i C2 знайдемо, скориставшись початковими умовами.
Оскiльки

y′ = −3e−3x(C1 + C2x) + C2e
−3x,

то маємо систему рiвнянь
{

C1 = 0,
−3C1 + C2 = 2,

звiдки C1 = 0, C2 = 2.
Шуканим розв’язком є

y = 2xe−3x. I
Приклад 8. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′ − 2y′ +

10y = 0.
J Характеристичне рiвняння λ2 − 2λ + 10 = 0 має коренi

λ1 = 1±√1− 10 = 1±
√

9
√−1 = 1± 3i.

Фундаментальною системою частинних розв’язкiв є y1 =
ex cos 3x i y2 = ex sin 3x. Тодi загальний розв’язок має вигляд

y = ex(C1 cos 3x + C2 sin 3x). I
Приклад 9. Розв’язати рiвняння y′′ + 2y = 0.
J Характеристичне рiвняння λ2 + 2 = 0 має коренi λ1 =

√−2 =
i
√

2, λ2 = −√−2 = −i
√

2. Тут α = 0, β =
√

2. Фундаментальна
система розв’язкiв y1 = cos

√
2x, y2 = sin

√
2x. Загальний розв’язок

рiвняння
y = C1 cos

√
2x + C2 sin

√
2x. I

3.3.3. Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Розглянемо
тепер рiвняння

y′′ + py′ + qy = f(x), (19)
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де p, q – деякi дiйснi числа, а f – неперервна функцiя на вiдрiз-
ку [a; b]. Як вiдомо з попереднього, загальний розв’язок рiвнян-
ня (19) є сумою частинного розв’язку неоднорiдного рiвняння
й загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння. За-
гальний розв’язок однорiдного рiвняння ми вмiємо знаходити,
а тому залишилося розглянути питання знаходження частин-
ного розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння. Якщо права
частина f рiвняння (19) є многочлен, або показникова функ-
цiя, або тригонометрична функцiя cosβx чи sinβx, або лiнiйна
комбiнацiя цих функцiй, то частинний розв’язок можна знайти
за допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв.

I. Права частина рiвняння (19) f(x) = Pn(x), де
Pn(x) = a0x

n +a1x
n−1+ . . .+an−1x+an – многочлен степеня

n.
У цьому випадку частинний розв’язок yч.н.(x) ≡ ỹ(x) слiд

шукати у виглядi
ỹ = Qn(x)xr, (20)

де Qn(x) – многочлен того самого степеня n, що й многочлен
Pn(x), але з невiдомими коефiцiєнтами, а r – число коренiв
характеристичного рiвняння, якi дорiвнюють нулю. Для зна-
ходження коефiцiєнтiв многочлена Qn треба пiдставити (20) в
(19) i прирiвняти коефiцiєнти при однакових степенях x справа
й злiва в одержанiй рiвностi.

Приклад 10. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′ − 2y′ +
y = x + 1.

J Розглянемо вiдповiдне однорiдне рiвняння y′′ − 2y′ + y = 0 i
знайдемо коренi характеристичного рiвняння λ2− 2λ+1 = 0. Маємо
λ1 = λ2 = 1, а тому загальний розв’язок однорiдного рiвняння

yз.о.(x) = (C1 + C2x)ex.

Оскiльки права частина рiвняння є многочленом першого степе-
ня i серед коренiв характеристичного рiвняння немає нульових, то
частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння треба шукати у виглядi

ỹ = (Ax + B)x0 = Ax + B.

Пiдставимо цей вираз в неоднорiдне рiвняння i прирiвняємо коефi-
цiєнти при однакових степенях x:

(Ax + B)′′ − 2(Ax + B)′ + (Ax + B) = x + 1,
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−2A + Ax + B = x + 1,

або
Ax + (B − 2A) = x + 1,

звiдки одержуємо, що
{

A = 1,
B − 2A = 1,

тобто A = 1, B = 3.
Отже, частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння є ỹ = x+3,

а тому його загальний розв’язок має вигляд

y = (C1 + C2x)ex + x + 3. I

Приклад 11. Вiдомо, що функцiя попиту q = 3p′′−p′−2p+18,
а функцiя пропозицiї s = 4p′′ + p′ + 3p + 3, де p(t) – цiна товару
на момент часу t, p′(t) – тенденцiя формування цiни, p′′(t) – темп
змiни цiни. Знайти залежнiсть цiни p вiд часу, за умови, що попит i
пропозицiя зрiвноважуються, а p(0) = 4, p′(0) = 1.

J Оскiльки рiвновага ринку характеризується рiвнiстю q = s, то
маємо рiвняння

3p′′ − p′ − 2p + 18 = 4p′′ + p′ + 3p + 3,

або
p′′ + 2p′ + 5p = 15.

Одержане рiвняння є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням другого
порядку зi сталими коефiцiєнтами.

Розв’яжемо спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння p′′+2p′+5p = 0.
Оскiльки коренями характеристичного рiвняння λ2 + 2λ + 5 = 0 є
λ1,2 = −1± 2i, то загальний розв’язок рiвняння має вигляд

p(t) = C1e
−t cos 2t + C2e

−t sin 2t.

Частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шукати-
мемо у виглядi p̃ = A. Пiсля пiдстановки p̃ в рiвняння матимемо
5A = 15, тобто A = 3, тому p̃ = 3.

Отже, загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

p(t) = C1e
−t cos 2t + C2e

−t sin 2t + 3.
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Знайдемо сталi C1, C2, скориставшись початковими даними
p(0) = 4, p′(0) = 1. Маємо 4 = C1 + 3, p′(t) = −(C1 cos 2t +
C2 sin 2t)e−t + (−2C1 sin 2t + 2C2 cos 2t)e−t, 1 = −C1 + 2C2; C1 = 1,
C2 = 1, а тому

p(t) = e−t(cos 2t + sin 2t) + 3. I

II. Права частина рiвняння (19) f(x) = eγxPn(x), де
Pn(x) – многочлен степеня n, а коефiцiєнт γ – дiйсне
число.

У цьому випадку частинний розв’язок ỹ неоднорiдного рiв-
няння треба шукати у виглядi

ỹ = Qn(x)eγxxr.

Тут Qn(x) – многочлен того самого степеня, що й многочлен
Pn(x), але з невiдомими коефiцiєнтами, а r – число коренiв
характеристичного рiвняння, якi дорiвнюють γ.

Зауваження 1. При γ = 0 маємо випадок I, оскiльки
f(x) = e0·xPn(x) = Pn(x).

Приклад 12. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′ − 4y′ +
3y = xex.

J Складаємо характеристичне рiвняння i знаходимо його коренi:
λ2 − 4λ + 3 = 0, λ1 = 1, λ2 = 3. Загальний розв’язок лiнiйного
однорiдного рiвняння має вигляд

yз.о. = C1e
x + C2e

3x.

Оскiльки серед коренiв характеристичного рiвняння є тiльки
один корiнь λ = γ = 1, то r = 1, i частинний розв’язок ỹ треба
шукати у виглядi

ỹ = x(Ax + B)ex = (Ax2 + Bx)ex.

Знаходимо ỹ′ i ỹ′′: ỹ′ = (2Ax + B)ex + (Ax2 + Bx)ex, ỹ′′ = 2Aex +
2(2Ax + B)ex + (Ax2 + Bx)ex. Пiдставляючи вирази для ỹ, ỹ′ i ỹ′′ у
вихiдне рiвняння, i, скорочуючи на ex 6= 0, одержуємо тотожнiсть:

2A + 2(2Ax + B) + (Ax2 + Bx)−

−4(2Ax + B)− 4(Ax2 + Bx) + 3(Ax2 + Bx) = x,

510



або
−4Ax + 2A− 2B = x.

Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях x, дiстанемо
систему рiвнянь { −4A = 1,

2A− 2B = 0,

з якої знаходимо A = −1
4
, B = −1

4
. Отже, ỹ = −1

4
(x2 + x)ex. Тодi

загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

yз.н. = C1e
x + C2e

3x − 1
4
(x2 + x)ex. I

III. Права частина рiвняння (19) f(x) =
eγx(Pn(x) cos δx + Pm(x) sin δx), де Pn(x) – многочлен
степеня n, а Pm – многочлен степеня m. У цьому випадку
частинний розв’язок треба шукати у виглядi

y = xreγx(Qs(x) cos δx + Rs(x) sin δx),

де Qs(x) i Rs(x) – многочлени степеня s = max{m,n}, а r –
число коренiв характеристичного рiвняння, якi збiгаються з γ±
δi.

Приклад 13. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′ + 4y =
5 sin 2x.

J Коренями характеристичного рiвняння λ2 + 4 = 0 є λ1 = 2i i
λ2 = −2i. Загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння має
вигляд yз.о. = C1 cos 2x + C2 sin 2x. Права частина f(x) = 5 sin 2x
належить до розглядуваного типу, бо її можна записати у виглядi
f(x) = 0 cos 2x + 5 sin 2x. Зауважимо, що γ ± δi = 0 ± 2i, i, отже,
r = 1. Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi

ỹ = x(A cos 2x + B sin 2x).

Диференцiюючи ỹ i пiдставляючи в неоднорiдне рiвняння, отри-
муємо

ỹ′ = (−2A sin 2x + 2B cos 2x)x + (A cos 2x + B sin 2x),

ỹ′′ = (−4A cos 2x− 4B sin 2x)x + (−2A sin 2x + 2B cos 2x)+

+(−2A sin 2x + 2B cos 2x) = (−4A cos 2x− 4B sin 2x)+
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+(−4A sin 2x + 4B cos 2x);

(−4A cos 2x− 4B sin 2x)x + (−4A sin 2x + 4B cos 2x)+

+(4A cos 2x + 4B sin 2x)x = 5 sin 2x.

Пiсля зведення подiбних членiв, дiстанемо

−4A sin 2x + 4B cos 2x = 5 sin 2x.

Звiдси, прирiвнявши коефiцiєнти при sin 2x i cos 2x, одержимо
{ −4A = 5,

4B = 0,

або A = −5
4
, B = 0. Отже, ỹ = −5

4
x cos 2x, i загальний розв’язок

неоднорiдного рiвняння запишеться у виглядi

yз.н. = C1 cos 2x + C2 sin 2x− 5
4
x cos 2x. I

Зауваження 2. Якщо ỹ1 – розв’язок рiвняння

y′′ + py′ + qy = f1(x),

а ỹ2 – розв’язок рiвняння

y′′ + py′ + qy = f2(x),

то сума ỹ1 + ỹ2 є розв’язком рiвняння

y′′ + py′ + qy = f1(x) + f2(x).

Зауваження 3. У випадку, коли права частина f(x) не
належить до попереднiх типiв, для знаходження частинного
розв’язку неоднорiдного рiвняння використовують метод варiа-
цiї сталих, який дозволяє знаходити частинний розв’язок неод-
норiдного рiвняння за вiдомим загальним розв’язком однорiд-
ного рiвняння.

Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння (19). Нехай знай-
дено загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння
yз.о. = C1y1(x) + C2y2(x), де y1(x), y2(x) – частиннi розв’язки,
якi утворюють фундаментальну систему. Вiзьмемо у цьому
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розв’язку замiсть сталих C1 i C2 деякi функцiї z1(x) i z2(z),
i пiдберемо їх так, щоб функцiя

ỹ = z1(x)y1(x) + z2(x)y2(x) (21)

була розв’язком неоднорiдного рiвняння (19).
Продиференцiювавши ỹ по x, дiстанемо

ỹ′ = z′1(x)y1(x) + z′2(x)y2(x) + z1(x)y′1(x) + z2(x)y′2(x). (22)

Оскiльки ми ввели двi невiдомi функцiї z1 i z2, то для їхнього
визначення треба мати два рiвняння. За одне рiвняння вiзьме-
мо

z′1(x)y1(x) + z′2(x)y2(x) = 0. (23)

Тодi вираз (22) для ỹ′ спроститься i набуде вигляду

ỹ′ = z1(x)y′1(x) + z2(x)y′2(x). (24)

Диференцiюючи цю рiвнiсть ще раз, одержимо

ỹ′′ = z′1(x)y′1(x) + z1(x)y′′1(x) + z′2(x)y′2(x) + z2(x)y′′2(x). (25)

Пiдставляючи (21), (24) i (25) у рiвняння (19), дiстанемо

(z′1(x)y′1(x) + z1(x)y′′1(x) + z′2(x)y′2(x) + z2(x)y′′2(x))+

+p(x)(z1(x)y′1(x)+z2(x)y′2(x))+q(x)(z1(x)y1(x)+z2(x)y2(x)) = f(x),

або
z1(x)(y′′1(x) + p(x)y′1(x) + q(x)y1(x))+

+z2(x)(y′′2(x) + p(x)y′2(x) + q(x)y2(x))+

+z′1(x)y′1(x) + z′2(x)y′2(x) = f(x). (26)

Оскiльки функцiї y1(x) i y2(x) є розв’язками однорiдного
рiвняння, то правильними є рiвностi

y′′1(x) + p(x)y′1(x) + q(x)y1(x) = 0,
y′′2(x) + p(x)y′2(x) + q(x)y2(x) = 0,

x ∈ [a; b].
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Тому рiвнiсть (26) набуде вигляду

z′1(x)y′1(x) + z′2(x)y′2(x) = f(x). (27)

Рiвняння (27) є другим рiвнянням, яке повиннi задовольня-
ти функцiї z1 i z2.

Отже, для знаходження похiдних вiд функцiй z1(x) i z2(x)
маємо систему рiвнянь

{
z′1(x)y1(x) + z′2(x)y2(x) = 0,

z′1(x)y′1(x) + z′2(x)y′2(x) = f(x).
(28)

Визначником цiєї системи є визначник Вронського
∣∣∣∣

y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ ,

який не дорiвнює нулю для x ∈ [a; b], бо y1(x) i y2(x) – фун-
даментальна система розв’язкiв. Тому z′1 i z′2 визначаються з
системи (28) однозначно: z′1(x) = ϕ1(x), z′2(x) = ϕ2(x). Проiн-
тегрувавши, знайдемо z1 i z2 i пiдставимо їх в (21). У результатi
матимемо частинний розв’язок рiвняння (19).

Приклад 14. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′ + 4y =
1

cos 2x
.

J Характеристичне рiвняння λ2 + 4 = 0 має коренi λ1 = 2i, λ2 =
−2i, а тому фундаментальну систему утворюють функцiї y1(x) =
sin 2x, y2(x) = cos 2x. Звiдси випливає, що загальний розв’язок лiнiй-
ного однорiдного рiвняння має вигляд

yз.о. = C1 sin 2x + C2 cos 2x.

Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння згiдно з фор-
мулою (21) запишемо у виглядi

ỹ = z1(x) sin 2x + z2(x) cos 2x. (29)

Система (28) для знаходження z′1(x) i z′2(x) у даному випадку є
такою: {

z′1(x) sin 2x + z′2(x) cos 2x = 0,

2z′1(x) cos 2x− 2z′2(x) sin 2x =
1

cos 2x
.
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Розв’яжемо цю систему за формулами Крамера:

z′1(x) =

∣∣∣∣∣
0 cos 2x
1

cos 2x
−2 sin 2x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣

sin 2x cos 2x
2 cos 2x −2 sin 2x

∣∣∣∣
=

−1
−2(sin2 2x + cos2 2x)

=
1
2
,

z′2(x) =

∣∣∣∣∣
sin 2x 0

2 cos 2x
1

cos 2x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣

sin 2x cos 2x
2 cos 2x −2 sin 2x

∣∣∣∣
=

tg 2x

−2(sin2 2x + cos2 2x)
=

= −1
2

tg 2x.

Iнтегруючи, дiстаємо

z1(x) =
1
2
x, z2(x) =

1
4

ln | cos 2x|.

Довiльних сталих не пишемо, бо шукаємо частинний розв’язок.
Пiдставивши знайденi z1(x) i z2(x) у (29), отримаємо частинний

розв’язок ỹ рiвняння

ỹ =
1
2
x sin 2x +

1
4

cos 2x · ln | cos 2x|.

Отже, загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

yз.н. = C1 sin 2x+C2 cos 2x+
1
2
x sin 2x+

1
4

cos 2x · ln | cos 2x|. I

Вправи

1. Проiнтегрувати рiвняння i, де вказано, видiлити розв’язок,
який задовольняє початковi умови:
1) y′′ = sinx+cos x; 2) y′′ = xex, y(0) = 0, y′(0) = 0; 3) y′′ = 2x ln x;
4) xy′′ = y′; 5) xy′′ = (1+2x2)y′; 6) y′′ = y′ ln y′, y(0) = 0, y′(0) = 1;
7) 3y′y′′ = 2y, y(0) = 1, y′(0) = 1; 8) yy′′ + y′2 = 0; 9) y′′ = e2y,
y(0) = 0, y′(0) = 1; 10) y′′(x2 + 1)− 2xy′ = 0, y(0) = 1, y′(0) = 3.

2. Розв’язати рiвняння:
1) y′′ − 4y′ + 3y = 0; 2) y′′ − 4y′ + 4y = 0;
3) y′′ − 8y′ + 25 = 0; 4) y′′ + 4y′ = 0;

515



5) y′′ + 2y′ + 2y = 0; 6) y′′ + 2y′ + 5y = 0;
7) y′′ + y = 0; 8) y′′ − 2y′ + y = e2x;
9) y′′ + y′ − 2y = −4; 10) y′′ − 4y = 8x3;
11) y′′ − 2y′ = 2ex; 12) y′′ + y′ = xe−x;
13) y′′ − 5y′ + 6y = 13 sin 3x; 14) y′′ + 3y′ + 2y = sin 2x + 2 cos 2x;
15) y′′ + y = x + 2ex.

3. Попит i пропозицiя на деякий товар визначаються спiввiдно-
шеннями q = 2p′′−p′−p+15, s = 2p′′+p′+p+5, де p – цiна товару, p′

– тенденцiя формування цiни, p′′ – темп змiни цiни. Знайти залеж-
нiсть цiни вiд часу, за умови, що пропозицiя i попит зрiвноваженi, а
p(0) = 6; q(0) = 10; s(0) = 10.

4. Розв’язати подане нижче рiвняння i згiдно iз заданими почат-
ковими або крайовими умовами, знайти частинний розв’язок:
1) y′′(t)− 4y′(t) + 3y(t) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0;
2) y′′(t) + y′(t)− 6y(t) = 0, y(0) = 0, y(1) = 1;
3) y′′(t)− 4y′(t) + 4y(t) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0;
4) y′′(t)− 6y′(t) + 9y(t) = 0, y(1) = 1, y′(1) = 2;
5) 1

2y′′(t) + 3y′(t) + 17y(t) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0;
6) y′′(t)− 2y′(t) + 5y(t) = 0, y(0) = 2, y′(0) = 10.

5. Знайти загальний розв’язок i розв’язати задачу Кошi:
1) y′′(t)− y(t) = et, y(0) = 1, y′(0) = 0;
2) y′′(t)− 6y′(t) + 9y(t) = e3t, y(0) = 0, y′(0) = 1;
3) y′′(t) + y(t) = 2 cos t, y(0) = 5, y′(0) = 2.

6. Довести, що: 1) y(t) = te2t є частинним розв’язком рiвняння

y′′(t) − 3y′(t) + 2y(t) = e2t; 2) y(t) =
t2

2
e2t є частинним розв’язком

рiвняння y′′(t)− 21y′(t) + 4y(t) = e2t.
7. Висота x(t) в момент часу t тiла, яке вiльно падає пiд дiєю сили

земного тяжiння, задовольняє рiвняння x′′(t) = −g, де g – приско-
рення сили земного тяжiння. Виразити x(t) через початкову висоту
x(0) = x0 i початкову швидкiсть x′(0) = x′0. Якщо тiло падає з висо-
ти h при нульовiй початковiй швидкостi, то з якою швидкiстю воно
досягає Землi?

8. Урiвноважений обсяг популяцiї деякого виду в заданому се-
редовищi становить 1000 особин. Кiлькiсть популяцiї коливається
навколо цього середнього значення i описується рiвнянням y′′(t) =
4π2(1000−y(t)), де y(t) – кiлькiсть популяцiї в момент часу t (роки).
Знайти кiлькiсть популяцiї через 6, 12 i 18 мiсяцiв, якщо y(0) = 1500,
y′(0) = 0.

9. У моторного човна, який рухається прямолiнiйно зi швидкiстю
v0 = 5 мм/с, вимикають мотор. При цьому русi човен зазнає опору
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води, сила якого пропорцiйна квадрату швидкостi з коефiцiєнтом
k =

m

50
, де m – маса човна. Через який час швидкiсть човна змен-

шиться вдвоє i який шлях пройде човен за цей час?
10.Куля входить в дерев’яний брус товщиною 12 см зi швидкiстю

200 м/с, а вилiтає з нього, пробивши його, зi швидкiстю 60 м/с. Куля
зазнає опору деревини, сила якого пропорцiйна квадрату швидкостi
руху. Знайти час проходження кулi через брус.

11. Знайти закон руху матерiальної точки масою m вздовж пря-
мої OA пiд дiєю вiдштовхуючої сили, яка обернено пропорцiйна
третьому степеню вiдстанi x точки вiд нерухомого центра O.

Вiдповiдi

1. 1) y = − sin x− cos+C1x + C2; 2) y = (x− 2)ex + x + 2; 3) y =
x3

3
ln x− 5

18
x3+C1x+C2; 4) y = C1x

2+C2; 5) y = C1e
x2

+C2; 6) y = x;

7) y =
(
1+

x

3

)3

; 8) y2 = C1x+C2; 9) y = − ln |x−1|; 10) y = x3+3x+1.

2. 1) y = C1e
x + C2e

3x; 2) y = (C1 + C2x)e2x;
3) y = e4x(C1 cos 3x + C2 sin 3x); 4) y = C1 + C2e

−4x;
5) y = (c1 cos x + c2 sin x)e−x; 6) y = e−x(C1 cos 2x + C2 sin 2x);
7) y = C1 cosx + C2 sinx; 8) y = ex(C1 + C2x) + e2x;
9) y = C1e

x + C2e
−2x + 2; 10) y = C1e

2x + C2e
−2x − 2x3 − 3x;

11) y = c1 + c2e
2x − 2ex; 12) y = c1 + e−x(c2 − x2

2 − x);
13) y = C1e

2x + C2e
3x + 1

6 (5 cos 3x− sin 3x);

14) y = C1e
−x + C2e

−2x +
√

2
4

cos
(π

4
− 2x

)
;

15) y = C1 cosx + C2 cos x + x + ex.
3. p(t) = 5 + e−t cos t.

4. 1) y(t) = C1e
t + C2e

3t, y(t) =
3
2
et − 1

2
e3t; 2) y(t) = C1e

2t +

C2e
−3t, y(t) =

e2t − e−3t

e2 − e−3
; 3) y(t) = C1e

2t + C2te
2t, y(t) = e2t − 2te2t;

4) y(t) = C1e
3t +C2te

3t, y(t) = 2(t− 1)e3(t−1); 5) y(t) = C1e
−3t cos 5t+

C2e
−3t sin 5t, y(t) = e−3t cos 5t +

3
5
e−3t sin 5t; 6) y(t) = C1e

t cos 2t +

C2e
t sin 2t, y(t) = 2et cos 2t + 4et sin 2t.

5. 1) y(t) = C1e
t + C2e

−t + tet, y(t) =
t

2
et +

1
4
et +

3
4
e−t; 2) y(t) =

C1e
3t + C2te

3t + t2

2 e3t, y(t) =
t2

2
e3t + te3t; 3) y(t) = C1 cos t + C2 sin t +

sin t, y(t) = (t + 2) sin t + 5 cos t.
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7. x(t) = x0 + x′0t−
gt2

2
, v =

√
2gh.

8. y(t) = 500 cos 2πt + 1000, y(1
2 ) = 500, y(1) = 1500, y( 3

2 ) = 500.

9. mS′′(t) = −m

50

(
S′(t)

)2

, S(0) = 0, S′(0) = 5 м/с; S(t) =

50 ln
t + 10

10
; t0 = 10 с; S − 1 = S(10) ≈ 34, 5 м.

10. Згiдно з другим законом динамiки

d2x

dt2
= − k

m

(dx

dt

)2

,

де x(t) – шлях, пройдений кулею в брусi за час t. Загальний розв’язок

рiвняння x(t) =
m

k
ln

( k

m
t−C1

)
+ C2. Сталi C1 i C2 знаходимо з по-

чаткових умов x(0) = 0; x′(0) = 200 м/с, C1 = − 1
200

, C2 =
m

k
ln 200.

Тому x(t) =
m

k
ln

(
200

k

m
t + 1

)
або t = det m

200k

(
e

kx
m − 1

)
. Коефi-

цiєнт пропорцiйностi знаходимо з умови, що при x = 12 см = 0, 12 м,
x′(t0) = 60 м/с. Тодi

e
k
m =

(10
3

) 25
3

, k =
m

0, 12
ln

10
3
≈ 10, 08 м.

Отже,

t0 =
m

200 · 10, 08m

((10
3

) 25
3 ·0,12

− 1
)

=
1

2000

(10
3
− 1

)
≈ 0, 00114 с.

11. Згiдно з другим законом динамiки m
d2x

dt2
=

k

x3
, де k – коефi-

цiєнт пропорцiйностi, x(t) – вiдстань вiд рухомої точки до нерухомо-
го центра в момент часу t. Зробимо очевиднi перетворення, а потiм
проiнтегруємо:

2x′x′′dt = 2a2x′
dt

x3
, d(x′)2 = a2d

(
− 1

x2

)
, x′2 = a2

(
− 1

x2
+

1
C1

)
,

x′ = ± a√
C1

√
x2 − C1

x
,
dx

dt
= ± a√

C1

√
x2 − C1

x
,

x2 − C1 =
a2

C1
(t + C2)2, {C1, C2} ⊂ R, a2 =

k

m
.
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§4. Поняття про системи лiнiйних
диференцiальних рiвнянь

У багатьох прикладних задачах треба визначити одночасно
декiлька функцiй, якi зв’язанi мiж собою певними диферен-
цiальними рiвняннями. Сукупнiсть таких рiвнянь називається
системою диференцiальних рiвнянь. Обмежимося вивчен-
ням систем диференцiальних рiвнянь першого порядку в нор-
мальнiй формi 




dx

dt
= f(t, x, y),

dy

dt
= g(t, x, y).

(1)

Розв’язком системи (1) називається сукупнiсть функцiй
x = ϕ(t), y = ψ(t), якi задовольняють кожне з рiвнянь системи
на промiжку T .

Для нормальної системи диференцiальних рiвнянь пра-
вильна теорема Кошi про iснування i єдинiсть розв’язку:
якщо правi частини рiвнянь системи (1), тобто функцiї f i g
неперервнi за сукупнiстю змiнних в деякiй областi Ω i мають

в нiй неперервнi частиннi похiднi
∂f

∂x
,

∂f

∂y
,

∂g

∂x
,

∂g

∂y
, то для до-

вiльної точки (t0; x0; y0) ∈ Ω iснує єдиний розв’язок системи
x(t), y(t), який задовольняє початковi умови

x(t0) = x0, y(t0) = y0. (2)

4.1. Iнтегрування системи диференцiальних рiв-
нянь за допомогою зведення до одного рiвняння
другого порядку. Один iз основних методiв iнтегрування
системи диференцiальних рiвнянь полягає у зведеннi цiєї си-
стеми до одного рiвняння другого порядку. Проiнтегрувавши
одержане рiвняння, знайдемо одну з невiдомих функцiй, а дру-
гу функцiю, по можливостi без iнтегрування, визначаємо з по-
чаткових рiвнянь i рiвнянь, якi одержуються з них диференцi-
юванням.
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Приклад 1. Знайти розв’язок системи




dx

dt
= −7x + y,

dy

dt
= −2x− 5y,

(3)

який задовольняє початковi умови

x(0) = 0, y(0) = 1. (4)

J Диференцiюючи перше рiвняння системи по t, знаходимо

d2x

dt2
= −7

dx

dt
+

dy

dt
.

Пiдставивши в цю рiвнiсть вираз
dy

dt
з другого рiвняння системи,

дiстанемо
d2x

dt2
= −7

dx

dt
− 2x− 5y.

Замiнивши функцiю y її виразом з першого рiвняння системи

y =
dx

dt
+ 7x, (5)

одержимо лiнiйне однорiдне рiвняння другого порядку вiдносно невi-
домої функцiї x(t):

d2x

dt2
= −7

dx

dt
− 2x− 5

(dx

dt
+ 7x

)
,

або
d2x

dt2
+ 12

dx

dt
+ 37x = 0. (6)

Складемо характеристичне рiвняння, i, знайшовши його коренi,
запишемо фундаментальну систему розв’язкiв, а отже, й загальний
розв’язок:

λ2 + 12λ + 37 = 0,

λ1,2 = −6±√36− 37 = −6± i,

x1(t) = e−6t cos t, x2(t) = e−6t sin t,

x(t) = (C1 cos t + C2 sin t)e−6t. (7)
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Продиференцiювавши (7), дiстанемо

dx

dt
= e−6t(−C1 sin t + C2 cos t)− 6e−6t(C1 cos t + C2 sin t).

Пiдставляючи вирази для x i
dx

dt
в рiвнiсть (5), i, зводячи подiбнi

члени, отримуємо

y = −6e−6t(C1 cos t + C2 sin t) + e−6t(−C1 sin t + C2 cos t)+

+7e−6t(C1 cos t + C2 sin t) = e−6t((C1 + C2) cos t + (C2 − C1) sin t).

Функцiї
{

x(t) = e−6t(C1 cos t + C2 sin t),
y(t) = e−6t((C1 + C2) cos t + (C2 − C1) sin t) (8)

визначають загальний розв’язок системи (3).
Видiлимо iз одержаного загального розв’язку (8) частинний

розв’язок, який задовольняє початковi умови (4). Для цього пiдста-
вимо в рiвностi (8) t = 0, x(0) = 0, а y(0) = 1:

{
0 = C1 · 1 + C2 · 0,
1 = (C2 + C1) 1 + (C2 − C1) 0.

Звiдси випливає, що C1 = 0, C2 = 1. Отже, шуканий частинний
розв’язок має вигляд

{
x = e−6t sin t,
y = e−6t(cos t + sin t). I

4.2. Знаходження iнтегровних комбiнацiй. Iнте-
грування системи (1) часто здiйснюється за допомогою зна-
ходження iнтегровних комбiнацiй.

Iнтегровною комбiнацiєю називається диференцiальне
рiвняння, яке є наслiдком рiвнянь системи (1), але вже легко
iнтегрується, наприклад, є рiвнянням вигляду

dψ(t, x, y) = 0

або рiвнянням, яке за допомогою замiни змiнних зводиться до
iнтегровного рiвняння з однiєю невiдомою функцiєю.
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Приклад 2. Знайти загальний розв’язок системи




dx

dt
= y,

dy

dt
= x.

J Додавши почленно рiвняння системи, знайдемо одну iнтегров-
ну комбiнацiю

d(x + y)
dt

= x + y або
d(x + y)
x + y

= dt,

звiдки пiсля iнтегрування одержимо

ln |x + y| = t + ln |C1|,

|x + y| = |C1|et, x + y = ±C1e
t, C1 6= 0,

або
x + y = C1e

t, C1 ∈ R.

Почленно вiднявши вiд першого рiвняння системи друге, отри-
маємо другу iнтегровну комбiнацiю

d(x− y)
dt

= −(x− y) або
d(x− y)
−x− y

= −dt,

Проiнтегрувавши, дiстанемо, що

x− y = C2e
−t, C2 ∈ R.

Отже, одержали систему двох рiвнянь
{

x + y = C1e
t,

x− y = C2e
−t,

з яких знаходимо загальний розв’язок системи

x =
1
2
(C1e

t + C2e
−t), y =

1
2
(C1e

t − C2e
−t). I

Одна iнтегровна комбiнацiя дає можливiсть одержати рiв-
нiсть

ψ(t, x, y) = C1,
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яка називається першим iнтегралом системи (1).
Отже, першим iнтегралом

ψ(t, x, y) = C (9)

системи рiвнянь (1) називається рiвнiсть, яка перетворюється
в тотожнiсть при деякому значеннi C, якщо замiсть x(t) i y(t)
пiдставлено розв’язок системи (1).

Часто першим iнтегралом називають також лiву частину
ψ(t, x, y) рiвняння (9), i тодi перший iнтеграл визначається як
функцiя, що не є тотожно сталою, але зберiгає стале значення
на розв’язках системи (1).

Якщо знайдено двi iнтегровнi комбiнацiї, то одержимо два
перших iнтеграли

{
ψ1(t, x, y) = C,
ψ2(t, x, y) = C2.

Якщо цi iнтеграли незалежнi, то з цих спiввiдношень можна
знайти x i y, а отже, одержати загальний розв’язок системи
(1).

Для знаходження iнтегровних комбiнацiй часто зручно пе-
реходити до симетричної форми запису системи рiвнянь
(1):

dx

ϕ1(t, x, y)
=

dy

ϕ2(t, x, y)
=

dt

ϕ0(t, x, y)
, (10)

де ϕ1(t, x, y) =
f(t, x, y)
ϕ0(t, x, y)

, ϕ2(t, x, y) =
g(t, x, y)
ϕ0(t, x, y)

.

У системi (10) змiннi входять рiвноправно, що iнколи по-
легшує знаходження iнтегровних комбiнацiй.

Приклад 3. Розв’язати систему




dx

dt
= 2(x2 + y2)t,

dy

dt
= 4xyt.

J Додавши почленно обидва рiвняння, дiстаємо

d(x + y)
dt

= (x + y)22t,
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звiдки

− 1
x + y

= t2 − C1 або
1

x + y
+ t2 = C1.

Вiднiмаючи почленно обидва рiвняння, одержуємо

d(x− y)
dt

= 2t(x− y)2,

звiдки
1

x− y
+ t2 = C2.

Отже, знайдено два першi iнтеграли заданої системи

ψ1(t, x, y) ≡ t2 +
1

x + y
= C1,

ψ2(t, x, y) ≡ t2 +
1

x− y
= C2,

якi є незалежними, оскiльки

D(ψ1, ψ2)
D(x, y)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ1

∂x

∂ψ1

∂y
∂ψ2

∂x

∂ψ2

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

− 1
(x + y)2

− 1
(x + y)2

− 1
(x− y)2

1
(x− y)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= − 2
(x2 − y2)2

6= 0, x 6= y.

Тому загальним iнтегралом системи є

t2 +
1

x + y
= C1, t2 +

1
x− y

= C2.

Розв’язавши цю систему вiдносно x i y, дiстанемо загальний
розв’язок системи:

x =
C1 + C2 − 2t2

2(C1 − t2)(C2 − t2)
, y =

C2 − C1

2(C1 − t2)(C2 − t2)
, {C1, C2} ⊂ R. I

Приклад 4. Розв’язати систему рiвнянь

dt

4y − 5x
=

dx

5t− 3y
=

dy

3x− 4t
. (11)
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J Якщо помножити чисельники i знаменники дробiв у системi
(11) вiдповiдно на 3, 4, 5 i додати чисельники i знаменники, то одер-
жимо похiдну пропорцiю

3dt

12y − 15x
=

4dx

20t− 12y
=

5dy

15x− 20t
=

3dt + 4dx + 5dy

0
.

Звiдси випливає, що 3dt + 4dx + 5dy = 0 або d(3t + 4x + 5y) = 0,
а отже, 3t + 4x + 5y = C1 – це перший iнтеграл системи (11).

Аналогiчно, якщо помножити в системi (11) чисельники i зна-
менники дробiв вiдповiдно на 2t, 2x, 2y i додати чисельники i зна-
менники, то дiстанемо

2tdt

8yt− 10xt
=

2xdx

10tx− 6yx
=

2ydy

6xy − 8ty
=

2tdt + 2xdx + 2ydy

0
.

Звiдси знаходимо другий iнтеграл, бо

2tdt + 2xdx + 2ydy = 0 або d(t2 + x2 + y2) = 0,

а отже, t2 + x2 + y2 = C2.
Сукупнiсть перших iнтегралiв, якi є незалежними, визначає за-

гальний iнтеграл системи (11):

3t + 4x + 5y = C1, t2 + x2 + y2 = C2, {C1, C2} ⊂ R. I

4.3. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь
першого порядку. У багатьох прикладних задачах часто
виникає необхiднiсть розглядати системи двох лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку.

Розглянемо систему двох лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь першого порядку вигляду





dx(t)
dt

= a11x(t) + a12y(t) + f(t),

dy(t)
dt

= a21x(t) + a22y(t) + g(t),
t ∈ T, (12)

де a11, a12, a21 i a22 – сталi, а f(t) i g(t) – деякi вiдомi функ-
цiї. Розв’язати цю систему на промiжку T означає знайти двi
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функцiї x(t) i y(t), що задовольняють обидва рiвняння на цьому
промiжку.

У попереднiх пунктах доведено, що систему (12) можна зве-
сти до одного рiвняння другого порядку. Нехай одна iз заданих
функцiй f(t) чи g(t) (наприклад, f(t)) диференцiйовна на дея-
кому промiжку T . Тодi функцiя x(t), що є розв’язком системи
(12), як випливає з першого рiвняння цiєї системи, є двiчi ди-
ференцiйовною на T i

d2x(t)
dt2

= a11
dx(t)

dt
+ a12

dy(t)
dt

+
df(t)
dt

. (13)

Тепер iз другого рiвняння системи (12) пiдставимо значення
dy

dt
у рiвнiсть (13). Тодi отримаємо, що на промiжку T правильною
є рiвнiсть

d2x(t)
dt2

= a11
dx(t)

dt
+ a12(a21x(t) + a22y(t) + g(t)) +

df(t)
dt

=

= a11
dx(t)

dt
+ a12a21x(t) + a12a22y(t) + a12g(t) +

df(t)
dt

. (14)

Далi з першого рiвняння системи (12) знайдемо вираз для
a12y(t) i пiдставимо його в (14). В результатi цього матимемо

d2x(t)
dt2

= a11
dx(t)

dt
+ a12a21x(t)+

+a22

(dx(t)
dt

− a11x(t)− f(t)
)

+ a12g(t) +
df(t)
dt

.

Остаточно отримаємо, що на промiжку T функцiя x(t) за-
довольняє рiвняння

d2x(t)
dt2

− (a11 + a22)
dx(t)

dt
+ (a11a22 − a12a21)x(t) =

= a12g(t)− a22f(t) +
df(t)
dt

. (15)
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Це неоднорiдне диференцiальне рiвняння другого порядку
зi сталими коефiцiєнтами, яке можна розв’язати методами по-
переднього параграфа. Знайдений розв’язок рiвняння (15) пiд-
ставимо, наприклад, в перше рiвняння системи (12), з якого
знаходимо y(t) за умови, що a12 6= 0. Якщо ж a12 = 0, але
a22 6= 0, то знаходимо y(t) iз другого рiвняння системи (12),
як розв’язок диференцiального рiвняння 1-го порядку зi ста-
лими коефiцiєнтами. Отримана пара x(t) i y(t) є, очевидно,
розв’язком системи (12).

Приклад 5 (модель мiжвидової конкуренцiї). Одно-
рiдна система 




dx(t)
dt

= 2x(t)− y(t),

dy(t)
dt

= −x(t) + 2y(t)

описує взаємовплив популяцiй двох конкуруючих видiв на швидкiсть
їхнього росту. Знайти кiлькiсть x(t) i y(t) особин обох видiв у довiль-
ний момент часу t, якщо x(0) = 100, y(0) = 200 особин. Проаналiзу-
вати еволюцiю кiлькостi особин обох видiв при зростаннi часу t.

J Диференцiюючи перше рiвняння, дiстаємо
d2x(t)

dt2
= 2

dx(t)
dt

−
dy(t)
dt

. Оскiльки з другого рiвняння випливає, що
dy(t)
dt

= −x(t) +

2y(t) = −x(t)+2
(
2x(t)−dx(t)

dt

)
, то x(t) задовольняє рiвняння другого

порядку
d2x(t)

dt2
− 4

dx(t)
dt

+ 3x(t) = 0.

Вiдповiдне характеристичне рiвняння λ2 − 4λ + 3 = 0 має ко-
ренi λ1 = 1, λ2 = 3, а тому загальним розв’язком диференцiального
рiвняння є функцiя

x(t) = C1e
t + C2e

3t.

З першого рiвняння системи одержуємо, що

y(t) = −dx(t)
dt

+2x(t) = −C1e
t−3C2e

3t+2C1e
t+2C2e

3t = C1e
t−C2e

3t.

Отже, загальний розв’язок заданої системи має вигляд
{

x(t) = C1e
t + C2e

3t,
y(t) = C1e

t − C2e
3t.
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Оскiльки x(0) = 100 i y(0) = 200, то для знаходження сталих C1

i C2 одержуємо систему рiвнянь:
{

C1 + C2 = 100,
C1 − C2 = 200,

звiдки випливає, що C1 = 150, C2 = −50.
Тому частинний розв’язок задачi

{
x(t) = 150et − 50e3t,
y(t) = 150et + 50e3t.

Проаналiзуємо одержаний розв’язок. Очевидно, що вимирання
першого виду вiдбудеться, коли 150et − 50e3t = 0, тобто e2t = 3 або

t =
1
2

ln 3 ≈ 0, 552 од. часу. (Зауважимо, що другий вид нiколи не

знищиться!). Отже, при t ≥ 0 i t ≤ t0 =
1
2

ln 3 розвиток популяцiй
характеризується цим рiвняннями. Пiсля того, як мине t0 одиниць
часу другий вид продовжує зростати згiдно з рiвнянням y′(t) = 2y(t).
Його загальним розв’язком є функцiя y(t) = y(t0)e2(t−t0) при t ≥ t0.

При t0 =
1
2

ln 3 y(t0) = 150e
1
2 ln 3 + 50

3
2 ln 3 = 150eln

√
3 + 50eln

√
27 =

150
√

3 + 50
√

27 = 300
√

3. Для t ≥ ln
√

3 рiст популяцiї другого виду
характеризується функцiєю y(t) = 300

√
3e2te− ln 3 = 100

√
3e2t. I

4.3.1. Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими ко-
ефiцiєнтами. Розглянемо однорiдну систему (12), тобто си-
стему вигляду





dx(t)
dt

= a11x(t) + a12y(t),

dy(t)
dt

= a21x(t) + a22y(t).
(16)

Для iнтегрування таких систем застосовують метод Ейле-
ра.

Шукатимемо розв’язок системи (16) у виглядi

x = γ1e
λt, y = γ2e

λt. (17)

Пiдставивши (17) в (16) i скоротивши на eλt 6= 0, дiстанемо
систему {

(a11 − λ)γ1 + a12γ2 = 0,
a21γ1 + (a22 − λ)γ2 = 0.

(18)
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Вiдомо, що система (18) має ненульовi розв’язки тодi й тiль-
ки тодi, коли її визначник дорiвнює нулю

∣∣∣∣
a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = 0. (19)

Рiвняння (19) називається характеристичним рiвнян-
ням.

У залежностi вiд того, якi коренi характеристичного рiв-
няння (19) вiдповiдним чином будується сукупнiсть лiнiй-
но незалежних розв’язкiв системи (16), а отже, i загальний
розв’язок цiєї системи. Продемонструємо цей метод на конкрет-
них прикладах.

Приклад 6. Знайти розв’язок системи




dx

dt
= −x− 2y,

dy

dt
= 3x + 4y,

який задовольняє початковi умови

x(0) = −1, y(0) = 2.

J Шукатимемо частинний розв’язок системи у виглядi (17). Тодi
одержимо характеристичне рiвняння

∣∣∣∣
−1− λ −2

3 4− λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 − 3λ + 2 = 0.

Воно має коренi λ1 = 1, λ2 = 2.
Побудуємо частинний розв’язок вигляду (17), що вiдповiдає ко-

реневi λ1 = 1. Згiдно з (18), числа γ1 i γ2 є розв’язком системи
{ −2γ1 − 2γ2 = 0,

3γ1 + 3γ2 = 0,

яка зводиться до одного рiвняння

γ1 + γ2 = 0,

а тому одне iз чисел γ1, γ2 можна вибрати довiльно. Покладемо γ1 =
1, тодi γ2 = −1. Звiдси випливає, що характеристичному числу λ1 =
1 вiдповiдно частинний розв’язок

x1 = et, y1 = −et.
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Аналогiчно знаходимо частинний розв’язок, який вiдповiдає ха-
рактеристичному числу λ2 = 2:

x2 = 2e2t, y2 = −3e2t.

Отже, загальний роз’язок системи має вигляд
{

x = C1x1 + C2x2,
y = C1y1 + C2y2

або
{

x = C1e
t + 2C2e

2t,
y = −C1e

t − 3C2e
2t,

{C1, C2} ⊂ R.

Для того щоб знайти частинний розв’язок, який задовольняє
заданi початковi умови, пiдставимо в загальний розв’язок t = 0,
x = −1, y = 2: { −1 = C1 + 2C2,

2 = −C1 − 3C2,

звiдки C1 = 1, C2 = −1.
Тому шуканим розв’язком є

{
x(t) = et − 2e2t,

y(t) = −et + 3e2t.
I

Приклад 7. Знайти загальний розв’язок системи




dx

dt
= 2x− y,

dy

dt
= x + 2y.

J Характеристичне рiвняння
∣∣∣∣

2− λ −1
1 2− λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 − 4λ + 5 = 0

має коренi λ1 = 2 + i, λ2 = 2− i. Знайдемо розв’язок вигляду

x = γ1e
(2+i)t, y = γ2e

(2+i)t,

який вiдповiдає характеристичному числу λ1 = 2 + i. Згiдно з (18)
невiдомi γ1 i γ2 знаходимо з системи

{ −iγ1 − γ2 = 0,
γ1 − iγ2 = 0,
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яка зводиться до одного рiвняння −iγ1− γ2 = 0. Якщо взяти γ1 = 1,
то дiстанемо, що γ2 = −i. Отже, розв’язок, який вiдповiдає λ1 має
вигляд {

x = e(2+i)t = e2t(cos t + i sin t),
y = −ie(2+i)t = e2t(sin t− i cos t).

Тут ми скористалися тим, що

eit = cos t + i sin t, e−it = cos t− i sin t.

Якщо в одержаному розв’язку видiлити дiйсну та уявну частини,
то одержимо два дiйсних лiнiйно незалежних розв’язки:

x1 = e2t cos t, y1 = e2t sin t,

x2 = e2t sin t, y2 = −e2t cos t.

Загальним розв’язком системи є
{

x(t) = e2t(C1 cos t + C2 sin t),
y(t) = e2t(C1 sin t− C2 cos t). I

Приклад 8. Розв’язати систему




dx

dt
= 2x + y,

dy

dt
= −x + 4y.

J Характеристичне рiвняння
∣∣∣∣

2− λ 1
1 4− λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 − 6λ + 9 = 0

має кратний корiнь λ1 = λ2 = 3.
Розв’язок системи слiд шукати у виглядi

x = (γ11 + γ21t)e3t, y = (γ12 + γ22t)e3t.

Пiдставивши цi вирази, наприклад, у перше рiвняння системи,
дiстанемо

3(γ11 + γ21t) + γ21 = 2(γ11 + γ21t) + (γ12 + γ22t).
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Якщо прирiвняти коефiцiєнти при однакових степенях t в лiвiй i
правiй частинах цiєї рiвностi, то одержимо

{
3γ11 + γ21 = 2γ11 + γ12,
3γ11 = 2γ21 + γ22.

Звiдси випливає, що

γ12 = γ11 + γ21, γ22 = γ21.

Величини γ11 i γ21 є довiльними. Якщо позначити їх вiдповiдно через
C1 i C2, то дiстанемо, що γ12 = C1 + C2, γ22 = C2. Тому загальний
розв’язок системи має вигляд

x = (C1 + C2t)e3t, y = (C1 + C2 + C2t)e3t. I

4.3.2. Лiнiйнi неоднорiднi системи рiвнянь iз ста-
лими коефiцiєнтами. Розглянемо неоднорiдну лiнiйну си-
стему зi сталими коефiцiєнтами (12). Як i у випадку неоднорiд-
ного лiнiйного рiвняння другого порядку, доведено, що загаль-
ний розв’язок неоднорiдної системи (12) є сумою загального
розв’язку вiдповiдної однорiдної системи (16) i будь-якого ча-
стинного розв’язку неоднорiдної системи (12).

Розглянемо деякi методи iнтегрування неоднорiдних лiнiй-
них систем.

4.3.2.1. Метод варiацiї довiльних сталих (метод
Лагранжа). Iдея цього методу полягає в тому, що спочатку
знаходять загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної системи
(16). Потiм шукають загальний розв’язок неоднорiдної системи
(12) у такому самому виглядi як загальний розв’язок системи
(16), але замiсть сталих C1 i C2 беруть деякi функцiї, якi зна-
ходять, пiдставивши цей розв’язок в неоднорiдну систему.

Приклад 9. За допомогою методу варiацiї сталих розв’язати
систему 




dx

dt
+ 2x + 4y = 1 + 4t,

dy

dt
+ x− y =

3
2
t2.

(20)
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J Спочатку розв’яжемо вiдповiдну однорiдну систему




dx

dt
+ 2x + 4y = 0,

dy

dt
+ x− y = 0.

(21)

З другого рiвняння системи (21) маємо x = y − dy

dt
, а тому

dx

dt
=

dy

dt
− d2y

dt2
. Пiдставимо цi вирази для x i

dx

dt
у перше рiвняння системи

(21):
d2y

dt2
+

dy

dt
− 6y = 0. (22)

Оскiльки характеристичне рiвняння λ2 + λ− 6 = 0 для рiвняння
(22) має рiзнi коренi λ1 = −3 i λ2 = 2, то загальним розв’язок цього
рiвняння є y = C1e

−3t + C2e
2t.

Тодi x = y − dy

dt
= C1e

−3t + C2e
2t + 3C1e

−3t − 2C2e
2t = 4C1e

−3t −
C2e

2t.
Отже, загальний розв’язок однорiдної системи (21)

{
x = C1e

−3t + C2e
2t,

y = 4C1e
−3t − C2e

2t.

Розв’язок неоднорiдної системи (20) шукатимемо у виглядi
{

x = C1(t)e−3t + C2(t)e2t,
y = 4C1(t)e−3t − C2(t)e2t.

(23)

Пiдставивши (23) в (20) i звiвши подiбнi члени, дiстанемо
{

4C ′1(t)e
−3t − C ′2(t)e

2t = 1 + 4t,

C ′1(t)e
−3t + C ′2(t)e

2t =
3
2
t2,

звiдки 



C ′1(t) =
(3t2 + 8t + 2)

10
e3t,

C ′2(t) =
(6t2 − 4t− 1)

5
e−2t,

Якщо проiнтегрувати, то одержимо

C1(t) =
1
10

(2t + t2)e3t + C1,

C2(t) = −1
5
(t + 3t2)e−2t + C2,

(24)
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де C1 i C2 – довiльнi сталi.
Пiдставивши (24) у (23), отримаємо загальний розв’язок системи

(20) {
x = 4C1e

−3t − C2e
2t + t + t2,

y = C1e
−3t + C2e

2t − 1
2
t2, {C1, C2} ⊂ R. I

4.3.2.2. Метод невизначених коефiцiєнтiв. Цей метод
застосовується при розв’язуваннi неоднорiдної системи (12),
коли функцiї f i g мають спецiальний вигляд: многочлени
Pm(t), показниковi функцiї eαt, синуси i косинуси sinβt, cosβt
i добутки цих функцiй. У залежностi вiд вигляду f та g i зна-
ходять частинний розв’язок неоднорiдної системи, аналогiчно
як у випадку одного рiвняння.

Приклад 10. Знайти загальний розв’язок неоднорiдної систе-
ми 




dx

dt
= x− 2y + et,

dy

dt
= x + 4y + e2t.

(25)

J Знайдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної
системи 




dx

dt
= x− 2y,

dy

dt
= x + 4y.

(26)

Характеристичне рiвняння має вигляд
∣∣∣∣

1− λ −2
1 4− λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 − 5λ + 6 = 0.

Коренi цього рiвняння λ1 = 2, λ2 = 3. Кореню λ1 = 2 вiдповiдає
частинний розв’язок системи

x = γ1e
2t, y = γ2e

2t,

де γ1 i γ2 є, згiдно з (18), розв’язком системи
{ −γ1 − 2γ2 = 0,

γ1 + 2γ2 = 0.

Звiдси маємо, наприклад, γ1 = 2, γ2 = −1, а тому

x1 = 2e2t, y1 = −e2t.
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Кореню λ2 = 3 вiдповiдає частинний розв’язок

x = γ1e
3t, y = γ2e

3t.

Числа γ1 i γ2 знаходимо з системи
{ −2γ1 − 2γ2 = 0,

γ1 + γ2 = 0,

яку задовольняють, наприклад, числа γ1 = 1, γ2 = −1. Тодi другий
частинний розв’язок системи (26)

x2 = e3t, y1 = −e3t.

Загальний розв’язок однорiдної системи має вигляд:
{

x = 2C1e
2t + C2e

3t,
y = −C1e

2t − C2e
3t.

Частинний розв’язок системи (25) шукатимемо у виглядi
{

x̃ = Ket + (Lt + M)e2t,
ỹ = Net + (Pt + Q)e2t,

(27)

бо α1 = 1 не збiгається з коренем характеристичного рiвняння, а
α2 = 2 дорiвнює λ1 = 2.

Пiдставляючи (27) в (25), маємо

Ket+2(Lt+M)e2t+Le2t = Ket+(Lt+M)e2t−2Net−2(Pt+Q)e2t+et,

Net+2(Pt+Q)e2t+Pe2t = Ket+(Lt+M)e2t+4Net+4(Pt+Q)e2t+e2t.

Прирiвнявши коефiцiєнти при et, e2t i te2t в обох частинах цих
тотожностей, одержимо з першої:

et K = K − 2N + 1,
e2t 2M + L = M − 2Q,
te2t 2L = L− 2P,

а з другої:
et N = K + 4N,
e2t 2Q + P = M + 4Q + 1,
te2t 2P = L + 4P.

Розв’язуючи цю систему рiвнянь, отримаємо, що K = −3
2
, L = 2,

M = 0, N =
1
2
, P = −1, Q = −1.
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Отже, частинний розв’язок має вигляд




x̃ = −3
2
et + 2te2t,

ỹ =
1
2
et − (t + 1)e2t.

Тому загальним розв’язком системи (25) є




x = 2C1e
2t + C2e

3t − 3
2
et + 2te2t,

y = −C1e
2t − C2e

3t +
1
2
et − (t + 1)e2t, {C1, C2} ⊂ R. I

Приклад 11. Розв’язати систему




dx

dt
= x + 2y,

dy

dt
= x− 5 sin t.

(28)

J Характеристичне рiвняння
∣∣∣∣

1− λ 2
1 −λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 − λ− 2 = 0.

Коренi цього рiвняння λ1 = −1, λ2 = 2. Загальний розв’язок вiдпо-
вiдної однорiдної системи такий:

{
x = C1e

−t + 2C2e
2t,

y = −C1e
−t + C2e

2t.

Знайдемо частинний розв’язок неоднорiдної системи (28),
пам’ятаючи, що f(t) = 0, g(t) = −5 sin t. Оскiльки число γ±δi = 0± i
не є коренем характеристичного рiвняння, то шукатимемо частинний
розв’язок у виглядi

x̃ = A cos t + B sin t, ỹ = M cos t + N sin t

i пiдставимо в систему (28):
{ −A sin t + B cos t = A cos t + B sin t + 2M cos t + 2N sin t,
−M sin t + N cos t = A cos t + B sin t− 5 sin t.

536



Прирiвняємо коефiцiєнти при sin t i cos t в обох частинах рiвнос-
тей: 




−A = B + 2N,
B = A + 2M,
−M = B − 5,
N = A,

звiдки A = −1, B = 3, M = 2, N = −1. Тому
{

x̃ = − cos t + 3 sin t,
ỹ = 2 cos t− sin t.

Загальний розв’язок неоднорiдної системи (28) має вигляд
{

x = C1e
−t + 2C2e

2t − cos t + 3 sin t,
y = −C1e

−t + C2e
2t + 2 cos t− sin t. I
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Вправи

1. Методом виключення розв’язати системи диференцiальних
рiвнянь:

1)





dx

dt
= y + t,

dy

dt
= x− t;

2)





dx

dt
= −3x− 4y,

dy

dt
= −2x− 5y,

якщо x(0) = 1, y(0) = 4;

3)





4
dx

dt
− dy

dt
+

+3x = sin t,

dx

dt
+ y = cos t;

4)





dx

dt
= −5x + 2y + 40et,

dy

dt
= x− 6y + 9e−t;

5)





dx

dt
= y,

dy

dt
=

y2

x
.

2. За допомогою методу iнтегровних комбiнацiй розв’язати си-
стему рiвнянь:

1)





dx

dt
= x2 + y2,

dy

dt
= 2xy;

2)





dx

dt
= 1− 1

y
,

dy

dt
=

1
x− t

,

якщо x(0) = 1, y(0) = 1;

3)





dx

dt
=

x

2x + 3y
,

dy

dt
=

y

2x + 3y
,

якщо x(0) = 1, y(0) = 2;

4)
dt

y − x
=

dx

t− y
=

dy

x− t
; 5)

dt

t2 − x2 − y2
=

dx

2tx
=

dy

2ty
.

3. Методом Ейлера розв’язати систему:

1)





dx

dt
= 2x + y,

dy

dt
= 3x + 4y;

2)





dx

dt
= x + y,

dy

dt
= −2x + 3y;

3)





dx

dt
= 2x + y,

dy

dt
= −x + 4y;

4)





dx

dt
= 4x + 5y,

dy

dt
= −4x− 4y;

5)





dx

dt
= −x + y,

dy

dt
= −x− 3y.

.

4.Якщо x(t) – кiлькiсть виду хижак, а y(t) – кiлькiсть виду жерт-
ва на момент часу t, то при певних припущеннях можна вважати,
що швидкiсть росту їхнiх популяцiй описується системою лiнiйних

диференцiальних рiвнянь





dx

dt
= x + y,

dy

dt
= −x + y.

Знайти кiлькiсть попу-

ляцiй обох видiв в довiльний момент часу t, якщо x(0) = y(0) = 1000
особин. Коли наступить вимирання жертви?
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5. Речовина S розпадається на двi речовини S1 i S2 зi швидкiстю
утворення кожної з них, яка пропорцiйна кiлькостi речовини, що не
розклалася. Знайти закон змiни кiлькостi x i y речовин S1 i S2 в
залежностi вiд часу t, якщо x(0) = 0, y(0) = 0, а x(1) =

m

8
, y(1) =

3m

8
, де m – початкова кiлькiсть речовини S.
6. Методом варiацiї сталих розв’язати лiнiйну неоднорiдну

систему:

1)





dx

dt
+ 2x− y = −e2t,

dy

dt
+ 3x− 2y = 6e2t;

2)





dx

dt
= x + y − cos t,

dy

dt
= −y − 2x + cos t + sin t

x(0) = 1, y(0) = −2; 3)





dx

dt
= y + tg2 t− 1,

dy

dt
= −x + tg t.

.

7. Розв’язати неоднорiдну лiнiйну систему:

1)





dx

dt
= −2y + 3,

dy

dt
= 2x− 2t;

2)





dx

dt
= −y + sin t,

dy

dt
= x + cos t;

3)





dx

dt
= x + 2y + 16tet,

dy

dt
= 2x− 2y;

4)





dx

dt
= −x + y + et,

dy

dt
= x− y + et,

x(0) = y(0) = 0.

Вiдповiдi

1. 1)
{

x = C1e
t − C2e

−t + t− 1,
y = C1e

t + C2e
−t − t + 1;

2)
{

x = −2e−t + 3e−7t,
y = e−t + 3e−7t;

3)
{

x = C1e
−t + C2e

−3t,
y = C1e

−t + 3C2e
−3t + cos t;

4)

{
x = C1e

−4t + C2e
−7t + 7et + e−t,

y =
1
2
C1e

−4t − C2e
−7t + et + 2e−t;

5)
{

x = C2e
C1t,

y = C1C2e
C1t.

2. 1)





1
x + y

+ t = C1,

1
x− y

+ t = C2;
2) x = t + e−t, y = et;

3)





x =
t

8
+ 1,

y =
t

4
+ 2;

4)
{

t + x + y = C1,
t2 + x2 + y2 = C2;

5)





y

x
= C1,

t2 + x2 + y2

x
= C2.
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3. 1)
{

x = C1e
5t + C2e

t,
y = 3C1e

5t − C2e
t;

2)





x = ((C1 − C2) cos t+
+(C1 + C2) sin t)e2t,

y = 2(C1 cos t + C2 sin t)e2t;

3)
{

x = (C1t + C2)e3t,
y = (C1t + C1 + C2)e3t;

4)





x = 5C1 cos 2t + 5C2 sin 2t,
y = (−4C1 + 2C2) cos 2t−

−(2C1 + 4C2) sin 2t;

5)
{

x = e−2t(C1 + C2t),
y = e−2t(−C1 + C2 − C2t).

4. x(t) = 1000et(cos t+sin t), y(t) = 1000et(cos t−sin t); вимирання
жертви наступить при t0 = π

4 .

5.





dx

dt
= k1(m− x− y),

dy

dt
= k2(m− x− y);

k1 =
1
4

ln 2, k2 =
3
4

ln 2,





x =
m

4
(1− 2e−t),

y =
3m

4
(1− 2e−t).

6. 1)





x =
8
3
e2t + 2C1e

t + C2e
−t,

y =
29
3

e2t + 3C1e
t + C2e

−t;

2)
{

x = (1− t) cos t− sin t,
y = (t− 2) cos t + t sin t; 3)

{
x = C1 cos t + C2 sin t + tg t,
y = −C1 sin t + C2 cos t + 2.

7. 1)
{

x = C1 cos 2t + C2 sin 2t + t,
y = C1 sin 2t− C2 cos 2t + 1;

2)
{

x = −C1 sin t + C2 cos t− cos t,
y = C1 cos t + C2 sin t;

3)
{

x = 2C1e
2t + C2e

−3t − (12t + 13)et,
y = C1e

2t − 2C2e
−3t − (8t + 6)et;

4)
{

x = et,
y = et.
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Латентний перiод 67
Лiва похiдна функцiї в точцi 77
Лiве граничне значення функцiї
30
Лiнiйна функцiя 23
Лiнiйне диференцiальне рiвнян-
ня другого порядку 501
– – – першого порядку 468
– неоднорiдне диференцiальне
рiвняння другого порядку 501
– – – – першого порядку 468
– однорiдне диференцiальне рiв-
няння другого порядку 501
– – – – першого порядку 468
Лiнiйнiсть подвiйного iнтеграла
262
Лiнiйно залежнi розв’язки 502
– незалежнi розв’язки 502
Лiнiя рiвня 215
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Логiстичний рiст 480
Локальна формула Тейлора 135
Локальний екстремум функцiї
243
Логарифмiчна похiдна функцiї
90
– функцiя 20

Маса тiла 292
Межа поверхнi 326
Межева точка поверхнi 327
Метод варiацiї довiльної сталої
468, 532
– Ейлера iнтегрування системи
диференцiальних рiвнянь 528
– замiни змiнної 150
– iнтерполяцiї 9
– Лагранжа 532
– найменших квадратiв 252
– невизначених коефiцiєнтiв
157, 508, 534
– пiдстановок 150
Миттєва швидкiсть руху точки
76
Множина значень функцiї 6,
213, 216
Множники Лагранжа 248
Мiшанi частиннi похiднi другого
порядку 228
Момент iнерцiї 278
– – тiла 293
Монотонна функцiя 14

Найбiльше (найменше) значення
функцiї 121
Найпростiшi елементарнi функ-
цiї 18
Натуральний логарифм 51
Невизначений iнтеграл функцiї
145
Невласний iнтеграл функцiї 184
Незалежна змiнна 6
Незалежнiсть криволiнiйного iн-
теграла вiд шляху iнтегрування
319, 358

Нееластичний попит 110
Нейтральний попит 110
Необхiдна умова екстремуму
118, 243
Необхiднi умови збiжностi ряду
378
Неособлива точка поверхнi 328
Непарна функцiя 13
Неперервнiсть елементарних
функцiй 61
– найпростiших елементарних
функцiй 59
– рацiональних функцiй 58
– функцiї в точцi 56, 57, 221
– – – – справа (злiва) 56
– – на множинi 57, 222
Неповнi ряди Фур’є 424
Неправильна рацiональна функ-
цiя 156
Нескiнченна похiдна функцiї у
точцi 73
Нескiнченно велика послiдов-
нiсть 35
– – функцiя 36
– мала нижчого порядку 38
– – послiдовнiсть 33
– – функцiя 35, 218
– – – вищого порядку 38
Неспадна (незростаюча) функцiя
15
Неявна функцiя 101
Нижнiй об’єм тiла 198
Нижня межа iнтегрування 170
– площа фiгури 190
– сторона поверхнi 344
Нормальна система методу най-
менших квадратiв 253
– форма системи диференцiаль-
них рiвнянь 519

Обернена функцiя 16
– тригонометричнi функцiї 22
Об’єм тiла 197, 274
Область визначення функцiї 6,
213, 216
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– збiжностi функцiонального ря-
ду 394
Однобiчнi граничнi значення
функцiї 31
Однозв’язна область площини
319
Однорiдне диференцiальне рiв-
няння першого порядку 466
Одностороння поверхня 345
Ознака Вейєрштрасса рiвномiр-
ної збiжностi функцiонального
ряду 396
– Даламбера збiжностi додатного
числового ряду 383
– Кошi збiжностi додатного чис-
лового ряду 385
– Лейбнiца збiжностi знакозмiн-
ного числового ряду 387
Окiл точки 5, 26, 218
Операцiя диференцiювання
функцiї 79
Опуклiсть догори (донизу) гра-
фiка функцiї 122
Орiєнтацiя поверхнi 346
Ортогональнiсть функцiй 418,
442
Основна властивiсть первiсної
функцiї 145
Основнi еквiвалентностi функцiй
53
Особлива точка поверхнi 328
– – функцiї 187
Особливi розв’язки диферен-
цiального рiвняння 477
– точки диференцiального рiв-
няння 461

Параметр 5, 97
Параметри на поверхнi 325
Параметричне рiвняння лiнiї 97
Параметрично задана поверхня
325
Парна функцiя 12
Первiсна функцiї 144

Переставна властивiсть суми
числового ряду 391
Перiод функцiї 13
Перiодична функцiя 13
Перша важлива границя 48
– ознака порiвняння додатних
числових рядiв 380
Перший iнтеграл системи дифе-
ренцiальних рiвнянь 523
Пiдiнтегральна функцiя 145
Пiдiнтегральний вираз 145
Площа поверхнi 331
– фiгури 190
Поверхневий iнтеграл другого
роду 348
– – першого роду 336
Поверхнево однозв’язна область
359
Повний диференцiал функцiї
229
– прирiст функцiї 222
Повторна границя функцiї 220
Повторний iнтеграл функцiї 265
Подвiйний iнтеграл функцiї 260,
261
– ряд Фур’є 447, 450
– тригонометричний ряд 443
Показникова функцiя 20
Полярний момент 279, 305
Послiдовнiсть 31
Потенцiал векторного поля 360
Потiк вектора (векторного поля)
353
Поточкова збiжнiсть функцiо-
нального ряду 395
Потрiйний iнтеграл функцiї 284
Похiдна функцiї у точцi 73
Похила асимптота графiка функ-
цiї 125
Початкова умова 460
Почленне диференцiювання сте-
пеневого ряду 405
– iнтегрування степеневого ряду
405
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Права похiдна функцiї у точцi
77
Праве граничне значення функ-
цiї 30
Правило Лопiталя 129
Правильна рацiональна функцiя
156
Природна область визначення
функцiї 8
Проста замкнена лiнiя 298
– незамкнена лiнiя 298
– область 314
– поверхня 326

Радiус збiжностi степеневого ря-
ду 403
Рацiональна функцiя 24, 156
Рiвнiсть функцiй 6
Рiвномiрна збiжнiсть функцiо-
нального ряду 395
Рiвняння поверхнi 214
Рiзницеве вiдношення 73
Робота змiнної сили 205
Розбiжна послiдовнiсть 32
Розбiжний невласний iнтеграл
185, 187
– числовий ряд 375
Розв’язок диференцiального рiв-
няння 458, 460
– системи диференцiальних рiв-
нянь 519
Розрив другого роду 65
– першого роду 64
Ротор вектора 357
Ряд Маклорена 407
– Тейлора 407
– Фур’є 423

Середня густина тiла 282
– швидкiсть руху точки 76
Сiчна до графiка функцiї 74
Сила тиску рiдини 207
Символiчний вектор Гамiльтона
358

Система диференцiальних рiв-
нянь 519
Скалярний добуток функцiй
418, 441
Скiнченна похiдна функцiї 73
Складена функцiя 17
Словесний спосiб задання функ-
цiї 8, 11
Сполучна властивiсть суми чис-
лового ряду 389
Способи задання функцiї 8
Спрямлювана лiнiя 298
Стала величина 5
– функцiя 7, 18
Статичний момент точки 278
Статичнi моменти тiла 292
Стацiонарнi точки функцiї 118,
244
Степенева функцiя 18
Степеневий ряд 402
Стрибок функцiї 65
Строго монотонна функцiя 14
Сума числового ряду 375
Суперпозицiя функцiй 18

Таблиця iнтегралiв 148
Табличний спосiб задання функ-
цiї 8, 9
Теорема iснування i диференцiй-
овностi неявної функцiї 241
– – потрiйного iнтеграла 284
– Кошi 460, 496, 519
– Лагранжа 115
– про середнє для визначеного iн-
теграла 173
– – – – подвiйного iнтеграла 263
– – – – потрiйного iнтеграла 285
– Ролля про коренi похiдної 115
– Ферма 114
Точки збiжностi функцiонально-
го ряду 394
– мiнiмуму (максимуму) функцiї
117, 243
– перегину графiка функцiї 123
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– розбiжностi функцiонального
ряду 394
Точка розриву другого роду 65
– – першого роду 64
– – функцiї 64, 222
– скупчення множини 26
– усувного розриву функцiї 64
Трансцендентна функцiя 24
Тригонометричнi функцiї 20
Тригонометричний ряд 421

Узагальнений гармонiчний ряд
381
Узгоджений з орiєнтацiєю обхiд
контура на поверхнi 346
Умовний екстремум функцiї 247
Умовно збiжний ряд 389
Унiверсальна тригонометрична
пiдстановка 164
Усувний розрив функцiї 64

Фiзичний змiст похiдної 76
Формула Грiна 318
– замiни змiнної в iнтегралi 151,
180, 272
– зведення подвiйного iнтеграла
до повторного 265
– iнтегрування частинами у
невизначеному iнтегралi 153
– Лейбнiца похiдної n–го порядку
добутку функцiй 95
– Маклорена 136
– Ньютона-Лейбнiца 170
– Остроградського-Гаусса 364
– складних вiдсоткiв 52
– Стокса 355
Формули Ейлера-Фур’є обчис-
лення коефiцiєнтiв ряду Фур’є
422
Фундаментальна система
розв’язкiв 502, 505
Функцiональний визначник си-
стеми функцiй 272
– ряд 394

Функцiя змiнної величини 6,
213, 216
– Лагранжа 248
– натурального аргументу 31
– обмежена 7
– – зверху (знизу) 7

Характеристика функцiї 6
Характеристичне рiвняння 505,
529
Хiмiчнi реакцiї 485
– – другого порядку 487
– – першого порядку 485

Центр маси 292
Цiла рацiональна функцiя 23
Циркуляцiя векторного поля
313

Частинна похiдна першого по-
рядку функцiї 224
– сума числового ряду 375
Частиннi похiднi другого поряд-
ку функцiї 227
Частинний прирiст функцiї 224
– розв’язок диференцiального
рiвняння 458, 461, 497
Числовий ряд 375

Явно задана поверхня 325
Якобiан системи функцiй 272
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