
ПРИКАРПАТСЬКИЙ НАЦIОНАЛЬНИЙ УНIВЕРСИТЕТ
IМЕНI ВАСИЛЯ СТЕФАНИКА

Кафедра фiзики i хiмiї твердого тiла

Возняк О.М., Горiчок I.В., Никируй Л.I.

Моделювання станiв одновимiрних потенцiалiв довiльної
форми методами трансфер-матрицi.

Навчальнi матерiали з пiдготовки фахiвцiв за магiстерською
програмою зi спецiальностей 104 - "фiзика та астрономiя"та 105 -

"прикладна фiзика i наноматерiали"

IВАНО-ФРАНКIВСЬК - 2019



Змiст
1 Вступ 3

1.1 Тунелювання через прямокутний потенцiальний бар’єр . . 3
1.2 Розсiювання δ - потенцiальною ямою . . . . . . . . . . . . . 6

2 Метод матрицi переносу 8
2.1 Формалiзм матрицi переносу . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2 Метод матрицi переносу для рiвняння Шредингера . . . . . 11

2.2.1 Матриця переносу для постiйного потенцiала . . . . 13
2.2.2 Задача на власнi значення для матрицi переносу . . 14
2.2.3 Чисельна реалiзацiя методу матрицi переносу для

потенцiалiв довiльної форми . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Метод аналiтичної трансфер-матрицi 16
3.1 Введення трансфер-матрицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Приклад 1. Частинка у асиметричнiй прямокутнiй потен-

цiальнiй ямi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.3 Частинка у потенцiальнiй ямi довiльної форми . . . . . . . 20

4 Застосування методу аналiтичної трансфер-матрицi до ту-
нельного подолання потенцiальних бар’єрiв 27
4.1 Тунелювання через прямокутний потенцiальний бар’єр . . 27
4.2 Тунелювання через потенцiальний бар’єр довiльної форми 29

5 Застосування методу аналiтичної трансфер-матрицi до за-
дачi розсiювання потенцiальними ямами 33
5.1 Розсiювання прямокутною потенцiальною ямою . . . . . . . 33
5.2 Розсiювання ямою довiльної форми . . . . . . . . . . . . . . 35

2



1 Вступ
Прогрес розвитку твердотiльної електронної технiки i, зокрема, перехiд
вiд мiкроелектронiки до наноелектронiки на основi нових матерiалiв i те-
хнологiй, вимагає якiсної змiни наших уявлень про механiзми явищ, що
визначають роботу пристроїв i приладiв. Технологiчнi i технiчнi процеси
тепер вiдбуваються в областi таких малих просторових масштабiв, що
визначальними стають квантово-механiчнi закономiрностi, якi характе-
ризують структуру i поведiнку енергетичного спектра i хвильових фун-
кцiй електронiв та iнших елементарних збуджень у речовинi. Тому тепер
ясне i глибоке розумiння квантових методiв стає необхiдним для iнжене-
рiв, залучених у складнi й тонкi високотехнологiчнi процеси. Проектува-
ння i розробка систем управлiння рiзними пристроями наноелектронiки
вимагають глибоких навичок в областi теоретичних розрахункiв i засно-
ваного на них якiсного аналiзу виду електронних спектрiв i хвильових
функцiй в квантових структурах.

1.1 Тунелювання через прямокутний потенцiальний
бар’єр

Розглянемо рух частинки для одновимiрного випадку з потенцiальною
енергiєю

V (x) =


0 x < 0,
V0 0 ≤ x ≤ h,
0 x > h.

Рис. 1: Прямокутний потенцiальний бар’єр.

3



За умови E > 0 i E > V0, хвильова функцiя у видiлених трьох iнтер-
валах є такою

ψ(x) =

{ ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)

=

{ a1 exp(ik1x) + b1 exp(−ik1x) x < 0,
a2 exp(ik2x) + b2 exp(−ik2x) 0 < x < h,
a3 exp(ik1x) x > h,

де k1 =
√
2mE/~ i k2 =

√
2m(E − V0)/~. Граничнi умови у точках x = 0

i x = h для хвильової функцiї та її похiдної дають

ψ1(x = 0) = ψ2(x = 0),

ψ
′

1(x = 0) = ψ
′

2(x = 0),

ψ2(x = a) = ψ3(x = a),

ψ
′

2(x = a) = ψ
′

3(x = a).

Пiдставивши явний вигляд хвильових функцiй, одержуємо систему рiв-
нянь 

a1 + b1 = a2 + b2,
k1(a1 − b1) = k2(a2 − b2),
a2e

ik2h + b2e
−ik2h = a3e

ik1h,
k2(a2e

ik2h + b2e
−ik2h) = k1e

ik1h.

Введемо позначення b1/a1 = A, a2/a1 = B, b2/a1 = B
′ i a3/a1 = c. Тодi

1 + A = B +B
′
,

k1
k2
(1− A) = B −B

′
,

Beik2h +B
′
e−ik2h) = Ceik1h,

k2
k1
(Beik2h −B

′
e−ik2h) = Ceik1h.

Додавши трете рiвняння до четвертого та вiднявши вiд третього рiвня-
ння четверте, знайдемо

B =
C

2

(
1 +

k1
k2

)
ei(k1−k2)h,

B
′
=
C

2

(
1− k1

k2

)
ei(k1+k2)h.

Пiдставивши B i B′ у першi два рiвняння, знайдемо

C =
e−ikh

cos(k2h)− i
2

(
k1
k2

+ k2
k1

)
sin(k2h)

. (1)
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Тепер, iмовiрнiсть проходження частинки, буде визначатися виразом

T =
1

1 +
(
k2
k1

+ k1
k2

)2
sin2(k2h)

4

=
1

1 +
V 2
0 2

4E(E−V0) sin
2(k2h)

(2)

Iз виразу для T видно, що при k2h = nπ, (n = 1, 2, ...) T = 1 i стани з
такою енергiєю, називають резонансними. З умови резонансу одержуємо

k22 =
π2

h2
n2,

Звiдси

E = V0 +
~2

2m

(π
h

)2
n2.

Отже, якщо E = En, то T = 1 i цi значення енергiї спiвпадають iз енер-
гетичними рiвнями частинки у безмежно глибокiй прямокутнiй потенцi-
альнiй ямi, шириною h.

Рис. 2: Залежнiсть iмовiрностi проходження вiд енергiї для прямокутного
потенцiального бар’єра mh2V/~2 = 12.

Зазначимо, що такий самий вираз для коефiцiєнта проходження одер-
жується i у випадку прямокутної потенцiальної ями з аналогiчними ха-
рактеристиками (ширина, глибина) та при енергiях E > 0.
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1.2 Розсiювання δ - потенцiальною ямою

Розглянемо потенцiал ”нульового розмiру”, а саме δ-потенцiал

V (x) = −V0δ(x). (3)

Рiвняння Шредингера для такого потенцiала набуває вигляду[
− ~2

2m

d2

dx2
− V0δ(x)

]
ψ(x) = Eψ(x). (4)

Розглянемо розв’язок цього рiвняння за умови E > 0. При x < 0 рiвняння
Шредингера набуває вигляду

d2

dx2
ψ(x) = −2m

~2
Eψ(x) = −k2ψ(x), (5)

а його розв’язком є
ψ(x) = Aeikx +Be−ikx

При x > 0, те ж саме рiвняння Шредингера має розв’язок

ψ(x) = Feikx +Ge−ikx

Розрахунок коефiцiєнтiв вiдбивання i проходження приводить до таких
результатiв

R =
|B|2

|A|2
=

1

1 + 2~2E/mV 2
0

,

T =
|F |2

|A|2
=

1

1 +mV 2
0 /2~2E

.

Недолiком δ - потенцiала є те, що вiн не має розмiру i цим суттєво
вiдрiзняється вiд будь-якого фiзичного потенцiала. Фiзичнi потенцiали
мають скiнчений радiус дiї i для них можливими є такi процеси розсi-
ювання, для яких довжина хвилi падаючих частинок буде меншою вiд
радiуса дiї потенцiала. Можливi також i резонанси, для яких цiле число
пiвхвиль точно покриває лiнiйний розмiр областi дiї потенцiала коли,
як наслiдок, можуть виникати стоячi хвилi. Усi процеси такого типу, в
принципi, не можуть вiдбуватися для δ - потенцiала, радiус дiї якого -
нульовий.
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Проте i для δ - потенцiала можна штучно ввести характерний розмiр,
узагальнивши його. З цiєю метою розглядають систему, що мiстить два δ
- потенцiали, вiдокремлених один вiд одного скiнченою вiдстанню. Тобто,
V (x) виберемо таким

V (x) = −1

2
V0

[
δ
(
x− a

2

)
+ δ

(
x+

a

2

)]
. (6)

Для того щоб ”сила” подвiйного δ - потенцiала була такою ж, як i оди-
нарного, слiд вважати, що ”сила” кожного δ - потенцiала зокрема рiвна
1/2 U0. Цей потенцiал переходить у δ - потенцiал при a = 0.

В околi значення енергiї E0, вираз для амплiтуди розсiювання можна
записати, як

fl(θ) =
1

k

1
2
eilθΓ

(E − E0) +
1
2
iΓ
, (7)

де fl(θ) – вклад у амплiтуду розсiювання вiд парцiальної хвилi, що при-
зводить до резонансу. Цей вираз дає типову форму резонансної кривої,
для якої Γ – пiвширина резонансу.

У багатьох задачах зустрiчається ситуацiя, коли функцiя V (x) − E
змiнює знак або має точки розривiв (сама, або її похiднi), але мiж осо-
бливими точками xj i xj−1 є неперервною. Розв’язок задачi, у таких ви-
падках, ускладнюється, а у випадку довiльного профiлю V (x) i взагалi,
неможливий в аналiтичному виглядi.

Рис. 3: Прямокутний потенцiальний бар’єр складної форми.

Саме у таких випадках може допомогти спецiально розроблена мето-
дика матриць переносу, оскiльки i у цьому випадку потенцiал довiльної
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форми можна апроксимувати сукупнiстю прямокутних потенцiальних
бар’єрiв.

Рис. 4: Бар’єр довiльної форми

2 Метод матрицi переносу

2.1 Формалiзм матрицi переносу

Рiзнi варiацiї методу матриць переносу вже давно використовуються для
опису поширення електромагнiтних хвиль у неоднорiдних оптичних сере-
довищах i в лiнiях передачi, для опису розв’язкiв рiвняння Шредингера
на межi подiлу середовищ у теорiї напiвпровiдникових надграток, для
пружних i спiнових хвиль та опису квазiчастинок Боголюбова у надпро-
вiдниках. У вiдмiчених задачах переважно розглядаються середовища
iз кусково-постiйними характеристиками, а матрицi переносу побудованi
у базисi кусково-експоненцiальних частинних розв’язкiв. Побудова ма-
триць переносу iз точних фундаментальних розв’язкiв створює додатко-
вi можливостi як для аналiтичного опису систем, так i для пiдвищення
точностi розрахункiв при кусково-постiйних апроксимацiях.
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Зазначимо, що з точки зору теорiї диференцiальних рiвнянь, матри-
цi переносу пов’язанi iз т.з. матрицiантом диференцiального хвильового
рiвняння.

Спочатку розглянемо загальний пiдхiд до введення матриць переходу
для диференцiальних рiвнянь загального вигляду. Розглянемо диферен-
цiальне рiвняння n-го порядку

ψ(n)(x) + a1ψ
(n−1)(x) + ...+ an−1ψ

′
(x) + anψ(x) = 0,

яке можна представити еквiвалентною системою n диференцiальних рiв-
нянь першого порядку

dψ1

dx
= A11ψ1 + A12ψ2 + ...+ A1nψn,

dψ2

dx
= A21ψ1 + A22ψ2 + ...+ A2nψn,

...........................................................

dψn
dx

= An1ψ1 + An2ψ2 + ...+ Annψn.

Або у матричнiй формi
dψ⃗

dx
= Âψ⃗,

де ψ⃗ = (ψ1, ψ2, ..., ψn) – матриця-стовпець iз n елементiв,

Â =


A11 A12 . . . A1n

A12 A22 . . . A2n

. . . . . .
A1n A2n . . . Ann


– динамiчна матриця, або матриця Вронського.

Якщо ψj(x) – лiнiйно незалежнi розв’язки дифрiвняння, то будь-який
розв’язок цього рiвняння ψ(x) можна задати значеннями ψ(xj) у N то-
чках xj. Зручно встановити значення початкових умов у однiй точцi
x0 = 0, використовуючи похiднi ⃗ψ(0) =col(ψ(0), ψ′

(0), ..., ψn−1(0)). Тодi

ψ⃗(x) = M̂xψ⃗(0),

де ⃗ψ(x) =col(ψ(x), ψ′
(x), ..., ψn−1(x)),

а M̂x = {Mij}, (i, j = 1, 2, ..., n) – матриця переносу вiд x0 до x. Зокрема,
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елементи першого рядка Mij, дають

ψ(x) =
n∑
j=1

M1j(x)ψ
(j−1)(0),

а
M1j =

Wj

W0

,

де W0 є значенням при x = x0 вронскiана

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(x) ψ2(x) . . . ψn(x)
ψ

′
1(x) ψ

′
2(x) . . . ψ

′
n(x)

. . . . . .

ψ
(n−1)
1 (x) ψ

(n−1)
2 (x) . . . ψ

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
аWj знайдений iзW0 замiною рядкових елементiв на ψ1(x), ψ2(x), ..., ψn(x).

Застосуємо наведенi мiркування до одновимiрного стацiонарного рiв-
няння Шредингера

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x),

яке можна переписати у виглядi системи двох рiвнянь першого порядку{
ψ

′
(x) = dψ(x)

dx
,

dψ
′
(x)

dx
+ 2m

~2 (E − V (x))ψ(x) = 0.

Або у iнших позначеннях{
ψ

′
(x) = dψ(x)

dx
,

dψ
′
(x)

dx
+ k2(x)ψ(x) = 0.

Фундаментальна система розв’язкiв цiєї системи мiстить два незале-
жних частинних розв’язки ψ1(x) i ψ2(x), а її загальний розв’язок є їх
лiнiйною комбiнацiєю

ψ(x) = C1ψ1(x) + C2ψ2(x),

де C1 i C2 – довiльнi сталi. Цi сталi i спектр власних енергiї E визнача-
ються крайовими умовами задачi. Хвильова функцiя ψ(x) повинна бути
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однозначною i неперервною, а її перша похiдна неперервна на iнтервалi
неперервностi потенцiала V (x) та у точках розриву першого роду функцiї
V (x). У точках розриву другого роду V (x), може спостерiгатися розрив
похiдної dψ/dx вiд хвильової функцiї. У точках розриву V (x) завжди
буде iснувати розрив другої похiдної хвильової функцiї d2ψ/dx2.

Для потенцiала довiльної форми, частиннi розв’язки ψ1(x) i ψ2(x),
у загальному випадку, не виражаються через елементарнi функцiї, що i
становить найбiльшу складнiсть розв’язку стацiонарного рiвняння Шре-
дингера. Тому, для аналiзу вигляду хвильової функцiї та енергетично-
го спектра, часто застосовують замiну справжньої потенцiальної фун-
кцiї V (x) якоюсь простiшою модельною функцiєю, наприклад кусково-
постiйною функцiєю.

2.2 Метод матрицi переносу для рiвняння Шредин-
гера

Продиференцiювавши загальний розв’язок рiвняння Шредингера, одер-
жимо для довiльної точки x два спiвввiдношення

ψ(x) = C1ψ1(x) + C2ψ2(x),

ψ
′
(x) = C1ψ

′

1(x) + C2ψ
′

2(x),

де ψ′
= dψ/dx. Наведенi спiввiдношення можна записати у матричнiй

формi (
ψ(x)
ψ

′
(x)

)
= Ŵ (x)

(
C1

C2

)
, (8)

де

Ŵ (x) =

(
ψ1(x) ψ2(x)
ψ

′
1(x) ψ

′
2(x)

)
.

Матрицю Ŵ (x) називають матрицею Вронського, а її визначник – врон-
скiаном. Подiбнi спiввiдношення можна записати i для iншої точки a
(наприклад a < x) (

ψ(a)
ψ

′
(a)

)
= Ŵ (a)

(
C1

C2

)
.

Iз останнього спiввiдношення виразимо вектор-стовпчик сталих(
C1

C2

)
= Ŵ−1(a)

(
ψ(a)
ψ

′
(a)

)
,
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де Ŵ−1(a) – обернена матриця Вронського у точцi a

Ŵ−1(a) =
1

det(W (a))

(
ψ

′
2(x) −ψ2(x)

−ψ′
1(x) ψ2(x)

)
.

А пiдставивши вираз для вектор-стовпчика сталих у (8), одержимо(
ψ(x)
ψ

′
(x)

)
= M̂(x, a)

(
ψ(a)
ψ

′
(a)

)
, (9)

де
M̂(x, a) = Ŵ (x)Ŵ−1(a). (10)

Матрицю M̂(x, a) називають трансфер-матрицею або матрицею переносу
iз точки a у точку x. Вона пов’язує вектор-стовпчики, утворенi iз ψ(x) i
ψ

′
(x) у двох точках a i x й виражається через значення фундаментальних

розв’язкiв ψ1(x) i ψ2(x) та їх похiдних у точках a i x.
Очевидно, що матриця переносу у зворотному напрямку iз x у a, є

оберненою матрицею до M̂(x, a), тобто

M̂(x, a) = M̂−1(a, x).

Зазначимо, також, що матрицю переносу можна побудувати, грунту-
ючись на будь-якiй фундаментальнiй системi розв’язкiв рiвняння Шре-
дингера, а вигляд не залежить вiд вибору цiєї системи.

У деяких задачах виникає ситуацiя, коли або сама функцiя V (x)−E,
або її похiдна у деяких точках xj, має розриви, причому мiж двома су-
сiднiми точками, лiнiйно незалежнi розв’язки вiдомi i мають аналiтичну
форму ψ1j(x) i ψ2j(x). Тодi, для промiжку xj−1 < x < xj, загальний
розв’язок ψj(x) можна записати

ψj(x) = C1jψ1j(x) + C2jψ2j(x).

Граничними умовами для зшивання кускових розв’язкiв, є вимога непе-
рервностi самої хвильової функцiї, а також її похiдної. Причому, вико-
ристання матриць переносу при побудовi повного розв’язку на всьому
iнтервалi змiни x дає змогу обiйтится без промiжного визначення коефi-
цiєнтiв C1j i C2j та використати матрицю переносу M̂(x, a), у якiй оста-
ння рiвна послiдовному добутку матриць M̂(xj, xj−1) для яких iндекс j
зростає справа налiво

M̂(x, a) =
n∏
j=1

M̂(xj, xj−1), x0 = a, xn = x.

12



Формули (9) i (10) не мiстять наближень i принципово дають змогу одер-
жати точний розв’язок, оскiльки вони є просто переформулюванням рiв-
няння Шредингера. Проте, у переважнiй бiльшостi випадкiв залежно-
стей V (x), аналiтичнi вирази для фундаментальних розв’язкiв ψ1(x) i
ψ2(x) – невiдомi. Тому, для знаходження розв’язку задачi можна ско-
ристатися модельним наближенням потенцiала V (x), наприклад, засто-
сувати апроксимацiю потенцiала кусково-постiйною функцiєю iз рiзною
висотою прямокутних сходинок, використовуючи матрицi переносу для
прямокутних бар’єрiв та ям.

2.2.1 Матриця переносу для постiйного потенцiала

У найпростiшому випадку, коли на промiжку [a, x] потенцiал постiйний
V (x) = V = const, розв’язки на цьому промiжку мають вигляд

ψ1(x) =e
ikx,

ψ2(x) =e
−ikx,

якi описують бiжучi хвилi, хвильове число яких рiвне

k =

√
2m(E − V )

~2
.

При E > V , похiднi вiд хвильових функцiй рiвнi

ψ
′

1(x) =ike
ikx,

ψ
′

2(x) =− ike−ikx,

а матрицi Вронського, пряма W (x) i зворотна W−1(x), є такими

Ŵ (x) =

(
eikx e−ikx

ikeikx −ike−ikx
)
,

Ŵ−1(x) =
1

2k

(
ike−ikx e−ikx

ikeikx −eikx
)
,

що дає таку матрицю переносу

M̂(x, a) =

(
cos(k(x− a)) 1

k
sin(k(x− a))

−k sin(k(x− a)) cos(k(x− a))

)
.

13



Якщо ширину iнтервалу x− a позначити через h, матриця переносу на-
буває простiшого вигляду, який буде зручнiшим при подальшому засто-
суваннi до потенцiалiв складного профiлю

M̂(x, a) =

(
cos(kh) 1

k
sin(kh)

−k sin(kh) cos(kh)

)
.

Матриця переносу у зворотному напрямку має вигляд

M̂(a, x) =

(
cos(kh) − 1

k
sin(kh)

k sin(kh) cos(kh)

)
.

За умови E < V , величина k стає чисто уявною, тобто

k = iκ.

У цьому випадку матриця переносу набуває вигляду

M̂(x, a) =

(
cosh(κh) 1

κ
sinh(κh)

κ sinh(κh) cosh(κh)

)
,

де κ =
√
2m(V − E)/~2. У цьому випадку, матриця переносу у зворотно-

му напрямку набуває вигляду

M̂(a, x) =

(
cosh(κh) − 1

κ
sinh(κh)

−κ sinh(κh) cosh(κh)

)
.

Для перiодичних систем матриця переносу, за умови розбивання на
шари однакової ширини h, має вигляд

M̂(nh) =
[
M̂(h)

]n
=

(
cos(nk(x− a)) 1

k
sin(nk(x− a))

−k sin(nk(x− a)) cos(kn(x− a))

)
,

що суттєво спрощує розв’язок вiдповiдної задачi.

2.2.2 Задача на власнi значення для матрицi переносу

Розглянемо модельний кусково-постiйний потенцiал, який апроксимує
реальний потенцiал складного профiлю на промiжку [x0, x]. У полi такого
потенцiала дискретний спектр виникає у випадку, якщо квантова систе-
ма має достатньо глибокi потенцiальнi ями, дно яких є значно нижче вiд
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асимптотичних значень потенцiальної енергiї на нескiнченностi V (±∞).
Тобто при |x| → ±∞ виконується нерiвнiсть V (x) > E, i, нехай x0 –
крайня лiва, а xn – крайня права точка особливостей функцiї V (x)− E.
Запишемо рiвняння (9) для i = 0 i j = n+ 1(

ψn+1(xn)
ψ

′
n+1(xn)

)
= M̂(xn, x0)

(
ψ0(x0)
ψ

′
n(xn)

)
. (11)

Позначимо розв’язок, що зростає злiва вiд x0 при x→ −∞, як ψ2,0(x), а
розв’язок який зростає справа вiд xn при x→ +∞, як ψ2,n+1(x). Граничнi
умови, якi ставлять вимогу спадання ψi(x) при x → ±∞, задовольняю-
ться вимогою перетворення в нуль коефiцiєнтiв перед ними, тобто

C2,0 = 0,

C2,n+1 = 0.

Враховуючи цей результат рiвняння (11) набуває вигляду

C1,n+1

(
ψ1,n+1(xn)
ψ

′
1,n+1(xn)

)
= M̂(xn, x0)C1,0

(
ψ1,0(x0)
ψ

′
1,0(x0)

)
. (12)

Або у розгорнутому виглядi

C1,n+1ψ1,n+1(xn)− (M11ψ1,0(x0) +M12ψ
′

1,0(x0))C10 = 0,

C1,n+1ψ
′

1,n+1(xn)− (M21ψ1,0(x0) +M22ψ
′

1,0(x0))C10 = 0,
(13)

де Mij = M(x0, xn)ij, (i, j = 1, 2) – елементи матрицi переходу iз x0 у
xn.

Оскiльки система (13) є системою однорiдних рiвнянь, то її нетривi-
альнi роз’язки iснують лише за умови рiвностi нулю її визначника, що не-
можливо при довiльних значеннях хвильового числа, а лише при деяких

вибраних його значеннях. Хвильове ж число k =
√

2m(E−V )
~2 пов’язане iз

енергiєю системи, тому прирiвнюючи до нуля визначник цiєї системи рiв-
нянь, ми одержуємо рiвняння для спектру власних значень енергiї. Цьо-
му рiвнянню вiдповiдає матрична форма, яку можна одержати, домно-
живши рiвняння (12) злiва на вектор-рядок (ψ

′
1,n+1(xn+1),−ψ1,n+1(xn+1)).

Тодi

(ψ
′

1,n+1(xn+1),−ψ1,n+1(xn+1))M̂(xn, x0)

(
ψ1,0(x0)
ψ

′
1,0(x0))

)
= 0.

15



2.2.3 Чисельна реалiзацiя методу матрицi переносу для потен-
цiалiв довiльної форми

Оскiльки, матриця переносу для квантово-механiчної системи з потенцi-
алом довiльної форми є добутком матриць переносу усiх шарiв, на якi
подiлений промiжок [x0, xn], то запишемо

M̂(xn, x0) =
n∏
j=1

M̂(xj, xj−1).

З одного боку, результат числового розрахунку буде тим точнiшим, чим
на бiльшу кiлькiсть шарiв ми розiб’ємо промiжок на якому потенцiал вiд-
мiнний вiд нуля. З iншого боку, при зростаннi кiлькостi шарiв зростає i
кiлькiсть спiвмножникiв при перемножуваннi матриць, що спричиняє на-
ростання похибки розрахунку при роботi вiдповiдної комп’ютерної про-
грами. З цього огляду, завжди iснує обмеження на можливiть одержання
необхiдної точностi розв’язку для цiлих класiв задач.

3 Метод аналiтичної трансфер-матрицi

3.1 Введення трансфер-матрицi

Окрiм розглянутої теорiї матрицi переносу, в задачах поширення еле-
ктромагнiтних хвиль у неоднорiдних середовищах вже давно використо-
вується видозмiнений варiант цього пiдходу [5], який, до того ж, має ряд
переваг. Розглянемо вказаний пiдхiд стосовно потенцiала V (x) довiльної
форми. Для цього роздiлимо промiжок, у якому потенцiал вiдмiнний вiд
нуля мiж x = 0 i x = s на l iнтервалiв, ширина яких hj = xj − xj−1 (j =
1, 2, ... , l) є тим меншою чим бiльшим є l. При великих l, потенцiал на
кожному з iнтервалiв iз достатньою точнiстю можна вважати постiйним
i рiвним

Vj = V

(
xj−1 + xj

2

)
(j = 1, 2, ... , l).

Хвильова функцiя ψj(x) на кожному iнтервалi задовольняє рiвняння
Шредингера

d2ψj(x)

dx2
+ k2jψj(x) = 0 (j = 1, 2, ... , l), (14)
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Рис. 5: Потенцiальна яма довiльної форми.

де k2j = 2m(E − Vj)/~2. Граничнi умови на межi x = xj−1 мiж j − 1 та j
iнтервалами, що є наслiдком умови неперервностi хвильової функцiї та
її першої похiдної, мають вигляд(

ψj(xj−1)
ψ

′
j(xj−1)

)
=

(
ψj−1(xj−1)
ψ

′
j−1(xj−1)

)
. (15)

На j-му iнтервалi хвильова функцiя та її перша похiдна на обох ме-
жах пов’язанi мiж собою за допомогою трансфер-матрицi. Оскiльки, хви-
льова функцiя та її похiдна на j-границi пов’язана iз хвильовою функцi-
єю та її похiдною на (j − 1)- границi, то можна записати таке матричне
рiвняння (

ψj(xj)
ψ

′
j(xj)

)
= M̂j

(
ψj−1(xj−1)
ψ

′
j−1(xj−1)

)
. (16)
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3.2 Приклад 1. Частинка у асиметричнiй прямоку-
тнiй потенцiальнiй ямi

Розглянемо одновимiрну потенцiальну яму iз таким потенцiалом (рис.6)

V (x) =

{ V0 x < 0,
V1 0 < x < h,
V2 x > h.

Рис. 6: Асиметрична прямокутна потенцiальна яма.

При енергiї V1 < E < V0 < V2 у ямi iснують зв’язанi стани, якi опису-
ються такими хвильовими функцiями

ψ(x) =


ψ0(x)
ψ1(x)
ψ2(x)

=


A0 exp(κ0x) x < 0,
A1 exp(ik1x) +B1 exp(−ik1x) 0 < x < h,
A2 exp(−κ2x) x > h.

де

κ20 = 2m(V0 − E)/~2,
κ22 = 2m(V2 − E)/~2,
k21 = 2m(E − V1)/~2.
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Матричне рiвняння для асиметричної прямокутної потенцiальної ями
має такий вигляд(

ψ0(0)
ψ

′
0(0)

)
=

(
cos(kjh) − 1

kj
sin(kjh)

kj sin(kjh) cos(kjh)

)(
ψ2(h)
ψ

′
2(h)

)
, (17)

де

ψ0(x) =A0 exp(κ0x) x < 0,

ψ2(x) =A2 exp(−κ2x) x > h.

Оскiльки (
ψ0(0)
ψ

′
0(0)

)
= ψ0(0)

(
1
P0

)
= A0

(
1
κ0

)
(18)

де P0 = ψ
′
0/ψ0,

враховуючи, що(
−κ0ψ0(0) ψ0(0)

)( ψ0(0)
κ0ψ0(0)

)
=
(
−κ0 1

)( 1
κ0

)
= 0 (19)

та домноживши матричне рiвняння (17) на (18), скротивши його на A0

та використавши умову (19), одержуємо

(κ0 + κ2) cos(k1h) = (k1 −
κ0κ2
k1

) sin(k1h).

Або

tan(k1h)) =
κ0
k1

+ κ2
k1

1− κ0
k1

κ2
k1

. (20)

Використавши вiдому iз тригонометрiї формулу

arctan

(
x+ y

1− xy

)
= mπ + arctan(x) + arctan(y), (21)

одержуємо

k1h = mπ + arctan

(
κ0
k1

)
+ arctan

(
κ2
k1

)
. (22)

Останнє рiвняння є дисперсiйним рiвнянням, розв’язуючи яке можна
знайти енергетичний спектр частинки у потенцiальнiй ямi, у якому m
(m=1, 2, ...) нумерує енергетичнi рiвнi у ямi. Рiвняння (20) не дуже зру-
чне для чисельного розв’язку, оскiльки треба шукати вiдразу кiлька його
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Рис. 7: Стацiонарнi стани у асиметричнiй потенцiальнiй ямi.

коренiв. Рiвняння ж (22) є трансцендентним рiвнянням i враховує бага-
тозначнiсть обернених тригонометричних функцiй. Тому його чисельний
розв’язок, що залежить вiд параметра m, якщо вiн iснує, простiше зна-
йти iз заданою точнiстю [6].

Для симетричної ями V2 = V0 i κ2 = κ0 рiвняння (22) зводиться до

arctan

(
κ0
k1

)
=
nπ − k1h

2
. (23)

Ввiвши змiнну ξ = k1h
2

, приходимо до рiвняння

tan(ξ) = γξ

для парних m, або
cot(ξ) = γξ

для непарних m, якi зазвичай, наводять у пiдручниках з квантової ме-
ханiки, їх розв’язки вiдшукують графiчно.

3.3 Частинка у потенцiальнiй ямi довiльної форми

Розглянемо частинку з енергiєю E у одновимiрнiй потенцiальнiй ямi,
зображенiй на рисунку 1. Класичнi точки повороту xt1 i xt2 визначають
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як точки, в яких потенцiальна енергiя дорiвнює енергiї частинки E =
V (xt) (рис.5).

Рис. 8: Стацiонарнi стани у потенцiальнiй ямi довiльної форми.

Хвильова функцiя є осцилюючою мiж двома точками повороту i екс-
поненцiально спадає за ними. Приймемо також, що при x < xC , V (x) =
VC , а при x > xD, V (x) = VD. Тому, хвильовi функцiї у цих областях
будуть такими

ψC(x) = AC exp[κC(x− xC)] (x < xC), (24)

ψD(x) = AD exp[κD(x− xD)] (x > xD). (25)

де

κC =

√
2m

~2
(VC − E),

κD =

√
2m

~2
(VD − E).

(26)

Якщо розбити три iнтервали (xC , xt1), (xt1 , xt2) i (xt2xD)) на l, m i n
шарiв однакової ширини, то при h → 0, це розбиття вiдтворить непе-
рервний потенцiал V (x). Тепер можна записати для кожного iз шарiв
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вiдповiдну трансфер-матрицю, а з її допомогою таке матричне рiвняння(
ψC(xC)
ψ

′
C(xC)

)
=

[
l∏

i=1

M̂i

][
l+m∏
j=l+1

M̂j

][
l+m+n∏
k=l+m+1

M̂k

](
ψD(xD)
ψ

′
D(xD)

)
, (27)

у якому три види трансфер-матриць задаються так

M̂i

(
cosh(κih)

1
κi
sinh(κih)

−κi sinh(κih) cosh(κih)

)
(i = 1, 2, .., l), (28)

M̂j

(
cos(kjh)

1
kj
sin(kjh)

−kj sin(kjh) cos(kjh)

)
(j = l + 1, l + 2, .., l +m), (29)

M̂k

(
cosh(κkh)

1
κk

sinh(κkh)

−κk sinh(κkh) cosh(κkh)

)
(k = l+m+1, l+m+2, .., l+m+n). (30)

Вiдповiднi хвильовi числа мають вигляд

κi =

√
2m

~2
(Vi − E),

kj =

√
2m

~2
(E − Vj),

κk =

√
2m

~2
(Vk − E).

(31)

Рiвняння на власнi значення для цього матричного рiвняння матиме ви-
гляд

(
−PC 1

) [ l∏
i=1

M̂i

][
l+m∏
j=l+1

M̂j

][
l+m+n∏
k=l+m+1

M̂k

](
1

−PD

)
= 0. (32)

Якщо у цьому рiвняннi спочатку розрахувати внески вiд
[∏l

i=1 M̂i

]
i[∏l+m+n

k=l+m+1 M̂k

]
, то за умови, що цi вклади будуть вiдмiнними вiд нуля,

рiвняння (32) спрощується i набуває вигляду

(
−Pl−1 1

) [ l+m∏
j=l+1

M̂j

](
1

Pl+m+1

)
= 0. (33)
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Величини Pi та Pk можна визначити, записавши рiвняння для власних
значень для i-го з промiжку [xC , xt1 ] та k-го з промiжку [xt2 , xD] шарiв

(
−κi 1

)( cosh(κih)
1
κi
sinh(κih)

−κi sinh(κih) cosh(κih)

)(
1

−κi+1

)
= 0, (34)

i (
−κk 1

)( cosh(κkh)
1
κk

sinh(κkh)

−κk sinh(κkh) cosh(κkh)

)(
1

−κk+1

)
= 0. (35)

Тодi

Pi =κi
sinh(κih) +

Pi−1

κi
cosh(κih)

cosh(κih) +
Pi−1
κi

sinh(κih)
(i = 1, 2, ..., l),

P0 =PC .

(36)

i

Pk = κk
sinh(κkh) +

Pk+1

κk
cosh(κkh)

cosh(κkh) +
Pk+1
κk

sinh(κkh)
(i = l +m+ 1, l +m+ 2, ..., l +m+ n),

Pl+m+n+1 = PC .

(37)

Рiвняння (36) i (37) є двома рекурсивними спiввiдношеннями. Iз пер-
шого з них (36) взявши за PC = P0, можна знайти P1, P2, ..., Pl. З другого
рiвняння (37), взявши за PD = Pl+m+n+1, можна знайти Pl+m, Pl+m+1, ..., Pl+m+n−1.

Записавши рiвняння на власнi значення для j-го шару всерединi ями,
одержимо

( −ψ′
(xj) ψ(xj) )

(
ψ(xj)
ψ

′
(xj)

)
= ( −ψ′

(xj) ψ(xj)) M̂j

(
ψ(xj−1)
ψ

′
(xj−1)

)
= 0

та ввiвши позначення Pj = ψ
′
(xj)/ψ(xj) одержимо

Pj = kj

Pj−1

kj
cos(kjh)− sin(kjh)

cos(kjh) +
Pj−1
kj

sin(kjh)
(j = l + 1, l + 2, ..., l +m). (38)

Або

tan(kjh) =

Pj−1

kj
− Pj

kj

1 +
Pj

kj

Pj−1

kj

, (39)
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а

kjh = arctan

( Pj−1

kj
− Pj

kj

1 +
Pj

kj

Pj−1

kj

)
. (40)

Використавши тотожнiсть

arctan

(
x− y

1 + xy

)
= nπ + arctan(x)− arctan(y),

одержимо

kjh = njπ+arctan

(
Pj−1

kj

)
−arctan

(
Pj
kj

)
, (j = l+1, l+2, ..., l+m). (41)

Перепишемо одержаний вираз у такому виглядi

kjh+arctan

(
Pj−1

kj−1

)
− arctan

(
Pj−1

kj

)
= njπ + arctan

(
Pj−1

kj−1

)
− arctan

(
Pj
kj

)
(j = l + 1, l + 2, ..., l +m).

(42)

Розгорнувши цi рiвняння по j, одержимо таку систему рiвнянь

kl+1h+ arctan

(
Pl
kl

)
− arctan

(
Pl
kl+1

)
= nl+1π + arctan

(
Pl
kl

)
− arctan

(
Pl+1

kl

)
,

................................................................................................................................

kj−1h+ arctan

(
Pj−1

kj−2

)
− arctan

(
Pj−2

kj−1

)
= nj−1π + arctan

(
Pj−2

kj−2

)
− arctan

(
Pj−1

kj−1

)
,

kjh+ arctan

(
Pj−1

kj−1

)
− arctan

(
Pj−1

kj

)
= njπ + arctan

(
Pj−1

kj−1

)
− arctan

(
Pj
kj

)
,

kj+1h+ arctan

(
Pj
kj

)
− arctan

(
Pj
kj+1

)
= nj+1π + arctan

(
Pj
kj

)
− arctan

(
Pj+1

kj+1

)
,

..................................................................................................................................

kl+mh+ arctan

(
Pl+m−1

kl+−2

)
− arctan

(
Pl+m−1

kl+m

)
= nl+mπ + arctan

(
Pl+m−1

kl+m−1

)
−

arctan

(
Pl+m
kl+m

)
.
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Пiдсумувавши цi рiвняння по всiх j, одержимо

l+m∑
j=l+1

kjh+
l+m−1∑
j=l+1

{
arctan

(
Pj−1

kj−1

)
− arctan

(
Pj−1

kj

)}
=

nπ + arctan

(
Pl
kl

)
− arctan

(
Pl+m
kl+m

)
.

(43)

Використовуючи визначення похiдної

d
(
arctan

(
P
k

))
dx

=
k dP − P dk

P 2 + k2

знайдемо, що

arctan

(
Pj+1

kj+1

)
− arctan

(
Pj+1

kj

)
=
kj∆Pj − Pj∆kj

P 2
j + k2j

.

Оскiльки ∆Pj = Pj+1 − Pj+1 = 0, то

arctan

(
Pj+1

kj+1

)
− arctan

(
Pj+1

kj

)
= − Pj∆kj

P 2
j + k2j

.

Тодi рiвняння (43) можна переписати у такому виглядi

l+m∑
j=l+1

kjh−
l+m−1∑
j=l+1

Pj∆kj
P 2
j + k2j

= nπ + arctan

(
Pl
kl

)
− arctan

(
Pl+m
kl+m

)
. (44)

Перейшовши до границi, коли n→ ∞, а h→ 0 одержуємо∫ xt2

xt1

k(x)dx−
∫ xt2

xt1

P (x)

P 2(x) + k2(x)
dk = nπ (n = 1, 2, ...). (45)

Другий iнтеграл можна перетворити, визначивши iз

P (x) = ψ
′
(x)/ψ(x)

похiдну вiд хвильової функцiї

ψ
′
(x) = P (x)ψ(x)
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та знайшовши її другу похiдну

ψ
′′
(x) = P

′
(x)ψ(x) + k2ψ(x).

Пiдставивши знайдену похiдну у рiвняння Шредингера, одержимо

P
′
(x)ψ(x) + Pψ

′
(x) + k2(x)ψ(x) = 0,

або подiливши одержане рiвняння на ψ(x), знайдемо

P
′
(x) + P 2(x) + k2(x) = 0, (46)

яке є т.з. рiвнянням Рiккатi. Рiвняння Рiккатi хоча i є рiвнянням першого
порядку, але воно – нелiнiйне вiдносно P (x). Визначивши iз рiвняння
Рiккатi P 2(x) + k2(x), та пiдставивши у другий iнтеграл рiвняння (45),
одержимо∫

P (x)

P 2(x) + k2(x)
dk =

∫
P (x)

P ′(x)
dk =

∫
P (x)

P ′(x)

dk(x)

dx
dx =

∫
P (x)

P ′(x)
k

′
(x)dx.

Тодi, дисперсiйне рiвняння (45) набуває вигляду∫ xt2

xt1

(
k(x)− P (x)

P ′(x)
k

′
(x)

)
dx = nπ (n = 1, 2, ...). (47)

Власнi значення енергiї можна розрахувати iз рiвняння (47), що є
рiвнянням на власнi значення багатошарової системи, яка апроксимує
потенцiал довiльної форми.

Зазначимо, що загальне хвильове число K(x) в рiвняннi (45) мiстить
iншу функцiю P (x) = ψ

′
(x)/ψ(x), яка виглядає як вiдношення похiдної

вiд розв’язку рiвняння Шредiнгера до самого розв’язку. Отже, щоби об-
числити вираз (45), треба мати вираз для P (x), для одержання якого
слiд спочатку розв’язати рiвняння (46). Насправдi, P (x) може бути пов-
нiстю визначено рiвнянням (38) без розв’язання рiвняння Шредiнгера.
Отже, рiвняння (45) є замкнутим виразом.
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4 Застосування методу аналiтичної трансфер-
матрицi до тунельного подолання потенцi-
альних бар’єрiв

4.1 Тунелювання через прямокутний потенцiальний
бар’єр

Розглянемо одновимiрну прямокутну потенцiальну яму, з потенцiалом
(рис.6)

V (x) =

{ V0 x < 0,
V1 0 < x < h,
V0 x > h.

Рис. 9: Прямокутний потенцiальний бар’єр

За умови V0 < E < V1 хвильова функцiя у видiлених трьох iнтервалах
є такою

ψ(x) =

{ ψ0(x)
ψ1(x)
ψ2(x)

=

{ A0 exp(ik0x) +B0 exp(−ik0x) x < 0,
A1 exp(−κ1x) +B1 exp(κ1x) 0 < x < h,
A2 exp(ik0x) x > h,

де

κ21 = 2m(V1 − E)/~2,
k20 = 2m(E − V0)/~2.
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Зазначимо, що A0 exp(ik0x) описує плоску хилю, що падає на бар’єр
злiва у областi x < 0, а B0 exp(−ik0x) вiдбиту вiд бар’єру хвилю у тiй
же ж областi. A1 exp(−κ1x) i B1 exp(κ1x) є загасаючими компонентами
хвилi всерединi бар’єра, що поширюються злiва направо та справа на-
лiво – вiдповiдно. При x > h хвиля, що пройшла описується виразом
A2 exp(ik0x).

Матричне рiвняння, що пов’язує хвильовi функцiї на двох границях
має такий вигляд(

ψ0(0)
ψ

′
0(0)

)
=

(
cosh(κ1h) − 1

κ1
sinh(κ1h)

−κ1 sinh(κ1h) cosh(κ1h)

)(
ψ2(h)
ψ

′
2(h)

)
, (48)

Вставивши явний вигляд хвильових функцiй при x = 0 i x = h рiвняння
для власних значень приводиться до вигляду(

−ik0 1−r1+r
1
)( cosh(κ1h) − 1

κ1
sinh(κ1h)

−κ1 sinh(κ1h) cosh(κ1h)

)(
1
ik0

)
= 0, (49)

де r = B0/A0. Перемноживши матрицi у останньому рiвняннi приходимо
до рiвняння

ik0

(
1− 1− r

1 + r

)
cosh(κ1h) = κ1

(
1 +

k20
κ21

1− r

1 + r

)
sinh(κ1).

Представивши гiперболiчнi функцiї експонентами перетворимо його до
виду

ik0
κ1

(
1− 1− r

1 + r

)
(eκ1h + e−κ1h) =

(
1 +

k20
κ21

1− r

1 + r
(eκ1h − e−κ1h)

)
,

звiдки знайдемо вираз для r

r =

(
1 +

k20
κ1

) (
1− e−2κ1h

)
(
1 + i k0

κ1

)2
e−2κ1h −

(
1− i k0

κ1

)2 .
Оскiльки

cos(arctan(x)) =
1√

1 + x2
,

sin(arctan(x)) =
x√

1 + x2
,
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то

1 +
k20
κ21

= e−2iφ01 ,

1 + i
k0
κ1

= e−4iφ01

де

φ0 = arctan

(
κ1
k0

)
.

Тодi

r =
B0

A0

=
e−2iφ01

(
1− e−2κ1h

)
1− e−4iφ01 e−2κ1h

.

Вираз для коефiцiєнта вiдбивання R є квадратом величини r, тобто R =
|r|2, а коефiцiєнт проходження рiвний T = 1−R.

4.2 Тунелювання через потенцiальний бар’єр довiль-
ної форми

Потенцiальний бар’єр довiльної форми можна розглядати як сукупнiсть
тонких прямокутних потенцiальних бар’єрiв.

Рис. 10: Бар’єр довiльної форми

Чим меншою буде ширина кожного iз прямокутних потенцiальних
бар’єрiв тим точнiше вони вiдображатимуть iстинний потенцiал. Для
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кожного iз прямокутних потенцiальних бар’єрiв рiвняння Шредингера
матиме вигляд

d2ψj(x)

dx2
+ k2jψj(x) = 0 (j = 1, 2, .., l), (50)

де

k2j =
2m(E − Vj)

~2
. (51)

Вважатимемо, що частинки поширюються злiва i мають енергiю E > V0.
Хвильовi функцiї у областях x < 0 i x > xl мають такий вигляд

ψ(x) =

{
ψ0(x)
ψm+1(x)

=

{
A0 exp(ik0x) +B0 exp(−ik0x) x < 0,
Al+1 exp(ikl+1x) x > xl.

(52)
A0 exp(ik0x) описує плоску хилю, що падає на бар’єр злiва у областi x <
0, а B0 exp(−ik0x) вiдбиту вiд бар’єру хвилю у тiй же ж областi. При
x > l хвиля, що пройшла описується виразом A2 exp(ik0x). Коефiцiєнти
вiдбивання i проходження задаються так

r =
B0

A0

,

t =
Al+1

A0

.

(53)

Потенцiал j-го шару рiвний Vj, а його трансфер-матриця має вигляд

M̂j =

(
cos(kjh) − 1

kj
sin(kjh)

kj sin(kjh) cos(kjh)

)
. (54)

Для шару у якому E < Vj хвильовий вектор слiд замiнити на iαj.
Матричне рiвняння для багатошарової структури має вигляд(

ψ0(0)
ψ

′
0(0)

)
=

l∏
j=1

M̂j

(
ψl+1(xl)
ψ

′

l+1(xl)

)
, (55)

яке засвiдчує, що спiввiдношення неперервностi для хвильової функцiї
та її похiдної на двох границях при x = 0 x = m пов’язанi з допомогою
трансфер-матрицi. Рiвняння на власнi значення має вигляд(

−ψ
′
0(0)

ψ0(0)
1
) l∏
j=1

M̂j

(
1

ψ
′
l+1(xl)

ψl+1(xl)

)
= 0. (56)
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Визначивши Pj як

ψ
′
j(x)

ψj(x)
= −Pj (j = 1, 2, ..., l) (57)

Пiдставляючи це визначення у (58) одержуємо

(
−ik0A0−B0

A0+B0
1
) l∏
j=1

M̂j

(
1

−Pl+1

)
= 0, (58)

яке можна спростити ввiвши

−ik0
A0 −B0

A0 +B0

= P1, (59)

−Pl+1 = ikl+1, (60)

Pj = kj tan

[
arctan

(
Pj+1

kj

)
− kjhj

]
(j = 1, 2, ..., l). (61)

Увiвши
ϕj = arctan

(
Pj
kj

)
(62)

та використавши вираз для Pj iз (61) одержимо

ϕj = nπ + arctan

(
Pj+1

kj

)
− kjhj = nπ + arctan

(
kj+1

kj
tanϕj+1

)
− kjhj

(n = 0, 1, 2, ...; j = 1, 2, ..., l − 1).

(63)

Цю формулу можна переписати у такому виглядi

kjhj +

[
ϕj+1 − arctan

(
kj+1

kj
tanϕj+1

)]
= nπ + (ϕj+1ϕj). (64)

Якщо j = l, то

klhl = nπ + arctan

(
Pl+1

kl

)
− ϕl. (65)
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Враховуючи рiвняння (64), (65) i (61) та виконавши пiдсумовування по
j одержуємо
l∑

j=1

kjhj +
l−1∑
j=1

[
ϕj+1 − arctan

(
kj+1

kj
tanϕj+1

)]
= nπ+arctan

(
Pl+1

kl

)
−ϕ1.

(66)
Це рiвняння можна переписати як

exp(−2iϕ1) =

exp

{
2i

[
l∏

j=1

kjhj + {
l−1∏
j=1

(
ϕj+1 − arctan

(
kj+1

kj
tanϕj+1

))
− arctan

(
Pl+1

kl

)]}
(67)

Враховуючи (59) можна записати

k0
k1

· A0 −B0

A0 +B0

=
iP1

k1
, (68)

звiдки можна одержати

r =
B0

A0

=
r01 + exp(−2iϕ1)

1 + r01 exp(−2iϕ1)
, (69)

де

r01 =
k0 − k1
k0 + k1

. (70)

Для потенцiала довiльної форми перший вклад у рiвняннi (66) можна
записати у виглядi такого iнтеграла

l∑
j=1

kjhj =

∫ xl

0

k(x) dx, (71)

другий вклад дає
l1∑
j=1

[
ϕj+1 − arctan

(
kj+1

kj
tanϕj+1

)]
=

∫ xl

0

P

p2 + k2
dk

dx
dx. (72)

Iз рiвняння (??) випливає, що

exp

[
−2i arctan

(
Pl+1

kl

)]
= exp

[
−2i arctan

(
ikl+1

kl

)]
=
kl − kl+1

kl + kl+1

= rl,l+1.

(73)
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Враховуючи (71), (72) i (73) рiвняння (67) можна переписати у такому
виглядi

exp(2iϕ1) = rl,l+1 · exp
[
2i

∫ xl

0

(
k +

P

P 2 + k2
dk

dx

)
dx

]
. (74)

Тепер коефiцiєнт вiдбивання можна записати у такому виглядi

r =
r01 + rl,l+1 exp

[
2i
∫ xl
0

(
k + P

P 2+k2
dk
dx

)
dx
]

1 + r01rl,l+1 exp
[
2i
∫ xl
0

(
k + P

P 2+k2
dk
dx

)
dx
] . (75)

Iмовiрнiсть вiдбивання можна визначити як квадрат модуля коефiцiєнта
вiдбивання r

R = |r|2 =
∣∣∣∣B0

A0

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣∣ r01 + rl,l+1 exp

[
2i
∫ xm
0

(
k + P

P 2+k2
dk
dx

)
dx
]

1 + r01rl,l+1 exp
[
2i
∫ xl
0

(
k + P

P 2+k2
dk
dx

)
dx
]∣∣∣∣∣

2

. (76)

T = 1−R = 1−

∣∣∣∣∣ r01 + rl,l+1 exp
[
2i
∫ xl
0

(
k + P

P 2+k2
dk
dx

)
dx
]

1 + r01rl,l+1 exp
[
2i
∫ xl
0

(
k + P

P 2+k2
dk
dx

)
dx
]∣∣∣∣∣

2

. (77)

5 Застосування методу аналiтичної трансфер-
матрицi до задачi розсiювання потенцiаль-
ними ямами

5.1 Розсiювання прямокутною потенцiальною ямою

Розглянемо одновимiрну потенцiальну яму iз таким потенцiалом (рис.11)

V (x) =

{ V0 x < 0,
V1 0 < x < h1,
V0 x > h1.
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Рис. 11: Прямокутна потенцiальна яма.

Розв’язок рiвняння Шредингера за умови E > V0, матиме вигляд

ψ0(x) = A0e
ik0x +B0e

−ik0x, x < 0,

ψ1(x) = A1e
ik1x +B1e

−ik1x, 0 < x < h1,

ψ2(x) = A2e
ik0x, x > h1.

Матричне рiвняння, що пов’язує розв’язки на границях ями, має ви-
гляд (

ψ0(0)
ψ

′
0(0)

)
=

(
cos(k1h1)

1
k1
sin(k1h1)

−k1 sin(k1h1) cos(k1h1)

)(
ψ2(h1)
ψ

′
2(h1)

)
,

Пiдставивши вирази для хвильових функцiй у матричне дисперсiйне
рiвняння, одержимо(

−ik0 1−r1+r
1
)( cos(k1h1)

1
k1
sin(k1h1)

−k1 sin(k1h1) cos(k1h1)

)(
1
ik0

)
= 0,

де r = B0/A0.
Виконавши перемножування матриць, приходимо до рiвняння

ik0

(
1− 1− r

1 + r

)
cos(k1h1) + k1

(
1− k20

k21
· 1− r

1 + r

)
sin(k1h1) = 0.
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Визначивши iз цього рiвняння r, знаходимо

r =

(
1− k20

k21

)
sin(k1h1)(

1− k20
k21

)
sin(k1h1)− 2ik0

k1
cos(k1h1)

.

Використавши експоненцiальну форму для тригонометричних функцiй

cos(k1h1) =
1

2
exp ik1h1(1 + exp−2ik1h1),

sin(k1h1) =
1

2i
exp ik1h1(1− exp−2ik1h1),

знайдемо для r

r =
(k21 − k20)(1− exp (−2ik1h1))

(k1 + k0)2 − (k1 − k0)2 exp (−2ik1h1)
.

Або
r =

r10(1− exp (−2ik1h1))

1− r210 exp (−2ik1h1)
.

5.2 Розсiювання ямою довiльної форми

Розглянемо притягуючий потенцiал довiльної форми, що заданий на про-
мiжку [0, s],

V (x) =


V (0), x < 0,
V (x), 0 < x < xs,
0, x > xs,

який має такий вигляд (рис. 12)

Рис. 12: Яма довiльної форми.
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i частинки масоюm, що налiтають злiва, енергiя яких E > 0. Iнтервал
[0, s] дiлимо на l промiжкiв шириною h, на кожному з яких потенцiальна
енергiя стала i рiвна Vj = V (xj−1 + h/2). На кожному iз вибраних крокiв
вiдбуватиметься вiдбивання i проходження хвиль, якi, можливо, ранiше
зазнавали вiдбивання i проходження.

Розв’язки рiвняння Шредингера при x < 0 i x > xs, матимуть вигляд

ψ(x) =

{
A0 exp(ik0x) +B0 exp(−ik0x), x < 0,
As exp(iksx), x > xs,

(78)

де

k0 =

√
2m(E − V0)

~
,

ks =

√
2mE

~
.

Матричне рiвняння для переносу вiд точки x = xs до x = 0, матиме
вигляд (

ψ(0)
ψ

′
(0)

)
=

l∏
j=1

M̂j

(
ψ(xs)
ψ

′
(xs)

)
(79)

Матриця переносу, яка вiдповiдає j-му шару, має вигляд

M̂j =

(
cos(kjh) − 1

kj
sin(kjh)

kj sin(kjh) cos(kjh)

)
.

Пiдставляючи вигляд хвильових функцiй (78) у (79) та враховуючи, що
r = B0/A0, одержимо рiвняння для власних значень

(
−ik0 1−r1+r

1
) l∏
j=1

M̂j

(
1
iks

)
= 0. (80)

Запишемо дисперсiйне рiвняння для j-го шару

kjh+arctan

(
Pj−1

kj−1

)
− arctan

(
Pj−1

kj

)
= njπ + arctan

(
Pj−1

kj−1

)
− arctan

(
Pj
kj

)
(j = 1, 2, ..., s),

(81)
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пiдсумуємо цi рiвняння по всiх j, застосуємо перетворення

exp

[
−2i arctan

(
Pm+1

km

)]
= exp

[
−2i arctan

(
ikm+1

km

)]
=
km − km+1

km + km+1

= rm,m+1

визначимо з одержаних рiвнянь r та перейдемо до границi l → ∞. Тодi

r =
r01 + rls exp

(
2i
∫ s
0
K(x)dx

)
1 + r01rls exp

(
2i
∫ s
0
K(x)dx

) ,
де r01 i rls визначенi iз

rij =
ki − kj
ki + kj

(82)

при ki = k0 i kj = k1 та ki = kl i kj = ks, вiдповiдно. Хвильове число K(x)
має вигляд

K(x) = k(x) +
P (x)k

′
(x)

P 2(x) + k2(x)
,

де

k(x) =

√
(2m(E − V (x)))

~
,

P (x) =− ψ
′
(x)

ψ(x)
.

(83)

Як видно iз (82), для неперервного потенцiала, зокрема, й у точцi x = 0,
при зменшеннi ширини iнтервала h → 0, через точнiшу апроксимацiю
потенцiального профiлю k0 − k1 → 0, так, що r01 можна покласти рiв-
ним нулю. Це означає, що основна хвиля, пройшла у всiх сегментах без
будь-якого вiдбивання, у той час як субхвилi зазнають багаторазового
вiдбивання.

Тодi вираз для r спрощується i набуває вигляду

r = rls exp

(
2i

∫ s

0

K(x)dx

)
= rls exp

(
2i

∫ s

0

(
k(x) +

P (x)k
′
(x)

P 2(x) + k2(x)
dx

))
.

Оскiльки, при E > V (x) k(x) є додатним, то∣∣∣∣exp(2i∫ s

0

k(x)

)
dx

∣∣∣∣ ≡ 1,
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що означає, що при обчисленнi коефiцiєнта вiдбивання R = rr∗, перший
доданок у iнтегралi, через який виражається r, не вливає на результат.
Тому можна записати

|r| =
∣∣∣∣rls exp(2i ∫ s

0

P (x)k
′
(x)

P 2(x) + k2(x)
dx

)∣∣∣∣ . (84)

Тепер розглянемо питання щодо розрахунку rls. Якщо потенцiал має
скiнчений радiус дiї, то rls можна просто розрахувати за формулою (82)
для iнтервалу на межi дiї потенцiалу. Якщо ж потенцiал має нескiнче-
ний радiус дiї, то для розрахунку rls слiд використати точну хвильову
функцiю, яку, переважно, можна обчислити завдяки її простiй асимпто-
тичнiй поведiнцi на хвостi потенцiала. Зокрема якщо вiдома асимптотика
хвильової функцiї на iнтервалi [xs,∞], то rls можна знайти у такий спо-
сiб. Якщо

lim
x→xs

ψ(x) ∝ exp [ik(xs)(x− xs)] + r(xs) exp [−ik(xs)(x− xs)],

то у точцi x = xs виконуватимуться такi рiвняння

ψ(xs) ∝ 1 + r(xs),

∂ψ(xs)

∂x
∝ ik(xs)[1− r(xs)].

Тодi r(xs) буде рiвним

r(xs) =
k(xs)ψ(xs) + i∂ψ(xs)

∂x

k(xs)ψ(xs)− i∂ψ(xs)
∂x

.

Розглянемо результати розрахункiв для конкретного потенцiала, зокре-
ма так званого потенцiала Вудса-Саксона

V (x) = − V0

1 + exp
(
x
L

) ,
де V0 i L – параметри потенцiала. вiдомий точний розв’язок для цього
потенцiала ([6])

R =

(
sin(h[π(k1 − k2)L])

sin(h[π(k1 + k2)L])

)2

,
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а результати розрахункiв за формулою (84) наведенi на рисунку.

Рис. 13: Коефiцiєнт вiдбивання для потенцiала Вудса-Саксона.

Лiтература
[1] Вакарчук I.О. Квантова механiка. Львiв: ЛНУ iм.Iвана Франка,

2012. 872 с.

[2] Кейн Е.О. Основные представления о туннелировании/в сб. Тун-
нельные явления в твердых телах пер. с англ. под ред. В.Н. Переля.
М.: Мир, 1973, 422 с.

[3] Аладышкин А.Ю. Туннельные явления в нанофизике.
ipmras.ru/UserFiles/publications/.../tunnel 202010.pdf, 32с.

[4] Давыдов А. С. Квантовая механика. Москва: Наука, 1973. 704с.

[5] Борн М., Вольф Е. Основы оптики. М. Наука, 1973. 720с.

[6] Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Ландау Л. Д., Лифшиц Е.М. Теорети-
ческая физика т. 3. Квантовая теория. Нерелятивистская теория.
Москва: Наука, 1989. 768с.

[7] Kwong W., Rosner J.L. Supersymmetric Quantum Mechanics and
Inverse Scattering. Progress of Theoretical Physics Supplement. No. 86,
1986, p.p. 366-376.

39



[8] Yuan W. et.all. Quantum reflection as the reflection of subwaves.
Chin.Phys. B. V.19, №9 (2010) 093402.

[9] Xu W. et.all. The analytical transfer matrix method for quantum
reflection. Chin.Phys. B. V.19, №4 (2010) 040307.

[10] Бурштейн Э., Субашиев А.В. Туннельные явления в твердых телах.
М.: Мир, 1973. 422 с.

[11] Беляев Ю. Н. Характеристическая матрица слоисто-периодической
структуры. Вестн. Сам.гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2011,
выпуск 2(23), с. 142.

40


