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1 Вступ
. У будь-якому експериментi, пов’язаному iз розсiюванням, частинки пу-
чка детектуються пiсля розсiювання мiшенню. Взаємодiя пучка iз мi-
шенню вiдбувається у невеликiй областi простору. Область простору, у
якiй пучки формують, i область, у якiй пучки детектують, знаходяться
далеко одна вiд одної. Це дає пiдстави стверджувати, що як у початко-
вому так i у кiнцевому станi частинки пучка вважаються вiльними. Тому
процеси розсiювання це – процеси переходу даної частинки iз одного вiль-
ного стану у iнший вiльний стан внаслiдок взаємодiї у обмеженiй обла-
стi простору. Часто замiсть часового опису задачi розсiювання зручно
розглядати еквiвалентну стацiонарну задачу. При такому пiдходi при-
пускають, що iснує неперервний потiк, який налiтає iз нескiнченностi та
внаслiдок взаємодiї iз розсiюючим центром переходить у потiк частинок,
що розлiтаються (розсiювання частинок).

Вiльна частинка, що рухається у додатному напрямку осi OZ опису-
ється плоскою хвилею

ψ = exp (ikz) = exp (ikr cosϑ) = exp (ikrζ), де ζ = cos(ϑ),

що вiдповiдає густинi потоку рiвнiй швидкостi частинки v.
Розсiянi у центрально симетричному полi U(r) частинки далеко вiд

розсiюючого центру описуються розбiжною сферичною хвилею

f(ϑ)
exp (i⃗kr⃗)

r
,

де ϑ – кут розсiювання, f(ϑ) називають амплiтудою розсiювання.
Отже, розв’язок рiвняння Шредингера, що описує процес розсiюван-

ня у центрально симетричному полi на великих вiдстанях вiд розсiюю-
чого центру, повинен мати такий асимптотичний вигляд

ψ|r→∞ ≈ exp (ikz) + f(ϑ)
exp (ik⃗r⃗)

r
. (1)

2 Метод парцiальних хвиль
.
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2.1 Метод парцiальних хвиль для плоскої хвилi

.
Для сферично-симетричного потенцiалу момент iмпульсу є iнтегра-

лом руху, тому стани, якi вiдповiдають рiзним значенням кутового мо-
мента, розсiюються незалежно. Вiдповiдно падаючу плоску хвилю зру-
чно представити у виглядi суперпозицiї парцiальних хвиль, що вiдповiд-
ають кожному моменту iмпульсу, тобто розкласти її по повнiй системi
сферичних функцiй Pl(ζ)

exp (i⃗kr⃗) = exp (ikrζ) = ΣlulPl(ζ), ζ = cos(ϑ). (2)

Умова ортогональностi сферичних функцiй∫ 1

−1

PlPl′dζ =
2

2l + 1
. (3)

Коефiцiєнти розкладу ul можна знайти iнтегруванням (1) по Pl(ζ)dζ∫ 1

−1

Pl exp (ikrζ)dζ =
∑
l

ul

∫ 1

−1

Pl(ζ)Pl′(ζ)dζ = ul
2

2l + 1
. (4)

Використаємо метод iнтегрування частинами∫ 1

−1

Pl exp (ikrζ)dζ =

∣∣∣∣∣ u = Plζ du = Pl(ζ)
dζ
dζ

dv = exp (1krζ)dζ v = exp (ikrζ)
ikr

∣∣∣∣∣ =
Pl(ζ)

ikr
exp (ikr)

∣∣∣1
−1

− 1

ikr

∫ 1

−1

exp (ikrζ)
dPl(ζ)

dζ
dζ.

Послiдовне iнтегрування правої сторони рiвняння частинами дає роз-
клад за степенями 1/r. Основний внесок при r → ∞ дає перший доданок.
Тодi враховуючи, що Pl(±1) = (±1)l, Pl(−x) = Pl(x) одержимо∫ 1

−1

Pl(ζ) exp (ikrζ)dζ
∣∣∣
r→∞

=
Pl(ζ)

ikr
exp (ikr)

∣∣∣1
−1

=

1

ikr

(
exp (ikr)− (−1)l exp (−ikr)

)
.

Вiдповiдно

ul =
2l + 1

2

1

ikr

[
exp (ikr)− (−1)l exp (−ikr)

]
=

2l + 1

2

il

ikr

[
exp (ikr − π

2
l)− exp (−ikr + π

2
l)
]
.

(5)
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π/2l одержують при l - кратному диференцiюваннi синуса, оскiльки ко-
жне диференцiювання d/dr синуса додає π/2 до його аргументу. Остато-
чно маємо

exp (ikz) →
∞∑
l=0

2l + 1

2ikr
ilPl(ζ)

[
exp (i(kr − π

2
l))− exp (−i(kr − π

2
l))
]
=

∞∑
l=0

2l + 1

2ikr
ilPl(ζ)

[
cos (kr − π

2
l) + i sin (kr − π

2
l)−

cos (kr − π

2
l) + i sin (kr − π

2
l)
]
=

∞∑
l=0

2l + 1

kr
ilPl(ζ) sin (kr −

π

2
l).

(6)

Отже, плоску хвилю можна розкласти на суму збiжної i розбiжної хвиль.

2.2 Метод парцiальних хвиль для хвильової функцiї
сферичного потенцiала

Розв’язок рiвняння Шредингера(
△+ k2

)
ψ(r) =

2m

~2
V (r)ψ(r), (7)

яке описує розсiювання частинок у центрально-симетричному полi V (r)
зi скiнченим радiусом дiї, також розкладемо по повнiй системi сферичних
функцiй

ψ(r) =
1

kr

∞∑
l=0

(2l + 1)ilPl(ζ)R
l(r). (8)

Перейшовши до сферичної системи координат у рiвняннi Шредингера,
одержимо (

d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+ k2

)
R(r) =

2m

~2
V (r)R(r). (9)

Хвильова функцiя R(r) повинна бути скiнченою при r → 0. Тому на неї
слiд накласти таку граничну умову

Pl(0) = 0. (10)
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Якщо потенцiал V (r) при r → 0 змiнюється не швидше, нiж 1/r, то
при r → 0 рiвняння Шредiнгера переходить у(

d2

dr2
− l(l + 1)

r2

)
R(r) = 0. (11)

Розв’язком цього рiвняння при r → 0 є Rl(r) ∼ rl+1. Пiдставивши цей
розв’язок у рiвняння (11), переконуємося у тому, що Rl(r) ∼ rl+1 справдi
є його розв’язком.

Нас цiкавитимуть такi розв’язки (9), якi на великих вiдстанях вiд роз-
сiюючого центра є суперпозицiєю радiальної частини парцiальної хвилi,
якiй вiдповiдає квантове число l у падаючiй хвилi i поширюється вiд
центра розсiяних хвиль. Взаємодiя потоку падаючих частинок iз розсi-
юючим полем змiнить лише амплiтуду хвиль, що поширюються вiд цен-
тра. Тому асимптотичне значення радiальної функцiї Rl(r) у рiвняннi (9)
можна записати

Rl(r) =
1

2

{
exp−(i(kr − π

2
l))− Sl exp (i(kr −

π

2
l))
}
=

sin (kr − π

2
l) +

i

2
(−i)l(1− Sl) exp (ikr), (якщо kr ≫ l).

(12)

Коефiцiєнт Sl, який у (12) визначає змiну хвиль, що поширюються вiд
центра, залежить вiд енергiї вiдносного руху i називається дiагональним
матричним елементом матрицi розсiювання, який вiдповiдає орбiтально-
му квантовому числу l.

Амплiтуда розсiювання A(θ) у формулi

ψ(r) ≈ φa(r) + A(θ)
exp ikr

r
(якщо kr ≫ l)

виражається через матричнi елементи матрицi розсiювання у такий спо-
сiб:

A(θ) =
i

2k

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− Sl)Pl(ζ). (13)

Матричнi елементи Sl є комплексними величинами. При пружному
розсiюваннi матричнi елементи матрицi розсiювання можна виразити че-
рез дiйснi зсуви фаз (або фази розсiювання) δl у такий спосiб:

Sl = exp (i2δl),
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або
Sl − 1 = 2i exp(iδl) sin δl. (14)

Оскiльки, експоненцiальнi функцiї перiодичнi, то (14) визначає зсуви фаз
неоднозначно. При вимозi V → 0, δl → 0, зсуви фаз можуть лежати у
iнтервалi (0, π), або (−π/2, π/2).

Зокрема, у одновимiрному випадку, якщо вiдбивання вiдбувається вiд
непроникного потенцiального бар’єру, то фаза вiдбитої хвилi змiнюється
на величину δl = π.

Оскiльки, для розсiювання вперед θ = 0, Pl(0) = 1 то iз (13) випливає,
що

A(0) =
i

2k

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− Sl). (15)

Використовуючи вирази для A(θ) i Sl, можна через зсуви фаз вира-
зити перерiз пружного розсiювання

dσ

dΩ
= |A(θ)| = 1

k2

∑
l,l′

(2l + 1)(2l′ + 1)Pl(ζ)P
′
l (ζ) sin(δl) sin(δl′) cos(δl − δl′).

Застосування методу парцiальних хвиль є дуже зручним тодi, ко-
ли потенцiал V (r) є короткодiючим iз радiусом дiї R. У таких випад-
ках у розсiюваннi частинок малих енергiй будуть брати участь парцi-
альнi хвилi лише iз малим значенням квантового числа l. У цьому мо-
жна переконатися виходячи iз таких якiсних мiркувань. На вiдстанях
r > R на частинку дiє лише вiдцентрова сила вiдштовхування з енергiєю
~2l(l + 1)/2mr2. Тому частинки переважно рухатимуться на вiдстанях r
якi задовольнятимуть умову

~2l(l + 1)

2mr2
≪ ~2k2

2m
= E,

де E - енергiя вiдносного руху. При вiдстанях r < r0l, коли r0l =
√
l(l + 1)/k,

iмовiрнiсть виявлення частинки експоненцiально мала. Якщо радiус дiї
потенцiала R менший вiд r0l, то вiдповiднi парцiальнi хвилi не потрапля-
ють у область, у якiй дiє V (r) i не розсiюються. Тобто, хвилi з квантовим
числом l, яке задовольняє умову

kR <
√
l(l + 1), (16)
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практично не розсiюються.
Зсув фаз δl визначає змiну фази асимптотичної радiальної хвильо-

вої функцiї пiд впливом центрально-симетричного потенцiала V (r). При
вiдштовхуваннi зсуви фаз – вiд’ємнi. У борнiвському наближеннi зсуви
фаз визначаються виразом

k sin(δl) ≈
2mk

~2

∫ R

0

V (r)r2j2l (kr)dr.

де R - радiус дiї потенцiала, а jl(kr) - сферична функцiя Бесселя. Бор-
нiвське наближення справедливе, якщо | sin(δl)| ≈ |δl| ≪ 1.

Якщо енергiя вiдносного руху така, що kR ≪ l, то кажуть, що вiд-
бувається розсiювання повiльних частинок. Iз умови (16) слiдує, що при
зiткненнi повiльних частинок розсiюються лише s - хвилi (l=0), тобто
вiдмiнним вiд нуля є лише зсув фаз δ0.

Дослiдження розсiювання s - хвиль зводиться до розв’язку рiвняння
(9) при l = 0, тобто рiвняння(

d2

dr2
+ k2

)
R0(r) = 2mV (r)~−2R0(r). (17)

Щоб визначити зсув фаз δ0 слiд знайти розв’язок рiвняння (17) i пере-
творити його до вигляду

R0(r) = exp (iδ0) sin(kr + δ0),

який одержують iз (12) при S0 = exp (2iδ0).

2.2.1 Обґрунтування формули для амплiтуди хвильової фун-
кцiї (15).

Функцiю ψ(r) з рiвняння

ψ|r→∞ ≈ exp (ikz) + f(ϑ)
exp (ik⃗r⃗)

r
, (18)

яку також можна розкласти по повнiй системi сферичних функцiй, на
великих вiдстанях вiд початку координат можна звести до вигляду

ψ(r) →
∞∑
l=0

2l + 1

kr
ilPl(ζ)Sl sin(kr −

π

2
l + δl),
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де Sl i δl – довiльнi сталi. Але, оскiльки хвильова функцiя повинна мати
вигляд (18), тобто мiстити, крiм плоскої хвилi, лише розбiжнi сферичнi
хвилi, то коефiцiєнти Sl у виразi

A(θ)
exp(ikr)

r
=ψ(r)− exp(ikz) =

∞∑
l=0

2l + 1

kr
ilPl(ζ)

[
Sl sin(kr −

π

2
l + δl)− sin(kr − π

2
l)
]

повиннi бути вибранi такими, щоб зникли збiжнi хвилi exp(−ikr). З цiєї
вимоги випливає, що Sl = exp(iδl) i ми одержуємо

A(θ) =
∞∑
l=0

2l + 1

2ik
Pl(ζ) (exp(2iδl)− 1) .

2.2.2 Визначення залежностi зсуву фаз вiд орбiтального кван-
тового числа l.

Для визначення залежностi зсуву фаз вiд орбiтального квантового числа
l разом iз рiвнянням

d2Rl(r)

dr2
+

[
k2 − l(l + 1)

r2
− 2mV (r)

~2

]
Rl(r) = 0, при Rl(0) = 0

розглянемо рiвняння, що вiдповiдає вiльному руховi частинки

d2R
(0)
l (r)

dr2
+

[
k2 − l(l + 1)

r2

]
R

(0)
l (r) = 0, при R(0)

l (0) = 0.

Iндекс (0) означає, що потенцiал, у полi якого рухається частинка, рiвний
нулю. Домножимо перше рiвняння на R(0)

l (r), а друге на Rl(r), вiднiмемо
вiд першого рiвняння друге та проiнтегрувавши результат вiд 0 до R.
Одержимо∫ R

0

{
R

(0)
l (r)

d2Rl(r)

dr2
+

[
k2 − l(l + 1)

r2
− 2m

~2
V (r)

]}
R

(0)
l (r)Rl(r)dr−∫ R

0

{
Rl(r)

d2R
(0)
l (r)

dr2
+

[
k2 − l(l + 1)

r2

]}
R

(0)
l (r)Rl(r)dr,
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або∫ R

0

{
R

(0)
l (r)

d2Rl(r)

dr2
−Rl(r)

d2R
(0)
l (r)

dr2

}
dr =

2m

~2

∫ R

0

V (r)R
(0)
l (r)Rl(r)dr.

Виконавши iнтегрування частинами, у iнтегралi злiва одержимо[
R

(0)
l (r)

dRl(r)

dr
−Rl(r)

dR
(0)
l (r)

dr

] ∣∣∣∣∣
R

0

=
2m

~2

∫ R

0

V (r)R
(0)
l (r)Rl(r)dr (19)

Оскiльки асимптотичний розв’язок R(0)
l (r) при великих R має вигляд

R
(0)
l (r) = sin(kr − π

2
l) якщо kr ≫ l,

то можна шукати асимптотичний розв’язок для функцiї Rl(r) у такому
виглядi

Rl(r) = sin(kr − π

2
l + δl).

Пiдставляючи цi асимптотичнi розв’язки у рiвняння (19), одержимо

k sin δl = −2m

~2

∫ R

0

V (r)R
(0)
l (r)Rl(r)dr.

Порiвняння формул
R

(0)
l (r) = sin(kr − π

2
l),

i
Rl(r) = sin(kr − π

2
l + δl)

показує, що зсуви фаз δl визначають змiни фази асимптотичної радiаль-
ної хвильової функцiї пiд впливом центрально-симетричного потенцiала
V (r). При вiдштовхуваннi зсув фаз – вiд’ємний.

Якщо енергiя вiдносного руху така, що kR ≪ l, то кажуть що вiдбу-
вається розсiювання повiльних частинок. Iз умов

kR ≪
√
l(l + 1),

sin δl ≈ − 2m(kR)2l+1

~2(1 · 3 · 5 · · · (2l + 1))2

∫ R

0

V (r)(
r

R
)2l+1rdr

10



випливає, що при розсiюваннi повiльних частинок розсiюються лише
s−хвилi (l = 0), тобто вiдмiнним вiд нуля є лише зсув фаз δ0. У цьому
випадку дослiдження розсiювання зводиться до розв’язування рiвняння(

d2

dr2
+ k2

)
R0(r) =

2m

~2
V (r)R0(r).

Для того, щоби знайти зсув фаз слiд розв’язати це рiвняння при великих
r, перетворивши його до такого вигляду

R0(r) = exp(iδ0) sin(kr + δ0),

який одержують iз (12) S0 = exp(i2δ0).
Диференцiальний ефективний перерiз розсiювання при l = 0 не зале-

жить вiд кута розсiювання i рiвний

dσ0 =
sin2 δ0
k2

dΩ.

Якщо у процесi розсiювання беруть участь хвилi iз l = 0 та l = 1, то
диференцiальний перерiз має вигляд

dσ =
1

k2
[
sin2 δ0 + 6 sin δ0 sin δ1 cos(δ0 − δ1) cos θ + 9 sin2 δ1 cos

2 θ
]
dΩ.

2.3 Приклад. Розсiювання на сферичнiй прямокутнiй
потенцiальнiй ямi

Розсiювання повiльних частинок (kR ≪ l) визначається рiвнянням(
d2

dr2
+ k2 − 2mV (r)

~2

)
R0(r) = 0, (20)

з граничною умовою
R0(0) = 0 (21)

та асимптотичною поведiнкою при r|→∞

R0(r)|r→∞ = C sin(kr + δ0). (22)

Розсiювання вiдбувається на потенцiалi

V (r) =
{ −V0, якщо r ≤ R,

0, якщо r ≥ R,
(23)

11



що вiдповiдає притяганню.
Розв’язок (22) задовольняє рiвняння (20) для всiх значень r ≥ R.

Всерединi ями рiвняння (20) набуває вигляду

(
d2

dr2
+ 2m~−2(E + V0))R0(r) =

(
d2

dr2
+ k2 + 2m~−2V0))R0(r) = 0.

(24)

Це рiвняння є звичайним диференцiальним рiвнянням другого порядку
iз постiйними коефiцiєнтами. Його характеристичне рiвняння має вигляд

k2 +K2 = 0.

Коренi характеристичного рiвняння - чисто уявнi, тому його розв’язок
можна записати у дiйснiй формi. Розв’язок рiвняння (24), який задо-
вольняє граничну умову (21), має вигляд

R01(r) = C1 sin(Kr), (25)

де K2 = k2 +K2
0 = (2m/~2)E + (2m/~2)V0 ≡ k2i .

Тобто k2i = k2 +K2
0 .

Оскiльки, нас цiкавить лише зсув фаз, то замiсть прирiвнювання хви-
льових функцiй та їх перших похiдних достатньо прирiвняти при r = R
їх логарифмiчнi похiднi. Тодi

k cot(kR + δ0) = K cot(KR). (26)

Введемо позначення
K cot(KR) = D−1

та використавши спiввiдношення

cot(A+B) =
1− tanA tanB

tanA+ tanB
,

для логарифмiчної похiдної при r = R iз (26) одержимо

k cot(kR + δ0) =
1− tan(kR) tan δ0
tan(kR) + tan δ0

= D−1

tan δ0 =
kD − tan(kR)

1 + kD tan(kR)
.

12



Зсув фаз δ0, визначений цим спiввiдношенням, є неоднозначною функцi-
єю. Нас цiкавитимуть лише головнi значення, якi знаходяться у iнтервалi
(−π/2 ≤ δ0 ≤ π/2).

При енергiях, близьких до нуля, tan(kR) = kR+ (kR)3/3 + · · · вираз
для tan δ0 набуває вигляду

tan δ0 ≈
k[D −R− (kR)3/3R]

1 + k2DR
.

За умови kR ≪ 1 i k2DR ≪ 1

tan δ0 ≈ k(D −R) = kr0

(
tan(KR)

KR
− 1

)
.

σ =
4π

k2
sin2 δ0 = 4πR2

(
1− tan(KR)

KR

)2

.

Iз останнiх двох спiввiдношень випливає, що за виконання умови
tan(KR) = KR, зсув фаз i перерiз розсiювання рiвнi нулю. Отже, для
деяких глибини i ширини потенцiальної ями розсiювання хвиль на такiй
ямi не вiдбувається.

Якщо рiвнiсть tan(KR) = KR не виконується iKR ̸= (2n+1)π/2, n =
0, 1, · · · , то при k → 0 зсув фаз δ0 прямує до нуля (δ0 → 0), а ефективний
перерiз прямує до скiнченої границi. Знак зсуву фаз δ0 при малих енер-
гiях визначається знаком рiвностi ξ = tan(KR) − KR. При KR < π/2
ця рiзниця i δ0 - додатнi (δ0 > 0), а при KR → π/2 перерiз розсiювання
прямує до нескiнченностi.

При розсiюваннi повiльних частинок на потенцiальнiй ямi, у якiй ви-
конуються умови K2 = k2 + K2

0 ≈ K2
0 i KR = (2n + 1)π/2, перерiз роз-

сiювання досягає максимального значення, яке називають резонансним.
Якщо взяти до уваги, що умова iснування s-рiвня iз нульовою енергiєю у
сферичнiй потенцiальнiй ямi має вигляд cot(K0R) = 0, то зрозумiло, що
перерiз розсiювання повiльних частинок на сферичнiй потенцiальнiй ямi
досягає максимального значення у тому випадку, коли яма має s-рiвень
iз нульовою енергiєю (E = 0). Якщо KR = π/2, то у ямi є один рiвень
iз енергiєю E = 0, якщо KR = 3π/2, то у ямi є два s-рiвнi, один iз яких
вiдповiдає енергiї E = 0, якщо KR = 5π/2, то у ямi є три s-рiвнi, один
iз яких вiдповiдає енергiї E = 0 i т. д.

13



2.4 Розсiювання на потенцiальнiй ямi довiльної фор-
ми

Розв’язок рiвняння

(
d2

dr2
+ k2 − 2mV (r)~−2)R0(r) = 0, (27)

при довiльнiй потенцiальнiй енергiї V (r) зручно реалiзувати у iмпуль-
сному представленнi. Через граничну умову R0(0) = 0 розклад R0(r)
повинен мiстити лише синуси. Тобто

R0(r) =

∫ ∞

0

R(q) sin(qr)dq. (28)

Пiдставляючи R0(r) у рiвняння (27), одержуємо(
d2

dr2
+ k2

)∫ ∞

0

R(q) sin(qr)dq =
2mV (r)

~2

∫ ∞

0

R(q) sin(qr)dq.

Або ∫ ∞

0

(−q2 + k2)R(q) sin(qr)dq =
2mV (r)

~2

∫ ∞

0

R(q) sin(qr)dq.

Домноживши це рiвняння на sin(q′r) та проiнтегрувавши його по dr,
одержуємо ∫ ∞

0

sin(q′r)

(∫ ∞

0

(−q2 + k2)R(q) sin(qr)dq

)
dr =

2mV (r)

~2

∫ ∞

0

sin(q′r)

(∫ ∞

0

R(q) sin(qr)dq

)
dr.

Враховуючи рiвнiсть∫ ∞

0

sin(qr) sin(q′r)dr =
π

2
δ(q − q′)

приходимо до такого рiвняння для s-розсiювання у iмпульсному пред-
ставленнi (

q2 − k2
)
R(q) =

∫ ∞

0

V (q, q′)R(q′)dq′, (29)
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де

V (q, q′) = − 4m

π~2

∫ ∞

0

V (r) sin(qr)dr. (30)

Рiвняння (29) еквiвалентне iнтегральному рiвнянню

R(q) = A δ(q − k) + (q2 − k2)

∫ ∞

0

V (q, q′)R(q′)dq′, (31)

у якому доданок A δ(q − k) є розв’язком рiвняння для вiльного руху
(q2 − k2)δ(q − k) = 0 i вiдповiдає падаючiй хвилi з енергiєю вiдносного
руху ~2k2/2m. Нас цiкавлять розв’язки цього рiвняння, якi у координа-
тному представленнi мають такий асимптотичний вигляд R0(r)|r→∞ =
C sin(kr + δ0) (22), тобто

R0(q) = C sin(kr + δ0) = C cos δ0(sin(kr) + tan δ0 cos(kr)). (32)

Щоб знайти такий розв’язок, перетворимо (31) до координатного пред-
сталення, пiдставивши (32) у (28) та виконавши iнтегрування. Тодi

R(r) = A sin(kr) +

∫ ∞

0

B(q)

q2 − k2
dq, (33)

де

B(q) =

∫
V (q, q′) R(q′)dq′

є регулярною функцiєю вiд q.
Константа A i правило обходу полюса q = k при обчисленнi iнтегра-

ла у (33) визначають з умови переходу функцiї (33) у (32) при r → ∞.
Зазначимо, що розсiяна хвиля у (32) вiдповiдає стоячiй хвилi, а не хви-
лi, що поширюється вiд центра, як це мало мiсце у (12). Для одержан-
ня асимптотичного виразу функцiї (33), iнтеграл у (32) слiд обчислити
у сенсi головного значення. Видiлення сингулярної частини у iнтегралi
(33), здiйснимо розклавши вираз 1/(q2 − k2) на простi дроби, тобто

1

q2 − k2
=

1

2q

(
1

q − k
+

1

q + k

)
.

Другий доданок у цьому виразi є регулярною функцiєю, а тому його
внесок у iнтеграл за умови r → ∞, буде нульовим, з тiєї ж причини
можна вiдсунути i нижню межу iнтегрування до −∞. Отже∫

B(q) sin(qr)

q2 − k2
dq ≈ B(k)

2k

∫
sin(qr)

q − k
dq, при (r → ∞).
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Виконавши замiну змiнних q − k = x та позначивши головне значення
iнтеграла символом, P одержимо

P

∫
sin(qr)

q − k
dq =

∫
sin((k + x)r)

x
dx =

sin(kr) P

∫
cos(xr)

x
dx+ cos(kr) P

∫
sin(xr)

x
dx.

Враховуючи, що

P

∫
sin(xr)

x
dx = π, P

∫
cos(xr)

x
dx = 0,

остаточно знаходимо

R(r) = A sin(kr) +
πB(k)

2k
cos(kr) при (r → ∞). (34)

Порiвнюючи цей вираз iз (32) одержуємо

A =C cos δ0,

πB(k)

2k
=C sin δ0,

tan δ0 =
πB(k)

2kA
=

π

2kA

∫
V (k, q′)R(q′)dq′.

(35)

Якщо вiдомий розв’язок iнтегрального рiвняння (31), то, пiдставляючи
його у (35), можна знайти зсув фаз δ0. Зокрема, якщо справедливе бор-
нiвське наближення, то у (35) слiд пiдставити R(q) = A δ(q−k). У цьому
випадку одержуємо

tan δ
(
0B) =

πV (k, k
′
)

2k
= −− 2m

k~2

∫ ∞

0

V (r) sin2(kr)dr.

Розв’язвування рiвняння (31) ускладнює застосування формули (35)
для обчислення зсуву фаз. Тому, часто застосовують непрямi методи, якi
дають змогу виразити зсув фаз δ0 через величини, якi можна визначити
iз результатiв експеримернту. Якщо ввести позначення

f(k) =

[
1

R0

dR0

dr

]
r=R

= k cot(kR + δ0)
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для логарифмiчної похiдної вiд радiальної хвильової функцiї поза обла-
стю дiї сил, то зсув фаз можна виразити безпосередньо через f(k)

δ0 = arctan

[
k

f(k)

]
− kR, при (kR ≪ 1). (36)

У випадку прямокутної потенцiальної ями f(k) = D−1 ця формула пе-
реходить у δ0 = arctan(kD)− kR. У загальному випадку для обчислення
δ0 слiд знати хвильову функцiю у областi дiї сил. Iз (36) видно, що якщо
логарифмiчна похiдна f(k) при деяких значеннях k0 дорiвнює нулю, то
зсув фаз |δ0| = π/2 i перерiз s-розсiювання набуває максимального зна-
чення

σ0 =
4π

k20
sin2 δ0 =

4π

k20
.

Тому енергiю E0 = ~2k20/2m, яка вiдповiдає значенню k = k0, називають
резонансною енергiєю i кажуть, що потенцiальна яма має вiртуальний
рiвень енергiї E0.

Для обчислення логарифмiчної похiдної f(k) треба знати розв’язок
рiвняння Шредингера(

− ~2

2m

d2

dr2
+ V (r)− E

)
R0(r) = 0 (37)

для s - станiв у областi дiї сил (r ≤ R). Якщо енергiя E ≪ |V (r)| i
в потенцiальнiй ямi V (r) є дискретний s-рiвень iз вiд’ємною енергiєю
−ε при ε ≤ |V (r)|, то R0(r) не буде суттєво вiдрiзнятися вiд розв’язку
рiвняння (

− ~2

2m

d2

dr2
+ V (r) + ε

)
R′(r) = 0. (38)

При r ≥ R рiвняння (38) переходить у рiвняння(
− ~2

2m

d2

dr2
+ ε

)
R′′(r) = 0. (39)

Розв’язок цього рiвняння, який вiдповiдає зв’язаному становi має вигляд

R′′(r) = A exp

(
−
√
2mε

~
r

)
.
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Отже, при r = R повинна виконуватися рiвнiсть[
1

R

dR′

dr

]
r=R

=

[
1

R

dR′′

dr

]
r=R

= −
√
2mε

~
.

Оскiльки, при r ≤ R, R′ ≈ R0, то можна прийняти, що

f(k) ≈ −
√
2mε

~
.

Отже, при ε i E значно менших вiд |V |, логарифмiчна похiдна визнача-
ється через енергiю зв’язаного s-стану. Використавши знайдений вираз
для f(k) одержуємо

σ0 ≈ 4π

[
k2 +

2mε

~2

]−1

=
2π~2

m(E + ε)
.

Цей ефективний перерiз розсiювання набуває максимального значення
при енергiї вiдносного руху E = 0. Це максимальне значення є тим бiль-
шим чим меншим є ε. При ε = 0 настає ”iстинний” резонанс.

2.5 Теорiя непружного розсiювання частинок

Тепер розглянемо процеси, якi можуть вiдбуватися при непружному роз-
сiюваннi. Непружними називають такi процеси, при яких змiнюються
внутрiшнi стани частинок. Непружними будуть, зокрема, зiткнення, при
яких вiдбувається перехiд частинки у збуджений стан, утворення нових
частинок та iн. Кожен iз можливих процесiв називають вiдповiдним ка-
налом реакцiї. Розглянемо процеси, у яких iснують пружнi i непружнi
канали реакцiї. На початку узагальнимо фазову теорiю розсiювання та-
ким чином, щоб в один спосiб можна було описати, як пружнi, так i
непружнi процеси розсiювання. Для формалiзацiї опису процесiв розсi-
ювання вважатимемо, що розсiюючий центр знаходиться у центрi уявної
сфери великого радiуса R0.

Якщо в центрi сфери нема розсiюючого центра, то радiальну функцiю
l-ої хвилi можна записати у виглядi суперпозицiї двох хвиль

Rl(r) = al
ei(kr−

πl
2
)

2ikr
− al

e−i(kr−πl
2
)

2ikr
= al

sin (kr − πl
2
)

kr
. (40)
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У цьому виразi перший доданок описує розбiжну хвилю, а другий - збi-
жну, причому наведенi вирази асимптотичнi, оскiльки, за припущенням
R0 – велике. Амплiтуди i фази обох хвиль однаковi, а хвильову функцiю
Rl(r) можна записати як добуток дiйсної функцiї на деяку сталу. Тому
потiк через замкнуту сферичну поверхню – нульовий

jl =
~

2mi

∫ (
ψ∗
l

∂ψl

∂r
− ψ

∂ψ∗
l

∂r
l

)
r2dΩ = 0, (41)

де ψl = Rl(r)Pl(cos(θ).
Якщо в центрi сфери – розсiюючий центр, на якому частинка може

зазнавати виключно пружного розсiювання, то радiальну функцiю l-ої
хвилi можна записати у виглядi

Rl(r) = Fl
e2iδlei(kr−

πl
2
) − e−i(kr−πl

2
)

2ikr
= Bl

sin (kr − πl
2
+ δl)

kr
. (42)

У цьому випадку амплiтуда збiжної i розбiжної хвиль вiдрiзняються на
множник e2iδl . У цьому випадку повний потiк через поверхню сфери та-
кож рiвний нулю. Той факт, що збiжна i розбiжна хвилi мають рiзнi
коефiцiєнти , цьому не протирiчить, оскiльки |e2iδl |2 = 1.

Якщо в центрi сфери – розсiюючий центр, на якому частинка може
зазнавати непружного розсiювання, записати радiальну функцiю, врахо-
вуючи всi можливi непружнi процеси – неможливо. Проте можна спро-
стити задачу, розглядаючи окремо пружне розсiювання i можливi види
непружного розсiювання.

Радiальну частину хвильової функцiї l-ої парцiальної хвилi, яка опи-
сує пружне розсiювання частинки, формально можна записати у виглядi

Rl(r) = bl
Sle

i(kr−πl
2
) − e−i(kr−πl

2
)

2ikr
. (43)

Цей вираз записаний подiбно до (42), але вiн враховує той факт, що
поряд iз пружним розсiюванням можливе також i непружне. Коефiцiєнт
Sl за модулем менший вiд одиницi. Це вказує на те, що при наявностi
непружного розсiювання збiжний потiк частинок, якi зазнали пружного
розсiювання, переважає розбiжний. При цьому хвильова функцiя має
вигляд

ψ =
∑
l

bl
Sle

i(kr−πl
2
) − e−i(kr−πl

2
)

2ikr
Pl(cos θ) =

∑
l

ψl. (44)
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Коефiцiєнти bl визначенi iз умови, що хвильова функцiя ψ спiвпадає iз
(1). Провiвши вiдповiднi обчислення, подiбнi до тих, що були здiйсненi
для випадку пружного розсiювання, одержуємо

ψ =
∞∑
l

il

2ikr
(2l + 1)

[
Sle

i(kr−πl
2
) − e−i(kr−πl

2
)
]
Pl(cos θ). (45)

Пiдставивши у вираз для потоку (41) хвильову функцiю ψl та її похi-
дну ∂ψl/∂l можна показати, що потiк пружно розсiяних частинок через
сферу радiусом r ≫ R0 – вiдмiнний вiд нуля i рiвний

jl = − π~
mk

(2l + 1)(1− |Sl|2). (46)

Оскiльки |Sl| < 1, то потiк – вiд’ємний, тобто результуючий потiк спря-
мований всередину сфери. Цей результат спричинений тим, що деякi
частинки зазнають непружних розсiювань, а тому iнтенсивнiсть пружно
розсiяних частинок з моментом l – менший вiд iнтенсивностi падаючих
частинок, а отже результуючий потiк – вiд’ємний. Оскiльки, густина по-
току падаючих частинок рiвна v, то для l-го парцiального ефективного
перерiзу непружного розсiювання маємо

σl nonelast =
π

k2
(2l + 1)(1− |Sl|2). (47)

Амплiтуда ж пружного розсiювання має вигляд

A(θ) =
i

2k

∞∑
l=0

(2l + 1)(Sl − 1)Pl(cos(θ)), (48)

у якiй e2iδl замiнили на Sl.
Сукупнiсть комплексних величин Sl визначає ефективний перерiз як

пружного так i непружного розсiювання. У частинному випадку пру-
жного розсiювання Sl = e2iδl .

Зазначимо, що ввiвши комплексний потенцiал U = V1 − iV2, у яко-
му V1 i V2 – дiйснi величини, можна описати i поглинання частинок.
Саме уявна частина комплексного потенцiала характеризує поглинання
чи випромiнювання частинок. Справдi, рiвняння Шредингера для цього
випадку має вигляд

i~
∂ψ

∂t
=

(
− ~2

2m
△+ V1 − iV2

)
ψ.
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У цьому випадку для рiвняння неперервностi, одержуємо вираз

∂ρ

∂t
+ divj − 2V2ψψ

∗

~
= 0,

у якому вирази для ρ i j мають звичну форму

ρ =ψ∗ψ,

j =
~

2mi
[ψgrad(ψ∗)− ψ∗grad(ψ)].

У стацiонарному випадку, при V2 = 0, divj = 0, що вiдповiдає вiдсу-
тностi поглинання чи випромiнювання частинок. При V2 ̸= 0

divj =
2V2ρ

~
.

2.6 Матриця розсiювання

Викладений пiдхiд до проблеми розсiювання пов’язаний iз заданням яв-
ного вигляду потенцiала у всьому просторi. Разом з тим, iснує загальнi-
ший варiант теорiї розсiювання, який пов’язаний iз оператором еволюцiї
квантово-механiчної системи. Цей пiдхiд полягає у тому, що якщо за-
дана хвильова функцiя системи частинок ψa(t → −∞) у початковому
станi, тобто до взаємодiї, то хвильову функцiю системи пiсля взаємодiї
ψ(t → ∞) можна виразити через ψa(t → −∞) за допомогою оператора
еволюцiї V̂ (t, t0).

ψ(x, t) = V̂ (t, t0)ψ(x, t0).

Якщо цей вираз пiдставити у рiвняння Шредингера, то приходимо до
рiвняння для оператора V̂ (t, t0)

i~
∂V̂ (t)

∂t
= ĤV̂ (t),

за умови ˆV (0) = 1. Якщо оператор V̂ (t, t0) явно вiд часу не залежить, то
розв’язок цього рiвняння формально можна записати у виглядi

V̂ (t) = e−
i
~ Ĥt,

у якому експоненту слiд розумiти, як розклад у степеневий ряд.
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Матрицею розсiювання називають граничний вираз для оператора
еволюцiї

Ŝ = lim
∣∣∣ t0 → −∞

t→ ∞

V̂ (t, t0). (49)

Матриця розсiювання Ŝ перетворює початковий стан ψa(t→ −∞) у кiн-
цевий стан ψ(t→ ∞)

ψ(∞) = Ŝψa(−∞). (50)

Iндексом a бiля хвильової функцiї позначено повний набiр квантових
чисел, якi задають стан системи до розсiювання.

Розкладемо хвильову функцiю ψ у ряд по деякiй повнiй системi фун-
кцiй ψb, у якiй b позначає вiдповiдний набiр квантових чисел

ψ =
∑
b

cbψb. (51)

Коефiцiєнти cb, як слiдує iз (50), виражаються через матричнi елементи
оператора Ŝ

cb = (ψb, ψ) = (ψb, Ŝψa) = ⟨b|S|a⟩ = Sba. (52)

Квадрат модуля амплiтуди cb дає повну iмовiрнiсть переходу системи iз
стану a у стан b

W
′

ba = |Sba|2. (53)

Отже, матричнi елементи оператора Ŝ пов’язанi безпосередньо iз вiдпо-
вiдними iмовiрностями переходiв.

Оскiльки, оператор V̂ (t, t0) – унiтарний, то його граничний випадок
Ŝ також є унiтарним, тобто

ŜŜ+ = Ŝ+Ŝ = Î , (54)

де Î – одиничний оператор. Iз останнього виразу можна одержати оче-
видний результат ∑

b

S+
abSba =

∑
b

|Sba|2 = 1, (55)

який показує, що сума iмовiрностей усiх можливих переходiв дорiвнює
одиницi. Виходячи iз спiввiдношення (53), ефективний перерiз можна
виразити через матричнi елементи оператора Ŝ.
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Припустимо, що початковий стан ψa характеризується певним значе-
нням енергiї Ea. Оскiльки, повна енергiя системи зберiгається, то матри-
чнi елементи Sab можна записати у виглядi

Sba = SE
ba δ(Ea − Eb). (56)

Прийнято говорити, що матриця SE
ab задана на енергетичнiй поверхнi.

Через неї повна iмовiрнiсть переходу (53) задається у такий спосiб

W
′

ta = |SE
ba|2δ2(Ea − Eb). (57)

Вiдповiдно, iмовiрнiсть переходу за одиницю часу визначається як

W =
1

2π~
|SE

ba|2. (58)

Щоб знайти перерiз процесу, треба подiлити iмовiрнiсть переходу на гу-
стину потоку падаючих частинок. Пiсля деяких обчислень можна одер-
жати такий вираз для ефективного перерiзу процесу a→ b

σba =
π

k2a

∑
l

(2l + 1)|Sl
ba − δba|2. (59)

Звiдси, для пружного розсiювання

σaa =
π

k2a

∑
l

(2l + 1)|Sl
aa − 1|2. (60)

А для повного перерiзу всiх непружних процесiв, який одержують пiд-
сумовуванням перерiзiв σba по всiх каналах b ̸= a, матимемо

σnonelast =
∑
b ̸=a

σba =
π

k2a

∑
b̸=a

∑
l

(2l + 1)|Sl
ba|2. (61)

Застосовуючи умову унiтарностi S-матрицi у виглядi∑
b̸=a

|σl
ba|2 = 1− |Sl

aa|2,

для перерiзу непружного розсiювання одержимо

σnonelast =
π

k2a

∑
l

(2l + 1)(1− |Sl
aa|2). (62)
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Формули (60) i (62) спiвпадають iз вiдповiдними виразами фазової
теорiї розсiювання. Порiвняння вiдповiдних виразiв показує, що введенi
величини Sl є дiагональними елементами матрицi розсiювання Ŝ. Якщо
непружнi процеси – вiдсутнi, то Sl

ba = 0 при b ̸= a i |Sl
aa|2 = 1, а

Sl
aa = e2iδl .

2.7 Матриця розсiювання i теорiя збурень

Iнодi задачу теорiї розсiювання вдається розв’язати методами теорiї збу-
рень. Зокрема, якщо гамiльтонiан системи можна представити у виглядi
суми

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ ,

де Ĥ0 – гамiльтонiан системи невзаємодiючих частинок, а Ĥ ′ – описує їх
взаємодiю, то для вiдшукання явного вигляду S-матрицi зручно викори-
стати представлення взаємодiї. Хвильова функцiя у цьому представленнi
визначається рiвнянням

i~
∂φ(x, t)

∂t
= Ĥ ′φ(x, t). (63)

Оператор V̂ (t, t0), який задається формулою

ψ(x, t) = V̂ (t)φ(x, 0),

i за означенням перетворює хвильову функцiю, задану у момент часу
t0 у хвильову функцiю, визначену у момент часу t, можна записати у
представленнi взаємодiї, а саме

φ(t) = V̂ (t, t0)φ(t0). (64)

Пiдставляючи (64) у (63), одержуємо

i~
∂V̂ (t, t0)

∂t
= Ĥ

′
intV̂ (t, t0),

V̂ (t0, t0) = 0.

(65)

Ця система рiвнянь еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

V̂ (t, t0) = 1− i

~

∫ t

t0

dt
′
Ĥint(t

′
)V̂ (t

′
, t0). (66)
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Отримане iнтегральне рiвняння можна розв’язати методом послiдовних
наближень

V̂ (t,−∞) =1− i

~

∫ t

−∞
dt1Ĥint(t1) +

(
− i

~

)2 ∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2Ĥint(t1)Ĥint(t2) + ...+(

− i

~

)n ∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ n−1

−∞
Ĥint(t1)Ĥint(t2)...Ĥint(tn)dtn + ... .

(67)

Зазначимо, що областi iнтегрування за змiнними t1, t2, ...tn повиннi бути
упорядкованi як t1 > t2 > ... > tn. Одержану формулу називають форму-
лою Дайсона i вона дає змогу пов’язати S-матрицю iз енергiєю взаємодiї.
Дана формула вважається точною, якщо у нiй виконано пiдсумовування
усього ряду теорiї збурень.

2.8 Аналiтичнi властивостi матрицi розсiювання

Як вже було зазначено, апарат матрицi розсiювання дає змогу одержа-
ти важливi результати теорiї розсiювання, якi не пов’язанi з конкретним
виглядом потенцiала. Зокрема, одержання таких результатiв пов’язане
iз вивченням аналiтичних властивостей S-матрицi. Для спрощення ви-
кладок обмежимося випадком пружного розсiювання. У такому разi еле-
менти S-матрицi задаються виразом Sl

aa = e2iδl .
Асимптотичний вираз у точцi r = 0 для хвильової функцiї частин-

ки, що рухається у полi, потенцiал якого спадає на великих вiдстанях
швидше, анiж 1/r, i енергiя якої E = ~2k2/2m та моментом l, має вигляд

χkl(r) = rRkl(r) = al(k)e
i(kr−πl

2
) + bl(k)e

−i(kr−πl
2
). (68)

Порiвнюючи цей вираз iз формулою (12) та враховуючи Sl
aa = e2iδl ма-

тричнi елементи Sl
aa ≡ Sl записуються через постiйнi al(k) i bl(k)

Sl(k) = −al(k)
bl(k)

. (69)

Вважатимемо, що хвильова функцiя χkl, а вiдповiдно i Sl(k) – функцiї
комплексної змiнної k. У цьому випадку можна показати, що функцiю
комплексної змiнної досить розглянути лише у одному квадрантi, а не
на усiй комплекснiй площинi k. Оскiльки, рiвняння Шредингера не змi-
нюється при замiнi k на −k, то функцiя χ−kl описуватиме той же стан,
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що i χkl. Тобто, обидвi функцiї можуть вiдрiзнятися лише на довiльну
сталу. Зробивши у (68) замiну k на −k, знаходимо

al(k)

bl(k)
=
bl(−k)
al(−k)

,

звiдки випливає, що
Sl(k) = S−1

l (−k). (70)

Оскiльки χ∗
kl з точнiстю до деякої сталої також спiвпадає iз χkl,

Sl(k) =
(
S−1
l (−k)

)−1
. (71)

Останнє спiввiдношення записане для дiйсних k. Здiйснивши аналiтичне
продовження у комплексну площину k, одержуємо

Sl(k) = (S∗
l (k

∗))−1 . (72)

Два останнi спiввiдношення пов’язують мiж собою значення функцiї Sl(k)
у одному iз квадрантiв площини комплексної змiнної k iз її значеннями у
вiдповiдних точках iнших трьох квадрантiв. Iз спiввiдношення (71) слi-
дує, що при дiйсному k має мiсце спiввiдношення |Sl(k)|2 = 1, а отже
фаза δl у виразi Sl = e2iδl – дiйсна. На уявнiй осi, як видно iз (71) i (70),
функцiя Sl(k) – дiйсна, а отже фаза δl – уявна.

Розглянемо розмiщення особливостей функцiї Sl(k). Нехай потенцiа-
лу V (x) вiдповiдає зв’язаний стан частинки iз енергiєю E0. Цей зв’язаний
стан описується хвильовою функцiєю χk0l, що є регулярною у нулi та на
великих вiдстанях затухає як e−|k0|r, де k0 = i

√
2m|E0|/~2. Отже, хвильо-

ва функцiя χkl, якщо її аналiтично продовжити у комплексну площину,
повинна затухати при k = k0 як e−|k0|r. Тому у точцi k = k0 повинна ви-
конуватися умова bl(k0) = 0, а вiдповiдно, згiдно iз (69), функцiя Sl(k) у
точцi k = k0 має полюс. У симетричнiй точцi, яка знаходиться у нижнiй
пiвплощинi, тобто у точцi k = −k0, функцiя Sl(k), як це слiдує iз (70), має
нуль. Отже, ми прийшли до висновку, що кожному зв’язаному становi
вiдповiдає полюс функцiї Sl(k), що знаходиться у певнiй точцi верхньої
уявної осi комплексної площини змiнної k. Зазначимо, що на уявнiй пiв-
осi можуть виникати також i ”фальшивi” полюси, якi не вiдповiдають
зв’язаним станам. Можна показати, що ”фальшивi” полюси не виника-
ють при введеннi радiуса обрiзання R, який вiдповiдає умовi V (r) = 0
при r > R. При цьому радiус обрiзання може бути як завгодно великим.
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Зауважимо також, що функцiя Sl(k) не може мати полюсiв у верхнiй пiв-
площинi поза уявною пiввiссю, оскiльки у цьому випадку такому полюсу
вiдповiдало б комплексне значення енергiї зв’язаного стану.

Функцiя Sl(k) може мати полюси i у нижнiй пiвплощинi, i вони мо-
жуть розмiщатися i не на уявнiй напiвосi. Як видно iз (70) i (72), цi по-
люси повиннi бути розмiщенi парами, симетрично вiдносно уявної пiвосi.
У верхнiй пiвплощинi таким полюсам вiдповiдають нулi функцiї Sl(k).
Полюсам, розмiщеним у нижнiй пiвплощинi вiдповiдає хвильова фун-
кцiя, яка експоненцiально зростає на великих вiдстанях, тому вона не
може описувати зв’язанi стани. Цим полюсам, якi знаходяться у нижнiй
пiвплощинi вiдповiдають квазiстацiонарнi стани, якi розпадаються про-
тягом деякого скiнченого часу.

Шукатимемо полюс функцiї Sl(k) для полюса, якому вiдповiдає зв’я-
заний стан, енергiя якого E = −E0, а k = k0 = i

√
2m|E0|/~2. Позначив-

ши лишок Sl(k) як cl, визначимо функцiю Sl(k) у околi точки k = k0 у
виглядi

Sl =
cl

k − k0
. (73)

Величина cl пов’язана iз амплiтудою хвильової функцiї стацiонарного
стану з енергiєю E = −E0. Щоб виявити цей зв’язок, запишемо рiвняння
для нормованої на одиницю функцiї χkl та її похiдної по енергiї E

χ
′′

kl +
2m

~2

(
E − U − ~2 l(l + 1)

2mr2

)
χkl = 0,(

∂χkl

∂E

)′′

+
2m

~2

(
E − U − ~2 l(l + 1)

2mr2

)
∂χkl

∂E
=

2m

~2
χkl.

Домноживши перше iз рiвнянь на ∂χkl/∂E, а друге на χkl i вiднiмемо їх
одне вiд одного. Проiнтегрувавши результат по dr, маємо

χ
′

kl

∂χkl

∂E
− χkl

(
∂χkl

∂E

)′

=
2m

~2

∫ r

0

χ2
kldr. (74)

Скористаємося цим спiввiдношенням за умови, що E = −E0 i r → ∞.
I якщо функцiї al(k) i bl(k) у околi точки k = k0 розкласти у ряд та
перепозначити постiйнi

al(k) = al(k0) = Ali
−l, bl(k) = βl(k − k0), (75)

27



то використавши (68) та (74), одержимо

βl = − 1

al
= −i

l+1

Al

. (76)

Пiдставивши одержаний вираз у (69), матимемо лишок у точцi k = k0

cl = iA2
l (−1)l+1. (77)

Отже, нам вдалося пов’язати величину лишка cl iз амплiтудою Al у
асимптотичному виразi для хвильової функцiї χkl = Ale

−|k0|r зв’язаного
стану.

Дослiдження поведiнки фаз розсiювання δl, а, отже, i функцiї Sl =
e2iδl(k) та екстраполяцiя цих результатiв у комплексну площину дає змо-
гу iз (77) зробити певнi висновки стосовно хвильової функцiї зв’язаного
стану.

Аналiтичнi властивостi величин Sl(k) також дають змогу одержати
важливi спiввiдношення, яким повинна задовольняти амплiтуда розсiю-
вання. Цi спiввiдношення називають дисперсiйними спiввiдношеннями.

3 Теорiя розсiювання для одновимiрного
випадку

Тепер розглянемо квантовомеханiчну теорiю розсiювання для одно-
вимiрного випадку. У одновимiрному випадку теорiя розсiювання – про-
стiша, тому що на вiдмiну вiд тривимiрного випадку, у якому iснує кон-
тинуум кутiв розсiювання, у одновимiрному випадку iснує лише два на-
прямки розсiювання: напрям ”вперед” i напрям ”назад”. Гамiльтонiан у
одновимiрному випадку є лише двократно виродженим, а не нескiнчено
виродженим, як у тривимiрному випадку. Тому одновимiрне розсiюван-
ня для кожної заданої енергiї можна описати за допомогою двовимiрного
векторного простору, а не нескiнченновимiрного, як у випадку триви-
мiрного розсiювання. S-матриця у цьому випадку є матрицею другого
порядку, а не нескiнченного порядку. Це спрощує трактування багатьох
фiзичних процесiв теорiї розсiювання та дає змогу проiлюструвати бага-
то моментiв тривимiрної теорiї розсiювання. Зокрема, у тривимiрнiй те-
орiї розсiювання розглядають центральносиметричнi потенцiали, тобто
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потенцiали, якi не змiнюються при поворотах. Натомiсть у одновимiр-
нiй теорiї розсiювання можна використати симетрiю потенцiла вiдносно
iнверсiї щодо початку координат, якщо вiн симетричний вiдносно вiдби-
вань. Ця властивiсть симетрiї дає змогу роздiлити задачу розв’язування
рiвняння Шредiнгера на двi задачi для двох незалежних парцiальних
хвиль.

Гамiльтонiан вiльної частинки масою m, iмпульс якої рiвний p = ~k,
має вигляд

H0 =
p2

2m
. (78)

Iмпульс p комутує iз гамiльтонiаном H0, а отже їх можна одночасно дi-
агоналiзувати. Їх власнi функцiї будуть плоскими хвилями. Тобто

p ψk(x) =~k ψk(x),

H0ψk(x) =
(~k)2

2m
ψk(x).

(79)

Енергетичний спектр вiльної частинки двократно вироджений, оскiльки
його власнi значення залежать вiд абсолютного значення k, i не залежать
вiд його знака. Будь-яка лiнiйна комбiнацiя функцiй ψk i ψ−k також буде
їх власною функцiєю, тобто завжди можна побудувати власну функцiю

Ψ(x) = A exp (ikx) +B exp (−ikx). (80)

Власну функцiю (80) можна також представити у виглядi

Ψ(x) = sin(kx+ δ). (81)

У цих формулах A, B i δ - деякi сталi.
Власнi функцiї оператора iмпульсу описують бiжучi хвилi. Хвильова

функцiя (80) є лiнiйною комбiнацiєю двох бiжучих хвиль, що поширю-
ються у протилежних напрямках. Хвильова функцiя (81) описує стоячу
хвилю.

Гамiльтонiан (78) iнварiантний вiдносно iнверсiї щодо початку коор-
динат, тому оператор парностi P комутує з ним, а отже гамiльтонiан має
спiльну iз оператором парностi систему власних функцiй. Парнi i непарнi
власнi функцiї оператора парностi мають такий вигляд

ψk0(x) = cos(kx),

ψk1(x) = sin(kx),
(82)
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причому

Pψk0(x) = ψk0(x),

Pψk1(x) = −ψk1(x).
(83)

Якщо до гамiльтонiана вiльної частинки додати потенцiал V (x), який
вiдмiнний вiд нуля у скiнченiй областi, що обмежена значеннями |x| = X,
то одержимо

H0 =
p2

2m
+ V (x), (84)

причому V (x) = 0 при |x| > X. Спектр власних значень при E ≥ 0 не
змiниться при додаваннi потенцiала V (x) у тому сенсi, що вiн залиши-
ться неперервним i двократно виродженим. Крiм того, вигляд власних
функцiй не змiниться при E ≥ 0 у областi, не зайнятiй потенцiалом.
Завжди можна знайти власнi функцiї, що матимуть поведiнку таку ж,
як i будь-яка iз власних функцiй (80, 81, 82) як при x > X, так i при
x < −X. Наперед невiдомо, як пов’язанi мiж собою цi функцiї у вiд’єм-
нiй i додатнiй областi. Можливо, хвильова функцiя яка при x > X має
вигляд ψk(x) = exp (ikx), повинна бути лiнiйною комбiнацiєю функцiй
(80) при x < −X, а те, якою буде ця комбiнацiя, визначається формою
потенцiала V (x).

Як приклад, розглянемо хвильову функцiю ψ(+)(x), яка при x > X
має вигляд плоскої хвилi

ψ(+)(x) = S exp (ikx) при x > X, (85)

з деяким коефiцiєнтом S. При x < −X власна функцiя має вигляд

Ψ(x) = exp (ikx) +R exp (−ikx) при x < −X (86)

iз деяким коефiцiєнтом R. Нормування власної функцiї (86) вибирають
таким, щоб коефiцiєнт при першому доданку був рiвним одиницi. Розгля-
нутi власнi функцiї мають такий фiзичний змiст. При x < −X iснує двi
бiжучi хвилi, якi поширюються у протилежних напрямках, а при x > X
iснує лише одна хвиля, яка поширюється вправо. Перший доданок у дру-
гiй формулi можна трактувати, як хвилю що падає, другий доданок –
як хвилю, що вiдбилася, а першу формулу – як хвилю, що пройшла. Ко-
ефiцiєнти R i S – амплiтуди хвиль, якi вiдбилися i пройшли для даного
потенцiала. Їх можна знайти iз розв’язку рiвняння Шредингера на всiй
осi, включно iз областю, у якiй дiє потенцiал V (x).
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3.1 Зв’язок симетрiї вiдносно вiдбивань i поворотiв iз
зсувом фаз

Якщо потенцiал V (x) iнварiантний вiдносно вiдбивання, тобто

V (x) = V (−x), i [P, V ] = 0,

тодi гамiльтонiан (84) i оператор парностi P можна одночасно дiагона-
лiзувати, що дає змогу побудувати парнi i непарнi розв’язки, якi будуть
стоячими хвилями, та якi зручно записати у такому виглядi

ψ0(x) = cos(kx+ δ0) при x > X, ψ0(x) = cos(kx− δ0) при x < −X,
ψ1(x) = cos(kx+ δ1) при x > X, ψ1(x) = cos(kx− δ1) при x < −X.

(87)

Цi стани вiдрiзняються вiд вiдповiдних власних станiв (82) зсувом фаз
δ0 i δ1. Величина цих зсувiв визначається виглядом потенцiала V (x). Їх
можна знайти, роз’язавши рiвняння Шредингера.

Можна побудувати лiнiйнi комбiнацiї власних станiв визначеної пар-
ностi при x > X

ψ+(x) = e+iδ0ψ0(x) + ie+iδ1ψ0(x) = e+iδ0 cos(kx+ δ0) + ie+iδ1 sin(kx+ δ1) =

e+iδ0

2

(
ei(kx+δ0) + e−i(kx+δ0)

)
+
e+iδ1

2

(
ei(kx+δ1) − e−i(kx+δ1)

)
=

1

2

(
ei(kx+2δ0) + e−ikx + ei(kx+2δ1) − e−ikx

)
=

1

2

(
e+2iδ0 + e+2iδ1

)
eikx при x > X,

(88)

та

ψ+(x) =e+iδ0ψ0(x) + ie+iδ1ψ0(x) = e+iδ0 cos(kx− δ0) + ie+iδ1 sin(kx− δ1) =

eikx +
1

2

(
e+2iδ0 − e+2iδ1

)
e−ikx при x < −X,

(89)
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при x < X. Звiдси

S =
1

2

(
e+2iδ0 + e+2iδ1

)
=

1

2

[
(e+2iδ0 − 1) + (e+2iδ1 − 1)

]
+ 1 =

1 +
1

2
e+iδ0

(
e+δ0 − e−iδ0

)
+

1

2
e+iδ1

(
e+δ1 − e−iδ1

)
=

1 +
1

2
eiδ0 (cos δ0 + i sin δ0 − cos δ0 + i sin δ0)+

1

2
eiδ1 (cos δ1 + i sin δ1 − cos δ1 + i sin δ1) =

1 + ieiδ0 sin δ0 + ieiδ1 sin δ1 = 1 +
∑
l=0,1

ieiδl sin δl.

(90)

i

R =
1

2

(
e+2iδ0 − e+2iδ1

)
=

1

2

[
(e+2iδ0 − 1)− (e+2iδ1 − 1)

]
=

1 +
∑
l=0,1

i(−1)leiδl sin δl.
(91)

Одержанi результати можна узагальнити, записавши їх у формi, у
якiй прозорiшим буде зв’язок iз тривимiрним випадком. Оскiльки, симе-
трiю потенцiала щодо iнверсiї вiдносно початку координат можна також
трактувати як iнварiантнiсть вiдносно поворотiв на кут 1800 вiдносно
осi, перпендикулярної до осi Ox, то зв’язок iз тривимiрним випадком ви-
глядає природним. Як вiдомо, при розглядi поворотiв у тривимiрному
випадку, найзручнiшими є полярнi координати. Одновимiрний випадок
також можна переформулювати за допомогою ”одновимiрних полярних
координат”, якщо їх визначити у такий спосiб:

r =x,

θ =0 якщо x > 0,

θ =π якщо x < 0.

Тобто у одновимiрному випадку θ набуває лише двох значень 0 i π, якi
вiдповiдають напрямкам ”вперед” i ”назад”. Такий пiдхiд дає змогу за-
писати хвильовi функцiї (85) i (86) однiєю формулою

ψ+(x) = eikx + g(θ)eikr при r > x, (92)
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iз

g(0) =S − 1

g(π) =R.

Перший доданок eikx у цiй формулi є не лише при x < −X, але i при
x > X. Вiн описує не лише збiжну падаючу хвилю, але й розбiжну хвилю
та був би повним розв’язком рiвнянням Шредингера i при вiдсутностi
потенцiала. Обидва доданки цiєї хвильової функцiї описують незбурену
хвильову функцiю, яка є точним розв’язком рiвняння Шредингера без
потенцiала, i розсiяну хвилю, iснування якої пов’язане iз дiєю потенцiала.

Амплiтуду розсiювання f(θ) можна виразити через зсуви фаз, якщо
використати (91), (92) та формулу f(θ) = (1/ik)g(θ). Тодi

f(θ) = k−1
∑
l=0,1

eilθeiδlsinδl. (93)

3.2 S - матриця

Хвильову функцiю (92) можна подати у виглядi суми збiжної та розбi-
жної хвиль, записавши перший доданок у полярних координатах, подiбно
до того, як це зроблено для другого доданка. Тодi

ψ
(+)
0 = δθ,πe

−ikr + [g(θ) + δθ,0]e
ikr при r > X. (94)

Нижнiй iндекс ”0” бiля хвильової функцiї означає, що падаюча хвиля
поширюється ”вперед”, тобто злiва направо. Оскiльки ми вважаємо, що
потенцiал iнварiантний вiдносно вiдбивання, то можна побудувати ще
один розв’язок рiвняння Шредингера, який вiдповiдає розв’язковi (94),
якщо вiдобразити його вiдносно початку координат. Операцiя вiдбивання
вiдповiдає замiнi θ на π − θ, тодi

ψ(+)
π = δθ,0e

−ikr + [g(π − θ) + δθ,π]e
ikr при r > X. (95)

Тут нижнiй iндекс π означає, що падаюча хвиля поширюється ”назад”,
тобто справа налiво. Обидвi функцiї (94) i (95) можна записати у виглядi
однiєї формули

ψ
(+)

θ
′ = δθ,π−θ′e

−ikr + [g(θ
′ − θ) + δθ,θ′ ]e

ikr при r > X. (96)
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Довiльна лiнiйна комбiнацiя функцiй (94) i (95) також буде деяким розв’яз-
ком рiвняння Шредингера. Оскiльки, будь-яку функцiю вiд двозначної
змiнної θ можна записати у виглядi лiнiйної комбiнацiї двох функцiй δθ,0
i δθ,π (ϕ(θ) = C1δθ,π + C2δθ,0), то це дає змогу вибудувати розв’язок iз
збiжною хвилею e−ikr, домноженою на довiльну функцiю вiд θ. Нехай
ϕ1(θ) i ϕ2(θ) – двi ортонормованi функцiї вiд θ у двовимiрному векторно-
му просторi лiнiйних комбiнацiй функцiй зi значеннями θ = 0 i θ = π. За
їх допомогою можна побудувати два вiдповiдних розв’язки, комбiнуючи
функцiї (94) i (95)

ψ(+)
α = ϕ(0)ψ

(+)
0 + ϕ(π)ψ(+)

π =
∑

θ
′
=0,π

ϕα(θ
′
)ψ(+)

α (θ
′
), (97)

ψ(+)
α = ϕα(π − θ)e−ikr +

∑
β=1,2

Sαβϕβ(θ)e
ikr при r > X, (98)

тут α = 1, 2. Матриця Sαβ має такий вигляд

Sαβ =
∑
θ,θ′

ϕ∗
β(θ)[g(θ

′ − θ) + δθ,θ′ ]ϕα(θ
′
). (99)

Матрицю Sαβ називають S-матрицею; величина Sαβ рiвна амплiтудi роз-
бiжної хвилi типу β, одержаної внаслiдок розсiювання збiжної хвилi типу
α.

S-матриця є унiтарною матрицею, тобто її елементи задовольняють
спiввiдношення ∑

β=1,2

SαβSγβ = δα,γ. (100)

У випадку вiдсутностi потенцiала збiжна i розбiжна хвилi спiвпадають
i, як видно iз формули (98), S-матриця є одиничною матрицею.

Враховуючи властивiсть унiтарностi, можна побудувати iншi два розв’яз-
ки рiвняння Шредингера

ψ(−)
γ =

∑
α=1,2

ψ+
αS

∗
αγ =

∑
α=1,2

ϕα(π−θ)S∗
αγe

−ikr+ϕγ(θ)e
ikr при r > X, (101)

де α = 1, 2. У цих розв’язках є одна розбiжна хвиля i сума збiжних хвиль.
У розглянутих ранiше розв’язках була одна збiжна хвиля та сума роз-
бiжних хвиль. Зазначимо, що функцiю iз такими властивостями можна
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побудувати iз розв’язкiв (98), зробивши замiну θ на π − θ i виконавши
комплексне спряження, тобто

[ψ(+)
α (π − θ)]∗ = ϕ∗

α(θ)e
ikr +

∑
β=1,2

S∗
αβϕ

∗
β(π − θ)e−ikr. (102)

Якщо пiдставити (102) у рiвняння Шредингера, то можна перекона-
тися, що вони є його розв’язками за умови, що потенцiал – величина дiй-
сна, тобто, якщо потенцiал iнварiантний вiдносно iнверсiї часу. У цьому
випадку розв’язки (98) i (102) повиннi описувати фiзично однаковi ста-
ни, що вiдрiзняються лише фазовими множниками. Це, своєю чергою,
призводить до умов, яким повинна задовольняти S-матриця, щоб вона
була iнварiантною вiдносно iнверсiї часу. Якщо фази вибранi так, що
ϕα(θ) є дiйсними величинами, то вимога iнварiантностi вiдносно iнверсiї
призводить до вимоги симетрiї S-матрицi.

S-матрицю можна дiагоналiзувати, якщо потенцiал – симетричний
вiдносно iнверсiї. Для цього лише слiд вибрати функцiї (87) базисними
функцiями. У полярних координатах цi стани мають такий вигляд

ψ0(x) = cos(kr + δ0) =
1

2
e−iδ0 [e−ikr + e2iδ0eikr] при r > X, ,

ψ1(x) = eiθ sin(kr + δ1) =
1

2
ie−iδ1eiθ[e−ikr − e2iδ1eikr] при r > X.

(103)

Iз наведених функцiй стану можна утворити також iншi функцiї стану,
якi матимуть iншi сталi нормування та фазовi множники, зокрема, такi

ψl = eilθ[e−ikr + (−1)le2iδleikr]. (104)

Цi функцiї можна також записати у виглядi, подiбному до (98), оскiльки

ψl = −[eil(π−θ)e−ikr + e2iδleiθeikr]. (105)

Порiвнюючи останню формулу iз формулою (98)

ψ(+)
α = ϕα(π − θ)e−ikr +

∑
β=1,2

Sαβϕβ(θ)e
ikr при r > X, (106)

приходимо до висновку, що

ϕl(θ) = eilθ, (107)
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а
Sll

′ = e2iδlδll′ . (108)

Якщо вiдома S-матриця, то ми одержуємо повний опис процесу роз-
сiювання. S-матриця дає змогу знайти розсiянi хвилi для усiх падаю-
чих хвиль. У загальному випадку, коли разом iз пружним розсiюванням
iснують також процеси непружного розсiювання, S-матриця пов’язує усi
можливi стани, якi можуть переходити однi в iншi у процесi розсiювання.
У цьому випадку iндекси α i β є iндексами усiх можливих каналiв, а не
просто iндексами, якi стосуються лише розсiювання ”вперед” i ”назад”.

3.3 Розсiювання на δ - потенцiалi

Розглянемо задачу розсiювання на короткодiючому потенцiалi, вiдмiн-
ному вiд нуля в областi, протяжнiсть якої набагато менша вiд довжини
хвилi частинки, що розсiюється, тобто

kX ≪ 1. (109)

Рiвняння Шредингера[
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x) =

~2k2

2m
ψ(x), (110)

перепишемо у виглядi(
d2

dx2
+ k2

)
ψ(x) =

2mV (x)

~2
ψ(x) = U(x)ψ(x), (111)

де
U(x) =

2m

~2
V (x). (112)

Рiвняння (111) можна проiнтегрувати по x у межах вiд −X до X, поза
якими потенцiал рiвний нулю. Тодi

dψ(+X)

dx
− dψ(−X)

dx
+ k2

∫ X

−X

ψ(x)dx =

∫ X

−X

U(x)ψ(x)dx. (113)

Визначимо граничнi умови на межi областей з рiзними значеннями по-
тенцiала: хвильова функцiя повинна бути неперервною, а поведiнка її
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похiдної залежить вiд поведiнки потенцiала. Якщо функцiя, яка описує
поведiнку потенцiала є неперервною, то

lim
X→0

∫ X

−X

U(x)ψ(x)dx = 0 (114)

i похiдна вiд хвильової фукнкцiї є неперервною разом iз самою фун-
кцiєю. Якщо в околi деякої точки потенцiальна функцiя має скiнчений
розрив, то застосовуючи теорему про середнє до iнтеграла вiд добутку
потенцiала на хвильову функцiю, одержимо∫ X

−X

U(x)ψ(x)dx = 2Xψ(x)U(x). (115)

Перейшовши до границi X → 0, знову одержуємо, що похiдна вiд хвильо-
вої функцiї у точцi розриву потенцiала – неперервна. Якщо ж потенцiал
у деякiй точцi має нескiнчений розрив (розрив другого роду), то∫ X

−X

U(x)ψ(x)dx

буде вiдмiнним вiд нуля i похiдна вiд хвильової функцiї вже не буде
неперервною, а матиме розрив.

Для коороткодiючого потенцiала, що задовольняє умову (109), хви-
льова функцiя не може дуже суттєво змiнитися у областi, в якiй потенцi-
ал вiдмiнний вiд нуля. Формула (113) дає змогу знайти змiну хвильової
функцiї на кiнцях вiдрiзка iз ненульовим значенням потенцiала. Як ви-
дно iз цiєї формули, змiна хвильової функцiї визначається iнтегралом
вiд добутку хвильової функцiї на потенцiал. Для спрощення розрахун-
кiв розглянемо потенцiал ”нульового розмiру”, а саме δ-потенцiал

U(x) = −U0δ(x). (116)

Пiдставимо (116) у (113) i спрямуємо X → 0. Тодi для розв’язку iз дода-
тною парнiстю (87), одержимо

dψ(0+)

dx
− dψ(0−)

dx
= −2k sin δ0 = U(0)ψ0(0) = U0 cos δ0. (117)

Звiдси, для хвилi додатної парностi, зсув фази дорiвнює

tan δ0 =
U0

2k
, (118)
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а вiдповiдний матричний елемент S-матрицi рiвний

e2iδ0 =
eiδ0

e−iδ0
=

cos δ0 + i sin δ0
cos δ0 − i sin δ0

=
1 + i tan δ0
1− i tan δ0

=
1 + i(U0/2k)

1− i(U0/2k)
=

2k + iU0

2k − iU0

.

(119)
Розв’язок з непарною парнiстю (87) рiвний нулю у початку координат,

а тому зсув фаз також буде нульовим,

δl = 0,

e2iδl = 1.
(120)

Пiдставляючи (118) i (120) у (93), знаходимо для амплiтуди розсiювання
такi вирази

f(θ) =
1

2ik
[e2iδ0 − 1] =

U0

k[2k − iU0]
,

g(θ) =
iU0

2k − iU0

.

(121)

Як видно iз (93), функцiя f(θ) не залежить вiд θ, тобто амплiтуди роз-
сiювання ”вперед” i ”назад” є рiвними мiж собою. Чому це має мiсце?
Хвиля додатної парностi розсiюється δ-потенцiалом, а хвиля вiд’ємної
парностi ним зовсiм не розсiюється. Оскiльки, амплiтуди хвиль дода-
тної парностi та вiд’ємної парностi однаковi при розсiюваннi ”вперед”
i ”назад”, але у однiй хвилi вони додаються, а в iншiй - вiднiмаються,
то рiзниця у розсiюваннi ”вперед” i ”назад” може виникнути лише у
випадку, коли у розв’язку присутнi обидва розв’язки. Будь-якi вiдмiнно-
стi у розсiюваннi ”вперед” i ”назад” виникають внаслiдок iнтерференцiї
хвиль iз додатною i вiд’ємною парностями.

Пiдставивши вираз g(θ) = iU0/(2k − iU0) у формулу (92), одержуємо
розв’язок рiвняння Шредингера при всiх значеннях k. Тепер розгляне-
мо цей розв’язок не лише при дiйсних, але й при комплексних k. Якщо
k - комплексна величина, то її уявна частина даватиме вклад у дiйсну
частину показникiв експонент в (92). У цьому випадку, як дiйсна, так i
уявна частина експонент будуть iз додатними показниками, а це спри-
чинить безмежне зростання амплiтуди хвилi на великих вiдстанях або
при додатних, або при вiд’ємних значеннях x. Цi розв’язки не є фiзи-
чними, оскiльки не задовольняють граничнi умови, що накладаються на
розв’язки рiвняння Шредингера. Але, слiд зазначити, що амплiтуда роз-
сiювання (121) i дiагональний елемент матрицi розсiювання (119) мають
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полюс при k = (i/2)U0. Отже, при комплексному k, яке прямує до цього
значення, амплiтуда розсiяної хвилi в (92) зростає безмежно. Якщо вiд-
нормувати розглянутий розв’язок iз комплексним k таким чином, щоб
амплiтуда розсiяної хвилi залишалася постiйною, то перший доданок у
(92), при прямуваннi k до значення k = (i/2)U0, буде прямувати до нуля i
досягне нуля у полюсi. При k = (i/2)U0 формула (92) дає розв’язок, який
мiстить лише розбiжну хвилю, але немає збiжної хвилi. При додатних
U0 величина K = (i/2)U0 - чисто уявна i додатна, показник експонен-
ти - дiйсний i вiд’ємний i амплiтуда хвилi прямує до нуля на великих
вiдстанях, тобто хвильова функцiя задовольняє граничнi умови. Отже,
уявне значення k = (i/2)U0 дає фiзичний розв’язок рiвняння Шрединге-
ра. Оскiльки амплiтуда цiєї хвилi прямує до нуля на великих вiдстанях,
то цей розв’язок описує зв’язаний стан. Хвильова функцiя цього стану
має вигляд

ψB(x) = e
1
2
U0r. (122)

Ця хвильова функцiя задовольняє рiвняння Шредингера

HψB(x) = EψB(x) = −~2
U2
0

8m
ψB(x).

Хвильова функцiя (122) має цiкаву особливiсть. Вона повнiстю зосере-
джена поза областю дiї потенцiала, але разом з тим, частинка перебуває у
зв’язаному станi. Ця особливiсть пов’язана iз нефiзичнiстю δ -потенцiала,
але вона характерна i для потенцiалiв iз скiнченим радiусом дiї, оскiль-
ки пов’язана iз корпускулярно-хвильовим дуалiзмом ”хвиля-частинка”.
Якщо радiус дiї потенцiала малий порiвняно iз довжиною хвилi частин-
ки, то хвиля обов’язково частково знаходитиметься поза ямою. Крiм то-
го, можуть iснувати також розв’язки у виглядi стоячих хвиль, якi, про-
те, матимуть ”хвости”, що поширюються за межi областi дiї потенцiала.
Зв’язування вiдображає хвильову природу частинки. Ця хвильова приро-
да заставляє частинку ”розмазуватися” у скiнченiй областi, як у областi
дiї потенцiала, так i поза нею.

3.4 Розсiювання на подвiйному δ - потенцiалi

Недолiком δ - потенцiала є те, що вiн не має розмiру i цим суттєво вiдрi-
зняється вiд будь-якого фiзичного потенцiала. Фiзичнi потенцiали мають
скiнчений радiус дiї i для них можливими є i такi процеси розсiювання,
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для яких довжина хвилi падаючих частинок буде меншою вiд радiуса дiї
потенцiала. Можливi також i резонанси, для яких цiле число пiвхвиль
точно покриває лiнiйний розмiр областi дiї потенцiала i коли, як наслi-
док, можуть виникати стоячi хвилi. Усi процеси такого типу, в принципi
не можуть вiдбуватися для δ - потенцiала, радiус дiї якого - нульовий.

Проте i для δ - потенцiала можна штучно ввести характерний роз-
мiр, узагальнивши його. З цiєю метою розглядають систему, що мiстить
два δ - потенцiали, вiдокремлених один вiд одного скiнченою вiдстанню.
Щоб зберегти симетрiю вiдносно iнверсiї, центруємо обидвi δ - функцiї у
точках x = +a/2 i x = −a/2. Тобто U(x) буде

U(x) =
2m

~2
V (x) = −1

2
U0

[
δ
(
x− a

2

)
+ δ

(
x+

a

2

)]
. (123)

Щоб ”сила” подвiйного δ - потенцiала була такою ж, як i одинарного,
слiд вважати, що ”сила” кожного δ - потенцiала зокрема рiвна 1/2 U0.
Потенцiал (123) переходить у δ - потенцiал (116) при a = 0. Щоб розв’я-
зати рiвняння Шредингера, проiнтегруємо його по x вiд a

2
− ε до a

2
+ ε.

dψ(a
2
+ ε)

dx
−
dψ(a

2
− ε)

dx
+k2

∫ a
2
+ε

a
2
−ε

ψ(x) dx =

∫ a
2
+ε

a
2
−ε

U(x)ψ(x) dx = −1

2
U0ψ(

a

2
).

(124)
Подiливши це рiвняння на ψ(a/2) та знехтувавши iнтегралом злiва, який
має порядок величини ε, одержуємо

1

ψ(a
2
)

dψ(a
2
+ ε)

dx
− 1

ψ(a
2
)

dψ(a
2
− ε)

dx
= −1

2
U0. (125)

Оскiльки, сама функцiя ψ(x) неперервна при x = a/2), то її значення
при x = (a/2± ε) рiвнi мiж собою. Зазначимо, що (125) не залежить вiд
нормування, оскiльки в неї входить логарифмiчна похiдна вiд хвильової
функцiї.

Використаємо умову (125) для ”зшивання” розв’язкiв з обох сторiн
вiд областi дiї δ-потенцiала. Точнi розв’язки рiвняння Шредингера для
iнтервалу −1/2a < x < +1/2a з додатною або вiд’ємною парнiстю –
просто вiдповiднi розв’язки для вiльної частинки

ψ0(x) = cos(kx),
1

ψ0

dψ0

dx
= −k tan(kx), −1

2
a ≤ x ≤ 1

2
a, (126)
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ψ1(x) = cos(kx),
1

ψ1

dψ1

dx
= −k cot(kx), −1

2
a ≤ x ≤ 1

2
a. (127)

Поза сферою дiї потенцiала власнi функцiї рiзної парностi виражаються
звичайними формулами, але iз зсувом фаз, тобто

ψ0(x) = cos(kx± δ0),
1

ψ0

dψ0

dx
= −k tan(kx± δ0), −1

2
a ≤ x ≤ 1

2
a, (128)

ψ1(x) = cos(kx± δ1),
1

ψ1

dψ1

dx
= −k cot(kx± δ1), −1

2
a ≤ x ≤ 1

2
a. (129)

Величини ж зсувiв фаз можна знайти iз умов зшивання обидвох розв’яз-
кiв (126), (127) i (128), (129) в точцi x = 1/2a, тобто використовуючи
формулу (125), яка дає

−k tan
(
1

2
ka+ δ0

)
+ k tan

(
1

2
ka

)
= −1

2
U0, (130)

k cot

(
1

2
ka+ δ1

)
− k cot

(
1

2
ka

)
= −1

2
U0. (131)

Розв’язуючи цi рiвняння вiдносно δ0 i δ1, знаходимо

cot δ0 = tan

(
1

2
ka

)
+

2k

U0

sec2
(
1

2
ka

)
=

4k/U0 + sin(ka)

1 + cos(ka)
, (132)

cot δ1 = cot

(
1

2
ka

)
+

2k

U0

csc2
(
1

2
ka

)
=

4k/U0 − sin(ka)

1− cos(ka)
. (133)

Iз останнiх наведених виразiв можна зробити такi висновки.
1. При ka = 2πn значення зсувiв фаз (132) i (133) зводяться до значень

(118) i (120) для одиничного δ-потенцiала. Цi результати вiдповiдають та-
кож випадку, коли a = 0, тобто коли обидва δ-потенцiали стають еквiва-
лентними, а також i всi випадки, коли на промiжку мiж δ-потенцiалами
вкладається цiла кiлькiсть довжин хвиль.
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2. Зсув фаз δ0 = 0 при ka = (2n+ 1)π i зсув фаз δ1 = 0 при ka = 2πn,
оскiльки знаменники у виразах (132) i (133) у цих точках дорiвнюють ну-
лю. Цей висновок пiдтверджується також розглядом виразу (124). Для
випадку ψ(1/2a) права частина (124) рiвна нулевi i тому розрив похiдної
вiд хвильової функцiї у точцi 1/2a вiдсутнiй, а тому обидва розв’язки
iдентичнi до розв’язкiв , що вiдповiдають вiльнiй частинцi, тобто ви-
падку вiдсутностi потенцiала, iншими словами, нiякого зсуву фаз немає.
Такий результат одержують завжди для розв’язкiв iз додатною парнiстю
коли на iнтервалi мiж ±a точно укладається непарна кiлькiсть пiвхвиль
i для розв’язкiв iз вiд’ємною парнiстю, коли на тому ж iнтервалi точно
укладається парна кiлькiсть пiвхвиль.

3. Для значень k, що прямують до нуля, вирази (132) i (133) набува-
ють вигляду

tan δ0 =
U0

2k
(
1 + 1

2
aU0

) при k → 0,

tan δ1 =
kU0a

2

8
(
1− 1

2
aU0

) при k → 0.

Зсув фаз для розв’язкiв iз вiд’ємною парнiстю прямує до нуля, а для
розв’язкiв iз додатною парнiстю прямує до зсуву фаз для одиничного
δ-потенцiала (118).

4. При великих k вирази (132) i (133) набувають вигляду

tan δ0 =
U0

4k
(1 + cos(ka)) при k → ∞,

tan δ1 =
U0

4k
(1− cos(ka)) при k → ∞.

Тобто, тангенси обидвох зсувiв фаз осцилюють помiж нулем i значенням
U0/2k, яке вiдповiдає одиничному δ-потенцiалу.

Найцiкавiшим значеннями k є промiжнi значення, для яких чисель-
ники виразiв (132) i (133) рiвнi нулю. У цьому випадку для амплiтуди
розсiювання одержують точну формулу

f(θ) =
1

k

∑
l=0,1

eilθeiδl sin δl =
1

k

∑
l=0,1

eilθ

cot δl − i
. (134)

Вiдповiдно, амплiтуда розсiювання досягає максимума, або ”резонансу”,
коли cot δ0 = 0, або cot δ1 = 0. Iз виразiв (132) i (133) слiдує, що

cot δ0 = 0 при sin(ka) = −4k

U0

, (135)
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cot δ0 = 1 при sin(ka) =
4k

U0

. (136)

При U0a≫ 1 трансцендентнi рiвняння (135) i (136) мають багато розв’яз-
кiв i тому iснує багато резонансiв. В околi кожного такого резонансу,
тобто у околi δl = 0, можна розкласти cot δl у ряд за степенями енергiї,
зберiгши у розкладi лише лiнiйнi вклади. Тодi одержимо

cot δl =
2

Γ
(E − E0), (137)

де E0 – значення енергiї, для якої cot δl = 0, а Γ визначається спiввiдно-
шенням

2

Γ
=

[
d

dE
(cot δl)

]
E=E0

.

В околi значення енергiї E0 вираз (134) для амплiтуди розсiювання мо-
жна записати, як

fl(θ) =
1

k

1
2
eilθΓ

(E − E0) +
1
2
iΓ
, (138)

де fl(θ) – вклад у амплiтуду розсiювання вiд парцiальної хвилi, що при-
зводить до резонансу. Цей вираз дає типову форму резонансної кривої,
для якої Γ – пiвширина резонансу.

Точна амплiтуда розсiювання (134) має полюси при cot δl = i. Iз фор-
мул (132) i (133), одержуємо

cot δ0 − i =
(4k/U0 + sin(ka))− i(1 + cos(ka))

1 + cos(ka)
= −i1 + eika + 4ik/U0

1 + cos(ka)
,

(139)

cot δ1 − i =
(4k/U0 − sin(ka))− i(1− cos(ka))

1− cos(ka)
= −i1− eika + 4ik/U0

1− cos(ka)
.

(140)
Iз цих виразiв видно, що полюси амплiтуди розсiювання iснують лише
при уявних значеннях k, i тому, якщо ik = −λ, деλ є дiйсною величиною,
то приходимо до таких двох рiвнянь

1 + e−λa − 4λ

U0

= 0 для δ0, (141)

1− e−λa − 4λ

U0

= 0 для δ1. (142)
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Iз рiвняння (141) випливає, що завжди iснує один зв’язаний стан для
додатної парностi. Це можна побачити, розглянувши графiк, на якому
зображено 1 + e−λa i 4λ/U0, як функцiї вiд λ. Графiки, що зображають
цi функцiї перетнуться у однiй точцi. Iз рiвняння (142) також видно,
що при великих значеннях U0 для вiд’ємної парностi iснуватиме єдиний
зв’язаний стан, а при малих U0 не iснуватиме жодного зв’язаного ста-
ну. У цьому також можна переконатися, розглянувши графiк на якому
зображено 1− e−λa i 4λ/U0, як функцiї вiд λ. Критичне значення U0 мо-
жна знайти iз умови, коли обидвi функцiї матимуть однаковий нахил
при λ = 0, тобто iз умови

U0 =
4

a
. (143)

При значеннях U , що переважають значення U0 (143) буде iснувати один
зв’язаний стан. У цьому можна переконатися безпосередньо розв’язуючи
рiвняння Шредингера для зв’язаних станiв.

3.5 Розсiювання на потенцiалi U = U0/ cosh(x)

Розглянемо ще один цiкавий приклад одновимiрного потенцiала, який
повнiстю прозорий ([9], [10]). Для одержання такого потенцiала предста-
вимо хвильову функцiю задачi у виглядi

ψ(x) = exp

(
−
∫
x

W (x)dx

)
. (144)

Тодi
ψ

′
(x)

ψ(x)
= −W (x), (145)

i функцiя W (x) одержала назву суперпотенцiала. Пiдставивши (144) у
рiвняння Шредингера, приходимо до рiвняння

V−(x) =
2m

~2
(
W 2(x)−W

′
(x)
)
+ E, (146)

що пов’язує суперпотенцiал з потенцiалом.
Припустимо, що потенцiал постiйний, тобто

V−(x) = W 2(x)−W
′
(x) = κ2 = const. (147)
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Тодi, враховуючи, що ψ′
(x)/ψ(x) = −W (x), а

W
′
(x) = −ψ

′′
(x)

ψ(x)
+

(ψ
′
)2(x)

ψ2(x)
, (148)

приходимо до такого рiвняння

ψ
′′
(x)

ψ(x)
= κ2. (149)

Це рiвняння є звичайним диференцiальним рiвнянням другого порядку
iз постiйними коефiцiєнтами, розв’язком якого є

ψ(x) = A cosh(κ(x− x0)). (150)

Вiдповiдний суперпотенцiал матиме вигляд

W (x) = −ψ
′
(x)

ψ(x)
= −κ tan(κ(x− x0)), (151)

а
V+(x) = W 2(x) +W

′
(x) = κ2

[
1− 2

cosh(κ(x− x0)

]
. (152)

Цей потенцiал має нульову енергiю основного стану, хвильовою функцiєю
якого є

ψ
(+)
0 (x) ∼ 1

cosh(κ(x− x0))
. (153)

Простий аналiз показує, що потенцiал V+ буде безвiдбивним, тобто
за будь-якої енергiї коефiцiєнт проходженя буде рiвним 1. Справдi, роз-
глянемо рiвняння плоскої хвилi ψ(−)(x) = exp(iqx), яке є розв’язком рiв-
няння Шредингера з потенцiалом V−. Тодi розв’язок з потенцiалом V+
можна знайти, як

ψ(+)(x) =

(
d

dx
+W (x)

)
exp(iqx) = [iq − κ tanh(κ(x− x0))] exp(iqx).

(154)
Асимптотична поведiнка цiєї функцiї є такою

ψ(+)(x)|x→−∞ = (iq + κ) exp(iqx), (155)
ψ(+)(x)|x→+∞ = (iq − κ) exp(iqx). (156)
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Звiдси видно, що S - матрицею є

S =
iq − κ

iq + κ
.

Вiдсутнiсть вкладу у виглядi exp(−iqx) свiдчить, що вiдбивання – вiдсу-
тнє.
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