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10 ПЕРЕДМОВА

ПЕРЕДМОВА

Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння й методи дослiдже-
ння їх розв’язкiв широко використовуються у рiзноманiтних га-
лузях i роздiлах сучасної науки й технiки. Саме тому навчаль-
на дисциплiна «Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння» за-
ймає чiльне мiсце у пiдготовцi спецiалiстiв з фiзики, механiки,
електронiки, хiмiї, матерiалознавства, бiологiї, машинобудува-
ння тощо.

Пропонований електронний посiбник охоплює основну ча-
стину унiверситетської програми з диференцiальних та iнте-
гральних рiвнянь для студентiв напрямiв пiдготовки «фiзика»,
«прикладна фiзика», але може бути використаний також для
студентiв iнженерно-технiчних вищих навчальних закладiв.

Метою посiбника є ознайомлення студентiв з основними по-
няттями, твердженнями, методами та застосуваннями теорiї
диференцiальних та iнтегральних рiвнянь, сприяння глибоко-
му засвоєнню теоретичного матерiалу за допомогою розв’яза-
них прикладiв i задач рiзного рiвня складностi, пiдготовка їх
до самостiйної роботи з науковою лiтературою.

Електронний посiбник має вигляд курсу з 24 лекцiй, якi
умовно можна подiлити на 7 роздiлiв: «звичайнi диференцiаль-
нi рiвняння першого порядку», «звичайнi диференцiальнi рiв-
няння вищих порядкiв», «системи звичайних диференцiальних
рiвнянь», «рiвняння з частинними похiдними першого поряд-
ку», «основи теорiї стiйкостi», «iнтегральнi рiвняння», «основи
варiацiйного числення».

Те, що авторами названо «лекцiями», можна вважати ни-
ми умовно – передовсiм через обсяг, який не завжди вiдповiдає
двом академiчним годинам, а також через нерiвномiрно розпо-
дiлений матерiал. Насправдi, термiн «лекцiя» – це радше пев-
ний тематично об’єднаний матерiал, який може бути основою
для справжньої лекцiї та вiдповiдного практичного заняття.

Важливi поняття, теореми, методи iлюструються приклада-
ми. Кiнець розв’язаних прикладiв та задач позначається сим-
волом �, але у тих випадках, де була можливiсть «загубити»
вiдповiдь серед тексту, її написано в кiнцi прикладу чи задачi.
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Кожна лекцiя супроводжується питаннями для контролю
та самоконтролю засвоєння матерiалу та вправами, якi можуть
бути основою для проведення практичних занять з певної те-
ми (у поєднаннi з iншими збiрниками). Посiбник може викори-
стовуватись i як довiдник, чому сприяє детальний предметний
покажчик.

У списку лiтератури читач знайде перелiк лiтературних
джерел, у яких питання, висвiтленi у цьому посiбнику, викла-
денi по-iншому або бiльш повно.

Всi слова, словосполучення та числа, видiленi червоним ко-
льором, працюють як гiперпосилання. При клацаннi на них лi-
вою кнопкою мишки вiдбувається перехiд на ту частину сторiн-
ки, де розмiщена вiдповiдна iнформацiя. Нагадуємо, що для по-
вернення до попередньої сторiнки пiсля користування гiперпо-
силанням слiд застосовувати стандартну для програми, якою
Ви користуєтесь, комбiнацiю клавiш. У бiльшостi програм та-
кою комбiнацiєю клавiш є Alt-стрiлка влiво. Весь змiст про-
дубльований у закладках, що дозволяє швидко переходити до
потрiбного роздiлу, лекцiї чи її пункту. Дерево закладок роз-
кривається при клацаннi мишкою на значцi +.

Сподiваємось, що цей електронний посiбник допоможе сту-
дентам в оволодiннi важливими роздiлами сучасної математи-
ки, а також буде корисним для викладачiв пiд час роботи зi
студентами.
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Роздiл 1.
ЗВИЧАЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI

РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Лекцiя 1. Поняття про диференцiальнi рiвняння.
Приклади задач, якi приводять до звичайних

диференцiальних рiвнянь

План

1. Задачi, якi приводять до диференцiальних рiвнянь.
2. Основнi означення й поняття.
3. Складання диференцiальних рiвнянь виключенням до-

вiльних сталих.

1. Задачi, якi приводять до диференцiальних рiв-
нянь. Використання математичних моделей є одним з най-
бiльш ефективних методiв вивчення рiзноманiтних фiзичних
процесiв i явищ. Математичнi моделi допомагають зрозумiти
фiзичний процес, дають можливiсть встановити якiснi та кiль-
кiснi характеристики його стану, з їх використанням можна пе-
редбачити подальший розвиток процесу без натуральних екс-
периментiв, проведення яких у багатьох випадках є надто до-
рогим або просто неможливим.

Вивчаючи фiзичнi явища, не завжди вдається безпосере-
дньо знайти закони або формули, якi пов’язують мiж собою
величини фiзичного процесу, але часто можна виявити певну
функцiональну залежнiсть мiж невiдомими характеристиками
процесу, швидкостями їх змiни й часом, тобто знайти рiвняння,
якi мiстять похiднi невiдомих характеристик процесу. Такi рiв-
няння називають диференцiальними, а знаходження невiдо-
мої функцiї (розв’язку) – iнтегруванням диференцiального
рiвняння.

Розв’язування задачi дослiдження певного фiзичного яви-
ща чи процесу можна роздiлити на два етапи:

1. Складання диференцiального рiвняння, яке при певних
припущеннях описує сутнiсть явища чи процесу.
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2. Знаходження розв’язку диференцiального рiвняння, тоб-
то функцiональної залежностi мiж величинами, якi характери-
зують фiзичне явище.

Для складання диференцiальних рiвнянь природничих на-
ук використовують фiзичний змiст першої та другої похiдної,
а також додатковi умови та закони, притаманнi конкретнiй га-
лузi науки, такi як-от:

– другий закон Ньютона1) (F = ma, де m – маса тiла, a –
прискорення руху, F – сума сил, що дiють на тiло);

– закон всесвiтнього тяжiння (F = km1m2
r2 , де m1, m2 – маси

двох тiл, r – вiдстань мiж ними);
– закон Кiрхгофа (алгебрична сума сил струмiв, якi протi-

кають у певнiй точцi електричного кола, дорiвнює нулю);
– закон Фур’є (q = −λ(T )dTdx , де q – питомий потiк теплоти,

λ(T ) – коефiцiєнт теплопровiдностi середовища, dT
dx – швид-

кiсть змiни температури T );
– закон Ньютона про охолодження тiла (швидкiсть охоло-

дження тiла пропорцiйна рiзницi температур тiла та середови-
ща);

– закон розчинення речовини (швидкiсть розчинення про-
порцiйна наявнiй кiлькостi нерозчиненої речовини та рiзницi
концентрацiй насиченого розчину i розчину у певний момент
часу);

– закон Гука (сила пружностi пружини пропорцiйна її ви-
довженню) тощо.

Питання про вiдповiднiсть математичної моделi й реально-
го явища вивчається на основi аналiзу результатiв дослiду та
їх порiвняння з поведiнкою розв’язку одержаного диференцi-
ального рiвняння.

Зауважимо, що багато роздiлiв фiзики значною мiрою мо-
жна розглядати як рiзнi роздiли теорiї диференцiальних рiв-
нянь. Перш за все це виявляється в аналiтичнiй механiцi, яку
багато вчених розглядають як математичну дисциплiну. Основ-
ним апаратом сучасної теоретичної фiзики також є диференцi-
альнi рiвняння.

1)Бiблiографiчнi данi про вчених, прiзвища яких зустрiчаються у посi-
бнику, можна знайти на стор. 345.
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Розглянемо декiлька прикладних задач, якi приводять до
диференцiальних рiвнянь.

Задача 1.Матерiальна точка P рухається по прямiй, яку
приймемо за вiсь x, i у момент часу t займає положення x
(рис. 1.1 ). Вiдома швидкiсть руху v(t). Знайти закон руху то-
чки, тобто залежнiсть x вiд t, x = x(t), якщо вiдомо, що у
момент часу t = t0 точка P займає положення x = x0.

� � �

x0 x0 x

P

(t0) (t)

Рис. 1.1

Розв’язання. З курсу математичного аналiзу вiдомо, що
швидкiсть точки у момент часу t дорiвнює похiднiй x′(t) (фi-
зичний змiст похiдної), тобто

x′(t) = v(t). (1.1)

Спiввiдношення (1.1) є диференцiальним рiвнянням руху то-
чки P i задає закон її руху в диференцiальнiй формi. Iнтегру-
ючи рiвняння (1.1), одержуємо

x(t) =

t∫
t0

v(t)dt+ C, (1.2)

де C – довiльна стала (стала iнтегрування).
За умовою задачi x(t0) = x0. Пiдставляючи в (1.2) x = x0

i t = t0, одержуємо, що C = x0. Отже, шуканим розв’язком
(рухом) є

x(t) =

t∫
t0

v(t)dt+ x0. �

Задача 2. Куля, рухаючись зi швидкiстю v0 = 400 м/с,
пробиває стiну товщиною h = 0,2 м i вилiтає з неї зi швид-
кiстю v1 = 100 м/с. Вважаючи, що сила опору стiни пропор-
цiйна квадрату швидкостi кулi, знайти тривалiсть руху кулi
у стiнi.
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Розв’язання. Згiдно з другим законом Ньютона ma = F , де
m – маса кулi, a = dv

dt – її прискорення (похiдна швидкостi v за
часом t), F – сила, яка дiє на кулю. За умовою задачi F = −kv2,
де знак мiнус вказує на те, що сила опору стiни спрямована
у бiк, протилежний до напряму швидкостi кулi. Отже, маємо
таке диференцiальне рiвняння:

m
dv

dt
= −kv2. (1.3)

З (1.3) одержуємо:

dv

v2
= − k

m
dt ⇒

∫
dv

v2
= − k

m

∫
dt+ C ⇒

− 1

v
= − k

m
t+ C ⇒ v =

m

kt− Cm
.

З умови v(0) = v0 = 400 знаходимо C = − 1
400 , а тому

v =
400m

400kt+m
. (1.4)

Якщо тепер пiдставити у рiвняння (1.4) t = T (T – шуканий
час), а також v = v1 = 100, то

4m

400kT +m
= 1 ⇒ T =

3k1
400

,

де позначено k1 = m/k. Сталу k1 знайдемо з рiвняння (1.4),
яке, враховуючи, що v = dx

dt , запишемо у виглядi

dx

dt
=

400k1
400t + k1

.

Звiдси

x =

∫
400k1

400t+ k1
dt+ C ⇒ x = k1 ln(400t + k1) + C.

Якщо t = 0, то x = 0 (куля входить у стiну), а тому
C = −k1 ln k1. Якщо t = T , то x = h = 0,2 (куля вилiтає iз стi-
ни), а тому, враховуючи, що T = 3k1/400, одержуємо:

0,2 = k1 ln 4k1 − k1 ln k1 ⇒
k1(ln 4k1 − ln k1) = 0,2 ⇒ k1 =

0,2

ln 4
.
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Таким чином,

T =
3k1
400

=
3 · 0,2
400 ln 4

≈ 0,001 с. �

Задача 3. Визначити форму дзеркала, яке спрямований на
нього потiк паралельних променiв збирає в одну точку.
Розв’язання. Зробимо перерiз дзеркала площиною Oxy, щоб
точка, в яку збираються променi (фокус), була початком коор-
динат, а вiсь Ox – паралельною до променiв, якi падають на
дзеркало. У перерiзi одержуємо деяку криву y = f(x) (рис. 1.2).

α

�

x

y

OA B

M

y

α

α

y = f(x)

Рис. 1.2

Використаємо закон геометричної оптики, згiдно з яким кут
падiння променя дорiвнює куту його вiдбиття (на рисунку цей
кут позначено через α). Нехай M(x, y) – довiльна точка кри-
вої y = f(x). Проведемо у цiй точцi дотичну MA до кривої
y = f(x). Трикутник MOA рiвнобедрений. Оскiльки y′ = tgα
(геометричний змiст похiдної), то, вважаючи, що y > 0, одер-
жуємо

y′ = tgα =
MB

AB
=

y√
x2 + y2 + x

або, якщо помножити чисельник i знаменник дробу на√
x2 + y2 − x,

y′ =
1

y

(√
x2 + y2 − x

)
. (1.5)

Диференцiальне рiвняння (1.5) описує форму перерiзу дзерка-
ла площиною Oxy. З (1.5) одержуємо:

x+ yy′√
x2 + y2

= 1 ⇒ d

dx

(√
x2 + y2

)
= 1 ⇒√

x2 + y2 = x+ C,
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де C – довiльна стала. Таким чином, маємо рiвняння осьово-
го перерiзу дзеркала площиною Oxy: y2 = 2Cx + C2. З гео-
метричної точки зору одержали сiм’ю парабол з вершинами у
точках (−C/2; 0). Отже, поверхня дзеркала як поверхня обер-
тання осьового перерiзу навколо осi Ox має вигляд

y2 + z2 = 2Cx+ C2,

тобто шуканi форми дзеркала описуються сiм’єю рiвнянь па-
раболоїдiв обертання. �

Зауважимо, що якщо параболiчне дзеркало, рiвняння яко-
го отримане у задачi 3, спрямувати на Сонце, то усi вiдбитi
променi проходитимуть через фокус, де матимемо високу тем-
пературу (звiдки i назва focus – з латинi вогнище). Параболiчнi
дзеркала використовують також у радiолокацiї.

Задача 4. Знайти закон розпаду радiю, якщо вiдомо, що
швидкiсть розпаду прямо пропорцiйна його масi i через 1600
рокiв початкова маса радiю зменшиться вдвiчi.
Розв’язання. Нехай m0 – початкова маса радiю, m(t) – маса
радiю у момент часу t. Швидкiсть розпаду радiю як швидкiсть
змiни функцiї є похiдною цiєї функцiї. Отже, закон розпаду
можна записати у виглядi диференцiального рiвняння

m′(t) = −km(t), (1.6)

де k > 0, k – коефiцiєнт пропорцiйностi (знак мiнус вказує на
те, що маса радiю з часом зменшується, а тому m′(t) < 0).

Диференцiальне рiвняння (1.6) разом з умовою m(0) = m0

є математичною моделлю розпаду радiю. Розв’яжемо це рiвня-
ння, враховуючи, що m′(t) = dm

dt :

dm

dt
+ km = 0 ⇒ dm

m
+ kdt = 0 ⇒

d (lnm+ kt) = 0 ⇒ lnm+ kt = C1 ⇒ m = eC1−kt.

Оскiльки C1 – довiльна стала, то можна позначити eC1 через
C. Отже,

m(t) = Ce−kt.
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За умовою задачi m(0) = m0, а тому C = m0. З умови
m(1600) = 0,5m0 знаходимо коефiцiєнт k:

m(1600) = m0e
−1600k ⇒ 0,5m0 = m0e

−1600k ⇒
k =

ln 2

1600
≈ 0,00043.

Отже, закон змiни маси радiю вiд часу наближено подає-
ться формулою

m(t) = m0e
−0,00043t. �

2. Основнi означення й поняття. Звичайним дифе-
ренцiальним рiвнянням називають спiввiдношення вигля-
ду

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0 (1.7)

мiж незалежною змiнною x, шуканою функцiєю y = y(x) i по-
хiдними y′, y′′, . . . , y(n).

Позначення, якi використанi у означеннi, не є суттєвими:
незалежна змiнна може позначатися через t, шукана функцiя –
через s, f , F тощо.
Порядком звичайного диференцiального рiвняння назива-

ють порядок найвищої похiдної невiдомої функцiї, яка входить
у рiвняння.

У рiвняннi n-го порядку (1.7) вважається, що похiдна n-го
порядку шуканої функцiї справдi входить у це рiвняння, а на-
явнiсть решти аргументiв необов’язкова.

Наведемо приклади звичайних диференцiальних рiвнянь:

y = xy′ + y′3, y′′ + y = cos x,

yIV − 4y′′′ + 5y′′ − 2y′ + y = xex, y(10) = x.

Перше з наведених рiвнянь має перший порядок, друге рiвня-
ння – другий порядок, третє рiвняння – четвертий порядок,
четверте – десятий порядок.

Якщо диференцiальне рiвняння мiстить частиннi похiднi
невiдомої функцiї вiд кiлькох незалежних змiнних, то його на-
зивають рiвнянням з частинними похiдними. Наведемо
приклади таких рiвнянь:
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∂u
∂t + u∂u∂x = 0 – рiвняння, яке описує рух частинок за iнер-

цiєю;
∂u
∂t = a2 ∂

2u
∂x2

– рiвняння, яке описує закон поширення у часi
та розподiлу за довжиною температури нагрiтого стрижня;

∂2u
∂t2 = a2 ∂

2u
∂x2 – рiвняння, яке описує рiзноманiтнi коливальнi

процеси;
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 4πρ(x, y, z) – рiвняння, якому задоволь-
няє потенцiал u(x, y, z) електростатичного поля, де ρ(x, y, z) –
густина зарядiв.

Надалi, якщо не буде сказано про iнше, розглядатимемо
тiльки звичайнi диференцiальнi рiвняння, причому як незале-
жну змiнну, так i шукану функцiю вважатимемо дiйсними.
Розв’язком рiвняння (1.7) на деякому iнтервалi (a, b),

−∞ � a < b � +∞, називають функцiю y = y(x), яка має на
цьому iнтервалi похiднi до порядку n включно та задовольняє
рiвняння (1.7). Це означає, що для всiх x ∈ (a, b) справджує-
ться тотожнiсть

F
(
x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)

)
≡ 0.

Наприклад, функцiя y = ex є розв’язком диференцiального
рiвняння другого порядку y′′ − y = 0 на iнтервалi (−∞,+∞).
Окрiм неї, розв’язками цього рiвняння, як легко перевiрити, є
також y = e−x, y = 3ex, y = 3ex + 4e−x i, взагалi, всi функцiї
вигляду y = C1e

x + C2e
−x, де C1, C2 – довiльнi сталi.

Пiзнiше буде встановлено, що звичайне диференцiальне рiв-
няння n-го порядку у загальному випадку має сiм’ю розв’яз-
кiв, залежну вiд n довiльних сталих. Наприклад, усi розв’яз-
ки диференцiального рiвняння y(n) = 0 мiстяться у формулi
y = C1x

n−1 + C2x
n−2 + . . . + Cn−1x + Cn, де C1, . . . , Cn – до-

вiльнi сталi.
З геометричної точки зору розв’язку диференцiального рiв-

няння у прямокутнiй системi координат вiдповiдає деяка кри-
ва, яку називають iнтегральною кривою. Сукупнiсть iн-
тегральних кривих, залежну вiд довiльних сталих, назива-
ють сiм’єю iнтегральних кривих. Наприклад, розв’язки
рiвняння y′′ = 2 утворюють двопараметричну сiм’ю парабол
y = x2 + C1x+ C2, кожна з яких є iнтегральною кривою.
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Процес знаходження розв’язкiв диференцiального рiвняння
називають iнтегруванням цього рiвняння. Якщо при цьому
всi розв’язки вдається виразити через елементарнi функцiї або
у квадратурах (коли розв’язки виражаються через iнтеграли
вiд елементарних функцiй), то кажуть, що рiвняння зiнтегро-
ване у скiнченному виглядi. Розглядатимемо в основному
саме такi рiвняння, хоча значно бiльше диференцiальних рiв-
нянь не iнтегруються у скiнченному виглядi й для представле-
ння їх розв’язкiв доводиться використовувати бiльш складний
математичний апарат.

Основною задачею теорiї iнтегрування диференцiального
рiвняння є знаходження всiх його розв’язкiв та дослiдження
їх властивостей.

3. Складання диференцiальних рiвнянь виключен-
ням довiльних сталих. Нехай маємо рiвняння сiм’ї кривих,
залежної вiд одного дiйсного параметра C:

Φ(x, y, C) = 0. (1.8)

Побудуємо диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих (1.8), тоб-
то рiвняння, яке описує властивостi, притаманнi всiм кривим
цiєї сiм’ї. Для цього здиференцiюємо за змiнною x обидвi ча-
стини рiвностi (1.8), враховуючи, що y = y(x):

∂Φ

∂x
+
∂Φ

∂y
· dy
dx

= 0. (1.9)

Якщо спiввiдношення (1.9) не мiстить C, то воно буде ви-
ражати ту загальну властивiсть, яка притаманна усiм кривим
сiм’ї (1.8) (наприклад, якщо y = x+ C, то y′ = 1). У загально-
му випадку рiвнiсть (1.9) залежатиме вiд параметра C. Тодi,
виключаючи цей параметр iз системи (1.8), (1.9), одержимо ди-
ференцiальне рiвняння першого порядку

F (x, y, y′) = 0. (1.10)

Рiвняння (1.10) виражає спiльну властивiсть кривих (1.8) неза-
лежно вiд сталої C, його називають диференцiальним рiв-
нянням сiм’ї кривих (1.8).
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Приклад 1. Знайти диференцiальне рiвняння сiм’ї пара-
бол, якi проходять через початок координат i мають осi си-
метрiї, паралельнi до осi ординат.
Розв’язання. Сiм’ю парабол з умови задачi можна описати
за допомогою формули y = x2 − Cx, де C – довiльна стала.
Складемо систему {

y = x2 − Cx,
y′ = 2x− C

i виключимо з неї сталу C. Для цього знайдемо C з першого
рiвняння системи i пiдставимо у друге:

C =
x2 − y

x
⇒ y′ = 2x− x2 − y

x
⇒ y′ =

x2 + y

x
.

Вiдповiдь: xy′ = x2 + y.

Аналогiчно, маючи сiм’ю кривих Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0,
залежну вiд n довiльних сталих, можна при певних умовах
одержати диференцiальне рiвняння, для якого згаданi кривi
будуть iнтегральними. Для цього потрiбно здиференцiювати
спiввiдношення Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0 n разiв за змiнною x
i виключити з нього та отриманих внаслiдок диференцiюван-
ня n рiвнянь сталi C1, C2, . . . , Cn. У результатi одержимо ди-
ференцiальне рiвняння сiм’ї кривих, яке виражатиме загальну
властивiсть цих кривих.

Приклад 2. Знайти диференцiальне рiвняння сiм’ї усiх
кiл одиничного радiуса на площинi.
Розв’язання. Рiвнянням усiх кiл радiуса 1 з центром у до-
вiльнiй точцi площини (C1, C2) є

(x− C1)
2 + (y − C2)

2 = 1. (1.11)

Двiчi здиференцiюємо (1.11):

2(x− C1) + 2(y − C2)y
′ = 0,

1 + y′2 + (y − C2)y
′′ = 0.

Виключаючи тепер з системи⎧⎨
⎩
(x− C1)

2 + (y − C2)
2 = 1,

x− C1 + (y − C2)y
′ = 0,

1 + y′2 + (y − C2)y
′′ = 0
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сталi C1, C2, одержуємо(
1 + y′2

y′′
· y′
)2

+

(
1 + y′2

y′′

)2

= 1 ⇒ (
1 + y′2

)3
= y′′2. �

Рекомендована лiтература: [5, с. 6 – 12], [14, с. 6 – 15],
[16, с. 3 – 13, 22 – 25], [17, с. 9 – 19], [19, с. 4 – 8].

Питання до лекцiї 1

1. Яке рiвняння називають звичайним диференцiальним
рiвнянням? Чим звичайнi диференцiальнi рiвняння вiдрiзня-
ються вiд рiвнянь з частинними похiдними?

2. Як визначити порядок диференцiального рiвняння?
3. Яку функцiю називають розв’язком диференцiального

рiвняння? Як називають операцiю знаходження розв’язкiв ди-
ференцiального рiвняння?

4. Яку криву називають iнтегральною кривою диференцi-
ального рiвняння?

5. У чому полягає основна задача теорiї iнтегрування ди-
ференцiального рiвняння?

6. У чому полягає математичне моделювання реальних фi-
зичних процесiв, яка його роль у вивченнi процесу? Наведiть
приклади використання диференцiальних рiвнянь для матема-
тичного моделювання фiзичних процесiв та явищ.

7. Який вигляд має рiвняння сiм’ї кривих, залежних вiд
одного параметра (n параметрiв)? Як знайти диференцiальне
рiвняння заданої сiм’ї однопараметричних кривих (n-параме-
тричних кривих)?

Вправи до лекцiї 1

1. Перевiрте, чи є функцiї

а) y = cos x+ sinx+ 5e−x; б) y = x·
x∫

0

sin t

t
dt;

в) y = 3x+ lnx+ 2

розв’язками вiдповiдних диференцiальних рiвнянь
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а) y′ + y = 2cos x; б) xy′ = y + x sinx;
в) x2y′′ lnx− xy′ + y = 0.

2. Знайдiть кривi, у яких кожний вiдрiзок дотичної, який
лежить мiж координатними осями, точкою дотику дiлиться
навпiл.

3. Складiть диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих:

а) x2 + y2 = C; б) y = cos(x+ C); в) y = C1x
2 + C2e

x.

4. Складiть диференцiальне рiвняння:
а) усiх кiл, якi дотикаються до осi абсцис;
б) усiх прямих на площинi;
в) парабол, якi проходять через точку (1; 2) i мають вiсь,

паралельну до осi абсцис.
5. Знайдiть кривi, нормалi до яких в усiх точках проходять

через початок координат.

Лекцiя 2. Диференцiальнi рiвняння
першого порядку (загальна теорiя)

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Задача Кошi. Умови iснування та єдиностi розв’язку за-

дачi Кошi.
3. Класифiкацiя розв’язкiв диференцiального рiвняння пер-

шого порядку.
4. Геометричне тлумачення диференцiального рiвняння

першого порядку та його розв’язкiв. Метод iзоклiн.
5. Механiчне тлумачення диференцiального рiвняння пер-

шого порядку та його розв’язкiв.
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1. Основнi означення й поняття. Диференцiальне рiв-
няння першого порядку в загальному випадку можна записати
у виглядi

F (x, y, y′) = 0, (2.1)

де x – незалежна змiнна, y – невiдома функцiя вiд x, F (x, y, y′) –
задана функцiя змiнних x, y, y′ = dy

dx .
Якщо рiвняння (2.1) можна розв’язати вiдносно похiдної,

то його записуватимемо у виглядi

y′ = f(x, y). (2.2)

Таку форму запису диференцiального рiвняння називають
нормальною.

Найпростiшим з диференцiальних рiвнянь у нормальнiй
формi є рiвняння y′ = f(x). Якщо функцiя f(x) визначена i
неперервна на деякому iнтервалi (a, b), то, як вiдомо з матема-
тичного аналiзу, y =

∫
f(x)dx+ C, де C – довiльна стала.

У багатьох випадках рiвняння (2.2) зручно записувати як
dy
dx = f(x, y) або у виглядi dy − f(x, y)dx = 0, який є окремим
випадком рiвняння

M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0, (2.3)

деM(x, y), N(x, y) – вiдомi функцiї (коефiцiєнти рiвняння).
Рiвняння (2.3) зручне тим, що змiннi x i y у ньому рiвноправнi,
тобто кожну з них можна розглядати як функцiю вiд iншої.
Розв’язком диференцiального рiвняння (2.2) на iнтервалi

(a, b) називають неперервно диференцiйовну на цьому iнтерва-
лi функцiю y = y(x), яка перетворює рiвняння (2.2) у тото-
жнiсть, тобто y′(x) ≡ f(x, y(x)).

Розв’язок рiвняння (2.2) може бути заданий не тiльки яв-
но, тобто як y = y(x), але й у неявному виглядi Φ(x, y) = 0
(у виглядi, не розв’язаному вiдносно y) або у параметричнiй
формi: x = ϕ(t), y = ψ(t). Наприклад, функцiя y =

√
1− x2, де

x ∈ (−1; 1), є розв’язком рiвняння y′ = −x/y, однак цей самий
розв’язок можна подати у неявному виглядi x2 + y2 = 1, y > 0,
а також у параметричнiй формi x = cos t, y = sin t, 0 < t < π.
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2. Задача Кошi. Умови iснування та єдиностi роз-
в’язку задачi Кошi. Вже зазначалось, що диференцiальнi
рiвняння зазвичай мають безлiч розв’язкiв. Однак у багатьох
задачах теоретичного i прикладного характеру часто серед усiх
розв’язкiв диференцiального рiвняння (2.2) потрiбно знайти та-
кий розв’язок y = y(x), який задовольняє умову

y(x0) = y0, (2.4)

де x0, y0 – заданi числа, тобто розв’язок, який для заданого зна-
чення незалежної змiнної x = x0 набуває заданого значення y0.

Задачу вiдшукання розв’язку рiвняння (2.2), який задо-
вольняє умову (2.4), називають задачею Кошi (або поча-
тковою задачею). Умову (2.4) називають початковою, а
числа x0, y0 – початковими даними задачi (2.2), (2.4).

З геометричної точки зору задача Кошi (2.2), (2.4) полягає
у вiдшуканнi iнтегральної кривої рiвняння (2.2), яка проходить
через наперед задану точку (x0, y0) площини Oxy.

Вiдповiдь на питання про те, за яких умов задача Кошi
(2.2), (2.4) має розв’язок, дає теорема Пеано, доведення якої
можна знайти, наприклад, в [10, с. 34 – 35].

Теорема 1 (Пеано). Якщо функцiя f(x, y) неперервна в
областi D площини Oxy, то iснує неперервна разом зi своєю
похiдною першого порядку функцiя y = y(x), яка є розв’язком
задачi Кошi y′ = f(x, y), y(x0) = y0, де (x0, y0) ∈ D.

Однак для багатьох задач важливо знати не тiльки факт
iснування розв’язку диференцiального рiвняння, але також i
те, чи є цей розв’язок єдиним. Вiдповiдь на це питання має
виняткове значення як для самої теорiї диференцiальних рiв-
нянь, так i для багатьох її застосувань. Дiйсно, якщо знати,
що розв’язок задачi Кошi єдиний, то, знайшовши розв’язок,
який задовольняє заданi початковi умови, дослiдник може бути
впевненим, що iнших розв’язкiв, якi задовольняють тi самi по-
чатковi умови, немає. У задачах природознавства це приводить
до одержання єдиного закону явища, який визначається тiльки
диференцiальним рiвнянням i початковими умовами. Iлюстра-
цiєю до цього можуть бути задачi фiзичного змiсту з лекцiї 1.
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Виявляється, що умова неперервностi функцiї f(x, y) з те-
ореми Пеано не гарантує єдиностi розв’язку задачi Кошi (2.2),
(2.4). Розглянемо, наприклад, рiвняння y′ = 2

√
y. Його права

частина визначена i неперервна у верхнiй частинi площини Oxy
(y � 0). За допомогою пiдстановки легко переконатись, що iн-
тегральними кривими є пiвпараболи y = (x + C)2, де x � −C,
а також пряма y = 0 (вiсь Ox). Очевидно, що у кожнiй то-
чцi (x0, 0) осi Ox єдинiсть розв’язку порушується, бо через
цю точку проходять двi iнтегральнi кривi, а саме: парабола
y = (x− x0)

2 i пряма y = 0 (рис. 2.1).

O x

y

x0

y = (x− x0)
2

Рис. 2.1

Основною теоремою, яка забезпечує не тiльки iснування,
але й єдинiсть розв’язку задачi Кошi, є теорема Кошi, яка у
iншiй постановцi буде доведена на лекцiї 6.

Теорема 2 (Кошi). Нехай функцiя f(x, y) визначена у
прямокутнику

G = {(x, y) : |x− x0| � a, |y − y0| � b} , a, b > 0

i задовольняє у ньому такi умови:
1) f(x, y) неперервна, а, отже, й обмежена, тобто

|f(x, y)| �M, M > 0;

2) частинна похiдна ∂f
∂y iснує та обмежена.

Тодi задача Кошi (2.2), (2.4) має єдиний розв’язок принаймнi
на вiдрiзку |x− x0| � h, де h = min (a, b/M) .
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За виконання умов теореми Кошi можна гарантувати, що
через кожну внутрiшню точку областi G проходить єдина iн-
тегральна крива.

Одним з методiв доведення теореми Кошi є метод Пiкара,
який дає можливiсть побудувати розв’язок задачi Кошi як гра-
ницю послiдовних наближень yn(x), n = 0, 1, 2, . . ., визначених
рекурентними формулами (формулами Пiкара)

y0(x) = y0, yn(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
t, yn−1(t)

)
dt, n = 1, 2, . . .

Теорема Кошi має велике значення в теорiї звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, бо дозволяє за виглядом правої частини
рiвняння (2.2) вiдповiсти на питання про iснування та єдинiсть
розв’язку цього рiвняння при заданих початкових умовах. Це
особливо важливо у тих випадках, коли неможливо вказати то-
чну формулу, що визначає розв’язок рiвняння, а тому потрiбно
застосовувати методи наближеного розв’язування диференцi-
ального рiвняння.

3. Класифiкацiя розв’язкiв диференцiального рiвня-
ння першого порядку. Загальним розв’язком диферен-
цiального рiвняння (2.2) у деякiй областi G площини Oxy на-
зивають функцiю

y = y(x,C), (2.5)

яка залежить вiд однiєї довiльної сталої C, якщо:
1) вона є розв’язком рiвняння (2.2) для довiльного фiксова-

ного значення сталої C;
2) для довiльної початкової умови (2.4), де (x0, y0) ∈ G,

iснує єдине значення сталої C = C0 таке, що функцiя
y = y(x,C0) задовольняє умову (2.4).

Якщо не можна знайти загальний розв’язок у виглядi (2.5),
його шукають у неявному виглядi F (x, y, C) = 0. Такий роз-
в’язок називають загальним iнтегралом диференцiального
рiвняння. Часто загальний iнтеграл одержують як Ψ(x, y) = C,
тобто у виглядi, розв’язаному вiдносно довiльної сталої C.
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Функцiю Ψ(x, y) у цьому випадку називають iнтегралом ди-
ференцiального рiвняння. Аналогiчно визначають сiм’ю iнте-
гральних кривих (розв’язкiв) рiвняння, залежну вiд довiльної
сталої C, у параметричнiй формi x = ϕ(t, C), y = ψ(t, C) як за-
гальний розв’язок у параметричнiй формi.

Якщо у точцi (x0, y0) порушуються умови теореми Кошi, то
через цю точку проходить декiлька iнтегральних кривих (роз-
в’язок не єдиний) або не проходить жодної iнтегральної кривої
(розв’язок не iснує). Такi точки називають особливими то-
чками диференцiального рiвняння.

Шукати особливi точки потрiбно серед точок, у яких ма-
ють розрив функцiя f(x, y) або її частинна похiдна f ′y(x, y), а
потiм, аналiзуючи загальний розв’язок, необхiдно перевiрити,
чи будуть цi точки особливими. Така перевiрка обов’язкова, бо
теорема Кошi дає лише достатнi умови, а отже, може iснувати
єдиний розв’язок задачi Кошi (2.2), (2.4) навiть тодi, коли в
точцi (x0, y0) не виконується одна або обидвi умови теореми.

Розглянемо приклади.
1. y′ = y sinx+ex. Функцiя f(x, y) = y sinx+ex неперервна, а

похiдна f ′y = sinx обмежена в усiх точках площини Oxy. Згiдно
з теоремою Кошi через кожну точку площини Oxy проходить
одна iнтегральна крива.

2. y′ =
√

1− y2. Права частина визначена i неперервна в
усiх точках площини Oxy, де −1 � y � 1. Частинна похiдна
f ′y = − y√

1−y2 стає необмеженою, якщо y → ± 1. Легко пере-

конатись, що кожна з функцiй y = sin(x + C) є розв’язком
рiвняння. Окрiм того, маємо також розв’язки y = ± 1. Таким
чином, через кожну точку прямих y = ± 1 проходять принайм-
нi двi iнтегральнi кривi, а тому у точках цих прямих порушу-
ється єдинiсть розв’язку (рис. 2.2).
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O x

y

y = sin(x+C)

y = 1

y = −1

Рис. 2.2

3. y′ = y−2. В усiх точках (x0, 0) осi Ox функцiї f(x, y) =
= y−2, f ′y = −2y−3 розривнi й необмеженi при y → 0,
але через кожну точку цiєї осi проходить єдина iнтеграль-
на крива y = 3

√
3(x− x0). Рисунок iнтегральних кривих дифе-

ренцiального рiвняння y′ = y−2 пропонуємо читачам зробити
самостiйно.

Частинним розв’язком рiвняння (2.2) в областi G нази-
вають функцiю y = y(x,C0), утворену з загального розв’язку
(2.5) при певному значеннi сталої C = C0.

Якщо кожна точка розв’язку диференцiального рiвняння є
особливою, то такий розв’язок називають особливим. Особли-
вий розв’язок не можна отримати з формули загального роз-
в’язку (загального iнтеграла) диференцiального рiвняння при
жодному конкретному значеннi сталої C.

З геометричної точки зору загальним розв’язком
y = y(x,C) є сiм’я iнтегральних кривих на площинi Oxy,
яка залежить вiд однiєї довiльної сталої C, а частинний
розв’язок – це одна iнтегральна крива цiєї сiм’ї, що проходить
через задану точку. Графiком особливого розв’язку є iнте-
гральна крива, яка у кожнiй своїй точцi має загальну дотичну
з однiєю з iнтегральних кривих. Таку iнтегральну криву
називають обвiдною сiм’ї iнтегральних кривих. Наприклад,
для рiвняння y′ = 2

√
y обвiдною є пряма y = 0, тобто вiсь

Ox (рис. 2.1), а для рiвняння y′ =
√

1− y2 обвiдними є прямi
y = ± 1 (рис. 2.2).

4. Геометричне тлумачення диференцiального рiв-
няння першого порядку та його розв’язкiв. У фiзицi ча-
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сто використовують поняття векторного поля, тобто функцiї,
яка кожнiй точцi деякої областi ставить у вiдповiднiсть пев-
ний вектор. Наприклад, вивчаючи течiю рiдини, кожнiй точцi
можна поставити у вiдповiднiсть вектор швидкостi течiї у цiй
точцi. Вивчаючи системи електричних або магнiтних зарядiв,
кожнiй точцi ставлять у вiдповiднiсть вектор сили, з якою ця
система дiє на одиничний (пробний) заряд, розмiщений у згада-
нiй точцi; цi вектори утворюють лiнiї iндукцiї магнiтного поля
заданої системи зарядiв.

Якщо розглядати x i y як декартовi координати точки, то
диференцiальне рiвняння (2.2) встановлює зв’язок мiж коорди-
натами довiльної точки M(x, y) площини i кутовим коефiцiєн-
том дотичної dydx до iнтегральної кривої у цiй точцi (рис. 2.3):

tg α =
dy

dx
= f(x, y).

Рис. 2.3 Рис. 2.4

Якщо функцiя f(x, y) визначена в областi G, то кожнiй то-
чцiM(x, y) цiєї областi вiдповiдає деякий напрям, кутовий кое-
фiцiєнт якого дорiвнює f(x, y). Вказуючи цей напрям вектором
(для визначеностi вважатимемо його одиничним) з початком у
точцiM, одержимо в областi G поле напрямiв, визначене рiв-
нянням (2.2) (рис. 2.4).

Iнтегральна крива, яка проходить через точку M(x, y) ∈ G,
має ту властивiсть, що у кожнiй її точцi напрям дотичної збiга-
ється з напрямом поля у цiй точцi. Тому з геометричної точки
зору iнтегрування диференцiального рiвняння (2.2) полягає у
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знаходженнi кривих, дотичнi до яких у кожнiй своїй точцi збi-
гаються з напрямом поля.

У фiзицi розглядають лiнiї iндукцiї заданого магнiтного по-
ля, тобто лiнiї, напрями яких у кожнiй точцi збiгаються з на-
прямом цього поля (рис. 2.5). З точки зору теорiї диференцi-
альних рiвнянь лiнiї iндукцiї магнiтного поля є iнтегральними
кривими.

Рис. 2.5

Якщо у деякiй точцi (x0, y0) функцiя f(x, y) стає нескiнчен-
но великою, то напрям поля буде паралельний до осi Oy. Якщо
f(x, y) у точцi (x0, y0) перетворюється в невизначенiсть 0/0, то
через цю точку не проходить жодна iнтегральна крива.

Для побудови поля напрямiв диференцiального рiвняння
зручно використовувати геометричнi мiсця точок, у яких до-
тичнi до iнтегральних кривих мають сталий напрям. Такi лi-
нiї називають iзоклiнами. Рiвняння iзоклiн диференцiального
рiвняння (2.2) має вигляд

f(x, y) = k, (2.6)

де k – довiльна стала. Змiнюючи в (2.6) значення k, одержимо
множину iзоклiн в областi G. За допомогою iзоклiн i вiдомих
сталих кутiв α (k = tg α) нахилу дотичних до iнтегральних
кривих, якi їх перетинають, можна схематично побудувати iн-
тегральнi кривi диференцiального рiвняння. Такий метод до-
слiдження диференцiальних рiвнянь називаютьметодом iзо-
клiн.
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За допомогою методу iзоклiн можна визначити також такi
характернi лiнiї й областi поля iнтегральних кривих: областi
зростання (при k > 0), спадання (k < 0) iнтегральних кривих
та лiнiї їх екстремумiв (k = 0). Якщо функцiя f(x, y) у рiв-
няннi (2.2) диференцiйовна, то за допомогою другої похiдної
y′′ = f ′x+y′ ·f ′y = f ′x+ f ·f ′y можна визначити областi опуклостi
та лiнiї точок перегину iнтегральних кривих.

Приклад 1. За допомогою iзоклiн наближено зобразити
iнтегральнi кривi рiвняння y′ = x(y − 1).
Розв’язання. Згiдно з (2.6) рiвняння iзоклiн має вигляд
x(y − 1) = k, k ∈ R. Якщо k = 0, то iзоклiнами є прямi x = 0 i
y = 1. Вздовж них y′ = tgα = 0. Якщо k 	= 0, то iзоклiнами є
гiперболи y = k

x + 1. Якщо, наприклад, k = ± 1, то tgα = ± 1,
а, отже, α = ± 45◦. Якщо k = ± 0,5, то α = ± arctg 0,5 ≈ ± 27◦

i т. д. Поле напрямiв диференцiального рiвняння y′ = x(y − 1)
зображене на рис. 2.6.

Якщо поле напрямiв диференцiального рiвняння побудова-
не, то для того, щоб накреслити iнтегральну криву рiвняння,
потрiбно, як вже зазначалось, взяти на площинi будь-яку точку
i провести через неї криву так, щоб вона у кожнiй своїй точцi
збiгалась з напрямом поля, тобто дотична до кривої у кожнiй
точцi повинна мати напрям вектора у цiй точцi. Iнтегральнi
кривi заданого рiвняння схематично зображенi на рис. 2.7. �
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Рис. 2.6

Рис. 2.7
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5. Механiчне тлумачення диференцiального рiвнян-
ня першого порядку та його розв’язкiв. Розглянемо за-
дачу про рух матерiальної точки P вздовж осi Ox (задача 1
з лекцiї 1). Позначимо швидкiсть точки P через v(t, x) – фун-
кцiю, залежну вiд часу t i положення x, яке займає точка у
момент часу t. Диференцiальним рiвнянням цього руху буде

dx

dt
= v(t, x). (2.7)

Будь-який розв’язок x = x(t) рiвняння (2.7) визначає пев-
ний закон руху (його називатимемо просто рухом). Задача
Кошi для рiвняння (2.7) полягає у знаходженнi такого руху
x = x(t), який визначається рiвнянням (2.7) i задовольняє по-
чаткову умову x(t0) = x0.

Руху x = x(t) вiдповiдає на площинi (t, x) крива M0M1

(рис. 2.8), яка зображує залежнiсть x вiд t. Цю криву нази-
вають графiком руху (не треба плутати графiк руху з трає-
кторiєю руху точки P – вiдрiзком P0P1 на рис. 2.8).

Рис. 2.8 Рис. 2.9

Розглянемо окремi випадки рiвняння (2.7):
1) функцiя v(t, x) не залежить вiд x, тобто dx

dt = v(t);
2) функцiя v(t, x) не залежить вiд t, тобто

dx

dt
= v(x). (2.8)
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Рiвняння (2.8) називають стацiонарним або автономним.
У ньому швидкiсть залежить тiльки вiд положення точки.

Якщо права частина рiвняння (2.7) перетворюється в нуль
при x = x0 для всiх значень t, що розглядаються, тобто швид-
кiсть руху у точцi x0 в будь-який момент часу дорiвнює нулю,
то рiвняння (2.7) має розв’язок x = x0 (рис. 2.9). Цьому руху
вiдповiдає стан спокою. Траєкторiєю цього руху є точка x0,
яку називають точкою спокою або точкою рiвноваги.

Рекомендована лiтература: [1, с. 24 – 37, 42 – 48], [9,
с. 7 – 14], [10, с. 7 – 9, 31 – 37], [16, с. 14 – 22, 25 – 27, 97 – 104],
[19, с. 8 – 25, 76 – 85].

Питання до лекцiї 2

1. Який загальний вигляд має звичайне диференцiальне рiв-
няння першого порядку? Яку функцiю називають розв’язком
цього рiвняння на заданому iнтервалi (a, b)?

2. Яку форму звичайного диференцiального рiвняння пер-
шого порядку називають нормальною? Як звести рiвняння
M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0 до нормальної форми?

3. Як формулюється задача Кошi для диференцiального
рiвняння першого порядку? Який її геометричний i механiчний
змiст?

4. Сформулюйте теорему Пеано про iснування розв’язку за-
дачi Кошi для рiвняння y′ = f(x, y). Чи можуть iнтегральнi
кривi рiвняння y′ = f(x, y) з неперервною правою частиною
перетинатися або дотикатися одна одної?

5. Чи гарантує неперервнiсть функцiї f(x, y) iснування єди-
ного розв’язку задачi Кошi для рiвняння y′ = f(x, y)? Сформу-
люйте теорему Кошi. Чи може iснувати єдиний розв’язок цiєї
задачi при невиконаннi будь-якої умови теореми Кошi?

6. Дайте означення загального розв’язку диференцiального
рiвняння y′ = f(x, y) у деякiй областi iснування та єдиностi роз-
в’язку задачi Кошi. Який розв’язок називають загальним iнте-
гралом? Що називають загальним розв’язком у параметричнiй
формi?

7. Що таке частинний розв’язок рiвняння y′ = f(x, y)? Який
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розв’язок називають особливим? Дайте геометричне тлумаче-
ння цих розв’язкiв.

8. Який геометричний змiст мають рiвняння y′ = f(x, y) та
його розв’язки? Як визначити нахил iнтегральної кривої у за-
данiй точцi за виглядом правої частини рiвняння? Як побуду-
вати поле напрямiв, визначене рiвнянням y′ = f(x, y)? У чому
полягає геометричний змiст iнтегрування цього рiвняння?

9. Що таке iзоклiна? Яким є рiвняння iзоклiн для диферен-
цiального рiвняння y′ = f(x, y)? Як знайти лiнiї екстремумiв
i лiнiї точок перегину iнтегральних кривих цього рiвняння? У
чому полягає метод iзоклiн наближеного розв’язування дифе-
ренцiального рiвняння?

10. Який механiчний змiст мають диференцiальне рiвняння
y′ = f(x, y) та його розв’язки? Як пов’язаний мiж собою графiк
руху (розв’язку), визначений цим рiвнянням, i траєкторiя цьо-
го руху? Який рух називають станом спокою, якими є графiк
i траєкторiя цього руху?

Вправи до лекцiї 2

1. Розв’яжiть задачi Кошi:

а) y′ + x2 = 1, y(0) = 3; б) y′ = tg x, y(0) = 5;
в) y′ = lnx, y(e) = 1.

2. Визначiть закон руху тiла, яке рухається прямолiнiйно зi
швидкiстю v(t) = 5t− t2 i s(2) = 4.

3. Користуючись теоремою Кошi, видiлiть областi, у яких
диференцiальнi рiвняння мають єдиний розв’язок:

а) y′ = sin y − x2; б) y′ =
√
x2 − y + cos x; в) y′ = 2y

√
y + x2.

4. Знайдiть за допомогою формул Пiкара наближення y1(x),
y2(x), y3(x) до розв’язку задачi Кошi y′ = x2 + y2, y(0) = 0.

5. За допомогою методу iзоклiн побудуйте поле напрямiв
диференцiального рiвняння y′ = x2+y2 та наближено зобразiть
декiлька iнтегральних кривих.

6. Напишiть рiвняння, якому задовольняють:
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а) усi точки екстремуму iнтегральних кривих рiвняння
y′ = x2y + y;

б) усi точки перегину iнтегральних кривих рiвняння
y′ = y2e2x − 4.

Лекцiя 3. Деякi класи диференцiальних рiвнянь
першого порядку, iнтегровних у квадратурах

План

1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них.
2. Однорiднi рiвняння.
3. Рiвняння, звiднi до однорiдних.

1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi
до них. Розглянемо диференцiальне рiвняння першого поряд-
ку

M1(x)N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy = 0, (3.1)

де кожен з коефiцiєнтiв бiля диференцiалiв є добутком двох
функцiй, одна з яких залежить тiльки вiд x, а iнша – тiльки
вiд y. Рiвняння (3.1) називають рiвнянням з вiдокремлю-
ваними змiнними.

Для iнтегрування рiвняння (3.1) потрiбно домогтися того,
щоб коефiцiєнт бiля dx залежав тiльки вiд x, а коефiцiєнт бiля
dy – тiльки вiд y. Це досягається дiленням обох частин рiвня-
ння на добуток M2(x)N1(y), причому вважаємо, звичайно, що
M2(x) 	= 0 i N1(y) 	= 0. Пiсля цього одержуємо

M1(x)

M2(x)
dx+

N2(y)

N1(y)
dy = 0. (3.2)

Рiвняння (3.2) можна розглядати як рiвнiсть диференцiа-
лiв, тому iнтеграли вiд диференцiалiв вiдрiзняються на сталу,
тобто

x∫
x0

M1(x)

M2(x)
dx+

y∫
y0

N2(y)

N1(y)
dy = C, (3.3)
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де C – довiльна стала, x0, y0 – деякi числа з областi задан-
ня i неперервностi коефiцiєнтiв рiвняння (3.2). Спiввiдношен-
ня (3.3) є загальним iнтегралом рiвняння (3.1). Його можна
записати також у виглядi∫

M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C,

бо визначенi iнтеграли зi змiнної верхньою межею й невизначе-
нi iнтеграли є первiсними для одних i тих самих пiдiнтеграль-
них функцiй, а тому вiдрiзняються лише сталими, якi можна
включити в C.

Якщо a – розв’язок рiвняння M2(x) = 0, то x = a є розв’яз-
ком рiвняння (3.1), бо dx = 0, а M2(a) = 0. Так само, якщо b –
корiнь рiвняння N1(y) = 0, то y = b – корiнь рiвняння (3.1).

Диференцiальне рiвняння (3.2) можна записати у бiльш за-
гальному виглядi:

M(x)dx +N(y)dy = 0. (3.4)

Рiвняння (3.4) називають рiвнянням з вiдокремленими
змiнними, а перехiд вiд (3.1) до рiвняння вигляду (3.4) – вiд-
окремленням змiнних.

Загальним iнтегралом рiвняння (3.4) є∫
M(x)dx+

∫
N(y)dy = C.

Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна записати
також у виглядi

y′ = f1(x)f2(y). (3.5)

Для iнтегрування рiвняння (3.5) потрiбно подiлити обидвi його
частини на f2(y) (якщо f2(y) 	= 0) i помножити на dx (враху-
вавши, що dy = y′dx). Отже,

1

f2(y)
dy = f1(x)dx,

а пiсля iнтегрування одержуємо загальний iнтеграл рiвняння
(3.5): ∫

dy

f2(y)
=

∫
f1(x)dx+C.
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Тут, як i для рiвняння (3.1), якщо f2(a) = 0, то y = a є розв’яз-
ком рiвняння (3.5).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

(x2 + 1)(y2 − 1)dx + xydy = 0.

Розв’язання.Для вiдокремлення змiнних подiлимо обидвi ча-
стини рiвняння на x(y2 − 1). Тодi:

x2 + 1

x
dx+

y

y2 − 1
dy = 0 (x 	= 0, y 	= ±1) ⇒∫

x2 + 1

x
dx+

∫
y

y2 − 1
dy = C ⇒∫ (

x+
1

x

)
dx+

1

2

∫
d(y2 − 1)

y2 − 1
= C ⇒

x2

2
+ ln |x|+ 1

2
ln |y2 − 1| = C ⇒

ln |x2(y2 − 1)| = 2C − x2 ⇒ |x2(y2 − 1)| = e2Ce−x
2 ⇒

x2(y2 − 1) = Ce−x
2
,

де, враховуючи довiльнiсть сталої C, перепозначено ± e2C че-
рез C. Надалi у такiй ситуацiї використовуватимемо знак :=,
наприклад, C := ± e2C .

Отже, загальним iнтегралом заданого рiвняння є

y2 = 1 +Cx−2e−x
2
. (3.6)

З’ясуємо тепер можливiсть появи особливих розв’язкiв за-
даного рiвняння. Легко перевiрити, що функцiї x = 0, y = 1,
y = −1 є розв’язками рiвняння, однак у загальному iнтегралi
мiстяться лише два останнiх (їх можна отримати з формули
(3.6), якщо C = 0). Функцiя x = 0 є особливим розв’язком.
Вiдповiдь: y2 = 1 +Cx−2e−x2 , x = 0.

До рiвняння з вiдокремлюваними змiнними зводяться рiв-
няння вигляду

y′ = f(ax+ by), (3.7)
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де a, b – деякi сталi. Справдi, якщо виконати замiну z = ax+by,
то

y =
z − ax

b
⇒ y′ =

1

b
z′ − a

b

i для знаходження функцiї z одержуємо рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними z′ = bf(z) + a.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′ = cos(x+ y).
Розв’язання. Нехай z = x+ y. Тодi

z′ = 1 + y′ ⇒ y′ = z′ − 1 ⇒ z′ − 1 = cos z ⇒
z′ = 1 + cos z.

Звiдси, якщо 1 + cos z 	= 0, то

dz

1 + cos z
= dx ⇒

∫
dz

1 + cos z
= x+ C ⇒∫

dz

2 cos2 z2
= x+ C ⇒ tg

z

2
= x+ C.

Отже, загальним iнтегралом є x− tg x+y
2 = C.

Якщо 1 + cos z = 0, тобто z = π + 2πn, де n ∈ Z, то
y = −x+ π + 2πn, n ∈ Z. Цi розв’язки є особливими, бо їх не
можна одержати iз загального iнтегралу при жодному значеннi
сталої C.
Вiдповiдь: x− tg x+y

2 = C, y = −x+ π + 2πn, n ∈ Z.

До розв’язування рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними
приводять багато задач прикладних наук. Розглянемо одну з
них.

Задача 1. Посудина об’ємом 30 л наповнена повiтрям
(80% азоту i 20% кисню). У посудину закачується 0,2 л азо-
ту в секунду, який неперервно перемiшується з повiтрям. З
посудини витiкає така сама кiлькiсть сумiшi. Через який час
у посудинi буде 90% азоту?
Розв’язання.Позначимо через y = y(t) кiлькiсть азоту у посу-
динi в момент часу t. Розглянемо деякий промiжок часуΔt= dt
i знайдемо змiну кiлькостi азоту у посудинi за цей промiжок,
вважаючи, що процес рiвномiрний. Якщо за 1 с закачується
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0,2 л азоту, то через dt с в посудину потрапить 0,2 dt л азо-
ту. За цей час iз посудини витече така сама кiлькiсть сумiшi.
Оскiльки в 30 л повiтря мiститься y л азоту, то у 1 л сумiшi
мiститься y

30 л азоту, а в 0,2 dt л сумiшi є y
30 · 0,2 dt л азоту.

Отже,

dy = 0,2 dt− y

30
· 0,2 dt ⇒ 150 dy = (30 − y) dt. (3.8)

Таким чином, одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнни-
ми. Зiнтегруємо його:

dy

30− y
=

dt

150
⇒ − ln |30− y| = t

150
+ C ⇒

y(t) = 30 + Ce−t/150. (3.9)

Формула (3.9) визначає загальний розв’язок рiвняння (3.8).
З (3.9), використовуючи початкову умову (за умовою задачi
y(0) = 0,8·30 = 24л), знаходимо значення сталої C: 30+C = 24,
а отже, C = −6.

Пiдставляючи C = −6 у (3.9), одержуємо формулу для зна-
ходження вмiсту азоту у повiтрi у будь-який момент часу t:

y(t) = 30− 6e−t/150.

Використовуючи цю функцiю, визначимо час T , коли в посу-
динi буде 90% азоту (27 л):

30− 6e−T/150 = 27 ⇒ e−T/150 = 0,5 ⇒
T = −150 · ln 0,5 ≈ 104 с.

Вiдповiдь: через 104 с.

2. Однорiднi рiвняння. Функцiю f(x, y) називають одно-
рiдною функцiєю вимiру m, якщо для будь-яких x, y, t
справджується тотожнiсть

f(tx, ty) = tmf(x, y).
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Наприклад, f1(x, y) = 3
√
x3 + 2y3, f2(x, y) = arcsin x2+y2

x2−y2 є
однорiдними функцiями вимiрiв 1 i 0 вiдповiдно, бо

f1(tx, ty) =
3
√

(tx)3 + 2(ty)3 = t· 3
√
x3 + 2y3 = t1 ·f1(x, y),

f2(tx, ty) = arcsin
(tx)2 + (ty)2

(tx)2 − (ty)2
= arcsin

x2 + y2

x2 − y2
= t0 ·f2(x, y).

Диференцiальне рiвняння

y′ = f(x, y) (3.10)

називають однорiдним, якщо f(x, y) є однорiдною функцiєю
вимiру 0.

Покажемо, що однорiдне рiвняння можна звести до рiвнян-
ня з вiдокремлюваними змiнними. Якщо права частина рiв-
няння (3.10) – однорiдна функцiя вимiру 0, то за означен-
ням f(tx, ty) = f(x, y). Якщо пiдставити t = 1/x, то f(x, y) =
= f (1, y/x), а тому рiвняння (3.10) можна записати у виглядi
y′ = f (1, y/x), звiдки видно, що в однорiдних рiвняннях вигля-
ду (3.10) права частина фактично залежить тiльки вiд частки
y/x. З огляду на це виконаємо замiну u = y/x, тобто

y = ux,

де u = u(x) – нова шукана функцiя. Тодi

y′ = u′x+ u ⇒ u′x+ u = f(1, u) ⇒ x
du

dx
= f(1, u)− u.

Одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Зiнте-
груємо його:

du

f(1, u)− u
=
dx

x
(f(1, u) 	= u, x 	= 0) ⇒∫

du

f(1, u)− u
= ln |x|+ C.

Якщо позначити F (u) ≡ ∫ du
f(1,u)−u , то загальний iнтеграл одно-

рiдного рiвняння (3.10) можемо записати у виглядi

F (y/x) = ln |x|+C.
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Розв’язками однорiдного рiвняння (3.10) можуть бути та-
кож функцiї y = ax (x 	= 0), де f(1, a) = a та x = 0 (y 	= 0), якi
могли бути втраченi при вiдокремленнi змiнних. Цi розв’язки
можуть бути особливими.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння x2y′−y2+xy−x2 = 0.
Розв’язання. Записавши рiвняння у виглядi

y′ = (y2 − xy + x2)
/
x2,

переконуємось, що воно є однорiдним, бо його права частина є
однорiдною функцiєю вимiру 0. Виконаємо замiну y = ux. Тодi
y′ = u′x + u i, пiдставляючи цi вирази для y i y′ у рiвняння,
одержуємо

u′x+ u =
x2 + u2x2 − x2u

x2
⇒ x

du

dx
= 1 + u2 − 2u ⇒

du

(u− 1)2
=
dx

x
(u 	= 1, x 	= 0) ⇒

− 1

u− 1
= ln |x|+ C ⇒ u = 1− 1

ln |x|+ C
⇒

y

x
= 1− 1

ln |x|+ C
⇒ y = x

(
1− 1

ln |x|+C

)
.

Якщо u = 1, то y = x – особливий розв’язок, а x = 0 – не є
розв’язком заданого рiвняння.
Вiдповiдь: y = x

(
1− 1

ln |x|+C
)
, y = x.

Якщо диференцiальне рiвняння першого порядку записане
у виглядi

M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0,

то воно буде однорiдним, якщо M(x, y), N(x, y) є однорiдними
функцiями однакового вимiру. Пропонуємо читачам самостiйно
переконатись, що диференцiальнi рiвняння

(x+ y)dx+ (x− y)dy = 0, 2xydx+ (x2 + y2)dy = 0

є однорiдними.
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Зауважимо, що диференцiальне рiвняння

y′ =
√
x2 + y2 − x

y
, (3.11)

одержане на лекцiї 1 у задачi 3 про форму дзеркала, яке збирає
паралельнi променi в одну точку, є однорiдним. Розв’яжемо
його за допомогою замiни y = ux. Тодi

u′x+ u =

√
x2 + u2x2 − x

ux
⇒ x

du

dx
=

√
1 + u2 − 1

u
− u ⇒∫

u du√
1 + u2 − 1− u2

=

∫
dx

x
+C ⇒

1

2

∫
d(1 + u2)√

1 + u2 − 1− u2
= ln |x|+C.

Оскiльки∫
d(1 + u2)√

1 + u2 − 1− u2
=
∣∣1 + u2 = p2

∣∣ = ∫ 2p dp

p− p2
=

= 2

∫
dp

1− p
=− 2 ln |p− 1| = −2 ln

∣∣∣√1 + u2 − 1
∣∣∣,

то

− ln
∣∣∣√1 + u2 − 1

∣∣∣ = ln |x|+ C ⇒√
1 + u2 − 1 = C/x ⇒ u2 = (C/x)2 + 2C/x ⇒(y

x

)2
=
C2 + 2Cx

x2
⇒ y2 = 2Cx+ C2.

Отже, загальним iнтегралом рiвняння (3.11) є y2 = 2Cx + C2

(порiвняйте з результатом, одержаним на лекцiї 1).

3. Рiвняння, звiднi до однорiдних. Розглянемо дифе-
ренцiальне рiвняння вигляду

y′ =
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

, (3.12)

де a1, a2, b1, b2, c1, c2 – деякi сталi. Якщо c1 i c2 одночасно не
дорiвнюють нулю, то права частина рiвняння (3.12) не є одно-
рiдною функцiєю вимiру 0, а тому це рiвняння не є однорiдним.
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Однак, якщо

Δ ≡
∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ 	= 0 ⇒ a1b2 	= a2b2, (3.13)

то рiвняння (3.12) можна звести до однорiдного за допомогою
замiн

x = m+ α, y = n+ β, (3.14)

де сталi α i β потрiбно вибрати так, щоб{
a1α+ b1β = − c1,
a2α+ b2β = − c2.

(3.15)

Згiдно з (3.13) Δ 	= 0, а тому лiнiйна неоднорiдна система (3.15)
має єдиний розв’язок, який можна знайти, наприклад, за фор-
мулами Крамера. Пiдставляючи у (3.12) замiсть x i y вiдповiднi
вирази з (3.14), одержуємо рiвняння

dn

dm
=
a1m+ b1n+ a1α+ b1β + c1
a2m+ b2n+ a2α+ b2β + c2

,

або, враховуючи (3.15),

dn

dm
=
a1m+ b1n

a2m+ b2n
. (3.16)

Диференцiальне рiвняння (3.16) є, очевидно, однорiдним.

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y′ = x+2y−3
2x+y−3 .

Розв’язання. Оскiльки Δ 	= 0, то виконаємо замiну x = m+α,
y = n+ β, де числа α i β задовольняють систему рiвнянь{

α+ 2β = 3,
2α+ β = 3.

Легко знаходимо, що α = β = 1. Таким чином, пiсля замiни
x = m+ 1, y = n+ 1 одержуємо однорiдне рiвняння

dn

dm
=
m+ 2n

2m+ n
.
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Нехай n = um. Тодi

u′m+ u =
1 + 2u

2 + u
⇒ 2 + u

1− u2
du =

dm

m
(u 	= ± 1, m 	= 0).

Iнтегруючи останнє рiвняння, знаходимо:

ln

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣− 1

2
ln
∣∣1− u2

∣∣ = ln |m|+ ln |C1| ⇒

1 + u = Cm2(1− u)3 (C := ±C2
1 ) ⇒

1 + n/m = Cm2 (1− n/m)3 ⇒ m+ n = C(m− n)3.

Отже, загальним iнтегралом заданого рiвняння є x + y − 2 =
= C(x− y)3.

Якщо u = 1, то n = m, m 	= 0, тобто y = x, x 	= 1. Якщо
u = −1, то n = −m, m 	= 0, тобто y = −x + 2, x 	= 1. Перший
розв’язок є особливим, а другий – частинним. Нарештi, якщо
m = 0, то x = 1, але ця функцiя не є розв’язком заданого
рiвняння.
Вiдповiдь: x+ y − 2 = C(x− y)3, y = x.

Якщо для коефiцiєнтiв рiвняння (3.12) не виконується умо-
ва (3.13), тобто

a1b2 = a2b1, (3.17)

то a1 = λa2, b1 = λb2, а тому з рiвняння (3.12) випливає, що

y′ =
λ(a2x+ b2y) + c1
a2x+ b2y + c2

= f(a2x+ b2y),

тобто одержали рiвняння вигляду (3.7), яке зводиться до рiв-
няння з вiдокремлюваними змiнними за допомогою замiни
z = a2x+ b2y.

Зауважимо, що за виконання умови (3.17) для зведення рiв-
няння (3.12) до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна
виконувати також замiни z = a1x+ b1y, z = a1x+ b1y + c1 або
z = a2x+ b2y + c2.

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння

(x+ y + 1)dx + (2x+ 2y − 1)dy = 0.
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Розв’язання. Задане рiвняння легко можна звести до вигляду
(3.12), але робити це не обов’язково. Оскiльки Δ = 0, то вико-
наємо замiну z = x + y. Тодi dy = dz − dx i, пiдставляючи у
рiвняння, одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

(z + 1)dx+ (2z − 1) (dz − dx) = 0 ⇒
(2− z) dx+ (2z − 1) dz = 0.

Зiнтегруємо його:

dx+
2z − 1

2− z
dz = 0 (z 	= 2) ⇒∫

dx+

∫
3− 2(2 − z)

2− z
dz = C ⇒ x− 3 ln |2− z| − 2z = C.

Замiнивши z на x + y, знаходимо загальний iнтеграл у ви-
глядi

3 ln |2− x− y|+ x+ 2y = C.

Якщо z = 2, то y = 2 − x. Цей розв’язок є, очевидно, осо-
бливим.
Вiдповiдь: 3 ln |2− x− y|+ x+ 2y = C, y = 2− x.

Аналогiчно iнтегруються рiвняння бiльш загального вигля-
ду

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
, (3.18)

де f(u) – неперервна функцiя свого аргументу.

Зауважимо, що деякi рiвняння можна звести до однорiдних
за допомогою замiни y = zm, де z = z(x) – нова функцiя, а
m – деяке число. Наприклад, у рiвняннi y′ = x + y2

x3
зробимо

згадану замiну (y = zm ⇒ y′ = mzm−1z′) i виберемо m таким,
щоб одержане рiвняння

mzm−1z′ = x+
z2m

x3
⇒ mz′ =

x

zm−1
+
zm+1

x3

було однорiдним. Для цього потрiбно, щоб права частина рiв-
няння була однорiдною функцiєю вимiру 0, тобто число m по-
винне задовольняти рiвняння m − 1 = 1 i m + 1 = 3, звiдки
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m = 2. Отже, за допомогою пiдстановки y = z2 задане рiвнян-
ня вдалося звести до однорiдного

2z′ =
x

z
+
z3

x3
,

зiнтегрувати яке пропонуємо читачам самостiйно.

Рекомендована лiтература: [3, с. 11 – 39], [9, с. 23 – 27],
[14, с. 16 – 177], [16, с. 28 – 33, 56 – 61], [19, с. 27 – 37].

Питання до лекцiї 3

1. Яке диференцiальне рiвняння називають рiвнянням з вiд-
окремленими змiнними? Як знайти загальний iнтеграл такого
рiвняння?

2. Яке диференцiальне рiвняння називають рiвнянням з вiд-
окремлюваними змiнними? Як iнтегрується таке рiвняння? Якi
функцiї можуть виявитися особливими розв’язками?

3. За допомогою яких замiн рiвняння y′ = f(ax + by + c)
можна звести до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними?

4. Коли функцiя f(x, y) буде однорiдною вимiру m? Наве-
дiть приклади однорiдних функцiй вимiру 0, 1, 2, 3, а також
приклади неоднорiдних функцiй.

5. Яке диференцiальне рiвняння першого порядку назива-
ють однорiдним? За допомогою якої замiни шуканої функцiї
таке рiвняння зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними?

6. Якою має бути права частина рiвняння y′ = f(x, y), щоб
воно було однорiдним?

7. Якщо функцiї M(x, y), N(x, y) однорiднi, то чи досить
цього для того, щоб рiвняння M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 було
однорiдним?

8. Якими повиннi бути числа c1, c2, щоб диференцiальне
рiвняння (3.18) було однорiдним?

9. Якими повиннi бути числа a1, a2, b1, b2, щоб рiвняння
(3.18) можна було звести до однорiдного рiвняння? Коли це рiв-
няння можна звести вiдразу до рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними?
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Вправи до лекцiї 3

1. Зiнтегруйте диференцiальнi рiвняння з вiдокремлювани-
ми змiнними:

а) y′ = ex+y; б) y(1− x2)dy − x(1− y2)dx = 0;
в) (y2 + xy2)y′ = yx2 − x2.

2. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) (1+ ex)yy′ = ex, y(0) = 1; б) y′ = (2y+1) ctg x, y
(
π
4

)
= 1

2 ;

в) xy2dx+
y2 + 1√

x
dy = 0, y(1) = 1.

3. Зiнтегруйте диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь
з вiдокремлюваними змiнними:

а) y′ = 2x+ y + 3; б) (x+ y)y′ = 1; в) y′ =
2x+ y − 1

4x+ 2y + 5
.

4. Обґрунтуйте, що рiвняння є однорiдними, та зiнтегруйте
їх:

а) ydx+ (2
√
xy − x)dy = 0; б) y′ =

y

x
+ ey/x; в) y′ =

x+ y

x− y
.

5. Зiнтегруйте рiвняння, звiднi до однорiдних рiвнянь:

а) (4y − 3x− 5)y′ + 7x− 3y + 2 = 0;

б) (2x+ 8)dx+ (3y − 5x− 11)dy = 0.

Лекцiя 4. Деякi класи диференцiальних рiвнянь
першого порядку, iнтегровних у квадратурах

(продовження)

План

1. Лiнiйнi рiвняння.
2. Рiвняння Бернуллi.
3. Рiвняння у повних диференцiалах.
4. Iнтегрувальний множник.
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1. Лiнiйнi рiвняння. Лiнiйним рiвнянням першого по-
рядку називають рiвняння, у яке шукана функцiя та її похiдна
входять у першому степенi i не перемножуються. Отже, лiнiйне
рiвняння має такий загальний вигляд:

A(x)y′ +B(x)y + C(x) = 0, (4.1)

де A(x), B(x), C(x) – неперервнi функцiї. В областi, де
A(x) 	= 0, рiвняння (4.1) рiвносильне рiвнянню

y′ + p(x)y = q(x), (4.2)

у якому позначено p(x) = B(x)/A(x), q(x) = −C(x)/A(x).
Якщо ж A(x0) = 0, то розв’язком рiвняння (4.1), записаного

у диференцiальнiй формi A(x)dy + B(x)ydx + C(x)dx = 0, є
x = x0, у чому легко переконатися за допомогою пiдстановки.
Наприклад, розв’язками рiвняння x(x − π)y′ + sinx·y = tg x є
x = 0 i x = π. Спосiб вiдшукання iнших розв’язкiв лiнiйних
рiвнянь буде наведений далi.

Якщо функцiї p(x) та q(x) у рiвняннi (4.2) неперервнi на
деякому iнтервалi (a, b), то згiдно з теоремою Кошi через ко-
жну точку смуги a < a1 � x � b1 < b, −∞ < y < +∞ прохо-
дить єдина iнтегральна крива. Справдi, якщо рiвняння (4.2)
записати у виглядi y′ = q(x) − p(x)y, то його права частина
f(x, y) = q(x) − p(x)y є, очевидно, неперервною функцiєю, а
частинна похiдна f ′y(x, y) = − p(x) обмежена у цiй областi. У
цьому випадку рiвняння (4.2) особливих розв’язкiв не має.

Якщо функцiя q(x) тотожно дорiвнює нулю, то рiвняння
(4.2) називають лiнiйним однорiдним, а якщо тотожно не
дорiвнює нулю, то лiнiйним неоднорiдним.

Для розв’язування лiнiйних рiвнянь першого порядку ви-
користаємо метод варiацiї довiльної сталої (метод Ла-
гранжа) (з iншими методами розв’язування цих рiвнянь мо-
жна познайомитись, наприклад, у [19, с. 41 – 44]). Для цього
зiнтегруємо спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння

y′ + p(x)y = 0,
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яке є водночас рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними:

dy

dx
= − p(x)y ⇒ dy

y
= − p(x)dx (y 	= 0) ⇒

ln |y| = −
∫
p(x)dx+ C ⇒

y = Ce−
∫
p(x)dx. (4.3)

Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (4.2) шукати-
мемо у виглядi (4.3), замiнивши довiльну сталу C деякою фун-
кцiєю C(x), тобто у виглядi

y = C(x)e−
∫
p(x)dx. (4.4)

Пiдставляючи (4.4) у рiвняння (4.2), одержуємо

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx +

+ p(x)C(x)e−
∫
p(x)dx = q(x) ⇒

C ′(x) = q(x)e
∫
p(x)dx ⇒ C(x) =

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C,

де C – довiльна стала.
Пiдставляючи тепер знайдену функцiю C(x) у (4.4), маємо

формулу для загального розв’язку лiнiйного рiвняння (4.2):

y = e−
∫
p(x)dx ·

(∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C

)
. (4.5)

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′ − 2y/x = x.
Розв’язання. Розв’яжемо вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвня-
ння:

y′ − 2y

x
= 0 ⇒ dy

dx
=

2y

x
⇒

∫
dy

y
= 2

∫
dx

x
+ C ⇒

ln |y| = 2 ln |x|+ C ⇒ y = Cx2.

Розв’язок заданого лiнiйного неоднорiдного рiвняння шукаємо
у виглядi y = C(x)x2. Пiдставляючи у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)x2 + C(x) · 2x− 2

x
C(x)x2 = x ⇒ C ′(x) =

1

x
⇒

C(x) = ln |x|+ C.



52 Роздiл 1. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Отже, y = x2 · (ln |x|+ C). �

Задача 1. Знайти закон змiни сили струму I в електри-
чному колi з опором R, самоiндукцiєю L, вважаючи, що напру-
га U є сталою, а сила струму у початковий момент дорiвнює
I0.
Розв’язання. Якщо в колi дiє постiйна напруга, то за законом
Ома U = RI. Якщо напруга змiнна, а також у моменти зами-
кання i розмикання струму постiйної напруги, в колi виникає
самоiндукцiя, яка характеризується виникненням електрору-
шiйної сили, пропорцiйної швидкостi змiни струму dI

dt . Отже,
величина цiєї додаткової електрорушiйної сили iндукцiї дорiв-
нює LdIdt , де L – коефiцiєнт пропорцiйностi, який називають
коефiцiєнтом самоiндукцiї. Як вiдомо з фiзики, повна напруга
U складається з напруги, викликаної явищем самоiндукцiї, i
напруги, обумовленої опором кола, тому

L
dI

dt
+RI = U,

звiдки
dI

dt
+
R

L
I =

U

L
. (4.6)

Рiвняння (4.6) – лiнiйне вiдносно функцiї I(t). Зiнтегруємо спо-
чатку вiдповiдне однорiдне рiвняння dI

dt +
R
L I = 0. Вiдокремлю-

ючи змiннi, одержуємо:

dI

I
= −R

L
dt ⇒ ln I = −R

L
t+C ⇒ I = C e−Rt/L.

Нехай тепер C = C(t). Пiдставимо I = C(t)e−Rt/L у рiвняння
(4.6). Тодi

C ′(t)e−Rt/L − R

L
C(t)e−Rt/L +

R

L
C(t)e−Rt/L =

U

L
⇒

C ′(t) =
U

L
eRt/L ⇒ C(t) =

U

R
eRt/L + C ⇒

I(t) =

(
U

R
eRt/L + C

)
e−Rt/L.
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Оскiльки за умовою задачi I(0) = I0, то, як легко перевiрити,
C = I0 − U/R, а отже,

I(t) =

(
U

R
eRt/L + I0 − U

R

)
e−Rt/L ⇒

I(t) =

(
I0 − U

R

)
e−Rt/L +

U

R
.

Якщо t необмежено зростає, то e−Rt/L швидко спадає i пра-
ктично вже через короткий промiжок часу процес можна вва-
жати усталеним, а сила струму визначатиметься за законом
Ома, тобто I = U

R .
Якщо I0 = 0, то I(t) = U

R

(
1− e−Rt/L

)
– сила струму при

замиканнi кола. Якщо U = 0, то I(t) = I0e
−Rt/L – сила згасаю-

чого струму при розмиканнi кола. �

Зауважимо, що наведений метод розв’язування лiнiйних
рiвнянь можна застосовувати також до рiвнянь вигляду
(p(y)x+ q(y)) · y′ = 1, якщо y прийняти за незалежну змiн-
ну, а x – за функцiю цiєї змiнної. Наприклад, рiвняння
(y2 + 2x)y′ = y, в якому y = y(x), є нелiнiйним. Однак, якщо
записати його у виглядi

y′ =
y

y2 + 2x
⇒ 1

x′
=

y

y2 + 2x
⇒ x′ − 2

y
x = y,

то маємо лiнiйне рiвняння з прикладу 1, якщо x – шукана фун-
кцiя змiнної y.

2. Рiвняння Бернуллi. Рiвняння вигляду

y′ + p(x)y = q(x)ym, (4.7)

де m – деяке число, називають рiвнянням Бернуллi. Якщо
m = 0, то одержуємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння (4.2), а
якщо m = 1, то рiвняння з вiдокремлюваними змiнними y′ +
+ (p(x) − q(x))y = 0, тому надалi вважатимемо, що m 	= 0,
m 	= 1.

Для розв’язування рiвняння Бернуллi, так само, як лiнiй-
ного рiвняння, використаємо метод варiацiї довiльної сталої.
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Зiнтегруємо спочатку рiвняння y′ + p(x)y = 0. Його загальний
розв’язок подається формулою (4.3): y = Ce−

∫
p(x)dx.

Розв’язок рiвняння Бернуллi шукаємо у виглядi

y = C(x)e−
∫
p(x)dx, (4.8)

де C(x) – деяка функцiя. Пiдставляючи (4.8) у рiвняння (4.7),
одержуємо

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx =

= q(x)Cm(x)e−m
∫
p(x)dx ⇒

C ′(x) = q(x)Cm(x)e(1−m)
∫
p(x)dx ⇒

dC(x)

Cm(x)
= q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx ⇒∫

dC(x)

Cm(x)
=

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C1 ⇒

C1−m(x)
1−m

=

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C1 ⇒

C(x) =

(
(1−m)

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C

) 1
1−m

.

Пiдставляючи знайдену функцiю C(x) в (4.8), одержуємо за-
гальний розв’язок рiвняння Бернуллi:

y = e−
∫
p(x)dx

(
(1−m)

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C

) 1
1−m

.

При цьому мiг бути втрачений розв’язок y = 0, якщоm > 0.
Якщо 0 < m < 1, то цей розв’язок буде особливим, а якщо
m > 1, то частинним. Для m � 0 функцiя y = 0 не є розв’язком
рiвняння Бернуллi.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння Бернуллi

y′ − 2y/x = −xy3.
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Розв’язання. Загальний розв’язок рiвняння y′− 2y/x = 0 був
знайдений пiд час розв’язування прикладу 1: y = Cx2. Розв’я-
зок заданого рiвняння шукаємо у виглядi y = C(x)x2. Пiдстав-
ляючи у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)x2 + 2C(x)x− 2C(x)x = −C3(x)x7 ⇒
C ′(x) = −C3(x)x5 ⇒ dC(x)

C3(x)
= −x5dx (C(x) 	= 0) ⇒

C−2(x)

−2
= −x

6

6
+ C ⇒ C(x) = ±

√
3

x6 + C
⇒

y = ±x2 ·
√

3

x6 + C
⇒ y = ±

√
3x2√

x6 +C
.

Якщо C(x) = 0, то y = 0. Пропонуємо самостiйно переко-
натися, що ця функцiя є особливим розв’язком.
Вiдповiдь: y = ±√

3x2(x6 + C)−1/2, y = 0.

Задача 2. Знайти кривi, у яких довжина вiдрiзку, який
вiдтинає дотична на осi Oy, дорiвнює квадрату ординати то-
чки дотику.
Розв’язання. Нехай M(x, y) – довiльна точка шуканої кривої
y = f(x). У точцi M проведемо дотичну до кривої y = f(x) i
нехай A – точка перетину цiєї дотичної з вiссю Oy, B – проекцiя
точки M на вiсь Ox (рис. 4.1).

За умовою задачi OA = BM2, причому BM = y. Вiдрiзок
OA знайдемо з рiвняння дотичної Y − y = f ′(x) · (X −x), у яке
пiдставимо X = 0. Тодi OA = Y = y − y′x.

Таким чином, одержуємо рiвняння Бернуллi y− y′x = y2, у
чому легко переконатись, якщо записати його виглядi y′−y/x =
= −y2/x.
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�

O x

y

A

B

M(x, y)

y = f(x)

y

Рис. 4.1

Зiнтегруємо спочатку рiвняння y′ − y/x = 0:

dy

dx
=
y

x
⇒ dy

y
=
dx

x
⇒ ln |y| = ln |x|+ C ⇒ y = Cx.

Розв’язок рiвняння Бернуллi шукаємо у виглядi y = C(x)x.
Пiдставляючи у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)x+ C(x)− C(x) = −C2(x)x ⇒
C ′(x) = −C2(x) ⇒ dC

C2
= − dx ⇒

− 1

C(x)
= −x+ C ⇒ C(x) =

1

x− C
⇒ y =

x

x− C
.

Отже, шуканими кривими є гiперболи y = x
x−C . �

Зауважимо, що наведений метод розв’язування рiвнян-
ня Бернуллi можна застосовувати також до рiвнянь вигляду
(p(y)x+ q(y)xm) ·y′ = 1, якщо y прийняти за незалежну змiн-
ну, а x – за функцiю цiєї змiнної. Наприклад, якщо рiвняння
(2x− y2x3) · y′ = y записати у виглядi

y′ =
y

2x− y2x3
⇒ 1

x′
=

y

2x− y2x3
⇒ x′ − 2

y
x = − yx3,

то маємо рiвняння Бернуллi, розв’язане у прикладi 2 (якщо
вважати, що x = x(y)).
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3. Рiвняння у повних диференцiалах. Диференцiальне
рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (4.9)

називають рiвнянням у повних диференцiалах, якщо його
лiва частина є повним диференцiалом деякої функцiї U(x, y),
тобто

M(x, y)dx+N(x, y)dy = dU(x, y). (4.10)

З (4.9), (4.10) випливає, що рiвняння (4.9) можна записати
у виглядi dU = 0, а тому загальним iнтегралом рiвняння у
повних диференцiалах є U(x, y) = C.

У загальному випадку складно безпосередньо з’ясувати, чи
є задане рiвняння рiвнянням у повних диференцiалах. Вкаже-
мо ознаку, яка дозволить вiдповiсти на це питання, а також
один iз способiв знаходження функцiї U(x, y).

Припустимо, що функцiї M(x, y) i N(x, y) у рiвняннi (4.9)
неперервнi у деякому прямокутнику з центром у точцi (x0, y0),
i не перетворюються одночасно в нуль у цiй точцi. Окрiм то-
го, вважатимемо, що у згаданому прямокутнику iснують непе-
рервнi частиннi похiднi ∂M∂y i

∂N
∂x .

Припустимо, що справджується умова (4.10), тобто лiва ча-
стина рiвняння (4.9) є повним диференцiалом. Згiдно з озна-
ченням диференцiала функцiї двох змiнних dU(x, y) = ∂U

∂x dx+

+ ∂U
∂y dy, а тому

M(x, y) =
∂U

∂x
, N(x, y) =

∂U

∂y
. (4.11)

Оскiльки M(x, y), N(x, y) мають неперервнi частиннi похiднi,
то мiшанi похiднi функцiї U(x, y) не залежать вiд порядку ди-
ференцiювання. Отже,

∂M

∂y
=

∂2U

∂y∂x
,

∂N

∂x
=

∂2U

∂x∂y
.

Звiдси внаслiдок рiвностi мiшаних похiдних одержуємо необхi-
дну умову того, що (4.9) є рiвнянням у повних диференцiалах:

∂M

∂y
=
∂N

∂x
. (4.12)
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Покажемо, що умова (4.12) є також достатньою, тобто за ви-
конання цiєї умови лiва частина рiвняння (4.9) є повним дифе-
ренцiалом деякої функцiї U(x, y). Згiдно з (4.11) шукана фун-
кцiя U(x, y) повинна задовольняти умову ∂U

∂x = M(x, y). Усi
такi функцiї можна описати формулою

U(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ C(y), (4.13)

де C(y) – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд y.
Оскiльки функцiя U(x, y) повинна також задовольняти другу
умову з (4.11), то

∂

∂y

∫
M(x, y)dx+ C ′(y) = N(x, y). (4.14)

Для виконання умови (4.14) потрiбно вiдповiдним чином пiдi-
брати функцiю C(y). Покажемо, що такий вибiр за виконання
умови (4.12) завжди можливий. Справдi, з (4.14) маємо

C ′(y) = N(x, y)− ∂

∂y

∫
M(x, y)dx.

Лiва частина цiєї рiвностi є функцiєю тiльки вiд y, а отже,
права частина не залежить вiд x, тобто похiдна за змiнною x
вiд правої частини повинна дорiвнювати нулю. Переконаємось
у цьому, враховуючи умову (4.12):

∂

∂x

(
N(x, y)− ∂

∂y

∫
M(x, y) dx

)
=

=
∂N(x, y)

∂x
− ∂

∂x

(
∂

∂y

∫
M(x, y) dx

)
=

=
∂N(x, y)

∂x
− ∂

∂y

(
∂

∂x

∫
M(x, y) dx

)
=

=
∂N(x, y)

∂x
− ∂M(x, y)

∂y
= 0.

Наведене доведення достатностi умов (4.12) дає водночас
спосiб вiдшукання функцiї U(x, y). Отже, спочатку потрiбно
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знайти функцiю U(x, y) за формулою (4.13), розглядаючи y
як сталу, а потiм з рiвностi (4.14) знайти C ′(y), iнтегруючи
яке, отримаємо C(y). Пiдставляючи знайдену функцiю C(y)
у формулу (4.13), матимемо функцiю U(x, y). Для одержання
загального iнтегралу рiвняння у повних диференцiалах (4.9),
як було доведено ранiше, функцiю U(x, y) потрiбно прирiвняти
до довiльної сталої.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння

(2xy + 3y2)dx+ (x2 + 6xy − y2)dy = 0.

Розв’язання. ТутM(x, y) = 2xy+3y2, N(x, y) = x2+6xy−y2,
а отже,

∂M

∂y
= 2x+ 6y,

∂N

∂x
= 2x+ 6y ⇒ ∂M

∂y
=
∂N

∂x
.

Для знаходження функцiї U(x, y) маємо систему

∂U

∂x
= 2xy + 3y2,

∂U

∂y
= x2 + 6xy − y2.

Знайдемо вираз для шуканої функцiї з першого рiвняння си-
стеми i пiдставимо його у друге рiвняння:

U(x, y) =

∫
(2xy + 3y2) dx+ C(y) ⇒

U(x, y) = x2y + 3xy2 + C(y) ⇒ ∂U

∂y
= x2 + 6xy + C ′(y) ⇒

x2 + 6xy + C ′(y) = x2 + 6xy − y2 ⇒ C ′(y) = −y2 ⇒
C(y) = −y3/3 + C.

Зауважимо, що в останнiй формулi довiльну сталу iнтегрува-
ння можна прийняти рiвною нулю, оскiльки потрiбно знайти
хоча б одну функцiю U(x, y), диференцiал якої збiгається з лi-
вою частиною заданого рiвняння.

Отже, U(x, y) = x2y + 3xy2 − y3
/
3, а загальним iнтегралом

є x2y + 3xy2 − y3
/
3 = C. �
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4. Iнтегрувальний множник. Якщо (4.9) не є рiвнянням
у повних диференцiалах, то завжди iснує вiдмiнний вiд сталого
числа множник, пiсля множення на який лiва частина рiвняння
(4.9) стане повним диференцiалом (доведення цього факту мо-
жна знайти, наприклад, в [19, с. 54]). Цей множник називають
iнтегрувальним множником диференцiального рiвняння.

Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (4.9) не справджується
умова (4.12) i припустимо, що μ(x, y) – iнтегрувальний мно-
жник цього рiвняння. Тодi для коефiцiєнтiв рiвняння

μ(x, y)M(x, y)dx + μ(x, y)N(x, y)dy = 0

повинна справджуватись умова

∂(μM)

∂y
=
∂(μN)

∂x
⇒ M

∂μ

∂y
+ μ

∂M

∂y
= N

∂μ

∂x
+ μ

∂N

∂x
⇒

μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= N

∂μ

∂x
−M

∂μ

∂y
. (4.15)

Таким чином, iнтегрувальний множник μ(x, y) є розв’язком
рiвняння з частинними похiдними (4.15), однак розв’язати це
рiвняння у загальному випадку значно складнiше, нiж звичай-
не диференцiальне рiвняння (4.9). Проте у окремих випадках
знайти iнтегрувальний множник вдається доволi легко. Роз-
глянемо деякi з цих випадкiв.

1. Нехай рiвняння (4.9) має iнтегрувальний множник, який
залежить тiльки вiд x, тобто μ = μ(x). Тодi, враховуючи, що
∂μ
∂y = 0, ∂μ∂x = dμ

dx , з (4.15) маємо

μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= N

dμ

dx
⇒ dμ

μ
=

1

N
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
dx.

Якщо функцiя в правiй частинi останнього рiвняння залежить
тiльки вiд x, тобто

1

N
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= ϕ(x),

то, зiнтегрувавши його, одержуємо

μ(x) = e
∫
ϕ(x)dx.
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2. Нехай рiвняння (4.9) має iнтегрувальний множник, який
залежить тiльки вiд y, тобто μ = μ(y). Тодi ∂μ∂x = 0, ∂μ∂y = dμ

dy i з
(4.15) знаходимо

μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= −M

dμ

dy
⇒

dμ

μ
=

1

−M
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
dy.

Якщо функцiя в правiй частинi останнього рiвняння залежить
тiльки вiд y, тобто

1

−M ·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= ψ(y),

то iнтегрувальним множником є

μ(y) = e
∫
ψ(y)dy . (4.16)

Приклад 4. За допомогою iнтегрувального множника зiн-
тегрувати рiвняння (2xy2 − y)dx+ (y2 + x+ y)dy = 0.
Розв’язання. Маємо: ∂M∂y = 4xy−1, ∂N∂x = 1, а тому ∂M

∂y 	= ∂N
∂x .

Оскiльки

− 1

M
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
=

4xy − 1− 1

y − 2xy2
= −2

y
≡ ψ(y),

то, скориставшись формулою (4.16), знаходимо iнтегрувальний
множник:

μ(y) = e
−2

∫ dy
y = e−2 ln|y| = y−2.

Якщо помножити обидвi частини заданого рiвняння на
μ(y) = y−2, то одержуємо рiвняння у повних диференцiалах
(2x− 1/y) dx +

(
1 + x

/
y2 + 1/y

)
dy = 0, бо для нього виконує-

ться умова (4.12):

∂

∂y

(
2x− 1

y

)
=

∂

∂x

(
1 +

x

y2
+

1

y

)
= y−2.

Оскiльки

(2x− 1/y)dx+ (1 + x
/
y2 + 1/y)dy = d (x2 − x/y + y + ln |y|),
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то шуканим загальним iнтегралом є

x2 − x/y + y + ln |y| = C. �

Розглянутi на лекцiях 3, 4 типи рiвнянь не охоплюють усiх
рiвнянь вигляду y′ = f(x, y), якi можна зiнтегрувати у квадра-
турах. Багато iнших таких рiвнянь можна знайти у довiднику
[6]. Бiльшiсть з них або належать до рiвнянь, вивчених на ле-
кцiях 3, 4, або зводяться до них за допомогою замiн.

Рекомендована лiтература: [4, с. 25 – 29, 34 – 44], [9,
с. 28 – 41], [16, с. 69 – 96], [17, с. 31 – 36, 40 – 42, 90 – 101], [19,
с. 37 – 57].

Питання до лекцiї 4

1. Який загальний вигляд має лiнiйне диференцiальне рiв-
няння першого порядку? Яка рiзниця мiж лiнiйним неоднорi-
дним i однорiдним рiвняннями?

2. Чи має лiнiйне неоднорiдне рiвняння з неперервними ко-
ефiцiєнтами особливi розв’язки? Вiдповiдь обґрунтуйте з вико-
ристанням теореми Кошi.

3. У чому полягає метод варiацiї довiльної сталої iнтегру-
вання лiнiйного неоднорiдного рiвняння?

4. Який загальний вигляд рiвняння Бернуллi? У чому по-
лягає метод варiацiї довiльної сталої iнтегрування цього рiвня-
ння? Чи може рiвняння Бернуллi мати особливi розв’язки? Вiд
чого це залежить?

5. Якими повиннi бути функцiїM(x, y) i N(x, y), щоб рiвня-
ння M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0 було рiвнянням у повних дифе-
ренцiалах? Як формулюється необхiдна i достатня ознака того,
щоб це рiвняння було у повних диференцiалах?

6. Як зiнтегрувати рiвняння у повних диференцiалах? Який
вигляд має загальний iнтеграл рiвняння у повних диференцiа-
лах?

7. У чому полягає метод iнтегрувального множника? Наве-
дiть формули для знаходження iнтегрувального множника.
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Вправи до лекцiї 4

1. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте лiнiйне рiвняння та
зiнтегруйте його методом варiацiї довiльної сталої:

а) y′ = (x− y)2; б) xy′ + 2y − xy2 = 0; в) y′ = 4y + e2x.

2. Доведiть, що рiвняння y′ + y = 2cos x має єдиний перiо-
дичний розв’язок, а всi iншi розв’язки прямують до нього при
x→ +∞ (явище конвергенцiї).

3. Доведiть, що лiнiйне неоднорiдне рiвняння можна зiнте-
грувати за допомогою замiни y = uv, де u – частинний розв’я-
зок вiдповiдного однорiдного рiвняння (метод Бернуллi).

4. Доведiть, що розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
дорiвнює сумi будь-якого його частинного розв’язку i загаль-
ного розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння.

5. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Бернуллi
та зiнтегруйте його:

а) y′ + xy = y2 sinx; б) y′ + 2y = x5; в) y′ = (x+ y)2.

6. Доведiть, що рiвняння Бернуллi (4.7) можна звести до
лiнiйного рiвняння за допомогою замiни z = y1−m. Зiнтегруйте
цим способом рiвняння xy′ = y + x2y−2.

7. Доведiть, що рiвняння Рiккатi y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x)
за допомогою замiни y = z+ y1, де z – нова функцiя, y1 – його
частинний розв’язок, зводиться до рiвняння Бернуллi.

8. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння у повних
диференцiалах та зiнтегруйте його:

а) (yex − ey)dx = (xey − ex)dy; б) 3x2eydx+ (x3ey − x)dy = 0;
в) (y sin 2x+ x)dx+ (y2 − cos 2x)dy = 0.

9. Знайдiть iнтегрувальний множник лiнiйного рiвняння
y′ + p(x)y = q(x) та розв’яжiть це рiвняння з його допомогою
(метод Ейлера).
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Лекцiя 5. Неявнi диференцiальнi рiвняння
першого порядку

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Окремi випадки iнтегровних неявних диференцiальних

рiвнянь першого порядку.
3. Рiвняння Лагранжа та рiвняння Клеро.
4. Задача про ортогональнi траєкторiї.

1. Основнi означення й поняття. Неявним диферен-
цiальним рiвнянням першого порядку (диференцiальним
рiвнянням першого порядку, не розв’язаним вiдносно похiдної)
називають спiввiдношення вигляду

F (x, y, y′) = 0, (5.1)

де функцiя F (x, y, z) неперервна в деякiй областi D ⊂ R3.
Функцiю y = y(x), яка визначена i неперервно диферен-

цiйовна на iнтервалi (a, b), називають розв’язком рiвняння
(5.1), якщо на цьому iнтервалi вона перетворює його у тото-
жнiсть.

Якщо рiвняння (5.1) можна розв’язати через елементарнi
функцiї вiдносно y′, то одержимо одне або декiлька рiвнянь,
розв’язаних вiдносно похiдної:

y′ = fk(x, y), k = 1, 2, . . . , (5.2)

де fk(x, y) – дiйснi функцiї, тобто iнтегрування рiвняння (5.1)
зводиться до iнтегрування кожного з рiвнянь (5.2), основнi ти-
пи яких розглядались на лекцiях 2 – 4.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′2 − 4y = 0.
Розв’язання. Задане рiвняння розпадається на два рiвняння
з вiдокремлюваними змiнними: y′ = 2

√
y i y′ = − 2

√
y.

Загальним розв’язком першого з них є y = (x + C)2, де
x � −C, а другого – y = (x + C)2, де x � −C. З геометричної
точки зору це означає, що кожна парабола y = (x+C)2 є iнте-
гральною кривою. Окрiм того, розв’язком рiвняння є y = 0.
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O x

y

Рис. 5.1

Задане рiвняння має також безлiч розв’язкiв, якi можна
«склеїти» з частин наведених вище розв’язкiв. Наприклад, та-
кими розв’язками будуть функцiї

y =

{
0, якщо x � 1,
(x− 1)2, якщо x > 1,

y =

⎧⎨
⎩
(x+ 1)2, якщо x < −1,
0, якщо −1 � x � 1,
(x− 1)2, якщо x > 1,

графiки яких зображенi на рис. 5.2 i 5.3 вiдповiдно. Однак на-
далi такi розв’язки ми не розглядатимемо.

O x

y

1 O x

y

1−1
Рис. 5.2 рис. 5.3

Вiдповiдь: y = (x+ C)2, y = 0.

Неявне диференцiальне рiвняння (5.1), так само, як i рiв-
няння, розв’язане вiдносно похiдної, визначає на площинi Oxy
деяке поле напрямiв. Але тепер, як правило, у заданiй точцi
(x0, y0) матимемо не один, а декiлька напрямiв поля, бо, розв’я-
зуючи рiвняння F (x0, y0, y′) = 0 вiдносно y′, зазвичай одержує-
мо декiлька дiйсних розв’язкiв. Наприклад, рiвняння з прикла-
ду 1 визначає у кожнiй точцi (x0, y0), де y0 > 0, два напрями
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поля: y′1 = 2
√
y0 i y′2 = −2

√
y0. У кожнiй точцi (x0, 0) осi Ox це

рiвняння визначає тiльки один напрям поля: y′1|(x0,0) = 0.
Задача Кошi для рiвняння (5.1) формулюється так само,

як i для рiвняння, розв’язаного вiдносно похiдної, а саме: потрi-
бно знайти розв’язок y = y(x) рiвняння (5.1), який задовольняє
початкову умову

y(x0) = y0. (5.3)

При цьому, якщо розв’язкiв, якi задовольняють початкову умо-
ву (5.3), не бiльше, нiж кiлькiсть напрямiв поля, визначеного
рiвнянням (5.1) у цiй точцi, тобто не бiльше кiлькостi розв’яз-
кiв y′0 рiвняння F (x0, y0, y

′) = 0, то кажуть, що задача Кошi
(5.1), (5.3) має єдиний розв’язок. В iнакшому випадку кажуть,
що єдинiсть розв’язку цiєї задачi порушується.

Нехай y′0 – один з дiйсних коренiв рiвняння (5.1). З’ясуємо
умови, за яких iснує єдина iнтегральна крива рiвняння (5.1),
що проходить через точку (x0, y0), причому дотична до неї у цiй
точцi утворює з додатнiм напрямом Ox кут α0, тангенс якого
дорiвнює y′0.

Теорема. Нехай лiва частина рiвняння (5.1) задовольняє
такi умови:

1) функцiя F (x, y, y′) визначена i неперервна разом з ча-
стинними похiдними ∂F

∂y ,
∂F
∂y′ в деякому замкненому околi то-

чки (x0, y0, y
′
0);

2) F (x0, y0, y′0) = 0;

3) ∂F
∂y′

∣∣∣
(x0,y0,y′0)

	= 0.

Тодi рiвняння (5.1) має єдиний розв’язок y = y(x), визначений
i неперервно диференцiйовний у деякому околi точки x = x0,
який задовольняє початкову умову y(x0) = y0, i такий, що
y′(x0) = y′0.

Доведення цiєї теореми можна знайти, наприклад, в [19,
с. 63 – 64].

Для вiдшукання обвiдної сiм’ї iнтегральних кривих можна
скористатись таким правилом ([19, с. 82 – 85]):
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1) скласти систему рiвнянь{
Φ(x, y, C) = 0,
Φ′
C(x, y, C) = 0,

(5.4)

де Φ(x, y, C) = 0 – загальний iнтеграл диференцiального рiвня-
ння (5.1);

2) iз системи (5.4) за допомогою виключення параметра C
знайти криву ϕ(x, y) = 0;

3) з кривої ϕ(x, y) = 0 вилучити точки, де Φ′
x i Φ′

y одноча-
сно дорiвнюють нулю. Решта кривої ϕ(x, y) = 0 i буде обвiдною
заданої сiм’ї iнтегральних кривих.

2. Окремi випадки iнтегровних неявних диференцi-
альних рiвнянь першого порядку. Розглянемо деякi ти-
пи неявних диференцiальних рiвнянь вигляду (5.1), для яких
iснують загальнi методи розв’язання. Найпростiшим з них є
рiвняння, яке мiстить тiльки похiдну, тобто рiвняння
вигляду

F (y′) = 0. (5.5)

Нехай рiвняння (5.5) має деяку (скiнченну або нескiнченну)
кiлькiсть дiйсних розв’язкiв y′ = kj, j = 1, 2, . . . , де kj – сталi.
Далi, оскiльки

y′ = kj ⇒ y = kjx+ C ⇒ kj =
y − C

x
,

то одержуємо загальний iнтеграл цього рiвняння у виглядi

F

(
y − C

x

)
= 0. (5.6)

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′3 − 3y′2 + 2 = 0.
Розв’язання. Згiдно з формулою (5.6) одержуємо загальний
iнтеграл (

y − C

x

)3

− 3

(
y − C

x

)2

+ 2 = 0 ⇒

(y − C)3 − 3x(y − C)2 + 2x3 = 0. �
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Диференцiальне рiвняння вигляду

(y′)n + a1(x, y)(y
′)n−1 + . . .+ an−1(x, y)y

′ + an(x, y) = 0 (5.7)

називають рiвнянням першого порядку степеня n. Згi-
дно з основною теоремою алгебри рiвняння (5.7) визначає n
значень для y′. Якщо вiдкинути комплекснi коренi, то мати-
мемо m (m � n) диференцiальних рiвнянь першого порядку,
розв’язаних вiдносно похiдної:

y′ = f1(x, y), y
′ = f2(x, y), . . . , y

′ = fm(x, y). (5.8)

Сукупнiсть загальних розв’язкiв y = ϕk(x,C) або загальних
iнтегралiв Φk(x, y, C) = 0, k = 1, 2, . . . ,m, рiвнянь (5.8) є загаль-
ним iнтегралом рiвняння (5.7). Його можна записати також у
виглядi(

y − ϕ1(x,C)
) · (y − ϕ2(x,C)

) · . . . · (y − ϕm(x,C)
)
= 0

або
Φ1(x, y, C) · Φ2(x, y, C) · . . . · Φm(x, y, C) = 0.

Якщо хоча б одне з рiвнянь (5.8) має особливi розв’язки, то
вони будуть також особливими розв’язками рiвняння (5.7).

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′2 − 2yy′/x− 1 = 0.
Розв’язання. Розв’язуючи це рiвняння як квадратне вiдно-
сно y′, одержуємо два однорiднi диференцiальнi рiвняння (ле-
кцiя 3):

y′ = y/x±
√

(y/x)2 + 1.

Виконуючи замiну y = ux, маємо два рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними:

u′x =
√
u2 + 1 i u′x = −

√
u2 + 1.

Зiнтегруємо перше з них:
du√
u2 + 1

=
dx

x
⇒ ln

∣∣∣u+
√
u2 + 1

∣∣∣ = ln |x|+ C ⇒

u+
√
u2 + 1 = Cx ⇒ u2 + 1 = (Cx− u)2 ⇒

u =
C2x2 − 1

2Cx
⇒ y

x
=
C2x2 − 1

2Cx
⇒ y =

C2x2 − 1

2C
.
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Аналогiчно можна показати, що загальним розв’язком рiв-
няння u′x = −√

u2 + 1 є y = C2−x2
2C , де C – довiльна стала.

Вiдповiдь: y = (C2x2 − 1)
/
(2C), y = (C2 − x2)

/
(2C).

Нехай рiвняння (5.1) можна розв’язати вiдносно y, тобто
воно має вигляд

y = f(x, y′). (5.9)

Тодi можна використати метод введення параметра. По-
значимо y′ = p(x), тодi з (5.9) маємо спiввiдношення y = f(x, p),
диференцiюючи яке, одержуємо

dy =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp ⇒ y′dx =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp ⇒

pdx =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp. (5.10)

Припустимо, що знайдено загальний розв’язок x = ϕ(p,C)
рiвняння (5.10). Тодi, пiдставляючи його у y = f(x, p), одержи-
мо загальний розв’язок рiвняння (5.9) у параметричнiй формi

x = ϕ(p,C), y = f
(
ϕ(p,C), p

)
.

Якщо вдасться знайти загальний розв’язок рiвняння (5.10) у
виглядi p = h(x,C), то отримаємо загальний розв’язок рiвнян-
ня (5.9) у явному виглядi y = f(x, h(x,C)).

Якщо рiвняння (5.10) має особливий розв’язок p = ψ(x), то
y = f (x, ψ(x)) може бути особливим розв’язком рiвняння (5.9).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y = y′2 − 3xy′ + 3x2.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = p2 − 3xp+ 3x2. (5.11)

Здиференцiюємо (5.11), враховуючи, що dy = y′dx = pdx:

dy = 2pdp− 3xdp − 3pdx+ 6xdx ⇒
pdx = (2p − 3x)dp − (3p− 6x)dx ⇒
(2p − 3x)dp − 2(2p − 3x)dx = 0 ⇒

(2p − 3x)(dp − 2dx) = 0 ⇒ dp = 2dx або 2p− 3x = 0.
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Отже, одержали два рiвняння. З першого з них знаходимо
p = 2x + C. Пiдставляючи знайдене значення p у (5.11), одер-
жуємо загальний розв’язок

y = (2x+ C)2 − 3x(2x +C) + 3x2 ⇒ y = x2 + Cx+ C2.

З рiвняння 2p − 3x = 0 знаходимо p = 3x/2, а тому y = 3x2
/
4.

Цей розв’язок особливий.
Вiдповiдь: y = x2 + Cx+C2, y = 3x2

/
4.

Нехай рiвняння (5.1) можна розв’язати вiдносно x, тобто
воно має вигляд

x = f(y, y′). (5.12)

Це рiвняння також можна розв’язувати методом введен-
ня параметра. Позначимо y′ = p(y). Тодi, враховуючи, що
dx = dy

y′ , маємо

x = f(y, p) ⇒ dx =
∂f

∂y
dy +

∂f

∂p
dp ⇒

dy

p
=
∂f

∂y
dy +

∂f

∂p
dp. (5.13)

Припустимо, що знайдено загальний розв’язок y = ϕ(p,C)
рiвняння (5.13). Тодi, пiдставляючи його у x= f(y, p), одержує-
мо загальний розв’язок рiвняння (5.12) у параметричнiй формi

x = f
(
ϕ(p,C), p

)
, y = ϕ(p,C).

Якщо вдасться знайти загальний розв’язок рiвняння (5.13) у
виглядi p = h(y,C), то отримаємо загальний розв’язок рiвнян-
ня (5.12) у явному виглядi x = f(y, h(y,C)).

Якщо рiвняння (5.13) має особливий розв’язок p = ψ(y),
то x = f (y, ψ(y)) може бути особливим розв’язком рiвняння
(5.12).

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння x = y′3 + 4y′.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi x = p3 + 4p. Далi маємо:

dx = 3p2dp + 4dp ⇒ dy

p
= 3p2dp+ 4dp ⇒

dy = (3p3 + 4p)dp ⇒ y =
3p4

4
+ 2p2 + C.
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Вiдповiдь: x = p3 + 4p, y = 3p4
/
4 + 2p2 + C.

3. Рiвняння Лагранжа та рiвняння Клеро. Окремим
випадком рiвняння (5.9) є рiвняння вигляду

y = xϕ(y′) + ψ(y′). (5.14)

Якщо функцiя ϕ(y′) тотожно не збiгається з y′, то (5.14) назива-
ють рiвнянням Лагранжа. Як бачимо, рiвняння Лагранжа
лiнiйне вiдносно x i y.

Нехай y′ = p. Тодi

y = xϕ(p) + ψ(p). (5.15)

Здиференцiюємо (5.15), беручи до уваги, що dy = pdx:

dy = ϕ(p)dx+ xϕ′(p)dp+ ψ′(p)dp ⇒
(p− ϕ(p))dx = (xϕ′(p) + ψ′(p))dp (p 	= ϕ(p)) ⇒

dx

dp
− xϕ′(p)
p− ϕ(p)

=
ψ′(p)

p− ϕ(p)
.

Останнє рiвняння є лiнiйним вiдносно функцiї x(p). Iнтегрую-
чи його за формулою (4.5) з лекцiї 4, одержимо x = ω(p,C),
що разом з (5.15) визначатиме загальний розв’язок рiвняння
Лагранжа у параметричнiй формi.

Якщо рiвняння p = ϕ(p) має дiйснi коренi p = pi, то, пiд-
ставляючи їх у рiвняння (5.14), одержуємо y = xϕ(pi) + ψ(pi).
Цi розв’язки рiвняння Лагранжа (з геометричної точки зору –
прямi) можуть бути особливими.

Приклад 6. Зiнтегрувати рiвняння y = 2xy′ + y′2.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = 2xp+ p2 ⇒ dy = 2xdp + 2pdx+ 2pdp ⇒
pdx = 2(x+ p)dp+ 2pdx ⇒ 2(x+ p)dp+ pdx = 0 ⇒

dx

dp
+

2

p
x = −2 (p 	= 0).

Розв’язуючи одержане лiнiйне рiвняння (див. лекцiю 4), знахо-
димо, що x = −2p/3 + C

/
p2. Пiдставляючи цей вираз x у рiв-

нiсть y = 2xp+ p2, пiсля нескладних перетворень знаходимо,



72 Роздiл 1. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

що y = 2C/p−p2/3. Отже, загальним розв’язком у параметри-
чнiй формi є

x = −2

3
p+

C

p2
, y =

2C

p
− 1

3
p2.

Якщо p = 0, то пiдставляючи його у y = 2xp + p2, одержує-
мо розв’язок y = 0, який є особливим, бо його не можна отри-
мати з загального при жодному значеннi сталої C.
Вiдповiдь: x = −2p/3 +C

/
p2, y = 2C/p− p2

/
3; y = 0.

Розглянемо окремий випадок рiвняння Лагранжа, коли
ϕ(y′) ≡ y′:

y = xy′ + ψ(y′). (5.16)

Рiвняння (5.16) називають рiвнянням Клеро. Iнтегруючи йо-
го за тiєю самою схемою, що i рiвняння Лагранжа, маємо:

y′ = p ⇒ y = xp+ ψ(p) ⇒
pdx = xdp + pdx+ ψ′(p)dp ⇒

dp · (x+ ψ′(p)) = 0 ⇒ dp = 0 або x+ ψ′(p) = 0.

З першого рiвняння знаходимо p = C i, пiдставляючи у фор-
мулу y = xp + ψ(p), одержуємо загальний розв’язок рiвняння
Клеро:

y = xC + ψ(C). (5.17)

Легко бачити, що з геометричної точки зору загальний роз-
в’язок рiвняння Клеро є однопараметричною сiм’єю прямих, а
для його одержання потрiбно у рiвняннi (5.16) замiнити похi-
дну y′ на сталу C.

З рiвняння x + ψ′(p) = 0 знаходимо x = −ψ′(p). Пiдстав-
ляючи цей вираз у формулу y = xp + ψ(p), одержуємо, що
y = ψ′(p)p+ ψ(p). Таким чином, маємо розв’язок{

x = −ψ′(p),
y = ψ′(p)·p + ψ(p).

(5.18)

Розв’язок (5.18) зазвичай є особливим, i у цьому випадку з гео-
метричної точки зору маємо обвiдну сiм’ї (5.17). Справдi, вiд-
шукуючи криву, пiдозрiлу на обвiдну сiм’ї (5.17), за правилом,
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вказаним наприкiнцi першого пункту цiєї лекцiї, маємо систему{
y = xC + ψ(C),
0 = x+ ψ′(C),

друге рiвняння якої одержане з першого диференцiюванням за
параметром C. Звiдси легко знаходимо{

x = −ψ′(C),
y = −ψ′(C)C + ψ(C),

тобто систему, яка вiдрiзняється вiд (5.18) тiльки позначенням
параметра.

Приклад 7. Зiнтегрувати рiвняння y = xy′ + 2y′2.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = xp+ 2p2 ⇒ dy = xdp + pdx+ 4pdp ⇒
(x+ 4p)dp = 0 ⇒ dp = 0 або x+ 4p = 0.

З рiвняння dp = 0 знаходимо, що p = C. Пiдставляючи
p = C у рiвнiсть y = xp + 2p2, одержуємо загальний розв’язок
заданого рiвняння y = Cx+ 2C2.

Якщо x = −4p, то y = −4p2 + 2p2 = −2p2. Таким чином,
особливим розв’язком є x = −4p, y = −2p2. Виключивши звiдси
параметр p, одержуємо особливий розв’язок у явному виглядi:
y = −x2/8.
Вiдповiдь: y = Cx+ 2C2, y = −x2/8.
4. Задача про ортогональнi траєкторiї. Як ще один

приклад одного з багатьох геометричних застосувань диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку, розглянемо задачу про ор-
тогональнi траєкторiї.

Якщо крива L1 перетинає усi кривi L заданої сiм’ї пiд пря-
мим кутом1), то її називають ортогональною траєкторiєю
цiєї сiм’ї (рис. 5.4). Зокрема, кожна з пiвпрямих, якi виходять
з початку координат

y = kx при x 	= 0 та x = 0 при y 	= 0,

1)Кутом мiж двома кривими у точцi їх перетину називають кут мiж
дотичними до них у цiй точцi.
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Рис. 5.4

є, очевидно, ортогональною траєкторiєю сiм’ї концентричних
кiл x2 + y2 = R2 з центром у початку координат i будь-яке з
цих кiл є ортогональною траєкторiєю згаданої сiм’ї пiвпрямих.

Розв’яжемо задачу у загальнiй постановцi: знайти сiм’ю ор-
тогональних траєкторiй заданої однопараметричної сiм’ї кри-
вих

Φ(x, y, C) = 0, (5.19)

де C – параметр. Для цього спочатку складемо диференцiальне
рiвняння сiм’ї (5.19) (п. 3 лекцiї 1), виключивши параметр C з
системи {

Φ(x, y, C) = 0,
∂Φ(x,y,C)

∂x + ∂Φ(x,y,C)
∂y · y′ = 0.

У результатi одержимо диференцiальне рiвняння сiм’ї (5.19)
вигляду

F (x, y, y′) = 0. (5.20)

Нехай M(x, y) – довiльна точка ортогональної траєкторiї
L1. Згiдно з умовою взаємної перпендикулярностi двох прямих
кутовий коефiцiєнт дотичної до ортогональної траєкторiї L1 у
точцi M дорiвнює −1/y′, де y′ – кутовий коефiцiєнт дотичної
в точцi M до кривої L сiм’ї (5.19), яка проходить через цю то-
чку. Тому, замiнивши у диференцiальному рiвняннi (5.20) зада-
ної сiм’ї (5.19) y′ на −1/y′, одержимо диференцiальне рiвняння
сiм’ї ортогональних траєкторiй:

F

(
x, y,− 1

y′

)
= 0. (5.21)
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Зiнтегрувавши рiвняння (5.21), знайдемо шукану сiм’ю ортого-
нальних траєкторiй.

Приклад 8. Скласти диференцiальне рiвняння ортого-
нальних траєкторiй сiм’ї пiвкубiчних парабол y2 − Cx3 = 0.
Розв’язання. Складемо диференцiальне рiвняння заданої
сiм’ї кривих. Позначимо Φ(x, y, C) ≡ y2−Cx3, тодi Φ′

x+Φ′
yy

′ ≡
≡ 2yy′ − 3Cx2. Виключаючи параметр C з системи{

y2 − Cx3 = 0,
2yy′ − 3Cx2 = 0,

одержуємо диференцiальне рiвняння 2yy′ − 3y2
/
x = 0.

З формули (5.21) випливає, що шуканим рiвнянням ортого-
нальних траєкторiй є

− 2y
1

y′
− 3y2

x
= 0 ⇒ 2

y′
+

3y

x
= 0 ⇒

y′ = −2x

3y
⇒ 3yy′ + 2x = 0. �

Iз задачею про вiдшукання ортогональних траєкторiй зу-
стрiчаємось у картографiї, навiгацiї, механiцi. Кажуть, що си-
лове поле створене силами F , якi мають потенцiал u = u(x, y),
якщо проекцiї сил на осi координат Fx i Fy дорiвнюють вiдпо-
вiдним частинним похiдним функцiї u, тобто Fx = ∂u

∂x , Fy =
∂u
∂y .

Лiнiї u(x, y) = C називають лiнiями рiвня. Лiнiї, дотичнi
до яких збiгаються з напрямом сили у точцi дотику, назива-
ють силовими лiнiями. Покажемо, що силовi лiнiї є ортого-
нальними траєкторiями сiм’ї лiнiй рiвня u(x, y) = C. Справдi,
оскiльки дотична до силової лiнiї за означенням збiгається з
напрямом сили F у точцi дотику, то її кутовий коефiцiєнт до-
рiвнює k1 =

Fy
Fx
. З iншого боку, кутовий коефiцiєнт дотичної до

лiнiї рiвня можна знайти з рiвняння u′x + u′y · y′ = 0. Вiн дорiв-
нює k2 = − u′x

u′y
= −Fx

Fy
. Оскiльки k1 · k2 = −1, то силовi лiнiї i

лiнiї рiвня ортогональнi.

Рекомендована лiтература: [9, с. 42 – 49], [10, с. 41 – 50],
[16, с. 112 – 131], [19, с. 58 – 76, 86 – 89], [20, с. 68 – 82].
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Питання до лекцiї 5

1. Який загальний вигляд має неявне диференцiальне рiв-
няння першого порядку? Яку функцiю називають розв’язком
неявного диференцiального рiвняння першого порядку?

2. Як побудувати поле напрямiв, задане неявним диферен-
цiальним рiвнянням першого порядку?

3. Як формулюється задача Кошi для неявного диференцi-
ального рiвняння першого порядку? Коли розв’язок цiєї задачi
єдиний?

4. Як формулюється теорема про iснування єдиного роз-
в’язку задачi Кошi для неявного диференцiального рiвняння
першого порядку?

5. Яке неявне диференцiальне рiвняння називають рiвнян-
ням першого порядку степеня n? Як воно iнтегрується?

6. Який вигляд має загальний iнтеграл рiвняння F (y′) = 0?
7. Яка замiна використовується для iнтегрування рiвняння

y = f(x, y′)? Чи може це рiвняння мати особливi розв’язки?
8. Яка замiна використовується для iнтегрування рiвняння

x = f(y, y′)?
9. Який вигляд має рiвняння Лагранжа? Яку замiну вико-

ристовують для iнтегрування цього рiвняння? Якi кривi мо-
жуть бути його особливими розв’язками?

10. Який вигляд має рiвняння Клеро? Як знайти загальний
i особливий розв’язки цього рiвняння?

11. Що таке ортогональна траєкторiя заданої сiм’ї кривих
на площинi? Як побудувати диференцiальне рiвняння сiм’ї ор-
тогональних траєкторiй?

Вправи до лекцiї 5

1. Зiнтегруйте рiвняння та видiлiть iнтегральнi кривi, якi
проходять через задану точку:

а) y′2 = 4y, M(1, 0); б) yy′2 − (xy + 1)y′ + x = 0, M(1, 1).

2. Знайдiть за виглядом рiвнянь кривi, пiдозрiлi на особливi
розв’язки, i перевiрте, чи будуть вони особливими розв’язками:

а) y′2 = 4y; б) y2(y′2 + 1) = 1.
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3. Зiнтегруйте рiвняння:

а) ey′ + y′ = 1; б) y′3 + y′2 − y′ + 1 = 0.

4. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Лагранжа
та зiнтегруйте його:

а) y′ = 2xy − y′2; б) y = 2xy′ − y′2; в) y = xy′ − 2y′2.

5. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Клеро та
зiнтегруйте його:

а) y′ = 2xy + y′2; б) y = xy′ + xy′2; в) y − xy′ −
√

1− y′2 = 0.

6. Знайдiть ортогональнi траєкторiї сiм’ї кiл радiуса 1, цен-
три яких лежать на осi абсцис.

7. Знайдiть силовi лiнiї поля, створеного силами, що мають
потенцiал u = x2

/
2 + y2.

Лекцiя 6. Основнi властивостi розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь першого порядку

План

1. Принцип стискуючих вiдображень.
2. Теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi.
3. Продовження розв’язку задачi Кошi.
4. Коректнiсть задачi Кошi.

1. Принцип стискуючих вiдображень. Метричним
простором називають множину W = {x} елементiв x довiль-
ної природи, якщо для будь-якої пари елементiв x, y ∈ W за
певним правилом введено метрику (вiдстань), тобто число-
ву функцiю ρ(x, y), яка задовольняє такi властивостi (аксiоми):

1) ρ(x, y) � 0, причому ρ(x, y) = 0 тодi i тiльки тодi, коли
x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x);
3) ρ(x, y) � ρ(x, z) + ρ(z, y) (для будь-яких x, y, z ∈W ).
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Елементи метричного простору називатимемо також то-
чками цього простору.

Наведемо два важливi приклади метричних просторiв.
1. Сукупнiсть дiйсних n-вимiрних векторiв x =

= (x1, x2, . . . , xn) з метрикою ρ(x, y) =
√∑n

k=1 |xk − yk|2 є
метричним простором. Його називають n-вимiрним евклi-
довим простором i позначають Rn.

2. Сукупнiсть дiйсних, неперервних на вiдрiзку [a, b] фун-
кцiй y(t) з метрикою ρ (x(t), y(t)) = max

t∈[a,b]
|x(t) − y(t)| також є

метричним простором. Цей простiр позначають C[a, b].
Для обох просторiв властивостi з означення метрики легко

перевiряються.
Послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . елементiв метричного простору

W називають фундаментальною, якщо lim
n→∞ ρ(xn, xn+p) = 0

для довiльного цiлого p.
Метричний простiр W називають повним, якщо у ньому

будь-яка фундаментальна послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . збiгає-
ться до деякого елемента цього ж простору. Можна довести,
що простори Rn (n � 1) i C[a, b] є повними [7, с. 59].

Нехай у повному метричному просторi W заданий опера-
тор (вiдображення, функцiя) A, який кожному елементу про-
стору W ставить у вiдповiднiсть елемент цього ж простору:

y = Ax, x, y ∈W.

Тодi кажуть, що оператор A вiдображає простiр W у себе.
Оператор A називають стискуючим, якщо iснує таке чи-

сло α, 0 � α < 1, що для будь-яких елементiв x1, x2 ∈W

ρ(Ax1, Ax2) � αρ(x1, x2). (6.1)

Число α з цього означення називають коефiцiєнтом сти-
снення.

Елемент ϕ ∈ W називають нерухомою точкою опера-
тора A, якщо Aϕ = ϕ. Iнакше кажучи, нерухомi точки – це
розв’язки рiвняння Ax = x.

Вiдзначимо, що багато питань, пов’язаних з iснуванням та
єдинiстю розв’язкiв рiвнянь рiзних типiв, можна звести до пи-
тання про iснування нерухомої точки деякого вiдображення A
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метричного простору у себе. Однiєю з найважливiших умов
iснування нерухомої точки є принцип стискуючих вiд-
ображень, вперше сформульований С. Банахом. Цей прин-
цип є теоретичною основою методу послiдовних набли-
жень (методу iтерацiй), який широко використовується
для наближеного розв’язування диференцiальних, iнтеграль-
них та алгебричних рiвнянь.

Теорема 1 (принцип стискуючих вiдображень). Якщо
стискуючий оператор A вiдображає повний метричний про-
стiр W у себе, то iснує єдина нерухома точка ϕ цього опера-
тора. Її можна знайти за формулою

ϕ = lim
n→∞xn (xn = Axn−1, n = 1, 2, . . . ),

причому елемент x0 у просторi W вибирається довiльно.
Доведення. Вiзьмемо довiльний елемент x0 ∈ W i побудуємо
послiдовнiсть елементiв

x0, x1 = Ax0, x2 = Ax1 = A(Ax0) = A2x0, . . . ,
xn = Axn−1 = Anx0, . . .

}
(6.2)

Покажемо, що ця послiдовнiсть фундаментальна. Для цього,
використовуючи (6.1), оцiнимо спочатку вiдстанi мiж сусiднiми
елементами простору W :

ρ(x2, x1) = ρ(Ax1, Ax0) � αρ(x1, x0),

ρ(x3, x2) = ρ(Ax2, Ax1) � αρ(x2, x1) � α2ρ(x1, x0), . . . ,

ρ(xn+1, xn) = ρ(Axn, Axn−1) �
� αρ(xn, xn−1) � . . . � αnρ(x1, x0), . . .

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
(6.3)

Використовуючи оцiнки (6.3), а також p − 1 разiв властивiсть
3 з означення метрики, одержуємо

ρ(xn, xn+p) �
� ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + . . .+ ρ(xn+p−1, xn+p) �

�
(
αn + αn+1 + . . .+ αn+p−1

)
ρ(x1, x0) =

=
αn − αn+p

1− α
ρ(x1, x0) �

αn

1− α
ρ(x1, x0)
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для достатньо великого n. Отже,

ρ(xn, xn+p) �
αn

1− α
ρ(x1, x0). (6.4)

Оскiльки 0 � α < 1, то з (6.4) випливає, що для досить ве-
ликих n величина ρ(xn, xn+p) є як завгодно малою, тобто
ρ(xn, xn+p) � ε, а отже, x1, x2, x3, . . . – фундаментальна по-
слiдовнiсть. Оскiльки W – повний простiр, то ця послiдовнiсть
має границю, яку позначимо ϕ = lim

n→∞xn.

Iз спiввiдношень

ρ(Aϕ,ϕ) � ρ(Aϕ, xn) + ρ(xn, ϕ) = ρ(Aϕ,Axn−1) + ρ(xn, ϕ) �
� αρ(ϕ, xn−1) + ρ(xn, ϕ) →

n→∞ 0

випливає, що ρ(Aϕ,ϕ) = 0, а отже, Aϕ = ϕ, тобто ϕ є нерухо-
мою точкою вiдображення A.

Для доведення єдиностi нерухомої точки припустимо, що
iснує ще одна нерухома точка ψ вiдображення A, тобто Aψ = ψ.
Тодi

ρ(ϕ,ψ) = ρ(Aϕ,Aψ) � αρ(ϕ,ψ) ⇒
ρ(ϕ,ψ)(1 − α) � 0 ⇒ ρ(ϕ,ψ) = 0.

З рiвностi ρ(ϕ,ψ) = 0 згiдно з першою властивiстю метрики
випливає, що ψ = ϕ, тобто ϕ – єдина нерухома точка вiдобра-
ження A. Теорему доведено.

Елементи x0, x1, x2, . . . у формулi (6.2) називають послi-
довними наближеннями нерухомої точки ϕ.

Наголошуємо, що вибiр початкового наближення x0 ∈ W є
довiльним i впливає лише на швидкiсть збiжностi послiдовностi
x1, x2, x3, . . . до своєї границi ϕ.

2. Теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi
Кошi. Використовуючи принцип стискуючих вiдображень, до-
ведемо теорему про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Ко-
шi для диференцiального рiвняння першого порядку, розв’яза-
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ного вiдносно похiдної1):

y′ = f(x, y), (6.5)

y(x0) = y0. (6.6)

Теорема 2 (Кошi). Нехай функцiя f(x, y) визначена у
прямокутнику

D = {(x, y) : x0 − a � x � x0 + a, y0 − b � y � y0 + b},
де a, b > 0, i задовольняє у ньому такi умови:

1) f(x, y) неперервна, а отже, й обмежена (|f(x, y)| �M);
2) частинна похiдна ∂f

∂y iснує та обмежена
(∣∣∣∂f∂y ∣∣∣ � L

)
.

Тодi задача Кошi (6.5), (6.6) має єдиний розв’язок y = y(x) при-
наймнi на вiдрiзку G = {x : x0 − h � x � x0 + h}, де

h < min

(
a,

b

M
,
1

L

)
.

Доведення. Покажемо спочатку, що задача Кошi (6.5), (6.6)
рiвносильна iнтегральному рiвнянню2)

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, y(t)) dt. (6.7)

Справдi, якщо неперервна функцiя y(x) є розв’язком iнте-
грального рiвняння (6.7), то, диференцiюючи (6.7), одержує-
мо, що y′ = f (x, y(x)) i, очевидно, y(x0) = y0. Таким чином,
функцiя y(x) є розв’язком задачi Кошi (6.5), (6.6).

Навпаки, нехай y(x) – розв’язок задачi (6.5), (6.6), тобто
y′(x) ≡ f (x, y(x)) i y(x0) = y0. Тодi, iнтегруючи цю тотожнiсть
у межах вiд x0 до x, одержуємо

x∫
x0

y′(t)dt =
x∫

x0

f(t, y(t)) dt ⇒ y(x)− y0 =

x∫
x0

f(t, y(t)) dt,

1)Ця теорема без доведення наведена наведена у п. 2 лекцiї 2.
2)Iнтегральне рiвняння – це рiвняння, в якому невiдома функцiя зна-

ходиться пiд знаком iнтеграла. Iнтегральнi рiвняння вивчатимуться на
лекцiях 20 – 22.
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тобто y(x) є розв’язком iнтегрального рiвняння (6.7).
Надалi дослiджуватимемо рiвняння (6.7).
Позначимо через W множину неперервних функцiй

y = y(x), якi заданi на вiдрiзку G i задовольняють на ньому
нерiвнiсть |y(x)− y0| � b. На множинi W введемо метрику

ρ(y, z) = max
x∈G

|y(x)− z(x)|, y, z ∈W.

Таким чином, W – метричний простiр. Цей простiр є пов-
ним. Справдi, якщо послiдовнiсть функцiй yn = yn(x), yn ∈W,
є фундаментальною, то, як вiдомо з математичного аналiзу,
ця послiдовнiсть збiгається рiвномiрно на вiдрiзку G до деякої
неперервної на цьому вiдрiзку функцiї y = y(x). Для функцiй
yn ∈W виконується нерiвнiсть

|yn(x)− y0| � b, x ∈ G, n = 1, 2, . . . ,

яка зберiгається пiсля переходу до границi при n → ∞, тобто
|y(x)−y0| � b. Але тодi y ∈W, звiдки випливає, щоW – повний
простiр.

Праву частину iнтегрального рiвняння (6.7) природно роз-
глядати як деяке iнтегральне перетворення неперервної фун-
кцiї y(x). Рiвнiсть

z(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
t, y(t)

)
dt (6.8)

ставить у вiдповiднiсть кожнiй функцiї y ∈W деяку функцiю
z ∈W. Справдi, якщо y ∈W, то y(x) неперервна функцiя, гра-
фiк якої належить прямокутнику D1 = {(x, y) : x0 − h � x �
� x0 + h, y0 − b � y � y0 + b}, тому на пiдставi неперервностi
функцiї f(x, y) в D1 права частина рiвняння (6.8) є неперерв-
ною функцiєю вiд x, тобто z(x) – неперервна функцiя на вiд-
рiзку G. Далi, використовуючи вiдому з математичного аналiзу
нерiвнiсть ∣∣∣∣

∫ b

a
g(x)dx

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣
∫ b

a
|g(x)| dx

∣∣∣∣, (6.9)
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одержуємо, що

|z(x)− y0| �
∣∣∣∣
∫ x

x0

f(t, y(t))dt

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣
∫ x

x0

|f(t, y(t))| dt
∣∣∣∣ �

�M |x− x0| �Mh �M · b
M

= b,

звiдки випливає, що z ∈W.
Отже, кожнiй неперервнiй функцiї y(x) формула (6.8) ста-

вить у вiдповiднiсть неперервну функцiю z(x). Результат вико-
нання цього перетворення позначимо через Ay:

Ay ≡ y0 +

x∫
x0

f(t, y(t))dt.

Таким чином, можемо вважати, що рiвнiсть (6.8) визначає опе-
ратор

z = Ay (y, z ∈W ),

який переводить повний простiр W у себе (такий оператор на-
зивають iнтегральним оператором Фредгольма). Пока-
жемо, що цей оператор є стискуючим. Справдi, якщо z1 = Ay1,
z2 = Ay2 (y1, y2 ∈W ), то, використовуючи (6.8), (6.9), умову те-
ореми про обмеженiсть частинної похiдної ∂f∂y , а також теорему
Лагранжа про скiнченнi прирости, одержуємо

|z1 − z2| =
∣∣∣∣y0 +

∫ x

x0

f(t, y1(t))dt− y0 −
∫ x

x0

f(t, y2(t))dt

∣∣∣∣ �
�
∣∣∣∣
∫ x

x0

|y1(t)− y2(t)| ·
∣∣f ′y(t, ω(t))∣∣ dt

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣
∫ x

x0

ρ(y1, y2)Ldt

∣∣∣∣ �
� ρ(y1, y2)L |x− x0| � Lhρ(y1, y2) = αρ(y1, y2), (6.10)

де ω ∈ [y1, y2], а число α = Lh задовольняє нерiвнiсть 0 � α < 1
(за умовою h < 1/L).

З (6.10) випливає, що

ρ(z1, z2) = max
x∈G

|z1(x)− z2(x)| � αρ(y1, y2),

а отже, згiдно з принципом стискуючих вiдображень (теоре-
ма 1) у просторi W iснує єдина функцiя (нерухома точка)
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y ∈W, для якої y = Ay, iнакше кажучи, функцiя, яка є розв’яз-
ком рiвняння (6.7), а отже, й розв’язком задачi Кошi (6.5), (6.6).
Теорему доведено.

Зауваження 1. Застосовуючи метод послiдовних набли-
жень, можна отримати наближений розв’язок задачi Кошi
(6.5), (6.6):

yn(x) = Ayn−1(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
t, yn−1(t)

)
dt, n = 1, 2, . . . ,

де y0 ∈W .

Зауваження 2. Умову теореми 2 про обмеженiсть частин-
ної похiдної ∂f∂y можна замiнити умовою Лiпшiца:

|f(x, y1)− f(x, y2)| � L |y1 − y2|,

де (x, y1), (x, y2) ∈ D, L – стала Лiпшiца. Покажемо, що з обме-
женостi частинної похiдної ∂f∂y в областi D випливає виконання

умови Лiпшiца. Справдi, нехай
∣∣∣∂f∂y ∣∣∣ � L. Тодi, використовуючи

формулу Лагранжа про скiнченнi прирости, одержуємо

|f(x, y1)− f(x, y2)| =
∣∣f ′y(x, ω(x))∣∣ · |y1 − y2| � L |y1 − y2|,

де ω ∈ [y1, y2].

Якщо виконуються умови теореми 2 i в деякому околi точки
(x0, y0) функцiя f(x, y) має неперервнi похiднi до k-го порядку
включно, то розв’язок y(x) задачi Кошi (6.5), (6.6) неперерв-
но диференцiйовний (k + 1) разiв. Справдi, оскiльки функцiя
f(x, y(x)) неперервно диференцiйовна, то з (6.5) випливає, що
y′′ = ∂f

∂x + ∂f
∂y

dy
dx = ∂f

∂x + ∂f
∂y f ≡ f1(x, y). За умовою ∂f

∂x i
∂f
∂y непе-

рервно диференцiйовнi, тому y′′′ = ∂f1
∂x + ∂f1

∂y f = f2(x, y) також
неперервно диференцiйовна функцiя. Повторюючи аналогiчнi
мiркування k разiв, одержимо, що y(k+1) = fk(x, y) – неперерв-
на функцiя.
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3. Продовження розв’язку задачi Кошi. Нехай Q – де-
яка область у R2 i функцiя f(x, y) неперервна у цiй областi.
Для довiльної точки (x0, y0) прямокутника D теорема Пеано
(лекцiя 2) дає змогу встановити iснування розв’язку задачi Ко-
шi (6.5), (6.6) на деякому, можливо досить малому, вiдрiзку з
центром у точцi x0. Iнакше кажучи, теорема Пеано – це ло-
кальна теорема iснування розв’язку диференцiального рiвнян-
ня (6.5). Для її застосування параметри a i b прямокутника D
(вони можуть залежати вiд x0, y0), центр якого розташований у
точцi (x0, y0), потрiбно вибрати такими, щоб D ⊂ Q. Пiсля цьо-
го можна визначити число h = h(x0, y0) i вiдповiдний вiдрiзок
G, на якому iснує розв’язок задачi (6.5), (6.6).

Кiнцевi точки графiка розв’язку задачi (6.5), (6.6), iснува-
ння якого гарантує теорема Пеано, лежать в областi Q. Роз-
глядаючи їх як новi початковi данi, можна знову застосувати
теорему Пеано й розширити область iснування цього розв’язку,
якщо взяти до уваги таке твердження.

Теорема 3. Нехай функцiя f(x, y) неперервна в областi Q,
а функцiї y1(x) i y2(x) – неперервнi розв’язки рiвняння (6.5) на
вiдрiзках [x0, x1] i [x1, x2] вiдповiдно, причому y1(x1) = y2(x1).
Тодi функцiя

y(x) =

{
y1(x), якщо x ∈ [x0, x1],
y2(x), якщо x ∈ (x1, x2]

є розв’язком рiвняння (6.5) на вiдрiзку [x0, x2].
Доведення. Очевидно, що так визначена функцiя y(x) задо-
вольняє рiвняння (6.5) як на iнтервалi [x0, x1), так i на (x1, x2].
Лiвостороння i правостороння похiднi функцiї y(x) у точцi x1
iснують i набувають значень f(x1, y1(x1)) i f(x1, y2(x1)) вiдпо-
вiдно. Але з умови теореми випливає, що цi значення збiгаю-
ться з f(x1, y(x1)), а тому y(x) – розв’язок рiвняння (6.5) на
всьому вiдрiзку [x0, x2]. Теорему доведено.

Можливо, що iнтегральну криву не можна буде продовжи-
ти через наближення до точки, у якiй порушенi умови теореми
iснування та єдиностi розв’язку, або iнтегральна крива набли-
зиться до асимптоти, яка паралельна до осi Oy. Цi випадки
проiлюструємо прикладами:
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1) xdx+ ydy = 0, y(0) = 4. Iнтегруючи рiвняння i викори-
стовуючи початкову умову, одержуємо:

x2

2
+
y2

2
= C1, y(0) = 4 ⇒ y =

√
C2 − x2, C = 4 ⇒

y =
√

16− x2.

Розв’язок не можна продовжити за межi iнтервалу −4 < x < 4
(рис. 6.1). У межових точках (− 4, 0) i (4, 0) права частина рiв-
няння y′ = −x

y розривна. Умови теореми Пеано (iснування
розв’язку) порушенi.

x

y

O 4−4

4

�

x

y

O 1 2

Рис. 6.1 Рис. 6.2

2) y′ = y2, y(1) = 1. Iнтегруючи рiвняння та використову-
ючи початкову умову, одержуємо:

dy

y2
= dx, y(1) = 1 ⇒ y = − 1

x− 2
.

Iнтегральну криву можна продовжити лише до асимптоти
x = 2 (−∞ < x < 2) (рис. 6.2).

4. Коректнiсть задачi Кошi. У реальних задачах, що
моделюються й розв’язуються за допомогою диференцiальних
рiвнянь вигляду (6.5), початковi умови, а також права части-
на – функцiя f , як правило, вiдомi з деяким наближенням.
Окрiм того, функцiя f може залежати вiд одного або кiлькох
параметрiв (маси, температури, заряду тощо), якi характеризу-
ють природу задачi й завжди вимiрюються з деякою похибкою,
тобто наближено. Тому важливими є питання про iснування та
єдинiсть розв’язку задачi Кошi, а також про те, як змiнюється
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цей розв’язок на скiнченному промiжку за малих змiн (збу-
рень) початкових значень, параметрiв i самої функцiї f . Вимо-
ги iснування та єдиностi розв’язку, його неперервної залежно-
стi вiд початкових умов, параметрiв i функцiї f на скiнченно-
му промiжку становлять змiст поняття коректностi задачi
Кошi.

Використовуючи теорему 2 про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi, розглянемо теореми, що описують якi-
сну поведiнку розв’язкiв.

Теорема 4 (про неперервну залежнiсть розв’язкiв
вiд параметру). Якщо права частина диференцiального рiв-
няння

y′ = f(x, y, μ) (6.11)

неперервна за змiнною μ, μ ∈ [μ1, μ2], i для кожного фiксова-
ного μ задовольняє умови теореми 2 з тими самими сталими
a, b, L, M , то розв’язок y = y(x, μ) рiвняння (6.11), який за-
довольняє початкову умову y(x0) = y0, неперервно залежить
вiд μ.
Доведення. Оскiльки члени послiдовностi

yn(x, μ) = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, yn−1(t, μ)

)
dt

є неперервними функцiями змiнних x i μ, а стала α = Lh < 1
не залежить вiд μ, то послiдовнiсть y1(x, μ), y2(x, μ), . . . збiга-
ється до y(x, μ) рiвномiрно по μ. Як вiдомо з математичного
аналiзу, рiвномiрно збiжна послiдовнiсть неперервних функцiй
збiгається до неперервної функцiї, тобто y = y(x, μ) – функцiя,
неперервна за аргументом μ. Теорему доведено.

Теорема 5 (про неперервну залежнiсть вiд початко-
вих умов). Нехай виконанi умови теореми 2. Тодi розв’язок
задачi Кошi (6.5), (6.6) y = y(x, x0, y0) неперервно залежить
вiд початкових умов.
Доведення. Якщо зробити замiни z = y(x, x0, y0)− y0 i t =
= x − x0, то вiдносно функцiї z(t) одержимо диференцiальне
рiвняння z′ = f(t+x0, z+ y0) з нульовими початковими умова-
ми. Згiдно з теоремою 4 маємо неперервну залежнiсть розв’яз-
кiв вiд x0, y0 як вiд параметрiв. Теорему доведено.
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Рекомендована лiтература: [7, с. 52 – 63], [9, с. 71 – 90],
[10, с. 27 – 41], [17, с. 63 – 78], [20, с. 27 – 41].

Питання до лекцiї 6

1. Що називають метричним простором? Якi властивостi
задовольняє метрика такого простору? Наведiть приклади ме-
тричних просторiв.

2. Яку послiдовнiсть елементiв метричного простору нази-
вають фундаментальною? Який метричний простiр називають
повним?

3. Що таке оператор, заданий у повному метричному про-
сторi? Коли оператор вiдображає метричний простiр у себе?
Який оператор називають стискуючим? Що називають неру-
хомою точкою оператора?

4. Як формулюється принцип стискуючих вiдображень?
Яке його практичне значення?

5. Як формулюється теорема Кошi про iснування та єди-
нiсть розв’язку задачi Кошi для диференцiального рiвняння
першого порядку, розв’язаного вiдносно похiдної? Наведiть
основнi iдеї доведення цiєї теореми.

6. Як, використовуючи метод послiдовних наближень, мо-
жна знайти наближений розв’язок задачi Кошi для диференцi-
ального рiвняння першого порядку, розв’язаного вiдносно по-
хiдної?

7. Чи можна продовжити розв’язок задачi Кошi за межi
вiдрiзку, визначеного теоремою Кошi? Наведiть приклади.

8. Що становить змiст поняття коректнiсть задачi Кошi?
Наведiть теореми про неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд па-
раметру та про неперервну залежнiсть вiд початкових умов. У
чому практична важливiсть цих теорем?

Вправи до лекцiї 6

1. Побудуйте послiдовнi наближення y0, y1, y2 до розв’язку
задачi Кошi y′ = x− y2, y(0) = 0.

2. Вкажiть який-небудь вiдрiзок, на якому iснує розв’язок
задачi Кошi y′ = x+ y3, y(0) = 0.
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3. Користуючись якою-небудь достатньою умовою єдиностi,
видiлiть на площинi Oxy тi точки, через якi проходить єдиний
розв’язок рiвняння y′ = 2 + 3

√
y − 2x.

4. Чи можуть графiки двох розв’язкiв рiвняння y′ = x+ y2

перетинатися (дотикатися) в деякiй точцi?
5. Скiльки похiдних мають розв’язки рiвнянь:

а) y′ = x+ y7/3; б) y′ = x|x| − y2.



90 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Роздiл 2.
ЗВИЧАЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI
РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Лекцiя 7. Диференцiальнi рiвняння
вищих порядкiв

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Неповнi рiвняння.
3. Однорiднi рiвняння.

1. Основнi означення й поняття. Розглянемо звичайне
диференцiальне рiвняння n-го порядку

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0. (7.1)

Якщо рiвняння (7.1) можна розв’язати вiдносно старшої по-
хiдної, то його записуватимемо у виглядi

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
. (7.2)

Функцiю y = y(x), яка визначена i неперервно диференцi-
йовна n разiв на iнтервалi (a, b), називають розв’язком рiв-
няння (7.2) на цьому iнтервалi, якщо вона для всiх x ∈ (a, b)
перетворює це рiвняння у тотожнiсть.

Для рiвняння (7.2) задача Кошi формулюється так: серед
усiх розв’язкiв цього рiвняння знайти такий розв’язок y = y(x),
який для x = x0 задовольняє умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , (7.3)

де y0, y′0, . . . , y
(n−1)
0 – заданi числа, якi називають початко-

вими даними розв’язку y = y(x). Число x0 називають поча-
тковим значенням незалежної змiнної x, сукупнiсть чисел x0,
y0, y′0, . . . , y

(n−1)
0 – початковими даними рiвняння (7.2), а

умови (7.3) – початковими умовами.
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Зокрема, для рiвняння другого порядку

y′′ = f(x, y, y′) (7.4)

задача Кошi полягає у знаходженнi розв’язку y = y(x) цього
рiвняння, який задовольняє початковi умови

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0. (7.5)

З геометричної точки зору задача Кошi (7.4), (7.5) полягає
у знаходженнi такої iнтегральної кривої, яка проходить через
точку (x0, y0) i має у цiй точцi заданий напрям дотичної y′0,
тобто tgα0 = y′0.

Зауважимо, що єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвнян-
ня n-го порядку (7.2) не означає, що через точку (x0, y0) про-
ходить тiльки одна iнтегральна крива, як це було для рiвнян-
ня першого порядку, розв’язаного вiдносно похiдної (лекцiя 2).
Наприклад, єдинiсть розв’язку задачi Кошi (7.4), (7.5) озна-
чає, що через кожну точку (x0, y0) проходить єдина iнтеграль-
на крива рiвняння (7.4), дотична до якої у цiй точцi утворює з
додатним напрямом осi Ox кут α0, для якого tg α0 = y′0. Водно-
час, крiм цiєї iнтегральної кривої через точку (x0, y0) можуть
проходити й iншi iнтегральнi кривi, але з iншим нахилом до-
тичної у цiй точцi.

Розглянемо питання про механiчне трактування диферен-
цiального рiвняння другого порядку, його розв’язкiв та задачi
Кошi. Нехай матерiальна точка маси m рухається по прямiй,
яку приймемо за вiсь Ox, пiд дiєю сили F

(
t, x, dxdt

)
, залежної

вiд часу t, положення x i швидкостi dxdt у момент часу t. Згiдно
з другим законом Ньютона

m
d2x

dt2
= F

(
t, x,

dx

dt

)
,

де d2x
dt2

– прискорення точки в момент часу t, або

d2x

dt2
= f

(
t, x,

dx

dt

)
, (7.6)

де f = F/m.
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Кожному розв’язку x = x(t) рiвняння (7.6) вiдповiдає пев-
ний закон руху, тому часто розв’язок x = x(t) називають
рухом, який визначений рiвнянням (7.6). Задача iнтегруван-
ня рiвняння (7.6) полягає у знаходженнi всiх рухiв, визначених
цим рiвнянням, та у вивченнi їх властивостей.

З механiчної точки зору задача Кошi для рiвняння (7.6)
полягає у знаходженнi такого руху x = x(t), який задовольняє
початковi умови

x(t0) = x0, x′(t0) = x′0,

тобто в початковий момент часу t = t0 точка повинна займати
задане положення x0 i мати задану швидкiсть x′0.

Достатня умова iснування розв’язку задачi Кошi для дифе-
ренцiального рiвняння першого порядку поширюється i на ви-
падок рiвняння n-го порядку: для iснування (неперервного ра-
зом з похiдними до порядку n включно) розв’язку задачi Кошi
(7.2), (7.3) досить припустити, щоб права частина рiвняння
(7.2) була неперервною в околi початкових даних (теорема
Пеано).

Вiдповiдь на питання про iснування єдиного розв’язку за-
дачi Кошi (7.2), (7.3) дає така теорема [19, с. 93 – 99].

Теорема (Кошi). Якщо функцiя f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
у

рiвняннi (7.2):
1) неперервна за всiма аргументами у деякому околi точки(

x0, y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
;

2) має обмеженi частиннi похiднi за змiнними y, y′, . . . ,
y(n−1) в околi точки

(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
,

то iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (7.2), (7.3), який визна-
чений i неперервний разом з похiдними до порядку n включно
на деякому вiдрiзку |x− x0| � h.

Загальним розв’язком рiвняння (7.2) називають сiм’ю
розв’язкiв цього рiвняння, залежну вiд n довiльних сталих:

y = ϕ (x,C1, C2, . . . , Cn).
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Загальний розв’язок рiвняння (7.2) у неявному вигля-
дi Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 називають загальним iнтегралом
цього рiвняння.

У деяких випадках, iнтегруючи рiвняння (7.2), шукають
сiм’ю iнтегральних кривих, яка залежить вiд n довiльних ста-
лих C1, C2, . . . , Cn, у параметричному виглядi{

x = ϕ(p,C1, C2, . . . , Cn),
y = ψ(p,C1, C2, . . . , Cn).

Таку сiм’ю iнтегральних кривих називають загальним роз-
в’язком у параметричнiй формi.

Розв’язок y = y(x) рiвняння (7.2) називають частинним,
якщо його можна одержати з формули загального розв’язку
при певних числових значеннях сталих C1, C2, . . . , Cn. Роз-
в’язок, який не можна одержати з загального розв’язку при
жодних значеннях сталих C1, C2, . . . , Cn, називають особли-
вим.

Зауважимо, що диференцiальне рiвняння n-го порядку мо-
же мати сiм’ю особливих розв’язкiв, залежну вiд довiльних ста-
лих, кiлькiсть яких може бути n−1. Проiлюструємо це на при-
кладi.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ = 2
√
y′.

Розв’язання. Зробимо замiну y′ = z, де z = z(x) – нова шу-
кана функцiя. Тодi

z′ = 2
√
z ⇒

∫
dz

2
√
z
=

∫
dx (z 	= 0) ⇒

√
z = x+ C1 ⇒ z = (x+ C1)

2 ⇒ y′ = (x+ C1)
2.

Iнтегруючи, знаходимо загальний розв’язок

y =
1

3
(x+ C1)

3 + C2.

Особливому розв’язку z = 0 рiвняння z′ = 2
√
z вiдповiдає

сiм’я особливих розв’язкiв рiвняння y = C. Кожен з них є осо-
бливим.
Вiдповiдь: y = (x+ C1)

3
/
3 + C2, y = C.
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2. Неповнi рiвняння. Розглянемо деякi класи звичайних
диференцiальних рiвнянь n-го порядку, загальний розв’язок
(загальний iнтеграл) яких можна знайти за допомогою ква-
дратур. Зведення до квадратур виконується або за допомогою
спецiальних прийомiв, або шляхом попереднього зниження по-
рядку рiвняння.

Розглянемо спочатку неповнi рiвняння. Найпростiшими з
них є рiвняння вигляду

F
(
x, y(n)

)
= 0. (7.7)

Припустимо, що (7.7) можна розв’язати вiдносно y(n). Тодi

y(n) = f(x). (7.8)

Рiвняння (7.8) з неперервною функцiєю f(x) завжди iнтегрує-
ться в квадратурах. Справдi, iнтегруючи обидвi частини цього
рiвняння, маємо

y(n−1) =

∫
f(x)dx+ C1.

Далi аналогiчно одержуємо:

y(n−2) =

∫ ∫
f(x)dx dx+ C1x+ C2,

y(n−3) =

∫ ∫ ∫
f(x)dx dx dx+

C1

2
x2 + C2x+ C3,

. . . . . . . . .

y =

∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸
n разiв

f(x)dx dx . . . dx+
C1

(n− 1)!
xn−1+

+
C2

(n− 2)!
xn−2 + . . .+ Cn−1x+ Cn. (7.9)

Формула (7.9) визначає загальний розв’язок рiвняння (7.8).

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′ = sin2 3x.
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Розв’язання. Iнтегруючи обидвi частини рiвняння, одержує-
мо

y′ =
∫

sin2 3x dx =

∫
1− cos 6x

2
dx =

x

2
− sin 6x

12
+ C1.

Iнтегруючи ще один раз, знаходимо загальний розв’язок:

y =

∫ (
x

2
− sin 6x

12
+ C1

)
dx =

x2

4
+

cos 6x

72
+C1x+ C2,

де C1, C2 – довiльнi сталi, C1 := C1/2.
Вiдповiдь: y = x2

4 + cos 6x
72 + C1x+ C2.

У динамiцi матерiальної точки рiвняння вигляду x′′ = f(t),
де t – час, x = x(t), зустрiчається при вивченнi прямолiнiйного
руху, якщо сила, що дiє на цю точку, залежить тiльки вiд часу.

Задача 1. Знайти закон руху x(t) матерiальної точки ма-
си m, яка рухається по прямiй пiд дiєю сили, що змiнюється
за формулою F = k e−pt, де p > 0, якщо початковi положення
та швидкiсть руху дорiвнюють нулю.
Розв’язання. Згiдно з другим законом Ньютона

mx′′ = k e−pt ⇒ x′′ =
k

m
e−pt,

тобто маємо рiвняння вигляду x′′ = f(t). Двiчi iнтегруючи,
одержуємо:

x′ = − k

mp
e−pt + C1 ⇒ x =

k

mp2
e−pt +C1t+ C2.

Оскiльки за умовою задачi x(0) = 0, v(0) = x′(0) = 0, то
C1 =

k
mp , C2 = − k

mp2
, а тому

x =
k

mp2
e−pt +

k

mp
t− k

mp2
⇒ x(t) =

k

mp2
(
e−pt + pt− 1

)
.

Зауважимо, що оскiльки lim
t→+∞ e−pt = 0, то для великих зна-

чень t знайдений рух наближається до рiвномiрного руху

x(t) =
k

mp
t− k

mp2
.

Вiдповiдь: x(t) = k
mp2

(
e−pt + pt− 1

)
.
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Розглянемо диференцiальне рiвняння, яке не мiстить шука-
ної функцiї та кiлькох її послiдовних перших похiдних, тобто
рiвняння вигляду

F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0, (7.10)

де 1 � k < n. Введемо нову невiдому функцiю z = z(x) за фор-
мулою

y(k) = z. (7.11)

З (7.10), (7.11) випливає, що функцiя z є розв’язком рiвняння

F
(
x, z, z′, . . . , z(n−k)

)
= 0. (7.12)

Звичайно, не можна стверджувати, що рiвняння (7.12) можна
зiнтегрувати у скiнченному виглядi, але його порядок на k мен-
ший вiд порядку рiвняння (7.10). Таким чином, за допомогою
замiни (7.11) вдалося знизити порядок рiвняння (7.10) на k оди-
ниць. Якщо z = ω (x,C1, C2, . . . , Cn−k) – загальний розв’язок
рiвняння (7.12), то для знаходження функцiї y одержуємо рiв-
няння k-го порядку

y(k) = ω (x,C1, . . . , Cn−k),

яке легко iнтегрується (це рiвняння вигляду (7.8)).

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′′ =
√
2− 3y′.

Розв’язання. Зробимо замiну y′ = z(x). Тодi для знаходження
функцiї z одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

z′ =
√
2− 3z.

Зiнтегруємо його:

dz√
2− 3z

= dx (2− 3z 	= 0) ⇒ −2

3

√
2− 3z = x+ C1 ⇒

4

9
(2− 3z) = (x+ C1)

2 ⇒ z =
2

3
− 3

4
(x+ C1)

2.

Оскiльки z = y′, то

y′ =
2

3
− 3

4
(x+ C1)

2 ⇒ y =
2

3
x− 1

4
(x+ C1)

3 + C2.
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Окрiм того, якщо z = 2/3, то y = 2x/3 + C. Цi розв’язки є
особливими.
Вiдповiдь: y = 2x/3− (x+ C1)

3
/
4 + C2, y = 2x/3 + C.

Задача 2. Точка маси m рухається по прямiй пiд дiєю
сили, яка змiнюється за формулою F1 = A sinωt. Вважаючи,
що опiр середовища пропорцiйний швидкостi точки, тобто
F2 = −kv, вивести закон руху x(t) точки, якщо її початко-
вi положення та швидкiсть дорiвнюють нулю.
Розв’язання. За умовою задачi F = F1 +F2. Згiдно з другим
законом Ньютона

ma = A sinωt− kv,

а оскiльки v = x′, a = x′′, то одержуємо диференцiальне рiвня-
ння вигляду (7.10):

mx′′ + kx′ = A sinωt.

Початковими умовами є x(0) = 0, x′(0) = 0 (за умовою
задачi початковi положення та швидкiсть точки дорiвнюють
нулю).

Вводимо нову функцiю x′ = u (тодi x′′ = u′) i одержуємо
лiнiйне рiвняння першого порядку

u′ +
k

m
u =

A

m
sinωt

з початковою умовою u(0) = 0. Розв’язок цього рiвняння мо-
жна знайти за формулою (4.5) з лекцiї 4. Пропонуємо читачам
самостiйно переконатися в тому, що

u = C1e
− k
m
t +

Am

k2 + ω2m2

(
k

m
sinωt− ω cosωt

)
.

З умови u(0) = 0 знаходимо C1 =
Amω

k2+ω2m2 , а тому

u =
Am

k2 + ω2m2

(
ωe−

k
m
t +

k

m
sinωt− ω cosωt

)
.



98 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Оскiльки u = x′, то функцiя x(t) є розв’язком рiвняння

x′ =
Am

k2 + ω2m2

(
ωe−

k
m
t +

k

m
sinωt− ω cosωt

)
,

iнтегруючи яке, знаходимо

x(t) =
Am

k2 + ω2m2

(
−mω

k
e−

k
m
t − k

mω
cosωt− sinωt

)
+ C2.

Оскiльки x(0) = 0, то

C2 =
Am

k2 + ω2m2

(
mω

k
+

k

mω

)
⇒ C2 =

A

kω
.

Таким чином,

x(t) =
A

kω
− Am

k2 + ω2m2

(
mω

k
e−

k
m
t +

k

mω
cosωt+ sinωt

)
. �

Розглянемо тепер диференцiальне рiвняння, яке явно не мi-
стить незалежної змiнної, тобто рiвняння вигляду

F
(
y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0. (7.13)

Покажемо, що порядок цього рiвняння можна знизити на оди-
ницю. Для цього введемо нову функцiю z за формулою y′ = z,
вважаючи y новою незалежною змiнною, тобто z = z(y). Ви-
разимо похiднi y′′, y′′′, . . . , y(n) через функцiю z та її похiднi за
змiнною y:

y′′ =
dy′

dx
=
dz

dx
=
dz

dy
· dy
dx

= z′z,

y′′′ =
dy′′

dx
=

d

dx

(
dz

dy
· z
)

=
d

dy

(
dz

dy
· z
)
dy

dx
= (z′′z + z′2)z,

. . . . . . . . .

y(n) = ω
(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
.
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Отже, для знаходження функцiї z одержали диференцiаль-
не рiвняння (n− 1)-го порядку

F
(
y, z, z′z , . . . , ω

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0. (7.14)

Якщо z = ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1) – загальний розв’язок рiвнян-
ня (7.14), то загальний iнтеграл рiвняння (7.13) можемо знайти,
розв’язавши рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

y′ = ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1).

Зауважимо, що приймаючи y за незалежну змiнну, можна
втратити розв’язки рiвняння (7.13) вигляду y = C. Безпосере-
дньою пiдстановкою у рiвняння (7.13) легко з’ясувати, чи має
воно такi розв’язки.

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння yy′′ = y′2 − y′3.
Розв’язання. Нехай y′ = z(y). Тодi y′′ = z′z i, пiдставляючи в
рiвняння, маємо:

yz
dz

dy
= z2 − z3 ⇒ z

(
y
dz

dy
− z + z2

)
= 0 ⇒

z = 0 або y
dz

dy
= z − z2.

З першого рiвняння випливає, що y′ = 0, а отже, y = C, а з
другого:

y
dz

dy
= z − z2 ⇒

∫
dz

z − z2
=

∫
dy

y

(
z − z2 	= 0, y 	= 0

) ⇒∫ (
1

1− z
+

1

z

)
dz =

∫
dy

y
⇒

ln |z| − ln |1− z| = ln |y|+ C1 ⇒
z

1− z
= C1y ⇒ z =

C1y

1 + C1y
.
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Оскiльки z = y′, то

y′ =
C1y

1 + C1y
⇒ dy

dx
=

C1y

1 + C1y
⇒

1 + C1y

y
dy = C1dx (y 	= 0) ⇒∫ (

1

y
+ C1

)
dy = C1x+C2 ⇒ ln |y|+C1y = C1x+ C2.

Якщо z − z2 = 0, то z = 0 або z = 1. Випадок z = 0 вже
розглянуто, а якщо z = 1, то y′ = 1, y = x+ C. Усi цi прямi є
особливими розв’язками.
Вiдповiдь: ln |y|+ C1y = C1x+ C2, y = x+ C, y = C.

3. Однорiднi рiвняння. Диференцiальне рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 (7.15)

називають однорiдним вiдносно шуканої функцiї та її похi-
дних, якщо його лiва частина для довiльного t 	= 0 справджує
умову

F
(
x, ty, ty′, . . . , ty(n)

)
= tm · F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
, (7.16)

де число m – вимiр однорiдностi функцiї F. Покажемо, що за
допомогою пiдстановки

z =
y′

y
, (7.17)

де z = z(x) – нова невiдома функцiя, порядок рiвняння (7.15)
можна знизити на одиницю. Справдi, оскiльки

y′ = yz, y′′ = y′z + yz′ = y(z2 + z′),

y′′′ = y · (z′′ + 3zz′ + z3), . . . , y(n) = y · g
(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
,

то, пiдставляючи цi вирази в (7.15), маємо спiввiдношення

F
(
x, y, y z, y · (z2 + z′), . . . , y · g

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0,
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яке, враховуючи (7.16), можемо записати у виглядi

ym · F
(
x, 1, z, z2 + z′, . . . , g

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0.

Пiсля скорочення на ym (y 	= 0), одержуємо диференцiальне
рiвняння (n− 1)-го порядку:

F
(
x, 1, z, z2 + z′, . . . , g

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0. (7.18)

Якщо z = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn−1) – загальний розв’язок рiвнян-
ня (7.18), то, беручи до уваги (7.17), знаходимо загальний роз-
в’язок однорiдного рiвняння (7.15):

y = Cn · e
∫
ϕ(x,C1,C2,...,Cn−1)dx,

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi.
Функцiя y = 0 є розв’язком рiвняння (7.15), але цей розв’я-

зок можна отримати з загального при Cn = 0.

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння x2yy′′−(y−xy′)2 = 0.
Розв’язання. Легко переконатися, що лiва частина рiвняння
є однорiдною функцiєю (вимiру 2), а тому задане рiвняння є
однорiдним. Нехай y′ = yz. Тодi y′′ = (z′+ z2)y i, пiдставляючи
у рiвняння, одержуємо:

x2y2(z′ + z2)− (y − xyz)2 = 0 ⇒
x2(z′ + z2)− (1− xz)2 = 0 (y 	= 0) ⇒
x2z′ + 2xz = 1 ⇒ z′ +

2

x
z =

1

x2
.

Отже, маємо лiнiйне рiвняння першого порядку (лекцiя 4). Йо-
го загальним розв’язком є z = 1/x+ C1

/
x2. Далi маємо:

y′

y
=

1

x
+
C1

x2
⇒

∫
dy

y
=

∫ (
1

x
+
C1

x2

)
dx ⇒

ln |y| = ln |x| − C1

x
+ C2 ⇒ y = C2xe

−C1/x.

Розв’язок y = 0 є частинним (його можна одержати з загаль-
ного розв’язку при C2 = 0).
Вiдповiдь: y = C2xe

−C1/x.
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Рекомендована лiтература: [9, с. 15 – 17, 50 – 58], [14,
с. 227 – 287], [15, с. 41 – 51], [16, с. 136 – 161], [19, с. 91 – 113].

Питання до лекцiї 7

1. Який загальний вигляд має диференцiальне рiвняння
n-го порядку, розв’язане вiдносно старшої похiдної?

2. Як формулюється задача Кошi для диференцiальне рiв-
няння n-го порядку? Яка достатня умова iснування розв’язку
такої задачi? Наведiть теорему Кошi про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi Кошi. Який геометричний змiст має ця задача
для диференцiального рiвняння другого порядку?

3. Який механiчний змiст диференцiального рiвняння дру-
гого порядку та його розв’язкiв?

4. Що називають загальним розв’язком (загальним iнтегра-
лом) диференцiального рiвняння n-го порядку? Який розв’я-
зок називають частинним, особливим? Чи може диференцiаль-
не рiвняння n-го порядку мати безлiч особливих розв’язкiв?

5. Який вигляд має загальний розв’язок рiвняння y(n) =
= f(x) з неперервною правою частиною?

6. За допомогою якої замiни можна знизити порядок дифе-
ренцiального рiвняння, що не мiстить шуканої функцiї, i рiв-
няння, що не мiстить шуканої функцiї та послiдовних перших
похiдних?

7. Як знизити порядок диференцiального рiвняння, яке не
мiстить незалежної змiнної?

8. Яку умову має справджувати лiва частина диференцi-
ального рiвняння F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0, щоб воно було одно-

рiдним вiдносно шуканої функцiї та її похiдних? Яка замiна
виконується у такому рiвняннi?

Вправи до лекцiї 7

1. Зiнтегруйте рiвняння:

а) y′′ = 2x; б) y′′′ = sinx cos x; в) yIV = 2x−2.

2. Знайдiть частинний розв’язок рiвняння y′′′ = cos x, який
задовольняє початковi умови y(0) = −5, y′(0) = 1, y′′(0) = 4.
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3. Визначте тип рiвнянь та зiнтегруйте їх:

а) xy′′ + xy′2 + y′ = 0; б) y′ + y′′2 = xy′; в) 4
√
yy′′ = 1.

4. Знайдiть розв’язок рiвнянь, якi задовольняють заданi по-
чатковi умови, дослiдивши попередньо питання про iснування
та єдинiсть шуканого розв’язку:

а) y′′ = (1 + y′2)3/2, y(0) = 1, y′(0) = 0;

б) 4y′ + y′′2 = 4xy′′, y(0) = 0, y′(0) = −1.

5. Вiдшукайте рiвняння, однорiдне вiдносно шуканої фун-
кцiї та її похiдних, та зiнтегруйте його:

а) x2y2 − y′′2 + yy′2 = 0; б) xyy′′ + yy′ = xy′2 + y2;

в) xyy′′ + xy′2 −√
yy′ = 0.

6. Знайдiть iнтегральну криву рiвняння yy′′ + y′2 = 1, яка
проходить через точку (0, 1) i дотикається у цiй точцi до прямої
y = 1− x. Обґрунтуйте єдинiсть такої iнтегральної кривої.

Лекцiя 8. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння.
3. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi функцiї.
4. Теорема про загальний розв’язок лiнiйного однорiдного

рiвняння.
5. Формула Остроградського – Лiувiлля.
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1. Основнi означення й поняття. У багатьох прикла-
дних задачах як самi функцiї, що вивчаються, так i їх похiднi
набувають настiльки малих значень, що їх квадратами, кубами
i вищими степенями можна знехтувати. Це дозволяє замiнити
довiльнi залежностi мiж величинами залежностями лiнiйними.
Застосовуючи зазначену операцiю лiнеаризацiї до диференцi-
альних рiвнянь, що описують певний процес чи явище, одер-
жують диференцiальнi рiвняння, в якi шукана функцiя та її
похiднi входять лiнiйно. Такi рiвняння називають лiнiйними.
Лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го порядку

називають рiвняння вигляду

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . . + pn−1(x)y

′ + pn(x)y = f(x). (8.1)

Вважатимемо, що функцiї p1(x), p2(x), . . . , pn(x) (коефiцiєн-
ти рiвняння) i права частина f(x) неперервнi на деякому iн-
тервалi (a, b).

Якщо f(x) ≡ 0 на iнтервалi (a, b), то рiвняння (8.1) назива-
ють лiнiйним однорiдним. Воно має вигляд

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = 0. (8.2)

Якщо функцiя f(x) тотожно вiдмiнна вiд нуля на iнтервалi
(a, b), то рiвняння (8.1) називають лiнiйним неоднорiдним.

Розглянемо питання про iснування розв’язку рiвняння (8.1).
Розв’язавши його вiдносно старшої похiдної, маємо:

y(n) = f(x)− p1(x)y
(n−1) − . . .− pn−1(x)y

′ − pn(x)y. (8.3)

На пiдставi зроблених припущень вiдносно коефiцiєнтiв та пра-
вої частини рiвняння (8.1) переконуємось, що права частина
рiвняння (8.3) є неперервною функцiєю на iнтервалi (a, b) i
має неперервнi, а отже, й обмеженi на вiдрiзку [a1, b1] ⊂ (a, b)
частиннi похiднi за змiнними y, y′, . . . , y(n−1) (ними є функцiї
−pn(x), −pn−1(x), . . . , −p1(x) вiдповiдно). Отже, з теореми Ко-
шi (лекцiя 7) випливає, що для будь-яких початкових умов

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,
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де x0 ∈ (a, b), рiвняння (8.1) має єдиний розв’язок y = y(x). Цей
розв’язок n разiв диференцiйовний на iнтервалi (a, b). Особли-
вих розв’язкiв рiвняння (8.1) не має.

Для скорочення записiв позначимо лiву частину рiвняння
(8.1) через L(y):

L(y) ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . . + pn−1(x)y

′ + pn(x)y. (8.4)

Таким чином, L(y) – це результат виконання над функцiєю
y операцiй, вказаних у правiй частинi формули (8.4), а саме:
знаходження похiдних функцiї y до порядку n включно, мно-
ження y, y′, y′′, . . . , y(n) на коефiцiєнти рiвняння й додавання
отриманих добуткiв. Сукупнiсть цих операцiй позначимо через
L:

L ≡ dn

dxn
+ p1(x)

dn−1

dxn−1
+ . . .+ pn−1(x)

d

dx
+ pn(x)

i називатимемо лiнiйним диференцiальним оператором
n-го порядку.

Вiдзначимо основнi властивостi оператора L, якi виплива-
ють з аналогiчних властивостей похiдних:

Властивiсть 1. Сталий множник можна винести за знак
лiнiйного диференцiального оператора, тобто для довiльної
сталої C

L(Cy) = C L(y).

Властивiсть 2. Лiнiйний диференцiальний оператор вiд
суми функцiй дорiвнює сумi лiнiйних диференцiальних опера-
торiв вiд доданкiв, тобто

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2).

Використовуючи оператор L, лiнiйне неоднорiдне рiвнян-
ня (8.1) i лiнiйне однорiдне рiвняння (8.2) можна записувати
вiдповiдно як L(y) = f(x) i L(y) = 0.
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2. Властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-
няння. Для знаходження дiйсних розв’язкiв лiнiйного дифе-
ренцiального рiвняння iнодi використовують його комплекснi
розв’язки.

Комплексну функцiю y(x) = u(x) + i v(x), де i =
√−1, дiй-

сної змiнної x називають комплексним розв’язком рiвняння
(8.2) на iнтервалi (a, b), якщо її пiдстановка перетворює це рiв-
няння у тотожнiсть L (y(x)) ≡ 0 для всiх x ∈ (a, b).

Покажемо, що якщо комплексна функцiя y(x) є розв’яз-
ком рiвняння (8.2), то її дiйсна та уявна частини є дiйсними
розв’язками цього ж рiвняння. Справдi, нехай функцiя y(x) =
= y1(x)+ iy2(x) є розв’язком рiвняння (8.2), тобто L (y(x)) ≡ 0.
Використовуючи властивостi 1, 2 оператора L, одержуємо, що

L (y(x)) = L (y1(x) + iy2(x)) = L (y1(x)) + iL (y2(x)) .

Отже, L(y1(x)) + iL(y2(x)) ≡ 0, звiдки й випливає, що

L(y1(x)) ≡ 0, L(y2(x)) ≡ 0.

Очевидно, кожне лiнiйне однорiдне рiвняння (8.2) має ну-
льовий розв’язок y ≡ 0, який називають тривiальним.

Пiзнiше буде показано, що знання частинних розв’язкiв лi-
нiйного однорiдного рiвняння спрощує процес побудови загаль-
ного розв’язку, а iнодi дозволяє повнiстю розв’язати задачу iн-
тегрування цього рiвняння. Це є можливим завдяки тому, що
частиннi розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння мають низ-
ку цiкавих властивостей, якi сформулюємо у виглядi теорем.

Теорема 1. Якщо y1 – частинний розв’язок лiнiйного одно-
рiдного рiвняння (8.2), то y = Cy1, де C – довiльна стала,
також є розв’язком цього рiвняння.
Доведення. Оскiльки L(y1) ≡ 0, a < x < b, то, використовую-
чи властивiсть 1 оператора L, одержуємо, що

L(Cy1) = CL(y1) ≡ 0,

а отже, Cy1 є розв’язком рiвняння (8.2). Теорему доведено.
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Таким чином, знаючи один частинний розв’язок рiвняння
(8.2), можемо без квадратур одержати вiдразу сiм’ю розв’язкiв
цього рiвняння, залежну вiд одного параметра (сталої C).

Теорема 2. Якщо y1 i y2 – два частиннi розв’язки лiнiй-
ного однорiдного рiвняння (8.2), то їх сума y1 + y2 також є
розв’язком цього рiвняння.
Доведення. Оскiльки L(y1) ≡ 0, L(y2) ≡ 0, то, використовую-
чи властивiсть 2 оператора L, одержуємо, що

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) ≡ 0.

Теорему доведено.

З теорем 1, 2 випливає таке твердження.

Теорема 3. Якщо y1, y2, . . . , yn – частиннi розв’язки лi-
нiйного однорiдного рiвняння (8.2), то

y = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn,

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi, також є розв’язком цього
рiвняння.

Для iлюстрацiї теореми 3 розглянемо рiвняння y′′ + y =
= 0. Воно, як легко переконатись, має розв’язки y1(x) = cosx,
y2(x) = sinx, а тому його розв’язком є також кожна функцiя
сiм’ї y = C1 cos x+ C2 sinx, де C1, C2 – довiльнi сталi.

Природно виникає питання: якими повиннi бути n частин-
них розв’язкiв y1, y2, . . . , yn рiвняння (8.2), щоб їх лiнiйна ком-
бiнацiя y = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn, яка мiстить n довiльних
сталих C1, C2, . . . , Cn, була загальним розв’язком цього рiв-
няння? Для вiдповiдi на це важливе питання введемо поняття
лiнiйної залежностi (лiнiйної незалежностi) функцiй.

3. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi функцiї.
Функцiї y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x), визначенi на
iнтервалi (a, b), називають лiнiйно незалежними на цьому
iнтервалi, якщо спiввiдношення

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn ≡ 0, (8.5)
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де α1, α2, . . . , αn – сталi, виконується для всiх x ∈ (a, b) тiльки
тодi, коли всi α1 = α2 = . . . = αn = 0. Якщо у спiввiдношеннi
(8.5) хоча б одна iз сталих α1, α2, . . . , αn вiдмiнна вiд нуля,
то функцiї y1, y2, . . . , yn називають лiнiйно залежними на
iнтервалi (a, b).

Розглянемо приклади.

1. Функцiї y1 = 1, y2 = x, . . . , yn = xn−1 лiнiйно незалежнi
на iнтервалi (−∞,+∞). Справдi, рiвнiсть α1 ·1 + α2x + . . . +
+ αnx

n−1 = 0, в якiй не всi αj дорiвнюють нулю, не може ви-
конуватись тотожно, бо є алгебричним рiвнянням (n − 1)-го
степеня, яке, як вiдомо з алгебри, не може мати бiльше n − 1
рiзних коренiв.

2. Функцiї y1 = cos x, y2 = sinx лiнiйно незалежнi на будь-
якому iнтервалi, бо спiввiдношення α1 cosx + α2 sinx = 0, де
α1 i α2 одночасно не дорiвнюють нулю, не може виконуватись
тотожно на жодному iнтервалi.

3. Функцiї y1 = sin2 x, y2 = cos2 x, y3 = 3 лiнiйно залежнi на
iнтервалi (−∞,+∞), бо 3 · sin2 x+ 3 · cos2 x+ (−1) · 3 ≡ 0.

Зауважимо, що у випадку лiнiйної залежностi функцiй одну
з них можна лiнiйно виразити через iншi. Наприклад, якщо
функцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi i αn 	= 0, то з (8.5) одер-
жуємо:

yn = − 1

αn
(α1y1 + α2y2 + . . .+ αn−1yn−1).

Для встановлення ознак лiнiйної залежностi та лiнiйної не-
залежностi функцiй y1, y2, . . . , yn розглянемо визначник, скла-
дений з цих функцiй та їх похiдних до порядку n− 1 включно:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣. (8.6)

Визначник (8.6) називають визначником Вронського або
вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn.
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Теорема 4 (необхiдна умова лiнiйної залежностi n
функцiй). Якщо функцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi на
деякому iнтервалi (a, b), то їх вронскiан тотожно дорiвнює
нулю на цьому iнтервалi.
Доведення. Згiдно з умовою теореми для a < x < b маємо

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn ≡ 0, (8.7)

де не всi числа αj , j = 1, 2, . . . , n, дорiвнюють нулю. Диферен-
цiюючи спiввiдношення (8.7) n − 1 разiв, одержуємо лiнiйну
однорiдну систему вiдносно α1, α2, . . . , αn:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn = 0,
α1y

′
1 + α2y

′
2 + . . .+ αny

′
n = 0,

· · · · · · · · ·
α1y

(n−1)
1 + α2y

(n−1)
2 + . . .+ αny

(n−1)
n = 0.

(8.8)

Оскiльки хоча б одне число αj вiдмiнне вiд нуля, то система
(8.8) має ненульовий розв’язок. Отже, визначник цiєї системи,
який є вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn, дорiвнює нулю в
кожнiй точцi iнтервалу (a, b). Теорему доведено.

З теореми 4 випливає важливе твердження: якщо W (x) 	= 0
хоча б в однiй точцi iнтервалу (a, b), то функцiї y1, y2, . . . , yn
є лiнiйно незалежними на цьому iнтервалi. Наприклад, фун-
кцiї ek1x, ek2x, ek3x лiнiйно незалежнi на (a, b), якщо k1, k2, k3 –
рiзнi числа. Справдi,

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
ek1x ek2x ek3x

k1e
k1x k2e

k2x k3e
k3x

k21e
k1x k22e

k2x k23e
k3x

∣∣∣∣∣∣ = e(k1+k2+k3)x

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
k1 k2 k3

k21 k22 k23

∣∣∣∣∣∣ =
= e(k1+k2+k3)x(k3 − k1)(k3 − k2)(k2 − k1) 	= 0.

Наголошуємо, що тотожнiсть W (x) ≡ 0 є тiльки необхi-
дною умовою лiнiйної залежностi функцiй y1, y2, . . . , yn, тобто
з того, що W (x) ≡ 0, взагалi кажучи, не випливає, що фун-
кцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi (див. вправу 9 до лекцiї).
Однак, якщо y1, y2, . . . , yn є не довiльними функцiями, а ча-
стинними розв’язками лiнiйного однорiдного рiвняння (8.2), то
справджується таке твердження.
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Теорема 5 (необхiдна умова лiнiйної незалежностi n
розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння n-го поряд-
ку). Якщо розв’язки y1, y2, . . . , yn лiнiйного однорiдного рiвня-
ння (8.2) лiнiйно незалежнi на iнтервалi (a, b),то їх вронскiан
вiдмiнний вiд нуля в усiх точках цього iнтервалу.
Доведення. Припустимо, що у деякiй точцi x0 ∈ (a, b)
W (x0) = 0. Складемо систему рiвнянь, вважаючи числа Cj за
невiдомi:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = 0,
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . .+ Cny

′
n(x0) = 0,

. . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) = 0.

(8.9)

Визначником системи (8.9) є W (x0), а оскiльки за припущен-
ням W (x0) = 0, то ця система має ненульовий розв’язок, який
позначимо C1 = C̃1, C2 = C̃2, . . . , Cn = C̃n.

Складемо лiнiйну комбiнацiю розв’язкiв y1, y2, . . . , yn:

y = C̃1y1 + C̃2y2 + . . . + C̃nyn. (8.10)

Згiдно з теоремою 3 функцiя (8.10) є розв’язком рiвняння (8.2),
а з системи (8.9) випливає, що у точцi x = x0 розв’язок (8.10)
перетворюється в нуль разом з усiма похiдними до порядку n−1
включно. Але цi самi умови задовольняє також тривiальний
розв’язок y ≡ 0 рiвняння (8.2), а отже, згiдно з теоремою Кошi
(про єдинiсть розв’язку) обидва розв’язки збiгаються, тобто

C̃1y1 + C̃2y2 + . . .+ C̃nyn ≡ 0,

причому не всi числа C̃j дорiвнюють нулю. Це означає, що фун-
кцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi на iнтервалi (a, b), що супере-
чить умовi теореми. Отже, припущення про те, що W (x0) = 0,
x0 ∈ (a, b), хибне. Теорему доведено.

З теорем 4, 5 випливає ознака лiнiйної незалежностi n ча-
стинних розв’язкiв рiвняння (8.2): для того, щоб n розв’язкiв
лiнiйного однорiдного рiвняння (8.2) були лiнiйно незалежни-
ми на iнтервалi (a, b), необхiдно i достатньо, щоб їх врон-
скiан не перетворювався в нуль у жоднiй точцi цього iнтер-
валу.
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4. Теорема про загальний розв’язок лiнiйного одно-
рiдного рiвняння. Будь-яку сукупнiсть n розв’язкiв лiнiй-
ного однорiдного рiвняння (8.2), визначених i лiнiйно незале-
жних на iнтервалi (a, b), називають фундаментальною си-
стемою розв’язкiв цього рiвняння на iнтервалi (a, b).

Наприклад, функцiї y1 = cos x, y2 = sinx утворюють фун-
даментальну систему розв’язкiв рiвняння y′′ + y = 0 на iнтер-
валi (−∞,+∞), бо вони є розв’язками цього рiвняння i лiнiйно
незалежнi на (−∞,+∞). Але це рiвняння має й iншi фунда-
ментальнi системи розв’язкiв, наприклад, кожна пара функцiй
вигляду y1 = k cos x, y2 = k sinx, де k – довiльна стала, вiдмiнна
вiд нуля, також буде фундаментальною системою розв’язкiв.

Можна довести (див., наприклад, [19, с. 118 – 119]), що ко-
жне лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння має фундамен-
тальну систему розв’язкiв, а як видно з наведеного прикладу,
таке рiвняння може мати безлiч фундаментальних систем роз-
в’язкiв.

Знання фундаментальної системи розв’язкiв дає можли-
вiсть побудувати розв’язок рiвняння (8.2), який мiстить n до-
вiльних сталих, причому цей розв’язок буде загальним.

Теорема 6. Якщо y1, y2, . . . , yn – фундаментальна систе-
ма розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння (8.2), то загаль-
ний розв’язок цього рiвняння визначається формулою

y = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn, (8.11)

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi числа.
Доведення. Покажемо, що завжди можна вибрати сталi C1,
C2, . . . , Cn так, щоб формула (8.11) визначала розв’язок рiвня-
ння (8.2), який задовольняє будь-якi наперед заданi початковi
умови:

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 . (8.12)

Для визначення C1, C2, . . . , Cn одержуємо неоднорiдну си-
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стему лiнiйних алгебричних рiвнянь⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . .+ Cnyn(x0) = y0,
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . .+ Cny

′
n(x0) = y′0,

. . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . . +Cny

(n−1)
n (x0) = y

(n−1)
0 .
(8.13)

Визначником системи (8.13) є W (x0). Згiдно з теоремою 5
W (x0) 	= 0, а отже, система (8.13) має єдиний розв’язок C̃1,
C̃2, . . . , C̃n. Функцiя (8.11) є розв’язком рiвняння (8.2) згiдно з
теоремою 3. Вираз (8.11), в якому Ci = C̃i, i = 1, 2, . . . , n, оче-
видно, задовольняє початковi умови (8.12). Теорему доведено.

Розглянемо, наприклад, рiвняння y′′ + y = 0. Ранiше було
показано, що функцiї y1 = cos x, y2 = sinx утворюють фунда-
ментальну систему розв’язкiв на iнтервалi (−∞,+∞), а тому
згiдно з теоремою 6 y = C1 cos x+C2 sinx є загальним розв’яз-
ком наведеного рiвняння.

5. Формула Остроградського – Лiувiлля. Нехай має-
мо n лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn
лiнiйного однорiдного рiвняння (8.2). Тодi це рiвняння можна
записати у виглядi∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn y
y′1 y′2 · · · y′n y′

· · · · · · · · · · · · · · ·
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n y(n−1)

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (8.14)

бо рiвняння (8.14) має тi самi лiнiйно незалежнi розв’язки, що
й (8.2). Справдi, якщо пiдставити в (8.14) замiсть y одну з фун-
кцiй y1, y2, . . . , yn, то одержимо визначник, який має два одна-
ковi стовпцi i тому тотожно рiвний нулю. Звiдси випливає, що
загальнi розв’язки рiвнянь (8.2) i (8.14) однаковi, а самi рiвня-
ння вiдрiзняються лише множником. Розкладаючи визначник
з (8.14) за елементами останнього стовпця, запишемо рiвняння
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(8.14) у виглядi

Δ0(x)y
(n) −Δ1(x)y

(n−1) +Δ2(x)y
(n−2) − . . .

. . .+ (−1)kΔk(x)y
(n−k) + . . .+ (−1)nΔn(x)y = 0, (8.15)

де Δi(x) – визначник, утворений викреслюванням останнього
стовпця i (n+ 1− i)-го рядка у визначнику з (8.14).

Оскiльки рiвняння (8.15) збiгається з рiвнянням (8.2), то
прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових похiдних i врахову-
ючи, що Δ0(x) =W (x), одержуємо

p1(x)=−Δ1(x)

W (x)
, p2(x)=

Δ2(x)

W (x)
, . . . , pn(x)= (−1)n

Δn(x)

W (x)
.

(8.16)
Здиференцiюємо тепер вронскiан (8.6), використовуючи та-

ке правило диференцiювання: похiдна вiд визначника n-го по-
рядку дорiвнює сумi n визначникiв, якi одержуємо з нього по-
черговою замiною елементiв першого, другого, . . . , n-го рядка
їх похiдними. Усi цi визначники, крiм останнього, дорiвнюють
нулю (бо вони мають два однаковi рядки), а тому

W ′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Легко бачити, що W ′(x) = Δ1(x), а якщо врахувати першу
формулу з (8.16), то

W ′(x)
W (x)

= − p1(x),

звiдки, iнтегруючи, знаходимо

W (x) =W (x0) · e
−
x∫

x0

p1(x)dx

, (8.17)

де x = x0 – довiльна точка з iнтервалу (a, b). Формулу (8.17)
називають формулою Остроградського – Лiувiлля. Вона
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дозволяє знайти вронскiан фундаментальної системи розв’яз-
кiв рiвняння (8.2), не маючи самої системи.

З формули Остроградського – Лiувiлля випливають такi
властивостi вронскiана розв’язкiв лiнiйного однорiдного
рiвняння:

1. Якщо вронскiан n розв’язкiв y1, y2, . . . , yn рiвняння (8.2)
дорiвнює нулю в деякiй точцi x0 ∈ (a, b), то вiн дорiвнює нулю
в усiх точках цього iнтервалу.

2. Якщо вронскiан n розв’язкiв рiвняння (8.2) вiдмiнний вiд
нуля хоч в однiй точцi x0 ∈ (a, b), то вiн вiдмiнний вiд нуля в
усiх точках цього iнтервалу.

Формулу (8.14) можна використовувати для побудови ди-
ференцiального рiвняння, якщо вiдомою є його фундаменталь-
на система розв’язкiв.

Приклад 1. Побудувати диференцiальне рiвняння, яке має
фундаментальну систему розв’язкiв y1(x) = x2, y2(x) = x− 1.
Розв’язання. Скористаємось формулою (8.14):∣∣∣∣∣∣

x2 x− 1 y
2x 1 y′

2 0 y′′

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Розкладаючи визначник за елементами третього стовпця, має-
мо:

y

∣∣∣∣ 2x 1
2 0

∣∣∣∣− y′
∣∣∣∣ x2 x− 1

2 0

∣∣∣∣+ y′′
∣∣∣∣ x2 x− 1
2x 1

∣∣∣∣ = 0 ⇒

(2x− x2)y′′ + 2(x− 1)y′ − 2y = 0. �

Рекомендована лiтература: [9, с. 91 – 102], [15, с. 171 –
177], [16, с. 174 – 197], [19, с. 113 – 121], [20, с. 93 – 106].

Питання до лекцiї 8

1. Який вигляд має лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го
порядку? Чим лiнiйне однорiдне рiвняння вiдрiзняється вiд лi-
нiйного неоднорiдного?
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2. Що називають лiнiйним диференцiальним оператором
n-го порядку i якi його основнi властивостi? Як можна запи-
сати лiнiйнi однорiдне i неоднорiдне рiвняння з використанням
лiнiйного диференцiального оператора?

3. Що називають комплексним розв’язком лiнiйного одно-
рiдного рiвняння? Доведiть, що дiйсна i уявна частини компле-
ксного розв’язку також є розв’язками цього рiвняння.

4. Чи є лiнiйна комбiнацiя зi сталими коефiцiєнтами частин-
них розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння розв’язком цьо-
го ж рiвняння?

5. Якi функцiї називають лiнiйно незалежними та лiнiйно
залежними на iнтервалi? Наведiть приклади таких функцiй.

6. Що називають вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn?
7. Як формулюється необхiдна умова лiнiйної залежностi

функцiй y1, y2, . . . , yn?
8. Як формулюється необхiдна i достатня умова лiнiйної не-

залежностi n частинних розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-
няння?

9. Що таке фундаментальна система розв’язкiв лiнiйного
однорiдного рiвняння? Як побудувати загальний розв’язок лi-
нiйного однорiдного рiвняння, знаючи його фундаментальну
систему розв’язкiв?

10. Який вигляд має формула Остроградського – Лiувiлля?
Наведiть властивостi вронскiана розв’язкiв лiнiйного однорi-
дного рiвняння, якi випливають з цiєї формули.

Вправи до лекцiї 8

1. Знайдiть L(ex), L(e2x), L(x2), якщо L – лiнiйний дифе-
ренцiальний оператор, заданий формулою

L ≡ d2

dx2
− 4

d

dx
+ 3.

2. З’ясуйте, розв’язком якого рiвняння є функцiя y = x2ex:

а) y′′′ − 2y′′ = xex; б) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0;
в) y′′ − 2y′ + y = x2ex.

3. Знайдiть вронскiан функцiй:
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а) y1 = x2, y2 =
√
x; б) y1 = ex, y2 = 4ex;

в) y1 = cos2 x, y2 = cos 2x, y3 = 1.

Чи можна, знаючи вронскiан, зробити висновок про лiнiйну
залежнiсть (лiнiйну незалежнiсть) цих функцiй?

4. Дослiдiть на лiнiйну залежнiсть функцiї:

а) y1 = e2x, y2 = x2; б) y1 = 3x+ 5, y2 = 9x+ 15;
в) y1 = 2x, y2 = 3x, y3 = 4x.

5. Доведiть, що y = C1e
2x +C2e

−3x є загальним розв’язком
диференцiального рiвняння y′′ + y′ − 6y = 0.

6. Доведiть, що функцiї y1, y2 лiнiйно залежнi на деякому
iнтервалi (a, b), якщо y1

y2
≡ const 	= 0, a < x < b.

7. Доведiть, що якщо серед функцiй y1, y2, . . . , yn хоч одна
тотожно дорiвнює нулю, то вони лiнiйно залежнi.

8. Запишiть лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку, яке має фундаментальну систему розв’язкiв:

а) y1 = sinx, y2 = cos 2x; б) y1 = ex, y2 = e2x.

9. Доведiть, що вронскiан функцiй

y1(x) =

{
0, якщо x ∈ [−1, 0],
x2, якщо x ∈ [0, 1], y2(x) =

{
x2, якщо x ∈ [−1, 0],
0, якщо x ∈ [0, 1]

тотожно дорiвнює нулю, але вони лiнiйно незалежнi на вiдрiзку
[−1, 1].

Лекцiя 9. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

План
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1. Основнi означення й поняття.
2. Метод Ейлера. Випадок простих характеристичних чи-

сел.
3. Метод Ейлера. Випадок кратних характеристичних чи-

сел.
4. Диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь зi сталими

коефiцiєнтами.
5. Застосування лiнiйних однорiдних диференцiальних рiв-

нянь другого порядку до коливальних рухiв.

1. Основнi означення й поняття. Лiнiйнi рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами – важливий клас диференцiальних рiв-
нянь. Їх розв’язки виражаються через елементарнi функцiї або
у квадратурах. До таких рiвнянь зводиться багато прикладних
задач, зокрема з теоретичної механiки i електрики.

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го порядку

L(y) ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ an−1y
′ + any = f(x),

де коефiцiєнти a1, a2, . . . , an – дiйснi числа, а права части-
на f(x) неперервна на iнтервалi (a, b) функцiя (зокрема, вона
може бути й сталою на цьому iнтервалi).

Вивчимо спочатку питання про побудову загального роз-
в’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння, тобто рiвняння

L(y) = 0. (9.1)

Для знаходження загального розв’язку рiвняння (9.1) потрiбно
знати хоча б одну фундаментальну систему розв’язкiв y1(x),
y2(x), . . . , yn(x) цього рiвняння. Тодi згiдно з теоремою 6 ле-
кцiї 8 загальним розв’язком цього рiвняння буде

y = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x),

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi.
Легко переконатися, що лiнiйне однорiдне рiвняння першо-

го порядку y′ + ay = 0, де a – дiйсна стала, має частинний
розв’язок y1 = e−ax. Спробуємо й для лiнiйного однорiдного
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рiвняння n-го порядку (9.1) частинний розв’язок вiдшукати у
виглядi

y = ekx, (9.2)

де k – деяке, поки що невизначене, число (дiйсне або компле-
ксне). Пiдставляючи (9.2) в лiву частину рiвняння (9.1), одер-
жуємо:

L(ekx) = (kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + . . .+ an−1k + an) · ekx. (9.3)

З (9.3) випливає, що функцiя (9.2) буде розв’язком дифе-
ренцiального рiвняння (9.1) тодi i тiльки тодi, коли число k є
коренем алгебричного рiвняння

P (k) ≡ kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + . . .+ an−1k + an = 0. (9.4)

Многочлен P (k) називають характеристичним много-
членом, рiвняння (9.4) – характеристичним рiвнянням,
яке вiдповiдає рiвнянню (9.1), а його коренi – характеристи-
чними числами рiвняння (9.1). Легко бачити, що складаючи
характеристичне рiвняння, досить замiнити в (9.1) похiднi рi-
зних порядкiв вiдповiдними степенями k.

2. Метод Ейлера. Випадок простих характеристи-
чних чисел. Структура фундаментальної системи розв’язкiв,
а отже, i загального розв’язку рiвняння (9.1) залежить вiд ха-
рактеристичних чисел. Припустимо, що всi характеристичнi
числа k1, k2, . . . , kn дiйснi та простi (рiзнi). Тодi згiдно з (9.2)
функцiї

y1 = ek1x, y2 = ek2x, . . . , yn = eknx (9.5)

є частинними розв’язками рiвняння (9.1). Покажемо, що вони є
лiнiйно незалежними. Для цього обчислимо вронскiан функцiй
(9.5):
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W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ek1x ek2x · · · eknx

k1e
k1x k2e

k2x · · · kne
knx

· · · · · · · · · · · ·
kn−1
1 ek1x kn−1

2 ek2x · · · kn−1
n eknx

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= e(k1+k2+···+kn)x ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
k1 k2 · · · kn
· · · · · · · · · · · ·
kn−1
1 kn−1

2 · · · kn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Визначник у правiй частинi останньої рiвностi є визначником
Вандермонда i, як вiдомо з курсу алгебри, дорiвнює добутку
множникiв вигляду kj − ki, де 1 � i < j � n. За припущенням
kj 	= ki (j 	= i), тому W (x) 	= 0. Таким чином, функцiї (9.5)
утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (9.1),
а тому згiдно з теоремою 6 (лекцiя 8) функцiя

y = C1e
k1x + C2e

k2x + . . .+ Cne
knx,

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi, є загальним розв’язком рiв-
няння (9.1).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 0.
Розв’язання. Складаємо характеристичне рiвняння k2−3k+
+ 2 = 0. Його коренями є k1 = 1 i k2 = 2. Отже, загальний
розв’язок має вигляд y = C1e

x + C2e
2x, де C1, C2 – довiльнi

сталi. �

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 7y′′ + 12y′ = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − 7k2 + 12k = 0
має простi коренi k1 = 0, k2 = 3, k3 = 4. Отже, загальним роз-
в’язком є y = C1 + C2e

3x + C3e
4x, де C1, C2, C3 – довiльнi ста-

лi. �

Розглянемо випадок, коли всi характеристичнi числа рiзнi,
але серед них є комплекснi. Нехай a+ bi – одне з таких чисел.
Вiдомо, що коли алгебричне рiвняння з дiйсними коефiцiєнта-
ми має комплексний корiнь, то воно має також i спряжений з
ним корiнь. Отже, характеристичне рiвняння у випадку, який
розглядаємо, має також спряжений комплексний корiнь a− bi.
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Характеристичному числу a + bi вiдповiдає комплексний
розв’язок y = e(a+bi)x. Але, оскiльки за формулою Ейлера

e(a+bi)x = eax(cos bx+ i sin bx),

то дiйсна та уявна частини, тобто функцiї eax cos bx, eax sin bx
також є розв’язками рiвняння (9.1) (див. п. 2 лекцiї 8), причо-
му цi розв’язки лiнiйно незалежнi на (−∞,+∞) (пропонуємо
самостiйно переконатися, що їх вронскiан вiдмiнний вiд нуля).
Спряженому кореню a − bi вiдповiдають також два дiйснi лi-
нiйно незалежнi частиннi розв’язки eax cos bx, −eax sin bx, але
розв’язок −eax sin bx лiнiйно залежний з eax sin bx, а отже, спря-
жений корiнь не породжує нових дiйсних лiнiйно незалежних
частинних розв’язкiв.

Таким чином, якщо всi характеристичнi числа рiзнi, але
серед них є комплекснi, то кожному дiйсному кореню k вiдпо-
вiдає розв’язок ekx, а кожнiй парi спряжених комплексних ко-
ренiв a± bi вiдповiдають два дiйснi лiнiйно незалежнi частиннi
розв’язки вигляду eax cos bx i eax sin bx. Всього матимемо n дiй-
сних частинних розв’язкiв вигляду

ekx, eax cos bx, eax sin bx, (9.6)

якi утворюють фундаментальну систему розв’язкiв. Згiдно з
теоремою 6 з лекцiї 8 загальний розв’язок рiвняння (9.1) одер-
жимо у виглядi лiнiйної комбiнацiї усiх частинних розв’язкiв
(9.6) з довiльними сталими C1, C2, . . . , Cn.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′′′−3y′′+9y′+13y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3−3k2+9k+13 = 0
має один дiйсний i два комплексно спряженi коренi: k1 = −1,
k2 = 2 + 3i, k3 = 2 − 3i. Тому функцiї e−x, e2x cos 3x, e2x sin 3x
утворюють фундаментальну систему розв’язкiв, а загальним
розв’язком є y = C1e

−x + C2e
2x cos 3x+ C3e

2x sin 3x. �

3. Метод Ейлера. Випадок кратних характеристи-
чних чисел. Нехай k1 – дiйсне або комплексне характеристи-
чне число кратностi s. Тодi, як вiдомо з алгебри,

P (k1) = P ′(k1) = . . .= P (s−1)(k1) = 0, P (s)(k1) 	= 0, (9.7)
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де P (k) – характеристичний многочлен.
Для знаходження розв’язкiв, якi вiдповiдають характери-

стичному числу k1, здиференцiюємо тотожнiсть (9.3), записану
у виглядi

L(ekx) = P (k) · ekx,
m разiв за змiнною k, використовуючи формулу Лейбнiца для
m-ї похiдної вiд добутку двох функцiй:

(uv)(m) =

m∑
j=0

Cjm u
(j)v(m−j),

де Cjm = m!
(m−j)!j! – кiлькiсть сполучень з m елементiв по j.

Будемо мати:

L(xmekx) =
m∑
j=0

Cjm P
(j)(k)xm−j ekx.

Тепер, враховуючи (9.7), приходимо до висновку, що
L(xmek1x) ≡ 0 для m = 0, 1, . . . , s− 1. Це означає, що функцiї

ek1x, xek1x, x2ek1x, . . . , xs−1ek1x (9.8)

є розв’язками рiвняння (9.1). Вони, як легко показати, є лi-
нiйно незалежними на iнтервалi (−∞,+∞). Якщо при цьому
число k1 є дiйсним, то функцiї (9.8) також будуть дiйсними.
Таким чином, кожному дiйсному характеристичному числу k1
кратностi s вiдповiдає s дiйсних лiнiйно незалежних розв’язкiв
вигляду (9.8).

Якщо маємо комплексне характеристичне число a+ bi кра-
тностi s, то характеристичним числом тiєї ж кратностi буде
також спряжене число a− bi. Згiдно з (9.8) числу a+ bi вiдпо-
вiдає s комплексних розв’язкiв:

e(a+ib)x, xe(a+ib)x, x2e(a+ib)x, . . . , xs−1e(a+ib)x.

Видiляючи у них дiйснi та уявнi частини, одержуємо 2s дiйсних
розв’язкiв:{

eax cos bx, xeax cos bx, . . . , xs−1eax cos bx,
eax sin bx, xeax sin bx, . . . , xs−1eax sin bx.

(9.9)
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Нескладно довести, що цi розв’язки лiнiйно незалежнi на
(−∞,+∞).

Так само, як i для випадку простого комплексного характе-
ристичного числа, кратне характеристичне число a−bi не поро-
джує нових дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.
Таким чином, кожнiй парi комплексно-спряжених характери-
стичних чисел a± bi кратностi s вiдповiдають 2s дiйсних лiнiй-
но незалежних розв’язкiв вигляду (9.9).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y′′′−7y′′+15y′−9y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3−7k2+15k−9 = 0
має один простий корiнь k1 = 1 i один кратний корiнь k2 =
= k3 = 3. Цим кореням вiдповiдають розв’язки ex, e3x, xe3x, а
y = C1e

x + C2e
3x + C3xe

3x є загальним розв’язком. �

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння y′′′−3y′′+3y′−y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − 3k2 + 3k − 1 =
= 0 має кратний дiйсний корiнь k1 = k2 = k3 = 1. Отже, задане
рiвняння має три лiнiйно незалежнi розв’язки ex, xex, x2ex, а
його загальним розв’язком є y = C1e

x +C2xe
x + C3x

2ex. �

Приклад 6. Зiнтегрувати рiвняння yV−yIV+8y′′′−8y′′+
+ 16y′ − 16y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k5−k4+8k3−8k2+
+ 16k − 16 = 0 має один простий корiнь k1 = 1 i два кратнi
комплексно-спряженi коренi k2 = k3 = 2i, k4 = k5 = −2i. Отже,
загальним розв’язком є

y = C1e
x + C2 cos 2x+ C3x cos 2x+ C4 sin 2x+ C5x sin 2x. �

4. Диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь зi ста-
лими коефiцiєнтами. Розглянемо деякi лiнiйнi диференцi-
альнi рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами, якi за допомогою
замiни незалежної змiнної можна звести до рiвнянь зi сталими
коефiцiєнтами.
Рiвнянням Ейлера називають диференцiальне рiвняння

вигляду

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + . . .+ an−1xy

′ + any = 0, (9.10)
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де a1, a2, . . . , an – сталi дiйснi числа. Побудуємо загальний
розв’язок рiвняння Ейлера для x > 0 (якщо x < 0, то в усiх
наступних викладках потрiбно замiнити x на −x). Зробимо за-
мiну незалежної змiнної за формулою

x = et.

Тодi

y′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
= y′t · e−t,

y′′x2 =
(
y′′t2 · e−t − y′t · e−t

)
e−t =

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t,

y′′′x3 =
(
y′′′t3 − 3y′′t2 + 2y′t

)
e−3t, . . . ,

y
(n)
xn =

(
y
(n)
tn + . . . + (−1)n−1(n− 1)!y′t

)
e−nt.

Пiдставляючи знайденi вирази для y′x, y′′x2 , . . . , y
(n)
xn , а та-

кож x = et, у (9.10), одержимо лiнiйне однорiдне рiвняння n-го
порядку зi сталими коефiцiєнтами. Знайшовши загальний роз-
в’язок цього рiвняння i пiдставивши у нього t = lnx, матимемо
загальний розв’язок рiвняння Ейлера.

Приклад 7. Зiнтегрувати рiвняння Ейлера x2y′′ − 2xy′ +
+ 2y = 0.
Розв’язання. Зробимо замiну незалежної змiнної за форму-
лою x = et (тодi t = lnx). Тодi, як було доведено, y′x = y′te−t,
y′′x2 =

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t. Пiдставляючи цi вирази у вихiдне рiвнян-

ня, для знаходження функцiї y = y(t) одержуємо:

e2t
(
y′′ − y′

)
e−2t − 2ety′e−t + 2y = 0 ⇒ y′′ − 3y′ + 2y = 0 ⇒

y = C1e
t + C2e

2t (див. приклад 1) ⇒ y = C1e
lnx + C2e

2 lnx ⇒
y = C1x+ C2x

2. �

Узагальненням рiвняння Ейлера є рiвняння Лагранжа.
Так називають диференцiальне рiвняння вигляду

(ax+b)ny(n)+p1(ax+b)
n−1y(n−1)+ . . .+pn−1(ax+b)y

′+pny = 0.
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Якщо використати пiдстановку ax + b = q i позначити
q = et, або вiдразу зробити замiну незалежної змiнної за фор-
мулою ax + b = et, то одержимо лiнiйне рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами.

До рiвняння зi сталими коефiцiєнтами зводиться також рiв-
няння Чебишова, тобто рiвняння

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0. (9.11)

Точки x = ±1 є особливими точками цього рiвняння. На
кожному з iнтервалiв (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞) виконуються
умови теореми Кошi. Побудуємо загальний розв’язок рiвняння
(9.11) на iнтервалi (−1, 1). Зробимо замiну незалежної змiнної
за формулою

t = arccos x (x = cos t).

Тодi

y′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
= −y′t

1

sin t
,

y′′x2 = −
(
y′′t2

1

sin t
− y′t

cos t

sin2 t

)(
− 1

sin t

)
= y′′t2

1

sin2 t
− y′t

cos t

sin3 t
.

Пiдставляючи знайденi вирази для y′x i y′′x2 , а також
x = cos t, у рiвняння (9.11), одержуємо диференцiальне рiв-
няння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами:

y′′t2 + n2y = 0. (9.12)

Загальним розв’язком рiвняння (9.12) є

y = C1 cosnt+ C2 sinnt,

а пiсля повернення до змiнної x маємо

y = C1 cos(n arccos x) + C2 sin(n arccos x).

Частиннi розв’язки рiвняння (9.11) Tn = cos(n arccos x) на-
зивають многочленами Чебишова.
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Можна показати [19, с. 158 – 159], що лiнiйне однорiдне рiв-
няння

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = 0

зводиться перетворенням незалежної змiнної до лiнiйного рiв-
няння зi сталими коефiцiєнтами тiльки за допомогою пiдста-
новки

t = α

∫
n
√
p1(x)dx, (9.13)

де α – деяка стала. З формули (9.13) легко знайти застосованi
вище пiдстановки для рiвнянь Ейлера, Лагранжа та Чебишова.

5. Застосування лiнiйних однорiдних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку до коливальних рухiв.
Припустимо, що матерiальна точка маси m прямолiнiйно ру-
хається вздовж осi Ox пiд впливом трьох сил:

1) сили F1, що притягує точку до початку координат; цю
силу вважатимемо пропорцiйною вiддалi x точки вiд початку
координат, тобто F1 = −ax, де a > 0;

2) сили F2 опору середовища, яку припускатимемо пропор-
цiйною швидкостi руху точки (це припущення близьке до дiй-
сностi для незначних швидкостей), тобто F2 = −bx′, де b � 0;

3) збурювальної (зовнiшньої) сили, що спрямована вздовж
осi Ox i дорiвнює F3(t) у момент часу t.

Тодi згiдно з другом законом Ньютона F =ma, де F = F1+
+ F2 + F3, a = x′′(t), маємо диференцiальне рiвняння руху ма-
терiальної точки:

mx′′ = −ax− bx′ + F3(t)

або
x′′ + 2p x′ + q2x = f(t), (9.14)

де p = b/(2m) � 0 – коефiцiєнт опору, q =
√
a/m > 0 – кое-

фiцiєнт вiдхилення, f(t) = F3(t)/m.
Рiвняння (9.14) є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням друго-

го порядку зi сталими коефiцiєнтами. Зiнтегрувавши його, зна-
йдемо закон руху матерiальної точки.
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Оскiльки найбiльший iнтерес становлять випадки, коли
рух, який визначений рiвнянням (9.14), є коливанням точки бi-
ля положення x = 0, то рiвняння (9.14) називають рiвнянням
коливань. При цьому, якщо збурювальна сила вiдсутня, тобто
f(t) ≡ 0, то рiвняння (9.14) називають рiвнянням вiльних
коливань i воно має вигляд

x′′ + 2p x′ + q2x = 0. (9.15)

Диференцiальне рiвняння (9.14), у якому права частина тото-
жно вiдмiнна вiд нуля, називають рiвнянням вимушених
коливань.

Розглянемо рiвняння (9.15) i з’ясуємо, як параметри p, q
впливають на характер руху матерiальної точки. Проаналiзу-
ємо окремi випадки рiвняння (9.15).

Випадок 1. Рух вiдбувається у середовищi без опору
(p = 0). Тодi рiвняння руху має вигляд

x′′ + q2x = 0. (9.16)

Зауважимо, що рiвняння (9.16) описує вертикальнi рухи тiла,
пiдвiшеного на пружинi, пiд впливом сили пружностi пружини
i сили ваги, малi коливання маятника, коливання повiтря в
акустичному резонаторi та iншi явища коливної природи.

Характеристичним рiвнянням для (9.16) є k2+q2 = 0, хара-
ктеристичними числами – комплексно-спряжена пара k1 = qi,
k2 = − qi, а тому загальним розв’язком рiвняння (9.16) є

x = C1 cos qt+ C2 sin qt.

Замiсть довiльних сталих C1, C2 введемо новi сталi A i ϕ
(A > 0) за формулами C1 = A sinϕ, C2 = A cosϕ. Тодi

A =
√
C2
1 + C2

2 , ϕ = arctg
C1

C2
(C2 	= 0),

x = A sinϕ cos qt+A cosϕ sin qt ⇒
x(t) = A sin(qt+ ϕ). (9.17)

Рух, який описується формулою (9.17), називають гармо-
нiчним коливанням. Вiн є, очевидно, перiодичним рухом з
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перiодом T = 2π/q i частотою q. Число A називають ам-
плiтудою коливання (9.17) (це максимальне вiдхилення то-
чки вiд стану рiвноваги). Величину qt + ϕ називають фазою
коливання, а кут ϕ – початковою фазою коливання (9.17).

З формули (9.17) випливає, що всi рухи, визначенi рiвня-
нням (9.16), обмеженi, бо при t → +∞ |x(t)| � A. Графiк
кожного конкретного руху можна одержати за допомогою еле-
ментарних перетворень графiка функцiї x = sin t (рис. 9.1).

O t

x

A

−A

x0

x = A

x = A sin(qt+ ϕ)

Рис. 9.1

Будь-яким початковим умовам x(0) = x0, x′(0) = x′0 згi-
дно з теоремою про iснування та єдинiсть розв’язку задачi
Кошi для лiнiйного рiвняння n-го порядку (лекцiя 7) вiдпо-
вiдає єдиний рух з формули (9.17). Знайдемо його. Оскiльки
x′ = Aq cos(qt+ ϕ), то вiдповiднi значення амплiтуди A i поча-
ткової фази ϕ одержуємо з системи{

A sinϕ = x0,
Aq cosϕ = x′0

⇒ A =
1

q

√
q2x20 + x′0

2, ϕ = arctg
qx0
x′0

.

Випадок 2. Рух вiдбувається у середовищi з опором p > 0.
Характеристичним рiвнянням для (9.15) є k2 + 2pk + q2 = 0, а
характеристичними числами –

k1 = −p+
√
p2 − q2 i k2 = −p−

√
p2 − q2.

Якщо p2 − q2 < 0, то, позначивши p2 − q2 = −h2, загальний
розв’язок рiвняння (9.15) можемо записати як

x = e−pt(C1 cos ht+ C2 sinht),
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де h =
√
q2 − p2, або, враховуючи позначення, якi використо-

вувались при виведеннi формули (9.17), у виглядi

x(t) = Ae−pt sin(ht+ ϕ). (9.18)

Рух точки, який описується формулою (9.18), назива-
ють згасаючим гармонiчним коливанням з перiодом
T = 2π/h, частотою h, амплiтудою Ae−pt, початковою фазою
ϕ (рис. 9.2). На вiдмiну вiд гармонiчного коливання (9.17)
тут амплiтуда є величиною змiнною. Але вона обмежена, бо
Ae−pt � A, i прямує до нуля при t→ +∞. Число A називають
початковою амплiтудою, а p – коефiцiєнтом згасання.
Множник e−pt характеризує швидкiсть згасання коливання.

O t

x

x = Ae−pt

x = Ae−pt sin(ht+ ϕ)

Рис. 9.2

Якщо p2 − q2 > 0, то, позначивши p2 − q2 = h2, загальний
розв’язок рiвняння (9.15) запишемо у виглядi

x(t) = C1e
(h−p) t + C2e

−(h+p) t. (9.19)

Оскiльки h < p, то x(t) → 0 при t→ +∞. Нарештi, якщо
p2 − q2 = 0, то k1 = k2 = − p, а загальним розв’язком є

x(t) = e−p t(C1 + C2t), (9.20)

причому знову x(t) → 0 при t→ +∞.
Рухи, якi описуються формулами (9.19) i (9.20), називають

аперiодичними згасаючими рухами. Iз зростанням t вiд-
хилення x(t) асимптотично наближається до нуля i коливань
навколо положення x = 0 немає. Усi розглянутi рухи назива-
ють вiльними або власними коливаннями.
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Таким чином, наявнiсть опору середовища (p > 0) видозмi-
нює характер коливань, причому, якщо опiр p порiвняно неве-
ликий (p < q), то рухи залишаються перiодичними, згасаючи
при t → +∞, а при великому опорi середовища (p � q) рухи
стають аперiодичними.

Рекомендована лiтература: [9, с. 129 – 137, 387 – 389],
[11, с. 145 – 150], [14, с. 292 – 322, 330 – 349], [16, с. 220 – 241],
[19, с. 131 – 138, 144 – 148, 158 – 162].

Питання до лекцiї 9

1. Який вигляд має лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го
порядку зi сталими коефiцiєнтами?

2. Що називають характеристичним рiвнянням, яку назву
мають коренi характеристичного рiвняння?

3. Який вигляд має формула загального розв’язку лiнiйного
однорiдного рiвняння n-го порядку у випадку простих дiйсних
характеристичних чисел?

4. Якi два дiйснi лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки лi-
нiйного однорiдного рiвняння вiдповiдають парi комплексних
характеристичних чисел a± bi?

5. Якi дiйснi лiнiйно незалежнi розв’язки лiнiйного однорi-
дного рiвняння вiдповiдають дiйсному характеристичному чи-
слу k кратностi s?

6. Який вигляд має рiвняння Ейлера? За допомогою якої
замiни незалежної змiнної його можна звести до рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами?

7. Який вигляд має рiвняння Лагранжа? За допомогою якої
замiни його можна звести до рiвняння зi сталими коефiцiєнта-
ми?

8. Який вигляд має рiвняння Чебишова? За допомогою якої
замiни його можна звести до рiвняння зi сталими коефiцiєнта-
ми? Що таке многочлен Чебишова?

9. Як iнтегрується рiвняння вiльних коливань у середовищi
без опору? Який вигляд має загальний розв’язок цього рiвнян-
ня? Що називають гармонiчним коливанням, його амплiтудою,
перiодом, частотою i початковою фазою? Як залежать амплi-
туда i початкова фаза вiд початкових значень шуканої функцiї
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та її похiдної?
10. Як iнтегрується рiвняння вiльних коливань у середови-

щi з опором? Що називають згасаючим гармонiчним колива-
нням, його перiодом, частотою, амплiтудою i початковою фа-
зою? Яка поведiнка амплiтуди при t→ +∞? Як впливає наяв-
нiсть опору середовища на характер коливань?

Вправи до лекцiї 9

1. Зiнтегруйте лiнiйнi однорiднi рiвняння другого порядку:

а) y′′ − 6y′ + 8y = 0; б) y′′ + 2y′ + 2y = 0; в) y′′ − 2y′ = 0.

2. Зiнтегруйте лiнiйнi однорiднi рiвняння:

а) y′′′ − y′′ = 0; б) y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y = 0; в) yIV − y = 0.

3. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) y′′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1;
б) y′′ − 2y′ + y = 0, y(2) = 1, y′(2) = −2;

в) y′′′ − y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1.

4. Зiнтегруйте рiвняння Ейлера та Лагранжа:

а) x2y′′ + 2xy′ − 12y = 0; б) 2x2y′′ − xy′ − 2y = 0;
в) (2x+ 3)2y′′ + (4x+ 6)y′ − 4y = 0.

5. Для яких значень p i q усi розв’язки рiвняння y′′ + py′ +
+ qy = 0 будуть обмеженi на пiвосi x � 0?

6. Складiть лiнiйне однорiдне рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами якомога меншого порядку, яке має заданi частиннi
розв’язки:

а) y1 = xex; б) y1 = x2e2x; в) y1 = x, y2 = sinx.
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Лекцiя 10. Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку

План

1. Структура загального розв’язку лiнiйного неоднорiдного
рiвняння.

2. Метод варiацiї довiльних сталих.
3. Метод невизначених коефiцiєнтiв.
4. Застосування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь другого по-

рядку до коливальних рухiв.

1. Структура загального розв’язку лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диферен-
цiальне рiвняння

L(y) ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + p2(x)y

(n−2) + . . .

. . .+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y = f(x) (10.1)

i вiдповiдне однорiдне рiвняння

L(y) = 0. (10.2)

Виявляється, що загальний розв’язок лiнiйного неоднорi-
дного рiвняння (10.1) завжди можна знайти, якщо вiдомi за-
гальний розв’язок рiвняння (10.2) i будь-який частинний роз-
в’язок рiвняння (10.1). Це випливає з такої теореми.

Теорема 1. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
рiвняння (10.1) дорiвнює сумi будь-якого його частинного роз-
в’язку та загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвня-
ння (10.2).
Доведення. Нехай Y = Y (x) – вiдомий частинний розв’язок
рiвняння (10.1), тобто L(Y ) ≡ f(x). Введемо нову невiдому
функцiю z = z(x) i покладемо

y = z + Y. (10.3)

Пiдставляючи (10.3) в (10.1) та враховуючи лiнiйнiсть опера-
тора L, одержуємо L(y) = L(z + Y ) = L(z) + L(Y ) = f (x).
Оскiльки L(Y ) = f(x), то

L(z) = 0, (10.4)
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тобто z – розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (10.2).
Тодi згiдно з теоремою 6 (лекцiя 8) загальним розв’язком

рiвняння (10.4) є z = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn, де y1, y2, . . . ,
yn – деяка фундаментальна система розв’язкiв цього рiвняння,
а Cj , j = 1, 2, . . . , n, – довiльнi сталi. Пiдставимо отриманий
розв’язок рiвняння (10.4) у (10.3):

y = C1y1 +C2y2 + . . .+ Cnyn + Y (10.5)

i покажемо, що формула (10.5) визначає загальний розв’я-
зок рiвняння (10.1). Згiдно з означенням загального розв’яз-
ку диференцiального рiвняння n-го порядку для цього потрi-
бно показати, що з (10.5) при належному виборi сталих Cj,
j = 1, 2, . . . , n, можна одержати розв’язок, який задовольняє
довiльнi початковi умови, тобто

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Послiдовно диференцiюючи (10.5), знаходимо⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn + Y,

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . .+ Cny

′
n + Y ′,

· · · · · · · · ·
y(n−1) = C1y

(n−1)
1 + C2y

(n−1)
2 + . . . + Cny

(n−1)
n + Y (n−1).

Якщо пiдставити в цю систему x = x0, то матимемо неодно-
рiдну систему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими Cj, j =
= 1, 2, . . . , n, визначником якої є W (x0). Оскiльки y1, y2, . . . ,
yn – фундаментальна система розв’язкiв, то W (x0) 	= 0. Таким
чином, сталi Cj, j = 1, 2, . . . , n, з отриманої системи визначаю-
ться однозначно, а тому розв’язок (10.5) справдi є загальним.
Теорему доведено.

Теорема 2. Нехай права частина лiнiйного неоднорiдного
рiвняння (10.1) є сумою двох доданкiв, тобто це рiвняння має
вигляд

L(y) = f1(x) + f2(x). (10.6)

Якщо y1 – частинний розв’язок рiвняння L(y) = f1(x), а y2 –
частинний розв’язок рiвняння L(y) = f2(x), то y1 + y2 є ча-
стинним розв’язком рiвняння (10.6).
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Доведення теореми випливає з того, що

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) ≡ f1(x) + f2(x).

Розглянемо, наприклад, рiвняння y′′ + 2y = 2 + ex. Рiвня-
ння y′′ + 2y = 2 має частинний розв’язок y1 = 1, а рiвняння
y′′ + 2y = ex – частинний розв’язок y2 = ex/3. Згiдно з теоре-
мою 2 функцiя y = 1 + ex/3 є частинним розв’язком рiвняння
y′′ + 2y = 2 + ex, у чому легко переконатись перевiркою.

Зауваження. Теорема 2 поширюється i на випадок, коли
права частина рiвняння є сумою довiльної скiнченної кiлькостi
доданкiв.

2. Метод варiацiї довiльних сталих. Розглянемо за-
гальний метод знаходження частинних розв’язкiв неоднорiд-
ного рiвняння (10.1) – метод варiацiї довiльних сталих
(метод Лагранжа).

Нехай маємо загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння (10.2):

y = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn, (10.7)

де y1, y2, . . . , yn – деяка фундаментальна система розв’язкiв
цього рiвняння, а C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi.

Частинний розв’язок рiвняння (10.1) шукаємо у виглядi
(10.7), вважаючи C1, C2, . . . , Cn не сталими, а невiдомими фун-
кцiями вiд x, тобто

y = C1(x)y1 + C2(x)y2 + . . .+ Cn(x)yn. (10.8)

Виберемо тепер функцiї Cj = Cj(x), j = 1, 2, . . . , n, так, щоб
функцiя (10.8) була розв’язком рiвняння (10.1). Диференцiюю-
чи (10.8), одержуємо

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . .+ Cny

′
n +C ′

1y1 + C ′
2y2 + . . . + C ′

nyn.

Накладемо умову, що C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0. Тодi

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . .+ Cny

′
n.
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Диференцiюючи ще один раз, одержуємо:

y′′ = C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + . . . + Cny

′′
n + C ′

1y
′
1 + C ′

2y
′
2 + . . . +C ′

ny
′
n.

Нехай C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . . + C ′

ny
′
n = 0, тодi

y′′ = C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + . . .+ Cny

′′
n.

Продовжуючи диференцiювати i вибираючи функцiї C1,
C2, . . . , Cn так, щоб

C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . . +C ′

ny
(n−2)
n = 0,

одержуємо

y(n−1) = C1y
(n−1)
1 + C2y

(n−1)
2 + . . .+ Cny

(n−1)
n .

I, нарештi,

y(n) = C1y
(n)
1 + C2y

(n)
2 + . . .+ Cny

(n)
n +

+ C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n .

Пiдставимо тепер у рiвняння (10.1) вирази для y та її похiдних:

C1

(
y
(n)
1 + p1y

(n−1)
1 + . . .+ pn−1y

′
1 + pny1

)
+

+ C2

(
y
(n)
2 + p1y

(n−1)
2 + . . .+ pn−1y

′
2 + pny2

)
+ . . .

. . .+ Cn

(
y(n)n + p1y

(n−1)
n + . . . + pn−1y

′
n + pnyn

)
+

+ C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = f(x).

Множники в дужках тотожно дорiвнюють нулю, бо функцiї
y1, y2, . . . , yn є частинними розв’язками рiвняння (10.2). Отже,
останнє рiвняння запишеться так:

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = f(x).

Таким чином, шуканi функцiї Cj(x), j = 1, 2, . . . , n, задо-
вольняють систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0,

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . .+ C ′

ny
′
n = 0,

· · · · · · · · ·
C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−2)
n = 0,

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = f(x).
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Маємо неоднорiдну систему n лiнiйних алгебричних рiвнянь з
n невiдомими C ′

1(x), C
′
2(x), . . . , C

′
n(x). Оскiльки визначником

цiєї системи є вiдмiнний вiд нуля вронскiан функцiй y1, y2, . . . ,
yn, то вона має єдиний розв’язок C ′

1(x), C ′
2(x), . . . , C ′

n(x). Iнте-
груючи, знайдемо функцiї C1(x), C2(x), . . . , Cn(x), пiсля чого
залишиться пiдставити їх у формулу (10.8).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ − y′/x = x.
Розв’язання. Розв’яжемо вiдповiдне однорiдне рiвняння. Ма-
ємо:

y′′

y′
=

1

x
⇒ (ln y′ − lnx)′ = 0 ⇒

ln
y′

x
= lnC ⇒ y′ = C1x ⇒

y = C1x
2 +C2. (10.9)

Нехай тепер C1 = C1(x), C2 = C2(x). З системи{
C ′
1(x)x

2 + C ′
2(x) · 1 = 0,

2C ′
1(x)x+ C ′

2(x) · 0 = x

знаходимо

C ′
1(x) = 1/2, C ′

2(x) = −x2/2 ⇒
C1(x) = x/2 + C1, C2(x) = −x3/6 +C2.

Пiдставляючи C1(x) i C2(x) у (10.9), одержуємо загальний роз-
в’язок:

y = C1x
2 + C2 + x3/3. �

3. Метод невизначених коефiцiєнтiв. Розглянемо тепер
лiнiйне неоднорiдне рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцi-
єнтами:

L(y) ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ an−1y
′ + any = f(x),

(10.10)
де aj – дiйснi числа, функцiя f(x) неперервна на деякому iн-
тервалi (a, b).
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До рiвняння (10.10) можна застосувати метод варiацiї до-
вiльних сталих, викладений у п. 2 цiєї лекцiї, однак цей ме-
тод має суттєвi недолiки: розв’язання алгебричної системи з
досить складними коефiцiєнтами та взяття громiздких iнте-
гралiв. Тому, якщо можливо, методу варiацiї довiльних сталих
уникають i вдаються до так званого методу невизначених
коефiцiєнтiв, який при певнiй структурi правої частини рiв-
няння f(x) дозволяє досить легко знайти частинний розв’язок
лiнiйного неоднорiдного рiвняння (10.10).

Розглянемо окремi випадки, пов’язанi з виглядом правої ча-
стини рiвняння (10.10).

Випадок 1. Нехай функцiя f(x) є добутком многочлена на
показникову функцiю, тобто

L(y) = Pm(x)e
αx, (10.11)

де
Pm(x) = p0x

m + p1x
m−1 + . . .+ pm−1x+ pm

є многочленом з дiйсними або комплексними коефiцiєнтами
(вiн може вироджуватись у сталу), α – дiйсне або комплексне
число.

Будуючи частинний розв’язок рiвняння (10.11), видiляти-
мемо два випадки.

Випадок 1.1. α не є характеристичним числом, тобто
P (α) 	= 0 (P (α) – характеристичний многочлен, див. лекцiю 9).
Тодi частинний розв’язок Y = Y (x) шукатимемо у виглядi

Y = Qm(x)e
αx, (10.12)

де Qm(x) = q0x
m+ q1x

m−1+ . . .+ qm−1x+ qm – многочлен m-го
степеня з невизначеними коефiцiєнтами.

Коефiцiєнти многочлена Qm(x) визначаються пiсля пiдста-
новки (10.12) у рiвняння (10.11) i прирiвнювання коефiцiєнтiв
бiля однакових степенiв x у обох частинах отриманої рiвностi.
Переконаємось, що коефiцiєнти многочлена Qm(x) у цьому ви-
падку знайдуться однозначно. Пiдставляючи (10.12) в (10.11)



Лекцiя 10. Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння n-го порядку 137

та враховуючи властивостi оператора L, одержуємо:

L(Y ) = L
(
Qm(x) · eαx

)
=

= L
(
(q0x

m + q1x
m−1 + . . .+ qm−1x+ qm) · eαx

)
=

= q0L(x
meαx) + q1L(x

m−1eαx) + . . . + qm−1L(xe
αx) +

+ qmL(e
αx) = (p0x

m + p1x
m−1 + . . .+ pm−1x+ pm)e

αx.

Скористаємось тепер формулами

L(eαx) = P (α)eαx, L(xseαx) =

s∑
j=0

CjsP
(j)(α)xs−jeαx,

якi були виведенi у п.3 лекцiї 9. Пiсля скорочення на eαx маємо:

q0

m∑
j=0

CjmP
(j)(α)xm−j + q1

m−1∑
j=0

Cjm−1P
(j)(α)xm−1−j + . . .

. . .+ qm−1

1∑
j=0

Cj1P
(j)(α)x1−j + qmP (α) =

= p0x
m + p1x

m−1 + . . .+ pm−1x+ pm.

Прирiвняємо коефiцiєнти бiля однакових степенiв x:

xm q0P (α) = p0,

xm−1 q0mP
′(α) + q1P (α) = p1,

· · · · · · · · · · · ·
x0 q0P

(m)(α) + q1P
(m−1)(α) + . . .+ qm−1P

′(α) +
+ qmP (α) = pm.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
(10.13)

Оскiльки P (α) 	= 0, то з системи (10.13) послiдовно можна
однозначно визначити всi коефiцiєнти q0, q1, . . . , qm, напри-
клад q0 = p0/P (α), q1 = (p1 − q0mP

′(α))/P (α) i т. д.

Випадок 1.2. α є характеристичним числом кратностi k,
тобто

P (α) = P ′(α) = . . . = P (k−1)(α) = 0, P (k)(α) 	= 0.
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У цьому випадку частинний розв’язок Y у виглядi (10.12) по-
будувати не можна, бо P (α) = 0. Шукатимемо його у виглядi

Y = xkQm(x)e
αx, (10.14)

де Qm(x) – многочлен m-го степеня з невизначеними коефiцi-
єнтами, якi визначаються так само, як i випадку 1.1. Пiдстав-
ляючи (10.14) в (10.11), одержуємо:

L(Y ) = L
(
xkQm(x)e

αx
)
=

= L

⎛
⎝ m∑
j=0

qjx
k+m−jeαx

⎞
⎠=

m∑
j=0

qjL
(
xk+m−jeαx

)
=

=
m∑
j=0

qj

k+m−j∑
s=k

C s
k+m−jP

(s)(α)xk+m−j−seαx =
m∑
j=0

pjx
m−jeαx

або пiсля скорочення на eαx

m∑
j=0

qj

m−j∑
s=0

Ck+sk+m−jP
(k+s)(α)xm−j−s =

m∑
j=0

pjx
m−j .

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x, одер-
жуємо систему:

xm q0C
k
k+mP

(k)(α) = p0,

. . . . . . . . . . . .

x1 q0(k +m)P (k+m−1)(α) + q1(k +m− 1)P (k+m−2)(α) + . . .

. . . + qm−1(k + 1)P (k)(α) = pm−1,

x0 q0P
(k+m)(α) + q1P

(k+m−1)(α) + . . .+ qm−1P
(k+1)(α) +

+ qmP
(k)(α) = pm,

з якої, оскiльки P (k)(α) 	= 0, можна однозначно визначити всi
коефiцiєнти q0, q1, . . . , qm.

Випадок 2. Нехай права частина рiвняння (10.11) має ви-
гляд

f(x) = eax
(
P (1)
m (x) cos bx+ P (2)

m (x) sin bx
)
, (10.15)
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де P (1)
m (x) та P (2)

m (x) – многочлени степенiв не вищих вiд m,
причому хоча б один з них має степiнь m (вони можуть бути й
сталими числами, один з них може бути тотожно рiвним нулю).

Якщо скористатись формулами Ейлера

cos bx =
eibx + e−ibx

2
, sin bx =

eibx − e−ibx

2i
,

то (10.15) можемо записати у виглядi

f(x) = P (1)
m (x)eax

eibx + e−ibx

2
+ P (2)

m (x)eax
eibx − e−ibx

2i
=

= P̃ (1)
m (x)e(a+ib)x + P̃ (2)

m (x)e(a−ib)x,

де P̃ (1)
m (x), P̃ (2)

m (x) – многочлени степеня m, тобто f(x) є сумою
двох доданкiв, якi розглядались у випадку 1.

Випадок 2.1. Нехай a+ bi не є характеристичним числом.
Згiдно з теоремою 2 у цьому випадку частинний розв’язок зна-
йдеться у виглядi

Y (x) = Q̃(1)
m (x)e(a+ib)x + Q̃(2)

m (x)e(a−ib)x,

де Q̃(1)
m (x) i Q̃(2)

m (x) – многочлени степеня m з невизначеними
коефiцiєнтами. Перейшовши до дiйснозначних функцiй, одер-
жуємо остаточне правило знаходження частинного розв’язку
рiвняння (10.11) з правою частиною вигляду (10.15): якщо a+bi
не є характеристичним числом, то частинний розв’язок зна-
йдеться у виглядi

Y (x) = eax
(
Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx
)
,

де Q(1)
m (x) i Q(2)

m (x) – многочлени степеня m з невизначеними
коефiцiєнтами.

Випадок 2.2. Нехай a+ bi є k-кратним характеристичним
числом. У цьому випадку частинний розв’язок знайдеться у
виглядi

Y (x) = xk
(
Q̃(1)
m (x)e(a+ib)x + Q̃(2)

m (x)e(a−ib)x
)
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або
Y (x) = xkeax

(
Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx
)
.

В обох випадках коефiцiєнти многочленiв Q(1)
m (x) i Q(2)

m (x) ви-
значаються пiсля пiдстановки Y (x) у рiвняння (10.1).

Зауважимо, що схема знаходження частинного розв’язку
Y (x) не змiниться, якщо P (1)

m (x) ≡ 0 або P (2)
m (x) ≡ 0. А якщо

f(x) = f1(x)+. . .+fk(x), де f1(x), f2(x), . . . , fk(x) мають вигляд
(10.12) або (10.15) iз рiзними α, a + bi, то згiдно з теоремою 2
Y = Y1+ . . .+Yk, де Yj = Yj(x) – частинний розв’язок рiвняння
L(y) = fj(x), j = 1, 2, . . . , k.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 2y′′ = − 24x2 +
+ 24x− 4− 2ex.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − 2k2 = 0 має ко-
ренi k1 = k2 = 0, k3 = 2, тому загальним розв’язком вiдповiдно-
го однорiдного рiвняння є y0 = C1+C2x+C3e

2x. Праву частину
заданого рiвняння запишемо у виглядi f(x) = f1(x) + f2(x), де
f1(x) = (−24x2 + 24x− 4)e0x, f2(x) = − 2ex.

Оскiльки α = 0 є характеристичним числом кратностi 2, а
α = 1 не є характеристичним числом, то частинний розв’язок
шукаємо у виглядi

Y = x2(Ax2 +Bx+ C) +Dex = Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dex.

Пiдставляючи це Y у задане рiвняння, одержуємо тотожнiсть

−24Ax2 + (24A − 12B)x+ (6B − 4C)−Dex ≡
≡ −24x2 + 24x− 4− 2ex,

з якої, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x,
знаходимо A, B, C, D:

x2 −24A = −24,
x1 24A− 12B = 24,
x0 6B − 4C = −4,
ex −D = −2

⇒ A = 1, B = 0, C = 1, D = 2.

Отже, Y = x4 + x2 + 2ex, а тому загальним розв’язком є

y = C1 + C2x+ C3e
2x + x4 + x2 + 2ex. �
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4. Застосування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь дру-
гого порядку до коливальних рухiв. Розглянемо диферен-
цiальне рiвняння вимушених коливань (лекцiя 9)

x′′ + 2p x′ + q2x = f(t). (10.16)

Згiдно з теоремою 1 про структуру загального розв’язку
лiнiйного неоднорiдного рiвняння усi рухи, якi визначаються
рiвнянням (10.16), утворюються з сукупностi усiх рухiв, визна-
чених вiдповiдним однорiдним рiвнянням (рiвнянням вiльних
коливань точки), i будь-якого одного руху, визначеного не-
однорiдним рiвнянням (10.16).

Розглянемо випадок, коли збурювальна сила f(t) перiоди-
чна i має синусоїдальний характер.

Випадок 1. Рух вiдбувається у середовищi без опору
(p = 0). Тодi рiвняння руху має вигляд

x′′ + q2x =M sinωt. (10.17)

Власнi коливання x0(t), якi визначаються вiдповiдним
однорiдним рiвнянням x′′+ q2x = 0, є гармонiчними (див. фор-
мулу (9.17) з лекцiї 9):

x0(t) = Â sin(qt+ ϕ). (10.18)

Залишається знайти частинний розв’язок рiвняння (10.17).
Вигляд цього розв’язку залежить вiд того, чи є число a+ib= iω
коренем характеристичного рiвняння k2 + q2 = 0. Оскiльки
k1,2 = ± iq, то все залежить вiд того, чи збiгається частота збу-
рювальної сили з частотою власних коливань (резонансний
випадок), чи маємо незбiг цих частот (нерезонансний ви-
падок).

Розглянемо спочатку нерезонансний випадок, тобто коли
ω 	= q. Частинний розв’язок рiвняння (10.17) X(t) шукаємо у
виглядi X(t) = A cosωt + B sinωt, де A i B – деякi сталi, якi
визначимо згодом (випадок 2.1 п. 3 цiєї лекцiї). Тодi

X ′(t) = −Aω sinωt+Bω cosωt,

X ′′(t) = −Aω2 cosωt−Bω2 sinωt
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i, пiдставляючи в (10.17), одержуємо рiвняння

−Aω2 cosωt−Bω2 sinωt+ q2(A cos ωt+B sinωt) =M sinωt.

З нього, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля cosωt, sinωt вiдповiдно,
маємо: {−Aω2 +Aq2 = 0,

−Bω2 +Bq2 =M
⇒ A = 0, B =

M

q2 − ω2
.

Таким чином, X(t) = M
q2−ω2 sinωt, а загальним розв’язком рiв-

няння (10.17) є

x(t) =
M

q2 − ω2
sinωt+ Â sin(qt+ ϕ).

Вимушенi коливання, визначенi цим загальним розв’язком,
називають накладеними гармонiчними коливаннями.

Розглянемо рiвняння вимушених коливань

x′′ + q2x =M sin qt, (10.19)

яке є окремим випадком рiвняння (10.17), коли ω = q, тобто
коли частота збурювальної сили збiгається з частотою власних
коливань (резонанс). У цьому випадку частинний розв’язок
має вигляд

X(t) = t(A cos qt+B sin qt),

бо iq є простим характеристичним числом (випадок 2.2 п. 3 цiєї
лекцiї). Тодi

X ′(t) = A cos qt+B sin qt+ tq(−A sin qt+B cos qt),

X ′′(t) = −2Aq sin qt+ 2Bq cos qt− tq2(A cos qt+B sin qt)

i, пiдставляючи в (10.19), одержуємо рiвняння

−2Aq sin qt+ 2Bq cos qt− q2t(A cos qt+B sin qt) +

+ q2t(A cos qt+B sin qt) =M sin qt ⇒
−2Aq sin qt+ 2Bq cos qt =M sin qt.
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Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля cos qt, sin qt вiдповiдно,
знаходимо, що A = −M

2q , B = 0. Таким чином,

X(t) = −M
2q
t cos qt. (10.20)

Частинний розв’язок (10.20) є вимушеним коливанням i має
необмежену амплiтуду при t → +∞. Графiк цього коливання
розташований мiж прямими x = M

2q t i x = −M
2q t (рис. 10.1).

O t

x

x =
M
2q
t

x = −M
2q t

x = −M
2q t cos qt

Рис. 10.1

У реальних фiзичних системах коливання нiколи не можуть
зростати необмежено, бо коливання з необмеженою амплiту-
дою або стримуються опором, або призводять до руйнування
системи.

Загальним розв’язком рiвняння (10.19) є

x(t) = Â sin(qt+ ϕ)− M

2q
t cos qt.

Вимушенi коливання, визначенi цим розв’язком, утворюються
накладанням гармонiйних коливань (10.18) i коливань з нео-
бмеженою амплiтудою (10.20).

Випадок 2. Рух вiдбувається в середовищi з малим опо-
ром (p < q). Припустимо, що збурювальна сила має синусої-
дальний характер. Тодi рiвнянням руху є

x′′ + 2p x′ + q2x =M sinωt. (10.21)
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Згiдно з формулою (9.18) власнi коливання x0(t) мають ви-
гляд

x0(t) = Âe−pt sin
(√

q2 − p2 t+ ϕ
)
.

Частинний розв’язок X(t) рiвняння (10.21) шукаємо у ви-
глядi

X(t) = A cosωt+B sinωt, (10.22)

де сталi A i B знайдемо, пiдставляючи (10.22) в (10.21):

−Aω2 cosωt−Bω2 sinωt+ 2p(−Aω sinωt+Bω cosωt) +

+ q2(A cosωt+B sinωt) =M sinωt ⇒(−Aω2 + 2pBω +Aq2
)
cosωt+

+
(−Bω2 − 2pAω + q2B

)
sinωt =M sinωt ⇒{

A(q2 − ω2) + 2pωB = 0,
−2pAω + (q2 − ω2)B =M

⇒

A =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
, B =

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
.

Отже,

X(t) =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt,

(10.23)
а загальний розв’язок рiвняння (10.21) має вигляд

x(t)=
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt +

+ Âe−pt sin
(√

q2 − p2 t+ ϕ
)
.

Оскiльки при t→ +∞ останнiй доданок прямує до нуля, то
для достатньо великих t можна вважати, що

x(t) =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt,

тобто власними (згасаючими) коливаннями можна знехтувати.
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Амплiтуда Ã вимушеного коливання (10.23) виражається
формулою Ã = M√

(ω2−q2)2+4p2ω2
, а якщо опiр p дуже малий, то

Ã ≈ M
|ω2−q2| . Звiдси випливає, що при наближеннi ω до q амплi-

туда Ã є доволi значною навiть для малого M.

Рекомендована лiтература: [5, с. 176 – 212], [9, с. 103 –
108, 138 – 148], [11, с. 151 - 154], [16, с. 243 – 261], [19, с. 125 –
130, 138 – 144, 148 – 150].

Питання до лекцiї 10

1. Яку структуру має загальний розв’язок лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння n-го порядку?

2. Який вигляд має частинний розв’язок лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння, якщо його права частина є сумою двох або
бiльшої кiлькостi доданкiв?

3. У чому полягає метод варiацiї довiльних сталих iнтегру-
вання лiнiйного неоднорiдного рiвняння n-го порядку?

4. У чому полягає метод невизначених коефiцiєнтiв знахо-
дження частинних розв’язкiв лiнiйного неоднорiдного рiвняння
n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами? Якого вигляду має бу-
ти права частина рiвняння, щоб можна було використати цей
метод?

5. Який вигляд має рiвняння вимушених коливань у сере-
довищi без опору у випадку перiодичної збурювальної сили си-
нусоїдального характеру? Як iнтегрується це рiвняння? Який
вигляд має загальний розв’язок у нерезонансному i резонан-
сному випадках?

6. Як iнтегрується рiвняння вимушених коливань у сере-
довищi з малим опором у випадку перiодичної збурювальної
сили синусоїдального характеру? Який вигляд має графiк ча-
стинного розв’язку цього рiвняння?

Вправи до лекцiї 10

1. Зiнтегруйте лiнiйнi неоднорiднi рiвняння методом варiа-
цiї довiльних сталих:

а) y′′ + 3y′ + 2y = 2
ex+1 ; б) y′′ + 4y = 1

sin 2x ;
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в) y′′ − 2y′ + y = ex

x .

2. Зiнтегруйте лiнiйнi неоднорiднi рiвняння методом неви-
значених коефiцiєнтiв:

а) y′′ − y = x2 + 3x; б) y′′ − 4y′ = x+ 2;
в) y′′ + y′ = 2 sinx+ x cos x.

3. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) y′′ + y = ex, y(0) = 1, y′(0) = −2;
б) y′′ + 2y′ + 2y = xe−x, y(0) = 0, y′(0) = 0.

4. Для кожного рiвняння запишiть частинний розв’язок з
невизначеними коефiцiєнтами, не шукаючи їх:

а) y′′ − 2y′ + 2y = 5x2ex + 2cos x; б) y′′ + 4y = sin 2x+ cos 3x;
в) y′′ + 7y′ + 10y = xe−2x sin 5x.

Лекцiя 11. Лiнiйнi однорiднi рiвняння другого
порядку

План

1. Канонiчна форма лiнiйного однорiдного рiвняння друго-
го порядку.

2. Самоспряжена форма лiнiйного однорiдного рiвняння
другого порядку.

3. Побудова загального розв’язку у випадку, якщо вiдомий
один частинний розв’язок.

4. Використання формули Остроградського – Лiувiлля для
iнтегрування лiнiйного однорiдного рiвняння другого порядку.

5. Iнтегрування лiнiйних рiвнянь за допомогою степеневих
рядiв.
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1. Канонiчна форма лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня другого порядку. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння друго-
го порядку часто виникають при розв’язуваннi рiзноманiтних
прикладних задач механiки, фiзики, бiологiї та iнших наук.

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння другого порядку

a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0, (11.1)

де a(x), b(x), c(x) – неперервнi функцiї на деякому iнтервалi
(a, b).

Якщо a(x) 	= 0 на iнтервалi (a, b), то рiвняння (11.1) можна
записати у виглядi

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (11.2)

де p(x) = b(x)/a(x), q(x) = c(x)/a(x).
Покажемо, що рiвняння (11.2) можна звести до рiвняння,

яке не мiстить першої похiдної. Для цього запровадимо замiну

y = α(x) z, (11.3)

де z = z(x) – нова шукана функцiя, α(x) – поки що невiдо-
ма функцiя, яка буде знайдена згодом. Пiдставляючи (11.3) в
(11.2), одержуємо:

α′′(x)z + 2α′(x)z′ + α(x)z′′ +
+ p(x)

(
α′(x)z + α(x)z′

)
+ q(x)α(x)z = 0 ⇒

z′′ +
(
2α′(x)
α(x)

+ p(x)

)
·z′ +

(
α′′(x)
α(x)

+ p(x)
α′(x)
α(x)

+ q(x)

)
·z = 0.

(11.4)

Виберемо тепер функцiю α(x) так, щоб коефiцiєнт бiля z′ пе-
ретворився у нуль, тобто

2α′(x)
α(x)

+ p(x) = 0.

Звiдси знаходимо, що

α(x) = e−
1
2

∫
p(x)dx. (11.5)
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Враховуючи, що

α′(x) = −p(x)
2
e−

1
2

∫
p(x)dx,

α′′(x) =
(
−p

′(x)
2

+
p2(x)

4

)
e−

1
2

∫
p(x)dx,

надамо рiвнянню (11.4) вигляду

z′′ +
(
−p

′(x)
2

− p2(x)

4
+ q(x)

)
z = 0.

Таким чином, з (11.3) i (11.5) випливає, що замiна шуканої
функцiї за формулою

y = e−
1
2

∫
p(x)dx · z

зводить рiвняння (11.2) до рiвняння

z′′ + I(x) z = 0, (11.6)

де позначено

I(x) = −p
′(x)
2

− p2(x)

4
+ q(x).

Рiвняння (11.6) називають канонiчною формою рiвняння
(11.2), а функцiю I(x) – iнварiантом рiвняння (11.2), бо вона
не змiнює свого значення для всiх перетворень за допомогою
пiдстановок вигляду (11.3). Очевидно, що коли рiвняння (11.6)
iнтегрується у квадратурах, то iнтегрується у квадратурах i
рiвняння (11.2). Так, наприклад, буде, якщо I(x) = C, I(x) =
= C

x2 або I(x) =
C

(ax+b)2 . У першому випадку рiвняння (11.6) бу-
де лiнiйним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, у другому –
рiвнянням Ейлера, у третьому – рiвнянням Лагранжа (див. ле-
кцiю 9). Зауважимо, що для лiнiйного рiвняння другого по-
рядку зi сталими коефiцiєнтами iнварiантом є взятий з проти-
лежним знаком дискримiнант вiдповiдного характеристичного
рiвняння.
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Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння Бесселя

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0. (11.7)

Розв’язання. Iснування та єдинiсть розв’язку гарантованi на
iнтервалах (−∞, 0) i (0,∞); x = 0 – особлива точка рiвняння
Бесселя. Оскiльки p(x) = 1/x, q(x) = 1− n2

/
x2, то

I(x) = 1 +

(
1

4
− n2

)
· 1
x2
.

Якщо, наприклад, n = ±1/2, то I(x) = 1 i, враховуючи
(11.6), маємо:

z′′ + z = 0 ⇒ z = C1 cosx+ C2 sinx.

Враховуючи тепер, що y = e−
1
2

∫
dx
x z = z√

x
, остаточно одер-

жуємо

y = C1
cos x√
x

+ C2
sinx√
x
. �

Зауважимо, що до рiвняння Бесселя вигляду (11.7), окре-
мий випадок якого зiнтегрований у прикладi 1, зводиться ба-
гато задач фiзики, механiки та астрономiї, наприклад, задачi
про стiйкiсть вертикального стрижня, який має форму зрiзано-
го конуса i стискається поздовжньою силою, поздовжнiй згин
вертикального стрижня пiд дiєю власної ваги ([14, с. 390 – 395],
[5, с. 222 – 229]).

2. Самоспряжена форма лiнiйного однорiдного рiв-
няння другого порядку. Лiнiйне однорiдне рiвняння другого
порядку, в якому коефiцiєнт бiля y′ дорiвнює похiднiй вiд кое-
фiцiєнта бiля y′′, тобто рiвняння

p(x)y′′ + p′(x)y′ + q(x)y = 0

або (
p(x)y′

)′
+ q(x)y = 0 (11.8)

називають самоспряженим.
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Покажемо, що будь-яке лiнiйне однорiдне рiвняння другого
порядку (11.1) з неперервними на iнтервалi (a, b) коефiцiєнтами
a(x), b(x), c(x) (a(x) 	= 0) завжди можна звести до самоспряже-
ного вигляду. Для цього помножимо обидвi частини рiвняння
(11.1) на поки що невiдому функцiю μ(x):

a(x)μ(x)y′′ + b(x)μ(x)y′ + c(x)μ(x)y = 0.

Виберемо тепер функцiю μ(x) так, щоб справджувалась рiв-
нiсть

b(x)μ(x) =
(
a(x)μ(x)

)′ ⇒
a(x)μ′(x) +

(
a′(x)− b(x)

)
μ(x) = 0 ⇒

μ′(x)
μ(x)

+
a′(x)− b(x)

a(x)
= 0 ⇒

μ(x) =
1

a(x)
· e

∫ b(x)
a(x)

dx
. (11.9)

Таким чином, помноживши (11.1) на знайдену функцiю
μ(x), одержуємо

e
∫ b(x)
a(x)

dx · y′′ + b(x)

a(x)
e
∫ b(x)
a(x)

dx · y′ + c(x)

a(x)
e
∫ b(x)
a(x)

dx · y = 0 ⇒(
e
∫ b(x)
a(x)

dx
y′
)′

+
c(x)

a(x)
e
∫ b(x)
a(x)

dx · y = 0,

тобто рiвняння (11.8), у якому

p(x) = e
∫ b(x)
a(x)

dx
, q(x) =

c(x)

a(x)
e
∫ b(x)
a(x)

dx
.

З двох останнiх формул випливає, що p(x) i q(x) – неперерв-
нi на (a, b), причому p(x) > 0.

Приклад 2. Звести рiвняння Бесселя (11.7) до самоспря-
женої форми.
Розв’язання. Розглянемо задане рiвняння на iнтервалi
(0,+∞). Використовуючи формулу (11.9), знаходимо функцiю
μ(x):

μ(x) =
1

a(x)
e
∫ b(x)
a(x)

dx
=

1

x2
e
∫
dx
x =

1

x
.
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Отже, рiвняння Бесселя у самоспряженiй формi запишеться
таким чином:

xy′′ + y′ +
(
x− n2

x

)
y = 0 ⇒ (

xy′
)′
+

(
x− n2

x

)
y = 0. �

3. Побудова загального розв’язку у випадку, якщо
вiдомий один частинний розв’язок. Нехай вiдомий один
нетривiальний частинний розв’язок y1 = y1(x) рiвняння (11.2).
Покажемо, що запровадивши замiну

y = y1

∫
u dx, (11.10)

де u = u(x) – нова невiдома функцiя, рiвняння (11.2) можна
звести до лiнiйного однорiдного рiвняння першого порядку, а
отже, рiвняння (11.2) iнтегрується у квадратурах.

Пiдставляючи (11.10) у (11.2), одержуємо:

y′′1

∫
u dx+ 2y′1u+ y1u

′+

+p(x)

(
y′1

∫
u dx+ y1u

)
+ q(x)y1

∫
u dx = 0 ⇒

(
y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1

) ·∫ u dx+
(
2y′1 + p(x)y1

)
u+ y1u

′ = 0.

Оскiльки y1 – частинний розв’язок рiвняння (11.10), то

y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1 = 0,

а тому

y1u
′ +
(
2y′1 + p(x)y1

)
u = 0 ⇒ u′ +

(
2
y′1
y1

+ p(x)

)
u = 0.

Для знаходження функцiї u одержали рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними. Його загальним розв’язком, як легко пе-
реконатися, є u = C

y21
e−

∫
p(x)dx. Нехай C = 1. Пiдставимо отри-

мане значення u у (11.10), тодi другий частинний розв’язок
рiвняння (11.2) подається формулою

y2 = y1

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx,



152 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

а тому згiдно з теоремою 6 (лекцiя 8) загальним розв’язком
рiвняння (11.2) є

y = y1

(
C1 + C2

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx

)
. (11.11)

Формулу (11.11) називають формулою Абеля.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння Лежандра

(1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.

Розв’язання. Iснування та єдинiсть розв’язку гарантованi на
iнтервалах (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞); x = ±1 – особливi точки
рiвняння Лежандра. Один частинний розв’язок заданого рiв-
няння легко вгадується: y1 = x. Оскiльки p(x) = − 2x

1−x2 , то
згiдно з (11.11) маємо

y = x

(
C1 + C2

∫
e
∫

2x
1−x2 dx

x2
dx

)
= x

(
C1 + C2

∫
dx

(1− x2)x2

)
=

= x

(
C1 + C2

∫ (
1

1− x2
+

1

x2

)
dx

)
=

= x

(
C1 + C2

(
1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣− 1

x

))
.

Вiдповiдь: y = x
(
C1 + C2

(
1
2 ln
∣∣∣ 1+x1−x

∣∣∣− 1
x

))
.

4. Використання формули Остроградського – Лiу-
вiлля для iнтегрування лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня другого порядку. Якщо вiдомий один нетривiальний ча-
стинний розв’язок y1(x) рiвняння (11.2), то це рiвняння можна
зiнтегрувати iншим способом, нiж у попередньому пунктi, з ви-
користанням формули Остроградського – Лiувiлля.

Згiдно з теоремою 6 (лекцiя 8) для того, щоб знайти загаль-
ний розв’язок рiвняння (11.2), потрiбно знати фундаментальну
систему розв’язкiв цього рiвняння. Нехай y2(x) – такий розв’я-
зок рiвняння (11.2), що y1(x), y2(x) утворюють фундаменталь-
ну систему розв’язкiв. Використовуючи формулу Остроград-
ського – Лiувiлля у виглядi W (x) = C · e−

∫
p(x)dx (формула
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(11.16) з лекцiї 8)), одержуємо:∣∣∣∣ y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = e−
∫
p(x)dx (якщо C = 1) ⇒

y1y
′
2 − y′1y2 = e−

∫
p(x)dx. (11.12)

Отже, для знаходження функцiї y2(x) маємо рiвняння
(11.12) – лiнiйне рiвняння першого порядку. Зiнтегруємо йо-
го. Для цього подiлимо обидвi частини цього рiвняння на y21
(y1 	= 0):(

y2
y1

)′
=

1

y21
e−

∫
p(x)dx ⇒ y2 = y1

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx.

Оскiльки функцiї y1(x), y2(x) за побудовою утворюють фун-
даментальну систему розв’язкiв рiвняння (11.2), то шуканим
загальним розв’язком є

y = y1

(
C1 +C2

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx

)
.

Одержали формулу Абеля (11.11).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння

(x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.

Розв’язання. Легко перевiрити, що y1(x) = x є частинним
розв’язком заданого рiвняння. Оскiльки p(x) = − 2x

x2+1
, то, ви-

користовуючи формулу (11.12), одержуємо:

y1y
′
2 − y′1y2 = e

∫
2x

x2+1
dx ⇒ y1y

′
2 − y′1y2 = eln(x

2+1) ⇒
y1y

′
2 − y′1y2
y21

=
x2 + 1

x2
⇒

(
y2
y1

)′
=
x2 + 1

x2
⇒

y2 = x

(
x− 1

x

)
= x2 − 1.

Отже, загальним розв’язком є y = C1x+ C2(x
2 − 1). �
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5. Iнтегрування лiнiйних рiвнянь за допомогою сте-
пеневих рядiв. Вiдомо, що розв’язки лiнiйного диференцiаль-
ного рiвняння другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами не
завжди виражаються через елементарнi функцiї, а iнтегруван-
ня таких рiвнянь рiдко зводиться до квадратур.

Найбiльш поширеним методом iнтегрування вказаних рiв-
нянь є зображення шуканого розв’язку у виглядi степеневого
ряду. Нагадаємо деякi поняття i факти, що стосуються степе-
невих рядiв.

Функцiю f(x), яка визначена на iнтервалi (a, b), називають
аналiтичною в точцi x0 ∈ (a, b), якщо її можна розвинути
в степеневий ряд, збiжний у деякому околi точки x0. Кажуть,
що функцiя f(x) аналiтична на iнтервалi (a, b), якщо вона в
кожнiй точцi x0 ∈ (a, b) може бути розвинена в степеневий ряд,
що збiгається в деякому околi точки x0. Зокрема, якщо ряд

f(x) =
∞∑
k=0

ck(x− x0)
k

має радiус збiжностi r > 0, то функцiя f(x) аналiтична на iн-
тервалi (x0 − r, x0 + r).

Розглянемо диференцiальне рiвняння (11.2), в якому фун-
кцiї p(x) i q(x) аналiтичнi на iнтервалi (x0 − a, x0 + a), тобто їх
можна розвинути у степеневi ряди

p(x) =
∞∑
k=0

pk · (x− x0)
k, q(x) =

∞∑
k=0

qk · (x− x0)
k,

якi збiгаються на iнтервалi (x0 − a, x0 + a).

Теорема 1. Якщо у рiвняннi (11.2) функцiї p(x) i q(x) ана-
лiтичнi на iнтервалi (x0 − a, x0 + a), то будь-який розв’язок
цього рiвняння є аналiтичною функцiєю при x ∈ (x0−a, x0+a),
тобто може бути розвинений у степеневий ряд

y(x) =

∞∑
k=0

ck(x− x0)
k, (11.13)

що збiгається для (x0 − a, x0 + a).
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Доведення цiєї теореми можна знайти, наприклад, в [17,
с. 284 – 286].

Точку x = x0 називають точкою аналiтичностi рiв-
няння (11.2). В околi точки аналiтичностi розв’язок рiвняння
(11.2) шукають у виглядi ряду (11.13), де числа c0, c1, c2, . . .
пiдлягають визначенню.

Приклад 5. За допомогою степеневих рядiв зiнтегрувати
рiвняння y′′ + xy = 0.
Розв’язання. Вiдзначимо, що задане рiвняння не iнтегрується
у квадратурах. Його розв’язок шукаємо у виглядi ряду

y(x) =
∞∑
k=0

ckx
k, (11.14)

вважаючи ck, k = 0, 1, . . . невизначеними коефiцiєнтами. По-
кажемо, що цi коефiцiєнти можна визначити i при цьому ряд
(11.14) збiгатиметься в деякому околi точки x = 0.

Двiчi здиференцiюємо ряд (11.14) i пiдставимо його разом
з рядом для y′′ у задане рiвняння. Одержимо тотожнiсть

∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k−2 +

∞∑
k=0

ckx
k+1 ≡ 0 ⇒

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ck+2x
k ≡ −

∞∑
k=1

ck−1x
k.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x, зна-
ходимо, що

c2 = 0, ck+2 = − 1

(k + 1)(k + 2)
ck−1, k � 1.

Отже,

c3m =
(−1)mc0

3m(3m − 1)(3m − 3)(3m − 4) · . . . · 3 · 2 ,

c3m+1 =
(−1)mc1

(3m+ 1)3m(3m − 2)(3m− 3) · . . . · 4 · 3 , c3m+2 = 0,
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де m = 1, 2, . . ., а коефiцiєнти c0 i c1 залишаються невизначе-
ними (довiльними).

Покладаючи c0 = 1, c1 = 0, що рiвносильно початковим
умовам y(0) = 1, y′(0) = 0, знаходимо ряд

y1(x) = 1+

∞∑
m=1

(−1)mx3m

3m(3m− 1)(3m− 3)(3m − 4) · . . . · 3 · 2 . (11.15)

Покладаючи c0 = 0, c1 = 1, що рiвносильно початковим умо-
вам y(0) = 0, y′(0) = 1, одержуємо ряд

y2(x) = x+
∞∑
m=1

(−1)mx3m+1

(3m+ 1)3m(3m− 2)(3m − 3) · . . . · 4 · 3 . (11.16)

Використовуючи ознаку Д’Аламбера, легко показати, що
ряди (11.15), (11.16) збiгаються для всiх x ∈ (−∞,+∞), а тому
їх можна диференцiювати на (−∞,+∞). Пiдставляючи (11.15),
(11.16) у рiвняння (11.2), переконуємось, що y1(x), y2(x) –
розв’язки рiвняння (11.2). Бiльш того, цi розв’язки лiнiйно не-
залежнi на (−∞,+∞), бо їх вронскiан вiдмiнний вiд нуля у
точцi x = 0:

W (0) =

∣∣∣∣ y1(0) y2(0)
y′1(0) y′2(0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

Отже, загальний розв’язок має вигляд

y = C1y1(x) + C2y2(x),

де y1(x), y2(x) визначаються формулами (11.15), (11.16), а C1,
C2 – довiльнi сталi. �

Зазначимо, що метод степеневих рядiв можна використову-
вати також для розв’язування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
другого порядку

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x),

якщо p(x), q(x) i f(x) – аналiтичнi функцiї в деякому околi
точки x = x0.
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Розглянемо тепер випадок, коли p(x) i q(x) – коефiцiєнти
рiвняння (11.2) – не є аналiтичними в околi точки x = x0. Точку
x = x0, для якої lim

x→x0
p(x) = ∞ або lim

x→x0
q(x) = ∞, називають

особливою точкою рiвняння (11.2).
Нехай коефiцiєнти рiвняння (11.2) можна подати форму-

лами p(x) = p1(x)
x−x0 , q(x) = q1(x)

(x−x0)2 , де p1(x), q1(x) – аналiтичнi
функцiї на iнтервалi (x0 − a, x0 + a), тобто

p1(x) =

∞∑
k=0

p1k(x− x0)
k, q1(x) =

∞∑
k=0

q1k(x− x0)
k.

Тодi рiвняння (11.2) зручно записати у виглядi

(x− x0)
2y′′ + (x− x0)p1(x)y

′ + q1(x)y = 0, x 	= x0.

Якщо x = x0 – особлива точка рiвняння (11.2) (це буде, якщо
хоча б одне з чисел p10, q10, q11 вiдмiнне вiд нуля), то її нази-
вають регулярною особливою точкою. В околi регулярної
особливої точки x = x0 розв’язки рiвняння (11.2), взагалi ка-
жучи, можуть не зображатись у виглядi степеневого ряду ви-
гляду (11.13). Наприклад, обидва розв’язки y1 = x1/2 i y2 = x−2

рiвняння Ейлера x2y′′+ 5
2xy

′−y = 0 не можна розвинути у сте-
пеневi ряди вигляду (11.13), тобто у ряди за цiлими додатними
степенями x.

У цьому випадку розв’язок рiвняння потрiбно шукати у ви-
глядi узагальненого степеневого ряду

y(x) = (x− x0)
r

∞∑
k=0

ck(x− x0)
k,

де числа r, c0, c1, . . . пiдлягають визначенню.

Приклад 6. Знайти загальний розв’язок рiвняння

xy′′ + 2y′ + xy = 0. (11.17)
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Розв’язання. Точка x0 = 0 є особливою, бо p(x) = 2
x → ∞ при

x→ 0. Тому розв’язок шукаємо у виглядi узагальненого степе-
невого ряду

y(x) = xr
∞∑
k=0

ckx
k.

Тодi

y′(x) =
∞∑
k=0

(k + r)ckx
k+r−1,

y′′(x) =
∞∑
k=0

(k + r)(k + r − 1)ckx
k+r−2.

Пiдставляючи знайденi вирази для y, y′, y′′ у (11.17), одержу-
ємо, що

∞∑
k=0

(k + r)(k + r − 1)ckx
k+r−1 +

+ 2

∞∑
k=0

(k + r)ckx
k+r−1 +

∞∑
k=0

ckx
k+r+1 = 0

або пiсля скорочення на xr:

∞∑
k=0

(k+ r)(k+ r− 1)ckx
k−1+2

∞∑
k=0

(k+ r)ckx
k−1+

∞∑
k=0

ckx
k+1 = 0.

Оскiльки збiжнi степеневi ряди є абсолютно збiжнi всере-
динi iнтервалу збiжностi, то попереднiй рiвностi можна надати
такого вигляду:

(r2 + r)c0x
−1 + (r2 + 3r + 2)c1x

0 +
(
c0 + (r2 + 5r + 6)c2

)
x+

+
(
c1+(r2 +7r+ 12)c3

)
x2 +

(
c2 +(r2+9r+20)c4

)
x3 + . . . = 0

(11.18)

Звiдси випливає, що усi коефiцiєнти узагальненого степене-
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вого ряду (11.18) дорiвнюють нулю, тобто⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(r2 + r)c0 = 0,
(r2 + 3r + 2)c1 = 0,
c0 + (r2 + 5r + 6)c2 = 0,
c1 + (r2 + 7r + 12)c3 = 0,
c2 + (r2 + 9r + 20)c4 = 0,

. . . . . . . . .

(11.19)

Нехай c0 	= 0, тодi з першого рiвняння системи (11.19) одер-
жуємо, що r = 0 або r = −1. Якщо r = 0 i, наприклад, c0 = 1,
то з (11.19) знаходимо

c1 = 0, c2 = − 1

3!
, c3 = 0, c4 =

1

5!
, . . . ,

c2k−1 = 0, c2k =
(−1)k

(2k + 1)!
, . . .

Таким чином, функцiя

y1(x) = 1− x2

3!
+
x4

5!
− . . . =

1

x

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .

)
=

sinx

x

є розв’язком рiвняння (11.17).
Нехай тепер r = −1. Тодi, вважаючи, що c0 = 1, c1 = 0, з

(11.19) знаходимо

c2 = − 1

2!
, c3 = 0, c4 =

1

4!
, . . . , c2k−1 = 0, c2k =

(−1)k

(2k)!
, . . . ,

а отже, функцiя

y2(x) =
1

x
− x

2!
+
x3

4!
− . . . =

1

x

(
1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .

)
=

cos x

x

також є розв’язком рiвняння (11.17). Оскiльки знайденi фун-
кцiї y1(x) i y2(x) лiнiйно незалежнi (пропонуємо у цьому пе-
реконатися самостiйно, знайшовши їх вронскiан), то згiдно з
теоремою 6 (лекцiя 8) загальним розв’язком рiвняння (11.17) є

y = C1
sinx

x
+ C2

cosx

x
. �
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Рекомендована лiтература: [9, с. 202 – 219], [10, с. 95,
172 – 185], [14, с. 363 – 404, 412 – 435], [17, с. 269 – 273, 283 –
294], [19, с. 120 – 122, 150 – 158].

Питання до лекцiї 11

1. За допомогою якої пiдстановки лiнiйне однорiдне рiвнян-
ня другого порядку можна звести до рiвняння, яке не мiстить
першої похiдної? Як називають таку форму рiвняння?

2. Що називають iнварiантом лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня другого порядку? Чим зумовлена така назва? Якого вигляду
має бути iнварiант, щоб вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвняння
другого порядку iнтегрувалося у квадратурах?

3. Який загальний вигляд має рiвняння Бесселя? Для якого
значення n воно iнтегрується через елементарнi функцiї?

4. Яку особливiсть має лiнiйне однорiдне рiвняння другого
порядку у самоспряженiй формi? Як лiнiйне однорiдне рiвня-
ння другого порядку з неперервними коефiцiєнтами звести до
самоспряженого вигляду?

5. Як, маючи один частинний розв’язок лiнiйного однорi-
дного рiвняння другого порядку, зiнтегрувати це рiвняння у
квадратурах? Який вигляд має формула Абеля?

6. Як можна використати формулу Остроградського – Лiу-
вiлля для iнтегрування лiнiйного однорiдного рiвняння другого
порядку?

7. Як знайти загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння другого порядку за допомогою степеневих рядiв? У яко-
му випадку розв’язок цього рiвняння потрiбно шукати у вигля-
дi узагальненого степеневого ряду?

Вправи до лекцiї 11

1. Зведiть рiвняння до канонiчної форми та зiнтегруйте їх:

а) y′′ + 2
xy

′ + y = 0; б) x2y′′ + 2x2y′ + (x2 − 2)y = 0.

2. Зведiть рiвняння до самоспряженого вигляду:

а) xy′′ + (1− x)y′ + n2y = 0 (рiвняння Лагерра);
б) y′′ − 2xy′ + 2ny = 0 (рiвняння Чебишова – Ермiта).
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3. Зiнтегруйте рiвняння, знаючи їх частиннi розв’язки y1(x):

а) (2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0, y1(x) = e−2x;
б) x(x− 1)y′′ − xy′ + y = 0, y1(x) = x.

4. Зiнтегруйте рiвняння методом степеневих рядiв:

а) y′′ + xy′ + y = 0; б) y′′ − yex = 0.

5. Зiнтегруйте рiвняння методом узагальнених степеневих
рядiв:

а) xy′′ − (x+ 1)y′ + y = 0; б) 9x2y′′ − (x2 − 2)y = 0.

Лекцiя 12. Крайовi задачi для диференцiальних
рiвнянь другого порядку

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Iснування та єдинiсть розв’язку крайової задачi.
3. Функцiя Ґрiна крайової задачi.
4. Крайовi задачi на власнi значення.

1. Основнi означення й поняття. У задачi Кошi умови,
за допомогою яких можна видiлити певний частинний розв’я-
зок диференцiального рiвняння, задаються в однiй (початко-
вiй) точцi. Проте у багатьох прикладних задачах умови на не-
вiдому функцiю та її похiднi часто задаються у двох точках, на-
приклад, на кiнцях вiдрiзка, де шукається розв’язок задачi. Та-
кi умови називають крайовими. Задачу вiдшукання розв’яз-
ку диференцiального рiвняння, що задовольняє крайовi умови,
називають крайовою.

Крайовi задачi виникають при вивченнi багатьох фiзичних
задач (коливання струни, коливання валiв, поширення тепла
у провiднику тощо). Наприклад, у задачi про рух матерiаль-
ної точки маси m пiд дiєю заданої сили F у багатьох випадках
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потрiбно знайти закон руху s(t), якщо у початковий момент
часу t = t0 вона знаходилась у точцi M1, а в момент часу t = t1
повинна потрапити у точку M2. Використовуючи закон Нью-
тона F = ma, де a = d2s

dt2
– прискорення, ця задача зводиться

до вiдшукання розв’язку диференцiального рiвняння другого
порядку

ms′′ = F (t, s, s′),

який задовольняє крайовi умови s(t0) = s0, s(t1) = s1.
Надалi обмежимось розглядом крайових задач тiльки для

диференцiальних рiвнянь другого порядку. Для рiвняння

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), (12.1)

де p(x), q(x), f(x) – неперервнi на вiдрiзку [a, b] функцiї, кра-
йовi умови означимо наступним чином:{

α1y
′(a) + β1y(a) = y0,

α2y
′(b) + β2y(b) = y1,

(12.2)

де α1, α2, β1, β2, y0, y1 – заданi числа, причому α1, β1, а також
α2, β2 одночасно не дорiвнюють нулю. Якщо y0 = y1 = 0, тобто{

α1y
′(a) + β1y(a) = 0,

α2y
′(b) + β2y(b) = 0,

(12.3)

то такi крайовi умови називають однорiдними.
Якщо f(x) тотожно не дорiвнює нулю, то задачу (12.1),

(12.2) називають неоднорiдною крайовою задачею, а якщо
f(x) ≡ 0 i y0 = y1 = 0, – однорiдною крайовою задачею.
Розв’язком крайової задачi (12.1), (12.2) називають фун-

кцiю y(x), яка двiчi неперервно диференцiйовна на (a, b), непе-
рервно диференцiйовна на [a, b] i задовольняє рiвняння (12.1)
на (a, b) та крайовi умови (12.2).

2. Iснування та єдинiсть розв’язку крайової задачi.
Як вiдомо, розв’язок задачi Кошi для рiвняння (12.1) з поча-
тковими умовами

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, x0 ∈ [a, b],
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де p(x), q(x) – неперервнi на [a, b], згiдно з теоремою Кошi (ле-
кцiя 7) iснує та єдиний на всьому вiдрiзку [a, b]. Для крайової
задачi (12.1), (12.2) це зовсiм не обов’язково, тобто її розв’язок
може не iснувати або не бути єдиним. Для детальнiшого роз-
гляду цього питання позначимо через ϕ1(x), ϕ2(x) фундамен-
тальну систему розв’язкiв вiдповiдного однорiдного рiвняння

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (12.4)

а через Y (x) – частинний розв’язок рiвняння (12.1). Згiдно з
теоремою про структуру загального розв’язку лiнiйного нео-
днорiдного рiвняння (лекцiя 10, п. 1) загальним розв’язком рiв-
няння (12.1) є

y = C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x) + Y (x), (12.5)

де C1, C2 – довiльнi сталi. Для отримання розв’язку крайової
задачi (12.1), (12.2) сталi C1, C2 необхiдно визначити з крайо-
вих умов (12.2). Пiдставляючи (12.5) в (12.2), одержуємо си-
стему лiнiйних алгебричних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(
α1ϕ

′
1(a) + β1ϕ1(a)

)
C1 +

(
α1ϕ

′
2(a) + β1ϕ2(a)

)
C2 =

= −α1Y
′(a)− β1Y (a) + y0,(

α2ϕ
′
1(b) + β2ϕ1(b)

)
C1 +

(
α2ϕ

′
2(b) + β2ϕ2(b)

)
C2 =

= −α2Y
′(b)− β2Y (b) + y1.

Позначимо через U i Ũ матрицю та розширену матрицю
цiєї системи, а через Δ – визначник матрицi U . Використову-
ючи вiдому з курсу алгебри теорему Кронекера – Капеллi про
розв’язнiсть лiнiйної системи алгебричних рiвнянь, одержуємо
важливий результат.

Теорема 1. Розв’язок крайової задачi (12.1), (12.2):
– iснує та єдиний, якщо Δ 	= 0;
– не iснує, якщо Δ = 0 i ранг матрицi U не дорiвнює рангу

розширеної матрицi Ũ ;
– iснує, але не єдиний, якщо Δ = 0 i ранг матрицi U дорiв-

нює рангу матрицi Ũ .
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Ранг матрицi U називають рангом крайової задачi (12.1),
(12.2). Однорiдна крайова задача (12.4), (12.3) має лише тривi-
альний розв’язок, якщо ранг матрицi U дорiвнює двом, i безлiч
розв’язкiв, визначених з точнiстю до сталого множника, якщо
ранг матрицi U дорiвнює одиницi.

Приклад 1. Дослiдити на розв’язнiсть крайову задачу
y′′ + 4y = 0, y(0) = 0, y(a) = y0, a 	= 0.
Розв’язання. Загальним розв’язком рiвняння є y = C1 cos 2x+
+ C2 sin 2x. З крайової умови y(0) = 0 знаходимо C1 = 0, а
з умови y(a) = y0 одержуємо рiвняння C2 sin 2a = y0. Якщо
sin 2a 	= 0, тобто a 	= kπ/2, k ∈ Z, то C2 =

y0
sin 2a i маємо єдиний

розв’язок задачi y = y0
sin 2a · sin 2x.

Якщо sin 2a = 0, тобто a = kπ/2, k ∈ Z, то можливi два
випадки. Якщо y0 	= 0, то рiвняння C2 sin 2a = y0, а значить, i
задана крайова задача розв’язкiв немає. Якщо y0 = 0, то рiв-
няння C2 sin 2a = y0 перетворюється у тотожнiсть i крайова
задача має безлiч розв’язкiв вигляду y = C2 sin 2x, де C2 – до-
вiльна стала. �

Зауважимо, що крайовi умови можуть мати також грани-
чний вигляд, а числа a або b можуть бути невласними. Можна,
наприклад, розглядати такi крайовi умови:{

α1 lim
x→a

y′(x) + β1 lim
x→a

y(x) = 0,

α2 lim
x→∞ y′(x) + β2 lim

x→∞ y(x) = 0.

Приклад 2. Знайти розв’язок рiвняння x2y′′ = 2y, який
задовольняє умови y(1) = 1, lim

x→∞ y′(x) = 0.
Розв’язання. Маємо рiвняння Ейлера (лекцiя 9). Зробимо за-
мiну x = et (t = lnx), тодi y′x = y′te−t, y′x2 =

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t. Пiд-

ставляючи у рiвняння, для знаходження функцiї y = y(t) одер-
жуємо лiнiйне однорiдне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами
y′′ − y′ − 2y = 0, загальним розв’язком якого є

y = C1e
−t + C2e

2t ⇒ y = C1e
− lnx + C2e

2 lnx ⇒
y =

C1

x
+ C2x

2.
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Виберемо сталi C1, C2 так, щоб справджувались крайовi умо-
ви. З умови y(1) = 1 випливає, що C1 + C2 = 1. З умови
lim
x→∞ y′(x) = 0, враховуючи, що y′ = −C1

/
x2 + 2C2x, знаходи-

мо C2 = 0, а отже, C1 = 1. Таким чином, розв’язком заданої
крайової задачi є гiпербола y = 1/x. �
3. Функцiя Ґрiна крайової задачi. Надалi розглядати-

мемо лише однорiднi крайовi умови, бо для неоднорiдних кра-
йових умов розв’язок y(x) задачi (12.1), (12.2) можна шукати у
виглядi y(x) = ȳ(x) + z(x), де ȳ(x) – довiльна двiчi неперервно
диференцiйовна на [a, b] функцiя, яка задовольняє неоднорi-
днi крайовi умови. Тодi для функцiї z(x) одержуємо крайову
задачу з однорiдними крайовими умовами i правою частиною
f(x)− L(ȳ).

Наприклад, неоднорiднi крайовi умови y(a) = y0, y(b) = y1
за допомогою замiни

z = y − y1 − y0
b− a

(x− a)− y0

зводяться до однорiдних крайових умов z(a) = 0, z(b) = 0.
Покажемо, що розв’язок рiвняння (12.1), який задовольняє

однорiднi крайовi умови (12.3), при певних умовах однозначно
виражається через так звану функцiю Ґрiна крайової задачi.
Функцiєю Ґрiна крайової задачi (12.1), (12.3) називають

функцiю G(x, s), яка визначена для довiльних x, s ∈ [a, b] i за-
довольняє такi три умови:

1) для кожного фiксованого s ∈ [a, b] G(x, s) як функцiя
змiнної x на кожному з промiжкiв [a, s) i (s, b] є розв’язком
лiнiйного однорiдного рiвняння (12.4);

2) G(x, s) за змiнною x задовольняє однорiднi крайовi умови
(12.3);

3) G(x, s) – неперервна для всiх x, s ∈ [a, b], а її частинна
похiдна ∂G

∂x має при x = s розрив першого роду зi стрибком

∂G(s + 0, s)

∂x
− ∂G(s − 0, s)

∂x
= 1.

Теорема 2. Якщо однорiдна крайова задача (12.4), (12.3)
має лише тривiальний розв’язок, то функцiя Ґрiна неоднорi-
дної крайової задачi (12.1), (12.3) iснує та єдина.
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Доведення. Нехай ϕ1(x) – розв’язок рiвняння (12.4) з поча-
тковими умовами y(a) = α1, y′(a) = −β1, а ϕ2(x) – розв’язок
рiвняння (12.4) з початковими умовами y(b) = α2, y′(b) = −β2.
Очевидно, що функцiї ϕ1(x), ϕ2(x) тотожно не дорiвнюють ну-
лю на [a, b], причому ϕ1(x) задовольняє першу крайову умову, а
ϕ2(x) – другу крайову умову з (12.3). Крiм того, функцiї ϕ1(x)
i ϕ2(x) лiнiйно незалежнi на [a, b], бо iнакше ϕ2(x) = Cϕ1(x),
C 	= 0, i тодi ϕ2(x) задовольняла б обидвi крайовi умови (12.3),
що суперечить припущенню про те, що крайова задача (12.4),
(12.3) має лише тривiальний розв’язок. Таким чином, ϕ1(x) i
ϕ2(x) утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння
(12.4).

Функцiю Ґрiна G(x, s) шукаємо у виглядi

G(x, s) =

{
c1(s)ϕ1(x), a � x < s,
c2(s)ϕ2(x), s < x � b.

За побудовою функцiй ϕ1(x) i ϕ2(x) функцiя G(x, s) задоволь-
няє пункти 1, 2 означення функцiї Ґрiна. Для того, щоб во-
на задовольняла пункт 3 цього означення, залишається знайти
c1(s), c2(s) з системи{

c2(s)ϕ2(s)− c1(s)ϕ1(s) = 0,

c2(s)ϕ
′
2(s)− c1(s)ϕ

′
1(s) = 1.

(12.6)

Ця система однозначно розв’язна вiдносно c1(s), c2(s), бо її ви-
значник вiдмiнний вiд нуля на [a, b] (ним є вронскiанW (s) фун-
кцiй ϕ1(s), ϕ2(s)). Остаточно одержуємо:

G(x, s) =

{
ϕ2(s)ϕ1(x)

W (s) , a � x � s,
ϕ1(s)ϕ2(x)

W (s) , s � x � b.
(12.7)

Теорему доведено.

З формули (12.7) випливає, що функцiя Ґрiна є симетри-
чною функцiєю своїх аргументiв, тобто G(x, s) = G(s, x).

Функцiю Ґрiна крайової задачi (12.1), (12.3) можна будува-
ти методом, який використовувався при доведеннi теореми 2.
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Приклад 3. Побудувати функцiю Ґрiна крайової задачi
y′′ − y = f(x), y′(0) = 0, y′(2) + y(2) = 0.
Розв’язання. Загальним розв’язком вiдповiдного однорiдного
рiвняння y′′ − y = 0 є y = C1e

−x + C2e
x. Частинний розв’язок

ϕ1(x) = ex+e−x задовольняє першу крайову умову, а розв’язок
ϕ2(x) = e−x – другу. Тому функцiю Ґрiна шукаємо у виглядi

G(x, s) =

{
c1(s) · (ex + e−x), 0 � x < s,

c2(s) · e−x, s < x � 2.
(12.8)

Система (12.6) для знаходження функцiй c1(s), c2(s) має
вигляд {

c1(s)(e
s + e−s)− c2(s) · e−s = 0,

c1(s)(e
−s − es)− c2(s) · e−s = 1.

З неї знаходимо:

c1(s) = −e
−s

2
, c2(s) = −e

s + e−s

2
.

Пiдставляючи знайденi c1(s), c2(s) у (12.8), одержуємо фун-
кцiю Ґрiна заданої крайової задачi:

G(x, s) =

{
−e−s · ex+e−x2 , 0 � x � s,

− es+e−s
2 · e−x, s � x � 2

=

=

{−e−s chx, 0 � x � s,

−e−x ch s, s � x � 2.
�

Теорема 3. Якщо однорiдна крайова задача (12.4), (12.3)
має лише тривiальний розв’язок, то розв’язок неоднорiдної
крайової задачi (12.1), (12.3) iснує, єдиний i задається форму-
лою

y(x) =

b∫
a

G(x, s) · f(s)ds, (12.9)

де G(x, s) – функцiя Ґрiна крайової задачi (12.1), (12.3).
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Доведення. Запишемо формулу (12.9) у виглядi

y(x) =

x∫
a

G(x, s) · f(s)ds+
b∫
x

G(x, s) · f(s)ds.

На кожному з промiжкiв [a, x) i (x, b] функцiї G(x, s) i ∂G(x,s)
∂x

неперервнi, а тому кожний з iнтегралiв можна здиференцiюва-
ти за змiнною x 1). Одержуємо:

y′(x) =
x∫
a

∂G(x, s)

∂x
· f(s)ds+G(x, x − 0)f(x) +

+

b∫
x

∂G(x, s)

∂x
· f(s)ds−G(x, x+ 0)f(x).

Оскiльки функцiя G(x, s) неперервна при s = x, то неiнте-
гральнi доданки взаємознищуються, а тому

y′(x) =
x∫
a

∂G(x, s)

∂x
· f(s)ds+

b∫
x

∂G(x, s)

∂x
· f(s)ds. (12.10)

Рiвнiсть (12.10) ще один раз здиференцiюємо за змiнною x:

y′′(x) =
x∫
a

∂ 2G(x, s)

∂x2
· f(s)ds+ ∂G(x, x − 0)

∂x
f(x) +

+

b∫
x

∂ 2G(x, s)

∂x2
· f(s)ds− ∂G(x, x + 0)

∂x
f(x) =

=

b∫
a

∂ 2G(x, s)

∂x2
· f(s)ds+

(
∂G(x+ 0, x)

∂x
− ∂G(x − 0, x)

∂x

)
f(x).

1)Використовуємо формулу d
dx

(
ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, s)ds

)
=

ψ(x)∫
ϕ(x)

∂f(x,s)
∂x

ds +

+ f (x, ψ(x))dψ
dx

− f (x, ϕ(x)) dϕ
dx

.
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Використовуючи пункт 3 з означення функцiї G(x, s), останню
формулу можемо записати у виглядi

y′′(x) =
b∫
a

∂ 2G(x, s)

∂x2
· f(s)ds+ f(x). (12.11)

З формул (12.9) – (12.11), враховуючи властивостi функцiї
G(x, s), одержуємо, що (12.9) – розв’язок крайової задачi (12.1),
(12.3). Цей розв’язок єдиний, бо якщо припустити iснування iн-
шого розв’язку ỹ(x), то функцiя z(x) = y(x)− ỹ(x) буде нетри-
вiальним розв’язком однорiдної крайової задачi, що суперечить
умовi теореми. Теорему доведено.

4. Крайовi задачi на власнi значення. Часто виникає
необхiднiсть знайти розв’язки крайової задачi

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = λy, x ∈ (a, b), (12.12){
α1y

′(a) + β1y(a) = 0,
α2y

′(b) + β2y(b) = 0,
(12.13)

де λ – дiйсний або комплексний параметр, функцiї p(x), q(x) –
неперервнi на вiдрiзку [a, b], α2

1 + β21 	= 0, α2
2 + β22 	= 0.

Задачу знаходження значень параметра λ, для яких крайо-
ва задача (12.12), (12.13) має нетривiальнi розв’язки, назива-
ють крайовою задачею на власнi значення.

Значення параметра λ, для яких крайова задача (12.12),
(12.13) має нетривiальнi розв’язки, називають власними зна-
ченнями, а вiдповiднi їм нетривiальнi розв’язки – власними
функцiями крайової задачi на власнi значення.

Кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв крайової задачi
(12.12), (12.13) для заданого власного значення λ називають
кратнiстю цього власного значення.

Можна довести (див., наприклад, [13, с. 24 – 26]), що для
задачi (12.12), (12.13) справджується тiльки одне з таких твер-
джень:

1. Крайова задача (12.12), (12.13) не має власних значень.
2. Крайова задача (12.12), (12.13) має не бiльше зчислен-

ної множини власних значень, якi при цьому не можуть мати
скiнченної граничної точки.
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3. Кожне число λ є власним значенням крайової задачi
(12.12), (12.13).

Приклад 4. Знайти власнi значення та власнi функцiї
задачi y′′ = λy, y(0) = 0, y(b) = 0, b 	= 0.
Розв’язання. Нехай λ > 0 або λ – комплексне. Тодi задача
не має нетривiальних розв’язкiв, бо, пiдставляючи загальний
розв’язок рiвняння y′′ − λy = 0

y = C1e
√
λx + C2e

−√
λx

у крайовi умови, одержуємо{
C1 + C2 = 0,

C1e
√
λ b + C2e

−√
λ b = 0

⇒ C1 = C2 = 0 ⇒ y(x) ≡ 0.

Нехай λ = 0. Тодi, пiдставляючи загальний розв’язок y =
= C1x+ C2 у крайовi умови, одержуємо{

C2 = 0,
C1b+ C2 = 0

⇒ C1 = C2 = 0 ⇒ y(x) ≡ 0,

тобто i у цьому випадку задача має тiльки тривiальний розв’я-
зок.

Нехай тепер λ < 0. Тодi загальним розв’язком рiвняння
y′′ − λy = 0 є

y = C1 cos(x
√−λ) + C2 sin(x

√−λ),
а, враховуючи крайовi умови, одержуємо:{

C1 = 0,

C1 cos(b
√−λ) +C2 sin(b

√−λ) = 0
⇒

C1 = 0, C2 sin(b
√−λ) = 0.

Якщо y тотожно не дорiвнює нулю, то C2 	= 0 i, отже,
sin(b

√−λ) = 0.
Звiдси маємо формулу для всiх власних значень задачi:

λk = −
(
πk

b

)2

, k = 1, 2, . . .
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Їм вiдповiдають власнi функцiї

yk = ck sin
πkx

b
, k = 1, 2, . . . ,

де ck – довiльнi сталi, вiдмiннi вiд нуля. �

Важливим окремим випадком задачi на власнi значення є
задача Штурма – Лiувiлля:(

p(x)y′
)′ − q(x)y + λρ(x)y = 0, x ∈ (a, b),{

α1y
′(a) + β1y(a) = 0,

α2y
′(b) + β2y(b) = 0,

де функцiї p(x), p′(x), q(x), ρ(x) – неперервнi на вiдрiзку [a, b],
p(x) > 0, ρ(x) > 0, x ∈ [a, b], α2

1 + β21 	= 0, α2
2 + β22 	= 0. Деталь-

нiше з задачею Штурма – Лiувiлля, властивостями її власних
значень i власних функцiй можна ознайомитись, наприклад, у
[9, с. 189 – 201].

Рекомендована лiтература: [9, с. 166 – 201], [10, с. 189 –
197], [13, с. 13 – 51], [15, с. 185 – 192], [16, с. 303 – 319].

Питання до лекцiї 12

1. Що таке крайовi умови, крайова задача для звичайного
диференцiального рiвняння? Який вигляд мають крайовi умо-
ви для лiнiйного диференцiального рiвняння другого порядку?

2. Чим вiдрiзняються неоднорiднi крайовi умови вiд одно-
рiдних? Чому, розглядаючи крайову задачу, можна обмежи-
тись однорiдними крайовими умовами?

3. Яку функцiю називають розв’язком крайової задачi для
лiнiйного диференцiального рiвняння другого порядку?

4. Коли розв’язок крайової задачi для лiнiйного диферен-
цiального рiвняння другого порядку iснує та єдиний, не iснує,
iснує, але неєдиний?

5. Що таке функцiя Ґрiна крайової задачi? Яка її роль у
побудовi розв’язку неоднорiдної крайової задачi? Коли iснує
єдина функцiя Ґрiна крайової задачi? Як можна побудувати
функцiю Ґрiна?
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6. Що називають крайовою задачею на власнi значення?
Що таке власнi значення, власнi функцiї такої задачi? Як фор-
мулюється задача Штурма – Лiувiлля?

Вправи до лекцiї 12

1. Знайдiть розв’язки крайових задач:

а) y′′ + 9y = 1, y(0) = 0, y′(π) = 1;
б) y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(0) = 1, lim

x→+∞ y′(x) = 2.

2. Побудуйте функцiї Ґрiна крайових задач:

а) y′′ + y = f(x), y(0) = 0, y(1) = 0;
б) xy′′ − y′ = f(x), y′(1) = 0, y(2) = 0.

3. Знайдiть власнi значення й власнi функцiї задач:

а) y′′ = λy, y′(0) = 0, y′(b) = 0, b 	= 0;

б) x2y′′ +
y

4
= λy, y(1) = 0, y(b) = 0, b 	= 1.
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Роздiл 3.
СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Лекцiя 13. Системи звичайних
диференцiальних рiвнянь (загальна теорiя)

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Механiчне тлумачення нормальної системи та її розв’яз-

кiв.
3. Зведення диференцiального рiвняння n-го порядку до

нормальної системи й обернена задача.
4. Лiнiйнi однорiднi системи.

1. Основнi означення й поняття. Розв’язуючи багато
проблем сучасної фiзики та технiки, доводиться визначати вiд-
разу декiлька невiдомих функцiй з вiдповiдної кiлькостi дифе-
ренцiальних рiвнянь, тобто мати справу з системою диферен-
цiальних рiвнянь. Сукупнiсть спiввiдношень вигляду⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
F1 (x, y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

F2 (x, y1, y2, . . . , yn, y
′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

· · · · · · · · ·
Fn (x, y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

(13.1)

де y1, y2, . . . , yn – шуканi функцiї незалежної змiнної x, нази-
вають системою звичайних диференцiальних рiвнянь
першого порядку.

Якщо (13.1) можна розв’язати вiдносно похiдних усiх фун-
кцiй, то одержимо систему⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn),
y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn),

· · · · · · · · ·
y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn),

(13.2)

яку називають нормальною.



174 Роздiл 3. СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Розв’язком системи (13.2) на деякому iнтервалi (a, b)
називають впорядковану сукупнiсть функцiй

y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x), (13.3)

визначених i неперервно диференцiйовних на цьому iнтерва-
лi, якщо вона перетворює всi рiвняння системи (13.2) у тото-
жностi, якi справджуються для всiх значень x ∈ (a, b). Криву
в (n + 1)-вимiрному просторi (x, y1, y2, . . . , yn), яка вiдповiдає
розв’язку (13.3), називають iнтегральною кривою системи
(13.2).
Задача Кошi для системи (13.2) формулюється так: се-

ред усiх розв’язкiв цiєї системи знайти розв’язок (13.3), який
задовольняє умови

y1(x0) = y10, y2(x0) = y20, . . . , yn(x0) = yn0, (13.4)

де x = x0 – довiльна точка з промiжку (a, b), а y10, y20, . . . , yn0 –
довiльнi наперед заданi дiйснi числа (їх називають початко-
вими даними розв’язку). Сукупнiсть чисел x0, y10, y20, . . . ,
yn0 називають початковими даними системи (13.2), а
умови (13.4) – початковими умовами системи (13.2).

З геометричної точки зору задача Кошi полягає у вiдшукан-
нi серед усiх iнтегральних кривих системи (13.2) такої кривої,
яка проходить через задану точку (x0, y10, y20, . . . , yn0).

Розглядаючи задачу Кошi (13.2), (13.4), природно вини-
кає питання про iснування та єдинiсть її розв’язку. Виявля-
ється, що для iснування неперервно диференцiйовного розв’яз-
ку цiєї задачi досить припустити, щоб правi частини системи
(13.2) були неперервними в деякому околi початкових даних
(теорема Пеано). Наступна теорема гарантує iснування єди-
ного розв’язку задачi Кошi (13.2), (13.4) (доведення цiєї теоре-
ми можна знайти, наприклад, в [19, с. 93 – 99]).

Теорема (Кошi). Нехай правi частини системи (13.2) ви-
значенi в (n + 1)-вимiрному паралелепiпедi

G={(x, y1, y2, . . . , yn) : |x−x0|� a, |yj−yj0|� b, j = 1, 2, . . . , n}
i задовольняють у ньому такi умови:
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1) функцiї fj(x, y1, y2, . . . , yn) неперервнi, а, отже, й обме-
женi, тобто

|fj(x, y1, y2, . . . , yn)| �M, j = 1, 2, . . . , n, M > 0;

2) частиннi похiднi ∂fj∂yk
, j, k = 1, 2, . . . , n, iснують та обме-

женi.
Тодi задача Кошi (13.2), (13.4) має єдиний розв’язок принаймнi
на вiдрiзку |x− x0| � h, де h = min (a, b/M) .

Нехай G – це область простору змiни змiнних x, y1, . . . , yn,
у кожнiй точцi якої задача Кошi (13.2), (13.4) має єдиний роз-
в’язок. Сукупнiсть функцiй

yj = ϕj(x,C1, C2, . . . , Cn), j = 1, 2, . . . , n, (13.5)

якi визначенi в деякiй областi змiни x, C1, C2, . . . , Cn i мають
неперервнi частиннi похiднi за змiнною x, називають загаль-
ним розв’язком системи (13.2) в областi G, якщо:

1) систему (13.5) можна розв’язати в областi G вiдносно
довiльних сталих C1, C2, . . . , Cn, тобто

Cj = ψj(x, y1, y2, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n; (13.6)

2) для всiх значень (x, y1, . . . , yn) ∈ G формули (13.6) ви-
значають такi значення C1, C2, . . . , Cn, для яких сукупнiсть
функцiй (13.5) є розв’язком системи (13.2).

Розв’язок системи (13.2), у кожнiй точцi якого виконує-
ться умова єдиностi розв’язку задачi Кошi, називають ча-
стинним. З означення загального розв’язку випливає, що всi
розв’язки, якi утворюються з нього для конкретних значень
довiльних сталих C1, C2, . . . , Cn, є частинними. Розв’язок си-
стеми, у кожнiй точцi якого порушується умова єдиностi роз-
в’язку задачi Кошi для цiєї системи, називають особливим.

Неперервно диференцiйовну i незвiдну до сталої фун-
кцiю ψ(x, y1, y2, . . . , yn) називають iнтегралом системи (13.2),
якщо вона тотожно перетворюється у сталу вздовж довiльного
частинного розв’язку цiєї системи. Звiдси випливає, що dψ = 0
внаслiдок системи (13.2), тобто

dψ =
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y1
dy1 + . . . +

∂ψ

∂yn
dyn =
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=
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y1
f1 dx+ . . . +

∂ψ

∂yn
fn dx ≡ 0.

Рiвнiсть ψ(x, y1, y2, . . . , yn) = C, де C – довiльна стала, на-
зивають першим iнтегралом системи (13.2). Наприклад, ко-
жна з рiвностей (13.6) є першим iнтегралом системи (13.2).

Сукупнiсть n перших iнтегралiв системи (13.2)

ψj(x, y1, y2, . . . , yn) = Cj, j = 1, 2, . . . , n,

називають загальним iнтегралом цiєї системи, якщо iнте-
грали ψ1, ψ2, . . . , ψn є незалежними, тобто мiж ψ1, ψ2, . . . ,
ψn не iснує спiввiдношення вигляду F (ψ1, ψ2, . . . , ψn) = 0 для
жодної функцiї F . З математичного аналiзу вiдомо, що для
незалежностi в областi G функцiй ψ1, ψ2,. . . , ψn, якi мають ча-
стиннi похiднi ∂ψj∂yk

, j, k = 1, 2, . . . , n, необхiдно i достатньо, щоб
визначник ∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ1

∂y1
· · · ∂ψ1

∂yn

· · · · · · · · ·
∂ψn
∂y1

· · · ∂ψn
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣
в областi G був вiдмiнний вiд нуля.

Можна показати, що нормальна система n рiвнянь не може
мати бiльше, нiж n незалежних iнтегралiв системи (13.2).

Будь-якi n перших iнтегралiв називають незалежними,
якщо вiдповiднi їм iнтеграли незалежнi. Отже, задача побудо-
ви загального iнтеграла системи буде розв’язаною, якщо буде
знайдено n незалежних перших iнтегралiв.

Загального способу знаходження перших iнтегралiв не
iснує. Однак у багатьох випадках вдається знайти перший iн-
теграл шляхом деяких перетворень системи, у результатi чого
отримується диференцiальне рiвняння, яке легко iнтегрується.
Кожне таке рiвняння називають iнтегровною комбiнацi-
єю. Кожна iнтегровна комбiнацiя породжує перший iнтеграл.
Однак серед них можуть виявитись i залежнi iнтеграли, а то-
му одержуючи новий перший iнтеграл, потрiбно перевiрити, чи
буде вiд незалежним з ранiше отриманими.



Лекцiя 13. Системи звичайних диференцiальних рiвнянь (загальна теорiя) 177

Приклад 1. Зiнтегрувати систему1){
y′ = z(y − z)−2,
z′ = y(y − z)−2.

Розв’язання. Подiливши перше рiвняння системи на друге,
одержуємо iнтегровну комбiнацiю dy

dz = z
y , звiдки, вiдокремлю-

ючи змiннi, знаходимо

dy

dz
=
z

y
⇒ ydy − zdz = 0 ⇒
y2 − z2 = C1. (13.7)

Вiднiмаючи вiд другого рiвняння заданої системи перше,
одержимо ще одну iнтегровну комбiнацiю d(z−y)

dx = −1
z−y , звiдки

(z − y)2 = −2x+ C2. (13.8)

Кожне iз спiввiдношень (13.7), (13.8) є першим iнтегралом,
а оскiльки вони є незалежними (у цьому пропонуємо переко-
натися самостiйно), то їх сукупнiсть є загальним iнтегралом
системи.
Вiдповiдь: y2 − z2 = C1, (z − y)2 = −2x+ C2.

Як вже згадувалось, до систем диференцiальних рiвнянь
зводяться рiзноманiтнi задачi прикладного характеру. Розгля-
немо одну з них.

Задача. Визначити траєкторiю руху гарматного снаря-
ду, який вилiтає з початковою швидкiстю v0 пiд кутом α до
горизонту.
Розв’язання. За початок координат вiзьмемо точку вильоту
снаряда (рис. 13.1). На снаряд дiє сила його ваги P = mg, ї ї
складова на осi x дорiвнює нулю, бо сила перпендикулярна до
цiєї осi. Припустимо, що опiр повiтря пропорцiйний швидкостi
руху. Тодi диференцiальними рiвняннями руху вздовж коорди-
натних осей є

m
d2x

dt2
= −mkdx

dt
, m

d2y

dt2
= −mg −mk

dy

dt
.

1)Якщо у системi двi невiдомi функцiї, то позначатимемо їх через y, z.
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Якщо знехтувати опором повiтря, то цi рiвняння пiсля ско-
рочення на m матимуть вигляд:

d2x

dt2
= 0,

d2y

dt2
= −g. (13.9)

O

y

x

α

mg
�v0

Рис. 13.1

Отже, задача звелася до iнтегрування системи двох ди-
ференцiальних рiвнянь. Iнтегруючи кожне рiвняння системи
(13.9), одержуємо:

vx ≡ dx

dt
= C1, vy ≡ dy

dt
= −gt+ C2, (13.10)

де vx, vy – складовi швидкостi v = v(x, y) на осях. У початковий
момент часу t0 = 0 компонентами швидкостi є vx = v0 cosα,
vy = v0 sinα, а отже,

C1 = v0 cosα, C2 = v0 sinα.

Враховуючи цi формули, з (13.10) знаходимо

x = v0t cosα+ C3, y = −gt
2

2
+ v0t sinα+ C4,

але оскiльки x(0) = y(0) = 0, то C3 = C4 = 0. Остаточно маємо

x = v0t cosα, y = −gt
2

2
+ v0t sinα.

Виключаючи з цих рiвнянь t, одержуємо траєкторiю руху (па-
раболу)

y = − gx2

2v20 cos
2α

+ x tgα.
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Дальнiсть x1 польоту снаряда знайдемо з рiвняння y = 0,
тобто

x tgα− gx2

2v20 cos
2α

= 0 ⇒ x1 =
v20 sin 2α

g
.

Максимальною дальнiсть польоту буде тодi, коли sin 2α = 1,
звiдки знаходимо вiдповiдний кут вильоту α = π/4. �

2. Механiчне тлумачення нормальної системи та її
розв’язкiв. Нормальнiй системi (13.2) та її розв’язкам можна
надати механiчне тлумачення. Розглянемо систему⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x′1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn),
x′2 = f2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, x2, . . . , xn),

(13.11)

де t – час, x1, x2, . . . , xn – координати точки n-вимiрного про-
стору. Цей простiр називають фазовим. Для n = 1 фазовим
простором є вiсь t (фазова пряма), для n = 2 – площина (t, x),
яку називають фазовою.

Кожний розв’язок (iнтегральна крива)

x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t) (13.12)

системи (13.11) виражає закон руху точки у фазовому просто-
рi. Тому розв’язок (13.12) називатимемо рухом у n-вимiрному
просторi Rn, який визначений системою (13.11), а криву, яку
описує рухома точка у фазовому просторi, – траєкторiєю
руху.

Лiвi частини системи (13.11) є складовими (за осями ко-
ординат) швидкостi руху точки, тому кажуть, що ця система
задає поле швидкостей рухiв, тобто точка може проходити у
момент часу t через положення (x1, x2, . . . , xn) тiльки з зада-
ною швидкiстю.

Якщо швидкiсть, з якою точка проходить через положен-
ня (x1, x2, . . . , xn), не залежить вiд моменту часу проходження,
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тобто система (13.11) має вигляд⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x′1 = f1(x1, x2, . . . , xn),
x′2 = f2(x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . .
x′n = fn(x1, x2, . . . , xn),

(13.13)

то її називають автономною (стацiонарною), а рух, що
описуються такою системою, – усталеним.

Якщо у деякiй точцi (x10, x20, . . . , xn0) правi частини си-
стеми (13.13) дорiвнюють нулю для всiх значень часу t, тоб-
то fj(t, x10, x20, . . . , xn0) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, то ця система має
розв’язок

x1 ≡ x10, x2 ≡ x20, . . . , xn ≡ xn0, (13.14)

адже, пiдставляючи його в (13.11), одержимо тотожностi. Рух
(13.14) називають станом спокою. Траєкторiєю цього руху є
точка (x10, x20, . . . , xn0), яку називатимемо точкою спокою.
Задача Кошi для системи (13.11) полягає у знаходженнi

руху (13.12), який задовольняє початковi умови

x1(t0) = x10, x2(t0) = x20, . . . , xn(t0) = xn0,

де t0, x10, x20, . . . , xn0 – заданi числа (початковi данi),
тобто шукається такий рух (13.12), при якому рухома точка
знаходиться у заданiй точцi (x10, x20, . . . , xn0) фазового про-
стору у заданий момент часу t. При цьому (x10, x20, . . . , xn0)
називають початковою точкою руху (13.12). Зауважимо,
що якщо початковою точкою руху (13.12) є точка спокою
(x10, x20, . . . , xn0), то одним з розв’язкiв задачi Кошi буде стан
спокою (13.14).

3. Зведення диференцiального рiвняння n-го поряд-
ку до нормальної системи й обернена задача. Диферен-
цiальне рiвняння n-го порядку, розв’язане вiдносно старшої по-
хiдної

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
(13.15)

завжди можна звести до нормальної системи n диференцiаль-
них рiвнянь. З цiєю метою позначимо

y = y1, y′ = y2, y′′ = y3, . . . , y
(n−1) = yn.
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Тодi

y′1 = y′ = y2, y′2 = y′′ = y3, . . . , y′n−1 = y(n−1) = yn,

y′n = y(n) = f (x, y1, y2, . . . , yn),

тобто функцiї y1, y2, . . . , yn задовольняють систему диферен-
цiальних рiвнянь ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

y′1 = y2,
y′2 = y3,
. . .

y′n−1 = yn,
y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn).

(13.16)

Система (13.16) – це нормальна система, рiвносильна ди-
ференцiальному рiвнянню (13.15). Зведення одного диферен-
цiального рiвняння довiльного порядку, розв’язаного вiдносно
старшої похiдної, до рiвносильної нормальної системи рiвнянь
у багатьох випадках спрощує задачу знаходження загального
розв’язку або розв’язку задачi Кошi.

Розглянемо обернену задачу, тобто задачу про зведення
нормальної системи (13.2), у якiй fj – (n − 1) разiв диферен-
цiйовнi функцiї, до одного диференцiального рiвняння. Для
цього послiдовно здиференцiюємо (n − 1) разiв одне з рiвнянь
системи (13.2) (наприклад, перше), замiнюючи пiсля кожно-
го диференцiювання похiднi y′1, y

′
2, . . . , y

′
n виразами для них з

системи (13.2), i виключимо з першого рiвняння цiєї системи i
отриманих (n−1)-го рiвняння функцiї y2, y3, . . . , yn. При цьому
для знаходження функцiї y1, очевидно, одержимо диференцi-
альне рiвняння n-го порядку вигляду

y
(n)
1 = f

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
,

i якщо вдасться знайти його загальний розв’язок, то функцiї
y2, y3, . . . , yn знайдуться без квадратур.

Метод розв’язування нормальної системи рiвнянь зведен-
ням її до одного диференцiального рiвняння, розв’язаного вiд-
носно старшої похiдної, називають методом виключення.
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У деяких випадках зведення нормальної системи до одного
рiвняння можна здiйснювати з вiдхиленням вiд описаної за-
гальної схеми.

Приклад 2. Застосовуючи метод виключення, зiнтегру-
вати систему {

y′ = 2y + z,
z′ = 3y + 4z.

Розв’язання. З першого рiвняння виразимо z через y i пiд-
ставимо у друге рiвняння системи:

z = y′ − 2y ⇒ (
y′ − 2y

)′
= 3y + 4

(
y′ − 2y

) ⇒
y′′ − 6y′ + 5y = 0.

Загальним розв’язком одержаного рiвняння є y = C1e
x +

+ C2e
5x. Пiдставляючи цей вираз у перше рiвняння системи,

маємо

z =
(
C1e

x + C2e
5x
)′ − 2

(
C1e

x + C2e
5x
)
= −C1e

x + 3C2e
5x.

Вiдповiдь: y = C1e
x + C2e

5x, z = −C1e
x + 3C2e

5x.

Приклад 3. Застосовуючи метод виключення, зiнтегру-
вати систему ⎧⎨

⎩
y′1 = −y2 + y3 + 2y1,
y′2 = y1 + 2y2 − y3,
y′3 = y1 − y2 + 2y3.

Розв’язання. Здиференцiюємо третє рiвняння системи i пiд-
ставимо замiсть y′1, y

′
2 вiдповiднi вирази з початкової системи:

y′′3 = y′1 − y′2 + 2y′3 = 2y1 − y2 + y3 − (y1 + 2y2 − y3) +

+ 2(y1 − y2 + 2y3) = 3y1 − 5y2 + 6y3.

Диференцiюючи отримане спiввiдношення i знову використо-
вуючи рiвняння системи, одержуємо рiвняння

y′′′3 = 3y′1 − 5y′2 + 6y′3 = 7y1 − 19y2 + 20y3.
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Iз системи ⎧⎨
⎩
y′3 = y1 − y2 + 2y3,
y′′3 = 3y1 − 5y2 + 6y3,
y′′′3 = 7y1 − 19y2 + 20y3

виключимо y1 i y2. Для цього достатньо, наприклад, розв’язати
систему, утворену з першого i другого рiвнянь, вiдносно y1 i y2.{

y′3 = y1 − y2 + 2y3,
y′′3 = 3y1 − 5y2 + 6y3

⇒
{
y1 − y2 = y′3 − 2y3,
3y1 − 5y2 = y′′3 − 6y3

⇒

y1 = −1

2
y′′3 +

5

2
y′3 − 2y3, y2 = −1

2
y′′3 +

3

2
y′3.

Пiдставивши знайдений розв’язок в третє рiвняння, одержимо

y′′′3 − 6y′′3 + 11y′3 − 6y3 = 0.

Оскiльки характеристичними числами, як легко перевiрити, є
k1 = 1, k2 = 2, k3 = 3, то загальний розв’язок останнього рiвня-
ння має вигляд

y3 = C1e
x + C2e

2x + C3e
3x.

Пiсля цього знаходимо y1, y2:

y1 = C2e
2x + C3e

3x, y2 = C1e
x + C2e

2x.

Вiдповiдь: y1 = C2e
2x +C3e

3x, y2 = C1e
x +C2e

2x, y3 = C1e
x +

+ C2e
2x + C3e

3x.

Потрiбно мати на увазi, що при розв’язування систем (як i
рiвнянь) вiдповiдь може бути записана у рiзнiй формi, причому
її можна звести вiд одного до iншого вигляду перепозначенням
сталих.

4. Лiнiйнi однорiднi системи. Лiнiйною системою ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку називають систему⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + . . .+ p1n(x)yn + f1(x),
y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + . . .+ p2n(x)yn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + . . .+ pnn(x)yn + fn(x),

(13.17)
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яку скорочено можна записати у виглядi

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n.

Вважатимемо, що функцiї pkj(x), fk(x), k, j = 1, 2, . . . , n, непе-
рервнi на деякому iнтервалi (a, b). Тодi згiдно з теоремою Кошi
(п. 1) система (13.17) має єдиний розв’язок (13.3), який задо-
вольняє початковi умови (13.4). Цей розв’язок буде визначе-
ний на деякому вiдрiзку [a1, b1] ⊂ (a, b). Особливих розв’язкiв
система (13.17) не має.

Якщо на iнтервалi (a, b) всi fk(x) ≡ 0, то систему (13.17)
називають лiнiйною однорiдною. Вона має вигляд

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj, k = 1, 2, . . . , n. (13.18)

Якщо у системi (13.17) не всi функцiї fk(x) тотожно дорiвню-
ють нулю, то її називають лiнiйною неоднорiдною.

Очевидно, кожна лiнiйна однорiдна система має нульовий
розв’язок y1 = 0, y2 = 0, . . . , yn = 0, який називають тривi-
альним.

Розв’язки лiнiйної однорiдної системи (13.18) мають деякi
характернi властивостi, якi аналогiчнi до вiдповiдних власти-
востей розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння n-го порядку
(лекцiя 8, п. 2).

Властивiсть 1. Якщо y1 = ϕ1(x), y2 = ϕ2(x), . . . , yn =
= ϕn(x) – розв’язок однорiдної системи (13.18), то

y1 = Cϕ1(x), y2 = Cϕ2(x), . . . , yn = Cϕn(x),

де C – довiльна стала, також є розв’язком цiєї системи.

Властивiсть 2.Якщо задано m розв’язкiв системи (13.18):

1-й розв’язок : y11, y12, . . . , y1n,
2-й розв’язок : y21, y22, . . . , y2n,

· · · · · · · · ·
m-й розв’язок : ym1, ym2, . . . , ymn,
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то їх лiнiйна комбiнацiя з довiльними сталими C1, C2, . . . ,
Cm

y1 = C1y11 + C2y21 + . . .+ Cmym1,
y2 = C1y12 + C2y22 + . . .+ Cmym2,

· · · · · · · · ·
yn = C1y1n + C2y2n + . . .+ Cmymn,

або, скорочено,

yk =

m∑
i=1

Ciyik, k = 1, 2, . . . , n, (13.19)

також є розв’язком системи (13.18).
Доведення. Пiдставляючи (13.19) в (13.18), одержуємо(

m∑
i=1

Ciyik

)′
=

n∑
j=1

pkj(x)

(
m∑
i=1

Ciyij

)
⇒

m∑
i=1

Ciy
′
ik =

m∑
i=1

Ci

n∑
j=1

pkj(x)yij, k = 1, 2, . . . , n.

Доведення властивостi випливає з тотожного виконання рiвно-
стей

y′ik ≡
n∑
j=1

pkj(x)yij(x), k = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . ,m,

якi є результатом пiдставляння i-го розв’язку у систему (13.18).
Властивiсть доведено.

Так само, як i для лiнiйного однорiдного диференцiально-
го рiвняння n-го порядку, для знаходження дiйсних розв’язкiв
системи (13.2) часто використовують її комплекснi розв’язки.
Сукупнiсть функцiй

yj(x) = uj(x) + i vj(x), j = 1, 2, . . . , n,

де uj(x), vj(x), j = 1, 2, . . . , n, – дiйснi функцiї, називають ком-
плексним розв’язком системи (13.2) на iнтервалi (a, b), якщо
вона перетворює всi рiвняння цiєї системи у тотожностi. При
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цьому легко показати, що дiйснi та уявнi частини цього роз-
в’язку є дiйсними розв’язками системи (13.2) ([20, с. 184]).

Рекомендована лiтература: [1, с. 115 – 118, 134 – 135],
[9, с. 18 – 22, 65 – 70, 91 – 92], [16, с. 322 – 340], [19, с. 93 – 99,
164 – 179], [20, с. 51 – 53, 168 – 184].

Питання до лекцiї 13

1. Який загальний вигляд має система звичайних диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку? Що називають розв’язком
цiєї системи на деякому iнтервалi (a, b)?

2. Який вигляд має нормальна система диференцiальних
рiвнянь першого порядку? Як формулюється задача Кошi
для нормальної системи? Який її геометричний та механiчний
змiст? Яку нормальну систему називають автономною?

3. Який механiчний змiст має нормальна система та її роз-
в’язок? Що таке фазовий простiр, фазова площина, фазова
пряма? Як пов’язанi мiж собою рух, який описується систе-
мою диференцiальних рiвнянь, та його траєкторiя? Який рух
називають станом спокою, яка його траєкторiя? Що таке по-
ле швидкостей, визначене системою диференцiальних рiвнянь?
Дайте механiчне тлумачення задачi iнтегрування нормальної
системи диференцiальних рiвнянь.

4. Як формулюється теорема Кошi про достатнi умови iсну-
вання та єдиностi неперервно диференцiйовного розв’язку за-
дачi Кошi для нормальної системи диференцiальних рiвнянь?

5. Що називають загальним розв’язком (iнтегралом) нор-
мальної системи диференцiальних рiвнянь у деякiй областi
iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi? Що називають
частинним та особливим розв’язками нормальної системи ди-
ференцiальних рiвнянь? Як вони пов’язанi з загальним розв’яз-
ком системи?

6. Що таке iнтегровнi комбiнацiї i як вони використовую-
ться для знаходження загального iнтеграла?

7. Як диференцiальне рiвняння n-го порядку, розв’язане
вiдносно старшої похiдної, можна звести до рiвносильної йо-
му нормальної системи диференцiальних рiвнянь?



Лекцiя 14. Лiнiйнi однорiднi системи звичайних диференцiальних рiвнянь 187

8. Який вигляд має лiнiйна система диференцiальних рiв-
нянь? Чим вiдрiзняється лiнiйна неоднорiдна система вiд одно-
рiдної? Якi властивостi мають розв’язки лiнiйної однорiдної си-
стеми?

Вправи до лекцiї 13

1. Зiнтегруйте системи, використовуючи iнтегровнi комбi-
нацiї:

а)
{
y′ = 2(y2 + z2)x,
z′ = 4yzx;

б)
{
y′ = sin y cos z,
z′ = cos y sin z.

2. Зiнтегруйте системи методом виключення:

а)
{
y′ = 10y − 6z,
z′ = 18y − 11z;

б)
{
y′ = y − 2z − xex,
z′ = 5y − z − (x+ 1)ex;

в)

⎧⎨
⎩
y′1 = −2y1 + 2y2 − y3,
y′2 = −6y1 + 2y2 − 2y3,
y′3 = −6y1 − 2y2 − y3.

Лекцiя 14. Лiнiйнi однорiднi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

План

1. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi сукупностi фун-
кцiй.

2. Формула Остроградського – Якобi.
3. Теорема про побудову загального розв’язку лiнiйної одно-

рiдної системи.
4. Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами. Ме-

тод Ейлера.



188 Роздiл 3. СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

1. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi сукупностi
функцiй. Нехай задано m сукупностей функцiй

y11, y12, . . . , y1n,
y21, y22, . . . , y2n,

. . . . . . . . .
ym1, ym2, . . . , ymn,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (14.1)

у кожнiй з яких по n функцiй, визначених i неперервних на
деякому iнтервалi (a, b). Cукупностi функцiй (14.1) називають
лiнiйно незалежними на iнтервалi (a, b), якщо тотожностi

α1y11 + α2y21 + . . .+ αmym1 ≡ 0,
α1y12 + α2y22 + . . .+ αmym2 ≡ 0,

· · · · · · · · ·
α1y1n + α2y2n + . . .+ αmymn ≡ 0,

де α1, α2, . . . , αm – сталi, виконуються тiльки тодi, коли
α1 = α2 = . . . = αm = 0. В iншому випадку сукупностi функцiй
(14.1) називають лiнiйно залежними на (a, b).

Зокрема, двi сукупностi функцiй y11, y12, . . . , y1n i y21,
y22, . . . , y2n будуть лiнiйно незалежними на (a, b), якщо не iснує
спiввiдношення вигляду

y21
y11

=
y22
y12

= . . . =
y2n
y1n

= k 	= 0, a < x < b.

Наприклад, сукупностi функцiй

y11 = 3e3x, y12 = 2e3x, y13 = e3x i

y21 = e3x, y22 = 2e3x, y23 = 3e3x

є лiнiйно незалежними на (−∞,+∞), а сукупностi функцiй

y11 = 2e3x, y12 = e3x, y13 = −e3x i

y21 = 4e3x, y22 = 2e3x, y23 = −2e3x

лiнiйно залежнi на (−∞,+∞).
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Встановимо необхiдну умову лiнiйної залежностi довiльних
n сукупностей функцiй. Отже, нехай маємо n сукупностей фун-
кцiй

y11, y12, . . . , y1n,
y21, y22, . . . , y2n,

. . . . . . . . .
yn1, yn2, . . . , ynn.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (14.2)

Визначником Вронського або вронскiаном сукупно-
стей функцiй (14.2) називають визначник

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y11 y12 · · · y1n
y21 y22 · · · y2n
· · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣. (14.3)

Теорема 1 (необхiдна умова лiнiйної залежностi n
сукупностей функцiй). Якщо n сукупностей функцiй (14.2)
лiнiйно залежнi на iнтервалi (a, b), то W (x) ≡ 0 на цьому iн-
тервалi.
Доведення. Оскiльки n сукупностей функцiй (14.2) лiнiйно
залежнi, то за означенням

n∑
i=1

αiyik = 0, k = 1, 2, . . . , n, a < x < b, (14.4)

де не всi αi дорiвнюють нулю. Розглядаючи (14.4) як однорiдну
лiнiйну систему алгебричних рiвнянь вiдносно α1, α2, . . . , αn,
бачимо, що вона має ненульовий розв’язок, а тому визначник
цiєї системи дорiвнює нулю. Цим визначником є вронскiан, от-
же W (x) ≡ 0 в усiх точках iнтервалу (a, b). Теорему доведено.

Теорему 1 можна сформулювати iнакше: якщо вронскiан n
сукупностей функцiй (14.2) на деякому iнтервалi (a, b) вiдмiн-
ний вiд нуля, то цi сукупностi функцiй лiнiйно незалежнi на
цьому iнтервалi.

Нехай тепер кожна з сукупностей функцiй (14.2) є розв’яз-
ком лiнiйної однорiдної системи

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj, k = 1, 2, . . . , n, (14.5)
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коефiцiєнти pkj(x), k, j = 1, 2, . . . , n, якої неперервнi на деякому
iнтервалi (a, b).

Теорема 2 (необхiдна умова лiнiйної незалежностi n
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи n рiвнянь). Якщо
n розв’язкiв (14.2) системи (14.5) лiнiйно незалежнi на iнтер-
валi (a, b), то їх вронскiан не перетворюється в нуль у жоднiй
точцi цього iнтервалу.
Доведення теореми проведемо вiд супротивного. Нехай
W (x0) = 0 для деякої точки x0 ∈ (a, b). Складемо систему n
алгебричних рiвнянь

n∑
i=1

Ciyik(x0) = 0, k = 1, 2, . . . , n. (14.6)

Оскiльки визначник однорiдної системи (14.6) дорiвнює нулю
(ним є W (x0)), то вона має ненульовий розв’язок C1 = C

(0)
1 ,

C2 = C
(0)
2 , . . . , Cn = C

(0)
n .

Побудуємо розв’язок

yk =
n∑
i=1

C
(0)
i yik, k = 1, 2, . . . , n. (14.7)

Оскiльки C
(0)
i задовольняють систему (14.6), то розв’язок

(14.7) має нульовi початковi значення у точцi x = x0, тобто
y1(x0) = 0, y2(x0) = 0, . . . , yn(x0) = 0. Але цi самi початковi
умови задовольняє також тривiальний розв’язок, тому згiдно з
теоремою Кошi (п. 1, лекцiя 13) цi розв’язки збiгаються, тобто

n∑
i=1

C
(0)
i yik ≡ 0, k = 1, 2, . . . , n,

де не всi C(0)
i дорiвнюють нулю. Отримали, що розв’язки (14.2)

лiнiйно залежнi на (a, b), що суперечить умовi теореми. Теоре-
му доведено.

З теорем 1 i 2 випливає: для того,щоб n розв’язкiв системи
(14.5) були лiнiйно незалежними на iнтервалi (a, b), необхi-
дно i достатньо,щоб їх вронскiан не перетворювався в нуль
у жоднiй точцi цього iнтервалу.
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2. Формула Остроградського – Якобi. Ця формула до-
зволяє з точнiстю до сталого множника виразити вронскiан
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (14.5) через дiагональнi
коефiцiєнти цiєї системи, а саме

W (x) =W (x0) · e
x∫

x0

(
p11(x)+p22(x)+...+pnn(x)

)
dx

, (14.8)

де x = x0 – довiльна точка iнтервалу (a, b). Формулу (14.8)
називають формулою Остроградського – Якобi. Для до-
ведення формули (14.8) знайдемо похiдну вiд вронскiана (14.3),
диференцiюючи його за стовпцями. У цьому випадку похiдна
вiд визначника n-го порядку дорiвнює сумi n визначникiв, якi
отримуються з нього почерговою замiною елементiв першого,
другого, . . . , n-го стовпця їх похiдними, тобто

W ′(x) =
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
y11 y12 · · · y1,k−1 y′1k y1,k+1 · · · y1n
y21 y22 · · · y2,k−1 y′2k y2,k+1 · · · y2n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · yn,k−1 y′nk yn,k+1 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Замiнимо похiднi y′1k, y

′
2k, . . . , y

′
nk їх виразами з (14.5). Тодi

W ′(x)=
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11 y12 · · · y1,k−1

n∑
j=1

pkjy1j y1,k+1 · · · y1n

y21 y22 · · · y2,k−1

n∑
j=1

pkjy2j y2,k+1 · · · y2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · yn,k−1

n∑
j=1

pkjynj yn,k+1 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Якщо розкласти кожен з визначникiв справа на суму n визна-
чникiв, то всi вони дорiвнюватимуть нулю (кожен з них ма-
тиме два пропорцiйнi стовпцi), крiм визначникiв, якi вiдповi-
дають j = k. У цьому випадку k-й визначник справа дорiвнює

pkk(x)W (x), а томуW ′(x) =
n∑
k=1

pkk(x)W (x), звiдки iнтегруван-

ням отримуємо формулу (14.8) (порiвняйте з виведенням фор-
мули Остроградського – Лiувiлля з лекцiї 8).
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З формули Остроградського – Якобi, зокрема, випливають
такi властивостi:

1. Якщо W (x) = 0 хоч у однiй точцi iнтервалу (a, b), то
W (x) = 0 в усiх точках цього iнтервалу.

2. Якщо W (x) 	= 0 у деякiй точцi iнтервалу (a, b), то
W (x) 	= 0 в усiх точках цього iнтервалу.

3. Теорема про побудову загального розв’язку лi-
нiйної однорiдної системи. Сукупнiсть n розв’язкiв лiнiйної
однорiдної системи (14.5), визначених i лiнiйно незалежних на
iнтервалi (a, b), називають фундаментальною системою
розв’язкiв на цьому iнтервалi.

З п. 1, 2 цiєї лекцiї випливає таке твердження: сукупнiсть
n розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (14.5) буде фундамен-
тальною системою розв’язкiв на iнтервалi (a, b) тодi i тiльки
тодi, коли вронскiан цих розв’язкiв вiдмiнний вiд нуля хоч в
однiй точцi iнтервалу (a, b).

Так само, як i для лiнiйних однорiдних рiвнянь n-го по-
рядку (лекцiя 8), знання фундаментальної системи розв’язкiв
дає можливiсть побудувати загальний розв’язок лiнiйної одно-
рiдної системи (14.5).

Теорема 3. Якщо сукупностi функцiй (14.2) утворюють
фундаментальну систему розв’язкiв лiнiйної однорiдної си-
стеми (14.5) на iнтервалi (a, b), то формули

y1 = C1y11 + C2y21 + . . . + Cnyn1,
y2 = C1y12 + C2y22 + . . . + Cnyn2,

· · · · · · · · ·
yn = C1y1n +C2y2n + . . .+ Cnynn,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (14.9)

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi, визначають загальний роз-
в’язок системи (14.5) в усiй її областi задання.
Доведення. Систему (14.9) можна розв’язати вiдносно C1,
C2, . . . , Cn, бо вона є лiнiйною, причому її визначник вiдмiнний
вiд нуля (ним є W (x)). Крiм того, сукупнiсть функцiй (14.9)
є розв’язком системи (14.5) для всiх значень довiльних ста-
лих C1, C2, . . . , Cn (властивiсть 2 з п. 4 лекцiї 13). Тому згi-
дно з означенням загального розв’язку нормальної системи ди-
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ференцiальних рiвнянь сукупнiсть функцiй (14.9) є загальним
розв’язком системи (14.5). Теорему доведено.

4. Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнта-
ми. Метод Ейлера. Розглянемо лiнiйну однорiдну систему⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y′1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn,
y′2 = a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn,

· · · · · · · · ·
y′n = an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn.

(14.10)

де aij, i, j = 1, 2, . . . , n, – дiйснi сталi, i покажемо, що її зав-
жди можна зiнтегрувати у скiнченному виглядi (тобто через
елементарнi функцiї або у квадратурах).

Згiдно з теоремою 3 для побудови загального розв’язку си-
стеми (14.10) досить знайти хоча б одну її фундаментальну
систему розв’язкiв. Частинний розв’язок системи (14.10) шу-
каємо у виглядi

y1 = γ1e
kx, y2 = γ2e

kx, . . . , yn = γne
kx, (14.11)

де γ1, γ2, . . . , γn i k – деякi сталi, причому γ1, γ2, . . . , γn не
дорiвнюють нулю одночасно (iнакше матимемо очевидний три-
вiальний розв’язок, який не може належати фундаментальнiй
системi розв’язкiв). Якщо пiдставити (14.11) в систему (14.10),
скоротити ekx i перенести усi доданки у лiву частину, то одер-
жуємо однорiдну систему алгебричних рiвнянь⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
(a11 − k)γ1 + a12γ2 + . . .+ a1nγn = 0,
a21γ1 + (a22 − k)γ2 + . . .+ a2nγn = 0,

· · · · · · · · ·
an1γ1 + an2γ2 + . . .+ (ann − k)γn = 0.

(14.12)

Ненульовий розв’язок системи (14.12) iснує лише тодi, коли її
визначник дорiвнює нулю. Позначивши його через Δ(k), маємо

Δ(k) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k a12 · · · a1n
a21 a22 − k · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (14.13)



194 Роздiл 3. СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Рiвняння (14.13) називають характеристичним рiвнян-
ням системи (14.10), його коренi – характеристичними
числами, а визначник Δ(k) – характеристичним визна-
чником.

Нехай усi характеристичнi числа k1, k2, . . . , kn простi. Тодi,
як вiдомо з алгебри,

Δ(kj) = 0, Δ′(kj) 	= 0, j = 1, 2, . . . , n.

Покажемо, що ранг матрицi

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 − kj a12 · · · a1n
a21 a22 − kj · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − kj

⎞
⎟⎟⎠,

складеної з коефiцiєнтiв системи, яку одержуємо з (14.12) пiсля
замiни у нiй k на kj , дорiвнює n−1. Для цього знайдемо Δ′(k):

Δ′(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 a12 · · · a1n
0 a22 − k · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
0 an2 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k 0 · · · a1n
a21 −1 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 0 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k a12 · · · 0
a21 a22 − k · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −Δ11(k)−Δ22(k)− . . .−Δnn(k), (14.14)

де Δjj(k) – алгебричне доповнення елемента ajj−k визначника
Δ(k). Оскiльки Δ′(kj) 	= 0, j = 1, 2, . . . , n, то з (14.14) випливає,
що хоча б один з визначникiв Δjj(ki) (а це визначники (n−1)-го
порядку), вiдмiнний вiд нуля. Отже, ранг матрицi A дорiвнює
n− 1, а тому одне з рiвнянь системи (14.12) є наслiдком iнших
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i ця система має ненульовий розв’язок, який визначається з
точнiстю до довiльного множника Pi:

γi1 = Pimi1, γi2 = Pimi2, . . . , γin = Pimin, i = 1, 2, . . . , n.
(14.15)

Якщо у формулах (14.15) зафiксувати множник Pi, то одержи-
мо конкретний розв’язок системи (14.12).

Пiдставляючи тепер у (14.11) замiсть k послiдовно хара-
ктеристичнi числа k1, k2, . . . , kn, а замiсть γ1, γ2, . . . , γn –
вiдповiднi їм розв’язки системи (14.12), визначенi формулами
(14.15) при фiксованих множниках Pi, одержуємо n розв’язкiв
системи (14.10)⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
y11 = γ11e

k1x, y12 = γ12e
k2x, . . . , y1n = γ1ne

knx,
y21 = γ21e

k1x, y22 = γ22e
k2x, . . . , y2n = γ2ne

knx,
· · · · · · · · ·

yn1 = γn1e
k1x, yn2 = γn2e

k2x, . . . , ynn = γnne
knx.

(14.16)

Легко показати, що цi розв’язки лiнiйно незалежнi на
(−∞,+∞). Якщо при цьому всi числа k1, k2, . . . , kn дiйснi,
то розв’язки (14.16) також будуть дiйсними.

Таким чином, для простих дiйсних характеристичних чисел
система (14.10) має n дiйсних лiнiйно незалежних частинних
розв’язкiв вигляду (14.16). Тому згiдно з теоремою 3 формули⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y1 = C1γ11e

k1x + C2γ21e
k2x + . . . + Cnγn1e

knx,
y2 = C1γ12e

k1x + C2γ22e
k2x + . . . + Cnγn2e

knx,
· · · · · · · · ·

yn = C1γ1ne
k1x + C2γ2ne

k2x + . . . + Cnγnne
knx

визначають загальний розв’язок системи (14.10).
Припустимо, що характеристичнi числа k1, k2, . . . , kn про-

стi, але серед них є комплекснi. Нехай a + ib i a − ib – пара
комплексно-спряжених характеристичних чисел. Числу a + ib
згiдно з (14.11) вiдповiдає розв’язок

y1 = γ1e
(a+ib)x, y2 = γ2e

(a+ib)x, . . . , yn = γne
(a+ib)x,

де γ1, γ2, . . . , γn – комплекснi числа. Покладаючи

γ1 = γ11 + iγ21, γ2 = γ12 + iγ22, . . . , γn = γ1n + iγ2n,
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одержуємо комплексний розв’язок

y1 = (γ11 + iγ21)e
(a+ib)x, y2 = (γ12 + iγ22)e

(a+ib)x, . . . ,

yn = (γ1n + iγ2n)e
(a+ib)x.

Вiдокремлюючи у цьому розв’язку дiйснi та уявнi частини, ма-
ємо два дiйснi розв’язки:

y11 = eax(γ11 cos bx− γ21 sin bx),

y12 = eax(γ12 cos bx− γ22 sin bx), . . . ,

y1n = eax(γ1n cos bx− γ2n sin bx)

i

y21 = eax(γ11 sin bx+ γ21 cos bx),

y22 = eax(γ12 sin bx+ γ22 cos bx), . . . ,

y2n = eax(γ1n sin bx+ γ2n cos bx).

Легко показати, що цi розв’язки лiнiйно незалежнi на iнтервалi
(−∞,+∞). Очевидно також, що спряжений корiнь a − ib не
породжує нових дiйсних лiнiйно незалежних частинних роз-
в’язкiв.

Приклад 1. Зiнтегрувати систему{
y′ = 5y + 4z,
z′ = 4y + 5z.

Розв’язання. Розв’язуючи характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 5− k 4
4 5− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 10k + 9 = 0,

знаходимо k1 = 1, k2 = 9, отже, характеристичнi числа дiйснi i
простi.

Складемо систему для знаходження чисел γ1 i γ2, якi вiд-
повiдають характеристичному числу k1. Матрицю коефiцiєнтiв
цiєї системи отримуємо з матрицi(

5− k 4
4 5− k

)
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замiною k на k1. Отже, шукана система має вигляд{
4γ1 + 4γ2 = 0,
4γ1 + 4γ2 = 0

⇒ γ1 = −γ2.

Нехай γ1 = 1, тодi γ2 = −1. Таким чином, характеристи-
чному числу k1 = 1 вiдповiдає розв’язок y1 = ex, z1 = − ex.

Аналогiчно, розв’язуючи систему, яка вiдповiдає k2 = 9:{−4γ1 + 4γ2 = 0,
4γ1 − 4γ2 = 0,

знаходимо, що γ1 = γ2. Якщо взяти γ1 = 1, то γ2 = 1, а тому
цьому характеристичному числу вiдповiдає розв’язок y2 = e9x,
z2 = e9x.

Загальний розв’язок записуємо згiдно з теоремою 3:

y = C1e
x + C2e

9x, z = −C1e
x + C2e

9x. �

Приклад 2. Зiнтегрувати систему
{
y′ = 2y − z,
z′ = y + 2z.

Розв’язання. Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 2− k −1
1 2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 4k + 5 = 0

має комплексно-спряженi коренi k1 = 2 + i, k2 = 2 − i. Розв’я-
зок, який вiдповiдає k1, має вигляд y = γ1e

(2+i)x, z = γ2e
(2+i)x,

де числа γ1, γ2 знайдемо з системи:{−iγ1 − γ2 = 0,
γ1 − iγ2 = 0.

Покладаючи γ1 = 1, знаходимо γ2 = − i, а тому шуканим
розв’язком є y = e(2+i)x, z = − i e(2+i)x. Вiдокремлюючи у цьо-
му розв’язку дiйснi та уявнi частини, одержуємо два дiй-
снi розв’язки: y1 = e2x cosx, z1 = e2x sinx i y2 = e2x sinx, z2 =
= −e2x cos x. Цi розв’язки утворюють фундаментальну систему
розв’язкiв, а тому загальним розв’язком є

y = e2x(C1 cos x+ C2 sinx), z = e2x(C1 sinx− C2 cos x). �
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Якщо серед коренiв характеристичного рiвняння є кратнi,
то метод, викладений вище, застосовувати не можна. Однак i у
цьому випадку вдається побудувати фундаментальну систему
розв’язкiв через елементарнi функцiї. Зауважимо перш за все,
що якщо k1 – просте характеристичне число, то, незалежно вiд
того, чи будуть серед iнших характеристичних чисел зустрi-
чатися кратнi чи нi, йому завжди вiдповiдає один частинний
розв’язок вигляду

y1 = γ1e
k1x, y2 = γ2e

k1x, . . . , yn = γne
k1x,

де γ1, γ2, . . . , γn – деякi сталi, якi визначаються з точнiстю до
сталого множника.

Таким чином, задача зводиться до того, щоб знайти частин-
нi розв’язки, якi вiдповiдають кратному кореню. При цьому,
так само, як i для лiнiйного однорiдного рiвняння n-го порядку,
виявляється, що одному характеристичному числу кратностi s
вiдповiдає s лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.

Теорема 4. Якщо k1 – характеристичне число кратностi
s, то йому вiдповiдає розв’язок системи (14.10)

y1 = P1(x)e
k1x, y2 = P2(x)e

k1x, . . . , yn = Pn(x)e
k1x, (14.17)

де P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) – многочлени степеня не вищого,
нiж s− 1, якi мають у сукупностi s довiльних коефiцiєнтiв.

Доведення теореми можна знайти, наприклад, в [10, с. 119 –
126].

З практичної точки зору розв’язок, що вiдповiдає характе-
ристичному числу k1, потрiбно шукати у виглядi (14.17), вва-
жаючи P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) многочленами (s−1)-го степеня
з невизначеними коефiцiєнтами i, пiдставляючи їх в (14.10), ви-
разити всi коефiцiєнти через s з них, якi залишаються довiль-
ними. Покладаючи по черзi один з цих довiльних коефiцiєнтiв
рiвним одиницi, а решта рiвними нулю, побудуємо s лiнiйно не-
залежних розв’язкiв, якi вiдповiдають характеристичному чи-
слу k1. Усi цi частиннi розв’язки будуть утворенi з добуткiв
функцiї ek1x на многочлени вiд x, степенi яких не перевищу-
ють s− 1. Якщо многочлени P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) у формулi
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(14.17) вироджуються у сталi, то одержимо s лiнiйно незале-
жних частинних розв’язкiв такого ж вигляду, як i для випадку
простого характеристичного числа.

Якщо k1 – дiйсне характеристичне число, то побудованi s
лiнiйно незалежних розв’язкiв будуть дiйсними.

Якщо система (14.10) має комплексне характеристичне чи-
сло a + bi кратностi s, то вона має також спряжене характе-
ристичне число a − bi тiєї ж кратностi. Побудувавши s лiнiй-
но незалежних комплексних розв’язкiв, якi вiдповiдають числу
a+ bi i вiдокремивши в них дiйснi та уявнi частини, одержимо
2s дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.

Отже, у загальному випадку кожному простому дiйсному
характеристичному числу вiдповiдає один частинний розв’я-
зок, кожнiй парi простих комплексно-спряжених характеристи-
чних чисел вiдповiдає два дiйснi лiнiйно незалежнi розв’язки,
дiйсному характеристичному числу кратностi s вiдповiдає s
дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв, а для кожної
пари комплексно-спряжених характеристичних чисел кратно-
стi s маємо 2s дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’яз-
кiв. Усього матимемо n дiйсних розв’язкiв, якi утворюють фун-
даментальну систему розв’язкiв на iнтервалi (−∞,+∞). За-
гальний розв’язок системи (14.10) одержимо згiдно з теоремою
3, утворивши лiнiйну комбiнацiю розв’язкiв цiєї фундаменталь-
ної системи розв’язкiв за стовпцями з одними й тими ж довiль-
ними сталими C1, C2, . . . , Cn.

Приклад 3. Зiнтегрувати систему{
y′ = 6y + z,
z′ = −16y − 2z.

(14.18)

Розв’язання. Розв’язуємо характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 6− k 1
−16 −2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 4k + 4 = 0, ⇒ k1 = k2 = 2.

Згiдно з теоремою 4 загальний розв’язок шукаємо у виглядi{
y = (Ax+B)e2x,
z = (Cx+D)e2x.

(14.19)
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Оскiльки {
y′ = (2Ax+ 2B +A)e2x,
z′ = (2Cx+ 2D + C)e2x,

то пiсля пiдстановки (14.19) в (14.18) маємо:{
(2Ax+ 2B +A)e2x = 6(Ax+B)e2x + (Cx+D)e2x,
(2Cx+ 2D + C)e2x = −16(Ax+B)e2x − 2(Cx+D)e2x

⇒{
(4A +C)x−A+ 4B +D = 0,
(16A + 4C)x+ 16B + 4D + C = 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x, отриму-
ємо систему: ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
4A+ C = 0,
−A+ 4B +D = 0,
16A+ 4C = 0,
16B + 4D + C = 0.

У цiй системi є лише два лiнiйно незалежних рiвняння, напри-
клад, перше i друге. Вважатимемо у них вiльними невiдоми-
ми, примiром, A i B i надамо їм довiльних значень: A = C1,
B = C2. Тодi C = −4C1, D = C1 − 4C2, а загальний розв’язок
запишеться у виглядi

y = (C1x+ C2)e
2x, z = (−4C1x+ C1 − 4C2)e

2x. �

Приклад 4. Зiнтегрувати систему⎧⎨
⎩
y′1 = y2 + y3,
y′2 = y1 + y3,
y′3 = y1 + y2.

Розв’язання. Знаходимо характеристичнi числа системи:∣∣∣∣∣∣
−k 1 1
1 −k 1
1 1 −k

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ k3 − 3k − 2 = 0 ⇒

k1 = 2, k2,3 = −1.
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Числу k1 = 2 вiдповiдає система двох рiвнянь (третє є на-
слiдком двох перших):{−2γ1 + γ2 + γ3 = 0,

γ1 − 2γ2 + γ3 = 0.

Один з її розв’язкiв γ1 = 1, γ2 = 1, γ3 = 1. Тому y
(1)
1 = e2x,

y
(1)
2 = e2x, y(1)3 = e2x є розв’язком заданої системи.
Характеристичним числам k2,3 = −1 вiдповiдає одне рiвня-

ння (друге i третє збiгаються з ним): γ1+γ2+γ3 = 0. Виберемо
два лiнiйно незалежнi розв’язки цього рiвняння, наприклад,
γ1 = 1, γ2 = 0, γ3 = −1 i γ1 = 0, γ2 = −1, γ3 = 1. Кожному з
них вiдповiдає один розв’язок:

y
(2)
1 = e−x, y(2)2 = 0, y

(2)
3 = −e−x,

y
(3)
1 = 0, y

(3)
2 = −e−x, y

(3)
3 = e−x.

Оскiльки вронскiан знайдених трьох розв’язкiв вiдмiнний
вiд нуля:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
e2x e−x 0
e2x 0 −e−x
e2x −e−x e−x

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 0 −1
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = −3 	= 0,

то вони утворюють фундаментальну систему розв’язкiв, а за-
гальним розв’язком є

y1 = C1e
2x + C2e

−x, y2 = C1e
2x − C3e

−x,
y3 = C1e

2x − C2e
−x + C3e

−x. �

Рекомендована лiтература: [9, с. 91 – 102, 109 – 128],
[10, с. 84 – 90, 115 – 127], [16, с. 341 – 356], [19, с. 198 – 205, 210 –
214, 222 – 227], [20, с. 185 – 188, 192 – 199].

Питання до лекцiї 14

1. Якi сукупностi функцiй називають лiнiйно незалежними
(лiнiйно залежними) на деякому iнтервалi? Наведiть приклади
таких сукупностей функцiй.
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2. Що таке вронскiан розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи
n рiвнянь? Як за допомогою вронскiана визначити, чи є заданi
n сукупностей функцiй лiнiйно незалежними?

3. Як формулюється необхiдна умова лiнiйної незалежно-
стi n розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи n диференцiальних
рiвнянь? Сформулюйте необхiдну i достатню умову лiнiйної не-
залежностi на iнтервалi (a, b) n розв’язкiв лiнiйної однорiдної
системи.

4. Який вигляд має формула Остроградського – Якобi? Якi
властивостi випливають з цiєї формули?

5. Що називають фундаментальною системою розв’язкiв лi-
нiйної однорiдної системи на деякому iнтервалi? Яка її роль у
побудовi загального розв’язку лiнiйної однорiдної системи?

6. Який вигляд має лiнiйна однорiдна система диференцi-
альних рiвнянь iз сталими коефiцiєнтами? Що називають хара-
ктеристичним визначником, характеристичним рiвнянням, ха-
рактеристичними числами такої системи?

7. У чому полягає метод Ейлера iнтегрування лiнiйних од-
норiдних систем зi сталими коефiцiєнтами? Як залежить стру-
ктура фундаментальної системи розв’язкiв такої системи вiд
вигляду характеристичних чисел?

Вправи до лекцiї 14

1. Зiнтегруйте системи методом Ейлера:

а)
{
y′ = −2y − 3z,
z′ = 6y + 7z;

б)
{
y′ = −5y − 4z,
z′ = 10y + 7z;

в)

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 − y2 − y3,
y′2 = −2y1 + 2y2 + y3,
y′3 = 4y1 + 2y2 + 3y3;

г)

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′2 = 2y1 + y2 + 2y3,
y′3 = 2y1 + 2y2 + y3.
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Лекцiя 15. Лiнiйнi неоднорiднi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

План

1. Структура загального розв’язку лiнiйної неоднорiдної си-
стеми.

2. Метод варiацiї довiльних сталих.
3. Метод невизначених коефiцiєнтiв розв’язування лiнiйних

неоднорiдних систем зi сталими коефiцiєнтами.
4. Метод Д’Аламбера.

1. Структура загального розв’язку лiнiйної неодно-
рiдної системи. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + . . . + p1n(x)yn + f1(x),
y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + . . . + p2n(x)yn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + . . .+ pnn(x)yn + fn(x)

(15.1)

або, у скороченому записi:

dyk
dx

=
n∑
j=1

pkj(x)yj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (15.2)

Припустимо, що нам вiдомий деякий частинний розв’язок
цiєї системи

y1 = y
(1)
1 , y2 = y

(1)
2 , . . . , yn = y(1)n ,

а отже,

dy
(1)
k

dx
≡

n∑
j=1

pkj(x)y
(1)
j + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (15.3)

Введемо новi невiдомi функцiї z1 = z1(x), z2 = z2(x), . . . ,
zn = zn(x) i покладемо

yk = y
(1)
k + zk, k = 1, 2, . . . , n. (15.4)
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Пiдставляючи функцiї (15.4) в систему (15.1), одержуємо

dy
(1)
k

dx
+
dzk
dx

=

=
n∑
j=1

pkj(x)y
(1)
j +

n∑
j=1

pkj(x)zj+fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (15.5)

Враховуючи (15.3), з (15.5) для знаходження функцiй z1,
z2, . . . , zn отримуємо лiнiйну однорiдну систему

dzk
dx

=

n∑
j=1

pkj(x)zj , k = 1, 2, . . . , n. (15.6)

Однорiдну систему (15.6) називають вiдповiдною неоднорi-
днiй системi (15.2).

Згiдно з теоремою 3 (лекцiя 14) загальний розв’язок систе-
ми (15.6) визначається формулою

zk =

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n, (15.7)

де zjk = zjk(x), j, k = 1, 2, . . . , n, – деяка фундаментальна си-
стема розв’язкiв системи (15.6), Cj , j = 1, 2, . . . , n, – довiльнi
сталi.

Пiдставляючи (15.7) у (15.4), одержуємо, що

yk = y
(1)
k +

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n. (15.8)

Формула (15.8) визначає загальний розв’язок системи (15.1)
в усiй областi її задання.

Таким чином, для знаходження загального розв’язку нео-
днорiдної системи (15.1) достатньо знайти будь-який її ча-
стинний розв’язок i додати до нього загальний розв’язок вiд-
повiдної однорiдної системи (15.6).
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2. Метод варiацiї довiльних сталих. Для знаходжен-
ня частинного розв’язку, а разом з тим i загального розв’язку
лiнiйної неоднорiдної системи у випадку, коли вдається зiнте-
грувати вiдповiдну однорiдну систему, часто використовують
метод варiацiї довiльних сталих (метод Лагранжа).

Розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи (15.1) шукаємо у
виглядi

yk =
n∑
j=1

Cj(x)zjk, k = 1, 2, . . . , n, (15.9)

де zjk = zjk(x), j, k = 1, 2, . . . , n, – деяка фундаментальна
система розв’язкiв однорiдної системи (15.6), а Cj(x), j =
= 1, 2, . . . , n, – деякi неперервно диференцiйовнi функцiї.

Виберемо у (15.9) функцiї Cj(x) так, щоб ця формула ви-
значала розв’язок системи (15.1). Пiдставляючи (15.9) в (15.1),
одержуємо:

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)z
′
jk =

=
n∑
l=1

pkl(x)
n∑
j=1

Cj(x)zjl + fk(x), k = 1, 2, . . . , n, ⇒

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)z
′
jk =

=

n∑
j=1

Cj(x)

n∑
l=1

pkl(x)zjl + fk(x), k = 1, 2, . . . , n, ⇒

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)

(
z′jk −

n∑
l=1

pkl(x)zjl

)
=

= fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (15.10)

Оскiльки zjk – фундаментальна система розв’язкiв однорiдної
системи (15.6), то вираз у дужках у формулi (15.10) дорiвнює
нулю, а тому для знаходження функцiй Cj(x), j = 1, 2, . . . , n,
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маємо систему:
n∑
j=1

C ′
j(x)zjk = fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (15.11)

Визначник системи (15.11) вiдмiнний вiд нуля для всiх
x ∈ (a, b) (ним є вронскiан W (x)), а тому вона має єдиний роз-
в’язок, який можна знайти, наприклад, за формулами Краме-
ра:

C ′
j(x) =

n∑
k=1

Wkj(x)

W (x)
fk(x), j = 1, 2, . . . , n, (15.12)

де Wkj(x) – алгебричне доповнення елемента zkj вронскiана
W (x). Iнтегруючи (15.12), знаходимо

Cj(x) =

n∑
k=1

x∫
x0

Wkj(x)

W (x)
fk(x)dx+ Cj , j = 1, 2, . . . , n,

де Cj – довiльнi сталi, а x0 – довiльна точка з iнтервалу (a, b).
Пiдставляючи знайденi вирази для Cj(x) у формулу (15.9),

одержуємо

yk =

n∑
j=1

zjk

n∑
s=1

x∫
x0

Wsj(x)

W (x)
fs(x)dx+

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n.

(15.13)
Пiдставляючи в (15.13) C1 = C2 = . . . = Cn = 0, маємо ча-

стинний розв’язок

y
(1)
k =

n∑
j=1

zjk

n∑
s=1

x∫
x0

Wsj(x)

W (x)
fs(x)dx, k = 1, 2, . . . , n,

а тому (15.13) можна записати у виглядi (15.8). Отже, розв’я-
зок, який визначається формулою (15.13), є загальним розв’яз-
ком лiнiйної неоднорiдної системи (15.1).

Приклад 1. За допомогою методу варiацiї довiльних ста-
лих зiнтегрувати систему{

y′ = 2y − z,
z′ = −y + 2z + 4xex.
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Розв’язання. Вiдповiдну однорiдну систему зiнтегруємо ме-
тодом виключення:{

y′ = 2y − z,
z′ = −y + 2z

⇒ y = 2z − z′,

2z′ − z′′ = 2(2z − z′)− z ⇒ z′′ − 4z′ + 3z = 0.

Оскiльки характеристичне рiвняння k2 − 4k+3 = 0 має коренi
k1 = 1, k2 = 3, то

z0 = C1e
x + C2e

3x ⇒ y0 = 2(C1e
x + C2e

3x)−
− (C1e

x + 3C2e
3x) ⇒ y0 = C1e

x − C2e
3x.

Розв’язок заданої неоднорiдної системи шукаємо у виглядi

y = C1(x)e
x − C2(x)e

3x, z = C1(x)e
x + C2(x)e

3x, (15.14)

де функцiї C1(x), C2(x) знайдемо з системи вигляду (15.11):{
C ′
1(x)e

x − C ′
2(x)e

3x = 0,

C ′
1(x)e

x + C ′
2(x)e

3x = 4xex
⇒

C ′
1(x) = 2x, C ′

2(x) = 2xe−2x ⇒
C1(x) = x2 + C1, C2(x) = −xe−2x − 1

2
e−2x + C2.

Пiдставляючи знайденi функцiї C1(x), C2(x) у (15.14), одержу-
ємо загальний розв’язок заданої системи:

y = (x2 + C1)e
x − (−xe−2x − 0,5e−2x + C2

)
e3x =

= C1e
x − C2e

3x +
(
x2 + x+ 0,5

)
ex,

z = (x2 + C1)e
x +
(−xe−2x − 0,5e−2x + C2

)
e3x =

= C1e
x + C2e

3x +
(
x2 − x− 0,5

)
ex.

Пiсля зведення подiбних доданкiв i перепозначення сталої
(C1 := C1 + 0,5), маємо

y = C1e
x − C2e

3x +
(
x2 + x

)
ex,

z = C1e
x + C2e

3x +
(
x2 − x− 1

)
ex. �
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3. Метод невизначених коефiцiєнтiв розв’язування
лiнiйних систем зi сталими коефiцiєнтами. У п. 1 цiєї ле-
кцiї встановлено, що iнтегрування лiнiйної неоднорiдної систе-
ми диференцiальних рiвнянь зводиться до необхiдностi побудо-
ви фундаментальної системи розв’язкiв вiдповiдної однорiдної
системи. Тому особливий iнтерес становлять такi лiнiйнi нео-
днорiднi системи, у яких фундаментальна система розв’язкiв
вiдповiдної однорiдної системи виражається через елементарнi
функцiї. До таких систем вiдносяться, передовсiм, системи зi
сталими коефiцiєнтами.

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему диференцiальних
рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y′1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn + f1(x),
y′2 = a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn + fn(x)

або, у скороченому записi:

dyk
dx

=
n∑
j=1

akjyj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (15.15)

Якщо функцiї fk(x) у системi (15.15) складаються з сум i
добуткiв многочленiв Pm(x) = p0 + p1x + . . . + pmx

m та фун-
кцiй eαx, cosβx, sin βx, то її розв’язок можна шукати мето-
дом невизначених коефiцiєнтiв. Це робиться за такими ж
правилами, що i для одного лiнiйного диференцiального рiвня-
ння зi сталими коефiцiєнтами (лекцiя 10), але з певними змi-
нами. Зокрема, якщо

fk(x) = Pmk(x)e
αx,

де Pmk(x) – многочлен степеня mk, то частинний розв’язок си-
стеми (15.15) потрiбно шукати не у виглядi xsQm(x)eαx (як це
було для лiнiйного рiвняння), а як

yi = Q
(i)
m+s(x)e

αx, i = 1, 2, . . . , n, (15.16)
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де Q(i)
m+s(x), i = 1, 2, . . . , n, – многочлени степеня m+ s з невi-

домими коефiцiєнтами, m = max
k=1,...,n

mk; s = 0, якщо α – не є

характеристичним числом, i s дорiвнює кратностi цього числа,
якщо α є характеристичним числом (якщо точнiше, числоm+s
наm одиниць бiльше найвищого зi степенiв многочленiв, на якi
множаться експоненти eαx у загальному розв’язку вiдповiдної
однорiдної системи).

Невiдомi коефiцiєнти многочленiв Q
(i)
m+s(x) визначають

прирiвнюванням коефiцiєнтiв бiля вiдповiдних доданкiв пiсля
пiдставляння (15.16) у систему (15.15).

Аналогiчно визначаються степенi многочленiв у випадках,
коли функцiї fk(x) у системi (15.15) мiстять функцiї eαx cos βx
i eαx sin βx, а число α+ βi є або не є характеристичним.

Приклад 2. Зiнтегрувати систему методом невизначе-
них коефiцiєнтiв: {

y′ = y − 2z + ex,
z′ = y + 4z + e2x.

Розв’язання. Використовуючи метод Ейлера (лекцiя 14), зна-
йдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної си-
стеми {

y′ = y − 2z,
z′ = y + 4z.

Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 1− k −2
1 4− k

∣∣∣∣ = 0

має коренi k1 = 2, k2 = 3. Характеристичному числу k1 = 2 вiд-
повiдає система {−γ1 − 2γ2 = 0,

γ1 + 2γ2 = 0,

звiдки, наприклад, γ1 = 2, γ2 = −1. Числу k2 = 3 вiдповiдає
система {−2γ1 − 2γ2 = 0,

γ1 + γ2 = 0,
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звiдки γ1 = 1, γ2 = −1. Отже, загальним розв’язком однорiдної
системи є:

y0 = 2C1e
2x + C2e

3x, z0 = −C1e
2x − C2e

3x.

Враховуючи вигляд функцiй f1(x) = ex i f2(x) = e2x, ча-
стинний розв’язок y1, z1 неоднорiдної системи через невизна-
ченi коефiцiєнти запишемо у виглядi

y1 = Aex + (Bx+ C)e2x, z1 = Dex + (Ex+ F )e2x. (15.17)

Пiдставляючи (15.17) у задану систему, одержуємо:

Aex + 2(Bx+ C)e2x +Be2x =

= Aex + (Bx+ C)e2x − 2Dex − 2(Ex+ F )e2x + ex,

Dex + 2(Ex + F )e2x + Ee2x =

= Aex + (Bx+ C)e2x + 4Dex + 4(Ex+ F )e2x + e2x.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля ex, e2x i xe2x в обох частинах
цих тотожностей, одержуємо вiдповiдно:

ex A = A− 2D + 1,
e2x 2C +B = C − 2F,
xe2x 2B = B − 2E,

ex D = A+ 4D,
e2x 2F + E = C + 4F + 1,
xe2x 2E = B + 4E.

Звiдси

A = −3

2
, B = 2, C = 0, D =

1

2
, E = −1, F = −1,

а тому частинним розв’язком неоднорiдної системи є

y1 = −3

2
ex + 2xe2x, z1 =

1

2
ex − (x+ 1)e2x,

а загальним розв’язком –

y = 2C1e
2x + C2e

3x − 3

2
ex + 2xe2x,

z = − C1e
2x − C2e

3x +
1

2
ex − (x+ 1)e2x. �
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Приклад 3. Записати частинний розв’язок з невизначе-
ними коефiцiєнтами (не шукаючи їх ) системи{

y′ = 4y − z + xe3x + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cosx.

(15.18)

Розв’язання. Знайдемо характеристичнi числа вiдповiдної
однорiдної системи:∣∣∣∣ 4− k −1

1 2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 6k + 9 = 0 ⇒ k1 = k2 = 3.

У системi (15.18) для функцiй xe3x, e3x sinx, xe3x cos x чи-
сла α + βi вiдповiдно дорiвнюють 3, 3 + i, 3 + i. Тому окремо
знайдемо частиннi розв’язки систем{

y′ = 4y − z + xe3x,
z′ = y + 2z

(15.19)

i {
y′ = 4y − z + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cosx.

(15.20)

Для системи (15.19) α+ βi = k1 = k2 = 3, s = 2, m = 1. Згi-
дно з (15.16) її частинний розв’язок потрiбно шукати у виглядi

y1 = (ax3 + bx2 + cx+ d)e3x,

z1 = (fx3 + gx2 + hx+ p)e3x.

Для системи (15.20) α + βi = 3 + i 	= k1,2, s = 0, m = 1, а
тому її частинний розв’язок має вигляд

y2 = (Ax+B)e3x sinx+ (Cx+D)e3x cos x,

z2 = (Ex+ F )e3x sinx+ (Gx+H)e3x cos x.

Тодi частинний розв’язок системи (15.18) запишеться у виглядi:

y = y1 + y2, z = z1 + z2. �
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4. Метод Д’Аламбера. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну
систему двох диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєн-
тами {

y′ = a11y + a12z + f1(x),
z′ = a21y + a22z + f2(x).

(15.21)

Помножимо друге рiвняння цiєї системи на деяке число λ i
додамо почленно до першого рiвняння:

(y + λz)′ = (a11 + λa21)y + (a12 + λa22) z + f1(x) + λ f2(x) ⇒

(y + λz)′ = (a11 + λa21)

(
y +

a12 + λa22
a11 + λa21

z

)
+ f1(x) + λf2(x).

(15.22)

Користуючись довiльнiстю числа λ, виберемо його таким,
щоб

a12 + λa22
a11 + λa21

= λ,

тобто
a21λ

2 + (a11 − a22)λ− a12 = 0. (15.23)

Тодi рiвняння (15.22) запишемо у виглядi:

(y + λz)′ = (a11 + λa21)(y + λz) + f1(x) + λf2(x). (15.24)

Рiвняння (15.24) є лiнiйним диференцiальним рiвнянням
першого порядку з шуканою функцiєю y+λz. Iнтегруючи його
(формула (4.5) з лекцiї 4), одержуємо:

y + λz = e(a11+λa21)x
(∫ (

f1(x) + λf2(x)
)
e−(a11+λa21)xdx+C

)
.

(15.25)
Якщо коренi λ1 i λ2 квадратного рiвняння (15.23) рiзнi i

дiйснi, то маємо систему⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
y+λ1z = e(a11+λ1a21)x

(∫ (
f1(x)+λ1f2(x)

)
e−(a11+λ1a21)xdx+C1

)
,

y+λ2z = e(a11+λ2a21)x
(∫ (

f1(x)+λ2f2(x)
)
e−(a11+λ2a21)xdx+C2

)
,
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розв’язуючи яку вiдносно y i z, знайдемо загальний iнтеграл
системи (15.21).

Якщо коренi рiвняння (15.23) кратнi, тобто λ1 = λ2 = λ, то
з (15.25) одержуємо тiльки одне рiвняння:

y+λz = e(a11+λa21)x
(∫ (

f1(x)+λf2(x)
)
e−(a11+λa21)xdx+ C

)
,

але у цьому випадку, пiдставляючи вираз для y, знайдений
звiдси, у друге рiвняння системи (15.21), одержимо лiнiйне рiв-
няння першого порядку з невiдомою функцiєю z.

Рекомендована лiтература: [5, с. 244 – 264], [9, с. 103 –
107, 138 – 144], [10, с. 90 – 91, 127 – 131], [16, с. 370 – 385], [19,
с. 206 – 210].

Питання до лекцiї 15

1. Як знайти загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної си-
стеми, якщо вiдомий її частинний розв’язок i загальний роз-
в’язок вiдповiдної однорiдної системи?

2. У чому полягає метод варiацiї довiльних сталих знахо-
дження загального розв’язку лiнiйної неоднорiдної системи?

3. У чому полягає метод невизначених коефiцiєнтiв iнтегру-
вання лiнiйних неоднорiдних систем зi сталими коефiцiєнтами?
Чи для кожної лiнiйної системи його можна використати?

4. У чому полягає метод Д’Аламбера iнтегрування лiнiйних
систем зi сталими коефiцiєнтами?

Вправи до лекцiї 15

1. Зiнтегруйте системи методом варiацiї довiльних сталих:

а)
{
y′ = 4y − 8z + tg 4x,
z′ = 4y − 4z;

б)
{
y′ = 3y − 2z,
z′ = 2y − z +

√
xex.

2. Зiнтегруйте системи методом невизначених коефiцiєнтiв:

а)
{
y′ = 2y − z,
z′ = −2y + z + 4x;

б)
{
y′ = 3y + 2z − 3ex,
z′ = −3y − 2z − ex;

в)
{
y′ = 5y − z + 5 sin x,
z′ = 4y + z + 2cos x.
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3. Зiнтегруйте системи методом Д’Аламбера:

а)
{
y′ = −2y − z + 12x,
z′ = −4y − 5z;

б)
{
y′ = 5y + 4z + ex,
z′ = 4y + 5z + 1.
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Роздiл 4.
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ З

ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Лекцiя 16. Лiнiйнi однорiднi рiвняння з
частинними похiдними першого порядку

План

1. Зв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння з частинними по-
хiдними першого порядку з вiдповiдною системою характери-
стик.

2. Побудова загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiв-
няння.

3. Задача Кошi для лiнiйного однорiдного рiвняння.

1. Зв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння з частин-
ними похiдними першого порядку з вiдповiдною систе-
мою характеристик. Багато проблем технiки i математичної
фiзики (коливання струни i мембрани, теплопередача, дифу-
зiя, газова динамiка та iншi) приводять до диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними.

Ми обмежимося викладом найпростiших вiдомостей теорiї
рiвнянь з частинними похiдними першого порядку, маючи за
мету показати зв’язок таких рiвнянь з системами звичайних
диференцiальних рiвнянь i навести методи побудови загаль-
ного розв’язку та розв’язку задачi Кошi, якi ґрунтуються на
цьому зв’язку. Рiвняння з частинними похiдними другого та
вищих порядкiв iнтегруються iншими методами, якi у цьому
посiбнику не розглядаються.
Диференцiальним рiвнянням з частинними похi-

дними називають таке спiввiдношення, яке мiстить невiдому
функцiю вiд декiлькох змiнних, незалежнi змiннi та частиннi
похiднi невiдомої функцiї за незалежними змiнними. Порядок
старшої частинної похiдної, яка входить у рiвняння, називають
порядком рiвняння. Наприклад, диференцiальне рiвняння з
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частинними похiдними першого порядку має такий загальний
вигляд:

Φ

(
x1, x2, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0, (16.1)

де u = u(x1, x2, . . . , xn) – шукана функцiя, ∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, . . . , ∂u

∂xn
– її

частиннi похiднi, Φ – задана неперервно диференцiйовна фун-
кцiя в деякiй областi G ⊂ R2n+1, причому в рiвняння (16.1)
принаймнi одна частинна похiдна входить обов’язково.

Багато фiзичних явищ описуються рiвняннями з частинни-
ми похiдними першого порядку. Наприклад, у газовiй динамiцi
важливу роль вiдiграє рiвняння Хопфа

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0,

де u = u(t, x), а в оптицi вивчається рiвняння(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

= f(x, y, z),

де u = u(x, y, z), яке описує поширення свiтлових променiв у
неоднорiдному середовищi з показником заломлення f(x, y, z).
Розв’язком рiвняння (16.1) називають неперервно дифе-

ренцiйовну функцiю u = u(x1, x2, . . . , xn), яка перетворює рiв-
няння (16.1) у тотожнiсть для кожної точки (x1, x2, . . . , xn)⊂G.

Якщо u = u(x1, x2, . . . , xn) – розв’язок рiвняння (16.1), то
його графiк – поверхню u = u(x1, x2, . . . , xn) у просторi (n+1)-ї
змiнної x1, x2, . . . , xn, u – називають iнтегральною поверх-
нею рiвняння (16.1).

Розглянемо декiлька простих прикладiв вiдшукання роз-
в’язкiв рiвняння (16.1).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння ∂z
∂y = x− y, де z =

= z(x, y).
Розв’язання. Iнтегруючи обидвi частини за змiнною y, одер-
жуємо z =

∫
(x− y)dy = xy − y2

2 + ϕ(x), де ϕ(x) – довiльна
диференцiйовна функцiя змiнної x. �

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння ∂2z
∂x∂y = 1.



Лекцiя 16. Лiнiйнi однорiднi рiвняння з частинними похiдними 217

Розв’язання. Iнтегруючи за змiнною x, маємо ∂z
∂y = x+ ϕ(y),

де ϕ(y) – довiльна диференцiйовна функцiя. Iнтегруючи тепер
останню рiвнiсть за змiнною y, одержуємо, що

z =

∫ (
x+ ϕ(y)

)
dy = xy + ϕ1(y) + ϕ2(x),

де ϕ1(y) =
∫
ϕ(y)dy, ϕ2(x) – довiльнi диференцiйовнi функцiї. �

З наведених прикладiв випливає, що розв’язки диференцi-
ального рiвняння з частинними похiдними першого порядку
можуть залежати вiд однiєї довiльної функцiї, а розв’язки рiв-
няння другого порядку – вiд двох довiльних функцiй. Пiзнiше
буде показано, що розв’язки рiвняння (16.1) можуть залежати
вiд однiєї неперервно диференцiйовної функцiї, кiлькiсть аргу-
ментiв якої (n− 1).

Якщо у рiвняннi (16.1) функцiя Φ залежить лiнiйно вiд ча-
стинних похiдних шуканої функцiї, то його називають лiнiй-
ним. Лiнiйне рiвняння можна записати у виглядi

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂u

∂x2
+ . . .

. . .+ fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂xn
= R(x1, x2, . . . , xn, u). (16.2)

Якщо права частина рiвняння (16.2) тотожно дорiвнює ну-
лю, а коефiцiєнти f1, f2, . . . , fn не залежать вiд шуканої фун-
кцiї u, то маємо рiвняння

f1(x1, x2, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn)

∂u

∂x2
+ . . .

. . .+ fn(x1, x2, . . . , xn)
∂u

∂xn
= 0, (16.3)

яке називають лiнiйним однорiдним рiвнянням з ча-
стинними похiдними першого порядку. Вважаємо, що
коефiцiєнти f1, f2, . . . , fn визначенi та неперервнi разом з ча-
стинними похiдними за змiнними x1, x2, . . . , xn у деякому околi
заданої точки (x10, x20, . . . , xn0) i що у цiй точцi вони одночасно
не перетворюються у нуль, наприклад, fn(x10, x20, . . . , xn0) 	= 0.
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Очевидно, що рiвняння (16.3) має розв’язок u = c, де c – до-
вiльна стала.

Одночасно з рiвнянням (16.3) розглядатимемо систему зви-
чайних диференцiальних рiвнянь

dx1
f1(x1, x2, . . . , xn)

=
dx2

f2(x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

dxn
fn(x1, x2, . . . , xn)

,

(16.4)
яка складається з (n−1)-го рiвняння. Систему (16.4) називають
системою характеристик (характеристичною систе-
мою). Систему характеристик можна записати також у вигля-
дi:

dx1
dxn

=
f1
fn
,

dx2
dxn

=
f2
fn
, . . . ,

dxn−1

dxn
=
fn−1

fn
. (16.5)

Доведемо двi теореми, якi встановлюють зв’язок мiж рiв-
нянням (16.3) i вiдповiдною системою характеристик (16.4).

Теорема 1. Кожний iнтеграл системи (16.4) є розв’язком
рiвняння (16.3).
Доведення. Нехай ψ(x1, x2, . . . , xn) – iнтеграл системи (16.4),
визначений у деякому околi точки (x10, x20, . . . , xn0). Тодi згi-
дно з означенням iнтеграла (лекцiя 13, п. 1) повний диференцi-
ал функцiї ψ внаслiдок системи (16.4) тотожно дорiвнює нулю,
тобто

dψ =
∂ψ

∂x1
dx1 +

∂ψ

∂x2
dx2 + . . .+

∂ψ

∂xn
dxn ≡ 0,

де диференцiали dx1, dx2, . . . , dxn−1 потрiбно замiнити вира-
зами, якi випливають з (16.5):

dx1 =
f1
fn
dxn, dx2 =

f2
fn
dxn, . . . , dxn−1 =

fn−1

fn
dxn.

Таким чином,(
∂ψ

∂x1
· f1
fn

+
∂ψ

∂x2
· f2
fn

+ . . .+
∂ψ

∂xn

)
· dxn ≡ 0 ⇒

f1 · ∂ψ
∂x1

+ f2 · ∂ψ
∂x2

+ . . . + fn · ∂ψ
∂xn

≡ 0,
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звiдки випливає, що функцiя u = ψ(x1, x2, . . . , xn) є розв’язком
рiвняння (16.3). Теорему доведено.

Теорема 2. Кожний розв’язок рiвняння (16.3) є iнтегра-
лом системи (16.4).
Доведення. Нехай u = ψ(x1, x2, . . . , xn) – розв’язок рiвняння
(16.3), причому u 	= const. Тодi

f1 · ∂ψ
∂x1

+ f2 · ∂ψ
∂x2

+ . . . + fn · ∂ψ
∂xn

≡ 0. (16.6)

Знайдемо диференцiал функцiї ψ внаслiдок системи (16.4):

dψ =
∂ψ

∂x1
dx1 +

∂ψ

∂x2
dx2 + . . .+

∂ψ

∂xn
dxn =

=

(
∂ψ

∂x1

f1
fn

+
∂ψ

∂x2

f2
fn

+ . . .+
∂ψ

∂xn

)
dxn =

=
1

fn

(
f1
∂ψ

∂x1
+ f2

∂ψ

∂x2
+ . . .+ fn

∂ψ

∂xn

)
dxn,

звiдки, враховуючи (16.6), маємо, що dψ ≡ 0, тобто ψ є iнте-
гралом системи (16.4). Теорему доведено.

Розглянемо, наприклад, рiвняння з частинними похiдними
x∂u∂x + 2y ∂u∂y − 3z ∂u∂z = 0. Йому вiдповiдає система характери-
стик dx

x = dy
2y = dz

−3z , яка має iнтеграли ψ1 = x3z, ψ2 = x
/√
y.

Отже, функцiї u1 = x3z, u2 = x
/√
y є розв’язками наведеного

рiвняння з частинними похiдними.

2. Побудова загального розв’язку лiнiйного однорi-
дного рiвняння. Наступна теорема визначає спосiб побудови
загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiвняння (16.3).

Теорема 3. Нехай

ψ1(x1, x2, . . . , xn), ψ2(x1, x2, . . . , xn), . . . , ψn−1(x1, x2, . . . , xn)

є незалежними iнтегралами системи (16.4). Тодi функцiя

u = Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), (16.7)
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де Φ – довiльна функцiя, яка має неперервнi похiднi за змiн-
ними ψ1, ψ2, . . . , ψn−1, є розв’язком рiвняння (16.3).
Доведення. Пiдставляючи (16.7) у рiвняння (16.3) i беручи
до уваги, що функцiї ψ1, ψ2, . . . , ψn−1 є розв’язками рiвняння
(16.3), отримуємо:

f1
∂Φ

∂x1
+ f2

∂Φ

∂x2
+ . . .+ fn

∂Φ

∂xn
=

= f1

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂x1

+ f2

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂x2

+ . . .+ fn

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂xn

=

=
n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

(
f1
∂ψi
∂x1

+ f2
∂ψi
∂x2

+ . . .+ fn
∂ψi
∂xn

)
≡ 0,

а це й означає, що функцiя (16.7) є розв’язком рiвняння (16.3).
Теорему доведено.

Формулу (16.7) називають загальним розв’язком рiвня-
ння (16.3). Звертаємо увагу, що загальний розв’язок рiвнян-
ня з частинними похiдними першого порядку мiстить довiльну
функцiю, а не довiльнi сталi, як це було для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння x∂u∂x + y ∂u∂y + z ∂u∂z = 0.
Розв’язання. Складемо вiдповiдну систему характеристик
dx
x = dy

y = dz
z i зiнтегруємо її. Будемо мати: y/x = C1, z/x =

= C2, а тому iнтегралами є ψ1 = y/x, ψ2 = z/x. Отже, загаль-
ним розв’язком заданого рiвняння є

u = Φ
(y
x
,
z

x

)
,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд часток
y/x i z/x, тобто u є довiльною неперервно диференцiйовною
однорiдною функцiєю нульового вимiру незалежних змiнних
x, y, z. Наприклад, розв’язками заданого рiвняння є функцiї

u1 =
y

x
, u2 =

y

x
+
z

x
, u3 =

(y
x

)2
, u4 = sin

z

x
, u5 = ex/z.

Вiдповiдь: u = Φ(y/x, z/x).
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З теореми 3 випливає, що задача про побудову загального
розв’язку рiвняння (16.3) рiвносильна задачi про вiдшукання
n−1 незалежних iнтегралiв вiдповiдної йому системи характе-
ристик (16.4).

У випадку двох незалежних змiнних, позначивши шукану
функцiю через z(x, y), маємо рiвняння

f1(x, y)
∂z

∂x
+ f2(x, y)

∂z

∂y
= 0. (16.8)

Вiдповiдна система характеристик вироджується в одне дифе-
ренцiальне рiвняння

dx

f1(x, y)
=

dy

f2(x, y)
. (16.9)

Якщо ψ(x, y) – iнтеграл рiвняння (16.9), то z = Φ(ψ(x, y)), де
Φ(ψ) – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд змiн-
ної ψ, буде загальним розв’язком рiвняння (16.8).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y ∂z∂x − x∂z∂y = 0.
Розв’язання. Вiдповiдна система характеристик вироджує-
ться у рiвняння з вiдокремлюваними змiнними: dx

y = dy
−x , iн-

тегралом якого є ψ = x2 + y2. Згiдно з теоремою 3 загальний
розв’язок заданого рiвняння має вигляд

z = Φ(x2 + y2).

З геометричної точки зору маємо сiм’ю поверхонь обертан-
ня з вiссю обертання Oz. Таким чином, задане рiвняння є
диференцiальним рiвнянням усiх поверхонь обертання з вiс-
сю обертання Oz. Iнтегральними поверхнями є поверхнi обер-
тання z = Φ(x2 + y2). Окремими випадками цих поверхонь є
z = x2 + y2 (параболоїд обертання), z =

√
R2 − x2 − y2 (пiв-

сфера), z =
√
x2 + y2 (конус), z = c (площина).

Вiдповiдь: z = Φ(x2 + y2).

3. Задача Кошi для лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня. Задача Кошi для рiвняння (16.3) полягає у знаходженнi
розв’язку u = u(x1, x2, . . . , xn), який для фiксованого значен-
ня однiєї з незалежних змiнних, наприклад xn, перетворюється
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у задану неперервно диференцiйовну функцiю решти змiнних,
тобто задовольняє початкову умову:

u|xn=xn0 = ϕ(x1, x2, . . . , xn−1). (16.10)

У випадку, коли шукана функцiя залежить вiд двох незале-
жних змiнних, тобто для рiвняння (16.8), задача Кошi полягає
у вiдшуканнi такого розв’язку z = f(x, y), який задовольняє
початкову умову

z|x=x0 = ϕ(y),

де ϕ(y) – задана функцiя. Геометрично це означає, що се-
ред усiх iнтегральних поверхонь, якi визначаються рiвнянням
(16.8), шукається така поверхня z = f(x, y), яка проходить че-
рез задану криву z = ϕ(y), яка лежить у площинi x = x0 (ця
площина паралельна до площини Oyz).

Згiдно з теоремою 3 загальний розв’язок рiвняння (16.3)
задається формулою (16.7), тобто

u = Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1).

Пiдставляючи цю функцiю в (16.10), бачимо, що розв’язок за-
дачi Кошi (16.3), (16.10) зводиться до визначення вигляду фун-
кцiї Φ, яка задовольняє умову

Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1)|xn=xn0 = ϕ(x1, x2, . . . , xn−1).

Таким чином, одержуємо правило розв’язування задачi
Кошi (16.3), (16.10):

1) скласти вiдповiдну систему характеристик i знайти її
n− 1 незалежних iнтегралiв:

ψ1(x1, x2, . . . , xn), ψ2(x1, x2, . . . , xn), . . . , ψn−1(x1, x2, . . . , xn);

2) замiнити у знайдених iнтегралах незалежну змiнну xn
її початковим значенням xn = xn0:⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
ψ1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄1,

ψ2(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄2,

· · · · · · · · ·
ψn−1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄n−1

(16.11)
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i розв’язати систему (16.11) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, тобто
знайти

x1 = ω1(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1), x2 = ω2(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1), . . . ,

xn−1 = ωn−1(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1);

3) побудувати функцiю

u = ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), ω2(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), . . . ,

ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1)
)
,

яка i буде розв’язком задачi Кошi.

Приклад 5. Знайти розв’язок задачi Кошi

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0, u|x=3 = y + z.

Розв’язання. Iнтегралами вiдповiдної системи характеристик
є ψ1 = y/x, ψ2 = z/x (див. приклад 3). Оскiльки

ψ1|x=3 = ψ̄1 =
y

3
, ψ2|x=3 = ψ̄2 =

z

3
,

то y = 3ψ̄1, z = 3ψ̄2, а тому шуканим розв’язком є

u = 3ψ1 + 3ψ2 ⇒ u = 3
y + z

x
. �

Приклад 6. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0,

яка при x = 0 проходить через криву z = y2.
Розв’язання. Оскiльки ψ(x, y) = x2 + y2 (див. приклад 4), то
ψ̄ = ψ|x=0 = y2. Звiдси y = ±

√
ψ̄, а тому шуканою iнтеграль-

ною поверхнею є

z = ψ(x, y) ⇒ z = x2 + y2.

З геометричної точки зору маємо параболоїд обертання. �

Рекомендована лiтература: [1, с. 325 – 328], [9, с. 275 –
280], [10, с. 198 – 202], [16, с. 458 – 463], [19, с. 247 – 281].
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Питання до лекцiї 16

1. Що називають диференцiальним рiвнянням з частинни-
ми похiдними? Як визначити порядок такого рiвняння?

2. Що називають розв’язком рiвняння з частинними похi-
дними? Який геометричний змiст має розв’язок рiвняння з дво-
ма незалежними змiнними?

3. Яке рiвняння називають лiнiйним рiвнянням з частинни-
ми похiдними першого порядку? У якому випадку його нази-
вають однорiдним?

4. Який вигляд має система характеристик для лiнiйного
однорiдного рiвняння з частинними похiдними першого поряд-
ку? Який зв’язок мiж лiнiйним однорiдним рiвнянням з ча-
стинними похiдними першого порядку i вiдповiдною системою
характеристик?

5. Як формулюється задача Кошi для рiвняння з частин-
ними похiдними першого порядку? Який геометричний змiст
вона має у випадку двох незалежних змiнних?

6. Як побудувати загальний розв’язок лiнiйного однорiдно-
го рiвняння з частинними похiдними першого порядку? Як
розв’язується задача Кошi для цього рiвняння?

Вправи до лекцiї 16

1. Перевiрте, чи є вказанi функцiї розв’язками заданих рiв-
нянь з частинними похiдними:

а) 2
√
x ∂z∂x − y ∂z∂y = 0, z =

√
x+ ln y;

б) (x2 + y2)∂u∂x + 2xy ∂u∂y + xz ∂u∂z = 0, u = x2−y2
z2 + 3;

в)
(
x+ z4

y

)
∂u
∂x + 2y ∂u∂y + z ∂u∂z = 0, u = z2+z3

y + 2xz.

2. Зiнтегруйте однорiднi рiвняння з частинними похiдними:

а) (x+ 2y) ∂z∂x − y ∂z∂y = 0; б) x∂u∂x + yz ∂u∂z = 0;

в) (x2y − x2y2)∂u∂x + y ∂u∂y + ∂u
∂z = 0.

3. Розв’яжiть задачi Кошi:

а) x ∂z∂x−y ∂z∂y = 0, z|y=1 = 2x; б) ∂u∂x+
∂u
∂y+2∂u∂z = 0, u|x=1 = yz.



Лекцiя 17. Квазiлiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними 225

Лекцiя 17. Квазiлiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння
з частинними похiдними першого порядку

План

1. Побудова загального розв’язку квазiлiнiйного рiвняння
першого порядку.

2. Задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння першого поряд-
ку.

3. Нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними першого по-
рядку.

4. Рiвняння Пфаффа.

1. Побудова загального розв’язку квазiлiнiйного рiв-
няння першого порядку. Рiвняння вигляду

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂u

∂x2
+ . . .

. . .+ fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂xn
= F (x1, x2, . . . , xn, u) (17.1)

називають лiнiйним неоднорiдним рiвнянням з частин-
ними похiдними першого порядку. Це рiвняння нази-
вають ще квазiлiнiйним. До цього ж типу будемо вiд-
носити також рiвняння, у яких F ≡ 0, але хоча б один з
коефiцiєнтiв fj залежить вiд u. Вважаємо, що f1, f2, . . . ,
fn, F – неперервно диференцiйовнi функцiї в деякому око-
лi заданої точки (x10, x20, . . . , xn0, u0), i нехай, наприклад,
fn(x10, x20, . . . , xn0, u0) 	= 0.

Розв’язок рiвняння (17.1) шукаємо у неявному виглядi:

V (x1, x2, . . . , xn, u) = 0, (17.2)

де функцiя V має неперервнi частиннi похiднi за усiма аргумен-
тами принаймнi в деякiй областi змiни x1, x2, . . . , xn, u, причо-
му V ′

u|(x10,x20,...,xn0,u0) 	= 0 (це гарантує те, що в цiй областi рiв-
няння (17.2) визначає u як неявну функцiю вiд x1, x2, . . . , xn).
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Здиференцiювавши (17.2) за змiнною xk (вона входить у
(17.2) явно i неявно через функцiю u), одержуємо:

∂V

∂xk
+
∂V

∂u
· ∂u
∂xk

= 0, k = 1, 2, . . . , n ⇒

∂u

∂xk
= − ∂V

∂xk
·
(
∂V

∂u

)−1

, k = 1, 2, . . . , n. (17.3)

Пiдставляючи вирази для частинних похiдних ∂u
∂xk

з (17.3) у
(17.1), пiсля простих перетворень одержуємо лiнiйне однорiдне
рiвняння з частинними похiдними

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂V

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂V

∂x2
+ . . .

. . . +fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂V

∂xn
+F (x1, x2, . . . , xn, u)

∂V

∂u
= 0 (17.4)

вiдносно невiдомої функцiї V .
Щоб зiнтегрувати рiвняння (17.4), утворимо вiдповiдну си-

стему характеристик (п. 1 лекцiї 16):

dx1
f1

=
dx2
f2

= . . . =
dxn
fn

=
du

F
(17.5)

i припустимо, що нам вдалося вiдшукати n незалежних iнте-
гралiв цiєї системи:

ψ1(x1, x2, . . . , xn, u), ψ2(x1, x2, . . . , xn, u), . . .
ψn(x1, x2, . . . , xn, u).

Згiдно з теоремою 3 попередньої лекцiї загальний розв’язок рiв-
няння (17.4) можна записати у виглядi

V = Φ
(
ψ1(x1, x2, . . . , xn, u), ψ2(x1, x2, . . . , xn, u), . . . ,

ψn(x1, x2, . . . , xn, u)
)
, (17.6)

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя своїх ар-
гументiв.

Враховуючи (17.2), одержуємо шуканий розв’язок рiвняння
(17.1) у неявному виглядi

Φ
(
ψ1(x1, x2, . . . , xn, u), ψ2(x1, x2, . . . , xn, u), . . . ,

ψn(x1, x2, . . . , xn, u)
)
= 0. (17.7)
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Спiввiдношення (17.7), де Φ – довiльна неперервно ди-
ференцiйовна функцiя, називають загальним розв’язком
рiвняння (17.1). Якщо (17.7) вдасться розв’язати вiдносно
u, то одержимо загальний розв’язок у явному виглядi: u =
= u(x1, x2, . . . , xn), де u – неперервно диференцiйовна функцiя.

Систему (17.5) називають системою характеристик
квазiлiнiйного рiвняння (17.1).

Таким чином, для знаходження загального розв’язку рiвня-
ння (17.1) потрiбно утворити вiдповiдну систему характери-
стик, знайти n незалежних iнтегралiв цiєї системи i прирiв-
няти до нуля довiльну диференцiйовну функцiю цих iнтегра-
лiв. Отримана при цьому рiвнiсть вигляду (17.7) буде загаль-
ним розв’язком рiвняння (17.1) у неявному виглядi. Розв’язу-
ючи його вiдносно u (якщо це можливо), можна знайти за-
гальний розв’язок у явному виглядi.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння x∂u∂x + y ∂u∂y + z ∂u∂z = u.
Розв’язання. Складемо вiдповiдну систему характеристик:

dx

x
=
dy

y
=
dz

z
=
du

u

i знайдемо її iнтеграли: ψ1 = y/x, ψ2 = z/x, ψ3 = u/x. Отже,
загальним розв’язком є

Φ
(y
x
,
z

x
,
u

x

)
= 0. (17.8)

Якщо (17.8) можна розв’язати вiдносно u/x, то

u

x
= f
(y
x
,
z

x

)
⇒ u = x · f

(y
x
,
z

x

)
,

де f – довiльна функцiя, а отже, розв’язком заданого рiвнян-
ня є довiльна однорiдна неперервно диференцiйовна функцiя
вимiру 1. Такими функцiями, наприклад, є

u1 = x, u2 = x · y
x
= y, u3 = x

(y
x
+
z

x

)
= y + z,

u4 = x

(
y2

x2
− 2

z2

x2

)
=
y2

x
− 2

z2

x
. �
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Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння ex ∂z∂x + y2 ∂z∂y = yex.
Розв’язання. Запишемо вiдповiдну систему характеристик:

dx

ex
=
dy

y2
=

dz

yex
.

З рiвняння dx
ex = dy

y2
(це рiвняння з вiдокремленими змiнни-

ми) знаходимо перший iнтеграл y−1 − e−x = C1, а з рiвняння
dy
y2

= dz
yex , враховуючи, що e

x = y
1−yC1

, маємо ще один перший

iнтеграл z − ln |y|−x
e−x−y−1 = C2. Таким чином, загальним iнтегра-

лом заданого рiвняння є Φ
(
1
y − e−x, ln |y|−x

e−x−y−1

)
= 0, а загальним

розв’язком –

z =
ln |y| − x

e−x − y−1
+ ϕ

(
1

y
− e−x

)
. �

2. Задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння першо-
го порядку. Задача Кошi для квазiлiнiйного рiвняння (17.1),
так само, як i для лiнiйного однорiдного рiвняння, полягає у
знаходженнi такого розв’язку u = u(x1, x2, . . . , xn) цього рiвня-
ння, який задовольняє початкову умову:

u|xn=xn0 = ϕ(x1, x2, . . . , xn−1), (17.9)

де ϕ – задана неперервно диференцiйовна функцiя.
Покажемо, як знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння

(17.1), знаючи його загальний розв’язок (17.7). Як i для однорi-
дного рiвняння, все зводиться до визначення вигляду функцiї
Φ. Якщо записати початкову умову (17.9) у виглядi

u(x1, x2, . . . , xn−1, xn0)− ϕ(x1, x2, . . . , xn−1) = 0

i порiвняти її з (17.7), то бачимо, що функцiю Φ потрiбно ви-
брати так, щоб

Φ(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1) = u(x1, x2, . . . , xn−1, xn0)−
− ϕ(x1, x2, . . . , xn−1), (17.10)
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де через ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n позначено функцiї, якi отримуються з iн-
тегралiв системи (17.5) замiною xn початковим значенням xn0,
тобто

ψ̄j = ψj(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u), j = 1, 2, . . . , n. (17.11)

Розв’язуючи систему (17.11) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, u,
одержуємо:

xj = ωj(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n), j =1, 2, . . . , n− 1;

u = ω(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n).

Якщо тепер в якостi функцiї Φ взяти функцiю

Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn) = ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
,

то умова (17.10), очевидно, справджується. Отже, формула

ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
= 0 (17.12)

визначає розв’язок задачi Кошi (17.1), (17.9) у неявному вигля-
дi. Розв’язуючи (17.12) вiдносно u (якщо це можливо), одер-
жимо розв’язок задачi Кошi у явному виглядi, тобто у виглядi
u = u(x1, x2, . . . , xn).

Таким чином, приходимо до такого правила розв’язува-
ння задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння (17.1):

1) утворити вiдповiдну систему характеристик i знайти
n її незалежних iнтегралiв:

ψj(x1, x2, . . . , xn−1, xn, u), j = 1, . . . , n; (17.13)

2) замiнити в iнтегралах (17.13) незалежну змiнну xn її
заданим значенням xn = xn0:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
ψ1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄1,
ψ2(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄2,

· · · · · · · · ·
ψn−1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄n−1

(17.14)
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i розв’язати систему (17.14) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, u:

xj = ωj(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n), j = 1, . . . , n;

u = ω(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n);

3) утворити спiввiдношення

ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
= 0, (17.15)

яке й визначатиме шуканий розв’язок задачi Кошi (17.1),
(17.9) у неявному виглядi. Розв’язуючи (17.15) вiдносно u
(якщо це можливо), одержимо розв’язок задачi Кошi у явному
виглядi.

Приклад 3. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

x
∂z

∂x
− 2y

∂z

∂y
= x2 + y2

яка проходить через лiнiю y = 1, z = x2.
Розв’язання. Запишемо вiдповiдну систему характеристик:

dx

x
=

dy

− 2y
=

dz

x2 + y2
.

Першими iнтегралами цiєї системи, як легко перевiрити, є

yx2 = C1 i x2
/
2− y2

/
4− z = C2.

Отже, загальний iнтеграл рiвняння можна записати у виглядi
Φ
(
yx2, x2

/
2− y2

/
4− z

)
= 0, а загальним розв’язком є

z = x2
/
2− y2

/
4 + ϕ(yx2). (17.16)

Функцiя ϕ згiдно з початковою умовою задовольняє рiвняння

x2 = x2
/
2− 1/4 + ϕ(x2) при ϕ(t) = t/2 + 1/4.

Отже, ϕ(yx2) = yx2
/
2+1/4, а з (17.16) знаходимо шуканий

розв’язок:

z =
x2

2
− y2

4
+
yx2

2
+

1

4
. �
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3. Нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними пер-
шого порядку. Розглянемо нелiнiйне рiвняння з частинними
похiдними першого порядку з двома незалежними змiнними
(значна частина результатiв може бути поширена на випадок
бiльшої кiлькостi змiнних). У загальному випадку таке рiвня-
ння можна записати у виглядi

F (x, y, z, p, q) = 0, (17.17)

де z = z(x, y) – шукана функцiя, p = ∂z
∂x , q =

∂z
∂y , F – задана не-

перервно диференцiйовна функцiя своїх аргументiв у деякому
околi початкової точки (x0, y0, z0, p0, q0), яка залежить вiд p i q
нелiнiйно.

Виявляється, що задача iнтегрування одного рiвняння ви-
гляду (17.17) є складнiшою, нiж iнтегрування системи двох су-
мiсних рiвнянь вигляду (17.17).

Розглянемо систему{
F (x, y, z, p, q) = 0,
G(x, y, z, p, q) = 0

i припустимо, що у деякiй областi змiни x, y, z, p, q цю систему
можна розв’язати вiдносно p i q, тобто{

p = A(x, y, z),
q = B(x, y, z),

(17.18)

де функцiї A i B – неперервно диференцiйовнi в деякому околi
початкової точки (x0, y0, z0).

Знайдемо необхiдну умову сумiсностi системи (17.18). При-
пустимо, що розв’язок z = z(x, y) системи (17.18) має неперерв-
нi частиннi похiднi ∂z

∂x ,
∂z
∂y ,

∂2z
∂x∂y ,

∂2z
∂y∂x у деякому околi точки

(x0, y0).
Диференцiюючи рiвняння системи (17.18) за змiнними y i x

вiдповiдно, одержуємо:

∂ 2z

∂y∂x
=
∂A

∂y
+
∂A

∂z
· ∂z
∂y

⇒ ∂ 2z

∂y∂x
=
∂A

∂y
+
∂A

∂z
· B,

∂ 2z

∂x∂y
=
∂B

∂x
+
∂B

∂z
· ∂z
∂x

⇒ ∂ 2z

∂x∂y
=
∂B

∂x
+
∂B

∂z
·A.
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Прирiвнюючи обидва вирази для другої мiшаної похiдної
(результат не залежить вiд порядку диференцiювання), одер-
жуємо шукану необхiдну умову сумiсностi системи
(17.18):

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A

∂B

∂z
= 0. (17.19)

Рiвнiсть (17.19) перетвориться у тотожнiсть, якщо замiсть
z пiдставити розв’язок z(x, y) системи (17.18). Якщо умова
(17.19) не виконується тотожно, то (17.19) – рiвняння з трьо-
ма змiнними x, y, z, яке визначає z як функцiю вiд x i y,
z = z(x, y), i попереднi мiркування показують, що розв’язок
системи (17.18), якщо вiн iснує, не може бути iншим, нiж цiєю
функцiєю. Чи є функцiя z = z(x, y) розв’язком системи (17.18),
легко перевiрити за допомогою пiдстановки.

З’ясуємо, за яких умов система (17.18) має безлiч розв’яз-
кiв, тобто через кожну точку (x0, y0, z0) деякої областi про-
стору проходить iнтегральна поверхня, яка вiдповiдає певно-
му розв’язку. У цьому випадку умова (17.19) повинна вико-
нуватись у кожнiй точцi згаданої областi, тобто тотожно для
(x, y, z).

Отже, тотожне виконання умови (17.19) необхiдне для то-
го, щоб система (17.18) мала безлiч розв’язкiв, якi залежать
принаймнi вiд однiєї довiльної сталої. Можна показати, що то-
тожне виконання умови (17.19) є також достатнiм для сумiсно-
стi системи (17.18), тобто за виконання цiєї умови знаходження
спiльних розв’язкiв системи (17.18) зводиться до iнтегрування
двох звичайних диференцiальних рiвнянь.

Приклад 4. Зiнтегрувати систему рiвнянь

∂z

∂x
= z + yz,

∂z

∂y
= z2 + 2xz.

Розв’язання. Складемо вираз для лiвої частини рiвностi
(17.19):

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A

∂B

∂z
=

= z+(z2 +2xz)(1+ y)− 2z − (z+ yz)(2z+2x) =−z(1+ z+ yz).
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Знайдений вираз не дорiвнює тотожно нулю. Прирiвнюючи йо-
го до нуля, одержуємо, що z = 0 i z = − 1

1+y . За допомогою пiд-
становки переконуємось, що тiльки функцiя z = 0 є розв’язком
заданої системи.
Вiдповiдь: z = 0.

Приклад 5. Зiнтегрувати систему рiвнянь

∂z

∂x
= y2,

∂z

∂y
=

1

y2
+

2z

y
− y2.

Розв’язання. Умова сумiсностi (17.19) виконується тотожно:

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A

∂B

∂z
= 2y − 2

y
· y2 ≡ 0.

Iнтегруючи перше рiвняння системи за змiнною x, знаходи-
мо

z =

∫
y2dx = xy2 + u(y), (17.20)

де u(y) – довiльна диференцiйовна функцiя змiнної y.
Пiдставляючи в друге рiвняння системи, одержуємо:

2xy + u′(y) =
1

y2
+ 2xy +

2u

y
− y2 ⇒ u′(y)− 2u

y
=

1

y2
− y2.

А це є лiнiйне рiвняння першого порядку вiдносно невiдомої
функцiї u. Його загальним розв’язком є u = − 1

3y − y3+Cy2, де
C – довiльна стала. Пiдставляючи цей вираз для u у (17.20),
одержуємо загальний розв’язок системи:

z = xy2 − y3 − 1

3y
+ Cy2. �

4. Рiвняння Пфаффа. Рiвнянням Пфаффа називають
рiвняння вигляду

P (x, y, z)dx +Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz = 0. (17.21)

У рiвняння (17.21) змiннi x, y, z входять симетрично, а отже,
будь-яку з них можна прийняти за шукану функцiю. Припу-
стимо, що коефiцiєнти P , Q, R визначенi та неперервнi разом
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з частинними похiдними першого порядку в околi початкової
точки (x0, y0, z0) i не перетворюються у цiй точцi одночасно в
нуль. Нехай, наприклад, R(x0, y0, z0) 	= 0. Тодi рiвняння (17.21)
можна записати у виглядi

dz = −P

R
dx− Q

R
dy.

Знайдемо умову, за якої рiвняння Пфаффа має сiм’ю
розв’язкiв (iнтегральних поверхонь), залежну вiд однiєї довiль-
ної сталої. Оскiльки на кожнiй iнтегральнiй поверхнi z = z(x, y)
справджується спiввiдношення dz = ∂z

∂x dx+ ∂z
∂y dy, то

∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy = − P

R
dx− Q

R
dy.

Звiдси, враховуючи незалежнiсть диференцiалiв dx i dy, одер-
жуємо, що шуканi iнтегральнi поверхнi повиннi задовольняти
систему рiвнянь

∂z

∂x
= − P

R
,

∂z

∂y
= −Q

R
. (17.22)

Таким чином, рiвняння Пфаффа (17.21) рiвносильне систе-
мi (17.22) i, отже, необхiдно з’ясувати умови повної iнтегров-
ностi цiєї системи.

Записуючи умову (17.19) для системи (17.22), маємо:

− 1

R

∂P

∂y
+

P

R2

∂R

∂y
+

(
− 1

R

∂P

∂z
+

P

R2

∂R

∂z

)(
− Q

R

)
=

= − 1

R

∂Q

∂x
+

Q

R2

∂R

∂x
+

(
− 1

R

∂Q

∂z
+

Q

R2

∂R

∂z

)(
− P

R

)
.

Домножуючи обидвi частини на R2 i згрупувавши доданки
вiдносно P , Q i R, одержуємо:

P

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+Q

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= 0. (17.23)
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Для зручностi запам’ятовування умову (17.23) можна запи-
сати у виглядi умовної рiвностi∣∣∣∣∣∣∣

P Q R
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

якщо визначник умовно розкласти за елементами першого ряд-
ка.

Якщо умова (17.23) виконується тотожно, то її називають
умовою повної iнтегровностi рiвняння Пфаффа. За ви-
конання цiєї умови iнтегрування рiвняння Пфаффа зводиться
до iнтегрування системи (17.22). При цьому iснує сiм’я розв’яз-
кiв, яка мiстить одну довiльну сталу.

Приклад 6. Зiнтегрувати рiвняння Пфаффа

(2x2 + 2xz + 2xy2 − 1)dx− 2ydy − dz = 0.

Розв’язання. Оскiльки умова (17.23) повної iнтегровностi ви-
конується тотожно:

(2x2+2xz+2xy2−1)·(0−0)+(−2y)·(2x−0)+(−1)·(0−4xy) ≡ 0,

то задане рiвняння має сiм’ю iнтегральних поверхонь, залежну
вiд довiльної сталої. Вважаючи шуканою функцiєю z = z(x, y),
замiнимо задане рiвняння рiвносильною системою

∂z

∂x
= 2x2 + 2xz + 2xy2 − 1,

∂z

∂y
= −2y (17.24)

i перевiримо для неї виконання умови сумiсностi (17.19):

4xy + 2x(−2y)− 0− 0 · (2x2 + 2xz + 2xy2 − 1) ≡ 0.

Отже, систему (17.24) можна зiнтегрувати. Перше з рiвнянь
у (17.24) лiнiйне вiдносно z (якщо зафiксувати y). Iнтегруючи
його (за формулою (4.5) з лекцiї 4), знаходимо

z = ex
2

(∫
(2x2 + 2xy2 − 1)e−x

2
dx+ C(y)

)
,
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де C(y) – довiльна диференцiйовна функцiя змiнної y. Оскiль-
ки∫
(2x2 +2xy2− 1)e−x

2
dx = −y2e−x2+

∫
2x2e−x

2
dx−

∫
e−x

2
dx =

= −y2e−x2− xe−x
2
+

∫
e−x

2
dx−

∫
e−x

2
dx = −(y2 + x)e−x

2
,

то

z = ex
2
(
C(y)− (y2 + x)e−x

2
)

⇒ z = C(y)ex
2− y2 − x.

Виберемо тепер C(y) так, щоб функцiя z задовольняла друге
рiвняння з (17.24). Диференцiюючи z = C(y)ex

2 − y2 − x за
змiнною y, маємо:

∂z

∂y
= C ′(y)ex

2− 2y ⇒ C ′(y)ex
2− 2y = − 2y ⇒

C(y) = C ⇒ z = Cex
2− y2 − x. �

Рекомендована лiтература: [9, с. 280 – 305], [10, с. 202 –
213], [16, с. 463 – 470], [19, с. 282 – 300], [20, с. 243 – 278].

Питання до лекцiї 17

1. Яке рiвняння з частинними похiдними першого порядку
називають квазiлiнiйним?

2. Який вигляд має система характеристик для квазiлiнiй-
ного рiвняння з частинними похiдними першого порядку?

3. Як побудувати загальний розв’язок квазiлiнiйного рiвня-
ння з частинними похiдними першого порядку?

4. Як формулюється задача Кошi для квазiлiнiйного рiв-
няння з частинними похiдними першого порядку? Як знайти
розв’язок задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння з частинни-
ми похiдними першого порядку?

5. Який загальний вигляд має система нелiнiйних рiвнянь з
частинними похiдними першого порядку з двома незалежними
змiнними? Як iнтегруються така система?

6. Що називають рiвнянням Пфаффа? Якiй системi рiвно-
сильне це рiвняння? Якою є умова повної iнтегровностi рiвня-
ння Пфаффа?



Лекцiя 17. Квазiлiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними 237

Вправи до лекцiї 17

1. Зiнтегруйте квазiлiнiйнi рiвняння:

а) xy ∂z∂x − y2 ∂z∂y = x2; б) xz3 ∂z∂x + yz3 ∂z∂y = x2y2.

2. Знайдiть iнтегральнi поверхнi рiвнянь, якi проходять че-
рез заданi лiнiї:

а) y2 ∂z∂x + xy ∂z∂y = x, x = 0, z = y2;
б) x ∂z∂x + y ∂z∂y = z − xy, x = 2, z = y2 + 1.

3. Знайдiть поверхнi, якi задовольняють рiвняння Пфаффа:

а) (x− y)dx+ z dy − xdz = 0; б) 3yz dx+ 2xzdy + xydz = 0.
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Роздiл 5.
ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ СТIЙКОСТI

Лекцiя 18. Основи теорiї стiйкостi розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Дослiдження на стiйкiсть точок спокою.
3. Стiйкiсть за першим наближенням.
4. Критерiї Рауса – Гурвiца, Л’єнара – Шипара.

1. Основнi означення й поняття. Створюючи прилади,
конструкцiї, машини, якi вiдповiдають певним умовам, необхi-
дно знати, як буде вести себе об’єкт при невеликих перерозпо-
дiлах сил або при змiнi початкових умов. Той об’єкт, експлу-
атацiйнi параметри якого не реагують на цi змiни, називають
стiйким. Наприклад, при рiзних вiдхиленнях маятника вiд по-
ложення рiвноваги, тобто рiзних початкових умовах, рух мая-
тника повинен бути стiйким.

Взагалi, розв’язуючи конкретну фiзичну чи технiчну зада-
чу, зазвичай цiкавляться не загальним, а частинним розв’яз-
ком диференцiального рiвняння, тобто розв’язком, який задо-
вольняє певнi початковi умови. Останнi, як правило, беруться
з дослiду чи експерименту, а тому за їх абсолютну точнiсть
ручатися не можна. Маючи це на увазi, деколи припускають,
що незначнi змiни початкових умов викликають незначну змi-
ну самого розв’язку, iнакше кажучи, що розв’язок неперервно
залежить вiд початкових умов. Але якщо незначнi змiни поча-
ткових умов зумовлюють iстотнi вiдхилення розв’язкiв, то такi
розв’язки навiть наближено не описують явище чи процес, якi
розглядаються. Такi розв’язки називають нестiйкими. Отже,
одним з основних є питання про так звану стiйкiсть розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь щодо рiзного роду збурень їх вхiдних
даних, тобто неточностей задання цих даних (початкових да-
них, правих частин рiвнянь тощо).
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Питання стiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь –
предмет теорiї стiйкостi розв’язкiв (теорiї стiйкостi ру-
ху). Теорiя стiйкостi застосовується у багатьох областях науки
i природознавства, наприклад, у екологiї, бiологiї, економiцi та
iнших науках. У механiцi її, зокрема, використовують для ана-
лiзу стiйкостi польоту снарядiв, стабiлiзацiї руху супутникiв,
вивчення стiйкостi механiчних систем, руху твердих тiл з пру-
жними елементами i порожнинами, якi мiстять рiдину, тощо.

З фiзичної точки зору задача про стiйкiсть може бути сфор-
мульована так: розглядається деякий рух, що вiдповiдає зада-
ним початковим умовам. Якщо пiсля змiни початкових умов
на малу величину характер руху залишиться попереднiм або
змiниться мало, то такий рух називають стiйким.

Перейдемо до викладення основних понять теорiї стiйко-
стi бiльш строго. Позначимо через y1 = y1(t), y2 = y2(t), . . . ,
yn = yn(t) дiйснi функцiї, якi характеризують стан механiчного,
електромеханiчного чи iншого явища або процесу. Так можуть,
наприклад, позначатися координати, швидкостi, сили струмiв,
величини напруг, температури або функцiї цих величин. При-
пустимо, що процес змiни величин y1, y2, . . . , yn з часом t опи-
сується нормальною системою диференцiальних рiвнянь

dyj
dt

= fj(t, y1, y2, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n, (18.1)

з початковими умовами

y1(t0) = y10, y2(t0) = y20, . . . , yn(t0) = yn0. (18.2)

Якщо розглядати y1, y2, . . . , yn як координати рухомої то-
чки, то кожний розв’язок задачi (18.1), (18.2) називатимемо
рухом.

Якщо систему (18.1) розглядати на скiнченному промiжку
|t − t0| < T , то вiдповiдь на питання про вплив малих змiн
початкових умов (18.2) на вiдхилення розв’язкiв системи дає
теорема 5 з лекцiї 6. Але у практичних задачах аргумент (ним,
як правило, є час) може необмежено зростати. Тодi згадана
теорема не гарантує неперервної залежностi розв’язкiв вiд по-
чаткових умов, тобто незначна змiна початкових умов може
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викликати iстотнi змiни у поведiнцi розв’язку при необмежено-
му зростаннi значення аргумента. Отже, надалi вважатимемо,
що t ∈ [T,+∞), тобто час може необмежено зростати.

Розв’язок

yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, t ∈ [T,+∞),

системи (18.1) називають стiйким (стiйким за Ляпу-
новим), якщо для будь-яких ε > 0 i t0 � T iснує число
δ = δ(ε) > 0 таке, що довiльний iнший розв’язок yj = yj(t),
j = 1, 2, . . . , n, цiєї ж системи, початковi значення yj(t0) яко-
го задовольняють нерiвностi

|yj(t0)− ϕj(t0)| < δ, j = 1, 2, . . . , n, (18.3)

визначений для всiх t � t0 i справджуються нерiвностi

|yj(t)− ϕj(t)| < ε, j = 1, 2, . . . , n, t � t0. (18.4)

Iншими словами, розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, си-
стеми (18.1) є стiйким, якщо кожний розв’язок yj = yj(t),
j = 1, 2, . . . , n, системи (18.1) з початковими умовами з δ-околу
точки ϕj(t0), j = 1, 2, . . . , n, при t0 � t < +∞ iснує i не вихо-
дить з ε-околу графiка розв’язку yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n.

Розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, називають асимпто-
тично стiйким, якщо:

1) вiн стiйкий;
2) усi розв’язки yj = yj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (18.1) з

достатньо близькими початковими умовами при t → +∞ не-
обмежено наближаються до ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, тобто з нерiв-
ностi (18.3) випливає, що

lim
t→+∞ |yj(t)− ϕj(t)| = 0, j = 1, 2, . . . , n. (18.5)

Зауважимо, що умови 1) i 2) цього означення незалежнi. З умо-
ви 1) означення не випливає умова 2), бо з нерiвностi (18.4) не
випливає (18.5). З умови 2) означення також не завжди випли-
ває умова 1).

Розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (18.1) назива-
ють нестiйким, якщо вiн не є стiйким. Це означає, що iснує
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таке ε > 0, що для будь-якого як завгодно малого δ > 0 зна-
йдеться розв’язок системи (18.1) yj = yj(t), j = 1, 2, . . . , n, для
якого при виконаннi нерiвностей (18.3) принаймнi для одного
значення j матимемо, що |yj(t)− ϕj(t)| � ε для деякого t � t0.

Як правило, для доведення нестiйкостi розв’язку користую-
ться необмеженiстю рiзницi |yj(t)−ϕj(t)| на iнтервалi [t0,+∞)
або тим, що ця рiзниця прямує до +∞, якщо t→ +∞.

Розв’язок (рух), який вiдповiдає початковим даним t0, y10,
y20, . . . , yn0, називають незбуреним, а розв’язок зi змiненими
початковими даними t0, ỹ10, ỹ20, . . . , ỹn0 – збуреним розв’яз-
ком (рухом).

Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть розв’язки задачi

y′ = ky, y(t0) = y0.

Розв’язання. Загальним розв’язком рiвняння є y(t) = Cekt, а
розв’язком заданої задачi Кошi –

y(t) = y0e
k(t−t0). (18.6)

Задамо iншу початкову умову ỹ(t0) = ỹ0. Тодi розв’язком
цiєї задачi (збуреним розв’язком) є

ỹ(t) = ỹ0e
k(t−t0). (18.7)

Оцiнимо рiзницю розв’язкiв (18.6) i (18.7):

|y(t)− ỹ(t)| =
∣∣∣y0ek(t−t0) − ỹ0e

k(t−t0)
∣∣∣ = ek(t−t0) |y0 − ỹ0|. (18.8)

Якщо k < 0, то ek(t−t0) < 1 для всiх t � t0. Отже, якщо
|y0 − ỹ0| < δ = ε, то з (18.8) маємо, що

|y(t)− ỹ(t)| < |y0 − ỹ0| < ε,

тобто розв’язок стiйкий. У цьому випадку розв’язок також
асимптотично стiйкий, оскiльки

lim
t→+∞ |y(t)− ỹ(t)| = lim

t→+∞ |y0 − ỹ0|ek(t−t0) =
= |y0 − ỹ0| lim

t→+∞ ek(t−t0) = 0.
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Якщо k > 0, то розв’язок (18.6) нестiйкий, бо яким би
не було t0, для t � t0, y0 	= ỹ0, рiзниця розв’язкiв (18.6) i
(18.7) при зростаннi t стає нескiнченно великою, оскiльки
lim

t→+∞ |y0 − ỹ0|ek(t−t0) = +∞.
Нарештi, якщо k = 0, то розв’язок y = y0 стiйкий, але не

асимптотично стiйкий, бо вираз |y0 − ỹ0| не прямує до нуля,
коли t→ +∞.
Вiдповiдь: Розв’язок стiйкий, якщо k � 0, у тому числi асим-
птотично стiйкий, якщо k < 0, i нестiйкий, якщо k > 0.

2. Дослiдження на стiйкiсть точок спокою. Дослiдже-
ння на стiйкiсть заданого розв’язку ϕ1(t), . . . , ϕn(t) системи
(18.1) можна звести до дослiдження на стiйкiсть тривiального
(нульового) розв’язку деякої iншої системи. Для цього у систе-
мi (18.1) перейдемо до нових невiдомих функцiй

xj(t) = yj(t)− ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n. (18.9)

Отже, невiдомi функцiї xj(t), j = 1, 2, . . . , n, – це вiдхилення
старих невiдомих функцiй вiд функцiй, якi входять у розв’язок,
що дослiджується на стiйкiсть. Величини xj(t), j = 1, 2, . . . , n,
називають збуреннями. Пiдставляючи (18.9) в (18.1), одер-
жуємо

y′j(t) = x′j(t) + ϕ′
j(t) = fj(t, x1(t) + ϕ1(t), . . . , xn(t) + ϕn(t)) ⇒

x′j = fj(t, x1 + ϕ1, . . . , xn + ϕn)− fj(t, ϕ1, . . . , ϕn), (18.10)

де j = 1, 2, . . . , n.
Рiвняння (18.10) називають диференцiальними рiвняннями

збуреного руху. Кожному руховi системи (18.1) вiдповiдає ча-
стинний розв’язок системи (18.10). Зокрема, незбуреному рухо-
вi системи (18.1), очевидно, вiдповiдає тривiальний розв’язок

xj(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, (18.11)

системи (18.10). Розв’язок (18.11) характерний тим, що точка
(x1(t), . . . , xn(t)) не рухається зi змiною t, а знаходиться на мi-
сцi. Тривiальний розв’язок системи (18.10) i точку (0, 0, . . . , 0)
у цьому випадку називають положенням рiвноваги системи
(18.10) або точкою спокою.
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Отже, задача дослiдження стiйкостi (асимптотичної стiй-
костi, нестiйкостi) точки спокою системи (18.10) рiвносильна
задачi дослiдження стiйкостi (асимптотичної стiйкостi, нестiй-
костi) розв’язку системи (18.1).

З урахуванням цих мiркувань означення стiйкостi та асим-
птотичної стiйкостi можемо сформулювати iнакше.

Нехай у системi (18.1) fj(t, 0, . . . , 0) = 0, j = 1, 2, . . . , n. Три-
вiальний розв’язок ϕj(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, системи (18.1)
стiйкий (стiйкий за Ляпуновим), якщо для довiльно-
го ε > 0 iснує δ(ε) > 0 таке, що кожний розв’язок yj = yj(t),
j = 1, 2, . . . , n, тiєї ж системи, початковi значення yj(t0) якого
задовольняють нерiвностi

|yj(t0)| < δ, j = 1, 2, . . . , n,

визначений для всiх t � t0 i виконуються нерiвностi

|yj(t)| < ε, j = 1, 2, . . . , n,

для t � t0. Якщо, крiм того, lim
t→+∞ |yj(t)| = 0, j = 1, 2, . . . , n,

то тривiальний розв’язок ϕj(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, називають
асимптотично стiйким.

Отже, стiйкiсть тривiального розв’язку означає, що тра-
єкторiя довiльного руху, початкова точка якої знаходиться
у деякому δ-околi початку координат фазового простору
(y1, y2, . . . , yn) системи (18.1), для t � t0 не виходить за межi
довiльного ε-околу точки спокою.

Легко показати, що це означення стiйкостi можна замiнити
таким: для кожного ε > 0 знайдеться δ > 0 таке, що з нерiв-
ностi y21(t0) + y22(t0) + . . . + y2n(t0) < δ2 випливатиме нерiвнiсть
y21(t) + y22(t) + . . .+ y2n(t) < ε2 для всiх t � t0.

Приклад 2. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’я-
зок системи x′ = − y, y′ = x, який при t = t0 = 0 набуває зна-
чення x = x̃0, y = ỹ0.
Розв’язання. Розв’язуючи систему i враховуючи початковi
умови, знаходимо

x = x̃0 cos t− ỹ0 sin t, y = x̃0 sin t+ ỹ0 cos t,
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звiдки x2 + y2 = x̃20 + ỹ20. Для будь-якого заданого ε > 0 досить
взяти δ � ε, адже як тiльки x̃20 + ỹ20 < δ2, то x2 + y2 < ε2 для
всiх t > 0. Отже, розв’язок x = y = 0 є стiйким. �

Приклад 3. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою систе-
ми x′ = y, y′ = 2x+ y, x(0) = x̃0, y(0) = ỹ0.
Розв’язання. Розв’язуючи систему, знаходимо x = C1e

2t +
+ C2e

−t, y = 2C1e
2t − C2e

−t. Враховуючи початковi умови,
одержуємо, що C1 = (x̃0 + ỹ0)/3, C2 = (2x̃0 − ỹ0)/3. Остаточно
маємо

x =
x̃0 + ỹ0

3
e2t+

2x̃0 − ỹ0
3

e−t, y =
2

3
(x̃0 + ỹ0) e

2t− 2x̃0 − ỹ0
3

e−t.

Покладемо ỹ0 = 2x̃0. Тодi, яким би малим не було число x̃0,
функцiї |x| та |y| необмежено зростатимуть при t→ +∞, а тому
розв’язок x = y = 0 є нестiйким. �

3. Стiйкiсть за першим наближенням. У наведених
прикладах диференцiальнi рiвняння або системи можна було
зiнтегрувати через елементарнi функцiї. У таких випадках вiд-
повiсти на питання про стiйкiсть розв’язкiв не викликає осо-
бливих труднощiв. Але з практичної точки зору важливо вмiти
дослiджувати на стiйкiсть розв’язки системи (18.10), не маю-
чи її загального розв’язку. На встановленнi таких критерiїв i
спинимось.

Припустимо, що правi частини системи (18.1)
fj(t, y1, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n, неперервнi разом з час-
тинними похiдними до другого порядку включно. Нехай
yj(x) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, – точка спокою системи (18.1), тобто
fj(t, 0, . . . , 0) = 0, j = 1, 2, . . . , n. Використовуючи формулу
Тейлора в околi початку координат, систему (18.1) можемо
записати у виглядi:

dyj
dt

= fj(t, 0, . . . , 0) +
∂fj
∂y1

∣∣∣∣
(t,0,...,0)

· y1 + ∂fj
∂y2

∣∣∣∣
(t,0,...,0)

· y2 + . . .

. . .+
∂fj
∂yn

∣∣∣∣
(t,0,...,0)

· yn +Rj(t, y1, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n,

де функцiї Rj(t, y1, . . . , yn) мiстять доданки не нижче друго-
го порядку вiдносно y1, y2, . . . , yn. Якщо позначити тепер
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∂fj
∂yi

∣∣∣
(t,0,...,0)

= aji(t) i врахувати, що fj(t, 0, . . . , 0) = 0, то оста-
точно маємо систему

y′j = aj1(t)y1 + aj2(t)y2 + . . .+ ajn(t)yn +

+Rj(t, y1, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n. (18.12)

Систему рiвнянь

y′j = aj1(t)y1 + aj2(t)y2 + . . .+ ajn(t)yn, j = 1, 2, . . . , n, (18.13)

називають системою першого наближення, а задачу на
стiйкiсть точки спокою цiєї системи – задачею на стiйкiсть
розв’язку в першому наближенi.

Зауважимо, що дослiдження на стiйкiсть точки спокою для
лiнiйної системи (18.13) є складною i досi не розв’язаною про-
блемою, бо не iснує загального способу iнтегрування системи
лiнiйних диференцiальних рiвнянь з довiльними змiнними ко-
ефiцiєнтами.

Розглянемо окремий випадок системи (18.13), коли ajk(t) =
= ajk, j, k = 1, 2, . . . , n, де ajk – сталi:

y′j = aj1y1 + aj2y2 + . . . + ajnyn, j = 1, 2, . . . , n, (18.14)

i дослiдимо питання про стiйкiсть тривiального розв’язку си-
стеми (18.14). Нагадаємо (лекцiя 14), що розв’язки цiєї системи
мають вигляд

y1 = A1e
k1t, y2 = A2e

k2t, . . . , yn = Ane
knt,

де k1, k2, . . . , kn – характеристичнi числа системи (18.14), а для
iснування нетривiальних розв’язкiв необхiдно й досить, щоб∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − k a12 . . . a1n
a21 a22 − k . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (18.15)

Розглянемо окремi випадки, пов’язанi з виглядом коренiв
рiвняння (18.15) (характеристичних чисел системи (18.14)).
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1. Якщо всi характеристичнi числа системи (18.14) ма-
ють вiд’ємнi дiйснi частини (тобто або вони дiйснi вiд’-
ємнi числа, або комплекснi числа, дiйснi частини яких вiд’-
ємнi), то тривiальний розв’язок системи (18.14) асимпто-
тично стiйкий. Припустимо, що усi характеристичнi числа
k1, k2, . . . , kn простi i дiйснi. Оскiльки kj < 0, то всi фун-
кцiї yij = Aije

kjt прямують до нуля при t→ +∞. Якщо
kj = αj + iβj , i =

√−1, αj < 0, то, подавши ekjt у тригоно-
метричнiй формi ekjt = eαj t(cos βjt + i sin βjt), переконуємось,
що при t → +∞ функцiї yij = Aije

kjt → 0 (якщо αj < 0, то
lim

t→+∞ eαjt = 0). Цi висновки не змiняться, якщо деякi з ха-

рактеристичних чисел (або всi) є кратними. Справдi, якщо
число kj має кратнiсть s, то йому вiдповiдають розв’язки
Ps−1(t)e

kj t, де Ps−1(t) – многочлен степеня, не вищого за s− 1,
i lim
t→+∞ ekjtPs−1(t) = 0, бо kj < 0, а показникова функцiя зро-

стає швидше, нiж степенева (останню рiвнiсть легко довести,
використовуючи правило Лопiталя).

2. Якщо хоча б одне характеристичне число системи
(18.14) має додатну дiйсну частину (тобто або це число дода-
тне, або комплексне з додатною дiйсною частиною), то три-
вiальний розв’язок системи (18.14) нестiйкий. Справдi, у цьо-
му випадку принаймнi одна з функцiй ek1t, ek2t, . . . , eknt не-
обмежено зростає за модулем при t → +∞, i оскiльки вона
мiститься у загальному розв’язку, то останнiй також необме-
жено зростає при зростаннi t. Отже, розв’язки близькi до то-
чки спокою yj = 0, j = 1, 2, . . . , n, за початковими даними, зi
зростанням t необмежено вiд неї вiддалятимуться.

3. Якщо серед характеристичних чисел системи (18.14) не-
має чисел з додатними дiйсними частинами, але є простi чи-
сла з нульовою дiйсною частиною, то тривiальний розв’язок
системи (18.14) є стiйким, але не асимптотично стiйким. У
цьому випадку всi функцiї yj(t) обмеженi за модулем для будь-
якого t > t0, якими б не були початковi значення цих функцiй.
Отже, для будь-якого ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що при ви-
борi |ỹj0| < δ, j = 1, 2, . . . , n, будемо мати |yj(t)| < ε для всiх
t > t0. Значить, тривiальний розв’язок системи (18.14) є стiй-
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ким. Але вiн не асимптотично стiйкий, бо для довiльних ỹj0
не будуть одночасно прямувати до нуля всi функцiї yj(t) при
t→ +∞.

4. Якщо серед характеристичних чисел системи (18.14) не-
має чисел з додатними дiйсними частинами, але є кратнi чи-
сла з нульовими дiйсними частинами, то можливi як стiйкi,
так i нестiйкi тривiальнi розв’язки.

Повернемось до системи першого наближення (18.12).

Теорема 1 (Ляпунова). Нехай функцiї Rj(t, y1, . . . , yn),
j = 1, 2, . . . , n, у системi (18.12) неперервнi за сукупнiстю
змiнних i нескiнченно малi вище першого порядку при yi → 0,
i = 1, 2, . . . , n, тобто для всiх t � t0 i |yi| < d

|Rj(t, y1, . . . , yn)| �M
(|y1|1+α + |y2|1+α + . . .+ |yn|1+α

)
,

j = 1, 2, . . . , n,

або
|Rj(t, y1, . . . , yn)| � ω(y)|y|, j = 1, 2, . . . , n,

де |y| =
√
y21 + y22 + . . .+ y2n, α,M – додатнi сталi, ω(y) → 0

при |y| → 0. Нехай, крiм того, ajk(t) = ajk, j, k = 1, 2, . . . , n, де
ajk – сталi. Тодi якщо характеристичнi числа системи (18.14)
мають вiд’ємнi дiйснi частини, то тривiальний розв’язок си-
стеми (18.1) асимптотично стiйкий; якщо хоча б одне хара-
ктеристичне число має додатну дiйсну частину, то тривi-
альний розв’язок системи (18.1) нестiйкий.

Якщо дiйснi частини всiх характеристичних чисел недода-
тнi, причому дiйсна частина хоча б одного з них дорiвнює нулю,
то дослiдження на стiйкiсть за першим наближенням, взагалi
кажучи, неможливе (починають впливати нелiнiйнi члени Ri).

Приклад 4. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближе-
нням тривiальний розв’язок системи{

x′ =
√
1 + 2y − e2(x+y),

y′ = sinx+ ln(1− y).
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Розв’язання. Використовуючи формулу Тейлора для функцiї
f(x, y) двох змiнних з залишковим членом у формi Пеано i
обмежившись похiдними першого порядку:

f(x, y) = f(0, 0) + f ′x(0, 0) · x+ f ′y(0, 0) · y + o(ρ),

де ρ =
√
x2 + y2 – вiдстань вiд точки (0, 0) до довiльної точки

(x, y), o(ρ) – нескiнченно мала величина при ρ→ 0 бiльш висо-
кого порядку, нiж ρ, видiлимо лiнiйнi частини правих частин
системи: √

1 + 2y − e2(x+y) = − 2x− y +R1(x, y),

sinx+ ln(1− y) = x− y +R2(x, y),

де Rj(x, y) = o
(√

x2 + y2
)
, j = 1, 2, задовольняють умови тео-

реми 1.
Знайдемо характеристичнi числа системи{

x′ = − 2x− y,
y′ = x− y.

Маємо∣∣∣∣ −2− k −1
1 −1− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 + 3k + 3 = 0 ⇒

k1,2 =
−3

2
±

√
3

2
i.

Оскiльки дiйснi частини обох характеристичних чисел вiд’ємнi,
то тривiальний розв’язок заданої системи асимптотично стiй-
кий. �

4. Критерiї Рауса – Гурвiца, Л’єнара – Шипара.
Як випливає з попереднього пункту лекцiї, розв’язуючи задачi
на стiйкiсть для систем диференцiальних рiвнянь зi сталими
коефiцiєнтами, важливо знати знаки дiйсних частин характе-
ристичних чисел.

Розглянемо алгебричне рiвняння

a0k
n + a1k

n−1 + . . . + an−1k + an = 0, a0 > 0. (18.16)
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Нагадаємо деякi твердження, доведення яких можна зна-
йти у пiдручниках з лiнiйної алгебри.

Необхiдною умовою того, що всi дiйснi частини коренiв рiв-
няння (18.16) вiд’ємнi, є нерiвностi aj > 0, j = 0, 1, . . . , n.

Тепер наведемо необхiднi i достатнi умови, за виконання
яких дiйснi частини характеристичних чисел будуть вiд’ємни-
ми. Позначимо

Δ1 = a1, Δ2 =

∣∣∣∣ a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣, Δ3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0
a3 a2 a1
a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣, . . . ,

Δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣,
де aj = 0, якщо j > n.

Теорема 2 (критерiй Рауса – Гурвiца). Дiйснi части-
ни коренiв рiвняння (18.16) вiд’ємнi тодi i тiльки тодi, коли
Δj > 0, j = 1, 2, . . . , n.

Теорема 3 (критерiй Л’єнара – Шипара). Дiйснi ча-
стини коренiв рiвняння (18.16) вiд’ємнi тодi i тiльки тодi,
коли aj > 0, j = 0, 1, . . . , n, i

Δn−1 > 0, Δn−3 > 0, Δn−5 > 0, . . .

Приклад 5. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiвня-
ння

yIV + 5y′′′ + 13y′′ + 19y′ + 10y = 0.

Розв’язання. Використаємо критерiй Рауса – Гурвiца. Скла-
демо характеристичне рiвняння: k4+5k3+13k2 +19k+10 = 0.
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Оскiльки

Δ1 = 5 > 0, Δ2 =

∣∣∣∣ 5 1
19 13

∣∣∣∣ > 0,

Δ3 =

∣∣∣∣∣∣
5 1 0
19 13 5
0 10 19

∣∣∣∣∣∣ > 0, Δ4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 0 0
19 13 5 1
0 10 19 13
0 0 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 10 ·Δ3 > 0,

то точка спокою асимптотична стiйка. �

Приклад 6. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiвня-
ння

yV + 4yIV + 16y′′′ + 25y′′ + 13y′ + 9y = 0.

Розв’язання. Оскiльки всi коефiцiєнти характеристичного
рiвняння k5 + 4k4 + 16k3 + 25k2 + 13k + 9 = 0 додатнi i

Δ2 =

∣∣∣∣ 4 1
25 16

∣∣∣∣ > 0, Δ4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 0 0
25 16 4 1
9 13 25 16
0 0 9 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

то згiдно з критерiєм Л’єнара – Шипара точка спокою заданого
рiвняння асимптотична стiйка. �

Рекомендована лiтература: [9, с. 231 – 252], [10, с. 156 –
171], [16, с. 390 – 416], [19, с. 229 – 241], [20, с. 203 – 206, 221 –
229].

Питання до лекцiї 18

1. Що вивчає теорiя стiйкостi розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь? Чому так важливо з практичної точки зору знати, чи
є розв’язок диференцiального рiвняння або системи стiйким?

2. Який розв’язок системи диференцiальних рiвнянь є стiй-
ким, асимптотично стiйким, нестiйким? Дайте геометричнi
трактування цих понять.

3. Який розв’язок системи диференцiальних рiвнянь нази-
вають незбуреним (збуреним)?
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4. Що називають положенням рiвноваги (точкою спокою)
системи?

5. У чому полягає основна iдея дослiдження на стiйкiсть
розв’язку в першому наближеннi?

6. Як дослiдити на стiйкiсть точку спокою нормальної си-
стеми зi сталими коефiцiєнтами? Коли точка спокою є асимпто-
тично стiйкою, стiйкою, але не асимптотично стiйкою, нестiй-
кою? Якими повиннi бути характеристичнi числа, щоб система
могла мати як стiйкi, так i нестiйкi тривiальнi розв’язки?

7. Як формулюються критерiї Рауса – Гурвiца i Л’єнара –
Шипара про невiд’ємнiсть дiйсних частин характеристичних
чисел? Як цi критерiї використовують для дослiдження на стiй-
кiсть розв’язкiв лiнiйних рiвнянь (систем) зi сталими коефiцi-
єнтами?

Вправи до лекцiї 18

1. Використовуючи означення стiйкостi, дослiдiть на стiй-
кiсть розв’язки задач Кошi рiвнянь i систем:

а) y′ = 2x(1 + y), y(0) = 0; б) y′ = y + x, y(0) = 1;

в)
{
y′1 = −y1 − 9y2, y1(0) = 0,
y′2 = y1 − y2, y2(0) = 0.

2. Дослiдiть на стiйкiсть точку спокою систем:

а)

⎧⎨
⎩
y′1 = −y1 + y2 + 5y3,
y′2 = −2y1 + y3,
y′3 = −3y3;

б)

⎧⎨
⎩
y′1 = −2y1 − y2,
y′2 = y1 − 2y2,
y′3 = y1 + 3y2 − y3.

3. Дослiдiть на стiйкiсть за першим наближенням точку
спокою систем:

а)
{
y′1 = 3y1y2 − y1 + y2,
y′2 = 4y41 + y32 + 2y1 − 3y2;

б)
{
y′1 = −y1 + y2 + y21 sin y2,
y′2 = −y1 − 4y2 + 1− cos y22.

4. Використовуючи критерiї Рауса – Гурвiца або Л’єнара –
Шипара, дослiдiть на стiйкiсть тривiальний розв’язок рiвнянь:
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а) y′′′ − 3y′ + 2y = 0; б) yIV + 4y′′′ + 7y′′ + 6y′ + 2y = 0;
в) yV + 3yIV − 5y′′′ − 15y′′ + 4y′ + 12y = 0.

Лекцiя 19. Метод функцiй Ляпунова.
Фазова площина

План

1. Дослiдження на стiйкiсть за методом функцiй Ляпунова.
2. Класифiкацiя точок спокою автономної системи.

1. Дослiдження на стiйкiсть за методом функцiй Ля-
пунова. На попереднiй лекцiї вивчались деякi питання, пов’я-
занi з дослiдженням на стiйкiсть розв’язкiв нелiнiйних систем
диференцiальних рiвнянь. При цьому використовувалась вiд-
повiдна система першого наближення. Але замiна нелiнiйної
системи (18.12) лiнiйною системою (18.13) є фактично замiною
однiєї проблеми iншою i мiж ними може не бути нiчого спiль-
ного. Можна навести приклади таких систем диференцiальних
рiвнянь, дослiдження яких за першим наближенням дає стiй-
кiсть незбуреного руху, хоча насправдi вiн нестiйкий, i навпаки.
Водночас, вiдомi приклади, коли перше наближення повнiстю
розв’язує проблему стiйкостi.

Вiдповiдь на питання про стiйкiсть (асимптотичну стiй-
кiсть) нормальної нелiнiйної системи

y′j = fj(t, y1, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n, (19.1)

яка має тривiальний розв’язок yj(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, дає така
теорема.

Теорема 1 (Ляпунова). Якщо iснує диференцiйовна фун-
кцiя V = V (y1, . . . , yn), яка задовольняє умови:

1) V � 0 i V = 0 тiльки тодi, коли y1 = . . . = yn = 0;
2) повна похiдна функцiї V вздовж фазової траєкторiї

(тобто вздовж розв’язку yj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (19.1))
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недодатна, тобто

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂yj
· dyj
dt

=

n∑
j=1

∂V

∂yj
· fj(t, y1, . . . , yn) � 0

для t � t0, то тривiальний розв’язок системи (19.1) стiйкий.
Якщо замiсть умови 2) виконується нерiвнiсть

dV

dt
� −β < 0

для t � t1 > t0 i 0 < δ1 � y21 + . . . + y2n � δ2, де δ1, δ2, β – ста-
лi, то тривiальний розв’язок системи (19.1) асимптотично
стiйкий.

Доведення цiєї теореми можна знайти, наприклад, в [10,
с. 163 – 165].

Функцiю V з теореми 1 називають функцiєю Ляпунова.
Зауважимо, що загального способу побудови функцiї Ляпунова
немає. Її рекомендується шукати у виглядi квадратичної форми

вiд аргументiв y1, y2, . . . , yn, тобто у виглядi V =
n∑

i,j=1
aij yi yj.

З умови 1) теореми 1 випливає, що V повинна бути додатно ви-
значеною квадратичною формою. Яким чином вибрати коефi-
цiєнти aij , щоб форма V була додатно визначеною, вказується
у критерiї Сильвестра, вiдомому з курсу алгебри: потрiбно,
щоб

a11 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ > 0.

У простiших випадках функцiю Ляпунова можна шукати у
виглядi

V (x, y) = ax2 + by2, V (x, y) = ax4 + by4,

V (x, y) = ax4 + by2,

де a > 0, b > 0, тощо.
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Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’я-
зок системи

dx

dt
= −x5 − y,

dy

dt
= x− y3.

Розв’язання. Розглянемо функцiю V (x, y) = x2 + y2. Вона
задовольняє обидвi умови теореми 1. Справдi:

1) V � 0 i V = 0 тiльки тодi, коли x = y = 0;
2) вздовж розв’язку x, y системи
dV

dt
=
∂V

∂x

dx

dt
+
∂V

∂y

dy

dt
= 2x(−x5 − y) + 2y(x− y3) =

= −2(x6 + y4) � 0.

Згiдно з теоремою 1 тривiальний розв’язок системи стiйкий.
Бiльш того, оскiльки поза околом початку координат (x2+y2 �
� δ > 0) маємо dV

dt � −β < 0, де β – мiнiмум функцiї 2(x6+ y4)
поза колом x2 + y2 = δ, то розв’язок x = y ≡ 0 асимптотично
стiйкий. �
Приклад 2. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’я-

зок системи
dx

dt
= 2y3 − x5,

dy

dt
= −x− y3 − y5.

Розв’язання. Шукаємо функцiю Ляпунова у виглядi
V (x, y) = V1(x) + V2(y). Тодi

dV

dt
=
∂V

∂x
· f1(x, y) + ∂V

∂y
· f2(x, y) =

= V ′
1(x)(2y

3 − x5) + V ′
2(y)(−x− y3 − y5) =

= −x5V ′
1(x)− (y3 + y5)V ′

2(y) + 2y3V ′
1(x)− xV ′

2(y).

Нехай, наприклад,

2y3V ′
1(x)− xV ′

2(y) ≡ 0 ⇒ V ′
1(x)

x
≡ V ′

2(y)

2y3
⇒

V ′
1(x)

x
= μ,

V ′
2(y)

2y3
= μ (μ = const) ⇒

V1(x) =
μ

2
x2, V2(y) =

μ

2
y4.
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Виберемо μ = 2. Тодi V (x, y) = x2 + y4, V (x, y) > 0, якщо
x2 + y2 	= 0 i V (0, 0) = 0.

Окрiм того,
dV

dt
=
∂V

∂x
·f1(x, y)+ ∂V

∂y
·f2(x, y) = −(2x6+4y6+4y8) � −β < 0,

де β – мiнiмум функцiї f(x, y) = 2x6 + 4y6 + 4y8 поза колом з
центром у початку координат. З теореми 1 випливає асимпто-
тична стiйкiсть тривiального розв’язку системи. �

Пропонуємо читачам самостiйно переконатися у тому, що
отримати однозначну вiдповiдь про стiйкiсть тривiальних
розв’язкiв систем з прикладiв 1, 2 за першим наближенням не
можна.

2. Класифiкацiя точок спокою автономної системи.
Розглянемо поведiнку на фазовiй площинi R2 фазових трає-
кторiй автономної системи рiвнянь{

dx
dt = P (x, y),
dy
dt = Q(x, y),

(19.2)

де P (x, y),Q(x, y) – неперервно диференцiйовнi в деякiй областi
(або в усiй площинi R2) функцiї. Система (19.2) може мати ли-
ше три типи фазових траєкторiй: точка, замкнена траєкторiя
(цикл) i незамкнена траєкторiя. Розв’язок, траєкторiєю яко-
го є точка (x0, y0) (положення рiвноваги), є сталим x(t) = x0,
y(t) = y0 (для будь-якого t ∈ R). Замкненiй траєкторiї вiдповi-
дає перiодичний розв’язок, незамкненiй – неперiодичний.

Основною задачею якiсного дослiдження системи (19.2) є
одержання фазового портрету системи, тобто картини роз-
биття фазової площини R2 на траєкторiї.

Для того, щоб побудувати фазовий портрет системи (19.2),
потрiбно знати поведiнку траєкторiй в околах так званих осо-
бливих траєкторiй: положень рiвноваги, граничних циклiв i де-
яких незамкнених кривих, якi вiддiляють сiм’ї траєкторiй одну
вiд одної. Граничним циклом системи (19.2) називають та-
кий цикл, деякий окiл якого цiлком заповнений траєкторiя-
ми, вздовж яких точка (x(t), y(t)) необмежено наближається
до нього при t→ +∞ або t→ −∞.
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Розглянемо випадок, коли система (19.2) є лiнiйною:{
dx
dt = a11x+ a12y,
dy
dt = a21x+ a22y,

(19.3)

де A =

(
a11 a12
a21 a22

)
– дiйсна стала матриця, причому

Δ ≡
∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ 	= 0.

Легко бачити, що x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 є розв’язком системи
(19.3).

Системi (19.3) вiдповiдає одне рiвняння з дробово-лiнiйною
правою частиною

dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
, (19.4)

тобто всi iнтегральнi кривi рiвняння (19.4) є траєкторiями си-
стеми (19.3). Але цим не вичерпуються всi траєкторiї системи
(19.3), бо вона допускає рух x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0, траєкторiєю яко-
го є точка x = y = 0 (точка спокою).

Французький математик Пуанкаре показав, що можливими
є кiлька випадкiв, кожен з яких вiдповiдає за розташування
iнтегральних кривих в околi особливої точки (0, 0) або, що те
саме, за розташування траєкторiй системи (19.3) в околi точки
спокою (0, 0). Цi випадки називають типами Пуанкаре.

Позначимо через k1 i k2 – коренi характеристичного рiвня-
ння ∣∣∣∣ a11 − k a12

a21 a22 − k

∣∣∣∣ = k2 − (a11 + a22)k +Δ = 0. (19.5)

Оскiльки Δ 	= 0, то з (19.5) випливає, що k = 0 не є характе-
ристичним числом.

Випадок 1. k1 i k2 дiйснi та рiзнi. Нехай α = (α1, α2), β =
= (β1, β2) – власнi вектори матрицi A, що вiдповiдають кореням
k1 i k2, тобто{

(a11 − k1)α1 + a12α2 = 0,
a21α1 + (a22 − k1)α2 = 0,

{
(a11 − k2)β1 + a12β2 = 0,
a21β1 + (a22 − k2)β2 = 0.

(19.6)
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Згiдно з теоремою 3 лекцiї 14 загальним розв’язком системи
(19.3) є

x = C1α1e
k1t + C2β1e

k2t, y = C1α2e
k1t + C2β2e

k2t, (19.7)

де C1, C2 – довiльнi сталi.
Якщо k1 < 0, k2 < 0, то з (19.7) випливає, що точка спокою

x = y = 0 є асимптотично стiйкою. Справдi, якщо, наприклад,
t0 = 0, то розв’язок (19.7), який проходить через точку (x0, y0),
у момент часу t0 визначається сталими C1 i C2, якi знаходяться
з системи

x0 = C1α1 +C2β1, y0 = C1α2 + C2β2,

де α1β2 − α2β1 	= 0. Але тодi C1 = Ax0 +By0, C2 = Dx0 +Ey0,
де A, B,D, E – деякi сталi. Враховуючи, що |ek1t| � 1, |ek2t| � 1
для k1 < 0, k2 < 0, маємо оцiнки

|x| � |Ax0 +By0| · |α1|+ |Dx0 + Ey0| · |β1|,
|y| � |Ax0 +By0| · |α2|+ |Dx0 + Ey0| · |β2|.

Звiдси випливає, що для довiльного ε > 0 знайдеться δ > 0 та-
ке, що як тiльки |x0| < δ, |y0| < δ, то

|x| < ε, |y| < ε (t > 0),

тобто точка спокою (0, 0) стiйка. Окрiм того, оскiльки ekjt → 0
(kj < 0) при t→ +∞, то з (19.7) випливає, що точка (0, 0) та-
кож асимптотично стiйка.

Якщо виключити аргумент t з системи (19.7), то одержана
при цьому функцiя y = f(x) визначатиме траєкторiю руху в
системi координат Oxy.

Матерiальна точка, яка знаходиться у початковий момент
часу t = t0 в δ-околi початку координат, для досить великих t
переходить у точку, яка належить ε-околу початку координат i
при t → +∞ прямує до початку координат. Таку точку спокою
називають стiйким вузлом (рис. 19.1).
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Рис. 19.1

На рис. 19.1 зображено розташування траєкторiй, яке вiд-
повiдає цьому випадку. Стрiлками вказаний напрям руху по
траєкторiї при t → +∞. Усi траєкторiї, крiм однiєї, в точцi
(0, 0) мають спiльну дотичну.

Якщо |k1| < |k2|, то кутовий коефiцiєнт дотичної дорiвнює
α2/α1. Справдi, з (19.3) i (19.7) маємо (C1 	= 0, α1 	= 0):

dy

dx
=
a21
(
C1α1e

k1t + C2β1e
k2t
)
+ a22

(
C1α2e

k1t + C2β2e
k2t
)

a11(C1α1ek1t + C2β1ek2t) + a12(C1α2ek1t + C2β2ek2t)
=

=
a21
(
C1α1 + C2β1e

(k2−k1)t)+ a22
(
C1α2 + C2β2e

(k2−k1)t)
a11
(
C1α1 + C2β1e(k2−k1)t

)
+ a12

(
C1α2 + C2β2e(k2−k1)t

) −→
t→+∞

−→
t→+∞

a21C1α1 + a22C1α2

a11C1α1 + a12C1α2
=
a21α1 + a22α2

a11α1 + a12α2
=
k1α2

k1α1
=
α2

α1
,

бо згiдно з (19.6) a21α1 + a22α2 = k1α2, a11α1 + a12α2 = k1α1.
Якщо α1 = 0, то аналогiчно одержуємо, що

dx

dy
−→
t→+∞

α1

α2
= 0.
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Якщо C1 = 0, то з (19.7) одержуємо одну траєкторiю – пря-
му y = β2

β1
x, дотична до якої має кутовий коефiцiєнт β2/β1.

Таким чином, дотична до траєкторiй, в яких C1 	= 0, па-
ралельна до власного вектора α = (α1, α2), який вiдповiдає
найменшому за модулем характеристичному числу k1 (якщо
α1 = 0, то вектор направлений вздовж осi Oy). Крiм того, при
C1 = 0 є одна траєкторiя – пряма y = β2

β1
x, яка паралельна до

другого власного вектора β = (β1, β2), що вiдповiдає бiльшому
за модулем характеристичному числу k2.

Якщо тепер k1 > 0, k2 > 0, то з (19.7) випливає, що точка
спокою x = y = 0 нестiйка, бо ekjt → +∞ при t → +∞. Таку
точку спокою називають нестiйким вузлом. Цей випадок
отримуємо з попереднього замiною t на (−t), а тому рух точки
по траєкторiї вiдбувається у протилежному напрямi (рис. 19.2).

x

y

O

α

β

Рис. 19.2

Нарештi, якщо k1 < 0, k2 > 0 або k1 > 0, k2 < 0, то точка
спокою нестiйка, бо ek2t → +∞ або ek1t → +∞ при t → +∞.
Точки, якi розташованi в δ-околi початку координат, по трає-



260 Роздiл 5. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ СТIЙКОСТI

кторiї
x = C2β1e

k2t, y = C2β2e
k2t

рухаються у нескiнченнiсть. Однак у цьому випадку є трає-
кторiя, по якiй рух точки вiдбувається у напрямi до початку
координат при t→ +∞, а саме

x = C1α1e
k1t, y = C1α2e

k1t. (19.8)

Цiєю траєкторiєю є пряма α1y − α2x = 0, яку легко одержати
з (19.8), виключивши змiнну t. Таку точку спокою називають
сiдлом (рис. 19.3).
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y

O

α

β

(k1 < 0 < k2)

Рис. 19.3

Випадок 2. k1 i k2 комплексно-спряженi : k1,2 = p ± iq,
q 	= 0. Загальний розв’язок системи (19.3) можна записати у
виглядi (19.7), де вектори α = (α1, α2) i β = ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2) мають
комплекснi координати. Як вiдомо (лекцiя 13), дiйсна та уявна
частини цього розв’язку є дiйсними розв’язками системи, тому
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загальний розв’язок системи (19.3) можна записати у виглядi
лiнiйної комбiнацiї цих розв’язкiв:

x = ept(C1 cos qt+ C2 sin qt), y = ept(a cos qt+ b sin qt), (19.9)

де C1, C2 – довiльнi сталi, a i b – лiнiйнi комбiнацiї цих сталих.
Якщо p = 0, то траєкторiї (19.9) для рiзних C1, C2 (на пiд-

ставi перiодичностi множникiв у дужках) є замкненими криви-
ми – елiпсами з центрами у точцi (0, 0) (рис. 19.4). Цю точку
називають центром. Якщо p = 0, то точка (x(t), y(t)) рухає-
ться по одному з елiпсiв вказаної сiм’ї, обходячи його безлiч ра-
зiв. Вона, очевидно, не прямує до жодної границi при t→ +∞,
тобто точка спокою (0, 0) не асимптотично стiйка. Але вона є
стiйкою.

x

y

O
α

β

Рис. 19.4

Нехай тепер p < 0. З (19.9) випливає, що у цьому випадку
точка (x, y) при t→ +∞ прямує до початку координат – точки
x = 0, y = 0, яку називають стiйким фокусом. Наявнiсть
множника ept → 0 (t → +∞) перетворює замкненi кривi у спi-
ралi, якi асимптотично наближаються при t→ +∞ до початку
координат (рис. 19.5).

Точки, якi розташованi при t = t0 у довiльному δ-околi по-
чатку координат, для достатньо великого t потрапляють у за-
даний ε-окiл початку координат.
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Траєкторiї, якi прямують до фокуса, мають таку власти-
вiсть, що дотичнi до них при t → +∞ не прямують до жодної
границi. Цим фокус вiдрiзняється вiд вузла.

У випадку p < 0 точка x = 0, y = 0 асимптотично стiйка.
Якщо дiйсна частина p чисел k1 i k2 додатна, то цей випадок

переходить у попереднiй пiсля замiни t на −t. Отже, траєкторiї
зберiгають таку ж форму, як на рис. 19.5, однак рух точки вiд-
буватиметься у протилежному напрямi. Оскiльки ept → +∞
при t → +∞, то точки, якi знаходяться у початковий момент
часу в околi початку координат, потiм переходять у нескiн-
ченнiсть. Таку точку спокою називають нестiйким фокусом
(рис. 19.6).
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Рис. 19.5 Рис. 19.6

Випадок 3. k1 = k2. Тодi k1, k2 – дiйснi, а загальний розв’я-
зок системи (19.3) має вигляд

x = (A+Bt)ek1t, y = (C +Dt)ek1t,

де A, B, C, D – сталi, пов’язанi мiж собою двома лiнiйними рiв-
няннями, якi можна одержати, якщо пiдставити функцiї x(t),
y(t) у систему (19.3) i скоротити на ek1t.

Якщо k1 < 0, то ek1t → 0, tek1t → 0 при t → +∞ i, отже,
точка спокою x = y = 0 асимптотично стiйка. Її називають
стiйким вузлом. Якщо k1 > 0, то точка спокою нестiйка, її
називають нестiйким вузлом.
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Детальнiше про випадок k1 = k2 можна прочитати, напри-
клад, в [10, с. 144 – 148].

Наведенi три випадки отриманi у припущеннi, що визна-
чник Δ системи (19.3) вiдмiнний вiд нуля. Припустимо те-
пер, що Δ = 0. Тодi характеристичними числами є k1 = 0 i
k2 = a11 + a22. Якщо k2 	= 0, то загальний розв’язок системи
(19.3) має вигляд

x = C1α1 + C2β1e
k2t, y = C1α2 +C2β2e

k2t, (19.10)

де C1, C2 – довiльнi сталi i a11α1+a12α2 = 0, −a22β1+a12β2 = 0.
Виключаючи з (19.10) параметр t, одержуємо сiм’ю пара-

лельних прямих

y − C1α2 =
β2
β1

(x− C1α1).

Якщо k2 < 0, то при t→ +∞ на кожнiй траєкторiї (на одно-
му з паралельних променiв) точки наближаються до точки спо-
кою (рис. 19.7)

x = C1α1, y = C1α2 ⇒ y =
α2

α1
x.

Точка спокою x = y = 0, так само, як i довiльна точка пря-
мої y = α2x/α1, при k2 < 0 стiйка, але не асимптотично стiйка.
Якщо k2 > 0, то точка спокою нестiйка.
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Рис. 19.7
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Якщо k1 = k2, то можливi два випадки:
1. Загальний розв’язок системи (19.3) має вигляд x = C1,

y = C2 (це буде тодi, коли матриця A нульова). Тодi точка спо-
кою стiйка, але не асимптотично стiйка. Усi точки площини
(x, y) є стiйкими точками спокою.

2. Загальний розв’язок системи (19.3) має вигляд

x = C1 + C2t, y = a+ bt.

Тодi точка спокою нестiйка. У цьому випадку a22 = −a11,
a12 a21 < 0.

Приклад 3. Дослiдити характер точки спокою системи

dx

dt
= 5y − x,

dy

dt
= −2y.

Накреслити фазовi траєкторiї на площинi (x, y).
Розв’язання. Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ −1− k 5

0 −2− k

∣∣∣∣ = 0

має коренi k1 = −1, k2 = −2. Отже, точка спокою x = y = 0 є
стiйким вузлом.

Характеристичному числу k1 = −1 вiдповiдає власний ве-
ктор α = (1, 0), а числу k2 = −2 – вектор β = (−5, 1). Похiдна
dy
dx у точцi початку координат дорiвнює α2/α1 = 0. Отже, до-
тичнi до фазових траєкторiй у початку координат є горизон-
тальними, а самi траєкторiї можна побудувати, наприклад, як
на рис. 19.8. �
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Рис. 19.8

Приклад 4. Дослiдити характер точки спокою системи

dx

dt
= αx+ y,

dy

dt
= −x+ αy

залежно вiд значення параметра α.
Розв’язання. Вiдповiдне характеристичне рiвняння має

комплекснi коренi k1,2 = α ± i. Якщо α = 0, то точка спокою
є центром. У цьому випадку система набирає вигляду dx

dt = y,
dy
dt = −x. Звiдси x2 + y2 = C, тобто фазовими траєкторiями є
кола з центром у точцi (0, 0) радiуса

√
C. Якщо α 	= 0, то то-

чка спокою є фокусом: стiйким, якщо α < 0 i нестiйким, якщо
α > 0. Фазовими траєкторiями є спiралi, якi «накручуються»
на точку (0, 0). Якщо α < 0, то точка (x(t), y(t)) рухається по
спiралях у напрямi точки спокою, а для α > 0 – у напрямi вiд
неї. �

Рекомендована лiтература: [1, с. 251 – 281], [9, с. 253 –
274], [10, с. 132 – 149, 163 – 168], [16, с. 417 – 453], [19, с. 216 –
222, 241 – 245].

Питання до лекцiї 19

1. Як формулюється теорему Ляпунова про стiйкiсть (асим-
птотичну стiйкiсть) нормальної нелiнiйної системи?
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2. Якi властивостi має функцiя Ляпунова? У якому виглядi
рекомендується шукати функцiю Ляпунова?

3. Що називають фазовим портретом нормальної системи?
Як побудувати фазовий портрет системи?

4. Як пов’язанi мiж собою автономна лiнiйна однорiдна си-
стема двох диференцiальних рiвнянь (19.3) i рiвняння першо-
го порядку з однорiдною дробово-лiнiйною правою частиною
(19.4)?

5. Дайте класифiкацiю Пуанкаре точок спокою автономної
системи диференцiальних рiвнянь. У якому випадку точка спо-
кою є стiйкою, асимптотично стiйкою, нестiйкою?

Вправи до лекцiї 19

1. Дослiдiть на стiйкiсть тривiальний розв’язок системи,
знаючи функцiю Ляпунова:

а)
{
x′ = y − x3,
y′ = −x− 3y3,

V = x2 + y2;

б)

{
x′ = −x− 2y + x2y2,

y′ = x− y
2 − x3y

2 ,
V = x2 + 2y2.

2. Дослiдiть особливi точки рiвнянь. Накреслiть iнтегральнi
кривi на площинi (x, y):

а) dy
dx = 2x+y

x+2y ; б) dy
dx = −x+2y

2x−y .

3. Дослiдiть особливi точки систем. Накреслiть траєкторiї
на площинi (x, y):

а)
{
x′ = y,
y′ = −x; б)

{
x′ = x+ 5y,
y′ = −x− 3y.
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Лекцiя 20. Iнтегральнi рiвняння, їх застосування
та деякi методи розв’язування

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Фiзичнi задачi, якi приводять до iнтегральних рiвнянь.
3. Зв’язок мiж iнтегральними рiвняннями та задачею Кошi

для звичайних диференцiальних рiвнянь.

1. Основнi означення й поняття. Iнтегральним рiв-
нянням називають рiвняння, яке мiстить невiдому функцiю
пiд знаком iнтеграла. Наведемо приклади iнтегральних рiв-
нянь:

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), x ∈ [a, b], (20.1)

y(x) = λ

x∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), x ∈ [a, b], (20.2)

де K(x, s) i f(x) – заданi функцiї, а y(x) – шукана функцiя (во-
ни можуть бути дiйсними або комплекснозначними), λ – деяке
число (дiйсне або комплексне).

x

s

O a b

a

b

G

Рис. 20.1

Функцiю K(x, s) називають ядром iнте-
грального рiвняння, f(x) – вiльним членом.
У рiвняннях (20.1), (20.2) функцiя f(x) визна-
чена на вiдрiзку x ∈ [a, b]. У рiвняннi (20.1)
ядро K(x, s) визначене у квадратi

Q = {(x, s) : a � x � b, a � s � b},
а у рiвняннi (20.2) – у трикутнику (рис. 20.1)

G = {(x, s) : a � x � b, a � s � x}.
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Надалi, якщо не сказано про iнше, вважатимемо, що ядро
K(x, s) i вiльний член f(x) є неперервними функцiями у своїх
областях визначення.

Рiвняння (20.1), (20.2) є лiнiйними iнтегральними рiвня-
ннями, бо шукана функцiя входить у цi рiвняння лiнiйно. Зу-
стрiчаються також i нелiнiйнi iнтегральнi рiвняння. Таким, на-
приклад, є рiвняння

y(x) =

1∫
0

exy2(s)ds+ 2, x ∈ [0, 1].

Надалi розглядатимемо тiльки лiнiйнi iнтегральнi рiвняння.
Якщо шукана функцiя мiститься тiльки пiд знаком iнтегра-

ла, то вiдповiдне рiвняння називають iнтегральним рiвня-
нням першого роду. Такими рiвняннями, наприклад, є

b∫
a

K(x, s)y(s)ds = f(x), (20.3)

x∫
a

K(x, s)y(s)ds = f(x). (20.4)

Рiвняння (20.1) i (20.2), у яких шукана функцiя мiсти-
ться також поза знаком iнтеграла, називають iнтегральними
рiвняннями другого роду.

Якщо межi iнтегрування фiксованi, то вiдповiдне iнтеграль-
не рiвняння називають рiвнянням Фредгольма, а якщо ме-
жi iнтегрування змiннi, – то рiвнянням Вольтерра. Отже,
(20.1), (20.3) – рiвняння Фредгольма, а (20.2), (20.4) – рiвняння
Вольтерра.

Рiвняння Вольтерра можна розглядати як окремий випа-
док рiвняння Фредгольма, вважаючи в (20.2) або (20.4), що
K(x, s) ≡ 0 для s > x. Однак фiзичнi задачi, якi приводять до
рiвнянь Вольтерра i Фредгольма, а також властивостi розв’яз-
кiв цих рiвнянь суттєво рiзнi, тому рiвняння Вольтерра вивча-
ють окремо.
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Рiвняння (20.1) – (20.4) називають однорiдними, якщо
f(x) ≡ 0, у iншому випадку – неоднорiдними.
Розв’язком iнтегрального рiвняння називають функцiю

y(x), яка перетворює його на тотожнiсть для x ∈ [a, b]. Напри-
клад, функцiя y(x) = 1

πx
−1/2 є розв’язком iнтегрального рiвня-

ння Вольтерра першого роду
x∫

0

y(s)√
x− s

ds = 1,

а функцiя y(x) = e−x − 2x – розв’язком рiвняння Фредгольма
другого роду

y(x) = e−x + 2

1∫
0

xesy(s)ds,

у чому можна переконатися перевiркою (пропонуємо читачам
показати це самостiйно, виконуючи вправу 1 пiсля лекцiї).

2. Фiзичнi задачi, якi приводять до iнтегральних рiв-
нянь. Iнтегральнi рiвняння вiдiграють важливу роль у ма-
тематичному моделюваннi рiзноманiтних фiзичних процесiв i
явищ. Переважно основою для складання iнтегральних рiв-
нянь є вiдповiднi фiзичнi закони. Так, наприклад, вiдомi за-
кони збереження маси, iмпульсу та енергiї мають iнтегральне
формулювання i приводять до iнтегральних рiвнянь в якостi
моделей конкретних процесiв чи явищ. Iнтегральнi рiвняння
виникають у багатьох областях науки i технiки, а також у чи-
сленних застосуваннях, наприклад у теорiї пружностi, теорiї
пластичностi, гiдродинамiцi, теорiї масо- i теплоперенесення,
бiомеханiцi, геофiзицi, астрономiї тощо. Розглянемо деякi при-
клади.

Задача 1 (задача Абеля). У вертикальнiй площинi (τ, s)
знайти криву, вздовж якої матерiальна точка, почавши рух
без початкової швидкостi у точцi з ординатою x, пiд дiєю
сили тяжiння досягає осi Oτ за час T = f(x), де f(x) – задана
функцiя. Тертям знехтувати.
Розв’язання. Нехай α = α(s) – кут, який утворює дотична до
шуканої кривої з вiссю Oτ (рис. 20.2).
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M

N x
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Рис. 20.2

Прирiст кiнетичної енергiї то-
чки при її перемiщеннi з M до N
дорiвнює роботi сили тяжiння, тоб-
то

mv2

2
= mg(x− s),

деm – маса точки, g – прискорення
земного тяжiння. Звiдси одержує-
мо формулу для швидкостi рухомої
точки:

v =
√

2g(x − s).

Знаходимо складову вектора швидкостi вздовж осi Os:

ds

dt
= −v sinα = −

√
2g(x − s) sinα,

де t – поточне значення часу падiння, а знак «мiнус» вказує на
те, що напрям швидкостi протилежний до напряму осi Os.

З попередньої рiвностi випливає, що

dt = − ϕ(s)ds√
2g

√
x− s

, (20.5)

де позначено ϕ(s) = 1
sinα(s) .

Зiнтегрувавши рiвнiсть (20.5) у межах вiд 0 до x, одержуємо
час T , потрiбний матерiальнiй точцi для перемiщення з висоти
s = x до положення s = 0:

T =
1√
2g

x∫
0

ϕ(s)ds√
x− s

.

Оскiльки T = f(x), то для знаходження функцiї ϕ(s) одержали
iнтегральне рiвняння Вольтерра першого роду:

1√
2g

x∫
0

ϕ(s)ds√
x− s

= f(x). (20.6)
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Iнтегральне рiвняння (20.6) називають рiвнянням Абеля.
Якщо, розв’язавши рiвняння (20.6), знайдемо функцiю

ϕ(s), то можемо скласти рiвняння шуканої кривої:

ϕ(s) =
1

sinα
⇒ s = Φ(α).

Далi маємо:

ds

dτ
= tgα ⇒ dτ =

ds

tg α
=

Φ′(α)dα
tgα

⇒

τ =

∫
Φ′(α)dα
tgα

≡ Φ1(α).

Таким чином, шукана крива визначається у параметричнiй
формi:

τ = Φ1(α), s = Φ(α). �

Задача 2. Знайти потенцiальну енергiю поля, в якому ча-
стинка здiйснює коливання, якщо вiдома залежнiсть перiоду
коливання частинки вiд її енергiї.
Розв’язання. Припустимо, що потенцiальна енергiя поля за-
дається функцiєю u(x), яка є парною i монотонно зростаючою
для x > 0. Згiдно з законом збереження енергiї

mv2

2
+ u(x) = E ⇒ m

2

(
dx

dt

)2

+ u(x) = E,

де E – енергiя частинки, m – її маса. Вiдокремлюючи змiннi,
одержуємо

dx

dt
=

√
2

m
(E − u(x)) ⇒ dt =

√
m

2
· dx√

E − u(x)
⇒

t =

√
m

2
·
∫

dx√
E − u(x)

+ C,

де C – довiльна стала (стала iнтегрування).
Нехай u(0) = 0 i x0(E) – корiнь рiвняння u(x) = E. Тодi

для перiоду коливань T (E) маємо формулу

T (E) = 2
√
2m ·

x0(E)∫
0

dx√
E − u(x)

.
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Перейшовши пiд iнтегралом до змiнної du, одержуємо

T (E) = 2
√
2m ·

E∫
0

Φ(u)du√
E − u

, (20.7)

де Φ(u) = dx(u)
du . Якщо функцiя u(x) невiдома, але вiдома зале-

жнiсть T (E) для деякого iнтервалу значень E, то задача знахо-
дження функцiї u(x) зводиться до розв’язування iнтегрального
рiвняння Вольтерра першого роду (20.7) вiдносно функцiї Φ(u).

Знайшовши з (20.7) Φ(u), шукану залежнiсть для u(x) мо-
жна одержати з того, що

du

dx
=

(
dx

du

)−1

=
1

Φ(u)
, u(0) = 0. �

3. Зв’язок мiж iнтегральними рiвняннями та зада-
чею Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь.
Iнтегральнi рiвняння Вольтерра другого роду часто викори-
стовуються для опису динамiки рiзноманiтних процесiв у си-
стемах. Прикладами динамiчних систем є механiзми, електри-
чнi кола, системи регулювання. До аналiзу динамiчних систем
зводяться багато задач дослiдження процесiв хiмiї, бiологiї, бiо-
фiзики, екологiї, економiки тощо. Зокрема, кожну задачу Кошi
для лiнiйного диференцiального рiвняння

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn(x)y = f(x)

можна звести до розв’язування деякого лiнiйного iнтегрально-
го рiвняння Вольтерра другого роду. Покажемо це на прикладi.

Приклад 1. Скласти iнтегральне рiвняння, яке вiдповiдає
задачi Кошi

y′′ + 2y′ + y = x2, y(0) = 1, y′(0) = 0. (20.8)
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Розв’язання. Позначимо y′′ = u. Iнтегруючи це спiввiдноше-
ння та враховуючи початковi умови, послiдовно знаходимо

y′(x) = y′(0) +
x∫

0

u(s)ds =

x∫
0

u(s)ds,

y(x) = y(0) +

x∫
0

dp

p∫
0

u(s)ds = 1 +

x∫
0

(x− s)u(s)ds. (20.9)

Пiдставляючи знайденi вирази для y(x), y′(x) у задане рiвнян-
ня, одержуємо

u(x) + 2

x∫
0

u(s)ds+

⎛
⎝1 +

x∫
0

(x− s)u(s)ds

⎞
⎠ = x2 ⇒

u(x) = x2 − 1−
x∫

0

(2 + x− s)u(s)ds. (20.10)

Таким чином, якщо y(x) – розв’язок заданої задачi Кошi, то
функцiя u(x) = y′′ задовольняє iнтегральне рiвняння (20.10).
I навпаки, якщо u(x) – розв’язок рiвняння (20.10), то фун-
кцiя y(x), визначена формулою (20.9), є розв’язком задачi Кошi
(20.8). Отже, задача (20.8) рiвносильна iнтегральному рiвнян-
ню (20.10). �

Вiдомо (лекцiя 6), що задача Кошi для диференцiального
рiвняння першого порядку, розв’язаного вiдносно похiдної

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

у загальному випадку рiвносильна нелiнiйному iнтегральному
рiвнянню Вольтерра

y(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
x, y(s)

)
ds.
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Аналогiчно задачу Кошi для довiльного диференцiального рiв-
няння n-го порядку, розв’язаного вiдносно старшої похiдної,

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0

можна звести до системи нелiнiйних iнтегральних рiвнянь
Вольтерра.

Приклад 2. Скласти систему iнтегральних рiвнянь, рiв-
носильну задачi Кошi y′′ = −y′2 + 2y, y(0) = 1, y′(0) = 0.
Розв’язання. Позначимо y1 = y, y2 = y′. Тодi задана задача
Кошi зводиться до задачi Кошi для нормальної системи:

y′1 = y2, y′2 = 2y1 − y22 , y1(0) = 1, y2(0) = 0.

У свою чергу, отримана система диференцiальних рiвнянь з
урахуванням початкових умов рiвносильна системi iнтеграль-
них рiвнянь

y1(x) = 1 +

x∫
0

y2(s)ds, y2(x) =

x∫
0

(
2y1(s)− y22(s)

)
ds. �

У багатьох випадках розв’язування iнтегрального рiвняння
Вольтерра другого роду або системи таких рiвнянь може бути
зведене до розв’язування деякої задачi Кошi для звичайного
диференцiального рiвняння. Наведемо два способи, за допомо-
гою яких це можна зробити.

Спосiб 1. Розглянемо рiвняння Вольтерра другого роду
(20.2) i припустимо, що його ядро K(x, s) i вiльний член f(x)
мають неперервнi похiднi ∂K(x,s)

∂x i f ′(x) (за цих умов iнтеграль-
не рiвняння можна здиференцiювати один або декiлька разiв
за змiнною x).

Приклад 3. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = cos x+

x∫
0

cos(x− s)y(s)ds, (20.11)
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попередньо звiвши його до задачi Кошi для диференцiального
рiвняння.
Розв’язання.Послiдовно диференцiюючи (20.11), одержуємо:

y′(x) = − sinx−
x∫

0

sin(x− s)y(s)ds, (20.12)

y′′(x) = − cosx−
x∫

0

cos(x− s)y(s)ds. (20.13)

Виразивши iнтеграл з рiвняння (20.11):

x∫
0

cos(x− s)y(s)ds = y(x)− cos x

i пiдставивши його в (20.13), одержуємо:

y′′(x) = − cos x− (y(x)− cos x) ⇒ y′′ + y = 0.

Загальним розв’язком одержаного рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами є

y = C1 cos x+ C2 sinx. (20.14)

З (20.11), (20.12) знаходимо початковi умови:

y(0) = 1, y′(0) = 0,

за допомогою яких з формули (20.14) легко видiляємо шуканий
розв’язок y = cos x. �

Очевидно, що цей спосiб завжди приводить до мети у тому
випадку, коли ядро K(x, s) є многочленом за степенями x− s,
наприклад, коли K(x, s) = x − s, K(x, s) = (x − s)2, K(x, s) =
= (x− s)3 + 2(x− s) тощо.

Спосiб 2. Нехай ядро рiвняння Вольтерра другого роду
(20.2) є виродженим, тобто має вигляд

K(x, s) =

n∑
j=1

pj(x)qj(s).
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Отже, маємо iнтегральне рiвняння

y(x) = λ

x∫
a

⎛
⎝ n∑
j=1

pj(x)qj(s)

⎞
⎠y(s)ds+ f(x), x ∈ [a, b]. (20.15)

Запишемо рiвняння (20.15) iнакше:

y(x) = λ ·
n∑
j=1

pj(x)

x∫
a

qj(s)y(s)ds+ f(x) (20.16)

i позначимо

u1(x) =

x∫
a

q1(s)y(s)ds, . . . , un(x) =

x∫
a

qn(s)y(s)ds. (20.17)

За допомогою функцiй u1(x), u2(x), . . . , un(x) з (20.17) рiв-
няння (20.16) можна записати у виглядi

y(x) = λ ·
n∑
j=1

pj(x)uj(x) + f(x). (20.18)

Диференцiюючи спiввiдношення (20.17) i пiдставляючи замiсть
y(x) вираз (20.18), для невiдомих функцiй u1(x), u2(x), . . . ,
un(x) одержуємо систему диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩
u′1 = λq1(x)

n∑
j=1

pj(x)uj(x) + q1(x)f(x),

· · · · · · · · · · · · · · ·
u′n = λqn(x)

n∑
j=1

pj(x)uj(x) + qn(x)f(x).

Пiдставляючи в (20.17) x = a, знаходимо початковi умови:

u1(a) = . . . = un(a) = 0.

Визначивши з останньої системи функцiї u1(x), u2(x), . . . , un(x)
i пiдставивши їх у (20.18), одержимо розв’язок y(x) iнтеграль-
ного рiвняння (20.15).
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Приклад 4. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = 2 + 3

x∫
0

es + e−s

ex + e−x
y(s)ds,

попередньо звiвши його до задачi Кошi для диференцiального
рiвняння.
Розв’язання. Позначивши

u(x) =

x∫
0

(es + e−s)y(s)ds, (20.19)

задане рiвняння запишемо у виглядi

y(x) = 2 +
3u(x)

ex + e−x
. (20.20)

З (20.19) i (20.20) випливає, що диференцiальне рiвняння
для знаходження u(x) має вигляд:

u′(x) = (ex + e−x)y(x) = (ex + e−x)
(
2 +

3u(x)

ex + e−x

)
⇒

u′ − 3u = 2(ex + e−x),

тобто є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням першого порядку
(лекцiя 4). Використовуючи формулу загального розв’язку
(4.5), одержуємо, що

u = e
∫
3dx

(∫
2(ex + e−x)e−

∫
3dxdx+ C

)
⇒

u = e3x
(
2

∫
(e−2x + e−4x) dx+ C

)
⇒ u = Ce3x − ex − e−x

2
.

Оскiльки з (20.19) випливає, що u(0) = 0, то C = 3
2 ,

u =
3

2
e3x − ex − e−x

2
,
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а отже, використовуючи (20.20), одержуємо шуканий розв’я-
зок:

y(x) = 2 +
3

ex + e−x

(
3

2
e3x − ex − e−x

2

)
⇒

y(x) = 2 +
3

2
· 3e

3x − 2ex − e−x

ex + e−x
. �

Рекомендована лiтература: [5, с. 82 – 84], [7, с. 9 – 26],
[8, с. 13 – 19, 35 – 38, 110 – 113], [9, с. 306 – 314], [16, с. 481 –
482].

Питання до лекцiї 20

1. Яке рiвняння називають iнтегральним? Що називають
ядром iнтегрального рiвняння, вiльним членом? Наведiть при-
клади iнтегральних рiвнянь. Що називають розв’язком iнте-
грального рiвняння?

2. Яке iнтегральне рiвняння називають лiнiйним? Наведiть
приклади лiнiйних та нелiнiйних iнтегральних рiвнянь. Коли
iнтегральне рiвняння буде першого (другого) роду?

3. Яке рiвняння називають рiвнянням Фредгольма, рiвнян-
ням Вольтерра?

4. Яке iнтегральне рiвняння називають однорiдним (неодно-
рiдним)?

5. Якому iнтегральному рiвнянню рiвносильна задача Кошi
для диференцiального рiвняння першого порядку, розв’язаного
вiдносно похiдної?

Вправи до лекцiї 20

1. Доведiть, що заданi функцiї є розв’язками iнтегральних
рiвнянь:

а) y(x) = 1
π
√
x
,

x∫
0

y(s)√
x−s ds = 1;

б) y(x) = e−x − 2x, y(x) = e−x + 2
1∫
0

xesy(s)ds.
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2. Складiть iнтегральнi рiвняння, якi вiдповiдають задачам
Кошi:

а) y′ + 2xy = ex, y(0) = 1;

б) y′′ − sinx · y′ + exy = x, y(0) = 1, y′(0) = −1;

в) y′ = x sin y + 2, y(π) = π.

3. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння, попередньо звiвши їх до
звичайних диференцiальних рiвнянь:

а) y(x) = ex +
x∫
0

y(s)ds; б) y(x) = x− 1 + 2
x∫
0

(x− s)y(s)ds.

Лекцiя 21. Лiнiйнi iнтегральнi рiвняння

План

1. Метод послiдовних наближень для рiвняння Фредголь-
ма.

2. Метод послiдовних наближень для рiвняння Вольтерра.
3. Метод iтерованих ядер для рiвняння Фредгольма.
4. Метод iтерованих ядер для рiвняння Вольтерра.

1. Метод послiдовних наближень для рiвняння Фре-
дгольма. Принцип стискуючих вiдображень, який використо-
вувався для дослiдження iснування розв’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь (лекцiя 6), має широке застосування й у теорiї
iнтегральних рiвнянь.

Нагадаємо спочатку принцип стискуючих вiдображень (ле-
кцiя 6).

Теорема 1. Якщо стискуючий оператор A вiдображає пов-
ний метричний простiр W у себе, то iснує єдина нерухома
точка ϕ цього оператора. Її можна знайти за формулами
ϕ = lim

n→∞xn (xn = Axn−1, n = 1, 2, . . .), причому елемент x0

у просторi W можна вибрати довiльно.
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Розглянемо рiвняння Фредгольма другого роду

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), (21.1)

де функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку a � x � b, а функцiя
K(x, s) (ядро) неперервна у квадратi

Q = {(x, s) : a � x � b, a � s � b}.
Розглянемо iнтегральний оператор Фредгольма (див.

лекцiю 6, п. 2)

Ay =

b∫
a

K(x, s)y(s)ds,

де y ∈ C[a, b] (означення простору C[a, b] наведене на лекцiї 6).
Тодi рiвняння (21.1) можна записати в операторнiй формi:

y = λAy + f ⇒ (I − λA)y = f, (21.2)

де I – одиничний оператор, тобто оператор, який кожному еле-
менту простору ставить у вiдповiднiсть цей самий елемент.
Розв’язком рiвняння (21.2) називають неперервну на вiд-

рiзку [a, b] функцiю y = y(x), яка перетворює це рiвняння у
тотожнiсть.

Якщо λ = 0, то зрозумiло, що y(x) = f(x), тобто розв’язок
рiвняння (21.1) єдиний. Покажемо, що це рiвняння має розв’я-
зок (до того ж єдиний) i для довiльних досить малих |λ|.

Нехай A – оператор, визначений формулою

Ay = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x).

Тодi рiвняння (21.1) набирає вигляду Ay = y, а тому фактично
йдеться про вiдшукання нерухомої точки оператора A. Дослi-
димо властивостi цього оператора. Нехай y ∈ C[a, b]. Покаже-
мо, що функцiя

g(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x)
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також належить простору C[a, b]. Маємо оцiнку:

|g(x+ h)− g(x)| � |f(x+ h)− f(x)|+

+|λ|
b∫
a

|K(x+ h, s)−K(x, s)| · |y(s)|ds. (21.3)

З неперервностi функцiй f(x) i K(x, s) випливає, що

|f(x+ h)− f(x)| � ε

2
для |h| < δ1,

|K(x+ h, s)−K(x, s)| < ε

2(b− a)Y |λ| для |h| < δ2 (∀s ∈ [a, b]),

де Y = max
x∈[a,b]

|y(x)|. Таким чином, з (21.3) одержуємо, що

|g(x+ h)− g(x)| � ε

2
+
ε

2
= ε для |h| < min(δ1, δ2).

Отже, оператор A переводить простiр C[a, b] у себе.
З’ясуємо тепер, для яких значень |λ| оператор A є стиску-

ючим. Нехай y1 ∈ C[a, b], y2 ∈ C[a, b]. Тодi

ρ(Ay1, Ay2) = max
x∈[a,b]

|Ay1 −Ay2| =

= max
x∈[a,b]

∣∣∣∣∣∣λ
b∫
a

K(x, s)
(
y1(s)− y2(s)

)
ds

∣∣∣∣∣∣ �
� |λ|M(b − a) max

x∈[a,b]
|y1(x)− y2(x)| = |λ|M(b− a) · ρ(y1, y2),

де M = max
(x,s)∈Q

|K(x, s)|.
Отже, якщо

|λ|M(b− a) < 1 ⇒ |λ| < 1

M(b− a)
, (21.4)

то оператор A стискуючий.
Таким чином, нами доведено таке твердження.

Теорема 2. Для будь-якого λ,що задовольняє умову (21.4),
iнтегральне рiвняння Фредгольма (21.1) з неперервним ядром
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i неперервним вiльним членом має єдиний неперервний розв’я-
зок y(x). Послiдовнi наближення y1(x), y2(x), . . . цього розв’яз-
ку визначаються рекурентними формулами:

yn+1(x) = λ

b∫
a

K(x, s)yn(s)ds+ f(x), n = 1, 2, . . . ,

де y1(x) – довiльна неперервна функцiя на вiдрiзку [a, b], при-
чому y(x) = lim

n→∞ yn(x).

Приклад 1. Знайти методом послiдовних наближень
розв’язок рiвняння Фредгольма другого роду

y(x) = λ

1∫
0

xs y(s)ds+ 2x.

Розв’язання. Ядро K(x, s) = xs неперервне у квадратi
0 � x, s � 1, причому M = max

x,s∈[0,1]
|xs| = 1. Згiдно з (21.4) роз-

в’язок заданого рiвняння можна знайти методом послiдовних
наближень для |λ| < 1:

y1(x) = 2x, y2(x) = λ

1∫
0

xs ·2sds+2x =
2

3
λx+2x = 2

(
1+

λ

3

)
x,

y3(x) = λ

1∫
0

xs ·
(
2

3
λ+ 2

)
sds+ 2x = 2

(
1 +

λ

3
+

(
λ

3

)2)
x, . . . ,

yn(x) = 2

(
1 +

λ

3
+

(
λ

3

)2
+ . . .+

(
λ

3

)n−1
)
x, . . .

Використовуючи формулу для суми нескiнченно спадної
геометричної прогресiї, одержуємо, що

y(x) = lim
n→∞ yn(x) =

2

1− λ
3

x =
6x

3− λ
.

Вiдповiдь: y = 6x
3−λ .
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2. Метод послiдовних наближень для рiвняння
Вольтерра. Теорема 1 (принцип стискуючих вiдображень) до-
пускає низку узагальнень. Наведемо одне з таких тверджень,
доведення якого можна знайти в [9, с. 315].

Теорема 3. Нехай оператор A, що переводить метричний
простiр W у себе, є неперервним, причому для деякого нату-
рального n оператор An є стискуючим. Тодi оператор A має
єдину нерухому точку.

Розглянемо тепер iнтегральне рiвняння Вольтерра другого
роду

y(x) = λ

x∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), (21.5)

у якому функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку a � x � b, а ядро
K(x, s) неперервне у трикутнику

G = {(x, s) : a � x � b, a � s � x}.

Нехай A – оператор, визначений формулою

Ay = λ

x∫
a

K(x, s)y(s)ds + f(x), y ∈ C[a, b].

Як i у п. 1, легко перевiрити, що оператор A переводить простiр
C[a, b] у себе.

Для довiльних y1 ∈ C[a, b], y2 ∈ C[a, b] маємо

|Ay2 −Ay1| � |λ|M(x − a)ρ(y2, y1) � |λ|M(b − a)ρ(y2, y1),

де M = max
(x,s)∈G

|K(x, s)|, тобто

ρ(Ay2, Ay1) � |λ|M(b− a)ρ(y2, y1).

Покажемо, що деякий степiнь оператора A стискуючий.
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Маємо:

|Ay2 −Ay1| � (x− a)|λ|Mρ(y2, y1),

|A2y2 −A2y1| =
∣∣∣∣∣∣λ

x∫
a

K(x, s)
(
Ay2(s)−Ay1(s)

)
ds

∣∣∣∣∣∣ �
� |λ|2M2 (x− a)2

2
ρ(y2, y1), . . . ,

|Any2 −Any1| � |λ|nMn (x− a)n

n!
ρ(y2, y1).

Оскiльки lim
n→∞

1
n!

(
λM(b− a)

)n
= 0, то для будь-якого λ

число n можна вибрати настiльки великим, щоб αn =
= 1

n!

(
λM(b− a)

)n
< 1. Тодi оператор An буде стискуючим,

адже
ρ (Any2 −Any1) � αn ρ(y2, y1), αn < 1.

Виконуються всi умови теореми 3, а отже, оператор A у про-
сторi C[a, b] має єдину нерухому точку. Таким чином, справ-
джується таке твердження.

Теорема 4. Якщо в iнтегральному рiвняннi Вольтерра
(21.5) ядро i вiльний член неперервнi,то воно має єдиний непе-
рервний розв’язок y(x). Послiдовнi наближення y1(x), y2(x), . . .
цього розв’язку визначаються рекурентними формулами :

yn+1(x) = λ

x∫
a

K(x, s)yn(s)ds+ f(x), n = 1, 2, . . . ,

де y1(x) – довiльна функцiя з простору C[a, b], причому y(x) =
= lim

n→∞ yn(x).

Приклад 2. Знайти методом послiдовних наближень
розв’язок рiвняння Вольтерра другого роду

y(x) =

x∫
0

(s− x)y(s)ds+ x, x ∈ [0, π].
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Розв’язання. Легко перевiрити, що всi умови теореми 4 ви-
конуються. Виберемо y1(x) = x. Тодi

y2(x) =

x∫
0

(s− x)s ds+ x = x− x3

6
,

y3(x) =

x∫
0

(s− x)

(
s− s3

6

)
ds+ x = x− x3

6
+

x5

120
, . . . ,

yn(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
, . . .

Тодi

y(x) = lim
n→∞ yn(x) = lim

n→∞

n∑
k=1

(−1)k−1x2k−1

(2k − 1)!
= sinx.

Вiдповiдь: y = sinx.

Метод послiдовних наближень можна застосовувати також
до нелiнiйних рiвнянь Вольтерра, наприклад, до рiвняння

y(x) = λ

x∫
a

K
(
x, s, y(s)

)
ds+ f(x). (21.6)

При певних умовах на функцiї f(x) i K
(
x, s, y(s)

)
послiдовнi

наближення

yn+1(x) = λ

x∫
a

K
(
x, s, yn(s)

)
ds+ f(x), n = 1, 2, . . . , y1 ∈ C[a, b],

гарантовано збiгаються до розв’язку рiвняння (21.6).

3. Метод iтерованих ядер для рiвняння Фредгольма.
Розглянемо рiвняння Фредгольма другого роду

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), (21.7)
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де функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку a � x � b, а функцiя
K(x, s) (ядро) неперервна у квадратi Q.

Розв’язок iнтегрального рiвняння (21.7) шукаємо у виглядi
суми степеневого ряду по λ (лекцiя 11):

y(x) =
∞∑
n=0

yn(x)λ
n = y0(x)+y1(x)λ+ . . .+yn(x)λ

n+ . . . , (21.8)

де y0(x), y1(x), . . . , yn(x), . . . – поки що невiдомi функцiї. При-
пустимо, що ряд (21.8) рiвномiрно збiгається на вiдрiзку [a, b].
Тодi його можна почленно iнтегрувати i, пiдставляючи у (21.7),
отримуємо

∞∑
n=0

yn(x)λ
n =

∞∑
n=0

λn+1

b∫
a

K(x, s)yn(s)ds+ f(x).

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв λ,
знаходимо рекурентнi формули

yn+1(x) =

b∫
a

K(x, s)yn(s)ds, n = 0, 1, 2, . . . , (21.9)

де y0(x) = f(x). Тепер покажемо, що функцiональний ряд (21.8)
рiвномiрно збiгається на [a, b].

Внаслiдок неперервностi функцiй K(x, s) i f(x) випливає
неперервнiсть функцiй yn(x), n= 0, 1, 2, . . . , визначених форму-
лами (21.9). Позначимо M = max

(x,s)∈Q
|K(x, s)|, N = max

x∈[a,b]
|f(x)|.

Тодi для всiх x ∈ [a, b] маємо

|y0(x)| = |f(x)| � N,

|y1(x)| �
b∫
a

|K(x, s)| ·|y0(s)|ds � N ·M(b− a),

|y2(x)| �
b∫
a

|K(x, s)| ·|y1(s)|ds � N · [M(b − a)]2, . . . ,
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|yn(x)| �
b∫
a

|K(x, s)| ·|yn−1(s)|ds � N · [M(b − a)]n, . . .

Звiдси випливає, що функцiональний ряд (21.8) мажорується
числовим рядом

∞∑
n=0

Nqn,

який збiгається для q = |λ|M(b − a) < 1. Тодi згiдно з озна-
кою Вейєрштрасса функцiональний ряд (21.8) збiгається аб-
солютно i рiвномiрно для |λ| < 1/[M(b − a)] на [a, b] i його
сума є неперервною на [a, b] функцiєю. Єдинiсть побудованого
розв’язку випливає з єдиностi розв’язку iнтегрального рiвнян-
ня Фредгольма другого роду при виконаннi умови (21.4) (п. 1
цiєї лекцiї).

Формули (21.9) запишемо у виглядi

y0(x) = f(x), y1(x) =

b∫
a

K(x, s)f(s)ds,

y2(x) =

b∫
a

K(x, t)

⎛
⎝ b∫
a

K(t, s)f(s)ds

⎞
⎠dt =

=

b∫
a

⎛
⎝ b∫
a

K(x, t)K(t, s)dt

⎞
⎠f(s)ds = b∫

a

K2(x, s)f(s)ds,

де

K2(x, s) =

b∫
a

K(x, t)K(t, s)dt.

Позначимо також K1(x, s) = K(x, s). Аналогiчно

y3(x) =

b∫
a

K(x, t)

⎛
⎝ b∫
a

K2(t, s)f(s)ds

⎞
⎠dt =
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=

b∫
a

⎛
⎝ b∫
a

K(x, t)K2(t, s)dt

⎞
⎠f(s)ds = b∫

a

K3(x, s)f(s)ds,

де

K3(x, s) =

b∫
a

K(x, t)K2(t, s)dt,

i так далi:

yn(x) =

b∫
a

Kn(x, s)f(s)ds,

де

Kn(x, s) =

b∫
a

K(x, t)Kn−1(t, s)dt, n = 2, 3, . . . (21.10)

Ядра Kn(x, s) називають iтерованими (повторними).
З їх допомогою ряд (21.8) запишемо у виглядi

y(x) = f(x) +

∞∑
n=1

λn
b∫
a

Kn(x, s)f(s)ds. (21.11)

Функцiю

R(x, s, λ) =

∞∑
n=1

λn−1Kn(x, s).

називають резольвентою ядра K(x, s).
Розв’язок рiвняння (21.7), враховуючи (21.11), можна вира-

зити через резольвенту, а саме:

y(x) = λ

b∫
a

R(x, s, λ)f(s)ds+ f(x). (21.12)

Приклад 3. За допомогою iтерованих ядер знайти резоль-
венту i розв’язок iнтегрального рiвняння

y(x) =

1∫
0

x

s2 + 1
y(s)ds+ x2 + 1.
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Розв’язання. Оскiльки K(x, s) = x
s2+1

, то, використовуючи
формули (21.10) для iтерованих ядер, одержуємо:

K1(x, s) = K(x, s) =
x

s2 + 1
,

K2(x, s) =

1∫
0

x

t2 + 1

t

s2 + 1
dt =

ln 2

2

x

s2 + 1
,

K3(x, s) =
ln 2

2

1∫
0

x

t2 + 1

t

s2 + 1
dt =

(
ln 2

2

)2 x

s2 + 1
, . . . ,

Kn(x, s) =

(
ln 2

2

)n−1 x

s2 + 1
.

Якщо ln 2
2 |λ| < 1 або |λ| < 2

ln 2 , то, використовуючи формулу для
суми нескiнченно спадної геометричної прогресiї, знайдемо ре-
зольвенту ядра:

R(x, s, λ) =
∞∑
n=1

λn−1Kn(x, s) =

=

∞∑
n=1

(
ln 2

2
λ

)n−1 x

s2 + 1
=

1

1− ln 2
2 λ

· x

s2 + 1
.

Для заданого рiвняння λ = 1 < 2
ln 2 i, отже, R(x, s, 1) =

= 2
2−ln 2 · x

s2+1 . Шуканим розв’язком на пiдставi (21.12) є

y(x) =

1∫
0

2

2− ln 2
· x

s2 + 1
(s2 + 1)ds+ x2 + 1 =

= x2 +
2x

2− ln 2
+ 1. �

4. Метод iтерованих ядер для рiвняння Вольтерра.
Розглянемо iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду

y(x) = λ

x∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), (21.13)
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у якому функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], а ядро
K(x, s) неперервне у трикутнику

G = {(x, s) : a � x � b, a � s � x}.

Як i для iнтегрального рiвняння Фредгольма, розв’язок
цього рiвняння шукаємо у виглядi степеневого ряду (21.8).
Формально пiдставивши (21.8) у (21.13), почленно зiнтегру-
вавши i прирiвнявши коефiцiєнти бiля однакових степенiв λ,
отримуємо рекурентнi формули

yn+1(x) =

x∫
a

K(x, s)yn(s)ds, n = 0, 1, 2, . . . , (21.14)

де y0(x) = f(x). Нехай M = max
(x,s)∈G

|K(x, s)|, N = max
x∈[a,b]

|f(x)|.
Тодi для всiх x ∈ [a, b] маємо

|y0(x)| = |f(x)| � N,

|y1(x)| �
x∫
a

|K(x, s)| ·|y0(s)|ds � N ·M(x− a),

|y2(x)| �
x∫
a

|K(x, s)| ·|y1(s)|ds � N
M2(x− a)2

2!
, . . . ,

|yn(x)| �
x∫
a

|K(x, s)| ·|yn−1(s)|ds � N
Mn(x− a)n

n!
, . . .

З цих оцiнок випливає, що

|yn(x)| � N
Mn(b− a)n

n!
,

а тому функцiональний ряд (21.8) мажорується числовим ря-
дом

∞∑
n=0

N
qn

n!
, (21.15)
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t

s

O a x

a

x

Рис. 21.1

де q = |λ|M(b−a). Згiдно з ознакою Д’Аламбе-
ра ряд (21.15) збiгається для всiх λ, а тому ряд
(21.8) збiгається рiвномiрно на [a, b] для всiх λ,
а його сума є неперервною на [a, b] функцiєю.

Змiнивши порядок iнтегрування (рис. 21.1),
формули (21.14) можна записати у виглядi

y0(x) = f(x), y1(x) =

x∫
a

K(x, s)f(s)ds,

y2(x) =

x∫
a

K(x, t)

⎛
⎝ t∫
a

K(t, s)f(s)ds

⎞
⎠dt =

=

x∫
a

⎛
⎝ x∫
s

K(x, t)K(t, s)dt

⎞
⎠f(s)ds = x∫

a

K2(x, s)f(s)ds,

де

K2(x, s) =

x∫
s

K(x, t)K(t, s)dt,

i так далi:

yn(x) =

x∫
a

Kn(x, s)f(s)ds,

де

Kn(x, s) =

x∫
s

K(x, t)Kn−1(t, s)dt, n = 2, 3, . . . (21.16)

Позначимо також K1(x, s) = K(x, s). Ядра Kn(x, s) назива-
ють iтерованими (повторними). З їх допомогою ряд (21.8)
запишемо у виглядi

y(x) = f(x) +

∞∑
n=1

λn
x∫
a

Kn(x, s)f(s)ds. (21.17)
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Функцiю

R(x, s, λ) =

∞∑
n=1

λn−1Kn(x, s). (21.18)

називають резольвентою ядра K(x, s).
Розв’язок рiвняння (21.13), враховуючи (21.17), можна ви-

разити через резольвенту, а саме:

y(x) = λ

x∫
a

R(x, s, λ)f(s)ds+ f(x). (21.19)

Приклад 4. За допомогою iтерованих ядер знайти резоль-
венту i розв’язок iнтегрального рiвняння

y(x) = x− 1

2

x∫
0

xy(s)ds.

Розв’язання. З рекурентних спiввiдношень (21.16) одержує-
мо:

K1(x, s) = x, K2(x, s) =

x∫
s

xt dt = x · x
2 − s2

2
,

K3(x, s) =

x∫
s

xt
t2 − s2

2
dt =

x

2
·
(
x2 − s2

2

)2

, . . . ,

Kn(x, s) =
x

(n− 1)!
·
(
x2 − s2

2

)n−1

, n = 1, 2, . . .

Використовуючи формулу (21.18), знайдемо резольвенту

R(x, s, λ) = x
∞∑
n=1

1

(n− 1)!
·
(
λ
x2 − s2

2

)n−1

= x eλ
x2−s2

2 .

Знайдемо тепер розв’язок заданого рiвняння за формулою
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(21.19). Оскiльки f(x) = x i λ = −1/2, то

y(x) = x− 1

2

x∫
0

xse−
x2−s2

4 ds = x− xe−
x2

4

x∫
0

d
(
es

2/4
)
=

= xe−
x2

4

(
e
x2

4 − 1

)
= x

(
1− e−

x2

4

)
.

Вiдповiдь: y = x

(
1− e−

x2

4

)
.

Рекомендована лiтература: [7, с. 63 – 115], [8, с. 20 – 26,
45 – 55, 165 – 173], [9, с. 314 – 327, 338 – 357].

Питання до лекцiї 21

1. У чому полягає метод послiдовних наближень для рiвня-
ння Фредгольма другого роду? За якими рекурентними фор-
мулами можна знайти послiдовнi наближення розв’язку цього
рiвняння?

2. У чому полягає метод послiдовних наближень для рiв-
няння Вольтерра другого роду? За якими формулами можна
знайти послiдовнi наближення розв’язку цього рiвняння?

3. За якими формулами будуються iтерованi ядра для рiв-
няння Фредгольма другого роду? Як за їх допомогою записати
розв’язок цього рiвняння у виглядi функцiонального ряду?

4. Що називають резольвентою ядра iнтегрального рiвня-
ння Фредгольма другого роду? Як за допомогою резольвенти
можна виразити розв’язок цього рiвняння?

5. Що називають резольвентою ядра iнтегрального рiвня-
ння Вольтерра другого роду? Як за допомогою резольвенти
можна виразити розв’язок цього рiвняння?

Вправи до лекцiї 21

1. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Фредгольма методом по-
слiдовних наближень:

а) y(x) = 1
2

1∫
0

y(s)ds+ sin(πx); б) y(x) = 1
π

π∫
0

cos2 s · y(s)ds− 1.
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2. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Вольтерра методом по-
слiдовних наближень:

а) y(x) =
x∫

0

xy(s)ds+ 1− x2, y0(x) = 1− x2;

б) y(x) =
x∫

0

y(s)ds− x2

2
− x, y0(x) = −1.

3. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Фредгольма методом
iтерованих ядер:

а) y(x) = 1
2π

π∫
0

y(s)ds+ sinx; б) y(x) = 1
2

1∫
0

xesy(s)ds+ e−x.

4. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Вольтерра методом iте-
рованих ядер:

а) y(x) =
x∫
0

sy(s)ds− 1; б) y(x) =
x∫
0

xsy(s)ds+ x.

Лекцiя 22. Iнтегральнi рiвняння з виродженими
ядрами та iнтегральнi рiвняння першого роду

План

1. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма другого роду з виро-
дженими ядрами. Основнi означення й поняття.

2. Теореми Фредгольма.
3. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма i Вольтерра першого

роду.

1. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма другого роду з
виродженими ядрами. Основнi означення й поняття.
Розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), x ∈ [a, b], (22.1)



Лекцiя 22. Iнтегральнi рiвняння з виродженими ядрами 295

ядро якого є скiнченною сумою добуткiв двох функцiй, одна з
яких залежить тiльки вiд x, а iнша – тiльки вiд s, тобто

K(x, s) =

n∑
i=1

Pi(x)Qi(s). (22.2)

Ядро вигляду (22.2) називають виродженим.
Вважаємо, що функцiї Pi(x), i = 1, 2, . . . , n, а також Qi(s),

i = 1, 2, . . . , n, лiнiйно незалежнi на вiдрiзку [a, b]. Якщо це не
так, то кожну з цих функцiй можна подати у виглядi лiнiй-
ної комбiнацiї меншої кiлькостi лiнiйно незалежних функцiй,
а отже, ядро (22.2) запишеться за допомогою меншої кiлько-
стi доданкiв. Припустимо також, що Pi ∈ C[a, b], Qi ∈ C[a, b],
i = 1, 2, . . . , n. Тодi ядро (22.2) неперервне у квадратi Q =
= {(x, s) : a � x � b, a � s � b}. Iнтегральнi рiвняння такого
вигляду вдається повнiстю дослiдити, користуючись лише за-
собами лiнiйної алгебри.

Пiдставляючи (22.2) у рiвняння (22.1), одержуємо

y(x) = λ
n∑
i=1

Pi(x)

b∫
a

Qi(s)y(s)ds+ f(x). (22.3)

Нехай iнтегральне рiвняння (22.3) має розв’язок y(x), непе-
рервний на вiдрiзку [a, b]. Позначимо

qi =

b∫
a

Qi(s)y(s)ds, i = 1, 2, . . . , n. (22.4)

Тодi рiвняння (22.3) можемо записати у виглядi

y(x) = λ

n∑
i=1

qiPi(x) + f(x). (22.5)

Для знаходження невiдомих чисел qi пiдставимо (22.5) в (22.4).
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Будемо мати:

qi =

b∫
a

Qi(s)y(s)ds =

b∫
a

⎛
⎝λ n∑

j=1

qjPj(s) + f(s)

⎞
⎠Qi(s)ds =

= λ
n∑
j=1

qj

b∫
a

Pj(s)Qi(s)ds+

b∫
a

f(s)Qi(s)ds.

Позначимо

kij =

b∫
a

Pj(s)Qi(s)ds, fi =

b∫
a

f(s)Qi(s)ds, i, j = 1, 2, . . . , n.

Тодi для знаходження невiдомих qi одержуємо систему лiнiй-
них неоднорiдних алгебричних рiвнянь:

qi − λ

n∑
j=1

kijqj = fi, i = 1, 2, . . . , n. (22.6)

Якщо система (22.6) несумiсна, то, очевидно, iнтегральне рiв-
няння (22.3) розв’язкiв не має. Якщо система (22.6) має розв’я-
зок q1, q2, . . . , qn, то пiдставивши його в (22.5), знайдемо непе-
рервну на вiдрiзку [a, b] функцiю y(x) – розв’язок iнтегрально-
го рiвняння (22.3) (у цьому легко переконатися за допомогою
пiдстановки).

Таким чином, розв’язування iнтегрального рiвняння (22.1)
з виродженим ядром зводиться до розв’язування вiдповiдної
системи (22.6) лiнiйних алгебричних рiвнянь.

Позначимо визначник системи (22.6) через D(λ):

D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λk11 −λk12 · · · −λk1n
−λk21 1− λk22 · · · −λk2n
· · · · · · · · · · · ·

−λkn1 −λkn2 · · · 1− λknn

∣∣∣∣∣∣∣∣. (22.7)

Визначник D(λ) називають визначником Фредгольма
для рiвняння (22.3), а його нулi, тобто коренi рiвняння
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D(λ) = 0 – характеристичними числами ядраK(x, s) (або
рiвняння (22.3)). Очевидно, що визначник D(λ) тотожно вiд-
мiнний вiд нуля, бо D(0) = 1.

2. Теореми Фредгольма. Оскiльки визначник D(λ), ви-
значений формулою (22.7), є многочленом вiдносно параметра
λ степеня не вище n, то згiдно з основною теоремою алгебри
рiвняння D(λ) = 0 має не бiльше, нiж n рiзних коренiв.

Розглянемо окремi випадки.

Випадок 1. Нехай D(λ) 	= 0, тобто число λ не є характе-
ристичним. Тодi система (22.6) однозначно розв’язна для до-
вiльних правих частин fi. Розв’язок цiєї системи знаходимо,
наприклад, за формулами Крамера:

qi =
Di(λ)

D(λ)
, i = 1, 2, . . . , n, (22.8)

де Di(λ) – визначник, утворений з визначника (22.7) замiною
i-го стовпця на стовпець правих частин fi, i = 1, 2, . . . , n.

Таким чином, доведене таке твердження.

Теорема 1 (перша теорема Фредгольма). Якщо λ не
є характеристичним числом ядра K(x, s), то для довiльної
неперервної на [a, b] функцiї f(x) рiвняння (22.3) має єдиний
неперервний на вiдрiзку [a, b] розв’язок y(x), визначений фор-
мулою (22.5).

Оскiльки D(λ) 	= 0, то вiдповiдне iнтегральному рiвнянню
(22.3) однорiдне рiвняння

y(x) = λ
n∑
i=1

Pi(x)

b∫
a

Qi(s)y(s)ds (22.9)

має тiльки тривiальний розв’язок y(x) ≡ 0. Справдi, якщо на
вiдрiзку [a, b] f(x) ≡ 0, то

fi =

b∫
a

f(s)Qi(s)ds = 0, i = 1, 2, . . . , n,
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i система лiнiйних рiвнянь (22.6) є однорiдною. Як вiдомо,
однорiдна система лiнiйних рiвнянь з вiдмiнним вiд нуля ви-
значником має тiльки тривiальний розв’язок. Отже, q1 = q2 =
= . . . = qn = 0, а тому з (22.5) випливає, що y(x) ≡ 0. Таким
чином, теорему 1 можна сформулювати iнакше: для того, щоб
рiвняння (22.3) з довiльною неперервною на вiдрiзку [a, b] фун-
кцiєю f(x) мало єдиний неперервний на вiдрiзку [a, b] розв’язок
y(x), необхiдно i достатньо,щоб вiдповiдне однорiдне рiвняння
(22.9) мало тiльки тривiальний розв’язок.

Приклад 1. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = λ

1∫
0

(5x− 3s)y(s)ds+ 1.

Розв’язання. Оскiльки

K(x, s) = 5x− 3s = P1(x)Q1(s) + P2(x)Q2(s),

де P1(x) = 5x, P2(x) = −3, Q1(s) = 1, Q2(s) = s, то задане
рiвняння запишемо у виглядi

y(x) = λ

1∫
0

P1(x)Q1(s)y(s)ds + λ

1∫
0

P2(x)Q2(s)y(s)ds + 1 =

= 5λxp1 − 3λp2 + 1, (22.10)

де

p1 =

1∫
0

y(s)ds, p2 =

1∫
0

sy(s)ds. (22.11)

Пiдставляючи (22.10) в (22.11) та обчислюючи iнтеграли, для
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знаходження p1, p2 одержуємо систему двох лiнiйних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
p1 =

1∫
0

(5λp1s− 3λp2 + 1)ds = 5λ
2 p1 − 3λp2 + 1,

p2 =
1∫
0

(5λp1s
2 − 3λp2s+ s)ds = 5λ

3 p1 − 3
2λp2 +

1
2

⇒

{(
1− 5λ

2

)
p1 + 3λp2 = 1,

5λ
3 p1 −

(
1 + 3λ

2

)
p2 = −1

2 .

Визначником одержаної системи є

D(λ) =

∣∣∣∣∣ 1−
5λ
2 3λ

5λ
3 −1− 3λ

2

∣∣∣∣∣ = −5λ2 + 4λ− 4

4
.

Очевидно, що D(λ) 	= 0 для довiльного дiйсного λ, а тому за
формулами Крамера знаходимо p1 i p2:

p1 =
1

D(λ)

∣∣∣∣ 1 3λ
−1/2 −1− 3λ/2

∣∣∣∣ = 4

5λ2 − 4λ+ 4
,

p2 =
1

D(λ)

∣∣∣∣ 1− 5λ/2 1
5λ/3 −1/2

∣∣∣∣ = 5λ+ 6

3(5λ2 − 4λ+ 4)
.

Пiдставляючи знайденi p1, p2 у (22.10), пiсля нескладних пере-
творень одержуємо шуканий розв’язок:

y(x) =
20λx− 10λ+ 4

5λ2 − 4λ+ 4
. �

Використовуючи формули (22.8), знайдемо розв’язок iнте-
грального рiвняння (22.3). Для цього кожен визначник Di(λ),
i = 1, 2, . . . , n, у (22.8) розкладемо за елементами i-го стовпця
правих частин:

Di(λ) =

n∑
k=1

Dik(λ)fk, i = 1, 2, . . . , n, (22.12)

де Dik(λ), i, k = 1, 2, . . . , n, – алгебричнi доповнення, якi є мно-
гочленами вiдносно λ степеня, не вищого, нiж n− 1. Врахову-
ючи (22.12), з (22.8) маємо

qi =
1

D(λ)

n∑
k=1

Dik(λ)fk, i = 1, 2, . . . , n.
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Пiдставляючи цi значення у формулу (22.5), одержуємо

y(x) = λ

n∑
i=1

Pi(x)

D(λ)

n∑
k=1

Dik(λ)fk + f(x) =

=
λ

D(λ)

n∑
i=1

Pi(x)

n∑
k=1

Dik(λ)

b∫
a

f(s)Qk(s)ds+ f(x) =

=
λ

D(λ)

b∫
a

(
n∑
i=1

n∑
k=1

Dik(λ)Pi(x)Qk(s)f(s)

)
ds+ f(x)

або

y(x) = λ

b∫
a

R(x, s, λ)f(s)ds+ f(x),

де

R(x, s, λ) =
1

D(λ)

n∑
i=1

n∑
k=1

Dik(λ)Pi(x)Qk(s). (22.13)

Функцiю R(x, s, λ), визначену формулою (22.13), називають
резольвентою iнтегрального рiвняння (22.3) або резоль-
вентою ядра (22.2). Очевидно, що для фiксованих x, s резоль-
вента (22.13) є дробово-рацiональною функцiєю вiд параметра
λ. Для всiх значень λ, вiдмiнних вiд характеристичних чисел
ядра K(x, s), функцiя R(x, s, λ) є неперервною у квадратi Q.

Випадок 2. Нехай D(λ) = 0, тобто λ є характеристичним
числом ядра K(x, s). Тодi, як вiдомо з алгебри, однорiдна си-
стема, вiдповiдна системi (22.6), має p, p � n, лiнiйно незале-
жних сукупностей розв’язкiв:

q
(l)
1 , q

(l)
2 , . . . , q(l)n , l = 1, 2, . . . , p.

Функцiї

yl(x) =

n∑
i=1

q
(l)
i Pi(x), l = 1, 2, . . . , p,



Лекцiя 22. Iнтегральнi рiвняння з виродженими ядрами 301

а також їх довiльнi комбiнацiї є розв’язками однорiдного рiвня-
ння (22.9). Нетривiальнi розв’язки рiвняння (22.9) називають
власними функцiями цього рiвняння (або його ядра), якi
вiдповiдають дiйсному характеристичному числу. Число p на-
зивають рангом (кратнiстю) характеристичного числа.

Можна показати, що множина всiх власних функцiй, якi
вiдповiдають певному характеристичному числу, утворює лi-
нiйний простiр вимiрностi p, базисом якого є сукупнiсть фун-
кцiй y1(x), y2(x), . . . , yp(x). Тодi довiльний розв’язок однорi-
дного рiвняння (22.9) можна записати у виглядi

y(x) =

p∑
j=1

αjyj(x), (22.14)

де αj, j = 1, 2, . . . , p, – деякi сталi. Спiввiдношення (22.14) на-
зивають загальним розв’язком однорiдного iнтегрального
рiвняння (22.9).

Ядро K∗(x, s) називають спряженим до ядра K(x, s),
якщо

K∗(x, s) = K(s, x),

де риска означає комплексне спряження. Якщо K(x, s) – дiй-
снозначна функцiя, то K∗(x, s) = K(s, x).

Iнтегральне рiвняння

ϕ(x) = λ̄

b∫
a

K∗(x, s)ϕ(s)ds + g(x)

називають спряженим до iнтегрального рiвняння (22.1).
Заради спрощення надалi будемо вважати, що ядро K(x, s)

i параметр λ – дiйснi. Для iнтегрального рiвняння (22.3) з ви-
родженим ядром спряженим до нього є рiвняння

ϕ(x) = λ
n∑
i=1

Qi(x)

b∫
a

Pi(s)ϕ(s)ds + g(x).
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Якщо g(x) = 0, то спряженим до (22.9) iнтегральним рiвнян-
ням є рiвняння

ϕ(x) = λ

n∑
i=1

Qi(x)

b∫
a

Pi(s)ϕ(s)ds, (22.15)

а його розв’язок можна записати як

ϕ(x) = λ

n∑
i=1

q̃iQi(x),

де сталi q̃i, i = 1, 2, . . . , n, визначаються з системи лiнiйних
алгебричних рiвнянь

q̃i − λ

n∑
j=1

kjiq̃j = 0, i = 1, 2 . . . , n. (22.16)

Систему (22.16) називають спряженою до системи (22.6), а
її матриця є транспонованою до матрицi системи (22.6). Си-
стеми (22.6) i (22.16) мають p лiнiйно незалежних сукупностей
розв’язкiв. Базисом простору розв’язкiв рiвняння (22.15) є си-
стема функцiй

ϕl(x) =

n∑
i=1

q̃
(l)
i Qi(x), l = 1, 2, . . . , p, (22.17)

де q̃(l)1 , q̃
(l)
2 , . . . , q̃

(l)
n , l = 1, 2, . . . , p, – базис простору розв’язкiв

системи (22.16).
Отже, справджується таке твердження.

Теорема 2 (друга теорема Фредгольма). Якщо λ є ха-
рактеристичним числом рiвняння (22.3) з виродженим ядром
K(x, s), то однорiдне iнтегральне рiвняння (22.9) i спряжене
до нього рiвняння (22.15) мають однакову кiлькiсть лiнiйно
незалежних власних функцiй.

Нехай тепер λ – характеристичне число ядра K(x, s) рангу
p. Розглянемо неоднорiдне iнтегральне рiвняння (22.3). Якщо
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це рiвняння має розв’язок, то його можна записати у вигля-
дi (22.5). Як вiдомо з алгебри, для сумiсностi системи рiвнянь
(22.6) необхiдно i достатньо, щоб вектор (f1, f2, . . . , fn) вiльних
членiв був ортогональним до пiдпростору розв’язкiв спряже-
ної однорiдної системи. Це означає, що вектор (f1, f2, . . . , fn)
має бути ортогональним до кожного з p базисних векторiв(
q̃
(l)
1 , q̃

(l)
2 , . . . , q̃

(l)
n

)
, тобто

n∑
i=1

fi q̃
(l)
i = 0, l = 1, 2, . . . , p.

Оскiльки fi =
∫ b
a f(s)Qi(s)ds, i = 1, 2, . . . , n, то, враховуючи

(22.17), маємо

b∫
a

f(x)

n∑
i=1

q̃
(l)
i Qi(x)dx =

b∫
a

f(x)ϕl(x)dx = 0, l = 1, 2, . . . , p.

Отже, справджується таке твердження.

Теорема 3 (третя теорема Фредгольма). Якщо λ є ха-
рактеристичним числом, то неоднорiдне iнтегральне рiвня-
ння (22.3) з виродженим ядром K(x, s) має розв’язок тодi i
тiльки тодi, коли вiльний член f(x) ортогональний до всiх
розв’язкiв спряженого однорiдного рiвняння (22.15).

Таким чином, якщо число λ є характеристичним, то пита-
ння про iснування розв’язку неоднорiдного iнтегрального рiв-
няння (22.3) зводиться до перевiрки p умов ортогональностi:

b∫
a

f(x)ϕl(x)dx = 0, l = 1, 2, . . . , p.

Цi умови називають ще умовами розв’язностi рiвняння
(22.3). Якщо вони справджуються, то iнтегральне рiвняння має
безлiч розв’язкiв, якi можна описати формулою

y(x) =

p∑
i=1

αiyi(x) + ỹ(x),
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де перший доданок – загальний розв’язок однорiдного рiвняння
(22.9), а другий – деякий частинний розв’язок неоднорiдного
рiвняння (22.3).

Приклад 2. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = λ

2π∫
0

sin(x− s)y(s)ds+ x.

Розв’язання. Оскiльки sin(x − s) = sinx cos s − sin s cos x, то
маємо iнтегральне рiвняння з виродженим ядром. Тодi

y(x) = λ

2π∫
0

sinx cos s · y(s)ds− λ

2π∫
0

sin s cos x · y(s)ds+ x =

= λp1 sinx− λp2 cos x+ x, (22.18)

де

p1 =

2π∫
0

cos s · y(s)ds, p2 =

2π∫
0

sin s · y(s)ds. (22.19)

Пiдставляючи функцiю y(x), визначену формулою (22.18), у
(22.19), та обчислюючи iнтеграли, одержуємо систему вiдносно
p1 i p2:

p1 =

2π∫
0

cos s (λp1 sin s− λp2 cos s+ s) ds =

= λp1

2π∫
0

cos s sin s ds− λp2

2π∫
0

cos2s ds+

2π∫
0

s cos s ds = −λp2π;

p2 =

2π∫
0

sin s (λp1 sin s− λp2 cos s+ s) ds =

= λp1

2π∫
0

sin2s ds− λp2

2π∫
0

sin s cos s ds+

2π∫
0

s sin s ds = λp1π − 2π.
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Отже, {
p1 + λπp2 = 0,
−λπp1 + p2 = −2π.

Визначником цiєї системи є D(λ) = (λπ)2 + 1. Оскiльки
D(λ) 	= 0 для всiх дiйсних λ, то неоднорiдна система має єди-
ний розв’язок:

p1 =
2π2λ

(λπ)2 + 1
, p2 = − 2π

(λπ)2 + 1
.

Тодi з (22.18) знаходимо шуканий розв’язок:

y(x) =
2π2λ2

(λπ)2 + 1
sinx+

2πλ

(λπ)2 + 1
cos x+ x. �

Наслiдком теорем 1 – 3 є таке твердження.

Теорема 4 (альтернатива Фредгольма). Якщо однорi-
дне iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду з виродже-
ним ядром має лише тривiальний розв’язок, то вiдповiдне не-
однорiдне рiвняння має єдиний розв’язок.

Якщо однорiдне рiвняння має нетривiальнi розв’язки, то
вiдповiдне неоднорiдне рiвняння залежно вiд вiльного члена
або не має розв’язкiв, або має безлiч розв’язкiв.

Зауважимо, що теореми 1 – 4 справджуються не тiльки для
виродженого, але й для довiльного неперервного ядра вiдповiд-
ного iнтегрального рiвняння.

3. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма i Вольтерра
першого роду. Iнтегральне рiвняння Фредгольма першого ро-
ду

b∫
a

K(x, s)y(s)ds = f(x),

взагалi кажучи, не має розв’язку для довiльної правої частини
f(x), а якщо розв’язок iснує, вiн може бути неєдиним. Напри-
клад, розв’язком iнтегрального рiвняння

1∫
0

y(s)ds = 1
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є кожна з функцiй y(x) = αx + β, де α, β – будь-якi дiйснi
числа, якi задовольняють умову α + 2β = 2 (у цьому можна
переконатись безпосередньою пiдстановкою), а рiвняння

1∫
0

y(s)ds = 1 + x2,

очевидно, взагалi не має розв’язкiв.
Таким чином, розв’язування iнтегрального рiвняння Фре-

дгольма першого роду – некоректна задача. Для розв’язування
таких задач використовують спецiальнi методи, вивчення яких
виходить за рамки цього посiбника.

Оскiльки iнтегральнi рiвняння Вольтерра першого роду є
окремим випадком рiвнянь Фредгольма, все сказане вище про
рiвняння Фредгольма першого роду залишається правильним
i для рiвнянь Вольтерра. Але у багатьох випадках iнтегральнi
рiвняння Вольтерра першого роду легко розв’язуються.

Розглянемо, наприклад, iнтегральне рiвняння Вольтерра
першого роду

x∫
a

K(x, s)y(s)ds = f(x), (22.20)

де f(a) = 0, i припустимо, що функцiї K(x, s), ∂K(x,s)
∂x , f(x),

f ′(x) неперервнi у трикутнику

G = {(x, s) : a � x � b, a � s � x}.
Диференцiюючи обидвi частини рiвняння (22.20) за змiнною x,
одержуємо

K(x, x)y(x) +

x∫
a

∂K(x, s)

∂x
y(s)ds = f ′(x). (22.21)

Будь-який неперервний при a � x � b розв’язок y(x) рiвняння
(22.21) є, очевидно, й розв’язком рiвняння (22.20). Навпаки,
кожен неперервний розв’язок рiвняння (22.20) при a � x � b
задовольняє також рiвняння (22.21).
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Якщо K(x, x) не перетворюється в нуль у жоднiй точцi вiд-
рiзку [a, b], то рiвняння (22.21) можемо записати у виглядi

y(x) =
f ′(x)
K(x, x)

−
x∫
a

K ′
x(x, s)

K(x, x)
y(s)ds,

тобто воно зводиться до iнтегрального рiвняння Вольтерра
другого роду, яке розглядалось на лекцiях 20, 21.

ЯкщоK(x, x) перетворюється в нуль у деякiй точцi вiдрiзка
[a, b], то рiвняння (22.21) володiє особливими властивостями,
вiдмiнними вiд властивостей рiвнянь Вольтерра другого роду.
Такi рiвняння iнодi називають рiвняннями третього роду.

Якщо K(x, x) ≡ 0, x ∈ [a, b], iснують неперервнi другi по-
хiднi ядра та функцiї f(x) за змiнною x i виконується умова
f ′(a) = 0, то можна ще раз здиференцiювати рiвняння (22.21)
за змiнною x. Тодi одержуємо рiвняння

K ′
x(x, x)y(x) +

x∫
a

∂ 2K(x, s)

∂x2
y(s)ds = f ′′(x),

яке, якщо K ′
x(x, x) 	= 0 на вiдрiзку [a, b], пiсля дiлення на

K ′
x(x, x) зводиться до iнтегрального рiвняння другого роду.

Приклад 3. Розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерра
першого роду

x∫
0

(x+ s+ 1)y(s)ds = x.

Розв’язання. Здиференцiюємо рiвняння за змiнною x:

(2x+ 1)y(x) +

x∫
0

y(s)ds = 1. (22.22)

Оскiльки 2x+ 1 	= 0 для x � 0, то пiсля дiлення на 2x+ 1 отри-
муємо iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду

y(x) = −
x∫

0

1

2x+ 1
y(s)ds+

1

2x+ 1
. (22.23)
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Розв’яжемо рiвняння (22.23), звiвши його попередньо до
звичайного диференцiального рiвняння (лекцiя 20). Для цьо-
го його спочатку здиференцiюємо за змiнною x:

y′(x) = − y(x)

2x+ 1
+

2

(2x+ 1)2

x∫
0

y(s)ds− 2

(2x+ 1)2
. (22.24)

З (22.22) виразимо iнтеграл
x∫

0

y(s)ds = 1− (2x+ 1)y(x)

i, пiдставивши його в рiвняння (22.24), пiсля нескладних пере-
творень отримуємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлюва-
ними змiнними

y′ = − 3y

2x+ 1
. (22.25)

Крiм того, з (22.23) маємо початкову умову y(0) = 1.
Загальним розв’язком рiвняння (22.25) є

y =
C√

(2x+ 1)3
,

а враховуючи початкову умову y(0) = 1, отримуємо частинний
розв’язок цього рiвняння:

y =
1√

(2x+ 1)3
,

який є також розв’язком заданого iнтегрального рiвняння.
Вiдповiдь: y = 1√

(2x+1)3
.

Якщо ядро iнтегрального рiвняння залежить лише вiд x чи
вiд s (або є добутком таких функцiй), K(x, x) 	= 0 на вiдрiз-
ку [a, b], f(a) = 0, то iнтегральне рiвняння Вольтерра першого
роду (22.20) вдається розв’язати ще простiше.

Приклад 4. Розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерра
першого роду

x∫
0

(x+ 1)y(s)ds = x.
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Розв’язання. Оскiльки x+ 1 	= 0 для x � 0, то
x∫

0

y(s)ds =
x

x+ 1
.

Здиференцiювавши обидвi частини за змiнною x, одержуємо

y(x) =
1

(x+ 1)2
. �

Рекомендована лiтература: [7, с. 27 – 51, 225 – 243], [8,
с. 56 – 79, 87 – 95, 139 – 156], [9, с. 327 – 337], [16, с. 482 – 483].

Питання до лекцiї 22

1. Яке ядро iнтегрального рiвняння називають виродже-
ним? До якої системи зводиться розв’язування iнтегрального
рiвняння Фредгольма другого роду з виродженим ядром?

2. Який вигляд має визначник Фредгольма? Що таке хара-
ктеристичнi числа ядра? Що називають власними функцiями
ядра? Що таке ранг характеристичного числа? Яке ядро нази-
вають спряженим?

3. Коли iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду з
виродженим ядром має єдиний розв’язок? Сформулюйте тео-
реми Фредгольма. У чому полягає альтернатива Фредгольма?

4. Чи завжди iнтегральне рiвняння Фредгольма чи Воль-
терра має єдиний розв’язок? Наведiть приклади.

5. Як можна розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерра
першого роду (22.20), якщо f(a) = 0?

Вправи до лекцiї 22

1. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Фредгольма з виродже-
ними ядрами:

а) y(x) = 3 + 2
1∫
0

(x+ s)y(s)ds;

б) y(x) = λ
π∫
0

sin(x+ s)y(s)ds+ 4x.
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2. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Вольтерра першого ро-
ду:

а)
x∫

0

(x+ 5)(s2 + 1)y(s)ds = 3x2; б)
x∫

0

(xs+ 1)y(s)ds = 2x.
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Роздiл 7.
ОСНОВИ ВАРIАЦIЙНОГО ЧИСЛЕННЯ

Лекцiя 23. Простiшi варiацiйнi задачi

План

1. Предмет варiацiйного числення. Класичнi варiацiйнi за-
дачi.

2. Основi означення й поняття варiацiйного числення.
3. Найпростiша задача варiацiйного числення.

1. Предмет варiацiйного числення. Класичнi варiа-
цiйнi задачi. У курсi математичного аналiзу вивчались зада-
чi на знаходження найбiльших та найменших значень функцiй
однiєї чи бiльшої кiлькостi змiнних. Однак у багатьох зада-
чах фiзики виникає необхiднiсть знайти найбiльшi чи найменшi
значення не функцiй, а величин особливого роду, якi назива-
ють функцiоналами.

Нехай M – деяка множина функцiй. Якщо кожнiй функцiї
цiєї множини можна поставити у вiдповiднiсть деяке дiйсне чи-
сло, то кажуть, що на множинi M задано функцiонал. Таким
чином, можна сказати, що функцiонали – це функцiї, у яких
незалежною змiнною є кривi або iншi функцiї.

Наприклад, кожнiй спрямлюванiй кривiй1) площини або
простору можна поставити у вiдповiднiсть певне число – її дов-
жину. Отже, довжина кривої – це функцiонал, визначений на
множинi спрямлюваних кривих. Функцiоналами є також коор-
динати центру ваги, моменти iнерцiї, статичнi моменти деякої
однорiдної кривої або поверхнi, бо їх значення визначаються
вибором кривої або поверхнi, тобто вибором функцiй, якi вхо-
дять у рiвняння кривої чи поверхнi. Взагалi, функцiоналом є
кожний визначений iнтеграл. Функцiонали iнтегрального типу

1)Спрямлюваною називають криву, для якої довжина будь-якої вписа-
ної ламаної з вершинами у послiдовних точках кривої (вiд одного кiнця
до iншого) є скiнченною.
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зустрiчаються у багатьох задачах математики, класичної меха-
нiки, математичної фiзики, механiки суцiльних середовищ i в
iнших роздiлах науки.

Основною задачею варiацiйного числення є дослiдження
функцiоналiв на екстремум (максимум або мiнiмум) i вiдшука-
ння тих функцiй, на яких цей екстремум досягається. Задачi,
у яких функцiонали дослiджується на екстремум, називають
варiацiйними.

Багато законiв фiзики зводяться до твердження, що деякий
функцiонал повинен досягати свого екстремуму. Цi закони на-
зивають варiацiйними принципамифiзики. До варiацiйних
принципiв чи наслiдкiв з них, наприклад, належать закон збе-
реження енергiї, закон збереження iмпульсу, закон збереження
кiлькостi руху, принцип Ферма в оптицi тощо.

Великий вплив на розвиток варiацiйного числення мали та-
кi три задачi.

Задача 1 (iзопериметрична задача). Знайти криву за-
даної довжини L, яка обмежує на площинi фiгуру найбiльшої
площi.

x

y

O a b

Рис. 23.1

Заради спрощення розглянемо за-
дачу у дещо вужчiй постановцi. При-
пустимо, що фiгура має такий вигляд,
як на рис. 23.1, а L – це довжина кри-
волiнiйної частини фiгури. Припусти-
мо також, що криволiнiйна частина
є графiком неперервно диференцiйов-
ної функцiї y = y(x), визначеної на вiдрiзку [a, b]. При цьому,
очевидно,

y(a) = y(b) = 0. (23.1)

З математичного аналiзу вiдомо, що довжина L криволiнiй-
ної частини межi обчислюється за формулою

L =

b∫
a

√
1 + (y′(x))2 dx, (23.2)

а площа вiдповiдної фiгури – за формулою
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S(y) =

b∫
a

y(x)dx. (23.3)

Отже, задача звелася до знаходження неперервно диферен-
цiйовної функцiї y(x), яка задовольняє умови (23.1), (23.2) (L –
фiксоване) i для якої функцiонал (23.3) набуває найбiльшого
значення.

Задачi такого роду розв’язували ще у Давнiй Грецiї. Напри-
клад, Архiмед встановив, що з усiх замкнених кривих, довжини
яких дорiвнюють деякому заданому значенню, коло охоплює
найбiльшу площу, а з усiх замкнених кривих, якi охоплюють
задану площу, коло має найменшу довжину.

У 1696 роцi Й. Бернуллi сформулював наступну задачу.

Задача 2 (задача про брахiстохрону). У вертикальнiй
площинi знайти криву, що з’єднує заданi двi точки O i A,
рухаючись по якiй матерiальна точка пiд дiєю сили тяжiння
скотиться з точки O в точку A за найкоротший час.

�

�

�

x

y

O a

b A

M

Рис. 23.2

Зрозумiло, що важливим
є той випадок, коли то-
чки O(0, 0) i A(a, b) не ле-
жать на вертикальнiй прямiй
(рис. 23.2). Нехай M(x, y) –
довiльна точка кривої. У по-
рiвняннi з початком коорди-
нат потенцiальна енергiю то-
чки M(x, y) зменшиться на
mgy (m – маса точки, g – при-
скорення вiльного падiння), а кiнетична енергiя – збiльшиться
на mv2/2. Згiдно з законом збереження енергiї

mv2/2 = mgy ⇒ v =
√

2gy.

Вважаючи, що траєкторiєю руху точки є крива y = y(x),
причому y(x) – диференцiйовна на вiдрiзку [0, a] функцiя, одер-
жуємо

v =
ds

dt
=

√
1 + (y′)2 dx

dt
,
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де ds – диференцiал довжини дуги кривої. Тому

√
2gydt =

√
1 + (y′)2 dx ⇒ dt =

√
1 + (y′)2√

2gy
dx. (23.4)

З диференцiального рiвняння (23.4) знаходимо час, необхiдний
для того, щоб матерiальна точка спустилась з точки O до точки
A:

t(y) =
1√
2g

a∫
0

√
1 + (y′)2

y
dx. (23.5)

Знаючи координати початкової та кiнцевої точок траєкто-
рiї, одержуємо крайовi умови для функцiї y(x):

y(0) = 0, y(a) = b. (23.6)

Таким чином, задача про брахiстохрону звелася до дослi-
дження на мiнiмум функцiонала (23.5), який задовольняє кра-
йовi умови (23.6).

Задача 3 (задача про геодезичнi лiнiї). На поверхнi,
яка у прямокутнiй системi координат Oxyz задана рiвнянням
ϕ(x, y, z) = 0, знайти криву найменшої довжини, що з’єднує
двi точки A i B цiєї поверхнi (рис. 23.3).

�

�

y

z

O

x

A

B

Рис. 23.3

Геодезичними лiнiями
деякої поверхнi називають
найкоротшi за довжиною лi-
нiї, що лежать на поверх-
нi i з’єднують двi точки цi-
єї поверхнi. Наприклад, гео-
дезичними лiнiями площини
є прямi, а геодезичними лi-
нiями сфери – дуги великого
кола.

Припустимо, що поверх-
ня ϕ(x, y, z) = 0 є гладкою,
а шукана крива задана рiв-
няннями y = y(x), z = z(x),
x ∈ [a, b], де y = y(x) i z = z(x) – диференцiйовнi функцiї. Тодi
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з використанням криволiнiйного iнтеграла першого роду дов-
жина L кривої мiж заданими точками дорiвнює:

L(y, z) =

∫
AB

ds =

b∫
a

√
1 + (y′)2 + (z′)2 dx. (23.7)

Отже, задачу вдалось звести до знаходження таких гладких
на вiдрiзку [a, b] функцiй y = y(x), z = z(x), що

ϕ
(
x, y(x), z(x)

) ≡ 0, y(a) = y0, y(b) = y1, z(a) = z0, z(b) = z1,

а функцiонал (23.7) набуває мiнiмального значення.
Зауважимо, що (23.7) – це функцiонал, який залежить вiд

двох функцiй. Детальнiше такi функцiонали вивчатимуться на
лекцiї 24.

2. Основi означення й поняття варiацiйного числен-
ня. Як вже зазначалось, функцiонал є узагальненням поняття
функцiї. Функцiя однiєї змiнної ставить у вiдповiднiсть за пев-
ним правилом одному числу x iнше число y, функцiя декiлькох
змiнних ставить у вiдповiднiсть скiнченнiй сукупностi чисел x1,
x2, . . . , xn число y. Функцiонал ставить у вiдповiднiсть функцiї
y = y(x) (нескiнченнiй кiлькостi її значень) деяке число J . У
цьому випадку функцiонал позначатимемо J [y].

Множину функцiй y = y(x), на якiй визначений функцiонал
J [y], називають областю визначення функцiонала, а число
J – значенням функцiонала. Часто аргумент функцiонала –
функцiю y(x) – як елемент деякого простору називають то-
чкою.

Для вивчення таких понять, як прирiст функцiонала, не-
перервнiсть функцiонала, екстремум функцiонала та деяких
iнших суттєвим є поняття «вiдстанi» мiж аргументами фун-
кцiонала – елементами рiзних метричних просторiв (означення
та деякi приклади метричних просторiв – на лекцiї 6). Такими
просторами, наприклад, є:

C[a, b] – простiр функцiй, неперервних на вiдрiзку [a, b];
Ck[a, b] – простiр функцiй, k разiв неперервно диференцi-

йовних вiдрiзку [a, b].
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Вiдстань у просторi C[a, b] мiж двома функцiями y1(x) i
y2(x), x ∈ [a, b], можна ввести за формулою

ρC(y1, y2) = max
x∈[a,b]

|y1(x)− y2(x)|.

Формулу, яка встановлює вiдстань мiж елементами про-
стору, називають метрикою цього простору (див. також ле-
кцiю 6).

Нехай ε – деяке додатне число. ε-околом у метрицi про-
стору C[a, b] або сильним ε-околом кривої y = y0(x) нази-
вають множину всiх неперервних кривих y = y(x), для яких
ρC(y, y0) < ε.
Вiдстанню у просторi C1[a, b] мiж двома функцiями y1(x)

i y2(x), x ∈ [a, b], називають число

ρC1(y1, y2) = max
x∈[a,b]

|y1(x)− y2(x)|+ max
x∈[a,b]

|y′1(x)− y′2(x)|.

ε-околом у метрицi простору C1[a, b] або слабким ε-око-
лом кривої y = y0(x) називають множину всiх неперервно ди-
ференцiйовних кривих y = y(x), для яких ρC1(y, y0) < ε.

Аналогiчно можна ввести поняття вiдстанi та околу у про-
сторi Ck[a, b], де k � 2.

Зрозумiло, що функцiя y(x), яка потрапляє у слабкий ε-окiл
функцiї y0(x), потрапить також у сильний ε-окiл функцiї y0(x).
Iншими словами, слабкий ε-окiл завжди мiститься у сильному
ε-околi. Тому, якщо функцiонал на кривiй y = y0(x) володiє де-
якою властивiстю по вiдношенню до кривих з сильного околу,
то цiєю ж властивiстю вiн володiтиме по вiдношенню до кривих
з його слабкого околу.

Функцiонал J [y] називають лiнiйним, якщо:
1) J [Cy] = CJ [y], де C – довiльна стала;
2) J [y1 + y2] = J [y1] + J [y2].
Розглянемо функцiонал J [y] i зафiксуємо функцiю y0(x) з

його областi визначення. Тодi довiльну iншу функцiю y(x) з
цiєї областi можна зобразити у виглядi y(x) = y0(x) + δy(x), де
функцiю δy(x), яка виражає змiну аргумента функцiонала J [y],
називають варiацiєю аргумента y0(x).
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Приростом функцiонала J [y] у точцi y0(x), який вiдпо-
вiдає варiацiї аргумента δy, називають величину

ΔJ ≡ ΔJ [y0(x)] = J [y0(x) + δy]− J [y0(x)].

Зафiксуємо тепер аргумент y(x) функцiонала J [y], задамо
i також зафiксуємо деяку варiацiю δy аргумента y(x) i роз-
глянемо сiм’ю кривих y(x, α) = y(x) + αδy, де α – довiльний
параметр. На кривих y(x, α) функцiонал J [y] перетворюється
у функцiю J(α) змiнної α. Нехай iснує похiдна dJ(α)

dα .
Варiацiєю δJ функцiонала J [y] при y = y(x) називають

похiдну dJ(α)
dα при α = 0, тобто

δJ [y, δy] =
d

dα
J [y + αδy]

∣∣∣
α=0

.

Приклад 1. Знайти варiацiю функцiонала J [y] =
b∫
a
y2(x)dx.

Розв’язання. Згiдно з означенням варiацiї функцiонала

δJ =
d

dα

b∫
a

(y + αδy)2 dx

∣∣∣∣∣
α=0

=

= 2

b∫
a

(y + αδy)δy dx

∣∣∣∣∣
α=0

= 2

b∫
a

yδy dx. �

Зауважимо, що поняття варiацiї функцiонала аналогiчне
означенню диференцiала функцiї однiєї змiнної. Справдi, ди-
ференцiал функцiї f(x) у точцi x можна знайти за правилом
знаходження варiацiї функцiонала:

df =
d

dα
f(x+ αΔx)

∣∣∣
α=0

= f ′(x+ αΔx)Δx
∣∣
α=0

= f ′(x)Δx.

Функцiонал J [y] має локальний мiнiмум (локальний
максимум) на кривiй y = y0(x) у лiнiйному метричному про-
сторi E (наприклад, у C або C1), якщо у цьому просторi iснує
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такий ε-окiл кривої y = y0(x), що для довiльної кривої y = y(x)
з цього околу справджується нерiвнiсть

J [y]− J [y0] � 0 (J [y]− J [y0] � 0) .

Якщо в означеннi мiнiмуму (максимуму) функцiонал роз-
глядається у просторi C, то маємо сильний локальний мiнi-
мум (сильний локальний максимум), а якщо у просторi
C1, то слабкий локальний мiнiмум (слабкий локальний
максимум). Якщо у цьому означеннi не накладати обмежень
на розмiр ε-околу кривої y = y0(x), то кажуть, що на кривiй
y = y0(x) досягається абсолютний мiнiмум (абсолютний
максимум) функцiонала.

Теорема 1 (необхiдна умова екстремуму функцiона-
ла). Нехай на кривiй y = y0(x), y0 ∈ E, досягається локаль-
ний екстремум функцiонала J i нехай на y0 iснує варiацiя
δJ [y0, δy]. Тодi δJ [y0, δy] = 0 для довiльних δy ∈ E.
Доведення. Розглянемо функцiю ϕ(α) = J [y0 + αδy], δy ∈ E,
δy 	= 0. Нехай для конкретностi y0 – точка мiнiмуму функцiо-
нала J , тодi iснує ε-окiл точки y0 такий, що для всiх функцiй
y0 + αδy з цього околу виконується нерiвнiсть J [y0 + αδy] �
� J [y0]. Тодi, очевидно, iснує число α0 > 0 таке, що для всiх
α з iнтервалу (−α0, α0) виконується нерiвнiсть J [y0 + αδy] �
� J [y0], тобто для всiх α iз заданого iнтервалу маємо нерiвнiсть
ϕ(α) � ϕ(0). Таким чином, функцiя ϕ у точцi 0 має мiнiмум.
Оскiльки функцiя ϕ(α) диференцiйовна, то ϕ′(0) = 0. Отже,
δJ [y0, δy] = ϕ′(0) = 0. Теорему доведено.

Отже, перша варiацiя для функцiонала – це аналог першої
похiдної для функцiї однiєї змiнної у необхiднiй умовi екстре-
муму.

3. Найпростiша задача варiацiйного числення. Роз-
глянемо функцiонал

J [y] =

b∫
a

L(x, y, y′)dx, (23.8)
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де L(x, y, y′) – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя, яку
називають iнтегрантом. Вiдрiзок [a, b] вважаємо фiксова-
ним i скiнченним, а межовi точки допустимих кривих закрi-
пленими, тобто

y(a) = A, y(b) = B. (23.9)

Найпростiша задача варiацiйного числення стави-
ться так: серед усiх функцiй y(x), якi мають неперервну по-
хiдну

(
y ∈ C1[a, b]

)
i задовольняють крайовi умови (23.9) (такi

функцiї називають допустимими), знайти ту, на якiй дося-
гається екстремум функцiонала (23.8). Цю задачу називають
також задачею з закрiпленими межами.

Оскiльки множина функцiй, для яких забезпечується силь-
ний екстремум, ширша, нiж для слабкого екстремуму, то фун-
кцiя y0 ∈ C1[a, b], що забезпечує сильний екстремум, забезпечує
також слабкий екстремум. Тому для функцiї y0 ∈ C1[a, b] необ-
хiдна умова слабкого екстремуму є необхiдною умовою сильно-
го, а достатня умова сильного екстремуму є достатньою умо-
вою слабкого.

Встановлюючи необхiднi умови iснування екстремуму фун-
кцiонала (23.8), використовуватимемо лему Лагранжа, яку
називають ще основною лемою варiацiйного числення.

Лема (лема Лагранжа). Нехай g(x) – неперервна на вiд-

рiзку [a, b] функцiя. Якщо
b∫
a
g(x)h(x)dx = 0 для кожної непе-

рервно диференцiйовної функцiї h(x) (h ∈ C1[a, b]), що задо-
вольняє крайовi умови h(a) = h(b) = 0, то g(x) = 0 для всiх
x ∈ [a, b].
Доведення. Припустимо протилежне, тобто iснує точка
x0 ∈ [a, b] така, що g(x0) 	= 0. Тодi, враховуючи неперервнiсть
функцiї g(x), маємо, що g(x) 	= 0 для всiх x ∈ [a1, b1] ⊂ [a, b].
Нехай g(x) � m > 0. Розглянемо тепер функцiю ω(x):

ω(x) =

{
(x− a1)

2k(x− b1)
2k, x ∈ [a1, b1],

0, x /∈ [a1, b1].

Функцiя ω(x) є неперервно диференцiйовною, а також
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справджує умови ω(a) = ω(b) = 0. Тодi

b∫
a

g(x)ω(x)dx =

b1∫
a1

g(x)ω(x)dx � m

b1∫
a1

ω(x)dx > 0.

Одержали суперечнiсть. Лему доведено.

Теорема 2. Нехай функцiя y0(x) забезпечує слабкий ло-
кальний екстремум функцiоналу (23.8), функцiї L, L′

y, L′
y′ –

неперервнi, а L′
y′ – неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [a, b].

Тодi для будь-яких x ∈ [a, b]

L′
y

(
x, y0(x), y

′
0(x)

)− d

dx
L′
y′
(
x, y0(x), y

′
0(x)

)
= 0. (23.10)

Тут L′
y, L′

y′ – частиннi похiднi iнтегранта за змiнними y, y
′

вiдповiдно.
Доведення. Побудуємо функцiю

ϕ(α) = J [y0 + αh] =

b∫
a

L
(
(x, y0(x) + αh(x), y′0(x) + αh′(x)

)
dx,

де h – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя, яка за-
довольняє нульовi крайовi умови, тобто h ∈ C1[a, b], h(a) =
= h(b) = 0. Знайдемо

δJ [y0, h] = ϕ′(0) =

=

b∫
a

(
L′
y

(
x, y0(x), y

′
0(x)

)
h(x) + L′

y′
(
x, y0(x), y

′
0(x)

)
h′(x)

)
dx.

Другий доданок у цьому iнтегралi зiнтегруємо частинами
(u = L′

y′(x, y0(x), y
′
0(x)), dv = h′(x)dx):

δJ [y0, h] =

b∫
a

L′
y

(
x, y0(x), y

′
0(x)

)
h(x)dx +

+L′
y′
(
x, y0(x), y

′
0(x)

)
h(x)

∣∣b
a
−

b∫
a

d

dx

(
L′
y′
(
x, y0(x), y

′
0(x)

))
h(x)dx.
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Другий доданок у правiй частинi останньої рiвностi дорiв-
нює нулю, бо h(a) = h(b) = 0. Для того, щоб функцiонал J [y]
набував екстремального значення у точцi y0(x) необхiдно, щоб
δJ [y0, h] = 0, тобто

b∫
a

(
L′
y

(
x, y0(x), y

′
0(x)

) − d

dx

(
L′
y′
(
x, y0(x), y

′
0(x)

)))
h(x)dx = 0.

Застосувавши до останньої рiвностi лему Лагранжа, отри-
муємо формулу (23.10). Теорему доведено.

Формулу (23.10) називають рiвнянням Ейлера, а його
розв’язки (iнтегральнi кривi) – екстремалями. Допустимi
функцiї (з класу C1[a, b] з заданими крайовими умовами), що
задовольняють рiвняння Ейлера, називають допустимими
екстремалями.

Приклад 2. Розв’язати найпростiшу варiацiйну задачу

J [y] =

2∫
1

(
xy′2 + 2yy′

)
dx, y(1) = 0, y(2) = 2 ln 2.

Розв’язання. Оскiльки L(x, y, y′) = xy′2 + 2yy′, то L′
y = 2y′,

L′
y′ = 2xy′ + 2y. Згiдно з (23.10) рiвнянням Ейлера є

2y′ − (2xy′ + 2y)′ = 0 ⇒ xy′′ + y′ = 0.

Для розв’язання цього рiвняння запровадимо замiну змiнної
y′ = z(x). Тодi

xz′ + z = 0 ⇒ dz

z
= −dx

x
⇒ z =

C1

x
⇒

y = C1 ln |x|+ C2.

Врахувавши крайовi умови, знаходимо C1 = 2, C2 = 0. Отже,
єдиною допустимою екстремаллю є y0(x) = 2 ln x.
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Доведемо тепер, що знайдена допустима екстремаль справ-
дi забезпечує екстремум функцiоналу J [y]. Для довiльної фун-
кцiї h ∈ C1[1, 2], яка задовольняє умови h(1) = h(2) = 0, маємо

J [y0 + h]− J [y0] =

=

2∫
1

(
x(y′0 + h′)2 + 2(y0 + h)(y′0 + h′)

)
dx−

2∫
1

(xy′0
2
+ 2y0y

′
0)dx =

= 2

2∫
1

(xy′0 + y0)h
′dx+

2∫
1

x(h′)2dx+ 2

2∫
1

y′0hdx+ 2

2∫
1

h′hdx.

Перший iнтеграл зiнтегруємо частинами (u = xy′0 + y0, dv =
= h′dx), врахувавши, що h(1) = h(2) = 0:

2

2∫
1

(xy′0 + y0)h
′dx = 2(xy′0 + y0)h

∣∣2
1
− 2

2∫
1

(xy′0 + y0)
′hdx =

= −2

2∫
1

(y′0 + xy′′0 + y′0)hdx.

Тодi

J [y0 + h]− J [y0] =

= −2

2∫
1

(2y′0 + xy′′0)hdx +

2∫
1

xh′2dx+ 2

2∫
1

y′0hdx+ 2

2∫
1

(h2)′dx =

=

2∫
1

xh′2dx− 2

2∫
1

(y′0 + xy′′0)hdx+ h2
∣∣2
1
=

2∫
1

xh′2dx � 0.

При цьому використали, що y0 – екстремаль, а тому вона за-
довольняє рiвняння Ейлера xy′′ + y′ = 0.

Таким чином, на допустимiй екстремалi y0 = 2 lnx маємо
абсолютний мiнiмум функцiонала J [y]. �

У прикладi 2 рiвняння Ейлера вдалось легко зiнтегрувати.
Але так буває не завжди. Розглянемо кiлька окремих випадкiв
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рiвняння Ейлера, в яких порядок диференцiального рiвняння
легко знизити.

1. Iнтегрант не залежить вiд y′, тобто L = L(x, y). Тодi
рiвняння Ейлера набуває вигляду L′

y = 0 i є алгебричним, а не
диференцiальним. Тому його розв’язок не мiстить довiльних
сталих i може задовольняти крайовi умови лише у виняткових
випадках.

2. Iнтегрант залежить вiд y′ лiнiйно, тобто

L(x, y, y′) =M(x, y) +N(x, y)y′.

У цьому випадку рiвняння Ейлера має вигляд

M ′
y +N ′

yy
′ −N ′

x −N ′
yy

′ = 0 ⇒ M ′
y −N ′

x = 0.

Це рiвняння також алгебричне, а його розв’язки можуть за-
довольняти крайовi умови лише в окремих випадках. Якщо
M ′
y − N ′

x ≡ 0, то пiдiнтегральний вираз є повним диферен-
цiалом деякої функцiї, тому iнтеграл не залежить вiд шляху
iнтегрування i варiацiйна задача взагалi не має змiсту.

3. Iнтегрант не залежить вiд y, тобто L = L(x, y′). Тодi

d

dx
L′
y′ = 0 ⇒ L′

y′ = C.

Це так званий iнтеграл iмпульсу.
4. Iнтегрант не залежить явно вiд x, тобто L = L(y, y′). Тодi

маємо iнтеграл енергiї

L− y′L′
y′ = C. (23.11)

Це випливає з того, що

d

dx

(
L− y′L′

y′
)
= L′

yy
′+L′

y′y
′′− y′′L′

y′ −L′′
y′y(y

′)2 −L′′
y′y′y

′y′′ =

= y′
(
L′
y − L′′

y′yy
′ − L′′

y′y′y
′′) = y′

(
L′
y −

d

dx
L′
y′

)
.

Рiвняння (23.11) має зайву екстремаль y = const.
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Зауважимо, що теорема 2 дає лише необхiдну, а не достатню
умову екстремуму.

Приклад 3. Розв’язати найпростiшу варiацiйну задачу

J [y] =

2π∫
0

(9y2 − 16y′2)dx, y(0) = 1, y(2π) = 3.

Розв’язання. Рiвняння Ейлера має вигляд

18y + 32y′′ = 0 ⇒ y′′ + 9y/16 = 0.

Його загальний розв’язок y = C1 cos
3
4x+C2 sin

3
4x, а з крайових

умов знаходимо C1 = 1 i C2 = −3. Отже, єдиною допустимою
екстремаллю є

y0(x) = cos(3x/4) − 3 sin(3x/4).

Доведемо тепер, що знайдена допустима екстремаль не
забезпечує екстремуму функцiоналу. Для довiльної функцiї
h ∈ C1[0, 2π], h(0) = h(2π) = 0 маємо

J [y0 + h]− J [y0] =

=

2π∫
0

(
9(y0 + h)2 − 16(y′0 + h′)2

)
dx−

2π∫
0

(9y20 − 16y′0
2)dx =

= 18

2π∫
0

y0hdx+ 9

2π∫
0

h2dx− 32

2π∫
0

y′0h
′dx− 16

2π∫
0

h′2dx =

= 18

2π∫
0

y0hdx+ 9

2π∫
0

h2dx− 32y′0h
∣∣2π
0

+ 32

2π∫
0

y′′0hdx−

−16

2π∫
0

h′2dx =

2π∫
0

(
9h2 − 16h′2

)
dx.

Розглянемо послiдовностi функцiй hmn(x) = 1
n sin

mx
2 , де

n,m ∈ N. Очевидно, що hmn ∈ C1[0, 2π], hmn(0) = hmn(2π) = 0.
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Крiм того, hmn(x) збiгаються до нуля при n→ ∞. Тодi

J [y0 + hmn]− J [y0] =

2π∫
0

(
9

n2
sin2

mx

2
− 4m2

n2
cos2

mx

2

)
dx =

=

2π∫
0

(
9

2n2
(1− cosmx)− 2m2

n2
(1 + cosmx)

)
dx = (9− 4m2)

π

n2
.

Остання рiзниця змiнює знак: якщо m = 2, 3, . . ., то вона
вiд’ємна, а якщо m = 1, то додатна. Тому ця варiацiйна задача
не має екстремуму на єдинiй допустимiй екстремалi y0.
Вiдповiдь: Варiацiйна задача не має екстремуму.

Приклад 4. Розв’язати варiацiйну задачу

t(y) =
1√
2g

a∫
0

√
1 + y′2

y
dx, y(0) = 0, y(a) = b.

Розв’язання. Функцiонал t(y) виник при дослiдженнi задачi
про брахiстохрону (п. 1 цiєї лекцiї). Оскiльки iнтегрант явно не
залежить вiд x, то скористаємось формулою (23.11) для рiвня-
ння Ейлера: √

1 + y′2

y
− y′2√

y(1 + y′2)
= C.

Пiсля спрощень отримуємо диференцiальне рiвняння першого
порядку, не розв’язане вiдносно похiдної (такi рiвняння вивча-
лись на лекцiї 5):

y(1 + y′2) = C1.

Зiнтегруємо це рiвняння методом введення параметра. Нехай
y′ = ctg p. Тодi

y =
C1

1 + y′2
⇒ y = C1 sin

2p =
1

2
C1(1− cos 2p),

dx=
dy

y′
=

2C1 sin p cos p dp

ctg p
= 2C1 sin

2p dp= C1(1− cos 2p) dp,

x = C1

(
p− 1

2
sin 2p

)
+ C2 =

1

2
C1(2p − sin 2p) + C2.
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З умов x(0) = y(0) = 0 одержуємо, що C2 = 0. Таким чином,
параметричне рiвняння шуканої кривої має вигляд

x =
C1

2
(2p − sin 2p), y =

C1

2
(1− cos 2p),

де C1 визначається з умови y(a) = b. Параметричне рiвня-
ння задає сiм’ю циклоїд i, отже, брахiстохроною є циклоїда
(рис. 23.2). �

Рекомендована лiтература: [12, с. 72 – 85], [15, с. 289 –
301], [16, с. 472 – 476], [20, с. 280 – 305].

Питання до лекцiї 23

1. Що таке функцiонал, перша варiацiя функцiонала, екс-
тремум функцiонала?

2. Якою є необхiдна умова екстремуму функцiонала?
3. У чому полягає найпростiша задача варiацiйного числе-

ння?
4. Сформулюйте основну лему варiацiйного числення.
5. Сформулюйте необхiдну умову екстремуму функцiонала

для найпростiшої задачi варiацiйного числення. Який вигляд
має рiвняння Ейлера для цiєї задачi?

6. Що називають iнтегрантом, екстремалями, допустимими
екстремалями?

7. До якого рiвняння зводиться рiвняння Ейлера у випад-
ку, коли: а) iнтегрант не залежить вiд y′; б) iнтегрант лiнiйно
залежить вiд y′; в) iнтегрант не залежить вiд y; г) iнтегрант не
залежить явно вiд x?

Вправи до лекцiї 23

1. Знайдiть допустимi екстремалi варiацiйних задач:

а) I[y] =
π/8∫
0

(y′2 + 2yy′ − 16y2)dx, y(0) = 2, y(π8 ) = 3;

б) I[y] =
3∫
1

(
(2x2y3 − y2)y′ + y4x+ sinx

)
dx,

y(1) = 2, y(3) = 7.
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2. Розв’яжiть найпростiшi варiацiйнi задачi:

а) I[y] =
1∫
0

(2xy + y′2)exdx, y(0) = 3
2 , y(1) = e−1;

б) I[y] =
π/2∫
0

(y′2 + y2 − 4y cosx)dx, y(0) = 2, y
(
π
2

)
= ch π

2 .

Лекцiя 24. Деякi узагальнення найпростiшої
варiацiйної задачi

План

1. Варiацiйна задача з кiлькома функцiями.
2. Варiацiйна задача з похiдними вищого порядку.
3. Iзопериметрична задача.

1. Варiацiйна задача з кiлькома функцiями. Розгля-
немо варiацiйну задачу:

J [y1, y2, . . . , yn] =

=

b∫
a

L
(
x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x), y

′
1(x), y

′
2(x), . . . , y

′
n(x)

)
dx, (24.1)

y1(a) = A1, y2(a) = A2, . . . , yn(a) = An, (24.2)

y1(b) = B1, y2(b) = B2, . . . , yn(b) = Bn (24.3)

у класi неперервно диференцiйовних на вiдрiзку [a, b] сукупно-
стей функцiй y1(x), y2(x), . . . , yn(x).

Функцiю 2n + 1 змiнної L(x, y1, y2, . . . , yn, y′1, y′2, . . . , y′n) у
формулi (24.1) називають iнтегрантом. За аналогiєю з най-
простiшою задачею варiацiйного числення (лекцiя 23), суку-
пностi функцiй y1(x), y2(x), . . . , yn(x) називатимемо допусти-
мими у задачi (24.1) – (24.3), якщо вони є неперервно дифе-
ренцiйовними на вiдрiзку [a, b] i задовольняють крайовi умови
(24.2), (24.3).
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Теорема 1. Нехай сукупнiсть функцiй

ỹ1(x), ỹ2(x), . . . , ỹn(x) (24.4)

забезпечує слабкий локальний екстремум задачi (24.1) – (24.3),
а функцiя L – неперервно диференцiйовна за всiма змiнними
на вiдрiзку [a, b]. Тодi сукупнiсть функцiй (24.4) задовольняє
систему рiвнянь

L′
yk

(
x, ỹ1(x), . . . , ỹn(x), ỹ

′
1(x), . . . , ỹ

′
n(x)

)−
− d

dx

(
L′
y′k

(
x, ỹ1(x), . . . , ỹn(x), ỹ

′
1(x), . . . , ỹ

′
n(x)

))
= 0, (24.5)

де k = 1, 2, . . . , n, L′
yk
, L′

y′k
– частиннi похiднi iнтегранта за

змiнними yk та y′k.
Доведення. Поклавши в (24.1) – (24.3) y2(x) ≡ ỹ2(x), . . . ,
yn(x) ≡ ỹn(x), для функцiонала J [y1] отримуємо найпростiшу
варiацiйну задачу, розв’язком якої є ỹ1(x). Тодi з необхiдної
умови розв’язку найпростiшої варiацiйної задачi (теорема 2 з
лекцiї 23) випливає, що сукупнiсть функцiй (24.4) задоволь-
няє перше рiвняння системи (24.5). Далi, фiксуючи в (24.1)
y1(x) ≡ ỹ1(x), y3(x) ≡ ỹ3(x), . . . , yn(x) ≡ ỹn(x), одержуємо най-
простiшу варiацiйну задачу для функцiонала J [y2], розв’язком
якої є ỹ2(x). Виконання рiвняння Ейлера для ỹ2(x) означає, що
сукупнiсть функцiй (24.4) задовольняє друге рiвняння систе-
ми (24.5) i т. д. Нарештi, припустивши, що y1(x) ≡ ỹ1(x), . . . ,
yn−1(x) ≡ ỹn−1(x), отримуємо найпростiшу варiацiйну задачу
для функцiонала J [yn], розв’язком якої є ỹn(x). Тодi кожна з
функцiй ỹj(x), j = 1, 2, . . . , n, є розв’язком n-го рiвняння систе-
ми (24.5), а отже, сукупнiсть функцiй (24.4) – розв’язком всiєї
системи (24.5). Теорему доведено.

Систему рiвнянь (24.5) називають системою Ейлера. Ко-
жен розв’язок системи Ейлера називають екстремаллю фун-
кцiонала (24.1), а кожну екстремаль цього функцiонала з мно-
жини допустимих функцiй – допустимою екстремаллю.

Система (24.5) мiстить n звичайних диференцiальних рiв-
нянь другого порядку, їх розв’язки будуть залежати вiд 2n до-
вiльних сталих, для вiдшукання яких є 2n крайових умов.
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Приклад 1. Знайти допустимi екстремалi функцiонала

J [y, z] =

π/2∫
0

(y′z′ − yz)dx,

y(0) = 0, z(0) = 1, y(π/2) = 1, z(π/2) = −1.

Розв’язання. Оскiльки iнтегрант L(x, y, z, y′, z′) = y′z′ − yz,
то L′

y = −z, L′
y′ = z′, L′

z = −y, L′
z′ = y′. Згiдно з (24.5) система

Ейлера набуває вигляду {
z′′ + z = 0,
y′′ + y = 0.

Її загальним розв’язком, як легко переконатися, є{
y = C1 cos x+ C2 sinx,
z = C3 cos x+ C4 sinx.

Звiдси, враховуючи заданi крайовi умови, знаходимо C1 = 0,
C2 = 1, C3 = 1, C4 = −1. Отже, єдиною допустимою екстрема-
ллю є

ŷ(x) = sinx, ẑ(x) = cosx− sinx. �

2. Варiацiйна задача з похiдними вищого порядку.
Розглянемо варiацiйну задачу

J [y] =

b∫
a

L
(
x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)

)
dx, (24.6)

y(k)(a) = Ak, y(k)(b) = Bk, k = 0, 1, . . . , n − 1, (24.7)

у просторi Cn[a, b]. Функцiю n + 2 змiнних L
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
називають iнтегрантом. Функцiї з простору Cn[a, b] нази-
ватимемо допустимими в задачi (24.6), (24.7), якщо вони
задовольняють крайовi умови (24.7). Позначимо через

◦
Cn[a, b]

множину функцiй h ∈ Cn[a, b], для яких виконуються умови
h(k)(a) = h(k)(b) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Теорема 2. Нехай функцiя y0(x) забезпечує слабкий ло-
кальний екстремум задачi (24.6), (24.7), а функцiї L, L′

y,
L′
y′ , . . . , L

′
y(n)

– неперервнi i L′
y(k)

∈ Ck[a, b]. Тодi функцiя y0(x)
задовольняє рiвняння

L′
y −

d

dx
L′
y′ +

d2

dx2
L′
y′′ − . . . + (−1)n

dn

dxn
L′
y(n)

= 0. (24.8)

Тут L′
y, L′

y′ , . . . , L
′
y(n)

– частиннi похiднi iнтегранта за змiн-
ними y, y′, . . . , y(n).
Доведення. Знайдемо першу варiацiю функцiонала J [y]. Для
цього вiдшукаємо похiдну ϕ′(0) функцiї ϕ(α) = J [y0 + αh] для
довiльної функцiї h ∈ ◦

Cn[a, b]

δJ [y0, h] = ϕ′(0) =

=

b∫
a

[
n∑
k=0

L′
y(k)

(
x, y0(x), y

′
0(x), . . . , y

(n)
0 (x)

)
h(k)(x)

]
dx. (24.9)

Згiдно з першою необхiдною умовою екстремуму функцiона-
ла (теорема 1 з лекцiї 23) у точцi y0(x) виконується рiвнiсть
δJ [y0, h] = ϕ′(0) = 0 для всiх h ∈ ◦

Cn[a, b]. Щоб застосувати
лему Лагранжа (лекцiя 23), перетворимо вираз (24.9), iнтегру-
ючи частинами k разiв k-й доданок пiд знаком iнтеграла при
k = 1, 2, . . . , n. Враховуючи нульовi крайовi умови, якi задо-
вольняє функцiя h(x), одержуємо:

δJ [y0, h] =

=

b∫
a

[
n∑
k=0

(−1)k
dk

dxk

(
L′
y(k)

(
x, y0(x), y

′
0(x), . . . , y

(n)
0 (x)

))]
h(x)dx=0.

Застосовуючи тепер лему Лагранжа, отримуємо рiвняння
(24.8). Теорему доведено.

Рiвняння (24.8) називають рiвнянням Ейлера – Пуассо-
на. Кожен розв’язок цього рiвняння називають екстремаллю
функцiонала (24.6), а кожну екстремаль функцiонала (24.6) з
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множини допустимих функцiй, – допустимою екстремал-
лю.

Загальний розв’язок рiвняння Ейлера – Пуассона (диферен-
цiального рiвняння порядку 2n) мiститиме 2n довiльних ста-
лих, для вiдшукання яких маємо рiвно 2n крайових умов.

Приклад 2. Розв’язати варiацiйну задачу

J [y]=
1∫
0

(y′′2− 48y)dx, y(0) = 1, y′(0) = −5, y(1) = y′(1) = −2.

Розв’язання. Оскiльки iнтегрант L(x, y, y′, y′′) = y′′2 − 48y,
то L′

y = −48, L′
y′ = 0, L′

y′′ = 2y′′. Тому рiвняння Ейлера –
Пуассона має вигляд yIV = 24. Загальний розв’язок цього ди-
ференцiального рiвняння такий:

y = x4 + C1x
3 + C2x

2 +C3x+ C4.

Невiдомi сталi C1, C2, C3, C4 знаходимо з крайових умов:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C4 = 1,
C3 = −5,
1 + C1 + C2 + C3 + C4 = −2,
4 + 3C1 + 2C2 + C3 = −2

⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C1 = −3,
C2 = 4,
C3 = −5,
C4 = 1.

Отже, допустима екстремаль

y0(x) = x4 − 3x3 + 4x2 − 5x+ 1. (24.10)

Доведемо тепер за означенням, що екстремаль (24.10)
справдi забезпечує екстремум функцiоналу. Для довiльної фун-
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кцiї h ∈ ◦
C2[0, 1] маємо

J [y0 + h]− J [y0] =

1∫
0

(
(y′′0 + h′′)2 − 48(y0 + h)

)
dx−

−
1∫

0

(y′′0
2 − 48y0)dx = 2

1∫
0

y′′0h
′′dx+

1∫
0

(h′′2 − 48h)dx =

= 2y′′0h
′∣∣1
0
− 2

1∫
0

y′′′0 h
′dx+

1∫
0

(h′′2 − 48h)dx =

= − 2y′′′0 h
∣∣1
0
+

1∫
0

(2yIV0 − 48)hdx +

1∫
0

h′′2dx =

1∫
0

h′′2dx � 0.

Виконуючи цi перетворення, використано те, що y0(x) – екс-
тремаль i, отже, вона задовольняє рiвняння Ейлера – Пуассона
2yIV − 48 = 0.

Таким чином, допустима екстремаль (24.10) забезпечує аб-
солютний мiнiмум заданої варiацiйної задачi. �

Приклад 3. Розв’язати варiацiйну задачу

J [y] =

1∫
0

(y′′2 + 4y′2 + 3x)dx,

y(0) = 1, y′(0) = 3, y(1) = 4, y′(1) = 3.

Розв’язання. Оскiльки L(x, y, y′, y′′) = y′′2 + 4y′2 + 3x, то
L′
y = 0, L′

y′ = 8y′, L′
y′′ = 2y′′. Тому рiвняння Ейлера – Пуассона

має вигляд yIV − 4y′′ = 0, а вiдповiдне йому характеристичне
рiвняння λ4 − 4λ2 = 0 має коренi 0, 0, 2, −2. Отже, загальний
розв’язок диференцiального рiвняння такий:

y = C1 + C2x+ C3e
2x + C4e

−2x.
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Невiдомi сталi C1, C2, C3, C4 знаходимо з крайових умов:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C1 + C3 +C4 = 1,
C2 + 2C3 − 2C4 = 3,
C1 + C2 +C3e

2 + C4e
−2 = 4,

C2 + 2C3e
2 − 2C4e

−2 = 3

⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C1 = 1,
C2 = 3,
C3 = 0,
C4 = 0.

Отже, допустима екстремаль

y0(x) = 1 + 3x.

Доведемо тепер за означенням, що ця екстремаль справ-
дi забезпечує екстремум функцiоналу. Для довiльної функцiї
h ∈ ◦

C2[0, 1] маємо

J [y0 + h]− J [y] =

1∫
0

(
(y′′0 + h′′)2 + 4(y′0 + h′)2 + 3x

)
dx−

−
1∫

0

(y′′0
2 + 4y′0

2 + 3x)dx = 2

1∫
0

y′′0h
′′dx+ 8

1∫
0

y′0h
′dx+

+

1∫
0

(h′′2 + 4h′2)dx = 2y′′0h
′∣∣1
0
− 2

1∫
0

y′′′0 h
′dx+ 8y′0h

∣∣1
0
−

− 8

1∫
0

y′′0hdx+

1∫
0

(h′′2 + 4h′2)dx = − 2y′′′0 h
∣∣1
0
+ 2

1∫
0

yIV0 hdx−

− 8

1∫
0

y′′0hdx+

1∫
0

(h′′2 + 4h′2)dx =

1∫
0

(h′′2 + 4h′2)dx � 0.

Тут використали той факт, що y0(x) – екстремаль i, отже, вона
задовольняє рiвняння Ейлера – Пуассона yIV − 4y′′ = 0.
Вiдповiдь: на екстремалi y0(x) = 1 + 3x досягається абсолю-
тний мiнiмум цiєї варiацiйної задачi.
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3. Iзопериметрична задача. Розглянемо узагальнення
найпростiшої варiацiйної задачi на випадок наявностi дода-
ткових умов зв’язку (умов, що накладаються на шукану фун-
кцiю). Такi задачi виникають, зокрема, при вiдшуканнi кри-
вих заданого периметру, що обмежують максимальну площу
(лекцiя 23). Розв’язуючи такi задачi, використовують метод
множникiв Лагранжа – аналог вiдомого з курсу математи-
чного аналiзу методу множникiв Лагранжа, який використову-
ється для розв’язування задач на умовний екстремум функцiй
багатьох змiнних.

Нехай потрiбно дослiдити на екстремум функцiонал

J [y] =

b∫
a

F (x, y(x), y′(x))dx (24.11)

при виконаннi крайових умов

y(a) = A, y(b) = B (24.12)

та умови зв’язку

K[y] ≡
b∫
a

G(x, y(x), y′(x))dx = q, (24.13)

де q – деяке число. Умови вигляду (24.13) називають iзопери-
метричними. Екстремум шукаємо серед функцiй y ∈ C1[a, b],
якi задовольняють крайовi умови (24.12) та iзопериметричну
умову (24.13) (такi функцiї називають допустимими).

Теорема 3. Нехай функцiя y0(x) забезпечує слабкий ло-
кальний екстремум iзопериметричної задачi (24.11) – (24.13),
функцiї F , G – неперервнi, а F ′

y, G′
y – неперервно диференцi-

йовнi на вiдрiзку [a, b]. Тодi iснують такi дiйснi числа λ0 i λ,
якi одночасно не дорiвнюють нулю, що на кривiй y0(x) вико-
нується рiвняння

L′
y(x, y0, y

′
0)−

d

dx

(
L′
y′(x, y0, y

′
0)
)
= 0, (24.14)
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де
L(x, y, y′) = λ0F (x, y, y

′) + λG(x, y, y′).

Доведення. Позначимо через
◦
C1[a, b] множину тих функцiй

h ∈ C1[a, b], для яких h(a) = h(b) = 0. Знайдемо першi варiацiї
функцiоналiв J та K, визначених формулами (24.11) i (24.13):

δJ [y0, h] =

b∫
a

(
F ′
y(x, y0, y

′
0)h(x) + F ′

y′(x, y0, y
′
0)h

′(x)
)
dx,

δK[y0, h] =

b∫
a

(
G′
y(x, y0, y

′
0)h(x) +G′

y′(x, y0, y
′
0)h

′(x)
)
dx,

для всiх h ∈ ◦
C1[a, b].

Нехай δK[y0, h] = 0 для довiльної функцiї h ∈ ◦
C1[a, b]. Зiн-

тегруємо частинами другий доданок у δK[y0, h]:

δK[y0, h] =

b∫
a

G′
y(x, y0, y

′
0)h(x)dx+ G′

y′(x, y0, y
′
0)h(x)

∣∣b
a
−

−
b∫
a

d

dx
(G′

y(x, y0, y
′
0))h(x)dx.

Застосувавши лему Лагранжа (лекцiя 23), одержуємо, що

G′
y(x, y0, y

′
0)−

d

dx
G′
y′(x, y0, y

′
0) = 0,

тобто рiвняння (24.14), у якому λ0 = 0, λ = 1.
Нехай тепер δK[y0, h] = 0 не для всiх h ∈ ◦

C1[a, b]. Отже,
iснує функцiя h0 ∈ ◦

C1[a, b] така, що δK[y0, h0] 	= 0. Вiзьмемо
тепер довiльну функцiю h ∈ ◦

C1[a, b] i розглянемо функцiї

u = ϕ(α, β) = J [y0 + αh+ βh0],

v = ψ(α, β) = K[y0 + αh+ βh0],
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де α, β – дiйснi числа. З умов, накладених на функцiї F , G i
y0(x) випливає, що до iнтегралiв, через якi виражаються фун-
кцiонали J i K, можна застосувати теорему про диференцiю-
вання iнтегралiв, залежних вiд параметра, причому ϕ(α, β) i
ψ(α, β) є неперервно диференцiйовними функцiями в деякому
околi α = β = 0, i що

ϕ(0, 0) = J [y0],
∂ϕ(0, 0)

∂α
= δJ [y0, h],

∂ϕ(0, 0)

∂β
= δJ [y0, h0],

ψ(0, 0) = K[y0],
∂ψ(0, 0)

∂α
= δK[y0, h],

∂ψ(0, 0)

∂β
= δK[y0, h0].

Покажемо, що при α = β = 0 для довiльної функцiї
h ∈ ◦

C1[a, b] якобiан функцiй ϕ(α, β) i ψ(α, β) тотожно дорiвнює
нулю, тобто ∣∣∣∣∣∣

∂ϕ
∂α

∂ψ
∂α

∂ϕ
∂β

∂ψ
∂β

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
α=β=0

≡ 0.

Припустимо протилежне, тобто що цей якобiан вiдмiнний
вiд нуля для деякої функцiї h̃ ∈ ◦

C1[a, b]. Тодi з теореми про
систему неявних функцiй випливає, що система рiвнянь

u = ϕ(α, β), v = ψ(α, β)

однозначно розв’язна вiдносно α, β у деякому околi α = β = 0.
Припустивши для визначеностi, що y0(x) забезпечує локальний
мiнiмум iзопериметричної задачi, розглянемо систему рiвнянь

ϕ(α, β) = ϕ(0, 0) − ε, ψ(α, β) = ψ(0, 0), (24.15)

де ε > 0. Згiдно з теоремою про систему неявних функцiй iснує
єдиний розв’язок (α̂, β̂) системи (24.15) з околу α= β = 0 такий,
що

ϕ(α̂, β̂) = ϕ(0, 0) − ε = J [y0]− ε,

ψ(α̂, β̂) = ψ(0, 0) = K[y0] = q.
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Це означає, що знайдеться функцiя вигляду y0(x) + α̂h̃(x) +
+ β̂h0(x), для якої

J [y0 + α̂h̃+ β̂h0] = J [y0]− ε < J [y0], K[y0 + α̂h̃+ β̂h0] = q.

Але це суперечить тому, що y0(x) забезпечує локальний
мiнiмум. Отже, наше припущення неправильне i для всiх
h ∈ ◦

C1[a, b] якобiан∣∣∣∣∣∣
∂ϕ
∂α

∂ψ
∂α

∂ϕ
∂β

∂ψ
∂β

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
α=β=0

=

∣∣∣∣ δJ [y0, h] δK[y0, h]
δJ [y0, h0] δK[y0, h0]

∣∣∣∣ ≡ 0. (24.16)

Покладемо λ0 = 1, λ = − δJ [y0,h0]
δK[y0,h0]

. Оскiльки δK[y0, h0] 	= 0,

то λ 	= ∞. Тодi з (24.16) для кожної функцiї h ∈ ◦
C1[a, b] отри-

муємо тотожнiсть

λ0δJ [y0, h] + λδK[y0, h] ≡ 0.

В iнтегральнiй формi ця тотожнiсть має вигляд

b∫
a

(
(λ0F

′
y + λG′

y)h(x) + (λ0F
′
y′ + λG′

y′)h
′(x)
)
dx ≡ 0.

Iнтегруючи частинами доданок, що мiстить h′(x), одержуємо:

b∫
a

(λ0F
′
y + λG′

y)h(x)dx + (λ0F
′
y′ + λG′

y′)h(x)
∣∣b
a
−

−
b∫
a

d

dx
(λ0F

′
y′ + λG′

y′)h(x)dx ≡ 0.

Звiдси, враховуючи формулу для L i застосовуючи основ-
ну лему варiацiйного числення, отримуємо рiвняння Ейлера
(24.14). Теорему доведено.

Вираз

L(x, y, y′) = λ0F (x, y, y
′) + λG(x, y, y′)
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з теореми 3 називають лагранжiаном, числа λ0, λ – мно-
жниками Лагранжа, а рiвняння (24.14) – рiвнянням Ей-
лера. Кожен розв’язок рiвняння Ейлера (24.14) називають екс-
тремаллю iзопериметричної задачi, а кожну екстремаль, що
є допустимою функцiєю, – допустимою екстремаллю iзо-
периметричної задачi.

Зауважимо, що iзопериметричну задачу (24.11) – (24.13) мо-
жна узагальнити на випадок кiлькох умов зв’язку

Ki[y] ≡
b∫
a

Gi(x, y(x), y
′(x))dx = qi, i = 1, 2, . . . ,m.

У цьому випадку лагранжiан L для рiвняння (24.14) матиме
вигляд

L(x, y, y′) = λ0F (x, y, y
′) +

m∑
i=1

λiGi(x, y, y
′).

Приклад 4. Розв’язати iзопериметричну задачу

J [y] =

1∫
0

y′2dx,
1∫

0

xy dx = 0, y(0) = −4, y(1) = 4.

Розв’язання. Складемо лагранжiан L(x, y, y′) = λ0y
′2 + λxy.

Рiвняння Ейлера для L має вигляд

λx− 2λ0y
′′ = 0.

Якщо λ0 = 0, то також λ = 0, а отже, числа λ0, λ мно-
жниками Лагранжа бути не можуть i допустимих екстремалей
немає. Тому λ0 	= 0. Нехай λ0 = 1. Тодi

y′′ =
λ

2
x ⇒ y′ =

λ

4
x2 +C1 ⇒ y =

λ

12
x3 +C1x+ C2.
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З крайових умов i умови зв’язку знаходимо:

y(0) = −4 ⇒ C2 = −4,

y(1) = 4 ⇒ λ

12
+ C1 − 4 = 4,

1∫
0

xy dx = 0 ⇒
1∫

0

(
λx4

12
+ C1x

2 − 4x

)
dx = 0 ⇒

(
λx5

60
+
C1x

3

3
− 2x2

)∣∣∣∣1
0

= 0 ⇒ λ

60
+
C1

3
− 2 = 0.

Звiдси λ = 60, C1 = 3, C2 = −4, тому єдина допустима
екстремаль

y0(x) = 5x3 + 3x− 4.

Покажемо, що вона забезпечує абсолютний мiнiмум iзопе-
риметричної задачi. Справдi, для кожної допустимої функцiї
y(x) = y0(x) + h(x), де h(x) – довiльна функцiя з простору
◦
C1[0, 1], для якої

1∫
0

xhdx = 0, маємо

J [y0 + h]− J [y0] =

1∫
0

(y′0 + h′)2dx−
1∫

0

y′0
2dx =

= 2

1∫
0

y′0h
′dx+

1∫
0

h′2dx = 2y′0h
∣∣1
0
− 2

1∫
0

y′′0hdx+

1∫
0

h′2dx =

= −2

1∫
0

30xhdx+

1∫
0

h′2dx =

1∫
0

h′2dx � 0.

Тут використано iнтегрування частинами та рiвняння Ейлера
y′′ = 30x.
Вiдповiдь: на екстремалi y0(x) = 5x3 + 3x − 4 досягається
абсолютний мiнiмум iзопериметричної задачi.

Приклад 5. Визначити криву заданої довжини l, яка про-
ходить через точки A(−x0, 0), B(x0, 0) i разом з вiдрiзком
[−x0, x0] обмежує фiгуру максимальної площi.
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Розв’язання.Маємо окремий випадок задачi 1 з лекцiї 23. По-
трiбно вiдшукати функцiю y(x), що задовольняє крайовi умови
y(−x0) = 0, y(x0) = 0 та забезпечує максимум функцiоналу

S[y] =

x0∫
−x0

y dx

за iзопериметричної умови
x0∫

−x0

√
1 + y′2dx = l.

Складаємо лагранжiан L = λ0y + λ
√

1 + y′2. Використовуючи
(24.14), одержуємо рiвняння Ейлера:

L′
y −

d

dx
L′
y′ = 0 ⇒ λ0 − d

dx

λy′√
1 + y′2

= 0.

Якщо λ0 = 0, то λ 	= 0 (не всi множники Лагранжа – нулi)
i, отже, y′ = const. Тодi з крайових умов y(−x0) = 0, y(x0) = 0
та iзопериметричної умови випливає, що допустима екстремаль
y0 ≡ 0 для l = 2x0.

Якщо λ0 	= 0, то покладемо λ0 = 1. Тодi з рiвняння Ейлера

d

dx

(
λy′√
1 + y′2

)
= 1.

Iнтегруючи це рiвняння та виконуючи нескладнi перетворення,
одержуємо:

λy′√
1 + y′2

= x+ C1 ⇒

λ2y′2 = (x+ C1)
2(1 + y′2) ⇒ y′2 =

(x+C1)
2

λ2 − (x+ C1)2
⇒

y′ = ± x+ C1√
λ2 − (x+C1)2

⇒

dy = ± (x+ C1)dx√
λ2 − (x+ C1)2

= ∓ d
√
λ2 − (x+ C1)2 ⇒

y + C2 = ∓
√
λ2 − (x+ C1)2 ⇒ (x+ C1)

2 + (y + C2)
2 = λ2.
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Це є рiвняння кола. Оскiльки y(−x0) = y(x0), то C1 = 0, тобто
x2 + (y + C2)

2 = λ2.
Невiдомi сталi C2, λ можна знайти єдиним чином з умови

y(x0) = 0 та iзопериметричної умови.
Якщо 2x0 < l � πx0, то iснує єдина (з точнiстю до знаку)

екстремаль – дуга кола довжини l з центром на осi Oy, яке про-
ходить через точки (±x0, 0). Оскiльки задача на максимум, то
вибираємо екстремаль, що лежить у верхнiй пiвплощинi. Для
l < 2x0 i l > πx0 немає допустимих екстремалей.
Вiдповiдь: Якщо 2x0 < l � πx0, то максимальну площу разом
з вiдрiзком [−x0, x0] обмежує дуга кола довжини l з центром на
осi Oy, яке проходить через точки (±x0, 0) i лежить у верхнiй
пiвплощинi.

Рекомендована лiтература: [12, с. 85 – 93, 206 – 215],
[15, с. 301 – 307, 322 – 326], [20, с. 305 – 312, 385 – 391].

Питання до лекцiї 24

1. У чому полягає варiацiйна задача для функцiонала, який
залежить вiд кiлькох функцiй? Якою є необхiдна умова iсну-
вання екстремуму цiєї задачi?

2. Як формулюється варiацiйна задача з похiдними вищих
порядкiв. Якою є необхiдна умова iснування екстремуму цi-
єї задачi? Який вигляд має рiвняння Ейлера – Пуассона? Що
називають екстремалями i допустимими екстремалями цiєї за-
дачi?

3. Як формулюється iзопериметрична задача? Якою є необ-
хiдна умова iснування екстремуму цiєї задачi у випадку однiєї
та кiлькох iзопериметричних умов. У чому полягає метод мно-
жникiв Лагранжа розв’язування цiєї задачi? Що таке лагран-
жiан? Наведiть приклад застосування iзопериметричної задачi
в геометрiї.

Вправи до лекцiї 24

1. Знайдiть допустимi екстремалi функцiоналiв:

а) I[y, z] =
1∫
0

(y2 + 12xz + y′2 + z′2)dx,
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y(0) = 1, y(1) = e, z(0) = 5, z(1) = 8;

б) I[y, z] =
2π∫
0

(2yz − 2y2 + y′2 − z′2)dx,

y(0) = 0, y(2π) = 1, z(0) = 0, z(2π) = 1.

2. Розв’яжiть варiацiйнi задачi зi старшими похiдними:

а)
1∫
0

(240xy − y′′2)dx, y(0) = 0, y′(0) = 6, y(1) = 8, y′(1) = 12;

б)
1∫
0

e−xy′′2dx, y(0) = −2, y′(0) = 0, y(1) = 1− e, y′(1) = 1.

3. Розв’яжiть iзопериметричнi задачi:

а)
1∫
0

(2xy + y′2)dx, y(0) = 0, y(1) = 1,
1∫
0

xy dx = 1;

б)
1∫
0

y′2dx, y(0) = y(1) = 0,
1∫
0

y dx = 1,
1∫
0

xy dx = 0.
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КОРОТКI ВIДОМОСТI ПРО ВЧЕНИХ,
ЯКI ЗГАДУЮТЬСЯ У ПОСIБНИКУ

АБЕЛЬ Нiльс Генрiк (Abel Niels Henrik; 1802 – 1829) – нор-
везький математик. Автор важливих вiдкриттiв в алгебрi та матема-
тичному аналiзi. Встановив нерозв’язнiсть загального алгебричного
рiвняння степеня n > 5, одержав ознаки збiжностi числових та фун-
кцiональних рядiв. Займався також диференцiальними рiвняннями,
одним з перших почав вивчати iнтегральнi рiвняння.

БАНАХ Стефан (Banach Stefan; 1892 – 1945) – польський i
український математик, професор Львiвського унiверситету. Один
iз творцiв сучасного функцiонального аналiзу i львiвської математи-
чної школи.

БЕРНУЛЛI Даниїл (Bernoulli Daniel; 1700 – 1782) – швей-
царський математик, механiк, фiзик. Син Й. Бернуллi. Найбiльш
вiдомий працями з математичної фiзики та теорiї диференцiальних
рiвнянь – його разом з Д’Аламбером i Ейлером вважають творцем
математичної фiзики. Як фiзик збагатив кiнетичну теорiю газiв, гi-
дродинамiку, аеродинамiку, теорiю пружностi. Йому належить одне
з перших формулювань закону збереження енергiї, а також (одно-
часно з Ейлером) перше формулювання закону збереження моменту
кiлькостi руху.

БЕРНУЛЛI Йоганн (Bernoulli Johann; 1667 – 1748) – швей-
царський математик. Молодший брат Я. Бернуллi, батько Д. Бер-
нуллi. Дав перше систематичне викладення диференцiального та iн-
тегрального числення, автор деяких методiв iнтегрування звичайних
диференцiальних рiвнянь (розробив метод вiдокремлення змiнних та
метод пiдстановки iнтегрування лiнiйних рiвнянь першого порядку).
Один з творцiв варiацiйного числення, зокрема сформулював класи-
чну задачу про геодезичнi лiнiї та знайшов характерну геометричну
властивiсть цих лiнiй. Йому належать також вагомi дослiдження з
механiки, зокрема з теорiї удару, руху тiл у середовищi з опором.

БЕРНУЛЛI Якоб (Bernoulli Jacob; 1654 – 1705) – швейцар-
ський математик. Автор видатних праць з аналiтичної геометрiї,
математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiв-
нянь (рiвняння Бернуллi). Разом з братом Йоганном заклав основи
варiацiйного числення. При цьому особливе значення мали iзопери-
метрична задача i знайдений ним розв’язок сформульованої Й. Бер-
нуллi задачi про брахiстохрону. Працював також у рiзних галузях
фiзики (визначення центру кочення тiл, опору тiл рiзної форми, якi
рухаються у рiдинi).

БЕССЕЛЬ Фрiдрiх Вiльгельм (Bessel Friedrich Wilhelm;
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1784 – 1846) – нiмецький астроном i математик. Працi присвяченi
теорiї диференцiальних рiвнянь i небеснiй механiцi. У математицi
його iм’я носять так званi цилiндричнi функцiї першого роду (фун-
кцiї Бесселя) i диференцiальне рiвняння, яке вони задовольняють
(рiвняння Бесселя).

ВАНДЕРМОНД Александр Теофiл (Vandermonde
Alexandre Theophill; 1735 – 1796) – французький математик.
Вiдомий працями з алгебри, зокрема дав логiчний виклад теорiї
визначникiв, де вiдомий визначник Вандермонда.

ВЕЙЄРШТРАСС Карл Теодор Вiльгельм (Weierstraß Karl
Theodor Wilhelm; 1815 – 1897) – нiмецький математик. Його основ-
нi дослiдження присвяченi математичному аналiзу, теорiї функцiй,
варiацiйному численню, лiнiйнiй алгебрi. До варiацiйного числення
вiдносяться: дослiдження достатнiх умов екстремуму функцiонала
(умова Вейєрштрасса), побудова задач варiацiйного числення для
параметрично заданої функцiї та iн.

ВОЛЬТЕРРА Вiто (Volterra Vito; 1860 – 1940) – iталiйський
математик. Вiдомий працями з математичної фiзики, iнтегральних
та iнтегро-диференцiальних рiвнянь, функцiонального аналiзу, тео-
рiї пружностi. Розробив математичну теорiю боротьби за iснування.

ВРОНСЬКИЙ (ГЕНЕ-ВРОНСЬКИЙ) Юзеф Марiя
(Hoëne-Wroсski Jozef Maria; 1778 – 1853) – польський математик i
фiлософ. Одержав цiкавi результати в алгебрi, математичному ана-
лiзi, теорiї диференцiальних рiвнянь. Уперше ввiв функцiональний
визначник, який має велике значення в теорiї лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь (визначник Вронського або вронскiан).

ГРIН Джордж (Green George; 1793 – 1841) – англiйський мате-
матик i фiзик. Основоположник школи математичної фiзики в Кем-
бриджi. Одержав вагомi результати в математичнiй фiзицi, розвинув
теорiю електрики й магнетизму, спираючись на знайденi ним фор-
мули теорiї потенцiалу.

ГУК Роберт (Hooke Robert; 1635 – 1703) – англiйський при-
родознавець, член Лондонського королiвського товариства. Основнi
працi у рiзноманiтних галузях фiзики i астрономiї. Один з творцiв
математичної теорiї пружностi.

ГУРВIЦ Адольф (Hurwitz Adolf; 1859 – 1919) – нiмецький ма-
тематик. Вiдомий працями з математичного аналiзу, алгебри (кри-
терiй Гурвiца), теорiї чисел. З 1892 р. професор Полiтехнiчної школи
у Цюрiху, де серед його студентiв був Альберт Ейнштейн.

Д’АЛАМБЕР Жан Лерон (D’Alembert Jean Le Rond; 1717 –
1783) – французький математик, механiк i фiлософ. Автор фунда-
ментальних праць з механiки, математичної фiзики, теорiї диферен-
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цiальних рiвнянь. Вперше сформулював загальнi правила склада-
ння диференцiальних рiвнянь руху будь-яких матерiальних систем
(принцип Д’Аламбера). Основнi математичнi працi стосуються те-
орiї диференцiальних рiвнянь, де вiн запропонував метод розв’язу-
вання рiвнянь другого порядку з частинними похiдними, якi вира-
жають малi коливання нескiнченно тонкої однорiдної струни (хви-
льових рiвнянь). Його роботи, а також наступнi роботи Л. Ейлера i
Д. Бернуллi заклали основу математичної фiзики.

ЕЙЛЕР Леонард (Euler Leonhard; 1707 – 1783) – видатний ма-
тематик, механiк, фiзик, астроном. За походженням швейцарець, але
майже пiвжиття провiв у Росiї, 15 рокiв працював у Нiмеччинi. Ав-
тор майже 850 наукових праць з математичного аналiзу, диференцi-
альної геометрiї, наближених методiв обчислень, небесної механiки,
математичної фiзики, оптики, балiстики та iн. Систематично розви-
ваючи новi прийоми iнтегрування диференцiальних рiвнянь та ввiв-
ши низку основних понять у цiй областi, Ейлер створив як самостiй-
ну дисциплiну теорiю звичайних диференцiальних рiвнянь i заклав
основи теорiї рiвнянь з частинними похiдними.

ЕРМIТ Шарль (Hermite Charles; 1822 – 1901) – французький
математик. Роботи присвяченi теорiї чисел, алгебрi та теорiї спецi-
альних функцiй. Зокрема, вивчав клас ортогональних многочленiв
(многочлени Ермiта) – розв’язкiв одного звичайного диференцiаль-
ного рiвняння другого порядку (рiвняння Ермiта).

КАПЕЛЛI Альфредо (Capelli Alfredo; 1855 – 1910) – iталiй-
ський математик. Розвинув теорiю квадратичних форм та теорiю
алгебричних рiвнянь. Довiв необхiдну i достатню умову iснування
розв’язку довiльної лiнiйної системи алгебричних рiвнянь.

КIРХГОФ Густав Роберт (Kirchhoff Gustav Robert; 1824 –
1887) – нiмецький фiзик. Основнi працi з оптики, електродинамi-
ки i механiки. Розв’язав задачу про розподiл електричних струмiв
у розгалужених електричних колах (правила Кiрхгофа). Математи-
чнi дослiдження вiдносяться головно до математичної фiзики (метод
наближеного розв’язування задач дифракцiї коротких хвиль, фор-
мули Кiрхгофа в теорiї потенцiалу, представлення електричної схеми
у виглядi графа).

КЛЕРО Алексiс Клод (Clairaut Alexis Claude; 1713 – 1765) –
французький математик, механiк i астроном. Ввiв поняття повно-
го диференцiала функцiї кiлькох змiнних, загального та частинно-
го розв’язкiв диференцiального рiвняння. Вiдомий також працями з
геометрiї, аналiтичної механiки, геодезiї, астрономiї.

КОШI Огюстен Луї (Cauchy Augustin Louis; 1789 – 1857) –
французький математик. Опублiкував понад 800 праць iз теорiї чи-
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сел, алгебри, математичного аналiзу, теоретичної механiки, матема-
тичної фiзики. Дав чiтке означення неперервної функцiї, основних
понять теорiї збiжних рядiв (ознака Кошi, критерiй Кошi), розвинув
основи теорiї аналiтичних функцiй. У теорiї диференцiальних рiв-
нянь довiв основну теорему iснування розв’язку початкової задачi
(задачi Кошi). Розробив методи iнтегрування рiвнянь з частинними
похiдними першого порядку.

КРАМЕР Габрiель (Cramer Gabriel; 1704 – 1752) – швейцар-
ський математик. Один з творцiв лiнiйної алгебри, учень Й. Бер-
нуллi. Запропонував метод розв’язування систем лiнiйних алгебри-
чних рiвнянь (метод Крамера). Отримав новi результати також у
геометрiї, теорiї ймовiрностей, небеснiй механiцi. Займався iсторiєю
математики.

КРОНЕКЕР Леопольд (Kronecker Leopold; 1823 – 1891) – нi-
мецький математик. Написав понад 120 наукових праць з алгебри i
теорiї чисел. Був прихильником «арифметизацiї» математики, яка,
на його думку, повинна зводитись до арифметики цiлих чисел.

ЛАГЕРР Едмон Нiкола (Laguerre Edmond Nicolas; 1834 –
1886) – французький математик. Основнi працi з геометрiї, теорiї
функцiй комплексної змiнної та теорiї спецiальних функцiй. Зокре-
ма, дослiдив клас ортогональних многочленiв (многочлени Лагер-
ра) – розв’язкiв одного звичайного диференцiального рiвняння дру-
гого порядку (рiвняння Лагерра).

ЛАГРАНЖЖозеф Луї (Lagrange Joseph Louis; 1736 – 1813) –
французький математик i механiк. Найбiльш важливi працi вiднося-
ться до варiацiйного числення i механiки. Йому належать також ви-
датнi дослiдження з рiзних питань математичного аналiзу (формула
залишкового члена ряду Тейлора, формула скiнченних приростiв –
формула Лагранжа, теорiя умовних екстремумiв – метод множникiв
Лагранжа), диференцiальних рiвнянь (теорiя особливих розв’язкiв,
метод варiацiї довiльних сталих для лiнiйного рiвняння n-го поряд-
ку) та iн.

ЛЕЖАНДР Андрiєн Марi (Legendre Adrien Marie; 1752 –
1833) – французький математик. Вiдомий працями зi сферичної три-
гонометрiї, теорiї ймовiрностей, теорiї чисел. Вивчаючи динамiку
елiпсоїда обертання, вiдкрив i дослiдив властивостi многочленiв, якi
згодом одержали назву многочленiв Лежандра. У варiацiйному чи-
сленнi встановив ознаку iснування екстремуму (умова Лежандра).

ЛЕЙБНIЦ Готфрiд Вiльгельм (Leibniz Gottfried Wilhelm;
1646 – 1716) – нiмецький математик, фiзик, фiлософ. Один iз творцiв
диференцiального та iнтегрального числень, їхнiх понять i символi-
ки. Йому належать термiни «диференцiал», «диференцiальне числе-
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ння», «диференцiальне рiвняння», «функцiя», «координати» та iн. У
фiзицi вiдкрив закон збереження енергiї, висловив iдею про перетво-
рення одних видiв енергiї в iншi. Йому належить низка вiдкриттiв у
спецiальних роздiлах фiзики: в теорiї пружностi, теорiї коливань та
iн.

ЛIПШIЦ Рудольф Отто Сигiзмунд (Lipschitz Rudolf Otto
Sigismund; 1832 – 1903) – нiмецький математик. Автор важливих
праць з математичного аналiзу, теорiї чисел, диференцiальних рiв-
нянь (умова Лiпшiца), теоретичної механiки.

ЛIУВIЛЛЬЖозеф (Liouville Joseph; 1809 – 1882) – французь-
кий математик. Автор важливих праць з комплексного аналiзу, тео-
рiї чисел, диференцiальних рiвнянь (формула Остроградського – Лi-
увiлля). Першим строго довiв неiнтегровнiсть у квадратурах деяких
класiв диференцiальних рiвнянь. Разом зi Ж. Штурмом розробив
теорiю крайових задач на власнi значення для лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку (задача Штурма – Лiувiлля). Довiв
одну з фундаментальних теорем механiки – теорему про iнтегрува-
ння канонiчних рiвнянь динамiки.

ЛОПIТАЛЬ Гiйом Франсуа Антуан (Lhopital Guillaume
François Antoine de; 1661 – 1704) – французький математик. Автор
першого друкованого пiдручника з диференцiального числення. До-
слiдив низку складних задач математичного аналiзу, зокрема запро-
понував один з методiв розв’язування задачi про брахiстохрону.

ЛЯПУНОВ Олександр Михайлович (1857 – 1918) – росiй-
ський математик i механiк, дiйсний член Петербурзької Академiї на-
ук, професор Харкiвського, Одеського унiверситетiв. Засновник ма-
тематичної теорiї стiйкостi руху, автор важливих дослiджень про фi-
гури рiвноваги рiдини, що рiвномiрно обертається. Зробив вагомий
внесок у теорiю ймовiрностей та теорiю потенцiалу.

НЬЮТОН Iсаак (Newton Isaac; 1643 – 1727) – англiйський фi-
зик, математик, механiк, астроном. Заклав теоретичнi основи ме-
ханiки i астрономiї, вiдкрив закон всесвiтнього тяжiння, разом iз
Лейбнiцем вважається творцем диференцiального та iнтегрально-
го числень. Винайшов метод iнтегрування диференцiальних рiвнянь
розвиненням їх розв’язкiв у степеневi ряди. На основi закону все-
свiтнього тяжiння дав математичне обґрунтування першого закону
Кеплера.

ОМ Георг Сiмон (Ohm Georg Simon; 1787 – 1854) – нiмецький
фiзик. Встановив основний закон електричного кола (закон Ома).
Вiдкриття Ома дали вперше можливiсть кiлькiсно розглянути явища
електричного струму i мали велике значення для науки.

ОСТРОГРАДСЬКИЙ Михайло Васильович (1801 –
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1862) – український i росiйський математик (родом з Полтавщини),
член Петербурзької Академiї наук та багатьох закордонних академiй
наук. Розв’язав низку важливих задач математичної фiзики, теорiї
звичайних диференцiальних рiвнянь (формула Остроградського –
Лiувiлля), варiацiйного числення, теоретичної механiки. Запропону-
вав спосiб зведення неоднорiдної крайової задачi до однорiдної.

ПЕАНО Джузеппе (Peano Giuse; 1858 – 1932) – iталiйський
математик. Запропонував систему аксiом арифметики, довiв теоре-
му iснування розв’язку задачi Кошi для диференцiального рiвняння
з неперервною правою частиною, першим побудував неперервну кри-
ву, яка цiлком заповнює квадрат (крива Пеано).

ПIКАР Шарль Емiль (Picard Charles Émilе; 1856 – 1941) –
французький математик. Основнi працi з теорiї диференцiальних
рiвнянь (дослiдження особливих точок, асимптотичнi розв’язки, ме-
тод послiдовних наближень розв’язування задачi Кошi).

ПУАНКАРЕ Анрi Жюль (Poincare Henri Jules; 1854 – 1912) –
французький математик, фiзик, астроном i фiлософ. Автор понад
1000 праць з диференцiальних рiвнянь, теорiї потенцiалiв, матема-
тичної фiзики, небесної механiки. Один з засновникiв якiсної теорiї
диференцiальних рiвнянь.

ПУАССОН Сiмеон Денi (Poisson Siméon Denis; 1781 – 1840) –
французький математик, механiк i фiзик. Автор важливих праць з
теоретичної механiки, математичної фiзики, варiацiйного числення,
теорiї ймовiрностей. Зокрема, ввiв так зване рiвняння Пуассона i
застосував його до розв’язування задач гравiтацiї та електростатики.
Дослiджував питання теплопровiдностi, магнетизму, капiлярностi,
поширення звукових хвиль та iн.

ПФАФФ Йоганн Фрiдрiх (Pfaff Johann Friedrich; 1765 –
1825) – нiмецький математик i астроном. Вiдомий дослiдженнями
з теорiї диференцiальних рiвнянь (рiвняння Пфаффа).

РАУС Едвард Джон (Routh Edward John; 1831 – 1907) – ан-
глiйський механiк i математик. Вiдомий працями з теоретичної ме-
ханiки. Займався проблемами стiйкостi рiвноваги i руху (критерiй
Рауса – Гурвiца). Встановив спецiальний алгоритм для визначення
кiлькостi коренiв алгебричного рiвняння, якi мають додатнi дiйснi
частини (теорема Рауса).

РIККАТI Джакопо Франческо (Riccati Jacopo Francesco;
1676 – 1754) – iталiйський математик та iнженер. Основнi працi сто-
суються iнтегрального числення й диференцiальних рiвнянь, зокре-
ма вiн автор дослiдження про iнтегровнiсть у квадратурах одного
класу диференцiальних рiвнянь першого порядку (спецiальне рiвня-
ння Рiккатi).
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СИЛЬВЕСТР Джеймс Джозеф (Sylvester James Joseph;
1814 – 1897) – англiйський математик. Основнi працi з алгебри (кри-
терiй Сильвестра), теорiї чисел, теорiї ймовiрностей, механiки i ма-
тематичної фiзики.

ТЕЙЛОР Брук (Taylor Brook; 1685 – 1731) – англiйський ма-
тематик. Вивiв загальну формулу (формула Тейлора) розвинення
функцiй у степеневi ряди (ряди Тейлора), започаткував математи-
чну теорiю коливання струни. Автор робiт, присвячених перспективi,
взаємодiї магнiтiв, капiлярностi та iн.

ФРЕДГОЛЬМ Ерiк Iвар (Fredholm Erik Ivar; 1866 – 1927) –
шведський математик. Засновник загальної теорiї лiнiйних iнте-
гральних рiвнянь (рiвняння Фредгольма, теореми Фредгольма).

ФУР’Є Жан Батист Жозеф (Fourier Jean Baptiste Joseph;
1768 – 1830) – французький математик. Найвагомiшi результати
отримав у математичнiй фiзицi. Зокрема, вивiв диференцiальне рiв-
няння теплопровiдностi, розробив метод розв’язування цього рiвня-
ння при певних крайових умовах (метод Фур’є). Його iдеї стали по-
тужним iнструментом математичного дослiдження найрiзноманiтнi-
ших задач, пов’язаних з хвилями i коливаннями (астрономiя, аку-
стика, радiотехнiка та iн.).

ХОПФ Еберхард (Hopf Eberhard; 1902 – 1983) – нiмецький i
американський математик. Основнi роботи стосуються теорiї дина-
мiчних систем i диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.
Займався також астрофiзикою.

ШТУРМ Жак Шарль Франсуа (Sturm Jacques Charles
François; 1803 – 1855) – швейцарський математик. Основнi працi
присвяченi задачам математичної фiзики та пов’язаним з ними кра-
йовим задачам на власнi значення для звичайних диференцiальних
рiвнянь (задача Штурма – Лiувiлля). Заклав основи теорiї коливно-
стi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь. Автор важливих
робiт з оптики i механiки.

ЯКОБI Карл Густав Якоб (Jacobi Carl Gustav Jacob; 1804 –
1851) – нiмецький математик. Йому належать вiдкриття в теорiї чи-
сел, алгебрi, варiацiйному численнi, iнтегральному численнi та тео-
рiї диференцiальних рiвнянь. Дослiджував диференцiальнi рiвняння
динамiки, розробив новi методи їх розв’язування.
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ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК

Альтернатива Фредгольма 305

Варiацiя аргумента 316
– функцiонала 317
Визначник Вронського (вронскi-

ан) 108, 189
– Фредгольма 296
– характеристичний 194
Вiдстань 316
Вронскiан (визначник Вронсько-

го) 108, 189
Вузол нестiйкий 259, 262
– стiйкий 257, 262

Графiк руху 34

Данi початковi 25, 90, 174, 180

Екстремаль 321, 328, 330, 338
– допустима 321, 328, 331, 338

Задача Абеля 269
– варiацiйна 312
– – з кiлькома функцiями 327
– – з похiдними вищого порядку

329
– – найпростiша 318
– з закрiпленими межами 318
– iзопериметрична 312, 334
– Кошi 25, 66, 90, 174, 180, 221,

228
– крайова 161
– – на власнi значення 169
– – неоднорiдна 162
– – однорiдна 162
– початкова (задача Кошi) 25
– про брахiстохрону 313
– геодезичнi лiнiї 314
– Штурма – Лiувiлля 171
Залежнiсть лiнiйна 108, 188
Збурення 242
Значення власне 169

– функцiонала 315

Iзоклiна 31
Iнварiант 148
Iнтеграл диференцiального рiв-

няння 28
– енергiї 323
– загальний 27, 93, 176
– iмпульсу 323
– незалежний 176
– перший 176
– – незалежний 176
– системи 175
Iнтегрант 319, 327, 329

Коефiцiєнт рiвняння 24, 104
– стиснення 78
Коливання вiльне 128
– власне 128
– гармонiчне 126
– – згасаюче 128
– гармонiчне накладене 142
Комбiнацiя iнтегровна 176
Коректнiсть задачi Кошi 87
Крива iнтегральна 19, 174
Критерiй Л’єнара – Шипара 249
– Рауса – Гурвiца 249
– Сильвестра 253

Лагранжiан 338
Лема Лагранжа 319
– основна варiацiйного числення

319
Лiнiї геодезичнi 314
– рiвня 75
– силовi 75

Максимум функцiонала 317
– абсолютний 318
– локальний 317
– – сильний 318
– – слабкий 318
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Метод Бернуллi 63
– варiацiї довiльних сталих 50,

133, 205
– введення параметра 69, 70
– виключення 181
– вiдокремлення змiнних 38
– Д’Аламбера 212
– Ейлера 63, 193
– iзоклiн 31
– iтерацiй (послiдовних набли-

жень) 79
– Лагранжа 50, 133, 205
– множникiв Лагранжа 334
– невизначених коефiцiєнтiв 135,

208
– послiдовних наближень (iтера-

цiй) 79
– степеневих рядiв 154
Метрика 77, 316
Мiнiмум функцiонала 317
– абсолютний 318
– локальний 317
– – сильний 318
– – слабкий 318
Многочлен характеристичний

118
– Чебишова 124
Множник iнтегрувальний 60
– Лагранжа 338

Наближення послiдовнi 80

Обвiдна 29
Область визначення функцiона-

ла 315
Обмеження iзопериметричнi 334
Оператор 78
– iнтегральний Фредгольма 83,

280
– лiнiйний диференцiальний 105
– стискуючий 78

Площина фазова 179
Поверхня iнтегральна 216

Поле напрямiв 30
Положення рiвноваги 242
Портрет фазовий 255
Порядок рiвняння 18
– з частинними похiдними 215
– звичайного диференцiального

18, 104
Принцип варiацiйний 312
– стискуючих вiдображень 79
Прирiст функцiонала 317
Простiр метричний 77
– n-вимiрний евклiдовий 78
– повний 78
– фазовий 179
Пряма фазова 179

Ранг крайової задачi 164
– характеристичного числа 301
Резольвента 288, 292, 300
Резонанс 142
Рiвняння Абеля 271
– автономне 35
– Бернуллi 53
– Бесселя 149
– Вольтерра 268
– диференцiальне 12
– – з частинними похiдними 18,

215
– – звичайне 18
– – сiм’ї кривих 20
– Ейлера 122, 321, 338
– Ейлера – Пуассона 330
– з вiдокремленими змiнними 38
– з вiдокремлюваними змiнними

37
– iнтегральне 267
– – другого роду 268
– – лiнiйне 268
– – – неоднорiдне 269
– – – однорiдне 269
– – першого роду 268
– – спряжене 301
– квазiлiнiйне 225
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Рiвняння Клеро 72
– коливань 126
– – вимушених 126, 141
– – вiльних 126
– Лагерра 160
– Лагранжа 71, 123
– Лежандра 152
– лiнiйне другого порядку 146
– – з частинними похiдними пер-

шого порядку 217
– – зi сталими коефiцiєнтами 116,

135
– – неоднорiдне n-го порядку 104
– – – з частинними похiдними

першого порядку 225
– – – першого порядку 50
– – однорiдне n-го порядку 104
– – – з частинними похiдними

першого порядку 217
– – – першого порядку 50
– – першого порядку 50
– неявне 64
– –, яке мiстить тiльки похiдну 67
–, не розв’язане вiдносно похiдної

64
– однорiдне 42, 100
– першого порядку степеня n 68
– Пфаффа 233
– Рiккатi 63
– самоспряжене 149
– стацiонарне 35
– у повних диференцiалах 57
– Фредгольма 268
– характеристичне 118, 194
– Чебишова 124
– Чебишова – Ермiта 160
Розв’язок звичайного диференцi-

ального рiвняння 19, 24, 64, 90
– – загальний 27, 92
– – – у параметричнiй формi 28,

93
– – комплексний 106

– – особливий 29, 93
– – тривiальний 106
– – у квадратурах 20
– – частинний 29, 93
– рiвняння з частинними похi-

дними 216
– – загальний 220, 227
– iнтегрального рiвняння 269, 280
– – загальний 301
– крайової задачi 162
– системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь 174
– – асимптотично стiйкий 240,

243
– – загальний 175
– – збурений 241
– – комплексний 185
– – незбурений 241
– – нестiйкий 240
– – особливий 175
– – стiйкий (за Ляпуновим) 240,

243
– – тривiальний 184, 242
– – частинний 175
Рух 34, 92, 179, 239
– аперiодичний згасаючий 128
– усталений 180
Ряд степеневий 154
– узагальнений 157

Система автономна 180
– звичайних диференцiальних

рiвнянь першого порядку 173
– лiнiйна 183
– – неоднорiдна 184
– – однорiдна 184
– нормальна 173
– першого наближення 245
– рiвнянь Ейлера 328
– розв’язкiв фундаментальна

111, 192
– спряжена 302
– стацiонарна 180



ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК 355

Система характеристик 218, 226,
227

– характеристична 218
Сiдло 260
Сiм’я iнтегральних кривих 19
Стан спокою 35, 180

Теорема Кошi 26, 81, 92, 174
– Ляпунова 247, 252
– Пеано 25, 92, 174
– про неперервну залежнiсть роз-

в’язкiв вiд параметру 87
– про неперервну залежнiсть роз-

в’язкiв вiд початкових умов
87

– Фредгольма 297, 302, 303
Типи Пуанкаре 256
Точка аналiтичностi рiвняння

155
– нерухома 78
– особлива 28, 157
– – регулярна 157
– простору 78, 315
– рiвноваги 35
– руху початкова 180
– спокою 35, 180, 242
Траєкторiя ортогональна 73
– руху 179

Умова Лiпшiца 84
– необхiдна екстремуму функцiо-

нала 318
– – i достатня лiнiйної незале-

жностi функцiй 110, 190
– – лiнiйної залежностi функцiй

109, 189
– – – незалежностi розв’язкiв 110,

190
– – сумiсностi системи нелiнiй-

них рiвнянь з частинними по-
хiдними першого порядку 232

– повної iнтегровностi рiвняння
Пфаффа 235

Умови крайовi 161
– – однорiднi 162
– початковi 25, 90, 174, 222, 228
– розв’язностi iнтегрального рiв-

няння 303

Фокус нестiйкий 262
– стiйкий 261
Формула Абеля 152
– Ейлера 120
– Остроградського – Лiувiлля

113
– Остроградського – Якобi 191
Формули Пiкара 27
Функцiонал 311
– лiнiйний 316
Функцiя аналiтична 154
– власна 169, 301
– Ґрiна 165
– допустима 319, 327, 329, 334
– Ляпунова 253
– однорiдна 41

Центр 261
Цикл граничний 255

Число характеристичне 118, 194
– ядра характеристичне 297

Ядра iтерованi (повторнi) 288,
291

Ядро вироджене 275, 295
– iнтегрального рiвняння 267
– спряжене 301

ε-окiл 316
– сильний 316
– слабкий 316
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