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Ðîçäië 1

Òî÷êîâi îöiíêè

1.1 Ñòàòèñòèêè òà îöiíêè

Çàäà÷à ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè � îòðèìàòè êîíêðåò-
íi âèñíîâêè ç åêñïåðåìåíòàëüíèõ äàíèõ. Âèõiäíèì ìàòå-
ðiàëîì äëÿ ñòàòèñòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ ðåàëüíîãî ÿâèùà
ñëóæèòü íàáið ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåíü íàä íèì àáî æ
ðåçóëüòàòiâ ñïåöiàëüíî ïîñòàâëåíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ó âè-
ïàäêó, êîëè ðåçóëüòàòè ñïîòåðåæåíü ¹ ÷èñëîâèìè, ¨õ ìîæ-
íà ðîçãëÿäàòè ÿê çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Öÿ âè-
ïàäêîâà âåëè÷èíà ìîæå áóòè ÿê äèñêðåòíîþ, òàê i íåïå-
ðåðâíîþ.

Íåõàé â ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
äåÿêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ïîâòîðèìî öåé åêñïåðèìåíò â
íåçìiííèõ óìîâàõ n ðàçiâ. Ç îðãàíiçîâàíèì òàêèì ÷èíîì
äîñëiäæåííÿì ïîâ'ÿçàíèé n-âèìiðíèé âèïàäêîâèé âåêòîð

X = (X1, X2, . . . , Xn),

äå âèïàäêîâi âåëè÷èíèXi, i = 1, n, íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi
i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi.
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Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâèé âåêòîð X = (X1, X2, . . . , Xn)
çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Rn, óòâîðåíèé ïîñëiäîâíiñòþ íå-
çàëåæíèõ, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X1,
X2, . . . , Xn, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ðîçïîäië G, íàçèâàþòü âè-
áiðêîþ îáñÿãîì n iç ðîçïîäiëó G.

Ïðîñòið Rn, ó ÿêîìó âèáiðêà íàáóâà¹ çíà÷åíü, áóäåìî
íàçèâàòè âèáiðêîâèì ïðîñòîðîì.

Äàëi ìàòèìåìî ñïðàâó ç âèáiðêàìè, ðîçïîäiëè (ôóíê-
öi¨ ðîçïîäiëó) ÿêèõ çàëåæàòü âiä íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ,
ÿêèé ìîæå íàáóâàòè äîâiëüíèõ çíà÷åíü ç äåÿêî¨ ìíîæèíè
ìîæëèâèõ çíà÷åíü Θ ⊂ R.

Çàäà÷à îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ. Íåõàé
x = (x1, x2, . . . , xn) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X = (X1, X2, . . . ,
Xn) ç ðîçïîäiëó F (·; θ). Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ â ðîçïîäiëi
F (·; θ) íåâiäîìå, i éîãî íåîáõiäíî îöiíèòè (íàáëèæåíî âè-
çíà÷èòè) çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹
çàäà÷à îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ.

Ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàäà÷ó
âiäøóêóâàííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ h : Rn → Θ, ùî h(x) ≈ θ,
äå x � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X. Çíà÷åííÿ h(x) ìè é áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè ÿê θ. Îñêiëüêè äëÿ êîæíî¨ ðåàëiçàöi¨ x
çíà÷åííÿ h(x), ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê θ, áóäå ñâî¹, îöií-
êó ïàðàìåòðà θ ìîæíà ââàæàòè âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.

Îçíà÷åííÿ. Áîðåë¹âó ôóíêöiþ h(·), çàäàíó íà âèáið-
êîâîìó ïðîñòîði Rn, çi çíà÷åííÿìè â Θ � ìíîæèíi ìîæëè-
âèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà θ � áóäåìî íàçèâàòè ñòàòèñòèêîþ,
à θ̂ = h(X) = h(X1, X2, . . . , Xn) � áîðåë¹âó ôóíêöiþ âiä
âèáiðêè çi çíà÷åííÿìè â Θ � îöiíêîþ (òî÷êîâîþ îöiíêîþ)
ïàðàìåòðà θ.
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1.2 Âëàñòèâîñòi îöiíîê

Îñíîâíå ïèòàííÿ çàäà÷i îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïî-
äiëiâ � íàñêiëüêè âåëèêîþ ¹ ïîõèáêà ïðè âèêîðèñòàííi
îöiíêè θ̂ ÿê çíà÷åííÿ θ. Êiëüêiñíî ìiðó ïîõèáêè ïðè çàìiíi
θ íà θ̂ (ìiðó ðîçñiþâàííÿ θ̂ âiäíîñíî θ) áóäåìî îïèñóâàòè
âåëè÷èíîþ

δ2 = M|θ̂ − θ|2,

ÿêó íàçèâàþòü ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ ïîõèáêîþ îöiíêè θ̂.
Ñåðåä óñiõ îöiíîê ç îäíi¹þ i òi¹þ æ äèñïåðñi¹þ Dθ̂ íàé-

ìåíøó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ïîõèáêó ìàþòü îöiíêè, äëÿ
ÿêèõ Mθ̂ = θ. Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

δ2 = M|θ̂ − θ|2 = M(θ̂2 − 2θ̂θ + θ2) = Mθ̂2 − 2θMθ̂ + θ2 =

= Mθ̂2 − (Mθ̂)2 + (Mθ̂)2 − 2θMθ̂ + θ2 = Dθ̂ + (Mθ̂ − θ)2.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ÿêùî Mθ̂ = θ, òî ñåðåäíüîêâàäðà-
òè÷íà ïîõèáêà δ2 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â äèñïåðñiþ îöiíêè θ̂.

Îçíà÷åííÿ. Îöiíêà θ̂ ïàðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ íåçìi-
ùåíîþ, ÿêùî Mθ̂ = θ.

Íàî÷íî íåçìiùåíiñòü îöiíêè θ̂ ïàðàìåòðà θ îçíà÷à¹, ùî
ïðè áàãàòîðàçîâîìó âèêîðèñòàííi îöiíêè θ̂ ÿê çíà÷åííÿ θ,
òîáòî, ïðè áàãàòîðàçîâié çàìiíi θ íà θ̂, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
ïîõèáêè θ̂−θ äîðiâíþ¹ íóëåâi. Íåçìiùåíiñòü âêàçó¹ íà âiä-
ñóòíiñòü ñèñòåìàòè÷íî¨ ïîõèáêè.

Äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà θ ìîæíà çàïðîïîíóâàòè áà-
ãàòî îöiíîê θ̂ ç Mθ̂ = θ. Iç ñóêóïíîñòi òàêèõ îöiíîê ïðèðî-
äíî âèáðàòè òi, ùî ìàþòü íàéìåíøó äèñïåðñiþ.

Îçíà÷åííÿ. ßêùî â äåÿêîìó êëàñi íåçìiùåíèõ îöi-
íîê ïàðàìåòðà θ, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííi äèñïåðñi¨, iñíó¹ òàêà
îöiíêà θ̂, ùî Dθ̂ ≤ Dθ̃ äëÿ âñiõ îöiíîê θ̃ iç öüîãî êëàñó, òî
êàæóòü, ùî îöiíêà θ̂ ¹ åôåêòèâíîþ â äàíîìó êëàñi îöiíîê.
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Iíøèìè ñëîâàìè, äèñïåðñiÿ åôåêòèâíî¨ îöiíêè ïàðàìå-
òðà â äåÿêîìó êëàñi íåçìiùåíèõ îöiíîê ¹ ìiíiìàëüíîþ ñå-
ðåä äèñïåðñié âñiõ îöiíîê ç öüîãî êëàñó.

Åôåêòèâíó îöiíêó â êëàñi âñiõ íåçìiùåíèõ îöiíîê áóäå-
ìî íàçèâàòè ïðîñòî åôåêòèâíîþ îöiíêîþ (áåç ñëiâ ¾â êëà-
ñi íåçìiùåíèõ îöiíîê¿). Ó ëiòåðàòóði ç ìàòåìàòè÷íî¨ ñòà-
òèñòèêè çàìiñòü òåðìiíó ¾åôåêòèâíà îöiíêà¿ ìîæíà òàêîæ
çóñòðiòè òàêi íàçâè, ÿê ¾íåçìiùåíà îöiíêà ç ìiíiìàëüíîþ
äèñïåðñi¹þ¿ àáî ¾îïòèìàëüíà îöiíêà¿.

Òåîðåìà (ïðî ¹äèíiñòü åôåêòèâíî¨ îöiíêè). ßêùî
θ̂ i θ̃ � åôåêòèâíi îöiíêè ïàðàìåòðà θ, òî ç éìîâiðíiñòþ 1
âîíè ñïiâïàäàþòü: P{θ̂ = θ̃} = 1.

J Çà óìîâîþ òåîðåìè Dθ̂ = Dθ̃. Íåõàé θ∗ = 1
2
(θ̂ + θ̃).

Òîäi

Dθ∗ =
1

4
(Dθ̂ + Dθ̃) +

1

2
cov(θ̂, θ̃) =

1

2
(Dθ̂ + cov(θ̂, θ̃)).

Îñêiëüêè

|cov(θ̂, θ̃)| ≤
√

Dθ̂Dθ̃ = Dθ̂,

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Dθ∗ =
1

2
|Dθ̂ + cov(θ̂, θ̃)| ≤ 1

2
(Dθ̂ + Dθ̂) ≤ Dθ̂.

Ç öi¹¨ íåðiâíiñòi i òîãî, ùî θ̂ � åôåêòèâíà îöiíêà, âèïëèâà¹,
ùî Dθ∗ = Dθ̂ = Dθ̃. Òîäi

cov(θ̂, θ̃) = Dθ̂ = Dθ̃ =
√

Dθ̂Dθ̃.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü äîçâîëÿ¹ íàì ñòâåðäæóâàòè, ùî âèïàä-
êîâi âåëè÷èíè θ̂ i θ̃ ç éìîâiðíiñòþ 1 ëiíiéíî çàëåæíi, òîáòî
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P{θ̂ = kθ̃+ b} = 1 äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ k i b. Âðàõîâóþ÷è òå,
ùî

Dθ̂ = cov(kθ̃ + b, θ̃) = kDθ̃ = kDθ̂,

îòðèìó¹ìî k = 1. Ç óìîâè íåçìiùåíîñòi îöiíîê âèïëèâà¹,
ùî b = 0:

Mθ̃ = Mθ̂ = M(θ̃ + b) = Mθ̃ + b.

Òàêèì ÷èíîì, P{θ̂ = θ̃} = 1. I
Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi

ùiëüíiñòþ f(x, θ), x ∈ R, θ ∈ Θ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

fX(x; θ) = fX(x1, x2, . . . , xn; θ)

ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà X. Äàëi, ó öüî-
ìó ïàðàãðàôi, ïðè ðîçãëÿäi ôóíêöi¨ fX(x, θ), áóäåìî çàñòî-
ñîâóâàòè äèôåðåíöiþâàííÿ çà ïàðàìåòðîì ïiä çíàêîì ií-
òåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðó. Òîìó áóäåìî ââàæàòè,
ùî Θ � iíòåðâàë íà ïðÿìié R, à ôóíêöiÿ fX(x, θ), x ∈ Rn,
θ ∈ Θ, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðåãóëÿðíîñòi, ÿêi çàáåçïå÷óþòü
çàêîííiñòü âêàçàíèõ îïåðàöié.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ

I(θ) = M

(
∂ ln fX(X; θ)

∂θ

)2

(ÿêùî âîíà âèçíà÷åíà) íàçèâàþòü êiëüêiñòþ iíôîðìàöi¨ çà
Ôiøåðîì.

Òåîðåìà (íåðiâíiñòü Êðàìåðà-Ðàî). ßêùî θ̂ � íåç-
ìiùåíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ i âèêîíóþòüñÿ óìîâè ðåãóëÿð-
íîñòi, òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü Êðàìåðà-Ðàî

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
, (1.1)
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äå I(θ) � êiëüêiñòü iíôîðìàöi¨ çà Ôiøåðîì.
J Íåõàé f(x; θ) > 0 ïðè x ∈ A ⊂ R i f(x; θ) = 0 ïðè

x 6∈ A. Òîäi ùiëüíiñòü

fX(x, θ) = fX(x1, x2, . . . , xn; θ) =
n∏
i=1

f(xi; θ)

ðîçïîäiëó âåêòîðà X = (X1, X2, . . . , Xn) âiäìiííà âiä íóëÿ
íà ìíîæèíi B = A× A× . . .× A ⊂ Rn. Îñêiëüêè∫

Rn

fX(x, θ)dx =

∫
B

fX(x, θ)dx = 1,

òî

∂

∂θ

∫
Rn

fX(x, θ)dx =
∂

∂θ

∫
B

fX(x, θ)dx =

∫
B

∂fX(x, θ)

∂θ
dx =

=

∫
B

∂ ln fX(x, θ)

∂θ
fX(x, θ)dx = 0. (1.2)

Ç óìîâè íåçìiùåíîñòi îöiíêè θ̂ = h(X) = h(X1, X2, . . . ,
Xn) âèïëèâà¹, ùî

Mθ̂ =

∫
Rn

h(x)fX(x, θ)dx =

∫
B

h(x)fX(x, θ)dx = θ.

Òîäi

∂

∂θ

∫
Rn

h(x)fX(x, θ)dx =
∂

∂θ

∫
B

h(x)fX(x, θ)dx =

=

∫
B

h(x)
∂ ln fX(x, θ)

∂θ
fX(x, θ)dx = 1. (1.3)
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Âiäíÿâøè âiä (1.3) ðiâíiñòü (1.2), ïîìíîæåíó íà ïàðàìåòð
θ, îòðèìó¹ìî∫

B

(h(x)− θ)∂ ln fX(x, θ)

∂θ
fX(x, θ)dx = 1.

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, âñòàíîâ-
ëþ¹ìî, ùî

1 ≤
∫
B

(h(x)− θ)2fX(x, θ)dx×

×
∫
B

(
∂ ln fX(x, θ)

∂θ

)2

fX(x, θ)dx = Dθ̂I(θ). (1.4)

Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè. I
Çà óìîâ ðåãóëÿðíîñòi íåðiâíiñòü (1.1) âèçíà÷à¹ íèæíþ

ìåæó äèñïåðñié âñiõ íåçìiùåíèõ îöiíîê ïàðàìåòðà θ. Âå-
ëè÷èíó

e(θ) =
1

I(θ)Dθ̂

íàçèâàþòü ïîêàçíèêîì åôåêòèâíîñòi â ðîçóìiííi Êðàìåðà-
Ðàî. Iç (1.1) âèïëèâà¹, ùî 0 < e(θ) ≤ 1 äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåç-
ìiùåíî¨ îöiíêè ïàðàìåòðà θ.

Îçíà÷åííÿ. Íåçìiùåíó îöiíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ íàçè-
âàþòü åôåêòèâíîþ â ðîçóìiííi Êðàìåðà-Ðàî, ÿêùî ïîêàç-
íèê åôåêòèâíîñòi e(θ) = 1.

Çàóâàæåííÿ. Ðiâíiñòü

Dθ̂ =
1

I(θ)

ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

∂ ln fX(x, θ)

∂θ
= c(θ)(h(x)− θ) (1.5)
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ïðè âñiõ x ∈ Rn. Öå âèïëèâà¹ ç íåîáõiäíèõ i äîñòàòíiõ óìîâ
ïåðåòâîðåííÿ â ðiâíiñòü íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî.
Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ, ïðè âèêîíàííi óìîâ ðåãóëÿðíî-
ñòi, ¹ êðèòåði¹ì åôåêòèâíîñòi íåçìiùåíî¨ îöiíêè.

Çàóâàæåííÿ. Ç òåîðåìè ïðî ¹äèíiñòü åôåêòèâíî¨ îöií-
êè âèïëèâà¹, ùî åôåêòèâíà îöiíêà â ðîçóìiííi Êðàìåðà-
Ðàî ¹ åôåêòèâíîþ.

Çàóâàæåííÿ. Íåðiâíiñòü Êðàìåðà-Ðàî ìà¹ ìiñöå i â
äèñêðåòíîìó âèïàäêó. ßêùî ðîçïîäië âèïàäêîâîãî âåêòî-
ðà X = (X1, X2, . . . , Xn) äèñêðåòíèé, òî fX(x, θ) � öå éìî-
âiðíiñòü ïîäi¨ {X = x}. Ïðè öüîìó fX(x, θ) > 0 ëèøå äëÿ
ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê x ∈ Rn. Äîâå-
äåííÿ íåðiâíîñòi (1.1) ó öüîìó âèïàäêó ¹ ïîâòîðåííÿì äî-
âåäåííÿ îñòàííüî¨ òåîðåìè ç î÷åâèäíèìè çìiíàìè.

×àñòî ìîæíà ðîçãëÿäàòè íå îäíó îöiíêó θ̂ = h(X) =
h(X1, X2, . . . , Xn), ïîáóäîâàíó çà âèáiðêîþX = (X1, X2, . . . ,
Xn), à ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê θ̂n = hn(X1, X2, . . . , Xn), n =
1, 2, . . . . Ó öié ñèòóàöi¨ ïðèðîäíî ãîâîðèòè ïðî àñèìïòî-
òè÷íó ïîâåäiíêó ïîñëiäîâíîñòi îöiíîê θ̂n.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê θ̂n, n = 1, 2, . . . , ïà-
ðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ êîíçèñòåíòíîþ (ñëóøíîþ, çìiñòîâ-
íîþ), ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî θ, òîáòî äëÿ
êîæíîãî ε > 0 P{|θ̂n − θ| > ε} → 0 ïðè n→∞.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê θ̂n, n = 1, 2, . . . , ïà-
ðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ, ÿêùî
Mθ̂n → θ ïðè n→∞.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü íåçìiùåíèõ îöiíîê θ̂n, n =
1, 2, . . . , ïàðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî åôåêòèâ-
íîþ, ÿêùî e(θ)→ 1 ïðè n→∞.

Çàóâàæåííÿ. Íàäàëi ïîíÿòòÿ ¾îöiíêà¿ áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè òàêîæ ó øèðîêîìó ðîçóìiííi ÿê ïîñëiäîâíiñòü
îöiíîê.
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Ïðèêëàä (îöiíêà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íîð-
ìàëüíîãî ðîçïîäiëó). Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âè-
áiðêà iç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç íåâiäîìèì ìàòåìàòè÷íèì
ñïîäiâàííÿì a i âiäîìîþ äèñïåðñi¹þ σ2. Ïåðåâiðèòè íåçìi-
ùåíiñòü, êîíçèñòåíòíiñòü òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè

â = X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

ïàðàìåòðà a.
Çà óìîâîþ MXi = a, i = 1, n. Òîäi, âðàõîâóþ÷è ëiíié-

íiñòü ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, îòðèìó¹ìî

MX̄ = M

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

MXi =

=
1

n

n∑
i=1

a =
1

n
na = a, (1.6)

à öå é îçíà÷à¹, ùî X̄ ¹ íåìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà a.
Îñêiëüêè X1, X2, . . . , Xn � íåçàëåæíi òà îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çi ñêií÷åííîþ äèñïåðñi¹þ σ2,
òî çãiäíî ç çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë ó ôîðìi ×åáèøåâà äëÿ
áóäü-ÿêîãî ε > 0

P{|X̄ − a| > ε} → 0, n→∞. (1.7)

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ êîíçèñòåíòíiñòü îöií-
êè X̄.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî X̄ ¹ åôåêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåò-
ðà a. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi
(1.5). Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà X = (X1,
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X2, . . . , Xn) ìà¹ âèãëÿä

fX(x; a) = fX(x1, x2, . . . , xn; a) =

=
n∏
i=1

1√
2πσ

exp

{
−(xi − a)2

2σ2

}
=

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2

}
.

Òîäi

∂ ln fX(x; a)

∂a
=

∂

∂a

(
−n

2
ln(2πσ2)− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2

)
=

= − 1

2σ2

n∑
i=1

∂

∂a
(xi − a)2 =

1

σ2

n∑
i=1

(xi − a) =

=
1

σ2

(
n∑
i=1

xi − na

)
=

n

σ2
(x̄− a).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî â = X̄ � åôåêòèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà
a.

Ïðèêëàä (îöiíêà äèñïåðñi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäi-
ëó ïðè âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi). Íåõàé
X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç íîðìàëüíîãî ðîçïîäi-
ëó N(a, σ2), i íåõàé ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ a � âiäîìå,
à äèñïåðñiÿ σ2 � íåâiäîìà. Ïåðåâiðèòè íåçìiùåíiñòü, êîí-
çèñòåíòíiñòü òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2.

ïàðàìåòðà σ2.
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Íåçìiùåíiñòü îöiíêè σ̂2 âèïëèâà¹ ç íàñòóïíèõ ñïiââiä-
íîøåíü:

Mσ̂2 =
1

n

n∑
i=1

M(Xi − a)2 =
1

n

n∑
i=1

M(Xi −MXi)
2 =

=
1

n

n∑
i=1

σ2 =
1

n
nσ2 = σ2.

Ïîêàæåìî, ùî σ̂2 ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ. Çãiäíî ç
äðóãîþ íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà

P
{
|σ̂2 − σ2| > ε

}
≤ Dσ̂2

ε2
.

Çíàéäåìî äèñïåðñiþ îöiíêè σ̂2:

Dσ̂2 = D

(
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)
=

=
1

n2

n∑
i=1

D(Xi − a)2 =
1

n2

n∑
i=1

D(Xi −MXi)
2 =

=
1

n2

n∑
i=1

(
M(Xi −MXi)

4 −
(
M(Xi −MXi)

2
)2
)

=

=
1

n2

n∑
i=1

(3σ4 − σ4) =
2σ4

n
.

Òîäi

P
{
|σ̂2 − σ2| > ε

}
≤ 2σ4

nε2
→ 0, n→∞.

Öå äîâîäèòü êîíçèñòåíòíiñòü îöiíêè σ̂2.
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Äîâåäåìî åôåêòèâíiñòü îöiíêè σ̂2. Äëÿ öüîãî ïîçíà÷è-
ìî θ = σ2 i ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi (1.5) äëÿ ùiëü-
íîñòi fX(x; θ), x ∈ Rn, âèïàäêîâîãî âåêòîðà X = (X1,
X2, . . . , Xn). Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüîãî ïðèêëà-
äó, ìà¹ìî

∂ ln fX(x; θ)

∂θ
=

∂

∂θ

(
−n

2
ln(2πθ)− 1

2θ

n∑
i=1

(xi − a)2

)
=

= − n

2θ
+

1

2θ2

n∑
i=1

(xi − a)2 =
n

2θ2

(
1

n

n∑
i=1

(xi − a)2 − θ

)
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî σ̂2 � åôåêòèâíà îöiíêà
ïàðàìåòðà σ2.

Çàóâàæåííÿ. Íàâåäåíi ó öüîìó ïàðàãðàôi âëàñòèâîñòi
îöiíîê ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê, êîëè θ � âåêòîðíèé
ïàðàìåòð, òîáòî θ = (θ1, θ2, . . ., θs) ∈ Θ ⊂ Rs.

Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî êîëè äèñïåðñiÿ íåçìiùåíî¨ îöií-
êè ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n→∞, òî öÿ îöiíêà ¹ êîíçèñòåíò-
íîþ.

1.3 Åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç ðîçïîäiëó F .
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) = P{Xi < x},
x ∈ R, i = 1, n, íåâiäîìà i ¨¨ íåîáõiäíî îöiíèòè.

Îçíà÷åííÿ. Åìïiðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó íàçèâà-
¹òüñÿ ôóíêöiÿ F̂n âèçíà÷åíà íà R ðiâíiñòþ

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi<x},

äå I{Xi<x} � iíäèêàòîð ïîäi¨ {Xi < x}.
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Çàóâàæåííÿ. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ R åìïi-
ðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F̂n(x) ÿê ôóíêöiÿ âèïàäêîâîãî
âåêòîðà (X1, X2, . . . , Xn) ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.

Ó ïðîöåñi ïîáóäîâè ãðàôiêà åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïî-
äiëó (à òî÷íiøå ¨¨ ðåàëiçàöi¨) ìè ñòèêà¹ìîñÿ ç çàäà÷åþ âïî-
ðÿäêóâàííÿ òî÷îê ¨¨ ñòðèáêiâ � âèáiðêîâèõ çíà÷åíü.

Íåõàé (x1, x2, . . . , xn) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè (X1, X2, . . . ,
Xn). Ðîçòàøó¹ìî ÷èñëà x1, x2, . . . , xn ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ:

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n), (1.8)

äå x(1) � íàéìåíøå, x(n) � íàéáiëüøå ñåðåä çíà÷åíü x1,
x2, . . . , xn.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë x(1), x(2), . . . , x(n), ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.8), íàçèâàþòü âàðiàöiéíèì ðÿäîì
ïîñëiäîâíîñòi x1, x2, . . . , xn àáî ïðîñòî âàðiàöiéíèì ðÿäîì.
×èñëî x(i), i = 1, n, íàçèâàþòü i-ì ÷ëåíîì âàðiàöiéíîãî
ðÿäó.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X(i), i = 1, n, âèïàäêîâó âåëè÷èíó,
ÿêà ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ âèáiðêè (X1, X2, . . . , Xn) íàáóâà¹
çíà÷åííÿ, ùî äîðiâíþ¹ i-ìó ÷ëåíó âàðiàöiéíîãî ðÿäó.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X(1),
X(2), . . . , X(n) íàçèâàþòü âàðiàöiéíèì ðÿäîì ïîñëiäîâíî-
ñòi X1, X2, . . . , Xn. Ïðè öüîìó X(i), i = 1, n, íàçèâàþòü i-ì
÷ëåíîì âàðiàöiéíîãî ðÿäó âèáiðêè.

Íåõàé ñåðåä ÷ëåíiâ âàðiàöiéíîãî ðÿäó x(1), x(2), . . . , x(n)

¹ r ðiçíèõ ÷èñåë, ÿêi òàêîæ âïîðÿäêîâàíî çà çðîñòàííÿì.
Ïîçíà÷èìî ¨õ z(1), z(2), . . . , z(r). Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíå ç
íèõ ïîâòîðþ¹òüñÿ âiäïîâiäíî n1, n2, . . . , nr ðàçiâ, ïðè öüî-

ìó î÷åâèäíî, ùî
r∑
i=1

ni = n. Òîäi ðåàëiçàöiþ åìïiðè÷íî¨
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ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

F̂n(x) =
1

n

∑
i: z(i)<x

ni =



0, x ≤ z(1);
n1

n
, z(1) < x ≤ z(2);

n1+n2

n
, z(2) < x ≤ z(3);

. . .

1, x > z(r).

(1.9)

Iç âèùåíàâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷å-
ííÿõ âèáiðêè, F̂n(x) ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó x ¹ äèñêðåòíîþ
ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó. Ðîçïîäië

(
z(i),

ni
n

)
, i = 1, r, ùî ¨é âiä-

ïîâiäà¹, íàçèâà¹òüñÿ åìïiðè÷íèì.
Òåîðåìà (ïðî âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîç-

ïîäiëó). Äëÿ êîæíîãî x ∈ R çíà÷åííÿ åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó F̂n(x) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) âèïàäêîâà âåëè÷èíà nF̂n(x) ìà¹ áiíîìiàëüíèé ðîçïî-
äië ç ïàðàðàìåòðàìè n, F (x):

P

{
F̂n(x) =

k

n

}
= Ck

nF
k(x)(1− F (x))n−k, k = 0, n;

2) F̂n(x) ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó F (x):

MF̂n(x) = F (x);

3) F̂n(x) ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó F (x): äëÿ êîæíîãî ε > 0

P(|F̂n(x)− F (x)| > ε)→ 0, n→∞.

J Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå x ∈ R. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâ-
íiñòü iç n âèïðîáóâàíü, â ÿêèõ i-ì óñïiõîì íàçèâà¹òüñÿ
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ïîäiÿ {Xi < x}, i = 1, n. Îñêiëüêè X1, X2, . . . , Xn íåçà-
ëåæíi òà îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî äà-
íà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ñõåìîþ âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi, ïðè÷îìó
éìîâiðíiñòü óñïiõó íå çàëåæèòü âiä íîìåðà âèïðîáóâàííÿ
i äîðiâíþ¹ p = P{Xi < x} = F (x). Âèïàäêîâà âåëè÷èíà

nF̂n(x) =
n∑
i=1

I{Xi<x} � öå êiëüêiñòü óñïiõiâ â n âèïðîáóâàí-

íÿõ Áåðíóëëi. Îòæå,

P
{
nF̂n(x) = k

}
= Ck

np
k(1− p)n−k =

= Ck
nF

k(x)(1− F (x))n−k, k = 0, n,

ùî i äîâîäèòü 1).
Âëàñòèâiñòü 2) âèâîäèòüñÿ ç ëiíiéíîñòi ìàòåìàòè÷íîãî

ñïîäiâàííÿ òà ç ôîðìóëè äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
iíäèêàòîðíî¨ âåëè÷èíè:

M(F̂n(x)) =
1

n

n∑
i=1

M(I{Xi<x}) =
1

n

n∑
i=1

p = p = F (x).

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü 3). Çà îçíà÷åííÿì âåëè÷èíà F̂n(x)
¹ âiäíîñíîþ ÷àñòîòîþ óñïiõiâ â n âèïðîáóâàííÿõ çà ñõåìîþ
Áåðíóëëi. Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ Áåðíóëëi çàêîíó âåëè-
êèõ ÷èñåë F̂n(x) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ ïðè n → ∞ äî
éìîâiðíîñòi óñïiõó â îäíîìó âèïðîáóâàííi p = F (x). Öå
îçíà÷à¹, ùî F̂n(x) ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ äëÿ F (x). I

1.4 Âèáiðêîâi ìîìåíòè

Íåõàé X � âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó
F (x), x ∈ R. Íàãàäà¹ìî, ùî çíàþ÷è F , ìîæíà çàïèñàòè
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ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ôóíêöi¨ g(X) ó âèãëÿäi

Mg(X) =

∞∫
−∞

g(x)F (dx),

äå îñòàííié iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì Ñòiëüòü¹ñà. Ó âèïàäêó,
êîëè g(X) = Xk, àáî g(X) = (X−MX)k, k ≥ 0, îòðèìó¹ìî
âiäïîâiäíî ïî÷àòêîâi ìîìåíòèmk i öåíòðàëüíi ìîìåíòèm0

k

ïîðÿäêó k âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X:

mk = MXk =

∞∫
−∞

xkF (dx),

m0
k = M(X −MX)k =

∞∫
−∞

(x−MX)kF (dx).

Çîêðåìà, ïðè g(X) = X i g(X) = (X −MX)2 îòðèìó¹ìî
ôîðìóëè âiäïîâiäíî äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ i äèñ-
ïåðñi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X.

Â ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi âñi öi ÷èñëîâi õàðàêòåðè-
ñòèêè, à òàêîæ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
X íàçèâàþòü òåîðåòè÷íèìè.

Âiäçíà÷èìî, ùî ìiæ òåîðåòè÷íèìè öåíòðàëüíèìè i ïî-
÷àòêîâèìè ìîìåíòàìè iñíó¹ ïðîñòèé çâ'ÿçîê. Ñïðàâäi,

m0
k = M(X −MX)k = M

k∑
i=0

Ci
kX

i(−MX)k−i =

=
k∑
i=0

Ci
kMX i(−MX)k−i =

k∑
i=0

(−1)k−iCi
kmi(m1)k−i =

=
k∑
i=2

(−1)k−iCi
kmi(m1)k−i + (−1)k−1(k − 1)(m1)k. (1.10)
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Âèïèøåìî öåé çâÿçîê ìiæ ìîìåíòàìè äëÿ ïåðøèõ ÷îòè-
ðüîõ çíà÷åíü k:

m0
0 = 1, m0

1 = 0, m0
2 = m2 − (m1)2,

m0
3 = m3 − 3m2m1 + 2(m1)2,

m0
4 = m4 − 4m3m1 + 6m2(m1)2 − 3(m1)4.

Íåõàé X = (X1, X2 . . . , Xn) � âèáiðêà, F̂n(x), x ∈ R, �
åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, ïîáóäîâàíà çà ðåàëiçàöi¹þ
x = (x1, x2, . . . , xn) âèáiðêè X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X̃ âèïàä-
êîâó âåëè÷èíó ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F̂n. Çà îçíà÷åííÿì
ïî÷àòêîâi i öåíòðàëüíi ìîìåíòè k-ãî ïîðÿäêó âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè X̃ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü

m̂k(x) = MX̃k =
1

n

r∑
i=1

zk(i)ni =
1

n

n∑
i=1

xki ,

m̂0
k(x) = M(X̃ −MX̃)k =

=
1

n

r∑
i=1

(z(i) −MX̃)kni =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)k,

äå x̄ = m̂1(x), z(i), i = 1, r � ìîæëèâi çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè X̃, à ni

n
� éìîâiðíîñòi öèõ çíà÷åíü (äèâ. (1.9)).

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà

m̂k = m̂k(X) =
1

n

n∑
i=1

Xk
i

íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâèì ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó k.
Çîêðåìà, âèáiðêîâèé ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó
X̄ = m̂1(X) íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâèì ñåðåäíiì.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà

m̂0
k = m̂0

k(X) =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k
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íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâèì öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó
k. Çîêðåìà, âèáiðêîâèé öåíòðàëüíèé ìîìåíò äðóãîãî ïî-
ðÿäêó σ̂2 = m̂0

2(X) íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâîþ äèñïåðñi¹þ.
Çàóâàæåííÿ. Ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X ìî-

ìåíòè m̂k, m̂
0
k ¹ òåîðåòè÷íèìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêó k âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X̃, i òîìó âîíè çàäîâîëüíÿþòü âñi âëàñ-
òèâîñòi òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâ.

Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüîãî çàóâàæåííÿ, íàïðèêëàä, ìîæ-
íà ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ âèáiðêîâèõ ïî÷àòêîâèõ i öåíò-
ðàëüíèõ ìîìåíòiâ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.10). Çî-
êðåìà, ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

σ̂2 = m̂2 − (m̂1)2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2.

Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî öåíòðàëüíi ìîìåíòè ¹ iíâàðiàíòíè-
ìè âiäíîñíî çñóâiâ, òîáòî äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ c

m̂0
k =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k =

=
1

n

n∑
i=1

(
(Xi − c)−

1

n

n∑
i=1

(Xi − c)

)k

. (1.11)

Òåîðåìà (ïðî âëàñòèâîñòi âèáiðêîâîãî ñåðåäíüî-
ãî). Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
çi ñêií÷åííîþ äèñïåðñi¹þ, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ2. Òîäi
îöiíêà X̄ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a = MX1 ¹ íåçìiùå-
íîþ, êîíçèñòåíòíîþ òà åôåêòèâíîþ â êëàñi âñiõ ëiíiéíèõ
îöiíîê, òîáòî îöiíîê âèãëÿäó

θ̃ =
n∑
i=1

αiXi,
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äå α1, α2, . . . , αn � äîâiëüíi ñòàëi òàêi, ùî
n∑
i=1

αi = 1.

J Íåçìiùåíiñòü i êîíçèñòåíòíiñòü îöiíêè X̄ âèïëèâà¹ ç
ðiâíîñòi (1.6) i ñïiââiäíîøåííÿ (1.7) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåìî, ùî âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄ ¹ åôåêòèâíîþ îöií-
êîþ ïàðàìåòðà a â êëàñi âñiõ ëiíiéíèõ îöiíîê. Äëÿ öüîãî
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

Dθ̃ = D
n∑
i=1

αiXi =
n∑
i=1

α2
iDXi = σ2

n∑
i=1

α2
i ,

äå σ2 ≡ DX1, íàáóâà¹ ñâîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè
αi = 1

n
, òîáòî êîëè θ̃ = X̄.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ óìîâíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨

g(α1, α2, . . . , αn) =
n∑
i=1

α2
i

ïðè óìîâi
n∑
i=1

αi = 1

ñêëàäåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L(α1, α2, . . . , αn;λ) =
n∑
i=1

α2
i + λ

(
n∑
i=1

αi − 1

)
,

äå λ � ìíîæíèê Ëàãðàíæà. Çàïèøåìî íåîáõiäíi óìîâè
iñíóâàííÿ óìîâíîãî åêñòðåìóìó:

∂L
∂αi

= 2αi + λ = 0, i = 1, n,

∂L
∂λ

=
n∑
i=1

αi − 1 = 0.
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Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, çíàõîäèìî λ = − 2
n
i αi = 1

n
,

i = 1, n, i ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî ïðè öèõ çíà÷åííÿõ
àðãóìåíòiâ ôóíêöiÿ g(α1, α2, . . . , αn) ìà¹ óìîâíèé ìiíiìóì.
I

Òåîðåìà (ïðî âëàñòèâîñòi âèáiðêîâî¨ äèñïåðñi¨).
ßêùî X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ñêií-
÷åííîþ äèñïåðñi¹þ σ2, òî âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ σ̂2 � çìiùå-
íà êîíçèñòåíòíà îöiíêà σ2.

J Âðàõîâóþ÷è òå, ùî îöiíêà σ̂2 iíâàðiàíòíà âiäíîñíî
çñóâiâ (äèâ. ôîðìóëó (1.11)), çîêðåìà, íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè
âiäíiìàííi âiä Xi ¨õ ñïiëüíîãî ñåðåäíüîãî a = MXi, ìîæíà
ââàæàòè, ùî a = MXi = 0. Òîäi

Mσ̂2 = M

(
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

)
=

1

n

n∑
i=1

MX2
i −MX̄2 =

=
1

n

n∑
i=1

DXi −DX̄ =
1

n
nσ2 − σ2

n
=
n− 1

n
σ2 6= σ2,

òîáòî σ̂2 � çìiùåíà îöiíêà äëÿ äèñïåðñi¨.
Ïîêàæåìî, ùî σ̂2 ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ. Äîâåäåí-

íÿ ïðîâåäåìî äëÿ âèïàäêó, êîëè iñíóþòü ìîìåíòè äàíîãî
ðîçïîäiëó äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Çãiäíî ç äðó-
ãîþ íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà

P

{∣∣∣∣σ̂2 − n− 1

n
σ2

∣∣∣∣ > ε

}
≤ Dσ̂2

ε2
. (1.12)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè σ̂2 ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîð-
ìóëîþ

Dσ̂2 = M(σ̂2)2 − (Mσ̂2)2.
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Îñêiëüêè

(σ̂2)2 =

(
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

)2

=

=
1

n2

(
n∑
i=1

X2
i

)2

− 2X̄2 1

n

n∑
i=1

X2
i + X̄4,

òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

M(σ̂2)2 =
1

n2
M

(
n∑
i=1

X2
i

)2

−

− 2

n
M

(
X̄2

n∑
i=1

X2
i

)
+ MX̄4. (1.13)

Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà ó ôîðìóëi (1.13) ìà¹ìî

M

(
n∑
i=1

X2
i

)2

= M

(
n∑
i=1

X4
i +

∑
i 6=j

X2
iX

2
j

)
=

=
n∑
i=1

MX4
i +

∑
i 6=j

MX2
i MX2

j =

=
n∑
i=1

m0
4 +

∑
i 6=j

σ2σ2 = nm0
4 + n(n− 1)σ4. (1.14)

Ñïðîñòèìî äðóãèé äîäàíîê ó ôîðìóëi (1.13):

M

(
X̄2

n∑
i=1

X2
i

)
=

1

n2
M

( n∑
j=1

Xj

)2 n∑
i=1

X2
i

 =

=
1

n2
M

((
n∑
j=1

X2
j +

∑
j 6=k

XjXk

)
n∑
i=1

X2
i

)
=



24 Ðîçäië 1. Òî÷êîâi îöiíêè

=
1

n2
M

(
n∑
j=1

X2
j

n∑
i=1

X2
i

)
+

1

n2
M

(
n∑
i=1

X2
i

∑
j 6=k

XjXk

)
.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî

M
∑
i: i 6=k

XiXk =
∑
i: i 6=k

MXiMXk = 0,

îòðèìó¹ìî
n∑
i=1

X2
i

∑
j 6=k

XjXk =

=
∑

i 6=j,i6=k,j 6=k

M(X2
iXjXk) + 2

∑
i 6=j

X3
iXj = 0.

Çâiäñè

M

(
X̄2

n∑
i=1

X2
i

)
=

1

n2
M

(
n∑
j=1

X2
j

n∑
i=1

X2
i

)
=

=
1

n2
M

(
n∑
i=1

X4
i +

∑
i 6=j

X2
iX

2
j

)
=

=
1

n2

(
nm0

4 + n(n− 1)σ4
)
. (1.15)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

MX̄4 =
1

n4

(
n∑
i=1

Xi

)4

=
m0

4 + 3(n− 1)σ4

n3
. (1.16)

Ïiäñòàâèâøè (1.14), (1.15), (1.16) ó (1.13), îòðèìó¹ìî

M(σ̂2)2 =
nm0

4 + n(n− 1)σ4

n2
−

− 2(nm0
4 + n(n− 1)σ4)

n3
+
m0

4 − 3σ4

n3
=



1.4. Âèáiðêîâi ìîìåíòè 25

= σ4 +
m0

4 − 3σ4

n
− 2m0

4 − 5σ4

n2
+
m4 + 3(n− 1)σ4

n3
.

Îñêiëüêè Mσ̂2 = σ2 − σ2

n
, îñòàòî÷íî âèâîäèìî

Dσ̂2 =
m0

4 − σ4

n
− 2(m0

4 − 2σ4)

n2
+
m0

4 − 3σ4

n3
.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç äëÿ Dσ̂2 ó äðóãó íåðiâíiñòü ×åáèøåâà
(1.12) i ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè n→∞, âñòàíîâëþ¹ìî,
ùî âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ σ̂2 ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ äëÿ
σ2. I

Çàóâàæåííÿ. Ç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî îöiíêà

S2 =
n

n− 1
σ̂2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

¹ íåçìiùåíîþ i êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ σ2. �¨ íà-
çèâàþòü âèïðàâëåíîþ âèáiðêîâîþ äèñïåðñi¹þ.

Ñïðàâäi,

MS2 =
n

n− 1
Mσ̂2 =

n

n− 1

n− 1

n
σ2 = σ2,

DS2 =
n2

(n− 1)2
Dσ̂2 → 0, n→∞,

à öå é îçíà÷à¹ íåçìiùåíiñòü i êîíçèñòåíòíiñòü S2.
Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà äîâåñòè, ùî âèáiðêîâi ïî÷àòêîâi

i öåíòðàëüíi ìîìåíòè ¹ êîíçèñòåíòíèìè îöiíêàìè âiäïî-
âiäíèõ òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâ, ÿêùî òiëüêè âîíè iñíóþòü.
Îäíàê öi îöiíêè, êðiì X̄, ¹ çìiùåíèìè.
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1.5 Ìåòîä ìîìåíòiâ

Ìåòîä ìîìåíòiâ áóâ çàïðîïîíîâàíèé àíãëiéñüêèì ñòà-
òèñòèêîì Ê. Ïiðñîíîì i ¹ îäíèì iç ïåðøèõ çàãàëüíèõ ìåòî-
äiâ îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ. Öåé ìå-
òîä ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó.

ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·, θ).
Ðîçïîäië F (·, θ) çàëåæèòü âiä íåâiäîìîãî âåêòîðíîãî ïàðà-
ìåòðà θ = (θ1, θ2, . . . , θs), ÿêèé íàáóâà¹ çíà÷åíü iç ìíîæèíè
Θ ⊂ Rs. Íåîáõiäíî çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà θ çà ðåàëiçà-
öi¹þ x = (x1, x2, . . . , xn) âèáiðêè X.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ äàíîãî ðîçïîäiëó iñíóþòü ïåð-
øi s ìîìåíòiâ, ÿêi, î÷åâèäíî, ¹ ôóíêöiÿìè âåêòîðíîãî àðãó-
ìåíòó θ:

mk = mk(θ) =

∞∫
−∞

xkF (dx; θ), k = 1, s.

Ðîçãëÿíåìî âèáiðêîâi ìîìåíòè

m̂k = m̂k(X) =
1

n

n∑
i=1

Xk
i .

Íàãàäà¹ìî, ùî âèáiðêîâi ìîìåíòè m̂k ¹ êîíçèñòåíòíèìè
îöiíêàìè âiäïîâiäíèõ òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâ mk. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ïðè âåëèêîìó îáñÿçi âèáiðêè n çíà÷åííÿ îöiíîê
m̂k = m̂k(x), äå x � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X, ¹ áëèçüêèìè äî
âiäïîâiäíèõ ìîìåíòiâ mk.

Çãiäíî ç ìåòîäîì ìîìåíòiâ â ÿêîñòi òî÷êîâî¨ îöiíêè
θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂n) âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ áåðóòü îöiíêó,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ äëÿ äîâiëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X îòðè-
ìóþòü ÿê ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

m̂k = mk(θ), k = 1, s.
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Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà óìîâè íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîç-
â'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè âiä m̂k, k = 1, s, îöiíêà, îòðèìàíà ìå-
òîäîì ìîìåíòiâ, ¹ êîíçèñòåíòíîþ i ìà¹ àñèìïòîòè÷íî íîð-
ìàëüíèé ðîçïîäië, òîáòî ¨¨ ðîçïîäië ïðè n→∞ ïðÿìó¹ äî
íîðìàëüíîãî.

Ïðèêëàä. Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ a òà σ2 íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó

f(x; a, σ2) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè a òà σ2 òåîðå-
òè÷íi ìîìåíòèm1(a, σ2) òàm2(a, σ2) âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü

m1(a, σ2) = a, m2(a, σ2) = m0
2(a, σ2)+(m1(a, σ2))2 = σ2+a2.

Íåõàé x = (x1, x2, . . . xn) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X iç ðîç-
ïîäiëó N(a, σ2). Òîäi

m̂1 =
1

n

n∑
i=1

xi, m̂2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i .

Ïðèðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ âèáiðêîâèõ ìîìåíòiâ m̂1 òà m̂2

äî âiäïîâiäíèõ òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâm1(a, σ2) òàm2(a, σ2),
îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

1
n

n∑
i=1

xi = a,

1
n

n∑
i=1

x2
i = σ2 + a2,

çâiäêè çíàõîäèìî çíà÷åííÿ îöiíîê

â =
1

n

n∑
i=1

xi, σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i −

(
1

n

n∑
i=1

xi

)2

.
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Îòæå, îöiíêàìè ìåòîäó ìîìåíòiâ äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî a i
äèñïåðñi¨ σ2 íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ¹ âiäïîâiäíî âèáiðêîâå
ñåðåäí¹

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

i âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2.

1.6 Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨

ïðàâäîïîäiáíîñòi

Îäíèì iç íàéáiëüø óíiâåðñàëüíèõ ìåòîäiâ îöiíþâàííÿ
ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ ¹ ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiá-
íîñòi, çàïðîïîíîâàíèé àíãëiéñüêèì ñòàòèñòèêîì Ð. Ôiøå-
ðîì.

ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·, θ),
äå θ = (θ1, θ2, . . . , θs) ∈ Θ ⊂ Rs. Ïàðàìåòð θ � íåâiäîìèé,
i éîãî íåîáõiäíî îöiíèòè çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X. ßê
i ðàíiøå, ÷åðåç fX(x; θ) = fX(x1, x2, . . . , xn; θ) áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà X ó âè-
ïàäêó, êîëè âií àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, i éìîâiðíiñòü ïîäi¨
{X = x}, ÿêùî âåêòîð X � äèñêðåòíèé.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè X =
(X1, X2, . . . , Xn) áóäåìî íàçèâàòè âèïàäêîâó ôóíêöiþ L(θ)
àðãóìåíòó θ ∈ Θ ⊂ Rs, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

L(θ) = fX(X; θ).

Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñi ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî çà îöiíêó ïàðàìåòðà θ âèáèðà¹òüñÿ îöiíêà θ̂ = (θ̂1,
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θ̂2, . . . , θ̂n), çíà÷åííÿ ÿêî¨ ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ x âèáið-
êè X ìàêñèìiçó¹ ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(θ):

L(θ̂) = max
θ∈Θ

L(x, θ).

Òî÷êîâà îöiíêà, çíàéäåíà ó òàêèé ñïîñiá, íàçèâà¹òüñÿ îöií-
êîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

Âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ L(θ) i lnL(θ) äîñÿãàþòü íàé-
áiëüøîãî çíà÷åííÿ â îäíié i òié ñàìié òî÷öi. À çíàõîäèòè
òî÷êó, â ÿêié ôóíêöiÿ lnL(θ) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åí-
íÿ, ÷àñòî çðó÷íiøå.

Ëîãàðèôì âiä ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi íàçèâàþòü ëî-
ãàðèôìi÷íîþ ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

ßêùî ôóíêöiÿ L(θ) äèôåðåíöiéîâíà ïðè áóäü-ÿêié ðåà-
ëiçàöi¨ x âèáiðêèX i ìàêñèìóì L(θ) äîñÿãà¹òüñÿ ó âíóòðiø-
íié òî÷öi ìíîæèíè Θ, òî çíà÷åííÿ îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨
ïðàâäîïîäiáíîñòi çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (íåîáõiäíi óìîâè
åêñòðåìóìó)

∂ lnL(θ)

∂θk
= 0, k = 1, s. (1.17)

Ðiâíÿííÿ (1.17) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿìè ïðàâäîïîäiáíîñòi.
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà óìîâ ðåãóëÿðíîñòi ôóíêöi¨ fX(x;

θ) îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi θ̂n ¹ êîíçèñòåí-
òíîþ, àñèìïòîòè÷íî åôåêòèâíîþ i ìà¹ àñèìïòîòè÷íî íîð-
ìàëüíèé ðîçïîäië.

Ïðèêëàä. Çíàéòè îöiíêó ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiá-
íîñòi éìîâiðíîñòi p óñïiõó ó ñõåìi n âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi.

Ðîçãëÿíåìî âèáiðêó X = (X1, X2, . . . Xn) iç äèñêðåòíîãî
ðîçïîäiëó (0; 1−p), (1; p) (Xi � iíäèêàòîð óñïiõó â i-ìó âè-
ïðîáóâàííi Áåðíóëëi). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè
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X ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(p) ìà¹ âèãëÿä:

L(p) =
n∏
i=1

pxi(1− p)1−xi .

Çíàéøîâøè

lnL(p) =
n∑
i=1

(xi ln p+ (1− xi) ln(1− p)) ,

îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi

∂ lnL(p)

∂p
=

n∑
i=1

(
xi
p
− 1− xi

1− p

)
= 0.

Ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

p̂ =
1

n

n∑
i=1

xi =
k

n
,

äå k � êiëüêiñòü óñïiõiâ â ñõåìi Áåðíóëëi. Íåñêëàäíî ïå-
ðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî p̂ ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ L(p).
Òàêèì ÷èíîì, îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi éìî-
âiðíîñòi p ¹ âiäíîñíà ÷àñòîòà óñïiõiâ â n âèïðîáóâàííÿõ.



Ðîçäië 2

Iíòåðâàëüíi îöiíêè

2.1 Ïîíÿòòÿ ïðî iíòåðâàëüíå

îöiíþâàííÿ

Äëÿ îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ ïî-
ðÿä iç ðîçãëÿíóòèìè âèùå òî÷êîâèìè îöiíêàìè âèêîðèñòî-
âóþòüñÿ òàêîæ iíòåðâàëüíi îöiíêè. Íà âiäìiíó âiä òî÷êîâî¨
îöiíêè, iíòåðâàëüíà îöiíêà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè éìîâiðíiñíó
õàðàêòåðèñòèêó òî÷íîñòi îöiíþâàííÿ íåâiäîìîãî ïàðàìåò-
ðà.

ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·, θ).
Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ ∈ R â ðîçïîäiëi F (·, θ) íåâiäîìå i éî-
ãî íåîáõiäíî îöiíèòè.

Îçíà÷åííÿ. Iíòåðâàëüíîþ îöiíêîþ (íàäiéíèì iíòåðâà-
ëîì) ïàðàìåòðà θ ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1−α íàçèâà¹òüñÿ âè-
ïàäêîâèé iíòåðâàë (θ̂1, θ̂2), äå θ̂1, θ̂2 ¹ ôóíêöiÿìè âèáiðêè
X, ÿêèé ç éìîâiðíiñòþ 1−α ìiñòèòü çíà÷åííÿ îöiíþâàíîãî
ïàðàìåòðà θ, òîáòî

P{θ̂1 < θ < θ̂2} = 1− α. (2.1)

31
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Éìîâiðíiñíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ òî÷íîñòi iíòåðâàëüíî-
ãî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà θ ¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà

l = θ̂2 − θ̂1,

ÿêà äëÿ áóäü-ÿêî¨ ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêèX ¹ äîâæèíîþ iíòåð-
âàëó (θ̂1, θ̂2).

Â äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ (íàïðèêëàä, ïðè ðîçãëÿäi äèñêðåò-
íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí) çàìiñòü ðiâíîñòi (2.1) âäà¹òüñÿ
ëèøå îòðèìàòè íåðiâíiñòü

P{θ̂1 < θ < θ̂2} ≥ 1− α,

òîáòî ïîáóäóâàòè iíòåðâàëüíó îöiíêó ïàðàìåòðà θ ç ðiâíåì
íàäiéíîñòi íå ìåíøèì, íiæ 1− α. Iíêîëè âèíèêà¹ ïîòðåáà
îöiíèòè ïàðàìåòð θ òiëüêè çëiâà àáî òiëüêè ñïðàâà. Ïðè
öüîìó, ÿêùî

P{θ̂1 < θ} = 1− α,
òî iíòåðâàë (θ̂1,∞) íàçèâàþòü ïðàâîñòîðîííiì íàäiéíèì
iíòåðâàëîì, à ó âèïàäêó, êîëè

P{θ < θ̂2} = 1− α,

iíòåðâàë (−∞, θ2) íàçèâàþòü ëiâîñòîðîííiì íàäiéíèì iíòåð-
âàëîì ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1− α.

Çàóâàæåííÿ. Ïîíÿòòÿ iíòåðâàëüíî¨ îöiíêè òðèâiàëü-
íî ïîøèðþþòüñÿ íà âèïàäîê âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ =
(θ1, θ2, . . ., θs) ∈ Θ ⊂ Rs.

2.2 Çàãàëüíèé ìåòîä îïîðíèõ

âåëè÷èí

Çàãàëüíèì ìåòîäîì ïîáóäîâè iíòåðâàëüíèõ îöiíîê äëÿ
θ ¹ ìåòîä îïîðíèõ âåëè÷èí. Âií ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi
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îïîðíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âèãëÿäó h(X; θ) = h(X1, X2, . . . ,
Xn; θ), ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) âîíà ¹ ôóíêöi¹þ âèáiðêè X òà íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà
θ,

2) ìà¹ ïîâíiñòþ âiäîìèé ðîçïîäië,

3) ìîíîòîííî çàëåæèòü âiä θ.

Âèõîäÿ÷è ç âiäîìîãî ðîçïîäiëó öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-
íè, çíàõîäÿòü òàêi çíà÷åííÿ h1, h2, ùî

P{h1 < h(X; θ) < h2} = 1− α, (2.2)

ïðè âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åííÿõ θ. Äàëi, ç óðàõóâàííÿì âëàñ-
òèâîñòi 3), ðîçâ'ÿçóþòü âiäíîñíî θ íåðiâíiñòü ó ôiãóðíèõ
äóæêàõ âèðàçó (2.2) i, òàêèì ÷èíîì, çíàõîäÿòü âèïàäêîâi
âåëè÷èíè θ̂1, θ̂2 òàêi, ùî

P{θ̂1 < θ < θ̂2} = P{h1 < h(X; θ) < h2} = 1− α.

Îòæå, (θ̂1, θ̂2) � øóêàíèé íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ θ ç ðiâíåì
íàäiéíîñòi 1− α.

ßêùî ðîçïîäië îïîðíî¨ âåëè÷èíè ëèøå àñèìïòîòè÷íî
íàáëèæà¹òüñÿ äî âiäîìîãî, òî, ðîçãëÿäàþ÷è âèáiðêó âåëè-
êîãî îáñÿãó n, âiäïîâiäíi àñèìïòîòè÷íi íàäiéíi iíòåðâàëè
áóäóþòü, âèõîäÿ÷è ç íàáëèæåíèõ ðiâíîñòåé

P{h1 < hn(X; θ) < h2} ≈ 1− α.

2.3 Äåÿêi ñïåöiàëüíi ðîçïîäiëè

Íèæ÷å áóäóòü âèçíà÷åíi äåÿêi ñïåöiàëüíi ðîçïîäiëè, ÿêi
ìàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ â ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi i âè-
êîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ íàìè ó ïàðàãðàôi 2.4 öüîãî ðîçäiëó
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äëÿ ïîáóäîâè iíòåðâàëüíèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ íîðìàëüíî-
ãî ðîçïîäiëó, à òàêîæ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ äàíî¨ ïðàöi.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà χ2
n ìà¹ χ2-ðîçïîäië

àáî ðîçïîäië Ïiðñîíà ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ÿêùî ¨¨ ìîæ-
íà ïîäàòè ó âèãëÿäi

χ2
n =

n∑
i=1

X2
i ,

äåX1, X2, . . . , Xn � íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi ñòàíäàðòíi íîð-
ìàëüíi âåëè÷èíè.

Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè χ2
n çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ:

fχ2
n
(x) =

{
1

2
n
2 Γ(n2 )

x
n
2
−1e−

x
2 , x > 0,

0, x ≤ 0,

äå Γ(p) =
∞∫
0

tp−1e−tdt, p > 0, � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.

Çíàéäåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ:

Mχ2
n = M

n∑
i=1

X2
i =

n∑
i=1

MX2
i = n,

Dχ2
n = D

n∑
i=1

X2
i =

n∑
i=1

DX2
i =

n∑
i=1

(
MX4

i − (MX2
i )2
)

= 2n.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà τn ìà¹ t-ðîçïîäië àáî
ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi

τn =
X√
χ2
n/n

,
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äåX � ñòàíäàðòíà íîðìàëüíà âåëè÷èíà, à χ2
n � íåçàëåæíà

âiä íå¨ âåëè÷èíà ç χ2-ðîçïîäiëîì òà n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τn ìà¹ âèã-

ëÿä:

fτn(x) =
Γ
(
n+1

2

)
Γ
(
n
2

)√
πn

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

, x ∈ R.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

Mτn = 0, n ≥ 2,

Dτn =
n

n− 2
, n > 2.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà φn,m ìà¹ F -ðîçïîäië
àáî ðîçïîäië Ôiøåðà ç n,m ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ÿêùî ¨¨
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

φn,m =
χ2
n/n

χ2
m/m

,

äå χ2
n, χ

2
m � íåçàëåæíi âåëè÷èíè ç χ2-ðîçïîäiëîì òà n,m

ñòóïåíÿìè ñâîáîäè âiäïîâiäíî.
Äëÿ ðîçïîäiëó Ôiøåðà

fφn,m(x) =


Γ(n+m2 )

Γ(n2 )Γ(m2 )
n
n
2m

m
2

x
n
2 −1

(m+nx)
n+m

2
, x > 0,

0, x ≤ 0,

Mφn,m =
m

m− 2
, m > 2,

Dφn,m =
2m2(m+ n− 2)

n(m− 2)2(m− 4)
, m > 4.
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Òåîðåìà (ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âè-
áiðêè).ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç ðîçïîäiëó
N(a, σ2). Òîäi âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄ òà âèïðàâëåíà âèáiðêî-
âà äèñïåðñiÿ S2 � íåçàëåæíi. Äî òîãî æ, âåëè÷èíà X̄ ìà¹

ðîçïîäië N
(
a, σ

2

n

)
, à âåëè÷èíà (n − 1)S

2

σ2 � χ2-ðîçïîäië ç

n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Ïåðø íiæ äîâîäèòè öþ òåîðåìó, íàãàäà¹ìî äåÿêi ïî-

íÿòòÿ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
Ìàòðèöÿ A ðîçìiðó n× n íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ,

ÿêùî âîíà íåâèðîäæåíà òà AT = A−1, äå AT � òðàíñïîíî-
âàíà ìàòðèöÿ. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî ATA = AAT = E,
à | detA| = 1 ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü

(detA)2 = detA detA = detAT detA = det(ATA) = 1.

ßêùî ‖x‖ =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

� åâêëiäîâà íîðìà â Rn, òî ‖Ax‖ =

‖x‖. Ñïðàâäi,

‖Ax‖ = (Ax)TAx = xTATAx = xTx = ‖x‖.

Íåõàé òåïåð X = (X1, X2, ·, Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
N(0, σ2). Òîäi

fX(x) = fX(x1, x2, . . . , xn) = (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

x2
i

}
=

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
‖x‖2

}
,

à äëÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà Y = g(X) = AX + c, âèêî-
ðèñòàâøè âiäîìó ôîðìóëó

fY(y) = fX(g−1(y)) · Jg−1(y)
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(Jh � ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ h, òîáòî âèçíà÷íèê ìàòðèöi(
∂hi
∂yj

)n
i,j=1

), îòðèìó¹ìî

fY(y) = fX(A−1(y − c)) = fX(AT (y − c)) =

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
‖AT (y − c)‖2

}
=

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
‖y − c‖2

}
=

=
n∏
i=1

1√
2πσ

exp

{
−(yi − ci)2

2σ2

}
. (2.3)

Òàêèì ÷èíîì, êîìïîíåíòè Y1, Y2, . . . , Yn âèïàäêîâîãî âå-
êòîðà Y íåçàëåæíi i ìàþòü ðîçïîäië N(ci, σ

2). Áiëüøå òî-
ãî, ÿêùî Z = X + d, à Y = g(Z) = A(X + d) + c =
AX + (Ad + c), òî fY(y) = fX(y − (Ad + c)). Îòæå, ìè
äîâåëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà (ïðî îðòîãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ íîð-
ìàëüíîãî âåêòîðà) ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèïàä-
êîâèé âåêòîð, êîìïîíåíòè ÿêîãî íåçàëåæíi òà íîðìàëüíî
ðîçïîäiëåíi ç îäíàêîâîþ äèñïåðñi¹þ σ2, à Y = (Y1, Y2, . . . ,
Yn) = AX + c ç îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ A = (aij). Òîäi
Y1, Y2, . . . , Yn íåçàëåæíi òà ìàþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç

ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì MYi =
n∑
j=1

aijMXj + ci òà äèñ-

ïåðñi¹þ σ2.
Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîð-

ìàëüíî¨ âèáiðêè.
J Ïîáóäó¹ìî ÿêó-íåáóäü îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ A ç

ïåðøèì ðÿäêîì (
1√
n
,

1√
n
, . . . ,

1√
n

)
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i ïîêëàäåìî Y = (Y1, Y2, . . . , Yn) = AX. Òîäi çà òåîðå-
ìîþ ïðî îðòîãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ íîðìàëüíîãî âåêòîðà
âèïàäêîâi âåëè÷èíè Y1, Y2, . . . , Yn íåçàëåæíi i íîðìàëüíî

ðîçïîäiëåíi ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì MYi = a
n∑
j=1

aij

òà äèñïåðñi¹þ σ2. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A îðòîãîíàëüíà, ïðè
i > 1 ìà¹ìî

1√
n

n∑
j=1

aij =
n∑
j=1

a1jaij = 0,

à òîìó

MY1 = a
√
n, MY2 = MY3 = . . . = MYn = 0.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó 1
σ2

n∑
i=2

Y 2
i =

n∑
i=2

(
Yi
σ

)2
.

Öÿ âåëè÷èíà ìà¹ χ2−ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè,
ÿê ñóìà êâàäðàòiâ n−1 ñòàíäàðòíèõ íîðìàëüíèõ âåëè÷èí.
Ç ðiâíîñòi

X̄ =
1√
n

(
1√
n
,

1√
n
, . . . ,

1√
n

)
(X1, X2, . . . Xn)T =

Y1√
n
.

âèïëèâà¹, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè X̄ òà 1
σ2

n∑
i=2

Y 2
i íåçàëåæ-

íi, ïðè÷îìó âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄ ìà¹ ðîçïîäië N
(
a, σ

2

n

)
.

Äëÿ òîãî, ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè, äîñòàòíüî

ïîêàçàòè, ùî (n − 1)S2 =
n∑
i=2

Y 2
i , à öå íåâàæêî ïåðåâiðèòè

ç îãëÿäó íà îðòîãîíàëüíiñòü ìàòðèöi A:

(n− 1)S2 =
n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
n∑
i=1

X2
i − nX̄2 = ‖X‖2 − Y 2

1 =
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= ‖AX‖2 − Y 2
1 =

n∑
i=1

Y 2
i − Y 2

1 =
n∑
i=2

Y 2
i . I

Òåîðåìà (ïðî ñòàòèñòèêó Ñòüþäåíòà âiä íîðìàëü-
íî¨ âèáiðêè) Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç
ðîçïîäiëó N(a, σ2), à S2 � âèïðàâëåíà âèáiðêîâà äèñïåð-
ñiÿ. Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà

τn−1 =
√
n
X̄ − a
S

ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
J Âèïàäêîâó âåëè÷èíó τn−1 çàïèøåìî ó âèãëÿäi

τn−1 =
√
n
X̄ − a
S

=

X̄−a
σ/
√
n√

S2/σ2
=

X̄−a
σ/
√
n√

(n−1)S2

σ2 /(n− 1)
.

Ç òåîðåìè ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âèï-
ëèâà¹, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè X̄−a

σ/
√
n
òà (n−1)S2

σ2 � íåçàëåæíi,
äî òîãî æ, âîíè ìàþòü ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië
òà χ2-ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè âiäïîâiäíî. Öå é
îçíà÷à¹, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà τn−1 ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþ-
äåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. I

2.4 Iíòåðâàëüíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíî-
ãî ðîçïîäiëó N(a, σ2). Ðîçãëÿíåìî ðiçíi âàðiàíòè ïîáóäî-
âè iíòåðâàëüíèõ îöiíîê äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a i
äèñïåðñi¨ σ2.
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Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨. Òî÷êîâîþ îöiíêîþ ìàòåìàòè÷-
íîãî ñïîäiâàííÿ ¹ âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄. Çà òåîðåìîþ ïðî
âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè öÿ âèïàäêîâà âåëè-

÷èíà ìà¹ ðîçïîäië N
(
a, σ

2

n

)
. Òîìó âèïàäêîâà âåëè÷èíà

Z = h(X; a) =
X̄ − a
σ/
√
n

=
√
n
X̄ − a
σ

ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0, 1). Öå îçíà÷à¹,
ùî

P

{
−t <

√
n
X̄ − a
σ

< t

}
= F0(t)− F0(−t) = 2F0(t)− 1,

äå F0(t) = 1√
2π

t∫
−∞

exp{− z2

2
}dz �ôóíêöiÿ ðîçïîäiëóN(0, 1).

Iíàêøå êàæó÷è,

P

{
X̄ − σ√

n
t < a < X̄ +

σ√
n
t

}
= 2F0(t)− 1.

Çàôiêñó¹ìî ðiâåíü íàäiéíîñòi 1− α i çíàéäåìî òàêå t, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü 2F0(t) − 1 = 1 − α. Îòðèìó¹ìî t =
u1−α

2
� êâàíòèëü ðiâíÿ 1 − α

2
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðîçïîäiëó. Òîäi

P

{
X̄ − σ√

n
u1−α

2
< a < X̄ +

σ√
n
u1−α

2

}
= 1− α.

Îòæå, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨ σ2 ìà¹
âèãëÿä: (

X̄ − σ√
n
u1−α

2
, X̄ +

σ√
n
u1−α

2

)
.
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Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨. Ïîðÿä ç òî÷êîâîþ îöiíêîþ
X̄ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a ðîçãëÿíåìî îöiíêó S2 äëÿ
äèñïåðñi¨ σ2. Çà òåîðåìîþ ïðî ñòàòèñòèêó Ñòüþäåíòà âiä
íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà

τn−1 =
√
n
X̄ − a
S

ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n − 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç Fτn−1(t) ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè τn−1.
Òîäi

P

{
−t <

√
n
X̄ − a
S

< t

}
= Fτn−1(t)− Fτn−1(−t) =

= 2Fτn−1(t)− 1;

P

{
X̄ − S√

n
t < a < X̄ +

S√
n
t

}
= 2Fτn−1(t)− 1.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ 2Fτn−1(t) − 1 = 1 − α, äå 1 − α �
ðiâåíü íàäiéíîñòi, îòðèìó¹ìî t = t1−α

2
(n − 1) � êâàíòèëü

ðiâíÿ 1− α
2
ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç n−1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Òîäi

P

{
X̄ − S√

n
t1−α

2
(n− 1) < a < X̄ +

S√
n
t1−α

2
(n− 1)

}
= 1−α.

Òàêèì ÷èíîì, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨
ìà¹ âèãëÿä:(

X̄ − S√
n
t1−α

2
(n− 1), X̄ +

S√
n
t1−α

2
(n− 1)

)
.
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Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ ïðè âiäîìîìó
ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi.Íàéêðàùîþ òî÷êîâîþ îöií-
êîþ äèñïåðñi¨ σ2 ïðè âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi

a ¹ σ̂2 = 1
n

n∑
i=1

(Xi−a)2 (äèâ. ïðèêëàäè ïàðàãðàôó 1.2). Ðîç-

ãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

n
σ̂2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi − a
σ

)2

.

Öÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ¹ ñóìîþ êâàäðàòiâ n ñòàíäàðòíèõ
íîðìàëüíèõ âåëè÷èí i òîìó ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n ñòóïåíÿìè
ñâîáîäè. Òîäi ïðè çàäàíîìó ðiâíi íàäiéíîñòi 1− α ìà¹ìî

1− α = P
{
σ2

1 < σ2 < σ2
2

}
= P

{
n
σ̂2

σ2
2

< n
σ̂2

σ2
< n

σ̂2

σ2
1

}
=

= Fχ2
n

(
n
σ̂2

σ2
1

)
− Fχ2

n

(
n
σ̂2

σ2
2

)
, (2.4)

äå Fχ2
n
(t) � ôóíêöiÿ χ2-ðîçïîäiëó ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Âèáåðåìî σ2
1 i σ

2
2 òàê, ùîá

Fχ2
n

(
n
σ̂2

σ2
1

)
= 1− α

2
, Fχ2

n

(
n
σ̂2

σ2
2

)
=
α

2
.

Îòðèìà¹ìî

σ2
1 =

nσ̂2

χ2
1−α

2
(n)

, σ2
2 =

nσ̂2

χ2
α
2
(n)

,

äå χ2
1−α

2
(n) òà χ2

α
2
(n) � êâàíòèëi χ2 ðîçïîäiëó ç n ñòóïåíÿìè

ñâîáîäè ðiâíÿ 1− α
2
òà α

2
âiäïîâiäíî.
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Îòæå, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ íîðìàëüíîãî ðîç-
ïîäiëó ïðè âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi a ìà¹ âèã-
ëÿä: (

nσ̂2

χ2
1−α

2
(n)

,
nσ̂2

χ2
α
2
(n)

)
.

Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ ïðè íåâiäîìî-
ìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi. Òî÷êîâîþ îöiíêîþ äèñ-
ïåðñi¨ σ2 ïðè íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi ¹ âè-
ïðàâëåíà âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ S2. Çà òåîðåìîþ ïðî âèáið-
êîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà

(n− 1)
S2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Òîäi

1− α = P
{
σ2

1 < σ2 < σ2
2

}
=

= P

{
(n− 1)

S2

σ2
2

< (n− 1)
S2

σ2
< (n− 1)

S2

σ2
1

}
=

= Fχ2
n−1

(
(n− 1)

S2

σ2
1

)
− Fχ2

n−1

(
(n− 1)

S2

σ2
2

)
.

Ìåæi íàäiéíîãî iíòåðâàëó σ2
1 i σ

2
2 âèáåðåìî òàê, ùîá

Fχ2
n−1

(
(n− 1)

S2

σ2
1

)
= 1− α

2
, Fχ2

n−1

(
(n− 1)

S2

σ2
2

)
=
α

2
.

Îòðèìà¹ìî

σ2
1 =

(n− 1)S2

χ2
1−α

2
(n− 1)

, σ2
2 =

(n− 1)S2

χ2
α
2
(n− 1)

.
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Òàêèì ÷èíîì, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó ïðè íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi
ìà¹ âèãëÿä: (

(n− 1)S2

χ2
1−α

2
(n− 1)

,
(n− 1)S2

χ2
α
2
(n− 1)

)
.

Âïðàâà.Ïîáóäóâàòè ëiâîñòîðîííi òà ïðàâîñòîðîííi íàäié-
íi iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.



Ðîçäië 3

Ïåðåâiðêà ñòàòèñòè÷íèõ

ãiïîòåç

3.1 Çàäà÷i ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ

ãiïîòåç

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ùå îäèí êëàñ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïåðåâiðêîþ ñòàòèñòè-
÷íèõ ãiïîòåç.

Ó òåîði¨ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç ïðèéíÿòî íàñ-
òóïíi îçíà÷åííÿ òà äîìîâëåíîñòi. Ñòàòèñòè÷íîþ ãiïîòåçîþ
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå ïðèïóùåííÿ ïðî ðîçïîäië âèïàäêî-
âî¨ âåëè÷èíè, ÿêå ïåðåâiðÿ¹òüñÿ çà ðåçóëüòàòàìè ñïîñòå-
ðåæåíü öi¹¨ âåëè÷èíè. Ãiïîòåçè ùîäî ðîçïîäiëiâ, ÿêi îäíî-
çíà÷íî ¨õ âèçíà÷àþòü, íàçèâàþòüñÿ ïðîñòèìè, ó ïðîòèëåæ-
íîìó ðàçi � ñêëàäíèìè. Ãiïîòåçà, ÿêà ïiäëÿãà¹ ïåðåâiðöi,
íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíîþ ÷è íóëüîâîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ H0. Ãi-
ïîòåçà, ùî ñóïåðå÷èòü H0, íàçèâà¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíîþ ÷è
êîíêóðþþ÷îþ ãiïîòåçîþ. Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ H1. Ïðàâèëî,

45
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çà ÿêèì ïðèéìà¹òüñÿ ðiøåííÿ íà êîðèñòü îäíi¹¨ iç âêàçà-
íèõ ãiïîòåç, íàçèâà¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íèì êðèòåði¹ì.

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç ðîçïîäiëó G,
ñòîñîâíî ÿêîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçàH0 ïðè àëüòåðíàòèâíié
ãiïîòåçi H1. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0 çâîäèòüñÿ äî íàñòóï-
íîãî. Çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X ïiäðàõîâó¹òüñÿ çíà÷åí-
íÿ äåÿêî¨ áîðåë¹âî¨ ôóíêöi¨ h(x), çàäàíî¨ íà âèáiðêîâîìó
ïðîñòîði Rn. Öÿ ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ñòàòèñòèêîþ êðèòå-
ðiþ. Âîíà âèáèðà¹òüñÿ òàê, ùîá çà ïðèïóùåííÿ H0 ðîç-
ïîäië âåëè÷èíè h(X) áóâ âiäîìèì. Íåõàé D � ìíîæèíà
çíà÷åíü ñòàòèñòèêè h, à Dk ⊂ D � òàêà ìíîæèíà, ùî, ó
âèïàäêó iñòèííîñòi H0, éìîâiðíiñòü ïîòðàïëÿííÿ çíà÷åííÿ
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè h(X) â Dk äîðiâíþ¹ íàïåðåä çàäàíî-
ìó ÷èñëó α, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðiâíåì çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ,
òîáòî

PH0{h(X) ∈ Dk} = α. (3.1)

Ïðè öüîìó ðiâåíü çíà÷óùîñòi α âèáèðà¹òüñÿ äîñòàòíüî ìà-
ëèì, ùîá çà ïðèïóùåííÿ H0 ïîäiþ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî h(X) ∈ Dk ìîæíà áóëî á ââàæàòè òàêîþ, ùî â îäíî-
ðàçîâîìó åêñïåðèìåíòi ïðàêòè÷íî íå âiäáóâà¹òüñÿ. ßêùî
ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè çíà÷åííÿ h(x) âñå æ
ïîòðàïèëî â îáëàñòü Dk, òî öå ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî
íóëüîâà ãiïîòåçà õèáíà i òîìó ¨¨ òðåáà âiäõèëèòè. Ó öüîìó
âèïàäêó ïðèéìà¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçàH1. Ó âèïàä-
êó, êîëè çíà÷åííÿ h(x) íå ïîòðàïèëî â Dk, ãiïîòåçà H0 íå
âiäõèëÿ¹òüñÿ.

Ìíîæèíà Dk, íà ÿêié âiäõèëÿ¹òüñÿ íóëüîâà ãiïîòåçà,
íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ îáëàñòþ ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ. Ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó ç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ Dk ñòàòèñòèêè
êðèòåðiþ ìîæíà ïîâ'ÿçàòè êðèòè÷íó îáëàñòü âèáiðêè

Wk = {x ∈ Rn : h(x) ∈ Dk}.
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Ïðè ïîòðàïëÿííi ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X ó êðèòè÷íó îá-
ëàñòü Wk íóëüîâà ãiïîòåçà âiäõèëÿ¹òüñÿ, ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó � íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.

Çàóâàæåííÿ. Ó çâ'ÿçêó çi ñòàòèñòè÷íèì õàðàêòåðîì
ïåðåâiðêè ãiïîòåç çàóâàæèìî òàêå. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè íi
â ÿêîìó ðàçi íå ¹ äîâåäåííÿì òîãî, ùî âîíà iñòèííà ÷è
õèáíà. Íåâäà÷à ó âiäõèëåííi H0 îçíà÷à¹ ëèøå òå, ùî íåìà¹
äîñòàòíüî âàãîìèõ ïiäñòàâ äëÿ âiäõèëåííÿ H0.

Ïðè âèêîðèñòàííi áóäü-ÿêîãî ñòàòèñòè÷íîãî êðèòåðiþ
ìîæëèâi ïîìèëêè. Ðîçðiçíÿþòü ïîìèëêè äâîõ âèäiâ.

Îçíà÷åííÿ. Ïîìèëêà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ãiïîòå-
çà H0 âiäõèëÿ¹òüÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ
ïîìèëêîþ ïåðøîãî ðîäó.

Îçíà÷åííÿ. Ïîìèëêà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ãiïîòå-
çà H0 íå âiäõèëÿ¹òüÿ, êîëè ïðàâèëüíîþ ¹ àëüòåðíàòèâíà
ãiïîòåçà H1, íàçèâà¹òüñÿ ïîìèëêîþ äðóãîãî ðîäó.

Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó ñïiâïàäà¹ ç ðiâíåì
çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ α i òîìó ìîæå áóòè çðîáëåíà ÿê çàâ-
ãîäíî ìàëîþ. Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó äîðiâíþ¹

β = PH1{h(X) ∈ D \Dk)} = PH1{X ∈ Rn \Wk}.

Îçíà÷åííÿ. Ïîòóæíiñòþ êðèòåðiþ íàçèâà¹òüñÿ éìî-
âiðíiñòü âiäñóòíîñòi ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó, òîáòî éìîâið-
íiñòü âiäõèëåííÿ õèáíî¨ ãiïîòåçè H0:

1− β = PH1{h(X) ∈ Dk)} = PH1{X ∈ Wk}.

Âiäçíà÷èìî, ùî i ðiâåíü çíà÷óùîñòi, i ïîòóæíiñòü êðè-
òåðiþ îäíî÷àñíî ìîíîòîííî (ó íàïðÿìêó çðîñòàííÿ) çàëå-
æàòü âiä êðèòè÷íî¨ îáëàñòi Wk âèáiðêè X. Çîêðåìà, ïðè
Wk = ∅ éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó íóëüîâà, äðó-
ãîãî ðîäó äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à ïîòóæíiñòü � íóëüîâà. Ïðè
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Wk = Rn ìà¹ ìiñöå ïðîòèëåæíå: ïîõèáêà ïåðøîãî ðîäó
i ïîòóæíiñòü îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü îäèíèöi. Òîìó çàäà÷ó
âiäøóêóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êðèòåðiþ ìîæíà çâåñòè äî çà-
äà÷i óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨, ÿêà ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi íàé-
áiëüøî¨ ïîòóæíîñòi ïðè îáìåæåííi íà éìîâiðíiñòü ïîìèë-
êè ïåðøîãî ðîäó.

Çàóâàæåííÿ. Êîæåí êðèòåðié ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íî¨
ãiïîòåçè ìîæíà çàäàâàòè ïàðîþ (h(X), Dk), ùî óòâîðåíà
ñòàòèñòèêîþ êðèòåðiþ h òà ¨¨ êðèòè÷íîþ îáëàñòþ Dk (àáî
æ êðèòè÷íîþ îáëàñòþ Wk âèáiðêè X).

3.2 Íàéáiëüø ïîòóæíi êðèòåði¨

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç íåâiäîìîãî
ðîçïîäiëó F , ñòîñîâíî ÿêîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 ïðè
àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1.

Îçíà÷åííÿ Ñòàòèñòè÷íèé êðèòåðié iç êðèòè÷íîþ îáëà-
ñòþ W ∗

k âèáiðêè ¹ íàéáiëüø ïîòóæíèì êðèòåði¹ì ðiâíÿ α,
ÿêùî éîãî ðiâåíü çíà÷óùîñòi äîðiâíþ¹ α, ïðè÷îìó äîâiëü-
íèé êðèòåðié iç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ Wk i ðiâíåì çíà÷ó-
ùîñòi α ìà¹ íå áiëüøó ïîòóæíiñòü, íiæ W ∗

k :

PH1{X ∈ Wk} ≤ PH1{X ∈ W ∗
k }.

Çàäà÷à âiäøóêóâàííÿ íàéáiëüø ïîòóæíîãî êðèòåðiþ íå
çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Îäíàê ó âèïàäêó ïðîñòèõ îñíîâ-
íî¨ òà àëüòåðíàòèâíî¨ ãiïîòåç íàéáiëüø ïîòóæíèé êðèòåðié
iñíó¹. Ïðèïóñòèìî, ùî îñíîâíà ãiïîòåçà òà àëüòåðíàòèâíà
ãiïîòåçà ¹ ïðîñòèìè:

H0 : F = G0, H1 : F = G1,



3.2. Íàéáiëüø ïîòóæíi êðèòåði¨ 49

äå îáèäâà ðîçïîäiëè G0 òà G1 ïîâíiñòþ âèçíà÷åíi. Íåõàé
GX,i(B) = PHi{X ∈ B}, B ⊂ Rn, i = 0, 1,� âiäïîâiäíi ðîç-
ïîäiëè âèáiðîê. Çà óìîâè àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ìiðè
GX,1(B) âiäíîñíî ìiðè GX,0(B), ïîçíà÷åííÿ GX,1 � GX,0,
iñíó¹ ùiëüíiñòü l01 ≥ 0 òàêà, ùî

GX,1(B) =

∫
B

l01(x)GX,0(dx). (3.2)

Äî òîãî æ, âèïàäêîâó âåëè÷èíó l01(X) ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòåé

l01(X) =
L1(X)

L0(X)
,

äå Li(X) � ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè X iç ðîçïî-
äiëó Gi, i = 0, 1.

Òåîðåìà (êðèòåðié Íåéìàíà-Ïiðñîíà).Íåõàé îñíîâ-
íà ãiïîòåçà òà àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà ¹ ïðîñòèìè i íåõàé
GX,1 � GX,0. ßêùî ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α ∈
(0, 1) iñíó¹ ñòàëà lα òàêà, ùî

PH0{l01(X) ≥ lα} = α,

òî êðèòåðié âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòåé (l01(X), [lα,∞))
iç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ âèáiðêè

W ∗
k = {x ∈ Rn : l01(x) ≥ lα}

¹ íàéáiëüø ïîòóæíèì êðèòåði¹ì ðiâíÿ α.
J Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé êðèòåðié iç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ

Wk i ðiâíåì çíà÷óùîñòi α:

PH0{X ∈ Wk} = GX,0(Wk) = α.
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Îá÷èñëèìî éîãî ïîòóæíiñòü ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (3.2):

PH1{X ∈ Wk} = GX,1(Wk) =

= GX,1(Wk \W ∗
k ) +GX,1(Wk ∩W ∗

k ) =

= GX,1(Wk \W ∗
k ) +GX,1(W ∗

k )−GX,1(W ∗
k \Wk) =

=

∫
Wk\W ∗

k

l01(x)GX,0(dx) +GX,1(W ∗
k )−

∫
W ∗
k \Wk

l01(x)GX,0(dx).

Çà îçíà÷åííÿì êðèòè÷íî¨ îáëàñòi W ∗
k ïðè âñiõ x ∈ W ∗

k

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü l01(x) ≥ lα. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî
x 6∈ W ∗

k , òî l01(x) < lα. Òîäi

PH1{X ∈ Wk} ≤ lαGX,0(Wk \W ∗
k )+

+GX,1(W ∗
k )− lαGX,0(W ∗

k \Wk) =

= lαGX,0(Wk) +GX,1(W ∗
k )− lαGX,0(W ∗

k ) =

= αlα +GX,1(W ∗
k )− αlα = GX,1(W ∗

k ) = PH1{X ∈ W ∗
k }.

Òåîðåìó äîâåäåíî. I
Ïðèêëàä (âiäøóêóâàííÿ íàéáiëüø ïîòóæíîãî êðè-

òåðiþ). ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó ç íåâiäîìèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿ a i
âiäîìîþ äèñïåðñi¹þ σ2. Ïîáóäóâàòè íàéáiëüø ïîòóæíèé
êðèòåðié äëÿ âèïàäêó äâîõ ïðîñòèõ îñíîâíî¨ i àëüòåðíà-
òèâíî¨ ãiïîòåç

H0 : a = a0, H1 : a = a1,

äå a0 i a1 äåÿêi çàäàíi çíà÷åííÿ.
Äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî a0 < a1.
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Âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòåé ìà¹ âèãëÿä

l01(X) =

n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (Xi−a1)2

2σ2

}
n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (Xi−a0)2

2σ2

} =

=

exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − a1)2

}
exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − a0)2

} =

= exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(
(Xi − a1)2 − (Xi − a0)2

)}
=

= exp

{
1

2σ2

n∑
i=1

(a1 − a0)(2Xi − (a1 + a0))

}
=

= exp
{ n
σ2

(a1 − a0)X̄ − n

2σ2
(a2

1 − a2
0)
}
,

äå X̄ � âèáiðêîâå ñåðåäí¹. Íåðiâíiñòü

l01(X) = exp
{ n
σ2

(a1 − a0)X̄ − n

2σ2
(a2

1 − a2
0)
}
≥ lα

åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi

√
n
X̄ − a0

σ
≥ σ√

n(a1 − a0)
ln lα +

√
n

2σ
(a1 − a0). (3.3)

Ç òåîðåìè ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè
âèïëèâà¹, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà

Z =
√
n
X̄ − a0

σ
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ó ëiâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (3.3), çà ïðèïóùåííÿ H0, ìà¹
ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâ-
íîñòi ïîçíà÷èìî ÷åðåç C. Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ PH0{Z ≥
C} = α, îòðèìó¹ìî C = u1−α � êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α ðîç-
ïîäiëó N(0, 1). Òîäi ñòàëà lα, äëÿ ÿêî¨

PH0{l01 ≥ lα} = α,

çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè

σ√
n(a1 − a0)

ln lα +

√
n

2σ
(a1 − a0) = u1−α

i âîíà äîðiâíþ¹

lα = exp

{√
n
a1 − a0

σ

(
u1−α −

√
n

2σ
(a1 − a0)

)}
Òàêèì ÷èíîì, ìè çíàéøëè ñòàëó lα äëÿ ÿêî¨

PH0{l0,1(X) ≥ lα} = PH0{Z ≥ u1−α} = α

i, îòæå, êðèòåðié (Z, [u1−α,+∞)) iç ñòàòèñòèêîþ Z òà êðè-
òè÷íîþ îáëàñòþ Dk = [u1−α,+∞) ¹ íàéáiëüø ïîòóæíèì
êðèòåði¹ì ðiâíÿ α äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëüòåð-
íàòèâíié ãiïîòåçi H1.

3.3 Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðiâ i íàäiéíi iíòåðâàëè

ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·; θ),
ÿêèé çàëåæèòü âiä íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ. Ðîçãëÿíåìî ãi-
ïîòåçóH0 : θ = θ0, äå θ0 � ãiïîòåòè÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
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θ. Àëüòåðíàòèâíîþ áóäåìî ââàæàòè ãiïîòåçó H1 : θ 6= θ0.
Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X çðîáèòè âèñíîâîê
ïðî ãiïîòåçó H0, à ñàìå: âiäõèëÿòè ¨¨ ÷è íi.

Ïåðåâiðêó ãiïîòåçè H0 ìîæíà ïðîâîäèòè, áàçóþ÷èñü íà
iíòåðâàëüíèõ îöiíêàõ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ.

Ìiæ çíàõîäæåííÿì iíòåðâàëüíèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ i
ïåðåâiðêîþ ãiïîòåç ïðî ¨õ ìîæëèâi çíà÷åííÿ iñíó¹ òiñíèé
âçà¹ìîçâ'ÿçîê. Öå, ïî ñóòi, äâà ðiçíi ñïîñîáè ôîðìóëþâàí-
íÿ îäíi¹¨ é òi¹¨ æ çàäà÷i. Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ íåâiäîìî-
ãî ïàðàìåòðà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó ïðèéíÿòíèõ
çíà÷åíü äëÿ éîãî ãiïîòåòè÷íîãî çíà÷åííÿ, à äîïîâíåííÿ
öüîãî iíòåðâàëó � ÿê âiäïîâiäíó êðèòè÷íó îáëàñòü äëÿ íó-
ëüîâî¨ ãiïîòåçè. Òîáòî, äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî çíà÷åí-
íÿ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè íàäiéíèé
iíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà i ïåðåâiðèòè, ÷è ïîòðàïëÿ¹ â íüîãî
ãiïîòåòè÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà.

Ïðîiëþñòðó¹ìî ñêàçàíå, ðîçãëÿíóâøè íàäiéíèé iíòåð-
âàë (θ̂1, θ̂2) äëÿ ïàðàìåòðà θ ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1 − α.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî öåé iíòåðâàë ïîáóäîâàíî çàãàëüíèì
ìåòîäîì îïîðíèõ âåëè÷èí. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ðåàëiçàöi¨ x
âèáiðêè X âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

θ̂1 < θ < θ̂2 ⇐⇒ h1 < h(x; θ) < h2,

äå h(x; θ) � çíà÷åííÿ äåÿêî¨ îïîðíî¨ âåëè÷èíè h(X; θ), à
h1, h2 � çíà÷åííÿ, çíàéäåíi ç óìîâè

P{h1 < h(X; θ) < h2} = 1− α.

Òîäi h(X; θ0) òà Dk = D \ (h1, h2) ¹ âiäïîâiäíî ñòàòèñòèêîþ
êðèòåðiþ òà êðèòè÷íîþ îáëàñòþ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0 : θ = θ0 ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α i ïðè àëüòåð-
íàòèâíié ãiïîòåçi H1 : θ 6= θ0. Öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó,
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êîëè h(x; θ0) ∈ Dk (àáî θ0 6∈ (θ̂1, θ̂2)), ãiïîòåçà H0 âiäõè-
ëÿ¹òüñÿ i ïðèéìà¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà H1.

Íà çàâåðøåííÿ, äëÿ ãiïîòåçè H0 ðîçãëÿíåìî ùå äâà âà-
ðiàíòè àëüòåðíàòèâíèõ ãiïîòåç: H ′1 : θ < θ0, H

′′
1 : θ > θ0.

Êðèòåði¨ ç àëüòåðíàòèâíèìè ãiïîòåçàìè H ′1 òà H ′′1 íàçè-
âàþòüñÿ îäíîñòîðîííiìè � ëiâîñòîðîííiì òà ïðàâîñòîðîí-
íiì âiäïîâiäíî. ßêùî àëüòåðíàòèâíîþ ¹ ãiïîòåçà H ′1, òî
îñíîâíà ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè ãiïîòå-
òè÷íå çíà÷åííÿ θ0 íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ íå ïîòðàïëÿ¹ ó
ëiâîñòîðîííié íàäiéíèé iíòåðâàë (−∞, θ̂2) äëÿ θ ç ðiâíåì
íàäiéíîñòi 1 − α; ÿêùî àëüòåðíàòèâíîþ ¹ ãiïîòåçà H ′′1 , òî
H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè θ0 íå ïîòðàïëÿ¹ ó âiäïî-
âiäíèé ïðàâîñòîðîííié íàäiéíèé iíòåðâàë (θ̂1,∞).

Çàóâàæåííÿ. Íàâåäåíi ó öüîìó ïàðàãðàôi ìiðêóâàí-
íÿ ïîøèðþþòüñÿ íà âèïàäîê âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ =
(θ1, θ2, . . ., θs) ∈ Θ ⊂ Rs.

3.4 Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Íåõàé x = (x1, x2, . . . , xn) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X =
(X1, X2, . . . , Xn) iç ðîçïîäiëó N(a, σ2). Ïîáóäó¹ìî êðèòåði¨
äëÿ ïåðåâiðêè ðiçíèõ âàðiàíòiâ ãiïîòåç ïðî çíà÷åííÿ ìàòå-
ìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a i äèñïåðñi¨ σ2.

Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨. Ïåðåâiðèìî ãiïîòå-
çó H0 : a = a0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 : a 6= a0.
Òî÷êîâîþ îöiíêîþ íåâiäîìîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
a ¹ âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄. Ç òåîðåìè ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè
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íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà

Z =
√
n
X̄ − a0

σ
,

çà ïðèïóùåííÿ H0, ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië
N(0, 1). Öå îçíà÷à¹, ùî

PH0

{
|Z| ≥ u1−α

2

}
= α,

äå u1−α
2
� êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α

2
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðîçïîäiëó.
Òîäi êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëüòåðíà-

òèâíié ãiïîòåçi H1 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ-
¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ |Z|, ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ x âè-
áiðêè X, ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk = [u1−α

2
,+∞),

i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi. Ïðè öüîìó, éìî-
âiðíiñòü ïîìèëêè ïðè âiäõèëåííi H0 äîðiâíþ¹ α.

ßêùî àëüòåðíàòèâíîþ ¹ ãiïîòåçà H ′1 : a < a0 ÷è H ′′1 :
a > a0, òî êðèòè÷íà îáëàñòü ñòàòèñòèêè Z ìà¹ âèãëÿäD′k =
(−∞, uα] ÷è D′′k = [u1−α,+∞) âiäïîâiäíî.

Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨. Ïåðåâiðèìî òå-
ïåð ñôîðìóëüîâàíó âèùå ãiïîòåçó H0 ïðè àëüòåðíàòèâíié
ãiïîòåçi H1 ó âèïàäêó, êîëè äèñïåðñiÿ σ2 íåâiäîìà. Ïîðÿä
ç òî÷êîâîþ îöiíêîþ X̄ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a ðîç-
ãëÿíåìî îöiíêó S2 äëÿ äèñïåðñi¨ σ2. Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî
ñòàòèñòèêó Ñòüþäåíòà âiä íîðìàëüíî¨ âèáiðêè, âèïàäêîâà
âåëè÷èíà

τn−1 =
√
n
X̄ − a0

S
,

çà ãiïîòåçè H0, ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè
ñâîáîäè. Òîìó

PH0

{
|τn−1| ≥ t1−α

2
(n− 1)

}
= α, (3.4)



56 Ðîçäië 3. Ïåðåâiðêà ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç

äå t1−α
2
(n−1) � êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α

2
ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà

ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Òàêèì ÷èíîì, êðèòåðié ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α äëÿ ïåðå-

âiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 ìîæíà
ñôîðìóëþâàòè òàê: ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà-
÷åííÿ |τn−1| ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk = [t1−α

2
(n−

1),+∞), i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi.
Ó âèïàäêó, êîëè àëüòåðíàòèâíîþ ¹ îäíà ç ãiïîòåç H ′1 :

a < a0, H
′′
1 : a > a0, êðèòè÷íà îáëàñòü ñòàòèñòèêè Z ¹

âiäïîâiäíî îäíi¹þ ç îáëàñòåé: D′k = (−∞, tα(n− 1)], D′′k =
[t1−α(n− 1),+∞).

Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ ïðè
âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi. Ïåðåâiðèìî ãi-
ïîòåçó H0 : σ2 = σ2

0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 : σ2 6=
σ2

0. Íåõàé ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ a� âiäîìå. Íàéêðàùîþ
òî÷êîâîþ îöiíêîþ íåâiäîìî¨ äèñïåðñi¨ σ2 ïðè âiäîìîìó ìà-

òåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi a ¹ σ̂2 = 1
n

n∑
i=1

(Xi−a)2. Çà ãiïîòåçè

H0 âèïàäêîâà âåëè÷èíà

χ2
n = n

σ̂2

σ2
0

ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ÿê ñóìà êâàäðàòiâ
n ñòàíäàðòíèõ íîðìàëüíèõ âåëè÷èí. Òîìó

PH0

{
χ2
α
2
(n) < χ2

n < χ2
1−α

2
(n)
}

= 1− α,

àáî

PH0{χ2
n ∈ Dk} = α, Dk = [0, χ2

α
2
(n)] ∪ [χ2

1−α
2
(n),+∞),

äå χ2
γ(n) � êâàíòèëü ðiâíÿ γ ðîçïîäiëó χ2 ç n ñòóïåíÿìè

ñâîáîäè.
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Îòæå, êðèòåðié ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α äëÿ ïåðåâiðêè
ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ
ñòàòèñòèêè χ2

n ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk, i íå âiä-
õèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi.

ßêùî àëüòåðíàòèâíîþ ¹ ãiïîòåçà H ′1 : σ2 < σ2
0 àáî ãiïî-

òåçà H ′′1 : σ2 > σ2
0, òî âiäïîâiäíi êðèòè÷íi îáëàñòi ñòàòèñòè-

êè χ2
n âèãëÿäàþòü òàê:D

′
k = [0, χ2

α(n)], D′′k = [χ2
1−α(n),+∞).

Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ ïðè
íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi. Ïåðåâiðèìî
òåïåð ãiïîòåçó H0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 ó âè-
ïàäêó, êîëè a � íåâiäîìå. Òî÷êîâîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ σ2

ïðè íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi ¹ âèïðàâëåíà
âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ S2. ßêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H0,
òî çà òåîðåìîþ ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè
âèïàäêîâà âåëè÷èíà

χ2
n−1 = (n− 1)

S2

σ2
0

ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Òîäi

PH0

{
χ2
n−1 ∈ Dk

}
= α,

Dk = [0, χ2
α
2
(n− 1)] ∪ [χ2

1−α
2
(n− 1),+∞).

Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëî ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëü-
òåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ãiïîòå-
çà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè χ2

n ïîòðàï-
ëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk, i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòè-
ëåæíîìó ðàçi. Ïðè öüîìó, éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî
ðîäó äîðiâíþ¹ α.

Ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H ′1 : σ2 < σ2
0 ÷è H ′′1 : σ2 >

σ2
0 êðèòè÷íà îáëàñòü ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ ¹ îäíi¹þ ç îá-
ëàñòåé D′k = [0, χ2

α(n − 1)], D′′k = [χ2
1−α(n − 1),+∞) âiäïî-

âiäíî.
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3.5 Êðèòåðié Ñòüþäåíòà

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) òà Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) �
íåçàëåæíi âèáiðêè ç ðîçïîäiëiâ N(a1, σ

2) òà N(a2, σ
2) âiä-

ïîâiäíî. Ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ a1, a2 � íåâiäîìi, äèñ-
ïåðñiÿ σ2 � îäíàêîâà äëÿ îáèäâîõ ðîçïîäiëiâ i òàêîæ íå-
âiäîìà. Ùîäî ïàðàìåòðiâ a1 òà a2 âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà
H0 : a1 − a2 = a0, äå a0 � äåÿêà âiäîìà ñòàëà. Çîêðåìà,
ïðè a0 = 0, ãiïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìàòåìàòè÷íi
ñïîäiâàííÿ a1, a2 ðiâíi ìiæ ñîáîþ, àáî, ùî òå ñàìå,X òàY ¹
âèáiðêàìè ç îäíîãî é òîãî æ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Àëü-
òåðíàòèâíîþ áóäåìî ââàæàòè ãiïîòåçó H1 : a1 − a2 6= a0.
Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöiÿìè x òà y öèõ âèáiðîê çðîáèòè âè-
ñíîâîê: âiäõèëÿòè ÷è íå âiäõèëÿòè íóëüîâó ãiïîòåçó.

Ïîáóäó¹ìî êðèòåðié Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0. Íåõàé X̄, Ȳ � âiäïîâiäíi âèáiðêîâi ñåðåäíi äëÿ X òà Y,
à S2

1 , S
2
2 � âèïðàâëåíi âèáiðêîâi äèñïåðñi¨. Òîäi ç íåçàëåæ-

íîñòi âèáiðîê i òåîðåìè ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëü-
íî¨ âèáiðêè âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíè X̄, Ȳ , S2

1 , S
2
2 íåçàëåæíi.

Äî òîãî æ, âåëè÷èíè X̄, Ȳ ìàþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië

N
(
a1,

σ2

n

)
, N

(
a2,

σ2

m

)
âiäïîâiäíî, à âåëè÷èíè (n − 1)

S2
1

σ2 ,

(m− 1)
S2
2

σ2 � ðîçïîäiëè χ2 ç n− 1 òà m− 1 ñòóïåíÿìè ñâî-
áîäè âiäïîâiäíî. Òîìó âèïàäêîâà âåëè÷èíà√

nm

n+m

X̄ − Ȳ − a0

σ

çà ïðèïóùåííÿ H0 ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië
i íå çàëåæèòü âiä ñóìè

(n− 1)
S2

1

σ2
+ (m− 1)

S2
2

σ2
,

ÿêà çà îçíà÷åííÿì ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç (n − 1) + (m − 1) =
n+m− 2 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
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Çà îçíà÷åííÿì ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà âåëè÷èíà, ùî óòâî-
ðåíà âiäíîøåííÿì

τn+m−2 =

√
nm

n+m

X̄ − Ȳ − a0

(
√

(n− 1)S2
1 + (m− 1)S2

2)/(n+m− 2)
,

ó âèïàäêó iñòèííîñòi ãiïîòåçè H0, ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà
ç n+m− 2 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè i òîìó

PH0

{
|τn+m−2| ≥ t1−α

2
(n+m− 2)

}
= α,

äå t1−α
2
(n+m−2) � êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α

2
ðîçïîäiëó Ñòüþ-

äåíòà ç n+m− 2 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Îòæå, êðèòåðié Ñòüþäåíòà ïåðåâåðêè ãiïîòåçè H0 ìîæ-

íà ñôîðìóëþâàòè òàê: ãiïîòåçàH0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà-
÷åííÿ |τn+m−2|, ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöiÿìè x,y âèáiðîê
X,Y âiäïîâiäíî, ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk =[
t1−α

2
(n+m− 2),+∞

)
, i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó

ðàçi. Ïðè öüîìó, éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïðè âiäõèëåííi H0

(ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó) äîðiâíþ¹ α.
Âïðàâà. Ïîáóäóâàòè êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòå-

çè ïðî ðiâíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü äâîõ íåçàëåæíèõ
íîðìàëüíèõ âèáiðîê ç âiäîìèìè äèñïåðñiÿìè, ùî ¹ ðiçíè-
ìè.

3.6 Êðèòåðié Ôiøåðà

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) òà Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) �
íåçàëåæíi âèáiðêè ç ðîçïîäiëiâ N(a1, σ

2
1) òà N(a2, σ

2
2) âiä-

ïîâiäíî. Ïàðàìåòðè a1, a2, σ
2
1, σ

2
2 � íåâiäîìi. Ùîäî äèñïåð-

ñié σ2
1 òà σ

2
2 âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 : σ2

1 = σ2
2, òîáòî ãiïîòå-

çà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî X òà Y ¹ âèáiðêàìè ç íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó ç îäíi¹þ é òi¹þ ñàìîþ äèñïåðñi¹þ. Àëüòåð-
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íàòèâíîþ áóäåìî ââàæàòè ãiïîòåçó H1 : σ2
1 6= σ2

2. Íåîáõiä-
íî çà ðåàëiçàöiÿìè x òà y öèõ âèáiðîê çðîáèòè âèñíîâîê:
âiäõèëÿòè ÷è íå âiäõèëÿòè íóëüîâó ãiïîòåçó.

Ïîáóäó¹ìî êðèòåðié Ôiøåðà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçèH0.
Íåõàé S2

1 òà S2
2 � âèïðàâëåíi âèáiðêîâi äèñïåðñi¨ äëÿ âè-

áiðîê X òà Y âiäïîâiäíî. Òîäi ç íåçàëåæíîñòi âèáiðîê âè-
ïëèâà¹, ùî âåëè÷èíè S2

1 , S
2
2 íåçàëåæíi. Çà òåîðåìîþ ïðî

âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âåëè÷èíè (n− 1)
S2
1

σ2
1

òà (m − 1)
S2
2

σ2
2
ìàþòü ðîçïîäiëè χ2 ç n − 1 òà m − 1 ñòóïå-

íÿìè ñâîáîäè âiäïîâiäíî i òîìó, ó âèïàäêó iñòèííîñòi H0,
âiäíîøåííÿ

φn−1,m−1 =
S2

1

S2
2

ìà¹ ðîçïîäië Ôiøåðà ç n−1, m−1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Öå
îçíà÷à¹, ùî

PH0

{
fα

2
(n− 1,m− 1) < φn−1,m−1 < f1−α

2
(n− 1,m− 1)

}
=

= 1− α,

àáî

PH0 {φn−1,m−1 ∈ Dk} = α,

Dk = [0, fα
2
(n− 1,m− 1)] ∪ [f1−α

2
(n− 1,m− 1),+∞),

äå fγ(n − 1,m − 1) � êâàíòèëü ðiâíÿ γ ðîçïîäiëó Ôiøåðà
ç n− 1, m− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Îòæå, êðèòåðié Ôiøåðà ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî ÿêùî çíà÷åííÿ φn−1,m−1, ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçà-
öiÿìè x,y âèáiðîê X,Y âiäïîâiäíî, ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó
îáëàñòü Dk, òî ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ
ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi.

Âïðàâà. Ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié Ôiøåðà äëÿ âèïàä-
êó, êîëè a1, a2 � âiäîìi.
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3.7 Êðèòåðié χ2

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç íåâiäîìîãî
ðîçïîäiëó F , ñòîñîâíî ÿêîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 : F =
G, äå G íàëåæèòü çàäàíîìó êëàñó ðîçïîäiëiâ (çîêðåìà, G
ìîæå áóòè ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèì ðîçïîäiëîì). Iíàêøå êà-
æó÷è, ãiïîòåçó H0 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: X ¹ âèáið-
êîþ ç ðîçïîäiëó G. Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X
çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ãiïîòåçó H0, à ñàìå: âiäõèëÿòè ¨¨ ÷è
íi.

Êðèòåðié χ2 (ãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäië âèçíà÷åíèé).
Iäåÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ãðóíòó-
¹òüñÿ íà òîìó, ùî åìïiðè÷íèé ðîçïîäië F̂n(x), ïîáóäîâàíèé
çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X ç F, ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
ðîçïîäiëó F . Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ ïðî âëàñòèâîñòi åìïi-
ðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, äëÿ êîæíîãî x ∈ R çíà÷åííÿ
åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x) ¹ íåçìiùåíîþ i êîí-
çèñòåíòíîþ îöiíêîþ F (x). Òîìó, ÿêùî ââåñòè âiäõèëåííÿ
D(F̂n, G) åìïiðè÷íîãî ðîçïîäiëó âiä ãiïîòåòè÷íîãî, ïðè÷î-
ìó òàê, ùîá âîíî íàáóâàëî ìàëèõ çíà÷åíü, êîëè ãiïîòå-
çà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, i âåëèêèõ, êîëè âîíà íå ñïðàâäæó-
¹òüñÿ, òî ãiïîòåçó H0 ïðèðîäíî âiäõèëÿòè àáî íå âiäõèëÿ-
òè çàëåæíî âiä òîãî, ÿêîãî çíà÷åííÿ íàáóëî âiäõèëåííÿ
D(F̂n, G) äëÿ êîíêðåòíî¨ ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X � âåëèêî-
ãî ÷è ìàëîãî.

Âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) ìîæíà áóäóâàòè ðiçíèìè ñïîñî-
áàìè. Êðèòåðié χ2 ïîáóäîâàíèé íà ïiäñòàâi âiäõèëåííÿ F̂n
âiä G, çàïðîïîíîâàíîãî Ê. Ïiðñîíîì. Öå âiäõèëåííÿ áóäó-
¹òüñÿ òàê: îáëàñòü çíà÷åíü ãiïîòåòè÷îãî ðîçïîäiëó G ðîç-
áèâà¹òüñÿ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü íåïåðåòèííèõ ìíîæèí
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∆i, i = 1, k, i ÿê âiäõèëåííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ

D(F̂n, G) =
k∑
i=1

n

pi

(νi
n
− pi

)
=

k∑
i=1

(νi − npi)2

npi
,

äå pi � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xj ïîò-
ðàïèòü äî ìíîæèíè ∆i îá÷èñëåíà çà ãiïîòåòè÷íèì ðîçïî-
äiëîì G, òîáòî pi = P{Xj ∈ ∆i} = G(∆i); νi = νi(X) =
n∑
j=1

I{Xj∈∆i} � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ïðè êîæíié ðåà-

ëiçàöi¨ x âèáiðêè X äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi çíà÷åíü ñåðåä x1,
x2, . . . , xn, ùî ïîòðàïèëè äî ∆i.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó p̂i = νi
n

= 1
n

n∑
j=1

I{Xj∈∆i},

i = 1, k. Ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ âèáiðêè p̂i � öå éìîâið-
íiñòü òîãî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xj ïîòðàïèòü äî ìíî-
æèíè ∆i, îá÷èñëåíà çà åìïiðè÷íèì ðîçïîäiëîì F̂n. Öiëêîì
àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè ïðî âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨
ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî âèïàäêîâà âåëè÷è-
íà p̂i ¹ íåçìiùåíîþ òà êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ éìîâiðíîñòi
P{Xj ∈ ∆i} = F (∆i). Öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó iñòèííî-
ñòi H0 öÿ îöiíêà ¹ íåçìiùåíîþ òà êîíçèñòåíòíîþ äëÿ pi,
i òîìó âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) ó öüîìó âèïàäêó ìiíiìàëüíå
(ïîðiâíÿíî ç âiäõèëåííÿìè D(F̂n, G

∗), êîëè ðîçïîäiëè G∗

âiäìiííi âiä F ).
Òåîðåìà Ïiðñîíà. ßêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H0,

òî äëÿ âñiõ x > 0

lim
n→∞

P{D(F̂n, G) < x} = Fχ2
k−1

(x),

äå Fχ2
k−1

(x) � ôóíêöiÿ χ2-ðîçïîäiëó ç k− 1 ñòóïåíÿìè ñâî-
áîäè.
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J Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî äëÿ âèïàäêó k = 2. Ó öüîìó
âèïàäêó ν2 = n − ν1, p2 = 1 − p1. Âèïàäêîâó âåëè÷èíó
D(F̂n, G) ïîäàìî ó âèãëÿäi

D(F̂n, G) =
(ν1 − np1)2

np1

+
(ν2 − np2)2

np2

=
(ν1 − np1)2

np1

+

+
(n− ν1 − n(1− p1))2

n(1− p1)
=

(ν1 − np1)2

np1

+
(−ν1 + np1)2

n(1− p1)
=

=
(ν1 − np1)2

n

(
1

p1

+
1

1− p1

)
=

=
(ν1 − np1)2

np1(1− p1)
=

(
ν1 − np1√
np1(1− p1)

)2

.

Îñêiëüêè âåëè÷èíà ν1 ¹ ñóìîþ n íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí: ν1 =
n∑
j=1

I{Xj∈∆1} i ¨¨ ìîìåí-

òè

Mν1 =
n∑
j=1

MI{Xj∈∆1} = np1,

Dν1 =
n∑
j=1

DI{Xj∈∆1} = np1(1− p1),

çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ äëÿ âñiõ x ∈ R

P

{
ν1 − np1√
np1(1− p1)

< x

}
−→ F0(x) =

1√
2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt,

ïðè n →∞. Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ îçíà÷à¹, ùî ãðàíè÷-
íèé ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Zn = ν1−np1√

np1(1−p1)
ñïiâïà-

äà¹ çi ñòàíäàðòíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì. Òîäi ãðàíè÷-
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íèé ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Z2
n ñïiâïàäà¹ iç χ

2 ðîç-
ïîäiëîì ç îäíèì ñòóïåíåì ñâîáîäè. Îòæå, äëÿ âñiõ x > 0

P{D(F̂n, G) < x} = P{Z2
n < x} −→ Fχ2

k−1
(x),

ïðè n→∞, à öå é òðåáà áóëî äîâåñòè. I
Ç òåîðåìè Ïiðñîíà âèïëèâà¹, ùî ïðè âåëèêèõ îáñÿãàõ

âèáiðêè

P{D(F̂n, G) ≥ χ2
1−α(k − 1)|H0} ≈ α,

äå α � çàäàíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi, χ2
1−α(k−1) � êâàíòèëü

ðiâíÿ 1 − α ðîçïîäiëó χ2 ç k − 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Îò-
æå êðèòåðié χ2 ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî
ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ D(F̂n, G), ïiäðà-
õîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X, ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó
îáëàñòü [χ2

1−α(k−1),+∞), i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíî-
ìó ðàçi.

Çàóâàæåííÿ. Êðèòåði¹ì χ2 ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ó
âèïàäêó, êîëè npi ≥ 10, i = 1, k. ßêùî äëÿ äåÿêèõ i öÿ
óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, òî âiäïîâiäíi ìíîæèíè ∆i ïîòðiáíî
îá'¹äíàòè ç ñóñiäíiìè.

Êðèòåðié χ2 (ãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäië íåâèçíà÷å-
íèé). Íåõàé ðîçïîäië G âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî íåâiäî-
ìîãî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ = (θ1, θ2, . . . , θs), ÿêèé íàáó-
âà¹ çíà÷åíü iç ìíîæèíè Θ ⊂ Rs. Ó öüîìó âèïàäêó ãiïîòåçà
H0 : F (·) = G(·; θ) îçíà÷à¹, ùî X ¹ âèáiðêîþ iç ðîçïîäiëó,
ùî íàëåæèòü äî êëàñó ðîçïîäiëiâ G(·; θ), θ ∈ Θ.

Îñêiëüêè ïàðàìåòð θ íåâiäîìèé, çàìiñòü íüîãî áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè çíà÷åííÿ éîãî îöiíêè θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s),
ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X, i îòæå, ÿê ãiïî-
òåòè÷íèé ðîçãëÿäàòè ðîçïîäië G(·; θ̂). Ð. Ôiøåð âñòàíîâèâ,
ùî êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ i îöiíêà θ̂ ¹ òàêîþ, ùî
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¨¨ çíà÷åííÿ ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X ìiíiìiçó¹
âiäõèëåííÿ

D(F̂n, G) =
k∑
i=1

(νi − npi(θ̂))2

npi(θ̂)
,

ìiæ F̂n i G, òî ðîçïîäië D(F̂n, G) ïðè n → ∞ ïðÿìó¹ äî
χ2-ðîçïîäiëó ç (k−1−s) ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, äå s = dim(θ)
� ðîçìiðíiñòü âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ.

Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè øóêàíó îöiíêó θ̂ çíàéäåíî, êðè-
òåði¹ì χ2 ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ó òà-
êîìó ôîðìóëþâàííi: ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà-
÷åííÿ D(F̂n, G), ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X,
ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü [χ2

1−α(k − 1 − s),+∞), i íå
âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi.

Çàóâàæåííÿ. Îöiíêó θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s), ùî ìiíiìiçó¹
âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) ìîæíà îòðèìàòè ÿê îöiíêó ìàêñè-
ìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ θ, ïîáóäîâàíó çà ÷àñòîòàìè
ν = (ν1, ν2, . . . , νk). Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

L(θ) =
k∏
i=1

(pi(θ))
νi ,

äå
k∑
i=1

pi(θ) = 1,
k∑
i=1

νi(θ) = n.

Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðié íåçàëåæíîñòi. Íåõàé X
òà Y � äâi äèñêðåòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi ìîæóòü íà-
áóâàòè çíà÷åííÿ a1, a2, . . . as òà b1, b2, . . . br âiäïîâiäíî. Çà
ðåçóëüòàòàìè n ñïîñòåðåæåíü (x1, y1), (x2, y2), . . . (xn, yn) âè-
ïàäêîâîãî âåêòîðà (X, Y ) ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçóH0 :
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âèïàäêîâi âåëè÷èíè X òà Y � íåçàëåæíi. Ïîçíà÷èìî

pij = P{X = ai, Y = bj}, i = 1, s, j = 1, r,

pi• = P{X = ai} =
r∑
j=1

pij, p•j = P{Y = bj} =
s∑
i=1

pij.

Òîäi ãiïîòåçó H0 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê:

H0 : pij = pi•p•j, i = 1, s, j = 1, r,

àáî òàê: âèáiðêà1

(X,Y) = ((X1, Y1), (X2, Y2), . . . (Xn, Yn))

¹ âèáiðêîþ iç ðîçïîäiëó G : ((ai, bj); pi•p•j), i = 1, s, j =
1, r, âèçíà÷åíîãî ç òî÷íiñòþ äî (s+r−2)-âèìiðíîãî âåêòîð-
íîãî ïàðàìåòðà

θ = (p1•, p2•, . . . ps−1•, p•1, p•2, . . . , p•r−1)

(çíà÷åííÿ ps• òà p•r çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíîñòåé ps• = 1−
s−1∑
i=1

pi•,

p•r = 1−
r−1∑
j=1

p•j).

Äëÿ ïåðåâiðêè öi¹¨ ãiïîòåçè ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ì
χ2. Îáëàñòü çíà÷åíü ãiïîòåòè÷íîãî ðîçïîäiëó ðîçiá'¹ìî íà
ìíîæèíè ∆ij, i = 1, s, j = 1, r, êîæíà ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ
ëèøå ç îäíi¹¨ òî÷êè (ai, bj). Íåõàé νij � êiëüêiñòü çíà÷åíü
ñåðåä (x1, y1), (x2, y2), . . . (xn, yn), ùî ïîòðàïèëè äî ∆ij. Çà

1Ïiä áàãàòîâèìiðíîþ âèáiðêîþ ðîçóìi¹ìî âïîðÿäêîâàíèé íà-

áið íåçàëåæíèõ i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ

X1, X2, . . . , Xn. Óñi âèùåíàâåäåíi ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòüñÿ íà âèïà-

äîê áàãàòîâèìiðíî¨ âèáiðêè X.
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÷àñòîòàìè (νij) çíàéäåìî îöiíêó ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïî-
äiáíîñòi íåâiäîìîãî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ. Ó âèïàäêó
iñòèííîñòi H0, ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(θ) ìà¹ âèãëÿä:

L(θ) =
s∏
i=1

r∏
j=1

p
νij
ij =

s∏
i=1

pνi•i•

r∏
j=1

p
ν•j
•j ,

äå

νi• =
r∑
j=1

νij, ν•j =
s∑
i=1

νij.

Òîäi

lnL(θ) =
s∑
i=1

νi• ln pi• +
r∑
j=1

ν•j ln p•j =

=
s−1∑
i=1

νi• ln pi• +
r−1∑
j=1

ν•j ln p•j + νs• ln ps• + ν•r ln p•r =

=
s−1∑
i=1

νi• ln pi• +
r−1∑
j=1

ν•j ln p•j+

+

(
n−

s−1∑
i=1

νi•

)
ln

(
1−

s−1∑
i=1

pi•

)
+

+

(
n−

r−1∑
j=1

ν•j

)
ln

(
1−

r−1∑
j=1

p•j

)
.

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü çà p1•, p2•, . . . , ps−1•,
p•1, p•2, . . . , p•r−1, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

∂ lnL(θ)

∂pi•
=
νi•
pi•
−
n−

s−1∑
i=1

νi•

1−
s−1∑
i=1

pi•

= 0, i = 1, s− 1,
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∂ lnL(θ)

∂p•j
=
ν•j
p•j
−
n−

r−1∑
j=1

ν•j

1−
r−1∑
j=1

p•j

= 0, j = 1, r − 1.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, âñòàíîâëþ¹ìî, ùî îöiíêà ìàêñè-
ìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðà θ ìà¹ âèãëÿä

p̂i• =
νi•
n
, p̂•j =

ν•j
n
,

òîáòî

θ̂ =
1

n
(ν1•, ν2•, . . . , νs−1•, ν•1, ν•2, . . . , ν•r−1).

Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, ðîç-
ïîäië âiäõèëåííÿ

D(F̂n, G) =
s∑
i=1

r∑
i=1

(νij − np̂i•p̂•j)2

np̂i•p̂•j
=

= n
s∑
i=1

r∑
i=1

(νij − ν̂i•ν̂•j/n)2

ν̂i•ν̂•j

ïðÿìó¹ äî χ2-ðîçïîäiëó ç rs−1− (s+ r−2) = (s−1)(r−1)
ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Âiäïîâiäíî äî êðèòåðiþ χ2, ãiïîòåçàH0

âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ D(F̂n, G) ïîòðàïëÿ¹ ó êðè-
òè÷íó îáëàñòü [χ2

1−α((s−1)(r−1)),+∞), i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó
ïðîòèëåæíîìó ðàçi. Ïðè öüîìó, éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåð-
øîãî ðîäó äîðiâíþ¹ α.



Ðîçäië 4

Íîðìàëüíà ëiíiéíà

ðåãðåñiÿ

4.1 Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

Ó ïðîöåñi ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ñòàòèñòèêè ÷àñòî âèíèêà¹ çàäà÷à, íàéïðîñòiøèé âà-
ðiàíò ÿêî¨ ñôîðìóëüîâàíî íèæ÷å.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìiæ âåëè÷èíàìè y òà x iñíó¹ ëiíiéíà
çàëåæíiñòü âèäó

y = α + βx, (4.1)

äå x � äåÿêà íåâèïàäêîâà çìiííà, α, β � íåâiäîìi êîåôi-
öi¹íòè, ÿêi íåîáõiäíî âèçíà÷èòè åêñïåðèìåíòàëüíî. Îïèñà-
íó çàëåæíiñòü âåëè÷èíè y âiä x íàçèâàþòü ïðîñòîþ ëiíié-
íîþ ðåãðåñi¹þ, à êîåôiöi¹íòè α, β � êîåôiöi¹íòàìè ðåãðå-
ñi¨.

Íåõàé âiäáóâà¹òüñÿ n íåçàëåæíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ó êîæ-
íîìó ç íèõ âåëè÷èíà x íàáóâà¹ äåÿêèõ öiëêîì âèçíà÷å-
íèõ çíà÷åíü xi, ùî ¹ âiäîìèìè i, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíè-

69
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ìè äëÿ ðiçíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî â êîæíîìó
åêñïåðèìåíòi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íîðìàëüíà âèïàäêîâà âåëè-
÷èíà Yi, i = 1, n, ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

MYi = α + βxi, i = 1, n, (4.2)

i íåâiäîìîþ äèñïåðñi¹þ σ2. Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿäà¹òüñÿ
âèáiðêà Y = (Y1, Y2, . . . , Yn), óòâîðåíà ïîñëiäîâíiñòþ íå-
çàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç
îäíàêîâèìè äèñïåðñiÿìè σ2 i ìàòåìàòè÷íèìè ñïîäiâàííÿìè
âèãëÿäó (4.2).

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ðåãðåñi¨ ó âèãëÿäi

y = a+ b(x− x̄),

äå

a = α + bx̄, b = β, x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Îöiíèìî êîåôiöi¹íòè a, b.
Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè Y äëÿ äîâiëüíî¨ ¨¨

ðåàëiçàöi¨ y = (y1, y2, . . . , yn) ìà¹ âèãëÿä

L(a, b, σ2) =
n∏
i=1

1√
2πσ

exp

{
−(yi −MYi)

2

2σ2

}
=

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − a− b(xi − x̄))2

}
.

Îöiíêè òðüîõ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ a, b, σ2 ïîáóäó¹ìî ìå-
òîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi. Äëÿ òîãî, ùîá âiä-
øóêàòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, ñïî÷àòêó ìi-
íiìiçó¹ìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

Q(a, b) =
n∑
i=1

(yi − a− b(xi − x̄))2,
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à ïîòiì, çíàéäåìî ìàêñèìóì çà θ ôóíêöi¨

ϕ(θ) = (2πθ)−
n
2 exp

{
−Q

∗

2θ

}
,

äå Q∗ = min
a,b

Q(a, b). Îñêiëüêè

Q(a, b) =
n∑
i=1

((x̄− a) + (xi − x̄)− b(xi − x̄))2 =

= n
(
(x̄− a)2 + b2s2

1 + s2
2 − 2bk12

)
=

= n

(
(x̄− a)2 +

(
s1b−

k12

s1

)2

+ s2
2 −

k2
12

s2
1

)
,

äå

s2
1 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2, s2
2 =

1

n

n∑
i=1

(yi − ȳ)2,

k12 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ),

òî ìiíiìóì Q∗ ôóíêöi¨ Q(a, b) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè

a = â = x̄, b = b̂ =
k12

s2
1

i äîðiâíþ¹

Q∗ = min
a,b

Q(a, b) =
n∑
i=1

(yi − â− b̂(xi − x̄))2 = ns2
2(1− r̂2),

äå

r̂ =
k12

s1s2

=

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)√
n∑
i=1

(xi − x̄)2

√
n∑
i=1

(yi − ȳ)2

.
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Çíàéäåìî òåïåð çíà÷åííÿ θ, ïðè ÿêîìó ôóíêöiÿ ϕ(θ) äî-
ñÿãà¹ ìàêñèìóìó. Ç îãëÿäó íà òå, ùî ôóíêöi¨ ϕ(θ) i lnϕ(θ)
äîñÿãàþòü ìàêñèìóìó â îäíié i òié ñàìié òî÷öi, øóêàíå
çíà÷åííÿ θ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (íåîáõiäíà óìîâà åêñòðå-
ìóìó):

(lnϕ(θ))′ = 0.

Ñïðîñòèâøè ïîõiäíó ó ïðàâié ÷àñòèíi öüîãî ðiâíÿííÿ, îòðè-
ìó¹ìî:

(lnϕ(θ))′ =

(
−n

2
ln(2πθ)− Q∗

2θ

)′
= − n

2θ
+
Q∗

2θ2
= 0.

Çâiäñè

θ̂ = σ̂2 =
Q∗

n
= s2

2(1− r̂2).

Îòæå, îöiíêàìè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ a, b, σ2 ¹

â = Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi, b̂ =

n∑
i=1

(xi − x̄)(Yi − Ȳ )

n∑
i=1

(xi − x̄)2

, (4.3)

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − â− b̂(xi − x̄))2.

Çàóâàæåííÿ.Ìåòîä îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ, ùî ïîëÿ-
ãà¹ ó ìiíiìiçàöi¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè Q(a, b), íàçèâà¹òüñÿ
ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, à âiäïîâiäíi îöiíêè � îöií-
êàìè ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ.
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4.2 Âëàñòèâîñòi îöiíîê ìåòîäó

íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

Äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi ïîáóäîâàíèõ âèùå îöiíîê â, b̂,
σ̂2. Âiäçíà÷èìî, ùî

Mâ =
1

n

n∑
i=1

MYi =
1

n

n∑
i=1

(a+ b(xi − x̄)) = a,

Mb̂ =
1

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)M(Yi − Ȳ ) =

=
1

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)M(Yi − â) =

=
b

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
b

ns2
1

ns2
1 = b,

à òîìó îöiíêè â òà b̂ ¹ íåçìiùåíèìè. Îñêiëüêè âåëè÷èíè Yi
íåçàëåæíi,

Dâ =
1

n2

n∑
i=1

DYi =
σ2

n
.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî

b̂ =
1

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)(Yi − Ȳ ) =
1

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)Yi,

îòðèìó¹ìî

Db̂ =
1

n2s4
1

n∑
i=1

(xi − x̄)2DYi =
1

n2s4
1

n∑
i=1

(xi − x̄)2σ2 =
σ2

ns2
1

.

Ç îòðèìàíèõ ôîðìóë äëÿ äèñïåðñié îöiíêîê â, b̂ i ç äðó-
ãî¨ íåðiâíîñòi ×åáèøåâà âèïëèâà¹, ùî öi îöiíêè ¹ êîí-
çèñòåíòíèìè äëÿ ïàðàìåòðiâ a, b âiäïîâiäíî.
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Äàëi, ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó Q(a, b). Îñêiëüêè
âèïàäêîâi âåëè÷èíè Ui = Yi−a−b(xi−x̄) íåçàëåæíi i ìàþòü
ðîçïîäië N(0, σ2), òî âåëè÷èíà Q(a,b)

σ2 ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n
ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Çàïèñàâøè Q(a, b) ó âèãëÿäi

Q(a, b) =
n∑
i=1

(Yi − â− b̂(xi − x̄) + (â− a) + (b̂− b)(xi − x̄))2,

íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî

Q(a, b) =
n∑
i=1

(Yi − â− b̂(xi − x̄))2 + n(â− a)2 + ns2
1(b̂− b)2 =

= nσ̂2 + n(â− a)2 + ns2
1(b̂− b)2.

Òîìó âåëè÷èíè

χ2
n−2 =

nσ̂2

σ2
, Z1 =

√
n
â− a
σ

, Z2 =
√
n
s1(b̂− b)

σ

íåçàëåæíi, ïðè÷îìó âåëè÷èíà χ2
n−2 ìà¹ χ

2-ðîçïîäië ç n−2
ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, à âåëè÷èíè Z1 òà Z2 ìàþòü íîðìàëü-
íèé ðîçïîäië, ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ íåçàëåæíèõ íîðìàëü-
íèõ âåëè÷èí.

Òåïåð, ñïèðàþ÷èñü íà âëàñòèâîñòi χ2-ðîçïîäiëó (äèâ.
2.3), çíàéäåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ îöiíêè
σ̂2:

Mσ̂2 =
σ2Mχ2

n−2

n
=

(n− 2)σ2

n
,

Dσ̂2 =
σ4Dχ2

n−2

n2
=

2(n− 2)σ4

n2
.

Ç îòðèìàíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî îöiíêà σ̂2 ¹ êîíçèñòåíò-
íîþ, àëå çìiùåíîþ, i òîìó çàìiñòü íå¨ äëÿ îöiíþâàííÿ íå-
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âiäîìîãî ïàðàìåòðà σ2 âèêîðèñòîâóþòü ¨¨ íåçìiùåíèé âà-
ðiàíò

σ̃2 =
n

n− 2
σ̂2. (4.4)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè Z1, Z2. Ç íàâåäåíèõ âè-
ùå ôîðìóë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñi¨ îöi-
íîê â òà b̂ âèïëèâà¹, ùî Z1 òà Z2 ¹ ñòàíäàðòíèìè íîðìàëü-
íèìè âåëè÷èíàìè. Òîäi âåëè÷èíè

T1 =
Z1√

χ2
n−2/(n− 2)

=
√
n
â− a
σ̃

,

T2 =
Z2√

χ2
n−2/(n− 2)

= s1

√
n
b̂− b
σ̃

çà îçíà÷åííÿì ìàþòü ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n−2 ñòóïåíÿ-
ìè ñâîáîäè i, îòæå,

P
{
|Ti| < t1−α

2

}
= 1− α, i = 1, 2.

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ äîçâîëÿ¹ ÿê ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó
ùîäî çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ a, b, òàê i ïîáóäóâàòè
íàäiéíi iíòåðâàëè äëÿ íèõ.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òåîðåìè:
Òåîðåìà (ïðî âëàñòèâîñòi îöiíîê ìåòîäó íàéìåí-

øèõ êâàäðàòiâ). Îöiíêè â, b̂, σ̃2 ç (4.3),(4.4) ïàðàìåòðiâ
a, b, σ2 ¹ íåçìiùåíèìè, êîíçèñòåíòíèìè òà íåçàëåæíèìè
ìiæ ñîáîþ. Äî òîãî æ, íàäiéíiéíi iíòåðâàëè äëÿ êîåôi-
öi¹íòiâ a, b ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1− α, ìàþòü âèãëÿä

â− σ̃√
n
t1−α

2
(n− 2) < a < â+

σ̃√
n
t1−α

2
(n− 2),

b̂− σ̃

s1

√
n
t1−α

2
(n− 2) < b < b̂+

σ̃

s1

√
n
t1−α

2
(n− 2),
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äå t1−α
2
(n−2) � êâàíòèëü ðiâíÿ 1−α ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà

ç n− 2 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Âïðàâà. Ïîáóäóâàòè íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ íåâiäîìî¨

äèñïåðñi¨ σ2.
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