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Глава 1

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

§ 1. ОСНОВНI ПОНЯТТЯ
æ¼ç m§èqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�óqê�ëAôJõBö�õgóqõBë6hD÷qøAù�ú�ïBûVò4èAö_ð�hD÷

F
(
x, y, y′

)
= 0, (1.1)

÷¼ê
F ü�ý ï�÷oï�ì¼ïþéVùDìAøAíqî;h ý ú¿î>ìAìAè�ÿ x, y, y′ � y ü ìqê�ò�î ÷¼õ4ú�ïþéVùeìAøAíqî;hÂï�ëAö�ù��

ú¿ê�ì��4ù
x � y′ = dy

dx � ï´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ëqõ ý ò�� h ý ï�ìqê§ò�î ÷qìqõ	��ìqõgóqõ�ÿ�î ÷qìqõ�

�w$6#��
�������(�
#� �@�6�K#�� � ü
y′ = f(x, y) (1.2)�

f üfý ï�÷oï�ì¼ïgéVùDìAøAíqî;h ý ú�î>ìAìAè�ÿ x, y �\c�
ï�����õ ý ï�����õ	��õBò4ù����4ñ �� g�K	��F�
 ��g��� � �@�6�Å� ý ï�óAè���ù­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��4èAóAù
M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (1.3)

÷¼ê
M(x, y), N(x, y) üfý ï�÷oï�ìqî�éVùeìAøAíqî 
 ý ú¿î>ìAìAè�ÿ x, y c� ï ý ì¼ï��Aèqú�õ ��� õ F, f,M,N

ò��wd�ced�� ü �wd�c j��­û·ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìAèqú|è éVùDìAøAíqî;h �
ú|è!��ò�õ�
bÿ ý ú¿î>ìAìAè�ÿTc"^Xù�÷qñ��«h�øAïþìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõþ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ï ì¼ïþî>ì���ê�ëAòeï�ðqî
I = (a, b) ⊂ R

éVùDìAøAíqî;h
y = ϕ(x) � h�øAï óqê�ëqê��4ò�õBë��Vû·÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqêëqî ò4ì�h�ìAì�h¯ì¼ï$��õ���õ�%gìqî&���4ñFì¼ï
I � ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h ����'D�)( *+'�$6�\�-,�.���/\�C�
���D� *º���+*�c

0 óAî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
Φ(x, y) = 0 � h�ø�êTìqê�h�ò4ìqõ ý ï�÷oïBû§ëqõ ý ò�� h ý õBøþëqî>ò4ì�h�ìAì�h �ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h �����
	�/«�(#21
��� �
���D� *º���+*�c437ø � õ Φ(x, y) = 0 ü î>ì���ê�ö�ë¼ï�ð¯÷qèqéTê5�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd�c a	� � ��õ ý ö�î ÷qìqõ ý ìAèqú

dΦ(x, y) = Φ′
x(x, y) dx+ Φ′

y(x, y) dy,��õ�7���õ
Φ′
x(x, y) + Φ′

y(x, y) · f(x, y) = 0. (1.4)8
ùeìAøAíqî;h
x = ϕ(t) � y = ψ(t) � t ∈ D ⊂ R � ý ï�÷oï�ì¼ï�ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqõ � ûëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd�c a	� � h�ø � õ

ψ′(t)
ϕ′(t)

= f (ϕ(t), ψ(t))
óAëAè

t ∈ D.



9 : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ@?eÍ)ÓDÝVÊ�A�ÊB?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�D
� ï�÷oï��¼ï ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�h·ëqõ ý ò�� h ý øAù y = ϕ(x)

ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � h�øAè�" ý ï�÷¼õBò�õBðAñ��ì�h�û ý ï�÷oï�ìAùþóqõ��¼ï��4øDõBò4ùþù�ú¿õBò4ù y(x0) = y0 � ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h �
���g#D�!$6������EF'D#�G
H #��g	�E � ï�74õI'�# H #��g	�EKJ!��L!����ëAè���c d��\c

M�ç�N î>ò4ì�h�ìAì�h��wd�c a	� ù
øDõ�%gìqî#"O��õ��Aíqî
õ	7Bð¼ï�����îVò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�hâóqõBëqõ�÷�%gù�û�ò�ê5�
ø���õBë �P� õ­ù �4ò�õBë��Vû ý ÷¼õ�÷oï��4ìAèqú ì¼ï��
óAë(hAú¿õ4ú õ	��î

Ox
øAù � � �4ï�ìAö�ê�ì�� h�ø�õ��

ö�õ7÷¼õBëqî>ò4ì��Vû ý ì¼ï��qê�ìAì�� f(x, y)
ù
íqî#"

��õ��Aíqîzc4Q¯ìqõ2%gèAì¼ïgò���î ÿ��Bï�øAè�ÿ�ò�ê�ø���õ��
ëqî>òR�nõ�÷qèAìAè��Aìqõ�
�÷¼õBò	%gèAìAè4�´û��
�S1
	w�
�
#����+*g�Å���Dc

`Të�èAòeï � h�øAï´ògøDõ�%gìqî#"T��ò�õ�
U"���õ��AíqîÈ÷¼õ��4èAø�ïBû��4ñ��@h�÷¼õgõ�÷qìqõBö�õ ý ò�ê�ø���õBëqî>ò �
� õJì¼ï�ðqê�%gè��4ñfóqõBð��äì¼ï�óAë(hAú¿î>ò � ûTî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqõ���cVW'D��$�1º�û�
��E ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ§ëqî>ò4ì�h�ìAì�hgì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���hgøAëAèAòeï � òTøDõ�%gìqî#"��õ��AíqîTh�ø�õ�
�ì¼ï�óAë6hAú�óqõBð�h¯õ�÷qì¼ï�ø�õBò4è�" cgm
ð�h­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd�c a	��í�h­øAëAèAòeï ý ï�÷oï��û5�4ñ��@hX��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú

f(x, y) = k � ÷¼ê k = const
c

3Vø � õ¯òT��õ��Aíqî
(x0, y0)

éVùDìAøAíqî;h óqê�ëqê��4ò�õBë��Vû5�4ñ���h ì¼ï�ìqê�ò4è ý ì¼ï��qê�ìqî&���4ñò4è�ö�ð�hD÷qù 0
0 � ��õ�
Y
�ï�74õ·÷¼õBò4è ý ì¼ï��¼ï����4ñ ý ï¯ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî&���	� � ï�74õ·ò4òeï�%gï����4ñ �

� õfòZ��õ��Aíqî
(x0, y0)

óqõBðqê´ìqê�ò4è ý ì¼ï��qê�ìqêX��ù¯ë¼ï ý î � h�ø � õ f ìqê´ú�õ2%gì¼ïf÷¼õBò4è+�
ý ìqï2�Aè��4è4�\c+[
ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ò4òeï�%gï��4èqú¿ê�ú�õ � � õ§ò$��õ��Aíqî

(0, 0)
÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê

ëqî ò4ì�h�ìAì�h
y′ = sin x

x

óqõBëqõ�÷�%gù�û´ì¼ï�óAë(hAú � �4ï�øAè�" �4� õ tgα = 1 � ��õ�÷¼îOh�ø·ì¼ï��óAë6hAúäóqõBð�h � óqõBëqõ�÷�%´ê�ìqõBö�õÀëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú y′ = x+y
x−y � û­ìqê�ò4è ý ì¼ï��qê�ìAèqú ù íqî#"

��õ��Aíqîzc
m´õ�÷oï��4øDõBò4ù î>ìqéTõBëqú�ï�íqî#� óAëqõ î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqîFøAëAèAò�îg÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ

ëqî ò4ì�h�ìAì�h�ú�õ2%gì¼ïÀõ��4ëAèqú�ï��4è � ÷¼õ	��ðqî ÷�%gù ���Aè�ðqî>ìqî 
Tê�ø ���4ëqê�ú�ï�ðAñ4ìAè�ÿ\��õ��qõBø ���õ��qõBø óqê�ëqê�ö�èAìAù � î ý õBøAðqî>ìAè ìAù�ð�h � ï���èqú¿ó���õ��4è î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ øAëAèAò4è�ÿ î]��c ÷Yc^ d�_X�wd�ced�i � d�ced 9 � d�ced2`��ba«cc�ç m§ð�hd��øAð¼ï�÷oï�ìAì�h ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ï�÷oï�ìqõ�
 n
�

ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��Aìqõ�
e��î�ú
� 
�øAëAèAò4è�ÿ
Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0 (1.5)

ìqê�õ	7�ÿ�î ÷qìqõ�óAëqõ�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#�7òeï��4èR�wd�c o	�
n
ë¼ï ý î>ò ý ï ý ú�î>ìAìqõ�� x � ò4òeï�%gï����Aè �

� õ y û
éVùeìAøAíqî�û�� ï�ëAö�ù�ú¿ê�ì��4ù
x
c�m
î&���4ï�ìqê�ú¿õI��è�����ê�ú¿ù � h�ø�ï@��øAð¼ï�÷oïBû5�4ñ���h ý

(n+ 1)
ëqî>ò4ì�h�ìAñFî ý h�øDõ�
f��ðqî ÷·ò4èAðAù��Aè��4è·ò���î�ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè C1, C2, . . . , Cn

c
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l7ìqî>ò�ê�ë���ï�ðAñ4ìqõBö�õfú�ê���õ�÷qùZ��øAð¼ï�÷oï�ìAì�h­÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h ��� õõBó�è���ù�ûTóqê�ëqê�74î>öT÷¼ê�h�ø�õBö�õfê�ò�õBð��7íqî#"AìqõBö�õgóAëqõBíqê���ù � ìqêTî&��ìAù�û�cglF7�ï�ö�ï��4ñ�õ�ÿ­ò4è+�

ó¼ï�÷qøAï�ÿ ý ï�ðqê�%gìqî&���4ñÀú�î#% ÷¼õ	��ðqî ÷�%gùeòeï�ìAèqú¿èÂò�ê�ðAè��AèAì¼ïBú¿è!h�ëAùDì��4ù�û5�4ñ���h�ì¼ï
ò�î ÷¼õ4ú¿è�ÿJéTî ý è��AìAè�ÿ ý ï�ø�õBì¼ï�ÿ��i[Vñ	����õBì¼ï ��j î�õBðAøDõBò���ñ4ø�õBö�õ � ý 74ê�ëqê�%Jê�ìAì�hgê�ìqê�ë+�ö�î 
 � ý 74ê�ëqê�%´ê�ìAì�h�î�ú¿óAù�ðAñ���ù­îk�Dc ÷Yc �\c+�
ï�����õ ý ï�����õ	��õBò4ù����4ñFê�ø ��óqê�ëAèqú�ê�ì��Bï�ðAñ4ìqî÷oï�ìqîzc_kTëAè íAñ�õ4ú¿ù�ò4èAø�õBëAè�����õBò4ù����4ñÂö�ê�õ4ú¿ê��4ëAè��AìAè�" ý ú¿î&��� óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
Z���Bï�ì+�
ö�ê�ì��føAù��4ï­ì¼ï�ÿDèAðAù�÷¼õ��4è��Aìqõ�
l�B�Bï@
Y
XéTî ý è��AìAè�" ý ú¿î&���m��ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ·óqê�ëqê�74î>ö�ù
óAëAõBíqê���ù�� ^ d2_��in����4ùDó4�ba«c

kTë�è�ò4èAø�õBëAè����Bï�ìAìqî¿ö�ê�õ4ú�ê��4ëAè��AìqõBö�õ ý ú¿î&���4ù·ìqê´ðAèAôJê´óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
 � ïo"�ò4è+�
ý ìqï2�qê�ìqõBö�õVî>ì���ê�ö�ë¼ï�ð¼ï$��óAðqõ � ï�øAëAèAò�õBðqî>ìqî#"Aìqõ�
��4ë¼ï�óqê�íqî 
l� � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õVî>ì���ê�ö�ëqõ��÷qèAéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqêfëqî>ò4ì�h�ìAì�hTcqp|ï�øqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�õ��4ëAèqú|ù ���4ñ��@hr�Bï�ø�õ2% óAëAèþò4è+�
øDõBëAè����Bï�ìAìqî�÷¼ê�h�øAè�ÿ­éTõBëqú¿ù�ð � h�øqî�ú¿î&����h+�4ñgî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAèm�³÷¼õBò	%gèAì¼ï´÷qùeö�è�øAëAè+�
ò�õ2
 � óAðqõ � ïfóqõBò�ê�ëeÿDìqî � õ	7�� û�úR��î>ð¼ïFõ	74ê�ë��4ï�ìAì�h � ëqõ	74õ��BïI��èAðAès��õ � õ��\c
l ì¼ï�"+�
óAëAõ	����î>ô´è�ÿÂò4èAó¼ï�÷qøAï�ÿÂî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqît�4ï î>ì���ê�ö�ëqõ��)÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqîVëqî>ò4ì�h�ìAì�h
ý ò4õ�÷ºh+�4ñ��@h�÷¼õ´÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿ·ëqî>ò4ì�h�ìAñfô´ð�hDÿeõ4ú ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#�7òeï�ìAì�hTc

uIv)wyxkzy{4|Z}4~ �Tè
û¿éVùDìAøAíqî;h
y = tg x

ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú¯÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õëqî ò4ì�h�ìAì�h
y′ = y2 + 1 ��n��'D�P( * '�#��º� *4�d����øqî>ðAñ4øAè

y′ = 1
cos2 x

= tg2 x+ 1 � ��õ ý ï�÷oï�ì¼ïgéVùDìAøAíqî;h
ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqêXëqî>ò4ì�h�ìAì�h��Bï�ø�õ2% î�ì¼ïiøDõ�%gìqõ4ú|ù ý î>ì���ê�ëAòeï�ðqî>ò
Ik =

(
−π

2 + πk, π2 + πk
) � ì¼ï h�øAè�ÿ·ú�ïBû
ú¿î&��íqê
ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ïf÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò��ìqî#���4ñFíqî�û�
|éVùeìAøAíqî 
 � ï$��õ4ú¿ù�ò�õBì¼ïgûVëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú�÷oï�ìqõBö�õgì¼ïBú�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc

uIv)wyxkzy{4|��P~ m´õBò�ê����4è �f� õ éVùDìAøAíqî;h y = ϕ(x) � ý ï�÷oï�ì¼ï�ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè+��AìAõ��
x = tet � y = e−t � ûÂëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(1 + xy)y′ + y2 = 0
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4��QþïBû�ú¿õ
dy

dx
=
dy

dt
:
dx

dt
= − e−t

et + tet
,

ï�óqî&��ð�h óqî ÷k���4ï�ò4ð�h�ìAì�h õ��4ëAèqú�ï�ìqõBö�õþò4èAë¼ï ý ù ÷qð�hÀóqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
�òþëqî>ò4ì�h�ìAì�h ÷¼î �
���Bï�ìqê�ú¿õ��

(1 + t) ·
(
− e−t

et(1 + t)

)
+ e−2t = 0.

uIv)wyxkzy{4|m�q~�� ì¼ï�"��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�î�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′ = y

x

c
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����'��P( * '�#��º� *4��nXèAø�õBëAè����BïBû�ú¿õ ú�ê���õ�÷
î ý õBøAðqî>ì c_m§ð�h ý ï�÷oï�ìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h î ý õ��øAðqî>ìAèfú�ï����4ñVò4èAö�ð�hD÷ y

x = k � k = const,ï�74õ
y = kx � ÷¼ê k = tgα = y0

x0

c
� �õ��	%´ê � î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAèqú|è¯øAëAèAò4èqú¿è¯ûB��ïBú�êóqî>ò4óAë6hAú�î
y = Cx (x 6= 0)

�
C ü ÷¼õBò�î>ðAñ��ì¼ïO���4ï�ð¼ï�����ëAè���c�a	�\c

�����+�5���5������� LOð�ÞDS æDç\Þ�Ý!éVM\ï�â�åDS
(0, 0)

î�ï\æ�ä Ü�ä_é�Ý�ßwÜDàHâ�äwÜ�ïDóeM\ïÅî�Û�ê�3ºS
y = Cx

Ü�ä
3�ï�UiS�M\ç Ú S�M�ÝCS Ü�M�ä0RwÛ�à�æ�ç�Ü�ÝB3�ÝCÞ�Û�Ý�é\ÝB3�Ý6ó�ï�ð�ÞDS æDç\Þ�Ý7M\ï�â�Þ�à

O(0, 0)
Ü�ä'ÜDà@æDä�U_Ý�M\çiUnï@á�ÜDS Q

ß'å�Ý8èCÞ�Û�Ý�é�Ý8è6íuIv)wyxkzy{4|I�f~ m§ð�hJ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′ = −x

y ý ï�óAè���ï��4è�óqõõ�÷qìqõ4ú|ù­ëqõ ý ò�� h ý øAù4��q� ò
h�ò4ìqî#"·éTõBëqú¿î ��� � ògìqê�h�ò4ìqî#"·éTõBëqú�î �k� � ògó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��Aìqî#"þéTõBëqú�îzc�n��'D�P( * '�#��º� *4�
�4�I� ê�ö�ø�õ�óqõ4ú�î#�4è��4è �e� õ éVùDìAøAíqî;h y =

√
1 − x2

û­ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú ý ï�÷oï�ìqõBö�õëqî ò4ì�h�ìAì�h � h�ø � õ x ∈ (−1, 1)
c�QþïBû�ú�õ − x√

1−x2
= − x√

1−x2

c
� � 8
ùeìAøAíqî;h

y = y(x) � ý ï�÷oï�ì¼ï ìqê�h�ò4ìqõ6��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú
y2 + x2 = 1 �

y > 0 � �4ï�øDõ�% ý ï�÷oïBûiëqõ ý ò�� h ý õBøgíAñ�õBö�õVëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc 0 óAë¼ï�òB÷¼î � ò���èAðAù
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hóqõ�ò4ìAè�"¯÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ð·íqî�ûS
|éVùeìAøAíqî 
�÷¼õBëqî>ò4ì��Vû
d(x2 + y2 − 1) = 2x dx+ 2y dy = 2x dx− x

y
· 2y dx = 0.

� � k§ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��Aìqõ ý ï�÷oï�ì¼ïgéVùeìAøAíqî;h x = cos t � y = sin t � t ∈ (0, π)
�Bï�ø�õ2%

ý ï�÷oïBûTëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � õ	��øqî>ðAñ4øAè¯÷qð�h­íqî�ûS
|éVùeìAøAíqî 
¿ú�ïBû�ú¿õ
dy

dx
=

cos t

− sin t
= −cos t

sin t
.

� ï ý ì¼ï��Aèqú�õ �)� õ­øDõ�%gì¼ï ý éVùDìAøAíqî#" ï�� ü ò � ý ï�÷oïBû y h�øÀìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ�÷qè+�
éTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìAù·éVùeìAøAíqî#� ï�ëAö�ù�ú¿ê�ì��4ù

x
c

uIv)wyxkzy{4|��4~\0 øAð¼ï����4è ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h���î�ú
� 
�ó¼ï�ë¼ï�74õBð
y2 = Cx

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4��m
èqéTê�ëqê�ìAíqî#�����Aèþõ	7Bè�÷qò�î��¼ï����4èAìAè·ëqî>ò4ìqõ	����î

y2 = Cx
óqõ

ý ú¿î>ìAìqî#" x � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ {
y2 = Cx;

2yy′ = C;
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ï�7Bõ
y = 2xy′ ü ô´ùeøAï�ìqêV÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTcuIv)wyxkzy{4| �k~�0 øqî>ðAñ4øAè ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò y = ϕ(x)

÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqî>ò��
ì�hDìAì�h

xy′ + y = y2 lnx
ò4è ý ì¼ï2�¼ïBû���óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h y(x+ lnx) = 1 − y ��n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�÷oï�ìqê ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ò4è ý ì¼ï��qê�ìqê ò

óAëqï�ò�î#" óqî>ò4óAðqõ � èAìqî � ��õ	7���õ ðAèAôJê\��î>ðAñ4øAè óAëAè
x > 0

cO����øqî>ðAñ4øAè ëqõ ý �ò�� h ý ø�õ4ú ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
ú�õ2%Jê¡7Bù �4è ðAèAôJê ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ ÷qè+�
éTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ï éVùeìAøAíqî;h � ��õ éVùeìAøAíqî#�
y = ϕ(x) � ý ï�÷oï�ìAù-��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú
y(x+lnx) = 1−y � ëqõ ý ö_ð�h�ìqê�ú�õVì¼ï�óAëqê5�÷¼ú�ê��·ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ�
^÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìqõ	����î
óAëAè

x > 0
c

Qþï�û�ú¿õ
y = 1

1+x+lnx � y′ = x+1
x(1+x+ln x)2

c
� ê�ö�ø�õ
óqõ4ú¿î#�4è��4è � � õ
î&��ìAù�ût��õ��AøAï x0 > 0 � �Bï�øAï ��� õ 1+x0 + lnx0 = 0

c
� ìqï�"�÷¼ê�ì¼ï î ý ��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hÂéVùDìAøAíqî;h

y(x)
î]
b
�óqõ�ÿAî ÷qì¼ïþìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî�ì¼ï

øDõ�%gìAõ4ú¿ù ý î>ì���ê�ëAòeï�ðqî>ò (0, x0) � (x0,+∞) � î � õ��	%´ê � ý ï�÷oï�ìqêO��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ì+�
ì�hJò4è ý ì¼ï��¼ïBûi÷qòeïVëqõ ý ò�� h ý øAèf÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � h�ø � õ ý ì¼ï�"�÷¼ê�ì¼ïéVùeìAøAíqî;hÀéTõBëqú�ï�ðAñ4ìqõ ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAûfëqî>ò4ì�h�ìAì���c��B���Bï�ìAìqûO�4ò�ê�ëe÷�%´ê�ìAì�h ú�ïBû
ú¿î&��íqê

− (x+ 1)x

x(1 + x+ lnx)2
+

1

1 + x+ lnx
=

lnx

(1 + x+ lnx)2
,

h�ø � õ x ∈ (0, x0) � ï�74õ x ∈ (x0,+∞)
c�¢�ë¼ïBéTî>øAè ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò\�nî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî

øAë�èAò�îU� ý õ	7Bë¼ï�%´ê�ìqõfì¼ïJëAè���c
jgcuIv)wyxkzy{4|6£�~ `§õBëAè����4ù����Aè���ñgú¿ê���õ�÷¼õ4ú î ý õBøAðqî>ì � óqõ	7Bù�÷qùDòeï��4è­ì¼ï�7BðAè�%´ê5�ìqõgî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�î�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
xy′ = 2y

c
�n��'D�)( *+'D#D���+*k�F¤ ý õBøAðqî>ìAè ÷oï�ìqõBö�õ ëqî>ò��
ì�h�ìAì�h ý ï�÷oï����4ñ��@h¥��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú|è
2y
x = k � ï�74õ y = kx

2 � ÷¼ê k = const
c

�B��øqî>ðAñ4øAè ý ïBú¿î>ì¼ï x ì¼ï −x ìqê ý ú¿î>ì��Vûëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ��õ � õ��	%´ê � "qõBö�õ·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqîøAëAèAò�î¦��èqú¿ê��4ëAè��Aìqî�ò�î ÷qìqõ	��ìqõ¯õ	74õ�ÿ õ	��ê�"
ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��Dc�m´õ	��ðqî ÷�%gù������Aè
óqõBò�ê�÷¼î>ìAøAù

î>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ�øAëAèAò4è�ÿþò­óqê�ëAôJõ4ú|ù¯øAòeï�÷që¼ï�ì���î � ú¿è�õ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õ�óqõBò4ìAù·ø�ï�ë+��4è�ìAù­óqõBò�ê�÷¼î>ìAøAè·ò���î ÿ�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ¯øAëAèAò4è�ÿ­÷oï�ìqõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc
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m
ðgh­óqõ	7Bù�÷¼õBò4è·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ¯øAëAèAò4è�ÿX��øAð¼ï�÷¼ê�ú�õ§�4ï�7BðAèAí��

(k = tgα)
�

k α y

0 0 0

1 π
4

x
2√

3 π
3

√
3
2 x

îq�Bï�ø�÷oï�ðqîzc
[
ï�ò�î#�4ñ¯õ	74ú�ê�%gèAò4ô´è���ñ�øqî>ðAñ4ø�õ4ú�ï�î ý õBøAðqî>ì¼ïBú|è � ú�õ2%gì¼ï ý õ	7Bë¼ï ý è��4è î>ì���ê5�

ö�ëqï�ðAñ4ìqî¿øAëAèAò�î � h�øqî|ðqê�%Jï��4ñ¯ù·óqê�ëAôJõ4ú¿ù·øAòeï�÷që¼ï�ì���ît��ëAè���c p �\c � ï�ùDòeï�%gèqú¿õ �
� õJò�î&��ñ Ox �4ï�øDõ�% ûTî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqõ�� øAëAèAò�õ���c

m´õ�ò�ê����4è �¨� õ ý ï�÷oï�ìqî éVùDìAøAíqî 
 û ëqõ ý ò�� h ý øAïBú|è ò4ø�ï ý ï�ìAè�ÿ ëqî>ò4ì�h�ìAñ
(c ∈ R)

�
æ¼ç
y = sin x

x , xy′ + y = cosx.M�ç
y = x

√
1 − x2, yy′ = x− 2x3.c�ç

y = earcsin cx, xy′ = y tg(ln y).

©�ç
y = ex

x∫

0

es
2
ds+ cex, y′ = ex+x

2
.

ª�ç
y = x

x∫

0

sin s

s
ds, xy′ = y + sinx.

«�ç
y = x

(∫
ex

x
dx+ c

)
, xy′ − y = xex.

¬ ç { x = cos t,

y = sin t;
x+ yy′ = 0.

­�ç { x = tet,

y = e−t;
(1 + xy)y′ + y2 = 0.

®�ç { x = t ln t,

y = t2(2 ln t+ 1);
y′ ln

y′

4
= 4x.

æ ¯�ç
y = x(x− ln |x|), (x− y) dx+ x dy = 0.

æ¼æqç
x = yecy+1, y′ = y

ln x−ln y .æ+MÈç
x = y ln y, y′(x+ y) = y.



§ g Ä�Ñ|Ô1ÎeÊ�Ü�Î�=)?eÊ�ÎBÞeÕ7Õ�Þ d8j

k§ê�ëqê�ò�î>ëAè��4è � �Aè û·ì¼ï����4ùDóAìqî���óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h î>ì���ê�ö�ë¼ï�ð¼ïBú|è ò4øAï ý ï�ìAè�ÿëqî ò4ì�h�ìAñ
(c = const)

�
æ+c�ç

e−y − cx = 1, xy′ + 1 = ey.
æ�©�ç

y3 = 1
x + c

x2 , xy
2 dy + y3 dx = dx

xæ+ª�ç
y2 + 2cx = c2, yy′2 + 2xy′ = y + 1.

æ+«�ç
arctg y

x − ln
(
c
√
x2 + y2

)
= 0, c > 0, (x+ y) dx− (x− y) dy = 0.

æ ¬ ç
x = y

x∫

0

sin t2 dt, y = xy′ + y2 sinx2.

æ+­�ç
x

x∫

0

sin t

t
dt = y ln y, xy′ + x ln y = x sinx+ y ln y.

Q·ê���õ�÷¼õ4úÂî ý õBøAðqî>ì·óqõ	7Bù�÷qùDòeï��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�îP�4ï�øAè�ÿ­ëqî>ò4ì�h�ìAñ��
æ+®Èç

y′ =
y − x

y + x
.

M�¯ ç
y′ = x+ 1M�æqç

y′ = x+ y.
MkM�ç

y′ = y − x.MkcÈç
y′ = (y − 1)2.

M�©�ç
y′ = (y − 1)x.MkªÈç

y′ = x2 − y2.
Mk«�ç

y′ = cos(x− y).

M ¬ ç
y′ =

x− 1

y
.

Mk­�ç
y′ = (1 − y)(1 − x).Mk®Èç

y′ = y − x2 + 2x.

c�¯�ç m
ð�h�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′ = f(y) � ÷¼ê

f(y) =

{
3y

2
3 , y ≤ 0;

2y
1
2 , y > 0,

ý ìqï�"��4è óAëqõ4ú¿î#%gøAè � ì¼ïÍh�øAè�ÿ ý ï�÷oï�ìqîVéVùDìAøAíqî 
°7Bù�÷qù��4ñ!"qõBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAïBú|è)�
±q� y = (x− 1)2; � � y =

{
(x− 1)2, x > 1;

0, x ≤ 0;

� � y(x) =





x3, x < 0;

0, 0 ≤ x ≤ 1;

(x− 1)2, x > 1.[§ï�øAëqê���ðAè��4è·ö�ë¼ïBéTî>øAè � óqõ�h���ìAè��4è¯ö�ê�õ4ú�ê��4ëAè��AìAè�" ý ú�î&����c
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c�æqç m
ð�h�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′ = f(y) � ÷¼ê

f(y) =





3y
2
3 , y ≤ 0;

2
√
y, 0 < y ≤ 1;

2, y > 1,

ý ìqï�"��4è·óAëqõ4ú¿î#%gøAè � ì¼ï!h�øAè�ÿ ý ï�÷oï�ìqî éVùeìAøAíqî 
e7Bù�÷qù �4ño"qõBö�õgëqõ ý ò�� h ý øAïBú|è)�

�q� y = x2; � � y =





x3, x ≤ 0;

x2, 0 < x ≤ 1;

2x− 1, x > 1.

[
ï�øAëqê���ðAè��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�î�ì¼ï����4ùDóAìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ��
ckMÈç dx

dy
=

x+ y

|x+ y| .
ckc�ç dy

dx
=

{
1,

h�ø � õ y = x;

0,
h�ø � õ y 6= x.

c�© ç dx
dy

=
x+ |y|
y + |y| .

ckª�ç dy
dx

=
xy

|xy| .0 ø�ð¼ï����4è�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hX��î�ú�ê�"¯øAëAèAò4è�ÿq�
ck«Èç

y = x2 + C � C ∈ R
c

c ¬ ç
arcsinx+ arcsin y = C � C ∈ R

c
ck­Èç

x2 + y2 = Ce
arctg x

y ü ��î�ú²� h­ðqõBö�ï�ëAèqéTú¿î#�AìAè�ÿT��óqî>ë¼ï�ðqê�" � C ∈ R
c

ck®Èç
x tg(x+ C) = y � C ∈ R

c
©4¯�ç

x ch(x+ C) = y � C ∈ R
c

©�æqç
ρ2 = a cos 2θ � a ü ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë c©qMÈç x2

a2+c
+ y2

b2+c
= 1 � c ü ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë c©qcÈç � ì¼ï�"��4è¯÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ò���î ÿ­øqî>ð¯ì¼ïJóAðqõ � èAìqîzc©k© ç � ì¼ï�"��4è¯÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ò���î ÿ­ó¼ï�ë¼ï�74õBð·ì¼ï´óAðqõ � èAìqîzc©qªÈç � ì¼ï�"��4è¯÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h·ò���î ÿ�øqî>ð � h�øqî�÷¼õ��4èAø�ï����4ñ���h¯÷¼õfõ	��îõBë�÷qèAì¼ï���c

©q«Èç � ì¼ï�"��4èÂ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h\��î�ú
� 
7íAèAøAðqõ�
b÷
x = C(t − sin t) �

y = C(1 − cos t) � C ∈ R
c

© ¬ ç 0 øqî>ðAñ4øAègëqõ ý ò�� h ý øqî>ò§÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ = − 1

x2

ò4è ý ì¼ï2�¼ïBû
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��óAî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
y = 1

x +C
óAëAèFøDõ�%gìqõ4ú|ùféTî>ø+��õBòeï�ìqõ4ú|ù ý ì¼ï2�qê�ìAìqî C ∈ R �[§ï�øAëqê���ðAè��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�îzc

©q­Èç 0 øqî>ðAñ4øAè�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ =
2

x
1
3

ò4è ý ì¼ï2�¼ïBû
��óAî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h

y =
3
√
x2 + C

óAëAèäø�õ2%gìqõ4ú¿ùäéTî>ø ��õBòeï�ìqõ4ú¿ù ý ì¼ï��qê�ìAìqî
C ∈ R � [
ï�øAëqê���ðAè��4è î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�îzcq�Vè�ú�ïBû§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�î>ìAôJî�ëqõ ý ò�� h ý �øAè � 37øqî �©q®Èç m
õBò�ê����4è �r� õ éVùeìAøAíqî;h

y = ϕ(x)
û ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú ý ï�÷oï��qî `TõBôJî

dy
dx = f(x, y) � y(x0) = y0

��õ�÷¼î�î²��î>ðAñ4øAè·��õ�÷¼î � øDõBðAè ò�õBì¼ïÀû�ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú
î>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y(s))ds
c

ª�¯�ç k§õBø�ï ý ï��4è �4� õ@��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
y = Cxm ý ï�÷oïBû
ëqõ ý ò�� h ý õBø·÷qèqéTê�ëqê�ì+�íqî�ï�ðAñ4ìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h

xy′ −my = 0
÷qð�h­ø�õ2%gìqõBö�õ

C ∈ R
c

ª�æqç k§õBø�ï ý ï��4è �¸� õ ò���î ëqõ ý ò�� h ý øAè ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
(1 + xy) dx − (x2 + 1) dy = 0

ú¿õ�%gì¼ï óqõ�÷oï��4è ù ò4èAö_ð�hD÷¼îZ��óqî>ò4ò�î ÷qìqõ��
ôJê�ìAì�h

y = x+ C
√

1 + x2 � ÷¼ê C ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ïJ÷¼î#"���ì¼ï§���4ï�ð¼ïgc
ªkMÈç kTõBøAï ý ï��4è �¹� õ ò���î ëqõ ý ò�� h ý øAè ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ì+�
ì�h

xy′ + y = y2 lnx
ú¿õ�%gì¼ï óqõ�÷oï��4è ù ò4èAö�ð�hD÷¼îº��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h

y(Cx+ lnx+ 1) − 1 = 0 � C ∈ R
c

§ 2. РIВНЯННЯ З ВIДОКРЕМЛЮВАНИМИ
ЗМIННИМИ

æ¼çqN î>ò4ì�h�ìAì�h�ò4èAö�ð�hD÷qù
dy

dx
= f(x)g(y) (2.1)

ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h �º�����+*��º� *g�F'��D� H ��$���	w�t1�E,�D#D�� g�Å X'8�Å�����º (�Å ºc
���Aê�ò4è�÷qìqõ ��� õ·éVùeìAøAíqî 
 y = C0

�4ï�øqî �)� õ g(C0) = 0 � ûfëqõ ý ò�� h ý ø�ïBú¿èëqî ò4ì�h�ìAì�h¨�«a(ced��\c4¤#ìAôJî ëqõ ý ò�� h ý øAè � ò ý ÷¼õBò	% h�øAè�ÿ
g(y) 6= 0 � ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñ��óAî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h

∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx+ C, (2.2)
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÷¼ê

C ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ï§���4ï�ð¼ïgc
N õ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï��qîK`§õBôJî ý óqõ��¼ï��4øDõBò�õ�� ùDú�õBò�õ��

y(x0) = y0
ú�õ2%gì¼ï

óqõ�÷oï��4è h�ø
y∫

y0

dη

g(η)
=

x∫

x0

f(ξ) dξ. (2.3)

M�ç � ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAèqú�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú

dy

dx
= f(y) (2.4)

óqõ�ò�� h ý ï�ìqõTóqõBì�h+�	��h �D	�$��
�@�º�
��/\�C�º�51 *��
#K�D��*(�Å��»�c�niê�ø���õBëAègóqõBð�h ý ï�òB÷¼õBò	%O�
øAè |f(y)| ú�ï����4ñ���ò�õ�
�ú·óqõ��¼ï��4øDõ4ús��õ��AøAù

O(0, 0) � ì¼ï�óAë(hAú�
bÿ´ï�74õ ý 74î>ö�ïBû5�4ñ���h
ý ÷¼õ�÷oï��4ìAèqú�ì¼ï�óAë(hAú¿õ4ú õ	��î Oy � h�ø � õ f(y) > 0 � ï�74õ7óAëqõ��4èAðqê�%gìAè�"g÷¼õ7ìAñ�õ��ö�õ � h�ø � õ f(y) < 0

c
p�õ��AøAè � ò h�øAè�ÿ�ì¼ï�óAë(hAúÂóqõBð�h�ìqê§ò4è ý ì¼ï��qê�ìAè�" � ì¼ï ý èAòeï����4ñ���h ������¼51� 
�� �G

�Å � ï�74õ �
�S1
�2½ 	��º� *g�Å ��º�����
���D#	/� �c
� ï�ò�ê�ø���õBëAìAèqú óqõBðqê�ú ìqê�òeï�%gøDõº�1ÿeê�ú�ï��4è��Aìqõ ý õ	7Bë¼ï ý è��4è î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî

øAë�èAò�î ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc
m
ðgh­óqõ	7Bù�÷¼õBò4è·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ¯øAëAèAò4è�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

dy

dx
= f(x) (2.5)

ý ë�ù �Aìqõ�ø�õBëAè����4ùeòeï��4è���h�óqõBðqê�úäì¼ï�óAë6hAú�î>òºcf¤ ý õBøAðqî>ìAè ÷qð�hK�«a(c o	�´ú�ï����4ñþò4è+�
ö_ð�hD÷

f(x) = k � ÷¼ê k ü ���4ï�ð¼ïgc � ì¼ï�øÂéVùDìAøAíqî 

f(x)

ò4è ý ì¼ï2�¼ïBû�ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëú¿õBìqõ���õBìAìqõ	����î¼ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hs�«a(c o	�\c �B��øqî>ðAñ4øAè d2y
dx2 = f ′(x) � ��õ ý ëqî>ò��ìqõ�����î

f ′(x) = 0
ðqê�ö�øDõJò4è ý ì¼ï��Aè��4èX��õ��AøAè­óqê�ëqê�ö�èAìAù­î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ­øAëAèAò4è�ÿTc

� ìqï�ø¯óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�

f ′(x)

ò4è ý ì¼ï2�¼ïBûVÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëþõBóAùeøAðqõ	����î�õ	���Bï�ìAìqî ÿTcN î ò4ì�h�ìAì�h�ò4èAö�ð�hD÷qù
y′ = f(ax+ by + c) (2.6)

ý ï�ú�î>ìqõ�� z = ax+ by + c � ÷¼ê z ü ìqõBòeïgéVùeìAøAíqî;h·ï�ëAö�ùDú�ê�ì��4ù x � ý ò�õ�÷ºh+�4ñ���h÷¼õJëqî>ò4ì�h�ìAño�4èAóAù¾�«a(c p �\c
c�ç � ï ý ì¼ï��Aèqú�õ ��� õJóAëAè·î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ìAìqî ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

M(x)N(y) dx+ P (x)Q(y) dy = 0 (2.7)
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ò óAëqõBíqê���î ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ðqê�ìAì�h ý ú�î>ìAìAè�ÿ óAëAè óqê�ëqê�ÿeõ�÷¼î ÷¼õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
M(x)
P (x) dx + Q(y)

N(y) dy = 0
ú¿õ�%gðAèAòeï ò	�4ë¼ï��4ï î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ øAëAèAò4è�ÿ � h�øqîò4è ý ì¼ï2�¼ï����4ñ��@h!��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú|è

P (x) = 0 � N(y) = 0
c 0 ðqî ÷ ý òeï�%gï��4è�Bï�ø�õ2% ì¼ï���ê �$� õ óAëAè óqê�ëqê�óqõ ý ì¼ï��qê�ìAìqî­÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõ�
s���Bï�ðqõ�


C → ϕ(C)ìqê�õ	7�ÿ�î ÷qìqõfò4ë¼ï�ÿeõBò4ùDòeï��4èþú�õ2%gðAèAò�ê ý ò4ù %´ê�ìAì�h·õ	7Bð¼ï�����î4
Y
�ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�hTcuIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

3ex sin y dx+
2 − ex

cos y
dy = 0.

����'D�)( *+'D#D���+*k� ��7Bð¼ï����4ñ ò4è ý ì¼ï��qê�ìAì�h íAñ�õBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
{
(x, y) : x ∈ R, y 6= π

2 + πl, l ∈ Z
} c¿niî ÷¼õBøAëqê�ú¿ð������Aè ý ú¿î>ìAìqî � ÷¼î&���4ï�ìqê5�

ú¿õ 3ex

2−ex dx + dy
sin y·cos y = 0

cOkTëAè íAñ�õ4ú¿ù ú�õ2%gðAèAòeï·ò	�4ë¼ï��4ïþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ
øAë�èAò4è�ÿ

x = ln 2 � y = πk (k ∈ Z)
c@8´õBëqú�ï�ðAñ4ìqê î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ìAì�h ÷oïBû

−3 ln |2 − ex| + ln | tg y| = C1 � ÷¼ê C1 ∈ R
c kTî&��ð�h óqõ���ê�ìAíqî#�7òeï�ìAì�h ú�ï��4è+�

ú¿ê�ú¿õ tg y

(ex)3
= ±eC1

c'kTëAè�"Aì�h�ò4ô´è ìqõBò�ê­óqõ ý ì¼ï��qê�ìAì�h ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõ�
����4ï�ðqõ�
t"
óqõ�øAð¼ï�ò4ô´è

C = ±eC1 � õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õ
tg y

(2x)3
= C. (2.8)

0 óAî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hr�«a(c 9 �|ò4è ý ì¼ï��¼ïBû�ò���îk74ê ý ò4èAì�h+�4øAùgëqõ ý ò�� h ý øAè�ò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õëqî ò4ì�h�ìAì�hr��ò$��õ4ú|ù§�Aè���ðqîk"
x = ln 2 � y = πk

� � h�ø � õ C óAëqõ	74î>ö�ïBû�ú¿ìqõ2%gèAìAù
ò���î ÿ­÷¼î#"���ìAè�ÿZ�Aè���ê�ð � C ∈ R

c � ï ý ì¼ï��Aèqú�õ ��� õJëqõ ý ò�� h ý õBø x = ln 2
÷¼î&���4ïBû�ú�õ

ý �«a(c 9 �Xö�ë¼ï�ìAè��AìAèqúÂóqê�ëqê�ÿeõ�÷¼õ4úÂóqõ
C

�
C → ∞ �\c

uIv)wyxkzy{4|6�P~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h √y dx = x
2 dy

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�À��7Bð¼ï����	� ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h ëqî>ò4ì�h�ìAì�h û ú|ìqõ�%gèAì¼ï

{(x, y) : x ∈ R, y ≥ 0} cBniî ÷¼õBøAëqê�ú¿ð������Aè ý ú¿î>ìAìqî � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú�õ dx
x = dy

2
√
y �óAë�ègíAñBõ4ú|ù

x 6= 0 � y 6= 0
c�8´õBëqú�ï�ðAñ4ìqê�î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ìAì�hg÷oïBû √

y = ln |x|+C1 �ï´óqî&��ð�h�óqê�ëqê�óqõ ý ì¼ï��qê�ìAì�h C1 = lnC
÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ

y = ln2 Cx. (2.9)

0 óAî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h6�«a(c `���÷oïBûVú�õ2%gðAèAò�î&���4ñFõ��4ëAèqú�ï��4è·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAù�øAëAèAò4ù
x = 0

�
y > 0

��ö�ë¼ï�ìAè��AìAèqúÂóqê�ëqê�ÿeõ�÷¼õ4úÂóAëAè
C → ∞ c(m§ò�î�î>ìAôJî¦��ò	�4ë¼ï��qê�ìqî ò
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óAëAõBíqê���î�éTõBëqú�ï�ðAñ4ìqõBö�õ¯î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ìAì�hk�Tî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî¿øAëAèAò�î

y = 0
�
x > 0

� �
y = 0

�
x < 0

�Vìqê�ú¿õ�%gðAèAò�õþõ��4ëAèqú�ï��4è î ý ��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hK�«a(c `��TóAëAè6%´õ��
÷qìAõ4ú¿ù ý ì¼ï��qê�ìAìqî C � ï � õ��	%Jê � 
bÿZ�4ëqê�7�ï´óAëAèqû�÷qì¼ï��4è¯÷¼õgõ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqõ�

��î>ú
� 
��«a(c `��\c

uIv)wyxkzy{4|m�q~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ =
sinx

x

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�gkVë¼ï�òeï°�¼ï����4èAì¼ï
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h­ìqê�ò4è ý ì¼ï��qê�ì¼ï´óAëAè x = 0

c�m´õ��
ò4è ý ì¼ï2�Aèqú¿õO
b
 ý ï´ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî&���	� � óqõBøAð¼ï�÷oï����Aè y′ = 1

óAëAè
x = 0

c
N õ ý ò�� h ý õBø·íAñBõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h·ìqê§ò4èAë¼ï�%JïBû��4ñ��@hþòFê�ðqê�ú�ê�ì��Bï�ëAìAè�ÿþéVùDìAøAíqî �hDÿ � ��õ4ú¿ù�óqõ�÷oïBú�õ§"qõBö�õgù­éTõBëqú¿î `TõBôJî

y =

x∫

x0

sin ξ

ξ
dξ + y0. (2.10)

[§ê ý òeï�%gï����Aè­ì¼ï°��ê �+� õ´î>ì���ê�ö�ë¼ï�ð�ùFóAë¼ï�ò�î#"Z�¼ï����4èAìqî¦�«a(ced2_���ìqê7ò4èAë¼ï�%gï��
û5�4ñ��@hX�qê�ëqê ý ê�ðqê�ú¿ê�ì��4ï�ëAìqî�éVùeìAøAíqî 
 � ý �«a(ced2_��Xò���ê�%Á�Bï�øAè·ú�õ2%gì¼ïgõ��4ëAèqú�ï��4è
÷¼ê\h�øAù î>ìqéTõBëqú�ï�íqî#� óAëqõ·ÿ�î ÷�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ øAëAèAò4è�ÿ ÷¼õ	��ðqî ÷�%gùDòeï�ìqõBö�õ ëqî>ò��
ì�hDìAì�hTc����	%´ê � øDõ�%gì¼ï
î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ì¼ï
øAëAèAòeï´ú�ïBût��ò�õ�� ö�õBëAè ý õBì��4ï�ðAñ4ìAù­ï���èqúf�ó��4õ��4ù � õ	��øqî>ðAñ4øAè lim

x→+∞
y = π

2 + y0 � lim
x→−∞

y = −π
2 + y0

���4ù �­ò4èAøDõBëAè�����õ��
ò4ù�û�ú¿õ@��õ�"þé§ï�ø�� �k� õ

+∞∫
−∞

sin x
x dx = π

2

�\c
kVë(hAú¿î
x = πn (n ∈ Z)

ûTðqî>ìqî;hAú|è
ê�ø ���4ëqê�ú|ù�ú¿î>òþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ øAëAèAò4è�ÿ � ï­ò�î&��ñ·õBëe÷qèAì¼ï�� ü ú¿ìqõ2%gèAìqõ��¥��õ��qõBø

bÿ�óqê�ëqê�ö�èAìAù�c

uIv)wyxkzy{4|§�f~ m
õ	��ðqî ÷qè��4èJÿ�î ÷fî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿJøAëAèAò4è�ÿ
÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ
ëqî ò4ì�h�ìAì�h

y′ = 2
3x

− 1
3
c

�n��'D�)( *+'D#D���+*k�nkVë¼ï�òeïr�¼ï����4èAì¼ï�ëqî>ò4ì�h�ì+�
ì�h ò4è ý ì¼ï��qê�ì¼ïÂ" ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ï óAëAè
x ∈ (−∞; 0)∪ (0;+∞) (y ∈ R)

c�¤ ý õBøAðqî �ì¼ïBú¿è¯û7óAë6hAú�î
x = a � ÷¼ê a ü ÷¼î#"���ìqê��Aè+���ðqõ � óAëAègíAñ�õ4ú¿ù´î ý õBøAðqî>ì¼ïBú|èfìAù�ð�h x = 0û�ëqõ ý ò�� h ý øAèJëqî>ò4ì�h�ìAì�h dx

dy = 3
2

√
x
c�l�ðqî �

ò�î#"Jóqî>ò4óAðqõ � èAìqî�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�î ��ó¼ï��÷oï����4ñ � õ	��øqî>ðAñ4øAè dy
dx < 0 � ù óAë¼ï�ò�î#" üÀý ëqõ	���4ï����4ñ ( dydx > 0

) c � î>ìqî#"�ê�ø �5�
�4ëAê�ú¿ùDú�î>ò­ìqê�ú�ïBû�cP�B��øqî>ðAñ4øAè

y′′ < 0 � ��õFò�õ	74õ�ÿþóqî>ò4óAðqõ � èAì¼ï�ÿ�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî



§ ³ Ä�´y=³Ü�ÎBÞeÎ�Î4ÞOµ§Ü�=¶C�Ê�Ï_Ó�Í�É�Ì�Ö�Ü�Ç�ÎeÛBÉiÛOµ�É�=�ÎeÎ�Û4ÉXÛ d2`
øAë�èAò�î�õBóAùeøAðqî�ò4ö�õBëAù � ��õ��qõBøÂóqê�ëqê�ö�èAìAù�ìqê�ú�ïBû�c�kVëAè |x| → +∞ ì¼ï�óAë(hAú|è
÷¼õ��4è��AìAè�ÿ­÷¼õgî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ¯øAëAèAò4è�ÿ­ì¼ï�7BðAè�%Jï����4ñ���h­÷¼õJö�õBëAè ý õBì��4ï�ðAñ4ìqõBö�õ�c���BëAèqú�ï�ìqõ�
 î>ìqéTõBëqú�ï�íqî 
 ÷¼õ	���Bï��4ìAñBõ ÷qð�h óqõ	7Bù�÷¼õBò4è î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ
øAë�èAò4è�ÿ���ëAè���cno	� � ï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAè�"Âò4èAë¼ï ý ÷qð�h h�øAè�ÿ ðqê�ö�ø�õ ý ì¼ï�"��4è � óAëqõ4î>ì���ê5�ö�ë�ùDòeï�ò4ô´è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y = x
2
3 + C � C ∈ R

c

m´õ���ðqî ÷qè��4è ÿ�î ÷ î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ øAëAèAò4è�ÿ ý ï�óqõBðqê�ú ì¼ï�óAë6hAú�î>òþî � óAëqõ4î>ì���ê5�ö�ë�ùDòeï�ò4ô´è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ì¼ï�øAëqê���ðAè��4è·ò4è�÷¼î>ðqê�ìAù�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAù�øAëAèAò4ù4�ªkcÈç
y′ = − 1

x2
; M (1; 1) .

ª�©�ç
y′ =

1

sinx
; M

(
π
2 ; 0
)
.

� ì¼ï�"��4è�ò�ê�ë��4èAø�ï�ðAñ4ìqî � ö�õBëAè ý õBì��4ï�ðAñ4ìqî4�Bï§óqõ�ÿ�èAðqîÈï���èqú|ó���õ��4è­î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ��ìAèDÿ�øAëAèAò4è�ÿ � h�øqîÈóAëqõ�ÿeõ�÷ºh+�4ñ@�qê�ëqê ý ÷oï�ìAùZ��õ��AøAù � ý ëqõ	7Bè��4è·ëAè���ùeìAøAè)�ªkªÈç
y′ = −2xe−x

2
; M (0; 1) .

ªk«�ç
y′ =

1

1 + x2
; M (0; 0) .

ª ¬ ç
y′ = − 2x

(x2 − 1)2
; M (0;−1) .

ªk­�ç
y′ =

x√
x2 − 1

; M (1; 0) .

ªk®Èç
y′ = e−x

2
; M (0; 0) .

Ã $6#2'D���D$6#	Ä)��ø�õBëAè����Bï��4è���h¯ìqê�ò4ð¼ï���ìAèqú�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðqõ4ú +∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π
2 .

«�¯�ç
y′ =

1

cos2 x
; M(0; 0).

«�æ¼ç
y′ = 1 + y2; M(0; 0).«kMÈç

y′ = y; M(0; 1).
«kc�ç

y′ = −y2; M(0; 1).«�© ç
y′ = y3 − 1; M(0; 1).� ì¼ï�"AôJõBò4ô´è�ëqõ ý ò�� h ý øAè�ò4èAö�ð�hD÷qù y = b � óqõ	7Bù�÷qùeòeï��4ès��ÿeê�ú�ï��4è��Aìqõgî>ì���ê5�

ö�ëqï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�î�ëqî>ò4ì�h�ìAñ��
«kªÈç

y′ = y2 − 1.
«k«�ç

y′ = y2 − 5y + 6.« ¬ ç
y′ = y2 − 4.

«k­�ç
y′ = sin y.«k®Èç

y′ = y ln y.
¬ ¯ ç

y′ = y
2
3 .

¬ æqç
y′ =

1

tg y
.

¬ M�ç
y′ = 2

√
y + 1.

¬ cÈç
y′ = y

(
1 − y2

)
.

¬ ©�ç
y′ =

{
y · ln

(
y2
)
, y 6= 0,

0, y = 0.
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nXèAò	�Aè��4è óqõBðqê�ì¼ï�óAë6hAú�î>ò � óqõBëqõ�÷�%Jê�ìqê­ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú¥�nú�ê���õ�÷¼õ4úäî ý õBøAðqî>ì4� �ò4ø�ï ý ï��4è�õ	7Bð¼ï�����î ý ëqõ	���4ï�ìAì�hT"s��ó¼ï�÷oï�ìAì�hþëqõ ý ò�� h ý øqî>ò � ý ì¼ï�"��4èþðqî>ìqî 
�ê�ø+���4ëqê5�ú|ùDú�î>ò � óqê�ëqê�ö�èAìqî>ò@�BïJì¼ï�øAëqê���ðAè��4èr��ÿeê�ú�ï��4è��AìqõFî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�îzc N õ ý ò�� h �

ý ï��4èþëqî>ò4ì�h�ìAì�hT�Bïgò4èAò	�Aè��4è�óqõBò�ê�÷¼î>ìAøAùX"qõBö�õfëqõ ý ò�� h ý øqî>òºc|kTõBëqî>ò4ì�h+�4è�õ��4ëAè+�ú�ï�ìqîÈëqê ý ù�ðAñ��4ï��4è)�¬ ªÈç
y′ = 0.

¬ «�ç
y′ = 1.¬k¬ ç

y′ = −1.
¬ ­�ç

y′ = −2x.¬ ®Èç
y′ = −x2.

­�¯ ç
y′ = 3

2

√
x.­�æqç

y′ = −2xe−x
2
.

­kM�ç
y′ = e−x

2
.

­kcÈç
y′ =

1

1 + x2
.

­�©�ç
y′ = −1

x
.­kªÈç

y′ = −y. ­k«�ç
y′ = y2.

­ ¬ ç
y′ =

1

y
.

­k­�ç
y′ = 2

√
|y|.

­k®Èç
y′ = 2

√
y.

®�¯ ç
y′ = 3y

2
3 .®�æqç

y′ = ey.
®kM�ç

y′ = −y2 − 2xy − x2.®kcÈç
y′ = 2xy.

®�©�ç
y′ = y cosx.

®kªÈç
y′ =

2xy

1 − x2
.

®k«�ç
y′ =

√
y

x
.

® ¬ ç
y′ =

3x2

2y
.

®k­�ç
y′ =

y√
x
.

®k®Èç
x
(
y2 − 1

)
dx+ y

(
x2 − 1

)
dy = 0.

kTëAõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4èÂëqî>ò4ì�h�ìAì�h!�4ï·ëqõ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï��qî,`TõBôJîzce[§ï�øAëqê���ðAè��4èî>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�îl�
æ ¯�¯ ç

y′ = y; M(0; 1).
æ ¯ æ¼ç

y′ = −y; M(0; 1).
æ ¯kM�ç

y′ = −y2; M(0; 0); M(1; 1).
æ ¯4c�ç

y′ = y − 1; M(1; 1).
æ ¯�©�ç

y′ = 2
√
y; M(−1; 1); M(0; 0).

æ ¯4ª�ç
y′ =

√
4y2 − 1; M

(
0; 1

2

)
.

æ ¯k«�ç � � h���ùDòeï��4è � òI�qõ4ú¿ù¯óqõBð�h�ö�ïBû´óAëAèAìAíAèAóqõBòeï�ëqî ý ìAèAí�h ú¿î#% ëqõ ý ò�� h ý ø�ïBú¿è
ý ï�÷oï2�qî
`§õBôJî ý óqõ��¼ï��4ø�õBò�õ�� ùDú�õBò�õ��

y(0) = 2
÷qð�hgëqî>ò4ì�h�ìAñ

y′ = 2x
√
y − 2�Bï

y′ = 4xy − 4x− xy2 c�[§ï�øAëqê���ðAè��4è·ö�ë¼ïBéTî>øAè c
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N õ ý ò�� h ý ï��4è·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ò�î>ò4ô´èZ
bÿ�÷¼õ´÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿP�
æ ¯ ¬ ç

y =

x∫

0

√
y dx.

æ ¯4­�ç √
y =

x∫

0

y dx.

æ ¯k®�ç
y =

x∫

1

e−y dx, (x > 0) .
æ¼æ ¯ ç

y =

x∫

0

y dx+ 1.

kTëAõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�
æ¼æqæ¼ç

y′ = sin3 x.
æ¼æ+M�ç

y′ = x2ex.
æ¼æ c�ç

y′ =
√

1 − x2.
æ¼æ�©�ç

y′ = 1

1+
√
x
.

æ¼æ ª�ç
y′ = x

1+x2+
√

1+x2
.

æ¼æ+«�ç
y′ = 2x

x2+1
.

æ¼æ ¬ ç
y′ = x cosx.

æ¼æ+­�ç
y′ = cos2 x.

æ¼æ ®�ç
y′ = x

ln x .
æ+M�¯ ç

y′ = ex

x .æ+MÈæ¼ç
y′ = sinx cos 3x.

æ+MkM�ç
y′ = 1

ln x .æ+M�c�ç
y′ = 1√

x+x2
.

æ+M�©�ç
y′ = lnx+ 1.

æ+M�ª�ç
y′ = ey.

æ+Mk«�ç
y′ = y + 1.

æ+M ¬ ç
y′ = ln y.

æ+Mk­�ç
y′ = 1 + 1

y2 .æ+M�®�ç
y′ = y ln y.

æ+c�¯ ç
y′ = 1 + 1

y .æ+cÈæ¼ç
y′ = 2

√
|y|. æ+ckM�ç

y′ = cos2 y.
æ+c�c�ç

y′ =
√
y − x.

æ+c�©�ç
y′ = 1

x+y−1 .

æ+c�ª�ç
y′ =

√
y − x+ 1

��ì¼ï�øAëqê���ðAè��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�îU�\c
æ+c�«�ç

y′ =
√
x2 − y + 2x.Ã $6#2'D���D$6#	Ä�óqî ÷k���4ï�ò4è��4è

x2 − y = z.

æ+c ¬ ç
(y − x)

√
1 + x2 · y′ =

(
1 + y2

) 2
3 .Ã $6#2'D���D$6#	Ä�óqî ÷k���4ï�ò4è��4è

x = tg u � y = tg v
c

æ+c�­�ç
(ax− by) dx+ (bx+ ay) dy = 0

� ý ëqõ	7Bè��4è¯ëAè���ùDìqõBø4�\cÃ $6#2'D���D$6#	Ä�óqê�ëqê�"��4è¯÷¼õgóqõBð�h�ëAìAè�ÿ�øDõ4õBëe÷qèAì¼ï��
x = ρ cosϕ � y = ρ sinϕ

c
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niî ÷¼õBøAëqê�ú|è��4è ý ú¿î>ìAìqî��Bï^óAëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùeòeï��4èJëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc N õ ý ò�� h ý ï��4è
óqõ	���4ï�ò��ðqê�ìqî ý ï�÷oï2�qî `§õBôJîq�BïBú � ÷¼ê ý ï�÷oï�ì¼ïJóqõ��¼ï��4øDõBòeï§��õ��AøAï+�

æ+c�®�ç
xy dx+ (x+ 1) dy = 0.

æ�©k¯ ç
y′ ctg x+ y = 2; y

(
π
3

)
= 0.

æ�© æ¼ç (
y2 + xy2

)
y′ + x2 − yx2 = 0.

æ�©4M�ç
ey
(
1 + x2

)
dy − 2x (1 + ey) dx = 0.

æ�©4c�ç (
xy2 + x

)
dx+

(
y − x2y

)
dy = 0.

æ�©�©�ç
(x+ 2)ey dx+ y

√
x+ 1 dy = 0.

æ�©4ª�ç (
1 + y2

)
dx−

(
y
√

1 + y2
) (

1 + x2
) 3

2 dy = 0.
æ�©4«�ç (

1 + y4
)
(cosx+ sinx) dx+ y

√
sin 2x dy = 0; M

(
π
2 ; 0
)
.

æ�© ¬ ç
y − xy′ = a

(
1 + x2y′

)
, a Å ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë c

æ�©4­�ç dx√
1 − x2

+
dy√
1 − y2

= 0.

æ�©4®�ç
y′ =

√
y√
x
.

æ+ª�¯ ç (
1 + y2

) (
e2x dx− ey dy

)
− (1 − y) dy = 0.� ì¼ï�"��4è¯ëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñFò4øAï ý ï�ìqî�ù�ú¿õBò4è)�æ+ªÈæ¼ç

x2y′ − cos 2y = 1, lim
x→+∞

y(x) = 9π
4 .æ+ª�M�ç

3y2y′ + 16x = 2xy3, y(x) Å õ	74ú¿ê�%Jê�ì¼ïJóAëAè
x→ +∞ c

æ+ª�c�ç � ì¼ï�"��4è�øAëAèAò�î � ÷qð�h�h�øAè�ÿI��ù�ú�ï
ò�î ÷qëqî ý øqî>ògìqõBëqú�ï�ðqî MN
î¼óqî ÷qìqõBëqú�ï�ðqî

PN
��ëAè���c
f��Xû����4ï�ðqõ��äò�ê�ðAè��AèAìqõ�� ��� õ´÷¼õBëqî>ò4ì��Vû a cÃ $6#2'D���D$6#	� 0 øDõBëAè����4ï��4è��@h éTõBëqú¿ù�ðqõ�� ÷¼õBò	%gèAìAè ò�î ÷qëqî ý øAï ìqõBëqú�ï�ðqî

MN =
∣∣∣y
√

1 + y′2
∣∣∣
c
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æ+ª+©�ç � ì¼ï�"��4è øAëAèAò4ù � ÷qð�h h�ø�õ�
$��ùDú�ïÀ÷¼õBò	%gèAì ÷¼õ��4è��Aìqõ�
$�4ï óqî ÷A÷¼õ��4è��Aìqõ�

óAëAõBóqõBëAíqî#"Aì¼ïg÷¼õ	7Bù��4øAù­ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��@��õ��AøAè¯÷¼õ��4èAøAùÆ��ëAè���c
f��\c
Ã $6#2'D���D$6#	�enXèAøDõBëAè����4ï��4èÂéTõBëqú|ù�ðAè ÷¼õBò	%gèAìAè ò�î ÷qëqî ý øqî>ò�÷¼õ��4è��Aìqõ�
 TM �4ï
óqî ÷A÷¼õ��4è��Aìqõ�


TP � ï§��ïBú¿ê
TM =

∣∣∣ yy′
√

1 + y′2
∣∣∣ � TP = y

y′
c

æ+ª�ª�ç � ì¼ï�"��4è�øAëAèAò�î � ÷qð�hÁh�øAè�ÿI�4ï�ìAö�ê�ì��VøAù �BïJú¿î#% ÷¼õ��4è��Aìqõ�� �Bï
÷¼õ�÷oï��4ìAèqú
ì¼ï�óAë(hAú¿õ4ú�õ	��î

Ox
õ	74ê�ëAìqê�ìqõfóAëqõBóqõBëAíqî#"AìAè�"�ï�7	��íAè���î)��õ��AøAè�÷¼õ��4èAøAù�c

æ+ª�«�ç � ì¼ï�"��4èÂøAëAèAò4ù ò�óqõBð�h�ëAìqî#"R��è�����ê�ú�îiø�õ4õBë�÷qèAì¼ï�� � h�øAïþóqê�ëqê��4èAì¼ïBû­ò���îë¼ï�÷¼î>ù��5��ò�ê�ø���õBëAèþóqî ÷·øAù���õ4ú
ω � �4ï�øAèqú ��� õ tgω = θ

��ëAè���c�i	�\c
Ã $6#2'D���D$6#	� 0 ø�õBëAè����Bï��4è���h�éTõBëqú¿ù�ðqõ��

tgω =
r

r′θ

� õ	��øqî>ðAñ4øAè ω = α − θ � ��õ

tgω =
tgα− tg θ

1 + tgα tg θ � tgα =
r′ sin θ + r cos θ

r′ cos θ − r sin θ � tgα =
y

x
� ��õ4ú¿ù tgω =

r

r′θ

c

æ+ª ¬ ç � ì¼ï�"��4è øAëAèAò�î � ÷qð�h h�øAè�ÿ óqî ÷qìqõBëqú�ï�ðAñ
PN

�³÷qèAòºc7ëAè���cÖf��T��øAëqî ý ñ÷¼õ�ëqî>ò4ì��Vû
p
c

Ã $6#2'D���D$6#	�knXèAøDõBëAè����4ï��4èþéTõBëqú|ù�ðAùF÷¼õBò	%gèAìAè·óqî ÷qìqõBëqú�ï�ðqî
PN = |yy′| c

æ+ª�­�çyÇ ò4è�÷qøqî&���4ñ¯õ�ÿeõBðqõ�÷�%Jê�ìAì�hr��î>ð¼ïFò­óqõBò�î#�4ëqî|óAëqõBóqõBëAíqî#"Aì¼ï­ëqî ý ìAèAíqî|ú�î#%��ê�ú¿óqê�ë¼ï��4ùeëqõ�� óqõBò�î#�4ë6hÀîf��ê�ú|óqê�ë¼ï��4ùDëqõ��È��î>ð¼ïÆ� ý ï�ø�õBì6[Vñ	����õBì¼ï��\c � ì¼ï�"��4è
ý ï�ø�õBì õ�ÿeõBðqõ�÷�%´ê�ìAì�hm��î>ð¼ï � h�ø � õX��ê�ú|óqê�ë¼ï��4ùDë¼ï¯óqõBò�î#�4ë(h ÷¼õBëqî>ò4ì��Vû�a�_ ◦ É î
��î ðqõ óAëqõ���h�ö�õ4ú�a�_6Ê
� õ�ÿeõBðqõ�÷qèAðqõ	�@hÂò�î ÷ d2_	_ ◦ É ÷¼õ f	_ ◦ É ce�Tê�ëqê ý ��øqî>ðAñ4øAè
ÿDò4èAðAèAìX��ê�ú¿óqê�ë¼ï��4ùeë¼ï ý ìAè ý è��4ñ���h­÷¼õ�j	_ ◦ É �
æ+ª�®�ç � ï&j	_ ÷qìqî>ò�ëqõ ý ó¼ï�ðqõ	�@hpo�_

%
óqõ��¼ï��4øDõBò�õ�
føqî>ðAñ4øDõ	����î
ë¼ï�÷¼î�õ�ï�ø��4èAò4ìqõ�


ëqê5�qõBò4èAìAèË��øqî>ðAñ4øqî&���4ñ ë¼ï�÷¼î�õ�ï�ø��4èAò4ìqõ�
âëqê��qõBò4èAìAè �Æ� õ ëqõ ý ó¼ï�÷oïBû��4ñ��@h ý ïõ�÷qèAìAèAí��Ì�¼ï���ù � óAëqõBóqõBëAíqî#"Aì¼ï øqî>ðAñ4øDõ	����î7íqî�ûS
Tëqê��qõBò4èAìAè ò ÷oï�ìAè�" ú¿õ4ú�ê�ì��
�¼ï���ù��\c��§ê�ëqê ý ��øqî>ðAñ4øAè¯÷qìqî>ò ý ï�ðAèAô´è��4ñ��@h d

%
óqõ��¼ï��4ø�õBò�õ�
|øqî>ðAñ4ø�õ	����î �

æ+«�¯ ç �§õBò�ê�ìº��óqõBò�î>ðAñ4ì��Vûs��ò�î#" ëAùeÿÂóqî ÷ ÷¼î�û5� õBóqõBëAùÂò�õ�÷qè � h�øAè�" óAëqõBóqõBë+�
íqî "AìAè�" ô´ò4è�÷qøDõ	����î@�qõBò4ì¼ïgcWkTõ��¼ï��4ø�õBòeï ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ �qõBò4ì¼ïâ÷¼õBëqî>ò4ì��Vû d � o�ÎÍ
� � �qê�ëqê ý p �\"qõBö�õ ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ-���Bï�ìqõBò4èAð¼ï d �ÎÍ���c!`§õBðAè ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ
ý ú¿ê�ìAô´è��4ñ��@hf÷¼õ°_ � _gdK�ÎÍ�� � 37øAè�"Fô´ð�hDÿgóAëqõ�"�÷¼ê
�qõBò�ê�ìf÷¼õ§óqõBò4ìqõ�
 ý ùDóAèAìAøAè �æ+«Èæ¼ç `Tî>ðAñ4øqî&���4ñÏ��ò�î#��ð¼ï �o� õäóqõBö�ðAèAì¼ïBû5�4ñ���h ôgï�ëqõ4ú ò�õ�÷qè � óAëqõBóqõBëAíqî#"Aì¼ïøqî ðAñ4ø�õ	����îe��ò�î#��ð¼ïI�Bï@��õBò � èAìqî|ò�õ�÷ºh�ìqõBö�õ­ôgï�ëAù�cqp|ï�ø � ôgï�ë�ò�õ�÷qèr��õBò � èAìqõ��j�o �w� óqõBö_ðAèAì¼ïBû óqõBðqõBò4èAìAù���ò�î#��ð¼ï � h�ø�êÀì¼ï�ìAñBõBö�õÂó¼ï�÷oïBû�cB3VøAùº�¼ï����4èAìAù
��ò4î#��ð¼ïJóqõBö�ðAèAì¼ïBûTôgï�ë�ò�õ�÷qèX��õBò � èAìqõ��ba � �
æ+«�M�ç Qþï���ï�ë¼ï�ø�ê��4è ý óqõBò4ìAèqú ý ï�ó¼ï���õ4ú ó¼ï�ðAèAòeï�÷¼õBëqî>ò4ì��Vû

M � 74ê ý ó¼ï�ðAèAòeï
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���Bï�ìqõBò4è��4ñ

m � ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ­ò4è�ÿeõ�÷qù¯óAëqõ�÷qùDø���î>ò­ö�õBëqî>ìAì�h ý ë¼ï�ø�ê��4è·÷¼õBëqî>ò4ì��Vû
C � ï·óqõ��¼ï��4øDõBòeï�ô´ò4è�÷qøqî&���4ñÀë¼ï�øDê��4è ü ìAù�ð���c � ì¼ï�"��4èÂô´ò4è�÷qøqî&���4ñ ë¼ï�ø�ê��4è
óqî#��ð�h ý ö�õBë6h�ìAì�h ò���ñBõBö�õÂó¼ï�ðAèAòeï � ìqê�ÿ+�4ù����AèF��èAðqõ�����h+%fî>ìAì�h��4ïÂõBóqõBëqõ4ú
óqõ�ò�î#�4ë(h6�néTõBëqú¿ù�ð¼ï j î�õBðAø�õBò���ñ4øDõBö�õ��\c

N õ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï2�qî æ+«kc Å æ+«k« ý �4ï�øDõ�� ù�ú¿õBò�õ��O��ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ¯ò4è���î>ø�ï�ìAì�h
ëqî ÷qèAìAè ý óqõ	��ù�÷qèAìAè v = k

√
2gh � ÷¼ê g ≈ 10

�ÎÍ�� 2 � h ü ò4è���õ��4ï ëqî>ò4ì�h
ëqî ÷qèAìAè·ì¼ï�÷þõ��4ò�õBëqõ4ú � k ü øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��Fò�� h ý øDõ	����îÎ�³÷qð�h­ò�õ�÷qè k = 0, 6

�\c
æ+«�c�ç � ï�h�øAè�"��¼ï��Tò4è���ê��qêTò���h­ò�õ�÷oï ý íAèAðqî>ì�÷qëAè��AìqõBö�õ@7�ï�øAï´÷¼îbïBú¿ê��4ëqõ4ú d � 9� � ý ï�ò4ò4èAô´øAè H = 2, 45

�F�qê�ëqê ý øAëAùDö_ðAè�"¯õ��4ò�î>ë�ë¼ï�÷¼î>ù���ï
j �w�äùg÷qìqîzc+niî&��ñ
7�ï�øAïJò4òeï�%Jï��4è·ò�ê�ë��4èAøAï�ðAñ4ìqõ���c
æ+«+©�çmN õ ý ò�� h ý ï��4è óqõBóqê�ëqê�÷qì�� ý ï�÷oï2�Aù � ò4òeï�%Jï����Aè �r� õ ò�î&��ñ íAèAðqî>ì�÷që¼ï
ëqõ ý �4ï�ôJõBòeï�ì¼ï´ö�õBëAè ý õBì��Bï�ðAñ4ìqõ � ï´õ��4ò�î>ë ý ì¼ï�ÿeõ�÷qè��4ñ���h­òJì¼ï�"AìAè�%§�qî#"��¼ï����4èAìqî
íAè�ðqî>ì�÷që¼ïgc
æ+«�ª�ç � î#"AøAï¯ú�ïBûfò4èAö_ð�hD÷ øDõBìAù���ï � ë¼ï�÷¼î>ù���õ	��ìqõBò4è h�øDõBö�õ¯÷¼õBëqî>ò4ì��VûÁf �w� � ïò4è���õ��4ï�d2_��H�Åc � ï!h�øAè�"��¼ï��Tò4è���ê��qêTò��@h­ò�õ�÷oï ý ì¼ï�óqõBò4ìqê�ìqõ�
�÷¼õBò�ê�ëeÿDù­ðqî#"AøAè�qê�ëqê ý õ��4ò�î>ë�÷¼îbïBú¿ê��4ëqõ4ú·_ � o �H� � ý ëqõ	7Bðqê�ìAè�"·ù�ò�ê�ëAô´èAìqî�øDõBìAù���ï �æ+«�«�ç 0 �Bï�ëqõ�÷oï�ò4ìqî#"þò�õ�÷ºh�ìAè�"·ö�õ�÷qèAìAìAèAø ü íqê��¼ï�ôgïT��óqõBò�ê�ë�ÿ�ì�hþõ	74ê�ë��Bï�ìAì�hk� �
ý h�ø�õ�
T�qê�ëqê ý ìqê�ò�ê�ðAèAøAè�" õ��4ò�î>ë ù ÷qìqî­ò4è���î>øAïBûâò�õ�÷oïgcop|ï�øqî­ö�õ�÷qèAìAìAèAøAè
ò4è�ø�õBëAè�����õBò4ùeòeï�ðAè���h­÷qð�h�ò4èqú¿î>ë��7òeï�ìAì�hZ�¼ï���ùfóAëqõ4ú�õBòfï�÷qò�õBø�ï���î>ògùg÷oï�ò4ìAñBõ��
ö�ëAê�íAñ4øAè�ÿX��ù�÷oï�ÿ|c � ì¼ï�"�÷¼î#�4ñ�éTõBëqú|ù�ò�õ�÷ºh�ìqõBö�õgö�õ�÷qèAìAìAèAø�ï � óAëAè�h�øqî#"¯ëqî>ò�ê�ìAñëqî ÷qèAìAè ý ìAè�%gù�û5�4ñ���h¯ëqî>ò4ìqõ4ú¿î>ëAìqõ�c

§ 3. ОДНОРIДНI РIВНЯННЯ

æ¼ç 8
ùDìAøAíqî;h
f(x, y)

ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h � H �
�@�º� H �º��E ò4èqú¿î>ëAù
m � h�ø � õ ÷qð�h÷¼õ�ò�î>ðAñ4ìqõBö�õ

t > 0
ò4èAøDõBìAù�û��4ñ��@h¯ëqî>ò4ìqî&���4ñ

f(tx, ty) = tmf(x, y)
c

m
èAéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′ = f(x, y) (3.1)

ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h � H �
�@�º� H �� g� � h�ø � õ f(x, y) ü õ�÷qìqõBëqî ÷qì¼ï éVùeìAøAíqî;h ò4èqú�î>ëAù
ìAù�ðAñºc



§ Ð Ä�ÑfC�ÎeÊ�Ó =¶C�Î�=�Ó =³Ü�ÎBÞeÎ�Î4Þ a�o

N î ò4ì�h�ìAì�h�òo��èqú�ê��4ëAè��Aìqî#"þéTõBëqú¿î
M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (3.2)

ûJõ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú � h�ø � õ M(x, y)
�Bï

N(x, y) ü õ�÷qìqõBëqî ÷qìqî�éVùeìAøAíqî 
iõ�÷qìqõBö�õ�"
��õ�ö�õo��ïBú�õBö�õgò4èqú¿î>ëAù�c

��÷AìqõBëqî ÷qìqîXëqî>ò4ì�h�ìAì�hº�zjgced��§î��zjgc a	�§ú�õ2%gì¼ïX�4ë¼ï�ø��4ùDòeï��4è h�ø6�4ï�øqî�÷qèqéTê5�
ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ��� õgûTî>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìAèqú|è � õ�÷¼õgëqõ ý ��h�ö�ù�c � ïBú�î>ì¼ï

y

x
= z, (3.3)

÷¼ê
z = z(x) � óqê�ëqê��4ò�õBë��Vûfõ�÷qìqõBëqî ÷qìqêgëqî>ò4ì�h�ìAì�h ì¼ïFëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�úf�ð���òeï�ìAèqú¿è ý ú¿î>ìAìAèqú¿è ck§ê�ëqê�ÿAî ÷ ÷¼õ óqõBð�h�ëAìAè�ÿ øDõ4õBëe÷qèAì¼ï��

x = ρ cosϕ � y = ρ sinϕ
�4ï�øDõ�%

ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð��Vû ý ú¿î>ìAìqî�òfõ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ4ú|ù�ëqî>ò4ì�h�ìAìqîzcN î ò4ì�h�ìAì�h�ò4èAö�ð�hD÷qù
dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1

a2x+ b2y + c2

)
(3.4)

ðqê�ö�ø�õ ý ò�õ�÷qè��4ñ��@h�÷¼õgõ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õ��
�4� ý ïg÷¼õBóqõ4ú�õBö�õ�� ý ïBú¿î>ìAè x = u + x0 � y = v + y0 � ÷¼ê (x0, y0) ü øDõ4õBë+�÷qèAì¼ï��4èX��õ��AøAè¯óqê�ëqê��4èAìAù�óAë6hAú¿è�ÿ

aix+ biy + ci = 0 (i = 1, 2) �
� � h�ø � õVíqî�óAë(hAú¿îAìqêióqê�ëqê��4èAì¼ï����4ñ���h � ��õ a1

a2
= b1

b2 � î�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hT�zjgc p � ý ò�õ��÷qè��4ñ��@hT÷¼õ^ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð��7òeï�ìAèqú|è ý ú�î>ìAìAèqú|è � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ý ï÷¼õBóqõ4ú¿õBö�õ�� ý ïBú¿î>ìAè ý ú�î>ìAìAè�ÿ§ò4èAö_ð�hD÷qù a2x+b2y+c2 = z � ÷¼ê z = z(x)
c

M�çyN î>ò4ì�h�ìAì�hR�zjgced���ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h&$6�D#�'���� H �º�@�
� H �º (� ý òeï�ö�õ�� øAòeï ý î�õ�÷qìqõ��ëqî ÷qìqõ	����î
σ � h�ø � õ f (tx, tσy) = tσ−1f(x, y) � ��õ	7���õ h�ø � õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h·�zjgced��

î>ì�òeï�ëqîbï�ì��4ìqêJò�î ÷qìqõ	��ìqõ ý ïBú�î>ìAè x → tx � y → tσy � ��ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõ4ú|ù·ò4èAó¼ï�÷qøAù�zj(ced��iî>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqê
ò�î ÷qìqõ	��ìqõ ý ïBú�î>ìAè x→ tαx � y → tβy
�\c

`Tò�ï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ïBú�î>ìqõ��
y

xσ
= z, (3.5)

÷¼ê
z = z(x) � ý ò�õ�÷qè��4ñ��@h�÷¼õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð��7òeï�ìAèqú|è ý ú�î>ìAìAèqú|è c
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� ïBú¿î>ì¼ï ý ú¿î>ìAìAè�ÿ

t = xσ (3.6)
óqê�ëqê��4ò�õBë��Vû§øAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ì¼ïgõ�÷qìqõBëqî ÷qìqê�cc�ç k§õBðqêVì¼ï�óAë(hAú¿î>ò � óqõBëqõ�÷�%Jê�ìqê
õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqúÂëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú � ìqêTò4è ý ì¼ï��qê�ìqêò§��õ��Aíqî

(0, 0)
c j hZ��õ��AøAïgûTõ	��õ	7BðAèAò�õ�� ÷qð�h¯õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc

¤ ý õBøAðqî>ìAèþõ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ = ϕ
( y
x

) ú�õ2%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è·ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î
y = kx (x 6= 0)

cºkTëAè��qõ4ú|ù � h�ø � õ k ìqê ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû
ùDú�õBò4ù k = ϕ(k) � ��õ��õ�÷¼î�óAë6hAú�î
y = kx (k 6= 0)

ûTî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAèqú¿è·øAëAèAò4èqú¿è c
�B��õ	7BðAèAò4èqú¿èFëqõ ý ò�� h ý øAïBú|è­õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õ´ëqî>ò4ì�h�ìAì�hFú�õ2%gù �4ñ$7Bù �4èFóqî>ò�õ	��î

Oy
�BïJóqî>ò4óAë6hAú�î

y = zix (x 6= 0) � ÷¼ê zi ü ø�õBëqê�ìqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h z = ϕ(z)
c

m
ð�hJõ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õTëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy
dx = f

( y
x

)
ú�õ2%gì¼ï�ðqê�ö�ø�õ ý ì¼ï�"��4èO�Bï�ìAö�ê�ì��XøAù �Bï � óqî ÷h�øAèqú î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�î�óqê�ëqê��4èAì¼ï����4ñ
óAëqõ4ú�î>ìAñ

y = kx
c�[Tê�ÿDï�"

M ü ��õ��Aø�ï
óqê5�ëqê��4èAìAù�÷¼ê�h�ø�õ�

î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqõ�
JøAëAèAò�õ�
 ýóAë(hAú¿õ��
y = kx

��ëAè���c 9 � � β ü øAù �­ú¿î#%÷¼õ��4è��Aìqõ�� � óAëqõBò�ê�÷¼ê�ìqõ�� ÷¼õfî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ��
ìqõ2
´øAëAèAò�õ�

ò!��õ��Aíqî

M � �4ï ò�î&����� ï�7	��íAè���c
p�õ�÷¼îVøAù��Âú�î#% ÷¼õ��4è��Aìqõ�� ÷¼õ
î>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqõ�
¿øAëAèAò�õ�
|îÈóAë(hAú¿õ��

y = kx
÷¼õBëqî>ò4ì��Vû

(β − α)
c�p�õ4ú|ù

tgϕ = tg(β − α) =
tg β − tgα

1 + tg β tgα
.

����øqî>ðAñ4øAè$��õ��AøAï
M0(x0, y0)

ðqê�%gè��4ñVì¼ï^óAë(hAú¿î#"
y = kx � ��õ tg β = dy

dx

∣∣∣
M

=

= f
(
y0
x0

)
= f(k)

ck�t�	%Jê

tgϕ =
f(k) − k

1 + kf(k)
. (3.7)

uIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
dy

dx
=
y +

√
x2 − y2

x
.

�n��'D�P( * '�#��º� *4�4����øqî>ðAñ4øAè¯óAë¼ï�òeïO�¼ï����4èAì¼ïJëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ûTõ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�� éVùeì+�
øAíAî�û��âìAù�ðAñBõBò�õBö�õ§ò4èqú¿î>ëAù � ��õV÷oï�ìqê^ëqî>ò4ì�h�ìAì�hfõ�÷qìqõBëqî ÷qìqê�c � ï�����õ	��õBò4ù����Aè ý ï��
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ú¿î>ìAù
y = z · x � ÷¼ê z = z(x) ü ìqõBòeïgéVùeìAøAíqî;h � õ��4ëAèqú|ù�û�ú¿õ

xz′ + z = z
|x|
x

√
1 − z2

ï�74õ
x
dz

dx
signx

√
1 − z2.

���Aê�ò4è�÷qìqõ � éVùeìAøAíqî 
 z = ±1
û ëqõ ý ò�� h ý øAïBú|è õ	���Bï�ìAìAñBõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc

m§ð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�hJî>ìAô´è�ÿ�"qõBö�õ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òVò�î ÷¼õBøAëqê�ú|èqú�õ ý ú�î>ìAìqîzc�¤�ì���ê�ö�ëAù �t��Aèþõ��4ëAèqú�ï�ìqê´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ú�ïBû�ú¿õ ∫ dz√
1−z2 =

∫ sign x
x dx � ý ò�î ÷qøAè õ��4ëAèqú|ù�û�ú¿õ

arcsin z = signx · ln |x| + C
c

k§õ�ò�ê�ë��4ï����Aè���ñ­÷¼õ­óqõ��¼ï��4øDõBò4è�ÿ ý ú�î>ìAìAè�ÿ � ÷¼î&���4ïBû�ú�õ�ú¿ìqõ2%gèAìAùþëqõ ý ò�� h ý �øqî òfò4è�ÿAî ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h
{

arcsin y
x = signx ln |x| + C;

y = ±x.
uIv)wyxkzy{4|¾�P~)� ò�ê����4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(x+ y + 2) dx+ (x− y + 4) dy = 0
÷¼õ

õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õFî ý ì¼ï�"��4èX"qõBö�õgëqõ ý ò�� h ý øAè c�n��'D�P( * '�#��º� *4������øqî>ðAñ4øAè���õ��Aø�ï
(−1, 3)

ûs��õ��Aø�õ�� óqê�ëqê��4èAìAùâóAë6hAú¿è�ÿ
x+y−2 = 0

�Bï
x−y+4 = 0 � ��õ ý ïBú¿î>ì¼ï x = u−1 � y = v+3

óAëAèAò�õ�÷qè��4ñ
÷¼õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(u + v) du + (u − v) dv = 0
c � ÷¼î#"���ìAèAò4ô´è ý ïBú¿î>ìAù � ò4ð¼ï����4èAò4ù÷qðgh¯õ�÷qìqõBëqî ÷qìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ��

z = u
v � z = z(v) � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ��

(z + 1) dz

z2 + 2z − 1
+
dv

v
= 0.

¤#ì+��ê�ö�ëAù ���Aè õ	���4ï�ìAìqûþëqî>ò4ì�h�ìAì�h·�Bï óqõBò�ê�ë��Bï����Aè���ñ ÷¼õ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ x � y �ú�ïBû�ú�õ ëqõ ý ò�� h ý øAè ò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
x2 + 2xy − y2 − 4x + 8y = C �

C ∈ R
c

uIv)wyxkzy{4|��q~ N õ ý ò�� h ý ï��4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � dy
dx + 2x+2y−1

x+y−2 = 0 � óqõBóqê�ëqê�÷qìAñBõ
ý ò4î>ò4ô´èX"qõBö�õJ÷¼õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð��7òeï�ìAèqú|è ý ú�î>ìAìAèqú|è c�n��'D�P( * '�#��º� *4�]nXèAø�õBì¼ïBû�ú�õ ý ïBú¿î>ìAù ý ú¿î>ìAìAè�ÿ x + y = z � ÷¼ê z = z(x)î � �Bï�øAèqúÈ�AèAìqõ4ú � õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð��7òeï�ìAèqú|è ý ú�î>ìAìAèqú|è
dz
dx − 1 + 2z−1

z−2 = 0 � ëqõ ý ò�� h ý øAïBú|è h�øDõBö�õ¯ûgéVùeìAøAíqî 
 ý õ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqõ�
��î>ú
� 

z − 3 ln |z + 1| = C � ÷¼ê C ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ï\���Bï�ð¼ïgcB���	%´ê � ëqõ ý ò�� h ý øAèò4èDÿAî ÷qìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h õBóAè���ù ���4ñ��@h õ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqõ�����î�ú
� û5� éVùDìAøAíqî#"

2x+ y − 3 ln |x+ y + 1| = C
c
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uIv)wyxkzy{4|R�f~ m´õ	��ðqî ÷qè��4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h (

x2y2 − 1
)
dy + 2xy3 dx = 0

ì¼ï
øAò�ï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqî&���4ñ­î ý ì¼ï�"��4è¯ò���îP"qõBö�õJëqõ ý ò�� h ý øAè c�n��'D�P( * '�#��º� *4��nXòeï�%gï��4èqú¿ê�ú�õ ��� õ�òeï�ö�ï x ò7ëqî>ò4ì�h�ìAìqîe÷¼õBëqî>ò4ì��VûCd � ï�òeï�ö�ï
y
÷¼õBëqî>ò4ì��Vû

σ
c�p�õ�÷¼î � ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ � dx ú�ï��4èqú�êVòeï�ö�ùX_ � dy ü òeï�ö�ù (σ − 1)

c
mJï�ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÑ7Bù�÷¼ê øAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú � h�ø � õ ò���î!"qõBö�õ ÷¼õ�÷oï�ìAøAè

x2y2 dy � 2xy3 dx
î
dy

ú�ï����4ñ õ�÷qì¼ï�øDõBò4ù�òeï�ö�ù�cnm
ð�h�íAñBõBö�õ¨��è�����ê�ú�ï ëqî>ò��
ì�hDìAñ

2 + 2σ + σ − 1 = 1 + 3σ = σ − 1
ú�ïBûZ7Bù��4èR��ùDú�î&��ìqõ���c]�����4ï�ìAì�h

��è�����ê�ú�ï­÷¼î#"���ìqõ·ûo��ù�ú¿î&��ìqõ�� î�ú�ïBûJëqõ ý ò�� h ý õBø σ = −1 � ��õ4ú|ù ú¿è ú¿õ�%´ê�ú�õ
���Bò�ê�ëe÷�%gùeòeï��4è �k� õ´÷oï�ìqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�h·û7øAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú c� ï�ùeòeï�%gèqú¿õ � � õ§òeï�ö�ùgøAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ	����î σ ú�õ2%gì¼ï°7Bù�ðqõ$7 ý ì¼ï�"��4è � ò4è+�ú�ï�ö�ï����Aèr74ê ý óqõ	��ê�ëqê�÷qìAñBõ­ò�î ÷þëqî>ò4ì�h�ìAì�h�î>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqõ	����î|ò�î ÷qìqõ	��ìqõFóqê�ëqê��4ò�õ��ëqê�ìAì�h

x → tx � y → tσy
c)nXèAø�õBëAè�����õBò4ù����Aèm�4ï�øAè�" óqî ÷Aÿ�î ÷ ÷¼õ�óAëqõ	7Bðqê�ú¿è �÷¼î#���4ï�ìqê�ú¿õ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h (

t3σ+1x2y2 − tσ−1
)
dy + 2t3σ+1xy dx = 0

cf�����4ï�ìAìqû
ëqî ò4ì�h�ìAì�h ý 74î>ö�ïBû��4ñ��@h ý ò4è�ÿ�î ÷qìAèqú � h�ø � õ���î>ðAñ4øAè 3σ+1 = σ− 1 � ��õ	7���õ
óAëAè
σ = −1

c
p�ê�óqê�ë ú¿è õ	7�h�ëAùeì���õBòeï�ìqõ ú�õ2%Jê�ú¿õ ý ò�ê����4è ÷oï�ìqêâì¼ïBú ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ï�74õ

÷¼õ õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õ � ï�74õ�÷¼õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð��7òeï�ìAèqú|è ý ú¿î>ìAìAèqú¿è cBnóqê�ëAôJõ4ú¿ù ò4èAó¼ï�÷qøAù ý ïBú¿î>ì¼ï y = u−1 óAëAèAò�õ�÷qè��4ñäì¼ï���÷¼õ õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õ
ëqî ò4ì�h�ìAì�h

(u−2 − x2u−4) du + 2xu−3 dx = 0
c�� òâ÷qëAùDö�õ4ú|ù ò4èAó¼ï�÷qøAù �

ý ï�����õ	��õBò4ù ���Aè ý ïBú�î>ìAù·�4èAóAùÒ�zjgc o	�5�
z = y

x−1 � ÷¼ê z = z(x) � õ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õëqî ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú|ð��7òeï�ìAèqú¿è ý ú¿î>ìAìAèqú¿è (z2 − 1)x dz + (z + z3) dx = 0
c

¤�ì���ê�ö�ëAù����Aè õ	���Bï�ìAìqû ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÓ�Bï óqõBò�ê�ë��4ï����Aè���ñ ÷¼õ ý ú�î>ìAìAè�ÿ x � y �
ý ìqï�ÿeõ�÷qèqú¿õâëqõ ý ò�� h ý øAèäò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õâëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�

1 + x2y2 = Cy � C ∈ R
c

� ï�ùeòeï�%gèqú�õ �º� õ ò	�4ë¼ï��qê�ìAè�" ò óAëqõBíqê���îäéTõBëqú�ï�ðAñ4ìqõBö�õ î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ìAì�h
ëqõ ý ò�� h ý õBø y = 0 � ú¿õ�%´ê@7Bù��4è õ��4ëAèqú�ï�ìAèqú ý õ	���4ï�ìAìAñ�õBö�õs��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
ö�ëqï�ìAè��AìAèqú�óqê�ëqê�ÿeõ�÷¼õ4úÂóqõ

C (C → +∞)
c

0 ø�ð¼ï����4è�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hX��î�ú�ê�"¯øAëAèAò4è�ÿq�
æ+« ¬ ç

y = Cx2.
æ+«k­�ç

y = C
x .æ+«�®�ç

C =
√
y −

√
x.

æ ¬ ¯ ç
x2 + y2 − Cy = 0.

æ ¬ æ¼ç
y −

√
x2 + y2 = C.

æ ¬ M�ç
x = Ce

y
x .

m´õ���ðqî ÷qè��4è�ú¿ê���õ�÷¼õ4ú î ý õBøAðqî>ì óqõBðqêFì¼ï�óAë(hAú¿î>ò � h�øqî�óqõBëqõ�÷�%gù ���4ñ��@h ÷qè+�
éTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAèqú�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú � ì¼ï�øAëqê���ðAè��4è¯î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqîÈøAëAèAò�î4�4ïT÷¼õ	��ðqî ÷qè��4è
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bÿ�óqõBò�ê�÷¼î>ìAøAùq�
æ ¬ c�ç

y′ = y
2x .

æ ¬ ©�ç
y′ = − y

2x .æ ¬ ª�ç
y′ = x

4y .
æ ¬ «�ç

y′ = − x
4y .æ ¬�¬ ç

y′ = y2−x2

2xy .
æ ¬ ­�ç

y′ =
√

y
x .æ ¬ ®�ç

y′ = −x−1
y+2 .

æ+­�¯ ç
y′ = y

x−1 .N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�æ+­Èæ¼ç
x(x+ 2y) dx+ (x2 − y2) dy = 0.

æ+­kM�ç
(x2 − y2) dx+ 2xy dy = 0.

æ+­�c�ç
(x− 2y) dy + (y − x) dx = 0.

æ+­�©�ç
x dy = (ax+ by) dx.

æ+­�ª�ç
y′ =

y

x+ y
.

æ+­k«�ç
x dy − y dx = y dy.

æ+­ ¬ ç
(y − x) dx = (x+ y) dy.

æ+­k­�ç
x dx− y dy = 0.

æ+­�®�ç
(y2 − 4xy) dx = (2x2 − 2xy + 2y2) dy.

æ+®�¯ ç
xy′ − y = (x+ y) ln x+y

x .
æ+®�æ¼ç

xy′ = y cos ln y
x .

æ+®�M�ç (
y +

√
xy
)
dx = x dy.

æ+®�c�ç
(2x− 4y + 6) dx+ (x+ y − 3) dy = 0.

æ+®+©�ç
(2x+ y + 1) dx− (4x+ 2y − 3) dy = 0.

æ+®�ª�ç
y′ = 2

(
y + 2

x+ y − 1

)2

.
æ+®k«�ç

(y′ + 1) ln
x+ y

x+ 3
=
x+ y

x+ 3
.

æ+® ¬ ç
2x dy + (x2y4 + 1)y dx = 0.

æ+®k­�ç
x3(y′ − x) = y2.

æ+®�®�ç
y dx+ x(2xy + 1) dy = 0.

M�¯k¯ ç
2y′ + x = 4

√
y.M�¯�æ¼ç

2xy′ + y = y2
√
x− x2y2.

M�¯4M�ç 2
3xyy

′ =
√
x6 − y4 + y2.M�¯kc�ç [Tê�ëqõ ý ò�� h ý ù ���Aè�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ì¼ï�øAëqê���ðAè��4èI"qõBö�õ´î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqîoøAëAèAò�î � ò4è+�øDõBëAè�����õBò4ù����Aèr��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hm�zjgc i	�5�

�4� y′ =
y(2y − x)

x2
. � � y′ =

2y2 − x2

xy
.

� � y′ =
2y3 − x2y

2x2y − x3
. Ô � xy′ = y +

√
y2 +

y3

x
.

M�¯�©�ç � ì¼ï�"��4èÂøAëAèAò4ù � ÷qð�h h�øDõ�
t�4ëAèAøAù �4ìAèAø � ù��4ò�õBëqê�ìAè�"�ò�î&�����
Oy � ÷¼õ��4è+��AìAõ��È�Bï­ë¼ï�÷¼î>ù��5��ò�ê�ø���õBëqõ4ú���õ��AøAè ÷¼õ��4èAøAù � û´ëqî>ò4ìqõ	74ê�÷qëqê�ìAèqúÈ��ëqõ ý ö�ð�h�ìAù��4è
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ò���î ú�õ2%gðAèAò�î�ò4èAó¼ï�÷qøAè4�\c
M�¯kª�ç � ì¼ï�"��4è øAëAèAò4ù � óqî ÷A÷¼õ��4è��Aì¼ï TM

h�ø�õ�
TûT��ê�ëqê�÷qìqî�ú ï�ëAèqéTú�ê��4è��AìAèqú
øDõ4õBë�÷qèAì¼ï��@��õ��AøAè¯÷¼õ��4èAøAù¾�³÷qèAòºcAëAè���cºf��\c
M�¯k«�ç � ì¼ï�"��4è øAëAèAò4ù � ÷qð�h h�ø�õ�
Xò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hÀò�î ÷qëqî ý øAï � h�øAè�" ò�î ÷��4èAì¼ïBû5�4ñ���h
÷¼õ��4è��Aìqõ�� ì¼ïFõ	��î

Oy � ÷¼õFò�î ÷qëqî ý øAï � h�øAè�"�ò�î ÷��4èAì¼ïBû��4ñ��@h�ìqõBëqú�ï�ðAð�� ì¼ïFõ	��î
Ox � û����Bï�ðqõ��äò�ê�ðAè��AèAìqõ�� � ëqî>ò4ìqõ�� k

c
M�¯ ¬ ç kTëAè h�øAè�ÿ

m
î
n
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx = axm + byn
ûFøAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú �N õ ý ò�� h ý ï��4èÀëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx = xm + 2y2 ý ï�ù�ú¿õBò4è �q� õ�ò�õBìqõ�û´øAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî �÷qì�èqú,c
M�¯k­�ç m´õBò�ê����4è �+� õ´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h (ax+ by+ c1)dx+ (ay− bx+ c2)dy = 0

ú�ïBû
��ò4õ�
�ú¿è·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAèqú|èþøAëAèAò4èqú|è¯ðqõBö�ï�ëAèqéTú¿î#�Aìqî���óqî>ë¼ï�ðqîzc

§ 4. ЛIНIЙНI РIВНЯННЯ

æ¼ç m§èqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

dy

dx
+ a(x)y = b(x), (4.1)

÷¼ê
a(x) � b(x) ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqî
ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî
éVùDìAøAíqî 
 � ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���hÒ1º�û�º�U»º�� g� �h�ø � õ§"qõBö�õgëqõ ý ö_ð�hD÷oï��4è � h�ø¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ò�î ÷qìqõ	��ìqõféVùDìAøAíqî 
 y = y(x)

c
� ï�ùeòeï�%gèqú¿õ ��� õ � ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�÷¼õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBóAëAè�"Aì�h+��õ�
qøAð¼ï���èqéTî>øAï�íqî 
 � ëqî>ò��ì�hDìAì�hÈ� p ced�� ý ï ý ò4è��¼ï�"äì¼ï ý èAòeï����4ñ�1º�û�º�U»º�� g� �
	�� H �º�@�
� H �º (� �
���D� *º���+*(� �h�ø � õ b(x) ìqê7÷¼õBëqî>ò4ì��VûB��õ���õ�%gìqõgìAù�ð�� ì¼ïJõ	7Bð¼ï�����î�ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�hTc
kTõBë(hD÷ ýëqî ò4ì�h�ìAì�hAú � p ced��Î�Bï�ø�õ2% ëqõ ý ö_ð�hD÷oï����4ñFëqî>ò4ì�h�ìAì�h

dy

dx
+ a(x)y = 0, (4.2)

h�øDêiì¼ï ý èAòeï����4ñ§1º�û�º�U»º�� g� � H �º�@�
� H �º (� �º�����+*��º� *g� � ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìAèqúÀëqî>ò4ì�h�ìAì��� p ced��\c
� ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqú¿ègú�ê���õ�÷oïBú¿è´ëqõ ý ò�� h ý ùDòeï�ìAì�h´ðqî>ìqî#"AìAè�ÿ´ëqî>ò4ì�h�ìAñTûXú¿ê���õ�÷qè � ï��ö�ëqï�ì�%gïX�)ï�74õfú�ê���õ�÷·òeï�ëqîbï�íqî 
�÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõ�
f���4ï�ðqõ�
l� � ^iê�ëAìAù�ðAðqîP�4ïOÕ¦"Aðqê�ë¼ïgc
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ØFÙ�Ú¾Û�|ºÜX{kÝ5vk{�Þfßà{P~ �B��øqî>ðAñ4øAè�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hK� p c a	�´ûFëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú ý ò�î ÷��õBø�ëqê�ú¿ð��7òeï�ìAèqú|è ý ú¿î>ìAìAèqú¿è � ��õ¯ò�õBìqõþú¿õ�%´ê@7Bù �4è ðqê�ö�ø�õ·ëqõ ý ò�� h ý ï�ìqêFù ý ï��ö�ï�ðAñ4ìqõ4ú|ù­ò4èAö�ð�hD÷¼îl�
ỹ = C̃ exp

(
−
∫
a(x)dx

)
, (4.3)

÷¼ê
C̃ ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ï´÷¼î#"���ì¼ïo���Bï�ð¼ïgc
� ö�î ÷qìqõ ý ú�ê���õ�÷¼õ4ú � h�øAè�" ý ï�óAëqõBóqõBìAùeòeï�ò
ò4è�÷oï��4ìAè�"�éVë¼ï�ìAíAù ý ñ4øAè�"�ú�ï���ê5�ú�ï��4èAø � ï�ö�ë¼ï�ì�% � ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h\� p ced���ô´ùDø�ïBû�ú¿õ�ùþéTõBëqú¿î
� p c j�� � ï�ðqêëqõ ý ö�ð�hD÷oï����Aè C̃ ìqê_h�øo���4ï�ðAù � ïCh�øg÷¼ê�h�øAù´ìqê�ò�î ÷¼õ4ú|ùgéVùDìAøAíqî#�âò�î ÷

x � ��õ	7���õ
C̃ = C̃(x)

�
y = C̃(x) exp

(
−
∫
a(x)dx

)
. (4.4)

k§î ÷k���4ï�ò4èqú¿õX� p c p ��ùr� p ced��Xî¼÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ � �4ï�øAèqú¨�AèAìqõ4ú � ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqêëqî ò4ì�h�ìAì�h�÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�h·éVùDìAøAíqî 
 C̃(x)
�

dC̃

dx
= b(x)e

∫
a(x)dx, (4.5)

ý ò4î ÷qøAè·ò4èAóAðAèAòeïBû

C̃(x) =

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx+ C. (4.6)

k§î ÷k���4ï�ò4ð�h+���Aè ò4èAë¼ï ý � p c f���÷qð�h
C̃(x)

ù\� p c p � � õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6� p ced��

y = e−
∫
a(x)dx

(∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx+ C

)
. (4.7)

N õ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï��qî
`TõBôJî ý óqõ��¼ï��4ø�õBò�õ��âù�ú¿õBò�õ��
y(x0) = y0

ú�ïBûiò4èAö_ð�hD÷

y = e
−

x∫
x0

a(ξ)dξ

+

x∫

x0

b(ξ)e

x∫
ξ

a(ϑ)dϑ

dξ. (4.8)

ØFÙ�Ú¾Û�|�á§Ù2v�Þyâkzqz�ã�~4� ö�î ÷qìqõ ý ú¿ê���õ�÷¼õ4ú ^iê�ëAìAù�ðAðqî¼ëqõ ý ò�� h ý øAè�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h� p ced��Xô´ùDø�ïBû�ú¿õgù�ò4èAö_ð�hD÷¼î
y(x) = u(x)v(x), (4.9)
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÷¼ê

u(x) � v(x) ò4è ý ì¼ï2�¼ï����4ñ��@h¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú¿è)�÷qð�h
u(x)

u′ + a(x)u = 0, (4.10)
÷qð�h

v(x)

v′e−
∫
a(x)dx = b(x). (4.11)N î ò4ì�h�ìAì�h�� p ced2_�� � � p ced�d���ú¿õ�%gì¼ï�ðqê�ö�ø�õ�÷¼î&���Bï��4èJóqî&��ð�hJéTõBëqú�ï�ðAñ4ìqõBö�õ7óqî ÷�����Bï�ò4ð�h�ìAì�h6� p c `��Xòs� p ced��\c

N õ ý ò�� h ý ù����Aè¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hm� p ced2_�� � � p ced�d�� � õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õ��

u = e−
∫
a(x)dx; v = C +

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx. (4.12)

k§î ÷k���4ï�ìqõBò4øDõ��ä� p ced�a	�´ùK� p c `��Jú¿è�ò ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõ4ú|ù ò4èAó¼ï�÷qøAùÂõ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õ
ò4è�ë¼ï ý � ï�ì¼ï�ðqõBö�î#�AìAè�"¨� p c i	�\c

ØFÙ�Ú¾Û�|�åBæ�zyÙ2vk{¿çYèIÙ	Ú¾Û�|�ãbÞyÚ¾Ù�Ý5v�âqé�{�z�ê4ÞfÛ�Ý�Û è@ÞeÛ+ßëÞfwyxq{�ì�~ m´õ��
ú|ìqõ2%gù ���Aè ëqî>ò4ì�h�ìAì�hK� p ced��§ì¼ï·éVùDìAøAíqî#�

m(x) = e
∫
a(x)dx ü �Bï�ø ý òeï�ìAè�"�û���
	�/«�º�6��#21�.��� �» �Å�
�2½ �º �$ � ú|è¯õ�÷¼ê�ë�%gèqú�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(a(x)y − b(x))e
∫
a(x)dxdx+ e

∫
a(x)dxdy = 0,

h�øDêTú�õ2%gì¼ïJóqê�ëqê�óAè���ï��4è·ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î
a(x)ye

∫
a(x)dxdx+ e

∫
a(x)dxdy = b(x)e

∫
a(x)dxdx,

ï�7Bõ
d
(
ye
∫
a(x)dx

)
= b(x)e

∫
a(x)dxdx.

¤#ì+��ê�ö�ëAùDòeï�ìAì�h·õ	���Bï�ìAìAñBõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h­÷oïBû

ye
∫
a(x)dx =

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx+ C,

� õgê�øAò�î>òeï�ðqê�ì��4ìqõs� p c i	�\c
N î ò4ì�h�ìAì�hZ� p c i	�Èì¼ï ý èAòeï����4ñ � �@�6�Å��1º��E6'�#�/\#�1�.��
��/\�"����'D�)( *+'�$��Tðqî>ìqî#"AìqõBö�õ

ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h6� p ced��\c



§ Ö Äk×²=�Î�=�ËeÎ�=�Ó =³Ü�ÎBÞeÎ�Î4Þ j�j

uIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ + 2xy = 2xe−x
2 c�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�÷oï�ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h û ðqî>ìqî#"AìAèqú ò�î ÷qìqõ	��ìqõ éVùDìAøAíqî 


y = y(x)
c_kVëqõ�÷¼ê�ú¿õBì����4ëAù�û�ú¿õ�ì¼ï óAëAèAøAð¼ï�÷¼îVíAñBõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�hâø�õ2%gìAè�" î ý

ý ï�óAëqõBóqõBìqõBòeï�ìAè�ÿþú¿ê���õ�÷¼î>òºcQ·ê���õ�÷ � ï�ö�ë¼ï�ì�%gï´÷oïBûB�4ï�øAè�"¯ð¼ï�ìAí��
%´õBø·óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAñ��
dy

dx
+ 2xy = 0 ⇒ ỹ = C̃e−x

2
(
C̃ ∈ R

)
;

y = C̃(x)e−x
2
, y′ = C̃ ′(x)e−x

2 − 2xe−x
2
C̃(x);

dC̃(x)

dx
= 2x, C̃(x) = x2 + C (C ∈ R).

����%Jê � ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¯ò4è�ÿAî ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷
y = e−x

2 (
x2 + C

)
, C ∈ R.

Q·ê���õ�÷�^iê�ëAìAù�ðAðqî óAëAèAò�õ�÷qè��4ñf÷¼õfî>ìAô´è�ÿ­óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAñ��
y(x) = u(x)v(x); u′v + uv′ + 2xuv = 2xe−x

2
.

m
ðgh
ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h u ú�ïBû�ú�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h u′+2xu = 0 � õ�÷qìAèqú î ý ëqõ ý ò�� h ý øqî>òh�øDõBö�õþû
u = e−x

2 � ��õ�÷¼î v ò4è ý ì¼ï��¼ïBû�ú¿õ ý ëqî>ò4ì�h�ìAì�h v′e−x
2

= 2xe−x
2 ⇒

v = x2 + C � C ∈ R
c

¤ � õ	���Bï���õ��Aìqõ � õ��4ëAèqú¿ù�û�ú�õgëqõ ý ò�� h ý õBø y = e−x
2 (
x2 + C

) c
Q·ê���õ�÷ î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìqõBö�õ ú¿ìqõ2%gìAèAøAïâò4èqú�ï�ö�ïBû�ò4èAø�õBì¼ï�ìAì�h-�Bï�øAè�ÿ óqê5�

ëqê5�4ò�õBëqê�ìAñ�� ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú�õ m(x) = e
∫

2xdx = ex
2 � óqõ4ú¿ìqõ2%gèAò4ô´è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

ì¼ï ý ì¼ï�"�÷¼ê�ìAù éVùeìAøAíqî#� � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ d
(
yex

2
)

= 2xdx � ý ò�î ÷qøAè ò4èAóAðAèAòeïBû

yex
2

= x2 + C � C ∈ R
c

M�ç m
õJðqî>ìqî#"AìAè�ÿ ý ò�õ�÷ºh+�4ñ��@h¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ò4èAö_ð�hD÷qù

f ′(y)
dy

dx
+ f(y)a(x) = b(x) (4.13)

ý ï�����õ	��ùDòeï�ìAì�hAú ý ïBú¿î>ìAè z = f(y) � ÷¼ê z ü ìqõBòeï éVùDìAøAíqî;h ï�ëAö�ùDú�ê�ì��4ù
x
c

� õ�øAëqê�ú�ï � �
���D� *º���+*XíF	��º�º��1�1��
dy

dx
+ a(x)y = b(x)yn, n 6= 0, 1, (4.14)



j p : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ@?eÍ)ÓDÝVÊ�A�ÊB?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�D
h�øDêTú�õ2%gì¼ïJóqê�ëqê�óAè���ï��4è·ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î

y−n · dy
dx

+ a(x)y1−n = b(x), y 6= 0,

ý ò4õ�÷qè��4ñ��@h�÷¼õgðqî>ìqî#"AìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ïBú¿î>ìqõ�� z = y1−n c
kTëAõ���ê � ëqõ ý ò�� h ý ùeòeï��4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�ëAìAù�ðAðqî � h�øþóAë¼ï�ò4èAðqõ � ý ëAù �Aìqî>ôJê$74ê ýóqê�ëqê�ÿeõ�÷qù�÷¼õfðqî>ìqî#"AìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc4[
ïgóAë¼ï�ø��4èAíqîy74î>ðAñ4ô ë¼ï�íqî�õBì¼ï�ðAñ4ìAèqú ò4è+�

h�òBð�hAû��4ñ��@hI74ê ý óqõ	��ê�ëqê�÷qìqû ý ï�����õ	��ùeòeï�ìAì�hF÷¼õ@� p ced p �¿ú�ê���õ�÷qù ^iê�ëAìAù�ðAðqî � ��õ	7���õò�î ÷qô´ùDø�ï�ìAì�h¯ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFù�ò4èAö_ð�hD÷¼î]� p c `��\c�ò���D� *º���+*X�ò��$�$6#����
dy

dx
+ a(x)y + b(x)y2 = c(x) (4.15)

ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõ4ú¿ù ò4èAó¼ï�÷qøAù ìqêFî>ì���ê�ö�ëAù�û��4ñ��@h ò·øAòeï�÷që¼ï��4ùeë¼ï�ÿTce37ø � õ¯ò�î ÷¼õ4ú|è�"÷¼ê\h�øAè�"Æ�¼ï����4èAìAìAè�"Àëqõ ý ò�� h ý õBøÀëqî>ò4ì�h�ìAì�h\� p ced�o	� � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ y1(x) � ��õ ý ï��ú¿î>ìqõ��
y = y1 + z

�³÷¼ê
z ü ìqõBòeï´éVùeìAøAíqî;h�ï�ëAö�ùDú�ê�ì��4ù x �¿ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���î

ý ò4õ�÷qè��4ñ��@h�÷¼õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�ëAìAù�ðAðqîzc � ïBú�î>ì¼ï y = y1 + 1
z

�³÷¼ê
z = z(x)

� ý ò�õ��÷qè+�4ñJëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���îoò�î ÷që¼ï ý ùf÷¼õ
ðqî>ìqî#"AìqõBö�õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ò�î ÷qìqõ	��ìqõgéVùDìAøAíqî 

z(x)

c
c�çqN î>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAø�ï���î�ò4èAö�ð�hD÷qù

y′ = Ay2 +
B

x
y +

C

x2
, (4.16)

÷¼ê
A � B � C ü ÷¼ê�h�øqîq÷¼î#"���ìqîk���4ï�ðqî � �Bï�øqî ��� õ (B + 1)2 ≥ 4AC � ú�ïBû
�¼ï����4èAì+�ìAè+"Jëqõ ý ò�� h ý õBø y1 = a

x � ���Bï�ð¼ï a òCh�ø�õ4ú|ù§ò4è ý ì¼ï��¼ïBû��4ñ��@h§74ê ý óqõ	��ê�ëqê�÷qìAñ�õVóAëAèóqî ÷k���4ï�ìqõBò4íqî
y1

òI� p ced8f��\c+��÷qìqõ��¼ï���ìqõI� p ced8f��¿ûiøAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú
�
σ = −1

�\c N î>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���î

y′ = a
y2

x
+

1

2

y

x
+ c, (4.17)

óqî ÷k���4ï�ìqõBò4øDõ��
y = zx

1
2 � ÷¼ê z = z(x) � ý ò�õ�÷qè��4ñ��@hf÷¼õ§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�úf�ð���òeï�ìAèqú¿è ý ú¿î>ìAìAèqú¿è cî �º	�,º��#�1�.��
	 �
���D� *º���+*X�ò��$�$6#����

y′ + Ay2 = Bxm, (4.18)
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÷¼ê
A � B ü ÷¼î#"���ìqî����Bï�ðqî � ï m = 0

ï�74õ
m = −2 � ðqê�ö�ø�õ î>ì���ê�ö�ëAù�û5�4ñ���h

ò�ê�ðqê�ú�ê�ì��Bï�ëAìAè�ÿ�éVùDìAøAíqî;hDÿ|cOm
ð�h î>ìAô´è�ÿ ý ì¼ï2�qê�ìAñ m � h�ø � õT��î>ðAñ4øAè�ò�õBìAè
ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñ�ëqî>ò4ìqî&���4ñ

m

2m+ 4
= k, k ∈ Z (4.19)

ú¿õ�%Jì¼ïJò4èAø�õBëAè����Bï��4èþóqê�ëqê�ÿ�î ÷·÷¼õJìqõBò4è�ÿ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ t � z(t) ý ïgéTõBëqú|ù�ð¼ïBú|è)�

y =
z

x
, xm+2 = t. (4.20)

n ëqê ý ù�ðAñ��Bï���î�÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h

tz′ + αz + βz2 = γt,

(
α =

k

2

)
,

h�øDê ý ò�õ�÷qè��4ñ��@hg÷¼õ§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h§�4èAóAùT� p ced�i	��ò4ì¼ï���ðqî ÷¼õBø�óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqõBö�õ ý ï�����õ	��ù��òeï�ìAì�h�óqî ÷k���4ï�ìqõBò�õBø

z =
t

a+ u

(
a =

1 + α

γ

) ï�74õ
z = a+

1

u

(
a = −α

β

)
, (4.21)

h�øAî�ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ ý 74î>ðAñ4ô´ù����4ñ­ï�74õ ý ú�ê�ìAô´ù����4ñ k ëqî>ò4ìqõgì¼ïgõ�÷qèAìAèAí���c
N î ò4ì�h�ìAì�hs� p ced�o	�|ú�õ2%gì¼ï ý ò�ê����4èg÷¼õTëqî>ò4ì�h�ìAì�hfò4èAö�ð�hD÷qù y′ = ±y2 +R(x)øDõ4úe74î>ì¼ï�íqî�û��äóqî ÷k���4ï�ìqõBò�õBø

y = α(x)z � y = z + β(x) � ÷¼ê z = z(x)
c

k§ê�ëAôJõ�� ý óqî ÷k���4ï�ìqõBò�õBø�ú�õ2%gì¼ï§÷¼õ	�@h�ö��4èZ��õBö�õ ��� õ	7
øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��JóAëAè y2

÷¼õ�ëqî>ò4ì��7òeï�ò ±1
c

m
ë�ùDö�ïVóqî ÷k���Bï�ìqõBò4øAïTóqê�ëqê��4ò�õBë��Vû^ì¼ï7ìAù�ðAñ§øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��
óAëAè
y � ìqê ý ú�î>ì��t�����èJóAëAè´íAñBõ4ú|ù§ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��TóAëAè

y2 c�3Vø � õt% R(x) = Bxm � ��õVõ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õògëqê ý ù�ðAñ��Bï���î���óqê�íqîbï�ðAñ4ìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���î]� p ced 9 �\c
uIv)wyxkzy{4|6�P~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���î

y′ = −y2 + x2 + 1
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4� ���qê�ò4è�÷qìqõ ��� õ y = x
ûiëqõ ý ò�� h ý ø�õ4úÀíAñ�õBö�õ§ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc�k§õ��øAðqï�÷oï����Aè

y = x + z � õ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�ëAìAù�ðAðqî
z′ + 2xz = z2 c37ø � õ@% ý ï�����õ	��ùeòeï��4è ý ïBú¿î>ìAù y = x + 1

z � ��õ­õ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õ�ðqî>ìqî#"AìqêJëqî>ò4ì�h�ì+�ì�h
z′ − 2xz = 1 � ý ò�î ÷qøAèm7Bù�÷¼ê�ú¿õ·ú�ï��4è

z = ex
2
(∫

e−x
2
dx+ C

)
� ïZ��õ4ú|ù

1
y−x = ex

2
(∫

e−x
2
dx+ C

)
� C ∈ R

c
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uIv)wyxkzy{4|m�q~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ = 1

2y
2 + 1

2x2

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�6m´ï�ìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h­û�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAúm�4èAóAùs� p ced8f��\c � ì¼ï�"�÷¼ê�ú�õ°"qõ��

ö�õX�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø y1 = a
x

cTm
ð�h ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h a
ú�ïBû�ú¿õ¯øAòeï�÷që¼ï��4ìqê

ëqî ò4ì�h�ìAì�h
a2 + 2a + 1 = 0 � ý ò�î ÷qøAè ò4èAóAðAèAòeïBû a = −1

c|k§õBøAð¼ï�÷oï����Aè
y =

= − 1
x+ 1

z � ÷¼ê z ü ìqõBòeï�éVùeìAøAíqî;h´ï�ëAö�ù�ú¿ê�ì��4ù x � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ�ðqî>ìqî#"Aìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
z′ − 1

xz = −1
2 � h�øDêTðqê�ö�øDõfî>ì���ê�ö�ëAù�û��4ñ��@hTcuIv)wyxkzy{4|I�f~ N õ ý ò�� h ý ï��4èZ��óqê�íqîbï�ðAñ4ìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���î

y′ = y2 +x−4 c�n��'D�P( * '�#��º� *4�qQþïBû�ú�õ
m = −4 � ÷qð�h h�ø�õBö�õfù�ú¿õBòeïs� p ced2`��iò4èAø�õBìAù�û5�4ñ���h �õ	��øqî>ðAñ4øAè

k = −4
−4·2+4 = 1 ü íqî>ðqêB�Aè���ðqõ�c � ï�����õ	��ù�û�ú�õo��óqõ��¼ï��4øAù­óqî ÷k���Bï�ìqõBò��

øAù\� p c a�_�� � ��õ	7���õ·óqõBøAð¼ï�÷oïBû�ú¿õ y = z
x � x−2 = t � ÷¼ê z = z(t)

c|m
î&���4ï�ìqê�ú¿õ
ëqî ò4ì�h�ìAì�h

tz′ + 1
2z + 1

2z
2 = −1

2 t � ���4ù�� α = 1
2

�\c]����øqî>ðAñ4øAè
k = +1 � ��õú|èþóqõBò4èAìAìqî¿õ�÷qìqõBøAë¼ï��4ìqõ ý ï�����õ	��ùeòeï��4è ÷qëAùeö�ù ý óqî ÷k���Bï�ìqõBò�õBø·� p c a(d�� � ��õ	7���õóqõ�øAð¼ï����4è

z = −1 + t
u � ÷¼ê u = u(t)

c�p|ï�øAèqú6�AèAìqõ4ú � ú�ïBû�ú�õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hI�4èAóAù
� p ced�i	�5�

tu′− 1
2u− 1

2u
2 = 1

2t
c � ïBú�î>ìAèAò4ô´èfò§õ	���4ï�ìAìAñ�õ4ú¿ùJëqî>ò4ì�h�ìAìqî

u = v
√
t �÷¼î#���4ï�ìqê�ú¿õ √

t v′ = 1+v2

2

c�niî ÷¼õBøAëqê�ú¿ð������Aè ý ú¿î>ìAìqîk�Bï
î>ì���ê�ö�ëAù����Aè�õ	���Bï�ìAìqûëqî ò4ì�h�ìAì�h � ú�ï��4èqú¿ê�ú�õ v = tg
(√

t+ C
) cWkTõBò�ê�ë��4ï����Aè���ñ ÷¼õ ò4è�ÿAî ÷qìAè�ÿ

ý ú¿î>ìAìAè�ÿ � õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õVëqõ ý ò�� h ý øAèo��óqê�íqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���î�ù§ò4èAö�ð�hD÷¼î
y = 1

x2 ctg
(

1
2 + C

)
− 1

x � ÷¼ê C ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ïJ÷¼î#"���ì¼ï§���4ï�ð¼ïgc
©�ç m
õJðqî>ìqî#"AìAè�ÿ ý ò�õ�÷qè��4ñ��@hX�Bï�ø�õ2% ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTQ·î>ì�÷¼î>ìAö�ï��zmJï�ë�7Bù

M(x, y) dx+N(x, y) dy +R(x, y)(x dy − y dx) = 0, (4.22)
÷¼ê

M(x, y) � N(x, y) ü õ�÷qìqõBëqî ÷qìqî¼éVùeìAøAíqî 
Èò4èqú¿î>ëAù m � R(x, y) ü õ�÷qìqõBëqî ÷qì¼ïéVùeìAøAíqî;h�÷¼ê�h�ø�õBö�õgî>ìAôJõBö�õJò4èqú¿î>ëAù
l
c � ïBú¿î>ì¼ï y

x = u � ÷¼ê u = u(x) � ý ò�õ�÷qè��4ñëqî ò4ì�h�ìAì�hm� p c a�a	��÷¼õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�ëAìAù�ðAðqî ò�î ÷qìqõ	��ìqõféVùDìAøAíqî 

x = x(u)

c

N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�M�¯4®�ç
y′ + y tg x = secx.

M�æ ¯ ç
(2x+ 1)y′ = 4x+ 2y.M�æ¼æ¼ç

x2y′ + xy + 1 = 0.
M�æ+M�ç

y = x(y′ − x cosx).M�æ+c�ç
2y′ − x

y
=

xy

x2 − 1
.

M�æ�©�ç
y′ =

y

3x2 − y
.M�æ+ª�ç

y′ = y4 cosx+ y tg x.
M�æ+«�ç

y′x2 sin y = xy′ − 2y.M�æ ¬ ç
xy′ − 2x2

√
y = 4y.

M�æ+­�ç (
2x2y ln y − x

)
y′ = y.
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Q·ê���õ�÷¼õ4úÀî ý õBøAðqî>ìFò4èAò	�Aè��4èFóqõBðqê^ì¼ï�óAë6hAú�î>ò � óqõBëqõ�÷�%´ê�ìqê^÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ��ìAèAú�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú � �Bï ý õ	7Bë¼ï ý è��4ès��ÿeê�ú�ï��4è��AìqõFî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�îl�
M�æ ®�ç

y′ + 2xy = 0.
MkM�¯ ç

y′ − xy = 1.
MkM�æ¼ç

y′ − y

x
= x.

� ò�ê����4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÂ÷¼õÀðqî>ìqî#"AìAè�ÿR�Bï ëqõ ý ò�� h ý ï��4è\
bÿTc N õ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï��Aù`TõBôJîq�BïBú � ÷¼êTò4ø�ï ý ï�ìqõfóqõ��¼ï��4øDõBò4ù�ùDú�õBò4ù4�MkMkM�ç 1

y

dy

dx
+ (2 − x) ln y = x

(
e2x − e−

x2

2

)
.

MkMkc�ç
sec2 y

dy

dx
+ x tg y = x.

MkM�©�ç
e−x

dy

dx
− e−x = ey.

MkMkª�ç 1√
1 + y

dy

dx
− 2

√
1 + y

x
= 2(x+ 5).

MkMk«�ç 1√
y2 + 1

dy

dx
+
√
y2 + 1 = x2 + 1.

MkM ¬ ç
y′ +

xy

1 − x2
= x

√
y.

MkMk­�ç
3 dy +

(
1 + ex+3y

)
dx = 0.MkMk®�ç

sinx dy − cosx dx = e−y sinx dx.Mkc�¯ ç
3y′ − y sinx+ 3y4 sinx = 0.

Mkc�æ¼ç
y′ + sinx · tg y =

sinx

cos y
.

MkckM�ç
cosx

dy

dx
− y sinx = y4.

Mkckc�ç
xy′ + y = xy2 lnx.

Mkc+©�ç
y′ +

y

x
= y4

(
1 − x2

)
; M(1, 1).Mkc�ª�ç

y′ − y tg x = −y2 cosx.

Mkc�«�ç dy
dx

+ xy = y2 (sinx+ x cosx) ; M(0, 1).Mkc ¬ ç (
x3 − y − 3x2y + y3

)
dx+ 2x3 dy = 0.Mkc�­�ç (

x2 + y2 + 2x− 2y
)
dx+ 2(y − 1) dy = 0.Mkc�®�ç

y dx+ x dy + y2(x dy − y dx) = 0.M�©k¯ ç (
x2 + y2 + y

)
dx− x dy = 0.M�© æ¼ç (

y3 + 2xy2
)
dy − 2y3 dx+ (x+ y)(x dy − y dx) = 0.M�©4M�ç (

x2y + y3 − xy
)
dx+ x2 dy = 0.
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M�©4c�ç (

2xy − x2y − y3
)
dx−

(
x2 + y2 + x3 − xy2

)
dy = 0.M�©�©�ç (

3x4y2 + y5
)
dx−

(
xy4 + 2x5y

)
dy = 0.

M�©4ª�ç
y(x) =

x∫

0

y(t) dt+ x+ 1.

M�©4«�ç x∫

0

(x− t)y(t) dt = 2x+

x∫

0

y(t) dt.

M�© ¬ ç � ì¼ï�"��4è øAëAèAò�î � ÷qð�h h�øAè�ÿ óAðqõ � ïR�4ëAèAøAù��4ìAèAøAï � ù��4ò�õBëqê�ìqõBö�õ ò�î&�����
Ox � ÷¼õ��4è��Aìqõ��ï�4ïfë¼ï�÷¼î>ù��5��ò�ê�ø���õBëqõ4úº��õ��AøAèþ÷¼õ��4èAøAù � û°���Bï�ðqõ�� ò�ê�ðAè��AèAìqõ��
îo÷¼õBëqî>ò4ì��Vû

a2 c
M�©4­�ç m´õBò�ê����4è �t� õ�ò���î´ëqõ ý ò�� h ý øAèäëqî>ò4ì�h�ìAì�h dx

dt = ax + f(t) � ÷¼ê a =

= const < 0 � f(t) ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ïgóAëAè t ∈ [t,∞) � õ	74ú�ê�%´ê�ìqî�óAëAè t→ ∞ c
M�©4®�ç m
õBò�ê����4è ��� õ ðqî>ìqî#"Aìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′ = ky + f(x) � ÷¼ê k ü ���Bï�ð¼ï
(k 6= 0) � f(x) = f(x + ω) � ω > 0 � ú�ïBû õ�÷qèAì �¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø
y = ϕ(x) � �4ï�øAè�" ��� õ ϕ(x+ ω) = ϕ(x)

c � ì¼ï�"��4è¯íqê�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø cMkª�¯ ç � ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ðqî>ìqî#"AìqõBö�õ ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h �h�ø � õgò�î ÷¼õ4ú¿îÈ÷qòeïO"qõBö�õ§�¼ï����4èAìAìqî�ëqõ ý ò�� h ý øAè y1 � y2
c

MkªÈæ¼ç � ï�óAè���ï��4è ðqî>ìqî#"Aìqê õ�÷qìqõBëqî ÷qìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � �¼ï����4èAìAìAèqú ëqõ ý ò�� h ý øDõ4úh�øDõBö�õfûTéVùeìAøAíqî;h
y1
c

Mkª�M�ç k§õBø�ï ý ï��4è ��� õ§õ�÷qìAèqú ý ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ +ky = kq(x) � x ≥ 0 �
k = const � ûTéVùeìAøAíqî;h y = k

∞∫
0

q(x− t)e−ktdt
c

Mkª�c�ç � ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"äëqõ ý ò�� h ý õBøäëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′ + p(x)y = 0 � ý ò�î>ò4ô´è"qõ�ö�õ�÷¼õ­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý îf���4ï�ðAèqú|è ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è ý ïF÷¼õBóqõ4ú¿õBö�õ�� ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�


ý ï�ú�î>ìAè¯ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú¿î>ìAìqõ�
 t = ψ(x)
c

Mkª+©�ç � ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′ + p(x)y = q(x) � ý ò�î>ò4ô´è"qõ�ö�õ ÷¼õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � h�øDê ìqê ú�î&���4è��4ñ ÷¼õ�÷oï�ìAø�ï ý ô´ùDø�ï�ìqõ�� éVùeìAøAíqî�û�� �ô´ðghDÿeõ4ú ý ïBú¿î>ìAè ý ú�î>ìAìAè�ÿ y = α(x)z � ÷¼ê α(x) ü ÷¼ê�h�ø�ïäìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ

÷qèAéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ïFéVùDìAøAíqî;hTc
Mkª�ª�ç � ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ðqî>ìqî#"AìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú�ïBû ò4èAö_ð�hD÷
y = a(x)C + b(x)

c m
õBò�ê����4è õ	74ê�ëAìqê�ìqê	�À÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
øDõ�%gìAõ�
e��î�ú²� 
�øAëAèAò4è�ÿ��Bï�ø�õBö�õgò4èAö_ð�hD÷qù�ûVðqî>ìqî#"AìAèqú,c



§ Ö Äk×²=�Î�=�ËeÎ�=�Ó =³Ü�ÎBÞeÎ�Î4Þ j	`
Mkª�«�ç kTõBøAï ý ï��4è ��� õfû_÷qèAìAèqúÂëqõ ý ò�� h ý ø�õ4úÂëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′ − y = − 1
x � (x > 0) ��Bï�øAèqú ��� õ y → 0

óAëAè
x→ ∞ � ûVëqõ ý ò�� h ý õBø y =

∞∫
x
e

x−t
t dt

c

Mkª ¬ ç m
õBò�ê����4è �e� õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ + a(x)y = b(x) ý ï�ðAèAôgïBû5�4ñ���h�ðqî>ìqî#"AìAèqú
óAë�èÒ7Bù�÷qñ��«h�øqî#" ý ïBú¿î>ìqî´ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú�î>ìAìqõ�
 x = ϕ(t)

î
óAëAè ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqî#"
ý ï�ú�î>ìqî^éVùDìAøAíqî 
 y = α(x)z + β(x) � ÷¼ê ϕ � α � β ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqî^ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ÷qèAéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìqî�éVùDìAøAíqî 
�c
Mkª�­�ç � ì¼ï�"��4è­øAëAèAò�î � ÷qð�h�h�øAè�ÿFò�î ÷qëqî ý õBø � h�øAè�"�ò�î ÷��4èAì¼ïBû��4ñ��@h�÷¼õ��4è��Aìqõ�� ì¼ï
õ	��î

Oy � ÷¼õBëqî>ò4ì��VûVøAòeï�÷që¼ï��4ù¯õBë�÷qèAì¼ï��4èT��õ��AøAè�÷¼õ��4èAøAù�c
N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAø�ï���îl�

Mkª�®�ç
xy′ = y2 − (2x+ 1)y + x2 + 2x.

Mk«�¯ ç
y′ + y2 = − 1

4x2 .Mk«Èæ¼ç
x2y′ = x2y2 + xy + 1.

Mk«kM�ç
x2y′ + (xy − 2)2 = 0.Mk«�c�ç

y′ = y2 + 1
x2 .

Mk«�©�ç
x3y′ − y2 − x2y + x2 = 0.Mk«�ª�ç

y′ = y2 + x−
4
3 .

Mk«k«�ç
y′ = −y2 + x−

8
3 .Mk« ¬ ç

y′ = −y2 + x−4.
Mk«k­�ç

y′ = y2 + x−
8
5 .

Mk«�®�çqN õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ò�î>ò4ô´è¯ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��FóAëAè y2 ÷¼õgõ�÷qèAìAèAíqîl�
�4� xy′ = x2y2 − (2x+ 1)y + 1; � � xy′ = x2y2 − y + 1.M ¬ ¯ ç�N õ ý ò�� h ý ï��4è­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ìAè � èAò4ô´è�óqõBóqê�ëqê�÷qìAñBõ
÷¼õ�÷oï�ìAøAè � h�øqî¼ú�î&����h+�4ñ
y � y2 �
�4� y′ = 4y2 − 4x2y + x4 + x+ 4. � � y′ = y2 − 2x2y + x4 + 2x+ 4.M ¬ æ¼ç m
õBò�ê����4è ��� õ
7Bù�÷qñ��«h�øqî��qõ��4èAëAè
ëqõ ý ò�� h ý øAè´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���îeóqõBò�� h ý ï�ìqîï�ì�ö�ï�ëqú¿õBìqî#�AìAèqú·��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú y4 − y2

y4 − y1
:
y3 − y2

y3 − y1
= const

c

M ¬ M�ç kTëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùeòeï��4èþëqî>ò4ì�h�ìAì�h m´ï�ë�7Bùq�
�4� dx− dy + x(x dy − y dx) = 0;

� � (x2 + 2y2
)
dx− xy dx− (x dy − y dx) = 0;

� � (x3 − y
)
dx+

(
x2y + x

)
dy = 0.M ¬ c�ç m
õBò�ê����4è �Ë� õ ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAèqú ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú ��î�ú
� 
 øAëAèAò4è�ÿ

y =
Cϕ1(x) + ϕ2(x)

Cϕ3(x) + ϕ4(x)

û7ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���îzc



p _ : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ@?eÍ)ÓDÝVÊ�A�ÊB?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�D
M ¬ ©�ç 0 øAð¼ï����4èFëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAø�ï���îqò4èAö�ð�hD÷qù

y′ = y2 +p(x)y+q(x) ý ï7÷qò�õ4ú�ï"qõ�ö�õgìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìAèqú¿è·ëqõ ý ò�� h ý øAïBú|è y1
�4ï

y2
c

M ¬ ª�ç � ì¼ï�"��4è·óqê�ëqî�õ�÷qè��AìAè�"þëqõ ý ò�� h ý õBø¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ = 2y cos2 x− sinx
c

M ¬ «�ç l óqõ	��ù�÷qèAìAù �q� õFú�î&���4è��4ñ d2_	_�1 d2_
%
��ö�õFëqõ ý �AèAìAùs��õBðqî �4� õ�ÿ�ò4èAðAèAìAèò4ð�èAòeïBû��4ñ��@h j	_Z1þò�õ�÷qèþî ò4è���î>øAïBû�a�_�1þëqõ ý �AèAìAù�cq3Vø�ïgøqî>ðAñ4øqî&���4ñ���õBðqî ý ï�ðAè+�ô´è+�4ñ���h ò·óqõ	��ù�÷qèAìqî]�qê�ëqê ý d2_sÊº� � h�ø � õ�ò4òeï�%Jï��4è ��� õX��ùDú�î>ô ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ

óqê�ëqê�ú�î>ô´ù�û5�4ñ���h �M ¬�¬ çsN ï�ø�ê��4ù óAù � ê�ìqõ ò�ê�ë��4èAøAï�ðAñ4ìqõ ò4ö�õBëAù ý óqõ��¼ï��4ø�õBò�õ�� ô´ò4è�÷qøqî&���	�
d2_�_ �ÎÍ���c]�7óqî>ëÂóqõBò�î#�4ë6h\��óqõBò�î>ðAñ4ì��VûZ
b
7ëAù�ÿ � ì¼ï�÷oï����AèÂë¼ï�øDê���î�ò�î ÷�� û�ú¿ìqõBö�õ
óAë�è���ø�õBëqê�ìAì�h � óAëqõBóqõBëAíqî#"AìqõBö�õ øAòeï�÷që¼ï��4ùÏ
Y
�ô´ò4è�÷qøDõ	����î

(−kv2)
c@�Tê�ëqê ýh�ø�è�"X�¼ï��Të¼ï�øDê��4ï´÷¼õ	��h�ö�ìqêTì¼ï�"�74î>ðAñ4ôJõ�
|ò4è���õ��4è �M ¬ ­�ç p�õ��AøAï ú�ï���õ��

m
ëAù�ÿDïBû��4ñ��@h óAë6hAú�õBðqî>ìqî#"Aìqõ�c6[§ï ìqêS
Â÷¼î�û¥��èAð¼ï �óAëAõBóqõBëAíqî#"Aì¼ïº�¼ï���ùÏ��ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì�� óAëqõBóqõBëAíqî#"Aìqõ	����î

α
�\cÅ`Tëqî�úð��õBö�õ � ��õ��AøAï

ý ï ý ì¼ïBû õBóqõBëAùñ��ê�ëqê�÷¼õBò4è � ï � óAëqõBóqõBëAíqî#"AìqõBö�õ ô´ò4è�÷qø�õ	����îò��øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��
óAëAõBóqõBëAíqî#"Aìqõ	����î

β
�5�

�q� ý ï�óAè���ï��4è ý ï�øDõBì ý ú�î>ìAèFô´ò4è�÷qøDõ	����î v(t) ùgò4èAö_ð�hD÷¼îq÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõ��ö�õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h �
� � ý ì¼ï�"��4è v(t)

ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î�ï�ì¼ï�ðqî#�4è��Aìqõ�
¿éTõBëqú|ù�ðAè �
� � óAëAèAóAù����4èqú�õ ��� õ α = 0 � β = const

îÈù­éTî>ø+��õBòeï�ìqî�ú¿õ4ú�ê�ì��4è��¼ï���ù
ti

(i = 1, 2, . . .)
ú�ï���ï ý ú�ê�ìAô´ù�û5�4ñ���h
ò 0, 1

ë¼ï ý èJò�î ÷qìqõ	��ìqõ���ò�õBö�õ7óqõBóqê�ëqê�÷qìAñ�õBö�õ
ý ìqï2�qê�ìAì�h � ��õ	7���õ m(ti+0) = 0, 1·m(ti)

c�`§ê�ëAù����Aè���ñ ý ï�øDõBìqõ4ú ý 74ê�ëqê�%´ê�ìAì�hî�ú|óAù�ðAñ���ù
v(ti + 0)m(ti + 0) = v(ti)m(ti) � ý ì¼ï�"��4è ï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAùÀéTõBëqú¿ù�ðAù

÷qðgh
v(t)

c
M ¬ ®�ç p�õ��AøAï ú�ï���õ��

m
ëAù�ÿDïBû��4ñ��@hÂóAë(hAú¿õBðqî>ìqî#"Aìqõ�cÎ[
ïþìqêS
7÷¼î�û���èAð¼ï � óAëqõ��óqõ�ëAíqî#"Aì¼ïføAù 74õBò�î)�¼ï���ù � h�øAè�"s��óAðAèAìAùeò ý ú¿õ4ú�ê�ì��4ù � ø�õBðAè¯ô´ò4è�÷qøqî&���4ñf÷¼õBëqî>ò��ì���òeï�ð¼ïfìAù�ð��ë��øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��­óAëqõBóqõBëAíqî#"Aìqõ	����î

α
�\c
`Tëqî�úR��õBö�õ � ��õ��Aø�ï ý ï ý ì¼ïBûõBóAõBëAùÆ��ê�ëqê�÷¼õBò4è � ï � óAëqõBóqõBëAíqî#"AìqõBö�õ¯÷¼õ	7Bù��4øAùÆ�¼ï���ùs�4ï�ô´ò4è�÷qø�õ	����ît��ø�õ4ê�éTî �

íqî>û�ì��fóAëqõBóqõBëAíqî#"Aìqõ	����î
β
�5�

�q� ý ï�óAè���ï��4è ý ï�øDõBì ý ú�î>ìAèFô´ò4è�÷qøDõ	����î v(t) ùgò4èAö_ð�hD÷¼îq÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõ��ö�õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h �
� � ý ì¼ï�"��4è v(t)

ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î�ï�ì¼ï�ðqî#�4è��Aìqõ�
¿éTõBëqú|ù�ðAè �
� � óAëAèAóAù����4èqú�õ �¦� õ α = 0 � β = const

îiù éTî>ø+��õBòeï�ìqî�ú¿õ4ú�ê�ì��4è!�¼ï��
��ù

ti (i = 1, 2, . . .)
��õ��Aø�ï ý ï ý ì¼ïBûJò4óAðAèAò4ù�î�ú¿óAù�ðAñ���ìqõ�
���èAðAè � h�ø�ïZ��óAëAè��Aè+�



§ Ö Äk×²=�Î�=�ËeÎ�=�Ó =³Ü�ÎBÞeÎ�Î4Þ p d
ì�h�ûfú¿è��	��û�ò4ù ý ú�î>ìAù�ô´ò4è�÷qøDõ	����î ý ö�î ÷qìqõ·î ýfý ï�ø�õBìqõ4ú v(ti + 0) = γv(ti) � ÷¼ê
γ = const > 0

c � ì¼ï�"��4è ï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAè�" ò4èAë¼ï ý ÷qð�h v(t)
ù�íAñBõ4ú|ù�ë¼ï ý îzc4nXòeï��%Jï����Aè ��� õ ti+1− ti = τ

÷qð�hJ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõBö�õ
i
ò4è ý ì¼ï��Aè��4è γ � óAëAè�h�øDõ4ú¿ù v(t)7Bù�÷¼ê

τ
��óqê�ëqî�õ�÷qè��Aìqõ�� éVùDìAøAíqî�û5��c

Mk­�¯ ç [
ï�÷¼î#"Aìqî&���	� óAëAèAð¼ï�÷qù
p(t)

ì¼ï ý èAòeï����4ñ@"qú�õBò�î>ëAìqî&���4ñ@"qõBö�õ@74ê ý ò�î ÷¼ú�õBò��ìqõ2
�ëqõ	74õ��4è­÷¼õgú¿õ4ú�ê�ì��4ù@�¼ï���ù
t
c+niî ÷¼õ4ú�õ � � õJô´ò4è�÷qøqî&���4ñ ý ú�î>ìAè­ì¼ï�÷¼î#"Aìqõ	����îóqê�ò4ìqõBö�õ¯óAëAèAð¼ï�÷qù óAëqõBóqõBëAíqî#"Aì¼ïm� ý øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì���õ4ú α

�7ì¼ï�÷¼î#"Aìqõ	����î�ò�÷oï�ìAè�"
ú¿õ4ú¿ê�ì��§�¼ï���ù�c�nXòeï�%gï����Aè �+� õ´ògóqõ��¼ï��4øDõBò4è�"·ú�õ4ú¿ê�ì��§�¼ï���ùFì¼ï�÷¼î#"Aìqî&���4ñg÷¼õ��
ëqî ò4ì��Vû§õ�÷qèAìAèAíqî � ò4è ý ì¼ï��Aè��4è)��q� ý ï�øDõBì ý ú�î>ìAè�ì¼ï�÷¼î#"Aìqõ	����î ù�ò4èAö�ð�hD÷¼îÈ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h �� � ý ï�ø�õBì ý ú¿î>ìAè¯ì¼ï�÷¼î#"Aìqõ	����î ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î�ï�ì¼ï�ðqî#�4è��Aìqõ�
�éVùeìAøAíqî 
 �� � ì¼ï�÷¼î#"Aìqî&���4ñ¯ì¼ï�óAëAèAøqî>ìAíqî¿÷qëAùeö�õBö�õ�ëqõBøAù�ê�ø ��óAðAùeï��4ï�íqî 
 � h�ø � õ­ò�î ÷¼õ4ú¿õ �
� õ7óAëqõ���h�ö�õ4ú ëqõBøAùJê�ø+��óAðAùeï��Bï�íqî 
Èì¼ï�÷¼î#"Aìqî&���4ñ§óAëAèAð¼ï�÷qù ý ú�ê�ìAô´èAð¼ï��@hgòB÷qò�î#�qî �Ô � ý ú�ê���õ��Âóqî ÷qò4è � ê�ìAì�h´ì¼ï�÷¼î#"Aìqõ	����î�óAëAèAð¼ï�÷qù
ù
éTî>ø ��õBòeï�ìqîAú¿õ4ú�ê�ì��4è$�¼ï��
��ù

ti (t = 1, 2 . . .) ý ÷¼î#"���ì������4ñ�ëqê�ú�õBì��4ìqî ëqõ	74õ��4è � ò4ì¼ï���ðqî ÷¼õBør�qõBö�õfì¼ï�÷¼î#"+�
ìqî#���4ñ ý ú¿î>ì��Vû��4ñ��@h´ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ7÷¼õ ý ï�øDõBìAù p(ti+0) = βp(ti) � β = const > 1

c
� ìqï�"��4è�ï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAùgéTõBëqú¿ù�ðAù
÷qð�h

p(t)
c�nXòeï�%Jï����Aè �	� õ ∀i : ti+1−ti = τ �ò4è ý ì¼ï2�Aè��4è ý ì¼ï��qê�ìAì�h β

�Bï�ø ��� õ	7 p(t) 7Bù�ð¼ï
τ
��óqê�ëqî�õ�÷qè��Aìqõ�� éVùDìAøAíqî�û5��c

Mk­Èæ¼ç n ùDú�õBòeï�ÿ�74õBëqõ��4ñ�7Bè ý ïgî&��ìAùeòeï�ìAì�h¯ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ ý 74î>ðAñ4ôJê�ìAì�h�øqî>ðAñ4øDõ	����îõ	��õ	7BèAì óqõBóAù�ð�h�íqî 
�óAëqõBóqõBëAíqî#"Aì¼ï!� ý øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì���õ4ú α
�Tøqî>ðAñ4øDõ	����îiõ	��õ	7BèAì ù

÷oï�ìAè�" ú¿õ4ú�ê�ì����¼ï���ù � ï�ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ�
bÿ ý ú�ê�ìAôJê�ìAì�h óAëqõBóqõBëAíqî#"Aì¼ï6� ý ø�õ4ê�éTî �íqî>û�ì���õ4ú
β
�XøAòeï�÷që¼ï��4ù­øqî>ðAñ4øDõ	����î�õ	��õ	7BèAì)�

�q� ý ï�óAè���ï��4è ý ï�ø�õBì ý ú�î>ìAèþøqî>ðAñ4øDõ	����î¿õ	��õ	7BèAì x(t)
ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î ÷qèqéTê�ëqê�ì+�

íqî�ï�ðAñ4ìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h �
� � ý ì¼ï�"��4èþï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAè�"þò4èAë¼ï ý ÷qð�h x(t) �� � h�øDõ�� óqõBò4èAìAì¼ïX7Bù��4è øqî>ðAñ4øqî&���4ñþõ	��õ	7BèAì �)� õ	7 ý óAðAèAìqõ4ú��¼ï���ù�ò�õBì¼ï+�

ý 7Bî>ðAñ4ô´ùDòeï�ð¼ï��@h �
ý ú�ê�ìAô´ùeòeï�ð¼ï���h � ìqê ý ú�î>ì��7òeï�ð¼ï��@h � �
Ô � ìqê�ÿDï�"´ò7ùDú�õBòeï�ÿ ý ï�÷oï��qî α = const � β = 0

î�ù§éTî>ø+��õBòeï�ìqî�ú¿õ4ú�ê�ì��4è°�¼ï��
��ù´øqî>ðAñ4øqî&���4ñ´õ	��õ	7BèAì ý ú�î>ì��Vû5�4ñ���hgò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ§÷¼õ ý ï�øDõBìAù x(ti+0) = γx(ti) �
γ = const > 0 � {ti}∞i=1

c � ì¼ï�"��4è�ï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAùgéTõBëqú¿ù�ðAù´÷qð�h
x(t)

c	nXòeï�%Jï��t�
�Aè ��� õ ∀i : ti+1−ti = τ � ò4è ý ì¼ï��Aè��4è γ �4ï�ø �2� õ	7 x(t) 7Bù�ð¼ï τ ��óqê�ëqî�õ�÷qè��Aìqõ���nõ�74ú�ê�%´ê�ìqõ����^éVùeìAøAíqî�û��F�¼ï���ù�c
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§ 5. РIВНЯННЯ В ПОВНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛАХ.

IНТЕГРУВАЛЬНИЙ МНОЖНИК
æ¼ç 37ø � õ´÷qð�h­÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (5.1)
ò4è�ø�õBìAù�û5�4ñ���h¯ù�ú¿õBòeïJóqõBò4ìqõ��4è

∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x
= 0, (5.2)

��õX�«o(ced��Xì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h �
���D� *º���+*(��� �º���D�� +Ê H  � 	��
	���,º��#�1º#�ÊR� N kCm§�\c
n���îDëqõ ý ò�� h ý øAè N kÅm ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñ§ùDú�õBò4ù u(x, y) = C � ÷¼ê u ü éVùDìAø+�íqî h�ò�î ÷�÷qò�õ�ÿ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ � óqõBò4ìAè�"�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ð h�ø�õ�
 ÷¼õBëqî>ò4ì��VûTðqî>ò�î#"X�¼ï����4èAìqî

ëqî ò4ì�h�ìAì�hm�«o(ced�� � ��õ	7���õ
∂u

∂x
= M(x, y),

∂u

∂y
= N(x, y).

m
ðgh ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�hÂéVùDìAøAíqî 

u(x, y)

÷¼õ	��è��4ñ ò4èAø�õBì¼ï��4è�õ�÷qèAì ý ì¼ï����4ù��óAì�è�ÿ�ð¼ï�ìAí��7ö�î>òfóqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAñ��
�4� ∂u

∂x
= M(x, y) ⇒ u =

∫
M(x, y) dx+ ϕ(y) ⇒

⇒ ∂

∂y

(∫
M(x, y) dx

)
+
∂ϕ

∂y
= N(x, y) ü

÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h­÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�h ϕ = ϕ(y) �

� � ∂u

∂y
= N(x, y) ⇒ u =

∫
N(x, y) dy + ψ(x) ⇒

⇒ ∂

∂x

(∫
N(x, y) dy

)
+
∂ψ

∂x
= M(x, y) ü

÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h­÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�h ψ = ψ(x)
c

N õ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï2�qî `§õBôJî ÷qð�h N kCmd�«o(ced�� ý óqõ��¼ï��4ø�õBò�õ�� ùDú�õBò�õ��
y(x0) = y0 ý ëAù �Aìqõgô´ùeøAï��4è¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

x∫

x0

M(ξ, y) dξ +

y∫

y0

N(x0, η) dη = 0 (5.3)
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ï�7Bõ

x∫

x0

M(ξ, y0) dξ +

y∫

y0

N(x, η) dη = 0. (5.3∗)

3Vø � õ¾�«o(ced���ìqêgû N kCm���ùDú�õBòeï�óqõBò4ìqõ��4è·�«o(c a	��ìqêJò4èAø�õBìAù�û5�4ñ���hk� � ��õ­ìqêò4è�øAð����¼ïBû��4ñ��@hfú�õ2%gðAèAò�î&���4ñ ý ò�ê�÷¼ê�ìAì�hX�«o(ced�� ÷¼õ N kCm ô´ð�hDÿeõ4úþ÷¼õ4ú¿ìqõ2%Jê�ìAì�h
íAñ�õBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h§ì¼ïX÷¼ê�h�øAùTéVùDìAøAíqî#�

m(x, y) � h�øAùVì¼ï ý èAòeï����4ñ!�����
	�/«�º�6��#21�.�G�� (� �Å�º�2½ �� º$6��� ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�«o(ced��\c
m
èAéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�h î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìqõBö�õ�ú¿ìqõ��

%gì�èAøAï ü íqê ù�ú¿õBòeï óqõBò4ìqõ��4è ÷qð�h óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc m§ð�h
m = m(ω) � ÷¼ê ω = ω(x, y) � ò�õBìqõfú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷��

m′

m
=

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
:

(
−M ∂ω

∂y
+N

∂ω

∂x

)
, m′ =

dm

dω
. (5.4)

37ø � õ m = m(x) � ��õT�«o(c p �Xì¼ï�7BùeòeïBû§ò4èAö_ð�hD÷qùq�
m′

m
=

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
· 1

N
, m′ =

dm

dx
; (5.5)

h�ø � õ m = m(y) � ��õ
m′

m
=

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
· − 1

M
, m′ =

dm

dy
. (5.6)

¤#ì+��ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìAè�"�ú|ìqõ�%gìAèAø¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð��7òeï�ìAèqú|è ý ú�î>ìAìAèqú|è
A(x)B(y) dx+ C(x)F (y) dy = 0

÷¼õ�ëqî>ò4ì��Vû
m = m(x, y) =

1

B(y)C(x)
. (5.7)

m§ð�h­ðqî>ìqî#"AìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′ + a(x)y = b(x)

�

m = m(x) = exp

(
−
∫
a(x) dx

)
. (5.8)

m§ð�h�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�
m = m(x, y) =

1

Mx+Ny
. (5.9)
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õPÙ�Û�vyÙ�èI{òöø÷4ù4úKû�ü�ý5ü�þqÿ����������4ýSþ��
	��
������ý2ù�����ü�þqÿ��4ú ý2ú����4ú���������ü����

�K$��
�
m1(x, y) � �����
	�/«�º�6��#21�.��� �»Í�Å�
�2½ �º �$��
���D� *º���+*! #"��%$'&)(

u1 � ��� H G�º����� H �� �» �����
	�/«�(#21\,�.D��/\� �º�����+*��º� *
(C�
��¼����
du1 = m1M dx + m1N dy

(
��� H �!$6�2½ �º# � ���º$�,º�&* �D �/W1+* H �

m1(x, y)ϕ(u1)
( H 	

ϕ � �º	��
	��
	������
� H  �G
� 	��
	���,º�U»
�����
# � ���º$�,º�&* ��� H

u1
(_�
#�$6�2½+*������
	�/«�º�6��#21�.��� g���Å�
�2½ �º �$6�\�

�º���D� *º���+*, #"��-$'&	�
uIv)wyxkzy{4|T}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4ègëqî>ò4ì�h�ìAì�h (x3 + xy2

)
dx+

(
y3 + yx2

)
dy = 0

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�ºkTê�ëqê�ò�î>ëAèqú�õgò4èAø�õBì¼ï�ìAì�h�ù�ú¿õBò4è¯óqõBò4ìqõ��4è¨�«o(c a	�5�

∂M

∂y
− ∂N

∂x
= 2xy − 2xy = 0.

�t�	%´ê � ÷oï�ìqê´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h û´ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAúâò­óqõBò4ìAè�ÿ·÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ð¼ï�ÿTc|m
ð�hT"qõBö�õ
ëqõ ý ò�� h ý ï�ìAì�hT��ø�õBëAè����BïBû�ú¿õ	��h � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ð¼ï�ìAí��
%gøDõ4ú ï��5�

∂u

∂x
= x+ xy2 ⇒ u =

x4

4
+
x2y2

2
+ ϕ(y) ⇒

⇒ ∂u

∂y
= x2y +

dϕ

dy
= y3 + xy2 ⇒ ϕ(y) =

y4

4
.

Q¯ìAõ�%gèAìAù�ò���î ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò ÷¼õ	��ðqî ÷�%gùDòeï�ìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hâú�õ2%gì¼ï óqõ�÷oï��4èâù
ò4è�ö�ð�hD÷¼îl�

x4

4
+
x2y2

2
+
y4

4
= C, C ∈ R.

� ï�ùeòeï�%gèqú�õ ��� õVóAëAègëqõ ý ò�� h ý ï�ìAìqîqëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ú¿î>ìAì¼ï u ò�î ÷¼î>ö�ë¼ïBûi÷¼õBóqõ4ú¿î#%gìAùëqõ�ðAñ ü ÷¼õgéTõBëqú�ï�ðAñ4ìqõBö�õ ý ï�óAè���ù�ú|ìqõ�%gèAìAè¯ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFò�õBì¼ïJìqêVòBÿeõ�÷qè��4ñºc
uIv)wyxkzy{4|6�P~)� ì¼ï�"��4è·î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìAè�"�ú|ìqõ�%gìAèAø¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(
x3 + xy2 − y

)
dx+

(
y3 + x2y + x

)
dy = 0.

�n��'D�P( * '�#��º� *4� N õ ý î&7�� û�ú�õVðqî>ò4ù°�¼ï����4èAìAù´ëqî>ò4ì�h�ìAì�hJì¼ï�ö�ëAùeóAè � ÷qð�hJøDõ�%gìqõ�

ý h�øAè�ÿ�î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìAè�"þú¿ìqõ2%gìAèAø ý ì¼ï�ÿeõ�÷qè��4ñ���h¯óAëqõ	����õ��

[
x
(
x2 + y2

)
dx+ y

(
x2 + y2

)
dy
]
+ [x dy − y dx] = 0.
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N õ ý ö�ð�h�ìqê�ú¿õg÷qòeï
÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

x
(
x2 + y2

)
dx+ y

(
x2 + y2

)
dy = 0

�Bï
x dy − y dx = 0.

¤�ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìAèqú�ú|ìqõ�%gìAèAøDõ4ú¯óqê�ëAôJõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h§û
m1 = 1

x2+y2 � "qõBö�õ�î>ì���ê5�ö�ëqï�ð
÷¼õBëqî>ò4ì��Vû
u1 = x2+y2 c2¤#ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìAè�"gú¿ìqõ2%gìAèAø
÷qëAùeö�õBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

÷¼õ�ëqî>ò4ì��Vû
m2 = 1

xy � ïgî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðqõ4ú�û
u2 = y

x

c
nXèAøDõBëAè�����õBò4ù ���Aè ��ê�õBëqê�ú|ùâóAëqõ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ò4èAö�ð�hD÷äî>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìqõBö�õ

ú|ìqõ2%gìAèAøAï � óqõ�÷oïBú¿õ î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìAè�" ú¿ìqõ2%gìAèAø óqê�ëAôJõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ù
ò4è�ö�ð�hD÷¼î

m1ϕ(u1) � ï�÷qëAùeö�õBö�õ
m2ψ(u2)

cCk§î ÷k74ê�ëqê�ú¿õ ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ ÷qèqéTê5�
ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìqî�éVùDìAøAíqî 


ϕ
î
ψ

�4ï�ø �f� õ	7 m1ϕ
(
x2 + y2

)
= m2ψ

( y
x

) � ��õ	7���õóqõ�øAð¼ï�÷¼ê�ú�õ
ϕ
(
x2 + y2

)
= 1 � ï ψ ( yx) = y

x :
(
1 +

( y
x

)2) � î � ò�ëqê ý ù�ðAñ��4ï���î �÷¼î#���4ï�ìqê�ú¿õ��
m(x, y) = m1 ϕ(u1) = m2 ψ(u2) =

1

x2 + y2
.

m´õ���ðqî ÷qè��4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � õ�÷¼õ§ù�ú¿õBò4è�óqõBò4ìqõ��4è c+37ø � õ§ù�ú¿õBòeïTóqõBò4ìqõ��4è�ò4è+�øDõBìAù�û5�4ñ���h � ëqõ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�Mk­�M�ç (
2x2 + yexy

)
dx+ (4xy + xexy + 2y) dy = 0.Mk­�c�ç

(y + ex) dx+ x dy = 0.Mk­+©�ç (
4xy + 2x2y

)
dx+

(
2x2 + 3y2

)
dy = 0.Mk­�ª�ç x

x2 + y2
dx+

y

x2 + y2
dy = 0.Mk­�«�ç ( 1

x + y
)
dx+

(
3y2 + x

)
dy = 0.Mk­ ¬ ç

yxy−1 dx+ xy lnx dy = 0.

Mk­�­�ç x
y2
dx− x2

y3
dy = 0.Mk­�®�ç (

3x2 − y cosx
)
dx− sinx dy = 0.Mk®�¯ ç

2xyex
2
dx+

(
2 − ex

2
)
dy = 0.Mk®Èæ¼ç

2x
(
1 +

√
x2 − y

)
dx−

√
x2 − y dy = 0.Mk®�M�ç (

x2 − 4xy − 2y2
)
dx+

(
y2 − 4xy − 2x2

)
dy = 0.Mk®�c�ç

3x2 (1 + ln y) dx =
(
2y − x3

y

)
dy.Mk®+©�ç (1

y sin x
y − y

x2 cos yx + 1
)
dx+

(
1
x cos yx − x

y2 sin x
y + 1

y2

)
dy = 0.
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Mk®�ª�ç ( x

sin y + 2
)
dx+ (x2+1) cos y

cos 2y−1 dy = 0.Mk®�«�ç
(2x cos y − y sin 2x) dx+

(
cos2 x− x2 sin y

)
dy = 0.

Mk® ¬ ç x dx+ y dy√
1 + x2 + y2

+
y dx− x dy

x2 + y2
= 0.

Mk®�­�ç (
1 + e

x
y

)
dx+ e

x
y

(
1 − x

y

)
dy = 0.Mk®�®�ç

e−y dx− (2y + xe−y) dy = 0.c�¯�¯ ç (
2x+ y2 sinx

)
dx−

(
y2 − 2y cosx

)
dy = 0.

N õ ý ò�� h ý ï��4è´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
ú�ê���õ�÷¼õ4úþî>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìqõBö�õTú|ìqõ�%gìAèAø�ï m = m(x)ï�7Bõ
m = m(y)

�
c�¯�æ¼ç (

x2 + y2 + 2x
)
dx+ 2y dy = 0.c�¯kM�ç

y2(x− 3y) dx+
(
1 − 3xy2

)
dy = 0.c�¯kc�ç

(2xy + ax) dx+ dy = 0.c�¯�©�ç
y′ + ay = emx.c�¯kª�ç
y dx =

(
y3 − x

)
dy.c�¯k«�ç (

1 + 3y2

x2

)
dx = 2y

x dy.c�¯ ¬ ç (
2xy + y2

)
dx+

(
2x2 + 3xy + 4y2

)
dy = 0.c�¯k­�ç

dx+
(
x+ e−yy2

)
dy = 0.c�¯k®�ç (

2xy2 − y
)
dx+

(
y2 + x+ y

)
dy = 0.c�æ�¯ ç

y(1 − y sinx) cos2 y dx−
(
y2 + x cos2 y

)
dy = 0.

Q·ê���õ�÷¼õ4ú·î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìqõBö�õVú¿ìqõ2%gìAèAøAï^ëqõ ý ò�� h ý ï��4è´õ�÷qìqõBëqî ÷qìqî4÷qèqéTê�ëqê�ì+�íqî�ï�ðAñ4ìqî ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�
c�æqæ¼ç

x dy − (x+ y) dx = 0.c�æ M�ç
(py − qx) dx− (px− qy) dy = 0.c�æ c�ç
y′ = 2

√
x
y + y

x .� ì¼ï�"��4è�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAèFëqî>ò4ì�h�ìAñ$74ê ý øAòeï�÷që¼ï��4ùeëÆ��ò4èAøDõBëAè����4ï��4èI��ê�õBëqê�ú|ùJóAëqõ
ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ò4èAö_ð�hD÷�î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìqõBö�õ�ú¿ìqõ2%gìAèAøAï��5�c�æ�©�ç (

x2 + y2 + 1
)
dx− 2xy dy = 0.
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c�æ ª�ç dx√

1−x2
+ dy√

1−y2
= 0, m = x

√
1 − y2 + y

√
1 − x2.c�æ «�ç

(x+ y) dx+ (x− y) dy = 0.

N õ ý ò�� h ý ï��4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú¿ê���õ�÷¼õ4úäî>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìqõBö�õÀú¿ìqõ2%gìAèAøAï·ò4èAö_ð�hD÷qù
m = m(x+ y)

ï�74õ
m = m(x− y)

�
c�æ ¬ ç

(x2 + x2y + 2xy − y2 − y3)dx+ (y2 + xy2 + 2xy − x2 − x3)dy = 0.c�æ+­�ç (
y − ay

x + x
)
dx+ a dy = 0,

�
a ü ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë4�\cc�æ+®�ç (

10x3 + y2 + 9x2y
)
dx+

(
7y2 + 6xy + x3

)
dy = 0.ckM�¯ ç

dx+ x ctg(x+ y)(dx+ dy) = 0.ckM�æ¼ç
(x+ 3y) dx+ 2y dy + a(x+ y)(x dy − y dx) = 0 . �

a ü ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë4�\c
N õ ý ò�� h ý ï��4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú¿ê���õ�÷¼õ4ú î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìqõBö�õ ú¿ìqõ2%gìAèAøAï

m = m(ω) � ÷¼ê ω = x2 + y2 � ï�74õ ω = x2 − y2 c��Tèäú¿õ�%gì¼ï ý ï�����õ����ùeòeï��4è·î>ìAô´è�"·ú�ê���õ�÷·ëqõ ý ò�� h ý ùeòeï�ìAì�h �ckM�M�ç
(y cosα+ x sinα) dx+ (x cosα+ y sinα) dy = 0.ckM�c�ç
(x+ x2 + y2)y′ − y = 0.ckM+©�ç (
x2 + y2 + y

)
dx− x dy = 0.

ckM�ª�ç dy

y(x2 + y2)
=

(
1

x(x2 + y2)
− 1

xy

)
dx.

ckM�«�ç (
x2y3 + y

)
dx+

(
x3y2 − x

)
dy = 0.ckM ¬ ç (

x− y

x
cos
(y
x

))
dx+ cos

(y
x

)
dy = 0.

ckM�­�ç
2y3y′ + xy2 − x3 = 0.N õ ý ò�� h ý ï��4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ï�����õ	��õBò4ù����Aè ú¿ê���õ�÷ î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìqõBö�õ ú¿ìqõ��

%gì�èAøAïfï�74õ ý ÷¼î#"���ì������Aè ý ïBú�î>ìAù ý ú�î>ìAìAè�ÿq�ckM�®�ç
x dx+

(
xy − y3

)
dy = 0.ckc�¯ ç

2y
(
1 + x2

)
dx+ x dy = 0.

ckcÈæ¼ç (
3x2y + 6xy +

y2

x

)
dx+

(
3x2 + y

)
dy = 0.

ckc�M�ç (
6x− 2y − 2y2

)
dx+

(
5x2 − 8xy − x

)
dy = 0.ckc�c�ç (

2y2 − 9xy
)
dx+

(
3xy − 6x2

)
dy = 0, m(x, y) = xαyβ.
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ckc+©�ç

y dy = (x dy + y dx)
√

1 + y2.ckc�ª�ç
(y − x) dx+ y dy = x d

(y
x

)
.ckc�«�ç

(x2 + 3 ln y)y dx = x dy, (m = a lnx+ b ln y).ckc ¬ ç (
x2 + 2x+ y

)
dx =

(
x− 3x2y

)
dy.

ckc�­�ç
y′ +

y

2(x+ y)
− 1

4x(x+ 1)
= 0.

ckc�®�ç
y2 dx+ (ex − y) dy = 0.c�©k¯ ç 1
x

(
x2y2 − 4xy − 1

)
dx− 1

y (1 + 4xy) dy = 0.c�© æ¼ç
x2y(y dx+ x dy) = 2y dx+ x dy.c�©4M�ç
(2x2y3 − 1)y dx+

(
4x2y3 − 1

)
dy = 0.c�©4c�ç (

x2 − sin2 y
)
dx+ x sin 2y dy = 0.c�©�©�ç (

6xy2 + x2
)
dy − y

(
3y2 − x

)
dx = 0.c�©4ª�ç (

2x3y2 − y
)
dx+

(
2x2 + y3 − x

)
dy = 0.c�©4«�ç (

x2 − y
)
dx+ x(y + 1) dy = 0.c�© ¬ ç

y2(y dx− 2x dy) = x3(x dy − 2y dx).c�©4­�ç
(6xy + 2y + 8) dx+ x dy = 0.c�©4®�ç (
2x2y + x

)
y′ − x2y2 + 2xy2 + y = 0.ckª�¯ ç (

2x− 2y − x2 + 2xy
)
dx+

(
2x2 − 4xy − 2x

)
dy = 0, m = eaxeby.ckªÈæ¼ç m´õBò�ê����4è �-� õ î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìAè�" ú¿ìqõ2%gìAèAø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�ëAìAù�ðAðqî

p(x)y′ + q(x)y = r(x)ym
ú�ïBûVò4èAö_ð�hD÷

m(x, y) = y−m
1

p(x)
exp

[
(1 −m)

∫
q(x)

p(x)
dx

]
.

� ï�����õ	��õBò4ù����Aè ëqê ý ù�ðAñ��Bï�� ý ï�÷oï��qî ckª�æ � ëqõ ý ò�� h ý ï��4è ú�ê���õ�÷¼õ4ú î>ì���ê�ö�ëAù��
òeï�ðAñ4ìqõBö�õFú¿ìqõ2%gìAèAøAïJëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�ëAìAù�ðAðqîl�
ckª�M�ç

y′ + y = y4.
ckªkc�ç

xy′ + 2y = xy3.ckª+©�ç
y2 dx+

(
2yx− x4

)
dy = 0.

ckªkª�ç
x2y′ + xy = y

3
2 .ckª�«�ç

x3y′ + 2x2y = y−3.
ckª ¬ ç

x2y′ − 3xy = −2y
5
3 .
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§ 6. IСНУВАННЯ ТА ЄДИНIСТЬ

РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI

æ¼ç p�õ��Aø�ï
(x0, y0)

ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@hÁ�����g$6��E,* H  º�º���������
��'��P( * 'D$���'D# H #��g�+JW��GL!�
dy

dx
= f(x, y), M(x0, y0), (6.1)

h�ø � õ6�qê�ëqê ý ìqêS
TóAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ ðAèAôJêT��î>ðAñ4øAè õ�÷qì¼ï î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ì¼ï øAëAèAòeïÀëqî>ò��
ì�hDìAì�hR�zfgced��\cy37ø � õZ%Ó�qê�ëqê ý óqõ��¼ï��4ø�õBò4ùr��õ��AøAù�óAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñs74î>ðAñ4ôJêfõ�÷qìqî�ûS

î>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqõ�
�øAëAèAò�õ�
 � ��õ
ò�õBì¼ï
ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h �
���($6��E �º	6* H  º�º�������ûc�Q¯ìqõ2%gè+�
ìAù�ò���î ÿ6��õ��qõBø ìqê�û_÷qèAìqõ	����îXì¼ï ý èAòeï����4ñ ������¼51� 
�D��Eb�Å�º�2½  ��
��E cy3Vø � õ¯í�hú|ìqõ2%gèAì¼ïgú¿î&���4è��4ñfî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�î � ��õJõ	���4ï�ìAìqîÈì¼ï ý èAòeï����4ñ���hÍ������¼51� 
�� �G
�Å &�����
	�/«�(#21�.��� g�Å $��
 º�D (�Å � ï�ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqî²
bÿ ëqõ ý ò�� h ý øAè ü ������¼S1º º�D (�Å 
�
��'D�)( *+'�$6#��Å ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc

õPÙ�Û�vyÙ�èI{�usÙ�{�ÞfÛTö-	Pú�78��ü����9�����Îú����:�
78���3� ü������@ù4ú�û��3; ��û����§û�ü�	Pü�<9�3=§ú?>
@ �%���BA 	SÊ
#�» � ����$�,º�¶*

f(x, y)
�
	��º	���	��
�D�º#���� H �º�����
� ��¼���ÊÆ'��Å�û�º�� +Ê � �D��*�G

�K�8$������� º$��

Π = {(x, y) : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} , (6.2)

÷¼ê
a � b > 0

c
Cº� H ��'D# H #���#� ED	�-$'&
�
# �D�����Å�U½ $��GF!	H#D�º�

I = (x0 − h, x0 + h), (6.3)

H 	
h = min

{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈Π
|f(x, y)|, (6.4)

�K#�*Ö�D�
 ��
#�»g�Å���n� H  º���
��'��P( * '���$ �
õPÙ�Û�vyÙ�èI{XuXãbxq{�vk{Æö-	Pú�7)��ü��?�9�
���Îú����H�
7)������ü������I��üKJ6	L���4ú�78����ù4ú�û��3; ��û)>

���Tû�ü?	Pü�<9�M=§ú @ �%���LA 	SÊ
#�» � ���º$�,º�&*
f(x, y)

�
æ � �
	��º	���	��
�D�º#�� ���+*g�K��$����!�º �$��N ED	�
O6& �D� H �
�����º� ��¼���Ê�'8�Å�����º  Ê
P
M � �º�����
���Å� �º�
�F�D� H �
�����º� x 'D# H ���D�51�.��+*3*ò�D�K�����RQK����L� �,
#C�
��'8�Å�����º�U»

y �����¼���� H 1+*§¼�� H .�Gø*�$� +Ê
y1 � y2 � |y0−yi| ≤ b (i = 1, 2)

��������*
L = const > 0

�
|f(x, y1) − f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|. (6.5)
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Cº� H �y'D# H #���#$J!��L!�S ED	�-$'&
�
# �D�����Å�U½ $��N ED	�
T�&��K#�*K* H  º�� �»�����'D�)( *+'D��$ �

M�ç¦N õ ý ò�� h ý õBø � î&��ìAùeòeï�ìAì�hm�4ï·û�÷qèAìqî&���4ñ h�ø�õBö�õ·ö�ï�ë¼ï�ì��4ù�û5�4ñ���h¨��ê�õBëqê�ú¿õ��
kTî>ø�ï�ë¼ï � ú�õ2%gì¼ï ý ì¼ï�"��4è h�ø�ö�ë¼ï�ìAèAí�� ëqî>ò4ìqõ4ú¿î>ëAìqõ ý 74î#%gìqõ�
7óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqõ	����îkTî>ø�ï�ë¼ï {yn(x)}∞n=1 � ÷¼ê

yn(x) = y0 +

x∫

x0

f(ξ, yn−1(ξ))dξ. (6.6)

N î ý ìAèAí�h�ú�î#%È��õ��AìAèqú�ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú ý ï�÷oï2�qîT`TõBôJîq�Bï n �#ú ì¼ï�7BðAè�%´ê�ìAì�hAú k§î �
ø�ï�ë¼ï ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû
õBíqî>ìAøAù

|yn(x) − y(x)| ≤ MLn−1

n!
hn. (6.7)

p�ê�õBëqê�ú|è kTî>øAï�ë¼ï î k§ê�ï�ìqõ ÷oï����4ñ ý ú¿õBö�ù ò����4ï�ìqõBò4è��4è î&��ìAùeòeï�ìAì�h
ëqõ ý ò�� h ý øAù ý ï�÷oï��qî
`§õBôJî�ì¼ï7÷¼õ	��è��4ñ
ú�ï�ðqõ4ú|ùJò�î ÷qëqî ý øAù I c�m
ð�h ý ï�����õ	��ùDòeï�ìAì�híAèDÿm��ê�õBëqê�úäó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè

a � b óAë(hAú¿õBøAù �4ìAèAø�ï
Π

��ðqî ÷Âò4è�7BèAë¼ï��4è!�4ï�øAèqú|è �
� õ�7gíqê�"¯óAë6hAú�õBøAù��4ìAèAø·ò�ú¿î � ùDòeï�ò��@h�òFõ	7Bð¼ï����4ñfò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc

c�ç k§õ	7Bù�÷¼õBòeï�ìAè�" ý ö�î ÷qìqõO��ê�õBëqê�ú�ïBú|è k§î>ø�ï�ë¼ïJî|kTê�ï�ìqõJëqõ ý ò�� h ý õBø¯ú�õ2%gì¼ïóAëAõ�÷¼õBò	%gè��4è6��ðqî>ò�õBëAù � � óAë¼ï�ò�õBëAù ���Aè�òJõ	7Bè�÷qòeïO74õBøAè4�\c+p|ï�ø � h�ø � õJõ	7Bð¼ï����4ñò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h D ÷¼õ	��ðqî ÷�%gùeòeï�ìqõBö�õVëqî>ò4ì�h�ìAì�hJû�õ	74ú�ê�%´ê�ìqõ�� ú|ìqõ�%gèAìqõ��Âò
R

2 �
f(x, y) ∈ C(D) � ��õ­ëqõ ý ò�� h ý õBø y = ϕ(x) � ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAè�"Àì¼ï I � ú¿õ�%gì¼ï�óAëqõ��÷¼õ�ò	%gè��4è¯÷¼õgò4è�ÿeõ�÷qù­ì¼ïgú¿ê�%gù­õ	7Bð¼ï�����î

D
c

N õ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï��qî `TõBôJîm�zfgced��Âú¿õ�%gì¼ï óAëqõ�÷¼õBò	%gùeòeï��4è ì¼ï î>ì���ê�ëAòeï�ð
(α, β) � h�ø � õ éVùeìAøAíqî;h

f(x, y)
ù\��ú¿ù ý î α < x < β � −∞ < y < +∞

(a ≥ −∞ � β ≤ +∞)
û ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ�� î ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû ìqê�ëqî>ò4ìqî&���4ñ

|f(x, y)| ≤ a(x)|y| + b(x) � ÷¼ê a(x) � b(x) ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî�÷¼õ�÷oï��4ìqî éVùDìAøAíqî 
�cN õ ý ò�� h ý õBø´ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h �º	����
� H ����½ �6��#��º (�Ò�)ï�74õ!�º���D�� g�$� � h�ø � õ�7Bù�÷qñ��h�øDêZ"qõBö�õ�óAëqõ�÷¼õBò	%´ê�ìAì�h ý 74î>ö�ïBû5�4ñ���h ý ìAèqúÒ��ïBú¿èqú c]�B7Bð¼ï����	� ò4è ý ì¼ï��qê�ìAì�hìqê�óAëqõ�÷¼õBò	%gùeòeï�ìqõBö�õ�ëqõ ý ò�� h ý øAù�ûTú�ï�ø+��èqú�ï�ðAñ4ìAè�"þî>ì���ê�ëAòeï�ðþî&��ìAùeòeï�ìAì�hTcuIv)wyxkzy{4|�}4~ � � h���ùDòeï��4è � �Aè´ú�ïBû¿ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy
dx = 3y

2
3
õ	��õ	7BðAèAò�îDëqõ ý ò�� h ý �øAè¯î ý ì¼ï�"��4è�
bÿ­ùFò4èAó¼ï�÷qøAù¯î&��ìAùeòeï�ìAì�hTc
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�n��'D�P( * '�#��º� *4�Dk§ê�ëqê�ò�î>ëAèqú¿õVò4èAøDõBì¼ï�ìAì�hJù�ú¿õBòB��ê�õBëqê�ú¿è
kTî>øAï�ë¼ïgc�8
ùDìAøAíqî;h
f(x, y) = 3y

2
3
û�ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ��äò

R
2 � ï�ðqê7ìqê ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAûVù�ú¿õBò4ù � î>óAô´èAí¼ï

ò ý ÷¼õBò	% óAë6hAú�õ�

y = 0

c
0 ó�ë¼ï�òB÷¼î � óAëAèAóAù����4èAò4ô´è ò�î ÷m��ùDóAëqõ��4èAò4ìqõBö�õ ��� õ¯î&��ìAù�û@���Bï�ð¼ï � î>óAô´èAí¼ï

L � �4ï�ø�ï �¦� õ |y
2
3
1 − y

2
3
2 | ≤ L|y1 − y2| � óAëAè y1 6= 0 � y2 = 0 � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ

|y
2
3
1 | ≤ L|y1|

ï�74õ
L|y

1
3
1 | ≥ 1

cÎ�B���Bï�ìAì�hÂìqê�ëqî>ò4ìqî&���4ñ ìqê¯ò4èAøDõBìAù�û��4ñ��@h�÷qð�h
÷¼õ����4ï��4ìAñ�õFú�ï�ðAè�ÿ |y1|

c
�B��øqî>ðAñ4øAè

y = 0
ûTëqõ ý ò�� h ý øDõ4úÂëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ��õo��ïBú�êTò�î>ì·ú¿õ�%´ê�7Bù �4è·õ	��õ��

7Bð�èAò4èqú,c � ì¼ï�"�÷¼ê�ú�õfî>ìAôJîÈëqõ ý ò�� h ý øAè·íAñ�õBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�

y−
2
3 dy = 3 dx⇒

∫
y−

2
3 dy =

∫
3 dx⇒

⇒ 3y
1
3 = 3x+ 3C ⇒ y = (x+ C)3.

p|ï�øAèqúX�AèAìqõ4ú � ÷qð�hT÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõBö�õ x0
�qê�ëqê ý ��õ��AøAù (x0, 0)

óAëqõ�ÿeõ�÷ºh+�4ñ7óAëAè+�
ì¼ï�"qú¿ìqî�÷qò�îiî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî^øAëAèAò�îl�

y = 0
î
y = (x − x0)

3 cyp�õ4ú¿ù y(x) ≡ 0ûþõ	��õ	7BðAèAò4èqú ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú ÷¼õ	��ðqî ÷�%gùeòeï�ìqõBö�õÂëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc²¤#ìAô´è�ÿâõ	��õ	7BðAèAò4è�ÿ
ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò­ìqê�ú�ïBû � õ	��øqî>ðAñ4øAèþò�ê�ëeÿDì�hþî ìAè�%gì�h·óAðqõ � èAìAèþû
õ	7Bð¼ï�����hAú¿è�û_÷qè+�ìqõ�����î ëqõ ý ò�� h ý øqî>òºcuIv)wyxkzy{4|��P~ Q·ê���õ�÷¼õ4ú óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAè�ÿgì¼ï�7BðAè�%´ê�ìAñWk§î>ø�ï�ë¼ï ý ì¼ï�"��4èo�4ëqê���û
ì¼ï�7BðAè�%Jê�ìAì�h�÷¼õgëqõ ý ò�� h ý øAù ý ï�÷oï��qî `§õBôJî

dy

dx
= x− y2, y(0) = 0

òføAòeï�÷që¼ï���î
K = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} .

[§ï h�ø�õ4ú|ù óAëqõ4ú¿î#%gøAùm��ê�õBëqê�ú�ï k§î>ø�ï�ë¼ïþö�ï�ë¼ï�ì��4ù�û ý 74î#%gìqî&���4ñÀóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAè�ÿì¼ï�7BðAè�%Jê�ìAñ � ��íqî>ìAè��4è óqõ�ÿDè�7BøAù�ú¿î#% ��õ��AìAèqú ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú ý ï�÷oï��qîÅ`TõBôJî�î�4ëAê���î�úÂì¼ï�7BðAè�%´ê�ìAì�hAú kTî>øAï�ë¼ïgc
�n��'D�P( * '�#��º� *4�]8
ùeìAøAíqî;h

f(x, y) = x − y2 ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ï�óqõr��ùDøAùeóAìqõ	����î
��ò4õ�
bÿ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ­ò R

2 ck����øqî>ðAñ4øAè f ′y = −2y � ��õ f(x, y) ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAûTùDú�õBò4ù� î>óAô´èAí¼ïJògøAòeï�÷që¼ï���î
K ý î)���Bï�ðqõ�� L = max

(x,y)∈K

f ′y(x, y) = 2
c

M = max
(x,y)∈K

|f(x, y)| = 2 � ��õ4ú¿ù h = min
{
a, b

M

}
= min

{
1, 1

2

}
= 1

2

c
�t�	%´ê � ì¼ï�7BðAè�%Jê�ìAì�h kTî>øAï�ë¼ï­÷¼õ�ëqõ ý ò�� h ý øAù óqõ	���4ï�ò4ðqê�ìqõ�
 ý ï�÷oï2�qîn`TõBôJî ý 74î �ö�ï����4ñ��@h�óAëAèAì¼ï�"qú¿ìqî�ì¼ïJóAëqõ4ú¿î#%gøAù [−1

2 ,
1
2

] c



o�a : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ@?eÍ)ÓDÝVÊ�A�ÊB?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�D
[
ï�7BðAè�%Jê�ìAì�h¯õ	7��Aè���ð��Vû�ú¿õ ý ïgéTõBëqú|ù�ðqõ��Á�zfgc f��5�

yn+1 =

x∫

0

(ξ − y2
n(ξ))dξ, n = 0, 1, 2, . . . .

Qþï�û�ú¿õ

y1(x) =

x∫

0

(ξ − 0) dξ =
x2

2
;

y2(x) =

x∫

0

(
ξ − ξ2

4

)
dξ =

x2

2
− x5

20
;

y3(x) =

x∫

0

(
ξ −

(
ξ2

2
− ξ5

20

)2
)
dξ =

x2

2
− x5

20
+

x8

160
− x11

4400
.

N î ý ìAèAí�h�ú�î#%ï��õ��AìAèqú ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú y(x)
î��4ëqê���î�ú ì¼ï�7BðAè�%´ê�ìAì�hAú õBíqî>ì��t�

û5�4ñ��@h ý ïgéTõBëqú|ù�ðqõ��Á�zfgc i	�5�

|y(x) − y3(x)| ≤
ML2

3!
h3 =

2 · 22

6
· 1

23
=

1

6
.

m
ðgh ý ï�òB÷oï�ìAñ ckªk­ Å ck«kM �
æ¼ç kTê�ëqê�ò�î>ëAè��4è�ò4èAøDõBì¼ï�ìAì�h­ù�ú¿õBòO��ê�õBëqê�ú|è�k§î>ø�ï�ë¼ï§÷qð�h�óqõ	���4ï�ò4ðqê�ìAè�ÿ ý ï�÷oï2�`TõBôJîzc
M�ç k§õ	7Bù�÷qùDòeï��4è·ì¼ï�7BðAè�%´ê�ìAì�h k§î>ø�ï�ë¼ï {yi}2

i=0 ý ïO�1ÿeê�ú¿õ��Á�zfgc f��\c
c�ç � ì¼ï�"��4è ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï��qî_`TõBôJî�ò�ï�ì¼ï�ðqî#�4è��Aìqî#"ÂéTõBëqú¿î � ý ï�����õ	��õBò4ù����Aèò�î ÷¼õ4ú�î ú¿ê���õ�÷qè·î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ìAì�h � �4ï´óqõBëqî>ò4ì�h+�4è·ëqê ý ù�ðAñ��4ï��4è·ó c
aJî jgcckª�­�ç

y′ = x− 2y; y(1) = 3.
ckªk®�ç

y′ =
y2

x2
+ 2

y

x
; y(1) = 6.

ck«�¯ ç
y′ − 1

x
y = 2x3; y(1) = 1.

ck«�æ¼ç
y′ − 4y = e2x; y(0) = −4.ck«�M�ç

y′ = sinx− 4y; y(π) = −3.

m
ðghTì¼ï����4ùDóAìAè�ÿ ý ï�÷oï��!`§õBôJî�ú�ê���õ�÷¼õ4ú¯óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAè�ÿ´ì¼ï�7BðAè�%´ê�ìAñÅk§î>ø�ï�ë¼ï



§ / Äq×�Ô�Î�D�Ü�Ç�ÎeÎBÞFÕ7Ç10SC�ÛeÎ�=³Ô�Õ�>�Ó�Ê�µ�Ü32 Þ�µ�Ï�D�µ�Ç�C�Ç54�=oÚ�Ê�Ý�= oDj

óqõ�7Bù�÷qùeòeï��4èþó)� h+�4ñgóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAè�ÿ¯ì¼ï�7BðAè�%Jê�ìAñÁkTî>øAï�ë¼ï+�
ck«�c�ç

y′ = 4 − y; y(0) = 0.
ck«�©�ç

y′ = xy; y(0) = 1.ck«�ª�ç
y′ = 2 − x; y(2) = −2.

ck«k«�ç
y′ = y + x; y(1) = 4.ck« ¬ ç

y′ = y sinx; y
(
π
2

)
= 1.nXèAøDõBëAè�����õBò4ù ���Aè ÷¼õ	���Bï��4ìqî
ùDú�õBò4è û�÷qèAìqõ	����î � ò4è�÷¼î>ðAè��4è �Bï�øqî
õ	7Bð¼ï�����î

óAðAõ � èAìAè � òKh�øAè�ÿO�qê�ëqê ý øDõ�%gìAù$��õ��AøAù´óAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ´û_÷qèAì¼ïTî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ì¼ïVøAëAè+�
òeï �
ck«�­�ç

y′ = xy + y3.
ck«k®�ç

y′ = 1 + (2y − 3x)
1
3 .c ¬ ¯ ç

(x− 1)y′ = y
1
2 − x.

c ¬ æ¼ç
y′ = 2 + ctg y.

c ¬ M�ç
(y − x)y′ = y lnx.

c ¬ c�ç
xy′ = y +

(
y2 − x2

) 1
2 .

nXøAï ý ï��4è­ò�î ÷qëqî ý õBø � ì¼ïÖh�øDõ4ú¿ùgóqõ	���4ï�ò4ðqê�ì¼ï ý ï�÷oï��¼ï!`§õBôJî¼ú�ïBû�ëqõ ý ò�� h ý õBø)�c ¬ ©�ç
y′ = ey + x; y(1) = 0.c ¬ ª�ç
y′ = 2y2 + 3xey sin(xy); y(2) = 4.c ¬ «�ç
y′ = x+ y3; y(0) = 0.c ¬�¬ ç
y′ = (xy)3 − sin y; y(2) = 2.c ¬ ­�ç
y′ = 2y2 − x; y(1) = 1.c ¬ ®�ç
y′ = (2x+ 3y)2 − ex; y(1) = 1.ck­�¯ ç
y′ = 1 + y2; y(0) = 0.ck­Èæ¼ç
y′ = y2 − x cos(xy); y(1) = 2.

ck­�M�ç nXè�÷¼î>ðAè��4èo��îAõ	7Bð¼ï�����îAóAðqõ � èAìAè � òKh�øAè�ÿJò4èAøDõBìAù ���4ñ��@hgù�ú¿õBò4èo��ê�õBëqê�ú|è
kTî>ø�ï�ë¼ïf÷qð�h¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′ = y
x

c4�Vè�ú�ïBû§íqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�õ	��õ	7BðAèAò�î�ëqõ ý ò�� h ý øAè �niî ÷qóqõBò�î ÷¼î�õ	7�h�ëAùDì��4ùeòeï��4è c
ck­�c�ç �TèÀú�ïBûJëqî>ò4ì�h�ìAì�h dx

dy = x
y

ëqõ ý ò�� h ý øAè � ò4è ý ì¼ï2�qê�ìqî�ì¼ï�ò���î#"ÀóAðqõ � èAìqî �����õ	7BðAèAò�î�ëqõ ý ò�� h ý øAè �ck­+©�ç 0 øqî>ðAñ4øAè¯ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò�ú�ïBû ý ï�÷oï��¼ï `TõBôJî y′ = x2 + y2 � y(0) = 0 �ck­�ª�ç � ì¼ï�"��4è·ò���îÈëqõ ý ò�� h ý øAè ý ï�÷oï��qîY`TõBôJî y′ = sin(xy) � y(0) = 0
c

ck­�«�ç �Tè¯ú¿õ�%gù��4ñfö�ë¼ïBéTî>øAè¯÷qò�õ�ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ = x+ y2 �±4� óqê�ëqê��4èAì¼ï��4è���h¯òg÷¼ê�h�øqî#"X��õ��Aíqî�óAðqõ � èAìAè �



o p : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ@?eÍ)ÓDÝVÊ�A�ÊB?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�D
� � ÷¼õ��4èAø�ï��4è���h¯òJ÷¼ê�h�øqî#"X��õ��Aíqî�óAðqõ � èAìAè �niî ÷qóqõBò�î ÷qñ�õ	7�h�ëAùDì��4ùeòeï��4è c
ck­ ¬ ç 3Vø´óqõBò�õ�÷ºh+�4ñ���ê�74êiì¼ï�óAëqõ4ú�î#%gøAù

[0, 2]
óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqî�ì¼ï�7BðAè�%Jê�ìAì�h kTî>øAï��

ë¼ïX�³÷qèAòºc��zfgc f��W�X÷qð�h­÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿþëqî>ò4ì�h�ìAñ�� �4�
y′ = y2 ��� � y′ = −y2 �

� � y′ = y � h�ø � õ y(0) = 1 �ck­�­�ç nXèAøDõBëAè�����õBò4ù ���Aèm��ê�õBëqê�ú¿ùÍkTî>øAï�ë¼ï � ý ì¼ï�"��4èm��î¿ëqõ ý ò�� h ý øAè ÷qèqéTê�ëqê�ì+�
íqî�ï�ðAñ4ìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ � ò ø�õ2%gìqî#"·��õ��AíqîFh�øAè�ÿÂóqõBëAùeô´ù�û��4ñ��@h ùDú�õBòeïÀû_÷qèAìqõ	����î
�nõ���õ	7BðAèAò�î ëqõ ý ò�� h ý øAè4�\ck[
ï�øAëqê���ðAè��4è·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�îl��4�

y′ =
2

3x
1
3

�Ó� � y′ = 2(|y|) 1
2 �Ì� � y′ = x2 + y2 c

ck­�®�ç kVëAè!h�øAè�ÿ
ìqê�ò�î ÷�� û�ú|ìAè�ÿ ý ì¼ï��qê�ìAì�hDÿ ý ú�î>ìAìqõ�
 m óqõBëAùDô´ù�û5�4ñ���hJû_÷qèAìqî&���4ñ
ëqõ ý ò�� h ý øAù ý ï�÷oï��qî `§õBôJîo÷qð�h­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx = |y|m �4ï´ò h�øAè�ÿZ��õ��AøAï�ÿ �ck®�¯ ç 0 øqî>ðAñ4øAèfëqõ ý ò�� h ý øqî>ò
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ = f(x, y) � ÷¼ê f î
f ′y ü

ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî¼ò
R

2 éVùeìAøAíqî 
 � óAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ°�qê�ëqê ý ��õ��AøAù (x0, y0) ∈ R
2 ò ý ï�÷oï�ìqõ4ú|ùJì¼ï�óAë6hAú¿øAù �h�ø�è�"¯ù �4ò�õBë��Vû ý ò�î&����� Ox

øAù��
α �ck®Èæ¼ç m
õBò�ê����4è ��� õJëqõ ý ò�� h ý øAè¯÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx = g(y) � ÷¼ê
y ∈ (a, b) � g(y) > 0 � ò4è ý ì¼ï2�qê�ìqîXì¼ï·ò���î#"�õ	��îB��óAëqõ�÷¼õBò	%gùeòeï�ìqî^ì¼ï

R
����õ�÷¼î

î¦��î>ðAñ4øAè¨��õ�÷¼î � ø�õBðAè ÷qð�h ò���î ÿ
α � β � (α, β) ⊂ (a, b)

î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAè α∫
a

dy
g(y)

�4ï
b∫
β

dy
g(y)

ëqõ ý 74î#%gìqîzck[§ï�ò�ê����4è¯óAëAèAøAð¼ï�÷qè c

§ 7. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ,
НЕ РОЗВ’ЯЗАНI ВIДНОСНО ПОХIДНОЇ

æ¼ç 37ø¯îÈëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ëqõ ý ò�� h ý ï�ìqê§ò�î ÷qìqõ	��ìqõgóqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
 � ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ò4èAö�ð�hD÷qù

F (x, y, y′) = 0 (7.1)

òFõ	7Bð¼ï�����î ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h¯óqõBëqõ�÷�%gù�û§óqõBðqê§ì¼ï�óAë(hAú¿î>òºck[
ïJò�î ÷¼ú¿î>ìAù�ò�î ÷·øAï�ìqõBìqî ��AìAõBö�õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ïVëqî>ò4ì�h�ìAì�hAúº�«i(ced��¿ú�õ2%gì¼ïTò4è ý ì¼ï2�Aè��4è�ìqê�õ�÷qèAì � ïVøqî>ðAñ4øAïì¼ï�óAë(hAú¿î>òfóqõBð�h�òFõ�÷qìqî#"X��õ��Aíqîzc
� ï�÷oï��¼ïÁ`§õBôJî ý óqõ��¼ï��4ø�õBò�õ�� ù�ú¿õBò�õ��

y(x0) = y0
ú�ïBû
û�÷qèAìAè�"�ëqõ ý ò�� h �

ý õ�ø � h�ø � õ�øqî>ðAñ4øqî&���4ñ�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ øAëAèAò4è�ÿ � h�øqî¿óAëqõ�ÿeõ�÷ºh+�4ñs�qê�ëqê ý ��õ��AøAù
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(x0, y0) � ý 74î>ö�ïBû5�4ñ���h ý øqî>ðAñ4øqî&���	�äì¼ï�óAë(hAú¿î>òFóqõBð�h � óqõBëqõ�÷�%´ê�ìAè�ÿ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú�«i6ced��Xù�íqî#"X��õ��Aíqîzc
N õ ý ò�� h ý õBø�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¾�«i(ced�� � ùfø�õ2%gìqî#"���õ��Aíqî|h�ø�õBö�õ´óqõBëAùDô´ù�û5�4ñ���h­ù�ú¿õBòeï

û_÷qèAìqõ	����î � ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h ������¼S1º º�D (�Åc
õPÙ�Û�vyÙ�èI{Ïö-	Pú�78��ü����9�X���Îú����Y�
78���3� ü������Z��ü[J6	L���4ú�78����ù4ú�û��3; ��û����ºû�ü�>

	Pü�<��\=§ú @ �%��� �K$��
� � ����$�,º�¶*
F (x, y, y′)

�º	��
	��
	������
# �º�s'8�Å�����º�U»
x
(Ö�
	�G

�º	��
	������
� H  � 	���	���,º��»º���D�º# �
�!'8�Å�����º  Ê
y
(
y′

� H 	S*�$6�\�Å� ��$6�S1º���
���($� 
(x0, y0, y

′
0)
( H 	

y′0 � � H  ��Æ'�$6�@��	��������º�����+*��º� *
F (x0, y0, y

′
0) = 0

(_� ��#D$6#)(
�
�

F ′
y′(x, y, y

′) 6= 0
(C�
��� H ���� º�$. �K#�1º�\�Å�Í��$6�51��C�����g$� 

(x0, y0)
�����º��*

* H  º�� �»�����'D�)( *+'D��$@'D# H #��g��J!��L!�
y(x0) = y0

�
M�ç m§ð�h­ëqõ ý ò�� h ý ùDòeï�ìAì�h¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�«i(ced�� ý ï�����õ	��õBò4ù ���4ñf÷qòeï´óqî ÷Aÿeõ�÷qè c] ç 37ø � õI�«i(ced���ú�õ2%gì¼ï§ëqõ ý ò�� h ý ï��4è­ò�î ÷qìqõ	��ìqõ
óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
 � ��õ	7���õ§÷¼î&���Bï��4è�õ�÷qìqêï�7Bõføqî>ðAñ4ø�ïgëqî>ò4ì�h�ìAñFò4èAö_ð�hD÷qù

y′ = f(x, y) � ��õ � óAëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ò4ô´èþø�õ2%gìqê ýõ�÷¼ê�ë�%gï�ìAè�ÿ§ëqî>ò4ì�h�ìAñ � ú�ï��4èqú�ê�ú¿õ�ú¿ìqõ2%gèAìAùTëqõ ý ò�� h ý øqî>ò7ò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTckVëAè íAñ�õ4ú¿ùþõ	��õ	7BðAèAò4èqú¿èÀëqõ ý ò�� h ý ø�ïBú¿è ëqî>ò4ì�h�ìAì�hR�«i(ced���7Bù�÷qù��4ñ¯ðAèAôJêO�Bï�øqî �h�øAî ûTõ	��õ	7BðAèAò4èqú|è¯ÿeõ��¼ï§7´÷qð�h¯õ�÷qìqõBö�õ ý õ��4ëAèqú�ï�ìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñºc^ ç 3Vø � õX�«i(ced��iú¿õ�%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è·ùFò4èAö�ð�hD÷¼î
x = g(y, y′) (7.2)

ï�7Bõ
y = h(x, y′), (7.3)��õ ý ï�����õ	��õBò4ù ���4ñ �K	���� H ���D	 H 	��º� *��º#\�(#8�K	��C�(#X�lQTn_k$�\c

� ï�����õ	��ùeòeï�ìAì�h6QTn_k ÷¼õ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ¾�«i(c a	� � �«i(c j���óAëAèAò�õ�÷qè��4ñ­÷¼õI�4ï�øAè�ÿ·óqê5�
ëqê5�4ò�õBëqê�ìAñ��

÷qð�h¾�«i(c a	� ÷qð�h¾�«i(c j��
x = g(y, y′) y = h(x, y′).

kTõBøAð¼ï�÷¼ê�ú¿õ
y′ = p � ��õ�÷¼î
{
y = g(y, p);

y = y;

{
y = h(x, p);

x = x.
(7.4)

� ï�����õ	��õBò4ù�û�ú¿õf÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê°��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
dy = p dx; (7.5)
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��õ�÷¼î ý �«i(c p �iú�ïBû�ú�õ

dx = g′y dy + g′p dp, dy = h′x dx+ h′p dp. (7.6)

kTî ÷k���Bï�ò4ð�h�ìAì�hm�«i(c f��XùÆ�«i(c o	��÷oïBû
(1 − p g′y) dy = p g′p dp, (h′x − p) dx+ h′p dp = 0. (7.7)

�W�zi(c i	� ü ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqêgëqî>ò4ì�h�ìAì�h·÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�h éVùDìAøAíqî#" y = y(p)�Bï
x = x(p)

�\c�¤#ì���ê�ö�ëAù����Aè¨�«i(c i	� � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ
y = B(p,C), x = M(p,C). (7.8)

k§î ÷k���4ï�ò4èAò4ô´è·�«i(c 9 �7ò6�«i(c p � � ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ·ú|ìqõ�%gèAìAèÀëqõ ý ò�� h ý øqî>ò·ëqî>ò4ì�h�ìAñ�«i6c a	� � �«i(c j��Xò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ��
{
x = g(B(p,C), p) = A(p,C);

y = B(p,C);

{
x = M(p,C);

y = h(M(p,C), p) = N(p,C).

(7.9)Q·ê���õ�÷¼õ4ú�ò4ò�ê�÷¼ê�ìAì�h¯ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë¼ïfî>ì���ê�ö�ëAù����4ñ���h �º�����+*��º� *_QÖ#	/«�(#���½ #

y = xϕ(y′) + ψ(y′) (7.10)

�Bï��º�����+*��º� *XJ�1º	����
y = xy′ + ψ(y′). (7.11)

m
õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h `Vðqê�ëqõ ý ò�õ�÷ºh+�4ñ���h ý ï�÷oï��qî ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�h­øAëAèAò�õ�
 ý ï§ò4ð¼ï����4èAò�õ������hAú|èÆ
b
�÷¼õ��4è��Aìqõ�
 � h�ø � õ¯õ	���4ï�ìAìqî�ìqê ý ï�ðqê�%gï��4ñ·ò�î ÷m��õ��AøAèÀ÷¼õ��4èAøAù�cf8´õBë+�
ú�ï�ðAñ4ìqõgú|ìqõ�%gèAìAùFëqõ ý ò�� h ý øqî>ògëqî>ò4ì�h�ìAì�h¾�«i(ced�d���÷¼î&���Bï����4ñ ý ïBú�î>ìqõ�� òJìAñ�õ4ú¿ù
y′
ì¼ï

C
c

�B��õ	7BðAèAò4è�"´ëqõ ý ò�� h ý õBø´ëqî>ò4ì�h�ìAì�hZ�«i(ced�d��Èô´ùDø�ï����4ñFh�ø´õ	7Bò�î ÷qìAù ý ì¼ï�"�÷¼ê�ìqõ�
õ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqõ�
]��î�ú²� 
�óAë6hAú¿è�ÿ|c
c�ç niî ÷¼õ4ú�î|ò4èAó¼ï�÷qøAè � øDõBðAè¾%´õ�÷¼ê�ì î ýgý ï�óAëqõBóqõBìqõBòeï�ìAè�ÿÀóqî ÷Aÿeõ�÷¼î>ò¯ìqêgú�õ��%´ê
7Bù �4è ý ï�����õ	��õBòeï�ìAèqúm74ê ý óqõ	��ê�ëqê�÷qìAñBõ§÷¼õTò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hT�«i(ced��\c�` õ	7

ëqõ ý ò�� h ý ï��4èr�Bï�ø�ê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¨��ù­ë¼ï ý î � øDõBðAèþò�õBìqõ�û§î>ì���ê�ö�ëqõBò4ìAèqúÎ� � òeï�ë���õfò4è+�øDõBëAè�����õBò4ùeòeï��4èþóqê�ò4ìqî)��óqê�íAèqéTî#�Aìqî�ò4ð¼ï����4èAò�õ	����î���ïBú¿õBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc N õ ý ö_ð�h �ìqê�ú�õJì¼ï����4ùDóAìqî ò4èAó¼ï�÷qøAè c
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c�çnæ¼ç²N î>ò4ì�h�ìAì�hF�«i(ced��gû�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõ õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú¿��øAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú]� �h�ø � õTò�õBìqõ§î>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqê�ò�î ÷qìqõ	��ìqõ ý ïBú¿î>ìAè x→ λx � y → λσy � ÷¼ê σ ü ÷¼ê�h�øDê÷¼î "���ìqê��Aè���ðqõ � λ > 0
c � ëqõ	7BèAò4ô´è¯ògìAñBõ4ú|ù ý ïBú¿î>ìAù

{
x = et;

y = zeσt,
(7.12)

÷¼ê
z ü ìqõBòeïþéVùDìAøAíqî;hÂï�ëAö�ùDú�ê�ì��4ù

t � h�ø�ê­ú¿õ�%gì¼ï·ëqõ ý ò�� h ý ùDòeï��4è�ò�î ÷qìqõ	��ìqõ
õ�÷qìqî�û�
¿î ýTý ú�î>ìAìAè�ÿ t � z ï�74õ

z′
c

c�ç¶M�ç4N î>ò4ì�h�ìAì�h
P (x, y′) +Q(x, y′) = 0, (7.13)

÷¼ê
P (x, y′)

î
Q(x, y′) ü õ�÷qìqõBëqî ÷qìqîXéVùeìAøAíqî 
 ý ú�î>ìAìAè�ÿ x

�4ï
y′

ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ
ò4èAú�î>ëqî>ò

k
�4ï

m
�
k ≥ m

� � ðqê�ö�øDõ·î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4è ò·ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqî#"�éTõBëqú¿î �ô´ðghDÿeõ4ú�ò4ò�ê�÷¼ê�ìAì�h¯ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë¼ï
t ý ö�î ÷qìqõ ý îP��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú
y′

x
= t. (7.14)

n ëqê ý ù�ðAñ��Bï���î ý ï�����õ	��ùDòeï�ìAì�hX�Bï�ø�õBö�õgò4èAö�ð�hD÷qù­ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè ý ï�íqî 
¿õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õ

x = k−m

√
−Q(1, t)

P (1, t)
; y = t · k−m

√
−Q(1, t)

P (1, t)
. (7.15)

nXè�ø�õBëAè�����õBò4ù����AèF÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqêt��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
dy = y′dx � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú�õú|ìqõ2%gèAìAù­ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�«i(ced8j��Xù�ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��Aìqî#"þéTõBëqú¿îzc

c�ç¶c�ç Q¯ìqõ�%gèAìAù­ëqõ ý ò�� h ý øqî>òfëqî>ò4ì�h�ìAì�h
F (y′) = 0 (7.16)

ú¿õ�%Jì¼ïJóqõ�÷oï��4è¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

F

(
y − C

x

)
= 0, (7.17)

÷¼ê
C ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ïÀ÷¼î#"���ì¼ï6���Bï�ð¼ïgc�Q·î>ëAøAùDòeï�ìAì�h�ù íAñBõ4ú|ù�ë¼ï ý ît�Bï�øqîl�nh�ø � õ�Aè���ðqõ

A
ûVø�õBëqê�ìqê�úÂëqî>ò4ì�h�ìAì�h

F (z) = 0 � ��õ ý ëqî>ò4ìqõ	����î y′ = A
÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ

y = Ax+ C � ý ò�î ÷qøAè A = y−C
x

c
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� ï�ùeòeï�%gèqú¿õ �Î� õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ò4èAö�ð�hD÷qù �«i(ced8j�� � ï�74õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h·74î>ðAñ4ô ý ï��ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õfò4èAö_ð�hD÷qù

P (x, y′) = 0
ï�74õ

Q(y, y′) = 0, (7.18)

ú¿õ�%Jù �4ñFú�ï��4è·õ	��õ	7BðAèAò�î ëqõ ý ò�� h ý øAè
x = a

ï�74õ
y = b, (7.19)

÷¼ê
a
î
b
ò4è ý ì¼ï��¼ï����4ñ���h ý ëqî>ò4ìqõ	����ê�"·ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ

lim
y′→±∞

P (a, y′) = 0
�Bï
Q(b, 0) = 0. (7.20)

©�ç m§ð�h­ò4è ý ì¼ï��qê�ìAì�h·õ	��õ	7BðAèAò4è�ÿ­ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h¾�«i(ced��Xò4èAøDõBëAè�����õ��
ò4ù����4ñ��@h­÷qòeï ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�ÿ¯ú¿ê���õ�÷qè cØFÙ�Ú¾Û�|

p a |�wcb	x+v)wfè@ãbÞf{�ÞyÚÆÞeÛ�d§x+v�wfékÛ�d�~ 37ø � õ�éVùeìAøAíqî;h F (x, y, y′)ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ï óqõ ý ú¿î>ìAìqî#" x
îiìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ïÀóqõ

y
î
y′ � ��õõ	��õ	7BðAèAò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¨��h�ø � õgò�î>ì¯î&��ìAù�û�� ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû���è�����ê�ú¿ù­ëqî>ò4ì�h�ìAñ

{
F (x, y, p) = 0;

F ′
p(x, y, p) = 0.

(7.21)

÷¼ê
p = y′

c4nXèAðAù��AèAò4ô´è ý ��è�����ê�ú|è\�«i(c a(d��^ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë
p � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õ�ëqî>ò4ì�h�ì+�ì�h

p ü ÷qè���øAëAèqú�î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
§øAëAèAò�õ�
�cnm§ð�hÂø�õ2%gìqõ�
Tò�î#�4øAè
p ü ÷qè���øAëAèqú¿î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
øAë�èAò�õ�
�ìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ�óqê�ëqê�ò�î>ëAè��4è � �Aè û§ò�õBì¼ï�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqõ�� øAëAèAò�õ�� î��Aèþóqõ��

ëAùeô´ù�û5�4ñ���h�òføDõ�%gìqî#"Z
b
y��õ��Aíqî�ùDú�õBòeïgû_÷qèAìqõ	����îzc
ØFÙ�Ú¾Û�|

c a |�wcb	x+v)wfè@ãbÞf{�ÞyÚÆÞeÛ�dBx+v)weé�Û�d�~ 37ø � õ´ò�î ÷¼õ4ú�ï´õ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê5��4ë�è��Aì¼ï���î�ú
� h
Φ(x, y, C) = 0

ëqõ ý ò�� h ý øqî>òVëqî>ò4ì�h�ìAì�h��«i(ced�� îeóAëAè´íAñ�õ4ú¿ù§éVùDìAø+�
íqî h

Φ(x, y, C)
ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõg÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ïFóqõ

C � ��õ � ò4èAðAù��AèAò4ô´è·ó¼ï�ë¼ï��ú¿ê��4ë
C
î ý ��è�����ê�ú¿è {

Φ(x, y, C) = 0;

Φ′
C(x, y, C) = 0,

(7.22)

õ��BëAèqú�ïBû�ú�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h
c ü ÷qè���øAëAèqú¿î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
¿øAëAèAò�õ�
�c�B7�ò�î ÷qì¼ï���è�����ê�ú¿èFøAëAèAò4è�ÿ ü íqê�øAëAèAòeï � h�øAïVò
øDõ�%gìqî#"I��ò�õ�
U"I��õ��AíqîA÷¼õ��4è+�

ø�ïBû5�4ñ���hJ÷¼õTõ�÷qìqî�û�
 ý øAëAèAò4è�ÿo��î�ú
� 
�c���7Bò�î ÷qì¼ïo��h�ø � õVò�õBì¼ïTî&��ìAù�û��|õ	74õBò�� h ý øDõBò�õòBÿeõ�÷qè��4ñf÷¼õ§��øAð¼ï�÷qù
c ü ÷qè���øAëAèqú�î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
|øAëAèAò�õ�
�c
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y = ϕ(x) c ü ÷qè���øAëAèqú¿î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
�øAëAèAò�õ�
�û�õ	7Bò�î ÷qìqõ�� � h�ø � õ°��î>ðAñ4øAè
Φ′
x(x, y, C)

∣∣
y=ϕ(x)

6= 0
ï�74õ

Φ′
y(x, y, C)

∣∣
y=ϕ(x)

6= 0.

uIv)wyxkzy{4|¨}4~ kTëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùeòeï��4èþëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′3 −

(
x2 + xy + y2

)
y′2 + xy

(
x2 + xy + y2

)
y′ − x3y3 = 0. (7.23)

�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�����õ	��ùDòeï�ò4ô´è óqê�ëAô´è�" óqî ÷Aÿ�î ÷à�W�«i(c a	� ü �«i(ced�d��W� � óqõ�÷oïBú¿õëqî ò4ì�h�ìAì�h¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î
(
y′ − xy

) (
y′ − x2

) (
y′ − y2

)
= 0.

kVëAèAëqî>ò4ì������AèþøDõ�%´ê�ì ý ��óqî>ò�ú|ìqõ�%gìAèAøqî>ò�÷¼õfìAù�ð�hT�Bïfî>ì���ê�ö�ëAù ���AèþøDõ�%gìqê ýõ��BëAèqú�ï�ìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ��

y = C · exp

(
x2

2

)
, y =

x3

3
+ C, y +

1

x+ C
= 0.

Q¯ìAõ�%gèAìAù§ëqõ ý ò�� h ý øqî>òVëqî>ò4ì�h�ìAì�h��«i(c aDj�� ú�õ2%gì¼ï ý ï�óAè���ï��4è§�Bï�ø�õ2%äì¼ï����4ùeóAìAèqú
�Aè�ìqõ4ú
�

(
y − C · exp

(
x2

2

))(
y − x3

3
− C

)(
y +

1

x+ C

)
= 0, C ∈ R.

uIv)wyxkzy{4|6�P~ kTëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùeòeï��4èþëqî>ò4ì�h�ìAì�h
ln y′ + sin y′ − x = 0. (7.24)

�n��'D�P( * '�#��º� *4� j êJëqî>ò4ì�h�ìAì�h ìqêfú¿õ�%gì¼ï�ëqõ ý ò�� h ý ï��4è ò�î ÷qìqõ	��ìqõ�óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
 ���õBú¿ù ý ï�����õ	��ù�û�ú�õIQTn_k
c(m
î&���4ï�ìqê�ú¿õ

y′ = p, x = ln p+ sin p, dx =
dp

p
+ cos p dp ;

ïJõ	��øqî>ðAñ4øAè
dy = p dx � ��õ

dy = p

(
1

p
+ cos p

)
dp

ï�74õ
dy = (1 + p cos p) dp,



f	_ : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ@?eÍ)ÓDÝVÊ�A�ÊB?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�D
ý ò4î ÷qøAè y = p+ cos p+ p sin p+ C

c
����%Jê � ú�ïBû�ú¿õgú¿ìqõ2%gèAìAù�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h¾�«i(c a p �XùFó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��Aìqî#"

éTõ�ëqú�î
{
x = ln p+ sin p;

y = p+ cos p+ p sin p+ C, C ∈ R.uIv)wyxkzy{4|m�q~ kTëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùeòeï��4èþëqî>ò4ì�h�ìAì�h
(xy′ − y) ln

(
y′ − y

x

)
= y. (7.25)

�n��'D�P( * '�#��º� *4�¦����øqî>ðAñ4øAè ý ï�÷oï�ìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ìqê�ú�õ2%gì¼ï·ëqõ ý ò�� h ý ï��4è ò�î ÷��
ìqõ���ìqõ�%Jõ�÷qìqõ�
 ý î ý ú�î>ìAìAè�ÿ x � y ï�74õ

y′ � ��õ���óAëqõ	7Bù�û�ú�õX��øDõBëAè����4ï��4è��@hÀóqî ÷��
ÿeõ�÷¼õ4ú � ý ï�óAëqõBóqõBìqõBòeï�ìAèqú�ùÆ�«i(ced�a	� ü �«i(c a�_��\cm´õ���ðqî ÷qèqú�õÌ�«i(c a�o	� ì¼ï øAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqî&���4ñºc k§î ÷k���Bï�ìqõBò4øAï

x → λx �
y → λσy

÷oïBû

λσ(xy′ − y) ln
(
λσ−1

(
y′ − y

2

))
= λσy.

�t�	%´ê � �«i(c a�o	��î>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqê�ò�î ÷qìqõ	��ìqõ ý ï�óAëqõBóqõBìqõBòeï�ìqõ�
 ý ïBú¿î>ìAè � h�ø � õ���î>ðAñ4øAè
σ = 1 � ý ïBú¿î>ì¼ïO�4èAóAù¾�«i(ced�a	�

x = et � y = z(t)et
óAëAèAò�õ�÷qè��4ñf÷¼õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h

z′ ln z′ = z, (7.26)

h�øDêVò	%JêTëqõ ý ò�� h ý ï�ìqê§ò�î ÷qìqõ	��ìqõ ý ú�î>ìAìqõ�
 z c� ï�ùeòeï�%gèqú¿õ ��� õ¯óAëqõBíqê�÷qùeë¼ï ý ï�óAëqõBòeï�÷�%´ê�ìAì�h ò4øAï ý ï�ìqõ�
 ý ú�î>ìAìqõ�
iò4èqú�ï��ö�ïBû ëqê���ê�ðAñ4ìqõ	����î � õ	��øqî>ðAñ4øAè ú|è ý ïBú�î>ì��Vû�ú�õ ìqêâõ�÷qìAù ý ú�î>ìAìAù � ï õ�÷që¼ï ý ù÷qò4îl� (x
y

)
→

(
t
z

) î´óAëAèäíAñBõ4ú|ù dy
dx = dy

dt : dx
dt

c N î>ò4ì�h�ìAì�hÁ�«i(c aDf��·ò	%´ê
ú¿õ�%Jì¼ïâó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè ý ùeòeï��4è � óqõBøAð¼ï�ò4ô´è z′ = p

cÅm
î&���4ï�ìqê�ú¿õ
z = p ln p �

dz = (ln p+ 1) dp = p dt⇒ ln p+1
p dp = dt � (p > 0)

c
0 è�����ê�ú�ï





t =
(ln p)2

2
+ ln p+ C;

x = p ln p, C ∈ R

(7.27)

ý ï�÷oïBûiõ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��AìAù§��î�ú²� ��ëqõ ý ò�� h ý øqî>òVëqî>ò4ì�h�ìAì�hX�«i(c aDf�� ù§ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè+�
�AìAî#" éTõBëqú¿îzcYk§õBò�ê�ë��Bï����Aè���ñ·÷¼õ¯ò4è�ÿAî ÷qìAè�ÿ ý ú�î>ìAìAè�ÿ � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ·ëqõ ý ò�� h ý øAèëqî ò4ì�h�ìAì�hm�«i(c a�o	�\c
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uIv)wyxkzy{4|s�f~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
ey

′
+ y′ = 1. (7.28)

�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ö�î ÷qìqõ ý �«i(ced8f�� ü �«i(c a�_��
ú¿ìqõ2%gèAìAùÀëqõ ý ò�� h ý øqî>òþíAñBõBö�õ¯ëqî>ò��ì�hDìAì�h¯ú�õ2%gì¼ïgõBóAè���ï��4èþõ�÷që¼ï ý ù

e
y−x

x +
y − C

x
= 1, C ∈ R.

�B��õ	7BðAèAò4è�ÿ ëqõ ý ò�� h ý øqî>òäëqî>ò4ì�h�ìAì�hà�«i(c a 9 �Àìqê�ú�ïBû � õ	��øqî>ðAñ4øAè¥��è�����ê�ú�ï
�«i6c a(d��X÷qð�h­íAñBõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷

{
ep + p = 1;

ep + 1 = 0,

� õ­ûO��ò�î ÷��qê�ìAì�hAú ò�î ÷k��ù��4ìqõ	����î¿÷qè���øAëAèqú¿î>ì¼ï�ì��4ìAè�ÿ øAëAèAò4è�ÿ � ï � õ��	%Jê � î|õ	��õ��7Bð�èAò4è�ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òºcuIv)wyxkzy{4|¨�4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

x =
y′√

1 + y′2
.

�n��'D�P( * '�#��º� *4�|m§ð�h�íAñ�õBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÀú¿õ�%gì¼ïZ7Bù�ðqõX7 ý ÷¼î#"���ìAè��4èÀð¼ï�ìAí��t�%´õBø·óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAñÆ�«i(c p � ü �«i(c `�� � óqõBøAð¼ï�÷oï����Aè y′ = p
c
kVëqõ���ê§óAëqõBíqê�÷qùeë¼ï�î>ì+�

��ê�ö�ëAùDòeï�ìAì�h ý ì¼ï2�Aìqõ§��óAëqõ � ù�û5�4ñ���h � h�ø � õ´ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë�ò4ò�õ�÷qè��4ñ���h­ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ÷¼õ§��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
y′ = tg(p)

c(m
î&���4ï�ìqê�ú¿õ

x =
tg p√

1 + tg2 p
= ± sin p,

dx = ± cos p dp � dy = y′ dx = tg p dx = tg p(± cos p) = ± sin p dp
c � ò�î ÷qøAè

ú|è¯õ��4ëAèqú¿ù�û�ú�õgëqõ ý ò�� h ý øAè¯òfó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqî#"þéTõBëqú�î
{
y = ∓ cos p+ C;

x = ± sin p.

nXè�ðAù �AèAò4ô´è�ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë
p � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú�õ´õ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��AìAùI��î�ú
� �âëqõ ý ò�� h ý øqî>ò
x2 + (y − C)2 = 1, C ∈ R.
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`Vëqî�ú íAè�ÿ � î&��ìAù����4ñ � êÆ" õ	��õ	7BðAèAò�î
ëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî
ú¿õ�%gì¼ï ý ì¼ï�"��4èäï�74õ
ú¿ê���õ�÷¼õ4ú

c ü ÷qè���øAëAèqú�î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
^øAëAèAò�õ�
 � ï�74õ¯ö�ë¼ï�ìAè��AìAèqú óqê�ëqê�ÿeõ�÷¼õ4úÈ�«i(c a�_�� �óqõ�øAð¼ï�÷oï����Aè·ù�ò4è�ÿAî ÷qìqõ4ú|ù­ëqî>ò4ì�h�ìAìqî
x = a

cgm
î&���4ï�ìqê�ú¿õ
x = ±1

c
uIv)wyxkzy{4|s�k~�� ì¼ï�"��4ègøAëAèAò4ù � ò�î ÷qëqî ý õBøg÷¼õ��4è��Aìqõ�
q÷¼õÅh�øDõ�
 ��� õVú¿î&���4è��4ñ���hú¿î#% õ	��hAú|è¯øDõ4õBëe÷qèAì¼ï�� � ú�ïBû����Bï�ðAù�÷¼õBò	%gèAìAù a c�n��'D�P( * '�#��º� *4�+[Tê�ÿDï�"

X � Y ü ëAù�ÿeõ4ú�î¼ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��4è � y = y(x) ü ëqî>ò4ì�h�ì+�ì�h´ô´ùeøAï�ìqõ�
¼øAëAèAò�õ�
 � (x, y) ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ïB��õ��Aø�ï7øAëAèAò�õ�
�c � ëqî>ò4ì�h�ìAì�h´÷¼õ��4è��Aìqõ�
÷¼õFøAëAèAò�õ�
�ù���õ��Aíqî
(x, y)

�
Y − y = y′ (X − x) ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú�õ�ò�î ÷qëqî ý øAè OA

î
OB � h�øqîÈ÷¼õ��4è��Aì¼ïJò�î ÷��4èAì¼ïBû§ì¼ï´ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��4ìAè�ÿ·õ	��hDÿ¾��ëAè���ck`��5�

|OA| = x− y

y′
; |OB| = y − xy′.

� ï´ù�ú¿õBò�õ�� ý ï�÷oï��qî AB = a � ��õ4ú¿ù
(
x− y

y′

)2

+ (y − xy′)2 = a2 ï�74õ y = xy′ ± ay′√
1 + y′2

. (7.29)

`Tõ�%Jìqê ý ëqî>ò4ì�h�ìAñ��«i(c a�`��¿û^ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú `Tðqê�ëqõ�c�p�õ4ú¿ùJéTõBëqú�ï�ðAñ4ìqõ
ú¿èFú¿õ�%´ê5�
ú¿õJò4èAóAè���ï��4èþõ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��Aìqîy��î�ú²� 
)
bÿ­ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò��

y = xC ± aC√
1 + C2

. (7.30)

m
ðgh ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�h õ	��õ	7BðAèAò4è�ÿ ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò ý ï�����õ	��ù�û�ú�õ ú�ê���õ�÷
c ü÷qè���øAëAèqú�î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
¿øAëAèAò�õ�
�cgm
ð�h­íAñ�õBö�õ ý ��è�����ê�ú|è





y = xC ± aC√
1+C2

;

x± a(1+2C2)√
(1+C2)3

= 0
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ò4è�ðAù �¼ïBû�ú�õgó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë
C � õ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õ

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 . (7.31)

� ì¼ï�"�÷¼ê�ì¼ïfï����4ëqõ�
b÷oïfûVõ	7Bò�î ÷qìqõ��äóqõ	7Bù�÷¼õBòeï�ìAè�ÿX��î�ú�ê�"�øAëAèAò4è�ÿ6��ëAè���cTd2_�� �ïJõ��	%´ê � �«i(c jgd�� ý ï�÷oïBûTõ	��õ	7BðAèAò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hTcuIv)wyxkzy{4|\£�~)� ì¼ï�"��4è·õ	��õ	7BðAèAò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y = x+ y′ − ln y′. (7.32)

�n��'D�P( * '�#��º� *4�6m
èqéTê�ëqê�ìAíqî#�����Aè�õ	7Bè�÷qò�îq�¼ï����4èAìAè6�«i(c j�a	��óqõ
y′ � ÷¼î&���4ï�ìqê5�ú¿õ

0 = 1 − 1

y′
. (7.33)

nXè�ðAù �¼ï����Aè ý ��è�����ê�ú|èm�«i(c j�a	� � �«i(c j�j�� y′ � ú�ï��4èqú�ê�ú¿õ
y = x+ 1, (7.34)

h�øDêgû´ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú ëqî>ò4ì�h�ìAì�h\�«i(c j�a	� � õ	��øqî>ðAñ4øAèÀóqî&��ð�h�óqî ÷k���Bï�ò4ð�h�ìAì�hÆ"qõBö�õ­ù
ëqî ò4ì�h�ìAì�h�÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ§��õ���õ�%gìqî&���4ñ

x+ 1 ≡ x+ 1
c

m
ðgh�óqê�ëqê�ò�î>ëAøAè·��õBö�õ �¦� õR�«i(c j p �
h�ò4ð�hAûX��õ	74õ�� õ	��õ	7BðAèAò4è�" ëqõ ý ò�� h ý õBø �
ý ìqï�"�÷¼ê�ú�õfú¿ìqõ2%gèAìAù­ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�«i(c j�a	�²QTn_k c�QþïBû�ú¿õ��

y = x+ p− ln p (p = y′), dy = dx+

(
1 − 1

p

)
dp = p dx⇒

(1 − p) dx+

(
1 − 1

p

)
dp = 0.

� õ	���Bï�ìAìAñBõBö�õ ò4èAóAðAèAòeïBû �Î� õ ï�74õ
x = ln p + C � y = p + C ü ú¿ìqõ2%gè+�

ì¼ïþëqõ ý ò�� h ý øqî>ò ù ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqî#"âéTõBëqú¿î � ï�74õ p = 1 ⇒ y = x + 1 �f� õ
ý 7Bî>ö�ïBû5�4ñ���h ý �«i(c j p �\c

� ì¼ï�"�÷¼ê�ìAù�õ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��AìAùÆ��î�ú²� � ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò·ú¿õ�%gì¼ïFóqõ�÷oï��4è ù¯ò4è+�ö_ð�hD÷¼îzc
y = ex−C + C. (7.35)niî ý ñ�ú¿ê�ú�õ�÷¼õBò�î>ðAñ4ìAùr��õ��AøAù

(x0, y0)
ì¼ï­óAë6hAú�î#"R�«i(c j p �\c k§õBø�ï�%Jê�ú¿õ �P� õ�qê�ëqê ý í��-��õ��AøAù·óAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ¯õ�÷qì¼ï ý øAëAèAò4è�ÿr��î�ú
� 
t�«i(c j�o	� ý �4èqúº��ïBú¿èqú�ì¼ï��

óAë6hAú¿õ4úâóqõBð�hTcq¤�ìAô´èqú¿èÆ��ðqõBòeïBú|è � ìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ­óqê�ëqê�øDõBì¼ï��4è���h �P� õFò­øDõ�%gìqî#"
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��õ��AíqîeóAë6hAú�õ�
)�«i(c j p �o÷¼õ�ìqêS
D÷¼õ��4èAøAïBû5�4ñ���h´õ�÷qì¼ï ý øAëAèAò4è�ÿ°��î�ú
� 
)�«i(c j�o	�\c��B���Bï�ì+�ìqûTõ ý ì¼ï��¼ïBû ��� õX�«i(c j p � ý ï�÷oïBû§õ	��õ	7BðAèAò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�«i(c j�a	�\c

lVú¿õBò4èþ÷¼õ��4èAøAù·÷qò�õ�ÿþøAëAèAò4è�ÿ
y = y1(x)

�Bï
y = y2(x) ý ï�óAèAôJê�ú�õ�÷qð�h��õ��AøAè

(x0, y0)
�

y1(x0) = y2(x0), y′1(x0) = y′2(x0). (7.36)

m§ð�h¾�«i(c j p � � �«i(c j�o	�iùDú�õBò4è6�«i(c j�f��Xì¼ï�7BùDòeï����4ñfò4èAö�ð�hD÷qù
ex0−C + C = x0 + 1, ex0−C = 1.

� ÷qëAùeö�õ�
Fëqî>ò4ìqõ	����î ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ C = x0
� óqî ÷k���4ï�ò4ð�h+���Aè-"qõBö�õ ù óqê�ëAô´ù

ëqî ò4ìqî&���4ñ � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ x0 + 1 = x0 + 1
c j h¯ëqî>ò4ìqî&���4ñZ��óAë¼ï�ò�ê�÷qðAèAòeïf÷qð�h¯ò���î ÿ

x0
ce�t�	%Jê � ùDú�õBò4è ÷¼õ��4èAøAù ò4èAøDõBìAù ���4ñ��@h�îB�«i(c j p � ü õ	��õ	7BðAèAò4è�"Âëqõ ý ò�� h ý õBøëqî ò4ì�h�ìAì�hm�«i(c j�a	�\c
kTëAõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��4ï´ëqõ ý ò�� h ý ï��4è·óqõ	���4ï�ò4ðqê�ìqî ý ï�÷oï��qî `§õBôJîl�ck®�M�ç

yy′ = (xy + 1)y′ + x = 0; M(1, 1).

ck®�c�ç
y′2 = 4|y|. ck®�©�ç

y′2 =
1

4|x| .ck®�ª�ç
xy′2 − 2y′ − y = 0.ck®�«�ç
y′3 − xy′2 − 4yy′ + 4xy = 0; M(0, 1), M(1, 0), M(0, 0).

ck® ¬ ç
xy′ =

√
1 + y′2.

ck®k­�ç
x2y′2 + 3xyy′ + 2y2 = 0.� ì¼ï�"��4è�õ	��õ	7BðAèAò�îoëqõ ý ò�� h ý øAè­ëqî>ò4ì�h�ìAñ � h�ø � õ
ò�î ÷¼õ4ú�îoõ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqî��î>ú
� 
�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò��ck®�®�ç

y2(1 + y′2) = a2; (x+ C)2 + y2 = a2.©4¯�¯ ç
y′2 − 4y = 0;

(√
y − x− C

)(√
y + x− C

)
= 0.

Q·ê���õ�÷¼õ4ú
p
�)÷qè���øAëAèqú�î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
|øAëAèAò�õ�
 ý ì¼ï�"��4è·õ	��õ	7BðAèAò�î�ëqõ ý ò�� h ý øAè¯ëqî>ò��ì�hDìAñ��

©4¯�æ¼ç
y′2 − 4y = 0.

©4¯4M�ç
y′2 + 2xy′ + 2x2 = y.©4¯kc�ç

y′2 − 4yy′ − y′ + 4y = 0.
©4¯�©�ç

y′2 − 4y = 0.
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� ì¼ï�"��4èJõ	7Bò�î ÷qìqîeõ�÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��AìAè�ÿ§��î�ú¿ê�"
øAëAèAò4è�ÿ´î ý õ	7Bë¼ï ý è��4è°
bÿTö�ë¼ï��éTî �Aìqõ��
©4¯kª�ç

y = Cx2 − C2.
©4¯4«�ç

y = C(x− C)2.©4¯ ¬ ç
Cy = (x− C)2.

©4¯4­�ç
xy = Cy − C2.N õ ý ò�� h ý ï��4è�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�©4¯k®�ç

y = xy′2

2 + y′2

x2 .©�æ�¯ ç
6x2y − 6y′2 + (12x2 − 3x2)y′ − 6x4 + x3 = 0.

©�æqæ¼ç
y′(x− ln y′) = 1.

©�æ+M�ç
y′4 − y′2 = y2.

©�æ c�ç
y′ = exp

(
xy′

y

)
.

©�æ�©�ç
y(y − 2xy′)3 = y′2.

©�æ ª�ç
y = −y

′3

12
+
xy′

2
+
y′2

4
+
x2

y′2
+ x.

©�æ «�ç
x =

y

y′
ln y − y′2

y2
.

©�æ ¬ ç
y′3 + y2 = xyy′.

©�æ+­�ç
x = y′

√
1 + y′2.©�æ ®�ç

x(y′2 − 1) = 2y′.
©qM�¯ ç

2xy′ − y = y′ ln yy′.©qMÈæ¼ç
y′4 = 2yy′ + y2.

©qMkM�ç
2yy′ = x(y′2 + 4).©qM�c�ç

y = xy′ − y′2.
©qM�©�ç

y = xy′ +
√

1 − y′2.©qM�ª�ç
y = x(1 + y′) + y′2.

©qMk«�ç
2y(y′ + 2) = xy′2.©qM ¬ ç

y + xy′ = 4
√
y.

©qMk­�ç
y′3 = 3(xy′ − y).

©qM�®�ç
x =

y

y′
+

1

y′2
.

©qc�¯ ç
y′4 − 1 = 0.

Ã $6#2'D���D$6#	�ºl ëqî>ò4ì�h�ìAì�hDÿ ©qc�¯ Å ©qckc ò4èAø�õBëAè����Bï��4è¨�«i(ced8f�� ü �«i(c a�_��\c©qcÈæ¼ç
y′ − sin y′ = 0.

©qckM�ç
y′2 − 3y′ + 1 = 0.©qc�c�ç

y′ − |y′| = 0.
©qc�©�ç

ex
3y′+2x2y + x3y′ + 2x2y = 0.Ã $6#2'D���D$6#	�knXèAøDõBëAè����4ï��4è¨�«i(ced�a	�\c

©qc�ª�ç
x4 + 7y′4 − 24x2y′ = 0.Ã $6#2'D���D$6#	�ºl ëqî>ò4ì�h�ìAì�hDÿ ©qckª Å ©qc ¬�ò4èAø�õBëAè����Bï��4è¨�«i(ced8j�� ü �«i(ced�o	�\c©qc�«�ç
5x3 + y′3 − 21xy′ = 0.

©qc ¬ ç
4y′4 + x4 = 20xy′.
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©qc�­�ç �Tè¯ú�ï����4ñfëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�
�4� y2 −

(
2
3 yy

′) 3
2 = 0; � � y′ = 3

√
y;

� � y′ =
√
y + 1

õ	��õ	7BðAèAò�îiëqõ ý ò�� h ý øAè � �Tè ò4èAøDõBìAù�û��4ñ��@h óAëAè íAñ�õ4ú¿ù ÷¼õ	���Bï��4ì�h ùDú�õBòeï·õ	7Bò�î �
÷qìAõ�
 �©qc�®�ç Q·ê���õ�÷¼õ4ú

p ü ÷qè���øAëAèqú�î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
¿øAëAèAò�õ�
�÷¼õBò�ê����4è ��� õJëqî>ò4ì�h�ìAì�hP��4� y − 2xy′ − y′2 = 0;

� � x+ yy′ = ay′2
�
a ü ÷¼î#"���ìqõ ý ì¼ï2�AìAè�"þó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë4�

ìqêTú�ï����4ñfõ	��õ	7BðAèAò4è�ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òºc©k©k¯ ç n h�øAè�ÿ¾��õ��Aø�ï�ÿÀóAðqõ � èAìAè óqõBëAùDô´ù�û5�4ñ���h û�÷qèAìqî&���4ñ·ëqõ ý ò�� h ý øAù ý ï�÷oï2�qî`TõBôJîo÷qð�h�ëqî>ò4ì�h�ìAñ��
�4�

y′2 − (y2 + x)y′ + xy2 = 0;

� � y′2 − (x2 + y3)y′ + x2y3 = 0;

� � y′2 − (2x+ y)y′ + 2xy = 0?[§ï�óAè���ï��4èÀóqõZ�4ëAè ëqî ý ìAè�ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øAèÀø�õ2%gìqõBö�õ ý íAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ � h�øqî|óAëqõ�ÿeõ��÷ºh �4ño�qê�ëqê ý ��õ��AøAù (0, 0)
c

§ 8. ЗАДАЧI ПРО ТРАЄКТОРIЇ

æ¼ç VW'D��/\���
#21�.��º��E �C�(#�*�$��
�@�º�-*�E ���e�X( )"$��º 
�� +Ê
Φ(x, y, C) = 0, (8.1)

÷¼ê
C ü ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëÏ��î�ú
� 
 � ì¼ï ý èAòeïBûS��4ñ��@hâøAëAèAòeï

L1
��ëAè���cKd�d�� � h�øAï óqê5�

ëqê��4èAì¼ïBû�ò���î^øAëAèAò�î
L
íqî�û�
B��î�ú
� 
�óqî ÷

õ�÷qìAèqú�î��4èqúr��ïBú|èqúþøAù���õ4ú
α
c�3Vø � õ

α = π
2 � ��õo�4ë¼ïBû�ø���õBëqî;hþì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h�@�º�
��/\���º#�1�.��
��E c§¤ ý õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqî6�nõBë+�

��õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqîU���4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
 ý ï�÷¼õBò�õBðAñ��
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ì�h ���4ñg÷¼ê�h�øDêTëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc�m§ð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�hX"qõBö�õgìqê�õ	7�ÿ�î ÷qìqõ��
d��Î��øAð¼ï����4è¯÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hX��î�ú²� 
²� 9 ced�� �
a	� ý ïBú¿î>ìAè��4è òäõ��4ëAèqú�ï�ìqõ4ú¿ù ëqî>ò4ì�h�ìAìqî

y′
ì¼ï y′−k

1+ky � h�ø � õ α 6= π
2

(k = tgα) � ï�74õgì¼ï − 1
y′ � h�ø � õ α = π

2

c
3Vø � õ§��î�ú
� h­øAëAèAò4è�ÿ ý ï�÷oïBû5�4ñ���h¯óqõBð�h�ëAìAèqú|è¯ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��4ïBú|è

Φ(r, ϕ,C) = 0, (8.2)

��õX÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�hT÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h���î�ú
� 
Dî ý õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìAè�ÿI�nõBë+�
��õ�ö�õBì¼ï�ðAñ4ìAè�ÿk�²�4ë¼ïBû�ø���õBëqî#"·óqõ��4ëqî&7Bìqõ��

d��Î��øAð¼ï����4è¯÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hX��î�ú²� 
²� 9 c a	� �
a	� ý ïBú�î>ìAè��4èFò§ìAñBõ4ú|ù dr

dϕ = ṙ
ì¼ï 1+kr/ṙ

r/ṙ−k � h�ø � õ α 6= π
2 � îAì¼ï − r2

ṙ � h�ø � õ
α = π

2 (k = tgα)
c

uIv)wyxkzy{4|!}4~f� ì¼ï�"��4è�õBë���õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqîy�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
¦��î�ú
� 
|øqî>ð ý íqê�ì��4ëqõ4ú ò
óqõ��¼ï��4øAù�øDõ4õBëe÷qèAì¼ï��

x2 + y2 = R2. (8.3)

�n��'D�P( * '�#��º� *4� 0 øAð¼ï�÷¼ê�ú¿õ ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqî ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ��î�ú²� 
 � 9 c j��5�
x+ yy′ = 0

c�nÂõ��4ëAèqú�ï�ìqõ4ú|ùfëqî>ò4ì�h�ìAìqî ý ïBú�î>ìAèqú¿õ y′ ì¼ï − 1
y′ � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ§÷qè+�éTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hT��î�ú
� 
�õBë���õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìAè�ÿT�4ë¼ïBû�ø���õBëqî#"
x− y

y′ = 0
ï�74õ

y′ = y
x

c�¤#ì���ê�ö�ëAù����Aè·íqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú�õfô´ùDø�ï�ìqî)�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
 y = Cx

(x 6= 0) � x = 0 (y 6= 0)
c

uIv)wyxkzy{4|6�P~)� ì¼ï�"��4è·õBë���õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqî��4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
e��î�ú
� 

r = 2a sinϕ. (8.4)

�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õg÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hX��î�ú
� 
�� 9 c p �
{
r = 2a sinϕ;

ṙ = 2a cosϕ.

nXèAðAù��¼ïBû�ú¿õ ý íqî�û�
I��è�����ê�ú|è
a
�
r = ṙ ctgϕ

c � ïBú¿î>ìAèqú�õ
ṙ
ì¼ï − r2

ṙ �õ��BëAèqú�ïBû�ú�õ − r2

ṙ = tgϕ
c
¤#ì���ê�ö�ëAù����Aè íqêÀëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õ�ô´ùeøAï�ìAù

��î>ú
� � �4ë¼ïBû�ø���õBëqî#"
r = 2C cosϕ � C ∈ R

c
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� ì¼ï�"��4è·õBë���õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqî��4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
e��î�ú�ê�"�ðqî>ìqî#")�

©k© æ¼ç ¢�î>óqê�ë�74õBð
xy = a

c
©k©4M�ç k
ï�ë¼ï�74õBð

y2 = 2p(x− a).©k©4c�ç ¢�î>óqê�ë�74õBð
x2 − y2 = a.©k©�©�ç `§î>ð

(x− a)2 + (y − b)2 = r2.©k©4ª�ç Õ�ðqî>ó���î>ò x2

a2 + y2

4 = 1.©k©4«�ç
r2 = ln(tgϕ) + C.©k© ¬ ç � ê�ú|ìqî&��øAï�� (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2).Ã $6#2'D���D$6#	�
kTê�ëqê�"��4è�÷¼õgóqõBð�h�ëAìAè�ÿ�øDõ4õBëe÷qèAì¼ï���c

©k©4­�ç j è���õ�
b÷ (2a− x)y2 = x3.©k©4®�ç 0 óqî>ò�éTõBøAù���ìAè�ÿ�ó¼ï�ë¼ï�74õBð
y2 = 2p

(
x+ p

2

)
.©qª�¯ ç `
ï�ë�÷¼î�õ�
b÷

ρ = a(1 + cosϕ).©qªÈæ¼ç � ì¼ï�"��4èFøAëAèAò�î � h�øqîqóqê�ëqê��4èAì¼ï����4ñ´ù���îqøAëAèAò�î4��î�ú²� 
ÈðqõBö�ï�ëAèqéTú¿î#�AìAè�ÿI��óqî �
ë¼ï�ðqê�"

r = aeθ
óqî ÷¯øAù ��õ4ú π

4

c
©qª�M�ç � ì¼ï�"��4è·øAëAèAò�î � h�øqîÈóqê�ëqê��4èAì¼ï����4ñFøAëAèAò�î)��î�ú
� 
 xy = a

óqî ÷·øAù���õ4ú π
4

c
©qª�c�ç � ì¼ï�"��4è­øAëAèAò�î � h�øqî¼óqê�ëqê��4èAì¼ï����4ñgøAëAèAò�î4��î�ú
� 
 x2 + y2 = a2 óqî ÷­øAù ��õ4ú
α
c

©qª+©�ç � ì¼ï�"��4è­î ý õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqî4�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
Î��øAù��´óqê�ëqê��4èAìAù α = π
4

�f��î�ú
� 
ÈóAë6hAú¿è�ÿ
y = ax

c
©qª�ª�ç � ì¼ï�"��4è î ý õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqî �4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
ë��øAù�� óqê�ëqê��4èAìAù

α
�Á��î�ú²� 
äøqî>ð

ρ = a cos θ
c

©qª�«�ç � ì¼ï�"��4è�î ý õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqî��4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
¦��î�ú�ê�"·øAëAèAò4è�ÿ � ý ï�÷oï�ìAè�ÿ¯óqõBð�h�ëAìAèqú¿èøDõ4õBë�÷qèAì¼ï��4ïBú|è
ρ � θ ��4�

ρ = C θ �¡� � ρ = C θ2 � � � ρ = C ln θ � Ô � ρ = C(1 − cos θ)
c
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§ 9. РIЗНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

m
ðgh­ëqî>ò4ì�h�ìAñ ©qª ¬ Å ©q­�© ý ì¼ï�"��4è)�d��Xõ	7Bð¼ï����4ñfò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h �a	�Xõ	7Bð¼ï����4ñFî&��ìAùDòeï�ìAì�h¯ëqõ ý ò�� h ý øAù ý ï�÷oï��qîY`TõBôJî y(x0) = y0
�

j��Xõ	7Bð¼ï����4ñFî&��ìAùDòeï�ìAì�hX"¯û_÷qèAìqõ	����î �
p �Xõ	��õ	7BðAèAò�î)��õ��AøAèX�Bïgõ	��õ	7BðAèAò�î�øAëAèAò�î �
o	�oò4èAò	�Aè��4è
óqõBðqê¿ì¼ï�óAë(hAú¿î>ò � óqõBëqõ�÷�%Jê�ìqê¿÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAèqúþëqî>ò4ì�h�ìAì�hAúm��óqõ��
7Bù�÷qùeòeï��4èføqî>ðAñ4ø�ïVî ý õBøAðqî>ì � ò4è ý ì¼ï��Aè��4èfì¼ï�óAë6hAú¿èJóqõBð�hJò���õ��AøAï�ÿ � h�øqîDðqê�%gï��4ñì¼ïJõ	��hDÿ­øDõ4õBëe÷qèAì¼ï�� � �
f���ò4ø�ï ý ï��4èþõ	7Bð¼ï�����î ý ëqõ	���4ï�ìAì�hX�Bï§��ó¼ï�÷oï�ìAì�h�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò �i	� ý ì¼ï�"��4è¯ðqî>ìqî 
|ê�ø+���4ëqê�ú|ù�ú¿î>ò@�BïJóqê�ëqê�ö�èAìqî>ò �9 �Î��ÿeê�ú�ï��4è��Aìqõ ý õ	7Bë¼ï ý è��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�î �`���óAëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4èfëqî>ò4ì�h�ìAì�h$�4ï�ò4èAò	�Aè��4èJóqõBò�ê�÷¼î>ìAøAùJî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿJøAëAèAò4è�ÿ
ò
õBøDõBð¼ï�ÿFõ	��õ	7BðAèAò4è�ÿo��õ��qõBø@�4ïTõ	��õ	7BðAèAò4è�ÿFøAëAèAò4è�ÿ � ïB�Bï�ø�õ2% ì¼ïTú�ê�%fîqõ	7Bð¼ï��
���4î�ò4è ý ì¼ï��qê�ìAì�hs�4ïgì¼ïgìqê���øqî>ì��qê�ìAìqõ	����î|ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõf÷¼õ­ï�ì¼ï�ðqî#�4è��Aìqõ�
�éTõBëqú|è
ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò �d2_	� ý õ	7Bë¼ï ý è��4è ý ì¼ï�"�÷¼ê�ìqî�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�îP�4ï ý î&���4ï�ò4è��4èZ
bÿ ý 9 �5�©qª ¬ ç

y′ = |x|. ©qªk­�ç
y′ = 1√

x
.©qª�®�ç

y′ = 1
|x| .

©q«�¯ ç
y′ = |x|

x .©q«Èæ¼ç
y′ = 2

√
x.

©q«kM�ç
y′ = 2

√
|x|.©q«�c�ç

y′ = ay.
©q«�©�ç

y′ = ay2.©q«�ª�ç
y′ = |y|

y .
©q«k«�ç

y′ = 1
y .©q« ¬ ç

y′ = 3
2y

1
9 .

©q«k­�ç
y′ = y

3
2 .©q«�®�ç

yy′ = −x3.
© ¬ ¯ ç

y′ = y ln |y|.© ¬ æ¼ç
x3y′ = 2y.

© ¬ M�ç
y′ = −2 y

x .© ¬ c�ç
y′ = 2 y

x .
© ¬ ©�ç

y′ = − y
x .© ¬ ª�ç

y′ = y
x .

© ¬ «�ç
y′ = −x

y .© ¬�¬ ç
y′ = x√

x2−1
.

© ¬ ­�ç
y′ = 1√

1−x2
.© ¬ ®�ç

y′ = 2x+y
x .

©q­�¯ ç
y′ = 2xy

x2−y2 .©q­Èæ¼ç
y′ + 2xy = 1.

©q­kM�ç
y′ = −y cosx.
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©q­�c�ç

y′ =

{
1, y > 0;

0, y ≤ 0.

©q­�©�ç
y′ =

{
−x
y , y 6= 0;

0, y = 0.nXè ý ì¼ï��Aè��4èr�4èAó·ø�õ2%gìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�hT�4ïgò4øAï ý ï��4è�ú¿ê���õ�÷qèT"qõBö�õ�î>ì���ê�ö�ëAù��
òeï�ìAì�hP�
©q­�ª�ç

y′ = y2 − x2 + 2.
©q­k«�ç

y′ = y2 − 2
x2 .©q­ ¬ ç

y dx+
(
x− 2

√
−x
y

)
dy = 0.

©q­k­�ç
(x2 + y2 + 1)dy + xy dx = 0.©q­�®�ç

y dx+ (2x− y2) dy = 0.
©q®�¯ ç

(y − 1) dx+ 2(x+ 1) dy = 0.

©q®Èæ¼ç
(y + x3) dy + (3x5 + 3x2y) dx = 0.©q®�M�ç
(x+ y − 1) dx− (x− y − 1) dy = 0.©q®�c�ç
(3x+ 3y − 1) dx+ (x+ y − 1) dy = 0.©q®+©�ç
(x+ 2y + 1) dx− (x− 3) dy = 0.©q®�ª�ç
2(y − 2xy − x2√y) + x2y′ = 0.©q®�«�ç
(x+ x2)y′ − (1 + 2x)y = 1 + 2x.

kTëAõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h î¦�BïBú � ÷¼êfò4ø�ï ý ï�ìqõ � ò4è�÷¼î>ðAè��4è î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAù
øAë�èAò4ù � h�øAï´óAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ@�qê�ëqê ýTý ï�÷oï�ìAùZ��õ��AøAù

M(x0, y0) � ÷¼õ	��ðqî ÷�%gù ���Aè¯óqõ��óqê�ëqê�÷qìAñBõfóAè��Bï�ìAì�h¯óAëqõgî&��ìAùDòeï�ìAì�h��4ïgû_÷qèAìqî&���4ñFëqõ ý ò�� h ý øAù ý ï�÷oï��qîY`TõBôJîl�©q® ¬ ç |y′| + y = 1.
� õ	7Bë¼ï ý è��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�îzc©q®�­�ç

y′|y′| = −2y.
� õ	7Bë¼ï ý è��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�îzc©q®�®�ç |y′| = |y| + 1; M(0, 0).ª�¯�¯ ç

y′ = |y| + |x|; M(0, 0).nXè�h�ò4è��4è � h�øqî�óqõ��¼ï��4ø�õBò�î ý ì¼ï2�qê�ìAì�h´ú¿õ�%gì¼ï ý ï�÷oï�òeï��4è ��� õ	7 ý ï�÷oï2�¼ïF`TõBôJîú�ï�ð¼ïJû�÷qèAìAè�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø)�ª�¯�æ¼ç
x2y′ + xy = 1.

ª�¯4M�ç
y′ + y

√
1 + x = 0.ª�¯kc�ç

y′ + exy = 0.
ª�¯�©�ç

y′ + y lnx = 0.ª�¯kª�ç kTëAè h�øAè�ÿ
m

øDõ�%gìAè�"âëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�hâû·óAëqõ�÷¼õBò	%gùDòeï�ìAèqú ì¼ï
ò��5�äò�î&��ñ −∞ < x < +∞ ��4� ÷qð�h�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′ = |y|m � h�ø � õ m ∈ [0, 1] �� � ÷qð�h­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ = (y2 + ex)m � h�ø � õ m ≤ 0, 5
c
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N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ò4ø�ï ý ï�ò4ô´èZ
bÿ�ìqîP�4èAóAè)�
ª�¯k«�ç (

2xy2 − y
)
dx+

(
y2 + x+ y

)
dy = 0.

ª�¯ ¬ ç
y2 = (xyy′ + 1) lnx.

ª�¯4­�ç
xy′ = 2y +

√
1 + y′2.ª�¯k®�ç

y′ = 3x+
√
y − x2.

ª�æ ¯ ç
y′2 = 4y(xy′ − 2y)2.ª�æqæ¼ç

xy′ = x2e−y + 2.

ª�æ M�ç
x dy − 2y dx+ xy2(2x dy + y dx) = 0.ª�æ c�ç (
x3 − 2xy2

)
dx+ 3x2y dy = x dy − y dx.

ª�æ�©�ç
(yy′)3 = 27x(y2 − 2x2).

ª�æ+ª�ç
y′ − 8x

√
y = 4xy

x2−1
.

ª�æ «�ç
(2x− ln(y + 1)) dx− x+y

y+1 dy = 0.

ª�æ ¬ ç
y′ = (1+y)2

x3+y+1
.

ª�æ+­�ç
y′ = (1+y)2

x(y+1)−x2 .

ª�æ ®�ç (
x
√
y2 + 1 + 1

) (
y2 + 1

)
dx = xy dx.ªkM�¯ ç

xyy′ − x2
√
y2 + 1 = (x+ 1)

(
y2 + 1

)
.ªkMÈæ¼ç (

x2 − 1
)
y′ + y2 − 2xy + 1 = 0.

ªkM�M�ç
dx− dy + x(x dy − y dx) = 0.

ªkMkc�ç
y′ − 4

x2 y = x
√
y.ªkM+©�ç

y′ + y2 = 1 + x2.
ªkMkª�ç

xy dx+
(
x2

2 + 1
y

)
dy = 0.ªkM�«�ç (

x+ y
x

)
dx+

(
1 + y3

x

)
dy = 0.

ªkM ¬ ç
y′ = xy√

1−x2
.

ªkM�­�ç
(sinx+ y) dy +

(
y cosx− x2

)
dx = 0.ªkM�®�ç

(ey + 2xy) dx+ (ey + x)x dy = 0.

ªkc�¯ ç
y(y − xy′) =

√
x4 + y4.

ªkc�æ¼ç
x2(dy − dx) = (x+ y)y dx.ªkc�M�ç

(x cos y + sin 2y)y′ = 1.
ªkckc�ç

x(x+ 1)(y′ − 1) = y.ªkc+©�ç
y′2 − yy′ + ex = 0.

ªkckª�ç
y′ = x

y e
2x + y.ªkc�«�ç

2y′ = x+ ln y′.
ªkc ¬ ç

(cosx− x sinx)y dx+ (x cosx− 2y) dy = 0.ªkc�­�ç
xy′ = x

√
y − x2 + 2y.ªkc�®�ç (

2x2y − 2y2
)
y′ = 6x2 − 2xy2 + 1.
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ª�©k¯ ç

yy′ = 4x+ 3y − 2.
ª�©�æ¼ç

y2y′ + x2 sin3 x = y3 ctg x.

ª�©4M�ç
x dy − y dx = x

√
x2 + y2 dx.ª�©4c�ç

(x2y2 + 1)y + (xy − 1)2xy′ = 0.ª�©�©�ç
y2 + x2y′5 = xy(y′2 + y′3).

ª�©4ª�ç
y′ = 3

√
2x− y + 2.

ª�©q«�ç
(y′ − x

√
y)(x2 − 1) = xy.

ª�© ¬ ç (
x− y cos yx

)
dx+ x cos yx dy = 0.ª�©4­�ç

y′3 + (y′2 − 2y′)x = 3y′ − y.

ª�©4®�ç
y′ tg y + 4x3 cos y = 2x.

ªkª�¯ ç
x(y′2 + e2y) = −2y′.N õ ý ò�� h ý ï��4ègëqî>ò4ì�h�ìAì�h ��� õ ý ò�õ�÷ºh+�4ñ���h´÷¼õ7ëqî>ò4ì�h�ìAñ ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð��7òeï�ìAèqú|è

ý ú¿î>ìAìAèqú|è ý ïþ÷¼õBóqõ4ú¿õBö�õ�� ý ïBú¿î>ìAè�ô´ùeøAï�ìqõ�
VéVùDìAøAíqî 
o�
f � ϕ ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî

éVùeìAøAíqî 
l�5�
ªkªÈæ¼ç

(xy′ − y)f(x) = y2 − x2.ªkª�M�ç
y(1 + xy) dx+ x(1 − xy) dy = 0.

ªkª�c�ç
(x2 − y4)y′ − xy = 0.

ªkª�©�ç
y′ = y

x + xλf
( y
x

)
.ªkª�ª�ç

y′ = y2f(xy).
ªkªk«�ç

y′ = ϕ(x)f(xy) − y
x .

ªkª ¬ ç+N õ ý ò�� h ý ï��4èfëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy
dx +y = f(sinx−y) � ÷¼ê f(z) =

{
z, z > 0;

0, z ≤ 0.� ìqï�"��4è·ëqõ ý ò�� h ý õBø � h�øAè�"�óAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ@�qê�ëqê ý ��õ��AøAù M(0, 1)
c

ªkª�­�ç m
õBò�ê����4è ��� õTëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï��qî
`TõBôJî y(x0) = y0
÷qð�hJ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ��

ìqõ�ö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy
dx = f(x) � ÷¼ê f ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ïfóAëAè x ∈ [a,+∞) � x0 ≥ a �

y0 ü 7Bù�÷qñ��«h�øDêg÷¼î#"���ìqêo�Aè���ðqõ � ú�ïBûJö�õBëAè ý õBì��Bï�ðAñ4ìAù ï���èqú¿ó���õ��4ù
y = y0 + b���Bù �

b =
∞∫
x0

f(x) dx
�\c

ªkª�®�ç nXèAø�õBëAè�����õBò4ù����Aè´ëqê ý ù�ðAñ��4ï���óqõBóqê�ëqê�÷qìAñBõ�
 ý ï�÷oï��qî � ò4è�h�ò4è��4è � óAëAèWh�øAè�ÿ
ý ìqï2�qê�ìAì�hDÿ λ

î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ì¼ï­øAëAèAòeïFëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy
dx = xλ � h�øAïfóAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ��qê5�

ëqê ý ��õ��AøAù (x0, y0) � ÷¼ê x0
ì¼ï�ðqê�%gè��4ñgõ	7Bð¼ï�����îoò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h­óAë¼ï�ò�õ�
)�¼ï����4èAìAèëqî ò4ì�h�ìAì�h � y0 ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqê � ú�ïBûVö�õBëAè ý õBì��Bï�ðAñ4ìAùþï���èqú|ó���õ��4ù�cªk«�¯ ç)N õ ý ö_ð�h�ìqê�ú�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx = f(x) � ÷¼ê f(x) ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ïfòFù���î ÿX��õ��
�Aø�ï�ÿFî>ì���ê�ëAòeï�ðAù

(a, b) � øAëqî�ú6��õ��AøAè
ξ � ξ ∈ (a, b) � f(x) → +∞ óAëAè

x→ ξ
c
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p�õ�÷¼î
x = ξ

û´ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy
dx = 1

f(x)

c
m´õBò�ê����4è �q� õ h�ø � õ­î>ì���ê5�
ö�ëqï�ðAè ξ∫

a
f(x) dx

î b∫
ξ

f(x) dx ý 74î#%gìqî � ��õ x = ξ
ûJõ	��õ	7BðAèAò4èqú ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú �

h�ø � õ�% íqî¼î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAè­ëqõ ý 74î#%gìqî � ��õ x = ξ ü �¼ï����4èAìAìAè�"­ëqõ ý ò�� h ý õBø c � ëqõ	7Bè+��4ègëAè���ùeìAøAèf÷qð�hJò4èAó¼ï�÷qøqî>ò æ � f(x) → +∞ óAëAè
x→ ξ±0 � M � f(x) → −∞óAë�è

x→ ξ − 0 � f(x) → +∞ óAëAè
x→ ξ + 0

�
�4� ëqõ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx = 1
x2

î dy
dx = 1

x

� ý ëqõ	7Bè��4è¯ëAè���ùDìAøAè4� �
� � óAëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùeòeï��4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx
=

{
x−

1
3

óAëAè
x < 0;

x−2 óAëAè
x > 0

� ý ëqõ	7Bè��4è ëAè+�
��ùeìqõBø4�\c
ªk«Èæ¼ç kVëAèÍh�øAè�ÿ ý ì¼ï2�qê�ìAì�hDÿ λ

÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqêFëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy
dx = x−λ

ú�ïBû
ëqõ ý ò�� h ý õBø x = 0 � kTëAè�h�øAè�ÿ λ íqê�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBøT7Bù�÷¼ê§õ	��õ	7BðAèAò4èqú �ªk«�M�ç nXø�ï ý ï��4è � óAëAèWh�øAè�ÿ ý ì¼ï��qê�ìAì�hDÿ λ ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqêXëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx = yλú�ïBû
ëqõ ý ò�� h ý õBø y = 0
c|kVëAè h�øAè�ÿ

λ
íqê�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø67Bù�÷¼êJõ	��õ	7BðAèAò4èqú � nXè+�

ò	��è��4è��Bï
óqõBëqî>ò4ì�h+�4è�óqõBò�ê�÷¼î>ìAøAù­î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿ­øAëAèAò4è�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ dy
dx =

√
|y|î dy

dx = 3
√
y
c � ëqõ	7Bè��4è¯ëAè���ùDìAøAè c

ªk«�c�ç kTõBøAï ý ï��4è � h�ø6�Mjk ú¿êgëqî>ò4ì�h�ìAì�h a(x dy − y dx) + (b + b1x + b2y) dy+

+(c+ c1x+ c2y) dx = 0 ý ò�õ�÷qè��4ñ��@h�÷¼õgõ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h·ï�74õJ÷¼õJëqî>ò��ì�hDìAì�h ý ò�î ÷¼õBøAëqê�ú|ð��7òeï�ìAèqú¿è ý ú¿î>ìAìAèqú¿è cªk«+©�ç k§î ÷¼î&7Bë¼ï�ò4ô´è°�¼ï����4èAìAìAè�"´ëqõ ý ò�� h ý õBø´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′+y cosx = cosx sinx �
ý ìqï�"��4èT"qõBö�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø cªk«�ª�ç k§î ÷¼î&7Bë¼ï�ò4ô´èO�¼ï����4èAìAìAè�"gëqõ ý ò�� h ý õBøJëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′+yϕ(x) = ϕ(x)ϕ′(x) �
ý ìqï�"��4èT"qõBö�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø cªk«�«�ç � ò�ê����4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

ym−1y′ + a(x)ym = b(x)
÷¼õgðqî>ìqî#"AìqõBö�õ ý ï´÷¼õBóqõ4ú¿õ��ö�õ�� ý ïBú¿î>ìAè¯ô´ùDø�ï�ìqõ�
|éVùDìAøAíqî 
�cªk« ¬ ç � ò�ê����4èÂëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′ + (y2 − ϕ2(x))f(x) − ϕ′(x) = 0
÷¼õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

^iê�ëAìAù�ðAðqî ý ï´÷¼õBóqõ4ú¿õBö�õ�� ý ïBú¿î>ìAè¯ô´ùeøAï�ìqõ�
|éVùeìAøAíqî 
�cnXè�h�ò4è��4è � �Aè¨7Bù�÷¼ê
y = 0

õ	��õ	7BðAèAò4èqú ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ
ëqî ò4ì�h�ìAì�hP�
ªk«�­�ç

y′ =

{
y sin 1

y , y 6= 0;

0, y = 0.

ªk«k®�ç
y′ =

{ √
y sin 1

y , y 6= 0;

0, y = 0.



i p
ª ¬ ¯ ç m´ï�ìqõ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy

dx = f(x, y) � ÷¼ê f ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ï�ò R
2 îf�4ï�ø�ï �P� õ

f(x, y) > 0
óAëAè

xy < 0 � f(x, y) < 0
óAëAè

xy > 0
c�m´õBò�ê����4è � � õ´ëqõ ý ò�� h ý õBø

ý ï�÷oï2�qîÅ`§õBôJî y(x) �Bï�øAè�" ��� õ y(0) = 0 � î&��ìAù�û�c��Tè ö�ï�ë¼ï�ì��4ù�û5�4ñ���hº"qõBö�õ
û_÷qèAìqî&���4ñ �ª ¬ æ¼ç � ï´÷¼õBóqõ4ú¿õBö�õ�� ý ïBú�î>ìAè¯ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú¿î>ìAìqõ�
 ý ò�ê����4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y =
a(x)

a′(x)
y′ + f

(
y′

a′(x)

)

÷¼õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h `Tðqê�ëqõ�c
ª ¬ M�ç kTõBøAï ý ï��4è �T� õ ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï2�qî `§õBôJî ý óqõ��¼ï��4ø�õBò�õ�� ùDú�õBò�õ��
y(x0) = y0

÷qð�h�ëqî>ò4ì�h�ìAñ �4�
y′ = x3 − y3 �e� � y′ = xy + e−y

ò4è ý ì¼ï��qê5�ìAè+"¯óAëAè
x ∈ [x0,+∞) � ��õ	7���õgìqê���øqî>ì��qê�ìAìqõfóAëqõ�÷¼õBò	%gùeòeï�ìAè�"þò4óAë¼ï�ò�õ�cª ¬ c�ç [Tê�ÿDï�" ù�ëqî>ò4ì�h�ìAìqî dx

dt − a(t)x = f(t) � a(t) ≥ 0 � f(t) → 0
óAëAè

t→ +∞ c�m
õBò�ê����4è ��� õ§øDõ�%gìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø�íAñBõBö�õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hFóAë6hAú¿ù�û^÷¼õ§ìAù��ð�h­óAëAè
t→ +∞ c

Ã $6#2'D���D$6#	��k§õ�÷oï��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBøþëqî>ò4ì�h�ìAì�h·ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ð¼ï ýìqê���øqî>ì��qê�ìAìqõ�� ö�ë¼ï�ìAèAíqê���c
ª ¬ ©�ç � ì¼ï�"��4è î ý õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqîe�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
���î�ú¿ê�"�øAëAèAò4è�ÿ!�

C ü ÷¼î#"���ìqõ ý ì¼ï��AìAè�"ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë � α ü øAù��fóqê�ëqê��4èAìAù � r � θ ü óqõBð�h�ëAìqî�ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��4è4�5��4�
x2 − y2 = C2, α = 45◦; � � y + Cx = 1, α = 30◦;

� � Cy − x = 1, α = 60◦; Ô � y = Cex, α = 45◦;
l � 1

2x
2 + y2 = C, α = 90◦; m � x2 − Cy = 1, α = 90◦;

n � r = Ce−θ, α = 90◦; o � r = Cθ2, α = 90◦.
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Глава 2

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ
ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

§ 10. РIВНЯННЯ, ЩО ДОПУСКАЮТЬ
ЗНИЖЕННЯ ПОРЯДКУ.

IНТЕГРОВНI ТИПИ РIВНЯНЬ

æ¼ç m§èqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
n
��ö�õgóqõBë6hD÷qøAù

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0 (10.1)

÷¼õ�óAù���øAïBû ý ìAè�%Jê�ìAì�h�óqõBë(hD÷qøAù­ògì¼ï����4ùDóAìAè�ÿ�ò4èAó¼ï�÷qø�ï�ÿTcæ¼çnæ¼ç4N î>ò4ì�h�ìAì�h¯ú�ïBûVò4èAö�ð�hD÷
F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0. (10.2)

� ï�ú�î>ì¼ï
y(k) = z � ÷¼ê z = z(x) � ý ìAè�%gù�û­óqõBë6hD÷¼õBø�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd2_gc a	�
ì¼ï

kõ�÷qèAìAèAíAñºc
æ¼ç¶M�ç 37ø � õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ìqê�ú¿î&���4è��4ñÍh�ò4ìqõ�ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú�î>ìAìqõ�
 � ��õ	7���õ ûï�ò���õBìqõ4ú¿ìAèqú²�

F
(
y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0, (10.3)

��õB��õ�÷¼î ý ïBú�î>ì¼ï y′ = p � ÷¼ê p = p(y) ü ìqõBòeïTéVùeìAøAíqî;hFï�ëAö�ù�ú¿ê�ì��4ù y � ý ìAè�%gù�ûóqõ�ë(hD÷¼õBø¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd2_gc j��Xì¼ïJõ�÷qìAù­õ�÷qèAìAèAí���cºkTëAè�íAñ�õ4ú¿ù�ò4ë¼ï�ÿeõBò4ù�û�ú�õ ��� õ
y′′ = pp′ � y′′′ = p′′p+ p′2

îq�Dc ÷Yc
æ¼ç¶c�ç 3Vø � õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd2_gced�� õ�÷qìqõBëqî ÷qìqê ò�î ÷qìqõ	��ìqõ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ y �

y′, . . . , y(n) � ��õ	7���õ

F
(
x, ty, ty′, ty′′, . . . , ty(n)

)
= tmF

(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
, t > 0,

î���õ4ú|ù·î>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqêJò�î ÷qìqõ	��ìqõ­ëqõ ý ��h�ö�î>ò (x, y) → (x, ty) � ��õ@"qõBö�õ�óqõBë(hD÷¼õBø
ú¿õ�%Jì¼ï ý ìAè ý è��4è·ì¼ïJõ�÷qèAìAèAí�� ý ïBú�î>ìqõ��

y′

y
= u, u = u(x). (10.4)
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æ¼ç#©�ç `Tòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqêâëqî>ò4ì�h�ìAì�h¿�wd2_gced��·�nî>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqê � õ�÷¼õ ëqõ ý ��h�ö�î>ò

(x, y) → (tx, tky)
�Î��óAëqõ � ù�û5�4ñ���h ý ïBú�î>ìqõ��

x = et, y = zekt, (10.5)

÷¼ê
z = z(t) � ï�òeï�ö�ï�øAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ	����îiò4è ý ì¼ï��¼ïBû��4ñ��@h ý ù�ú¿õBò4è î>ìAòeï�ëqîbï�ì+�

�4ìAõ	����î
F
(
tx, tky, tk−1y′, . . . , tk−ny(n)

)
= tmF

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0. (10.6)

kTë�è ý ïBú�î>ìqî]�wd2_gc o	�Xóqõ�ÿAî ÷qìqî�óqê�ëqê��4ò�õBë������4ñ���h ý ïJéTõBëqú¿ù�ð¼ïBú¿è

y′ =
dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

=
dy

dt
· e−t = (z′ + kz) · e(k−1)t;

y′′ =
dy′

dt
· e−t =

[
z′′ + (2k − 1) z′ + k(k − 1) z

]
· e(k−2)t

(10.7)

îq��c ÷Yc
æ¼ç¶ª�ç4N î>ò4ì�h�ìAì�h�ù­éTõBëqú¿î�óqõBò4ìqõ�
�óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�


F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
=

d

dx
G
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)

)
= 0

÷¼õ�óAù���øAïBûJõ��qê�ò4è�÷qìqê ý ìAè�%Jê�ìAì�hþóqõBë(hD÷qøAù·ì¼ïFõ�÷qèAìAèAí���cqn ëqê ý ù�ðAñ��Bï���î¿î>ì���ê5�ö�ë�ùDòeï�ìAì�h­÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ��
G
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)

)
= C1, (10.8)

÷¼ê
C1 = const

c 0 óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h\�wd2_gc 9 ��ì¼ï ý èAòeï����4ñÍ�
	���L� (� �û�º��	�/«�(#�1º�\�
�º���D� *º���+*�c

3Vø � õ­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h\�wd2_gced��7ìqêgú�ïBûgéTõBëqú|è óqê�ëAôJõ�
Xóqõ�ÿAî ÷qìqõ�
 � ��õ­ò�÷¼ê�h�øAè�ÿò4è�ó¼ï�÷qøAï�ÿ�ò�õBìqõgú¿õ�%´êVì¼ï�7Bù �4èX7�ï�%gï�ìqõ�
|éTõBëqú|è�óAëAè¯ú¿ìqõ2%Jê�ìAìqîq"qõBö�õgì¼ï§÷¼ê5�
h�ø�ùféVùDìAøAíqî#�

m
(
x, y, y′, . . . , y(n)

) ü î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ðAñ4ìAè�"¯ú|ìqõ�%gìAèAø c 0 ðqî ÷­ú�ï���4è´ì¼ï�ùeòeï ý î ��� õ�óAëAèJíAñBõ4ú|ù
ú�õ2%gù �4ñ ý � h�ò4è��4è��@h ý ï�"Aò�îDëqõ ý ò�� h ý øAèX��ëqõ ý ò�� h ý øAèëqî ò4ì�h�ìAì�h
m = 0

� � ïI�4ï�øDõ�% ú�õ2%gðAèAòeï­ò	�4ë¼ï��Bï�÷¼ê�h�øAè�ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òm��ù·ë¼ï ý îëqõ ý ëAèAò4ìqõ	����î m �\c�p|ï�ø � ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ = f(y) � h�ø � õ¯÷¼õ4ú¿ìqõ2%gè��4è¨"qõBö�õþì¼ï
m = 2y′ � ì¼ï�7BùeòeïBûTò4èAö�ð�hD÷qù

2y′y′′ = 2y′f(y)
ï�74õ d

dx
(y′2) =

d

dx

(
2

∫
f(y) dy

)
,
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ïJõ��	%´ê � ëqõ ý ò�� h ý øAèT"qõBö�õ ý ï�÷oï����4ñ��@hT��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú
∫

dy√∫
f(y) dy + C1

= ±x+ C2.

� î ìqî#"Aìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hf÷qëAùeö�õBö�õ
óqõBë(hD÷qøAù
y′′ +p(x)y′ + q(x)y = f(x) � h�ø � õ

q(x) = p′(x) � û�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú ùgéTõBëqú�î¼óqõBò4ìqõ�
�óqõ�ÿAî ÷qìqõ�
�c�sTõBö�õ´ú¿õ�%gì¼ïTóqõ�÷oï��4è
ù­ò4èAö_ð�hD÷¼î d

dx(y′ + p(x)y) = d
dx

(∫
f(x) dx

) î ý ìAè ý è��4èþóqõBë(hD÷¼õBø·ì¼ïfõ�÷qèAìAè+�í��!c�m
î&���4ï�ìqê�ú¿õ7ðqî>ìqî#"Aìqêiëqî>ò4ì�h�ìAì�h´óqê�ëAôJõBö�õ7óqõBë6hD÷qøAù � h�øDêXðqê�ö�øDõ7ëqõ ý ò�� h ý ï��4èò�î ÷¼õ4ú¿èqú|è·ú�ê���õ�÷oïBú¿èm� � ï�ö�ë¼ï�ì�%gï � ^iê�ëAìAù�ðAðqîP��õ � õ��\cM�çPN î>ò4ì�h�ìAì�hm�wd2_gced���ú�õ2%gì¼ïfëqõ ý ò�� h ý ï��4è � ��õ	7���õ ý ì¼ï�"��4ès"qõBö�õFëqõ ý ò�� h ý øAèù§ò4èAö_ð�hD÷¼î�ø�õ4úe74î>ì¼ï�íqî#"fê�ðqê�ú�ê�ì��Bï�ëAìAè�ÿféVùeìAøAíqî#"§�AègøAòeï�÷që¼ï��4ùeëfù§ì¼ï����4ùDóAìAè�ÿ
ò4è�ó¼ï�÷qøAï�ÿ|c

M�çnæ¼ç 3Vø � õX�wd2_gced��iú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷
F
(
x, y(n)

)
= 0, (10.9)��õ+�

�q� N î>ò4ì�h�ìAì�h6�wd2_gc `��iú�õ2%gì¼ïJëqõ ý ò�� h ý ï��4è·ò�î ÷qìqõ	��ìqõ y(n)

y(n) = f(x), (10.10)
÷¼ê

f ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ï ì¼ï
I = (a, b)

éVùDìAøAíqî;h � ��õ�÷¼îVú¿ìqõ2%gèAìAù�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òú¿õ�%Jì¼ïJóqõ�÷oï��4è h�ø
y =

∫∫
. . .

∫

︸ ︷︷ ︸�ut E + J 9 -4�
f(x) dx . . . dx+ C1x

n−1 + C2x
n−2 + . . .+ Cn. (10.11)

N õ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï��qî(`§õBôJîB÷qð�h§ëqî>ò4ì�h�ìAì�hZ�wd2_gced2_�� ý óqõ��¼ï��4ø�õBò4èqú|èJùDú�õBòeïBú|è
y(x0) = y0, y′(x0) = y

(1)
0 , . . . , y(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 (10.12)

ú¿õ�%Jì¼ï ý ï�óAè���ï��4è·ù­éTõBëqú¿î

y =

x∫

x0

x∫

x0

. . .

x∫

x0︸ ︷︷ ︸�vt E + J 9 -4�

f(ξ) dξ . . . dξ+
y

(n−1)
0

(n− 1)!
(x−x0)

n−1 + . . .+y
(1)
0 (x−x0)+y0.

(10.13)
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� ï�����õ	��õBò4ù����Aè@��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hT�wd2_gced�d�� � �wd2_gced8j�� � ý ëAù �AìqõVøDõBëAè����4ùDòeï��4è+��@h�éTõBëqú¿ù�ðqõ��
∫∫

. . .

∫

︸ ︷︷ ︸�ut E + J 9 -B�
f(x) dx . . . dx =

1

(n− 1)!

∫
f(t)(x− t)n−1dt. (10.14)

� � 37ø � õR�wd2_gc `��´÷¼õBóAù���øAïBû�ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè ý ï�íqî#� x = ϕ(t) � y(n) = ψ(t) �óAë�è��qõ4ú¿ù
ϕ ü ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ïgéVùDìAøAíqî;h � ��õ�÷¼î¼÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�h­ëqõ ý ò�� h ý �øqî òþíAñBõBö�õ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ù ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqî#"�éTõBëqú�îÎ��ðqî ÷ ý ï�����õ	��õBò4ùDòeï��4è¨�4ï�øAè�"

ð¼ï�ìAí��
%´õBø·óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAñ��
dy(n−1) = y(n)dx; dy(n−1) = ψ(t) d(ϕ(t)) = ψ(t)ϕ′(t) dt �
y(n−1) =

∫
ψ(t)ϕ′(t) dt+ C1 = ψ1(t, C1)

�
dy(n−2) = y(n−1)dx; dy(n−2) = ψ1(t, C1)ϕ

′(t) dt �
y(n−2) =

∫
ψ1(t, C1)ϕ

′(t) dt+ C2 = ψ2(t, C1, C2)
îq��c ÷Yc

M�ç¶M�ç 3Vø � õX�wd2_gced��iú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷

F
(
y(n−1), y(n)

)
= 0 (10.15)

î
�wd2_gced�o	�Tú�õ2%gì¼ï�ëqõ ý ò�� h ý ï��4è ò�î ÷qìqõ	��ìqõ
y(n) � ��õ	7���õ y(n) = f

(
y(n−1)

) � ��õ �ò4ò4î>ò4ô´è�ìqõBò4ù ìqê�ò�î ÷¼õ4ú¿ù�éVùeìAøAíqî#�
u(x) = y(n−1) � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ u′ = f(u) �

ý ò4î ÷qøAè x+ C1 =
∫

du
f(u)

c
kTë�èAóAù����4èqú�õ �P� õ ý õ��4ëAèqú�ï�ìqõ�
iëqî>ò4ìqõ	����î�ðqê�ö�øDõ�÷¼î&���Bï��4è u = ϕ(x,C1)

c
p�õ�÷¼î ú�ï��4èqú¿ê�ú�õ ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(n − 1)
��ö�õ óqõBë6hD÷qøAù

y(n−1) = ψ(x,C1)
ò4èAö_ð�hD÷qù¨�wd2_gced2_��\c)3Vø � õ@%��wd2_gced�o	�7ú¿õ�%gì¼ïFó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè+�

ý ùeòeï��4è)�
y(n−1) = ϕ(t), y(n) = ψ(t), (10.16)

óAë�è��qõ4ú¿ù
ϕ
ûV÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìqõ�� éVùDìAøAíqî�û5� � ��õ � ý ï�����õ	��õBò4ù����Aè·÷qèqéTê�ëqê�ì+�íqî�ï�ðAñ4ìqê$��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h

dy(n−1) = y(n)dx � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ ϕ′(t) dt = ψ(t) dx �
ý ò4î ÷qøAè

x =

∫
ϕ′(t)
ψ(t)

dt+ C1, (ψ(t) 6= 0).
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m´ï�ðqî

dy(n−2) = y(n−1) dx = ϕ(t)ϕ
′(t)
ψ(t) dt

y(n−2) =
∫ ϕ(t)ϕ′(t)

ψ(t) dt+ C2,
c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c

dy = y′dx, y = ξ(t, C1, . . . , Cn)
c

����%Jê � ù ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aìqî#" éTõBëqú¿î ú�ïBû�ú¿õ
n
��ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��AìAù���î�ú²� �

ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd2_gced�o	�

x =

∫
ϕ′(t)
ψ(t)

dt+ C1, y = ξ(t, C1, . . . , Cn).

M�ç¶c�ç 3Vø � õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd2_gced��iú�ïBûVò4èAö_ð�hD÷

F
(
y(n−2), y(n)

)
= 0 (10.17)

îï�wd2_gced�i	� ú¿õ�%gì¼ï ëqõ ý ò�� h ý ï��4è ò�î ÷qìqõ	��ìqõ
y(n) � ��õ � ý ëqõ	7BèAò4ô´è ý ïBú�î>ìAù

y(n−2) = u(x) � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ y(n) = f
(
y(n−2)

)
= f(u)

ï�74õ
u′′ = f(u)

c � ï��
���4õ	��õBò4ù ���AèÀ÷¼õ·õ��4ëAèqú�ï�ìqõBö�õ¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÀóqî ÷AÿAî ÷ � ý ï�óAëqõBóqõBìqõBòeï�ìAè�" ùþó c�d�c o �
ý ìqï�ÿeõ�÷qèqú¿õ ∫

du

±
√

2
∫
f(u) du+ C1

= x+ C2. (10.18)

k§õ�ò�ê�ë��4ï����Aè���ñ¯÷¼õ¯ò4è�ÿ�î ÷qìAè�ÿ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ � ��õ	7���õ¯óqî ÷k���4ï�ò4ð�h+���Aè ý ì¼ï�"�÷¼ê�ìqî
ý �wd2_gced�i	� ý ì¼ï��qê�ìAì�h u

ò@��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
y(n−2) = u � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(n−2)
��ö�õ§óqõBë6hD÷qøAùfò4èAö_ð�hD÷qùT�wd2_gced2_��\c+3Vø � õ�%à�wd2_gced�i	��ú¿õ�%gì¼ïTó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè+�

ý ùeòeï��4è � õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õ
y(n−2) = ϕ(t); y(n) = ψ(t) �
dy(n−1) = y(n)dx, dy(n−2) = y(n−1)dx = y(n−1) dy

(n−1)

y(n)ï�7Bõ
y(n)dy(n−2) = y(n−1)dy(n−1), ψ(t)ϕ′(t) dt = y(n−1)dy(n−1) c

¤#ì+��ê�ö�ëAù ���Aè � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ y(n−1) = ±
√

2ψ(t)ϕ′(t) dt+ C1
c

k§õ�÷oï�ðAñ4ôJê�óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAì�hF÷¼õ	7Bù ��õBö�õ§÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õJëqî>ò4ì�h�ìAì�hFóAëqõ��
ò�õ�÷qèqú¿õFï�ì¼ï�ðqõBö�î#�Aìqõ ý �wd2_gced8f��\c
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uIv)wyxkzy{4|r}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï��Aù
`§õBôJî y′′ = xex � y(0) = 1 � y′(0) = 0

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�ºmJï�ìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ûTëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú·�4èAóAùm�wd2_gced2_��\cºm
ð�h¯ò�î ÷qô´ù��

ø�ï�ìAì�hÂú|ìqõ�%gèAìAè\"qõBö�õ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò ú¿õ�%gì¼ï ý ï�����õ	��ùDòeï��4è éTõBëqú|ù�ðAè �wd2_gced�d��
74ê ý óqõ	��ê�ëqê�÷qìAñBõ�cºm
î&���4ï�ìqê�ú¿õ

y =

∫
tet(x− t) dt+ C1x+ C2.

��ðqê � õ	��øqî>ðAñ4øAèJ÷qð�h´ëqõ ý ò�� h ý ï�ìAì�h ý ï�÷oï2�qî�`TõBôJîDìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ ý ì¼ï�ÿeõ�÷qè��4è � ê"
y′ � ��õ ý ëAù �Aìqî>ôJê
ò4èAøDõBì¼ï��4è�óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqê´î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ìAì�h ý ï�÷oï�ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ì+�ì�h|ckQþïBû�ú�õ

y′ = (x− 1)ex + C1; y = (x− 2)ex + C1x+ C2.

nXë¼ï�ÿeõBò4ù����Aè óqõ��¼ï��4øDõBò�î ùDú�õBò4è � õ��4ëAèqú|ù�û�ú¿õ���è�����ê�ú|ù ëqî>ò4ì�h�ìAñ
−1 + C1 = 0 � −2 + C2 = 1

c � ò�î ÷qøAè ò4èAóAðAèAòeïBû �y� õ¯ô´ùeøAï�ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø
ý ï�÷oï2�qî `§õBôJî�ú�ïBûVò4èAö�ð�hD÷ y = (x− 2) ex + x+ 3

c
uIv)wyxkzy{4|6�P~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ = −e−x2 c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�+����øqî>ðAñ4øAè�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðFò�î ÷FóAë¼ï�ò�õ�
q�¼ï����4èAìAèFìqê^ò4èAë¼ï�%gïBû5�4ñ���h

�qê�ëqê ý ê�ðqê�ú�ê�ì��Bï�ëAìqî éVùeìAøAíqî 
 � ��õ ý ëAù �AìqõJøDõBëAè����4ùDòeï��4è��@h·õ�÷që¼ï ý ù­éTõBëqú|ù�ð¼ï��ú|è6�wd2_gced�d�� � �wd2_gced p �\cgm´î&���Bï�ìqê�ú�õ y =
∫
e−t

2
(x− t) dt+ C1x+ C2

c
uIv)wyxkzy{4|m�q~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h x− ey

′′
+ y′′2 = 0

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4� kTê�ëqê�óAèAôJê�ú�õ�÷oï�ìqêgëqî>ò4ì�h�ìAì�h ù·ò4èAö�ð�hD÷¼î

x = ey
′′ − y′′2

c
kTõBøAð¼ï�÷¼ê�ú¿õ

y′′ = p
�4ï ý ï�����õ	��ù�û�ú¿õ ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê���óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h

dy′ = y′′ dx
c�m
î&���4ï�ìqê�ú¿õ

x = ep−p2 � dx = (ep−2p) dp � dy′ = p(ep−2p) dp
c

� ò4î ÷qøAè
y′ = ep(p− 1) − 2

3p
3 + C1

ck�B��øqî>ðAñ4øAè
dy = y′ dx � ��õgú�ïBû�ú�õ

dy =

[
e2p(p− 1) −

(
2

3
p3 + 2p2 − 2p− C1

)
ep +

4

3
p4 − 2C1p

]
dp.

� õ��	%´ê � ��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h




y =

(
p

2
− 3

4

)
· e2 −

(
2

3
p3 − 2p+ 2 − C1

)
· ep +

4

15
p5 − C1p

2 + C2;

x = ep − p2,

÷¼ê
C1, C2 ∈ R � ý ï�÷oï����4ñFú|ìqõ�%gèAìAù­ëqõ ý ò�� h ý øqî>òfò4è�ÿAî ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc
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uIv)wyxkzy{4|s�f~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′ = xy′′ + y′′2

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�)����øqî>ðAñ4øAè ý ï�÷oï�ìqêJëqî>ò4ì�h�ìAì�hþìqê´ú�î&���4è��4ñ�ô´ùDø�ï�ìqõ�
�éVùDìAø+�íqî 
 � ��õ�"qõBö�õ§óqõBë(hD÷¼õBø�ú�õ2%gì¼ï ý ìAè ý è��4è � ý ï�����õ	��ùDòeï�ò4ô´è�óqî ÷k���4ï�ìqõBò4øAù y′ = z �÷¼ê
z = z(x)

c	�t�4ëAèqú�ïBû�ú�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�`Vðqê�ëqõ
z = xz′+z′2 � h�øDêXðqê�ö�øDõ7ëqõ ý ò�� h �

ý ù�û5�4ñ��@hTc]��÷qìqõBó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëAè��Aì¼ïÆ��î�ú²� h ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò ëqî>ò4ì�h�ìAì�h `Tðqê�ëqõ�ú�ïBûFò4è+�
ö_ð�hD÷

z = xC + C2 �
C ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ïr���Bï�ð¼ï � ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë\��î�ú
� 
l�\c'`Vëqî�ú ��õBö�õ �î&��ìAù�û � ê$"&������¼S1º º�D �» �
��'��P( * '���$ � h�øAè�"Àú¿õ�%gì¼ï ý ì¼ï�"��4è h�ø õ	7Bò�î ÷qìAù õ�÷qìqõ��

ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ëAè��Aìqõ�
¦��î�ú
� 
 � ò4èAðAù �AèAò4ô´è ý ��è�����ê�ú¿è
{
z = xC + C2

0 = x+ 2

ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë
C
cgm
î&���4ï�ìqê�ú¿õ

z = −x2

4

c
k§õ�ò�ê�ë��4ï����Aè���ñf÷¼õgò4è�ÿ�î ÷qìAè�ÿ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ � ú�ïBû�ú¿õ y = 1

2C
2
1x

2 + C2
1x+ C2

üÂý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø � y = −x3

12 + C1 ü ��î�ú
� h õ	��õ	7BðAèAò4è�ÿ ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò
(C1, C2 ∈ R)

c
uIv)wyxkzy{4|¨�4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h xyy′′ − xy′2 − yy′ = 0

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4� m´ï�ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h î>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqê � õ�÷¼õ ëqõ ý ��h�ö�î>ò

(x, y) → (x, ty)
cIniõBìqõ ìqê ý ú¿î>ì��Vû��4ñ��@h ò�î ÷ óqî ÷k���4ï�ò4ð�h�ìAì�h

y → ty �
y′ → ty′ � y′′ → ty′′

c � ïBú�î>ì¼ï y′

y = u � ÷¼ê u = u(x) � ý ìAè�%gù�û·óqõBë(hD÷¼õBøëqî ò4ì�h�ìAì�h¯ì¼ïJõ�÷qèAìAèAí���c
0 ó�ë¼ï�òB÷¼î � ú�ïBû�ú¿õ y′ = yu � y′′ = y′u + yu′ � ïfõ��	%´ê � x(u2 + u′) − xu2−

−u = 0
ï�74õ

xu′ = u
c

¤#ì+��ê�ö�ëAù ���Aè ý ì¼ï�"�÷¼ê�ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h �Bï óqõBò�ê�ë��Bï����Aè���ñ ÷¼õ ò4è�ÿAî ÷qìAè�ÿ
ý ú¿î>ìAìAè�ÿ � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ ú|ìqõ�%gèAìAù ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò ÷¼õ	��ðqî ÷�%gùDòeï�ìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�
y = C1 exp

[
C2x

2
] c

uIv)wyxkzy{4|!�k~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h x4y′′ + (xy′ − y)3 = 0
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4�DkTõBøAï�%´ê�ú�õ ��� õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hJî>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqêiò�î ÷qìqõ	��ìqõ7ëqõ ý ��h�ö�î>ò
(x, y) → (tx, tky)

c 0 óAë¼ï�òB÷¼î � ò4ì¼ï���ðqî ÷¼õBø óqî ÷k���Bï�ò4ð�h�ìAì�h
x → tx � y → tky �

y′ → tk−1y′ � y′′ → tk−2y′′
÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ

tk+2x4y′′ + t3kx3y′3 − 3t3kx2y′2y + 3t3xy′y2 − t3ky3 = 0;

õ���%Jê � óAëAè k + 2 = 3k � ��õ	7���õ�óAëAè k = 1 � ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ìqê ý ú¿î>ì��Vû��4ñ��@hTc)p�õ��ú|ùJìqê�õ	7�ÿ�î ÷qìqõ ý ëqõ	7Bè��4è ý ïBú�î>ìAù � óAëAè��4ïBú�ï�ìAìAùføAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú ���õ�7���õ
x = et � y = zet � ÷¼ê z = z(t) ü ìqõBòeï�éVùeìAøAíqî;h ï�ëAö�ù�ú¿ê�ì��4ù

t
c|kTëAè
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íAñ�õ4ú|ù­ìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõFú�ï��4è¯ì¼ï´ùDòeï ý î ��� õ

dy

dx
=
dy

dt
:
dx

dt
=
dy

dt
· e−t;

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dt
· e−t

)
e−t =

d2y

dt2
· e−2t − dy

dt
e−2t,

��õ�7���õ
dy

dx
=
dz

dt
+ z,

d2y

dx2
=

(
d2z

dt2
+
dz

dt

)
et.

m
î&���Bï�ìqê�ú�õ
dz2

dt2
+
dz

dt
+

(
dz

dt

)3

= 0.

� ïBú¿î>ì¼ï
z′ = p � ÷¼ê p = p(z) � óAëAèAò�ê�÷¼êÀ÷¼õÂëqî>ò4ì�h�ìAì�h óqê�ëAôJõBö�õÂóqõ��

ë6hD÷qøAù dp
dz p + p + p3 = 0 � ëqõ ý ò�� h ý øAè h�ø�õBö�õÂú¿õ�%gì¼ï óqõ�÷oï��4è ù ò4èAö�ð�hD÷¼î

{
p = tg(C1 − z);

p = 0.

� ÷¼î#"���ì������Aè óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAì�h ò ý ò�õBëqõ��4ìqõ4ú|ùÀóqõBë(hD÷qøAù �
÷¼î#���4ï�ìqê�ú¿õ

C2x sin
(
C1 −

y

x

)
= 1.

uIv)wyxkzy{4|\£�~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h yy′ = y′2
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4�TkTõ4ú¿ìqõ2%gèAò4ô´è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ì¼ï�éVùeìAøAíqî#�
m = 1

y′′y′ � ÷¼î&���4ï��ìqê�ú�õ y′′

y′ = y′

y ü ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ù éTõBëqú¿îióqõBò4ìAè�ÿ óqõ�ÿAî ÷qìAè�ÿ|c � ìAè�%gù����Aè!"qõBö�õ
óqõ�ë(hD÷¼õBø � ú�ï��4èqú¿ê�ú�õ y′ = C1y � ý ò�î ÷qøAè y = C2e

C1x
c

� ì¼ï�"��4ègëqõ ý ò�� h ý øAèJ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿgëqî>ò4ì�h�ìAñ � h�øqî ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñTóqõ���¼ï��4ø�õBò�î�ï�74õgö�ë¼ï�ìAè��Aìqî ùDú�õBò4è)�
ª ¬ ª�ç

y′′′ = e−x; y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0.

ª ¬ «�ç
y′′′ =

ex

x
; y(1) = 0, y′(1) = 0, y′′(1) = 0.ª ¬�¬ ç

y′′ = 1; y(1) = 0, y(2) = 1.
� ëqõ	7Bè��4è¯ëAè���ùDìqõBø c

ª ¬ ­�ç
y′′ = 2; y(−1) = 0, y(1) = 0.

� ëqõ	7Bè��4è·ëAè���ùeìqõBø c
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� ìAè ý è��4è¯óqõBë(hD÷¼õBø¯ëqî>ò4ì�h�ìAñg÷¼õgóqê�ëAôJõBö�õ��

ª ¬ ®�ç
yy′′ = y′2 + 2xy2.

ªk­�¯ ç
y′′2 − yy′′′ =

(
y′

x

)2

.

ªk­Èæ¼ç
y′′ + 2

x y
′ + y2 = 0.

ªk­kM�ç
y′2 + 2xyy′′ = 0.ªk­�c�ç

y′′′ + (y − 2)y′ = 0.
ªk­�©�ç

y′′′y′2 = 1.

ªk­�ª�ç
x2(y2y′′′ − y′3) − 2y2y′ − 3xyy′2 = 0.ªk­�«�ç
y2(y′y′′′ − 2y′′2) − yy′2y′′ = 2y′4.

ªk­ ¬ ç
yy′y′′′ + 2y′2y′′ = 3yy′′2.

ªk­k­�ç
x2yy′′ + 1 = (1 − y)xy′.ªk­�®�ç

y′′ + 2yy′2 =
(
2x+ 1

x

)
y′.

ªk®�¯ ç
y(2xy′′ + y′) = xy′2 + 1.

N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ��øDõBëAè����4ï�ò4ô´è���ñ§
bÿ­øAòeï ý î�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqî&���	�O�
ªk®Èæ¼ç

x2yy′′ = (y − xy′)2.
ªk®kM�ç

yy′′ − y′2 =
yy′√
1 + x2

.

ªk®�c�ç
x2(yy′′ − y′2) + xyy′ = y

√
x2y′2 + y2.

ªk®+©�ç
yy′ + xyy′′ − xy′2 = x3.

ªk®kª�ç
yy′′ = y′2 + 15y2√x.ªk®�«�ç

(x2 + 1)(y′2 − yy′′) = xyy′.
ªk® ¬ ç

y(xy′′ + y′) = xy′2(1 − x).

ªk®�­�ç
x2(y′2 − 2yy′′) = y2.

ªk®k®�ç y2

x2
+ y′2 = 3xy′′ +

2yy′

x
.

«�¯�¯ ç
x2(yy′′ − y′2) + xyy′ = (2xy′ − 3y)

√
x3.«�¯�æ¼ç

x4(y′2 − 2yy′′) = 4x3yy′ + 1.«�¯kM�ç
x2y′′ − 3xy′ + 4y + x2 = 0.«�¯kc�ç
xyy′′ + yy′ − x2y′3 = 0.

N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ò4è�÷¼î>ðAèAò4ô´è¯óqõBò4ìqî�óqõ�ÿ�î ÷qìqîl�«�¯�©�ç
y′′ = 2yy′.

«�¯4ª�ç
yy′′′ − y′y′′ = 0.«�¯k«�ç

yy′′ = y′.
«�¯ ¬ ç

y′′ = y′2y.«�¯k­�ç
yy′′ = y′(y′ + 1).

«�¯4®�ç
y′′y + y′2 = 1.«�æ�¯ ç

xy′′ = 2yy′ − y′
ç «�æ¼æ¼ç

y′′ = xy′ + y + 1.«�æ M�ç
xy′′ − y′ = x2yy′.

«�æ+c�ç
5y′′′2 − 3y′′y′′′′ = 0.
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N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�«�æ�©�ç

xy(4) = 1.
«�æ+ª�ç

xy′ = sinx.«�æ «�ç
y′′′ = 2xy′′.

«�æ ¬ ç
y′′ = sin(x2).«�æ ­�ç

y′′′ = sin x
x .

«�æ+®�ç
y′′ = ex + 3

4x
− 5

2 .«kM�¯ ç
x = e−y

′′
+ y′′.

«kM�æ¼ç
y′′2 = 1.

«kM�M�ç
x =

y√
1 + y′′2

.
«kMkc�ç

y′′ =
1

(x− 1)3
− 1

(x+ 1)3
.

«kM+©�ç
x2y′′ = y′2.

«kMkª�ç
y′(1 + y′2) = ay′′.«kM�«�ç

y′′x lnx = y′.
«kM ¬ ç

xy′′ = y′ ln
(
y′

x

)
.«kM�­�ç

yy′′ = y′2.
«kMk®�ç

1 + y′2 = 2yy′′.«kc�¯ ç
yy′′2 = 1.

«kc�æ¼ç
2yy′′ + y2 + y′4 = 0.«kc�M�ç

y′′2 − 2y′y′′′ + 1 = 0.
«kckc�ç

y′′′y′2 = y′′3.«kc+©�ç
2yy′′ = y2 + y′2.

«kckª�ç
y′′3 + xy′′ = 2y′.«kc�«�ç

2y′(y′′ + 2) = xy′′2.
«kc ¬ ç

y4 − y3y′′ = 1.«kc�­�ç
(y′ + 2y)y′′ = y′2.

«kck®�ç
yy′′ = y2 − y′3.«�©k¯ ç

y′′ + cosxy′ − sinxy = 0.
«�©�æ¼ç

y′′ − 1
xy

′ + 1
x2 y = 1.

«�©4M�ç � ì¼ï�"��4è î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�î�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
yy′y′′ = y′2 + y′3 � h�øqî¿óAëqõ�ÿeõ��÷ºh �4ñO�qê�ëqê ý ��õ��AøAù (0, 0)

îq÷¼õ��4èAøAï����4ñ��@h­òJíqî#"Z��õ��Aíqî¼÷¼õ´óAë6hAú�õ�

x+ y = 0

c
0 øqî>ðAñ4øAèX�4ï�øAè�ÿ­øAëAèAò4è�ÿ¯î&��ìAù�û§îq�qõ4ú|ù �«�©4c�ç � ì¼ï�"��4è éTõBëqú¿ù�øAëAèAò�õ�
 ��� õI
Y
Xì¼ï�7BùDòeïBûfö�ìAù �Aø�ï·õ�÷qìqõBëqî ÷qì¼ï¯ìqê�ëqõ ý ��h �%gìqï
ìAè��4øAï ý7ý ï�øAëqî>óAðqê�ìAèqú¿è�øqî>ìAí�hAú|è � h�ø � õ
ì¼ï§ìAè��4øAùf÷¼î�û�ì¼ï�òeï�ì��Bï�%Jê�ìAì�h �ö�õ�ëAè ý õBì��4ï�ðAñ4ì¼ï­óAëqõ4ê�øAíqî;h h�øDõBö�õ­õ�÷qì¼ï�øDõBòeï�ì¼ïFø�õ2%gìAùþõ�÷qèAìAèAí�� ÷¼õBò	%gèAìAè c
Qþï���õ��äìAè��4øAè ý ìqê�ÿ �4ùDòeï��4è c«�©�©�ç � ì¼ï�"��4è�éTõBëqú|ù�øAëAèAò�õ�
 �k� õO
b
|ì¼ï�7BùDòeïBû
ö�ìAù��AøAïgìqê�ëqõ ý ��h+%gì¼ïFìAè��4ø�ï ý
ý ï�øAëqî>óAðqê�ìAèqú¿è·øqî>ìAí�hAú¿è�óqî ÷¯÷¼î�û�� ò4ð¼ï���ìqõ�
|ú�ï���è c
«�©4ª�ç m´õBò�ê����4è ��� õTëqî>ò4ì�h�ìAì�hfëAù�ÿ�ùgú�ï�h+�4ìAèAø�ï y′′ +sin y = 0

ú�ïBû^ëqõ ý ò�� h ý õBø
y(x)

�4ï�øAè�" ��� õ y(x) → +∞ óAëAè
x→ +∞ c

«�©4«�ç � ì¼ï�"��4è·øAëAèAò4ù � ë¼ï�÷¼î>ù��TøAëAèAò4è ý ìAè h�ø�õ�
 ÷¼õBëqî>ò4ì��Vû d�cÃ $6#2'D���D$6#	�
R =

√
(1 + y′2)3

y′′
c
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«�© ¬ ç � ì¼ï�"��4è·øAëAèAò4ù � ë¼ï�÷¼î>ù��§øAëAèAò4è ý ìAè h�ø�õ�
�óAëqõBóqõBëAíqî#"AìAè�"þøAù+74õBò�î ìqõBëqú�ï��ðqî�c
Ã $6#2'D���D$6#	�

R =

√
(1 + y′2)3

y′′
ü ë¼ï�÷¼î>ù��­øAëAèAò4è ý ìAè � MN =

∣∣∣y
√

1 + y′2
∣∣∣ ü

÷¼õ�ò	%gèAì¼ïgò�î ÷qëqî ý øAïJìqõBëqú�ï�ðqî]�³÷qèAòºcAëAè���c
f � § a	�\c«�©4­�ç ^^ï�ðAø�ï ý ï�òB÷¼õBò	%gøAè l ðqê�%gè��4ñ
øqî>ìAí�hAú|èFì¼ï7÷qò�õ�ÿfõBóqõBë¼ï�ÿ|c�m´õ���ê�ëqê�÷qèAìAè7�ï�ðAøAè óqî ÷qò�î>ôJê�ìAè�" òeï�ì��Bï�%
P
c � ì¼ï�"��4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h óAëAù %gìqõ�
­ðqî>ìqî 
I�4ïR
Y


ì¼ï�"�74î>ðAñ4ô´è�"·óAëqõBö�èAì c
Ã $6#2'D���D$6#	�¾37ø � õ óqõ��¼ï���õBø ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï�� óqõ4ú�î&���4è��4è ò ìqê�ëAù�ÿeõ4ú¿ùÓ��õ��AøAù
7�ï�ðAøAè � ò�î&��ñ Ox ��óAë6hAú¿ùeòeï��4èÀò ý ÷¼õBò	%Ó7�ï�ðAøAè � ï Oy ü ò�ê�ë��4èAøAï�ðAñ4ìqõ�ò4ìAè ý ���õ ý ö�èAì¼ï�ðAñ4ìAè�" ú¿õ4ú�ê�ì��­ùX��õ��Aíqî

(x, y)
�
M = P (l − x) = EI d

2y
dx2 � ÷¼ê E üú¿õ�÷Aù�ðAñxwäìAö�ï � I ü ú¿õ4ú�ê�ì���î>ìqê�ëAíqî 
�óAðqõ � îXóqõBóqê�ëqê��AìqõBö�õ�óqê�ëqê�ëqî ý ùm7�ï�ðAøAè

ò�î ÷qìqõ	��ìqõfìqê�"��4ë¼ï�ðAñ4ìqõ�
|ðqî>ìqî 
�c
«�©4®�ç ��7��Aè���ðAè��4è·ô´ò4è�÷qøqî&���4ñ � ý h�øDõ��äò4ó¼ï�÷¼êTì¼ï � ê�ú¿ð��¥��óqî ÷¯÷¼î�û�� ý ê�ú|ìqõBö�õ��h+%fî>ìAì�hk�O��î>ðqõ �¦� õ ò óqõ��¼ï��4øDõBò4è�"âú�õ4ú¿ê�ì�� óqê�ëqê�7BùeòeïBû·ì¼ï õBë�74î#��î�Q·î&��h�í�h
��ó�ëAè���ø�õBëqê�ìAì�h ý ê�ú|ìqõBö�õR��h+%fî>ìAì�h õ	74ê�ëAìqê�ìqõ óAëqõBóqõBëAíqî#"Aìqê øAòeï�÷që¼ï��4ù ò�î ÷��
���Bï�ìqîP��î>ð¼ïJò�î ÷ � ê�ú|ðqîU�\c
«kª�¯ ç nXèAøDõBëAè�����õBò4ù ���Aè­÷oï�ìqîÈóqõBóqê�ëqê�÷qìAñ�õ�
 ý ï�÷oï��qî � õ	7��Aè���ðAè��4èX�¼ï��7ó¼ï�÷¼î>ìAì�h
��î ð¼ï ý ú¿î&��h+�Aìqõ�
|õBë�74î#�4è¯ì¼ï � ê�ú¿ð���c

§ 11. ЗАГАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

æ¼ç � î>ìqî#"AìqêTìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6� � [ N �
n
��ö�õJóqõBë(hD÷qøAù�ú�ïBûVò4èAö_ð�hD÷

L[y] = f(x), (11.1)

÷¼ê
L[y] = y(n) + a1(x)y

(n−1) + . . . + an(x)y � ai(x) � f(x) ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqîéVùeìAøAíqî 
 � x ∈ I = (a, b) (i = 1, n)
c

niî ÷qóqõBò�î ÷qìqê�"qõ4ú¿ù­õ�÷qìqõBëqî ÷qìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�hm� � � N �
L[y] = 0. (11.2)

� ïBú¿î>ì¼ïJìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú�î>ìAìqõ�

x = Φ(t), (11.3)
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÷¼ê

Φ ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõT÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ï n ��ë¼ï ý î>ò§éVùDìAøAíqî;hO�4ï�ø�ï �	� õ Φ′(t) 6= 0÷qðghþò���î ÿ
t ∈ (α, β) � ÷qð�h�h�øAè�ÿ x = Φ(t) ∈ (a, b) � ìqê
óqõBëAùDô´ù�û´ðqî>ìqî#"Aìqõ	����îëqî ò4ì�h�ìAì�hTc

� ïBú¿î>ì¼ïJìqê�ò�î ÷¼õ4ú¿õ�
¿éVùeìAøAíqî 

y = α(x)z + β(x), (11.4)

÷¼ê
α(x) � β(x) ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõg÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìqî n ��ë¼ï ý î>òFéVùeìAøAíqî 
 � α(x) 6= 0óAë�è
x ∈ I � z = z(x) � �4ï�øDõ�% ìqêXóqõBëAùDô´ù�ûXðqî>ìqî#"Aìqõ	����îAëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc���÷qìqõBëqî ÷qì¼ï

ý ï�ú�î>ì¼ï (β(x) ≡ 0) � ò�î ÷qóqõBò�î ÷qì¼ïs�wd�d�c p � � ý ï�����õ	��õBòeï�ì¼ïg÷¼õ � � N � ìqêTóqõBëAùeô´ù�û"qõ�ö�õgðqî>ìqî#"Aìqõ	����î)"·õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ	����îzc
`§õBú¦74î>ì¼ï�íqî 
 ý ïBú�î>ì¨�wd�d�c j�� � �wd�d�c p �^ò4èAøDõBëAè�����õBò4ù ���4ñ�÷qð�hT��óAëqõ � ê�ìAì�h¯ò4è+�ÿ�î ÷qìqõBö�õ � [ N �Aè � � N c�m
õBò�ê�÷¼ê�ìqõ ^ d2_ � ý ï�òB÷oï�ìAì�h a(c aDj�a �Î� õ h�ø � õ � � N

�wdDd�c a	� ý ò�õ�÷qè��4ñ��@hþ÷¼õ � � N ý îy���4ï�ðAèqú|è�ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è ý ïBú�î>ìqõ��ë�wd�d�c j�� � ��õõ	�5�4ï�ìAì�h¯õ	74õBò�� h ý ø�õBò�õFú�ïBûVò4èAö�ð�hD÷
t = C

∫
n
√
an(x) dx. (11.5)

M�ç 3Vø � õ y1 ü ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�"¨�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø � � N �wd�d�c a	� � ��õóqî ÷k���4ï�ìqõBò4ø�ï
y = y1

∫
z(x) dx, (11.6)

÷¼ê
z = z(x) ü ìqõBòeïÀìqê�ò�î ÷¼õ4ú�ï éVùeìAøAíqî;h � ý ò�õ�÷qè��4ñ � � N �wd�d�c a	�´÷¼õ � � N

(n− 1)
��ö�õJóqõBë(hD÷qøAù�c

c�ç 3Vø � õJò�î ÷¼õ4ú�õ k ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�ÿ·ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò � � N �wd�d�c a	� � ��õ � ý ï�����õ����õ�ò4ù ���Aè�óqî ÷k���4ï�ìqõBò4øAùo�4èAóAùs�wd�d�c f��¿óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqõ � óqõBë(hD÷¼õBø�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ú�õ2%gì¼ï
ý ì�è ý è��4è·ì¼ï k õ�÷qèAìAèAíAñ�îÈóAëAè¯íAñ�õ4ú¿ùF÷¼î&���Bï��4è ý ìqõBò��ø�Bï�øAè � � N c

k§î ÷k���4ï�ìqõBò4ø�ï
y′ = yu (11.7)

÷¼ê
u = u(x) ü ìqõBòeï­éVùDìAøAíqî;h � �Bï�ø�õ2% ÷oïBû ý ú¿õBö�ù ý ìAè ý è��4èÀóqõBë(hD÷¼õBø � � N�wdDd�c a	��ì¼ïFõ�÷qèAìAèAí�� � ï�ðqê
óAëAè�íAñ�õ4ú¿ù�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hþò	�4ë¼ï2�¼ïBû
ðqî>ìqî#"Aìqî&���4ñºc��t�4ëAè+�ú�ï�ìqêVëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ì¼ï�ðqê�%gè��4ñf÷¼õO�4èAóAùZÕ¦"Aðqê�ë¼ï�� N î>øAøAï���îzc43Vø � õ u1 ü "qõBö�õO�¼ï��

���BèAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø � ��õ

y1 = exp

[∫
u1(x) dx

]
(11.8)
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7Bù�÷¼ê��¼ï����4èAìAìAèqúÂëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú � � N �wd�d�c a	�\c

3Vø � õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ú�ïBûVò4èAö_ð�hD÷
y(n) + a1(x)y

(n−1) + . . .+ an−ky
(k) = f(x), (11.9)

÷¼ê
k ∈ [1, n) ⊂ N � "qõBö�õ
óqõBë(hD÷¼õBø­ú�õ2%gì¼ï ý ìAè ý è��4è­ì¼ï k õ�÷qèAìAèAíAñ � ý ï�����õ	��õ��ò4ù����Aè¯óqî ÷k���Bï�ìqõBò4øAù

y(k) = z, (11.10)
÷¼ê

z = z(x)
c

N î ò4ì�h�ìAì�hX�wd�d�ced�� � h�øJðqî>ìqî#"Aìqê � ú¿õ�%´ê^õ�÷qìqõ��¼ï���ìqõ�7Bù��4ègëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú�ù´éTõBë+�ú¿îq��õ��AìAè�ÿ�óqõ�ÿAî ÷qìAè�ÿ|ckp|ï�øAèqú � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ûVëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′ + p(x)y′ + p′(x)y = f(x),

õ	��øqî>ðAñ4øAèT"qõBö�õfú�õ2%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è·ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î
d

dx

(
y′ + p(x) y

)
= f(x)

îÈògëqê ý ù�ðAñ��4ï���î�î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ìAì�h�÷¼î&���4ï��4è

y′ + p(x)y =

∫
f(x) dx+ C1.

� ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø � [ N �wd�d�ced��Xóqõ�÷oïBû5�4ñ���h�h�øT��ùDú�ï
y = y + ỹ, (11.11)

÷¼ê
y ü ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø � � N �wd�d�c a	� � ỹ ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�"-�¼ï����4èAìAìAè�"

ëqõ ý ò�� h ý õBø¯ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõBö�õo"qõ4ú|ù � [ N �wd�d�ced��\c�kTëAè­íAñ�õ4ú¿ùf÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�h
ỹ ý ï�����õ	��õBò4ù ���4ñ¯ì¼ï�"��¼ï�����î>ôJêFú¿ê���õ�÷ � ï�ö�ë¼ï�ì�%gï¯ï�74õ�ú�ê���õ�÷ ìqê�ò4è ý ì¼ï��qê�ìAè�ÿøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>òÆ�³÷qèAòºc § d8j��\c

N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ðqî>ìqî#"Aìqî ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ��� õ´÷¼õBóAù���øAï����4ñ ý ìAè�%Jê�ìAì�h�óqõBë(hD÷qøAù4�«kªÈæ¼ç
y′′ + 2

xy
′ = 0.

«kªkM�ç
xy′′′ + y′′ = 3x2.«kª�c�ç

x2y′′′ + xy′′ − y = 3x2.
«kª�©�ç

xy′′ lnx+ y′ = 0.
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N õ ý ò�� h ý ï��4èfðqî>ìqî#"AìqîAëqî>ò4ì�h�ìAì�h�h�øgëqî>ò4ì�h�ìAì�hgò���õ��AìAè�ÿJóqõ�ÿ�î ÷qìAè�ÿFï�74õVò�î ÷��ô´ùeø�ï��4è¯óqõBóqê�ëqê�÷qìAñBõFî>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìAè�"þú¿ìqõ2%gìAèAø)�

«kª�ª�ç
y′′ + p(x)y′ + p′(x) = 0.«kª�«�ç
y′′ + 2(tg x) y′ + 2

cos2 x
y = 0.«kª ¬ ç

y′′ − 2
xy

′ + 2
x2 y = 0.«kª�­�ç

y′′ + 2xy′ + 2y = 2x.«kª�®�ç
x2y′′ − xy′ + y = x2.«k«�¯ ç
y′′ − 2xy′ − 2y = 0.«k«Èæ¼ç
y′′ sin2 x+ y′ sin 2x = 2y.

«k«�M�ç � ì¼ï�"��4èäò4èAö�ð�hD÷ � � N ÷qëAùDö�õBö�õâóqõBë6hD÷qøAù � h�øDê ý ò�õ�÷qè��4ñ��@h ý ïBú�î>ìqõ���wdDd�c 9 �X÷¼õ§��óqê�íqîbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���î
z′ + az2 = bzm.

«k«�c�ç � ì¼ï�"��4èT�¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′ + xy′ − (2x2 + 1)y = 0,

ý ò4î>ò4ô´èX"qõBö�õJ÷¼õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAø�ï���îzc
k§õ ý 7Bù �4è��@h�÷¼õ�÷oï�ìAøqî>ò ý óqê�ëAôJõ�� óqõ�ÿAî ÷qìqõ�� ý ï§÷¼õBóqõ4ú�õBö�õ�� ý ïBú¿î>ìAè�ìqê�ò�î �÷¼õBú�õ�
|éVùeìAøAíqî 
Y�

«k«+©�ç
x2y′′ + xy′ +

(
x2 − 1

4

)
y = 0.«k«�ª�ç

xy′′ + 2y′ − xy = ex.«k«�«�ç
y′′ + 2

xy
′ − a2y = 2.

k§õ ý 7Bù �4è��@h§÷¼õ�÷oï�ìAøqî>ò ý óqê�ëAôJõ���óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�� � ò4èAø�õBì¼ï�ò4ô´è ý ïBú�î>ìAùTò4èAö_ð�hD÷qù�wdDd�c p �5�
«k« ¬ ç

x4y′′ + 2x3y′ + n2y = 0.
«k«k­�ç

2xy′′ + y′ − 2y = 0.

«k«�®�ç
(1 + x2)2y′′ + 2x(1 + x2)y′ + y = 0.

« ¬ ¯ ç
y′′ − y′ + e2xy = 0.

« ¬ æ¼ç
y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0.

`§õBú¦74î>ìAù����Aè ý ïBú�î>ìAèK�wd�d�c j�� � �wd�d�c p � � ý ëqõ	7Bè��4è!���4ï�ðAèqú øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì���óAëAè
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ô´ùeø�ï�ìqî#"þéVùeìAøAíqî 
¿îÈóqõ ý 7Bù��4è���h�÷¼õ�÷oï�ìAøqî>ò ý óqê�ëAôJõ��äóqõ�ÿAî ÷qìqõ��O�
« ¬ M�ç

x4y′′ + k2y = 0.
« ¬ c�ç

x4y′′ − k2y = 0.

« ¬ ©�ç
y′′ + 2xy′ +

(
1
x2 + x2 + 1

)
y = 0.« ¬ ª�ç

y′′ − 2xy′ −
(

1
x2 + x2 − 1

)
y = 0.

nXèAøDõBì¼ï��4è ý ïBú¿î>ìAùÆ�wd�d�c o	�]�4ï�ø �+� õ	7´ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4èþõ��4ëAèqú�ï�ìqõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h7Bù�ðAèT���Bï�ðAèqú¿è)�
« ¬ «�ç

x3y′′′ − 3x2y′′ + 5xy′ − 2y = 0.

« ¬�¬ ç
y′′ − x

1 − x2
y′ +

1

1 − x2
y = 0.« ¬ ­�ç

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0.

« ¬ ®�ç mJï�ìqõJëqî>ò4ì�h�ìAì�h
L[y] = y′′′ + h1(x)y

′′ + h2(x)y
′ + h3(x)y = f(x).

nXè�ø�õBì¼ï��4è ý ïBú¿î>ìAù�ìqê�ò�î ÷¼õ4ú�õ�
|éVùDìAøAíqî 
²�wd�d�c p �Î�4ï�ø ��� õ	7���4� óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h@7Bù�ðqõTðqî>ìqî#"AìAèqú õ�÷qìqõBëqî ÷qìAèqú îAìqê�ú¿î&���4èAðqõV÷¼õ�÷oï�ì+�
øqî ò ý (n− 1)

�ø� óqõ�ÿAî ÷qìqõ�� �
� � ý � h���ùeòeï��4è � h�øDõ�� ú�õ2%JêB7Bù �4è�éVùDìAøAíqî;h

α(x) � � õ	7´óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìqêTëqî>ò4ì�h�ì+�ì�h�÷¼õBóAù���ø�ï�ðqõ ý ìAè�%Jê�ìAì�h�óqõBë(hD÷qøAù­ì¼ïJõ�÷qèAìAèAí���c«k­�¯ ç � ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
(x2 − 2x+ 2)y′′′ − x2y′′ + 2xy′ − 2y = 0,

h�ø � õ ò�î ÷¼õ4ú¿õ �Î� õ ò�õBìqõ ú�ïBû¯÷qòeï ðqî>ìqî#"Aìqõ ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿâëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî7ûú|ìqõBö�õ��Aðqê�ì¼ïBú|è c
Ã $6#2'D���D$6#	�f[Tê�ÿDï�"

y1 � y2 ü�ý ì¼ï�"�÷¼ê�ìqîXðqî>ìqî#"Aìqõ·ìqê ý ï�ðqê�%gìqîXëqõ ý ò�� h ý øAè c'k§î ÷�����Bï�ìqõBò4ø�ï
y = y1

∫
z dx ý ò�ê�÷¼ê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÀ÷¼õ � � N ÷qëAùDö�õBö�õþóqõBë6hD÷qøAù � h�ø�êú�ï��4èqú¿ê��¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø z1 =

(
y2
y1

)′ c
� ò�ê����4è�÷¼õgðqî>ìqî#"AìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>øAøAï���îl�

«k­Èæ¼ç
y′ = y2 + y

x + 1
x2 .

«k­kM�ç
xy′ − 5y − y2 − x2 = 0.«k­�c�ç

y′ = y2 − x−
4
3 .
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§ 12. ЛIНIЙНI ОДНОРIДНI РIВНЯННЯ

� � N
n
��ö�õgóqõBë6hD÷qøAù­ògøAï�ìqõBìqî#�Aìqî#"þéTõBëqú¿î ú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷

L[y] = y(n) + h1(x)y
(n−1) + h2(x)y

(n−2) + . . .+ hn(x)y = 0, (12.1)

÷¼ê
hi(x) ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî ì¼ï I = (a, b)

éVùDìAøAíqî 
 � i = 1, n
c

�B��ìqõBò4ìqî^ò4ð¼ï����4èAò�õ	����î^ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò·�wd�a(ced��´ò4èAóAðAèAòeï����4ñ ý ò4ð¼ï����4èAò�õ	����ê�"ðqî ìqî#"AìqõBö�õg÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ­õBóqê�ë¼ï���õBë¼ï+�
1. L[0] = 0;

2. L[yi] = 0 ⇒ L

[
m∑
i=1

Ciyi

]
= 0, Ci = const, i = 1,m;

3. L[u+ iv] = 0 ⇒ L[u] = 0, L[v] = 0.

8
ùeìAøAíqî 

Φ1(x),Φ2(x), . . . ,Φm(x)

ì¼ï ý èAòeï����4ñ���hK1�������»��
�T'�#21
	5½ �º (�Å 
ì¼ïJú|ìqõ�%gèAìqî

I � h�ø � õgî&��ìAù����4ñ αi = const � i = 1,m � �Bï�øqî ��� õ
m∑
i=1

α2
i > 0 �

m∑

i=1

αiΦi(x) = 0. (12.2)

37ø � õr%���õ���õ�%gìqî&���4ñº�wd�a(c a	�Jú�ïBû�ú¿î&��íqê�ðAèAôJê­óAëAè
αi = 0 (∀i = 1,m) ���õTéVùDìAøAíqî 


Φ1(x),Φ2(x), . . . ,Φm(x)
ì¼ï ý èAòeï����4ñ��@h�1º�û�º�U»º�º�Ö�º	S'�#21
	5½ �º (�Å 

ì¼ïJú¿ìqõ2%gèAìqî
I
c

æ¼ç m§ð�hr��õBö�õ � õ	7¯éVùeìAøAíqî 
 Φ1(x),Φ2(x), . . . ,Φm(x)
7Bù�ðAèÀðqî>ìqî#"Aìqõ�ìqê5�

ý ï�ðqê�%gìAèqú¿è ì¼ï
[a, b] � ìqê�õ	7�ÿ�î ÷qìqõ�"ä÷¼õ	���4ï��4ìAñ�õ �°� õ	7b�� +'��
#��g�� º$Zy
�(#��K#

Γ (Φ1, . . . ,Φm)
7Bùeòfìqê���õ���õ2%gìAèqúÂìAù�ð�� ì¼ï

[a, b]
�

Γ (Φ1, . . . ,Φm) := det




(Φ1,Φ1) (Φ1,Φ2) · · · (Φ1,Φm)

(Φ2,Φ1) (Φ2,Φ2) · · · (Φ2,Φm)ccc ccc c c c ccc

(Φm,Φ1) (Φm,Φ2) · · · (Φm,Φm)




6= 0;

(12.3)



§ g2³ Äk×²=�Î�=�ËeÎ�=�Ê�C�ÎeÊ�Ó =¶C�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ `gd
÷¼ê

(Φi,Φj) :=
b∫
a

Φi(x)Φj(x) dx, i = 1,m, j = 1,m, x ∈ [a, b].

M�ç 3Vø � õ Φi(x)
ú�ï����4ñÀìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî�óqõ�ÿ�î ÷qìqî^÷¼õ

(m − 1)
��ö�õ óqõBë6hD÷qøAù

ò4ø�ð����Aìqõ � ��õV÷qð�hgðqî>ìqî#"Aìqõ�
Èìqê ý ï�ðqê�%gìqõ	����î4��è�����ê�ú¿èFéVùDìAøAíqî#" {Φi(x)}mi=1

ì¼ï
î>ì+��ê�ëAòeï�ðqî

I
÷¼õ	���4ï��4ìAñ�õ �)� õ	7Í�� +'��
#��g�� º$XÃ"�
���
��.�$6��/\�s�H�\�
���
��$���#D�q�B7Bùeò¯ìqê

��õ���õ�%gìAèqúÂìAù�ð�� ÿeõ��¼ï§7JòFõ�÷qìqî#"X��õ��Aíqî î>ì���ê�ëAòeï�ðAù
I � ��õ	7���õ ∃x ∈ I

�

W (x) = W [Φ1,Φ2, . . . ,Φm] := det




Φ1 Φ2 · · · Φm

Φ′
1 Φ′

2 · · · Φ′
mccc ccc c c c ccc

Φ
(m−1)
1 Φ

(m−1)
2 · · · Φ

(m−1)
m




6= 0.

c�ç 3Vø � õ {Φi(x)}mi=1 ü
ðqî>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê�%gì¼ï�ì¼ï I ��è�����ê�ú�ï�éVùDìAøAíqî#"Jî

Φi(x)

ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõg÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìqî (m− 1)
ë¼ï ý ì¼ï I � ��õ

W (x) = W [Φ1,Φ2, . . . ,Φm] ≡ 0, x ∈ I.©�ç 37ø � õ y1(x), y2(x), . . . , ym(x) ü ëqõ ý ò�� h ý øAè¯÷¼ê�h�ø�õBö�õ � � N ì¼ïgî>ì���ê�ë+�
òeï�ðqî

I � ��õgò�î ÷¼ú�î>ìAìqî&���4ñFò4ëqõBì���øqîbï�ì¼ïfò�î ÷þìAù�ð�h¯ì¼ï I ûTìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ��Ò"�÷¼õ	���4ï��
�4ì�ñBõ��äùDú�õBò�õ�� ðqî>ìqî#"Aìqõ�
|ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ	����î íAè�ÿ¯éVùeìAøAíqî#" � ��õ	7���õ

{Φ(x)}mi=1 ü ð c ì c ý c ⇐⇒ W (x) 6= 0, ∀x ∈ I. (12.4)
lVú¿õBòeïÒ�wd�a(c p �·ðqê�ö�ø�õâóqê�ëqê�ò�î>ë(hAû5�4ñ���h � h�ø � õ�÷qð�hÁ�wd�a(ced��þò4èAøDõBëAè����4ï��4è

éTõ�ëqú¿ù�ðAùT�B���4ëqõBö�ë¼ï�÷k��ñ4øDõBö�õ�� � î>ùeò�î>ðAð�h

W (x) = W (x0) exp


−

x∫

x0

h1(ξ) dξ


 . (12.5)

� �wd�a(c o	�Xò4èAóAðAèAòeïBû ��� õ W (x) ≡ 0
ì¼ï

I
ï�74õ

W (x) 6= 0 � x ∈ I
c

^Xù�÷Añ��«h�øAï���è�����ê�ú�ï
n
ðqî>ìqî#"Aìqõ¯ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò � � N

n
��ö�õ­óqõ��

ë6hD÷qøAù ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h � ��� H #��K	����
#21�.��º��E �� º���
	w�K��E �
��'��P( * 'D$����¿�ø8 0 N �
íAñ�õBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc

3Vø � õ {y1(x), y2(x), . . . , yn(x)} ü 8 0 N ëqî>ò4ì�h�ìAì�hX�wd�a(ced�� � ��õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"ëqõ ý ò�� h ý õBøT"qõBö�õfú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷

y(x) =
n∑

i=1

Ciyi(x), (12.6)



`�a : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ�Ü�Û�pVÛ	ôo?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�=³Ü
÷¼ê

Ci ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqî����Bï�ðqîzc8 0 N {Φi(x)}ni=1

û¿ìqõBëqú�õBòeï�ìqõ���òt��õ��Aíqî
x0 � h�ø � õ�ú�ï��4ëAèAí�h$nXëqõBì���ñ4øDõ��

ö�õ � óqõ	7Bù�÷¼õBòeï�ì¼ï·óqõ¯íqî#"¨��è�����ê�ú¿îXéVùeìAøAíqî#" � ÷¼õBëqî>ò4ì��VûFõ�÷qèAìAè��Aìqî#" ú�ï��4ëAèAíqîzc
37ø � õ {Φi(x)}ni=1

ìqõBëqú�õBòeï�ì¼ï�òt��õ��Aíqî
x0

8 0 N ëqî>ò4ì�h�ìAì�hI�wd�a(ced�� � ��õ�ëqõ ý ò�� h �
ý õ�ø ý ï�÷oï2�qî `TõBôJî ý óqõ��¼ï��4øDõBò4èqú¿è·ùDú�õBòeïBú|è

y(x0) = y0, y
′(x0) = y

(1)
0 , . . . , y(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 (12.7)

ú¿õ�%Jì¼ïJóqõ�÷oï��4è¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î
y = y0y1(x) + y

(1)
0 y2(x) + . . .+ y

(n−1)
0 yn(x). (12.8)

kTë�èfóqõ	7Bù�÷¼õBò�îq8 0 N ÷qð�h � � N ÷qëAùeö�õBö�õ§óqõBë(hD÷qøAù ý ëAù �Aìqõ§øDõBëAè����4ùDòeï��4è+��@h � �@�6�Å��1º��E{z�¼�	W1 *

y = C1y1

∫
e−

∫
h1(x) dx

y2
1(x)

dx+ C2y1, (12.9)

h�ø�ï¯ûfì¼ï���ðqî ÷qø�õ4úäéTõBëqú|ù�ðAèK�wd�a(c o	�\cOkTëAè
C1 = 1 � C2 = 0 ý �wd�a(c `��§ðqê�ö�øDõ

÷¼î#���4ï��4è ëqõ ý ò�� h ý õBø � � N � ðqî>ìqî#"Aìqõ­ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�" ý ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAèqú ëqõ ý ò�� h ý �øDõ4ú
y1

íAñBõBö�õJëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc�3Vø � õ$%È�4ë¼ï�ø��4ùeòeï��4è
C1 � C2

h�ø�÷¼õBò�î>ðAñ4ìqîP���4ï�ðqî ���õs�wd�a(c `���ú¿õ�%gì¼ïgëqõ ý ö�ð�hD÷oï��4è�h�ø ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBøþëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯÷qëAùDö�õBö�õóqõ�ë(hD÷qøAù ý ï´ù�ú¿õBò4è ��� õ y1 ü ò�î ÷¼õ4ú¿è�"¯ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�"s"qõBö�õgëqõ ý ò�� h ý õBø cuIv)wyxkzy{4|\}4~ m
õBò�ê����4è �4� õfìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ��ï"¯÷¼õ	���4ï��4ìAñ�õ�� ù�ú¿õBò�õ�� ðqî>ìqî#"+�
ìqõ2
¿ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ	����î�÷qò�õ�ÿþéVùeìAøAíqî#" Φ1(x)

�Bï
Φ2(x)

ì¼ï
I
û§ò�î ÷¼ú¿î>ìAìqî&���4ñ�ò�î ÷

��õ���õ�%gìqõ�
|øDõBì����4ï�ì��4è·ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h�íAè�ÿ�éVùDìAøAíqî#")�
Φ1(x)

Φ2(x)
6≡ const, x ∈ I.

�n��'D�P( * '�#��º� *4�TkVëAèAóAù����4èqú�õ­ò�î ÷¾��ùDóAëqõ��4èAò4ìqõBö�õ �P� õ Φ1(x)
Φ2(x) 6≡ const

óAëAè
x ∈ I � ï�ðqêiéVùDìAøAíqî 
 Φ1(x)

�4ï
Φ2(x)

ðqî>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê�%gìqîDì¼ï I � ��õ	7���õ ∃C1, C2
�

C2
1 + C2

2 > 0, C1Φ1(x) + C2Φ2(x) = 0
óAëAè

x ∈ I.

[§ê_ÿDï�" � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � C1 6= 0 � ò4ë¼ï�ÿeõBò4ù ���Aè ��� õ Φ2(x) 6= 0
ì¼ï

I � ÷¼î&���4ï��ìqê�ú�õ
Φ1(x)

Φ2(x)
=
C1

C2
≡ const,



§ g2³ Äk×²=�Î�=�ËeÎ�=�Ê�C�ÎeÊ�Ó =¶C�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ `�j
� õ§��ùeóqê�ëqê��Aè��4ñFóAëAèAóAù � ê�ìAì���cuIv)wyxkzy{4|¾�P~ nXèAø�õBëAè�����õBò4ù����Aè·ëqê ý ù�ðAñ��Bï��fóAëAèAøAð¼ï�÷qù d � ÷¼õ	��ðqî ÷qè��4è¯ì¼ïðqî ìqî#"AìAù ý ï�ðqê�%gìqî&���4ñ­éVùeìAøAíqî 
Y��4�

y1 = tg x, y2 = ctg x, x ∈
[
0, π2

] �
� � y1 = sin 2x, y2 = sinx cosx, x ∈ R

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�
�q� ����øqî>ðAñ4øAè tg x

ctg x = tg2 x � ��õ ý ï�÷oï�ìqî�éVùeìAøAíqî 
iðqî>ìqî#"Aìqõ�ìqê ý ï�ðqê�%gìqî�ì¼ï[
0, π2

] c
� � niî ÷qìqõBôJê�ìAì�h sin 2x

sin x cosx = 2 � õ��	%´ê � éVùeìAøAíqî 
 y1
�Bï

y2
ðqî>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê5�%gìAîzc

uIv)wyxkzy{4|m�q~ m´õ	��ðqî ÷qè��4è¯ì¼ïJðqî>ìqî#"AìAù ý ï�ðqê�%gìqî&���4ñ�éVùeìAøAíqî 


y1(x) =

{
0,

h�ø � õ x ∈
[
0, 1

2

]
;(

x− 1
2

)2
,
h�ø � õ x ∈

(
1
2 , 1
]
;

y2(x) =

{ (
x− 1

2

)2
,
h�ø � õ x ∈

[
0, 1

2

]
;

0,
h�ø � õ x ∈

(
1
2 , 1
]
.

�n��'D�P( * '�#��º� *4� N õ ý ö_ð�h�ìqê�ú�õ�ðqî>ìqî#"AìAù§ø�õ4úe74î>ì¼ï�íqî#� α1y1+α2y2 = 0
c�37ø � õ

x ∈
[
0, 1

2

] � ��õ­÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ α2y2 = 0 � ïZ��õ4ú|ù
α2 = 0

c)[
ï­ò�î ÷qëqî ý øAù (1
2 , 1
]

ú�ïBû�ú�õ
α1y1 = 0 � ý ò�î ÷qøAè α1 = 0

c	���	%´ê � y1(x) � y2(x) ü ðqî>ìqî#"AìqõVìqê ý ï�ðqê�%gìqîì¼ï
[0, 1] � ÿeõ��¼ïJò4ëqõBì���øqîbï�ì W [y1, y2] ≡ 0

ì¼ï
[0, 1]

c
uIv)wyxkzy{4|r�f~ kTê�ëqê�ò�î>ëAè��4è �4� õféVùDìAøAíqî 
 y1 = x2 � y2 = x5 ù��4ò�õBë������4ñ

8 0 N ÷¼ê�h�øDõBö�õ � � N ÷qëAùDö�õBö�õ óqõBë(hD÷qøAù�c N õ ý ò�� h ý ï��4èÂ÷qð�h íAñBõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
ý ï�÷oï2�Aù�`TõBôJî ý óqõ��¼ï��4øDõBò4èqú¿è·ùDú�õBòeïBú|è y(1) = 1 � y′(1) = −2

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�÷oï�ìqîqéVùeìAøAíqî 
ÈûXìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõV÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìAèqú¿èf÷qò�î#�qîzc

nXè ý ì¼ï2�AìAèAøsnXëqõBì���ñ4øDõBö�õ

W [y1, y2] =

∣∣∣∣∣
x2 x5

2x 5x4

∣∣∣∣∣ = 3x6 6≡ 0.

�t�	%´ê � éVùDìAøAíqî 
 y1 � y2
ú�õ2%gù �4ñgù��4ò�õBë��7òeï��4èr8 0 N ÷¼ê�h�ø�õBö�õ � � N ÷qëAùDö�õBö�õ

óqõ�ë(hD÷qøAù � ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è�h�øDõBö�õfûVìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìAèqú|è�éVùeìAøAíqî;hAú¿è¯óAëAè x 6= 0
c

[§ê�ú�ïBûXóqõ��4ëqê�7Bè@��øAð¼ï�÷oï��4èFëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ÷¼õ	��è��4ñ ý ï�óAè���ï��4èo"qõBö�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"ëqõ ý ò�� h ý õBø y = C1x
2 +C2x

5 � ÷¼ê C1 � C2 ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqîq���4ï�ðqîzc�` õ	7 ý ï�÷¼õBò�õBðAñ��ìAè+�4èÀóqõ��¼ï��4øDõBò�î�ùDú�õBò4è
C1 + C2 = 1

�4ï
2C1 + 5C2 = −2

ìqê�õ	7�ÿ�î ÷qìqõ�óqõ��



` p : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ�Ü�Û�pVÛ	ôo?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�=³Ü
øAðqï����4è

C1 = 7
3 � C2 = −4

3

c)�t�	%Jê � ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4úâóqõ	���Bï�ò4ðqê�ìqõ�
 ý ï�÷oï2�qî"`TõBôJîûVéVùDìAøAíqî;h
y = 7

3x
2 − 4

3x
5 cuIv)wyxkzy{4|·�4~ m´õBò�ê����4è �q� õ­éVùDìAøAíqî 
 y1 = x � y2 = ex � y3 = x2 ù��4ò�õ��

ë��t���4ñZ8 0 N ÷¼ê�h�øDõBö�õ � � N �4ëqê��4ñ�õBö�õfóqõBë(hD÷qøAù�c
�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�÷oï�ìqî¼éVùeìAøAíqî 
q�4ëAè��qîAìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõT÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìqîzc+nXè+�

ý ìqï2�AìAèAøsnXëqõBì���ñ4øDõBö�õ

W [y1, y2, y3] =

∣∣∣∣∣∣∣

x ex x2

1 ex 2x

0 ex 2

∣∣∣∣∣∣∣
= ex

[
(x− 1)2 + 1

]
6= 0, x ∈ R.

����%Jê � {y1, y2, y3}
û°8 0 N ÷qð�h � � N � h�ø�êTú�õ2%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è·ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

det




x ex x2 y

1 ex 2x y′

0 ex 2 y′′

0 ex 0 y′′′


 = 0,

ï�7Bõ � óqî&��ð�h�ëqõ ý øAð¼ï�÷oï�ìAì�h ý ïgõ	���Bï�ìAìqî�úR����õBò4óAíqê�ú�îP��ø�õBëqõ��qê�ìAì�h�ì¼ï
ex �

(x2 − 2x+ 2)y′′′ − x2y′′ + 2xy′ − 2y = 0.

uIv)wyxkzy{4|!�k~)� ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
x2y′′′ − 3x2y′′ + 6xy′ − 6y = 0,

h�ø � õgò�î ÷¼õ4ú¿îÈ÷qòeïO"qõBö�õ§�¼ï����4èAìAìqî�ëqõ ý ò�� h ý øAè y1 = x2 � y2 = x3 c

�n��'D�P( * '�#��º� *4���B��øqî>ðAñ4øAè
W [y1, y2] =

∣∣∣∣∣
x2 x3

2x 3x2

∣∣∣∣∣ = x4 6= 0
óAëAè

x 6= 0 ���õJëqõ ý ò�� h ý øAè y1 � y2
ðqî>ìqî#"Aìqõfìqê ý ï�ðqê�%gìqî ì¼ï R

c
k§õ�7Bù�÷qù�û�ú�õ��4ëqê���î#"Àëqõ ý ò�� h ý õBø y3 ü ðqî>ìqî#"Aìqõ�ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�" ý ëqõ ý ò�� h ý ø�ï��ú|è
y1 � y2

c(m§ð�h­íAñBõBö�õ ý ìAè ý èqú�õgóqõBë6hD÷¼õBø¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ï
÷¼õBóqõ4ú�õBö�õ�� ý ïBú¿î>ìAè
y = y1

∫
u dx � ÷¼ê u = u(x) ü ìqõBòeï éVùeìAøAíqî;h ï�ëAö�ù�ú¿ê�ì��4ù

x
c'm
î&���4ï�ìqê�ú¿õ

ëqî ò4ì�h�ìAì�h
u′′ + 3

xu
′ = 0

cP�B��øqî>ðAñ4øAè
y2 = x3 û
ëqõ ý ò�� h ý øDõ4úâò4è�ÿAî ÷qìqõBö�õ�ëqî>ò��

ì�hDìAì�h � ��õ u =
( y
x2

)′
= 1 ü ëqõ ý ò�� h ý õBøÀóqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìqõBö�õ¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc � ëAù �Aìqõ

ý ï�����õ	��ùDòeï��4èþéTõBëqú¿ù�ðAù���74ê�ð�h
u =

∫
e−

∫
3
x
dxdx+ C2 =

C1

2x2
+ C2.



§ g2³ Äk×²=bÎ�=bË�Î�= Ê�C�ÎDÊ#Ó =UC�Î�=�Ó =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ `�o
� � õ��	%Jê � ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï�ìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷

y = C1x+ C2x
2 + C3x

3.

m´õ���ðqî ÷qè��4è·ì¼ï´ðqî>ìqî#"AìAù ý ï�ðqê�%gìqî&���4ñ�éVùDìAøAíqî 
�òFõ	7Bð¼ï�����î4
bÿ­ò4è ý ì¼ï��qê�ìAì�hP�«k­+©�ç
y1 = x, y2 = 2x, y3 = x2.«k­�ª�ç
y1 = x2, y2 = x · |x|.«k­�«�ç
y1 = sinx, y2 = cosx, y3 = cos 2x.«k­ ¬ ç
y1 = 5, y2 = cos2 x, y3 = sin2 x.«k­�­�ç
y1 = cosx, y2 = cos(x+ 1), y3 = cos(x− 2).«k­�®�ç
y1 = x, y2 = aloga x.«k®�¯ ç
y1 = 1, y2 = arcsinx, y3 = arccosx.«k®Èæ¼ç
y1 = 2π, y2 = arctg x

2π , y3 = arcctg x
2π .

«k®�M�ç
y1 = e−

ax2

2 , y2 = e−
ax2

2 ·
x∫

0

e
aξ2

2 dξ.

«k®�c�ç
y1 = x, y2 = x

1∫

x0

eξ

ξ2
dξ, x0 > 0.

`§õ�ëAè����4ù ���Aè���ñ ò4è ý ì¼ï��AìAèAø�õ4ú�¢ ë¼ïBú�ï � ÷¼õBò�ê����4è �°� õ ý ï�÷oï�ìqî@��è�����ê�ú|è
éVùeìAøAíqî#"·ðqî>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê�%gìqîl�«k®+©�ç

y1 = x, y2 = 2x, x ∈ R.«k®�ª�ç
y1 = 1, y2 = sin 2x, y3 = (sinx− cosx), x ∈ (−π, π).«k®�«�ç
y1 = 3, y2 = sin2 2x, y3 = cos2 2x.

� ì¼ï�"��4è ò4è ý ì¼ï2�AìAèAøïnXëqõBì���ñ4øDõBö�õÏ��ò4ëqõBì���øqîbï�ì4�·÷qð�häò4ø�ï ý ï�ìAè�ÿ-��è�����ê�ú
éVùeìAøAíqî#")�
«k® ¬ ç

y1 = x, y2 = 1
x .

«k®k­�ç
y1 = e−x, y2 = xe−x.«k®�®�ç

y1 = arccos xπ , y2 = arcsin x
π .

¬ ¯k¯ ç
y1 = x, y2 = lnx.

k§õ�øAï ý ï��4è ��� õ ý ï�÷oï�ìqîoéVùeìAøAíqî 
 y1(x)
�4ï

y2(x)
ðqî>ìqî#"Aìqõ
ìqê ý ï�ðqê�%gìqî � ï�
bÿò4è ý ì¼ï2�AìAèAøsnXëqõBì���ñ4øDõBö�õg÷¼õBëqî>ò4ì��VûTìAù�ð��O�
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¬ ¯�æ¼ç

y1(x) =

{
x2,

h�ø � õ x ∈ [−1, 0],

0,
h�ø � õ x ∈ (0, 1];

y2(x) =

{
0,

h�ø � õ x ∈ [−1, 0],

x2,
h�ø � õ x ∈ (0, 1].

¬ ¯kM�ç
y1(x) =

{
0,

h�ø � õ x ∈ [0, 2],

(x− 2)2,
h�ø � õ x ∈ (2, 4];

y2(x) =

{
(x− 2)2,

h�ø � õ x ∈ [0, 2],

0,
h�ø � õ x ∈ (2, 4].

¬ ¯kc�ç
y1(x) =

{
x3,

h�ø � õ x ∈ [−2, 0],

0,
h�ø � õ x ∈ (0, 1];

y2(x) =

{
0,

h�ø � õ x ∈ [−2, 0],

x2,
h�ø � õ x ∈ (0, 1].

¬ ¯�©�ç niî ÷¼õ4ú�õ �q� õ�÷qð�hÀéVùeìAøAíqî#" y1(x), y2(x), . . . , yn(x)
ò4ëqõBì���øqîbï�ìÀ÷¼õBëqî>ò��

ì��7ûfìAù�ð�� òT��õ��Aíqî
x0

î�ò�î ÷¼ú¿î>ìAìAè�" ò�î ÷ ìAù�ð�h òT��õ��Aíqî
x1
c��Vè ú�õ2%gì¼ïT��ù��

÷qè+�4è óAëqõ�ðqî>ìqî#"AìAù ý ï�ðqê�%gìqî&���4ñ6��ìqê ý ï�ðqê�%gìqî&���4ñ �VíAè�ÿþéVùDìAøAíqî#" ì¼ïFò�î ÷qëqî ý øAù
[x0, x1] �¬ ¯kª�ç nXè ý ì¼ï��AìAèAøZnXëqõBì���ñ4ø�õBö�õ§÷qð�hféVùDìAøAíqî#"

y1(x), y2(x), . . . , yn(x)
÷¼õBëqî>ò��

ì��7û
ìAù�ð�� ÷qð�h·ò���î ÿ
x ∈ I

c4�Vè�ú¿õ�%gù��4ñ­íqî�éVùeìAøAíqî 
]7Bù �4èþðqî>ìqî#"Aìqõ�ìqê ý ï�ðqê5�%gì�èqú¿è � � î>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê�%gìAèqú|è � [§ï�ò�ê����4è¯óAëAèAøAð¼ï�÷qè c
¬ ¯k«�ç ` õVú�õ2%gì¼ïB��ø�ï ý ï��4èfóAëqõ7ò4ëqõBì���øqîbï�ìFéVùDìAøAíqî#" y1(x), y2(x), . . . , yn(x) �h�ø � õgò�î ÷¼õ4ú¿õ ��� õ���4� éVùDìAøAíqî 
|ðqî>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê�%gìqî �� � éVùeìAøAíqî 
|ðqî>ìqî#"Aìqõgìqê ý ï�ðqê�%gìqî �¬ ¯ ¬ ç 8
ùDìAøAíqî 


y1 = x � y2 = x5 � y3 = |x5| ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñÂëqî>ò4ì�h�ìAì�h
x2y′′−5xy′+5y = 0

c��Tè§û|íqî4éVùDìAøAíqî 
Dðqî>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê�%gìAèqú|è
óAëAè x ∈ (−1, 1) �niî ÷qóqõBò�î ÷qñ­ï�ëAö�ù�ú¿ê�ì���õBòeï�ìqõfóqõ�h���ìAè��4è c
¬ ¯k­�ç mJï�ìqõO�qõ��4èAëAè�ëqõ ý ò�� h ý øAè¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′′ + xy = 0

c+niî ÷¼õ4ú�õ �+� õ´ö�ë¼ïBéTî �øAè¯íAè�ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òf÷¼õ��4èAøAï����4ñ��@hþõ�÷qèAì¯÷¼õfõ�÷qìqõBö�õfòFõ�÷qìqî#"T��õ��Aíqîzc 0 øqî>ðAñ4øAè
ðqî ìqî#"Aìqõfìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ·ú¿õ�%´ê�7Bù��4èT��ê�ëqê�÷·íAè�ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò �¬ ¯k®�ç m´õBò�ê����4è � � õÖh�ø � õ
÷qòeï§ëqõ ý ò�� h ý øAè­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0



§ g�Ð Äk×²=�Î�=�ËeÎ�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ n | A�Ê�?DÊ#Ó�Þ C�Ï�D�µ�= Ô1Õ7Ç�Ì�Û4ÉXÛFÏ�Ê�Íb;)=&<�=}0�ÎeÕ7Ç�ÉXÛ `�i
ý ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìAèqú¿è�ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|èâú�ï����4ñÀú�ï�ø ��èqú¿ùDú óAëAè�õ�÷qìqõ4ú¿ù¨"\��õ4ú|ù
��ï�ú�õ4ú|ù ý ì¼ï2�qê�ìAìqî x � ��õgò�õBìAè¯ðqî>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê�%gìqîzc¬ æ�¯ ç 37ø�õBö�õþóqõBë(hD÷qøAù � � N ú�õ2%Jê�ú�ï��4è!�qõ��4èAëAèÂëqõ ý ò�� h ý øAèÂì¼ïþî>ì���ê�ëAòeï�ðqî
(−1, 1)

�
y1 = x2 − 2x+ 2; y2 = (x− 2)2; y3 = x2 + x− 1; y4 = 1 − x?

� ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqî�ëqõ ý ò�� h ý øAèÀëqî>ò4ì�h�ìAñ � ý ï�����õ	��õBò4ù����Aè éTõBëqú|ù�ðAùÆ��74ê�ð�h
ï�7Bõ$
Y
�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAì�h ^ d2_ � ý ï�òB÷oï�ìAì�h a(c f�j�aø�
¬ æqæ¼ç

y′′ + 2
xy

′ + y = 0; y1 = sinx
x .¬ æ M�ç

y′′(cosx+ sinx) − 2 cosxy′ + (cosx− sinx)y = 0, y1 = cosx.¬ æ c�ç
y′′′ + 4x−3

x(2x−1)y
′′ − 2

x(2x−1)y
′ + 2

x2(2x−1)
y = 0, y1 = x, y2 = 1

x .N î ò4ì�h�ìAì�hT¬ æ�© . ¬ æ+ª ú�ï����4ñJëqõ ý ò�� h ý øAè­ùfò4èAö�ð�hD÷¼îÈú¿ìqõBö�õ��Aðqê�ì¼ïgc � ì¼ï�"��4è8 0 N ÷qð�h­íAè�ÿ­ëqî>ò4ì�h�ìAñ��
¬ æ�©�ç

(x− 1)y′′ − (x+ 1)y′ + 2y = 0.¬ æ ª�ç
x2(2 lnx− 1)y′′ − x(2 lnx+ 1)y′ + 4y = 0.

0 ø�ð¼ï����4è � � N h�ø�õ4ú¿õBö�ïJìAè�%§�qõBö�õgóqõBë(hD÷qøAù � h�ø�êTú�ïBûB�Bï�øqî�ëqõ ý ò�� h ý øAè)�¬ æ «�ç
y1 = 1, y2 = cosx.¬ æ ¬ ç
y1 = x, y2 = ex.¬ æ ­�ç
y1 = 3x, y2 = x− 2, y3 = ex + 1.¬ æ ®�ç
y1 = x, y2 = x3, y3 = |x3|.¬ M�¯ ç
y1 = x2 − 3x, y2 = 2x2 + 9, y3 = 2x+ 3.

§ 13. ЛIНIЙНI РIВНЯННЯ п-ГО ПОРЯДКУ
ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

æ¼ç m§ð�h­ëqõ ý ò�� h ý ï�ìAì�h � � N ý î)���Bï�ðAèqú¿è¯øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��BïBú¿è
a0y

(n) + a1y
(n−1) + . . .+ an−1y

′ + any = 0, (13.1)
÷¼ê

ai ∈ R (i = 0, n) � y(n) = dny
dxn � ìqê�õ	7�ÿ�î ÷qìqõs��øAð¼ï����4èÀÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��Aìqê

ëqî ò4ì�h�ìAì�h
a0λ

n + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0 (13.2)
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î ý ì¼ï�"��4è n

"qõBö�õgø�õBëqê�ìqî>òfì¼ï�÷·óqõBðqê�ú
C
c

0 �BëAùDø��4ùeë¼ï�8 0 N ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd8jgced�� � ï�õ��	%Jê � î�"qõBö�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"gëqõ ý ò�� h ý õBø
ý ï�ðqê�%gï��4ñFò�î ÷X�4èAóAù­øDõBëqê�ìqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd8jgc a	�5�

æ¼çnæ¼ç l]��îÈøDõBëqê�ìqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hm�wd8jgc a	��÷¼î#"���ìqîP�BïJëqî ý ìqî¦��øAë¼ï��4ìqî øDõBëqê�ìqî�ò�î ÷k��ù���4ìAîU�\c�p�õ�÷¼î�8 0 N ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd8jgced��iû��
y1 = eλ1x, y2 = eλ2x, . . . , yn = eλnx; (13.3)

ï$"qõBö�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBøþú�ïBûVò4èAö�ð�hD÷��
y = C1e

λ1x + C2e
λ2x + . . .+ Cne

λnx. (13.4)

æ¼ç¶M�ç l¦��î�øDõBëqê�ìqîXëqî>ò4ì�h�ìAì�hK�wd8jgc a	�§ëqî ý ìqî � ï�ðqêI��ê�ëqê�÷�ìAè�ÿ ûføDõ4ú¿óAðqê�ø ��ìqîzc
p|ï�ø � ìqê�ÿDï�" λ1 = a + ib ü øDõ4ú¿óAðqê�ø ��ìAè�"Àø�õBëqî>ìAñ­ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õ¯ëqî>ò��ì�hDìAì�h � ��õ�÷¼î λ2 = a − ib

�4ï�øDõ�%à7Bù�÷¼ê
øDõBëqê�ìqê�ú íAñBõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h � õ	��øqî>ðAñ4øAè"qõ�ö�õgø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è·÷¼î#"���ìqîzc
j èAú ÷qò�õ4ú ø�õ4ú|óAðqê�ø+��ìAèqú øDõBëqê�ì�hAú ò�î ÷qóqõBò�î ÷oï����4ñ ÷qòeï ø�õ4ú|óAðqê�ø+��ìqî

ðqî ìqî#"Aìqõ ìqê ý ï�ðqê�%gìqîX�¼ï����4èAìAìqî¯ëqõ ý ò�� h ý øAè ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd8jgced��
yC
1 = eλ1x �

yC
2 = eλ2x � ï�74õ ÷qòeï ðqî>ìqî#"Aìqõ ìqê ý ï�ðqê�%gìqî�÷¼î#"���ìqîs�¼ï����4èAìAìqî ëqõ ý ò�� h ý øAè
yR
1 = eax cos bx � yR

2 = eax sin bx � h�øqî�õ��4ëAèqú|ù ���4ñ��@h ý yC
1 � yC

2 ý ïþ÷¼õBóqõ��ú¿õBö�õ��äéTõBëqú¿ù�ðTÕ¦"Aðqê�ë¼ïgc
nXèAóAè���ï�ò4ô´èfðqî>ìqî#"AìqõVìqê ý ï�ðqê�%gìqî��¼ï����4èAìAìqîAëqõ ý ò�� h ý øAè �	� õVò�î ÷qóqõBò�î ÷oï����4ñî>ì�ô´èqúm��óAë(h+%´ê�ìAèqú ó¼ï�ë¼ïBú ø�õ4ú|óAðqê�ø+��ìAè�ÿFøDõBëqê�ìqî>ò´ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õJëqî>ò��

ì�hDìAì�h � õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õI8 0 N ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd8jgced��\c
� î ìqî#"Aì¼ïÀøDõ4ú¦74î>ì¼ï�íqî;h�éVùDìAøAíqî 
 ý 8 0 N ý ÷¼î#"���ìAèqú¿è øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��BïBú¿è

Ci
(i = 1, n)

÷oïBû ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�hï�wd8jgced��\c,kTëAè íAñBõ4ú|ù � øDõ��ëqê�ì��
λ1,2 = a ± ib

ù éTõBëqú|ù�ðqî ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAù ò�î ÷qóqõBò�î ÷oï��4èqú|ù �4ñ
÷¼õ�÷oï�ìAøAè¯ò4èAö_ð�hD÷qù

eax (C1 cos bx+ C2 sin bx) � ï
ó¼ï�ëqîP��ù ��õJù�h�ò4ìAè�ÿ�ø�õBëqê�ìqî>ò
λ1,2 = ±ib ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd8jgc a	� ü ��ù�ú�ï

C1 cos bx+ C2 sin bx
c

æ¼ç¶c�ç 0 ê�ëqê�÷ ø�õBëqê�ìqî>ò ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ûäøAë¼ï��4ìqîzcT[§ê5�
ÿDï�"

λ1 ü ÷¼î#"���ìAè�" øDõBëqî>ìAñäëqî>ò4ì�h�ìAì�h)�wd8jgc a	�ÀøAë¼ï��4ìqõ	����î
k
c~s§õ4ú|ù ò�î ÷qóqõ��

ò�î ÷oï����4ñ
k

ðqî>ìqî#"Aìqõ ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿÌ�¼ï����4èAìAìAè�ÿ ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò y1 = eλ1x �
y2 = xeλ1x, . . . , yk = xk−1eλkx � h�øqîiùDò�î#"�÷qù��4ñ ÷¼õ68 0 N � ï�õ��	%´ê � ù éTõBë+�
ú|ù�ðAî ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAù ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÒ�wd8jgced��føDõBëqê�ì��

λ1
ò�î ÷qóqõBò�î ÷oï��4èqú�ê

7BðAõBø
eλ1x

(
C1 + C2x+ . . .+ Ckx

k−1
)
.
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λ1 = a+ ib ü ø�õ4ú|óAðqê�ø+��ìAè�"þøDõBëqî>ìAñ � øAë¼ï��4ìqî&���4ñ�h�ø�õBö�õg÷¼õBëqî>ò��ì��7û
k � ��õ�ø�õBëqê�ìqê�ú-��î�û�
�% øAë¼ï��4ìqõ	����î^÷qð�h�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h �wd8jgc a	�O7Bù�÷¼ê��4ï�øDõ�%

λ2 = a− ib
c

k
ï�ëqî
λ1,2 = a ± ib

ò�î ÷qóqõBò�î ÷oï����4ñ
2k

÷¼î#"���ìqõ ý ì¼ï��AìAè�ÿ ðqî>ìqî#"Aìqõ�ìqê ý ï�ðqê5�%gì�è�ÿ��¼ï����4èAìAìAè�ÿ¯ëqõ ý ò�� h ý øqî>òfëqî>ò4ì�h�ìAì�hm�wd8jgced��Xò4èAö_ð�hD÷qù
eax cos bx, xeax cos bx, . . . , xk−1eax cos bx;

eax sin bx, xeax sin bx, . . . , xk−1eax sin bx.

l éTõBëqú¿ù�ðqî ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õ§ëqõ ý ò�� h ý øAù´ëqî>ò4ì�h�ìAì�hT�wd8jgced���íqî#"gó¼ï�ëqîAò�î ÷qóqõBò�î ÷oïBû
7BðAõBø

eax
(
C1 + C2x+ . . .+ Ckx

k−1
)

cos bx+

+ eax
(
Ck+1 + Ck+2x+ . . .+ C2kx

k−1
)

sin bx.

����%Jê � ò4èAóAè���ï�ò4ô´è¯ðqî>ìqî#"Aìqõgìqê ý ï�ðqê�%gìqîP�¼ï����4èAìAìqî�ëqõ ý ò�� h ý øAè ��� õJò�î ÷qóqõ��ò�î ÷oï����4ñ­óAëqõ	���4èqúâî�øAë¼ï��4ìAèqú ø�õBëqê�ì�hAúÒ��h�ø·÷¼î#"���ìAèqú � �Bï�ø î ø�õ4ú|óAðqê�ø+��ìAèqú]�ÿDï�ëqï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � õ��4ëAèqú�ïBû�ú�õ68 0 N ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd8jgced��´îÎ"qõBö�õ
ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø cM�ç m
ð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�h ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAù � [ N ÷¼õ	��è��4ñ � øAëqî�ú ý ï��ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õþëqõ ý ò�� h ý øAù ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõBö�õ � � N � ý ì¼ï�"��4èm"m�¼ï����4èAìAìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø� [ N �³÷qèAòºc § d�d��\c[
ï�"��¼ï�����î>ôJêV÷qð�h ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�hX�¼ï����4èAìAìqõBö�õfëqõ ý ò�� h ý øAù � [ N

L[y] = f(x) (13.5)

ý ï�����õ	��õBò4ù ���4ñ@�4ï�øqî�ú�ê���õ�÷qè c
M�çnæ¼ç � 	���� H ��#��
��#�,º�û) H ���D�&1�.��� +Ê ���
#21º  Ê� ��K	��
� H QW#�/«�(#D�+½ #'&Vò4èAø�õBëAè+�

���4õBò4ù�û��4ñ��@h ÷qð�hÀ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõ�
^ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ�
7éVùeìAøAíqî 

f(x)

î�óqõBð�h�ö�ïBûFòT��õ4ú¿ù �
� õO�¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø � [ N �wd8jgc o	�iô´ùeøAï����4ñgù­éTõBëqú�î

ỹ = C1(x)y1 + C2(x)y2 + . . .+ Cn(x)yn, (13.6)

÷¼ê {y1(x), y2(x), . . . , yn(x)} ü 8 0 N ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõBö�õ­ðqî>ìqî#"AìqõBö�õ­õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õ
ëqî ò4ì�h�ìAì�hº�wd8jgced�� � Ci(x) ü ìqê�ò�î ÷¼õ4ú�î�éVùeìAøAíqî 
 � h�øqî�ú�õ2%gì¼ï ý ì¼ï�"��4è � ëqõ ý ò�� h �
ý ï�ò4ô´èT��è�����ê�ú¿ù
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



C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0;

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . .+ C ′

ny
′
n = 0;c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c

C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−2)
n = 0;

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = a−1

0 f(x)

(13.7)

ò�î ÷qìqõ	��ìqõ
C ′

1, C
′
2, . . . , C

′
n

î§óAëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùeòeï�ò4ô´è õ��4ëAèqú�ï�ìqîT÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqî
ëqî ò4ì�h�ìAì�h¯ò4èAö_ð�hD÷qù dCi

dx = ϕ(x) � i = 1, n
c

M�ç¶M�ç � 	��
� H �
	��� +'��
#���	��� +Ê $6��	 � �U,º�-*��������·�lQT[Ö`°�´ò4èAøDõBëAè�����õBò4ù�û��4ñ��@h
ðAè�ôJê���õ�÷¼î � øDõBðAè f(x)

ûVøAòeï ý î�ú|ìqõBö�õ��Aðqê�ìqõ4ú � ��õ	7���õ
f(x) = eσxPm(x),

÷¼ê
σ ∈ C � Pm(x) ü ú¿ìqõBö�õ��Aðqê�ì m ��ö�õ§����ê�óqê�ì�hTc N î>ò4ì�h�ìAì�h¾�wd8jgc o	��ëqõ ý ò�� h ý ù�����Bñ ý ïJéTõBëqú¿ù�ðqõ��

y = xsQm(x)eσx, (13.8)
÷¼ê

Qm(x) ü ú|ìqõBö�õ��Aðqê�ì���õBö�õ!��ïBú¿õBö�õ óqõBë(hD÷qøAù ��� õm"
Pm(x) � ��î>ðAñ4øAè ýìqê�ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAèqú|èÀøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��BïBú¿è � �Aè���ðqõ s = 0 � h�ø � õ σ ìqêJû§ø�õBëqê�ìqê�ú�ÿDï��

ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd8jgc a	� � h�ø � õ σ ü ø�õBëqî>ìAñfëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd8jgc a	� � ��õ
s
÷¼õBëqî>ò4ì��VûB"qõBö�õgøAë¼ï��4ìqõ	����îzc
` õ�7 ý ì¼ï�"��4è øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4èäú|ìqõBö�õ��Aðqê�ì¼ï

Qm(x) � óqõ��4ëqî&7Bìqõ�ëqõ ý ò�� h ý õBø�wd�jgc 9 ��óqî ÷k���Bï�ò4è��4è�ùfëqî>ò4ì�h�ìAì�hÆ�wd8jgc o	��îoóAëAèAëqî>ò4ì�h+�4è�øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è�óAëAè­óqõ�÷¼î �
7Bì�è�ÿ­÷¼õ�÷oï�ìAøAï�ÿ�ðqî>ò�õ�
|îÈóAë¼ï�ò�õ�
f�¼ï����4èAì c

3Vø � õ�óAë¼ï�òeïI�¼ï����4èAì¼ï�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h!�wd8jgc o	�7ûJéVùeìAøAíqî�û��Ï��óqê�íqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ�ò4è+�
ö_ð�hD÷qù � ��õ	7���õ

f(x) = eαx (Pm(x) sinβx+Kl(x) cosβx) ,

÷¼ê
Pm(x) � Kl(x) ü ú|ìqõBö�õ��Aðqê�ìAè m

��ö�õFî
l
��ö�õ@����ê�óqê�ì�� ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ � ��õo�¼ï��

���BèAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd8jgc o	�Xô´ùDø�ïBû�ú¿õgù�ò4èAö_ð�hD÷¼î
y = xseαx (Rk(x) sinβx+Qk(x) cosβx) , (13.9)

÷¼ê
s
÷¼õBëqî>ò4ì��Vû�øAë¼ï��4ìqõ	����îÈøDõ4ú¿óAðqê�ø ��ìqõBö�õO�Aè���ð¼ï

α+ iβ � h�ø�øDõBëqê�ì�hFÿDï�ë¼ï�ø+���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�hR��h�ø � õ�íqêO�Aè���ðqõ�ìqêfûJøDõBëqê�ìqê�ú ëqî>ò4ì�h�ìAì�hR�wd8jgc a	� �
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��õ

s = 0
� � k = max{m, l} � Rk(x) î Qk(x) ü ú¿ìqõBö�õ��Aðqê�ìAè k ��ö�õ´óqõBë6hD÷qøAù ýìqê�ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAèqú|èþøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��BïBú¿è cM�ç¶c�ç � 	��
� H ���ÈJ!��L!� ý ì¼ï�ÿeõ�÷ºh+�4ñX�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø � [ N �wd8jgc o	� ýìAù�ðAñ�õBò4èqú¿è¯óqõ��¼ï��4ø�õBò4èqú|è·ù�ú¿õBòeïBú¿è

y(x0) = y′(x0) = . . . = y(n−1)(x0) = 0, x0 ∈ I.

3Vø � õ­òm�wd8jgc o	�
a0 ≡ 1 � f(x) ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ï­ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ï¯ì¼ï I éVùDìAøAíqî;h ���õJëqõ ý ò�� h ý õBø � [ N �wd8jgc o	�iú¿õ�%gì¼ïJô´ùeøAï��4è¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

ỹ =

x∫

x0

K(x, ξ) f(ξ) dξ, (13.10)

÷¼ê
x0 ∈ I � K(x, ξ) ü � ���º$�,º�&*OJ!��L!��c�kTëAè
ø�õ2%gìqõ4ú¿ù§éTî>ø+��õBòeï�ìqõ4ú|ù ý ì¼ï��qê�ìAìqîó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë¼ï

ξ ∈ I
ò�õBì¼ï´û7ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú � � N

L[y] = 0
î ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAûVù�ú¿õBò4è

K(x, ξ)|x=ξ = K′
x(x, ξ)|x=ξ = . . . = K

(n−2)
x (x, ξ)

∣∣∣
x=ξ

= 0,

K
(n−1)
x (x, ξ)

∣∣∣
x=ξ

= 1.
(13.11)

3Vø � õ {y1, y2, . . . , yn}
û$8 0 N � � N �wd8jgced�� � ��õ K(x, ξ)

ú�õ2%gì¼ï ý ì¼ï�"��4èùFò4èAö�ð�hD÷¼î

K(x, ξ) =

n∑

i=1

Ci(ξ) yi(x), (13.12)

÷¼ê
Ci(ξ) � i = 1, n � óqî ÷k7BèAë¼ï����4ñ��@h��Bï�ø �+� õ	7 ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ìAè��4è¯ù�ú¿õBò4è6�wd8jgced�d��\c
M�ç¶c�ç F,�º º��,º º� �����
	��º�
��'� �,º�û)6�
��'��P( * 'D$�����óqõBð�h�ö�ïBû�ò
��õ4ú¿ù ��� õ²�¼ï����4èAìAìAè�"ëqõ ý ò�� h ý õBø � [ N

L[y] =
m∑
i=1

fi
ûs��ù�ú¿õ��Ì�¼ï����4èAìAìAè�ÿ ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò�ëqî>ò4ì�h�ìAñ

L[yi] � i = 1,m
c�p�õ	7���õ

y = y1 + y2 + . . .+ ym � ÷¼ê L[yi] = fi
c

uIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y(5) + 2y = 0
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4� `§õBëqê�ìqî|ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
λ5 + 2 = 0 ý ì¼ï��"�÷qê�ú�õ ý ï � �@�6�Å��1º��E ���6#����(# � ��õ	7���õ

λk =
5
√

2

(
cos

π + 2kπ

5
+ i

π + 2kπ

5

)
, k = 0, 1, . . . , 4.
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Qþï�û�ú¿õ

λ1 = 5
√

2
(
cos π5 + i π5

)
(k = 0);

λ2 = 5
√

2
(
cos 3π

5 + i 3π
5

)
(k = 1);

λ3 = − 5
√

2 (k = 2);

λ4 = 5
√

2
(
cos 3π

5 − i 3π
5

)
(k = 3);

λ5 = 5
√

2
(
cos π5 − i π5

)
(k = 4).

m´î "���ìqõ ý ì¼ï2�AìAùT8 0 N ù �4ò�õBë������4ñFéVùeìAøAíqî 

y1 = e−

5√2 �
y2 = e

5√2 x cos π
5 sin

(
5
√

2x sin π
5

) � y3 = e
5√2 cos π

5 cos
(

5
√

2x sin π
5

) �
y4 = e

5√2 x cos 3π
5 sin

(
5
√

2x sin 3π
5

) � y5 = e
5√2 cos 3π

5 cos
(

5
√

2x sin 3π
5

)
.p�õ4ú|ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqúÂëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú�ò4è�ÿAî ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯û

y = C1y1 + C2y2 + . . .+ C5y5, Ci ∈ R.

uIv)wyxkzy{4|6�P~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′′ − 6y′′ + 9y′ = xe3x.

�n��'D�P( * '�#��º� *4���Tï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqêÀëqî>ò4ì�h�ìAì�h
λ3 − 6λ2 + 9λ = 0

ú�ïBû
øDõBëqê�ìqî

λ1 = 0 � λ2 = λ3 = 3
c

����%Jê � ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¯ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõBö�õ�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y = C1e

0·x + (C2x+ C3)e
3x = C1 + (C2x+ C3)e

3x, Ci ∈ R (i = 1, 2, 3).

�B��øqî>ðAñ4øAè óAë¼ï�òeï¨�¼ï����4èAì¼ï�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h û�øAòeï ý î�ú|ìqõBö�õ��Aðqê�ìqõ4ú � ï σ = 3û­øDõBëqê�ìqê�ú ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�øAë¼ï��4ìqõ	����î
k = 2 � ��õÆ�¼ï����4èAì+�

ìAè+"fëqõ ý ò�� h ý õBø y1
ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õ§ù´ò4èAö_ð�hD÷¼î��wd8jgc 9 � � ÷¼ê

s = 2 � m = 1 � σ = 3 � ��õ	7���õ ỹ = x2(Ax+B)e3x
c

k§î ÷k���4ï�ò4èAò4ô´è
ỹ
÷¼õJò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯îÈóqõBëqî>ò4ì������Aè¯ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqî�øDõ��

ê�éVî>íqî�û�ì��4è � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ��
0 ỹ =

(
Ax3 +Bx2

)
e3x �

+9 ỹ′ =
(
3Ax3 + (3A+ 3B)x2 + 2Bx

)
e3x �

−6 ỹ′′ =
(
9Ax3 + (18A+ 9B)x2 + (6A+ 12B)x+ 2B

)
e3x �
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1 ỹ′′′ =
(
27Ax3 + (81A+ 27B)x2 + (54A+ 54B)x+

+(6A+ 18B)) e3x;

x3 0 = 0 �
x2 0 = 0 �
x1 18A = 1 ⇒ A = 1

18

x0 6A+ 6B = 0 ⇒ A = −B cp|ï�øAèqú6�AèAìqõ4ú � ú�ïBû�ú¿õ A = 1
18 � B = − 1

18

c����	%´ê � ỹ = 1
18x

2(x− 1)e3x ü�¼ï����4èAìAìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø­ò4è�ÿAî ÷qìqõBö�õ´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ï y = y+ ỹ ü "qõBö�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"ëqõ ý ò�� h ý õBø cuIv)wyxkzy{4|!�q~ N õ ý ò�� h ý ï��4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ðqî>òeï@�¼ï����4èAì¼ï�h�ø�õBö�õ ý 74î>ö�ïBû5�4ñ���h ýðqî ò�õ��F�¼ï����4èAìqõ��äëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯óAëAèAøAð¼ï�÷qù a � ïJóAë¼ï�òeïO�¼ï����4èAì¼ïfûB��ù�ú¿õ��
y′′′ − 6y′′ + 9y′ = xe3x + e3x cos 2x.

�n��'D�P( * '�#��º� *4�Cm´ï�ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�häðqê�ö�øDõ î>ì���ê�ö�ëAù�û5�4ñ���h � h�ø � õ·��ø�õBëAè����Bï��
�4è���h óAëAèAìAíAèAóqõ4úä��ùeóqê�ëAóqõ ý èAíqî 
�ëqõ ý ò�� h ý øqî>òºcIQþïBû�ú¿õ

f1 = xe3x � õ��	%´ê
y1 = 1

18x
2(x − 1)e3x

�³÷qèAòºc�óAëAèAøAð¼ï�÷pa	�\c m
ð�h ò4è ý ì¼ï��qê�ìAì�h��¼ï����4èAìAìqõBö�õ
ëqõ ý ò�� h ý øAù ÷qð�h

f2 = e3x cos 2x
ò4èAø�õBëAè����BïBû�ú¿õ éTõBëqú|ù�ðAùK�wd8jgc `��\c�����øqî>ðAñ��

øAè
σ = 3 + 2i

ìqêTû�ø�õBëqê�ìqê�ú ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ��õ4ú¿ùFòX�wd8jgc `��
s = 0 � α = 3 � β = 2 � k = 0

c
����%Jê � �¼ï����4èAìAìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý óAë¼ï�ò�õ��Á�¼ï��

���BèAìqõ��
f2(x)

ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõg÷¼õX�wd8jgc `��iô´ùeøAïBû�ú�õJù�ò4èAö�ð�hD÷¼î
y2 = e3x (C cos 2x+D sin 2x) .

kTî ÷k���Bï�ò4èAò4ô´è
y = y2

ùÀëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′′ − 6y′′ + 9y′ = e3x cos 2x � ý ì¼ï�"�÷¼ê5�ú¿õ

C1 = − 3
52 � D = − 1

26

c]p|ï�øAèqúï�AèAìqõ4ú � ú�ïBû�ú¿õ ô´ùeøAï�ìAè�"·�¼ï����4èAìAìAè�"
ëqõ ý ò�� h ý õBø)�

y2 = e3x
(
− 3

52
cos 2x− 1

26
sin 2x

)
.

� ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõBö�õ � � N ì¼ïBú ò�î ÷¼õ4ú¿è�"º��óAëAèAøAð¼ï�÷ a	�5�
y = C1 + (C2x + C3)e

3x � õ��	%Jê � õ	���4ï���õ��Aìqõ�ú�ïBû�ú¿õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø



d2_ p : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ�Ü�Û�pVÛ	ôo?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�=³Ü
ò4èDÿAî ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y = y + y1 + y2
c

N õ ý ò�� h ý ï��4è � � N �¬ MÈæ¼ç
y′′ − 2y = 0.

¬ MkM�ç
y′′ − 6y′ + 8y = 0.¬ M�c�ç

y′′ − y′ − 2y = 0.
¬ M�©�ç

y(n) − y = 0.¬ M�ª�ç
y(4) − 5y′′ + 4y = 0.

¬ Mk«�ç
y(n) + y = 0.¬ M ¬ ç

y′′ + 4y = 0.
¬ Mk­�ç

y(4) − y = 0.¬ M�®�ç
y′′′ − y = 0.

¬ c�¯ ç
y(n) + 64y = 0.¬ cÈæ¼ç

y′′′ − 2y′′ + 9y′ − 18y = 0.
¬ ckM�ç

y′′ = 0.¬ c�c�ç
y′′′ + 8y = 0.

¬ c�©�ç
y(5) − 6y(4) + 9y′′′ = 0.¬ c�ª�ç

y(4) − y = 0.
¬ ck«�ç

4y′′ + 4y′ + y = 0.¬ c ¬ ç
y(5) − 10y′′′ + 9y′ = 0.

¬ ck­�ç
y(4) − 2y′′ + y = 0.

Ã $6#2'D���D$6#	�ºl ë¼ï ý î�ìqê�õ	7�ÿ�î ÷qìqõ	����î�øDõBëAè����4ùDòeï��4è��@hþéTõBëqú|ù�ðqõ��-Q¯ùeï�ò4ë¼ï
n
√
z = n

√
ρ

(
cos

ϕ± 2πk

n
+ i sin

ϕ± 2πk

n

)
,

÷¼ê
ϕ = arg z � ρ = |z| � k = 0, 1, . . . , n− 1

c

N õ ý ò�� h ý ï��4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú�ê���õ�÷¼õ4úäòeï�ëqîbï�íqî 
^÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�ÿ!���4ï�ðAè�ÿK�nú¿ê���õ�÷¼õ4ú
� ï�ö�ë¼ï�ì�%Jï��5�
¬ c�®�ç

y′′ + y = tg x.
¬ ©4¯ ç

y′′ + 3y′ + 2y = 1
ex+1 .¬ © æ¼ç

y′′ − y = 1
x .

¬ ©qM�ç
y′′ + y = 2 sec3 x.¬ ©4c�ç

y′′ + 4y = 1
cos 2x .

¬ ©k©�ç
y′′ − 2y′ + y = ex

x .¬ ©4ª�ç
y′′ − y′ = 2−x3

x3 ex.
¬ ©q«�ç

y′′ + y′ + 2y = 1
sinx .N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ô´ùeøAï����Aè��¼ï����4èAìAìqî ëqõ ý ò�� h ý øAèrQT[K`o�

¬ © ¬ ç
y′′ − y′ − 2y = 2ex − x2.

¬ ©q­�ç
y′′ + y′ = 3.¬ ©4®�ç

y′′ − 3y′ + 2y = sinx.
¬ ª�¯ ç

y′′ − y = 4ex.¬ ªÈæ¼ç
y′′ − 3y′ + 2y = x cosx.

¬ ªkM�ç
y′′ − 3y′ = e3x − 18x.¬ ª�c�ç

y′′ + 2y′ − 3y = x2ex.
¬ ª�©�ç

y′′′ − y′′ = 1 − 3x.



§ g�Ð Äk×²=bÎ�=bË�Î�=�Ó =³Ü�ÎBÞeÎ�Î4Þ n | A�Ê�?DÊ#Ó�Þ C�Ï�D�µ�= Ô1Õ7Ç�Ì�Û4ÉXÛFÏ�Ê�Íb;)=&<�=}0�ÎeÕ7Ç�ÉXÛ d2_�o
¬ ª�ª�ç

y′′ + y′ − 2y = 3xex.
¬ ªk«�ç

y′′ + 5y′ + 6y = 3.¬ ª ¬ ç
y′′ + y = 4 sinx.

¬ ªk­�ç
y′′ + y = 4ex.¬ ª�®�ç

y(4) − y = 4ex.Ã $6#2'D���D$6#	� 0 ø�õBëAè����Bï��4è���h éTõBëqú¿ù�ðqõ�� � ê�"�7Bìqî>í¼ï­÷qð�h n
�i
�óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
iò�î ÷À÷¼õ��

7Bù��4øAù4�
(u · v)(n) = u(n)v + C1

nu
(n−1)v′ + C2

nu
(n−2)v′′ + · · · + uv(n).

¬ «�¯ ç
y′′ + y = cosx+ cos 2x.

¬ «�æ¼ç
y′′ + y = 6 sin 2x.¬ «�M�ç

y′′ + 4y = sin 2x.
¬ «kc�ç

y′′ + y = sinx · cos 3x.[
ï�óAè���ï��4è ò4èAö�ð�hD÷Ï�¼ï����4èAìAìqõBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAù ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � øDõBëAè����4ù ���Aè���ñQT[K`Á���Aè���ðqõBò4è�ÿ ý ì¼ï2�qê�ìAñfø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò�ìqêVô´ùDø�ï��4è4�5�¬ «+©�ç
y′′ − y = xex sinx.¬ «�ª�ç
y′′ + y = x cosx.¬ «�«�ç
y′′ + y′ = e−x + 2x− 1.¬ « ¬ ç
y′′ + 7y′ + 10y = xe−2x cos 5x.¬ «�­�ç
y′′′ + y′ = sinx+ x cosx.¬ «�®�ç
y′′ − 2y′ + 5y = 2xex + ex sin 2x.¬k¬ ¯ ç
y′′ − 6y′ + 8y = 5xex + 2e4x sinx.¬k¬ æ¼ç
y′′′ − y′ = ex sinx+ 2x2.¬k¬ M�ç
y′′ + 4y = cosx · cos 3x.¬k¬ c�ç
y′′ − 6y′ + 13y = x2e3x − 3 cos 2x.¬k¬ ©�ç
y′′ − 2y′ + 2y = (x+ ex) sinx.¬k¬ ª�ç
y(4) + 5y′′ + 4y = sinx · cos 2x.¬k¬ «�ç
y′′ + 4y = x2 sin2 x.¬k¬�¬ ç
y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = ex(sinx+ x cosx).¬k¬ ­�ç
y′′′ − 2y′′ + 4y′ − 8y = e2x sin 2x+ 2x2.¬k¬ ®�ç
y′′ − 8y′ + 20y = 5xe4x sin 2x.¬ ­�¯ ç
y′′ − 2y′ + y = 2xex + ex sin 2x.
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¬ ­Èæ¼ç

y′′ + y′ + ky = x.¬ ­�M�ç
y′′ + ky = eax.

� ì¼ï�"��4èäëqõ ý ò�� h ý øAèäëqî>ò4ì�h�ìAñ � h�øqî ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñâò4øAï ý ï�ìqî´óqõ��¼ï��4øDõBò�îùDú¿õBò4è)�
¬ ­�c�ç

y′′ − 5y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1.¬ ­+©�ç
y′′ + y = 0, y

(
−π

2

)
= 1, y′

(
−π

2

)
= 0.¬ ­�ª�ç

y′′ − 2y′ = 2ex, y(1) = 1, y′(1) = 0.¬ ­�«�ç
y′′ + 2y = 0, y(3) = 0, y′(3) = 0.¬ ­ ¬ ç
y′′ + 4y = sin 2x, y(0) = 0, y′(0) = 0.¬ ­�­�ç
y(4) − 3y′ − 2y = 9e2x, y(0) = −2, y′(0) = 1, y′′(0) = y′′′(0) = 0.

¬ ­�®�ç kTëAè�h�øAè�ÿ
a � b ù���î¼ëqõ ý ò�� h ý øAè�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ +ay′ + by = 0

óAë6hAú¿ù����4ñ
÷¼õJìAù�ð�h­óAëAè

x→ +∞ �¬ ®�¯ ç kVëAè h�øAè�ÿ
a � b ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ + ay′ + by = 0
ú�ïBû�ÿeõ��¼ïR7�õ�÷qèAì

ëqõ ý ò�� h ý õBø y(x) 6≡ 0 � h�øAè�"¯óAë6hAú¿ù�û7÷¼õgìAù�ð�h�óAëAè x→ +∞ �¬ ®Èæ¼ç kVëAè h�øAè�ÿ
a � b øDõ�%´ê�ì·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + ay′ + by = 0 � øAëqî�úëqõ ý ò�� h ý øAù y(x) ≡ 0 � ú¿õBìqõ���õBìAìqõ ý ëqõ	���BïBû ý ïâï�7	��õBð����4ìAèqú ý ì¼ï��qê�ìAì�hAú �óqõ��AèAì¼ï����Aè ý ÷¼ê�h�ø�õBö�õ x �¬ ®�M�ç kVëAè h�øAè�ÿ
a � b øDõ�%´ê�ì ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ + ay′ + by = 0óqê�ëqê��4ò�õBë��Vû��4ñ��@h·ògìAù�ðAñgì¼ïJìqê���øqî>ì��qê�ìAìqî#"þú¿ìqõ2%gèAìqî)��õ��qõBø
x �¬ ®�c�ç kTëAè h�øAè�ÿ

k
î
ω
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ + k2y = sinωt
ú�ïBû·ÿeõ��¼ïm7�õ�÷qèAì

óqê�ëqî�õ�÷qè��AìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø �¬ ®+©�ç � ì¼ï�"��4è·óqê�ëqî�õ�÷qè��AìAè�"þëqõ ý ò�� h ý õBø¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + ay′ + by = sinωt
c

¬ ®�ª�ç �
ï����4èAìAø�ï�ëAù�ÿDïBû��4ñ��@h ò\��èAðqõBò�õ4ú¿ù óqõBðqîTóAë(hAú¿õBðqî>ìqî#"AìqõÂò ý ÷¼õBò	% õ	��î
Ox � ò�î ÷qô$��õBòBÿ�ù����Aè���ñþò�î ÷m��õ��AøAè

x = 0 ý ��èAðqõ��
3mr0

î¿óAëAè���h�ö�ù����Aè���ñ
÷¼õX��õ��AøAè

x = 1 ý ��èAðqõ��
4mr1 � ÷¼ê r0 �4ï

r1 ü ò�î ÷k���4ï�ìqî�÷¼õ¯íAè�ÿ6��õ��qõBø c
��óAè���ï��4è ý ï�ø�õBì ý ú�î>ìAèFø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��4è�íqî�û�
P��õ��AøAè­ò°�¼ï���î � h�ø � õ
ò
óqõ��¼ï��4ø�õBò4è�"ú¿õ4ú¿ê�ì��

x(0) = 2 � x′(0) = 0
c

¬ ®�«�ç k§õ	��ðqî ÷¼õBò4ìqõ ý � û_÷qì¼ï�ìqî î>ì�÷qùeø��4èAò4ìqî&���4ñ L � õBóqî>ë R
î·ø�õBì�÷¼ê�ì���ï���õBë

û�ú|ìqõ	����î
C � ý ï�ë6hD÷ h�ø�õBö�õ ò óqõ��¼ï��4ø�õBò4è�" ú�õ4ú¿ê�ì��¨�¼ï���ù

t = 0
÷¼õBëqî>ò4ì��Vû

q
c � ï�ìAí��7ö ý ïBú|èAøAïBû5�4ñ���h óAëAè

t = 0
c � ì¼ï�"��4è ��èAðAùº���4ëAù�ú|ùº"��¼ï�����õ��4ù



§ g5Ö Ä : Û�;�ÍnÓ�Í1Î�<�=bÇ�Ì�>�Î�=AÓ =³Ü�ÎBÞeÎ�Î4Þ4ÐPµ�Ü�=¶C�Î�=�C�Ê�Ì�=�Î�=�ËeÎ�Û�ô d2_�i
øDõBðAèAòeï�ìAñFù�óAëAèAóAù � ê�ìAìqî ��� õJëqõ ý ë(hD÷þú�ïBûVøDõBðAèAò4ìAè�"¯ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ë c¬ ® ¬ ç ��óqî>ë

R
�4ïâøDõBì�÷¼ê�ì���ï���õBë û�ú|ìqî&���	�

C ý � û_÷qì¼ï�ìqîfóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqõ�c!kTëAè
t = 0 ý ï�ë6hD÷þø�õBì�÷¼ê�ì���ï���õBë¼ïg÷¼õBëqî>ò4ì��Vû q c � ì¼ï�"��4ès��èAðAù����4ëAù�ú|ù�óAëAè

t > 0 �h�ø � õgð¼ï�ìAí��7ö ý ïBú|øAìAù�ðAè¯óAëAè t = 0
c

¬ ®�­�ç m�%Jê�ëqê�ðqõ·���4ëAùDú¿ù � ì¼ï�óAëAùDö�ï&h�øDõBö�õ ý ú�î>ì��Vû5�4ñ���h ý ö�î ÷qìqõ î ý ý ï�ø�õBìqõ4ú
E = V sinωt � ïTõBóqî>ë R �4ï§î>ì�÷qùeø��4èAò4ìqî&���4ñ

L ý � û_÷qì¼ï�ìqî¼óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqõ�c � ì¼ï�"��4è��è�ðAù����4ëAùDú¿ù�óAëAè¯ù����4ï�ðqê�ìqõ4ú|ù­ëqê�%gèqú�îzc
n ý ï�òB÷oï�ìAì�hDÿÒ¬ ®k® Å ­�¯k¯ ò4òeï�%Jï��4è �t� õ óAëAè ò�î ÷Aÿ�èAðqê�ìAìqî§òeï�ì��4ï�%gùâò�î ÷

óqõ�ðqõ�%´ê�ìAì�h­ëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è�ì¼ï
ò�î ÷k���Bï�ìAñ
x
ì¼ï§ìAñBõBö�õ
÷¼î�û�óAëAù�%gèAì¼ï ý ��èAðqõ�� kx �

� õ§��óAë6hAú�õBòeï�ì¼ï´÷¼õgóqõBðqõ2%Jê�ìAì�h�ëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è c
¬ ®�®�ç � ì¼ï�"��4è­óqê�ëqî�õ�÷¯ò�î>ðAñ4ìAè�ÿ�øDõBðAèAòeï�ìAñFú�ï���è

m � óqî ÷qò�î>ôJê�ìqõ�
�ì¼ï
óAëAù�%gèAìqî �h�ø � õgëAù�ÿ�ò�î ÷k7BùeòeïBû��4ñ��@h ý ïJùDú�õBò4è�ò�î ÷k��ù �4ìqõ	����î�õBóqõBëAù�c­�¯�¯ ç ��÷qèAì�øqî>ìqê�íAñfóAëAù�%gèAìAè ý ï�øAëqî>óAðqê�ìAè�"·ìqê�ëAù�ÿeõ4ú�õ � ï
÷¼õ´÷qëAùDö�õBö�õgøqî>ìAí�hóAë�èAøAëqî>óAðqê�ìAè�" òeï�ì��4ï�% ú�ï���õ��
m
cTk§î ÷¾�¼ï��gëAù�ÿ�ùþòeï�ì��4ï�%gù ý î|ô´ò4è�÷qøqî&���	�

v
��èAð¼ï�õBóqõBëAù¯÷¼õBëqî>ò4ì��Vû

hv
cqn óqõ��¼ï��4øDõBò4è�"Àú�õ4ú¿ê�ì��Z�¼ï���ù

t = 0
òeï�ì��4ï�% �

� õ�óqê�ëqê�7Bùeòeï�ò ùâóqõBðqõ2%Jê�ìAìqî
ëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è ò·���Bï�ìqî°��óqõBø�õ�� � ô$��õBòBÿDï����4ñ ý îô´òBè�÷qøqî&���	�
v0
c(m
õ	��ðqî ÷qè��4è·ëAù�ÿ�òeï�ì��Bï�%gù­óAëAè

h2 < 4km
î
h2 > 4km

c

§ 14. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ, ЗВIДНI ДО
ЛIНIЙНИХ ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

� ö�î ÷qìqõ ý �4ò�ê�ë�÷�%Jê�ìAì�hAú § d�d�÷qð�h�÷¼ê�h�øAè�ÿÂðqî>ìqî#"AìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ � h�øqî�ìqêú�ï����4ñX���4ï�ðAè�ÿ�ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò � ú�õ2%gðAèAòeï ý ïBú�î>ì¼ï­ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú�î>ìAìqõ�
Î�4èAóAù�wdDd�c o	� � h�øAï ý ò�õ�÷qè��4ñ íqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�÷¼õ ðqî>ìqî#"AìAè�ÿ ý î����Bï�ðAèqú¿è ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ï��
ú|è c j � óAëqõBíqê�÷qùeëAù�ú¿õ�%gì¼ï ý ï�����õ	��ùDòeï��4è�÷¼õO7�ï�ö�ï��4ñ�õ�ÿ­ðqî>ìqî#"AìAè�ÿ­ëqî>ò4ì�h�ìAñ ý î
ý ú¿î>ìAìAèqú|è¯ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è � óqõ��¼ï����4èX"�÷¼õJëqî>ò4ì�h�ìAñfì¼ï����4ùDóAìAè�ÿ��4èAóqî>ò��

� ç �ò�����+*��º� *��Î» 1
	��(#
a0x

ny(n) + a1x
n−1y(n−1) + . . .+ an−1xy

′ + any = f(x), (14.1)
÷¼ê

a0, a1, a2, . . . , an = const
c � ïBú�î>ì¼ï��4èAóAù·�wd�d�c o	�V÷qð�hÀëqî>ò4ì�h�ìAì�hmÕ¦"Aðqê�ë¼ï

ì¼ï�7BùDòeïBûTò4èAö_ð�hD÷qù
x = et,

h�ø � õ x > 0;

x = −et, h�ø � õ x < 0.
(14.2)
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[§ê�ú�ïBû�óqõ��4ëqê�7Bè ý ï�����õ	��õBò4ùDòeï��4èï�wd p c a	�o74ê ý óqõ	��ê�ëqê�÷qìAñ�õ�còm´õ	��è��4ñ ò4è�ÿeõ��

÷qè+�4è ý ��õBö�õ �¦� õ�ëqõ ý ò�� h ý øAè�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hRÕ¦"Aðqê�ë¼ïÀú¿õ�%gì¼ï�ô´ùeøAï��4èÂù�éTõBëqú¿î
y = xλ � ÷¼ê ý ì¼ï��qê�ìAì�h ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë¼ï λ ô´ùeøAï����4ñ�h�ø�ëqõ ý ò�� h ý õBø ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè��5��4è+�AìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h6��ò4èAóAè���ù�û��4ñ��@h ý ïJëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú��wd p ced��W�5�

a0λ (λ− 1)(λ− 2) . . . (λ− n+ 1)︸ ︷︷ ︸t 7@469 -�~ 165_�K1�2�<69 -
+

+a1λ (λ− 1)(λ− 2) . . . (λ− n+ 2)︸ ︷︷ ︸�vt���°��O7@469 -�~T165_�Ö1�2�<69 -
+ . . .+ an = 0.

(14.3)

� ï�óAè���ï�ò4ô´è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd p c j��iù�éTõBëqú�î
b0λ

n + b1λ
n−1 + . . .+ bn = 0, (14.3∗)

ðqê�ö�ø�õ�ú�õ2%gì¼ï õ��4ëAèqú�ï��4èK��ê�ðqî>ìqî#"Aìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý î����Bï�ðAèqú¿è ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ï��
ú|è � ÷¼õ�h�øDõBö�õ ý ò�ê�÷¼ê��4ñ��@h�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd p ced��Xò4ì¼ï���ðqî ÷¼õBø ý ï�����õ	��ùDòeï�ìAì�h ý ïBú¿î>ìAè�wd p c a	�5�

b0
dny

dtn
+ b1

d(n−1)y

dtn−1
+ . . .+ bny = f(et). (14.4)

�)� ç �ò�����+*��º� *_QÖ	5½ #�� H �(#
p0(ax+b)ny(n)+p1(ax+b)n−1y(n−1)+. . .+pn−1(ax+b)y′+pny = 0 (14.5)

ý ï�ú�î>ìqõ��
ax+ b = et (

ï�74õ
ax+ b = −et) (14.6)

ý ò4õ�÷qè��4ñ��@h�÷¼õgðqî>ìqî#"AìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý îP���4ï�ðAèqú|è¯ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è c�)�)� ç �ò���D� *º���+*Z�O	�¼� �L
���D#
(1 − x2)y′′ − xy′ + n2y = 0, (14.7)

÷¼ê
n = const � ý ïBú�î>ìqõ�� x = cos t

óAëAè |x| < 1 ý ò�õ�÷qè��4ñ��@h�÷¼õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h
d2y

dt2
+ n2y = 0.

uIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′′ − 3

x
y′′ +

6

x2
y′ − 6

x3
=

√
x.



§ g5Ö Ä : Û ; Í)Ó�Í�Î�<�=�Ç�Ì�>�Î�=AÓ =bÜ�Î4Þ�ÎeÎBÞ�Ðqµ�Ü�=UC�Î�=)C�Ê�Ì�=bÎ�=bË�ÎeÛ	ô d2_	`
�n��'D�P( * '�#��º� *4� N î>ò4ì�h�ìAì�h�ò4è ý ì¼ï��qê�ìqêVóAëAè x > 0

c�m
õ4ú¿ìqõ2%gèAò4ô´è�"qõBö�õ´ì¼ï
x3 � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hXÕ¦"Aðqê�ë¼ï

x3y′′′ − 3x2y′′ + 6xy′ − 6y = x 3
√
x,

÷qðgh�h�ø�õBö�õJðqê�ö�ø�õgò4èAóAè���ù�û��4ñ��@h¯ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqêTÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��Aìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
λ(λ− 1)(λ− 2)− 3λ(λ− 1) + 6λ− 6 = 0

ï�74õ
(λ− 1)(λ2 − 5λ+ 6) = 0.

N õ ý ò�� h ý ø�ïBú¿èfÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õJëqî>ò4ì�h�ìAì�hFû λ1 = 1 � λ2 = 2 � λ3 = 3
c

�t�	%´ê � ý ïBú�î>ìqõ�� x = et ý ï�÷oï�ìqêJëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ò�õ�÷qè��4ñ��@hþ÷¼õ � [ N ý îy���4ï�ðAèqú|èøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è
y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y = e

7
2t .�
ï����4èAìAìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBøFíAñBõBö�õ§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õ ý ï°QT[K` c�`§õBì��4ëqõBðAñ��

ìqê\�Aè���ðqõ
σ = 7

2

ìqê û�øDõBëqê�ìqê�ú ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õäëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ��õ4ú|ù
y = Ae

7
2t
c'kTî&��ð�h óqî ÷k���4ï�ò4ð�h�ìAì�h íAñBõBö�õþò4èAë¼ï ý ù ÷¼õþëqî>ò4ì�h�ìAì�h � õ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õ

A = 8
15

c
� ï�øDõBëqê�ì�hAú¿è
ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õTëqî>ò4ì�h�ìAì�h$�Bï
�¼ï����4èAìAìAèqú�ëqõ ý ò�� h ý øDõ4úú¿õ�%Jì¼ï ý ï�óAè���ï��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø·óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y = C1e
t + C2e

2t + C3e
3t +

8

15
e

7
2t .

� õBö_ð�hD÷qù´ì¼ït��ê ��� õ x = et � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"gëqõ ý ò�� h ý õBøfò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õëqî ò4ì�h�ìAì�h

y = C1x+ C2x
2 + C3x

3 +
8

15
x

7
2 .

­�¯�æ¼ç � ì¼ï�"��4è ò���î�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ò4èAö�ð�hD÷qù
y′′ + q(x)y = 0 � h�øqîXú¿õ�%gì¼ï ý ò�ê����4è÷¼õ � � N ý î����4ï�ðAèqú|èâø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è ý ï ÷¼õBóqõ4ú�õBö�õ�� ý ïBú¿î>ìAèâìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�


ý ú¿î>ìAìqõ�
�c­�¯kM�ç � ì¼ï�"��4èþò���î�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hþò4èAö�ð�hD÷qù
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 � h�øqî�ú�õ2%gì¼ï

ý ò4ê����4è ÷¼õ � � N ý îÎ���Bï�ðAèqú¿è ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è ý ï�÷¼õBóqõ4ú�õBö�õ�� ý ïBú�î>ìAè ìqê ý ï��ðqê5%gìqõ�
 ý ú�î>ìAìqõ�
�cgm
õBò�ê����4è ��� õ ý ì¼ï�"�÷¼ê�ì¼ïJù�ú¿õBòeï´ò4èAø�õBìAù�û5�4ñ���h�÷qð�h­ëqî>ò4ì�h�ìAñÕe"Aðqê�ë¼ïO�4ïO�§ê�7BèAôJõBòeïgc



d�d�_
N õ ý ò�� h ý ï��4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ò�î>ò4ô´èo
bÿf÷¼õ
ðqî>ìqî#"AìAè�ÿFëqî>ò4ì�h�ìAñ ý îk���4ï�ðAèqú|è­øDõ4ê5�éTî íqî�û�ì��BïBú¿è)�

­�¯kc�ç
x2y′′ − xy′ − 3y = 0.

­�¯�©�ç
x2y′′ + 2xy′ − 6y = 0.­�¯kª�ç

x2y′′ + xy′ − y = 0.
­�¯4«�ç

xy′′ + y′ = 0.­�¯ ¬ ç
x3y′′′ + xy′ − y = 0.

­�¯4­�ç
x2y′′′ − 2y′ = 0.

­�¯k®�ç
x3y′′′ − 3x2y′′ + 6xy′ − 6y = 0.­�æ�¯ ç
2(2x+ 1)2y′′ − (2x+ 1)y′ + 2y = 0.­�æqæ¼ç
(x2 + 1)2y′′ + 3(x+ 1)y′ + y = 0.­�æ M�ç
(x2 + 1)3y′′′ − 3(x+ 1)2y′′ + 4(x+ 1)y′ − 4y = 0.­�æ c�ç
(x+ 2)2y′′ − 4(x+ 2)y′ + 6y = 0.­�æ�©�ç
y′′ + 2xy′

1+x2 + y
(1+x2)2

= 0.­�æ ª�ç
x3y′′′ − x2y′′ + 2xy′ − 2y = x3 + 3x.­�æ «�ç
(x+ 1)3y′′′ + 9(x+ 1)2y′′ + 18(x+ 1)y′ + 6y = ln(1 + x).­�æ ¬ ç
x4y(4) − 6x3y′′′ − 5x2y′′ − xy′ + y = x2.­�æ ­�ç
x2y′′ + 3xy′ + 2y = x3.­�æ ®�ç
x2y′′ − xy′ − 3y = 5x4.­kM�¯ ç
(2x+ 1)2y′′ − 4(2x+ 1)y′ + 8y = −8x− 4.­kMÈæ¼ç
x2y′′ − xy′ + y = 6x lnx.­kM�M�ç
x2y′′ − xy′ = −x+ 3

x .­kM�c�ç
x2y′′ + xy′ + y = 2 sin (lnx) .­kM+©�ç
x2y′′ − xy′ + y = 8x3.­kM�ª�ç
x2y′′ + xy′ + 4y = 10x.­kM�«�ç
x3y′′ − 2xy = 6 lnx.­kM ¬ ç
x2y′′ − 6xy = 5x3 + 8x2.­kM�­�ç
(x− 2)2y′′ − 3(x− 2)y′ + 4y = x.­kM�®�ç
(2x+ 3)3y′′′ + 3(2x+ 3)y′ − 6y = 0.

­kc�¯ ç
x2y′′ − 2y = 3x2

x+1 .
­kc�æ¼ç

x2y′′ − xy′ + y = ln
x + x

ln x .



d�d�d

Глава 3

ЛIНIЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ
ДРУГОГО ПОРЯДКУ

§ 15. СПЕЦIАЛЬНI ФОРМИ ТА
ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ

æ¼ç `§ï�ìqõBìqî#�Aìqõ�� éTõBëqú�õ�� ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (15.1)

û�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

z′′ + I(x) z = 0. (15.2)

kTê�ëqê�ÿ�î ÷·ò�î ÷¨�wd�o(ced���÷¼õT�wd�o(c a	�iú�õ2%gì¼ï ý ÷¼î#"���ìAè��4è¯÷qò�õ4ú�ï§��óqõ	��õ	7�ïBú|è)�
� ç � ïBú�î>ìqõ��äô´ùeøAï�ìqõ�
|éVùDìAøAíqî 


y = α(x)z � óqî ÷k7BèAë¼ï����Aè α(x)
�Bï�ø ��� õ	7

ý ì�è � è��4è¯÷¼õ�÷oï�ìAøAè ý óqê�ëAôJõ��äóqõ�ÿAî ÷qìqõ�� � ��õ	7���õgóqõBøAð¼ï�ò4ô´è

y = z exp

(
−
∫
p(x)

2
dx

)
. (15.3)

p�õ�÷¼î"���º��#��
��#D��� ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd�o(ced��iûTéVùDìAøAíqî�û5�
I(x)

î�ú�ïBûVò4èAö_ð�hD÷

I(x) = −p
′(x)
2

− p2(x)

4
+ q(x). (15.4)

37ø � õ I(x) = const
ï�74õ

I = C(x− a)2 � ÷¼ê C, a = const � ��õ´óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìqêëqî ò4ì�h�ìAì�h·î>ì���ê�ö�ëAù�û5�4ñ���h¯ògøAòeï�÷që¼ï��4ùDë¼ï�ÿ|c
�)� ç � ïBú�î>ìqõ�� ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú�î>ìAìqõ�


t =

∫
e−

∫
p(x) dxdx. (15.5)

M�ç 0 ïBú¿õ	��óAë(h+%´ê�ìqõ��âéTõBëqú�õ�� � � N ÷qëAùDö�õBö�õVóqõBë6hD÷qøAùJû�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ��
ìqêVëqî>ò4ì�h�ìAì�h

p(x)y′′ + p′(x)y′ + q(x) = 0. (15.6)
^Xù�÷qñ��«h�øDê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õFò4èAö_ð�hD÷qù
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p0(x)y
′′ + p1(x)y

′ + p2(x)y = 0
óqî#��ð�h¯ú¿ìqõ2%Jê�ìAì�h�"qõBö�õgì¼ïJéVùDìAøAíqî#�

m(x)

m(x) =
1

p0(x)
exp

(∫
p1(x)

p0(x)
dx

)
(15.7)

ì¼ï�7BùDòeïBûTò4èAö_ð�hD÷qù¾�wd�o(c f��\c
� ï�ùeòeï�%gèqú¿õ ��� õÂóqê�ëqê�ÿ�î ÷ ò�î ÷¥�wd�o(ced��­÷¼õF�wd�o(c a	� ý ïBú¿î>ìqõ�� ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�


ý ú¿î>ìAìqõ�
Tú¿õ�%´ê�ò�î ÷k7BùDòeï��4è��@h�ù ÷qòeï�óAëAè�"qõ4ú¿è)�]��óqõ��¼ï��4øAù��wd�o(ced�� ý ò�õ�÷qè��4ñ��@h÷¼õO��ïBú�õ	��óAë6h+%Jê�ìqõ�
|éTõBëqú|è � ï´ò	%´êVóqõ���î�ú ý ÷¼î#"���ì��Vû��4ñ��@h ý ïBú�î>ì¼ï��wd�o(c o	� � h�øAï���BïBûVóAëAè¯íAñBõ4ú|ù­õ��qê�ò4è�÷qìqõ���c
c�ç kTõBë(hD÷¼õBø � � N �wd�o(ced��iú¿õ�%gì¼ï ý ìAè ý è��4è�÷¼õgóqê�ëAôJõBö�õ ý ïBú¿î>ìqõ��

y′ = zy, (15.8)

÷¼ê
z = z(x) ü ìqõBòeï�éVùeìAøAíqî;h � ï�ðqêgò�íAñBõ4ú|ù�ò4èAó¼ï�÷qøAù�ò	�4ë¼ï2�¼ïBû5�4ñ���hÀðqî>ìqî#"+�ìqî#���4ñºckn ëqê ý ù�ðAñ��Bï���î�÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hXÕe"Aðqê�ë¼ï�� N î>øAø�ï���î

y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x). (15.9)

©�ç k§ê�ëqê�ÿ�î ÷�ò�î ÷�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¨�wd�o(c `��i÷¼õ � � N ÷qëAùeö�õBö�õ�óqõBë6hD÷qøAù ý ÷¼î#"���ì��Vû5��4ñ	��h ý ïBú¿î>ìqõ��
y = − 1

a(x)
· u

′

u
, (15.10)

÷¼ê
u = u(x)

c
3Vø � õFò�î ÷¼õ4ú¿è�"r�¼ï����4èAìAìAè�"Àëqõ ý ò�� h ý õBø y1

ëqî>ò4ì�h�ìAì�h\�wd�o(ced�� � ��õ ý ï�ö�ï�ðAñ��ìAè+"¯ëqõ ý ò�� h ý õBøþú¿õ�%gì¼ï ý ì¼ï�"��4è ý ï´÷¼õBóqõ4ú¿õBö�õ�� éTõBëqú¿ù�ðAèT��74ê�ð�h6�wd�a(c `��\c
uIv)wyxkzy{4|!}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ − 2xy + x2y = 0 � ý ò�î>ò4ô´èT"qõBö�õ

÷¼õJøAï�ìqõBìqî#�Aìqõ�
¿éTõBëqú|è c
�n��'D�P( * '�#��º� *4�ÖkTõBøAð¼ï�÷¼ê�ú�õ

y = z exp
(∫

2x
2 dx

)
= z exp

(
x2

2

)
� ��õ�÷¼î

I(x) = 1
c

m´î#���4ï�ìqê�ú¿õ
z′′ + z = 0

c¦�t�	%Jê � z = C1 cosx + C2 sinx
û ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqúëqõ ý ò�� h ý ø�õ4úâõ��4ëAèqú�ï�ìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ï y = exp

(
x2

2

)
[C1 cosx+ C2 sinx] ü

ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqúÂëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú ý ï�÷oï�ìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc
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uIv)wyxkzy{4|s�P~ N õ ý ò�� h ý ï��4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h xy′′ + 1
2y

′−y = 0
�
x > 0

� � ý ò�î>ò4ô´è"qõ�ö�õJ÷¼õo��ïBú¿õ	��óAë(h+%´ê�ìqõ�
¿éTõBëqú¿è c
�n��'D�P( * '�#��º� *4� m´õ4ú|ìqõ�%gèqú¿õ ý ï�÷oï�ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ì¼ï éVùDìAøAíqî#�d�wd�o(c i	�

m(x) = 1
x exp

(∫
dx
2x

)
= 1√

x

cYm
î&���4ï�ìqê�ú¿õ (√
xy′
)′ − 1√

x
y = 0

c � ìAè � èqú¿õ÷¼õ�÷oï�ìqõBø ý óqê�ëAôJõ�� óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�� � ý ï�����õ	��ùeòeï�ò4ô´è ý ïBú�î>ìAùÆ�wd�o(c o	�5�
t =

∫
dx√
x

= 2
√
x;

y′′tt − y = 0.

N õ ý ò�� h+%´ê�ú�õ õ��4ëAèqú�ï�ìqê ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�
y = C1e

t + C2e
−t c ���	%´ê �

y = C1e
2
√
x + C2e

−2
√
x üFý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï�ìqõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�hTcuIv)wyxkzy{4|m�q~)� ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
x2 (lnx− 1) y′′ − xy′ + y = 0,

h�ø � õ y1 = x ü "qõBö�õ§�¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø c�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�����õ	��õBò4ù����Aè�éTõBëqú|ù�ðAùZ��74ê�ð�h � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ

y = C1x

∫ exp
(∫

dx
x(ln x−1)

)

x2
dx+ C2x = C1 lnx+ C2x.

uIv)wyxkzy{4|s�f~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ − 2
xy

′ + 2
x2 y = 2

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4� 0 øDõBëAè����4ïBû�ú�õ	�@hm�4èqú ��� õ ý ï�÷oï�ìqê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú�ïBûFéTõBëqú¿ù

óqõ�ò4ìAè�ÿ�óqõ�ÿ�î ÷qìAè�ÿP�
(
−2

x

)′
=

2

x2
,

ïJõ��	%Jê �
(
y′ − 2

x
y

)′
= 2.

p�õ4ú|ù
y′ − 2

xy = 2x+ C1
c�¤#ì���ê�ö�ëAù����Aèþõ��4ëAèqú�ï�ìqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú�õ

y = x2 lnx2 + C1x + C2x
2 ü ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"Âëqõ ý ò�� h ý õBø�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õ

ëqî ò4ì�h�ìAì�hTc

� ò�ê����4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h­÷¼õo��ïBú¿õ	��óAë(h+%´ê�ìqõBö�õFò4èAö_ð�hD÷qùq�
­kc�M�ç

xy′′ − (2x+ 1)y′ + 2y = 0.­kc�c�ç
x2y′′ + 2x2y′ + (x2 − 2)y = 0.­kc+©�ç
x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0

���º�����+*��º� *Tí,	�����	W1 *P�\c



d�d p : Û�;�ÍnÓ�Í1Î�<�=bÇ�Ì�>�Î�=AÓ =³Ü�ÎBÞeÎ�Î4Þ@C�Ó D�A�Ê�A�Ê�?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�D
­kc�ª�ç

x(x2 + 6)y′′ − 4(x2 + 3)y′ + 6xy = 0.­kc�«�ç
(1 − x2)y′′ − xy′ + n2y = 0

���º�����+*��º� *��Y	�¼� �L�����#��\c
­kc ¬ ç

xy′′ + (1 − x)y′ + ny = 0
���º�����+*��º� *_QW#�/\	����(#��\c

­kc�­�ç
y′′ − 2xy′ + 2ny = 0

���º�����+*��º� *��Y	�¼� �L�����# � �Y�6�Å����# �\c­kc�®�ç
x(x− 1)y′′ + (−γ + (1 + α+ β)x) y′ + αβ y = 0���º���D� *º���+*�y�#��6���@#��\c

� ò�ê����4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h­÷¼õ´øAï�ìqõBìqî#�AìqõBö�õgò4èAö�ð�hD÷qù�c � ì¼ï�"��4èZ
bÿ­î>ìAòeï�ëqîbï�ì��4è ck�Vè
ú¿õ�%Jì¼ïJóAëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4è ý ï�÷oï�ìqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�h�òføAòeï�÷që¼ï��4ùeë¼ï�ÿ �­�©k¯ ç

(x2 + 1)y′′ + 5xy′ + 4y = 0.­�© æ¼ç
(4x2 − x)y′′ + 2(2x− 1)y′ − 4y = 0.­�©4M�ç
y′′ + 2

x y
′ + y = 0.­�©4c�ç

x(x− 1)y′′ + (1 + x)y′ − y = 0.­�©�©�ç
x2y′′ − 2xy′ + (x2 + 2)y = 0.­�©4ª�ç
(1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0.

� ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � øDõBëAè����4ù ���Aè���ñ��¼ï����4èAìAìAèqú
ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú²�­�©4«�ç

y′′ + 2
x y

′ + y = 0; y1 = sin x
x .­�© ¬ ç

(sinx− cosx)y′′ − 2 sinx y′ + (cosx+ sinx)y = 0; y1 = ex.­�©4­�ç
(cosx+ sinx)y′′ − 2 cosx y′ + (cosx− sinx)y = 0; y1 = cosx.­�©4®�ç
(1 − x2)y′′ − xy′ + 1

4 = 0; y1 =
√

1 + x.­kª�¯ ç
y′′ + 2xy′ − 2y = 0

���¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·óqî ÷¼î&7Bë¼ï��4è4�\c
� ì¼ï�"��4èR�¼ï����4èAìAìAè�"âëqõ ý ò�� h ý õBø�ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î7ú|ìqõBö�õ��Aðqê�ì¼ï¾�4ï�ëqõ ý ò�� h ý ï��4èëqî ò4ì�h�ìAì�hP�

­kªÈæ¼ç
(x− 1)y′′ − (x+ 1)y′ + 2y = 0.­kª�M�ç
(x2 − 3x)y′′ + (6 − x2)y′ + (3x− 6)y = 0.­kª�c�ç
(x2 − 1)y′′ = 6y.­kª+©�ç
x2y′′ + 4xy′ + 2y = 0.
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­kª�ª�ç � ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ +(1−x)y′ +y = 1 � h�ø � õò�î ÷¼õ4ú�îÈ÷qòeï$"qõBö�õ§�¼ï����4èAìAìqî ëqõ ý ò�� h ý øAè y1 = 1 � y2 = x
c

§ 16. IНТЕГРУВАННЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
ЗА ДОПОМОГОЮ СТЕПЕНЕВИХ РЯДIВ.

РIВНЯННЯ БЕССЕЛЯ ТА ГАУССА
(ГIПЕРГЕОМЕТРИЧНЕ)

æ¼ç 37ø � õJø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (16.1)

û´ï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAèqú¿èÀéVùeìAøAíqî;hAú¿è�ì¼ï�î>ì���ê�ëAòeï�ðqî
I = {x : |x− x0| < a} � ��õ	7���õëqõ ý øAð¼ï�÷oï����4ñ���h¯òo����ê�óqê�ìqê�ò�î ë(hD÷qè

p(x) =

∞∑

k=0

pk(x− x0)
k, q(x) =

∞∑

k=0

qk(x− x0)
k,

ý 7Bî#%gìqî�ì¼ï I � ��õÀëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd8fgced��gú�ïBû�û�÷qèAìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø y = y(x) �f� õ
ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû§óqõ��¼ï��4ø�õBò�î�ù�ú¿õBò4è

y(x0) = y0, y′(x0) = y1
0. (16.2)

j ê�"�ëqõ ý ò�� h ý õBøþú¿õ�%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è·ùFò4èAö�ð�hD÷¼î)����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õfë(hD÷qù

y(x) =
∞∑

k=0

Ck(x− x0)
k. (16.3)

N hD÷m�wd8fgc j��iû ý 74î#%gìAèqúÂì¼ï
I
c

3Vø � õ y0 � y1
0 ý

ï�÷oï�ìqî � ��õVø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4èFë6hD÷qù��wd8fgc j���ò4è ý ì¼ï2�¼ï����4ñ��@hFõ�÷qìqõ��
ý ìqï2�Aìqõ�óqî ÷k���4ï�ò4ð�h�ìAì�hAú-�wd8fgc j���òÆ�wd8fgced��$�t�K	��
� H �º	��D  'D�º#��g	��º  ÊÍ$6��	 � ��,º�%*���G
�!��� �\c

m
ðgh óqõ	7Bù�÷¼õBò4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õäëqõ ý ò�� h ý øAù ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¿�wd8fgced��Àì¼ï�"��¼ï�����î>ôJê
7Bù�÷qù����4ñÏ8 0 N {y1, y2} � ìqõBëqú¿õBòeï�ìAù òF��õ��Aíqî

x0 � ��õ	7���õ
y1(x0) = 1 �

y′1(x0) = 0 � y2(x0) = 0 � y′2(x0) = 1
c
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3Vø � õ7ëqõ ý ò�� h ý õBø y1

ò4èAë¼ï�%´ê�ìAè�"o�qê�ëqê ý ê�ðqê�ú�ê�ì��Bï�ëAìqîqéVùDìAøAíqî 
 � ò�î ÷¼õ4ú¿è�" ���õ´÷qëAùDö�è�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø·ú�õ2%gì¼ï ý ì¼ï�"��4è ý ï
÷¼õBóqõ4ú�õBö�õ�� éTõBëqú|ù�ðAèT��74ê�ð�h

y2 = y1

∫
exp

[
−
∫
p(x) dx

]

y2
1

dx. (16.4)

M�ç 37ø � õJògëqî>ò4ì�h�ìAìqîÎ�wd8fgced��iéVùDìAøAíqî 
 p(x) �4ï
q(x)

ë¼ï�íqî�õBì¼ï�ðAñ4ìqî � ��õ	7���õ

p(x) =
p1(x)

p0(x)
, q(x) =

q1(x)

q0(x)
,

÷¼ê
p0(x) � p1(x) � q0(x) � q1(x) ü ú¿ìqõBö�õ��Aðqê�ìAè � ��õ$��õ��AøAè � ò�h�øAè�ÿ p0(x) = 0ï�7Bõ
q0(x) = 0 � ì¼ï ý èAòeï����4ñ���hÍ������¼51� 
�� g�Å �
���($6#��Å ­÷qð�h­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¾�wd8fgced��\c
n õBø�õBðqî�õ	��õ	7BðAèAò�õ�
]��õ��AøAèþëqõ ý ò�� h ý øAù·ù�ò4èAö�ð�hD÷¼îy����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õ­ë(hD÷qù¯ú�õ��%´ê�ìqê­î&��ìAùeòeï��4è c"l íAñBõ4ú|ù ë¼ï ý îXëqõ ý ò�� h ý õBø�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd8fgced�� ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ�ùò4è�ö�ð�hD÷¼î�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õI����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õfë(hD÷qù

y = (x− x0)
λ

∞∑

k=0

Ck(x− x0)
k (C0 6= 0) , (16.5)

ý 7Bî#%gìqõBö�õ´ì¼ï§î>ì���ê�ëAòeï�ðqî |x−x0| < R � ÷¼ê R ü ÷¼ê�h�ø�ê�÷¼õ�÷oï��4ìqêt�Aè���ðqõ�c�37ø � õøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¾�wd8fgced���ògõBø�õBðqî�õ	��õ	7BðAèAò�õ�
���õ��AøAè
x0

ú¿õ�%gì¼ï
óqõ�÷oï��4è
h�ø

p(x) =
1

x− x0

∞∑

k=0

pk(x−x0)
k, q(x) =

1

(x− x0)2

∞∑

k=0

qk(x−x0)
k, (16.6)

÷¼ê
p2
0 + q20 + q21 6= 0

îTë(hD÷qè ò\�Aè���ê�ðAñ4ìAèAø�ï�ÿ ý 74î>ö�ï����4ñ���h ì¼ï�î>ì���ê�ëAòeï�ðqî
|x−x0| < R � ��õTëqî>ò4ì�h�ìAì�hr�wd8fgced��¿ú�ïBû^óAëAèAì¼ï�"qú¿ìqî¼õ�÷qèAìFëqõ ý ò�� h ý õBø�ò4èAö_ð�hD÷qù�wd�fgc o	� � h�øAè�"·û ý 74î#%gìAèqúÂì¼ïJò4ø�ï ý ï�ìqõ4ú¿ù�î>ì���ê�ëAòeï�ðqîzcp�õ��Aø�ï

x0 ý ò4øAï ý ï�ìqõ�� õ	��õ	7BðAèAò�î&���	� ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h ��	�/���1 *��º�
��E ������¼51� �G
�D��E �
���($6��E c�p|ï�ø � ÷qð�h�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ +
m(x)

x
y′ +

n(x)

x2
y = 0, (16.7)

÷¼ê
m(x)

î
n(x) ü ï�ì¼ï�ðqî#�4è��Aìqî^éVùDìAøAíqî 
�óAëAè |x| < a � ïT��õ��Aø�ï

x0 = 0
û

ëqê�ö�ù�ð�h�ëAìqõ�� õ	��õ	7BðAèAò�õ��·��õ��Aø�õ�� � h�ø � õ�ÿeõ��¼ïB7Võ�÷qèAì ý ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò m0(x)
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�Aè
n0(x)

ëqõ ý øAð¼ï�÷oï�ìAì�h­íAè�ÿ�éVùDìAøAíqî#"­ùfë(hD÷ ý ï$����ê�óqê�ì�hAú|è
x
ìqê���õ���õ2%gìqî#"

ìAù�ð���c
m
ðgh ò�î ÷qô´ùDø�ï�ìAì�h óqõBø�ï ý ìAèAøAï λ

îTø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò
Ck

��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
�wd�fgc o	����ðqî ÷�óqî ÷k���4ï�ò4è��4è¯òJëqî>ò4ì�h�ìAì�h¾�wd8fgced�� � ��ø�õBëqõ��4è��4è¯ì¼ï (x− x0)

λ îoóAëAè+�
ëqî ò4ì�h+�4èJøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4èJóAëAèJõ�÷qì¼ï�ø�õBò4è�ÿ$����ê�óqê�ì�hDÿ

(x−x0)
c�kTëAè
íAñ�õ4ú¿ù��Aè���ðqõ

λ ý ì¼ï�ÿeõ�÷ºh+�4ñ ý �4ï�ø ý òeï�ìqõBö�õ �D  'D�º#��g#�1�.��
��/\�C�
���D� *º���+*

λ(λ− 1) + p0λ+ q0 = 0, (16.8)

÷¼ê
p0 = lim

x→x0

(x− x0)p(x), q0 = lim
x→x0

(x− x0)
2q(x). (16.9)

l ë¼ï ý î � ø�õBðAè λ1 � λ2
��øDõBëqê�ìqî�ò4è ý ì¼ï��¼ï�ðAñ4ìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h·�wd8fgc 9 �W�Tëqî ý ìqî ���õTëqî>ò4ì�h�ìAì�hr�wd8fgced�� ý ï�ò	%J÷qè­ú�ïBû�ëqõ ý ò�� h ý õBø�ò4èAö_ð�hD÷qùT�wd8fgc o	� � ÷¼ê λ ü ø�õBëqî>ìAñ �h�ø�è�" ú�ïBûÆ74î>ðAñ4ô´ù�÷¼î#"���ìAùº�¼ï����4èAìAù�ctp|ï�ø � h�ø � õ λ1 ü �Bï�øAè�" øDõBëqî>ìAñ � ��õëqõ ý ò�� h ý õBøþú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷

y1 = (x− x0)
λ1

∞∑

k=0

C1
k(x− x0)

k
(
C1

0 6= 0
)
. (16.10)

3Vø � õ
ëqî ý ìAèAí�h λ1 − λ2
ìqê7û�íqî>ðAèqú ÷¼õ�÷oï��4ìAèqú¨�Aè���ðqõ4ú � ��õ´î&��ìAù�ût�4ï�øDõ�%÷që�ùDö�è�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hr�wd8fgced�� ��� õ ý ï�÷oïBû��4ñ��@hFù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAèqú!����ê�óqê�ìqê5�

ò4èAú�ë(hD÷¼õ4ú

y2 = (x− x0)
λ2

∞∑

k=0

C2
k(x− x0)

k
(
C2

0 6= 0
)
. (16.11)

3Vø � õ$%
λ1 − λ2 ü íqî>ðqê7÷¼õ�÷oï��4ìqêB�Aè���ðqõ � ��õO�¼ï����4èAìAìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø·ú�ïBûò4è�ö�ð�hD÷ ï�74õs�wd8fgced�d�� � ï�74õFû°��ùDú�õ��äù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õZ����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õ�ë6hD÷qù�"�÷¼õ��

7Bù��4øAù�÷¼ê�h�øDõBö�õgù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õI����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õfë(hD÷qù�ì¼ï
ln(x− x0)

�

y2 = (x− x0)
λ2

∞∑

k=0

C2
k(x− x0)

k +Ay1 ln(x− x0), (16.12)

÷¼ê
A ü �Aè���ðqõ ��� õgú¿õ�%´êV÷¼õBëqî>ò4ì��7òeï��4è·ìAù�ð���c
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[
ï�ëqê�ô$��î � h�ø � õ λ1 = λ2 � ��õ î&��ìAù�û�ðAèAôJê�õ�÷qèAì�ëqõ ý ò�� h ý õBøÂùÀò4èAö�ð�hD÷¼î

ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õ�����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õ�ë6hD÷qùo�wd8fgced2_�� � ïX÷qëAùeö�è�"
ëqõ ý ò�� h ý õBø´õ	74õBò�� h ý øDõBò�õú¿î&���4è��4ñ
ln(x− x0)

c
sTõBö�õo��ðqî ÷·ô´ùeøAï��4è¯ùFò4èAö�ð�hD÷¼î

y2 = (x− x0)
λ1

∞∑

k=0

C2
k(x− x0)

k +By1 ln(x− x0), (16.13)

÷¼ê
B 6= 0

c
nXèAøDõBëAè����4ï�ìAì�hþéTõBëqú|ù�ð¨�wd8fgced�a	��î]�wd8fgced8j��i÷qð�h¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hm�wd8fgced��^ìqê ý ï�ò��%J÷Aè ý ëAù��Aìqê�c�p�õ4ú¿ù�ùVë¼ï ý î � h�ø � õ λ1−λ2 ü íqî>ðqêe�Aè���ðqõ7ï�74õ 0 � ú¿õ�%gì¼ï ý ì¼ï�"��4èõ�÷qèAì·ëqõ ý ò�� h ý õBøþù­ò4èAö_ð�hD÷¼î�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õI����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õ�ë6hD÷qù6�wd8fgced2_�� � óqî ÷����ùDú|ùDòeï�ò4ô´è¯ë(hD÷ � ò4èAøDõBëAè����4ï��4è�éTõBëqú|ù�ðAù���74ê�ð�h¾�wd8fgc p � � ï�÷�%Jê y1

ò4èAë¼ï�%gï��
û5�4ñ��@hX�qê�ëqê ý ê�ðqê�ú¿ê�ì��4ï�ëAìqî�éVùeìAøAíqî 
�cq37ø � õo��ùDú¿ù�ë(hD÷qù¾�wd8fgced2_��iìqêTòB÷oïBû5�4ñ���h
ý ìqï�"��4èâò ê�ðqê�ú�ê�ì��Bï�ëAìAè�ÿâéVùDìAøAíqî;hDÿ � ý ï�����õ	��õBò4ù ���4ñ�éTõBëqú¿ù�ðAè-�wd8fgced�a	�o�Aè
�wd�fgced8j��\c

uIv)wyxkzy{4|\}4~ m§ð�h·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′ + xy′ + y = 0 ý ì¼ï�"��4è¾8 0 N {y1, y2} �ìqõ�ëqú�õBòeï�ìAù­ò§��õ��Aíqî

x0 = 0 � ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î�ë6hD÷¼î>ò ý ï§����ê�óqê�ì�hAú|è
x
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4�n`Tõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è
p(x) = x

�4ï
q(x) = 1

û·ï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAèqú|è
éVùeìAøAíqî;hAú|è ÷qð�h ò���î ÿ

x � õ��	%Jê � ëqõ ý ò�� h ý øAè�íAñ�õBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú�õ2%gì¼ï ý ì¼ï�"+��4èÂù ò4èAö�ð�hD÷¼î
����ê�óqê�ìqê�ò4è�ÿ�ë6hD÷¼î>ò
y =

∞∑
k=0

Ckx
k cÎ�t�4ëAèqú�ï�ìqî^ë6hD÷qè·7Bù�÷qù �4ñ

ý 7Bî#%gìAèqú¿è�÷qð�h�ò���î ÿ
x
c�m§ð�h�õ��4ëAèqú�ï�ìAì�hK8 0 N � ìqõBëqú�õBòeï�ìqõ�
Tò ìAù�ðqî � ÷qð�hõ�÷qìqõBö�õ´ëqõ ý ò�� h ý øAù@7Bù�÷¼ê�ú¿õ´ò4èqú�ï�ö�ï��4è � � õ	7 C0 = 1 � C1 = 0 � ïT÷qð�hf÷qëAùDö�õBö�õì¼ï�ò4ó¼ï�øAè � C0 = 0 � C1 = 1

c�Qþï��4èqú�ê�ú¿õ
∞∑

k=2

Ckk(k − 1)xk−2 + x

∞∑

k=1

Ckkx
k−1 +

∞∑

k=0

Ckx
k = 0,

ï�7Bõ
y = C0 + C1x+ C2x

2 + . . .+ Ckx
k + . . . ;

y′ = C1 + 2C2x+ . . .+ kCkx
k−1 + . . . ;

y′′ = 2C2 + . . .+ k(k − 1)Ckx
k−2 + . . . .

�t�	%´ê � h�ø � õ·øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è�óAëAè óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAè�ÿ!����ê�óqê�ì�hDÿ
x
óAëAèAëqî>ò4ì�h+�4è ÷¼õ

ìAù�ð�h � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ
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x0 C0 + 2C2 = 0,

x1 2C1 + 6C3 = 0,c�c c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c

xk (k + 1)(k + 2)Ck + (k + 1)Ck = 0.

m§ð�h ëqõ ý ò�� h ý øAù y1
ú�ïBû�ú¿õ

C0 = 1 � C1 = 0 � C2m = (−1)m

2·4·6·(2m) � (m =

= 1, 2, . . .)
c�`§õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è

C2m+1 = 0
c�p�õ4ú|ù

y1 = 1 − x2

2
+

x4

2 · 4 − x6

2 · 4 · 6 + . . .+
(−1)mx2m

2 · 4 · 6 · . . . · (2m)
= exp

[
−x

2

2

]
.

m§ð�h­ëqõ ý ò�� h ý øAù y2
ú�ïBû�ú¿õ

C0 = 0 � C1 = 1 � C2m = 0 (m = 1, 2, . . .) �
C2m+1 =

(−1)m

1 · 3 · 5 · . . . · (2m+ 1)
,

��õBú¿ù
y2 =

∞∑

m=0

(−1)mx2m+1

1 · 3 · 5 · . . . · (2m+ 1)
.

�����Bï�ìAìqî#"�ë(hD÷¨�qê�ëqê ý ê�ðqê�ú¿ê�ì��4ï�ëAìqî^éVùDìAøAíqî 
�ìqêFò4èAë¼ï�%gïBû5�4ñ���hTc � ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqúëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú ò4è�ÿAî ÷qìqõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�hº7Bù�÷¼ê
y = C1y1 + C2y2 � ÷¼ê C1 � C2 ü÷¼ê\h�øqîÈ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqî����Bï�ðqîzc

uIv)wyxkzy{4|ð�P~o� ì¼ï�"��4è ìqõBëqú�õBòeï�ìAù òº��õ��Aíqî
x0

8 0 N ÷qð�häëqî>ò4ì�h�ìAì�h
(1 − x2)y′′ − xy′ − y = 0

ùFò4èAö�ð�hD÷¼î�ë(hD÷¼î>ò ý ïO����ê�óqê�ì�hAú¿è
x
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4�6k§ê�ëAô ý ïVò���ê�óqê�ëqê�øDõBì¼ïBû�ú¿õ	��h ��� õTëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ú�ïBû^ëqõ ý ò�� h ý �øAè�ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î�����ê�óqê�ìqê�ò4è�ÿ��Aè¯ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAè�ÿT����ê�óqê�ìqê�ò4è�ÿ�ë(hD÷¼î>ò��
y′′ − x

1 − x2
y′ − 1

1 − x2
y = 0.

p�õ���øAè
x = ±1

ûVõ	��õ	7BðAèAò4èqú¿è�÷qð�h­íAñBõBö�õJëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc���ðqêTî>ì���ê�ëAòeï�ð
(−1, 1)ìqêTú�î&���4è��4ñ@74î>ðAñ4ôJêTõ	��õ	7BðAèAò4è�ÿX��õ��qõBø c�[
ï´ìAñ�õ4ú¿ù�øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è

p(x) = − x

1 − x2
, q(x) = − 1

1 − x2

ûTï�ì¼ï�ðqî#�4è��AìAèqú|èþéVùeìAøAíqî;hAú¿è c�p�õ4ú|ùFò4è�ÿ�î ÷qìqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ú�ïBûVëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî
ý ï�÷oï����4ñ���h·����ê�óqê�ìqê�ò4èqú|è ë(hD÷oïBú|è cò`Vëqî�ú-��õBö�õ � íqî�ë(hD÷qè û ý 74î#%gìAèqú¿è�óAëAè
|x| < 1

c
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� ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õ

y1 =
∞∑
k=0

Cky
k c|kTî ÷k���4ï�ò4ð�h+���Aè�íqê�"�ë6hD÷ ù¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � õ��4ëAè+�ú�ïBû�ú�õ

y′1 =
∞∑
k=1

kCkx
k−1 = C1 + 2C2x+ 3C3x

2 + . . .+ kCkx
k−1 + . . . ;

y′′1 =
∞∑
k=2

k(k − 1)Ckx
k−2 = 2C2 + 6C3x+ . . .+ k(k − 1)Ckx

k−2 + . . . .

kTë�èAëqî>ò4ì��Vû�ú¿õJ÷¼õgìAù�ð�h�øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è·óAëAè¯óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAè�ÿT����ê�óqê�ì�hDÿ
x
�

x0 −1 + 2C2 = 0, C2 = 1
2 ,

x1 3 · 2C2 = 0, C3 = 0,c�c c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c c�c�c�c�c�c�c

xk −Ck − kCk + (k + 1)(k + 2)Ck+2 − k(k − 1)Ck = 0;

Ck+2 = 1+k2

(k+1)(k+2) Ck, k ≥ 2; C5 = C7 = · · · = C2m+1 = 0,

C4 = 1+22

3·4 , C6 =
(1+22)(1+42)

6! , . . . .p|ï�øAèqú¨�AèAìqõ4ú �
y1 = 1 + 1

2!x
2 + 1+22

4! x4 + . . .+
(1+22)(1+42)...(1+(2m−2)2)

(2m)! x2m + . . . .

�B��øqî>ðAñ4øAè ÷qð�h
y1

�
C1 = 0 � C0 = 1 � ��õ ÷qð�h

y2
ò4èqú�ï�ö�ï��4èqú¿ê�ú�õ �

� õ�7 C1 = 1 � C0 = 0 � ��õ	7���õ·7Bù�÷¼ê�ú�õ�ô´ùeøAï��4è
y2

ò�î ÷që¼ï ý ù ùâò4èAö�ð�hD÷¼î
y2 = x + C2x

2 + C3x
3 + . . .

cTk§î ÷k���Bï�ò4ð�h+���Aè
y2

ù·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � ï�ì¼ï�ðqõBö�î#�Aìqõ
ý ìqï�ÿeõ�÷qèqú¿õ Ck c(m´î&���Bï�ìqê�ú�õ
y2 = x+ 2

3! x
3 +

2(1+32)
5! x5 + . . .+

2(1+32)...(1+(2m−1)2)
(2m+1)! x2m+1 + . . . .

� ì¼ï�"�÷¼ê�ìqî ë6hD÷qè·û ý 74î#%gìAèqú¿èm��ë¼ï�÷¼î>ù�� ý 74î#%gìqõ	����î r < 1
� � ïgéVùeìAøAíqî 
 y1

î
y2

ù �Bò�õBë������4ñ�8 0 N ò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯î � õ	��øqî>ðAñ4øAè
y1(0) = 1, y′1(0) = 0;

y2(0) = 0, y′2(0) = 1,

��õ ý ì¼ï�"�÷¼ê�ì¼ï§8 0 N û�ìqõBëqú¿õBòeï�ìqõ�� ò
ìAù�ðqîzc � ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"­ëqõ ý ò�� h ý õBø�ò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õëqî ò4ì�h�ìAì�h´ú�õ2%gì¼ï�óqõ�÷oï��4è´ùVò4èAö�ð�hD÷¼î
y = C1y1+C2y2 � ÷¼ê C1 � C2 ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqî���Bï�ðqîzc
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c�ç �ò���D� *º���+*XíF	�����	 1+* ü íqêVëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ò4èAö_ð�hD÷qù
x2y′′ + xy′ +

(
x2 − n2

)
y = 0. (16.14)p�õ���øAï

x0 = 0
û�ëqê�ö�ù�ð�h�ëAìqõ�� õ	��õ	7BðAèAò�õ�����õ��AøDõ�� ëqî>ò4ì�h�ìAì�hï�wd8fgced p � � ïò4è ý ì¼ï2�¼ï�ðAñ4ìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h·ú�ïBûVò4èAö_ð�hD÷
ρ(ρ− 1) + ρ− n2 = 0

ï�74õ
ρ2 − n2 = 0,

ëqõ ý ò�� h ý øAïBú|èÍh�ø�õBö�õ�û
ρ1,2 = ±n � ëqî ý ìAèAí�h h�øAè�ÿþ÷¼õBëqî>ò4ì��Vû

ρ1 − ρ2 = 2n
c

�t�	%´ê	�
æ � h�ø � õ 2n

ìqêþíqî>ðqê·÷¼õ�÷oï��4ìqês�Aè���ðqõ � ��õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h-�wd8fgced p �Fú�ïBû�÷qòeï
ëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî ý ï�÷oï����4ñ��@h�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAèqú|ès����ê�óqê�ìqê�ò4èqú|è·ë6hD÷oïBú¿è�ò4èAö_ð�hD÷qù
�wd�fgced2_�� � �wd8fgced�d�� �M � h�ø � õ�%

2n ü íqî>ðqêg÷¼õ�÷oï��4ìqê@�Aè���ðqõ � ��õ·ú¿õ�%gì¼ï�ö�ï�ë¼ï�ì��4ùDòeï��4è�î&��ìAù��
òeï�ìAì�h ðAèAôJêfõ�÷qìqõBö�õX�¼ï����4èAìAìqõBö�õþëqõ ý ò�� h ý øAù ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�����ê�ð�h � h�øAè�" ý ï��÷oï�û��4ñ��@h�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAèqú!����ê�óqê�ìqê�ò4èqú ë(hD÷¼õ4ú c j ê�"Fëqõ ý ò�� h ý õBø­óqõBëqõ�÷�%gù�û5�4ñ���h74î ðAñ4ô´èqú ý ø�õBëqê�ìqî>ò
ò4è ý ì¼ï��¼ï�ðAñ4ìqõBö�õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc�¤b��ìAùDòeï�ìAì�hJ÷qëAùDö�õBö�õ��¼ï����4èAì+�ìqõ�ö�õ�ëqõ ý ò�� h ý øAù§ùTò4èAö_ð�hD÷¼îeù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õ�����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õ7ë6hD÷qùTò4èqú�ï�ö�ïBû�÷¼õ�÷oï���4øDõBò�õBö�õ�÷¼õ	��ðqî ÷�%Jê�ìAì�hTcDlÂíAñ�õ4ú¿ù§ë¼ï ý îeô´ùDø�ï����4ñVëqõ ý ò�� h ý õBøJù
éTõBëqú¿îP�wd8fgced�a	�\c37ø � õ
ò��wd8fgced�a	�

A
÷¼õBëqî>ò4ì��7òeï��4èqú�ê7ìAù�ð�� � ��õ
÷qëAùeö�è�"­ëqõ ý ò�� h ý õBø�ùgò4èAö�ð�hD÷¼îù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õO����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õ
ë6hD÷qùJö�ï�ë¼ï�ì���õBòeï�ìqõ´î&��ìAù�û � ïÅh�ø � õ A ìqêi÷¼õBëqî>ò��

ì��7ûVìAù�ð�� � ��õJ÷qëAùeö�è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·õ	74õBò�� h ý ø�õBò�õFú¿î&���4è��4ñ lnx �c � h�ø � õ n = 0 � ��õ î&��ìAù�û·ðAèAôJê�õ�÷qèAìâëqõ ý ò�� h ý õBø ��� õ ò4èAë¼ï�%gïBû5�4ñ���h
ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAèqú·����ê�óqê�ìqê�ò4èqúÂë(hD÷¼õ4ú c

p|ï�øAèqú��AèAìqõ4ú � ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÖ^iê�����ê�ð�h ý ï�ò	%J÷qè´ú�ïBû¿óAëAèAì¼ï�"qú|ìqîeõ�÷qèAì§ëqõ ý ò�� h �
ý õ�ø � h�øAè�"�ò4èAë¼ï�%gïBû5�4ñ���h ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAèqú�����ê�óqê�ìqê�ò4èqú ë(hD÷¼õ4ú cT`§õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è
ë6hD÷qù�ðqê�ö�ø�õ ý ì¼ï�"��4è � ø�õBëAè����4ù����Aè���ñZQT[Ö`
c(m´î&���Bï�ìqê�ú�õ

y = xn
∞∑

k=0

(−1)k
C0

22kk!(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ k)
x2k. (16.15)

N he÷��wd8fgced�o	��û ý 74î#%gìAèqú·óAëAè§ò���î ÿ ý ì¼ï��qê�ìAì�hDÿ x � ï^õ��	%Jê � ý ï�÷oïBû�ëqõ ý ò�� h ý õBøëqî ò4ì�h�ìAì�hÁ^iê�����ê�ð�hFóAëAèf÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõ4ú¿ùfò4è�74õBëqîqø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ï
C0

c�p�õ4ú|ù ý ëAù �Aìqõò4è�7BèAë¼ï��4è
C0

�4ï�øAèqúT�AèAìqõ4ú ��� õ	7�øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4èJë6hD÷qù@�wd8fgced�o	� ì¼ï�7Bùeòeï�ðAè�h�øDõ��
ú¿õBö�ïJóAëqõ	����î>ôJõBö�õfò4èAö_ð�hD÷qù�c j ñ�õBö�õfú�õ2%gì¼ï´÷¼õ	�@h�ö��4è � h�ø � õJóqõBøAð¼ï����4è

C0 =
1

2nΓ(n+ 1)
, (16.16)
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÷¼ê

Γ(α) =
∞∫
0

xα−1e−x dx ü /\#��F�K#�G � ���º$�,º�&*
(α > 0)

c
nXèAøDõBëAè�����õBò4ù ���Aè·ò�î ÷¼õ4ú|ù­ò4ð¼ï����4èAò�î&���4ñFö�ïBú¿ú�ï��#éVùeìAøAíqî 


Γ(α+ 1) = αΓ(α), (16.17)

ðqê�ö�ø�õ
óqõBë¼ï�ÿ�ùeòeï��4è�ëqê�øAùeëqê�ì��4ìqõJøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è
Ck � k = 1, 2, . . .

c�m
î&���4ï�ìqê�ú¿õ
óqê�ëAô´è�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�����ê�ð�hP�

y1 = Jn(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

kΓ(n+ k + 1)

(x
2

)n+k
. (16.18)

8
ùeìAøAíqî;h
Jn(x)

�
#2'D º��#�*��O.6�S* � ����$�,º�-*�EÒíF	�����	 1+* �º	��kL���/\�!��� H �
n
GY/\�

�º�@�+* H $���cPp|ï�ø � óqê�ëAô´è�"Àëqõ ý ò�� h ý õBøÀëqî>ò4ì�h�ìAì�h óAëAèAøAð¼ï�÷qùÍj+�
y1 = Jn(x)

÷¼î �
���Bï�ìqê�ú¿õ ý �wd8fgced 9 ��óAëAè n = 0 � õ	��øqî>ðAñ4øAè Γ(k+1) = k!

c	37ø � õ n ìqê^ûXíqî>ðAèqú
�Aè���ðqõ4ú � ��õ�î&��ìAù�û°"·÷qëAùDö�è�"r�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�����ê�ð�h �4� õûB��ù�ú¿õ��äù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õ@����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õfë(hD÷qù

y2 = J−n(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

kΓ(−n+ k + 1)

(x
2

)−n+k
. (16.19)

p|ï�ø�èqú!�AèAìqõ4ú � ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�����ê�ð�h�ù�ò4èAó¼ï�÷qøAù n 6∈ Zú¿õ�%Jì¼ïJóqõ�÷oï��4è¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î
y = C1Jn(x) + C2J−n(x). (16.20)

3Vø � õ@%
n ü íqî>ðqê§÷¼õ�÷oï��4ìqê$�Aè���ðqõ � ��õr�wd8fgced2`���û§ëqõ ý ò�� h ý øDõ4úâëqî>ò4ì�h�ìAì�h

�wd�fgced p � � ï�ðqê°��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h!�wd8fgc a�_��^ò	%´ê
ìqê°7Bù�÷¼ê ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqú ëqõ ý ò�� h ý øDõ4úíAñ�õBö�õ§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � õ	��øqî>ðAñ4øAè­éVùeìAøAíqî 
 Jn(x) �Bï
J−n(x)

ò§íAñBõ4ú|ùJò4èAó¼ï�÷qøAùfðqî �
ìqî "Aìqõ ý ï�ðqê�%gìqîl� J−n(x) = (−1)nJn(x).

���	%´ê � ÷qëAùeö�è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø � ðqî>ìqî#"Aìqõìqê ý ï�ðqê�%gìAè�" ý óqê�ëAô´èqú � õ	74õBò�� h ý øDõBò�õ¯ú¿î&���4è��4èqú�ê lnx
c�s§õBö�õZ��ðqî ÷ ô´ùDø�ï��4è

ùFò4èAö�ð�hD÷¼î]�wd8fgced8j�� � ��õ	7���õ

y2 = x−n
∞∑

k=0

Ck(x− x0)
k +BJn(x) lnx. (16.21)

� ë�ù �AìqõgóqõBøAð¼ï����4è
B = 2

c
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� ï ý ì¼ï��Aèqú�õ �+� õJéVùeìAøAíqî 
'^iê�����ê�ð�h Jn(x) � ÷¼ê n ÷¼õBëqî>ò4ì��VûVóqõBðqõBò4èAìqîÈìqê5�
ó¼ï�ëAìqõBö�õZ�Aè���ð¼ï � ú�õ2%gì¼ïFò4èAë¼ï ý è��4èr�qê�ëqê ý ê�ðqê�ú¿ê�ì��4ï�ëAìqî|éVùDìAøAíqî 
 � ý ì¼ï�"AôJõBò��ô´è§øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4èJò�î ÷qóqõBò�î ÷qìAè�ÿ$����ê�óqê�ìqê�ò4è�ÿ
ë6hD÷¼î>òt�4ï^óqî ÷k��ùDú¿ùeòeï�ò4ô´èJõ	���4ï�ìAìqîzc
kVëAè�íAñBõ4ú|ù­øDõBëAè����4ù ���4ñ��@hX�Bï�øAèqú¿è¯ò4ð¼ï����4èAò�õ	����hAú¿è·ö�ïBú�ú�ï��#éVùDìAøAíqî 
Y�

Γ

(
1

2

)
=

√
π; Γ(α+ 1) = αΓ(α);

ý ò4î ÷qøAè·ò4èAóAðAèAòeïBû

Γ
(

1
2 + 1

)
= 1

2Γ
(

1
2

)
=

√
π

2 ;

Γ
(

1
2 + k

)
=

1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2k − 1)

2k
· √π;

Γ
(

3
2 + k

)
=

1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2k + 1)

2k+1
· √π.

uIv)wyxkzy{4|m�q~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ +
y′

x
+

(
1 − 1

9x2

)
y = 0. (16.22)

�n��'D�P( * '�#��º� *4�òm´ï�ìqêþëqî>ò4ì�h�ìAì�h ûþëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú ^iê�����ê�ð�hTc 0 óAë¼ï�òB÷¼î � "qõBö�õú¿õ�%Jì¼ïJóqõ�÷oï��4è¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼îl�
x2y′′ + xy′ +

(
x2 − 1

9

)
y = 0; n2 = 1

9 ⇒ n1,2 = ±1
3 .����øqî>ðAñ4øAè

n 6∈ Z � ��õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÁ�wd8fgc a�a	�·ú�ïBûÀ÷qòeï�ðqî>ìqî#"Aìqõ ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqîDò4èAë¼ï�%gï����4ñ��@hgù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAèqú|è@����ê�óqê�ìqê�ò4èqú¿èfë6hD÷oïBú¿è
J 1

3
(x)�Bï

J− 1
3
(x)

c � ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqúÂëqõ ý ò�� h ý ø�õ4úÂëqî>ò4ì�h�ìAì�hX7Bù�÷¼ê
y = C1J 1

3
(x) + C2J− 1

3
(x).

uIv)wyxkzy{4|s�f~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h xy′′ + y′ + xy = 0
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�÷oï�ìqêFëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú�ïBûgëqõ ý ò�� h ý õBø ù ò4èAö_ð�hD÷¼î�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê5�ìqõ�ö�õ$����ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õ
ë(hD÷qù � õ	��øqî>ðAñ4øAè�ò�õBìqõ
û^ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú ^iê�����ê�ð�hTc�m
î#"���ìqõ � ÷¼õ��ú|ìqõ2%gèAò4ô´è·ì¼ï
x � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õ

x2y′′ + xy′ + x2y = 0.
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m
ðgh�÷oï�ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h�^iê�����ê�ð�h

n = 0 � ��õ4ú|ù¯ú|èþõ�÷që¼ï ý ù¯ú�õ2%Jê�ú¿õI��ø�ï��
ý ï��4è �Î� õ î&��ìAù�û¯ðAèAôJêT��î>ðAñ4øAèâõ�÷qèAì ëqõ ý ò�� h ý õBøâù�ò4èAö_ð�hD÷¼î�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìqõBö�õ���4ê�óqê�ìqê�ò�õBö�õ·ë6hD÷qù�cy�B���Bï�ìAìqî#" � øAëqî�úK��õBö�õ � óqê�ëqê��4ò�õBë��Vû��4ñ��@hÀì¼ï ý ò4è��¼ï�"AìAè�"���4ê�óqê�ìqê�ò4è�"þë6hD÷

y =

∞∑

k=0

Cky
k (C0 6= 0).

`TõBëAè����4ù����Aè���ñ¯ú�ê���õ�÷¼õ4úâìqê�ò4è ý ì¼ï��qê�ìAè�ÿ øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õ Ck ��óqõ��
øAðqï�÷¼ê�ú�õ

C0 = 1
�\c(m´î&���Bï�ìqê�ú�õ

C2k = 1 +

∞∑

k=1

(−1)k
1

(k!)2 · 22k
, C2k+1 = 0, k ≥ 1.

p|ï�ø�èqú!�AèAìqõ4ú � ò4è�ÿ�î ÷qìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ú�ïBûVëqõ ý ò�� h ý õBø

y = 1 +
∞∑

k=1

(−1)k
1

(k!)2

(x
2

)2k
= J0(x),

÷¼ê
J0(x) ü � ���º$�,º�&*XíF	�����	 1+* �
	���L
��/\�C��� H �Á����1�.D������/\���
�@�+* H $���c
m
ë�ùDö�è�"¨�¼ï����4èAìAìAè�"Âëqõ ý ò�� h ý õBø�õ	74õBò�� h ý øDõBò�õÀú�î&���4è��4ñ lnx

îÎ"qõBö�õÆ��ðqî ÷
ô´ùeø�ï��4è¯ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î]�wd8fgced8j�� � ��õ	7���õ

y2 =
∞∑

k=0

Ckx
k +BJ0(x) lnx, B 6= 0.

nXè�ø�õBëAè�����õBò4ù����Aè!QT[Ö` � óqõBøAð¼ï�ò4ô´è óAëAèÀíAñ�õ4ú¿ù
B = 1

�³÷qð�h ò4è ý ì¼ï��qê�ìqõ�����4îU� � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ

y2 = K0(x) = J0(x) lnx+ x2

22 − x4

22·42

(
1 + 1

2

)
+ x6

22·42·62

(
1 + 1

2 + 1
3

)
− . . . .

�t�4ëAèqú�ï�ì¼ïgéVùDìAøAíqî;h
K0(x)

ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h � ���º$�,º�%*�E�í,	�����	W1 * H �º��/\��/\�Å�
� H �
����1�.����D��/\�
�º�@��* H $���c

�B�5�4ï���õ��Aìqõfú�ïBû�ú�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ò4è�ÿ�î ÷qìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�

y = C1J0(x) + C2K0(x), C1, C2 ∈ R.
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©�ç yO���º	��4/\	����K	��C�º ��(�º (� �
���D� *º���+*(�� e�
���D� *º���+*(��y�#��6���@#'&Tì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@hëqî ò4ì�h�ìAì�h

x(x− 1)y′′ + (−γ + (1 + α+ β)x) y′ + αβ y = 0, (16.23)

÷¼ê
α, β, γ ü ÷¼î#"���ìqî)���Bï�ðqîzc
j ê·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú�ïBû·÷qò�îTõ	��õ	7BðAèAò�îB��õ��AøAè

0
î

1
c kVëqõ���ê � h�ø � õ 1

x−1 =

= −
∞∑
k=0

xk
óAëAè |x| < 1 � ëqî>ò4ì�h�ìAì�h\�wd8fgc aDj���ò­õBø�õBðqîy��õ��AøAè

x0 = 0
ú�õ2%gì¼ï

óqõ�÷oï��4è¯ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î
y′′ + −γ+(1+α+β)x

x(x−1) y′ − αβ
x(x−1) y = 0,

ï�7Bõ
y′′ +

(γ−(1+α+β)x)
∞∑

k=0

xk

x y′ −
αβ

∞∑
k=0

xk+1

x2 y = 0. (16.24)N î>ò4ì�h�ìAì�h6�wd8fgc a p � ý 74î>ö�ïBû5�4ñ���h ý �wd8fgc i	� � h�ø � õJóqõBøAð¼ï����4è

m(x) = (γ − (1 + α+ β)x)
∞∑

k=0

xk, n(x) = −αβ
∞∑

k=0

xk+1.

p�õ4ú|ù�ò4è ý ì¼ï��¼ï�ðAñ4ìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�÷qð�h¾�wd8fgc a p �iì¼ï�7BùeòeïBûTò4èAö�ð�hD÷qù
λ(λ− 1) + γλ = 0, (16.25)

øDõBëqê�ìqîòh�øDõBö�õ
λ1 = 0 � λ2 = 1 − γ � ïZ
bÿÀëqî ý ìAèAí�h λ1 − λ2 = γ − 1

�)ï�74õ
λ2 − λ1 = 1 − γ

�\ct�t�	%Jê � h�ø � õ γ
ìqê�ûþíqî>ðAèqú ÷¼õ�÷oï��4ìAèqú¥�Aè���ðqõ4ú ï�74õ

ìAù�ðqê�ú � ��õ^ò�õBøDõBðqî�õ	��õ	7BðAèAò�õ�
+��õ��AøAè x0 = 0
ú¿õ�%gì¼ïXóqõ	7Bù�÷qùeòeï��4è
÷qòeïiðqî>ìqî#"Aìqõ

ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ¯ëqõ ý ò�� h ý øAè·ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î�ù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAè�ÿT����ê�óqê�ìqê�ò4è�ÿ¯ë(hD÷¼î>ò

y1 =
∞∑

k=0

C1
kx

k, y2 = x1−γ
∞∑

k=0

C2
kx

k. (16.26)

nXè ý ì¼ï2�¼ï����Aè·øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è C1
k � k = 0, 1, 2, 3, . . . ý ï§QT[Ö` � ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú�õ

y1 = F (α, β, γ;x) =

= 1 +
∞∑
k=0

α(α+1)(α+2)...[α+(k−1)]β(β+1)(β+2)...[β+(k−1)]
k!γ(γ+1)(γ+2)...[γ+(k−1)] xk.

(16.27)
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là�wd8fgc a�i	��ë(hD÷ � ëqõ ý �Bï�ôJõBòeï�ìAè�" óqõBëAù�� � ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���hR/����º	��4/\	����K	��C�º ��(�º (� �õ	��øqî>ðAñ4øAè óAëAè

α = 1 � β = γ
ò�î>ìþóqê�ëqê��4ò�õBë��Vû5�4ñ���h�ì¼ï@��ùDú¿ù¯ö�ê�õ4ú¿ê��4ëAè��Aìqõ�


óAëAõBö�ëqê���î 


F (1, β, β;x) = 1 +
∞∑

k=0

1 + x+ x2 + . . .+ xk + . . . =
1

1 − x
. (16.28)

¤ ý
ý 74î#%gìqõ	����î�ë(hD÷qù6�wd8fgc a 9 �^óAëAè |x| < 1
ò4èAóAðAèAòeïBû ý 74î#%gìqî&���4ñ­ë(hD÷qù6�wd8fgc a�i	�

ì¼ï$��õ4ú¿ùZ��ïBú¿õ4ú¿ù�î>ì���ê�ëAòeï�ðqîzc
m
ë�ùDö�è�"s�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBøR�wd8fgc aDf�� ý ì¼ï�ÿeõ�÷ºh+�4ñ � ý ÷¼î#"���ì������Aè�ò�ëqî>ò��ì�hDìAìqî)¢Aï�ù�����ïX�wd8fgc aDj�� ý ïBú�î>ìAù�ô´ùDø�ï�ìqõ�
|éVùDìAøAíqî 


y = x1−γz, (16.29)

÷¼ê
z = z(x)

c
m
î&���4ï�ìqê�ú¿õ­ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÆ¢Aï�ù�����ï � ò h�ø�õ4ú|ù·ëqõBðAñ�ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëqî>ò α �
β � γ ò�î ÷¼î>ö�ë¼ï����4ñFò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ

α+ 1 − γ � β + 1 − γ � 2 − γ
�

x(x− 1)z′′ + [−(2 − γ) + (1 + α+ 1 − γ + β + 1 − γ)] z′+
+(α+ 1 − γ)(β + 1 − γ)z = 0.

(16.30)

k§õ�7Bù�÷qùeòeï�ò4ô´è
z1 ü �¼ï����4èAìAìAè�"­ëqõ ý ò�� h ý õBø­ëqî>ò4ì�h�ìAì�hr�wd8fgc j	_�� � h�øAè�"�ò�î ÷��óqõ�ò�î ÷oïBû�ìAù�ðAñBõBò�õ4ú|ùTø�õBëqê�ì���ò4è ý ì¼ï��¼ï�ðAñ4ìqõBö�õ7ëqî>ò4ì�h�ìAì�h � �Bï^óqî ÷k���Bï�ò4èAò4ô´è$"qõ��

ö�õJòT�wd8fgc a�`�� � õ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õ
y2 = x1−γF (α+ 1 − γ, β + 1 − γ, 2 − γ;x). (16.31)

� ì¼ï�"�÷¼ê�ìqî^éVùeìAøAíqî 
O�wd8fgc a�i	� � �wd8fgc jgd��§ù �4ò�õBë������4ñm8 0 N ö�î>óqê�ëAö�ê�õ4ú�ê��4ëAè+�
�AìAõBö�õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h­ùFë¼ï ý î � øDõBðAè γ ìqêTû�íqî>ðAèqú¨�Aè���ðqõ4ú¨�Aè�ìAù�ðqê�ú,c�3Vø � õ°%

γ

ü íqî>ðqê��Aè���ðqõ§ï�74õVìAù�ðAñ � ��õVóqê�ëAô´è�"§�¼ï����4èAìAìAè�"fëqõ ý ò�� h ý õBøT�wd8fgc a�i	�|ú�ïBû���ê�ì�� �ï
÷qëAùeö�è�"þú¿õ�%´ê§ú¿î&���4è��4è
lnx

îq"qõBö�õ§�4ëqê�7�ïJô´ùDø�ï��4è¯ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î]�wd8fgced�a	�\c
N î ò4ì�h�ìAì�hm¢Aï�ù�����ï��4ï ^iê�����ê�ð�h ÷¼õ	7BëqêFò4èAò	�qê�ìqî � îe��õ4ú¿ùr�¼ï�����õ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

î>ì�ô´è�ÿ��4èAóqî>ò ý ò�õ�÷ºh+�4ñf÷¼õJìAè�ÿTc�[
ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � �º�����+*��º� *_QÖ	5½ #�� H �(#
(1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0, (16.32)

h�øDê ú�ïBû ÷qò�î´ëqê�ö�ù�ð�h�ëAìqîfõ	��õ	7BðAèAò�îO��õ��AøAè
x0 = 1 � x0 = −1 � ý ïBú�î>ìqõ��

x = 1 − 2t ý ò�õ�÷qè��4ñ���h ÷¼õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�hF¢Aï�ù�����ï � óAëAèäíAñ�õ4ú¿ù õ	��õ	7BðAèAò�î$��õ��
�Aø�è {1,−1} óqê�ëqê�ÿeõ�÷ºh+�4ñ ò�õ	��õ	7BðAèAò�î���õ��AøAè ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ¢Aï�ù�����ï {0, 1} � ï
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α = n + 1 � β = −n � γ = 1
cI���	%´ê � ò4è ý ì¼ï��¼ï�ðAñ4ìAèqú û ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

λ(λ−1)+λ = 0 ý ø�õBëqê�ì�hAú|è λ1 = λ2 = 0
î4óqê�ëAô´èqúX�¼ï����4èAìAìAèqú·ëqõ ý ò�� h ý øDõ4úëqî ò4ì�h�ìAì�h6�wd8fgc j�a	��òfõBøDõBðqîq��õ��AøAè

x0 = 1
�nõ	��øqî>ðAñ4øAèT��ïBú�ê7ò�õBì¼ï´óqê�ëqê�ÿeõ�÷qè��4ñ

ò§��õ��AøAù
0
�

y1 = F

(
n+ 1,−n, 1;

1 − x

2

)
. (16.33)

37ø � õI%
n ü íqî>ðqê´÷¼õ�÷oï��4ìqêO�Aè���ðqõ � ��õ�ë(hD÷R�wd8fgc j�j��7õ	7BëAèAòeïBû��4ñ��@h ì¼ï

n
�#ú¿ù

÷¼õ�÷oï�ìAøAù�ckp�õ4ú|ù�ëqõ ý ò�� h ý õBøm�wd8fgc j�j��^ûVú¿ìqõBö�õ��Aðqê�ìqõ4ú
n
��ö�õgóqõBë6hD÷qøAù

pn(x) = F

(
n+ 1,−n, 1;

1 − x

2

)
, (16.34)

÷¼ê
n ü íqî>ðqêþ÷¼õ�÷oï��4ìqêÆ�Aè���ðqõ�c k§õBðqî>ìqõ4úÓ�wd8fgc j p ��ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���hp�
�S1º�û�
���K�\�

QÖ	5½ #D� H �(#
n
G /\���º�@��* H $�� �

Q·õ�%Jì¼ï î>ì���ê�ö�ëAùeòeï��4èâëqî>ò4ì�h�ìAì�hF�wd8fgc j�a	�@74ê ý óqõ	��ê�ëqê�÷qìAñ�õ¨"�ìqê ý ò�õ�÷qè��4è"qõ�ö�õ ÷¼õäö�î>óqê�ëAö�ê�õ4ú¿ê��4ëAè��AìqõBö�õ�cI[§ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ÷qð�h ëqê�ö�ù�ð�h�ëAìqõ�
þõ	��õ	7BðAèAò�õ�

��õ��AøAè

x0 = 1
ò4è ý ì¼ï2�¼ï�ðAñ4ìAèqú ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú ûJëqî>ò4ì�h�ìAì�h

λ(λ − 1) + λ = 0 �"qõ�ö�õ�øDõBëqê�ìqî
λ1 = λ2 = 0

c4p�õ4ú|ù¯õ�÷qèAì�ëqõ ý ò�� h ý õBøþò­õBøDõBðqî�íqî�û�
e��õ��AøAèÆ7Bù�÷¼ê
ý òBè��¼ï�"AìAèqú ����ê�óqê�ìqê�ò4èqú ë6hD÷¼õ4ú ý ïZ����ê�óqê�ì�hAú¿è ëqî ý ìAèAíqî (x − 1) � ï�÷qëAùDö�è�"ëqõ ý ò�� h ý õBø·õ	74õBò�� h ý øDõBò�õfú¿î&���4è��4ñ ln(x− 1)

c ��ì¼ï�ðqõBö�î#�AìqîÈëqê ý ù�ðAñ��4ï��4è¯ú�ï����4ñú¿î&��íqêV÷qð�h�õ	��õ	7BðAèAò�õ�
f��õ��AøAè
x0 = −1

c

� ì¼ï�"��4è·8 0 N ùÀò4èAö�ð�hD÷¼îië6hD÷¼î>ò ý ïs����ê�óqê�ì�hAú|è
x � ìqõBëqú¿õBòeï�ìAù òr��õ��Aíqî

x = 0
�

­kª�«�ç
y′′ = xy.

­kª ¬ ç
y′′ + xy′ − (2x2 + 1)y = 0.­kª�­�ç

y′′ + x2y = 0.
­kªk®�ç

y′′ + 1
1−xy = 0.

� ì¼ï�"��4è´÷qòeï7ðqî>ìqî#"Aìqõ7ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿO�¼ï����4èAìAìAè�ÿJëqõ ý ò�� h ý øAègëqî>ò4ì�h�ìAñTòTõBøDõ��ðqî�õ	��õ	7BðAèAò�õ�
t��õ��AøAè
x0 = 0

ù ò4èAö_ð�hD÷¼îXù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAè�ÿ!����ê�óqê�ìqê�ò4è�ÿ ë6hD÷¼î>ò �ï�7Bõgë(hD÷¼î>ò � õgú¿î&����h+�4ñJ÷¼õ�÷oï��4øDõBò�õ lnx
�

­k«�¯ ç
x(x− 1)y′′ + (3x− 2)y′ + y = 0.­k«Èæ¼ç
x(x− 1)y′′ + (2x− 2)y′ − 2y = 0.­k«�M�ç
x(x− 1)y′′ + (x+ 1)y′ − y = 0.­k«�c�ç
x(x− 1)y′′ + (3x− 1)y′ + y = 0.
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­k«+©�ç

x2y′′ − (3x+ x2)y′ + 4y = 0.­k«�ª�ç
x(x− 1)2y′′ + x(x− 1)y′ − y = 0.­k«�«�ç
y′′ + 2

xy
′ + y = 0.­k« ¬ ç

x2y′′ + xy′ +
(
x2 − 1

4

)
y = 0.

� ì¼ï�"��4è�ù¯ò4èAö_ð�hD÷¼î�ë(hD÷qù ý ïI����ê�óqê�ì�hAú|è
x
õ�÷qèAìs�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø �h�ø�è�" ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû�óqõ	���4ï�ò4ðqê�ìqî^óqõ��¼ï��4ø�õBò�î^ù�ú¿õBò4è c � ì¼ï�"��4èR��ù�ú|ù ë6hD÷qùm�4ï

óqõ�7Bù�÷qùeòeï��4è·÷qëAùeö�è�"T�¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ïgéTõBëqú|ù�ðqõ��Ò��74ê�ð�hP�
­k«�­�ç

y′′ − 2xy′ + 2y = 0; y1(0) = 0, y′1(0) = 2.­k«�®�ç
(1 − x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0; y1(0) = 0, y′1(0) = 1.­ ¬ ¯ ç
(1 − x)y′′ + xy′ − y; y1(0) = 1, y′1(0) = 1.­ ¬ æ¼ç
(1 − x2)y′′ − xy′ + y = 0; y1(0) = 0, y′1(0) = 1.­ ¬ M�ç
(1 − x2)y′′ − xy′ = 0; y1(0) = 1, y′1(0) = 0.

� ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqî�ëqõ ý ò�� h ý øAè·ëqî>ò4ì�h�ìAñ�^iê�����ê�ð�hP�­ ¬ c�ç
y′′ + 5

xy
′ + y = 0.

­ ¬ ©�ç
y′′ + 3

xy
′ + 4y = 0.­ ¬ ª�ç

xy′′ + 1
2y

′ + 1
4y = 0.

­ ¬ «�ç
x2y′′ − 2xy′ + 4(x4 − 1)y = 0.­ ¬�¬ ç

y′′ + 1
xy

′ + 4y = 0.
­ ¬ ­�ç

y′′ + 1
xy

′ + 1
9y = 0.­ ¬ ®�ç

x2y′′ + xy′ +
(
x2 − 1

4

)
y = 0.

­k­�¯ ç
x2y′′ + xy′ +

(
4x2 − 1

9

)
y = 0.

� ì¼ï�"��4è·ëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî ò4èAë¼ï�%Jï����4ñ���hs����ê�óqê�ìqê�ò4èqú|è ï�74õFù ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqê�ìAè+�ú|èX����ê�óqê�ìqê�ò4èqú¿è¯ë(hD÷oïBú|è)�
­k­Èæ¼ç

xy′′ + y′ − xy = 0.­k­�M�ç
xy′′ − xy′ − y = 0.­k­�c�ç
x2y′′ + 2xy′ − (x2 + 2x+ 2)y = 0.­k­+©�ç
x2y′′ − x2y′ + (x− 2)y = 0.­k­�ª�ç
9x2y′′ − (x2 − 2)y = 0.­k­�«�ç
2x2y′′ + (3x− 2x2)y′ − (x+ 1)y = 0.­k­ ¬ ç
xy′′ + 2y′ + xy = 0.

� ì¼ï�"��4èfù
ò4èAö_ð�hD÷¼î�����ê�óqê�ìqê�ò4è�ÿgë(hD÷¼î>òTëqõ ý ò�� h ý øAè ý ï�÷oï2� `§õBôJîzc��B7��Aè���ðAè+�



§ g�/ Äq×0Î�ÕVÍSA�Ó D�Ü�Ç�ÎeÎBÞ§Ó =³Ü�ÎBÞeÎ�>�µ�Ç°C�Ê5?DÊ0É^Ê�A�Ê�Ö�Ô1ÕVÍW?DÍ�ÎDÍ1Ü�Û�ôTÓ�Þ C5=³Ü d�a�`
�4è�ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è·ë(hD÷¼î>òs�³÷¼õO�4ëqê��4ñBõBö�õfò4øAð����Aìqõ��5�
­k­�­�ç

y′ = y2 − x; y(0) = 1.
­k­k®�ç

y′ = x+ 1
y ; y(0) = 1.­k®�¯ ç

y′ = y + xey; y(0) = 0.
­k®�æ¼ç

y′ = 2x+ cos y; y(0) = 0.­k®�M�ç
y′ = x2 + y3; y(1) = 1.

­k®�c�ç
y′′ = xy′ − y2; y(0) = 1, y′(0) = 2.­k®+©�ç
y′′ = y′2 + xy; y(0) = 4, y′(0) = −2.

­k®�ª�ç � ì¼ï�"��4èX�¼ï����4èAìAìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø y1
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

xy′′ + (1 + x)y′ + y = 0 �h�ø�è�" ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû
óqõ��¼ï��4ø�õBò4ù�ù�ú¿õBò4ù y1 → 1 � y′1 → 1
óAëAè

x → 0
cºk§õ	7Bù��

÷qùeòeï��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¯íAñBõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc­k®�«�ç kTõBøAï ý ï��4è ��� õ´ëqî>ò4ì�h�ìAì�hX�Tê�7BèAôJõBòeï
(1 − x2)y′′ − xy′ + n2y = 0

óqî ÷��
���Bï�ò4ð�h�ìAì�hAú

x = 1 − 2t ý ò�õ�÷qè��4ñ���h�÷¼õgö�î>óqê�ëAö�ê�õ4ú¿ê��4ëAè��AìqõBö�õ�c
m
õBò�ê����4è ��� õóAë�èþíqî>ðqõ4ú|ù­÷¼õ�÷oï��4ìqõ4ú|ù
n
õ�÷qèAì ý �¼ï����4èAìAìAè�ÿ·ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hs�Tê�7Bè+�

ôJõ�òeï§7Bù�÷¼êTú¿ìqõBö�õ��Aðqê�ìqõ4ú
n
��ö�õgóqõBë6hD÷qøAù�c

­k® ¬ ç niî ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�� ý ïBú¿î>ìqõ�� ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú¿î>ìAìqõ�
 ý ò�ê����4è ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
x2y′′ + xy′ + (k2x2 − n2)y = 0 (k 6= 0)

÷¼õJëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�����ê�ð�hTc
­k®�­�ç � ò�ê����4è

y′′− 1
xy

′ +
(
1 − m2

x2

)
y = 0

÷¼õ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ^iê�����ê�ð�h ý ïT÷¼õBóqõ4ú¿õ��ö�õ��äò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�
¿õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
|ðqî>ìqî#"Aìqõ�
 ý ïBú�î>ìAè�ô´ùDø�ï�ìqõ�
|éVùDìAøAíqî 
�c­k®�®�ç � ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h xy′′ + y′ + y = 0
c

®�¯�¯ ç � ì¼ï�"��4èë�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø y1
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(x2 − 2x + 2)y′′′−
−x2y′′ + 2xy′ − y = 0 � h�øAè�" ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAûFóqõ��¼ï��4ø�õBò�îXùDú�õBò4è y1(0) = 1 �
y′1(0) = 1 � y′′1(0) = 1

c
®�¯�æ¼ç ��7��Aè���ðAè��4èJò4ëqõBì���øqîbï�ì´÷qð�h§÷qò�õ�ÿ§ðqî>ìqî#"Aìqõ7ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ´ëqõ ý ò�� h ý øqî>òVëqî>ò��ì�hDìAì�hX¢Aï�ù�����ï

x(x− 1)y′′ + (−γ + (α+ β + 1)x) y′ + αβ y = 0
c

®�¯kM�ç ��7��Aè���ðAè��4èJò4ëqõBì���øqîbï�ì´÷qð�h§÷qò�õ�ÿ§ðqî>ìqî#"Aìqõ7ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ´ëqõ ý ò�� h ý øqî>òVëqî>ò��ì�hDìAì�h � ê�%Jï�ì�÷që¼ï (1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0
c

®�¯kc�ç ��7��Aè���ðAè��4è�ò4ëqõBì���øqîbï�ì�÷qð�h¯÷qò�õ�ÿþéVùeìAøAíqî#" ^iê�����ê�ð�h
Jν(x)

î
J−ν(x) �

ν 6∈ Z
c



d8j�_ : Û�;�ÍnÓ�Í1Î�<�=bÇ�Ì�>�Î�=AÓ =³Ü�ÎBÞeÎ�Î4Þ@C�Ó D�A�Ê�A�Ê�?eÊ�Ó�Þ�C�Ï�D
§ 17. КРАЙОВI ЗАДАЧI

æ¼ç `Vë¼ï�"qõBòeï ý ï�÷oï2�¼ï
a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = f(x), x ∈ [a, b]; (17.1)

αy(a) + βy′(a) = 0, γy(b) + δy′(b) = 0, (17.2)
÷¼ê

a(x) 6= 0 � x ∈ [a, b] � òTù�ú¿õBòeï�ÿ � øDõBðAèFò�î ÷qìqõ	��ìqõTðqê�ö�ø�õ ý ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�hº�wd�i(ced�� � ú�õ2%Jêo7Bù �4è ëqõ ý ò�� h ý ï�ì¼ï¯óAë6hAú¿èqú óqî ÷k���Bï�ò4ð�h�ì+�
ì�h�ú ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õ7ëqõ ý ò�� h ý øAù§ò�øAë¼ï�"qõBò�îeù�ú¿õBò4è��wd�i(c a	�\c���ðqê�ìqê ý ï�ò	%J÷qè ý ï�÷oï2�¼ï�wd8i(ced�� � �wd�i(c a	�iú�ïBûVëqõ ý ò�� h ý øAè � ïJù�ë¼ï ý î4
bÿ­ì¼ï�h�ò4ìqõ	����î ìqêTö�ï�ë¼ï�ì��4ù�û��4ñ��@hþû_÷qè+�ìqî#���4ñºc

M�ç 37ø � õFøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h!�wd�i(ced���ï�74õFøAë¼ï�"qõBò4è�ÿ·ù�ú¿õBòÆ�wd�i(c a	� ý ï��ðqê5%gï��4ñ·ò�î ÷À÷¼ê�h�ø�õBö�õ¯ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë¼ï
λ � ��õ���î ý ì¼ï2�qê�ìAì�h λ � ÷qð�h h�øAè�ÿ ý ï�÷oï2�¼ï�wd8i(ced�� � �wd�i(c a	��ú�ïBû|ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�"´ëqõ ý ò�� h ý õBø (y(x) 6≡ 0) � ì¼ï ý èAòeï����4ñ��@hÁ��1º#�G���� (�Å m'��
#���	����+*(�Å ºc�niî ÷qóqõBò�î ÷qìqî�ò4ð¼ï���ìAèqú ý ì¼ï��qê�ìAì�hAú ëqõ ý ò�� h ý øAè ì¼ï ý èAòeï�����Bñ���1º#����� g�Å � ���º$�,º�&*g�Å �c�[§ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ÷qð�h§øAë¼ï�"qõBò�õ�
 ý ï�÷oï2�qî y′′+λy = 0 �

y(0) = y(π) = 0 � �Aè���ð¼ï 11 � 22 � 33 � . . . î|éVùDìAøAíqî 
 sinx � sin 2x � . . . û´ò�î ÷��óqõ�ò�î ÷qìqõfò4ð¼ï���ìAèqú|è ý ì¼ï��qê�ìAì�hAú¿èX�4ï´ò4ð¼ï���ìAèqú¿è·éVùDìAøAíqî;hAú|è c
n^ï�%gðAèAò4èqú�ò4èAó¼ï�÷qø�õ4ú ý ï�÷oï2�qî�ì¼ï´ò4ð¼ï���ìqî ý ì¼ï��qê�ìAì�h¯û$'D# H #���#~� �����6�K#�G

QK�û�6�D�&1�1+*��
d

dx

(
p(x)y′

)
− q(x)y + λρ(x)y = 0; (17.3)

αy(a) + βy′(a) = 0, γy(b) + δy′(b) = 0, (17.4)
÷¼êÂéVùeìAøAíqî 


p(x) � p′(x) � q(x) � q′(x) ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî � h�ø � õ x ∈ [a, b] �
p(x) > 0 � ρ(x) > 0 � α2 + β2 > 0 � γ2 + δ2 > 0

c
c�ç pië¼ï�óAð�h+���4ñ���hJò4èAó¼ï�÷qøAè � øDõBðAègø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4èFëqî>ò4ì�h�ìAì�h ��� õ ý ï�÷oïBû5�4ñ���hòTøAë¼ï�"qõBò�î#" ý ï�÷oï��qî � ò°��øqî>ì��qê�ìAìAè�ÿ§��õ��AøAï�ÿfõ	��ìqõBò4ìqõ�
Èõ	7Bð¼ï�����î¼ú�ï����4ñ
õ	��õ	7BðAè+�

ò�õ�����îzc�[
ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì�� p(x) ëqî>ò4ì�h�ìAì�hT�wd�i(c j��|õ	74ê�ë��4ïBû5�4ñ���hgì¼ïVìAù�ðAñ
ò´÷¼ê�h�øqî#"���øqî>ì��qê�ìAìqî#"X��õ��Aíqî

c
c�m
ð�hI�Bï�øAè�ÿ ý ï�÷oï�� � ò ý ï�ðqê�%gìqõ	����î�ò�î ÷�ÿDï�ë¼ï�ø+���ê�ëAù õ	��õ	7BðAèAò�õ	����ê�" � ò4èAìAèAøAï����4ñ ù�ú¿õBò4è � h�øqîXò�î ÷¼î>ö�ë¼ï����4ñ ëqõBðAñ øAë¼ï�"qõBò4è�ÿ|cp|ï�ø�èqú¿èFù�ú¿õBòeïBú¿è­ú¿õ�%gù��4ñO7Bù �4è�ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî&���4ñfï�74õ´õ	74ú¿ê�%Jê�ìqî&���4ñJëqõ ý ò�� h ý �øAù � ï�74õJóAë(hAú|ùDòeï�ìAì�h�ëqõ ý ò�� h ý øAù�÷¼õJìqê���øqî>ì��qê�ìAìqõ	����î�îq��c ÷Yc�[§ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ÷qð�hëqî ò4ì�h�ìAì�h ^iê�����ê�ð�h

(xy′)′ − n2 y

x
+ λxy = 0, (17.5)
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h�øDê ý ï�óAè���ï�ìqêFùÀéTõBëqú¿îB�wd�i(c j�� � øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì�� p(x) = x
c�p�õ4ú|ù � h�ø � õm�wd�i(c o	�

ëqõ ý ö�ð�hD÷oïBû5�4ñ���h ì¼ï ò�î ÷qëqî ý øAù 0 ≤ x ≤ 1 � ��õ p(0) = 0
c��t�	%Jê � ò4èqú�õBö�ïõ	7Bú�ê�%´ê�ìqõ	����î�ëqõ ý ò�� h ý øAù¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¨�wd�i(c o	��óAëAè

x → 0
ú�õ2%Jê§ëqõ ý ö�ð�hD÷oï��4è��@hh�øgõ�÷qì¼ï ý øAë¼ï�"qõBò4è�ÿgù�ú¿õBòºcDm§ëAùDö�ï7ù�ú¿õBòeïTûÎ�4èAóqõBò�õ�� � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ y(1) = 0

c
� ÷qõ	7Bù �4ùÀøAë¼ï�"qõBò4ù ý ï�÷oï��Aù ú�õ2%gì¼ïT��éTõBëqú¿ù�ð��7òeï��4è¨�4ï�øAèqú��AèAìqõ4ú
� ý ì¼ï�"��4èëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h!�wd�i(c o	� � h�øAè�" ý ï�ðAèAôgïBû5�4ñ���h�õ	74ú�ê�%´ê�ìAèqúâóAëAè

x → 0
î

÷¼õ�ëqî>ò4ì��VûTìAù�ð�� óAëAè
x = 1

c
¤Y��ìAù ���4ñs�4ï�øDõ�% øAë¼ï�"qõBò�î ý ï�÷oï2�qî ý ìqê���øqî>ì��qê�ìAìqõ�� õ	��ìqõBò4ìqõ�� õ	7Bð¼ï����	��c

[§ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ý ï�÷oï2�¼ï ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�hfëqõ ý ò�� h ý øAùgëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′+λy = 0 � h�øAè�"
ý ï�ðAèAôgïBû��4ñ��@h õ	74ú¿ê�%Jê�ìAèqú óAëAè

x → ±∞ � û�øAë¼ï�"qõBò�õ���c����qê�ò4è�÷qìqõ �²� õøDõ�%gìAê�ìqê�ò�î ÷�� û�ú¿ìqê²�Aè���ðqõ
λ ü ûXò4ð¼ï���ìAèqú ý ì¼ï��qê�ìAì�hAúÀíqî�ûS
 ý ï�÷oï2�qî � ïVéVùDìAøAíqî 


sin
√
λx � cos

√
λx ü 
Y
�ò4ð¼ï���ìqî éVùDìAøAíqî 
�c©�ç�� ���º$�,º�%*�E�y��º���º# øAë¼ï�"qõBò�õ�
 ý ï�÷oï��qî �wd�i(ced�� � �wd�i(c a	�äì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@héVùeìAøAíqî;h�÷qò�õ�ÿ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ G(x, s) � ò4è ý ì¼ï2�qê�ì¼ïgóAëAè x ∈ [a, b] � s ∈ (a, b) � h�ø�ïú�ïBûB�Bï�øqî�ò4ð¼ï����4èAò�õ	����îl�

d��
G(x, s) ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû§ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqê
õ�÷qìqõBëqî ÷qìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0 (17.6)

óAëAè
x 6= s �a	�

αG(a, s) + βG′
x(a, s) = 0 � γG(b, s) + δG′

x(b, s) = 0 �j��|óAëAè
x = s

éVùDìAøAíqî;h
G(x, s)

ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ï
óqõ
x � ï�
b
Èóqõ�ÿ�î ÷qì¼ï G′

x

ú�ïBû
ëqõ ý ëAèAòfóqê�ëAôJõBö�õgëqõ�÷qù ý îP���4ëAè�7Bø�õ4ú 1

a(x) � ��õ	7���õ
G(s− 0, s) = G(s+ 0, s); (17.7)

G′
x(s+ 0, s) −G′

x(s− 0, s) = 1
a(x) . (17.8)

m
ðgh­óqõ	7Bù�÷¼õBò4è·éVùDìAøAíqî 
y¢ ëqî>ì¼ï ý ï�÷oï2�qî¦�wd�i(ced�� � �wd�i(c a	� ý ì¼ï�ÿeõ�÷ºh+�4ñfëqõ ý ò�� h �
ý õ�ø y1(x) 6≡ 0

ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¨�wd�i(c f�� � h�øAè�" ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû´ðAèAôJê§óqê�ëAô´ù (x = a)øAëqï�"qõBò4ù�ùDú�õBò4ù � �4ïFëqõ ý ò�� h ý õBø y2 6≡ 0 � h�øAè�" ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAûJ÷qëAùeö�ù (x = b)øAëqï�"qõBò4ù�ùDú�õBò4ù�ck8
ùDìAøAíqî#�Ò¢ ëqî>ì¼ï´ô´ùDø�ï����4ñfù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

G(x, s) =

{
ϕ(s)y1(x), x ∈ [a, s]

ψ(s)y2(x), x ∈ [s, b],
(17.9)
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÷¼õ�7BèAë¼ï����AèâéVùDìAøAíqî 


ϕ(s) � ψ(s)
�Bï�ø �¦� õ	7Àò4èAøDõBìAùDòeï�ðAè��@h ùDú�õBò4èF�wd�i(c i	� ��wd8i(c 9 �\c

� ì¼ï����AèFéVùeìAøAíqî#��¢�ëqî>ì¼ïTøAë¼ï�"qõBò�õ�
 ý ï�÷oï��qîy�wd�i(ced�� � �wd�i(c a	� � ëqõ ý ò�� h ý õBøFíqî�û�

ý ï�÷oï2�qî ú�õ2%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è¯òfî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî#"�éTõBëqú¿î

y =

b∫

a

G(x, s)f(s) ds, (17.10)

óAë�è��qõ4ú¿ù íqê�" ëqõ ý ò�� h ý õBøÒ7Bù�÷¼ê û_÷qèAìAèqú � h�ø � õ�ò�î ÷qóqõBò�î ÷qì¼ïF�wd�i(ced�� � �wd�i(c a	�
õ�÷qìqõBëqî ÷qì¼ï ý ï�÷oï��¼ï (f(x) ≡ 0)

ú�ïBûVðAèAôJê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø cª�ç kVëAè�ëqõ ý ò�� h ý ùDòeï�ìAìqî�ðqî>ìqî#"AìAè�ÿ�øAë¼ï�"qõBò4è�ÿ ý ï�÷oï��¯ì¼ï�7BðAè�%´ê�ìAèqú¿è·ú�ê���õ��÷oï�ú¿è ý ëAù �Aìqõgô´ùDø�ï�ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¯óqõ�÷oï��4è¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î���ùDú¿è
y(x) = y0(x) + µu(x) + νv(x), (17.11)

÷¼êTéVùDìAøAíqî 

y0(x) � u(x) � v(x) ûVëqõ ý ò�� h ý ø�ïBú¿èX�4ëAñBõ�ÿ ý ï�÷oï���`TõBôJîl�
a(x)y′′0 + b(x)y′0 + c(x)y0 = f(x), y′0(a) = y0(a);

a(x)u′′ + b(x)u′ + c(x)u = 0, u(a) = 1, u′(a) = 0;

a(x)v′′ + b(x)v′ + c(x)v = 0, v(a) = 0, v′(a) = 1,

ï
µ � ν ò4è ý ì¼ï��¼ï����4ñ���h ý øAë¼ï�"qõBò4è�ÿ�ù�ú¿õBòs�wd�i(c a	�\c
®�¯�©�ç 3Vø�ï ý øAë¼ï�"qõBò4è�ÿ ý ï�÷oï��þú�ïBûVëqõ ý ò�� h ý øAè)��4�

y′′ − y = 0, y(0) = 0, y(2π) = 1;

� � y′′ + y = 0, y(0) = 0, y(2π) = 1?

� ì¼ï�"��4è¯ò4ð¼ï���ìqî ý ì¼ï2�qê�ìAì�h¯î�ò4ð¼ï���ìqî éVùeìAøAíqî 
Y�®�¯kª�ç
y′′ = λy; y(0) = 0, y(b) = 0.®�¯k«�ç
y′′ = λy; y′(0) = y′(b) = 0.®�¯ ¬ ç
y′′ = λy; y(0) = y′(b) = 0.®�¯k­�ç
y′′ = λy; y(1) = 0, y(a) = 0, a > 0.

N õ ý ò�� h ý ï��4è¯øAë¼ï�"qõBò�î ý ï�÷oï��qîl�
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®�¯k®�ç
y′′ + y = 1; y(0) = 0, y′

(
π
2

)
= 1.®�æ�¯ ç

y′′ − 2y′ − 3y = 0; y(0) = 1, lim
x→∞

y(x) = 0.®�æqæ¼ç
y′′ − 2y′ − 3y = 0; y(0) = 1, lim

x→∞
y(x) = 2.®�æ M�ç

x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0; y(x) = O(x)
óAëAè

x→ 0, y(1) = 2
c

®�æ c�ç
y′′ + y = 1; y(1) = 1, y′(0) = 0.®�æ�©�ç
y′′ − y = 0; y(0) = −1, y′(1) − y(1) = 2.®�æ ª�ç
y′′ + y = 1; y(0) = 0, y′(π) = 0.®�æ «�ç
y′′ − y′ − 2y = 0; y(−∞) = 0, y′(0) = 2.®�æ ¬ ç
y′′ − y = 1; y(0) = 0, y(x)

õ	74ú¿ê�%Jê�ì¼ïJóAëAè
x→ +∞.®�æ ­�ç

x2y′′ − 6y = 0; y(0)
õ	74ú�ê�%´ê�ì¼ï � y(1) = 2.®�æ ®�ç

x2y′′ + 5xy′ + 3y = 0; y′(1) = 3, y(x) = O
(

1
x2

) óAëAè
x→ +∞.

®kM�¯ ç kTëAè h�øAè�ÿ
a
øAë¼ï�"qõBòeï ý ï�÷oï2�¼ï y′′ + ay = 1 � y(0) = 0 � y(1) = 0

ìqê
ú�ïBûVëqõ ý ò�� h ý øqî>ò �

k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4èþéVùeìAøAíqî#�-¢�ëqî>ì¼ï´÷qð�h­øAë¼ï�"qõBò4è�ÿ ý ï�÷oï��)�®kMÈæ¼ç
y′′ + y = f(x); y(π) = 0, y′(0) = 0.®kM�M�ç
y′′ + y′ = f(x); y(0) = 0, y(1) = 0.®kM�c�ç
y′′ = f(x); y(0) = 0, y(1) = 0.®kM+©�ç
x2y′′ + 2xy′ = f(x); y(1) = 0, y′(3) = 0.®kM�ª�ç
xy′′ − y′ = f(x); y(2) = 0, y′(1) = 0.®kM�«�ç
y′′ = f(x); y(0) = 0, y(x)

õ	74ú�ê�%´ê�ì¼ïJóAëAè
x→ +∞.®kM ¬ ç

y′′ − y = f(x); y′(0) = 0, y′(2) + y(2) = 0.®kM�­�ç
y′′ + y′ = f(x); y(+∞) = 0, y′(0) = 0.®kM�®�ç
y′′ + 4y′ + 3y = f(x); y(0) = 0, y(x) = O(e−2x)

óAëAè
x→ +∞.®kc�¯ ç

x2y′′ + 2xy′ − 2y = f(x); y(0)
õ	74ú¿ê�%Jê�ì¼ï � y(1) = 0.

� ï�óAè���ï��4è¯òFî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî#"þéTõBëqú�îÈëqõ ý ò�� h ý øAè·øAë¼ï�"qõBò4è�ÿ ý ï�÷oï2�)�®kcÈæ¼ç
y′′ = f(x); y(a) = y(b) = 0.®kc�M�ç
xy′′ + y′ = 2x; y(1) = y′(1), y(x) = 0

óAëAè
x→ 0.
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§ 18. КОЛИВНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ

ОДНОРIДНИХ РIВНЯНЬ

æ¼ç 37ø � õJìqê�ìAù�ðAñ�õBò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (18.1)

÷¼ê
p(x) � q(x) ü ò4è ý ì¼ï��qê�ìqî4�4ï§ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqîoóAëAè x ∈ (a, b) � óqê�ëqê��4ò�õBë��Vû5�4ñ���hì¼ïgìAù�ðAñ�ìqê´ú¿ê�ìAôJê � ìqî#% òf÷qò�õ�ÿX��õ��Aø�ï�ÿþî>ì���ê�ëAòeï�ðAù

(a, b) � ��õfò�î>ìþì¼ï ý èAòeïBûS��4ñ	��hÍ$6�S1º º�D�� g� ì¼ï
(a, b)

c
N î ò4ì�h�ìAì�h6�wd 9 ced��Xóqî ÷k���4ï�ìqõBò4øDõ��

y = z · exp

[
−1

2

∫
p(x) dx

]
, (18.2)

÷¼ê
z = z(x) � ý ò�õ�÷qè��4ñ��@h�÷¼õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ògøAï�ìqõBìqî#�Aìqî#"þéTõBëqú¿î

z′′ + I(x)z = 0, (18.3)

÷¼ê
I(x) = −p′(x)

2 − p2(x)
4 + q(x) ü �û�
�D#\�º��#��º�Ì�wd 9 ced��\c

N õ ý ò�� h ý øAè­ëqî>ò4ì�h�ìAñT�wd 9 ced���îe�wd 9 c j���ú�ï����4ñJõ�÷qì¼ï�øDõBò4è�"­ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ë�ø�õBðAèAò��
ìqõ�����îzc

3Vø � õJòfëqî>ò4ì�h�ìAìqî]�wd 9 c j��Xø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì�� I(x) �Bï�øAè�" ��� õ
I(x) ≤ 0 x ∈ (a, b), (18.4)

��õJò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAè¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hm�wd 9 c j����)ï � õ��	%Jê � "6�wd 9 ced��W�^û7ìqê�ø�õBðAèAò4ìAèqú|è c
M�ç4N õ ý ò�� h ý øAè � � N ÷qëAùDö�õBö�õgóqõBë6hD÷qøAù ý ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìAèqú|è·øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��BïBú¿èì¼ïJî>ì���ê�ëAòeï�ðqî

I
ú�ï����4ñfõ�÷qì¼ï�øDõBò4è�"¯ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ë¯ø�õBðAèAò4ìqõ	����îl�Aø�õBðAèAò4ìqî�ï�74õJìqê5�

øDõBðAèAò4ìqîDõ�÷qìqõ��¼ï���ìqõ�cDkVëAè
íAñBõ4ú|ùTìAù�ðqî4÷qò�õ�ÿ§ðqî>ìqî#"Aìqõ�ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ
ëqõ ý ò�� h ý øqî>òò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ð������4ñÀõ�÷qèAìÂõ�÷qìqõBö�õ � ��õ	7���õ ú�î#% ÷qò�õ4ú�ïþóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAèqú¿è�ìAù�ð�hAú|è
õ�÷qìqõBö�õgëqõ ý ò�� h ý øAù�õ	74õBò�� h ý ø�õBò�õFûTõ�÷qèAì¯ìAù�ðAñg÷qëAùeö�õBö�õfëqõ ý ò�� h ý øAù¾�w��	��@��	w�K#
� �!���6�K#��\c

3Vø � õJø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4èþëqî>ò4ì�h�ìAño�4èAóAùÆ�wd 9 c j��
y′′ + qi(x)y = 0, i = 1, 2 (18.5)
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ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî�ì¼ï
(a, b)

�4ï´óqõBò�� h ý ï�ìqî ìqê�ëqî>ò4ìqî&���	�
q2(x) ≥ q1(x), x ∈ (a, b), (18.6)

��õ ëqõ ý ò�� h ý øAè ÷qëAùDö�õBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�hà�wd 9 c o	�R�
i = 2

�Æ74î>ðAñ4ô ø�õBðAèAò4ìqî � ìqî#%ëqõ ý ò�� h ý øAè·óqê�ëAôJõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h6��ø�õBðAèAòeï����4ñ��@hX�¼ï�����î>ôJê��\c
nXð¼ï���ìqê � ú�î#%ä÷qò�õ4ú�ïVóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAèqú|èFìAù�ð�hAú¿èo7Bù�÷qñ��«h�øDõBö�õ§ëqõ ý ò�� h ý øAù´óqê�ë+�ôJõ�ö�õÀëqî>ò4ì�h�ìAì�h�û­óAëAèAì¼ï�"qú¿ìqî�õ�÷qèAìÂìAù�ðAñm7Bù�÷qñ��«h�ø�õBö�õÀëqõ ý ò�� h ý øAù ÷qëAùDö�õBö�õ

ëqî ò4ì�h�ìAì�h � h�ø � õ6��î>ðAñ4øAèâò î>ì���ê�ëAòeï�ðqîTú¿î#% íAèqú|è ìAù�ð�hAú|è û¯ÿeõ��¼ï67 õ�÷qì¼ï
��õ��AøAï � ò h�øqî#" q2(x) > q1(x)

�w��	��@��	w�K# �
�@�º�����+*��º� *P�\c
niî ÷k���Bï�ìAñ

ρ
ú�î#% ÷qò�õ4ú�ï�óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAèqú¿è ìAù�ð�hAú¿è�÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõBö�õ ìqê��4ëAèAò�î �

ï�ð�ñ4ìqõBö�õfëqõ ý ò�� h ý øAù � � N �wd 9 c j�� ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAû
õBíqî>ìAøAè
π√
M

< ρ <
π√
m
, (18.7)

÷¼ê
M � m ü ì¼ï�"�74î>ðAñ4ôJê��4ï´ì¼ï�"qú¿ê�ìAôJê ý ì¼ï2�qê�ìAì�h¯éVùeìAøAíqî 
 I(x) ì¼ï [α, β] ⊂

⊂ (a, b)
c

uIv)wyxkzy{4|F}4~ m´õ	��ðqî ÷qè��4è�ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ë�ø�õBðAèAò4ìqõ	����î�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
Õe"Aðqê�ë¼ï

x2y′′ + a2y = 0
óAëAè¯ú�ï�ðAè�ÿ

a (a 6= 0) � x ∈ (0,+∞)
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4���B��øqî>ðAñ4øAè
q(x) = a2

x2 > 0 � ��õâõ ý ì¼ï�ø�ï ìqê�ø�õBðAèAò4ìqõ	����î
�wd 9 c p �Vìqêgú�õ2%Jêo7Bù��4èÀò4èAø�õBëAè����Bï�ì¼ïgcM�Tï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqêFëqî>ò4ì�h�ìAì�hÀú�ïBû´ò4è+�
ö_ð�hD÷

λ(λ− 1) + a2 = 0
ck���	%´ê � ý ïBú�î>ìqõ�� y = et ý ï�÷oï�ìqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¯ú�õ2%gì¼ï

ý ò4ê����4è¯÷¼õ � � N ý î)���Bï�ðAèqú¿è¯ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è·ò4èAö�ð�hD÷qù y′′ − y′ + a2y = 0
c

� ï�����õ	��õBò4ù����Aè ý ïBú�î>ìAùÆ�wd 9 c a	� � óAëAè�"�÷¼ê�ú�õJ÷¼õgø�ï�ìqõBìqî#�Aìqõ�
¿éTõBëqú¿è

z′′ +

(
a2 − 1

4

)
z = 0.

p|ï�øAèqúR�AèAìqõ4ú � óAëAè a2 ≤ 1
4

ò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAè ý ï�÷oï�ìqõBö�õ­ëqî>ò4ì�h�ìAì�hr7Bù�÷qù �4ñ
ìqê�ø�õBðAèAò4ìAèqú|è c kVëAèAøAð¼ï�÷&d
óqõBøAï ý ù�û �q� õFù�ú¿õBòeïr�wd 9 c p ��ìqêJû
ìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ�� � ïðAè�ôJêV÷¼õ	���4ï��4ìAñ�õ�� ùDú�õBò�õ�� ìqê�ø�õBðAèAò4ìqõ	����î ëqõ ý ò�� h ý øqî>òºcuIv)wyxkzy{4|T�P~�0 øqî>ðAñ4øAèfë¼ï ý î>òT÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�"�ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�"Fëqõ ý ò�� h ý õBøFëqî>ò��ì�hDìAì�hXÕ¦"Aëqî

y′′ − xy = 0
ú¿õ�%´êTóqê�ëqê��4èAì¼ï��4è·óqî>ò4ò�î&��ñ

(0,+∞) ��n��'D�P( * '�#��º� *4� N î>ò4ì�h�ìAì�h�Õe"Aëqî ý ï�óAè���ï�ìqê ò øAï�ìqõBìqî#�Aìqî#" éTõBëqú¿î �
q(x) = −x < 0 � h�ø � õ x ∈ (0,+∞)

cBp�õ4ú|ù � ý ï ò4ð¼ï����4èAò�î&���	���wd 9 c p � �ò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAè íAñBõBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ìqê�øDõBðAèAò4ìqî � ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø
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ú¿õ�%´êTóqê�ëqê��4èAì¼ï��4è·óqî>ò4ò�î&��ñ

(0,∞)
ìqê�74î>ðAñ4ôJêTìqî#% õ�÷qèAì¯ë¼ï ý c

®kc�c�ç [Tê�ÿDï�"
x1, x2, . . . ü óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqîoìAù�ðqî¼ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + q(x)y = 0 � ëqõ ý ú¿î �

� ê�ìqî|ò­óqõBë(hD÷qøAù ý ëqõ	���Bï�ìAì�hTcy8
ùeìAøAíqî;h q(x)
ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ì¼ï � ú�õBìqõ���õBìAìqõ ý ëqõ�����Bï����¼ï óAëAè

x1 ≤ x ≤ +∞ � (q(x) > 0)
c�m´õBò�ê����4è ��� õ ò�î ÷k���4ï�ìAñÂú�î#%

��ù���î ÷qìqî�ú¿è¯ìAù�ð�hAú|èT��ó¼ï�÷oïBûTóAëAè
x→ +∞ � ��õ	7���õ xn+1 − xn ≤ xn − xn−1

c
®kc+©�ç l óqõBóqê�ëqê�÷qìqî#" ý ï�÷oï��qî¼óqõ ý ì¼ï��Aèqú�õ��qê�ëqê ý c ��øqî>ì��qê�ìAìAùo�Aèfìqê���øqî>ì��qê�ìAìAù
ö�ëqï�ìAèAí�� éVùeìAøAíqî 


q(x)
óAëAè

x→ ∞ c(m
õBò�ê����4è ��� õ

lim
n→∞

(xn+1 − xn) =
π√
c
.

®kc�ª�ç � ì¼ï�"��4è·ò�î ÷k���Bï�ìAñ­ú¿î#% ÷qò�õ4ú�ïJóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAèqú¿è·ìAù�ð�hAú|è¯÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõBö�õfìqê5�
�4ë�èAò�îbï�ðAñ4ìqõBö�õ�ëqõ ý ò�� h ý øAù�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ + my = 0 � ÷¼ê m = const > 0
c

0 øqî>ðAñ4øAè¯ìAù�ðqî>òFú¿î&���4è��4ñ���h�ì¼ï´ò�î ÷qëqî ý øAù [a, b] �®kc�«�ç m´õBò�ê����4è �4� õFò���î�ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìqî¿ëqõ ý ò�� h ý øAè�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ − x2y = 0
û

ìqê�ø�õBðAèAò4ìAèqú|è·ì¼ï´÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõ4ú|ù¯î>ì���ê�ëAòeï�ðqî
(a, b)

c
®kc ¬ ç m´õBò�ê����4è ��� õ�ò�î ÷k���4ï�ìAñTú�î#% ÷qò�õ4ú�ï�óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAèqú¿ègìAù�ð�hAú¿èO7Bù�÷qñ��«h�øDõBö�õ
ëqõ ý ò�� h ý øAù�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�^iê�����ê�ð�h x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0 (n 6= ±1

2)
óAë6h �

ú|ù�û7÷¼õ
π
óAëAè

x→ +∞ c�37ø�õ��äûVí�h­ò�î ÷k���Bï�ìAñFóAëAè
n = ±1

2 �®kc�­�ç �7íqî>ìAè��4èfò�î ÷k���Bï�ìAñ´ú�î#%ä÷qò�õ4ú�ïVóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAèqú¿èFìAù�ð�hAú¿èJ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõBö�õ§ìqê5�
�4ë�èAò�îbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqõ ý ò�� h ý øAù­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ì¼ï ý ï�÷oï�ìqõ4ú|ù­ò�î ÷qëqî ý øAùq��4� y′′ − 2xy = 0, [20, 45]; � � xy′′ + y = 0, [25, 100];

� � y′′ − 2xy′ + (x+ 1)2y = 0, [4, 19]; Ô � y′′ − 2exy′ + e2xy = 0, [2, 6].®kc�®�ç nXèAò	�Aè��4è§ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ë
øDõBðAèAò4ìqõ	����î�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h°Õe"Aëqî
y′′−xy = 0ì¼ïJî>ì���ê�ëAòeï�ðqî

(−∞, 0)
c

®�©k¯ ç m
õBò�ê����4è �f� õ�óAëAè x → ±∞ óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqî�ìAù�ðqîX÷¼õBò�î>ðAñ4ìqõBö�õÀìqê��4ëAèAò�î �
ï�ð�ñ4ìqõBö�õ¯ëqõ ý ò�� h ý øAù ëqî>ò4ì�h�ìAì�h x3y′′ + xy′ +

(
x3 − 1

4

)
y = 0 � x ∈ (0,+∞)ìqê�õ	74ú�ê�%´ê�ìqõ ý 7BðAè�%gù ���4ñ��@hTc®�© æ¼ç �7íqî>ìAè��4è ò�î ÷k���Bï�ìAñ ú�î#% óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAèqú|è ìAù�ð�hAú|è ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�ÿ

ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + y sin2 x = 0
ì¼ïgî>ì���ê�ëAòeï�ðqî (π

4 ,
3π
4

) c
®�©4M�ç m
õBò�ê����4è ��� õ�øDõ�%´ê�ìgìqê�ìAù�ðAñ�õBò4è�"gëqõ ý ò�� h ý õBøgëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′+q(x)y = 0 �
x ∈ (0,+∞) � q(x) > 0 � inf

x∈(0,∞)
q(x) > 0

ú�ïBû
ìqê���øqî>ì��qê�ìAìqõT7�ï�ö�ï���õ­ìAù�ðqî>òºc
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�Vè ú�ï��4èqú�êÂ÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�" ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø íAñ�õBö�õ ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ìqê5�
��øAî>ì��qê�ìAìAù�øqî>ðAñ4øqî&���4ñ·ìAù�ðqî>ò¯ì¼ï

(0,+∞) � h�ø � õ q(x) > 0
î
q(x) → 0

óAëAè
x→ +∞ �®�©4c�ç nXèAøDõBëAè�����õBò4ù ���Aè ëqê ý ù�ðAñ��4ï��4è óqõBóqê�ëqê�÷qìAñBõ�
 ý ï�÷oï2�qî � ÷¼õ	��ðqî ÷qè��4è óAè+�
�Bï�ìAì�h·óAëqõFøqî>ðAñ4øqî&���4ñ­ìAù�ðqî>ò�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hsÕ¦"Aðqê�ë¼ï

y′′ + a2

2 y = 0
ì¼ïfî>ì���ê�ëAòeï�ðqî

(1,+∞)
c

®�©�©�ç m
õBò�ê����4è �q� õFò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAè ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + q(x)y = 0 ý ÷¼õ�÷oï��4ìAèqú¿èóqõ��¼ï��4ø�õBò4èqú|èÀùDú�õBòeïBú|è
y(x0) > 0 � y′(x0) > 0 ý ï�ðAèAôgï����4ñ��@hþ÷¼õ�÷oï��4ìAèqú¿èóAë�è¯ò���î ÿ

x > x0
c

®�©4ª�ç m´õBò�ê����4è �Î� õ ëqõ ý ò�� h ý øDõ4ú ý ï�÷oï��qîK`TõBôJî y′′ − x2y = 0 � y(0) = 1 �
y′(0) = 0

ûVó¼ï�ëAì¼ï´÷¼õ�÷oï��4ì¼ïféVùeìAøAíqî;hTc
m´õ���ðqî ÷qè��4è·ï���èqú¿ó���õ��4è��AìAù�óqõBò�ê�÷¼î>ìAøAù�óAëAè

x→ +∞ ëqõ ý ò�� h ý øqî>òJ÷oï�ìAè�ÿëqî ò4ì�h�ìAñ � ý ï�����õ	��õBò4ù����Aè�óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAì�h � î>ùDò�î>ðAð�h ^ d2_ � ý ï�÷oï2�¼ï!a(c a 9 aq÷qð�hgóqõ��7Bù�÷¼õBò4èþï���èqú¿ó���õ��4è��AìAè�ÿ¯ëqõ ý ò4èAìqê�ìAñ��®�©4«�ç
y′′ + x4y = 0.

®�© ¬ ç
y′′ + x2y = 0.®�©4­�ç

y′′ − x2y = 0.
®�©q®�ç

y′′ + e2xy = 0.®kª�¯ ç
y′′ − xy = 0.

®kª�æ¼ç
xy′′ + 2xy′ + y = 0.®kª�M�ç

y′′ − 2(x− 1)y′ + x2y = 0.���BëAèqú�ï��4è�74î>ðAñ4ô ��õ��Aìqê ï���èqú|ó���õ��4è��AìqêÀëqõ ý ò4èAìqê�ìAì�h ÷qð�hâëqõ ý ò�� h ý øqî>ò÷oï�ìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ � ý ï�����õ	��õBò4ù����Aè·óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAì�h � î>ùeò�î>ðAð�h­÷qò�î#�qîl�®kª�c ∗ ç y′′ − 4x2y = 0.
®kª�©�ç

xy′′ + y = 0.®kª�ª ∗ ç m´õBò�ê����4è �	� õVøAë¼ï�"qõBòeï ý ï�÷oï2�¼ï y′′+q(x)y = 0 � y(x1) = a � y(x2) = b÷qðghR7Bù�÷qñ��«h�øAè�ÿ
a � b � x1 6= x2

î
q(x) ≤ 0

ú�ïBû¯û_÷qèAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø c�` õ
ú¿õ�%Jì¼ï§��øAï ý ï��4è¯óAëqõgíqê�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø � h�ø � õJò�î ÷¼õ4ú¿õ ��� õ b = 0 �
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Глава 4

СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

§ 19. ЗАГАЛЬНI ПИТАННЯ.
МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

æ¼ç [
ï�"�74î>ðAñ4ô ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqú|è ûI�4ï�øqî^éTõBëqú¿è ý ï�óAè���ù!��è�����ê�úä÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî �
ï�ð�ñ4ìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ��

�
�H�6�K#�1�.��
#
dyi

dx
= fi(x, y1, . . . , yn), i = 1, n; (19.1)

�� (�K	��C�º ��(�
#T��ò�î ÷qóqõBò�î ÷qì¼ïT�wd2`gced��W�
dy1

f1
=
dy2

f2
= . . . =

dyn

fn
=
dx

1
; (19.2)

$6#��
�������(�
#
dmiyi

dxmi
= fi

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(m1−1)
1 , . . . , yn, y

′
n, . . . , y

(mn−1)
n

)
(19.3)

÷¼êË�wd2`gced�� � �wd2`gc a	� ü ��è�����ê�ú|è
n
��ö�õ óqõBë6hD÷qøAù � ï �wd2`gc j�� ü ��è�����ê�ú�ï

(m1 +m2 + . . .+mn)
��ö�õJóqõBë6hD÷qøAù�c

0 è�����ê�ú�ï@�wd2`gc j�� ý ò�õ�÷qè��4ñ��@hF÷¼õ
ò4èAö_ð�hD÷qùs�wd2`gced�� � h�ø � õ
ò4ò�ê����4è�ìqõBò�î ý ú�î>ì+�ìqî � óqõBøAð¼ï�÷oï����Aè6
bÿÀëqî>ò4ìAèqú¿è ò���î�ú óqõ�ÿAî ÷qìAèqú �y� õ·ú¿î&����h+�4ñ��@h ù óAë¼ï�ò�î#"m�¼ï��
���BèAìqî ëqî>ò4ìqõ	����î]�wd2`gc j��\c

8
ùeìAøAíqî;h
ψ(x, y1, y2, . . . , yn) 6= const

û �û�º��	�/«�(#�1º�\����è�����ê�ú¿èï�wd2`gced��
�)ï�74õT�wd2`gc a	�W� � h�ø � õJóqõBò4ìAè�"�
b
 ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðþòo��èAðAù���è�����ê�ú|è�÷¼õBëqî>ò4ì��Vû

dψ|(19.1) =

(
∂ψ

∂x
+
∂ψ

∂y1
f1 +

∂ψ

∂y2
f2 + . . .+

∂ψ

∂yn
fn

)
dx = 0. (19.4)

0 óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
ψ(x, y1, y2, . . . , yn) = C � ÷¼ê ψ ü î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðT��è�����ê�ú|è � C ü÷¼õ�ò�î>ðAñ4ì¼ïo���4ï�ð¼ï � ì¼ï ý èAòeï����4ñ �
	���L� (�b�����
	�/«�(#21
������ º���
	w�Å ºc

¤#ì+��ê�ö�ë¼ï�ðAè
ψ1, ψ2, . . . , ψk

éVùDìAøAíqî�õBì¼ï�ðAñ4ìqõFìqê ý ï�ðqê�%gìqî � h�ø � õJò�î ÷qóqõBò�î ÷��ì¼ï�
�ú �K#��C�º �,+*��K$6��¼���ìqê�ò4èAëqõ�÷�%Jê�ì¼ï � ��õ	7���õ
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rang




∂ψ1

∂x
∂ψ1

∂y1
. . . ∂ψ1

∂yn

∂ψ2

∂x
∂ψ2

∂y1
. . . ∂ψ2

∂ynccc ccc c c c ccc
∂ψk

∂x
∂ψk

∂y1
. . . ∂ψk

∂yn




= rang

(
D(ψ1, ψ2, . . . , ψk)

D(x, y1, . . . , yn)

)
= k.

0 ùeøAùDóAìqî&���4ñ
n
ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿÀóqê�ëAô´è�ÿ î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðqî>òs��è�����ê�ú¿è·�wd2`gced��7ì¼ï ý èAòeïBûS��4ñ	��hI
b
]'D#	/\#21�.��� g�p�����
	�/«�(#21
���Åc

M�çqN õ ý ö_ð�h�ìqê�ú�õfõ	��ìqõBò4ìqî ú�ê���õ�÷qè·î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ìAì�hT��è�����ê�ú��wd2`gced�� ü �wd2`gc j��\cM�çnæ¼ç 0 ù��4ñ �K	��
� H �&�� º$�1�E²��	����+* óqõBð�h�ö�ïBû�ù ý ò�ê�÷¼ê�ìAìqî���è�����ê�ú|è ô´ð�h �
ÿeõ4úÀ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#�7òeï�ìAì�h�õ�÷qìqõBö�õ ý ëqî>ò4ì�h�ìAñO�Bï§ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìAè�ÿ­óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAñJ÷¼õ
õ�÷qìqõBö�õJ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc

M�ç¶M�ç � 	��
� H �����
	�/«�
���D�� +Ê $6����¼����º#�,º�U»ÀóqõBð�h�ö�ïBû´ù ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAìqîe�Bï�øAè�ÿ÷qèAéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿ ëqî>ò4ì�h�ìAñ � h�øqî�û�ì¼ï���ðqî ÷qø�ïBú¿è ëqî>ò4ì�h�ìAñm��è�����ê�ú¿è î�ðqê�ö�øDõ
î>ì+��ê�ö�ëAù ���4ñ��@hTc

kTë�èm��øAð¼ï�÷oï�ìAìqîiî>ì���ê�ö�ëqõBò4ìAè�ÿ ø�õ4úe74î>ì¼ï�íqî#" ÷qð�h6��è�����ê�ú ùÀéTõBëqú¿îB�wd2`gc a	�
�¼ï�����õþò4èAø�õBëAè�����õBò4ù����4ñ���h ò4ð¼ï����4èAò�õ	����îiëqî>ò4ìAè�ÿÀ÷qëqõ	74î>ò��Oh�ø � õ a1

b1
= a2

b2
=

= . . . = an

bn � ��õJ÷qð�h�÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�ÿ ki � (i = 1, n)
��óAë¼ï�ò�ê�÷qðAèAòeïfëqî>ò4ìqî&���4ñ

a1

b1
=
a2

b2
= . . . =

an

bn
=
k1a1 + . . .+ knan

k1b1 + . . .+ knbn
.

M�ç¶c�ç � 	���� H �
��� 1º� H ���D�º��/\� �����
	�/«�º�6��#��º� * � ý ï�÷¼õBóqõ4ú¿õBö�õ�� h�øDõBö�õ¯òB÷oïBûS�
�4ñ	��h�ëqõ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú¿è¯ògìqõBëqú�ï�ðAñ4ìqî#"þéTõBëqú¿î

dy1

dx
= f1(x, y1),

dy2

dx
= f2(x, y2), . . . ,

dyn

dx
= fn(x, yn).

m
ðgh�íAñBõBö�õ­÷¼õ	��è��4ñ¯ëqõ ý ò�� h ý ï��4è ø�õ2%gìqêgëqî>ò4ì�h�ìAì�hÀíqî�û�
���è�����ê�ú¿è c�Q·ê���õ�÷
ò4è�ø�õBëAè�����õBò4ù�û5�4ñ���hT�4ï�øDõ�% ÷qð�h���è�����ê�ú\�4ëAèAøAù��4ìqõBö�õfò4èAö�ð�hD÷qù

dy1

dx
= f1(x, y1),

dy2

dx
= f2(x, y1, y2), . . . ,

dyn

dx
= fn(x, y1, . . . , yn).

¤�ì���ê�ö�ëAùeòeï�ìAì�h�ò4èAøDõBìAù�û��4ñ��@h�óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqõ � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ìAè�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø�óqî ÷k���Bï�ò4ð�h �û5�4ñ��@h�ù�ì¼ï����4ùDóAìqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�h·îq��c ÷Yc
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M�ç#©�ç î �
	�,º��#�1�.��º�,#D�º#�1����! ��(�º�_�K	���� H  � h�øqî ý ï�����õ	��õBò4ù ���4ñ��@hÀ÷¼õ�ðqî>ìqî#"+�ìAèDÿ¨��è�����ê�ú¥�³÷qèAòºc § a�_ ü a�a	���Bïs��è�����ê�ú ý îÎ��óqê�íAèqéTî#�AìAèqú¿è�ò4ð¼ï����4èAò�õ	����hAú¿è c

[§ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ��è�����ê�ú|ù�÷qëAùeö�õBö�õfóqõBë6hD÷qøAù
dx

dt
= u(x, y),

dy

dt
= v(x, y), (19.5)

óAëqï�ò�îk�¼ï����4èAìAèÁh�ø�õ�
Èìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ§÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ìqîq�Bï ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñ��D�K��G�� XJW��L��UGø�ò�e�K#D�º#
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (19.6)

ðqê�ö�ø�õÀî>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4è � h�ø � õþ÷¼õ4ú¿ìqõ2%gè��4è�÷qëAùeö�ê¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd2`gc o	�Jì¼ï�ù�h�ò4ìAù
õ�÷qèAìAèAí��

i (i2 = −1)
�Bï§��øAð¼ï����4è·õ��4ëAèqú�ï�ìqî�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTcgm´î&���Bï�ìqê�ú�õ
d(x+ iy)

dt
= u(x, y) + iv(x, y).

kTõBøAð¼ï�÷oï����Aè
z = x + iy

îFò4ë¼ï�ÿeõBò4ù ���AèÌ�wd2`gc f�� � ú�ïBû�ú¿õ dz
dt = f(z)

c
�����Bï�ìAìqû ëqî>ò4ì�h�ìAì�h î>ì���ê�ö�ëAù�û�ú¿õ � ï óqõ���î�ú � ò�î ÷¼õBøAëqê�ú|ð������Aè ÷¼î#"���ìAù¿�4ï
ù�h�òBìAùZ�¼ï����4èAìAè � õ��4ëAèqú�ïBû�ú¿õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø c

uIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4ès��è�����ê�ú|ù d2y
dx2 + z = 0 � dzdx + y = 0.�n��'D�P( * '�#��º� *4� 0 ø�õBëAè����BïBû�ú¿õ	��h�ú�ê���õ�÷¼õ4ú ò4èAøAð����qê�ìAì�hTc�m§ð�h·íAñ�õBö�õ � ÷qè+�éTê�ëqê�ìAíqî#�����AèJóqê�ëAôJê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h$��è�����ê�ú¿è � ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú�õ d3y

dx3 + dz
dx = 0 � ÷qëAùDö�ê ü

dz
dx = −y ck�t�	%Jê � ��è�����ê�ú¿î�ò�î ÷qóqõBò�î ÷oïBûVðqî>ìqî#"AìqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�hZ�4ëqê��4ñBõBö�õgóqõBë6hD÷qøAù
d3y
dx3 − y = 0 � ëqõ ý ò�� h ý øAè h�øDõBö�õgðqê�ö�ø�õ ý ì¼ï�"��4è)�

y = e−
x
2

(
C1 cos

√
3

2
x+ C2 sin

√
3

2
x

)
+ C3e

x.

m
ë�ùDö�ù ý ú�î>ìAìAù z = z(x) ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ¯óqî&��ð�hÀóqî ÷k���Bï�ò4ð�h�ìAì�h ý ì¼ï�"�÷¼ê�ìqõBö�õò4è�ë¼ï ý ùÀ÷qð�h y
ù�÷qëAùeö�ê�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hm��è�����ê�ú¿è ý ì¼ï����4ùDóAìAèqúäî>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ìAì�hAú c

m
î&���Bï�ìqê�ú�õ

z = e−
x
2

(
C1

2
+

√
3

2
C2

)
cos

√
3

2
x+ e−

x
2

(
C2

2
−

√
3

2
C1

)
sin

√
3

2
x− C3e

x.
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uIv)wyxkzy{4|6�P~ N õ ý ò�� h ý ï��4ès��è�����ê�ú|ù dy

dx = z
(z−y)2 � dzdx = y

(z−y)2
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4� 0 øDõBëAè����4ïBû�ú�õ	�@h¯ú¿ê���õ�÷¼õ4ú�î>ì���ê�ö�ëqõBò4ìAè�ÿ�øDõ4ú¦74î>ì¼ï�íqî#" cgm§ð�h
ý ìqï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�hfî>ì���ê�ö�ëqõBò4ìAè�ÿJø�õ4úe74î>ì¼ï�íqî#"góqõ�÷¼î>ðAèqú¿õVóqê�ëAôJêXëqî>ò4ì�h�ìAì�hJì¼ï�÷qëAù��ö�êDc|m
î&���4ï�ìqê�ú¿õ dy

dz = y
z ü óqê�ëAôgï­î>ì���ê�ö�ëqõBò4ì¼ï­ø�õ4úe74î>ì¼ï�íqî;h � y2 − z2 = C1 üóqê�ëAô´è�" î>ì���ê�ö�ë¼ï�ð¾��è�����ê�ú|è cqniî ÷qì�h�ò4ô´è�ò�î ÷ óqê�ëAôJõBö�õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h·÷qëAùeö�ê � ú�ï���4èAú�ê�ú¿õg÷qëAùDö�ù¯î>ì���ê�ö�ëqõBò4ìAù�ø�õ4úe74î>ì¼ï�íqî#� d(y−z)

dx = 1
z−y � ïfõ��	%´ê � " � ê
õ�÷qèAìóqê�ëAô´è�"þî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðr��è�����ê�ú|è

(y − z)2 + 2x = C2
c � ê�ö�øDõfóqê�ëqê�øDõBì¼ï��4è���h �k� õî>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðAè

ψ1 = y2 − z2 �4ï
ψ2 = (y − z)2 + 2x

ìqê ý ï�ðqê�%gìqîzc 0 óAë¼ï�òB÷¼î �
rang

(
0 2y −2z

−2z 2y 2z − 2x

)
= 2,

õ	��øqî>ðAñ4øAè
y 6= 0, z 6= 0.

p|ï�ø�èqú!�AèAìqõ4ú � ú|è¯õ��4ëAèqú�ï�ðAè ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðs��è�����ê�ú¿è
y2 − z2 = C1, (y − z)2 + 2x = C2.

uIv)wyxkzy{4|¨�q~ kTê�ëqê�ò�î>ëAè��4è � �Aèþû§éVùDìAøAíqî 
 ψ1 = tx � ψ2 = ty + x2 î>ì���ê5�
ö�ëqï�ð¼ïBú¿èT��è�����ê�ú¿è dx

dt = −x
t � dydt = 2x2−ty

t2
c��Vè�ìqê ý ï�ðqê�%gìqî íqî î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAè ��n��'D�P( * '�#��º� *4�gm§ð�h¯éVùeìAøAíqî 


ψ1 = tx
ú�ïBû�ú¿õ��

dψ1 =
∂ψ1

∂t
dt+

∂ψ1

∂x
dx+

∂ψ1

∂y
dy =

= x dt+ t dx = x dt+ t
(
−x
t

)
dt = x dt− x dt = 0.

m
ðgh
ψ2 = ty + x2 �

dψ2 =
∂ψ2

∂t
dt+

∂ψ2

∂x
dx+

∂ψ2

∂y
dy = y dt+ 2x dx+ t dy =

= y dt+ 2x
(
−x
t

)
dt+ t

2x2 − ty

t2
dt =

(
y − 2x2

t
+

2x2

t
− y

)
dt = 0.

p�õ4ú|ù¯ø�õ2%gì¼ï ý éVùeìAøAíqî#" ψ1
�Bï

ψ2
ûJî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðqõ4ú���è�����ê�ú|è c 0 øAð¼ï�÷¼ê�ú¿õ

ú�ï��4ëAèAí��-37ø�õ	74î
y =

D(ψ1, ψ2)

D(t, x, y)
=

(
x t 0

y 2x t

)
.
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rang = 2 � õ	��øqî>ðAñ4øAè t 6= 0
c � ò�î ÷qøAèþò4èAóAðAèAòeïBû �k� õ ψ1 � ψ2 ü ìqê ý ï�ðqê�%gìqî ���õBú¿ù

tx = C1 � ty + x2 = C2
�
C1 � C2 ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqît���Bï�ðqîU�gû ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqúî>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðqõ4ú·��è�����ê�ú|è c

� ò�ê����4è�óqõ�÷oï�ìqîÈëqî>ò4ì�h�ìAì�h��Aè���è�����ê�ú¿è�÷¼õ§��è�����ê�ú ùFìqõBëqú�ï�ðAñ4ìqî#"·éTõBëqú¿îl�
®kª�«�ç

y′′′ − y = 0.
®kª ¬ ç

y(4) + x2y = 0.®kª�­�ç d2x
dt2

+ k2x = 0.
®kªk®�ç

y′′ − z = 0, z′′ + y = 0.®k«�¯ ç
y′′ − z = 0, x3z′ − 2y = 0.

®k«�æ¼ç
xy′′ + y′ + xy = 0.

k§ê�ëqê�ò�î>ëAè��4è � �Aè¯û ý ï�÷oï�ìqî�éVùeìAøAíqî 
¿î>ì���ê�ö�ë¼ï�ð¼ïBú|ès��è�����ê�ú²�
®k«�M�ç { dx

dt = x2−t
y ,

dy
dt = −x;

ϕ1 = t2 + 2xy; ϕ2 = x2 − ty.

®k«�c�ç { dx
dt = xy,
dy
dt = x2 + y2;

ϕ1 = x ln y − x2y; ϕ2 = y2

x2 − 2 lnx.

®k«+©�ç dx
y = −dy

x = dz
u = −du

z ; ϕ = yz − ux.

®k«�ª�ç k§ê�ëqê�ò�î>ëAè��4è � �Aè û ìqê ý ï�ðqê�%gìAèqú|è óqê�ëAôJî§î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAè x+y
z+x = C1

�4ï
z−y
x+y = C2

��è�����ê�ú¿è dx
x = dy

y = dz
z

c

� ì¼ï�"��4è¯ìqê ý ï�ðqê�%gìqî�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAès��è�����ê�ú²�
®k«�«�ç dx

x = −dy
y = dz

z .
®k« ¬ ç dx

x = dy
y = dz

x+y .®k«�­�ç dx
x = dy

y = dz
0 .

®k«k®�ç dx
cos y = dy

cosx = dz
cosx cos y .® ¬ ¯ ç dz

z(x+z) = − dy
y(y+z) = dz

0 .

N õ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú¿è�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿ¯ëqî>ò4ì�h�ìAñ��
® ¬ æ¼ç { y′ = y2z,

z′ = z
x − yz2.

® ¬ M�ç { 2zy′ = y2 − z2 + 1,

z′ = z + y.

® ¬ c�ç { y′ = y2

z−x ,

z′ = y + 1.

® ¬ ©�ç { y′ = 2xy2,

z′ = z−x
x .
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® ¬ ª�ç { y′ = ex−y,
z′ = 2z

2x−z2 .

® ¬ «�ç { y′ = y + z,

z′ =
(

2
x − 2

x2 − 1
)
y +

(
2
x − 1

)
z.

® ¬�¬ ç { y′ = z+ey

z+ex

z′ = z2−ex+y

z+ex .

® ¬ ­�ç { y′ = z,

z′ = z2

y .® ¬ ®�ç dx
x = dy

y = dz
z .

®k­�¯ ç dx
x = dy

0 = dz
z .®k­Èæ¼ç dx√

x
= dy√

y = 2 dz
1 .

®k­kM�ç dx
y = dy

0 = dz
z .®k­�c�ç dx

mz−ny = dy
nx−lz = dz

ly−mx .
®k­�©�ç dx

xz = dy
yz = dz

xy
√
z2+1

.

®k­�ª�ç dx
x(y2−z2) = − dy

y(z2+x2)
= dz

z(x2+y2)
.®k­�«�ç dx

x(z−y) = dy
y(y−x) = dz

y2−xz .®k­ ¬ ç dx
x+y2+z2

= dy
y = dz

z .
®k­k­�ç dx

z2−y2 = dy
z = −dz

y .

N õ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï2�qî `TõBôJîl�
®k­�®�ç { dx

dt = −x2 + y2,
dy
dt = −2xy;

x(0) = 0, y(0) = 1.

®k®�¯ ç { dx
dt = e−x cos y,
dy
dt = −e−x sin y;

x(0) = 1, y(0) = 0.

N õ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú|è � óqê�ëqê�ø�õBì¼ï�ò4ô´è���ñ ��� õJò4èAø�õBìAù����4ñ���h�ùDú�õBò4è `§õBôJî �N î�ú�ï�ì¼ï+�
®k®Èæ¼ç { dx

dt = y + αx2 + 2βxy − αy2,
dy
dt = −x− βx2 + 2αxy + βy2.

®k®�M�ç { dx
dt = −1

2(x3 − xy2),
dy
dt = −1

2(3x2y − y3).

®k®�c�ç [§ê�ÿDï�"
y = u(x) + iv(x) ü øDõ4ú¿óAðqê�ø ��ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h N î>ø+�

ø�ï���î
y′ = y2 + q(x)

cq[§ï�óAè���ï��4è6��è�����ê�ú|ù·÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿÀëqî>ò4ì�h�ìAñ � h�øAï
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ò4è ý ì¼ï2�¼ïBû§éVùDìAøAíqî 
 u(x) �Bï

v(x)
c

®k®+©�ç m´õBò�ê����4è �+� õ´òfõ	7Bð¼ï�����î � h�øAï´ú�î&���4è��4ñfõ	��õ	7BðAèAò4ùI��õ��AøAùI�4èAóAùN��ò4ù ý õBðL�ï�7Bõ_��éTõBøAù���� � ÷qð�hX��è�����ê�ú|è
dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y),

ìqê
ú�õ2%Jê´î&��ìAùeòeï��4è�óqê�ëAôJõBö�õ­î>ì���ê�ö�ë¼ï�ð¼ïFò4èAö_ð�hD÷qù
ϕ(x, y) = C ý ìqê�óqê�ëqê�ëAò��ìqõ�� éVùeìAøAíqî�û��

ϕ � ϕ 6= const
c

§ 20. ЛIНIЙНI ОДНОРIДНI СИСТЕМИ

æ¼ç Q¯ìqõ2%gèAì¼ïJëqõ ý ò�� h ý øqî>òFðqî>ìqî#"Aìqõ�
¿õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
e��è�����ê�ú¿èm� � � 0 �
dx

dt
= A(t)x, (20.1)

÷¼ê
x ∈ R

n � t ∈ I � A(t) ü øAòeï�÷që¼ï��4ì¼ïÀú�ï��4ëAèAí�h
n
��ö�õ óqõBë(hD÷qøAù ý ìqê�óqê5�ëqê�ëAò4ìAèqú¿è·ì¼ï

I
ø�õ4ú|óqõBìqê�ì��4ïBú|è � ù �4ò�õBë��VûTðqî>ìqî#"AìAè�"·óAëqõ	����î>ë c N õBðAñ@7�ï ý è���ùògìAñ�õ4ú¿ù�ò4èAø�õBìAù�û$8 0 N c

Qþï��4ëAèAí��
X(t) � ����õBò4óAí�hAú¿èÍh�ø�õ�
iûJëqõ ý ò�� h ý øAè ��� õ­ù �4ò�õBë������4ñr8 0 N �ì¼ï ý èAòeï����4ñ � ��� H #��K	����
#21�.��º��E �K#��C�º �,
	�E c � ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø¾��è�����ê5�

ú|è6�«a�_gced��iú�õ2%gì¼ï ý ï�óAè���ï��4è·ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î
x(t) = X(t)C, (20.2)

÷¼ê
C = (C1, C2, . . . , Cn) ü ò�ê�ø���õBë � øDõ4ú¿óqõBìqê�ì��BïBú¿è�h�øDõBö�õ
ûX÷¼õBò�î>ðAñ4ìqîk���4ï�ðqîzc3Vø � õ X(t, t0) ü éVùeì�÷oïBú�ê�ì��Bï�ðAñ4ì¼ï§ú�ï��4ëAèAí�h§��è�����ê�ú|èT�«a�_gced�� � ìqõBëqú�õBòeï��ì¼ïVò���õ��Aíqî

t0
�
X(t0, t0) = E � ÷¼ê E ü õ�÷qèAìAè��Aì¼ï§ú�ï��4ëAèAí�h � ���4ï�øAùgú�ï��4ëAèAí��ì¼ï ý èAòeï����4ñ
ú�ï��4ëAèAí¼ï�ì���õ4ú¾��è�����ê�ú|ès�«a�_gced��W� � ��õB��õ�÷¼î�ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï��qîº`TõBôJî

ý óqõ��¼ï��4øDõBò�õ�� ù�ú¿õBò�õ��
x(t0) = x0

ú�ïBûVò4èAö�ð�hD÷

x(t) = X(t, t0)x0. (20.3)

37ø � õ X(t) ü éVùDì�÷oïBú¿ê�ì��4ï�ðAñ4ì¼ï´ú�ï��4ëAèAí�h � ��õ X(t)C � ÷¼ê C ü ìqê�ò4èAëqõ�÷�%Jê5�ì¼ïJú�ï��4ëAèAí�h � �Bï�ø�õ2% ûTéVùDì�÷oïBú¿ê�ì��4ï�ðAñ4ìqõ�� ú�ï��4ëAèAíqê��Ò��è�����ê�ú¿è c
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M�ç§N õ ý ò�� h ý øAè ϕ1(t) � ϕ2(t) � . . . , � ϕn(t) ��è�����ê�ú¿èà�«a�_gced�� ù��4ò�õBë������4ñ

8 0 N ��õ�÷¼îiîÎ��î>ðAñ4øAè!��õ�÷¼î � øDõBðAèm
bÿ ò4è ý ì¼ï2�AìAèAø\nXëqõBì���ñ4ø�õBö�õ
W (t)

ò�î ÷¼ú¿î>ì+�
ìAè+"¯ò�î ÷·ìAù�ð�h�óAëAè

t ∈ I � ��õ	7���õ

W (t) = det




ϕ11(t) ϕ12(t) . . . ϕn1(t)

ϕ12(t) ϕ22(t) . . . ϕn2(t)ccc ccc c c c ccc

ϕ1n(t) ϕ2n(t) . . . ϕnn(t)




6= 0. (20.4)

m
ðgh ò4è ý ì¼ï2�AìAèAø�ï nXëqõBì���ñ4ø�õBö�õ¡��óAë¼ï�ò�ê�÷qðAèAòeï éTõBëqú|ù�ð¼ï � î>ùDò�î>ðAð�h ü�����4ëqõBö�ë¼ï�÷k��ñ4øDõBö�õ ü 3VøDõ	74î

W (t) = W (t0) exp




t∫

t0

trA(τ) dτ


 , (20.5)

÷¼ê
trA(τ) ü ��ðqî ÷þú�ï��4ëAèAíqî���è�����ê�ú|è c
c�ç ^Xù�÷qñ��«h�øqî

(n + 1)
ëqõ ý ò�� h ý øqî>òX��è�����ê�ú¿èR�«a�_gced���ðqî>ìqî#"Aìqõ ý ï�ðqê�%gìqîzc � ï��÷oï��¼ï�óqõ	7Bù�÷¼õBò4è � � 0 �«a�_gced��·î ý ý ï�÷oï�ìqõ��¡8 0 N {ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)}ëqõ ý ò�� h ý ù�û��4ñ��@h ý ï
÷¼õBóqõ4ú�õBö�õ��Ò��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAñ

det




dxk

dt

dϕ1k

dt

dϕ2k

dt
. . .

dϕnk

dt
x1 ϕ11 ϕ21 . . . ϕn1

x2 ϕ12 ϕ22 . . . ϕn1ccc ccc ccc c c c ccc

xn ϕ1n ϕ2n . . . ϕnn




= 0; k = 1, n. (20.6)

uIv)wyxkzy{4| }4~ k§õ	7Bù�÷qùDòeï��4è éVùDì�÷oïBú¿ê�ì��4ï�ðAñ4ìAù ú�ï��4ëAèAí��À��è�����ê�ú|è
dx
dt = y � dy

dt = 2
t2
x
c � ì¼ï�"��4èR�Bï�ø�õ2% ìqõBëqú�õBòeï�ìAù òÆ��õ��Aíqî

t0 = 1
éVùDì�÷oï��

ú¿ê�ì��Bï�ðAñ4ìAù�ú�ï��4ëAèAí���c
�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�÷oï�ìAùr��è�����ê�ú|ùþðqê�ö�øDõ­ëqõ ý ò�� h ý ï��4è � ý ò�î>ò4ô´ès
b
�÷¼õ�ðqî>ìqî#"+�

ìqõ�ö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h­÷qëAùeö�õBö�õfóqõBë(hD÷qøAù�cgm
ð�h­íAñ�õBö�õJ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#�Vû�ú¿õfóqê�ëAôJêTëqî>ò��
ì�hDìAì�h¨��è�����ê�ú|èm�4ï¯óqî ÷k���Bï�ò4ð�hAû�ú¿õ ý ì¼ï��qê�ìAì�h dy

dt ý ÷qëAùDö�õBö�õþëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc m´î ����Bï�ìqê�ú¿õ�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hsÕ¦"Aðqê�ë¼ï
t2x′′ − 2x = 0 � h�øDê
ðqê�ö�øDõ�ëqõ ý ò�� h ý ï��4è cPQþïBû�ú�õ
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λ(λ − 1) − 2 = 0 � ý ò�î ÷qøAè λ1 = −1 � λ2 = 2

cf� õ��	%´ê � x = C1t
2 + C2

t �
y =

∫
2
t2

(
C1t

2 + C2
t

)
dt = 2C1t− C2

t2
c

� ï�óAèAôJê�ú¿õJ÷oï�ìAù���è�����ê�ú|ù­ùFò4èAö�ð�hD÷¼î]�«a�_gced��
d

dx

(
x

y

)
=

(
0 1
2
t2

0

)
·
(
x

y

)
.

� ê�ö�øDõI7�ï2�Aè��4è �k� õFú|ìqõ�%gèAìAù¯ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò�íqî�ûS
e��è�����ê�ú¿è�ú¿õ�%gì¼ï ý ï�óAè���ï��4èþùéTõ�ëqú�î
(
x

y

)
=

(
t2 1

t

2t − 1
t2

)
·
(
C1

C2

)
,

÷¼ê
(
C1

C2

)
ü ò�ê�ø���õBëF÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�ÿZ���Bï�ðAè�ÿTc(kTëAèFíAñBõ4ú|ù (t2 1

t

2t − 1
t2

)
ü ìqê�ò4èAëqõ��

÷�%´ê�ì¼ïgú�ï��4ëAèAí�h � ��õ	7���õ

det

(
t2 1

t

2t − 1
t2

)
= −3 6= 0 (t ∈ R).

0 ��õBò4óAíqî�íqî�ûS
�ú�ï��4ëAèAíqî ûVëqõ ý ò�� h ý ø�ïBú¿èT��è�����ê�ú¿è c 0 óAë¼ï�òB÷¼î �
d

dt

(
t2

t

)
=

(
2t

2

)
=

(
0 1

− 2
t2

0

)
·
(
t2

2t

)
î

(
− 1
t2

− 2
t3

)
=

(
0 1

− 2
t2

0

)
·
(

1
t

− 1
t2

)
=

d

dt

(
1
t

− 1
t2

)
.

�t�	%´ê � X(t) =

(
t2 1

t

2t − 1
t2

)
ûFéVùeì�÷oïBú�ê�ì��Bï�ðAñ4ìqõ�� ú�ï��4ëAèAíqê�� ý ï�÷oï�ìqõ�
²��è+����4ê�ú¿è c

m
ðgh ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAì�h·ìqõBëqú�õBòeï�ìqõ�
¿ò@��õ��Aíqî
t0 = 1

éVùeì�÷oïBú�ê�ì��Bï�ðAñ4ìqõ�
�ú�ï��
�4ë�èAíqî²��è�����ê�ú¿è\��øDõBëAè����4ïBû�ú�õ	�@h!�4èqú �y� õ X1(t) = X(t)C � ÷¼ê C ü ���Bï�ð¼ï
ìqê�ò4èAëqõ�÷�%´ê�ì¼ï�ú�ï��4ëAèAí�h � �4ï�øDõ�% éVùeì�÷oïBú�ê�ì��Bï�ðAñ4ì¼ï�ú�ï��4ëAèAí�hT��è�����ê�ú¿è c4Qþï��
û�ú¿õ

X1(t) =

(
t2 1

t

2t − 1
t2

)
·
(
a b

c d

)
=

(
at2 + c

t bt2 + d
t

2at− c
t2

2bt− d
t2

)
,
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ï´óAëAè

t = 1

X1(1) =

(
a+ c b+ d

2a− c 2b− d

)
.

nXèqú�ï�ö�ï����Aè �y� õ	7 X1(1) =

(
1 0

0 1

)

� ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õÆ��è�����ê�ú|ù
a + c = 1 �

b+ d = 0 � 2a− c = 0 � 2b− d = 1 � ý h�øDõ�
 a = 1
3 � b = 1

3 � c = 2
3 � d = −1

3

c
�t�	%´ê �

X1(t) =

(
1
3t

2 + 2
3t

1
3 t

2 − 1
3t

2
3t− 2

3t2
2
3 t+ 1

3t2

)
�

ìqõ�ëqú�õBòeï�ì¼ïJòo��õ��Aíqî
t0 = 1

éVùeì�÷oïBú�ê�ì��Bï�ðAñ4ì¼ïFú�ï��4ëAèAí�hTc
uIv)wyxkzy{4|o�P~ k§õ	7Bù�÷qùDòeï��4è � � 0 � éVùDì�÷oïBú¿ê�ì��4ï�ðAñ4ì¼ït��è�����ê�ú�ïiëqõ ý ò�� h ý øqî>òh�øDõ�


ϕ1 =

(
1 + x

x

)
, ϕ2 =

(
2

x

)
.

�n��'D�P( * '�#��º� *4��nXëqõBì���øqîbï�ì
W [ϕ1, ϕ2] = det

(
1 + x 2

x x

)
= x+x2−2x =

= x(x − 1)
cq�t�	%Jê � ô´ùeøAï�ì¼ï � � 0 ò4èAö�ð�hD÷qùm�«a�_gced���î&��ìAù�û
ðAèAôJê§ù�ò4èAó¼ï�÷qøAù �øDõBðAè

I
ìqê§ú¿î&���4è��4ño��õ��qõBø

x0 = 0 � x0 = 1
c�k§õ	7Bù�÷qù�û�ú¿õ � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � � � 0

î ýiý ï�÷oï�ìqõ���8 0 N ì¼ï
I = (0, 1)

c�m§ð�h´íAñBõBö�õVò4èAøDõBëAè����4ïBû�ú�õ���óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
�«a�_gc f��\c�k§õ ý ì¼ï��AèAò4ô´è ý ú¿î>ìAìqî � h�øqî ùeò�î#"�÷qù �4ñF÷¼õ@��è�����ê�ú|è � ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ y(x) î
z(x) � ÷qð�h�óqê�ëAôJõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�hX��è�����ê�ú|è�÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ

det




dy

dx
1 0

y 1 + x 2

z x x


 = 0

ï�74õ dy

dx
=

1

x− 1
y − 2

x(x− 1)
z,

ï
÷qð�h�÷qëAùDö�õBö�õ

det




dz

dx
1 1

y 1 + x 2

z x x


 = 0

ï�74õ dz

dx
=

1

x
z.
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p|ï�øAèqú¨�AèAìqõ4ú � ô´ùeøAï�ì¼ï§��è�����ê�ú�ïgú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷

dy

dx
=

1

x− 1
y − 2

x(x− 1)
z,

dz

dx
=

1

x
z.

®k®�ª�ç � ì¼ï�"��4èÆ8 0 N � ìqõBëqú�õBòeï�ìAù­ò§��õ��Aíqî
t0 = 0 � ÷qð�hX��è�����ê�ú|è

dx

dt
= px− qt,

dy

dt
= qx+ py.

k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4èÆ8 0 N � ìqõBëqú¿õBòeï�ìqî ò§��õ��Aíqî
x0 = 0 � ÷qð�h���è�����ê�ú
�

®k®�«�ç { dy
dx = y − z,
dz
dx = 2z − 2y.

®k® ¬ ç { dy
dx = 2y,
dz
dx = 2z.

®k®k­�ç { dy
dx = z,
dz
dx = −y.

®k®�®�ç niî ÷¼õ4ú¿õ ��� õ x1(t) = − sin t− cos t
t � y1(t) = cos t

t ü ëqõ ý ò�� h ý õBø���è�����ê�ú|è
ëqî ò4ì�h�ìAñ

{
dx
dt = −x

t − ty,
dy
dt = x

t .

� ì¼ï�"��4ègò���îDëqõ ý ò�� h ý øAèfíqî�û�
4��è�����ê�ú|è c � ï�óAè���ï��4è
éVùeì�÷oïBú¿ê�ì��4ï�ðAñ4ìAù¯ú�ï��4ëAèAí��F��è�����ê�ú¿è c

k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4è � � 0 � h�ø�ïgú�ïBû ý ï�÷oï�ìAùT8 0 N {ϕ1, ϕ2}
�

æ ¯�¯k¯ ç
ϕ1 = (e3x; 0), ϕ2 = (0; e2x).

æ ¯�¯ æ¼ç
ϕ1 = (e3x; 0), ϕ2 = (xe3x; e3x).

æ ¯�¯4M�ç
ϕ1 = (1;−x), ϕ2 = (x; 1).

æ ¯�¯4c�ç
ϕ1 = (e3x; 0), ϕ2 = (0; e3x).

æ ¯�¯�©�ç
ϕ1 = (cos 2x;− sin 2x), ϕ2 = (sin 2x; cos 2x).

æ ¯�¯4ª�ç
ϕ1 = (1;x), ϕ2 = (x; 1).
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§ 21. ЛIНIЙНI ОДНОРIДНI СИСТЕМИ РIВНЯНЬ

ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

� ï�ö�ï�ðAñ4ìAèqú¿è·ú�ê���õ�÷oïBú¿è¯ëqõ ý ò�� h ý ï�ìAì�h � � 0
dx

dt
= Ax (21.1)

ý îP���Bï�ðqõ�� ú�ï��4ëAèAíqê��
A
ûVú�ê���õ�÷qè¯ò4èAøAð����qê�ìAì�h � Õ¦"Aðqê�ë¼ïO�Bïgú�ï��4ëAè��AìAè�" c

� 	���� H �� º$�1�E²��	����+*ÂóqõBð�h�ö�ïBû­ù ý ò�ê�÷¼ê�ìAìqî � � 0 �«a(d�ced��
÷¼õ � � N
n
��ö�õ

óqõ�ë(hD÷qøAù�ô´ð�hDÿeõ4úâ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#�7òeï�ìAì�h õ�÷qìqõBö�õ ý ëqî>ò4ì�h�ìAñT��è�����ê�ú|èº�«a(d�ced�� ýì¼ï����4ùDóAìAèqúÂò4èAðAù �qê�ìAì�hAúÂù���î ÿ ý ú¿î>ìAìAè�ÿ xi � øAëqî�úÂõ�÷qìqî�ûS
�c
� ï��K	��
� H �����Î»+1º	��(#gëqõ ý ò�� h ý øAè � � 0 �«a(d�ced��²7Bù�÷qù�û�ú¿õgù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

x = eλt~h, (21.2)

÷¼ê
λ ü ò4ð¼ï���ìqê
�Aè���ðqõ§ú�ï��4ëAèAíqî A � ��õ	7���õ
ûiëqõ ý ò�� h ý øDõ4úÀÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õëqî ò4ì�h�ìAì�h

det(A− λE) = 0; (21.3)

~h ü ò4ð¼ï���ìAè�"·ò�ê�ø���õBë ��� õJò�î ÷qóqõBò�î ÷oïBû§ò4ð¼ï���ìqõ4ú|ùZ�Aè���ðAù
λ
c

N õ ý ëqî ý ì�h+���4ño�4ëAè¯ò4èAó¼ï�÷qøAè)�
�q� n���îDëqõ ý ò�� h ý øAè λ1, λ2, . . . , λn

ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��«a(d�c j�� ÷¼î#"���ìqî�îDëqî ý ìqî)� λi 6= λjóAë�è
i 6= j

�\c�p�õ�÷¼îP��è�����ê�ú�ïJéVùDìAøAíqî#" {
eλit~hi

}n
i=1

ù��4ò�õBë��Vû°8 0 N ÷qð�h � � 0
�«a6d�ced��\c � ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø � � 0 �«a(d�ced��iú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷

x =

n∑

i=1

Cie
λit~hi, (21.4)

÷¼ê
Ci ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ìqî����Bï�ðqî � i = 1, n

c
� � N õ ý ò�� h ý øAè�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h¾�«a(d�c j���ëqî ý ìqî � ï�ðqêB��ê�ëqê�÷�ìAè�ÿ­û�øDõ4ú¿óAðqê�ø ��ìqîzc�[§ê5�ÿDï�"
λ1,2 = a + ib

c4p�õ�÷¼î ÷¼õ�8 0 N ùDò�î#"�÷qù��4ñ�÷¼î#"���ìqõ ý ì¼ï2�Aìqî|ëqõ ý ò�� h ý øAè � � 0
�«a6d�ced��

x1 = Re
(
e(a+ib)t~h1

)
, x2 = Im

(
e(a+ib)t~h1

)
(21.5)

÷¼ê ~h1 ü ò4ð¼ï���ìAè�" ò�ê�ø���õBë ú�ï��4ëAèAíqî
A �)� õ�ò�î ÷qóqõBò�î ÷oïBûO
Y
Xò4ð¼ï���ìqõ4ú¿ùr�Aè���ðAù

λ1 = a+ ib
c
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� � 0 ê�ëqê�÷�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ògëqî>ò4ì�h�ìAì�hÆ�«a(d�c j���û�øAë¼ï��4ìqîzc�3Vø � õ λ ü ø�õBëqî>ìAñJëqî>ò��ì�hDìAì�h¨�«a(d�c j��^øAë¼ï��4ìqõ	����î

k � ��õ@��ðqî ÷�ò4è ý ì¼ï��Aè��4è�øqî>ðAñ4øqî&���4ñ�ðqî>ìqî#"Aìqõ�ìqê ý ï�ðqê5�%gì�è�ÿÀò4ð¼ï���ìAè�ÿÀò�ê�ø���õBëqî>ò�ú�ï��4ëAèAíqî
A �)� õ�ò�î ÷qóqõBò�î ÷oï����4ñþò4ð¼ï���ìqõ4ú¿ùr�Aè���ðAù

λ
c � ÿ­øqî>ðAñ4øqî&���4ñfò4è ý ì¼ï2�¼ïBû5�4ñ���hT��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú

l = n− r, (21.6)

÷¼ê
n ü óqõBë6hD÷¼õBøs��è�����ê�ú|èm�«a(d�ced�� � r = rang(A− λE)

c
3Vø � õ l = k � ��õféVùeìAøAíqî 


{
eλt~hi

}n
i=1

ùeò�î#"�÷qù �4ñf÷¼õ@8 0 N c
3Vø � õ l < k � ��õfò ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõ4ú¿ù�ëqõ ý ò�� h ý øAù � � 0 ø�õBëqê�ì��

λ
ò�î ÷qóqõBò�î ÷oïBû

7BðAõBøm��h�øAè�"T��ïBú!�4ï�øDõ�% ÷oïBûVëqõ ý ò�� h ý õBø � � 0 �«a(d�ced��W�5�




x1 =
(
a+ bt+ . . .+ gtk−l

)
eλt;c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c�c

xn =
(
p+ qt+ . . .+ stk−l

)
eλt.

(21.7)

`§õBê�éTî>íqî�û�ì��4è
a, b, . . . , g, p, q, . . . , s ý ì¼ï�ÿeõ�÷ºh+�4ñfóqî ÷k���4ï�ò4ð�h�ìAì�hAú �«a(d�c i	��ò

�«a6d�ced�� ý ì¼ï����4ùDóAìAèqú óAëAèAëqî>ò4ì��7òeï�ìAì�hAúÀøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò§óqõ�÷¼î&7BìAè�ÿ´÷¼õ�÷oï�ìAøqî>ò§ðqî �ò�õ2
�î�óAë¼ï�ò�õ�

�¼ï����4èAìAè c'kVëAè íAñ�õ4ú¿ù�÷¼î&���4ïBû�ú�õs��è�����ê�ú¿ùÀðqî>ìqî#"AìAè�ÿ ï�ðAö�ê�7Bë¼ï2
¶�
�Aì�è�ÿJëqî>ò4ì�h�ìAñ§ò�î ÷qìqõ	��ìqõ

a, b, . . . , s � h�øqî ý ï�ðqê�%Jï��4ñ
ò�î ÷ k ÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�ÿo���Bï�ðAè�ÿ �÷¼ê
k ü øAë¼ï��4ìqî&���4ñFø�õBëqê�ì�h λ c� #��C�º ��(�º �» �K	��
� H î>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ìAì�h � � 0 �«a(d�ced��°h�ëAùeì��4ù�û��4ñ��@h�ì¼ïT74ê ý �óqõ���ê�ëqê�÷qìAñBõ4ú|ù ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAìqî¼éVùDì�÷oïBú¿ê�ì��4ï�ðAñ4ìqõ�
�ú�ï��4ëAèAíqî X(t) � � 0 �«a(d�ced��

ú�ï��4ëAè��AìAèqú|èþú¿ê���õ�÷oïBú|è c
Qþï��4ëAèAí��

X(t)
ô´ùDø�ï����4ñfù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

X(y) = eAt, (21.8)

÷¼ê
eAt = E + t

1!A+ t2

2!A
2 + . . .+ tn

n!A
n + . . . . (21.9)

kTë�è�íAñBõ4ú|ù­øDõBëAè����4ù ���4ñ��@h¯ò4ð¼ï����4èAò�õ	����hAú|èþú�ï��4ëAè��Aìqõ�
|ê�ø ��óqõBìqê�ì��4è)�
d�c�3Vø � õ AB = BA � ��õ eA+B = eAeB = eB+A c
a(c�3Vø � õ A = T−1JT � ��õ eA = T−1eJT

c
Qþï��4ëAè��AìAù ê�ø+��óqõBìqê�ì��4ù

eAt ý ëAù��Aìqõ ô´ùDø�ï��4è � ò�î ÷qô$��õBòBÿDù ���Aè���ñ ò�î ÷
%´õBëe÷¼ï�ìqõBò�õ�
¿ìqõBëqú�ï�ðAñ4ìqõ�
¿éTõBëqú|è·ú�ï��4ëAèAíqî

A
�

AJ = diag {Jk1(λ1), Jk2(λ2), . . . , Jks
(λs)} ,
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÷¼ê
Jki

(λi) ü øAðqî#�4èAì¼ï�� õBë�÷oï�ì¼ï
ki
��ö�õfóqõBë(hD÷qøAù �k� õfò�î ÷qóqõBò�î ÷oïBû
ò4ð¼ï���ìqõ4ú|ù�Aè���ðAù

λi
ú�ï��4ëAèAíqî

A �
n∑
i=1

ki = n
c

����%Jê �
eAJ t = diag

{
eJk1

(λ1)t, eJk2
(λ2)t, . . . , eJks(λs)t

}
, (21.10)

÷¼ê
eJk(λ)t = e(λE+I)t = eλteIt � E ü õ�÷qèAìAè��Aì¼ïfú�ï��4ëAèAí�h �

I =




0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . 1

0 0 0 . . . 0


 ü ìqî>ðAñ4óqõ���ê�ì��4ì¼ïfú�ï��4ëAèAí�hTc

p�õ4ú|ù

eJk(λ)t =




eλt teλt . . . tk−1

(k−1)!e
λt

0 eλt . . . tk−2

(k−2)!e
λt

ccc ccc c c c ccc

0 0 . . . eλt



. (21.11)

N õ ý ö_ð�h�ìqê�ú�õFóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqî&���4ñ�÷¼î#"þóAëAèþëqõ ý ò�� h ý ï�ìAìqî � � 0 �«a(d�ced�d���ú�ï��4ëAè+�
�Aì�èqúR��óqõ	��õ	74õ4ú²�

d���ëqõ ý ò�� h ý ù�û�ú¿õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�«a(d�c j��Xì¼ï�÷·óqõBðqê�ú
C
�

a	� ý ï�óAè���ù�û�ú¿õ AJ ý ö�î ÷qìqõ ý �4èqú ��� õ rang(A− λE) = rang(AJ − λE) �j�� ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õFú�ï��4ëAèAí��äóqê�ëqê�ÿeõ�÷qù
T ý ö�î ÷qìqõ ý î)��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hAú

TA = AJT ; (21.12)

p � ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ T−1 �
o	� ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú�õ eAJ t � ò4èAø�õBëAè�����õBò4ù����Aè�÷qð�hT7BðqõBøqî>òr��øAðqî#�4èAìN� õBë�÷oï�ì¼ï��

éTõ�ëqú¿ù�ðAù¾�«a(d�ced�d�� �
f�� ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ eAt h�ø­÷¼õ	7Bù ��õBøT�4ëAñ�õ�ÿ�ú�ï��4ëAèAíAñ

eAt = T−1eAJ tT. (21.13)

Qþï����Aè¯éVùeì�÷oïBú�ê�ì��Bï�ðAñ4ìAù¯ú�ï��4ëAèAí�� � � 0 �«a(d�ced��Xù�ò4èAö_ð�hD÷¼î]�«a(d�c 9 � � ý ï��ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¯íqî�ûS
y��è�����ê�ú¿è·ú¿õ�%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è·ùFò4èAö�ð�hD÷¼î
x = eAtC, (21.14)
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÷¼ê

C = (C1, C2, . . . , Cn) ü ò�ê�ø���õBë�÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�ÿX���4ï�ðAè�ÿ|c
N õ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï��qîÅ`§õBôJî ý óqõ��¼ï��4øDõBò�õ�� ùDú�õBò�õ��

x(0) = x0
ì¼ï�7BùeòeïBû

ò4è�ö�ð�hD÷qù
x = eAtx0. (21.15)

� ï�ìAí��
%´õBøÂóqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAñ d�� ü f��Jú�õ2%gì¼ïþ÷¼ê � õ¾��øDõBëqõ��4è��4è � ò ý h�ò4ô´è�÷¼õ
ùeòeï�ö�èÏ��õ�" é§ï�ø�� ��� õ��4ë¼ï�ì���óqõBìqõBòeï�ì¼ï ÷¼õ ú�ï��4ëAèAíqî

X
ú�ï��4ëAèAí�h

XT û
ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú�ú�ï��4ëAè��AìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h

dXT

dt
= XTAT . (21.16)

37ø � õgóAëAè¯íAñBõ4ú|ù ATJ ü %´õBëe÷oï�ìqõBòeïfìqõBëqú�ï�ðAñ4ì¼ïféTõBëqú�ïgú�ï��4ëAèAíqî
A

�4ï�ø�ï �
� õ ATJ = SATS−1 � ÷¼ê S ü ìqê�ò4èAëqõ�÷�%Jê�ì¼ï�ú�ï��4ëAèAí�h óqê�ëqê�ÿeõ�÷qù � ��õ � ý ÷¼î#"+���ì�èAò4ô´è¯òs�«a(d�ced8f��Xóqî ÷k���4ï�ò4ð�h�ìAì�h

XT = ZS, (21.17)

÷¼î#���4ï�ìqê�ú¿õ
dZ

dt
= Z(SATS−1) = ZATJ . (21.18)

� ò�î ÷k��è���óqõ	��î&7´ëqõ ý ò�� h ý ï�ìAì�h � � 0 �«a(d�ced��B��óqõ	7Bù�÷¼õBò4è
X(t)

��ú�ïBû�ò4èAö�ð�hD÷��
d�� ý ï�óAè���ù�û�ú¿õFú�ï��4ëAè��AìqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�hm�«a(d�ced8f�� �
a	� ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ ATJ î�ú�ï��4ëAèAí��äóqê�ëqê�ÿeõ�÷qù

S �
j�� ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õFú�ï��4ëAèAí�� Z

ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

Z = etA
T
J ; (21.19)

p ��óqî ÷k���4ï�ò4ð�hAû�ú�õfú�ï��4ëAèAíqî
Z

�4ï
S
ùZ��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hm�«a(d�ced�i	� �

o	�]�4ë¼ï�ì���éTõBëqú¿ù�û�ú�õ ý ÷¼õ	7Bù��4ù�ú�ï��4ëAèAí�� X(t)
c

N õ ý ò�� h ý ùeòeï�ìAì�h � � 0 ú�ê���õ�÷¼õ4úÆÕ¦"Aðqê�ë¼ï7ì¼ï�ò�ê�÷¼ê�ìqõVòVëqõ	74õ���î ^ d2_ � óAëAèAøAð¼ï��÷qè p c j�a ü p c j�o�a � ú�ï��4ëAè��AìAèqúÂú�ê���õ�÷¼õ4ú ü �BïBú!%´ê ^ d2_ � óAëAèAøAð¼ï�÷qè p c j	` � p c p _�a«cN õ ý ö_ð�h�ìqê�ú�õ õ	���4ï�ìAìqî#"�î ý�ý ï�óAëqõBóqõBìqõBòeï�ìAè�ÿÂú�ï��4ëAè��AìAè�"�ú¿ê���õ�÷Âëqõ ý ò�� h �
ý ï�ìAì�h � � 0 c

uIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4ès��è�����ê�ú|ù
{
ẋ = 6x− y,

ẏ = 3x+ 2y.
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01Î�Õ7Ç�ÉiÛ d�oDj

�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ï�óAèAôJê�ú�õ ú�ï��4ëAè��Aìqêþëqî>ò4ì�h�ìAì�hF�«a(d�ced8f��gò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ ÷¼õ
ý ï�÷oï�ìqõ�
e��è�����ê�ú|è)�

dXT

dt
= XT

(
6 3

−1 2

)
, AT =

(
6 3

−1 2

)
.

Qþï�û�ú¿õgÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��Aìqê´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
λ2 − 8λ+ 15 = 0 � øDõBëqê�ì�hAú¿è h�øDõBö�õFû

λ1 = 3 � λ2 = 5
c	p�õ4ú¿ù

ATJ =

(
3 0

0 5

)
c � ëqî>ò4ìqõ	����î

ATJS = SAT ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú�õ
ú�ï��4ëAèAí��

S
�

(
3 0

0 5

)(
a b

c d

)
=

(
a b

c d

)(
6 3

−1 2

)
⇒ S =

(
1 3

1 1

)
.

����øqî>ðAñ4øAè
Z(t) � ý ö�î ÷qìqõ ý �«a(d�ced2`�� � ú�ïBû ò4èAö_ð�hD÷

Z(T ) =

(
e3t 0

0 e5t

)

�
��õ

XT (t) = Z(t)S =

(
e3t 3e3t

e5t e5t

)
cI�t�	%Jê � X(t) =

(
e3t e5t

3e3t e5t

)
î

x = C1e
3t + C2e

5t � y = 3e3tC1 + e5tC2 üþý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï�ìqõ�
� � 0 c
N õ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú¿è·ú¿ê���õ�÷¼õ4ú�ò4èAøAð����qê�ìAì�h6�

ẋ
õ ý ì¼ï2�¼ïBû dx

dt

îP��c ÷Yc �5�
æ ¯�¯4«�ç { ẋ = y;

ẏ = 2y.

æ ¯k¯ ¬ ç { ẋ = 0;

ṫ = −y.
æ ¯�¯4­�ç { ẏ = z;

ż = y.

æ ¯k¯4®�ç { ẋ = 2x− y;

ẏ = x+ 2y.

æ ¯�æ ¯ ç




ẋ = 5x− 6y + z;

ẏ = x− z

ż = −6z.

æ ¯ æ¼æ¼ç




ẋ = 2x+ y;

ẏ = 2y + z;

ż = 2z.
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N õ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú¿è·ú¿ê���õ�÷¼õ4ú\Õe"Aðqê�ë¼ï+�

æ ¯�æ+M�ç { ẏ = y − z;

ż = 4z − 4y.

æ ¯ æ+c�ç { ẏ = 2y + z;

ż = −6y − 3z.

æ ¯�æ�©�ç { ẏ = 2y − 3z;

ż = 3y + 2z.

æ ¯ æ+ª�ç { ẏ = y − 2z;

ż = 6y − 5z.

æ ¯�æ+«�ç




ẋ = 3x+ 12y − 4z;

ẏ = −x− 3y + z;

ż = −x− 12y + 6z.

æ ¯ æ ¬ ç




ẋ = 2x− y − z;

ẏ = 12x− 4y − 12z

ż = −4x+ y + 5z.

æ ¯�æ+­�ç




ẋ = 21x− 8y − 19z;

ẏ = 18x− 7y − 15z;

ż = 16x− 6y − 15z.

æ ¯ æ+®�ç




ẋ = x− z;

ẏ = 2y − 6x+ 6z;

ż = 4x− y − 4z,

(λ1 = λ2 = 0, λ3 = −1).

æ ¯kM�¯ ç




ẋ = −3x+ 4y − 2z;

ẏ = x+ z;

ż = 6x− 6y + 5z,

æ ¯4M�æ¼ç




ẋ = 2x− y − z;

ẏ = 3x− 2y − z;

ż = 2z − x+ y,

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1). (λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1).

æ ¯kMkM�ç




ẋ = y − 2z − x;

ẏ = 4x+ y;

ż = 2x+ y − z,

(λ1 = 1, λ2 = λ3 = −1).

k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4èÆ8 0 N � ìqõBëqú¿õBòeï�ìqî ò§��õ��Aíqî�ìAù�ðAñ��
æ ¯kMkc�ç { ẏ = 2y;

ż = 2z.

æ ¯4M�©�ç { ẏ = y + z;

ż = −5y − 3z.

æ ¯kMkª�ç { ẏ = y − z;

ż = z − y.

æ ¯4Mk«�ç { ẏ = 2y;

ż = y + 2z.� ì¼ï�"��4è·ú�ï��4ëAè��AìAù­ê�ø+��óqõBìqê�ì��4ù
eAt

�
æ ¯kM ¬ ç

A =

(
0 1

1 0

)
.

æ ¯4Mk­�ç
A =

(
0 1

−1 0

)
.
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æ ¯kMk®�ç
A =

(
3 0

0 3

)
.

æ ¯4c�¯ ç
A =

(
3 0

0 −2

)
.

æ ¯kc�æ¼ç
A =

(
2 1

0 2

)
.

æ ¯4ckM�ç
A =

(
−2 −4

1 2

)
.

æ ¯kckc�ç
A =




0 1 0

0 0 0

0 0 2


 .

æ ¯4c�©�ç
A =




2 1 0

0 2 1

0 0 2


 .

N õ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú¿è
ẋ = Ax

ú�ï��4ëAè��AìAèqú�ú¿ê���õ�÷¼õ4ú²�
æ ¯kckª�ç

A =

(
1 −2

2 −3

)
.

æ ¯4ck«�ç
A =

(
3 −2

4 −1

)
.

æ ¯kc ¬ ç
A =

(
1 1

2 0

)
.

æ ¯4ck­�ç
A =

(
2 0

0 3

)
.

æ ¯kck®�ç
A =

(
0 0

0 −1

)
.

æ ¯�©4¯ ç
A =

(
2 2

0 2

)
.

æ ¯�©�æ¼ç
A =




2 −1 −1

1 0 −1

3 −1 −2


 .

æ ¯�©qM�ç
A =



−1 −2 2

−2 −1 2

−3 −2 3


 .

æ ¯�©qc�ç
A =




3 −3 1

3 −2 2

−1 2 0


 .

æ ¯�©k©�ç
A =




0 1 1

1 1 0

−1 0 1


 .

æ ¯�©qª�ç
A =



−2 1 2

−1 0 2

−2 0 3


 .

æ ¯�©q«�ç
A =




0 1 −1

1 0 −1

2 2 −3


 .

æ ¯�© ¬ ç
A =




4 2 −2

1 3 −1

3 3 −1


 .

æ ¯�©q­�ç
A =




2 0 −1

1 −1 0

3 −1 −1


 .
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� ì¼ï�"��4è

det eA � ìqêTõ	7��Aè���ð������Aèþú�ï��4ëAèAí�� eA
�

æ ¯�©q®�ç
A =




2 3 5

1 −4 3

5 9 3


 .

æ ¯4ª�¯ ç
A =




1 4 2

5 1 −3

7 0 −2


 .

æ ¯kª�æ¼ç
A =




8 5 −4

1 −3 9

3 2 −4


 .

æ ¯4ªkM�ç
A =




9 0 3

0 −6 8

1 5 −2


 .

N õ ý ò�� h ý ï��4è·��è�����ê�ú¿è � ý ò�î>ò4ô´è!
bÿ ÷¼õ¾��è�����ê�ú ý î
���4ï�ðAèqú|è�ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ï��
ú|è ý ïBú�î>ìqõ�� ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú�î>ìAìqõ�
 t =

∫
φ(x) dx � ÷¼ê φ(x) ü �Bï�øAïþéVùDìAø+�

íqî h �°� õ øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4è
aij(x)

��è�����ê�ú|è ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñÒ��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
aij(x) = bijφ(x) � bij ü ���Bï�ðqîl�
æ ¯kªkc�ç { x dydx = z − y;

y dydx = −y − 3z.

æ ¯4ª�©�ç { x2 dy
dx = −y − 2z;

x2 dz
dx = 3y + 4z.

æ ¯kªkª�ç { 2
√
x dydx = 2y − z;

2
√
x dzdx = y + 2z.

N õ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú¿è¯ò4èAö_ð�hD÷qù
{
a10x

(n) + a11x
(n−1) + . . .+ a1nx+ b10y

(n) + b11y
(n−1) + . . .+ b1ny = 0;

a20x
(n) + a21x

(n−1) + . . .+ a2nx+ b20y
(n) + b21y

(n−1) + . . .+ b2ny = 0,

ý ï�óAè���ï�ò4ô´è¯ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��Aìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�ù­éTõBëqú�î
∣∣∣∣∣
a10λ

n + a11λ
n−1 + . . .+ a1n b10λ

n + b11λ
n−1 + . . .+ b1n

a20λ
n + a21λ

n−1 + . . .+ a2n b20λ
n + b21λ

n−1 + . . .+ b2n

∣∣∣∣∣ = 0

îÈëqõ ý ò�� h ý ï�ò4ô´èX"qõBö�õ�c � ï�����õ	��ùDòeï��4èþú�ê���õ�÷sÕe"Aðqê�ë¼ï+�
æ ¯kªk«�ç { ẍ = 2x− 3y;

ÿ = x− 2y.

æ ¯4ª ¬ ç { ẍ = 3x+ 4y;

ÿ = −x− y.

æ ¯kªk­�ç { ẍ = 2y;

ÿ = −2x.

æ ¯4ªk®�ç { ẍ+ ẋ+ ẏ − 2y = 0;

ẋ− ẏ + x = 0.
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æ ¯k«�¯ ç { ẍ− 2y + ÿ + x− 3ẏ = 0;

4ÿ − 2ẍ− ẋ− 2x+ 5y = 0.

æ ¯4«�æ¼ç { ẍ− 2y + 2ẋ = 0;

3ẋ+ ÿ − 8y = 0.

N õ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï2�qî `TõBôJîl�
æ ¯k«kM�ç { ẋ = 2x− 9y; x(0) = 2

ẏ = x+ 8y; y(0) = 1.

æ ¯k«kc�ç { ẋ = −3x− y; x(0) = 1;

ẏ = x− y; y(0) = 1.

æ ¯k«�©�ç { ẋ = 3x+ 8y; x(0) = 6;

ẏ = −x− 3y; y(0) = −2.

æ ¯k«kª�ç




ẋ = y + z; x(0) = −1;

ẏ = x+ z; y(0) = 1;

ż = x+ y; z(0) = 0.

§ 22. ЛIНIЙНI НЕОДНОРIДНI СИСТЕМИ РIВНЯНЬ
ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

æ¼ç � ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"fëqõ ý ò�� h ý õBøgðqî>ìqî#"Aìqõ�
¼ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
q��è�����ê�ú¿èX� � [ 0 � ý î+���Bï��ðAèAú¿è¯øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��BïBú¿è
dx

dt
= Ax+ f(t) (22.1)

ú¿õ�%Jì¼ïJóqõ�÷oï��4è¯ù�ò4èAö_ð�hD÷¼î���ùDú¿è
x = x̄+ x̃, (22.2)

÷¼ê
x̄ ü§ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"fëqõ ý ò�� h ý õBøFò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�
�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
P��è�����ê�ú|è � x̃ ü ÷¼õBò�î>ðAñ��ìAè+"X�¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
¦��è�����ê�ú|èm�«a�a(ced��\c
m
ðgh ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%´ê�ìAì�hF�¼ï����4èAìAìqõBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAù x̃

ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
I��è�����ê�ú|è
óAë�è·7Bù�÷qñ��«h�øqî#"�ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqî#" éVùeìAøAíqî 


f(t)
ú�õ2%gì¼ï ø�õBëAè����4ùeòeï��4è���h ú�ê���õ��

÷¼õBúâòeï�ëqîbï�íqî 
�÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�ÿÆ���Bï�ðAè�ÿTc 0 ù �4ñZ"qõBö�õ�óqõBð�h�ö�ïBûJòI��õ4ú¿ù �4� õI�¼ï����4èAì+�
ìAè+"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø x̃

ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
¦��è�����ê�ú|è·ô´ùeøAï����4ñgù­éTõBëqú�î � î>ìAòeï�ëqîbï�ì��4ìqî#"
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÷¼õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqõBö�õgëqõ ý ò�� h ý øAù x̄ ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�
|õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
f��è�����ê�ú¿è � ý ïBú�î>ì������Aè÷¼õ�ò�î>ðAñ4ìqîÎ���Bï�ðqî�ì¼ï�ìqê�ò�î ÷¼õ4ú¿î�éVùDìAøAíqî 
 � h�øqî ý ì¼ï�ÿeõ�÷ºh+�4ñ·óqî ÷k���4ï�ò4ð�h�ìAì�hAú x̃

ù
ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìAùX��è�����ê�ú|ù�c

M�ç 37ø � õ�éVùDìAøAíqî;h f(t)
ûJò�ê�ø���õBëAìAèqú øAòeï ý î�ú|ìqõBö�õ��Aðqê�ìqõ4ú � ��õ��¼ï����4èAì+�

ìAè+"gëqõ ý ò�� h ý õBø x̃ ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
P��è�����ê�ú¿èfú¿õ�%gì¼ï ý ì¼ï�"��4èfú�ê���õ�÷¼õ4ú�ìqê�ò4è ý ì¼ï���qê�ìAè�ÿ�ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>òºc
[§ê_ÿDï�"

f(t) = (f1(t), f2(t), . . . , fn(t)) , fi(t) = Pmi
(t)eγt,

÷¼ê
Pmi

(t) ü ú¿ìqõBö�õ��Aðqê�ì óqõBë6hD÷qøAù
mi

cRp�õ�÷¼î��¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø
x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃n)

ú¿õ�%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è·ùFò4èAö�ð�hD÷¼î
x̃i = Qim+s(t)e

γt, i = 1, n , (22.3)

÷¼ê
m = max

i=1,n
{mi} � s ü øAë¼ï��4ìqî&���4ñ γ h�øþø�õBëqê�ì�h·ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õ�ëqî>ò��

ì�hDìAì�hTc
��ì¼ï�ðqõBö�î#�AìqõTò4è ý ì¼ï��¼ï����4ñ���ho����ê�óqê�ìqîqú¿ìqõBö�õ��Aðqê�ìqî>ò§ù
ë¼ï ý î � øDõBðAè fi(t) ú�î �����h+�4ñ

eαt cosβt � eαt sinβt � ïI�Aè���ðqõ
γ = α + iβ

û´ø�õBëqê�ìqê�úâÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè��5�
�4è+�AìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc

uIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4ès��è�����ê�ú|ù
{

dx
dt = y − 5 cos t,
dy
dt = 2x+ y.

�n��'D�P( * '�#��º� *4� � ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�
�õ�÷qìqõBëqî ÷��
ìqõ2
f��è�����ê�ú¿è

[
x̄ = C1e

−t + C2e
2t,

ȳ = −C1e
−t + C2e

2t.

�§ï����4èAìAìAè�"Jëqõ ý ò�� h ý õBøJìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
4��è�����ê�ú¿è ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õVú�ê���õ�÷¼õ4ú·ìqê�ò4è ý ì¼ï���qê�ìAè�ÿ�ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>òºc
QþïBû�ú�õ

f1(t) = −5 cos t � γ ìqê�û¿øDõBëqê�ìqê�ú¯ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��AìqõBö�õVëqî>ò4ì�h�ìAì�h
λ2 − λ− 2 = 0

ck�t�	%Jê � �¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¯ô´ùDø�ïBû�ú¿õgù�ò4èAö_ð�hD÷¼î
x̃ = A sin t+B cos t, ỹ = C sin t+D cos t.
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kTî ÷k���Bï�ò4ð�h+���Aè íqî ý ì¼ï��qê�ìAì�h ùäò4è�ÿAî ÷qìAùï��è�����ê�ú|ù � ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú�õ A = −2 �
B = −1 � C = 1 � D = 3

c�p|ï�øAèqú¨�AèAìqõ4ú � ú¿è�ú�õ2%Jê�ú¿õ ý ï�óAè���ï��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"ëqõ ý ò�� h ý õBø·ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
e��è�����ê�ú¿è
[
x = x̄+ x̃ = C1e

−t + C2e
2t − 2 sin t− cos t;

y = ȳ + ỹ = −C1e
−t + 2C2e

2t + sin t+ 3 cos t.

uIv)wyxkzy{4|6�P~ N õ ý ò�� h ý ï��4ès��è�����ê�ú|ù
{

dx
dt = −x− 2y + 2e−t,
dy
dt = 3x+ 4y + e−t.

�n��'D�P( * '�#��º� *4�nkVëqõ4î>ì���ê�ö�ëAù�û�ú¿õ ý ï�÷oï�ìAù\��è�����ê�ú|ùÂú¿ê���õ�÷¼õ4ú òeï�ëqîbï�íqî 
7÷¼õ��
ò�î ðAñ4ìAè�ÿ����Bï�ðAè�ÿTc�QþïBû�ú�õ ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø�ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�
�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
y��è+����4ê�ú¿è

[
x̄ = C1e

t + 2C2e
2t;

ȳ = −C1e
t − 3C2e

2t.�
ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø¯ìqê�õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
e��è�����ê�ú¿è ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú¿õfùFò4èAö�ð�hD÷¼î
[
x̃ = C1(t)e

t + 2C2(t)e
2t;

ỹ = −C1(t)e
t − 3C2(t)e

2t.

8
ùeìAøAíqî 

C1(t)

î
C2(t) ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú¿õ ý ��è�����ê�ú¿è
{
C ′

1(t)e
t + 2C ′

2(t)e
2t = 2e−t;

−C ′
1(t)e

t − 3C ′
2(t)e

2t = e−t.

m
î&���Bï�ìqê�ú�õ
C ′

1(t) = 8e−2t � C ′
2(t) = −3e−3t c � ò�î ÷qøAè�ú�ïBû�ú¿õ � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ �

C1(t) = −4e−2t � C2(t) = e−3t c4p�õ4ú|ù�ô´ùDø�ï�ìAè�"s�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBøþò4è+�ÿ�î ÷qìqõ�
f��è�����ê�ú¿è·ú¿õ�%gì¼ïJóqõ�÷oï��4è¯ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î
[
x̃ = −2e−t;
ỹ = e−t.

p|ï�ø�èqú!�AèAìqõ4ú � ú|è¯õ��4ëAèqú�ï�ðAè ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø·ò4è�ÿAî ÷qìqõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�[
x = −2e−t + C1e

t + 2C2e
2t;

y = e−t − C1e
t − 3C2e

2t.
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� ï ý ì¼ï��Aèqú�õ �B� õ·�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø íqî�û�
I��è�����ê�ú|è ú�õ2%gì¼ïº7Bù�ðqõK7

ý ìqï�"��4èT�Bï�ø�õ2% î�ú¿ê���õ�÷¼õ4ú�ìqê�ò4è ý ì¼ï��qê�ìAè�ÿ¯ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>òºc
N õ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú¿è·ú¿ê���õ�÷¼õ4ú�òeï�ëqîbï�íqî 
�÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�ÿT���Bï�ðAè�ÿP�

æ ¯k«k«�ç { ẋ = x− y + 1
cos t ;

ẏ = 2x− y.

æ ¯4« ¬ ç { ẋ = y + tg2 t− I;

ẏ = −x+ tg t.

æ ¯k«k­�ç { ẋ = −4x− 2y + 2
et−I ;

ẏ = 6x+ 3y − 3
et−I .

æ ¯4«k®�ç { ẋ = −2x+ y − e2t;

ẏ = −3x+ 2y + 6e2t.

N õ ý ò�� h ý ï��4è � [ 0 ú�ê���õ�÷¼õ4ú�ìqê�ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAè�ÿ¯øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò��
æ ¯ ¬ ¯ ç { ẋ = 2x− 3y;

ẏ = x− 2y + 2 sin t.

æ ¯ ¬ æ¼ç { ẋ = 2x+ 4y − 8;

ẏ = 3x+ 6y.

æ ¯ ¬ M�ç { ẋ = 4x− 3y + sin t;

ẏ = 2x− y − 2 cos t.

æ ¯ ¬ c�ç { ẋ = 2x− y;

ẏ = 2y − x− 5et sin t.

æ ¯ ¬ ©�ç { ẋ = 2x+ y + et;

ẏ = −2x+ 2t.

æ ¯ ¬ ª�ç { ẋ = t2 + 6t+ 1 − y;

ẏ = x− 3t2 + 3t+ 1.

æ ¯ ¬ «�ç




ẋ = 2x+ y − 2z − t+ 2;

ẏ = 1 − x;

ż = x+ y − z − t+ I.

æ ¯ ¬k¬ ç




ẋ = −x− y + t2;

ẏ = −y − z + 2t;

ż = −z + t.

æ ¯ ¬ ­�ç { ẋ = 2x− y;

ẏ = y − 2x+ 18t.

æ ¯ ¬ ®�ç { ẋ = 5x− 3y + 2e3t;

ẏ = x+ y + 5e−t.

æ ¯k­�¯ ç { ẋ = y + 2et;

ẏ = x+ t2.

æ ¯4­�æ¼ç { ẋ = 2x+ y + 2et;

ẏ = x+ 2y − 3e4t.

æ ¯k­kM�ç




ẋ = y − z;

ẏ = x+ y + t;

ż = x+ z + t.
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N õ ý ò�� h ý ï��4è¯óqõ	���4ï�ò4ðqê�ìqî ý ï�÷oï��qî `§õBôJîl�
æ ¯k­kc�ç { dx

dt + dy
dt = e−t − y;

2dxdt + dy
dt = sin t− 2y,

x(0) = −2, y(0) = 1.

æ ¯k­�©�ç { dx
dt = x+ y + t;
dy
dt = x− 2y + 2t,

x(0) = −7
9 , y(0) = 3

5 .

æ ¯k­kª�ç { 2dxdt = 6x− y − 6t2 − t+ 3;
dy
dt = 2y − 2t− I,

x(0) = 2, y(0) = 3.

§ 23. ФАЗОВИЙ ПРОСТIР АВТОНОМНОЇ
СИСТЕМИ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

æ¼ç ÃF	�$����@�
�� g���º�51º	H� ò�õ	7Bð¼ï�����î
D ⊂ R2 ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h·ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqî&���4ñ �h�ø�ïføDõ�%gìqî#"r��õ��Aíqî

z = (x, y) ∈ D ý î&���Bï�ò4ð�hAû´ò�ê�ø���õBë f(z) ⊂ R
2 � óAëAèAøAð¼ï��÷¼ê�ìAè�"¯÷¼õJìqêS
�ck37ø � õ f(z) 6= 0 � z ∈ D � ��õgò�ê�ø���õBëAìqê§óqõBðqê

f(z) = f(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) (23.1)

õ�÷qìqõ��¼ï���ìqõ·ò4è ý ì¼ï��¼ïBû��º�51º	��
#����+*g�Å��� � h�ø�êfú�õ2%gì¼ï ý ï�÷oï��4èÀ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ��ìAèAú�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú
Q(x, y) dx− P (x, y) dy = 0. (23.2)

j ê�ò�ê�ø���õBëAìqê�óqõBðqê ý ëAù �Aìqõ7î>ì���ê�ëAóAëqê��4ùeòeï��4è�h�ø
óqõBðqêXú|è��	��û�ò4è�ÿ§ô´ò4è�÷qøDõ	����ê�"ëAù�ÿeõ4ú¿õ�
B�né§ï ý õBò�õ�
l����õ��AøAè z(t) = (x(t), y(t))
c � ï�ø�õBì ëAù�ÿ�ùT��õ��AøAèÀõBóAè���ù�ûS�

�4ñ	��h·ï�ò	��õBìqõ4ú|ìqõ��Ò��è�����ê�ú�õ�� ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿ¯ëqî>ò4ì�h�ìAñ

ż = f(z),

(
ż =

dz

dt

)
, (23.3)

ï�7Bõ
{
ẋ = P (x, y);

ẏ = Q(x, y).
(23.4)

m§ð�h­ï�ò	��õBìqõ4ú|ìqõ�
y��è�����ê�ú|è¾�«aDjgc j�� � �«aDjgc p ��õ	7Bð¼ï����4ñ D ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h��Å�
�2½  �G
�º��E ����#D�����X�né§ï ý � � #2'����D��)'�
���($� �ï�74õ � #�'D���D (�p�D���������@�����Åck37ø � õ

z = η(t, z0) ü (23.5)
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ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï2�qî�`TõBôJî�÷qð�hR�«aDjgc j�� ý óqõ��¼ï��4ø�õBò�õ�� ù�ú¿õBò�õ��

η(0, z0) = z0 ���õfõBëqî�û�ì���õBòeï�ì¼ïfò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõf÷¼õgò�ê�ø���õBëAìqõBö�õFóqõBð�h
f
øAëAèAòeï � ý ï�÷oï�ì¼ïs�«aDjgc o	� �ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h � #2'����D��E �F�(#?*�$����@�
�%*�E���è�����ê�ú|èm�«aDjgc j��\c

m
ðghFìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõBö�õgò
D

ò�ê�ø���õBëAìqõBö�õJóqõBð�h
f(z) � �4ï�øDõBö�õ �+� õ f(z) 6= 0 �

z ∈ D � 7Bù�÷qñ��«h�ø�ï�é§ï ý õBòeï@�4ë¼ïBû�ø���õBëqî;hr��è�����ê�ú¿è!�«aDjgc j�� � �«aDjgc p ��û
î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ��ìqõ���øAëAèAò�õ���ëqî>ò4ì�h�ìAì�hZ�«aDjgc a	�\c�`§õ2%gì¼ï�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ì¼ï�øAëAèAòeï^ëqî>ò4ì�h�ìAì�hZ�«aDjgc a	� �õBëAî�û�ì���õBòeï�ì¼ï�ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ­÷¼õ­ò�ê�ø���õBëAìqõBö�õ¯óqõBð�h
f(z) � ûJé§ï ý õBò�õ��È�4ë¼ïBû�ø���õ��

ëqî>û��\��è�����ê�ú¿è��«aDjgc p �\c�p�õ��AøAï
z � ÷qð�hÖh�ø�õ�
 f(z) = 0 � ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h�������¼51� 
�D��E�����($6��E ��	�$����@�
�º��/\� �º�51 *!��ò�õBì¼ï§% û§õ	��õ	7BðAèAò�õ��-��õ��AøDõ��ä÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ��

ìqõ�ö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�hm�«aDjgc a	�W�\c
m
ðgh-��è�����ê�ú|èà�«aDjgc j�� � �«aDjgc p �r�Bï�øAïº��õ��AøAï û �
�S1
�2½ 	��º� *g� �º�����
���D#	/� 

�H�\�
#�,º�����º#\�º�
#������g$6# � �º	��
��Êº�\�K#
�
���($6# � � õ	��øqî>ðAñ4øAè η(t, z) = z � t ∈ R
c

l]��î�óqõBðqõ�%´ê�ìAì�h ëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è6��è�����ê�ú¿èR�«aDjgc p � ý ì¼ï�ÿeõ�÷ºh+�4ñ��@h h�ø ëqõ ý ò�� h ý øAèï�ð�ö�ê�7Bë¼ï2
U�Aìqõ�
¦��è�����ê�ú|è
P (x, y) = 0 � Q(x, y) = 0

c
�B��ìqõBò4ì¼ï ý ï�÷oï��¼ï!h�øqî&��ìqõBö�õ
÷¼õ	��ðqî ÷�%Jê�ìAì�h���è�����ê�ú¿è¾�«aDjgc p ��óqõBð�h�ö�ïBû7ùfóqõ��

7Bù�÷¼õBò�î é§ï ý õBò4è�ÿ��4ë¼ïBû�ø���õBëqî#"·íqî�û�
f��è�����ê�ú¿è c
k§õ�ò�ê�÷¼î>ìAøAïVé§ï ý õBò4è�ÿO�4ë¼ïBû�ø���õBëqî#"s� � #2'����� �»��º�@�
�F��	��@�y��è�����ê�ú¿èT�«aDjgc p ��ò

õBøDõBðqîq7Bù�÷qñ��«h�øDõ�
���õ��AøAè � � õ´ìqê7û�óqõBðqõ�%´ê�ìAì�hAú ëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è � ï�7	��õBð����4ìqõ´óAëqõ��ö�ìAõ ý õBòeï�ì¼ï � õ	��øqî>ðAñ4øAè�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê7ëqî>ò4ì�h�ìAì�hr�«aDjgc j�� � ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqêB��è�����ê5�ú¿î
�«aDjgc p �7ò¯õBø�õBðqîe�Bï�ø�õ�
Î��õ��AøAè � ìqêfú�ïBûJìqî;h�øAè�ÿÀõ	��õ	7BðAèAò�õ	����ê�" ^ d � ��ê�õBëqê�ú�ïa(c;d2_�a«c
m
ðgh·÷¼õ	��ðqî ÷�%´ê�ìAì�hÀé§ï ý õBò4è�ÿr�4ë¼ïBû�ø���õBëqî#"6��è�����ê�ú|èR�«aDjgc p ��ò�õBø�õBð¼ï�ÿþóqõ��

ðqõ2%Jê�ìAñFëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è ý ï�����õ	��õBò4ù����4ñ�ú�ê���õ�÷·ðqî>ìqê�ï�ëAè ý ï�íqî 
�c� î ìqê�ï�ëAè ý õBòeï�ì¼ï¯÷qð�h·�«aDjgc p ����è�����ê�ú�ï6�i��è�����ê�ú�ï¯óqê�ëAôJõBö�õ¯ì¼ï�7BðAè�%Jê�ìAì�hk�
òfõBøDõBðqîP��õ��AøAè

z0 = (x0, y0)
ú�ïBûVò4èAö�ð�hD÷

{
ẋ = P ′

x(x0, y0)(x− x0) + P ′
y(x0, y0)(y − y0);

ẏ = Q′
x(x0, y0)(x− x0) +Q′

y(x0, y0)(y − y0).
(23.6)

[§ê_ÿDï�"
A =

(
P ′
x(x0, y0) P ′

y(x0, y0)

Q′
x(x0, y0) Q′

y(x0, y0)

)
=

(
a b

c d

)
.

� ï�ðqê�%gìqõfò�î ÷¯ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAù­ëqõ ý ò�� h ý øqî>òr��ì¼ï�÷·óqõBðqê�ú
C
�Xëqî>ò4ì�h�ìAì�h

det(A− λE) = λ2 − λA+ detA = 0, (23.7)
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ëqõ ý ëqî ý ì�h+���4ñ@�4ï�øqîq�4èAóAè¯óqõBðqõ�%´ê�ìAñFëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è¨�né§ï ý õBò�î óqõBë��4ëqê��4è4�5�æ �
λ1, λ2 ∈ R � λ1 · λ2 > 0 ü �D��'D�51m��ëAè���c d�a	� �M � λ1, λ2 ∈ R � λ1 · λ2 < 0 ü ��� H 1º�Z��ëAè���c d8j�� �c �
λ1,2 = α± iβ � α 6= 0 � β 6= 0 ü � ��$��6�§��ëAè���c d p � �© � λ1,2 = ±iβ � β 6= 0 ü ,
	����C�m��ëAè���cYd�o	� �ª �
λ1,2 ∈ R � õ�÷qìqê ý ò4ð¼ï���ìAè�ÿX�Aè���ê�ð¯÷¼õBëqî>ò4ì��Vû§ìAù�ð�� � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � λ2 � _ ü�D�+*g�K# �º�51º�2½ 	���.!�º�����
���D#	/� ¨��ëAè���c d8f��\c

« �
λ1 = λ2 = λ ∈ R � λ 6= 0 � óAëAè��qõ4ú|ù A

û´÷¼îbï�ö�õBì¼ï�ðAñ4ìqõ�� ú�ï��4ëAèAíqê�� üH  �$��º º�! ��(�º �»Í����'��S1¨��ëAè���c d�i	�\c
¬ �

λ1 = λ2 = λ � λ 6= 0 � %JõBë�÷oï�ìqõBòeï­ìqõBëqú�ï�ðAñ4ì¼ï­éTõBëqú�ï�ú�ï��4ëAèAíqî A ú�ïBû
ò4è�ö�ð�hD÷

AJ =

(
λ 1

0 λ

)
ü �� ��
� H ½ 	��� �» ����'��S1¨��ëAè���c d 9 � �

­ � λ1 = λ2 = 0 � AJ =

(
0 1

0 0

)
ü �D��*(�K# �
�S1
�2½ 	���.W�
���D�º����#�/� ¨��ëAè���c d2`��\c

kTë�è�óqõ	7Bù�÷¼õBò�îÈé§ï ý õBò4è�ÿI�4ë¼ïBû�ø���õBëqî#"­÷qð�hFò4ù ý ð¼ï � ��î ÷qð¼ï��4ï§ò4èAëqõ�÷�%Jê�ìqõBö�õò4ù ý ð¼ï�óqõ��4ëqî&7Bìqõ ý ì¼ï�"��4èO��óqõ��¼ï��4øAù°��îeé§ï ý õBò�î��4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
 � h�øqîDû�óqî>ò4óAë6hAú¿èqú|è �
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� õo��óAë6hAú�õBòeï�ìqî ò ý ÷¼õBò	% ò4ð¼ï���ìAè�ÿ¯ò�ê�ø���õBëqî>ò­ú�ï��4ëAèAíqî
A
c�läò4èAó¼ï�÷qøAù�ò4ù ý ð¼ïé§ï ý õBò�îqøAëAèAò�îA÷¼õ��4èAø�ï����4ñ���hg÷¼õVóAë(hAú¿õ�
 � h�ø�ï���óAë6hAú�õBòeï�ì¼ïTò ý ÷¼õBò	% ò4ð¼ï���ìqõBö�õ

ò�ê�ø���õBë¼ï ��� õJò�î ÷qóqõBò�î ÷oïBû
ú¿ê�ìAôJõ4ú¿ù ý ïJú�õ�÷qù�ðqê�ú�ò4ð¼ï���ìqõ4ú|ùZ�Aè���ðAù�c
3Vø � õ Reλ 6= 0 � ��õfóqõBðqõ�%´ê�ìAì�h�ëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è�ìqê�ðqî>ìqî#"Aìqõ�
]��è�����ê�ú¿è!�«aDjgc p �

7Bù�÷¼ê���õ���õ2%gìAèqúÂóqõBðqõ�%´ê�ìAì�� ëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è·ðqî>ìqê�ï�ëAè ý õBòeï�ìqõ�
¦��è�����ê�ú|èm�«aDjgc f��\c
l ò4èAó¼ï�÷qøAù íqê�ì��4ë¼ï ÷qð�hÒ�«aDjgc f���ú�ï��4èqú�ê�ú¿õm�4ï�øDõ�% íqê�ì��4ëâ÷qð�hÒ�«aDjgc p � �h�ø � õ§��î>ðAñ4øAè�÷qð�h�é§ï ý õBò4è�ÿ�øAëAèAò4è�ÿ¾�«aDjgc p �Xò�î&��ñ@��èqú¿ê��4ëqî 
�óAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ@�qê�ëqê ý÷¼õ���ðqî ÷�%gùDòeï�ìAùs���Bï�íqî�õBì¼ï�ëAìAùT��õ��AøAù�c4p|ï�ø � h�ø � õfëqî>ò4ì�h�ìAì�h¨�«aDjgced��^î>ìAòeï�ëqîbï�ì+�

�4ìAêþò�î ÷qìqõ	��ìqõ ý ïBú�î>ìAè x → −x �)ï�74õ
y → −y � � ��õ6�4ï�ø�ï ò�î&��ñ¨��èqú�ê��4ëqî 
 �õ��Aê�ò4è�÷qìqõ � î&��ìAù�û�cm
ðgh ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h ì¼ï�óAë6hAú¿ùÀëAùeÿDù ò ý ÷¼õBò	% é§ï ý õBò�õ�

�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
�÷¼õ	��è��4ñóqî ÷k���4ï�ò4è��4è´÷¼õBò�î>ðAñ4ìAù���õ��AøAù

(x, y) ∈ D
÷¼õ�óAë¼ï�ò�õ�
��¼ï����4èAìAèO��è�����ê�ú¿è��«aDjgc p � ��4èAúR��ïBú¿èqú\7Bù�÷¼êTò4è ý ì¼ï2�qê�ìAè�" ~v = (vx, vy) = (ẋ, ẏ) ü ò�ê�ø���õBë·ô´ò4è�÷qø�õ	����î ùéTî ø+��õBòeï�ìqî#"T��õ��Aíqîzc

l ò4èAó¼ï�÷qøAù ò4ù ý ðqî>òÆ�4ï�éTõBøAù���î>ò óAëAè
Reλi > 0

é§ï ý õBòeïr��õ��Aø�ï�ò�î ÷A÷oï��
ð�h�û��4ñ��@h�ò�î ÷�óqõBðqõ�%´ê�ìAì�hÂëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è � ïþóAëAè Reλi < 0 ü ��óAë(hAú¿õBòeï�ì¼ï�÷¼õ
óqõ�ðqõ�%´ê�ìAì�h¯ëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è¨��óAëAè

t→ +∞ �\c
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M�ç m§ð�h�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�hT[Vñ	����õBì¼ï
d2x

dt2
= f(x), (23.8)

÷¼ê
f ∈ C(I) � I ⊂ R � é§ï ý õBò4è�"·óqõBë��4ëqê��Fò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�
e��è�����ê�ú|è

{
ẋ = y;

ẏ = f(x)
(23.9)

óqõ�7Bù�÷qùeòeï��4è ìqê�òeï�%gøDõ � õ	��øqî>ðAñ4øAèÀóqõBò4ì¼ï­ê�ìqê�ëAö�î;h E(x, y) = Π(x) + K(y)
û

î>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðqõ4ú·��è�����ê�ú|è � ÷¼ê

Π(x) = −
x∫

x0

f(ξ) dξ ü óqõ���ê�ìAíqîbï�ðAñ4ì¼ïFê�ìqê�ëAö�î;h ;

K(y) =
y2

2
ü øqî>ìqê��4è��Aì¼ïgê�ìqê�ëAö�î;h .

8Jï ý õBò�î)�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
|ðqê�%gï��4ñfì¼ïJðqî>ìqî;hDÿ­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h E(x, y) = C
^ d2_ � § o(c o�a«c

[
ï�øAëqê���ðAè��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�î�òfõBø�õBð¼ï�ÿ¯õ	��õ	7BðAèAò4è�ÿ���õ��qõBø)�
æ ¯k­k«�ç dy

dx
=

2x+ y

3x+ 4y
.

æ ¯4­ ¬ ç dy
dx

=
x+ 4y

2x+ 3y
.

æ ¯4­k­�ç dy
dx

=
x− 4y

2y − 3x
.

æ ¯k­k®�ç dy
dx

=
y − 2x

y
.

æ ¯4®�¯ ç dy
dx

=
x− 2y

3x− 4y
.

æ ¯4®�æ¼ç dy
dx

=
y − 2x

2y − 3x
.

æ ¯k®kM�ç dy
dx

=
2x− y

x− y
.

æ ¯4®kc�ç dy
dx

=
4y − 2x

x
.

æ ¯4®�©�ç dy
dx

=
y

x
.

æ ¯k®kª�ç dy
dx

=
4x− y

3x− 2y
.

æ ¯4®k« ∗ ç dy
dx

=
xy

x+ y
.

æ ¯4® ¬ ∗ ç dy
dx

=
xy

y − x2
.

[
ï�øAëqê���ðAè��4èþé§ï ý õBò�î�óqõBë��4ëqê��4è·ðqî>ìqî#"AìAè�ÿX��è�����ê�ú
�
æ ¯k®k­�ç { ẋ = 3x;

ẏ = 2x+ y.

æ ¯4®k®�ç { ẋ = x+ 3y;

ẏ = −6x− 5y.

æ¼æ�¯k¯ ç { ẋ = −2x− 5y;

ẏ = 2x+ 2y.

æ¼æ ¯ æ¼ç { ẋ = 3x− 2y;

ẏ = 4y − 6x.
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æ¼æ�¯4M�ç { ẋ = 2x− y;

ẏ = x.

æ¼æ ¯4c�ç { ẋ = x;

ẏ = 2x− y.

æ¼æ�¯�©�ç { ẋ = 3x+ y;

ẏ = y − x.

æ¼æ ¯4ª�ç { ẋ = y − 2x;

ẏ = 2y − 4x.� ì¼ï�"��4èo�Bï�÷¼õ	��ðqî ÷qè��4è�õ	��õ	7BðAèAò�î���õ��AøAèfëqî>ò4ì�h�ìAñ
î�óqõBðqõ2%Jê�ìAì�hgëqî>ò4ìqõBòeï�ö�è
��è�����ê�ú
�
æ¼æ�¯4«�ç dy

dx
=

2x+ y

x− 2y − 5
.

æ¼æ ¯ ¬ ç dy
dx

=
2y

x2 − y2 − 1
.

æ¼æ�¯4­�ç dy
dx

=
y +

√
1 + 2x2

x+ y + 1
.

æ¼æ ¯4®�ç dy
dx

=
4y2 − x2

2xy − 4y − 8
.

æ¼æqæ ¯ ç dy
dx

=
x2 + y2 − 2

x− y
.

æ¼æ¼æ¼æ¼ç
{
ẋ = 4x2 − y;

ẏ = 2xy − 4x− 8.

æ¼æqæ+M�ç { ẋ = −2t(x− y);

ẏ = 2 + x− y2.

æ¼æ¼æ+c�ç { ẋ = ln(1 − y + y2);

ẏ = 3 −
√
x2 + 8y.

æ¼æqæ�©�ç { ẋ = (y − 1)(3x+ y − 5);

ẏ = x2 + y2 − 5.

æ¼æ¼æ+ª�ç { ẋ =
√

(x− y)2 + 3 − 2;

ẏ = ey
2−x − e.

æ¼æqæ+«�ç { ẋ = x2 − y;

ẏ = x2 − (y − 2)2.

æ¼æ¼æ ¬ ç { ẋ = (2x− y)(x− 2);

ẏ = xy − 2.

æ¼æqæ+­�ç { ẋ =
√
x2 − y + 2 − 2;

ẏ = arctg(x2 + xy).

æ¼æ¼æ+®�ç { ẋ = ln(2 − y2);

ẏ = ex − ey.

æ¼æ M�¯ ç { ẋ = (x+ y)2 − 1;

ẏ = y2 − x+ 1.

æ¼æ+M�æ¼ç { ẋ = (2x− y)2 − 9;

ẏ = (x− 2y)2 − 9.

æ¼æ MkM�ç { ẋ = x2 + y2 − 6x− 8y;

ẏ = x(2y − x+ 5).

k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4è·ðqî>ìqî 
�ëqî>ò4ì�h¯ê�ìqê�ëAö�î 
y�Bïgé§ï ý õBò�î�øAëAèAò�î)��è�����ê�úR[Vñ	����õBì¼ï+�
æ¼æ Mkc�ç { dx

dt = y;
dy
dt = x− x2.

æ¼æ+M�©�ç { dx
dt = y;
dy
dt = sin 2x.
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� õ	7Bë¼ï ý è��4è ö�ë¼ïBéTî#�Aìqõ�é§ï ý õBò�îXøAëAèAò�îXøDõBì���ê�ëAòeï��4èAò4ìAè�ÿ!��è�����ê�úäî ý�ý ï�÷oï��ìqõ��äóqõ���ê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqõ�� ê�ìqê�ëAö�î�û��O�
æ¼æ Mkª�ç

Π(x) = ± 2x

1 + x2
.

æ¼æ+Mk«�ç
Π(x) = ±x sinx.

æ¼æ M ¬ ç [§ï�øAëqê���ðAè��4è´ðqî>ìqî 
Aëqî>ò4ì�h
ê�ìqê�ëAö�î 
��4ï�é§ï ý õBò�õ�
��4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
k��è�����ê�ús[Vñ	�t�
��õ�ì¼ï � óqõ���ê�ìAíqîbï�ðAè h�øAè�ÿ ý õ	7Bë¼ï�%´ê�ìqõfì¼ïJëAè���c�a�_ ü a�a(cæ¼æ Mk­�ç m´õBò�ê����4è ��� õJø�õ2%gì¼ïgî ý§ý ï�÷oï�ìAè�ÿX��è�����ê�ú
�4�




ẋ = y + x
(
1 −

√
x2 + y2

)
;

ẏ = −x+ y
(
1 −

√
x2 + y2

)
.

� �




ẋ = −y + x√
x2+y2

sin
√
x2 + y2;

ẏ = x+ y√
x2+y2

sin
√
x2 + y2

ú�ïBûVö�ë¼ï�ìAè��Aìqî�íAèAøAðAè c 0 øqî>ðAñ4øAèZ
bÿ �Ã $6#2'D���D$6#	��m§èAòºc ^ d2_ � § o(c o�a«c
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[
ï�øAëqê���ðAè��4è ì¼ï�é§ï ý õBò�î#" óAðqõ � èAìqî¦�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 

��è�����ê�ú � ý ï�÷oï�ìAè�ÿÀò¯óqõ��ð�hDëAìAè�ÿ�ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��4ï�ÿq�

æ¼æ c�¯ ç { dρ
dt = ρ(1 − ρ2);
dϕ
dt = 1.

æ¼æ+c�æ¼ç { dρ
dt = ρ(ρ− 1)(ρ− 2);
dϕ
dt = 1.

æ¼æ ckM�ç { dρ
dt = (1 − ρ)2;
dϕ
dt = 1.

æ¼æ+ckc�ç { dρ
dt = sin ρ;
dϕ
dt = 1.

æ¼æ c�©�ç { dρ
dt = ρ sin 1

ρ ;
dϕ
dt = 1.

æ¼æ ckª�ç m
õBò�ê����4è �I� õbh�ø � õ õ	��õ	7BðAèAòeïï��õ��Aø�ï ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
(ax + by) dx+

+(mx + ny) dy = 0
�
an 6= bm

�^û
íqê�ì��4ëqõ4ú � ��õFíqê§ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�û§ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAúùFóqõBò4ìAè�ÿ­÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ð¼ï�ÿTc4�Vè�ò�î>ëAìqê§õ	74ê�ëAìqê�ìqê��4ò�ê�ëe÷�%´ê�ìAì�h �
æ¼æ ck«�ç m´õBò�ê����4è �4� õÁh�ø � õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h�óqõBóqê�ëqê�÷qìAñ�õ�
 ý ï�÷oï��qî|ìqêJû
ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAúùJóqõBò4ìAè�ÿg÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ð¼ï�ÿ � ï�ðqê�ú�ïBû^ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìAè�"­ò´õBøDõBðqîoõ	��õ	7BðAèAò�õ�
P��õ��AøAèî>ì+��ê�ö�ëAùDòeï�ðAñ4ìAè�"�ú|ìqõ�%gìAèAø � ��õfõ	��õ	7BðAèAòeï§��õ��Aø�ï ü ��î ÷qðqõ�c

§ 24. СТIЙКIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ

æ¼çqN õ ý ò�� h ý õBø x = ϕ(t)
��è�����ê�ú|è�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿ·ëqî>ò4ì�h�ìAñ

dx

dt
= f(t, x), (24.1)

÷¼ê
f = (f1, . . . , fn) � x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) � fi ü ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõg÷qèqéTê�ëqê�ì+�íqî "qõBò4ìqîqóqõ

xi
�
i = 1, n

� � t ≥ t0 � ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h������U»º$� (� �W��	��º���LQ�*º�����
���D# �h�ø � õ ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀x(t) ü ëqõ ý ò�� h ý øAùo��è�����ê�ú¿èr�«a p ced��f�4ï�øDõBö�õ ��� õ
||x(t0) − ϕ(t0)|| < δ ⇒ ||x(t) − ϕ(t)|| < ε � t ≥ t0

c
N õ ý ò�� h ý õBø ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h&#��� (�Å�º������ ��g�º�����!��»�$� g� � h�ø � õ�ò�î>ì¾����î#"AøAè�"

ù ��ê�ì���î � h�óAùDìqõBòeïâî � øAëqî�ú¿��õBö�õ � ÷qð�häò���î ÿäëqõ ý ò�� h ý øqî>ò x(t)
�4ï�øAè�ÿ ��� õ

||x(t0)−ϕ(t0)|| < δ ⇒ lim
t→∞

||x(t)−ϕ(t)|| = 0
c�3Vø � õ�% δ = +∞ � ��õ���õ�÷¼îëqõ ý ò�� h ý õBø·ì¼ï ý èAòeï����4ñ ���!��»�$� g�b����E H  �c

M�çfN õ ý ö_ð�h�ìqê�ú�õ���ê�õBëqê�ú|ù � h�óAùeìqõBòeï­óAëqõX����î#"Aøqî&���4ñ ý ï­óqê�ëAô´èqú ì¼ï�7BðAè+�
%´ê�ìAì�hAú c



§ ³�Ö Ä�ÆÈÕ�=bË�Ï�=bÔ1Õ�>�Ó�Ê�µ�Ü32 Þ�µ�Ï�=bÜ d8f	`
õPÙ�Û�vyÙ�èI{¨ÜH�g�yâ4ÞeÛ+ék{�çE�qvyÛ�b	ÚÆãbæyx4ã#b	ÚÆê��+{��eÙ2vg�Æwfè�Þf{��	z�wfßàÙ	ÞB�

Þ��)è$ì�~ �K$��
��1º�û�
	H#\�º +'D����#��
# H 1+*x vO)�k�%$'&�����$6�51�� H ��� 1º� H ½ �6�D#D�º��/\�,�
��'��P( * '�G
$��!�� º���
	w�K#1* #��� (�Å�º������ ��g�º�K�����U»º$6��E� t������)z)(�
��'��P( * 'D$� �#��� (�Å�º������ ��g�º�
���!�U»º$�� &)(Å��� H ���W1�� H ½ �6��#��º �» �
��'��P( * '���$Í�� +Ê�� H �º��)C�� º���
	w�Å #��� (�Å�º������ �G
�(�º� ���!��»�$� �»k�

� ï�ùeòeï�%gèqú¿õ �ð� õ óAè��4ï�ìAì�h ����î#"Aø�õ	����î ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìqõBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAù
x = ϕ(t)

��è�����ê�ú|èï�«a p ced�� ý ïBú¿î>ìqõ�� x(t) − ϕ(t) = y(t) ý ï�ò	%J÷qè ú¿õ�%gì¼ï
ý ò4ê����4èÀ÷¼õ¯ï�ì¼ï�ðqõBö�î#�AìqõBö�õ¯óAè��4ï�ìAì�h � ï�ðqêgò	%´êJ÷qð�hÆ�4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìqõBö�õ¯ëqõ ý ò�� h ý øAù
y ≡ 0

õ��4ëAèqú�ï�ìqõ�
f��è�����ê�ú¿è c
c�ç m§ð�h � � 0 ý î)���Bï�ðqõ�� ú�ï��4ëAèAíqê��

dx

dt
= Ax (24.2)

÷¼õ���ðqî ÷�%Jê�ìAì�hI����î#"AøDõ	����îk�4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìqõBö�õ
ëqõ ý ò�� h ý øAù ý ï�ðqê�%gè��4ñ´ò�î ÷FÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAùò4ðqï���ìAè�ÿ°�Aè���ê�ð´ú�ï��4ëAèAíqî
A
c�p|ï�ø � h�ø � õ�ò���î�ò4ð¼ï���ìqî��Aè���ð¼ï�ú�ï��4ëAèAíqî A ú�ï����4ñ

ò�î ÷�� û�ú|ìqî�÷¼î#"���ìqî��¼ï����4èAìAè\�
Reλi < 0 � i = 1, n

� � ��õFò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAèÆ��è�����ê�ú|è
�«a p c a	�Tûgï���èqú¿ó���õ��4è��AìqõT����î#"AøAèqú|è cy37ø � õZ% û
ÿeõ��¼ï�7�õ�÷qìqêgò4ð¼ï���ìqê§�Aè���ðqõ
λs

�4ï�øDê ��� õ Reλs > 0 � ��õJò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAè¨�«a p c a	�iûVìqê�����î#"AøAèqú|è c
3Vø � õ Reλi ≥ 0

î � øAëqî�ú!��õBö�õ � ø�õ2%gìqõ4ú¿ù­ò4ð¼ï���ìqõ4ú¿ùZ�Aè���ðAù ý ìAù�ðAñBõBò�õ��÷¼î "���ìqõ��ò�¼ï����4èAìqõ�� ò�î ÷qóqõBò�î ÷oïBûÀõ�÷qìqõBò4èqú�î>ëAì¼ï øAðqî#�4èAì¼ï�� õBë�÷oï�ì¼ï � ��õ ò���î
ëqõ ý ò�� h ý øAès��è�����ê�ú¿èm�«a p c a	������î#"Aøqî�òo��ê�ì���î � h�óAùeìqõBòeïgc©�ç m§ð�h·ò4èAò	�qê�ìAì�h

Reλi
ìqê´õ	74õBò�� h ý øDõBò�õ ý ì¼ï�ÿeõ�÷qè��4è�ò���î λi ý ÿDï�ë¼ï�ø���ê5�ëAè����4è��AìqõBö�õFëqî>ò4ì�h�ìAì�h

det(A− λE) = a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0. (24.3)

Q·õ2%gì¼ï§��øDõBëAè����4ï��4è��@hþõ�÷qìqî�û�� ý ì¼ï����4ùeóAìAè�ÿ¯ùDú�õBòºc PèIÛ+é�{¢¡�{�â9b�{ a
£ â+vyé�ãu¤e{ �§÷qð�hï��õBö�õ �°� õ	7 ù���îfëqõ ý ò�� h ý øAè ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
�«a p c j��¿ú�ï�ðAèfò�î ÷�� û�ú¿ìqîA÷¼î#"���ìqî��¼ï����4èAìAè � ìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ
î�÷¼õ	���4ï��4ìAñ�õ ��� õ	7Tö�õBðqõBò4ìqîú¿î>ìqõBëAè·ú�ï��4ëAèAíqî)¢ ùeëAò�î>í¼ï

Γ =




a1 a0 0 0 0 . . . 0

a3 a2 a1 a0 0 . . . 0ccc ccc ccc ccc ccc c c c ccc

0 0 0 0 0 . . . an




(24.4)
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7Bù�ðAè�÷¼õ�÷oï��4ìAèqú¿è)�

∆1 = a1 > 0 � ∆2 =

(
a1 a0

a3 a2

)
> 0

îq�Dc ÷Yc
 PèIÛ+é�{¨Ü�ê3¥	Þe{�vk{ a
¦ w��e{�vk{ �A÷qð�h���õBö�õ � õ	7J÷¼î#"���ìqî)�¼ï����4èAìAè·ò4ð¼ï���ìAè�ÿ�Aè���ê�ðJú�ï��4ëAèAíqî

A
7Bù�ðAè
ò�î ÷�� û�ú¿ìAèqú|è � ìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ7î4÷¼õ	���Bï��4ìAñBõ ��� õ	7�ù���î ai > 0�

i = 1, n
�Xî

∆n−1 > 0 � ∆n−3 > 0 � ∆n−5 > 0
îq�Dc ÷Yc

ª�ç � 	��
� H�� ���º$�,º�U»�Q�*º�����
���D# ^ d2_ � § o(c p aqóqõBð�h�ö�ïBûiù´ò4è ý ì¼ï��qê�ìAìqîAÿDï�ë¼ï�ø+���ê�ëAù¾����î#"Aø�õ	����î�ëqõ ý ò�� h ý øAù6��è�����ê�ú|èK�«a p ced�� ý ï�ò4ð¼ï����4èAò�õ	����hAú|è ÷¼ê�h�øDõ�

��ø�ï��
ð�hDëAìqõ�
�éVùDìAøAíqî 
¦� � ����$�,º��)gQ�*º�����
���D# �

V (t, x)
�Bït
Y
oóqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
�ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ§÷¼õ

��è�����ê�ú¿èm�«a p ced��
dV

dt

∣∣∣∣
(24.1)

= (gradV, f) =
∂V

∂t
+
∂V

∂x1
f1 +

∂V

∂x2
f2 + . . .+

∂V

∂xn
fn.

õPÙ�Û�vyÙ�èI{·ÜH�g�yâ4ÞeÛ+ék{q~ �K$��
� H 1+* #����
���º�\�Å�º��) �� 
����	H�Å dx
dt = f(x)

(
f(0) = 0

(������º��* � ����$�,º�¶*�QB*��º���º����#
V (x)

�
#�$6#8(��
��Ä
{�ì

V (0) = 0 � V (x) > 0
���º ||x|| < h ��	ì dV

dt = (gradV, f) ≤ 0
�D�
 ||x|| < h ������F�
 º�D��#�1�.��º �» ����'D�)( *+'D��$ð,º�%*�) �� 
����	H�Å Ì¼�� H 	p���!��»�$� g���x�Ö$��
�ï½

dV
dt ≤ −W (x) < 0

�
��  1º� �� 
����	H�Å § 
W (x) � �º	��
	��
	������
#
��$6#21+*D�
�º# � ���º$�G

,º�&*�&)(n�����C�º 
����#21�.��� �»Á����'D�)( *+'D��$:*!#D�� g�Å���
���! ��(�
�
�����U»º$� (���
¨ ÷AèAìqõBö�õ7ú�ê���õ�÷qù§óqõ	7Bù�÷¼õBò4ègéVùDìAøAíqî 
 � h�óAùeìqõBòeï�ìqêXî&��ìAù�û�c��§ï�����õ²
Y
�7Bù�÷qù�����BñfùFò4èAö�ð�hD÷¼î�øAòeï�÷që¼ï��4è��Aìqõ�
¿éTõBëqú¿èþï�74õ ý ï�����õ	��õBò4ù ���4ñ�ú¿ê���õ�÷¯ò�î ÷¼õBøAëqê�úf�ðqê�ìAè�ÿ ý ú�î>ìAìAè�ÿ � ��õ	7���õgô´ùDø�ï����4ñFéVùDìAøAíqî#� � h�óAùDìqõBòeïJù�ò4èAö_ð�hD÷¼î

V (x) = V1(x) + V2(x) + . . .+ Vn(x).

õPÙ�Û�vyÙ�èI{ª©�Ù	Ú¾{�¥�é�{P~ �K$��
� H 1 * �� 
����	H�Å 
x = f(t, x) (f(t, 0) = 0)� H 	S*�$���» ��¼S1
#D�����

D
�D���������@�
�

(x1, x2, . . . , xn)
(

(0 ∈ ∂D)
��������* � ���º$�,º�&*

Q�*��º���º����#
V (x1, x2, . . . , xn)

��#D$6#)(n�
��Ä
{�ì

V = 0 � ∀x ∈ ∂D ��	ì
V > 0 � ∀x ∈ D � dV

dt = (gradV, f) ≥ W (x) > 0 � W (x) ü �
	��º	���	��
��G�º# � ���º$�,º�&*
(��
���º��1�.����� �»�����'D�)( *+'D��$�¼�� H 	Ö�º	������U»º$� (���
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æ¼æ c ¬ ç m´õ	��ðqî ÷qè��4èT����î#"Aøqî&���4ñFìAù�ðAñBõBò�õBö�õfëqõ ý ò�� h ý øAù­ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′ + py′ + qy = 0; p, q ∈ R.

æ¼æ ck­�ç m
õ	��ðqî ÷qè��4èI����î#"Aøqî&���4ñ´ìAù�ðAñBõBò�õBö�õ§ëqõ ý ò�� h ý øAùo��è�����ê�ú¿è � h�ø � õTò�î ÷¼õ4ú|è�"
b
 ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø)��q�
x = C1 cos2 t− C2e

−t, y = C1t
4e−t + 2C2

�
� � x = C1−C2t

1+t , y = (C1t
3 + C2)e

−t c

`§õ�ëAè����4ù ���Aè���ñ7õ ý ì¼ï2�qê�ìAì�hAús����î#"AøDõ	����î � ÷¼õ	��ðqî ÷qè��4èO����î#"Aøqî&���4ñ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò
ý ï�÷oï2� `§õBôJîl�
æ¼æ ck®�ç dx

dt = t(x− 1) : �q�
x(1) = 2, � � x(1) = 0.

æ¼æ�©4¯ ç dx
dt = (2 − t3)x : �q� x(0) = 0, � � x(0) = 1.

æ¼æ�©�æ¼ç dx
dt = x(x2 − 1) : �q�

x(0) = 0, � � x(0) = −1.
m´õ���ðqî ÷qè��4è·ì¼ïO����î#"Aøqî&���4ñFìAù�ðAñBõBò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBøT��è�����ê�ú¿è)�

æ¼æ�©qM�ç { ẋ = 2x;

ẏ = x− 5y.

æ¼æ�©qc�ç { ẋ = tg(y − x);

ẏ = 2y − 2 cos
(
π
3 − x

)
.

æ¼æ�©k©�ç { ẋ = −2x− 5y;

ẏ = 2x+ 2y.

æ¼æ�©qª�ç { ẋ = ex+2y − cos 3x;

ẏ =
√

4 + 8x− 2ey.

æ¼æ�©q«�ç { ẋ = −5x+ y;

ẏ = x− 7y

æ¼æ�© ¬ ç { ẋ = ln(3ey − 2 cosx);

ẏ = 2ex − 3
√

8 + 12y.

æ¼æ�©q­�ç { ẋ = 3x− 4y;

ẏ = x− 4y.

æ¼æ�©q®�ç { ẋ = x2 + y2 − 2x;

ẏ = 3x2 − x+ 3y.

æ¼æ ª�¯ ç { ẋ = −x2 + 1 − cos y;

ẏ = sin2 x+ 1 − ey.

æ¼æ+ª�æ¼ç { ẋ = 2xy − x+ y;

ẏ = 5x4 + y3 + 2x− 3y.
m´õ���ðqî ÷qè��4ès����î#"Aøqî&���4ñfóqõBðqõ�%´ê�ìAñFëqî>ò4ìqõBòeï�ö�ès��è�����ê�ú
�

æ¼æ ªkM�ç { ẋ = y;

ẏ = − sinx.

æ¼æ+ªkc�ç { ẋ = 1 − x− y + xy;

ẏ = xy − 2.

æ¼æ ª�©�ç { ẋ = −x+ y − 1;

ẏ = ln(x2 + y).

æ¼æ+ªkª�ç { ẋ = 2y +
√

1 − 3y − sinx;

ẏ = − sinx.
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æ¼æ ªk«�ç { ẋ = ln(1 + y − sinx);

ẏ = 2 + 3
√

3 sinx− 8.

æ¼æ+ª ¬ ç { ẋ = ey − ex;

ẏ =
√

3x+ y2 − 2.

æ¼æ ªk­�ç { ẋ = y;

ẏ = sin(x+ y).

æ¼æ+ªk®�ç { ẋ = y − x2 − x;

ẏ = 3x− x2 − y.

æ¼æ «�¯ ç { ẋ = − sinx;

ẏ = 2x+
√

1 − 3x− sin y.
m´õ���ðqî ÷qè��4è � óAëAèÖh�øAè�ÿ ý ì¼ï2�qê�ìAì�hDÿTó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëqî>ò�ìAù�ðAñ�õBò4è�"
ëqõ ý ò�� h ý õBø$7Bù�÷¼ê

ï���èqú¿ó���õ��4è��Aìqõ@����î#"AøAèqú
�
æ¼æ «�æ¼ç { ẋ = ax+ y + x2;

ẏ = x+ ay + y2.

æ¼æ+«kM�ç { ẋ = ax− 2y + x2;

ẏ = x+ y + xy.

æ¼æ «kc�ç { ẋ = y + sinx;

ẏ = ax+ by.

æ¼æ+«�©�ç { ẋ = x+ ay + y2;

ẏ = bx− 3y − x2.

æ¼æ «kª�ç { ẋ = ln(e− ax) − ey;

ẏ = bx+ tg y.

æ¼æ+«k«�ç { ẋ = 2e−x −√
4 + ay;

ẏ = ln(1 + 9x+ ay).

æ¼æ « ¬ ç m´õ	��ðqî ÷qè��4è � �Aè·û�����î#"AøAèqú�ëqõ ý ò�� h ý õBø x = −t2 � y = t
��è�����ê�ú¿è

{
ẋ = y2 − 2ty − 2y − x;

ẏ = 2x+ 2t2 + e2t−2y.

æ¼æ «k­�ç m´õ	��ðqî ÷qè��4è � �Aè·û�����î#"AøAèqú�ëqõ ý ò�� h ý õBø x = cos t � y = 2 sin t
��è�����ê�ú|è

{
ẋ = ln

(
x+ 2 sin2 t

2

)
− y

2 ;

ẏ = (4 − x2) cos t− 2x sin2 t− cos3 t.

k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4è éVùDìAøAíqî 
 � h�óAùeìqõBòeï �Bï ÷¼õ	��ðqî ÷qè��4èÁ����î#"Aøqî&���4ñ ìAù�ðAñBõBò4è�ÿ
ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò � ý ï�����õ	��ùDòeï�ò4ô´èT��ê�õBëqê�ú|è � h�óAùeìqõBòeïFï�74õ§�§ê��BïBû�òeï+�
æ¼æ «k®�ç { ẋ = y − x+ xy;

ẏ = x− y − x2 − y3.

æ¼æ ¬ ¯ ç { ẋ = x3 − y;

ẏ = x+ y3.

æ¼æ ¬ æ¼ç { ẋ = xy − x3 + y3;

ẏ = x2 − y3.

æ¼æ ¬ M�ç { ẋ = 2y3 − x5;

ẏ = −x− y3 + y5.

æ¼æ ¬ c�ç { ẋ = 2y − x− y3;

ẏ = x− 2y.

æ¼æ ¬ ©�ç { ẋ = y − 3x− x3;

ẏ = 6x− 2y.
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æ¼æ ¬ ª�ç { ẋ = x− y − xy2;

ẏ = 2x− y − y3.

æ¼æ ¬ «�ç { ẋ = −x− xy;

ẏ = y3 − x3.� ï�óAè���ï��4è¯ú�ï��4ëAèAí��F¢�ùDëAò�î>í¼ï°�4ï ý ï�����õ	��ùeòeï��4è¯øAëAè���ê�ëqî#" N ï�ù���ï��b¢�ùDëAò�î>í¼ï
÷qðgh­÷¼õ	��ðqî ÷�%Jê�ìAì�hþï���èqú|ó���õ��4è��Aìqõ�
e����î#"Aø�õ	����î ìAù�ðAñBõBò�õBö�õfëqõ ý ò�� h ý øAù4�æ¼æ ¬k¬ ç

y(5) + 4y(4) + 16y(3) + 25y′′ + 13y′ + 9y = 0.
æ¼æ ¬ ­�ç

y(5) + 3y(4) + 10y(3) + 22y′′ + 23y′ + 12y = 0.
æ¼æ ¬ ®�ç

y(5) + 5y(4) + 15y(3) + 48y′′ + 44y′ + 74y = 0.
æ¼æ ­�¯ ç

y(5) + 2y(4) + 14y(3) + 36y′′ + 23y′ + 68y = 0.
æ¼æ ­�æ¼ç

y(5) + 4y(4) + 9y(3) + 16y′′ + 19y′ + 13y = 0.
æ¼æ ­kM�ç

y(5) + 3y(4) + 6y(3) + 7y′′ + 4y′ + 4y = 0.
m´õ���ðqî ÷qè��4è � óAëAèÖh�øAè�ÿ ý ì¼ï2�qê�ìAì�hDÿTó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëqî>ò�ìAù�ðAñ�õBò4è�"
ëqõ ý ò�� h ý õBø$7Bù�÷¼ê

ï���èqú¿ó���õ��4è��Aìqõ@����î#"AøAèqú
�
æ¼æ ­kc�ç

y(3) + ay′′ + by′ + 2y = 0.
æ¼æ ­�©�ç

y(3) + 3y′′ + ay′ + by = 0.
æ¼æ ­kª�ç

y(4) + 2y(3) − 3y′′ + 2y′ + ay = 0.
æ¼æ ­k«�ç

y(4) + ay(3) + y′′ + 2y′ + y = 0.
æ¼æ ­ ¬ ç

ay(4) + y(3) + y′′ + y′ + by = 0.
æ¼æ ­k­�ç

y(4) + y(3) + ay′′ + y′ + by = 0.
æ¼æ ­k®�ç

y(4) + ay(3) + 4y′′ + 2y′ + by = 0.
æ¼æ ®�¯ ç

y(4) + 2y(3) + ay′′ + by′ + y = 0.

æ¼æ ®�æ¼ç kTëAè�h�øAè�ÿ ý ì¼ï2�qê�ìAì�hDÿ�ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ëqî>ò a î
b
��è�����ê�ú�ï





ẋ = −x+ ay;

ẏ = bx− y + az;

ż = by − z.

ûTï���èqú¿ó���õ��4è��Aìqõ@����î#"AøDõ�� �
æ¼æ ®kM�ç k§õ	7Bù�÷qùDòeï�ò4ô´ègú�ï��4ëAèAí�� ú¿õBìqõ�÷qëqõ4ú¿î 
�"gõ	7��Aè���ðAèAò4ô´è$
b
qò4ð¼ï���ìqî �Aè���ð¼ï
�nú|ù�ðAñ��4èAóAðqî>ø�ï���õBëAè���è�����ê�ú¿è4� � ÷¼õ	��ðqî ÷qè��4èK����î#"Aøqî&���4ñ ìAù�ðAñ�õBò�õBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAù



d�i p Æ�ÛeÔ1ÕVÍ�ÉiÛ@C�Û�;�ÍnÓ�Í1Î�<�=bÇ�Ì�>�Î�Û�ôTÓ =³Ü�ÎBÞeÎ�>
ëqî ò4ì�h�ìAì�h

x′′ + p(t)x = 0, p(t) =

{
a2,

h�ø � õ 0 ≤ t < π;

b2,
h�ø � õ π ≤ t < 2π,

p(t+ 2π) = p(t),

�BïJëqõ ý ö_ð�h�ìAù �4èX�4ï�øqî�òeï�ëqîbï�ì��4è)�
�4� a = 0, 5 � b = 0 ��� � a = 0, 5 � b = 1 ��� � a = 0, 5 � b = 1, 5 � Ô � a = 0, 75 �
b = 0 � l � a = 1 � b = 0 � m � a = 1 � b = 1, 5

c
æ¼æ ®kc�ç m
õ	��ðqî ÷qè��4è � óAëAè h�øAè�ÿ

a
î
b
7Bù�÷¼ê¾����î#"AøAèqú ìAù�ðAñ�õBò4è�" ëqõ ý ò�� h ý õBø

��è�����ê�ú¿è ý óqê�ëqî�õ�÷qè��AìAèqú¿è ø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|è)� d

dt

(
x

y

)
= A(t)

(
x

y

)

� h�ø � õ

A(t) =

(
0 a

0 0

)

� óAëAè t ∈ (0, 1) � A(t) =

(
0 0

b 0

)

� óAëAè t ∈ (1, 2) �
A(t+ 2) = A(t)

c
æ¼æ ®�©�ç m´õBò�ê����4è �Z� õ ò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAè���è�����ê�ú|è dx

dt = A(t)x � ÷¼ê x =

= (x1, x2, . . . , xn) � A(t) ü øAòeï�÷që¼ï��4ì¼ïTú�ï��4ëAè��Aì¼ïVéVùeìAøAíqî;h ý ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìAèqú¿èøDõ4ú|óqõBìqê�ì��4ïBú|è � ûO����î#"AøAèqú¿è � ìqê�����î#"AøAèqú|è � ï���èqú|ó���õ��4è��AìqõT����î#"AøAèqú¿è&� H �
��G
�g#D���
��c
æ¼æ ®kª�ç m´õBò�ê����4è �4� õF÷qð�hs����î#"Aø�õ	����î|ìAù�ðAñBõBò�õBö�õ­ëqõ ý ò�� h ý øAù¨�)ï � õ��	%Jê � "�ù���î ÿëqõ ý ò�� h ý øqî>ò �²��è�����ê�ú|è dx

dt = A(t)x
ìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ§"­÷¼õ	���Bï��4ìAñBõ ��� õ	7gî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ��ì¼ïVú�ï��4ëAèAí�hgíqî�û�
q��è�����ê�ú|èI7Bù�ð¼ïTõ	74ú�ê�%´ê�ìqõ�� � ÷qð�hFï���èqú¿ó���õ��4è��Aìqõ�
P����î#"AøDõ	����î

ü ìqõBëqú�ï
íqî�ûS
�ú�ï��4ëAèAíqîÈóAë6hAú¿ùeòeï�ð¼ï
÷¼õJìAù�ð�h­óAëAè t→ +∞ � ï§÷qð�h�ìqê�����î#"AøDõ�����4î ü î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ì¼ïFú�ï��4ëAèAí�hX��è�����ê�ú¿èT7Bù�ð¼ïJìqê�õ	74ú�ê�%´ê�ìqõ���c
æ¼æ ®k«�ç m
õBò�ê����4è ��� õ
h�ø � õgøDõ�%´ê�ì·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ðqî>ìqî#"Aìqõ�
¿õ�÷qìqõBëqî ÷qìqõ�
¦��è�����ê�ú|è
ý ï�ðAèAôgïBû��4ñ��@h·õ	74ú�ê�%´ê�ìAèqúÂóAëAè

t→ ∞ � ��õJìAù�ðAñ�õBò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBøT����î#"AøAè�" c
æ¼æ ® ¬ ç m
õBò�ê����4è �y� õ h�ø � õ·ðqî>ìqî#"Aì¼ïþõ�÷qìqõBëqî ÷qì¼ïr��è�����ê�ú�ïþú�ïBûfÿeõ��¼ïT7þõ�÷qèAì
ìqê�õ	74ú�ê�%´ê�ìAè�"·óAëAè

t→ ∞ ëqõ ý ò�� h ý õBø � ��õJìAù�ðAñ�õBò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ìqê�����î#"AøAè�" cæ¼æ ®k­�ç �TèX����î#"AøAè�"¯ìAù�ðAñ�õBò4è�"·ëqõ ý ò�� h ý õBøs��è�����ê�ú|è
{
ẋ = a(t)x+ b(t)y;

ẏ = m(t)x+ n(t)y,

h�ø � õgò�î ÷¼õ4ú¿õ ��� õ a(t) + n(t) → A > 0
óAëAè

t→ +∞ �
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æ¼æ ®k®�ç m
õBò�ê����4è �·� õ ÷qð�hË����î#"AøDõ	����î ìAù�ðAñ�õBò�õBö�õ ëqõ ý ò�� h ý øAù ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
dx
dt = a(t)x ý ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõ�� éVùeìAøAíqî�û��

a(t)
ìqê�õ	7�ÿAî ÷qìqõ§�4ï
÷¼õ	���4ï��4ìAñ�õ �k� õ	7

lim
t→∞

t∫

0

a(ξ) dξ < +∞.

æ+M�¯k¯ ç m
ð�h���è�����ê�ú|è
{
ẋ = ax+ by;

ẏ = cx+ dy,

óqõ�7Bù�÷qùeòeï��4è éVùDìAøAíqî#� � h�óAùDìqõBòeï­ù·ò4èAö�ð�hD÷¼î¿øAòeï�÷që¼ï��4è��Aìqõ�
^éTõBëqú|èÀò�î ÷qóqõ��
ò�î ÷qìqõ�÷¼õ�ù�ú¿õBò4è

V̇ = −2(a+d)(bc−ad)x2 c � ï�����õ	��õBò4ù ���AèJøAëAè���ê�ëqî#" N ï�ù���ï��
¢�ùeëAò�î>í¼ï ý ï�óAè���ï��4è�ù�ú¿õBò4èF÷¼õ�÷oï��4ìqõ�
����4ï�ðqõ	����î¼íqî�ûS
�éVùDìAøAíqî 
P�4ïTò�î ÷�� û�ú|ìqõ�
�ò4è+�
ý ìqï2�qê�ìqõ	����îq
b
�óqõ�ÿAî ÷qìqõ�
�c
æ+M�¯ æ ∗ ç nXèAøDõBëAè�����õBò4ù ���Aè ëqê ý ù�ðAñ��Bï��4è óqõBóqê�ëqê�÷qìAñBõ�
 ý ï�÷oï��qîe�Bï ý ï�����õ	��õBò4ù��
����è¯ëqî>ò4ìqî&���4ñ

ax2 =

x∫

0

aξ dξ � ý ì¼ï�"��4èþéVùeìAøAíqî#� � h�óAùeìqõBòeïJ÷qð�h���è�����ê�ú¿è

{
ẋ = f(x) + by;

ẏ = cx+ dy.

� ï�óAè���ï��4èÀù�ú¿õBò4è ý ì¼ï�øDõBò4è ý ì¼ï2�qê�ìqõ	����î�éVùDìAøAíqî 
 � h�óAùeìqõBòeïI�4ï§
Y
�óqõ�ÿ�î ÷qìqõ�
Xò
��è�ðAù���è�����ê�ú|è c
æ+M�¯4M�ç Q·ê���õ�÷¼õ4úþò�î ÷¼õBøAëqê�ú¿ðqê�ìAì�h ý ú�î>ìAìAè�ÿ´óqõ	7Bù�÷qùDòeï��4èféVùDìAøAíqî#� � h�óAùeìqõBòeï
÷qðgh�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

x′′ + ϕ(x′) + g(x′)f(x) = 0.

æ+M�¯4c�ç m§ð�h ëqî>ò4ì�h�ìAì�hm[Vñ	����õBì¼ï
x′′ = f(x)

óqõ	7Bù�÷qùeòeï��4è�éVùeìAøAíqî#� � h�óAù��
ìqõ�òeï�h�ø¯óqõBò4ìAù­ê�ìqê�ëAö�î#�äò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqõ�
|÷qèAì¼ïBú¿î#�Aìqõ�
e��è�����ê�ú|è c
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²L³

m´õ���ðqî ÷qè��4èFóqõBðqê�ì¼ï�óAë6hAú�î>ò � óqõBëqõ�÷�%Jê�ìqê�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAèqú ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú �ò4ø�ï ý ï��4èFõ	��õ	7BðAèAò�î���õ��AøAè � ðqî>ìqî 
oê�ø+���4ëqê�ú|ù�ú|ù � õ	7Bð¼ï�����î¼û_÷qèAìqõ	����î��BïVú�õBìqõ���õBì+�ìqõ�����îzc
k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4èÀî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�îzc|k§õ�÷oï��4èT
bÿ�ï�ì¼ï�ðqî#�4è��Aìqõ � ëqõ ý ò�� h ý ï�ò4ô´èëqî ò4ì�h�ìAì�hTc�nXèAò	�Aè��4èfóqõBò�ê�÷¼î>ìAøAùgî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�ÿføAëAèAò4è�ÿJò§õBøDõBð¼ï�ÿfõ	��õ	7BðAèAò4è�ÿ

��õ��qõBø � õ	��õ	7BðAèAò4è�ÿ ðqî>ìqî#" � ì¼ï¯ú�ê�%fî�õ	7Bð¼ï�����î�ò4è ý ì¼ï2�qê�ìAì�h6�Bï�ì¼ï�ìqê���øqî>ì��qê�ì+�
ìqõ�����îl�

æ¼ç
y′ = |x|; M�ç

y′ = y
x + x

y .c�ç
y′ = |y|

y ;
©�ç
y′ = 2

√
|x|.ª�ç

y′ = 2 yx ;
«�ç
y′ = y ln |y|.¬ ç

y′y = −x3;
­�ç
y′ + 2xy = 1.®�ç

y′ = −y cosx;
æ ¯ ç

y′ = y2

2 .

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�´�³
m´õ�ò�ê����4è � ò4èAø�õBëAè�����õBò4ù����Aèº��ê�õBëqê�ú¿ù k§î>ø�ï�ë¼ï � î&��ìAùeòeï�ìAì�hR�BïÀû_÷qèAìqî&���4ñ

ëqõ ý ò�� h ý øAùgóqõ	���4ï�ò4ðqê�ìqõ�
 ý ï�÷oï2�qîº`§õBôJîzc ��íqî>ìAè��4è�î>ì���ê�ëAòeï�ð�î&��ìAùeòeï�ìAì�hFû�÷qèAìqõ��ö�õJëqõ ý ò�� h ý øAùZ�4ï´óqõ	7Bù�÷qùeòeï��4è¯÷qëAùDö�êTì¼ï�7BðAè�%´ê�ìAì�h k§î>ø�ï�ë¼ï+�
æ¼ç
y′ = x2 + y2 � |x| ≤ 1 � |y| ≤ 1 � y = 0

óAëAè
x = 0

c
M�ç
y′ = x2 − y2 � |x| ≤ 1 � |y| ≤ 1 � y = 0

óAëAè
x = 0

c
c�ç
y′ = sin(xy) � |x| ≤ 1 � |y| ≤ ∞ � y = 1

óAëAè
x = 0

c
©�ç
y′ = 1

1−xy
� y = 1

óAëAè
x = 0

c
ª�ç
y′ = |y| � y = 1

óAëAè
x = 0

c
kTë�è h�øAè�ÿÀóqõ��¼ï��4øDõBò4è�ÿÀ÷oï�ìAè�ÿ

(x0, y0) ý ï�÷oï��¼ï `§õBôJî y(x0) = y0
ú�ïBû

û_÷qèAìAè�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø � ��íqî>ìAè��4è·õ	7Bð¼ï����4ñ@"qõBö�õfî&��ìAùeòeï�ìAì�hP�



d�i�i

«�ç
x2y′ + xy = 1.

¬ ç
y′ + y ln y = 0.­�ç

y′ + exy = 0.
®�ç
y′ + y

√
1 + x = 0.

æ ¯ ç
y′ = 1 + 2xy.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¶µ�³
nXè ý ì¼ï��Aè��4èT�4èAó�ø�õ2%gìqõBö�õ ý ëqî>ò4ì�h�ìAño�4ï´ò4øAï ý ï��4è·ú¿ê���õ�÷qè�"qõBö�õfî>ì���ê�ö�ëAù��

òeï�ìAì�hP�
æ¼ç (

x+ x2
)
y′ − (1 + 2x)y = 1 + 2x.M�ç (

y + x3
)
dy +

(
3x5 − 3x2y

)
dx = 0.c�ç

y dx+
(
x− 2

√
x
y

)
dy = 0.©�ç

y′ = y2 − 2
x2 .ª�ç

y dx+
(
2x− y2

)
dy = 0.«�ç

(x+ 2y + 1) dx− (x− 3) dy = 0.¬ ç
xyy′ − y2 = (x2+y2)x

y−x .­�ç
2
(
y − 2xy − x2√y

)
+ x2y′ = 0.®�ç

y′ = y2 − x2 + 1.
æ ¯�ç

(3x+ 3y − 1) dx+ (x+ y + 1) dy = 0.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�·B³
kTëAõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc N õ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï��qî `TõBôJî � ÷¼õ	��ðqî ÷qèAò4ô´è¯óqõ��óqê�ëqê�÷qìAñBõfóAè��Bï�ìAì�h¯óAëqõgî&��ìAùDòeï�ìAì�h��4ïgû_÷qèAìqî&���4ñFëqõ ý ò�� h ý øqî>ò��æ¼ç
xy′ − y = −y2; x0 = 0, y0 = 1.M�ç
y′ = 4y

x2 − x
√
y; x0 = 0, y0 = 1.c�ç

y′ = y cosx; x0 = 0, y0 = 0.©�ç
y′ = 2

√
|y|; x0 = 1, y0 = 0.ª�ç

y′ = 1 − y2; x0 = 0, y0 = 0.«�ç
y′ = 1

y ; x0 = 2, y0 = 2.¬ ç
y′ = 1

2

√
x; x0 = 1, y0 = 1.
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­�ç
y′ = 3x2; x0 = 0, y0 = 0.®�ç
y′ = xy√

1−x2
; x0 = 1, y0 = 1

æ ¯�ç
y′ = shx; x0 = 0, y0 = 1.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�¹�³
� ì¼ï�"��4è õ	��õ	7BðAèAò�î ëqõ ý ò�� h ý øAè ëqî>ò4ì�h�ìAñ ï�74õ ÷¼õBò�ê����4è �r� õ¥
bÿ ìqê�ú�ïBû

(a ∈ R)
�

æ¼ç
y′ = (y − 1)

2
3 .

M�ç
y′ =

√
y + a.c�ç

y′ = ax+
√
x2 − y.

©�ç
y′ =

√
y − x+ a.ª�ç

y′ =
√
y − x+ ax.

«�ç
y′ =

√
y
x .¬ ç

y′ = x2 + y4.
­�ç
y′ = y−x

y+x .®�ç (
x2 − xy + y3

)
dx+

(
y3 − x2

)
dy = 0.

æ ¯ ç
y′ = x+

√
x2 + y2.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¶º�³
nXè ý ì¼ï��Aè��4è��4èAóAè�ëqî>ò4ì�h�ìAñO�4ï§ò4øAï ý ï��4è�ú�õ2%gðAèAò�îÈú�ê���õ�÷qè@
bÿFî>ì���ê�ö�ëAùDòeï�ì+�

ì�hq�
æ¼ç
y = xy′ − sin y′.

M�ç
x = ey

′ − 2y′.c�ç
xy′2 − 2yy′ + 4x = 0.

©�ç
y′2 − 2xy′ = 0.ª�ç

y = 2xy′ + y′2.
«�ç
y′3 − 4yy′ = 0.¬ ç

y = y′ + sin y′ + cos y′.
­�ç
y = xy′2 + y′2.®�ç

x3 + y′2 − 3xy = 0.
æ ¯ ç

y = −x+ y′2 + y′3.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�»�³

kTëAõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4ègëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc	p|ïBú � ÷¼êXò4øAï ý ï�ìqõ7óqõ��¼ï��4ø�õBò4ù°��õ��AøAù � ý ì¼ï�"��4èî>ì+��ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�øAëAèAò�î ��� õJóAëqõ�ÿeõ�÷ºh+�4ñ@�qê�ëqê ý ìqêS
Y�æ¼ç
y = −xy′ + y′

5
2 .

M�ç
x2(1 − y′) = y′2.c�ç

ey
′ − y′2 = x.

©�ç
y′3 − y′2 + cos y′ − 1 = 0.ª�ç

y = xy′ − 2y′2, M(2; 0).
«�ç
y′2 + 4y = 0, M(0;−1).
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¬ ç
y′2 + 4x = 0, M(0; 0).

­�ç
y′2 −

(
x+ y + y

x

)
y′ + y + y2

x = 0,

M(0; 0).®�ç
y = −xy′ − y′2.

æ ¯ ç
y = y′3 − y′2 + 1.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¶¼�³
Q·ê���õ�÷¼õ4ú

p ü ÷qè���øAëAèqú¿î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
¿øAëAèAò�õ�
 ý ì¼ï�"��4èþõ	��õ	7BðAèAò�î�ëqõ ý ò�� h ý øAè)�æ¼ç
x− y = 4

9y
′2 − 8

27y
′3.

M�ç
y′3 − 4xyy′ + 8y2 = 0.

c�ç (
(x− y)2 − 1

)
y′2 − 2y′ + (x− y)2 − 1 = 0.©�ç

y′2 − y3 = 0.

ª�ç
y′3 − 4yy′ = 0.

«�ç
y′2 − 2yy′ + 2x2 − y = 0.¬ ç

y′2 − 4xy′ + 3x2 − y2 = 0.
­�ç
y = xy′ + 4y′2.®�ç

xy′2 − 2yy′ + 4x = 0.
æ ¯ ç

y′2 + y2 − 1 = 0.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¶½�³
Q·ê���õ�÷¼õ4ú

c ü ÷qè���øAëAèqú¿î>ì¼ï�ì��4ìqõ�
¿øAëAèAò�õ�
 ý ì¼ï�"��4è·õ	��õ	7BðAèAò�î ëqõ ý ò�� h ý øAè)�æ¼ç
y = a

√
1 + y′2, y = a sh

(
x+C
a

)
.M�ç

y = y′2 − xy′ + x2

2 , y = x2

2 Cx+ C2.c�ç
4x2y′2 − 4xyy′ + y2 − 4x3 = 0, y2 = x(x− C)2.©�ç
y′ − 4xyy′ + 8y2 = 0, y = C(x− C)2.ª�ç
y′2 − y3 = 0, y = 4

(x+C)2
.«�ç

xy′2 − 2yy′ + 4x = 0, C2x2 − 2Cy + 4 = 0.¬ ç
y′2 = 1 − y2, y = sin(x+ C).­�ç (
(x− y)2 − 1

)
y′2 − 2y′ + (x− y)2 − 1 = 0, (x− C)2 + (y − C)2 = 1.®�ç

y = xy′ +
√

1 + y′2, y = Cx+
√

1 + C2.
æ ¯�ç

y2(1 + y′2) − ayy′ − ax = 0, (xC)2 + y2 − aC = 0.
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«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²�¾�³

� ç � ï�����õ	��õBò4ù����Aè ú¿ê���õ�÷þóqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìAè�ÿ·ì¼ï�7BðAè�%Jê�ìAñ k§î>ø�ï�ë¼ï � ý ì¼ï�"��4èT��õ��
�Aì�è�"�ëqõ ý ò�� h ý õBø ý ï�÷oï2�qîO`§õBôJî dy

dx = a(x)y + b(x) � y(α) = β
c j î)% ý ï�÷oï��qîëqõ ý ò�� h ý ï��4è ú¿ê���õ�÷¼õ4ú � ï�ö�ë¼ï�ì�%gï·ï�74õ ^iê�ëAìAù�ðAðqîzcOkTõBëqî>ò4ì�h+�4è õ��4ëAèqú�ï�ìqî¿ëqê5�

ý ù�ðAñ��4ï��4è¨�³÷qð�h­ò���î ÿ�òeï�ëqîbï�ì���î>ò
α = 0

�\c
Ã,#\�º��#��º�

a(x) b(x) β

1 1 2x− x2 1

2 1 x− 1 1

3 −x x3 −1

4 2x 2x3 0

5 −1 2ex 2
�)� ç l óAë(hAú¿õBøAù �4ìAèAøAù

Π = {(x, y) : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} ý ï�÷oï��ì¼ï ý ï�÷oï2�¼ï
`TõBôJî dy
dx = f(x, y) � y(x0) = y0

�
±4� óqê�ëqê�ò�î>ëAè��4èFò4èAøDõBì¼ï�ìAì�hfù�ú¿õBòWkTî>øAï�ë¼ïgc � ì¼ï�"��4è@���4ï�ðAù � î>óAô´èAí¼ïB�BïVò�î ÷qëqî �
ý õ�ø I � ì¼ï!h�ø�õ4ú|ù�óqõ	��ðqî ÷¼õBò4ìqî�ì¼ï�7BðAè�%Jê�ìAì�h k§î>ø�ï�ë¼ï ý 74î>ö�ï����4ñ���h­÷¼õO��õ��AìqõBö�õ
ëqõ ý ò�� h ý øAù �� � õBíqî>ìAè��4è max

x≤I
|y(x)−y3(x)|

c�m
ð�hWh�øDõBö�õ
n
7Bù�÷¼ê���óAë¼ï�ò�ê�÷qðAèAòeï7ìqê�ëqî>ò4ìqî&���4ñ

|y − yn| ≤ 0, 1 � Ã,#\�º��#��º�
f(x, y) x0 y0 a b

6 x2 + y2 0 0 2 1

7 x2 − y2 0 0 1 2

8 x2 − y2 2 0 1 1

9 x2 + y2 3 0 3 1

10 x2 − y2 4 2 2 2

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²g²L³
� ç n õ	7Bð¼ï�����î

K ⊂ R2 ý ï�÷oï�ìqõ ý ï�÷oï2�Aù `§õBôJî
dy

dx
= g(y), y(x0) = y0 :

�4� óqê�ëqê�ò�î>ëAè��4è�ò4èAø�õBì¼ï�ìAì�h·ù�ú¿õBòI��ê�õBëqê�ú|è kTê�ï�ìqõ�c4[
ï�h�ø�õ4ú|ù¯î>ì���ê�ëAòeï�ðqî�í�h
��ê�õBëqê�ú�ïJö�ï�ë¼ï�ì��4ù�û§î&��ìAùeòeï�ìAì�h¯ëqõ ý ò�� h ý øAù �
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� � �Aè¯ò4èAøDõBìAù ���4ñ��@h�÷qð�h­íqî�ûS
 ý ï�÷oï2�qî�ù�ú¿õBò4èX��ê�õBëqê�ú|è�kTî>øAï�ë¼ï �� � ý ì¼ï�"�÷¼î#�4ñ�ù���îVëqõ ý ò�� h ý øAè óqõ	���Bï�ò4ðqê�ìqõ�
 ý ï�÷oï��qîÖ`§õBôJîB�4ï ì¼ï�øAëqê���ðqî#�4ñ!
bÿ
ö�ëqïBéTî>øAè)�

Ã,#\�º��#��º�
g(y) K =

{
(x, y) ∈ R

2
}

x0 y0

1 3y
2
3 x2 + y2 ≤ 1 0 0

2 −3y
2
3 |x| + |y| ≤ 1 0 0

3 4(y − 1)
3
4 x2 + y2 − 2y − 3 ≤ 0 0 1

4 2
√
y x2

4 + y2 ≤ 1 0 0

5
√−y x2 + y2 ≤ 4 1 0

�)� ç � ï�÷oï�ìqõJ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqê
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h dy
dt = f(y)

�
�4� �Aè·ú�ïBû7ò�õBìqõgëqõ ý ò�� h ý øAè � ò4è ý ì¼ï2�qê�ìqî�ì¼ïJò���î#"·õ	��î �� � ì¼ï�øAëqê���ðAè��4èþî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî øAëAèAò�î �
� � ìqê�ÿDï�" y(t, y0) � t ∈ Iy0 ü óqõBò4ìAè�"º��ìqê�óAëqõ�÷¼õBò	%gùDòeï�ìAè�"4�§ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò��
ì�hDìAì�h � �4ï�øAè�" �4� õ y(0, y0) = y0

� ý ì¼ï�"��4è h�ò4ìAè�"�ò4èAö_ð�hD÷
Iy0 ý ï�ðqê�%gìqõ�ò�î ÷

y0
�

Ô � óAëAè éTî>ø+��õBòeï�ìqõ4ú|ù
t ≥ 0

ëqõ ý ö�ð�h�ìqê�ú¿õ ò�î ÷¼õ	7Bë¼ï�%Jê�ìAì�h
gt : H → R �

y0 → y(t, y0) � H ⊂ R
c��Vèfò4è ý ì¼ï��qê�ìqê�íqê^ò�î ÷¼õ	7Bë¼ï�%´ê�ìAì�hFì¼ïVò���î#"Fõ	��î � � ì¼ï�"+��4è·ú|ìqõ�%gèAìAù

H ⊂ R
�4ï�øAù ��� õ gt î&��ìAù�ûT÷qð�h�ò���î ÿ t ≥ 0

c��Vè·î&��ìAù ���4ñ@�Bï�øqî
��õ��AøAè

y0
�
gt(y0) = y0 � ∀t ≥ 0 �«�ç

f(y) = y2 + 3y + 2.
¬ ç
f(y) = y − y2.­�ç

f(y) = 3y − y2 − 2.
®�ç
f(y) = y2 + y − 6.

æ ¯�ç
f(y) = y2 + y − 2.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²�´�³
� ç � ì¼ï�"��4è�î ý õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqîq�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
y��î�ú¿ê�"�øAëAèAò4è�ÿÆ�

C ü ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë���î�ú
� 
 �
α ü øAù��fóqê�ëqê��4èAìAù��5�æ¼ç

x2 + y2 = C2, α = 60◦.
M�ç
y = 2x+ C, α = 45◦.c�ç

x2 + (y − C)2 = 1, α = 30◦.
©�ç
x2 + y2 = Cy, α = 60◦.ª�ç

x2 = Cy, α = 60◦.



d 9 a fDÇ�Ü2C�Ç�Î�Î4Þ@C_ÌBÞFÔ#Ç�ÉiÊ�Ô�Õ�=bË�ÎDÊWVAÓ�Ê�¸�Ê�Õ7Û
�)� ç � ì¼ï�"��4èâõBë���õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqî��4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
°��î�ú¿ê�"�øAëAèAò4è�ÿF�

C ü ó¼ï�ë¼ïBú�ê��4ë
��î>ú
� 
l�5�
«�ç

2x2 − 3y = C.¬ ç
y = eCx.­�ç
y = 1+Cx

1−Cx .®�ç
r = Cϕ

�
r � ϕ ü óqõBð�h�ëAìqî�ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��4è4�\c

æ ¯�ç
r = C(1 − cosϕ)

�
r � ϕ ü óqõBð�h�ëAìqî�ø�õ4õBë�÷qèAì¼ï��4è4�\c
«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²�µ�³

nXè ý ì¼ï��Aè��4èT�4èAó¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��Bï ý ìAè ý è��4èX"qõBö�õgóqõBë(hD÷¼õBø�÷¼õgóqê�ëAôJõBö�õ��
æ¼ç
y′′ + 1

xy
′ − 1

x2 y = 2.
M�ç
y′′′ = x2.c�ç

y′ + y′′2 = xy′′.
©�ç
ey

′′
+ y′′ − x = 0.ª�ç

y′′ = 1
4
√
y .

«�ç
xy′′ − y′ = x sinx.¬ ç

yy′ + xyy′′ − xy′2 = x3.
­�ç

5y′′′2 − 3y′′y(4) = 0.®�ç
y′y′′′ = y′′2 + y′2y′′.

æ ¯ ç
yy′′ = y′2 + 2xy2.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²
·B³
kTëAõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4èþú�ê���õ�÷¼õ4ú�òeï�ëqîbï�íqî 
�÷¼õBò�î>ðAñ4ìAè�ÿX���4ï�ðAè�ÿ¾� � ï�ö�ë¼ï�ì�%Jï��5�

æ¼ç
y′′ + 4y = cos 2x+ sin 2x tg 2x.

M�ç
y′′ − 2y′ + y = x2+2x+2

x3 .c�ç
y′′′ + y′ = sin x

1−sin2 x
.

©�ç
y′′ − y′ = (2−x)ex

x2 .ª�ç
y′′ + y = − 1

cos 2x
√

cos 2x
.

«�ç
y′′ + y = 1

sinx .¬ ç
y′′ + 3y + 2y = 1

ex+2 .
­�ç
y′′ − y = 1

x2 .®�ç
y′′ + 4y = 1

sin 2x .
æ ¯ ç

y′′ + y = 2 sec3 x.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²�¹�³

[
ï�óAè���ï��4èT�¼ï����4èAìAìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý ìqê�ò4è ý ì¼ï��qê�ìAèqú¿è·ø�õ4ê�éTî>íqî �
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û�ì��BïBú¿èm���Aè���ðqõBò4è�ÿ ý ì¼ï2�qê�ìAñfø�õ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò�ìqêVô´ùDø�ï��4è4�5�æ¼ç

y′′′ − 4y′′ + 3y′ = x2 + xe2x + ex cos 3x.M�ç
y′′ − 9y = e−3x

(
x2 + sin 3x+ cos 3x

)
.c�ç

y′′ − 6y′ + 8y = 5xe2x + 3e4x cosx.©�ç
y′′′ + y′ = sinx+ x cosx+ ex sinx.ª�ç
y′′ − 8y′ + 17y = e4x

(
x2 − 3x cosx

)
.«�ç

y′′ − 2y′ + 5y = 2x2ex + ex cos 2x.¬ ç
y(4) + y′′ = 7x− 3 sinx+ ex cos 2x.­�ç
y′′′ − 2y′′ + y = xex + x cos 3x.®�ç
y′′′ − 2y′′ = x2 + cos 3x.

æ ¯�ç
y′′ + 7y′ + 10y = xe−2x sin 5x+ e2x cos 5x.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²�º�³
k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4è�ðqî>ìqî#"Aìqî|õ�÷qìqõBëqî ÷qìqî�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìqî|ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý îy���4ï�ðAèqú|èøDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��4ïBú|èÒ��h�ø�õ4ú¿õBö�ï�ìAè�%§�qõBö�õÀóqõBë6hD÷qøAù�� � h�øqî�ú�ï����4ñ¾�Bï�øqî²�¼ï����4èAìAìqî

ëqõ ý ò�� h ý øAè)�æ¼ç
y1 = x3e2x.

M�ç
y1 = xex cos 3x.c�ç

y1 = cosx, y2 = x.
©�ç
y1 = e2x cos 3x.ª�ç

y1 = e−x, y2 = xex.
«�ç
y1 = x sin 2x.¬ ç

y1 = xex sin 2x.
­�ç
y1 = e3x sinx.®�ç

y1 = 1, y2 = cosx.
æ ¯ ç

y1 = ex, y2 = e−2x.
æ¼æ ∗ ç y1 = x, y2 = x3, y3 = x3.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²�»�³
k§õ�7Bù�÷qùeòeï��4è � � N � h�øqî�ú�ï����4ñ ý ï�÷oï�ìqîy8 0 N �

æ¼ç
y1 = cos 2x, y2 = sin 2x.M�ç
y1 = e−x cos 2x, y2 = e−x sin 2x.
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c�ç
y1 = xex, y2 = ex(1 − x).©�ç
y1 = x, y2 = x2, y3 = 3x3.ª�ç
y1 = xe2x, y2 = x2ex.«�ç
y1 = sinx2, y2 = cosx2.¬ ç
y1 = x, y2 = exp

(
x2

2

)
.­�ç

y1 = exp
(
x2
)
, y2 = exp

(
−x2

)
.®�ç

y1 = shx, y2 = chx.
æ ¯�ç

y1 = e5x, y2 = e2x.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²�¼�³

kTëAõ�ï�ì¼ï�ðqî ý ùDòeï��4è·óqõBò�ê�÷¼î>ìAøAù­ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFðqî>ìqî#"AìAè�ÿ�ëqî>ò4ì�h�ìAñ��
æ¼ç kTëAè!h�øAè�ÿ

a
î
b
ò���îDëqõ ý ò�� h ý øAègëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′+ay′+by = 0 ý ï�ðAèAôgï����4ñ���hõ	7Bú�ê�%´ê�ìAèqú¿è¯óAëAè
x→ +∞ �M�ç kVëAè h�øAè�ÿ

a
î
b
ò���î ëqõ ý ò�� h ý øAèþëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + ay′ + by = 0

óAë6hAú¿ù����4ñ
÷¼õJìAù�ð�h­óAëAè

x→ +∞ �c�ç kTëAè�h�øAè�ÿ
a
î
b
ò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAè¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + ay′ + by = 0

ú�õBìqõ���õBìAìqõ
ý ëAõ	���4ï����4ñ ý ïgú¿õ�÷qù�ðqê�ú � óqõ��AèAì¼ï����Aè ý ÷¼ê�h�øDõBö�õ x �©�ç kVëAè h�øAè�ÿ

a
î
b
ø�õ2%gìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ + ay′ + by = 0óqê�ëqê��4ò�õBë��Vû��4ñ��@h·ì¼ï´ìAù�ðAñfì¼ï´ìqê���øqî>ì��qê�ìAìqî#"�ú|ìqõ�%gèAìqîP��õ��qõBø
x �ª�ç kVëAè h�øAè�ÿ

k
î
ω

ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′ + k2y′ = sinωt

ú�ïBû ÿeõ��¼ïº7 õ�÷qèAì
óqê�ëqî�õ�÷qè��AìAè�"·ëqõ ý ò�� h ý õBø �«�ç � ì¼ï�"��4è·óqê�ëqî�õ�÷qè��Aìqî ëqõ ý ò�� h ý øAè·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + y′ + 4y = sinωt

c
¬ ç kTëAè&h�øAè�ÿ ý ì¼ï��qê�ìAì�hDÿ m

ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′ + my = 0

ú�ïBû¯ìqê��4ëAèAò�îbï�ðAñ4ìqî
ëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî�óAë6hAú¿ù����4ñg÷¼õJìAù�ð�h�óAëAè x→ +∞ �­�ç kVëAè h�øAè�ÿ

p
î
q
ò���î�ëqõ ý ò�� h ý øAèþëqî>ò4ì�h�ìAì�h y′′ + py′ + qy = 0

ûTóqê�ëqî�õ�÷qè+�
�Aì�èqú¿è·éVùeìAøAíqî;hAú¿è �®�ç kVëAè h�øAè�ÿ ý ì¼ï2�qê�ìAì�hDÿ ó¼ï�ë¼ïBú¿ê��4ë¼ï

λ
ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

y′′ + λy = 0
ú�ïBû

ìqê�ìAù�ðAñ�õBò�îgëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñ øAë¼ï�"qõBò�îJùDú�õBò4è
y = 0

óAëAè
x = 0 � y = 0

óAëAè
x = π � � ì¼ï�"��4è·íqîÈëqõ ý ò�� h ý øAè c
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æ ¯�ç kVëAè h�øAè�ÿ

ω ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h
y′′ + y = cosωt

ìqê
ú¿î&���4è��4ñr��ê�øAù�ð�h�ëAìAè�ÿ ÷¼õ�÷oï�ìAøqî>ò\����õ	7���õ·÷¼õ	7Bù��4øqî>ò óqê�ëqî�õ�÷qè��Aìqõ�
7éVùeìAøAíqî 

�4ï
���4ê�óqê�ì�h¯ìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú¿î>ìAìqõ�
l� �

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±¢²�½�³
� ò�ê����4èF÷¼õ´ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý î4���4ï�ðAèqú|è­øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì��BïBú¿è ý ïT÷¼õBóqõ4ú¿õBö�õ�� ý ïBú¿î>ìAèìqê ý ï�ðqê�%gìqõ�
 ý ú¿î>ìAìqõ�
y�4ï´óAëqõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4èþõ��4ëAèqú�ï�ìqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�æ¼ç
x2y′′ − xy′ + y = 0.

M�ç
x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0.c�ç (

1 − x2
)
y′′ − xy′ + 4y = 0.

©�ç
x2y′′ − 3y′ + 13y = 0.ª�ç

y′′ − 1
xy

′ + x2

(1+x2)2
= 0.

«�ç
x2yy′′ + xy′ + y = 0.¬ ç (

1 − x2
)
y′′ − xy′ + y = 0.­�ç

(2x+ 1)2y′′ − 2(2x+ 1)y′ + 4y = 0.®�ç
(x+ 2)2y′′ + 3(x+ 2)y′ − 3y = 0.

æ ¯�ç
x2y′′′ = 2y′.

æ¼æ ∗ ç y′′ − 2y′ + y = xex sin2 ix.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�´L¾�³
� ç � ì¼ï�"��4è6�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î�ë(hD÷qù ý ïX����ê�óqê5�

ì�h�ú¿è
x
c 0 ùDú¿ùFë(hD÷qù�ò4èAë¼ï ý è��4èT�qê�ëqê ý ê�ðqê�ú¿ê�ì��4ï�ëAìqî�éVùeìAøAíqî 
�c� ì¼ï�"��4è ÷qëAùeö�è�"à�¼ï����4èAìAìAè�" ëqõ ý ò�� h ý õBø � ò4èAø�õBëAè�����õBò4ù����Aè éTõBëqú¿ù�ðAù

� î>ùeò�î>ðAð�h � �B���4ëqõBö�ë¼ï�÷k��ñ4øDõBö�õ�c � ï�óAè���ï��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìAè�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø·ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�æ¼ç
y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1(0) = 0, y′1(0) = 2.M�ç (
1 − x2

)
y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1(0) = 0, y′1(0) = 1.c�ç

(1 − x)y′′ + xy′ − y = 0, y1(0) = y′1(0) = 1.©�ç (
1 − x2

)
y′′ − xy′ + y = 0, y1(0) = y′1(0) = 1.ª�ç (

1 − x2
)
y′′ − xy′ = 0, y1(0) = 1, y′1(0) = 0.

�)� ç � ì¼ï�"��4è ý ï�ö�ï�ðAñ4ìqî ëqõ ý ò�� h ý øAè¯ëqî>ò4ì�h�ìAñÁ^iê�����ê�ð�hP�
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«�ç
xy′′ + 0, 5y′ + 0, 25y = 0.¬ ç
y′′ + 3

xy
′ + 4y = 0.­�ç

y′′ + 1
xy

′ + 1
25y = 0.®�ç

x2y′′ + xy′ +
(
x2 − 1

9

)
y = 0.

æ ¯�ç
x2y′′ + xy′ +

(
4x2 − 1

16

)
y = 0.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�´�²L³

m
ðgh ý ï�÷oï�ìAè�ÿT��è�����ê�ú ý ï�óAè���ï��4è·ò�î ÷qóqõBò�î ÷qìqî�ú�ï��4ëAè��Aìqî ëqî>ò4ì�h�ìAì�hX�Bïgú�ê5�
��õ�÷¼õ4ú\Õ¦"Aðqê�ë¼ï ý ì¼ï�"��4èZ
bÿ�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqî�ú�ï��4ëAèAíqîl�
æ¼ç
{
ẋ = 2x;

ẏ = 3y.

M�ç { ẋ = 0;

ẏ = −y.
c�ç { ẋ = 2x;

ẏ = 2y.

©�ç { ẋ = 2x+ y;

ẏ = 2y.

ª�ç { ẋ = 3y;

ẏ = 2x.

«�ç { ẋ = x+ 2y;

ẏ = y.

¬ ç { ẋ = x;

ẏ = 2x+ y.

­�ç { ẋ = 2x+ y;

ẏ = y.

®�ç { ẋ = 3y;

ẏ = 5x.

æ ¯ ç { ẋ = 3x;

ẏ = 5y + x.

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�´g´�³
�B7��Aè���ðAè��4èþú�ï��4ëAèAí��

eAt � h�ø � õgú�ï��4ëAèAí�h A
ú�ïBû7ò4èAö�ð�hD÷��

æ¼ç



1 2 0 0

−2 1 0 0

0 0 1 2

0 0 −2 1


 .

M�ç



2 3 1 0

−3 2 0 1

0 0 2 3

0 0 −3 2


 .

c�ç



3 −5 1 0

5 3 0 1

0 0 3 −5

0 0 5 3


 .

©�ç



−1 1 0 0

−1 −1 0 0

0 0 −1 −1

0 0 −1 −1


 .



fDÇ�Ü2C�Ç�Î�Î4Þ@C_ÌBÞFÔ#Ç�ÉiÊ�Ô�Õ�=bË�ÎDÊWVAÓ�Ê�¸�Ê�Õ7Û d 9 i

ª�ç



5 1 0

0 5 1

0 0 5


 .

«�ç



3 −2 0 0

4 −3 0 0

0 0 3 1

0 0 −1 1


 .

¬ ç



0 5 0 0

5 0 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3


 .

­�ç



0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 2 0

0 0 1 2


 .

®�ç



0 2 0 0

−2 0 0 0

0 0 0 5

0 0 5 0


 .

æ ¯ ç



3 1 0 0

−1 3 0 0

0 0 2 1

0 0 0 2


 .

«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�´Lµ�³
kTëAõ4î>ì���ê�ö�ëAùDòeï��4è ú�ï��4ëAè��AìAèqú¿��óqõ	��õ	74õ4ú ðqî>ìqî#"AìAùäõ�÷qìqõBëqî ÷qìAùF��è�����ê�ú¿ù

dx
dt = Ax

c � ì¼ï�"��4è
det(eA) � ìqêTõ	7��Aè���ð������Aè eA

�
æ¼ç
A =

(
0 1

−1 2

)
.

M�ç
A =

(
0 −1

4 −5

)
.

c�ç
A =

(
2 −1

1 2

)
.

©�ç
A =

(
0 −4

−1 0

)
.

ª�ç
A =

(
1 1

−14 −5

)
.

«�ç
A =

(
0 −4

1 0

)
.

¬ ç
A =

(
1 1

−8 −5

)
.

­�ç
A =

(
0 −1

4 −4

)
.

®�ç
A =

(
3 −4

1 −1

)
.

æ ¯ ç
A =

(
2 1

3 2

)
.
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«S¬9­9®�¬9¯�¯B°{±�´�·B³

� ì¼ï�"��4è¯ëqõ ý ò�� h ý øAè � h�øqî ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñFóqõ	���4ï�ò4ðqê�ìqî óqõ��¼ï��4øDõBò�î ù�ú¿õBò4è)�æ¼ç
y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0; z = y, x = 0.

M�ç
x
∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= x− y; x = a, z = y2 + a2.

c�ç
y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= y2 − x2; y = a, z = x2 − a2.

©�ç
y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= x2 + y2; x = a, z = 1 + 2y + 3y2.

ª�ç
y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0; z = y2, x = 0.

«�ç
x
∂z

∂x
= z; z = sin y, x = 1.

¬ ç
y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0; z = (R2 − y2)

1
2 , x = 0.

­�ç
y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0;

x2

4
+ z2 = 1, y = 0.

®�ç
x
∂z

∂x
+ (xz + y)

∂z

∂y
= z; x+ y = 2z, xy = 1.

æ ¯�ç
y2 ∂z

∂x
+ yz

∂z

∂y
+ z2 = 0; x− y = 0, x− yz = 1.

æ¼æ ∗ ç x∂z
∂x

+ y
∂z

∂y
= 2xy; y = x, z = x2.
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ДОДАТКИ

¿�ÀLÁ�ÂLÃÄÀ�ÅÇÆ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО
ПОРЯДКУ З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

æ¼ç QK������»��º (� � H �
�@�º� H �� g� �º�����+*��º� *g� �
	���L
��/\�,�
�@�+* H $���'���#D���� ��º�� g�Å 
�º��Ê�� H �� g�Å ·ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

a1(x1, x2, . . . , xn)
∂U

∂x1
+ a2(x1, x2, . . . , xn)

∂U

∂x2
+ . . .

. . .+ an(x1, x2, . . . , xn)
∂U

∂xn
= 0,

(1)

÷¼ê
ai(x1, x2, . . . , xn) üþý ï�÷oï�ìqî�éVùDìAøAíqî 
^ò�î ÷ n ý ú�î>ìAìAè�ÿ � ò4è ý ì¼ï��qê�ìqî]�4ï­ìqê5�óqê�ëqê�ëAò4ìqî�òÀ÷¼ê�h�øqî#" õ	7Bð¼ï�����î

D ⊂ R
n � U = U(x1, x2, . . . , xn) ü ô´ùDø�ï�ì¼ï

éVùeìAøAíqî;hTc
0 è�����ê�ú�ï ý ò4è��¼ï�"AìAè�ÿ�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqîbï�ðAñ4ìAè�ÿ¯ëqî>ò4ì�h�ìAñ

dxi

dt
= ai(x1, x2, . . . , xn), i = 1, n, (2)

ï�7Bõgò@��èqú¿ê��4ëAè��Aìqî#"þéTõBëqú¿î
dx1

a1(x1, x2, . . . , xn)
=

dx2

a2(x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

dxn

an(x1, x2, . . . , xn)
(2∗)

ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h �� º���
	w�K��EKÊ
#��(#D$���	��
 º���� �$�÷qð�h6�wd��\c
8
ùeìAøAíqî;h

U = U(x1, x2, . . . , xn)
û�ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd��P��õ�÷¼î�î���î>ðAñ��

øAèR��õ�÷¼î � øDõBðAè ò�õBì¼ï û·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðqõ4ú¿�³ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø�õ����I��è�����ê�ú¿èÒ�«a	�fï�74õ
�«a ∗ �\c� ï�÷oï��¼ï `TõBôJî�÷qð�h ëqî>ò4ì�h�ìAì�h �wd�� óqõBð�h�ö�ïBû ù ý ì¼ï�ÿeõ�÷�%Jê�ìAìqî6�Bï�ø�õBö�õ
ëqõ ý ò�� h ý øAù U = U(x)

íAñBõBö�õgëqî>ò4ì�h�ìAì�h � h�øAè�" ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAûTù�ú¿õBò4ù
U(x)|x∈γ = ϕ(x), (3)

÷¼ê
γ ü ÷¼ê�h�øAï ý ï�÷oï�ì¼ï´ö�î>óqê�ëAóqõBò�ê�ëeÿDì�h¯ò D �w�º����#���$6���D#o/����º	��
�º����	��+Êº� *P� � ϕ

üfý ï�÷oï�ì¼ïJì¼ï γ ö_ð¼ï�÷qøAïgéVùeìAøAíqî;hm�w�º����#���$6���D# � ����$�,º�¶*q�\c



d2`�_ : Ê�C�Ç�ÕVÊ�Ï g
3Vø � õ D ∈ R

2 � ��õ ý ï�÷oï��¼ïÅ`§õBôJîe÷qð�hJëqî>ò4ì�h�ìAì�hX�wd�� ü íqê ý ï�÷oï2�¼ï ý ì¼ï�ÿeõ�÷��%´ê�ìAì�h¾�4ï�øDõ�
^î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìqõ�
�óqõBò�ê�ëeÿDìqî
z = z(x, y) � h�øAï�óqê�ëqê��4èAì¼ïBû ý ï�÷oï�ìAùóAðAõ � èAìAù­ò ý ÷¼õBò	% ý ï�÷oï�ìqõ�
�øAëAèAò�õ�
�cp�õ��Aø�ï

x0 ∈ γ
ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h �º	SÊ
#��(#D$���	��
 º���� ��g�º��E � h�ø � õ7ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè��5��4è�øAï � h�øAïVóAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñ°�qê�ëqê ý í��º��õ��AøAù � ìqêi÷¼õ��4è��Aì¼ï@���4ë¼ï���ò�ê�ë���ï�ðAñ4ì¼ï��|÷¼õ

γ
c

3Vø � õ x0 ü ìqê�ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��Aì¼ïB��õ��Aø�ï � ��õ�î&��ìAù�û]�Bï�øAè�"�
Y
AõBøqî>ð � òFh�ø�õ4ú|ù
ý ï�÷oï2�¼ï
`§õBôJî¦�zj���÷qð�h�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd��iú�ïBûTû�÷qèAìAè�"¯ëqõ ý ò�� h ý õBø c[§ê_ÿDï�" {Ψi(x1, x2, . . . , xn)}n−1

i=1 ü ìqê ý ï�ðqê�%gìqî
î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAè���è�����ê�ú¿èâÿDï��
ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø¨� ý ï�ùDòeï�%gèqú¿õ ��� õ��«a ∗ � ü ��è�����ê�ú�ï

(n− 1) ü ö�õ´óqõBë(hD÷qøAù�� � ��õ�÷¼î��óAî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h
U = Φ(Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn−1) , (4)

÷¼ê
Φ ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ï7÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ï§éVùeìAøAíqî;h � ý ï�÷oïBû^ú¿ìqõ2%gèAìAù´ò���î ÿJëqõ ý ò�� h ý �øqî òfëqî>ò4ì�h�ìAì�h6�wd��\c
` õ�7�ëqõ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï��Aù�`§õBôJî ÷qð�hþëqî>ò4ì�h�ìAì�h\�wd�� ý óqõ��¼ï��4øDõBò�õ�� ùDú�õ��

ò�õ��Ì�zj�� � ÷¼êfö�î>óqê�ëAóqõBò�ê�ë�ÿ�ì�h γ ý ï�÷oï�ì¼ï � ì¼ï�óAëAèAøAð¼ï�÷ � ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú xn = x0
n �÷¼õ���è��4ñFò4èAøDõBì¼ï��4èT�4ï�øAè�"¯ð¼ï�ìAí��7ö§óqê�ëqê��4ò�õBëqê�ìAñ��

�4� ý ì¼ï�"�÷¼ê�ú�õ {Ψi(x1, x2, . . . , xn)}n−1
i=1 ü ìqê ý ï�ðqê�%gìqîoî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAè���è�����ê�ú¿èfÿDï��

ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø �
� � óqõBøAð¼ï�÷¼ê�ú¿õ

Ψi(x1, x2, . . . , xn, x
0
n) = Ψi i = 1, n− 1; (5)

� � ëqõ ý ò�� h ý ï�ò4ô´ès��è�����ê�ú|ù¾�«o	��ò�î ÷qìqõ	��ìqõ
xi � i = 1, n− 1 � ú�ï��4èqú¿ê�ú�õ

xi = ωi
(
Ψ1, . . . ,Ψn−1

)
, i = 1, n− 1; (6)

Ô � óqî ÷k���Bï�ò4èqú�õT�zf��Xù�óqõ��¼ï��4øDõBò4ù�ùDú�õBò4ùÆ�zj��
U(x1, x2, . . . , xn)|xn=x0

n
= ϕ(ω1, . . . , ωn−1); (7)

l � ý ïBú¿î>ìAèAò4ô´è òÆ�«i	�
Ψi

ì¼ï
Ψi � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ­ëqõ ý ò�� h ý õBø�óqõ	���4ï�ò4ðqê�ìqõ�
 ý ï�÷oï2�qî`TõBôJîzc

M�ç QÖ�û�º�U»º�� g���º	�� H �
�@�º� H �� g� �º�����+*��º� * �º	��kL���/\�
�
�@�+* H $��@'o��#D���� ��º�� �G
�Å �
��Ê�� H �� g�Å ·ì¼ï ý èAòeïBû5�4ñ���h¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

a1(x1, x2, . . . , xn)
∂U

∂x1
+ a2(x1, x2, . . . , xn)

∂U

∂x2
+ . . .

. . .+ an(x1, x2, . . . , xn)
∂U

∂xn
= b(x1, x2, . . . , xn).

(8)
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� ï�÷oï��¼ï�`§õBôJî�÷qð�h�ëqî>ò4ì�h�ìAì�hR� 9 �����4ï�ò4è��4ñ��@hÆ�4ï�ø¾��ïBú�õ � h�øÀî�÷qð�hÀõ�÷qìqõ��ëqî ÷qìqõBö�õ­ëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc|l ÷¼õ	��è��4ñ¯ú�ï�ðqõ4ú¿ù·õBøDõBðqî|øDõ�%gìqõ�
�ìqê�ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4è��Aìqõ�


��õ��AøAèFóqõ��¼ï��4ø�õBò�õ�
�óqõBò�ê�ë�ÿ�ìqîqò�õBì¼ï§ú�ïBû�û_÷qèAìAè�"Fëqõ ý ò�� h ý õBø � h�øAè�"Fú¿õ�%gì¼ïVóqõ��÷oï��4è¯ù�ò4èAö�ð�hD÷¼î

U(g(x, t)) = ϕ(x) +

t∫

0

b(g(x, τ)) dτ, (9)

÷¼ê
g(x, t) üþý ì¼ï2�qê�ìAì�h ëqõ ý ò�� h ý øAù¾��è�����ê�ú¿è ëqî>ò4ì�h�ìAñ·ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø ý óqõ���¼ï��4ø�õBò�õ��äù�ú¿õBò�õ��

g(x, 0) = x
ù­ú¿õ4ú�ê�ì��§�¼ï���ù

t
c

8´õBëqú�ï�ðAñ4ì¼ï�óAëqõBíqê�÷qùeë¼ï�ëqõ ý ò�� h ý ùeòeï�ìAì�h�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h�� 9 �
óqõBð�h�ö�ïBû­ò ý ì¼ï��ÿeõ�÷�%Jê�ìAìqî ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ·î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðqî>òr�³ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø4�
��è�����ê�ú¿è
dx1

a1(x1, x2, . . . , xn)
=

dx2

a2(x1, x2, . . . , xn)
= . . .

. . . =
dxn

an(x1, x2, . . . , xn)
=

dU

b(x1, x2, . . . , xn)
.

(10)

3Vø � õ Ψ1(x1, x2, . . . , xn, U), . . . ,Ψn(x1, x2, . . . , xn, U) ü ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè+�
���BèAøAès��è�����ê�ú|èm�wd2_�� � ��õo��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�h

Φ(Ψ1, . . . ,Ψn) = 0, (11)

÷¼ê
Φ ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ï�÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ïTéVùeìAøAíqî;h � ý ï�÷oïBû�ò���îDëqõ ý ò�� h ý øAèJëqî>ò4ì�h�ìAì�h� 9 �\c
c�ç JW��#2'D�&1º�û�º�U»º�� g� �º�����+*��º� *g� �
	���L
��/\�C�
�@�+* H $���'B��#D���� ��º�� g�Å ��
��Ê�� H G

�� (�Å ·ì¼ï ý èAòeïBû��4ñ��@h·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

a1(x1, x2, . . . , xn, U)
∂U

∂x1
+ a2(x1, x2, . . . , xn, U)

∂U

∂x2
+ . . .

. . .+ an(x1, x2, . . . , xn, U)
∂U

∂xn
= b(x1, x2, . . . , xn, U).

(12)

0 ù��	��û�ò�õ�� û ý ï�ðqê�%gìqî&���4ñ·øDõ4ê�éTî>íqî�û�ì���î>ò ai � i = 1, n
�4ï

b
ìqêJðAèAôJêJò�î ÷

x1, x2, . . . , xn � ï�ðqêI" ò�î ÷
U
c 0 è�����ê�ú�ï·ëqî>ò4ì�h�ìAñ�ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø�÷qð�hK�wd�a	�

ï�ìqï�ðqõBö�î#�Aì¼ïs�wd2_��\c



d2`�a : Ê�C�Ç�ÕVÊ�Ï g
` õ�7 ý ì¼ï�"��4èÂëqõ ý ò�� h ý õBø U = U(x1, x2, . . . , xn)

ëqî>ò4ì�h�ìAì�h��wd�a	� � h�øAè�"
ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�hAûgóqõ��¼ï��4ø�õBò4ùþù�ú¿õBò4ù¨�zj�� � ÷¼êJö�î>óqê�ëAóqõBò�ê�ë�ÿ�ì�h γ ý ï�÷oï�ì¼ï � ì¼ï�óAëAè+�øAðqï�÷ � ëqî>ò4ì�h�ìAì�hAú f(x1, x2, . . . , xn) = 0 � �4ëqê�7�ï ý ��è�����ê�ú¿è





f(x1, x2, . . . , xn) = 0;

Ψi(x1, x2, . . . , xn, U) = Ci;

U = ϕ(x1, x2, . . . , xn)

(13)

ò4è�ðAù �Aè��4è
x1, x2, . . . , xn, U � ÷¼î&���4ï�ò4ô´èo�4èqú¾��ïBú¿èqú¾��óqî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAì�hFò4èAö_ð�h �

÷qù
F (C1, C2, . . . , Cn) = 0. (14)

kTî ÷k���Bï�ò4èAò4ô´è ò �wd p � ý ïBú�î&���4ñ Ci � i = 1, n ý ì¼ï��qê�ìAì�h ÿDï�ë¼ï�ø���ê5�
ëAè����4èAøÌ�

n
ìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðqî>ò-��è�����ê�ú¿è ëqî>ò4ì�h�ìAñäÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø4�

Ψi(x1, x2, . . . , xn) � i = 1, n � ÷¼î&���Bï�ìqê�ú�õJëqõ ý ò�� h ý õBø¯óqõ	���Bï�ò4ðqê�ìqõ�
 ý ï�÷oï��qîT`§õ��ôJî�c
uIv)wyxkzy{4|¨}4~ N õ ý ò�� h ý ï��4è·ëqî>ò4ì�h�ìAì�h

(
1 + x2

) ∂z
∂x

+ xy
∂z

∂y
= 0

�BïJò4è�÷¼î>ðAè��4è�î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAù¯óqõBò�ê�ë�ÿ�ì�� � h�ø�ïgóAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñI�qê�ëqê ý øAëAèAò4ù z = y2

ì¼ï´óAðqõ � èAìqî x = 0
c

�n��'D�P( * '�#��º� *4� 0 øAð¼ï�÷¼ê�ú�õo��è�����ê�ú|ù­ëqî>ò4ì�h�ìAñgÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø
dx

1 + x2
=
dy

xy
.

8
ùeìAøAíqî;h
Ψ1 = y2

1+x2

û´ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø�õ�� � ï�õ��	%´ê � z = Φ
(

y2

1+x2

)
� ÷¼ê Φ

ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ï ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ï�éVùeìAøAíqî;h � ý ï�÷oïBûþú¿ìqõ2%gèAìAù�ò���î ÿ�ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò
ý ï�÷oï�ìqõBö�õfëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc` õ�7fëqõ ý ò�� h ý ï��4è�óqõ	���Bï�ò4ðqê�ìAù ý ï�÷oï2�Aù `§õBôJî � óqõBøAð¼ï�÷¼ê�ú¿õ x = x0 = 0

ù
��óAî>ò4ò�î ÷qìqõBôJê�ìAìqî

Ψ1 = y2

1+x2 � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ Ψ1 = y2 � ý ò�î ÷qøAè y =
√

Ψ1
c�p�õ4ú¿ù

z = y2 =
(√

Ψ1

)2
= y2

1+x2

î�ûVô´ùDø�ï�ìAèqú�ëqõ ý ò�� h ý ø�õ4ú ý ï�÷oï��qîY`TõBôJîzcuIv)wyxkzy{4|6�P~)� ì¼ï�"��4è·ú¿ìqõ2%gèAìAù­ëqõ ý ò�� h ý øqî>òFëqî>ò4ì�h�ìAì�h

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= 2xy
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�Bï^ò4è�÷¼î>ðAè��4è°�4ï�øqî�ëqõ ý ò�� h ý øAè �2� õ ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñ7ùDú�õBò4ù z = x2 óAëAè y = x

c
�n��'D�P( * '�#��º� *4� 0 øAð¼ï�÷oïBû�ú¿õ@��è�����ê�ú|ù­ëqî>ò4ì�h�ìAñgÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAø

dx

x
=
dy

y
=

dz

2xy

�Bï ý ì¼ï�ÿeõ�÷qèqú�õo
Y
|÷qòeïFìqê ý ï�ðqê�%gìAè�ÿ î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAèR�³ÿDï�ë¼ï�ø���ê�ëAè����4èAøAè4�
Ψ1 = y

x �
Ψ2 = xy − z

cP���	%´ê � ú¿ìqõ2%gèAìAùþò���î ÿþëqõ ý ò�� h ý øqî>ò�ëqî>ò4ì�h�ìAì�h ú¿õ�%gì¼ïFóqõ�÷oï��4èùFò4èAö�ð�hD÷¼î
Φ
(y
x
, xy − z

)
= 0. (15)

� ï�ùeòeï�%gèqú�õ ��� õX�wd�o	�iú¿õ�%gì¼ïJëqõ ý ò�� h ý ï��4è¯ò�î ÷qìqõ	��ìqõ z � ÷¼î&���4ï�ìqê�ú¿õ��

z = xy + f
(y
x

)
, (15∗)

÷¼ê
f ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ïgìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõg÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî#"qõBò4ì¼ïFéVùDìAøAíqî;hTck§õ����4ï�ò4ðqê�ì¼ï ý ï�÷oï2�¼ï `§õBôJî ëqõ ý ò�� h ý ù�û��4ñ��@h ìqê�õ�÷qìqõ ý ì¼ï��Aìqõ�c 0 óAë¼ï�òB÷¼î ���è�����ê�ú�ïJëqî>ò4ì�h�ìAñ { Ψ1 = 1;

Ψ2 = x2 − z

ìqê§ú¿õ�%´ê�7Bù �4è¯õ�÷qìqõ ý ì¼ï��Aìqõfëqõ ý ò�� h ý ï�ì¼ï
ò�î ÷qìqõ	��ìqõ

x � z cnkVëqõ���ê � ò4èqú�ï�ö�ï����Aè �Î� õ	7ÀòK�wd�o ∗ � z = x2 óAëAè
y = x �ú�ï��4èqú¿ê�ú�õ

f(1) = 0
c��t�	%Jê � ý ï�÷oï2�¼ï `TõBôJî§ú�ïBûÆ74ê ý ðqî#� ëqõ ý ò�� h ý øqî>ò � h�øqî

ý ï�÷oï����4ñ���h�éTõBëqú|ù�ðqõ��Ñ�wd�o ∗ � � ÷¼ê f ü ÷¼õBò�î>ðAñ4ì¼ï ìqê�óqê�ëqê�ëAò4ìqõÀ÷qèqéTê�ëqê�ìAíqî �"qõ�ò4ì¼ïféVùeìAøAíqî;h��4ï�ø�ï ��� õ f(1) = 0
c

N õ ý ò�� h ý ï��4è¯ëqî>ò4ì�h�ìAì�hP�
æ+M�¯�©�ç

y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0.

æ+M�¯4ª�ç
(x− z)

∂u

∂x
+ (y − z)

∂u

∂y
+ 2z

∂u

∂z
= 0.

æ+M�¯4«�ç
(x+ 2y)

∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= 0.

æ+M�¯ ¬ ç
y
∂z

∂x
+ x

∂z

∂y
= x− y.

æ+M�¯4­�ç (
x2 + y2

) ∂z
∂x

+ 2xy
∂z

∂y
+ z2 = 0.

æ+M�¯4®�ç (
x2 + y2

) ∂z
∂x

− y2 − z2 = 0.



d2` p : Ê�C�Ç�ÕVÊ�Ï g
æ+MÈæ ¯ ç

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= 2xy

√
a2 − z2.

æ+MÈæ¼æ¼ç (
z2 + y2 − x2

) ∂z
∂x

− 2xy
∂z

∂y
+ 2xz = 0.

æ+MÈæ+M�ç ∂u
∂x

+
∂u

∂y
= au.

æ+MÈæ+c�ç
(x− a)

∂u

∂x
+ (y − b)

∂u

∂y = u− c
.

æ+MÈæ�©�ç
(cy − bz)

∂z

∂x
+ (az − cx)

∂z

∂y
= bx− ay.

æ+MÈæ+ª�ç
x2∂u

∂x
+ y2∂u

∂y
+ z2∂u

∂z
= u.

æ+MÈæ+«�ç (
x3 + 3xy2

) ∂z
∂x

+ 2y3∂z

∂y
= 2y2z.

æ+MÈæ ¬ ç
xy
∂z

∂x
− y2∂z

∂y
= x2.

æ+MÈæ+­�ç
(y + z + u)

∂u

∂x
+ (x+ z + u)

∂u

∂y
+ (x+ y + u)

∂u

∂z
= x+ y + z.

æ+MÈæ+®�ç
ex
∂u

∂x
+ y2∂u

∂y
= yex.

N õ ý ò�� h ý ï��4è ý ï�÷oï2�qî `TõBôJîl�
æ+M�M�¯ ç

y2 ∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= x, x = 0, z = y2.

æ+M�M�æ¼ç
x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z − xy, x = 2, z = y2 + 1.

æ+M�MkM�ç
tg x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z, y = x, z = x3.

æ+M�Mkc�ç
y2 ∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= x, x = 0, z = y2.

æ+M�M�©�ç
2
√
x
∂z

∂x
− y

∂z

∂y
, z = y2, x = 1.

æ+M�Mkª�ç ∂u
∂x

+
∂u

∂y
+ 2

∂u

∂z
= 0, u = yz, x = 1.

æ+M�Mk«�ç
x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ xy

∂u

∂z
= 0, u = x2 + y2, z = 0.
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æ+M�M ¬ ç

x
∂z

∂x
− 2y

∂z

∂y
= x2 + y2, y = 1, z = x2.

æ+M�Mk­�ç
tg x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z, y = x, z = x3.

æ+M�Mk®�ç
x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z − x2, y = −2, z = x− x2.

æ+M�c�¯ ç
z
∂z

∂x
− xy

∂z

∂y
= 2xz, x+ y = 2, zy = 1.

æ+M�c�æ¼ç
z
∂z

∂x
+
(
z2 − x2

) ∂z
∂y

+ x = 0, y = x2, z = 2x.

æ+M�ckM�ç
(y − z)

∂z

∂x
+ (z − x)

∂z

∂y
= x− y, y = −x = z.

æ+M�ckc�ç
y2 ∂z

∂x
+ yz

∂z

∂y
+ z2 = 0, y = x, x− yz = 1.

æ+M�c�©�ç ∂u
∂x

+
∂u

∂y
+ 2

∂u

∂z
= 0, u(x, 1, z) = xz.

æ+M�ckª�ç
xy
∂u

∂x
+ x2∂u

∂y
= y, u(x, 0) = x2.

æ+M�ck«�ç
(x− 2ey)

∂u

∂x
− ∂u

∂y
= 0, u(x, 0) = x.

æ+M�c ¬ ç
x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= x− y, u(1, y) = y + ey.

æ+M�ck­�ç
x2∂u

∂x
− xy

∂u

∂y
= x2, u(x, x) = y +

x

3
.

æ+M�ck®�ç � ì¼ï�"��4è�óqõBò�ê�ë�ÿ�ì�� � h�øAï¯óAëqõ�ÿeõ�÷qè��4ñÆ�qê�ëqê ý óAë6hAú¿ù x = y � z = 1
î

õBë+��õBö�õBì¼ï�ðAñ4ì¼ïg÷¼õgóqõBò�ê�ë�ÿeõBìAñ
x2 + y2 + z2 = Cy

c
æ+M+©4¯ ç � ì¼ï�"��4èþõBë���õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqî)�4ë¼ïBû�ø���õBëqî 
e��î�ú²� 
�óAðqõ � èAì y = Cx

c
æ+M+©�æ¼ç � ì¼ï�"��4è·óqõBò�ê�ë�ÿ�ìqî � õBë���õBö�õBì¼ï�ðAñ4ìqîy��î�ú²� 
�óqõBò�ê�ë�ÿeõBìAñ z2 = Cxy

c
æ+M+©qM�ç 0 øAð¼ï����4èþëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý �¼ï����4èAìAìAèqú¿èþóqõ�ÿAî ÷qìAèqú|è � h�øqî ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñù���î øDõBìqî#�Aìqî�óqõBò�ê�ëeÿDìqî ý ò�ê�ëAô´èAìqõ�� ù�÷oï�ìqî#"s��õ��Aíqî

(x0, y0, z0)
î ëqõ ý ò�� h ý ï��4è"qõ�ö�õ�c

æ+M+©qc�ç 0 øAð¼ï����4èþëqî>ò4ì�h�ìAì�h ý �¼ï����4èAìAìAèqú¿èþóqõ�ÿAî ÷qìAèqú|è � h�øqî ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñíAè�ðqî>ì�÷qëAè��Aìqî�óqõBò�ê�ëeÿDìqî � �4ò�î>ëAìqî|h�øAè�ÿFó¼ï�ë¼ï�ðqê�ðAñ4ìqî�ò�ê�ø���õBëAù (a, b, c)
c N õ ý ò�� h �

ý ï��4è¯íqêTëqî>ò4ì�h�ìAì�hTc



d2`Df : Ê�C�Ç�ÕVÊ�Ï g
æ+M+©k©�ç nXèAø�õBëAè�����õBò4ù����Aè�ëqê ý ù�ðAñ��Bï��
óqõBóqê�ëqê�÷qìAñBõ�
 ý ï�÷oï2�qî � ý ì¼ï�"��4èFëqî>ò4ì�h�ìAì�híAè�ðqî>ì�÷qëAè��Aìqõ�

óqõBò�ê�ëeÿDìqî ý �4ò�î>ëAìAèqú¿è � ó¼ï�ë¼ï�ðqê�ðAñ4ìAèqú|è ò�ê�ø���õBëAù

(1,−1, 1) ��BïJì¼ï�óAë6hAú¿ìqõ��
x+ y + z = 0 � x2 + xy + y2 = 1

c
æ+M+©qª�ç � ì¼ï�"��4è�óqõBò�ê�ëeÿDìqî � 7Bù�÷qñ��«h�øAï
÷¼õ��4è��Aì¼ïJóAðqõ � èAì¼ï´÷¼õ�h�øAè�ÿ­óqê�ëqê��4èAì¼ïBûò�î#��ñ

Ox
ùI��õ��Aíqî ý ï�7	��íAè���õ�� � òB÷qò�õ4ûTú�ê�ìAôJõ�� ò�î ÷þï�7	��íAè���èT��õ��AøAè�÷¼õ��4èAøAù�c

N õ ý ò�� h ý ï��4èT��è�����ê�ú¿è)�
æ+M+©q«�ç





∂z

∂x
=
z

x
;

∂z

∂y
=

2z

y
.

æ+M+© ¬ ç




∂z

∂x
= y − z;

∂z

∂y
= xz.

æ+M+©q­�ç




∂z

∂x
= 2yz − z2;

∂z

∂y
= xz.

� ì¼ï�"��4èÀóqõBò�ê�ë�ÿ�ìqî � h�øqî ý ï�÷¼õBò�õBðAñ4ì�h+���4ñ·ëqî>ò4ì�h�ìAì�hÍkTé§ïBéTé§ï ^ d2_ � ÷¼õ�÷oï����õ�ø d�aø�
æ+M+©q®�ç

3yz dx+ 2xz dy + xy dz = 0.
æ+M�ª�¯ ç

(z + xy)dx−
(
z + y2

)
dy + y dz = 0.

æ+M�ª�æ¼ç
(2yz + 3x) dx+ xz dy + xy dz = 0.

æ+M�ªkM�ç
dz = z

x dx+ 2z
y dy.æ+M�ªkc�ç

dz =
(
2yz − z2

)
dz + xz dy.

� ì¼ï�"��4è¯óqõBò4ìqî î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAè·ëqî>ò4ì�h�ìAñ ^ d2_ � ÷¼õ�÷oï���õBø d�aø�
æ+M�ª�©�ç

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
+ ϕ

(
∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
= z.

æ+M�ªkª�ç 1

y2

(
∂z

∂x

)2

− 1

x

∂z

∂y
= 0.

� ì¼ï�"��4è�óqõBò4ìqîÈî>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAè­ëqî>ò4ì�h�ìAñgú�ê���õ�÷¼õ4ú � ï�ö�ë¼ï�ì�%gï ü Ç ï�ëAóqî ^ d2_ � ÷¼õ��
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÷oï���õBø d�aø�
æ+M�ªk«�ç

z2 +
∂z

∂x
+
∂z

∂y
= 0.

æ+M�ª ¬ ç
z2 + 1 +

∂z

∂x
+
∂z

∂y
= 0.

æ+M�ªk­�ç
z
∂z

∂x
+
∂z

∂y
= 0.

æ+M�ªk®�ç 1

y

√
∂z

∂x
− 1

x2

∂z

∂y
= 0.
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¿�ÀLÁ�ÂLÃÄÀ�ÅYÈ

ОСНОВНI ПЕРВIСНI
(a, b, n – сталi)

�

æ¼ç ∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
(n ∈ Z, n 6= −1).

M�ç ∫ dx

x
dx = ln |x|.

c�ç ∫
ax dx =

ax

ln a
(a > 0, a 6= 1).

©�ç ∫
ex dx = ex.

ª�ç ∫
sinx dx = − cosx.

«�ç ∫
cosx dx = sinx.

¬ ç ∫ dx

sin2 x
dx = − ctg x.

­�ç ∫ dx

cos2 x
= tg x.

®�ç ∫
tg x dx = − ln | cosx|.

æ ¯�ç ∫
ctg x dx = ln | sinx|.

æ¼æqç ∫ dx

sinx
= ln

∣∣∣tg
x

2

∣∣∣ .

æ+MÈç ∫ dx

cosx
= ln

∣∣∣tg
(x

2
+
π

4

)∣∣∣ .

æ+cÈç ∫
x sin ax dx =

sin ax

a2
− x cos ax

a
.

æ�© ç ∫
x cos ax dx =

cos ax

a2
+
x sin ax

a
.

É VÈM�à@æ�à,S Ü�M�ä0RwÛ�S8é�à\Ü�Ü�êÖéFî�ÛDà�é�Ý8èÖâ�à�ð�M\Ý�Ü�à�èÖãOï�Û�3ASHæ!é\Ý�î�S�a�äwÜDàFßHà�ÛDà@áDÝWð�Þ�ï�Û�ï�â�äwÜ�Ü8ê�Ê
Ü�à�î�Û�Ý�Þ8æ�à@ágó�ßHà�3ºS ð�M\ç ∫

sinxdx = − cosx+ C
î�Ý�Znä�3�ï ∫

sinxdx = − cosx



d2`	`
æ+ªÈç ∫

xeax dx =
eax

a2
(ax− 1).

æ+«Èç ∫
xneax dx =

1

a
xneax − n

a

∫
xn−1eax dx.

æ ¬ ç ∫
eax sin bx dx =

eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx).

æ+­Èç ∫
eax cos bx dx =

eax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx).

æ+®Èç ∫
eax sinn x dx =

eax sinn−1 x

a2 + n2
(a sinx− n cosx)+

+
n(n− 1)

a2 + n2

∫
eax sinn−2 x dx.

M�¯�ç ∫
eax cosn x dx =

eax cosn−1

a2 + n2
(a cosx+ n sinx)+

+
n(n− 1)

a2 + n2

∫
eax cosn−2 x dx.

M�æqç ∫
xeax sin bx dx =

xeax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx)−

− eax

(a2 + b2)2
((
a2 − b2

)
sin bx− 2ab cos bx

)
.

MkMÈç ∫
xeax cos bx dx =

xeax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx)−

− eax

(a2 + b2)2
((
a2 − b2

)
cos bx+ 2ab sin bx

)
.

MkcÈç ∫
sinn ax dx = −sinn−1 ax cos ax

na
+
n− 1

n

∫
sinn−2 ax dx.

M�© ç ∫
cosn ax dx = −cosn−1 ax sin ax

na
+
n− 1

n

∫
cosn−2 ax dx.

MkªÈç ∫
xneax dx =

1

a
xneax − n

a

∫
xn−1eax dx.

Mk«Èç ∫ eax

x
dx = lnx+

ax

1 · 1!
+

(ax)2

2 · 2!
+

(ax)3

3 · 3!
+ . . . (x > 0).

M ¬ ç ∫ dx

1 + eax
=

1

a
ln

eax

1 + eax
.

Mk­Èç ∫
lnx dx = x lnx− x (x > 0).



a�_�_
Mk®Èç ∫

arcsin
x

a
dx = x arcsin

x

a
+
√
a2 − x2.

c�¯�ç ∫
arccos

x

a
dx = x arccos

x

a
−
√
a2 − x2.

c�æqç ∫
tg(ax) dx = −1

a
ln | cos(ax)|.

ckMÈç ∫
ctg(ax) dx =

1

a
ln | sin(ax)|.

ckcÈç ∫
sh(ax) dx =

1

a
ch(ax).

c�© ç ∫
ch(ax) dx =

1

a
sh(ax).

ckªÈç ∫
x sh(ax) dx =

1

a
x ch(ax) − 1

a2
sh(ax).

ck«Èç ∫
x ch(ax) dx =

1

a
x sh(ax) − 1

a2
ch(ax).

c ¬ ç ∫ √
a2 − x2 dx =

1

2

(
x
√
a2 − x2 + a2 arcsin

x

a

)
.

ck­Èç ∫
x
√
a2 − x2 dx = −1

3

√
(a2 − x2)3.

ck®Èç ∫ √
x2 + a2 dx =

1

2

(
x
√
x2 + a2 + a2 ln

∣∣∣x+
√
a2 + x2

∣∣∣
)
.

©4¯�ç ∫ √
x2 − a2 dx =

1

2

(
x
√
x2 − a2 − a2 ln

∣∣∣x+
√
x2 − a2

∣∣∣
)
.

©�æqç ∫ dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
.

©qMÈç ∫ dx√
x2 + a2

= arcsh
x

a
= ln

∣∣∣x+
√
x2 + a2

∣∣∣ .

©qcÈç ∫ dx√
x2 − a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣ .



a�_gd
¿�ÀLÁ�ÂLÃÄÀ�ÅÌË

ОСНОВНI РЯДИ ТА СПЕЦIАЛЬНI ФУНКЦIЇ

æ¼ç
(1 + x)p = 1 +

∞∑
k=1

p(p+1)...(p+k−1)
k! · xk

[|x| < 1
óAëAè

p < 0, |x| ≤ 1
óAëAè

p > 0]
c

M�ç
ex =

∞∑
k=0

xk

k! [x ∈ R].

c�ç
ln(1 − x) = −

∞∑
k=0

xk

k [−1 ≤ x < 1].

©�ç
ln 1+x

1−x = 2
∞∑
k=0

x2k+1

2k+1 [|x| < 1].

ª�ç
ln
(
x+

√
x2 + 1

)
= x+

∞∑
k=1

1·3·...·(2k−1)
2·4·...·(2k)

x2k+1

2k+1 [|x| < 1].

«�ç
ln
(
x+

√
x2 − 1

)
= ln 2x−

∞∑
k=1

1·3·...·(2k−1)
2·4·...·(2k)

x−2k

2k [x > 1].

¬ ç
sinx = eix−e−ix

2i =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k+1)!x
2k+1 [x ∈ R].

­�ç
cosx = eix+e−ix

2 =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)! x
2k [x ∈ R].

®�ç 1
sin x = 1

x + 2
∞∑
k=1

22k−1−1
(2k)! x2k |B2k|x2k−1 [|x| < π].

�

æ ¯�ç 1
cosx =

∞∑
k=1

|E2k|
(2k)!x

2k [|x| < π
2 ].

æ¼æqç
tg x =

∞∑
k=1

22k(22k−1)
(2k)! |B2k|x2k−1 [|x| < π

2 ].

æ+MÈç
ctg x = 1

x −
∞∑
k=1

22k

(2k)! |B2k|x2k−1 [|x| < π].

æ+cÈç
shx = ex−e−x

2 =
∞∑
k=0

x2k+1

(2k+1)! [x ∈ R].

æ�© ç
chx = ex+e−x

2 =
∞∑
k=1

x2k

(2k)! [x ∈ R].

æ+ªÈç
thx = ex−e−x

ex+e−x =
∞∑
k=1

22k(22k−1)
(2k)! B2kx

2k−1. [|x| < π
2 ].

Í R S�M S�é_î�ï@áDà�æ�ç�Z�ï�3AS�ë Bn

ñ â�ÝDðtæDà^h�äwÛ�Ü�SHæ�æDS ó
En

ñ â�ÝDðtæDà�ÎqQ8æDäwÛ�à



a�_�a
æ+«Èç

cthx = ex+e−x

ex−e−x =
∞∑
k=1

22k

(2k)!B2kx
2k−1 [|x| < π].

æ ¬ ç
arcsinx = 2

∞∑
k=0

(2k)!
(k!)2(2k+1)

(
x
2

)2k+1
[|x| ≤ 1].

æ+­Èç
arccosx = π

2 − 2
∞∑
k=0

(2k)!
(k!)2(2k+1)

(
x
2

)2k+1
[|x| ≤ 1].

æ+®Èç
Γ(x) =

∞∫

0

sx−1e−s ds ü ö�ïBú¿ú�ï��#éVùeìAøAíqî;h (x > 0) �
Γ(n) = (n− 1)! (n ∈ N); Γ(x+ 1) = xΓ(x); Γ(x) · Γ(1 − x) = π

sinπx
�

Γ(x)Γ
(
x+ 1

2

)
= 21−2x · √π Γ(2x).M�¯�ç 8
ùeìAøAíqî;h ^iê�����ê�ð�hÍd5��ö�õJëqõ�÷qù�óqõBë(hD÷qøAù

n
�

Jn(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

kΓ(n+k+1)

(
x
2

)n+k
.

M�æqç 8
ùeìAøAíqî 
eÕe"Aëqîl�
Ai(x) = 1 + x3

2·3 + x6

2·3·5·6 + . . .+ x3k

2·3·5·6·...·3k(3k−1) + . . . ;

Bi(x) = x+ x4

3·4 + x7

3·4·6·7 + . . .+ x3k+1

3·4·6·7·...·3k(3k+1) + . . . .

MkMÈç
S(x) =

1√
2π

x∫

0

sin t√
t
dt ü ��èAìAù��5�#î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðÆ8
ëqê�ìqê�ð�h �

C(x) =
1√
2π

x∫

0

cos t√
t
dt ü ø�õ	��èAìAù��5�#î>ì���ê�ö�ë¼ï�ð¾8
ëqê�ìqê�ð�hTc

MkcÈç
si(x) = −

∞∫

x

sin t

t
dt ü î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�"r��èAìAù�� �

ci(x) = −
∞∫

x

cos t

t
dt ü î>ì���ê�ö�ë¼ï�ðAñ4ìAè�"·ø�õ	��èAìAù���c
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ВIДПОВIДI

Ï8Ð Ì
y =

1

x
+ C.

Ï)Ñ Ì
y = ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣ . Ï�Ï Ì y = 0.
Ï8Ò Ì

y = ±π
2
.
Ï�Ó Ì

y = ±1;

y =
1

x2 − 1
, (|x| < 1).

Ï8Ô Ì
y = x; y =

√
x2 − 1.

Ï8Õ Ì
y = ±π

2
.
Ò�Ö Ì

x = ±π
2
.
Ò�× Ì

x = ±π
2
.
Ò?Ø Ì

y = 0.
Ò�Ð Ì

x = −1; y = 0.
Ò?Ï Ì

y = ±1.
×)Ö?Ó Ì

y = x2, x ≥ 0;

y = 0.
×)Ö�Ô Ì

y = 0.
×)Ö�Õ Ì

y = lnx.
×�×)Ö Ì

y = ex.
×�×�× Ì

y = − cosx +
1

3
cos3 x + C.

×�×)Ø Ì
y = ex

(
x2 − 2x+ 2

)
+ C.

×�×)Ð Ì
y =

1

2
x
√

1 − x2 +
1

2
arcsinx + C.

×�×5Ñ Ì
y = 2 (

√
x− ln (

√
x+ 1))+C.

×�×8Ï Ì
y = ln

(√
x2 + 1 + 1

)
+C.

×�×)Ò Ì
y = ln

(
x2 + 1

)
+C.

×�×)Ó Ì
y = x sinx + cosx + C.

×�×)Ô Ì
y =

(
x+

1

2
sin 2x

)
+ C.

×�×)Õ Ì
y =

∫ x

lnx
dx+ C.

×8Ø)Ö Ì
y =

∫ ex

x
dx + C.

×8Ø?× Ì
y = −1

8
cos 4x +

1

4
cos 2x + C.

×8Ø�Ø Ì
y =

∫ dx

lnx
+ C.×8Ø)Ð Ì

y = ln
∣∣2
√
x2 + x+ 2x+ 1

∣∣+ C.
×8Ø)Ñ Ì

y = x lnx+ C.
×8Ø�Ï Ì

e−y = −x+ C.
×8Ø8Ò Ì

y = cex −1.
×8Ø�Ó Ì ∫ dy

ln y
= x+C.

×8Ø8Ô Ì
y = arctg y+x+C.

×)Ð�Ö Ì
y− ln |y+1| = x+C.×)Ð?× Ì

y = (x + C)2; x ≥ −C î�Û�Ý
y ≥ 0

Ê
x ≤ −C î�Û�Ý

y ≥ 0
Ê
y = 0.

×)Ð?Ø Ì
tgy = x + C.

×)Ð�Ð Ì √
y − x + ln |√y − x − 1| =

1

2
x + C.

×)Ð8Ñ Ì
ln |x + y| − y = C.

×)Ð�Ï Ì
y = x +

(x+ C)2

4
, x ≥ −C, y = x

Ì ×)Ð�Ò Ì
y = x2 − (x− C)2

4
, x ≤ C; y = x2.

×)Ð�Ó Ì
arctg y + C =

√
1 + x2

√
1 + y2 + y − x

1 + xy
.
×)Ð�Ô Ì dρ

dϕ
= − b

a
ρ, ρ = C exp

(
− b

a
ϕ

)
,

√
x2 + y2 = C exp

(
− b

a
arctg

y

x

)
.
×)Ð�Õ Ì

y = C(x + 1)e−x; x = −1.
×5Ñ?Ö Ì

y = 2 +C cosx.
×5Ñ?Ö Ì

(x+ y)(x− y− 2) + 2 ln

∣∣∣∣
1 + x

1 − y

∣∣∣∣ = C.
×5Ñ�Ø Ì

1 + ey = C
(
1 + x2

)
.

×5Ñ�Ð Ì
1 + y2 = C

(
1 − x2

)
.
×5Ñ�Ñ Ì

2
√

(x+ 1)3 + 6
√
x+ 1 − 3e−y(y + 1) = C.×5Ñ?Ï Ì 2x√

x2 + 1
− ln

(
1 + y2

)
= C.

×5Ñ?Ò Ì
2 arcsin(sinx − cosx) + arctg y2 = C;

arctg y2 +2 arcsin(sinx−cosx) = π.
×5Ñ�Ó Ì

y = a+
Cx

ax+ 1
.
×5Ñ?Ô Ì

arcsinx+arcsin y = e.×5Ñ�Õ Ì √
y − √

x = C, x > 0, x > 0; y = 0 (x > 0), x = 0 (y > 0).
×8Ï8Ö Ì

2ey − e2x + 2arctg y + ln
(
1 + y2

)
= C.

×8Ï?× Ì
y = arctg

(
1 − 2

x

)
+ 2π.

×8Ï�Ø Ì
y = 2.

×8Ï)Ð Ì dy

dx
=

a2 − y2

2ay
; y2 = a2 + Ce−

x
a .
×8Ï)Ñ Ì

y′ =
2kx

k2x2 − 1
.
×8Ï8Ò Ì dρ

dθ
; ρ = Ce

θ
a .



a�_ p Ù =UC5?DÊ�Ü�=UC5=
×8Ï8Ó Ì dy

dx
=

p

y
; y2 = 2p(xC).

×8Ï8Ô Ì dT

dt
= k(T − 20); T = 20 + 80 · 2− t

20 ; 60 Ú)Û í
×8Ï)Õ Ì

x(t) = x(0) · 2 t
20 ; x(t) = 0, 01 · x(0)

î�Û�Ý
t =

60

lg 2
≈ 200

tÝÜDí ×)Ò�Ö Ì
v(t) =

(
2

3

) 4
t

Þ9ß8à Ê v(t) = 0, 01
î�Û�Ý

t = 4

(
2

lg 1, 5
+ 1

)
≈ 50 à ó�Z"æ�ê8è s =

6

lg 1, 5
≈ 15 Þ í ×)Ò�× Ì

y(x) = y(0) · 2− t
35 ; y(200) = y(0) · 2− 40

7 ≈ 0, 02 · y(0);
î�ï�R«æDÝ�ÜDà_W0M\ç�ðzê

98%.
×)Ò?Ø Ì ×"S ðtæ�ê

ß0R�ï�Û�ê�Ü�Ü�ê^3ºà\ð�Ý
x
îDà@æDÝ�é�à�Z�é�Ý8áDÞ�S ð�M\ç'ÛDà�Þ8ä0M\Ý

v(x) = C ln
M

M − x
; v(M−m) = C ln

M

m
.

×)Ò�Ð Ì
h(t) á é�Ý�ð�ï�M�à Û�S é\Ü�ê é\ï@á�Ý�Ê √

H −
√
h = 0, 3

√
2g
r2

R2
t; h(t) = 0

î�Û�Ý

t =
R2

0, 3r2

√
H

2g
≈ 1050 c ≈ 17, 5 Ú8Û í ×)Ò8Ñ Ì (2R−h(t)) 3

2 = 0, 45πr2
√

2g
t

H
; h(t) = 0

î�Û�Ý

t = − 2RH

0, 45πr2

√
R

g
.
×)Ò?Ï Ì

H

5

2 − (H(t))
5
2 =

3d2H2t

8R2

√
2g; h(t) = 0

î�Û�Ý
t =

4R2

3d2

√
2Hg.

×)Ò8Ò Ì
x = Cr4.

×)Ò?Ó Ì
y′ =

2y

x
.
×)Ò�Ô Ì − y

x
.
×)Ò�Õ Ì √y

x
.
×8Ó8Ö Ì

y′ =
2xy

x2 − y2
.
×8Ó?× Ì

x dx +
(
y −

√
x2 + y2

)
dy = 0.

×8Ó�Ø Ì
y′ =

x+ y

x
.
×)Ô�× Ì

x3 + 3x2y − y3 = C.

×)Ô8Ð Ì
x2 − 2xy + 2y2 = C.

×)Ô8Ñ Ì [
y = C|x|b +

a

1 − b
x, (x 6= 0)

î�Û�Ý
b 6= 1;

y = Cx+ ax · ln |x|, (x 6= 0)
î�Û�Ý

b = 1.×)Ô�Ï Ì
x = y(C + ln |y|), y 6= 0.

×)Ô�Ò Ì
x = y(C − ln |y|), y 6= 0.

×)Ô?Ó Ì
√
x2 + y2 = C exp

(
− arctg

y

x

)
.
×)Ô�Ô Ì

x2 − y2 = C.
×)Ô�Õ Ì

2y3 − 3xy2 + 6x2y = C.

×)Õ8Ö Ì
ln
(x+ y

x

)
= Cx.

×)Õ�× Ì
lnCx = ctg

(
1

2
ln
y

x

)
; y = xe2πk, k ∈ Z.

×)Õ?Ø Ì
x lnCx = 2

√
xy; y = 0; x = 0.

×)Õ�Ð Ì
(y − 2x)3 = C(y − x − 1)2; y = x + 1.

×)Õ8Ñ Ì
2x+y−1 = Ce2y−x.

×)Õ?Ï Ì
y+2 = C exp

(
−2 arctg

y + 2

x− 3

)
.
×)Õ�Ò Ì

ln
x+ y

x+ 3
= 1+

C

x+ y
.

×)Õ�Ó Ì
x2y4 lnCx2 = 1; y = 0, x = 0.

×)Õ�Ô Ì
x2 =

(
x2 − y

)
lnCx; y = x2.

×)Õ�Õ Ì
y2e

− 1
xy = C; y = 0, x = 0.

Ø8Ö�Ö Ì (
2
√
y − x

)
ln
(
C
(
2
√
y − x

))
= x, 2

√
y = x.

Ø8Ö?× Ì
2

√
1

x2y2
− 1 = − lnCx, xy2 = 1; y = 0.

Ø8Ö?Ø Ì
arcsin

y2

|x|b = lnCx2.
Ø8Ö8Ñ Ì

y′ =
y2 − x2

2xy
, x2 + y2 − Cx = 0; y′ = − y

x
, y = Cx (C 6= 0); xy′ = y +

√
x2 + y2,

y =
Cx

2
− 1

2C
(C > 0); xy′ = y −

√
x2 + y2, y =

x2

2C
+
C

2
(C > 0).

Ø8Ö?Ï Ì
y

y′
=
x+ y

2
; (x− y)2 − Cy = 0.

Ø8Ö�Ò Ì y − xy′

yy′ + x
= k;

√
x2 + y2 = C exp

(
− 1

k
arctg

y

x

)

à Ú ï
r = C exp

(
− θ
k

)
.
Ø8Ö?Ó Ì 1

m
− 1

n
= 1.

Ø8Ö�Õ Ì
y = sinx + C cosx.

Ø?×)Ö Ì
y = (2x + 1)(C + ln |2x + 1|) + 1.

Ø?×�× Ì
xy = C − ln |x|. Ø?×8Ø Ì y = x(C + sinx).Ø?×5Ð Ì

y2 = x2 − 1 + C
∣∣x2 − 1

∣∣ 12 . Ø?×5Ñ Ì x2(C − cos y) = y; y = 0.
Ø?×8Ï Ì
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y−3 = C cos3 x − 3 sinx cos2 x.

Ø?×)Ò Ì
x2(C − cos y) = y; y = 0.

Ø?×8Ó Ì
y = x4 ln2 Cx;

y = 0.
Ø?×)Ô Ì

xy
(
C − ln2 y

)
= 1.

Ø�Ø�Ø Ì
ln y = e

x2

2
−2x

[
C +

1

2

(
x− 1

2

)
− 1

2
e−x2

]
.

Ø�Ø)Ð Ì
tg y = Ce−

x2

2 .
Ø�Ø)Ñ Ì

2e−y = Ce−x− ex.
Ø�Ø�Ï Ì

2(1 + y)
1
2 = 2x(x+ 5 lnx) + Cx.Ø�Ø)Ò Ì (

y2 + 1
) 1

2 = Ce−x + x2 − 2x + 3.
Ø�Ø�Ó Ì

y
1
2 = C

(
1 − x2

) 1
4 − 1

3

(
1 − x2

)
.
Ø�Ø8Ô Ì

y−3y = xex + Cex.
Ø�Ø8Õ Ì

ey = sinx
(
C + ln tg

x

2

)
.
Ø8Ð�Ö Ì

y3 (Cecos x + 3) = 1.
Ø8Ð�× Ì

sin y = Cecos x +1.
Ø8Ð?Ø Ì

y−3 = C cos3 x+2 sin3 x−3 sinx.
Ø8Ð�Ð Ì

xy
(
C + ln2 x

)
+2 = 0.Ø8Ð)Ñ Ì

y−3 = x3(9 lnx + C) +
3

2
x; C = −1

2
.
Ø8Ð?Ï Ì

y(x + C) = secx.
Ø8Ð�Ò Ì

y−1 = Ce−
x2

2 +cosx, y = secx.
Ø8Ð?Ó Ì

Cy2ex−x3 = y2.
Ø8Ð�Ô Ì

x2+y2−2y = Ce−x.
Ø8Ð�Õ Ì

y2+Cxy = 1.
Ø)Ñ?Ö Ì

x+arctg
x

y
+C.

Ø)Ñ�× Ì
y = Ce

2x
y − 2x+ 3y

4y
.
Ø)Ñ�Ø Ì

x2+y2 = Cy2e2x.

Ø)Ñ�Ð Ì
2y =

(
y2 − x2

)
lnC

x+ y

x− y
.
Ø)Ñ�Ñ Ì

x4 − y2 = Cx2y.
Ø)Ñ�Ï Ì

y = ex − 1.
Ø)Ñ?Ò Ì

y = −2ex.
Ø)Ñ�Ó Ì dx

dy
− x

y
= −2a2

y2
; x = Cy +

a2

y
.
Ø)Ñ?Õ Ì ekx

e−kω − 1

x+ω∫
x

f(t)e−ktdt.

Ø�Ï)Ö Ì
y = y1 + C(y1 − y2).

Ø�Ï?× Ì
y′ − y′1

y1
y = 0.

Ø�Ï8Ð Ì
t =

∫
p(x) dx;

dy

dt
+ y = 0;

y = C exp
[
−
∫
p(x) dx

]
.
Ø�Ï)Ñ Ì

α(x) = exp
[
−
∫
p(x) dx

]
; z′ = q(x) exp

[∫
p(x) dx

]
;

y = exp
[
−
∫
p(x) dx

] (
C +

∫
q(x)e

∫
p(x) dxdx

)
.
Ø�Ï8Ô Ì

y − xy′ = y2; y =
x

x+ C
.
Ø�Ï8Õ Ì

y1 = x; y = x+
1

1 + Cx
.
Ø8Ò�Ö Ì

y =
1

2x
+

1

x(C + ln |x|) .
Ø8Ò�× Ì

y = − 1

x
+

1

x(C − ln |x|) .Ø8Ò�Ø Ì
y =

1

x
+

3x2

x3 + C
.
Ø8Ò�Ð Ì 2√

3
arctg

2xy + 1√
3

= ln |x| + C.
Ø8Ò8Ñ Ì

y1 = x;

y
(
Ce

2
x − 1

)
= x

(
Ce

2
x + 1

)
.
Ø8Ò?Ï Ì

y =
u

x
; x

2
3 = t; u =

t

v−
1
3

; v = wt
1
2 ;

w = tg
(
C − 3t

1
2

)
.
Ø8Ò�Ò Ì

y =
u

x
; x−

2
3 = t; u = 1 +

t

v
; v =

1

3
+

t

w
,

w = zt
1
2 ; z =

1 + C exp
(
6t

1
2

)

1 − C exp
(
6t

1
2

) . Ø8Ò�Õ Ì à�k y =
x+ C − 1

x(x+ C)
;
Ú k

xy = tg(x + C),

x ∈
(
−π

2
+ C,

π

2
+ C

)
.
Ø�Ó8Ö Ì à�k

y = tg(ux+C) +
x2

2
;
Ú k
y = 2 tg(2x+C) + x2.

Ø�Ó�Ø Ì
à�k

C(y − x)2 + x2 − 1 = 0;
Ú k (

x2 − y
)2

= C
(
x2 + y2

)
;
é�k

x3 + xy2 + 2y = C.
Ø�Ó�Ï Ì

y(x) =
∞∫
0

e−x−sin s cos(x+2s) sin(x+ s) ds.
Ø�Ó8Ò Ì

2, 5
w5â«í Ø8Ô?Ø Ì

2xy2 + exy + y2 = C.
Ø8Ô�Ð Ì

xy + ex = C.
Ø8Ô8Ñ Ì ì'äX3ºà�WòãOï�Û�3�ÝÖî�ï\é�Ü�Ý�èÅá�ÝDãOäwÛ�äwÜ�åDS à�æDS é�í Ø8Ô�Ò Ì

y + xy + ln |x| = C.Ø8Ô�Ó Ì
y ln |x| = C.

Ø8Ô�Ô Ì
x2 = Cy2.

Ø8Ô�Õ Ì
x3−y sin2 x = C.

Ø8Õ�Ö Ì ì'ä 3ºà_W ãOï�Û�3�Ý_î�ï�é\Ü�Ý8è
á�Ý�ã'äwÛ�äwÜ�å�S à@æ�S éDí Ø8Õ�× Ì

x2 +
2

3

(
x2 − y

) 3
2 = C.

Ø8Õ?Ø Ì
(x+ y)

(
x2 − 4xy + y2

)
= C.

Ø8Õ�Ð Ì
x3 + x3 ln y− y2 = C.

Ø8Õ8Ñ Ì
sin

x

y
− cos

x

y
+ x− 1

y
= C.

Ø8Õ?Ï Ì
x2 + 1 = 2(C − 2x) sin y.
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Ø8Õ8Ò Ì

x2 cos y + y cos2 x = C.
Ø8Õ?Ó Ì √

x2 + y2 + 1 − arctg
y

x
= C.

Ø8Õ�Ô Ì
x + ye

x
y = C.

Ø8Õ8Õ Ì
xe−y − y2 = C.

Ð�Ö�× Ì
ex
(
x2 + y2

)
= C.

Ð�Ö?Ø Ì x2

2
− 1

y
− 3xy = C.

Ð�Ö�Ð Ì

y +
a

2
= Ce−x2

.
Ð�Ö8Ñ Ì

y = Ce−ax +
emx

m+ a
.
Ð�Ö?Ï Ì

y4 = 4xy + C.
Ð�Ö�Ò Ì

x2 + y2 = Cx3.

Ð�Ö�Ó Ì
x2y2 + xy3 + y4 = C.

Ð�Ö�Ô Ì
3xey + y3 = C.

Ð�Ö�Õ Ì
x2 − x

y
+ y + ln y = C.

Ð�×)Ö Ì
x + y cosx − y tg y = Cy.

Ð�×�× Ì
m =

1

x
;
y

x
− lnx = C.

Ð�×8Ø Ì
m =

1

x2 + y2
;

√
x2 + y2 = Ce

− p
q

arctg y
x .

Ð�×)Ð Ì
m = (xy)−

1
2 ;

√
y

x
− ln |x| = C, y = 0

(x 6= 0).
Ð�×5Ñ Ì

m =
1

x2
; m =

1

(x2y2 − 1)2
.
Ð�×8Ï Ì

x
√

1 − y2 + y
√

1 − x2 = C.

Ð�×5Ò Ì
x2 + 2xy − y2 = C.

Ð�×8Ó Ì
xy + x + y = C(x + y)(x + y + 2).

Ð�×)Ô Ì
x + a ln

(x+ y

x

)
= C.

Ð�×)Õ Ì (
x3 + y2

)
3
√
x+ y = C.

Ð?Ø8Ö Ì
x sin(x + y) = C.

Ð?Ø�× Ì
x + 2y + ax(x + y) = C(x + y)2.

Ð?Ø�Ø Ì ln
(
x2 + y2

)

ctgα
− 2 arctg

y

x
= C.

Ð?Ø)Ð Ì
y = arctg

y

x
+ C.

Ð?Ø)Ñ Ì
x = arctg

x

y
+ C.

Ð?Ø8Ò Ì
xy = ln

Cy2

x2
, C > 0.

Ð?Ø�Ó Ì
x = C−sin

y

x
.
Ð?Ø8Ô Ì

x6−3x2y4−2y6 = C.
Ð?Ø8Õ Ì (

x+ y2
)√

2x− y2 = C.
Ð�Ð�× Ì

m = ex;
(

3x2y +
y2

2

)
ex = C.

Ð�Ð?Ø Ì (
x− y2

)2
(2x− y) = C.

Ð�Ð�Ð Ì
m = xy; x2y3 − 3x3y2 = C.

Ð�Ð)Ñ Ì √
1 + y2 = xy + C.

Ð�Ð?Ï Ì
e

x
y
(
y2 − x+ y

)
= Cy.

Ð�Ð�Ò Ì
x2 + ln y = Cx3; x = 0.

Ð�Ð�Ó Ì
x + 2 ln |x| + 3

2
y2 − y

x
= C; x = 0.

Ð�Ð�Ô Ì
4y

√
x+ 1 + ln

√
x+ 1 + 1√
x+ 1 − 1

= C.
Ð�Ð�Õ Ì

ln |y| − ye−x = C; y = 0.
Ð8Ñ?Ö Ì

4xy + 2x2y2 lnx+ 1 = Cx2y2.
Ð8Ñ�× Ì

x2y lnC xy = −1.Ð8Ñ?Ø Ì
2xy +

1

xy
= C, x = 0, y = 0.

Ð8Ñ?Ð Ì
sin2 y = Cx − x2, x = 0.

Ð8Ñ�Ñ Ì
3y2 + x lnxy = Cx.

Ð8Ñ�Ï Ì
xy
(
C − x2 − y2

)
= 1, x = 0, y = 0.

Ð8Ñ?Ò Ì
x = 0,

x

√
1 +

y2

x2
+ ln

(
y

x
+

√
1 +

y2

x2

)
= C.

Ð8Ñ�Ó Ì
x3 − 4y2 = Cy 3

√
xy, x = 0, y = 0.

Ð8Ñ�Ô Ì
m = xe6x,

x2

2
ye6x +

e6x

9
(6x − 1) = C.

Ð8Ñ?Õ Ì 1

(xy)2
+

4

xy
+ 2 lnx = C.

Ð?Ï8Ö Ì

m = e−xe2y;
(
x2 − 2yx

)
e−x+2y = C.

Ð?Ï�Ø Ì
m = y−4e−3x, −1

3
e−3 +

1

3
e−3x = C.

Ð?Ï8Ð Ì
m = x−5y−3,

1

3x3
− 1

2x4y2
+ C.

Ð?Ï)Ñ Ì h|äwÛ�Ü�SHæ�æ�S�é�S á�Ü�ï�ð�Ü�ï
x = x(y); m = x−4y−8;

1

7y7
− 1

3x3y6
= C.

Ð?Ï�Ï Ì
m =

√
xy3,

2

5
x

5
2 y

5
2 +

2

3
x

3
2 = C.

Ð?Ï8Ò Ì y4x8

4
− x6

6
= C.

Ð?Ï8Ó Ì −3

2
x2y

2
3 − 2x = C.

Ð?Ï8Ô Ì
y = e−x2

dx.
Ð?Ï8Õ Ì y

y + x
=

6x

7
.
Ð�Ò�Ö Ì

y =
2x4

3
+
x

3
.

Ð�Ò?× Ì
y = −1

2
e2x − 7

2
e4x.

Ð�Ò?Ø Ì
y = −52

17
e4πe4x +

4

17
sinx − 1

17
cosx.

Ð�Ò�Ð Ì
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y1 = 4x; y2 = 4

(
x− x2

2

)
; y3 = 4

(
x− x2

2
+
x3

4

)
; y4 = 4

(
x− x2

2
+
x3

6
− x4

24

)
;

y5 = 4

(
x− x2

2
+
x3

6
− x4

24
+

x5

120

)
.
Ð�Ò8Ñ Ì

y1 = 1 +
x2

2
; y2 = 1 +

x2

2
+

x4

8
;

y3 = 1+
x2

2
+
x4

8
+
x6

48
; y4 = 1+

x2

2
+
x4

8
+
x6

48
+
x8

384
; y5 = 1+

x2

2
+
x4

8
+
x6

48
+
x8

384
+
x10

3840
.

Ð�Ò�Ï Ì
y1 = −4 + 2x − x2

2
= y2 = y3 = y4 = y5.

Ð�Ò�Ò Ì
y1 = −1

2
+ 4x +

x2

2
;

y2 =
11

6
− x

2
+

5x2

2
+

x3

6
; y3 =

25

24
+

11x

6
+

x2

2
+

5x2

6
+

x2

24
;

y4 =
149

120
+

25x

24
+

17x2

12
+

5x4

24
+
x5

120
; y5 =

149

120
+

149

120
x+

49

48
x2 +

17

36
x3 +

x4

48
+
x5

24
+
x6

120
.

Ð�Ò8Ò Ì
y1 = 1 − cosx; y2 = 1 − cosx+

1

2
cos2 x; y3 = 1 − cosx+

1

2
cos2 x− −1

6
cos3 x;

y4 = 1 − cosx +
1

2
cos2 x− 1

6
cos3 x+

1

24
cos4 x; y5 = 1 − cosx+

1

2
cos2 x − 1

6
cos3 x+

+
1

24
cos4 x − 1

120
cos5 x.

Ð�Ò�Ô Ì�ã ðzêÁî�æ�ï�a�Ý�Ü�à�í Ð�Ò�Õ Ì
y 6= 3

2
x.
Ð?Ó8Ö Ì

x 6= 1, y > 0.Ð?Ó�× Ì
y 6= πk, k ∈ Z.

Ð?Ó�Ø Ì
x > 0, y 6= x.

Ð?Ó8Ð Ì
x 6= 0, |y| > |x|. Ð?Ó)Ñ Ì

[0, 8; 1, 2].
Ð?Ó8Ò Ì

[−0, 5; 0, 5].
Ð?Ó8Ô Ì

[0, 87; 1, 13].
Ð�Ô�Ö Ì (−π

2
;
π

2

)
.
Ð�Ô?Ø Ì

x > 0,

x < 0, y = Cx.
Ð�Ô�Ð Ì ì"Seó�Û�ï\ßwéBY ê�ßwÞ�Ý é\Ý�ßwÜ�à@â�äwÜDS^SÍé\äwÛ�è8ÜDS Q M\à Ü�Ý�U_ÜDS Q îDS é�î8æDï�ú

a�Ý�ÜDà@è6í Ð�Ô8Ñ Ì UKà�W�6\í Ð�Ô?Ï Ì
y = 0.

Ð�Ô�Ò Ì ì'S óOÜ�S í Ð�Ô�Ô Ì à�k
x = 0;

Ú k
y = 0;

é�k
ï�ð�ï Ú æ�Ý�é\Ý�è&Û�ï\ßwéBY ê�ßwÞ�S é Ü�ä�3ºà_W�í Ð�Ô�Õ Ì

m ∈ (0, 1), y = 0.
Ð�Õ�Ö Ì�ä ïHáDÜ�ï�Rwï î�Û�Ý

tgα 6= f(x0, y0),
ïHáDÝ�ÜFî�Û�Ý

tgα = f(x0, y0).
Ð�Õ?Ø Ì (

y − x2

2
− C

)
·
(
y2

2
− x− C

)
= 0;

y =
x2

2
+

1

2
,

y2

2
= x − 1

2
.
Ð�Õ�Ð Ì (√

|y| − x− C
)

·
(√

|y| + x+ C
)

= 0,

y = 0.
Ð�Õ8Ñ Ì (

y −
√

|x| − C
)
·
(
y +

√
|x| − C

)
= 0

î�Û�Ý
x 6= 0, x = 0.

Ð�Õ�Ò Ì
(
y − x2

2
+ C

)
·
(√

|y| − x− C
)
·
(√

|y| + x− C
)

= 0.
Ð�Õ?Ó Ì

y = ln
(
x+

√
x2 − 1

)
+C

î�Û�Ý
x > 1; y = − ln

(
x+

√
x2 − 1

)
+ C

î�Û�Ý
x < 1.

Ð�Õ�Ô Ì (
y − C

x

)
·
(
y − C

x2

)
= 0.

Ð�Õ8Õ Ì
2) y = ±a. Ñ?Ö�Ö Ì 2) y = 0.

Ñ?Ö8Ñ Ì
y = 0.

Ñ?Ö?Ï Ì
4y = x4.

Ñ?Ö�Ò Ì
y = 0,

27y = 4x3.
Ñ?Ö?Ó Ì

y = 0, y = −4x.
Ñ?Ö�Ô Ì

y = 4x.
Ñ?Ö�Õ Ì

y =
C

2
x2 + C2; y = −x

4

16
.

Ñ�×5Ö Ì
y =

x3

3
+
Cx2

2
+ C2; y = −x

4

16
+
x3

3
.
Ñ�×�× Ì

x = ln p +
1

p
; y = p ln p + C.

Ñ�×8Ø Ì

x = ±
(

2
√
p2 − 1 + arcsin

1

|p|

)
+ C; y = ±p

√
p2 − 1; y = 0.

Ñ�×)Ð Ì
Cx = lnCy.

Ñ�×5Ñ Ì

y2 = 2C3x+C2; 27x2y2 = 1.
Ñ�×8Ï Ì

x = −1

2
p2+Cp, y = −p

3

3
+
Cp2

2
+C2; x =

p3

4
− p2

2
,

y =
3

16
p4 − p3

3
.
Ñ�×)Ò Ì

x =
1

C
ln y − C2, x = −3

(
ln y

2

) 2
3

.
Ñ�×8Ó Ì

pxy = y2 + p3,

y2(2p + C) = p4, y = 0.
Ñ�×)Ô Ì

x = p
√
p2 + 1, 3y =

(
2p2 − 1

)√
p2 + 1 + C.

Ñ�×)Õ Ì
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x =

2p

p2 − 1
, y =

2

p2 − 1
−ln

∣∣p2 − 1
∣∣+C. Ñ�Ø8Ö Ì y2 = 2Cx−C lnC, 2x = 1+2 ln |y|. Ñ�Ø?× Ì

x = ±
√
p2 + 1− ln

(√
p2 + 1 ± 1

)
+C, y = −p±p

√
p2 + 1; y = 0.

Ñ�Ø�Ø Ì
y = Cx2+

1

C
,

y = ±2x.
Ñ�Ø8Ð Ì

y = Cx−C2, y =
x2

4
.
Ñ�Ø)Ñ Ì

y = Cx−
√

1 − C2; y2 − x2 = 1 (y > 0).

Ñ�Ø8Ï Ì
x = Ce−p − 2p + 2, y = x(1 + p) + p2.

Ñ�Ø8Ò Ì
y =

1

C
(x − C)2, C 6= 0, y = 0,

y = −4x.
Ñ�Ø�Ó Ì

x
√
p = ln p+ C, y =

√
p (4 − ln p− C) ; y = 0.

Ñ�Ø8Ô Ì
C3 = 3(Cx− y);

9y2 = 4x3.
Ñ�Ø8Õ Ì

x = Cy + C2; x = −y
2

4
.
Ñ�Ñ�× Ì

x2 − y2 = C.
Ñ�Ñ?Ð Ì

xy = C.
Ñ�Ñ�Ï Ì

x2 + y2 = 8 ln y + C.
Ñ�Ñ?Ò Ì

2y2 − 1 = C
(
2x2 + 1

)
.
Ñ�Ñ�Ó Ì (

x2 + y2
)2

= Cxy.
Ñ�Ñ?Ô Ì

y2 +2x2 = C
(
x2 + y2

)2
.
Ñ�Ñ?Õ Ì

y2 = C(C−2x).
Ñ�Ï8Ö Ì

ρ = C(1−cosϕ).
Ñ�Ï?× Ì

ρ = Ceθ.Ñ�Ï8Ø Ì
y2 + 2xy − x2 = C.

Ñ�Ï8Ð Ì
p = Ce−kϕ, k = tgα.

Ñ�Ï)Ñ Ì √
x2 + y2 = Cearctg

y
x .

Ñ�Ï8Ï Ì
ρ =

C

cos(θ − α)
.
Ñ�Ï8Ò Ì Ú k θ2

2
= −2 ln |ρ|+C.

Ñ?Ô?Ï Ì N
S Þ�Þ�à_M�Seó
y1 = x.

Ñ?Ô�Ò Ì N
S Þ�Þ8à�M�S ó
y1 =

a

x
.
Ñ?Ô?Ó Ì L áDÜ�ï�Û�S á�Ü�ä�ó

x = x(y).
Ñ?Ô�Ô Ì h|äwÛ�Ü�SHæ�æ�Seó

x = x(y),
ßHà�3ºS Ü�à

x2 = z(y).Ñ?Ô8Õ Ì P�S ÜDS Q�Ü�ä�í Ñ?Õ�Ö Ì Ù é�S á�Ü�äÖá�ï ï@á�Ü�ï\ÛDS áDÜ�ï�Rwï�í Ñ?Õ�× Ì�ã î�ï�é\Ü�Ý8è áDÝ�ã'äwÛ�äwÜ�å�S à@æ�à@è6í Ñ?Õ?Ø Ì
Ù é�S áDÜ�ä�á�ï,ïHáDÜ�ï�Û�S á�Ü�ï�Rwï�Ê

x = t + 1, y = u,
á�ä

u = u(t).
Ñ?Õ�Ð Ì Ù é�S á�Ü�ä"áDï ï@á�Ü�ï\ÛDS áDÜ�ï�Rwï8Ê

x + y = z, z = z(x).
Ñ?Õ8Ñ Ì Ù é�S á�Ü�äòáDïCï@á�Ü�ï\ÛDS áDÜ�ï�Rwï8Ê

x = t + 3, y = z − 2, z = z(t).Ñ?Õ�Ï Ì h|äwÛ�Ü�SHæ�æ�ShÊ
z =

√
y, z = z(x).

Ñ?Õ�Ò Ì P�S ÜDS Q�Ü�ä�í Ï8Ö�Ò Ì (
x2 + y + lnCy

)
y = x,

y = 0.
Ï8Ö?Ó Ì

y = C lnx2 + 2 lnx2.
Ï8Ö�Ô Ì

x = p
(
ln
(
1 +

√
p2 − 1

)
− lnCp

)
;

2y = xp −
√
p2 + 1, 2y = −1.

Ï8Ö�Õ Ì (
y − 2x

√
y − x2

)
·
(
2
√
y − x2 + x

)
= C.Ï?×5Ö Ì

y = C2(x − C)2; 16y = x4.
Ï?×�× Ì

ey = x2 lnCx.
Ï?×8Ø Ì

xy2 = lnx2 − lnCy;

x = 0; y = 0.
Ï?×)Ð Ì

x
(
y2 + x2

)3
=

2

5
y5 +

4

3
x2y3 + 2x4y + Cx5, x = 0.

Ï?×6Ñ Ì
(u − 1) · lnCx6(u − 1)5(u + 2)4 = 3,

á�ä
u3 =

y2

x2
− 2; y2 = 3x2.

Ï?×8Ï Ì
√
y =

(
x2 − 1

)
·
(
2 ln

∣∣x2 − 1
∣∣+ C

)
; y = 0.

Ï?×)Ò Ì
x2 − (x− 1) ln(y + 1) − y = C.

Ï?×8Ó Ì
x3 = Cey − y − 2.

Ï?×)Ô Ì
y + 1 = x lnC(y + 1); y = −1.

Ï?×)Õ Ì (
C − x2

)√
y2 + 1 = 2x.

Ï�Ø)Ö Ì √
y2 + 1 = x (Cex − 1) .

Ï�Ø?× Ì
(y − x) ln

(
C
x− 1

x+ 1

)
= 2; y = x.

Ï�Ø8Ô Ì

y sinx
x3

3
+
y2

2
= C.

Ï�Ø8Õ Ì
x (ey + xy) = C.

Ï8Ð�Ö Ì
x(p − 1)32 = lnCp − p.

Ï8Ð�× Ì
y = x tg lnCx; x = 0.

Ï8Ð?Ø Ì
Cesin y − 2(1 + sin y).

Ï8Ð�Ð Ì
(x + 1)y = x2 + x lnCx.Ï8Ð)Ñ Ì

Cy = C2ex + 1; y = ±2 exp
(x

2

)
.
Ï8Ð?Ï Ì

y2 =
(
x2 + C

)
x2x.

Ï8Ð�Ò Ì
x = 2p− ln p,

y = p2 − p + C.
Ï8Ð?Ó Ì

xy cosx − y2 = C.
Ï8Ð�Ô Ì

2
√
y − x2 = x lnCx; x = y2.

Ï8Ð�Õ Ì
2x3−x2y2+y3+x = C.

Ï)Ñ?Ö Ì
(y−4x+2)4(2x+2y−1) = C.

Ï)Ñ�× Ì
y3 =

(
C − x3

)
sin3 x.

Ï)Ñ?Ø Ì |x| = ln

(
y

x
+

√
1 +

y2

x2

)
+ C; C = 0.

Ï)Ñ?Ð Ì
x2y2 − 1 = xy lnCy2; y = 0.

Ï)Ñ�Ñ Ì

(y − x)2 = 2C(x + 1) − C2; y
2
3 − x

2
3 = C; y = 0.

Ï)Ñ�Ï Ì
27(y − 2x)2 = (C − 2x)3;
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y = 2x.

Ï)Ñ?Ò Ì
3
√
y = x2 − 1 + C 4

√
|x2 − 1|; y = 0.

Ï)Ñ�Ó Ì sin y

x
= − lnCx.

Ï)Ñ?Ô Ì
x =

C

p2
p− 3

2
, y = C

(p
2
− 1
) p

2
; y = x + 2, y = 0.

Ï)Ñ?Õ Ì (
Cex2

+ 2x2 + 2
)

cos y = 1.Ï�Ï)Ö Ì
ey
(
C2x2 + 1

)
= 2C, x2 = e−2y .

Ï�Ï?× Ì
y = xz, f(x)z′ = z2 − 1.

Ï�Ï�Ø Ì
xy = z.Ï�Ï)Ð Ì

y2 = xz.
Ï�Ï)Ñ Ì

y = xz, z′ = xλ−1f(z).
Ï�Ï�Ï Ì

xy = z, z′ =
z

x
(1 + xf(z)) .

Ï�Ï8Ò Ì

xy = z, z′ = xϕ(x)f(z).
Ï�Ï�Ó Ì

y =

{
Ce2x +

2

5
sinx− 1

5
cosx,

î�Û�Ý
y < sinx,

Ce−x,
î�Û�Ý

y ≥ sinx.

Ï8Ò8Ñ Ì

y1 = sinx − 1, y = sinx − 1 + Ce− sin x.
Ï8Ò?Ï Ì

y1 = ϕ(x), y = ϕ(x) − 1 + Ce−ϕ(x).Ï8Ò8Ò Ì
ym = z, z′ + maz = mb.

Ï8Ò?Ó Ì
y = ϕ(x) + z.

Ï8Ò�Ô Ì ì'S í Ï8Ò�Õ Ì ì'S í Ï�Ó)Ñ Ì à�k
ln |x| + C = arctg

y

x
− 1

2
ln

∣∣∣∣1 +
y2

x2

∣∣∣∣ ;
Ú k √

3 arctg
1 − y

x
− 1

2
ln
(
x2 + (y − 1)2

)
+ C;

é�k
√

3 arctg
y

x+ 1
− 1

2
ln
(
(x+ 1)2 + y2

)
= C;

R1k −y + 2 ln |y + 1| = x + C;
á�k

y = Cx2;

ä1k
y2 = ln |x|x

2

2
+C;

W1k
r = Ceθ;

U�k θ2
2

= −2 ln |r|+C.
Ï8Õ�× Ì

C2x exp

(
−C1

x

)
.
Ï8Õ?Ø Ì

ln |y| = C1

(
x2 + x

√
1 + x2 + ln

(
x
√

1 + x2
))

+ C2.
Ï8Õ�Ð Ì

y = C2 exp

(
x

2C1
+
C1

2x

)
.

Ï8Õ)Ñ Ì
2C1C2y = C2

2 |x|2+C1 + |x|2−C1 .
Ï8Õ?Ï Ì

lnC2y = 4x
5
2 + C1x; y = 0.

Ï8Õ�Ò Ì
y = C2

(
x+

√
x2 + 1

)
.
Ï8Õ?Ó Ì

y = C2

∣∣∣∣
x

x+ C1

∣∣∣∣
1

C1

; y = C, y = Ce−
1
x .
Ï8Õ�Ô Ì

y = C2x (ln(C1x))
2 ; y = Cx.

Ï8Õ�Õ Ì y

x
= C2 − 3 ln

∣∣∣∣
1

x
− C1

∣∣∣∣ , y = Cx.
Ò�Ö�Ö Ì

y = −2x
3
2 lnCx, C1y = x

3
2
(
C2x

C1 + 2
)
, y = Cx

3
2 .
Ò�Ö�× Ì

2C2x
2y = (C2x− C1)

2 − 1;

xy = ±1.
Ò�Ö?Ø Ì

y = x2

(
C1 lnx− 1

2
ln2 x+ C2

)
.
Ò�Ö�Ð Ì

y ln y + lnx + C1y + C2 = 0.

Ò�Ö)Ñ Ì
y =

√
C1 tg

(√
C1x+ C2

)
.
Ò�Ö?Ï Ì

x = C3 =
1√
C1

ln
∣∣∣y +

√
y2 + C2

∣∣∣
à Ú ï

y = aeCx + be−Cx.
Ò�Ö�Ò Ì ∫ dy

ln(C1y)
= x + C2.

Ò�Ö?Ó Ì ∫
e−y

2
2
dy = C1x + C2.

Ò�Ö�Ô Ì
C1y − 1 = C2ye

C1x.
Ò�Ö�Õ Ì

y = C1x + C2 + x2.
Ò�×)Ö Ì

y = C1 tg (C1 lnC2x) .Ò�×8× Ì
y = ex

2
2

(
C1

∫
e−x

2
2
dx+ C2

)
− 1.

Ò�×8Ø Ì
y = 4C1 tg

(
C1x

2 + C2

)
,

2 ln

∣∣∣∣
y − C1

y + C1

∣∣∣∣ = C1x
2 + C2; y

(
C − x2

)
= 4.

Ò�×)Ð Ì
y = ±

√
C1x+ C2 + C3x + C4;

y = C1x
2 + C2x + C3.

Ò�×5Ñ Ì
6y = x3 ln |x| = C1x

3 + C2x
2 + C3x + C4.

Ò�×8Ï Ì
y =

x∫
0

sin t

t
dt + cosx + C1x + C2.

Ò�×)Ò Ì
y = C1

(
x

x∫
0

et2 dt− ex2

2

)
+ C2x + C3.

Ò�×8Ó Ì

y =
x∫
0

(x− t) sin t2 dt+C1x+C2.
Ò�×)Ô Ì

y =
1

2

x∫
0

sin t

t
(x− t)2 dt+C1x

2 +C2x+C3.
Ò�×)Õ Ì
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y = ex +
1

x
1
2

+ C1x + C2.
Ò?Ø�Ø Ì





x = sin t;

y = − t

2
− sin 2t

4
+ C1 sin t+ C2,

ê�Þ�a�ï

cos t > 0;





x = − sin t;

y = − t

2
− sin 2t

4
− C1 sin t+ C2,

ê�Þ�a�ï
cos t < 0.

Ò?Ø8Ð Ì

y =
1

x2 − 1
+ C1x + C2.

Ò?Ø)Ñ Ì
C1x − C2

1y = ln |C1x + 1| + C2; 2y = x2 + C å
y = C.

Ò?Ø�Ï Ì
y = ± arcsin

(
C1e

x
a

)
+ C2.

Ò?Ø8Ò Ì
y = C1 (x lnx− x) + C2.

Ò?Ø�Ó Ì
y =

1

C1
eC1x+1

(
x− 1

C1

)
.
Ò?Ø8Ô Ì

y ln |y| + x + C1y + C2 = 0, y = C.
Ò?Ø8Õ Ì

2C1y = (±C1x+ C2)
2 + 1.

Ò�Ð�Ö Ì (±4
√
y + C1

) 3
2 − 3C1

(
±4

√
y + C1

) 1
2 = ±12x + C2.Ò�Ð?× Ì

(C1y − 1)
3
2 = ±3C1

2
x + C2.

Ò�Ð?Ø Ì
12(C1y − x) = C2

1 (x + C2)
3 + C3.

Ò�Ð�Ð Ì
x = ln |p|+2C1p−C2, y = p+C1p

2+C3; y = C1x+C2.
Ò�Ð8Ñ Ì

y = C1 (1 ± ch(x+ C2)) ;

y = Ce±x.
Ò�Ð?Ï Ì

x = C1p + 3p2; y =
12

5
p5 +

5

4
C1p

4 + C2
1
p3

6
+ C2;

y = C.
Ò�Ð�Ò Ì

3C1y = (x − C1)
3 + C2; y = C; y = C − 2x2.

Ò�Ð?Ó Ì
ln
∣∣∣y2 + C1 ±

√
y4 + 2C1y2 + 1

∣∣∣ = 2x + C2, y = ±1.
Ò�Ð�Ô Ì

x = u − ln |1 + u| + C2,á�ä
u = ±√

1 + 4C1y; y = C; y = Ce−x.
Ò�Ð�Õ Ì

y + C1 ln |y| = x + C2; y − C.Ò8Ñ�Ö Ì
y = e− sin x

(
C2 + C1

∫
esin x dx

)
.
Ò8Ñ�× Ì

y = x (C2 + x+ C1 ln |x|) . Ò8Ñ�Ø Ì
y = 1 − ex, y = −1 + e−x.

Ò8Ñ?Ð Ì
y =

p

2T
x2 + C1x + C2, p

ñ�Ü�à\é�à\Ü�M\à1UòäwÜ�Ü�ê
Ü�à&ïHáDÝ�Ü�Ý�å�O á�ï�é_U Ý�Ü�Ý Rwï\Û�Ý�ßwï�Ü�M\à@æDç\Ü�ï1\Áî�Û�ï�äwÞ�åDS \�ó

T
ñâRwï\Û�Ý�ßwï�Ü�M\à@æDç\ÜDà&ð�Þ�æDà�á�ï�é�à

ð�Ý8æ�Ý ÜDà_M@ê�R0S Ü�Ý�M�Þ�Ý(í Ò8Ñ�Ñ Ì
ay = ch(ax + C1) + C2; a =

q

T
, q

ñ�é�à�R�à ïHáDÝ�Ü�Ý8ú
å�SÁá�ï�é_U Ý�Ü�ÝpÜ�Ý�M\Þ�Ý6ó

T
ñ Rwï\Û�Ý�ßwï�Ü�M\à@æDç\ÜDà ð�Þ8æ�à@áDï\é�à ð�Ý�æ�ÝbÜ�à�MHê�R0S Ü�Ý�M�Þ�Ý(í Ò8Ñ?Ò Ì

(x + C1)
2 + (y + C2)

2 = 1.
Ò8Ñ�Ó Ì

y′′ =
1

ky3
; kC1y

2 = C2
1 (x + C2)

2 + k.
Ò8Ñ?Ô Ì

y′′ =
P

2EI

(
l

2
− x

)
; H = y|

x= l
2

=
Pt3

48EI
.
Ù àCî�ï\âDà_M�ï\Þ�Þ�ï�ï\Û�á�Ý�Ü�à�MÅé�ß�ê�M�ïKð�äwÛ�ä�á�Ý�Ü�S

Ú à@æDÞ�Ý(í Ò8Ñ?Õ Ì
v ≈ 11, 08

w Þ9ß�à Ê v =
1

r

√
2gx

R(R− r)
.
Ò?Ï8Ö Ì ≈ 117

â�s_t@í Ò?Ï?× Ì
y =

C1

x
+C2.

Ò?Ï8Ø Ì
y = C1 (x ln |x| − x) +

x4

12
+ C2x + C3.

Ò?Ï8Ð Ì
y = C1x

2 + C2 ln |x| +
x3

3
+ C3.

Ò?Ï5Ñ Ì
y = C1

∫ dx

lnx
+ C2.

Ò?Ï�Ï Ì
y = e−

∫
p(x) dx

(
C2 + C1

∫
e
∫

p(x) dxdx
)
.Ò?Ï)Ò Ì

y = C1 sin 2x + C2 cos2 x.
Ò?Ï�Ó Ì

y = C1x + C2x
2 + 2x2 ln |x|. Ò?Ï8Ô Ì

y = e−x2
(
C2 +

∫ (
C1 + x2

)
ex2

dx
)
.
Ò?Ï8Õ Ì

y = C1x ln |x| + C2x + x2.
Ò�Ò�Ö Ì

y = ex2
(
C2 + C1

∫
e−x2

dx
)
.
Ò�Ò�× Ì

y = C1 sin 2x + C2 cos2 x.
Ò�Ò?Ø Ì

y′′ − bxmy = 0.

Ò�Ò8Ð Ì
y1 = e

x2

2 .
Ò?Ó8Õ Ì à�k

L(x) = Ce−
1
3

∫
h1(x) dx; (C 6= 0); L[β(x)] = f(x);

Ú k
L[α(x)] = 0.

Ò�Ô�Ö Ì
y = C1x + C2x

2 + C3e
x.
Ò�Ô�× Ì

x2u′′ − xu′ + u = 0.
Ò�Ô?Ø Ì

xu′′ − 6u′ + xu = 0.
Ò�Ô�Ð Ì

u′′ = x−
4
3 u = 0.

Ò�Ô8Ñ Ì P�S ÜDS Q�Ü�ï ßHà@æDä�U_ÜDSeí Ò�Ô?Ï Ì P�S ú
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Ü�S Q�Ü�ï�Ü�äwßHà@æDä�U_ÜDSeí Ò�Ô�Ò Ì P"S Ü�S Q�Ü�ï�Ü�äwßHà�æ�ä�U Ü�S í Ò�Ô?Ó Ì P"S Ü�S Q�Ü�ï�ßHà@æDä�U_ÜDSeí Ò�Ô�Ô Ì P�S ÜDS Q�Ü�ï
ßHà@æ�ä�U Ü�S í Ò�Ô�Õ Ì P"S Ü�S Q�Ü�ï ßHà�æ�ä�U Ü�S í Ò�Õ�Ö Ì P"S Ü�S Q�Ü�ï ßHà�æ�ä�U Ü�S í Ò�Õ�× Ì P"S Ü�S Q�Ü�ï ßHà�æ�ä�U Ü�S í
Ò�Õ�Ø Ì P�S ÜDS Q�Ü�ï ßHà�æ�ä�U Ü�S í Ò�Õ�Ð Ì P�S ÜDS Q�Ü�ï�ßHà@æDä�U_ÜDSeí Ò�Õ?Ó Ì − 2

x
(x 6= 0).

Ò�Õ�Ô Ì
e−2x.

Ò�Õ8Õ Ì π

2
√
π2 − x2

, (|x| < π).
Ó8Ö�Ö Ì

1 − lnx (x > 0).
Ó8Ö8Ñ Ì P"S Ü�S Q�Ü�ï Ü�äwßHà@æDä�U_ÜDSeí

Ó8Ö�Ï Ì UÅï1UiS�M\ç Ú S�M�Ý&ê�Þ&æ�S ÜDS Q�Ü�ï Ü�äwßHà�æ�ä�U Ü�ÝB3�Ý6óVM�à\Þ SKæ�S ÜDS Q�Ü�ï ßHà�æ�ä�U Ü�ÝB3�Ý6í Ó8Ö�Ò Ì
à�k

W = 0;
Ú k!Ü�S â�ï�Rwï�Ü�ä�3�ï1U_ÜDà ð�Þ8à\ßHà_M�Ý6í Ó8Ö?Ó Ì P�S ÜDS Q�Ü�ï Ü�äwßHà@æDä�U_ÜDSeí Ó8Ö�Ô Ì [né�à�í

Ó?×5Ö Ì
(n ≥ 2).

Ó?×�× Ì
y = C1

sinx

x
+ C2

cosx

x
.
Ó?×8Ø Ì

y1 = C1 cosx + C2e
x.
Ó?×5Ñ Ì

y1 = x2, y2 = lnx.
Ó?×8Ï Ì

y1 = x2, y2 = lnx.
Ó?×)Ò Ì

y′′ − y′ ctg x = 0.
Ó?×8Ó Ì

(x − 1)y′′ − xy′ + y = 0.
Ó?×)Ô Ì

y′′′ − y′′ = 0.
Ó?×)Õ Ì

x2y′′ − 3xy′ + 3y = 0.
Ó�Ø8Ö Ì

(
2x2 + 6x− 9

)
y′′ − (4x + 6)y′ + 4y = 0.

Ó8Ô�Õ Ì
a > 0, b > 0.

Ó8Õ�Ö Ì
b < 0

à Ú ï
b ≥ 0, a > 0.

Ó8Õ�× Ì
b > 0, a ≤ −2

√
b.
Ó8Õ?Ø Ì

a2 < 4b.
Ó8Õ�Ð Ì

ω 6= ±k. Ó8Õ8Ñ Ì
y =

(
b− ω2

)
sinωt− aω cosωt

(b− ω) + a2ω2
.
Ó8Õ?Ï Ì

x = 4 − 2 cos t.
Ó8Õ�Ò Ì

I =
q

ωCL
sinωt;

CR2 < 4L, ω =

√
4CL−R2C2

2LC
.
Ó8Õ?Ó Ì

I =
q

RS
e−

t
RS .

Ó8Õ�Ô Ì
I = A sin(ωt − ϕ),

áDä

A =
V√

R2 +
(
ωL− 1

ωC

)2 ; ϕ = arctg
ωL− 1

ωC

R
, maxA =

V

R

î�Û�Ý
ω2 =

1

LC
.
Ó8Õ�Õ Ì

T = 2π

√
m

k
.
Ô�Ö�Ö Ì à�kGæ'Þ�anï

h2 > 4km,
M�ï

x =
v0

2γ

(
e(−α+γ)t − e(−α−γ)t

)
,

α =
h

2m
, γ =

√
h2 − 4km

2m
;
Ú k�æ'Þ�anï

h2 < 4km,
M\ï

x =
v0

β
e−αt sinβt,

α =
h

2m
, β =

√
4km− h2

2m
.
Ô�Ö�Ð Ì

y = C1x
3 +

C2

x
.
Ô�Ö8Ñ Ì

y = C1x
2 +

C2

x3
.
Ô�Ö?Ï Ì

y = C1x +
C2

x
.
Ô�Ö�Ò Ì

y = C1 + C2 lnx.
Ô�Ö?Ó Ì

y = x
(
C1 + C2 lnx+ C3 ln2 x

)
.Ô�Ö8Ô Ì

y = C1 + C2 lnx + C3x
3.

Ô�Ö�Õ Ì
y = C1x + C2x

2 + C3x
3.

Ô�×)Ö Ì
y = C1(2x + 1) + C2

4
√

2x+ 1.
Ô�×�× Ì

y =
C1

x+ 1
+

C2 ln(x+ 1)

x+ 1
.
Ô�×8Ø Ì

y = (x+ 1)
(
C1 + C2 ln(x+ 1) + C3(x+ 1)3

)
.
Ô�×)Ð Ì

y = C1(x+ 2)2 +C2(x+ 2)3.
Ô�×5Ñ Ì

Ù à�3ºS ÜDà
x = tg t; t

√
1 + x2 = C1 +C2x.

Ô�×8Ï Ì
y = C1x

2 +C2x+C3x lnx+
x3

4
− 3

2
x lnx.

Ô�×5Ò Ì
y =

C1

x+ 1
+

C2

(x+ 1)2
+

C3

(x+ 1)3
+

ln(x+ 1)

6
+

11

36
.
Ô�×8Ó Ì

y = C1x+
C2

x
+C3x lnx+

+
C4 lnx

x
+
x2

9
.
Ô�×)Ô Ì

y = C1
cos(lnx)

x
+ C2

sin(lnx)

x
+
x3

17
.
Ô�×)Õ Ì

y =
C1

x
+ C2x

3+

+x4.
Ô?Ø8Ö Ì

y = (2x + 1) ln |2x + 1| + C1(2x + 1) + C2(2x + 1)2.Ô?Ø�× Ì
y = x ln3 x + x(C1 + C2 lnx).

Ô?Ø�Ø Ì
y = x + C1 + C2x

2.
Ô?Ø8Ð Ì

y = − lnx cos(lnx) +C1 cos(lnx) +C2 sin(lnx).
Ô?Ø)Ñ Ì

y = 2x3 +C1x+C2x ln |x|. Ô?Ø�Ï Ì
y = C1 cos(2 ln |x|) + C2 sin(2 ln |x|) + 2x.

Ô?Ø8Ò Ì
y = C1x

2 +
1

x

(
C2 −

2

3
lnx− ln2 x

)
.

Ô?Ø8Ó Ì
y = C1x

3 +C2x
−2 +x3 ln |x|−2x2.

Ô?Ø8Ô Ì
y = (x−2)2(C1 +C2 ln |x−2|)+x−1,5.
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Ô?Ø)Õ Ì

y = C1

(
x+

3

2

)
+ C2

∣∣∣∣x+
3

2

∣∣∣∣
3
2

+ C3

∣∣∣∣x+
3

2

∣∣∣∣
1
2

.
Ô�Ð�Ö Ì

y = x2 ln
C1x

x+ 1
− x

2
+ 1−

− 1

x
lnx(C2(x + 1)).

Ô�Ð�× Ì
y = x(C1 + (C2 + ln | lnx|) lnx) +

1 + lnx

4x
.
Ô�Ð?Ø Ì

d

dx

(
e−2x

x

dy

dx

)
+

2e−2x

x2
y = 0.

Ô�Ð�Ð Ì d

dx

(
e2x dy

dx

)
+

e2x

x2

(
x2 − 2

)
y = 0.

Ô�Ð8Ñ Ì
d

dx

(
x
dy

dx

)
+

(
x− n2

x

)
y = 0.

Ô�Ð?Ï Ì d

dx

(
y′

x2 (x2 + 6)

)
+

6y

x2 (x2 + 6)2
= 0.

Ô�Ð8Ò Ì (√
1 − x2y′

)′
+

n2

√
1 − x2

y = 0.
Ô�Ð?Ó Ì (

xe−xy′
)′

+ ne−xy = 0.
Ô�Ð�Ô Ì

(
xe−x2

y′
)′

+ 2ne−x2

y = 0.
Ô�Ð�Õ Ì (

xγ(x− 1)α+β+1−γy′
)′

+ αβxγ−1(x− 1)α+β−γy = 0.

Ô8Ñ�Ö Ì
z′′ +

x2 + 6

4 (x2 + 1)
z = 0.

Ô8Ñ�× Ì
z′′ − 12x2

(4x2 − x)2
z = 0.

Ô8Ñ�Ø Ì
z′′ + z = 0.

Ô8Ñ?Ð Ì

z′′ − 3

4

(x+ 1)2

(x2 − x)2
z = 0.

Ô8Ñ�Ñ Ì
z′′ + z = 0.

Ô8Ñ�Ï Ì
z′′ +

n(n+ 1)
(
1 − x2

)
+ 1

(1 − x2)2
z = 0.

Ô8Ñ�Ò Ì
y = C1

sinx

x
+ C2

cosx

x
.
Ô8Ñ�Ó Ì

y = C1e
x + C2 sinx.

Ô8Ñ?Ô Ì
y = C1 cosx + C2e

x.

Ô8Ñ�Õ Ì
y = C1

√
1 + x + C2

√
1 − x.

Ô?Ï8Ö Ì
y = x

(
C1 + C2

∫ e−x2

x2
dx

)
.
Ô?Ï?× Ì

y1 = x2 + 1; y = C1

(
x2 + 1

)
+ C2e

x.
Ô?Ï�Ø Ì

y1 = x3; y = C1x
3 + C2e

x.

Ô?Ï)Ð Ì
y1 = x3 − x; y = C1

(
x3 − x

)
+ C2

(
6x2 − 4 − 3

(
x2 − x

)
ln
x+ 1

x− 1

)
.
Ô?Ï)Ñ Ì

ç'à\ð�M�Ý�Ü�Ü�ï�Rwï Û�ï\ßwéBY ê�ßwÞ�S�S é\Ý�R«æ�ê�áDS§3�Ü�ï�Rwï�â8æDäwÜ�à Ü�ä S ð�Ü�S�W�í
y = C1

1

x
+

1

x2
.
Ô?Ï�Ï Ì

y = (x− 1)


C1 + C2

∫ e
(x−1)2

2

(x− 1)2
dx


 .

Ô?Ï)Ò Ì
y1 = Ai(x) = 1 +

x3

2 · 3 +
x6

2 · 3 · 5 · 6 + . . . +
x3k

2 · 3 · 5 · 6 · . . . · (3k − 1)3k
+ . . . ;

y2 = Bi(x) = x +
x4

3 · 4 +
x7

3 · 4 · 6 · 7 + . . . +
x3k+1

3 · 4 · 6 · 7 · . . . · 3k(3k + 1)
+ . . . ;

Ai(x)
Ï

Bi(x)
ñ ã�S8Ü�Þ�å�S \¢ÎqQ�ÛDSeí Ô?Ï�Ó Ì

y1 = 1 +
x2

2!
+

3x4

4!
+ . . . ;

y2 = x +
12

5!
x5 + . . . .

Ô?Ï8Ô Ì
y1 = 1 − x4

3 · 4 +
x8

3 · 4 · 7 · 8 − x12

3 · 4 · 7 · 8 · 11 · 12
+ . . . ;

y2 = x − x5

4 · 5 +
x9

4 · 5 · 8 · 9 − x13

4 · 5 · 8 · 9 · 12 · 13
+ . . . .

Ô?Ï8Õ Ì
y1 = 1 − x2

2!
− x3

3!
− x4

4!
− 2

5!
x5 − . . . ; y2 = x − x3

3!
− 2

4!
x4 − 5

5!
x5 + . . . .

Ô�Ò8Ö Ì
y1 =

1

x
ln(1 − x); y2 =

1

x
.
Ô�Ò�× Ì

y1 = 1 − x; y2 =
1 − 2x

x
.
Ô�Ò?Ø Ì

y1 =
x2

1 − x
; y2 =

1

1 − x
.
Ô�Ò�Ð Ì

y1 =
1

1 − x
; y2 =

1

1 − x
ln |x|. Ô�Ò?Ï Ì y1 =

x

1 − x
;
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y2 =
1

1 − x
ln |x|. Ô�Ò�Ò Ì y1 =

sinx

x
; y2 =

cosx

x
.
Ô�Ò?Ó Ì

y1 =
sinx√
x

; y2 =
cosx√
x
.

Ô�Ò8Ô Ì
y1 = 2x; y2 = x

∫ ex2

x2
dx.

Ô�Ò�Õ Ì
y1 = x; y2 = 1 +

1

2
, ln

x− 1

x+ 1
.
Ô?Ó8Ö Ì

y1 = ex; y2 = x.
Ô?Ó?× Ì

y1 = 1; y2 =
(
1 − x2

) 1
2 .
Ô?Ó�Ø Ì

y1 = 1; y2 = arcsinx.

Ô?Ó)Ð Ì
y =

1

x2
(C1J2(x) + C2Y2(x)) ; Jp(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(p+ k + 1)

(x
2

)2k+p

;

Yp(x) =
Jp(x) cos pπ − J−p(x)

sin pπ
.
Ô?Ó)Ñ Ì

y1(x) =
1

x
(C1J2(2x) + C2Y2(2x)).

Ô?Ó�Ï Ì
y1 = x

1
4

(
C1J 1

2
(
√
x) + C2J− 1

2
(
√
x)
)
.
Ô?Ó8Ò Ì

y = x
3
2

(
C1J 5

4

(
x2
)

+ C2J− 5
4

(
x2
))
.

Ô?Ó8Ó Ì
C1J0(2x) + C2Y0(2x).

Ô?Ó8Ô Ì
y = C1J0

(x
3

)
+ C2Y0

(x
3

)
.
Ô?Ó8Õ Ì

y = C1J 1
2
(x) + C2J− 1

2
(x).

Ô�Ô�Ö Ì
C1J 1

3
(2x) + C2J− 1

3
(2x).

Ô�Ô�× Ì
y1 = 1 +

x2

22
+

x4

22 · 42
+

x6

22 · 42 · 62
+ . . . .

Ô�Ô?Ø Ì
y1 = x2 +

x

2!
+
x

3!
+ . . . = xex.

Ô�Ô�Ð Ì
y1 =

1

x2
− 1

x
+

1

2
+
x2

8
+
x3

40
+

7x4

720
+ . . . ; y2 = x +

x2

2
+
x3

5
+
x4

20
+ . . . .

Ô�Ô8Ñ Ì
y1(x) =

1

x
+ 1 +

x

2
; y2(x) = x2 +

x3

4
+

x4

4 · 5 +
x5

4 · 5 · 6 + . . . = 6

(
ex
1

x
− 1 − x

2

)
.
Ô�Ô?Ï Ì

y1 = x
1
3

[
1 +

x

5 · 6 +
x

6 · 6 · 11 · 12
+ . . .

]
; y2 = x

2
3

[
1 +

x2

6 · 7 +
x4

6 · 7 · 12 · 13
+ . . .

]
.

Ô�Ô8Ò Ì
y1 =

1

x
+ 1 +

x

2!
+
x2

3!
+ . . . =

ex

x
; y2 = |x| 12

[
1 +

2x

5
+

(2x)2

5 · 7 +
(2x)3

5 · 7 · 9 + . . .

]
.

Ô�Ô�Ó Ì
y1 = 1 − x2

3!
+

x4

5!
− . . . =

sinx

x
; y2 =

1

x
− x

2!
+

x3

4!
+ . . . =

cosx

x
.

Ô�Ô8Ô Ì
1 + x +

x2

2
+

2x3

3
+

7x4

4
+ . . . .

Ô�Ô�Õ Ì
y = 1 + x +

x3

3
− x4

4
+ . . . .

Ô�Õ8Ö Ì
y =

x2

2
+

x3

6
+

x4

4
+ . . . .

Ô�Õ�× Ì
y = x + x2 − x3

6
− x4

4
− . . . .

Ô�Õ�Ø Ì
y = 1 + 2(x − 1) + 4(x − 1)2 +

25

3
(x − 1)3 +

81

4
(x − 1)4 + . . . .

Ô�Õ�Ð Ì
y = 1 + 2x − x2

2
− x3

3
− x4

4
. . . .

Ô�Õ8Ñ Ì
y = 4 − 2x + 2x2 − 2x3 +

19

6
x4 + . . . .

Ô�Õ?Ï Ì
y1 = e−x; y2 = e−x

∫ ex

x
dx.

Ô�Õ?Ó Ì
t = kx; t2y′′ + ty′ +

(
t2 − n2

)
y = 0.

Ô�Õ�Ô Ì

y = xz; x2z′′ + xz′ +
[
x2 −

(
m2 + 1

)]
z = 0.

Ô�Õ�Õ Ì
y1 = 1 − x +

∞∑
k=2

(−1)k xk

(k!)2
;

y2 =
1

2
y1 lnx + x +

∞∑
k=2

1 + 2
22 + . . .+ k

(k!)2

k2
xk.

Õ�Ö�Ö Ì
y1 = ex.

Õ�Ö�× Ì

W = C|x|−γ |1 − x|γ−α−β−1.
Õ�Ö?Ø Ì

W =
C

1 − x2
, C 6= 0.

Õ�Ö�Ð Ì
W = −2 sin νπ

πx
.

Õ�Ö�Ï Ì
λk = −k

2π2

l2
; yk = sin

πxk

l
.
Õ�Ö�Ò Ì

λk = −k
2π2

l2
; yk = cos

πxk

l
.
Õ�Ö?Ó Ì
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λk = −

(
k − 1

2

)2
π2

l2
; yk = sin

(
k − 1

2

)
πx

l
.
Õ�Ö�Ô Ì

λk = −
(
πk

ln a

)2

− 1

4
;

yk =
√
x sin

πk lnx

ln a
.
Õ�Ö�Õ Ì

1 − sinx − cosx.
Õ�×)Ö Ì

y = e−3x.
Õ�×�× Ì ìOä�3ºàÅÛ�ï�ßwé�Y ê�ßwÞDS éDí

Õ�×)Ø Ì
y = 2x2.

Õ�×)Ð Ì
y = x + e−x − 1

e
.
Õ�×5Ñ Ì

y = ex − 2.
Õ�×8Ï Ì ìOä�3ºà Û�ï�ßwé�Y ê�ßwÞDS éDí Õ�×)Ò Ì

y = −2e−x.
Õ�×8Ó Ì

y = e−x − 1.
Õ�×)Ô Ì

y = 2x3.
Õ?Ø?× Ì

G =

{
sin s · cosx, x ∈ [0, s];

cos s · sinx, x ∈ [s, π].

Õ?Ø8Ø Ì
G =

{
e5
(
e−x − 1

)
, x ∈ [0, s];

1 − e5, x ∈ [s, 1].

Õ?Ø8Ð Ì
G =

{
(s− 1)x, x ∈ [0, s];

s(x− 1), x ∈ [s, 1].

Õ?Ø5Ñ Ì
G =





1

x− 1
, x ∈ [1, s];

1

s− 1
, x ∈ [s, 3].

Õ?Ø�Ï Ì
G =





s2 − 4

2s2
, x ∈ [1, s];

x2 − 4

2s2
, x ∈ [s, 2].

Õ?Ø)Ò Ì
G =

{
−x, x ∈ [0, s];

−s, x ≥ s.

Õ?Ø�Ó Ì
G =

{
−e−2 chx, x ∈ [0, s]

−e−x ch s, x ∈ [s, 2].

Õ?Ø)Ô Ì
G =

{
−1, x ∈ [0, s];

−e2−x, x ≥ s.

Õ?Ø8Õ Ì
G =





1

2
e5
(
e−3x − e−x

)
, x ∈ [0, s];

1

2
e−3x

(
es − e3s

)
, x ≥ s.

Õ�Ð8Ö Ì
G =





x
(
s3 − 1

)

3s2
, x ∈ [0, s];

s
(
x3 − 1

)

3x2
, x ∈ [s, 1].

Õ�Ð?× Ì
y =

1

a− b

(
(b− x)

x∫
a

(s− a)f(s) ds+ (x− a)
b∫

x

(b− s)f(s)ds

)
.

Õ�Ð�Ø Ì
G =

{
1 + ln s, x ∈ (0, s);

1 + lnx, x ∈ [s, 1),
y =

x2 + 1

2
.
Õ�Ð?Ï Ì π√

m
,

[
(b− a)

√
m

π

]
+ 1.

Õ�Ð8Ô Ì à�k
0, 33 < ρ < 0, 5;

Ú k
15, 7 < ρ < 32;

é�k
0, 49 < ρ < 1;

R1k
0, 15 < ρ < 1, 2.

Õ8Ñ?Ò Ì
y1 =

1

x
cos

x3

2
+ o

(
1

x4

)
; y2 =

1

x
sin

x3

3
+ o

(
1

x4

)
.

Õ8Ñ?Ó Ì
y1 =

1√
x

cos
x2

2
+ o

(
x−

5
2

)
; y2 =

1√
x

sin
x2

2
+ o

(
x−

5
2

)
.
Õ8Ñ?Ô Ì

y1,2 =
1√
x
e±

x2

2
(
1 + o

(
x−2

))
.

Õ8Ñ?Õ Ì
y1 = e−

x
2 cos ex + o

(
e−

3x
2

)
;

y2 = e−
x
2 sin ex + o

(
e−

3x
2

)
.
Õ?Ï8Ö Ì

y1,2 =
1

3
x−

1
4 exp

[
±2x

3
2

]
.
Õ?Ï?× Ì

y1 = x−
3
4 cos 2

√
x + o

(
x−

5
4

)
; y2 = x−

3
4 sin 2

√
x + o

(
x−

5
4

)
.
Õ?Ï�Ø Ì

y1 = exp
(
(x− 1)

2
2

)
·
[
(2x)−

1
4 cos

(2x)
3
2

3
+ o

(
x−

7
4

)]
;

y2 = exp
(
(x− 1)

2
2

)
·
[
(2x)−

1
4 sin

(2x)
3
2

3
+ o

(
x−

7
4

)]
;
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Õ?Ï)Ð Ì
y1,2 =

1√
2x

exp

(
±x

2

2

)
·
(

1 ± 3

32x2
+

105

2048x4
+ o

(
x−6

))
.

Õ?Ï)Ñ Ì

y = x
1
4

(
1 +

3

64x

)
cos

(
2
√
x+

3

16
√
x

)
+ o

(
x−

5
4

)
.
Õ?Ï�Ï Ì Ngï\ßwéBY ê�ßwï\Þ­WT3�ï�Ü�ï�M\ï�Ü�Ü�ï�O

ã�S�Ü�Þ�åDS W0Oní Õ?Ï8Ò Ì
y′1 = y2, y

′
2 = y3, y

′
3 = y4, y

′
4 = −x2y1,

áDä
y1 = y, y2 = y′, y3 = y′′,

y4 = y′′′.
Õ?Ï8Ô Ì dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −k2x1

áDä
x1 = x, x2 =

dx

dt
.
Õ?Ï8Õ Ì

y′1 = y2, y
′
2 = y3,

y′3 = y4, y
′
4 = −y1,

áDä
y1 = y, y2 = y′, y3 = z, y4 = z′.

Õ�Ò�Ö Ì
y′1 = y2, y

′
2 = y3,

y′3 =
2

x3
y1,

áDä
y1 = y, y2 = y′, y3 = z.

Õ�Ò�× Ì
y′1 = y2, y

′
2 = −y2

x
− y1,

á�ä
y1 = y,

y2 = y′.
Õ�Ò?Ø Ì

ϕ1
ñ�S Ü�M�ä0RwÛ�à�æ(ó

ϕ2
ñ"ÜDSeí Õ�Ò�Ð Ì

ϕ2
ñ�S Ü�M�ä0RwÛ�à�æ(ó

ϕ1
ñ"ÜDSeí Õ�Ò8Ñ Ì

ϕ
ñ�S Ü�M�ä0RwÛ�à�æ(í

Õ�Ò�Ï Ì Ù à�æ�ä�U Ü�S í Õ�Ò�Ò Ì
ψ1 = xy, ψ2 =

z

x
.
Õ�Ò?Ó Ì

ψ1 =
y

x
, ψ2 = z − x− y.

Õ�Ò�Ô Ì
ψ1 =

y

x
,

ψ2 = z.
Õ�Ò�Õ Ì

ψ1 = sinx − sin y, ψ2 = sinx − z.
Õ?Ó8Ö Ì

ψ1 = z, ψ2 =
(x+ z)y

y + z
.
Õ?Ó?× Ì

y = C2e
C1x2

, z =
2C1

C2
xe−C1x2

, y = 0.
Õ?Ó�Ø Ì

y = − 1

C1
+
C2

2
(x+ C2) −

C1

4
(x+ C2)

2,

z =
C1

4
(x + C2)

2 +
1

C1
.
Õ?Ó8Ð Ì

y = C2e
C1x, z = x +

C2

C1
eC1x, y = 0, z = x + C.

Õ?Ó5Ñ Ì
y = − 1

x2 + C1
, z = x (C2 − ln |x|) . Õ?Ó�Ï Ì ey − ex = C1, x = z

(
C2 −

1

2
z

)
.

Õ?Ó)Ò Ì
y = C1x + C2x

2, z = C1(1 − x) + C2

(
2x− x2

)
.
Õ?Ó�Ó Ì

ze−x + y = C1,

ze−y + x = C2.
Õ?Ó8Ô Ì

y = C2e
C1x, z = C1C2e

C1x.
Õ?Ó8Õ Ì y

x
= C1,

z

x
= C2.

Õ�Ô�Ö Ì
y = C1,

z

x
= C2.

Õ�Ô�× Ì √
y −√

x = C1, z −
√
x = C2.

Õ�Ô?Ø Ì
y = C1, ze

x
y = C2.

Õ�Ô�Ð Ì
x2 + y2 + z2 = C2

1 , lx + my + nz = C2.
Õ�Ô8Ñ Ì

x = C1y, xy − 2
√
z2 + 1 = C2.

Õ�Ô?Ï Ì
x2 + y2 + z2 = C1, yz = C2x.

Õ�Ô�Ò Ì
x + z − y = C1, ln |x| + z

y
= C2.

Õ�Ô?Ó Ì
y = C1z,

x − y2 − z2 = C2z.
Õ�Ô�Ô Ì

y2 + z2 = C1, x − yz = C2.
Õ�Ô�Õ Ì

x =
1

1 + t2
, y =

1

1 + t2
.

Õ�Õ8Ö Ì
x = ln(t + e), y = 0.

Õ�Õ�× Ì
x =

C2 cos t− C1 sin t− β
(
C2

1 + C2
2

)

(cos t− αC1 − βC2)
2 + (sin t− αC2 + βC1)

2 ;

y =
−C2 sin t− C1 cos t+ α

(
C2

1 + C2
2

)

(cos t− αC1 − βC2)
2 + (sin t− αC2 + βC1)

2 .
Õ�Õ?Ø Ì

x =
1√
t
, y = 0.

Õ�Õ�Ð Ì
u′ = u2 − v2 − q(x), v′ = 2uv.

Õ�Õ�Ò Ì
y1 = 2 − e−x, z1 = 2 − 2e−x, y2 = −1 + e−x,

z2 = −1 + 2e−x.
Õ�Õ?Ó Ì

y1 = e2x, z1 = 0, y2 = 0, z2 = e2x.
Õ�Õ�Ô Ì

y1 = cosx,

z1 = − sinx, y2 = sinx, z2 = cosx.
Õ�Õ�Õ Ì

x = C1

(
cos t− sin t

t

)
−C2

(
sin t+

cos t

t

)
;

y =
1

t
(C1 sin t + C2 cos t); X(t) =




cos t− sin t

t
− sin t− cos t

t
sin t

t

cos t

t


 .

×)Ö�Ö�Ö Ì
y′1 = 3y1,

y′2 = 2y2.
×)Ö�Ö�× Ì

y′1 = 3y1 + y2, y′2 = 3y2.
×)Ö�Ö?Ø Ì

y′1 =
x

1 + x2
y1 +

1

1 + x2
y2,

y′2 = − 1

1 + x2
y1 +

x

1 + x2
y2.

×)Ö�Ö�Ð Ì
y′1 = 3y1, y

′
2 = 3y2.

×)Ö�Ö8Ñ Ì
y′1 = 2y2, y

′
2 = −2y1.
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×)Ö8Ö?Ï Ì

y′1 =
x

x2 − 1
y1 −

1

x2 − 1
y2, y

′
2 = − 1

x2 − 1
y1 +

x

x2 − 1
y2.

×)Ö8Ö�Ò Ì




y = C1e
2t;

x =
C1

2
e2t + C2.

×)Ö�Ö?Ó Ì { x = C1;

y = C2e
−t.

×)Ö�Ö�Ô Ì { y = C1e
x + C2e

−x;

z = C1e
x − C2e

−x.

×)Ö8Ö�Õ Ì { x = e2t(C1 cos t+ C2 sin t);

y = e2t(C1 sin t− C2 cos t).

×)Ö�×)Ö Ì




x = C2e
2t + C3e

3t;

y =
C1

6
e−6t +

C2

2
e2t +

C3

3
e3t;

z = C1e
−6t.

×)Ö?×�× Ì




z = C1e
2t;

y = e2t(C2 + C1t);

x = e2t

(
C3 + C2t+

C1

2
t2
)
.

×)Ö�×8Ø Ì { y = C1 + C2e
5x;

z = C1 − 4C2e
5x.

×)Ö?×)Ð Ì { y = C1 + C2e
−3x;

z = −2C1 − 3C2e
−x.

×)Ö�×5Ñ Ì { y = e2x(C1 cos(3x) + C2 sin(3x));

z = e2t(C1 sin(3x) − C2 cos(3x)).

×)Ö?×8Ï Ì { y = 2e−2x
(
C1 cos

(√
3
6
x
)

+ C2 sin
(√

3
6
x
))

;

z = e−2x
((

3C1 −
√

3x
)
cos
(√

3x
)

+
(√

3C1 +
√

3C2

)
sin
(√

3x
))
.

×)Ö?×)Ò Ì




x = −2C1e
t − 8C2e

2t − 3C3e
3t;

y = C1e
t + 2C2e

2t + C3e
3t;

z = 2C1e
t + 7C2e

2t + 3C3e
3t.

×)Ö�×8Ó Ì




x = 2C1 + C2e
t + C3e

3t;

y = 3C1 − 2C2e
2t;

z = C1 + C2e
t + 2C3e

2t.

×)Ö?×)Ô Ì




x = C1e
−t + (7C2 + 11C3) cos t+ (7C3 − 11C2) sin t;

y = −2C1e
−t + (15C2 + 9C3) cos t+ (15C3 − 9C2) sin t;

z = 2C2e
−t + (8C3 − 2C2) cos t+ (−8C2 − 2C2) sin t.

×)Ö?×)Õ Ì




x = C1 + C2(t+ 1) + C3e
−t;

y = 3C2 − 2C3e
−t;

z = C1 + C2t+ 2C3e
−t.

×)Ö?Ø8Ö Ì




x = C1e
t + C3e

−t;

y = C1e
t + C2e

2t;

z = 2C2e
2t − 2C3e

−t.

×)Ö�Ø?× Ì




x = C1 + C2e
t;

y = 3C1 + C3e
t;

z = −C1 + (C2 − C3)e
t.

×)Ö?Ø�Ø Ì




x = (C2 + C3t)e
t;

y = 2C1e
t − (2C2 + C3 + 2C3t)e

−t;

z = C1e
t − (C2 + C3 + C3t)e

−t.

×)Ö�Ø8Ð Ì { y1 = e2x, z1 = 0;

y2 = 0, z2 = e2x.

×)Ö?Ø)Ñ Ì { y1 = e−x(cosx+ 2 sinx), z1 = −5 sinx;

y2 = e−x sinx, z2 = e−x(cosx− 2 sinx).

×)Ö�Ø�Ï Ì




y1 =
1

2
(1 + e), z1 =

1

2
(1 − e);

y2 =
1

2

(
1 − e2x

)
, z2 =

1

2

(
1 + e2x

)
.

×)Ö?Ø8Ò Ì { y1 = e2x, z1 = xe2x;

y2 = 0, z2 = e2x.

×)Ö�Ø�Ó Ì (
ch t sh t

sh t cht

)
.
×)Ö?Ø8Ô Ì (

cos t sin t

− sin t cos t

)
.
×)Ö?Ø8Õ Ì (

e3t 0

0 e3t

) ×)Ö�Ð�Ö Ì
(
e3t 0

0 e−2t

)
.
×)Ö�Ð�× Ì (e2 e2

0 e2

)
.
×)Ö�Ð?Ø Ì (1 −4

1 3

)
.
×)Ö�Ð�Ð Ì




1 1 0

1 1 0

0 0 e2


 .
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×)Ö8Ð8Ñ Ì


e2 e2

e2

2
0 e2 e2

0 0 e2


 .

×)Ö�Ð?Ï Ì
x = C1e

−t

(
1

1

)
+ C2e

−t

(
2t

2t− 1

)
.

×)Ö8Ð�Ò Ì
x = C1e

2t

(
cos 2t

cos 2t+ sin 2t

)
+ C2e

t

(
sin 2t

sin 2t− cos 2t

)
.
×)Ö�Ð?Ó Ì

x = C1e
2t

(
1

1

)
+

+C2e
−t

(
1

−2

)
.
×)Ö�Ð�Ô Ì

x = C1e
2t

(
1

0

)
+C2e

3t

(
0

1

)
.
×)Ö�Ð�Õ Ì

x = C1

(
1

0

)
+C2e

−t

(
0

1

)
.

×)Ö)Ñ?Ö Ì
x = C1 = e2t

(
1

t

)
+C2e

2t

(
0

1

)
.
×)Ö8Ñ�× Ì

x = C1e
t




1

0

1


+C2




1

1

1


+C3e

−t




1

1

2


 .

×)Ö)Ñ�Ø Ì
x = C1e

t




0

1

1


 + C2




2 cos t

2 cos t

3 cos t− sin t


 + C3




2 sin t

2 sin t

3 sin t+ cos t


 .

×)Ö)Ñ?Ð Ì
C1e

−t




1

1

−1


 + C2e

t




cos t− sin t

cos t

sin t


 + C3e

t




cos t+ sin t

sin t

− cos t


 .

×)Ö8Ñ�Ñ Ì

x = C1




1

−1

1


 + C2e

t




0

1

−1


 + C2e

t




1

t+ 1

−t


 .

×)Ö8Ñ�Ï Ì
x = C1e

−t




2

0

1


 + C2e

t




1

1

1


+

+C3e
t




2t

2t

2t+ 1


 .

×)Ö8Ñ?Ò Ì
x = C1e

t




1

−1

0


 + C2e

−t




0

1

1


 + C3e

−t



t+ 1

t

2t


 .

×)Ö8Ñ�Ó Ì

x = C1e
2t




1

−1

0


+ C2e

2t




1

0

1


+ C3e

2t




2t+ 1

t

3t


 .

×)Ö)Ñ?Ô Ì
x = C1




1

1

2


 + C2




t

t− 1

2t+ 1


 + C3




t2

t2 − 2t+ 2

2t2 − 2t


 .

×)Ö8Ñ?Õ Ì
e.

×)Ö?Ï8Ö Ì

1.
×)Ö?Ï?× Ì

e.
×)Ö?Ï�Ø Ì

e.
×)Ö?Ï8Ð Ì





y =
1

x2
(C1 + C2(lnx+ 1));

z = − 1

x2
(C1 + C2 lnx).

.
×)Ö?Ï)Ñ Ì

{
y = C1e

− 1
x + 2C2e

− 2
x ;

z = −
(
C1e

− 1
x + C2e

− 2
x

)
.

×)Ö?Ï�Ï Ì {
y = e2

√
x (C1 cos(

√
x) + C2 sin(

√
x)) ;

z = e2
√

x (C1 sin(
√
x) − C2 cos(

√
x)) .

×)Ö�Ï8Ò Ì { x = 3C1e
t + 3C2e

−t + C3 cos t+ C4 sin t;

y = C1e
t + C2e

−t + C3 cos t+ C4 sin t.

×)Ö�Ï�Ó Ì { x = −2et(C1 + C2 + C2t) − 2e−t(C3 − C4 + C4t);

y = et(C1 + C2t) + e−t(C3 + C4t).
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×)Ö�Ï8Ô Ì { x = et(C1 cos t+ C2 sin t) + e

(
C−t

3 cos t+ C4 sin t
)
;

y = et(C1 sin t− C2 cos t) + e
(
C−t

4 cos t− C3 sin t
)
.

×)Ö�Ï8Õ Ì { x = C1e
t + 4C2e

−2t + 3C3e
−t;

y = 2C1e
t + 2C2e

−2t.

×)Ö�Ò�Ö Ì { x = 3Ce−t;

y = Ce−t.

×)Ö8Ò�× Ì { x = 2C1e
2t + 2C2e

−2t + C3 cos(2t) + 2C4 sin(2t);

y = 3C1e
2t − 3C2e

−2t − 2C3 sin(2t) + C4 cos(2t).

×)Ö8Ò?Ø Ì { x = (2 − 15t)e5t;

y = (5t+ 1)e5t.

×)Ö�Ò�Ð Ì { x = Ce−2t(1 − 2t);

y = e−2t(1 + 2t).

×)Ö8Ò8Ñ Ì { x = 4et + 2e−t;

y = −et − e−t.

×)Ö�Ò?Ï Ì




x = −e−t;

y = e−t;

z = 0.

×)Ö8Ò�Ò Ì {
x = C1 cos t+ C2 sin t+ t(cos t+ sin t) + (cos t− sin t) ln | cos t|;
y = (C1 − C2) cos t+ (C1 + C2) sin t+ 2 cos t ln | cos t| + 2t sin t.

×)Ö�Ò?Ó Ì
{

x = C1 cos t+ C2 sin t+ tg t;

y = −C1 sin t+ C2 cos t+ 2.

×)Ö�Ò�Ô Ì {
x = C1 + 2C2e

−t + 2e−t ln
∣∣et − 1

∣∣ ;
y = −2C1 − 3C2e

−t − 3e−t ln
∣∣et − 1

∣∣ .
×)Ö8Ò�Õ Ì { y = 2e2x + C1e

x + C2e
−x;

z = 9e2x + 3C1e
x + C2e

−x.

×)Ö?Ó8Ö Ì { x = 3C1e
t + C2e

−t + 3 sin t;

y = C1t+ C2e
−t − cos t+ 2 sin t.

×)Ö�Ó?× Ì { x = 2C1e
8t − 2C2 − 6t+ 1;

y = 3C1e
8t + C2 + 3t.

×)Ö?Ó�Ø Ì { x = C1e
t + 3C2e

2t + cos t− 2 sin t;

y = C1e
t + 2C2e

2t + 2 cos t− 2 sin t.

×)Ö�Ó8Ð Ì { x = C1e
t + C2e

3t + et(2 cos t− sin t);

y = C1e
t − C2e

3t + e3t(3 cos t+ sin t).

×)Ö�Ó)Ñ Ì { x = C1e
t cos t+ C2e

t sin t+ et + t+ 1;

y = C1e
t(− cos t− sin t) + C2e

t(cos t− sin t) − 2et − 2t− 1.

×)Ö�Ó�Ï Ì { x = C1 cos t+ C2 sin t+ 3t2 − t− 1;

y = C1 sin t− C2 cos t+ t2 + 2.

×)Ö�Ó8Ò Ì




x = C1e
t + C2 sin t+ C3 sin t;

y = t− C1e
t + C2 cos t− C3 sin t;

z = 1 + C2 sin t+ C3 cos t.

×)Ö�Ó�Ó Ì




x = e−t
(
C1t

2 + C2t+ C3

)
+ t2 − 3t+ 3;

y = e−t(−2C1t− C2) + t;

z = 2C1e
−t + t− 1.

×)Ö�Ó8Ô Ì { x = C1e
3t + 3t2 + 2t+ C2;

y = −C1e
3t + 6t2 − 2t+ 2C2 − 2.

×)Ö�Ó8Õ Ì { x = C1e
2t + 3C2e

4t − e−t − 4e3t;

y = C1e
2t + C2e

4t − 2e−t − 2e3t.
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×)Ö8Ô�Ö Ì { x = C1e

t + C2e
−t + tet − t2 − 2;

y = C1e
t − C2e

−t + (t− 1)et − 2t.

×)Ö8Ô�× Ì { x = C1e
t + C2e

3t + tet − e4t;

y = −C1e
t + C2e

3t − (t+ 1)et − 2e4t.

×)Ö8Ô?Ø Ì




x = C1e
t + C2;

y = (C1t+ C3)e
t − t− 1 − C2;

z = y − C1e
t.

×)Ö�Ô�Ð Ì { x = −
(
2t+ sin t+ cos t− e−t

)
;

y = cos t− 2e−t + 2.

×)Ö8Ô8Ñ Ì




x = −4

3
t− 7

9
;

y =
1

3
t− 5

9
.

×)Ö�Ô?Ï Ì { x = e2t + e3t + t2 + t;

y = 2e2t + t+ 1.

×)Ö�Ô�Ò Ì V|S á�æDï�í ×)Ö�Ô?Ó Ì
PoS�ßwï\æ(í ×)Ö�Ô�Ô Ì PoS8ßwï�ægí ×)Ö�Ô�Õ Ì mnï\Þ�S�ð\í ×)Ö�Õ�Ö Ì VTS á�æ�ïDí ×)Ö�Õ�× Ì P�Ý�Û�ï@á�UòäwÜ�Ý�Q!é�S�ßwï\æ(í ×)Ö�Õ?Ø Ì
èOäwÜ�M�Û6í ×)Ö�Õ�Ð Ì PÈS�ßwï\æ(í ×)Ö�Õ8Ñ Ì [�Ý�Þ�Û�Ý�M�Ý�â�Ü�Ý�QWé�S8ßwï�ægí ×)Ö�Õ?Ï Ì mnï�Þ�S�ð\í ×)Ö�Õ�Ò Ì æOÞ�a�ï

y > 0ñKà�ÜDà@æDï�R ðwS á�æ�à�ó
y < 0

ñÅé�S8ß�æDà�í�é�w�uëê'ì Û w�u6í�î�ï Ú SHá�S8é�à�M\Ý!Þ�S æ�ç�Þ8àÅS ßwï�Þ8æ�S Ü´M�à,áDï�ðtæ�S áDÝ�M�Ý6óê�Þ ðwà�3�ä S Ü�M�ä0RwÛ�à�æ�ç�Ü�SCÞ�Û�Ý�é�SFî�ï\é�ïHá�ê�M�çÍð�ä Ú ä éÍï\Þ8ï�æ�SFï�ð�ï Ú æDÝ�é�ï1\TM�ï\â�Þ�Ý(í ×)Ö�Õ?Ó Ì [�é�S
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S

(3,−1)
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à�knìOäHð�M�S Q�Þ�S
Ê Ú knì'äHð�M�S Q�ÞDSeí ×�×5Ñ?Ö Ì à�k�îOð�Ý�3�î�M\ï�M\Ý�â�Ü�ï!ð�M�S Q�ÞDShÊ Ú k�îOð�Ý�3�î�M\ï�M\Ý�â�Ü�ï!ð�M�S Q�Þ�S í
×�×6Ñ�× Ì à�k
îOð�Ý�3�î�M\ï�M\Ý�â�Ü�ïnð�M�S Q�Þ�S
Ê Ú kºìOäHð�M�S Q�Þ�S í ×�×5Ñ�Ø Ì ì'äHð�M�S Q�Þ�Ý�Q(í ×�×5Ñ?Ð Ì VoM�S Q�Þ�Ý�Q6í ×�×5Ñ�Ñ Ì
VoM�S Q�Þ�Ý�Q(í ×�×5Ñ�Ï Ì ìOäHð�M�S Q�Þ�Ý�Q6í ×�×5Ñ?Ò Ì îOð�Ý�3�î�M\ï�M\Ý�â�Ü�ïCð�M�S Q�Þ�Ý�Q6í ×�×5Ñ�Ó Ì ìOäHð�M�S Q�Þ�Ý�Q6í ×�×5Ñ?Ô Ì
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ñ
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a > 0, b > 0, ab > 2.

×�×)Ô8Ñ Ì
3a > b > 0.

×�×)Ô?Ï Ì
0 < a < 2.

×�×)Ô�Ò Ì ì'äHð�M�S Q�Þ�Ý�Q
î�Û�Ý�é�ðwS è

a
í ×�×)Ô?Ó Ì

a > 0, b > 0, a + b < 1.
×�×)Ô�Ô Ì

b > 0, a > b + 1.
×�×)Ô�Õ Ì

a > 0, b > 0, 8a − a2b > 4.
×�×)Õ�Ö Ì

a > 2, b > 0, 2ab − b2 > 4.
×�×)Õ�× Ì

2ab < 1.×�×5Õ?Ø Ì à�kÖì'äHð�M�S Q�Þ�Ý�Q�Ê Ú kWVÈM�S Q�Þ�Ý�Q�Ê'é�kÖì'äHð�M�S Q�Þ�Ý�Q�Ê|R1kWìOäHð�M�S Q�Þ�Ý�Q�Ê'á4kWìOäHð�M�S Q�Þ�Ý�Q�Ê"ä1k
VoM�S Q�Þ�Ý�Q(í ×�×)Õ�Ð Ì

a = b = 0, −4 < ab < 0.
×�×)Õ�Ô Ì ì'S í ×8Ø8Ö�Ö Ì

a + d < 0, ad − bc > 0.×8Ø)Ö�× Ì
u = (dx − by)2 + 2d

x∫
0

f(x) dx − bcx2 = (dx − by)2 + 2
x∫
0

(df(x) − bcx) dx;

u̇ = −2

(
f(x)

x
+ d

)(
bc− f(x)

x
d

)
x2; d

f(x)

x
− bc > 0

î�Û�Ý
x 6= 0;

f(x)

x
+ d < 0

î�Û�Ý

x 6= 0.
×8Ø8Ö?Ø Ì

v0 =
x∫
0

f(x) dx+
y∫
0

y

g(y)
dy; v̇ = −yϕ(y)

g(y)
.
×8Ø8Ö�Ð Ì

v = u(x) − u(0) +
p2

2
,

á�ä
ẋ = p, ṗ = −u′(x).

×8Ø8Ö8Ñ Ì
z = f

(
x2 + y2

)
.
×8Ø8Ö?Ï Ì

u = f

(
x− y

z
,
(x+ y + 2z)2

z

)
.

×8Ø)Ö�Ò Ì
z = f

(
xy + y2

)
.
×8Ø8Ö?Ó Ì

F
(
x2 − y2, x− y + z

)
= 0.

×8Ø8Ö�Ô Ì
F

(
1

x+ y
+

1

z
,

1

x− y
+

1

z

)
= 0.

×8Ø8Ö�Õ Ì
zy =

(
xz + y2

)
F (y) + xy.

×8Ø?×)Ö Ì
z = a sin

(
xy + F

( y
x

))
.
×8Ø?×�× Ì

z2 = yF
(y
x

)
− x2 − y2.

×8Ø?×8Ø Ì
u = eayF (x − y).

×8Ø�×)Ð Ì
Φ

(
x− a

u− c
,
y − b

u− c

)
= 0.

×8Ø?×5Ñ Ì
ax + by + cz = F

(
x2 + y2 + z2

)
.
×8Ø?×8Ï Ì

u = e−
1
xF

(
1

y
− 1

x
,
1

z
− 1

x

)
.
×8Ø?×)Ò Ì

z = yF

(
y3

x2
+ y

)
.
×8Ø?×8Ó Ì

z =
x2

3y
+
F (xy)

xy
.×8Ø�×)Ô Ì

Φ ((x− y) 3
√
x+ y + z + u, (y − u) 3

√
x+ y + z + u, (z − u) 3

√
x+ y + z + u) = 0.

×8Ø�×)Õ Ì
F

(
e−x − 1

y
, z +

x− ln y

e−x − 1
y

)
= 0.

×8Ø�Ø8Ö Ì
y2 − x2 − ln

√
y2 − x2 = z − ln y.

×8Ø8Ø?× Ì
(x + 2y)2 = 2x(z + xy)z − xy.

×8Ø�Ø�Ø Ì √
z

y3
sinx = sin

√
z

y
.
×8Ø�Ø8Ð Ì

z = yex − e2x + 1.
×8Ø�Ø)Ñ Ì

z = y2e2
√

x−2.
×8Ø�Ø�Ï Ì

u = (1 − x + y)(2 − 2x + z).
×8Ø�Ø8Ò Ì

u = (xy− 2z)

(
x

y
+
y

x

)
.
×8Ø�Ø�Ó Ì

2x2(y+ 1) = y2 + 4z− 1.
×8Ø�Ø8Ô Ì √ z

y3
sinx = sin

√
z

y
.

×8Ø8Ø8Õ Ì
x − 2y = z + x2 + y2.

×8Ø8Ð�Ö Ì ((
y2z − 2

)2 − x2 + z
)
y2z = 1.

×8Ø8Ð�× Ì
z2+x2 = 5(xz−y). ×8Ø8Ð?Ø Ì 3(x+y+z)2 = x2+y2+z2.

×8Ø8Ð�Ð Ì
(1+yz)3 = 3yz(1+yz−x).×8Ø)Ð8Ñ Ì

u = (1 + x − y)(2 − 2y + z).
×8Ø8Ð?Ï Ì

x2 − y2 − 1

2
ln

(
1 − y2

x2

)
.
×8Ø8Ð�Ò Ì

u = xey − e2y + 1.
×8Ø8Ð?Ó Ì

u = x + y − 1 + exy.
×8Ø8Ð�Ô Ì

u = 1 +
y2

3x
.
×8Ø8Ð�Õ Ì

2x2 + z2 = z
(
x2 + y2 + z2

)
.
×8Ø)Ñ?Ö Ì L'ï�æ�à�ó�ê�Þ�S æDä�Uòà�M\ç é î8æDï�anÝ�ÜDà@è6ónîDà�ÛDà@æDä�æ�ç\ú

Ü�Ý8è î�æ�ï�a�Ý�Ü�S
z = 0

óTß!å�äwÜ�M\Û�ï�3 Ü�à
Oz

í ×8Ø)Ñ�× Ì
f
(
x2 − y2, 2x2 + z2

)
= 0.

×8Ø)Ñ�Ø Ì
(x−x0)

∂z

∂x
+(y−y0)

∂z

∂y
= z−z0

z − z0

x− x0
= f

(
y − y0

x− x0

)
.
×8Ø)Ñ?Ð Ì

F (bx−ay, cx−az) = 0.
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×8Ø5Ñ�Ñ Ì
x2 + 3y2 + z2 + 3xy + xz + 3yz = 1.

×8Ø)Ñ�Ï Ì
F

(
x2

y
,
z

y

)
= 0.

×8Ø)Ñ?Ò Ì
z = Cxy2.

×8Ø5Ñ�Ó Ì Ngï�ßwé�Y ê�ßwÞDS é Ü�ä�3ºà_W�í ×8Ø)Ñ?Ô Ì
z = 0.

×8Ø)Ñ?Õ Ì
x3y2z = C.

×8Ø�Ï8Ö Ì
z = y2 − xy.

×8Ø�Ï?× Ì
x2yz + x3 = C, x = 0.

×8Ø�Ï�Ø Ì
z = Cxy2.

×8Ø�Ï8Ð Ì
z = 0.

×8Ø�Ï)Ñ Ì
z = ax + by + ϕ(a, b).×8Ø8Ï�Ï Ì

z = 2
√
xa − a

y
+ b.

×8Ø�Ï8Ò Ì −1

z
= −ax+ y

a+ 1
+ b.

×8Ø�Ï�Ó Ì
arctg z = −ax+ y

a+ 1
+ b.

×8Ø8Ï8Ô Ì 1

2a
(az + 1)2 = ax+ y + b.

×8Ø�Ï8Õ Ì
z = − a2

3x2
+ a ln y + b.
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