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6 1. Звичайнi диференцiальнi рiвняння та їхнi розв’язки

Тема 1. Звичайнi диференцiальнi рiвняння та їхнi
розв’язки

Короткi теоретичнi вiдомостi

1.1. Основнi означення й поняття. Звичайним дифе-
ренцiальним рiвнянням називають спiввiдношення

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0 (1.1)

мiж незалежною змiнною x, шуканою функцiєю y = y(x) цiєї
змiнної та похiдними y′, y′′, . . . , y(n). Порядок старшої похiдної
у рiвняннi (1.1) називають порядком цього рiвняння.
Диференцiальне рiвняння першого порядку у загальному

випадку записують у виглядi

F (x, y, y′) = 0, (1.2)

а рiвняння, розв’язане вiдносно похiдної, як

y′ = f(x, y). (1.3)

Часто застосовують симетричну форму звичайного дифе-
ренцiального рiвняння першого порядку:

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (1.4)

де M(x, y), N(x, y) — заданi функцiї.
Розв’язком диференцiального рiвняння (1.2) на iнтервалi

(a, b) називають неперервно диференцiйовну на цьому iнтер-
валi функцiю y = y(x), яка перетворює рiвняння (1.2) у то-
тожнiсть, тобто F (x, y(x), y′(x)) ≡ 0. Аналогiчно означують
розв’язки диференцiальних рiвнянь (1.3) i (1.4).

Спiввiдношення Φ(x, y) = 0 називають iнтегралом рiвня-
ння (1.3) або (1.4), якщо воно неявно задає розв’язок y = y(x)
рiвняння. Розв’язок звичайного диференцiального рiвняння
може бути заданий також у параметричнiй формi, тобто як
x = ϕ(t), y = ψ(t), де α < t < β.
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Графiк розв’язку y = y(x) звичайного диференцiального
рiвняння на площинi (x, y) називають iнтегральною кривою
цього рiвняння.

Задачу вiдшукання розв’язку y = y(x) рiвняння (1.3), який
задовольняє задану початкову умову y(x0) = y0, називають
задачею Кошi.

1.2. Складання диференцiальних рiвнянь виключе-
нням довiльних сталих. Кожне диференцiальне рiвняння
n-го порядку має, взагалi кажучи, сiм’ю розв’язкiв, яка зада-
ється формулою з n довiльними сталими.

Розв’язується й обернена задача: побудувати диференцi-
альне рiвняння за вiдомим розв’язком y = y(x,C1, C2, . . . , Cn),
який заданий спiввiдношенням

Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0. (1.5)

Для цього потрiбно здиференцiювати (1.5) n разiв за змiн-
ною x, вважаючи y функцiєю аргументу x, а потiм з отри-
маних рiвнянь i рiвняння (1.5) вилучити довiльнi сталi
C1, C2, . . . , Cn.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 1.1. Довести, що функцiя y = (1 + Cx+ lnx)−1

для кожного дiйсного C є розв’язком диференцiального рiв-
няння xy′ + y = y2 lnx.
Розв’язання. Знайдемо похiдну заданої функцiї:

y′ =
−1

(1 + Cx+ lnx)2
·
(
C +

1

x

)
.

Пiдставляючи в рiвняння замiсть y та y′ вiдповiднi вирази,
одержуємо, що

xy′ + y =
−(Cx+ 1)

(1 + Cx+ lnx)2
+

1

1 +Cx+ lnx
=

=
−Cx− 1 + 1 + Cx+ lnx

(1 + Cx+ lnx)2
=

lnx

(1 + Cx+ lnx)2
= y2 lnx.
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Функцiя y(x) перетворює задане диференцiальне рiвняння
у тотожнiсть i, отже, є його розв’язком. �

Приклад 1.2. Перевiрити, чи параметрично задана фун-
кцiя x = tet, y = e−t є розв’язком диференцiального рiвняння
(1 + xy)y′ + y2 = 0.
Розв’язання. Оскiльки

y′ =
y′t
x′t

=
−e−t
et + tet

,

то пiсля пiдстановки y′ у задане рiвняння одержуємо тото-
жнiсть

(1 + t) · −e−t
et(1 + t)

+ e−2t ≡ 0. �

Приклад 1.3. Показати, що для кожного дiйсного C спiв-
вiдношення y + arctg y

x = C є iнтегралом диференцiального
рiвняння

(
x+ x2 + y2

)
y′ − y = 0.

Розв’язання. Застосовуючи правило диференцiювання не-
явної функцiї, знаходимо похiдну y′(x):

y′ +
1

1 + (y/x)2
· y

′x− y

x2
= 0 ⇒ y′ =

y

x2 + y2 + x
.

Пiдставляючи отриманий вираз для y′ у задане рiвняння,
одержуємо тотожнiсть

(x+ x2 + y2)
y

x+ x2 + y2
− y ≡ 0. �

Приклад 1.4. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї кiл
x2 + y2 = Cx.
Розв’язання. Здиференцiювавши задане спiввiдношення за
змiнною x, одержуємо 2x + 2yy′ = C. Пiдставляючи тепер
отриманий вираз для C у рiвняння сiм’ї кривих, одержуємо
рiвняння x2 + y2 = 2(x+ yy′)x або 2xyy′ = y2 − x2. �
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Приклад 1.5. Побудувати iнтегральнi кривi диференцi-
ального рiвняння y′ = x+y

|x+y| .
Розв’язання. Рiвняння визначене на всiй площинi (x, y),
крiм прямої y = −x. В областi визначення задане рiвняння
можемо записати у виглядi

y′ =
{
1, y > −x,
−1, y < −x.

Отже, маємо прямi y = x+C у пiвплощинi y > −x i прямi
y = −x+C у пiвплощинi y < −x. Iнтегральнi кривi зображено
на рис. 1.1.

x

y

O

Рис. 1.1

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Довести, що заданi функцiї є розв’язками вiдповiдних ди-
ференцiальних рiвнянь (C — довiльна стала):

А1. y = x+ C
√
1 + x2; (xy + 1)dx− (x2 + 1)dy = 0.

А2. y = xex

x+1 ; (x2 + x)y′ = (x2 + x+ 1)y.
А3. y = eC ctg x ; y′ sinx = y ln y.
А4. y =

√
2
√
x3 − x2; 4xyy′ = 3y2 − x2.

А5. y = x
x∫
0

sin t
t dt+ 2x; xdy − (y + x sinx)dx = 0.
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А6. y = (x− 1)
x∫
0

et

t2 dt; y′ = y
x−1 + x−1

x2 e
x.

Перевiрити, чи функцiї y = y(x), заданi неявно, є iнтегра-
лами вiдповiдних диференцiальних рiвнянь:

А7. ln(xy) + x− y = C; (1 + x)y + (1− y)xy′ = 0.
А8. 1

2 arcsin(x
2) = ln(1+ey)−y; √

1− x4 y′+x(1+ey) = 0.

А9. Cy(xy+1) = y+1; (y2+ y)dx+
(
xy + x+ 1

y

)
dy = 0.

А10. ey = y ln(lnx); (1− y)eyy′ − y2

x lnx = 0.
А11. y2 + x2 − xy = C; (x− 2y)dy − (2x− y)dx = 0.

А12. y ln y = x
x∫
0

sinx
x ; xy′ + x ln y = x sinx+ y ln y.

Перевiрити, чи параметрично заданi функцiї є розв’язками
вiдповiдних диференцiальних рiвнянь:

А13.
{
x = ln t+ 1

t ,
y = t− ln t;

y′(x− ln y′) = 1.

А14.

{
x = 1√

t
+ 1

3t2
,

y = 1
t −

√
t− 1

3t ;
xy′2 + yy′ = 1.

А15.
{
x = e−t cos t,
y = 1

4 e
−2t(1 + sin 2t);

4y = (y′ + x)2.

А16.
{
x = 3(ctg t+ t) + C,
y = cos3 t;

y′
2
3 + y

2
3 = 1.

Скласти диференцiальнi рiвняння сiмей кривих:
А17. y2 = 2Cx+ C2.
А18. Cy = tg(Cx).

А19. y = x

(
x∫
2

sds
ln s + C

)
+ sinx.

А20. ρ2 = a cos 2ϕ (a — параметр).
А21. y = C1x

2 +C2e
x.

А22. y = C1 cos x
2 +C2 sinx

2.
А23. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї прямих, якi

проходять через точку (3, 4).
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А24. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї парабол, якi
проходять через початок координат i симетричнi вiдносно осi
абсцис.

А25. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї кiл, якi до-
тикаються до прямих y = 0, x = 0 та розташованi у першiй i
третiй координатних чвертях.

А26. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї строфоїд
x(x2 + y2) = C(x2 − y2).

Побудувати iнтегральнi кривi диференцiальних рiвнянь:
А27. y′ = xy

|xy| .

А28. y′ = x+|x|
y+|y| .

А29. y′ = sinx
| sinx| .

А30. Довести, що функцiя y = ϕ(x) є розв’язком задачi
Кошi y′ = f(x, y), y(x0) = y0 тодi i тiльки тодi, коли вона є

розв’язком iнтегрального рiвняння y(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y(s)) ds.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Перевiрити, чи заданi функцiї є розв’язками вiдповiдних
диференцiальних рiвнянь:

С1. x =
√
Cey − y − 2; (x3 + y + 1)y′ = 3x2.

С2. y = x
√
1− x2; yy′ = x− 2x3.

С3. y = x tg(ln x); x2(dy − dx) = (x+ y)ydx.
С4. x = y2(C − 3 ln |y|); 2(x− y2)dy + ydx = 0.
С5. y = eCx; xy′ = y tg(ln y).
С6. y = (x+C)2

4x2
; y = (xy′ + 2y)2.

С7. x = e−y(100 + tg y); (e−y sec2y − x)dy = dx.
С8. y = ln(x2 + C); xy′ = x2ey + 2.
С9. x = (C − cos y) sin y; (sin2 y + x ctg y)y′ = 1.
С10. x = C(e−y − 1); xy′ + 1 = ey.
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С11.
{
x = 2arctg t,
y = ln(t2 + 1);

y = ln(1 + y′2).

С12.
{
x = t ln t,
y = t2(2 ln t+ 1);

y′ ln y′
4 = 4x.

С13.
{
x = C cos t,
y = C sin t;

x+ yy′ = 0.

С14.
{
x = t− ln t,
y = t3 − t+ C;

2y′ = x+ ln y′.

Перевiрити, чи є данi спiввiдношення iнтегралами вказа-
них диференцiальних рiвнянь:

С15. 25(y − C)2 = 4x5; y′2 = x3.
С16. y2 +

√
x4 + y4 = C; y(y − xy′) =

√
x4 + y4.

С17. x(ey + xy) = C; (ey + 2xy)dx+ (ey + x)xdy = 0.
С18.

√
y − x+

√
x = C; y′

√
x =

√
y − x+ 3

√
x.

С19. lnx ln y = 1; y ln ydx+ x lnxdy = 0.
С20. xey + yex = C; (xey + ex)dy + (ey + yex)dx = 0.

С21. x3 ln y+x+y3 = 0; (1+3x2 ln y)dx+
(
3y2 + x3

y

)
dy = 0.

С22. xy2−x2+cos y = π; (y2−2x)dx+(2xy−sin y)dy = 0.

Скласти диференцiальнi рiвняння сiмей кривих:

С23. y3 = Cx3 + 1.
С24. Cy3 + 2x− y2 = 0.
С25. y = Cearctg x+arctg x.
С26. y = Cx2e−3/x.
С27. y = C1e

2x + C2e
−2x.

С28. y = 3
√
Cx3 − 3x2.

С29. x2 − y2 = Cy3.
С30. y = C1e

x + C2x.
С31. sin y = C sinx.
С32. y=C1 cos x+C2 sinx.

Скласти диференцiальнi рiвняння . . .
С33. . . . кiл довiльного радiуса з центром у точцi (1, 3).
С34. . . . логарифмiчних спiралей x2 + y2 = Cearctg

y
x .

С35. . . . кiл на площинi, якi дотикаються до осi ординат.
С36. . . . кiл на площинi, якi проходять через початок ко-

ординат.
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С37. . . . кiл радiуса 1, центри яких лежать на прямiй, що
з’єднує точки (2, 5) i (−1,−4).

С38. . . . елiпсiв, центри яких збiгаються з початком коор-
динат, а осi симетрiї — з осями координат.

С39. . . . елiпсiв iз заданою фокусною вiдстанню 2C.
С40. . . . цисоїд (2C − x)y2 = x3.
С41. . . . парабол з вершиною у точцi (2,−2) та вiссю си-

метрiї, паралельною осi ординат.
Побудувати iнтегральнi кривi диференцiальних рiвнянь:

С42. y′ = |x2−y2|
x2−y2 .

С43. y′ = |2x−y|
2x−y .

С44. y′ = sgn(cos x).

С45. y′ =
{
0, y �= x,
1, y = x.

Вiдповiдi

А7. Так. А8. Так. А9. Нi. А10. Нi. А11. Так. А12. Нi.
А13. Так. А14. Так. А15. Так. А16. Нi. А17. yy′2 + 2xy′ = y.
А18. xy′ − (1 + y2) arctg y = 0. А19. y = xy′ − x cosx+ sinx− x3

ln x .
А20. ρ′ = −ρ tg 2ϕ. А21. (2x − x2)y′′ + (x2 − 2)y′ + (2 − 2x)y = 0.
А22. xy′′ − y′ + 4x3y = 0. А23. y′(x − 3) = y − 4. А24. 2xy′ = y.
А25. 2xy(1+y′2) = (y−xy′)2. А26. 4x3yy′ = 4x2y2−x4+y4. С1. Нi.
С2. Так. С3. Так. С4. Нi. С5. Нi. С6. Так. С7. Так. С8. Нi.
С9. Так. С10. Так. С11. Так. С12. Так. С13. Так. С14. Нi.
С15. Так. С16. Так. С17. Так. С18. Нi. С19. Так. С20. Так.
С21. Так. С22. Так. С23. xy2y′ = y3− 1. С24. (y2− 6x)y′ = −2y.
С25. (1+x2)y′ = y−arctgx+1. С26. x2y′ = y(2x+3). С27. y′′ = 4y.
С28. xy2y′ = y3+x2. С29. 2xy = (3x2−y2)y′. С30. (1−x)y′′+xy′−
−y = 0. С31. y′ = tg y ctg x. С32. y′′+y = 0. С33. (y−3)y′+x−1 =

= 0. С34. y′(2y−x)+2x+y = 0. С35.
(
xy′′−(1+y′2)y′

)2
=
(
1+y′2

)3.
С36. (x2+y2)y′′−2(1+y′2)(xy′−y) = 0. С37. (y′2+1)(y−3x+1)2 =

= (1+3y′)2. С38. y′′− y′

x + y′2

y = 0. С39. xyy′+(x2−y2−C2)y′−xy =

= 0. С40. 2x3y′ = y3 + 3x2y. С41. 4y′(x− 2) = 2y.
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Тема 2. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними
та звiднi до них

Короткi теоретичнi вiдомостi

2.1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Дифе-
ренцiальне рiвняння першого порядку називають рiвнянням
з вiдокремлюваними змiнними, якщо його можна записати у
виглядi

M1(x)N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy = 0 (2.1)

або
y′ = f(x)g(y). (2.2)

Для iнтегрування рiвняння (2.1) потрiбно домогтися того,
щоб коефiцiєнт бiля dx залежав тiльки вiд x, а коефiцiєнт
бiля dy — тiльки вiд y. Для цього потрiбно обидвi частини
рiвняння подiлити на добуток M2(x)N1(y) (якщо M2(x) �= 0 i
N1(y) �= 0). Тодi, iнтегруючи, одержуємо загальний iнтеграл∫

M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C.

Серед розв’язкiв алгебричних рiвнянь M2(x)N1(y) = 0 i
g(y) = 0 можуть бути розв’язки диференцiальних рiвнянь
(2.1) i (2.2) вiдповiдно. Цi розв’язки можуть бути особливими.

2.2. Рiвняння, звiднi до рiвнянь з вiдокремлюва-
ними змiнними. До рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними
зводяться диференцiальнi рiвняння вигляду

y′ = f(ax+ by + c), (2.3)

де a, b, c — деякi сталi, причому b �= 0. Якщо в (2.3) виконати
замiну

z = ax+ by + c, (2.4)

то для знаходження функцiї z(x) одержимо рiвняння з вiд-
окремлюваними змiнними z′ = bf(z) + a.
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З допомогою замiни (2.4) до рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними можна звести й бiльш загальнi рiвняння, як-от(

by′ + a
)
g(x) = f(ax+ by + c). (2.5)

2.3. Геометричнi задачi, якi приводять до рiвнянь з
вiдокремлюваними змiнними. У геометричних задачах на
складання рiвнянь зазвичай необхiдно знайти криву, яка задо-
вольняє певнi умови. На основi умов задачi складають дифе-
ренцiальне рiвняння для невiдомої кривої (функцiї) y = y(x)
i, зiнтегрувавши його, знаходять саму криву.

Складаючи диференцiальне рiвняння, часто використову-
ють геометричний змiст похiдної: значення похiдної y′ у то-
чцi x=x0 дорiвнює кутовому коефiцiєнту дотичної до кривої
y=y(x) у точцi (x0, y(x0)).

У деяких задачах доцiльно скористатися геометричним
змiстом визначеного iнтеграла

∫ b
a y(x)dx як площi криволiнiй-

ної трапецiї, виразом для кривини дуги кривої k = y′′√
(1+y′2)3

та iншими геометричними поняттями.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 2.1. Зiнтегрувати диференцiальне рiвняння
(x2 + 1)(y2 − 1)dx+ x3ydy = 0.
Розв’язання. Для вiдокремлення змiнних подiлимо обидвi
частини рiвняння на x3(y2 − 1). Тодi

x2 + 1

x3
dx+

y

y2 − 1
dy = 0 (x �= 0, y �= ±1) ⇒∫

dx

x
+

∫
dx

x3
+

1

2

∫
d(y2 − 1)

y2 − 1
= 0 ⇒

ln |x| − 1

2x2
+

1

2
ln |y2 − 1| = C ⇒

|y2 − 1| = eCex
−2
e−2 ln |x| ⇒ y2 = Cx−2ex

−2
+ 1,

де, враховуючи довiльнiсть сталої C, позначено C := ± eC .
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Отже, загальним iнтегралом заданого рiвняння є

y2 = 1 + Cx−2e−x
2
. (2.6)

З’ясуємо можливiсть появи особливих розв’язкiв заданого
рiвняння. Легко перевiрити, що функцiї x= 0, y = −1 i y = 1 є
розв’язками рiвняння, однак у загальному iнтегралi мiстяться
лише два останнiх (їх можна отримати з формули (2.6) при
C = 0). Функцiя x = 0 є особливим розв’язком.
Вiдповiдь: y = ±

√
1 + Cx−2e−x2 , x = 0.

Приклад 2.2. Знайти iнтегральну криву диференцiаль-
ного рiвняння xy′ − 1 = e−y, яка проходить через точку (1, 0).
Розв’язання. Маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнни-
ми вигляду (2.2). Вiдокремлюючи змiннi, одержуємо:

xdy = (e−y + 1)dx ⇒ dy

e−y + 1
=
dx

x
(x �= 0) ⇒∫

eydy

1 + ey
=

∫
dx

x
⇒

ln(1 + ey) = ln |x|+ C ⇒ 1 + ey = Cx ⇒
y = ln(Cx− 1). (2.7)

Для вiдшукання iнтегральної кривої, яка проходить через
точку (1, 0), пiдставимо x = 1 i y = 0 у формулу загального
розв’язку (2.7). Тодi ln(C − 1) = 0, а отже, C = 2. Таким
чином, шуканою iнтегральною кривою є y = ln(2x− 1). �

Приклад 2.3. Зiнтегрувати рiвняння y′ = (9x+ y + 2)2.
Розв’язання.Маємо диференцiальне рiвняння вигляду (2.3).
Зробимо замiну z = 9x+ y. Тодi y′ = z′ − 9 i, пiдставляючи у
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задане рiвняння, одержуємо:

z′ = (z + 2)2 + 9 ⇒ dz

(z + 2)2 + 9
= dx ⇒∫

d(z + 2)

(z + 2)2 + 9
= x+ C ⇒ 1

3
arctg

z + 2

3
= x+ C ⇒

arctg
9x+ y + 2

3
= 3x+ 3C ⇒

9x+ y + 2 = 3 tg(3x+ C) (C := 3C).

Отже, загальним розв’язком є y = 3 tg(3x+ C)− 9x− 2.
Оскiльки (z + 2)2 + 9 �= 0 в множинi дiйсних чисел, то

особливих розв’язкiв задане рiвняння не має.
Вiдповiдь: y = 3 tg(3x+ C)− 9x− 2.

Приклад 2.4. Знайти загальний розв’язок рiвняння
2x2y′ = tg(y − x) + 2x2.
Розв’язання. Маємо рiвняння вигляду (2.5). Пiсля замiни
z = y − x одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними
2x2z′ = tg z. Звiдси∫

ctg zdz =
1

2

∫
dx

x2
+ C ⇒ ln | sin z| = − 1

2x
+ C ⇒

ln | sin(y − x)| = − 1

2x
+ C ⇒

y = x+ (−1)n arcsin
(
Ce−

1
2x

)
+ πn, n ∈ Z.

Розв’язками рiвняння tg z = 0 є функцiї z = πn, n ∈ Z,
звiдки отримуємо частиннi розв’язки диференцiального рiв-
няння y = x + πn, n ∈ Z. Функцiя x = 0 не є розв’язком
диференцiального рiвняння.
Вiдповiдь: y = x+ (−1)n arcsin

(
Ce−

1
2x

)
+ πn, n ∈ Z.

Приклад 2.5. Знайти кривi, в яких точка перетину до-
вiльної дотичної з вiссю абсцис має абсцису, вдвiчi меншу аб-
сциси точки дотику.
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�

O x

y

A B

M(x, y)

α

y = y(x)

Рис. 2.1

Розв’язання. Нехай M(x, y) — до-
вiльна точка на шуканiй кривiй,
AM — дотична, проведена через то-
чку M , α — кут мiж згаданою доти-
чною та вiссю Ox, MB — перпенди-
куляр до осi абсцис у точцi дотику
(рис. 2.1).

Згiдно з умовою OB = 2OA = x,
MB = y.

Розглянемо ΔAMB. У ньому

tgα =
MB

AB
=

y

x/2
=

2y

x
.

Звiдси, враховуючи геометричний змiст похiдної, отримуємо
рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними y′ = 2y

x . Звiдси

dy

y
=

2dx

x
(xy �= 0) ⇒ ln |y| = 2 ln |x|+C ⇒ y = Cx2.

Отже, шуканими кривими є параболи y = Cx2 . �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:
А1. (1− y2)xdx− y(x4 + 4)dy = 0.
А2. y′ = 10x+y.
А3. 2x2yy′ + y2 = 3.
А4. (xy2 + x)dx+ (y − x2y)dy = 0.
А5. (y + 1)x+ (x4 + 16)(y − 3)y′ = 0.
А6. y−3 ln(lnx)dx+ xey

2
dy = 0.

А7. sin y√
3 cos x+sinx

+ y′
√
1 + cos y = 0.

А8. (y2 − 1)(x+ 2)dx− x2ydy = 0.
А9. tg y · y′ = sin(x+ y) + sin(x− y).
А10. xyy′ +

√
1 + x2 + y2 + x2y2 = 0.
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Знайти iнтегральну криву рiвняння, яка проходить через
задану точку:

А11. (1 + 2y)x+ (1 + x2)y′ = 0, (1, 2).
А12. x

√
1 + y2 + yy′

√
1 + x2 = 0, (0, 0).

А13. y′ cos x = y ln y, (π, e).
А14. e−y(y′ + 1) = 1, (−1, 1).
Знайти розв’язки, якi задовольняють вказанi умови:
А15. x2y′ − cos 2y = 1, lim

x→+∞ y(x) = 9π
4 .

А16. 3y2y′ + 16x = 2xy3, y(x) — обмежена при x→ +∞.
А17. 2(x2 + 1)y′ − cos2 2y = 0, y → 7π

2 при x→ −∞.
Зiнтегрувати рiвняння, звiднi до рiвнянь з вiдокремлюва-

ними змiнними:
А18. y′ = sin(x− y).
А19. y′ =

√
4x+ 2y − 1.

А20. (x+ y)2y′ = a2.
А21. (y − 3x+ 3)dx + (3x− y − 1)dy = 0.
А22. y′

√
x+ y = 1.

А23. y′ = sin(x+ y) + cos(x+ y).
Розв’язати iнтегральнi рiвняння, звiвши їх до диференцi-

альних:

А24. y =
x∫
0

ydx+ 1.

А25. y =
x∫
1

e−ydx (x > 0).

А26. Знайти кривi, для яких площа трикутника, утворе-
ного дотичною, ординатою точки дотику i вiссю абсцис, є ве-
личина стала i дорiвнює a.

А27. Знайти кривi, в яких тангенс кута мiж дотичною i
додатним напрямом осi Ox обернено дорiвнює квадрату аб-
сциси точки дотику.
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А28. Знайти кривi, кожна дотична до яких перетинає пря-
му y = 1 в точцi з абсцисою, що дорiвнює подвоєнiй абсцисi
точки дотику.

А29. Знайти кривi, в яких величина пiднормалi1) в усiх її
точках однакова i дорiвнює a.

А30. Знайти кривi, для яких сума катетiв трикутника,
утвореного дотичною, ординатою точки дотику та вiссю аб-
сцис, є величина стала i дорiвнює b.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:
С1. x2dx+ y3ex+ydy = 0.
С2. y′ − xy2 = 2xy.

С3.
(
1 + x2

)
y3dx =

(
1 + y2

)
x3dy.

С4. sec2x tg ydx+ sec2y tg xdy = 0.
С5. y′ = x(2 lnx+1)

sin y+y cos y .

С6. x
√
a2 − y2dx = (x4 + 1)(y + 1)dy.

С7. xydx = (a− x)(y + b)dy.

С8. cos x2
3
√
y dx =

5
√

2−3 3
√
y4

x dy.

С9. y′ =
√

9y2−6y+2
x2−2x+5 .

С10. (x+ 1)y −√
x2 + 1(y3 − 1)y′ = 0.

С11. ex − 1e−y = ee
y
(1 + ex)y′.

С12. (x2 − 3)y2dx = x(y + 8)dy.
С13. (x2y − x2)dy = (xy2 + y2)dx.
С14. (x+ 2)eydx+ y

√
x+ 1dy = 0.

С15. ln(1 + x)
√

1− y2dx+ dy = 0.

1)Пiднормаллю кривої y = y(x) у точцi (x, y) називають проекцiю на
вiсь абсцис вiдрiзка нормалi вiд точки (x, y) до точки перетину нормалi
з вiссю абсцис.
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С16. y′ = xy + x+ y + 1.
Розв’язати задачi Кошi:
С17. (x2 + 3)y′ − 2x(y + 4) = 0, y(4) = 91.
С18. 2xy2dx+ (x2 − 1)(y2 + 1)dy = 0, y(0) = 1.
С19. x sin ydx+ (x2 − 5) cos ydy = 0, y(2) = π

2 .
С20. (x3 + 1)ydx− x(y + 7)dy = 0, y(1) = 1.
С21. x2 sin y + 3

√
x3 + 1y′ = 0, y(0) = π

2 .
С22. (x2 + 1)(y + 1)y′ = y2, y(1) = 1.
С23. x(x+ 2)y′ = (x+ 1)y, y(1) =

√
3.

С24. x cos ydy = ex(x ln x+ 1)dx, y(1) = 3π
2 .

Знайти розв’язок диференцiального рiвняння, який задо-
вольняє вказану умову:

С25. x3 sin y · y′ = 2, y → π
2 при x→ ∞.

С26. ey = e4yy′ + 1, y обмежена при x→ +∞.
С27. y′ = 2x(π + y), y обмежена при x→ ∞.
С28. x3y′ − sin y = 1, y → 5π при x→ ∞.
С29. (x+ 1)y′ = y − 1, y(x) — обмежена при x→ +∞.
Зiнтегрувати рiвняння, звiднi до рiвнянь з вiдокремлюва-

ними змiнними:
С30. y′ = cos(y − 2x+ 1).
С31. y′ = y + 2x− 3.
С32. y′ + 2x+2y−1

x+y−2 = 0.
С33. y′ = tg(5x+ y + 1).
С34. x+ 2y + 1 = (2x+ 4y + 3)y′.
С35. y′ = 3

√
x+ y + 1.

С36. (2x+ y + 1)dx = (4x+ 2y − 3)dy.

С37. (3− x− 2y)dx− 2(1 + x+ 2y)dy = 0.
Розв’язати iнтегральнi рiвняння, звiвши їх до диференцi-

альних:

С38. y =
x∫
0

√
ydx.
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С39.
√
y =

x∫
0

ydx.

С40. Знайти кривi, нормаль у кожнiй точцi яких прохо-
дить через задану точку (a, b).

С41. Знайти сiм’ю кривих, якi мають таку властивiсть:
вiдрiзок дотичної, розмiщений мiж осями координат, у точцi
дотику до кожної з кривих цiєї сiм’ї дiлиться навпiл.

С42. Знайти кривi, в яких тангенс кута мiж дотичною
та додатним напрямом осi Ox обернено пропорцiйний абсцисi
точки дотику (k — коефiцiєнт пропорцiйностi).

С43. Знайти кривi, дотична до яких у точцi (x, y) прохо-
дить через точку (x2, y2).

С44. Знайти кривi, в яких пiддотична2) для всiх точок
дотику має сталу довжину a.

С45. Знайти сiм’ю кривих, для якої трикутник, утворений
дотичною до кривої, вiссю абсцис та радiусом-вектором точки
дотику, є рiвнобедреним.

Вiдповiдi

А1. ln(1 + y2) + arctg x2

2 = C; y = ±1. А2. y = − lg(C − 10x).
А3. y2 − 3 = Ce

1
x . А4. y2 + 1 = C(x2 − 1); x = ±1. А5. arctg x2

4 +

+8y−32 ln |y+1|+C = 0; y = −1. А6. 2 lnx(ln lnx−1)+ey
2

(y2−1) =

= C. А7. ln
∣∣∣√3 tg x

2 +1√
3 tg x

2 −3

∣∣∣ + √
2 ln
∣∣∣√1+cos y−√

2√
1+cos y+

√
2

∣∣∣ + C = 0; y = πn,

n ∈ Z. А8. y2 − 1 = Cx2e−
4
x ; x = 0. А9. sec y = −2 cosx + C.

А10.
√
1 + x2 +

√
1 + y2 = ln 1+

√
1+x2

x + C. А11. y = 5
1+x2 − 1

2 .
А12.

√
1 + x2 +

√
1 + y2 = 2. А13. ln2 y = 1+sin x

1−sin x . А14. e−y =
= 1 − (e − 1)ex. А15. y = arctg(1 − 2/x) + 2π. А16. y = 2.
А17. y = 1

2 arctg
(
π
2 + arctg x

)
+ 7π

2 А18. tg x−y
2 = 1 − 2

x+C ; y =

= x− π
2 + 2πn, n ∈ Z. А19. x−√

4x+ 2y − 1 + 2 ln(
√
4x+ 2y − 1 +

+ 2) = C. А20. y = a arctg x+y
a + C. А21. y − 3x = Cex−y.

2)Пiддотичною кривої y = y(x) у точцi (x, y) називають проекцiю на
вiсь абсцис вiдрiзка дотичної, розмiщеного мiж точкою дотику i точкою
перетину з вiссю абсцис.
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А22. 2
√
x+ y−2 ln(

√
x+ y+1) = x+C. А23. ln

(
1 + tg x+y

2

)
= x+C.

А24. y = ex. А25. y = lnx. А26. y = 2a
C±x . А27. y = − 1

x + C.
А28. y = 1 + C

x . А29. y2 = ±2ax+ C. А30. b ln y − y = ±x + C,
0 < y < b. С1. ey(y3 − 3y2 + 6y − 6) − e−x(x2 + 2x + 2) + C = 0.
С2. y(Ce−x2 − 1) = 2; y = 0. С3. 1

x2 − 2 ln |x| = 1
y2 − 2 ln |y| + C;

x = 0; y = 0. С4. cos 2y−1
cos 2y+1 = C cos 2x+1

cos 2x−1 ; x = πn, y = πk, n, k ∈ Z.
С5. y sin y = x2 lnx+C. С6. 1

2 arctg x
2 +
√
a2 − y2 − arcsin y

a +C =
= 0; y = ±a. С7. y + x + ln |y| + a ln |x − a| + C = 0; x = a; y = 0.

С8. sinx2 + 5
12

(
5

√
2− 3 3

√
y4
)6
+ C = 0. С9. y − 1

3 +
√
y2 − 2

3y +
2
9 =

= C
(
x− 1 +

√
x2 − 2x+ 5

)3
. С10.

√
x2 + 1+ln |x+√

x2 + 1| = y3

3 −
− ln |y| + C; y = 0. С11. x + 2 ln(1 + e−x) = ee

y

+ C. С12. x2

2 −
− 3 ln |x| = ln |y| − 8

y +C; x = 0; y = 0. С13. ln
∣∣ y
x

∣∣+ 1
y + 1

x +C = 0;

x = 0; y = 0. С14. 2
3

(√
x+ 1

)3
+2

√
x+ 1 = (y+1)e−y +C; x = −1.

С15. y = sin(x−(x+1) ln(x+1)+C); y = ±1. С16. y = Cex
2/2+x−1.

С17. y = 5(x2+3)−4. С18. ln |x2−1|+y− 1
y = 0. С19. (x2−5) sin2y =

= −1. С20. x3+2
3 + ln |x| = y + 7 ln |y|. С21. 3

√
(x2 + 1)2 +

+ ln
∣∣∣ cos y−1
cos y+1

∣∣∣ = 1. С22. ln |y| − 1
y + 1 + π

4 = arctg x. С23. y =

=
√
x(x+ 2). С24. y = arcsin(ex lnx − 1). С25. y = arccos(x−2).

С26. y = 0. С27. y = −π. С28. y = 2 arctg
(
1− 1

2x2 + 9π
2

)
.

С29. y = 1. С30. y = 2x − 1 − 2 arctg
(√

3
3 tg (x+C)

√
3

2

)
. С31. y =

= Cex − 2x + 1. С32. y + 2x = 3 ln |y + x + 1| + C; y = −x − 1.
С33. 2x − 10y − 2 ln |5 + tg(5x+ y + 1)| + ln (1 + tg2(5x+ y + 1)) =
= C; y = − arctg 5 + πn − 5x − 1, n ∈ Z. С34. 8y − 4x +
+ ln |4x+ 8y + 5| = C; 4x + 8y + 5 = 0. С35. 3( 3

√
(x + y + 1)2 −

−2 3
√
x+ y + 1+2 ln | 3

√
x+ y + 1 + 1|) = 2x+C; y = −x−2. С36. 2y−

− x− ln |y + 2x− 1| = C; y = 1− 2x. С37. (x+ 2y)2 − 2x+ 4y = C.
С38. y = x2 (x � 0); y = 0. С39. y = 0. С40. 2by−y2 = x2−2ax+C.
С41. y = C

x . С42. y = k ln |x| + C. С43. y = x
x−C(x−1) , y = 0.

С44. y = Ce±
x
a . С45. y = C

x .
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Тема 3. Однорiднi рiвняння першого порядку та
звiднi до них

Короткi теоретичнi вiдомостi

3.1. Однорiднi рiвняння. Диференцiальне рiвняння

M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0 (3.1)

називають однорiдним, якщо функцiїM(x, y) i N(x, y) є одно-
рiдними функцiями однакового вимiру m, m ∈ R, тобто для
довiльного t (або довiльного t > 0) справджуються рiвностi
M(tx, ty) = tmM(x, y), N(tx, ty) = tmN(x, y).

Однорiдне рiвняння (3.1) завжди можна звести до вигляду
y′ = ϕ (y/x) . Пiсля замiни z = y/x, де z = z(x) — нова фун-
кцiя, однорiдне рiвняння зводиться до рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними.

Однорiдне рiвняння також можна звести до рiвняння з вiд-
окремлюваними змiнними з допомогою переходу до полярних
координат x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ.

3.2. Найпростiшi рiвняння, звiднi до однорiдних.
Диференцiальне рiвняння

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
(3.2)

або його окремий випадок

(a1x+ b1y + c1)dx+ (a2x+ b2y + c2)dy = 0, (3.3)

де a1b2 − a2b1 �= 0 i c21 + c22 �= 0, можна звести до однорiдного
рiвняння з допомогою замiн x = ξ + α, y = η + β, де ξ, η(ξ) —
новi змiннi, а α, β — розв’язок сумiсної неоднорiдної системи
алгебричних рiвнянь {

a1α+ b1β = −c1,
a2α+ b2β = −c2.
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Якщо у рiвняннях (3.2), (3.3) a1b2 − a2b1 = 0, то a1 = ka2,
b1 = kb2, a1x+ b1y = k(a2x+ b2y) i обидва рiвняння зводяться
до рiвняння вигляду y′ = f(a2x+ b2y) (див. п. 2.2).

3.3. Узагальнено однорiднi рiвняння. Рiвняння (3.1)
називають узагальнено однорiдним (квазiоднорiдним), якщо
для довiльного t (або довiльного t > 0) справджуються рiв-
ностi M(tx, tky) = tmM(x, y), N(tx, tky) = tm−k+1N(x, y). Iна-
кше кажучи, якщо iснує таке число k, що при пiдстановцi в
рiвняння (3.1) замiсть x, y i dy вiдповiдно tx, tky, tk−1dy одер-
жимо те саме рiвняння, то воно буде узагальнено однорiдним.

Пiсля замiни y = zk узагальнено однорiдне рiвняння зво-
диться до однорiдного рiвняння, а з допомогою замiни y = zxk

одержимо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 3.1. Зiнтегрувати рiвняння xy′ = y+
√
x2 − y2.

Розв’язання.Оскiльки y′ = y
x+
√

1− ( yx)2 ≡ ϕ
( y
x

)
, то задане

рiвняння однорiдне. Зробимо замiну y = zx. Тодi

x(xz′ + z) = zx+ |x|
√

1− z2 ⇒
x
dz

dx
= ±

√
1− z2 (x �= 0) ⇒

dz√
1− z2

= ±dx
x

(z �= ±1) ⇒ arcsin z = ± ln |x|+ C.

Замiнюючи тепер z на y/x, одержуємо

arcsin
y

x
= ± ln |x|+ C ⇒ y = x sin(C ± ln |x|).

Якщо z = ±1 , то y = ±x. Обидвi цi функцiї є особливими
розв’язками. Функцiя x = 0 не є розв’язком рiвняння.
Вiдповiдь: y = x sin(C ± ln |x|), y = x, y = −x.

Приклад 3.2. Знайти iнтегральну криву диференцiаль-
ного рiвняння xydy − y2dx = (x + y)2e−

y
x dx, яка проходить

через точку (e, 0).
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Розв’язання. Оскiльки коефiцiєнти рiвняння є однорiдними
функцiями однакового вимiру, то маємо однорiдне рiвняння.
Зробимо замiну y = zx. Тодi dy = zdx+ xdz i

x2z(zdx+ xdz) =
(
(x+ zx)2e−z + z2x2

)
dx ⇒

z2dx+ xzdz =
(
(1 + z)2e−z + z2

)
dx (x �= 0) ⇒

zxdz = (1 + z)2e−zdx ⇒ zezdz

(1 + z)2
=
dx

x
(z �= −1).

Iнтегруючи частинами (u = zez , dv = (z + 1)−2dz), знахо-
димо первiсну

∫
zezdz
(1+z)2

= ez

z+1 , а отже,

ez

z + 1
= ln |x|+ C ⇒ ey/x

y/x+ 1
= ln |x|+C ⇒

(x+ y) ln(Cx) = xey/x (C := ±eC).
Пiдставляючи тепер у знайдений загальний iнтеграл x = e

i y = 0, одержуємо (e+0) ln(Ce) = e, звiдки C = 1. Отже, через
точку (e, 0) проходить iнтегральна крива (x+ y) lnx = xey/x.

Якщо z = −1 , то y = −x. Ця функцiя є особливим роз-
в’язком, але вона не задовольняє початкову умову y(e) = 0.
Вiдповiдь: (x+ y) lnx = xey/x.

Приклад 3.3. Зiнтегрувати рiвняння y′ = x+y
x−y .

Розв’язання.Перейдемо до полярних координат: x = r cosϕ,
y = r sinϕ. Тодi dy = sinϕdr + r cosϕdϕ, dx = cosϕdr −
− r sinϕdϕ, i пiдставляючи цi вирази у задане рiвняння, одер-
жуємо

dy

dx
=

cosϕdr + r sinϕdϕ

cosϕdr − r sinϕdϕ
=
r cosϕ+ r sinϕ

r cosϕ− r sinϕ
⇒

dr

dϕ
= r ⇒ dr

r
= dϕ ⇒ r = Ceϕ.

Отримали сiм’ю логарифмiчних спiралей. Повертаючись
до декартових координат, одержуємо загальний iнтеграл√

x2 + y2 = Cearctg
y
x . �
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Приклад 3.4. Зiнтегрувати рiвняння (x + y − 7)y′ =
= 3x− y + 3.
Розв’язання.Маємо диференцiальне рiвняння вигляду (3.2),
в якому a1b2 − a2b1 �= 0. Зробимо замiну x = ξ + α, y = η + β.
Тодi (ξ + η + α+ β − 7)dη = (3ξ − η + 3α− β + 3)dξ. Сталi α
i β виберемо такими, щоб{

α+ β − 7 = 0,
3α− β + 3 = 0

⇒ α = 1, β = 6.

Отже, пiсля замiн x = ξ+1, y = η+6 одержуємо однорiдне
рiвняння (ξ + η)dη = (3ξ − η)dξ.

Нехай η = zξ, де z = z(ξ) — нова функцiя. Тодi

(ξ + zξ) (ξdz + zdξ) = (3ξ − zξ)dξ ⇒
(1 + z)ξdz + (z2 + 2z − 3)dξ = 0 (ξ �= 0) ⇒∫
(z + 1)dz

z2 + 2z − 3
+

∫
dξ

ξ
= C (z �= 1, z �= −3) ⇒

1

2
ln |z2 + 2z − 3|+ ln |ξ| = ln |C1| ⇒

(z2 + 2z − 3)ξ2 = C
(
C := ±C2

1

) ⇒(
η2/ξ2 + 2η/ξ − 3

)
ξ2 = C ⇒ (η + 3ξ)(η − ξ) = C.

Повертаючись до змiнних x, y за формулами ξ = x − 1,
η = y − 6, знаходимо загальний iнтеграл заданого рiвняння
(y + 3x− 9)(y − x− 5) = C.

Якщо ξ = 0, то x = 1. Ця функцiя не є розв’язком заданого
рiвняння. Якщо z = 1, то η = ξ = x−1, тобто y = x+5, а якщо
z = −3, то η = −3ξ = −3x + 3, тобто y = −3x + 9. Функцiї
y = x + 5, y = −3x + 9 — частиннi розв’язки, бо їх можна
отримати з формули загального iнтеграла при C = 0.
Вiдповiдь: (y + 3x− 9)(y − x− 5) = C.

Приклад 3.5. Довести, що рiвняння 3y2(x− 2y3)dy =
= (x+ y3)dx є узагальнено однорiдним та зiнтегрувати його.
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Розв’язання. Покажемо, що задане рiвняння є узагальнено
однорiдним. Для цього замiсть x, y i dy пiдставимо tx, tky i
tk−1dy вiдповiдно (див. п. 3.3):

(tx+ t3ky3)dx+ (6t5ky5 − 3t2ky2tx) tk−1dy = 0, ⇒
(tx+ t3ky3)dx+ (6t6k−1y5 − 3t3ky2x)dy = 0.

Щоб задане рiвняння не змiнилось, число k потрiбно ви-
брати так, щоб 1 = 3k = 6k − 1 = 3k, тобто k = 1

3 .
Виконаємо замiну y = zx

1
3 . Тодi

(x+ z3x)dx+
(
6z5x

5
3 − 3z2x

5
3

)(
x

1
3 dz + 1

3x
− 2

3 zdx
)
= 0 ⇒(

1 + z3 + 2z6 − z3
)
dx+ x(6z5 − 3z2) dz = 0 (x �= 0) ⇒

dx

x
+

6z5 − 3z2

2z6 + 1
dz = 0.

Далi, iнтегруючи та враховуючи, що z = yx−
1
3 , маємо:

ln |x|+ 1

2
ln(2z6 + 1)−

√
2

2
arctg(

√
2z3) = C ⇒

ln(2y6 + x2)−
√
2 arctg

√
2y3

x
= C.

Функцiя x = 0 не є розв’язком рiвняння.
Вiдповiдь: ln(2y6 + x2)−√

2 arctg
(√

2y3/x
)
= C.

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Довести, що рiвняння є однорiдними та зiнтегрувати їх
(або знайти частиннi розв’язки, якi задовольняють заданi по-
чатковi умови):

А1. xy′ = y ln y
x .

А2. (y2 − 2xy)dx+ x2dy = 0, y(1) = 2.

А3. 2x(y2 + x2)y′ = y(y2 + 2x2).
А4.

(
x ctg y

x − y
)
dx+ xdy = 0, y(1) = π.
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А5.
(
x− y cos yx

)
dx+ x cos yxdy = 0.

А6. (2x+ y)dx+ ydy = 0.
А7. (3x2 − y2)dx− 2xydy = 0, y(1) =

√
3.

А8. xy′ = y(ln y − lnx+ 1).
А9. x sin y

xdy =
(
y sin y

x − x
)
dx.

А10.
(
xyex/y + y2

)
dx−x2ex/ydy = 0. Рекомендована замiна

z = x/y.

А11. (2x3 + 3xy2)dx+ y3dy = 0.

А12. (2√xy − y)dx = xdy.

Зiнтегрувати рiвняння, звiднi до однорiдних:
А13. y′ = y−x+1

y+x−5 .
А14. (x+ y − 1)dx+ (5x− 7y + 1)dy = 0.
А15. y′ = 7x−3y−7

7y−3x+3 .
А16. (6x+ y − 1)dx + (4x+ y − 2)dy.
А17. (x+ y)2y′ = 4.
А18. y′ = y+2

x+1 + tg y−2x
x+1 .

А19. (x+ y + 1)dx+ (2x+ 2y − 1)dy = 0.
Довести, що заданi рiвняння є узагальнено однорiдними

та зiнтегрувати їх:
А20. ydx+ (y2 − 2x)dy = 0.
А21. 4xy2dx+ (3x2y − 1)dy = 0.
А22. y(x2y2 + 1)dx+ x(x2y2 − 1)dy = 0.
А23. y′ = y2 − 2x−2.
А24. 2

(√
x4y2 + 1− x2y

)− x3y′ = 0.
А25. (x2y3 − y)dx− (x4y3 − 2x3y2 + 3x)dy = 0.
А26. Довести, що iнтегральнi кривi диференцiального рiв-

няння (ax+by+c1)dx+(ay − bx+ c2)dy = 0 є логарифмiчними
спiралями.

А27. Знайти криву, що має таку властивiсть: вiдстань
будь-якої дотичної вiд початку координат дорiвнює абсцисi
точки дотику.
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А28. Визначити криву, всi дотичнi до якої проходять через
початок координат.

А29. Знайти кривi, якщо вiдомо, що їхнi нормалi збiгаю-
ться з радiусом-вектором точки дотику.

А30. Знайти криву, знаючи, що трикутник, утворений до-
тичною до неї, вiссю Oy та радiусом-вектором точки дотику,
є рiвнобедрений.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати однорiднi рiвняння або знайти розв’язки за-
дач Кошi:

С1. xy′ − y = x tg y
x .

С2. y′ = e−
y
x + y

x , y(1) = 0.
С3. y′ = y

x + tg y
x cos

2 y
x .

С4. 2x3y′ = y(2x2 − y2).
С5. (x3 − 3x2y)dx+ (y3 − x3)dy = 0.

С6. (2√xy − y)dx− xdy = 0, y(1) = 4.

С7. (y +
√
x2 + y2)dx− xdy = 0.

С8. x(x2 + 3y2)dx+ y(2y2 + 3x2)dy = 0.

С9. y2 + x2y′ = xyy′.
С10. x√ydy =

(
4x

√
x+ 2y

√
y
)
dx, y(1) = 1.

С11. y′ = 4x2+xy−3y2

5x2−2xy−y2 .
С12. xy′ = y cos ln y

x .

С13. xy′ + 2
√
xy − x2 = 3y − 2x, y(1) = 2.

С14. (x2 + xy + y2)dx− x2dy = 0.

С15.
(
1 + e

x
y

)
dx+ e

x
y

(
1− x

y

)
dy = 0, y(0) = 1.

Зiнтегрувати рiвняння, звiднi до однорiдних:
С16. (x− 2)dx+ (y − 2x+ 1)dy = 0.

С17. y′ = 3y−7x+7
3x−7y−3 .

С18. (5x− 7y + 1)dy = (1− x− y)dx.
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С19. (x− 1)y′ + 3x+ 2y + 3 = 0.

С20. y′ = x+6y−7
8x−y−7 .

С21. (x+ y + 1)dx+ (x− y + 3)dy = 0.

С22. (x+ 4y)y′ = 2x+ 3y − 5.

С23. 4(x+ 2)2dy = (x+ 2y)2dx.

С24. (x− 5y + 7)dx = 2(5 − 2x+ y)dy.

С25. (y′ + 1) ln x+y
x+3 = ln x+y

x+3 .

С26. dx
2x−y+4 = dy

2y−x−5 .

С27. 4y′ = (x+y−1)2

(x−2)2
.

С28. x+y−1
x+y−2y

′ = x+y+1
x+y+2 .

Зiнтегрувати узагальнено однорiднi рiвняння:
С29. 2xyy′ = 3

√
x6 − y4 + 3y2.

С30. (2y2 − x
√
x2y2 − x6)dx = xydy.

С31. 2xy3 + (x2y2 + 1)y′ = 0.

С32. y′ = 2
√
y − x

2 .

С33. ydx+ x(2xy + 1)dy = 0.

С34. (y4 − x6)y′ + 3x5y = 0.

С35. (x2y2 − 1)y′ + 2xy3 = 0.

С36. y′ = y2

x3 + x.

С37. 2xy′ + y = y2
√
x− x2y2.

С38. 2(x2 − xy2)y′ + y3 = 0.

С39. Якими мають бути числа m i n, щоб диференцiальне
рiвняння y′ = axm + byn було узагальнено однорiдним.

С40. Визначити криву, знаючи, що пiднормаль будь-якої
точки є середнiм арифметичним координат точки.

С41. Знайти кривi, у яких пiддотична дорiвнює сумi аб-
сциси та ординати точки дотику.

С42. Визначити криву, знаючи, що трикутник, утворений
нормаллю в кожнiй її точцi з осями координат, є рiвновеликий
трикутнику, утвореному вiссю Ox, дотичною та нормаллю.
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С43. Знайти замiну, з допомогою якої диференцiальне рiв-
няння y′=f

(
y

ϕ(x)

)
ϕ′(x) можна звести до однорiдного. Зiнте-

грувати цим способом рiвняння y′ = (y+sinx)2 cos x

sin2 x
.

С44. Показати, що рiвняння (a1y
3 + b1xy

2 + c1xy
3)dx +

+(a2x
2y+ b2x

3+ c2x
3y)dy = 0 з допомогою замiн x = 1

ξ , y = 1
η

зводиться до рiвняння (a1ξ+b1η+c1)dη+(a2ξ+b2η+c1)dξ = 0.
Зiнтегрувати у такий спосiб рiвняння (7y3 − 3xy2 − 7xy3)dx+
+ (3x2y − 7x3 − 3x3y)dy = 0.

С45. Показати, що рiвняння (3.2) можна звести до рiв-
няння з вiдокремлюваними змiнними з допомогою замiни
z = a1x+b1y+c1

a2x+b2y+c2
, причому навiть у випадку, коли a1b2−a2b1 �= 0.

Вiдповiдi

А1. y = xeCx+1. А2. y = 2x2

2x−1 . А3. y2e−
x2

y2 = Cx. А4. cos y
x =

= −x. А5. Cx = e− sin y
x . А6.

√
7 ln(2x2 + xy + y2)− 2 arctg x+2y√

7x
=

= C. А7. xy2 − x3 = 2. А8. ln y
x = Cx. А9. cos y

x = ln |x| + C.
А10. e

x
y + ln |x| = C; x = 0. А11. 2x2 + y2 = C

√
x2 + y2. А12. x−

−√
xy = C; y = 0. А13. 2 arctg y−2

x−3 + ln(x2 + y2− 6x− 4y+13) = C.
А14. (x − y)(x + 7y − 4)3 = C. А15. (y − x − 1)2(y + x − 1)5 = C.
А16. (2x + y − 3)2 = C(6x + y − 5). А17. x + y − 2 arctg x+y

2 =

= x+C. А18. sin y−2x
x+1 = C(x+1). А19. x+2y+3 ln(x+y−2) = C.

А20. y2e
2x
y2 = C. А21. √

y − x2
√
y3 = C. А22. x2ex

2y2

= Cy2.
А23. 1−xy = Cx3(xy+2), xy = −2. А24. x2(

√
x4y2 + 1−x2y) = C.

А25.
√

2− 2xy + x2y2 = Cxy3earctg
2−xy
xy ; xy+1 = 0. А27. x2+y2 =

= Cx. А28. y = Cx. А29. x2 + y2 = C. А30. x2 + y2 = Cx.
С1. sin y

x = Cx. С2. y = x ln | ln |ex||. С3. tg y
x = Cx. С4. x =

= ±y√lnCx; y = 0. С5. x4 + y4 − 4x3y = C. С6. √
xy − x = 1.

С7. Cx2 = y+
√
x2 + y2; x = 0. С8. x4 +6x2y2 +2y4 = C. С9. y =

= Ce
y
x . С10. 4x

√
x+y

√
y = 5x3. С11. (y−x)8(y−2x)9 = C(y+2x)5;

y = −2x. С12. lnCx = ctg
(
1
2 ln

y
x

)
; y = xe2πk, k ∈ Z. С13. y = 2x.

С14. x = Ce− arctg(y/x). С15. x + yex/y = 1. С16. ln(y − x − 1) =
= x−2

x−y+1 + C. С17. (x − y + 1)2(x + y − 1)5 = C. С18. (x − y)×
×(x+7y− 4)3 = C. С19. x+ y+2 = C(x− 1)e

3
x−1 . С20. (x− y) =
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= e
7(x−1)
x−y . С21. x2 + 2xy − y2 + 2x + 6y = C. С22. (y − x + 5)5×

×(x+2y− 2) = C. С23. (x+2)e2 arctg x+2
2y−2 = C. С24. (x+ y+1)2 =

= C(x − 2y + 4). С25. ln x+y
x+3 − 1 = C

x+y . С26. (x + y − 1)3 =

= C(x− y+3). С27. 4(x−2)
x−y−3 = ln(x− 2)+C. С28. ln |(x+ y)2 − 2| =

= 2(x−y)+C. С29. arcsin y2

x3 = ± ln(Cx3); y2 = ±x3. С30. x2 lnx+
+
√
y2 − x4 = Cx2. С31. x2y2 = Cy + 1. С32. (2

√
y − x)×

×(C + ln(2
√
y − x)) = x;

√
y = x/2. С33. y2 = Ce

1
xy ; y = 0;x = 0.

С34. x6+y4 = Cy2. С35. x2y2+1 = Cy. С36. x2 = (x2−y) ln(Cx);
y = x2. С37. 2

√
x−1y−2 − 1 = − ln(Cx); xy2 = 1; y = 0. С38. y2 =

= x ln(Cy2). С39. m−n = mn. С40. (x−y)2(x+2y) = C. С41. y =
= Cexy. С42. (x−C)2+y2 = C2. С43. ξ = sinx; 2√

3
arctg 2y+sin x√

3 sin x
−

− ln | sinx| = C. С44. (x+ y − xy)5(x− y + xy)2 = Cx7y7.
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Тема 4. Лiнiйнi рiвняння першого порядку та
звiднi до них

Короткi теоретичнi вiдомостi

4.1. Лiнiйнi рiвняння. Диференцiальне рiвняння

y′ + p(x)y = q(x), (4.1)

де p(x) i q(x) — неперервнi на деякому iнтервалi (a, b) функцiї,
називають лiнiйним. Якщо в рiвняннi (4.1) q(x) ≡ 0, то його
називають лiнiйним однорiдним, iнакше — лiнiйним неодно-
рiдним.

Розглянемо методи розв’язування рiвняння (4.1).
Метод варiацiї довiльної сталої (метод Лагран-

жа). Загальним розв’язком y0 вiдповiдного лiнiйного одно-
рiдного рiвняння є y0 = Ce−

∫
p(x)dx, де C — довiльна стала.

Розв’язок рiвняння (4.1) шукаємо у виглядi

y = C(x)e−
∫
p(x)dx. (4.2)

Пiдставляючи (4.2) у (4.1), одержуємо C ′(x) = q(x)e
∫
p(x)dx,

звiдки C(x) =
∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C, де C — довiльна стала.

Таким чином, загальним розв’язком рiвняння (4.1) є

y = e−
∫
p(x)dx

(∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C

)
. (4.3)

Метод пiдстановки (метод Й. Бернуллi). Розв’я-
зок рiвняння (4.1) шукаємо у виглядi добутку y = uv. Пiд-
ставляючи в (4.1), для вiдшукання функцiй u(x) i v(x) пiсля
нескладних перетворень одержуємо систему

v′ + p(x)v = 0, u′v = q(x).

З першого рiвняння цiєї системи знаходимо v(x) = e−
∫
p(x)dx,

а потiм з другого — функцiю u(x) =
∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C. По-

множивши знайденi вирази для u i v, знову одержуємо фор-
мулу загального розв’язку (4.3).
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Метод iнтегрувального множника (метод Ейле-
ра). Помножимо обидвi частини (4.1) на e

∫
p(x)dx. Тодi

y′e
∫
p(x)dx + p(x)ye

∫
p(x)dx = q(x)e

∫
p(x)dx ⇒(

ye
∫
p(x)dx

)′
= q(x)e

∫
p(x)dx ⇒

y = e−
∫
p(x)dx

(∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C

)
.

Наведенi методи можна застосовувати також до рiвнянь(
a(y)x+ b(y)

)
y′ = c(y),

якщо вважати y змiнною, а x — функцiєю змiнної y. Справ-
дi, позначивши p(y) = −a(y)

c(y) , q(y) =
b(y)
c(y) , одержуємо лiнiйне

рiвняння x′ + p(y)x = q(y) вiдносно x = x(y).
4.2. Рiвняння, звiднi до лiнiйних. До лiнiйних рiвнянь

можна звести декiлька типiв iнших диференцiальних рiвнянь.
Наприклад, рiвняння

f ′(y)y′ + p(x)f(y) = q(x) (4.4)

пiсля замiни z = f(y) (тодi z′ = f ′(y)y′) зводимо до лiнiйного
рiвняння z′ + p(x)z = q(x) вiдносно функцiї z = z(x).

Якщо у рiвняннi

y′ + p(x) = q(x)eny (4.5)

запровадити замiну z = e−ny (тодi z′ = −ne−nyy′), то одер-
жимо лiнiйне рiвняння z′ − np(x)z = −nq(x) вiдносно нової
функцiї z = z(x).

Рiвняння

(f1(x) + f2(x)y
m)dx+ f3(x)y

m−1dy = 0,

(f1(y) + f2(y)x
m)dy + f3(y)x

m−1dx = 0,
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де m �= 0, зводяться до лiнiйного рiвняння з допомогою замiн
z = ym i z = xm вiдповiдно.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 4.1. Зiнтегрувати рiвняння y′ − 2xy = xex
2+x

методом варiацiї довiльної сталої.
Розв’язання. Загальним розв’язком y0 вiдповiдного лiнiйно-
го однорiдного рiвняння y′ − 2xy = 0 є y0 = Cex

2
. Розв’язок

заданого рiвняння шукаємо у виглядi y = C(x)ex
2
. Тодi

C ′(x)ex
2
+ C(x) · 2xex2 − 2xC(x)ex

2
= xex

2+x ⇒

C ′(x) = xex ⇒ C(x) = xex−ex+C ⇒ y = (xex−ex+C)ex
2
.

Вiдповiдь: y = (xex − ex +C)ex
2
.

Приклад 4.2. Знайти iнтегральну криву диференцiаль-
ного рiвняння (x+ 2y3)y′ = y, яка проходить через початок
координат.
Розв’язання. Запишемо рiвняння у виглядi

dx

dy
− x

y
= 2y2 (y �= 0),

розглядаючи в ньому x як функцiю змiнної y. Зiнтегруємо це
рiвняння методом пiдстановки. Нехай x = uv, де функцiї u i
v знаходимо iз системи (4.2):{

v′ − v
y = 0,

u′v = 2y2.

З першого рiвняння цiєї системи знаходимо v(y) = y. З
урахуванням цього, з другого рiвняння знаходимо функцiю
u(y) = y2 + C.

Отже, загальним iнтегралом є x = y(y2 + C). Очевидно,
що через початок координат проходять всi iнтегральнi кривi
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x = y(y2+C), а також пряма y = 0 (функцiя y = 0 є особливим
розв’язком рiвняння).
Вiдповiдь: x = y(y2 + C), де C — довiльна стала; y = 0.

Приклад 4.3. Зiнтегрувати рiвняння sin 2y ·y′+x sin2 y =
= 10x.
Розв’язання.Маємо рiвняння вигляду (4.4). Зробимо замiну
z = sin2 y. Тодi z′ = 2 sin y cos y · y′ = sin 2y · y′, а отже,

z′ + xz = 10x ⇒ (zx)′ = 10x ⇒ z =
1

x
(lg e · 10x + C).

Залишається повернутися до функцiї y(x) за формулою
z = sin2 y:

sin2 y =
1

x
(lg e · 10x + C).

Вiдповiдь: x sin2 y = lg e · 10x + C.

Приклад 4.4. Зiнтегрувати рiвняння y′ = x(x2e2y + 1).
Розв’язання. Маємо рiвняння вигляду (4.5):

y′ − x = x3e2y.

Зробимо замiну z = e−2y. Тодi z′ = −2e−2yy′ = −2zy′, а
отже,

− z′

2z
− x =

x3

z
⇒ z′ + 2xz = −2x3.

Отримане лiнiйне рiвняння зiнтегруємо методом iнтегруваль-
ного множника. Помножимо обидвi частини останнього рiв-
няння на функцiю e

∫
2xdx = ex

2 . Тодi

z′ex
2
+ 2xzex

2
= −2x3ex

2 ⇒
(
zex

2
)′

= −2x3ex
2 ⇒

zex
2
=

(
−
∫
x2ex

2
d(x2) + C

)
⇒

z = e−x
2(
ex

2
(1− x2) + C

) ⇒ z = 1− x2 + Ce−x
2
.
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Повертаючись до функцiї y(x) за формулою y = −1
2 ln z,

одержуємо загальний розв’язок y = −1
2 ln
(
1− x2 + Ce−x2

)
.

Вiдповiдь: y = −1
2 ln
(
1− x2 + Ce−x2

)
.

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати лiнiйнi рiвняння методом варiацiї довiльної
сталої i методом пiдстановки:

А1. y′ + 2y = x2 + 2x.

А2. (1− 2xy)y′ = y(y − 1).

А3. y′(x2 + 1)− xy = (x2 − x+ 1)ex.

А4. y′ − 2y
sin 2x = − sin2 x

cos x .

А5. (y2 − 6x)y′ + 2y = 0.

А6. y′ + y tg x = x cos2 x.

А7. x4y′ + 2x3y = 1.

А8. (y − y3)dx+ (2xy2 − x− 4y2)dy = 0.
Знайти частиннi розв’язки, якi задовольняють заданi по-

чатковi умови (рiвняння зiнтегрувати методом iнтегрувально-
го множника):

А9. y′x lnx− y = x(lnx− 1), y(e) = 2e.

А10. y′ sinx− y = 2 sin2 x2 , y
(
π
2

)
= π.

А11. x2y′ + y = 4, y(−1) = 5.

А12. (2x− 6y4)dy + ydx = 0, y(3) = 1.

А13. (2xy2 − x− y2)y′ = y3 − y, y(0) = 0.

А14. (2x+ 1)y′ = 2(2x+ y), y(0) = 0.

А15. xy′ − 2y = 2x4, y(1) = 1.

А16. dx
x lnx = dy

y+x2 ln2 x
, y(1) = 1.

Звести рiвняння до лiнiйних рiвнянь та зiнтегрувати їх:
А17. sec2 y · y′ + x tg y = x.

А18. y′√
y+1

− 2
√
y+1
x = 2(x+ 5).

А19. y′ = x+ xe−x2e2y.
А20. e−xy′ − e−x = ey.
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А21. x2y4y′ = xy5 − 1.

А22. cos y · y′ + sin y = x+ 1.

А23. Знайти криву, яка має таку властивiсть: вiдрiзок осi
Ox вiд початку координат до перетину з дотичною до кри-
вої в будь-якiй точцi пропорцiйний ординатi цiєї точки (k —
коефiцiєнт пропорцiйностi).

А24. Знайти криву, дотична до якої утворює на осi Oy
вiдрiзок, довжина якого в n разiв менша вiд суми координат
точки дотику.

А25. Знайти криву, для якої величина 1
x

∫ x
0 ydx (середня

ордината на вiдрiзку [0, x]) пропорцiйна останнiй ординатi,
яка вiдповiдає правому кiнцю вiдрiзка [0, x].

Знайти розв’язки y(x) iнтегральних рiвнянь:
А26. y(x) =

∫ x
0 y(t)dt+ x+ 1.

А27.
∫ x
a ty(t)dt+ x2 + y.

А28. Знайти загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдно-
го рiвняння, якщо вiдомi два його частиннi розв’язки y1(x) i
y2(x).

А29. Довести, що рiвняння y′ + ky = emx має частинний
розв’язок вигляду y1 = bemx, якщо m �= −k, i y1 = bxemx,
якщо m = −k.

А30. Довести, що рiвняння y′−ky = f(x), де k > 0, f(x) —
неперервна i перiодична функцiя, має тiльки один перiоди-
чний розв’язок. Знайти його.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати лiнiйнi рiвняння або знайти розв’язки задач
Кошi:

С1. xy′ + y = x cos x, y
(
π
2

)
= 1.

С2. (2x+ y)dy = ydx+ 4 ln ydy.

С3. x cos x · dy + y (x sinx+ cos x) dx = 1.

С4. ex
2
y′ = x sinx− 2xyex

2
, y(0) = 0.
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С5. 2(x4 + y)dx− xdy = 0, y(0) = 0.

С6. sec ydx− (x+ sin y)dy = 0.

С7. y′ − 2xy = cos x− 2x sinx, y(0) = 1.

С8. y′ + y√
(1−x2)3 = x+

√
1−x2

(1−x2)2 .

С9. y′ + 3y
x = 2

x3
, y(1) = 1.

С10. (x+ 1)y′ = 5(x+ 1)3 − 2y, y(0) = 1.

С11. (2x− 4y2)dy + ydx = 0.

С12. xy′ + (x+ 1)y = 3x2e−x.
С13. y′ + y cos x = e− sinx.

С14. (x− 2xy − y2)y′ + y2 = 0.

С15. x2y′ + xy + 1 = 0, y(e) = e−1.

С16. ydx+ 2(x− 5y3)dy = 0.

С17. y′ = y
3x−y2 .

С18. y′ + 2xy = e−x2 .
С19. (xy + ex)dx− xdy = 0.

С20. dx+ (x− e−y sec2 y)dy = 0, y(2) = 0.

С21. y′ = y+1
2x+ey(y+1)3

.

С22. x lnx · y′ + y = 2 ln x, y(e) = 0.

С23. y′+f ′(x)y = f(x)f ′(x), де f(x)— довiльна неперервно
диференцiйовна функцiя.

С24. Знайти обмежений при x → π
2 розв’язок лiнiйного

рiвняння sin 2x · y′ − 2y = 2cos x.
Зiнтегрувати рiвняння, звiднi до лiнiйних:
С25. y−1y′ + (2 − x) ln y = x

(
e2x − e−x2/2

)
.

С26. yy′√
y2+1

+
√
y2 + 1 = x2 + 1.

С27. y′ + x sin 2y = xe−x2cos2 y.
С28. y′ + x ln y

(1−x2) ln(ey)y = 1
(1−x2) ln(ey) .

С29.
√
ln y
y y′ + 2

√
ln3 y

3(x+1) = 1.

С30. y′ + tg y = x
cos y .
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С31. 4xyy′ − 3y2 + x2 = 0.

С32. Знайти функцiю y(x), яка є розв’язком iнтегрального
рiвняння

∫ x
0 (x− t)y(t)dt = 2x+

∫ x
0 y(t)dt.

С33. Знайти кривi, в яких площа трапецiї, обмежена ося-
ми координат, дотичною й ординатою точки дотику, є сталою
величиною i дорiвнює 3k2.

С34. Довести, що кожна iнтегральна крива лiнiйного рiв-
няння дiлить у сталому вiдношеннi вiдрiзок ординати мiж до-
вiльними двома iнтегральними кривими цього рiвняння.

С35. Довести, що дотичнi до iнтегральних кривих лiнiй-
ного рiвняння, проведенi у точках перетину цих кривих з пря-
мою, яка паралельна до осi Oy, або перетинаються, або пара-
лельнi.

С36. Загальний розв’язок лiнiйного рiвняння має вигляд
y = Ca(x) + b(x) (див. (4.3)). Довести обернене твердження:
диференцiальне рiвняння кожної сiм’ї кривих такого виду є
лiнiйним рiвнянням.

С37. Довести, що лiнiйне неоднорiдне рiвняння, яке має
частинний розв’язок y1 = const, є рiвнянням з вiдокремлюва-
ними змiнними.

С38. Довести, що лiнiйне рiвняння залишиться лiнiйним
пiсля довiльної замiни незалежної змiнної x = ϕ(t) i пiсля
довiльного перетворення шуканої функцiї y = α(x)z + β(x).

С39. Довести, що пiдстановка z = y
x , де z = z(x) — нова

функцiя, перетворює лiнiйне рiвняння у лiнiйне.
С40. Довести, що рiвняння xy′ + ky = f(x), де x > 0,

k �= 0, f(x) — неперервна обмежена функцiя, має тiльки один
розв’язок, обмежений при x > 0.

С41. Знайти загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдно-
го рiвняння, звiвши його до рiвняння, що не мiстить додан-
ка з шуканою функцiєю, з допомогою замiни y = α(x)z, де
z = z(x) — нова функцiя, α(x) — деяка неперервно диферен-
цiйовна функцiя.
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С42. Довести, що рiвняння (1 + xyF1(xy)− xF2(xy)) y
′ +

+ y2F1(xy) − yF2(xy) = 0, зводиться до лiнiйного рiвняння з
допомогою замiни z = xy, де z — нова незалежна змiнна.

С43. Довести, що рiвняння y′+ky = P (x), де k — вiдмiнна
вiд нуля стала, а P (x) — многочлен степеня m, має частинний
розв’язок вигляду y1 = Q(x), де Q(x) — многочлен степеня m.

С44. Довести, що розв’язком рiвняння y′ + ky = kq(x), де
0 � x � +∞, k — стала, є функцiя y = k

∫∞
0 q(x− t)e−ktdt.

С45. Знайти перiодичний розв’язок лiнiйного рiвняння
y′ − 2y cos2 x = sinx.

Вiдповiдi

А1. y = Ce−2x + (2x2 + 2x − 1)/4. А2. (y − 1)2x = y − ln(Cy);
y = 0; y = 1. А3. y = C

√
x2 + 1 + ex. А4. y = C tg x + sinx.

А5. y2 − Cy3 = 2x. А6. y = cosx(C + x sinx + cosx). А7. y =

= Cx−2 + x/3. А8. x = 4y2 +Cy
√
1− y2; y = 0. А9. y = e lnx+ x.

А10. y =
(
x+ π

2

)
tg x

2 . А11. y = e−(x+1)/x+4. А12. x = 2y−2+ y4.
А13. x = Cy

√
1− y2 + y2. А14. y = (2x + 1) ln |2x+ 1|. А15. y =

= x4. А16. Такого розв’язку не iснує. А17. tg y = Ce−
x2

2 + 1.
А18. 2

√
y + 1 = 2x(5 lnx+x)+Cx. А19. y = − 1

2 ln
(
Ce−x2

+x2e−x2)
.

А20. y = − ln Ce−x−ex

2 . А21. y5 = 5
6x + Cx5. А22. cos y · y′ +

+ sin y = x + 1. А23. x = y(C − ky ln y). А24. y = Cx
n−1
n − x.

А25.
∫ x

0 ydξ = kxy; y = Cx
1−k
k . А26. y = 2ex − 1. А27. y =

= −(a2 + 2)e−(x2−a2)/2 + 2. А28. y = y1 + C(y2 − y1). С1. y =
= sinx+ cosx

x . С2. x = 2 ln y−y+1+Cy2. С3. y = (C cosx+sinx)/x.
С4. y = (sinx − x cosx)e−x2

. С5. y = Cx2 + x4. С6. x =

= Cesin y−sin y−1. С7. y = ex
2

+sinx. С8. y = Ce−x/
√
1−x2

+ x√
1−x2

.
С9. y = 2x−2−x−3. С10. y = (x+1)3. С11. x = Cy−2+y2. С12. y =
= (x3+C)e−x/x. С13. y = e− sin x(x+C). С14. x = y2

(
Ce1/y + 1

)
.

С15. y = (1 − ln |x|)/x. С16. x = Cy−2 + 2y3. С17. x = Cy3 + y2;
y = 0. С18. y = (x + C)e−x2

. С19. y = ex(ln |x| + C). С20. x =
= e−y(2 + tg y). С21. x = (ey + C)(y + 1)2. С22. y = lnx − 1

ln x .
С23. y = f(x) − 1 + Ce−f(x). С24. y = tg x − secx. С25. ln y =

= ex
2/2−2x

(
1
2e

2x
(
x− 1

2

)− e−x2

2 + C
)
. С26.

√
y2 + 1 = x2−2x+3+
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+ Ce−x. С27. tg y =
(

x2

2 + C
)
e−x2

. С28. y ln y = x + C
√
1− x2.

С29. ln
3
2 y = 1

x+1

(
3x2

4 + 3x
2 + C

)
. С30. y = arcsin(Ce−x + x − 1).

С31. y2 = Cx
3
2 − x2. С32. y = −2ex. С33. y = Cx2 + 2k2

x .
С45. y(x) =

∫∞
0
e−s−sin s cos(s+2x) sin(x+ s)ds.
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Тема 5. Рiвняння Бернуллi та звiднi до нього

Короткi теоретичнi вiдомостi

5.1. Рiвняння Бернуллi. Рiвнянням Бернуллi назива-
ють диференцiальне рiвняння вигляду

y′ + p(x)y = q(x)ym. (5.1)

У рiвняннi (5.1) вважаємо, що m �= 0 i m �= 1, бо iнакше
вiдразу маємо лiнiйне рiвняння (п. 4.1).

Якщо у рiвняннi Бернуллi m > 1, то його особливим роз-
в’язком є функцiя y = 0.

Розглянемо методи розв’язування рiвняння Бернуллi.
Метод зведення до лiнiйного рiвняння. Якщо рiв-

няння (5.1) помножити на (1 − m)y−m, то одержимо рiв-
няння вигляду (4.1), а тому пiсля замiни z = y1−m (тодi
z′ = (1−m)y−my′) маємо лiнiйне рiвняння з невiдомою фун-
кцiєю z(x):

(1−m)y−my′ + (1−m)p(x)y1−m = (1−m)q(x) ⇒
z′ + (1−m)p(x)z = (1−m)q(x).

Метод варiацiї довiльної сталої. За аналогiєю з ме-
тодом варiацiї довiльної сталої для лiнiйного рiвняння розв’я-
зок рiвняння (5.1) можна шукати у виглядi y = C(x)e−

∫
p(x)dx.

Тодi для вiдшукання функцiї C(x) одержимо рiвняння з вiд-
окремлюваними змiнними C ′(x) = q(x)e(1−m)

∫
p(x) dxCm(x).

Метод пiдстановки. Загальний розв’язок рiвняння
(5.1) можна шукати у виглядi добутку y = uv. Тодi функцiї
u = u(x) i v = v(x) будуть розв’язком системи{

v′ + p(x)v = 0,
u′v = q(x)umvm.

(5.2)

З першого рiвняння системи (5.2) знаходимо функцiю
v(x) = e−

∫
p(x)dx, а для вiдшукання u(x) одержуємо рiвнян-

ня з вiдокремлюваними змiнними v′ = q(x)e(1−m)
∫
p(x)dxvm.
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Наведенi методи розв’язування рiвняння Бернуллi можна
застосовувати також до диференцiальних рiвнянь вигляду

(a(y)x+ b(y)xm) y′ = c(y),

якщо y прийняти за незалежну змiнну, а x — за функцiю цiєї
змiнної.

5.2. Рiвняння Рiккатi. Диференцiальне рiвняння вигля-
ду

y′ = P (x)y2 +Q(x)y +R(x) (5.3)

називають рiвнянням Рiккатi.
У загальному випадку рiвняння Рiккатi не iнтегрується.

Проте, якщо вiдомий частинний розв’язок y = y1(x) рiвняння
(5.3), то з допомогою замiни y = y1 + z воно зводиться до рiв-
няння Бернуллi вiдносно нової функцiї z = z(x). На практицi
можна використовувати замiну y = y1 +

1
z , з допомогою якої

рiвняння Рiккатi зводиться вiдразу до лiнiйного рiвняння.
5.3. Рiвняння Дарбу. Рiвнянням Дарбу називають рiв-

няння

M(x, y)dx+N(x, y)dy +R(x, y)(xdy − ydx) = 0, (5.4)

де M(x, y), N(x, y) — однорiднi функцiї вимiру m, а R(x, y) —
однорiдна функцiя вимiру n (m �= n − 1). Одна з функцiй M
i N може бути тотожним нулем.

Рiвняння Дарбу легко подати у виглядi

y′ =
yR(x, y)−M(x, y)

xR(x, y) +N(x, y)
. (5.5)

Рiвняння (5.4) i (5.5) пiсля замiни y = zx, де z — нова
функцiя, зводяться до рiвняння Бернуллi вiдносно функцiї
x = x(z) (якщо n−m = −2, то одержимо лiнiйне рiвняння, а
якщо n −m = −1, то — рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними).
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Зазначимо, що пiвпрямi y = ajx, x �= 0, де aj — коре-
нi рiвняння M(1, z) + N(1, z)z = 0, можуть бути особливими
розв’язками рiвняння Дарбу.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 5.1. Зiнтегрувати рiвняння y′ + 2y
x = xy3.

Розв’язання. Метод зведення до лiнiйного рiвняння. Має-
мо рiвняння Бернуллi вигляду (5.1) з m = 3. Помножимо
рiвняння на −2y−3 (y �= 0) i зробимо замiну z = y−2. Тодi
z′ = −2y−3y′ i

−2y−3y′ − 4

x
y−2 = −2x ⇒ z′ − 4

x
z = −2x.

Отримане лiнiйне рiвняння зiнтегруємо методом Ейлера.
Для цього помножимо його на e

∫
p(x)dx = e−4

∫
dx
x = 1

x4
. Тодi

x−4z′ − 4x−5z = −2x−3 ⇒ (
zx−4

)′
= −2x−3 ⇒

z = x4(x−2 + C) ⇒ z = x2 + Cx4.

Оскiльки z = y−2, то y−2 = x2 + Cx4, звiдки y = ±1
x
√
1+Cx2

.
Функцiя y = 0 є особливим розв’язком рiвняння.
Метод варiацiї довiльної сталої. Оскiльки загальним

розв’язком рiвняння y′ + 2
xy = 0 є y = C

x2
, то розв’язок за-

даного рiвняння Бернуллi шукаємо у виглядi y = C(x)
x2

. Для
вiдшукання функцiї C(x) одержуємо рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними:

C ′(x)x2 − 2xC(x)

x4
+

2

x
· C(x)

x2
= x

(
C(x)

x2

)3

⇒

x3C ′(x) = C3(x) ⇒
∫
dC(x)

C3(x)
=

∫
dx

x3
+ C (C(x) �= 0) ⇒

− 1

2C2(x)
= − 1

2x2
+ C ⇒ C(x) =

±x√
1 + Cx2

(C ≡ −2C).
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Оскiльки y = C(x)
x2

, то y = ±1
x
√
1+Cx2

.
Якщо C(x) = 0, то y = 0 — особливий розв’язок.
Метод пiдстановки.Нехай y = uv. Функцiї u i v знаходимо

iз системи (5.2): {
v′ + 2

xv = 0,
u′v = xu3v3.

Розв’язком першого рiвняння системи є, зокрема, функцiя
v(x) = x−2, розв’язком другого – функцiя v(x) = 0. Також з
другого рiвняння знаходимо функцiю u(x):

u′ =
u3

x3
⇒ du

u3
=
dx

x3
(u �= 0) ⇒ − 1

2u2
= − 1

2x2
+ C ⇒

u(x) =
±x√

1 + Cx2
(C ≡ −2C).

Оскiльки y = uv, то y = ±1
x
√
1+Cx2

.
Якщо u = 0 (v = 0), то маємо особливий розв’язок y = 0.

Вiдповiдь: y = ±1
x
√
1+Cx2

, y = 0.

Приклад 5.2. Знайти iнтегральну криву рiвняння ydx =
= x(x2y2 − 2)dy, яка проходить через точку (1, 1).
Розв’язання. Очевидно, що iнтегральною кривою є пряма
y = 0, але вона не проходить через точку (1, 1). Для y �= 0
перетворимо рiвняння до вигляду dx

dy +
2x
y = yx3, тобто маємо

рiвняння Бернуллi вiдносно функцiї x(y). Воно зiнтегроване
у прикладi 5.1: x = ±1

y
√

1+Cy2
, x = 0.

Пiдставляючи у формулу загального розв’язку x = 1 та
y = 1, знаходимо, що C = 0 i через точку (1, 1) проходить
одна iнтегральна крива — гiпербола x = 1/y (або y = 1/x).
Вiдповiдь: y = 1/x.

Приклад 5.3. Зiнтегрувати рiвняння 2x2y′ = (xy)2 + 1.
Розв’язання. Маємо рiвняння Рiккатi, у чому легко пере-
конатися, записавши його у виглядi y′ = 1

2y
2 + 1

2x2 . Частин-
ний розв’язок заданого рiвняння спробуємо вiднайти у вигля-
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дi y1 = a
x . Пiдставляючи у рiвняння, одержуємо тотожнiсть

− a
x2

= a2

2x2
+ 1

2x2
, звiдки a2 + 2a+ 1 = 0, тобто a = −1.

Отже, y1 = − 1
x , а тому виконаємо замiну y = z − 1

x . Тодi

z′ +
1

x2
=

1

2

(
z − 1

x

)2

+
1

2x2
⇒ z′ +

z

x
=
z2

2
.

Iнтегруючи отримане рiвняння Бернуллi, знаходимо

z =
−2

(ln |x|+ C)x
⇒ y = −1

x
− 2

x (ln |x|+ C)
.

Крiм того, розв’язком початкового рiвняння є функцiя
y = − 1

x .
Вiдповiдь: y = − 1

x − 2
x(ln |x|+C) , y = − 1

x .

Приклад 5.4. Зiнтегрувати рiвняння (x3 − xy2 + y)dx +
+ (2x2y − x)dy = 0.
Розв’язання. Маємо рiвняння Дарбу:

(x3 − xy2)dx+ 2x2ydy − (xdy − ydx) = 0.

Зробимо замiну y = zx. Тодi dy = zdx + xdz, xdy − ydx =
= x2d(y/x) = x2dz,(

x3 − z2x3
)
dx+ 2x3z(zdx+ xdz) − x2dz = 0 ⇒

x(1 + z2)dx+ (2x2z − 1)dz = 0 (x �= 0) ⇒
dx

dz
+

2z

z2 + 1
x =

x−1

z2 + 1
.

Отримане рiвняння є рiвнянням Бернуллi з невiдомою фун-
кцiєю x = x(z). Його загальним iнтегралом (пропонуємо до-
вести це самостiйно) є 3x2(z2 + 1)2 − 6z − 2z3 = C.

Замiнюючи z на y/x, одержуємо загальний iнтеграл зада-
ного рiвняння: 3x(x2 + y2)2 − 6x2y − 2y3 = Cx3.

Функцiя x = 0 є особливим розв’язком початкового рiвня-
ння.
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Вiдповiдь: 3x(x2 + y2)2 − 6x2y − 2y3 = Cx3, x = 0.

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати рiвняння Бернуллi методом варiацiї довiль-
ної сталої та методом пiдстановки:

А1. y′ − y cos x = y2 cos x.

А2. y′ − 2xy = 2x3y2.

А3. xdy = (y2 lnx− y)dx.

А4. (x+ 1)(y′ + y2) = −y.
А5. y3dx+ (x3 ln y − xy2)dy = 0.

А6. 2y2y′ + y3 + x = 0.

А7. y′(x3 + y + 1) = 3x2.

А8. (xy + x2y3)y′ = 1.
Знайти iнтегральнi кривi рiвнянь Бернуллi, якi проходять

через заданi точки (рiвняння зiнтегрувати методом зведення
до лiнiйного рiвняння):

А9. y′ + 2y
x = y3

x3 , (1, 1).

А10. (2x2y ln y − x)y′ = y, (1, 1).

А11. xdy + ydx = y2dx,
(
1, 12
)
.

А12. xy′ − 4y − 2x2
√
y = 0, (0, 0).

А13. 2y′ sinx+ y cos x = y3 sin2 x,
(
π
2 , 1
)
.

А14. x2y2y′ + xy3 = 2, (1, 0).

А15. 2y′ − y = ex

y , (0, 1).

А16. 4xyy′ − 3y2 + x2 = 0, (1, 1).
Зiнтегрувати рiвняння Рiккатi (у прикладах, де частинний

розв’язок y1(x) не вказано, знайти його шляхом пiдбору):
А17. x2y′ + xy + x2y2 = 4.

А18. y′ = y2 − 2xy − 3.

А19. x2y′ + (xy − 2)2 = 0.

А20. y′ + 2yex − y2 = e2x + ex.

А21. (x2 + 1)y′ + 2(1−x2)
x y = y2 − 3, y1(x) =

1
x .

А22. y′ + y2 sinx = 2 sinx
cos2 x

, y1(x) =
a

cos x .
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Зiнтегрувати рiвняння Дарбу:
А23. (x2 + y2 + y)dx− xdy = 0.

А24. (y3 + 2xy2)dy − 2y3dx+ (x+ y)(xdy − ydx) = 0.

А25. (2xy + x2y − y3)dx− (x2 + y2 + x3 − xy2)dy = 0.

А26. Знайти кривi, в яких вiдрiзок, що вiдтинає дотична
на осi ординат, пропорцiйний з коефiцiєнтом k квадрату ор-
динати точки дотику.

А27. Знайти кривi, в яких вiдрiзок, що вiдтинає дотична
на осi абсцис, пропорцiйний кубу абсциси точки дотику.

А28. Знайти криву, у кожнiй точцi якої пiднормаль є се-
реднiм арифметичним квадратiв координат цiєї точки.

А29. Знайти загальний розв’язок рiвняння Рiккатi, якщо
вiдомi три його частиннi розв’язки.

А30. Довести, що рiвняння Рiккатi (5.3) не змiнює свого
виду пiсля довiльної замiни незалежної змiнної x = ϕ(t).

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати рiвняння Бернуллi або знайти розв’язки за-
дач Кошi:

С1. y′ = y4 cos x+ y tg x.

С2. xy2y′ = x2 + y3, y(1) = 0.

С3. y′ = 2x
x2 cos y+sin 2y

.

С4. y′ + xy = y2(sin x+ x cos x), y(0) = 1.

С5. (2x2y ln y − x)y′ = y.

С6. xy′ + 2y + x5y3ex = 0.

С7. (x2 + y2 + 1)dy + xydx = 0.

С8. xy3dx = (x2y + 2)dy.

С9. (x3 + ey)dy = 3x2dx, y(1) = 0.

С10. 2y′ − x
y = xy

x2−1
.

С11. y′x3 sin y = xy′ − 2y.

С12. y′ − y = xy2, y(0) = 0.
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С13. y′ + y = y2xex sinx2, y(0) = 2.

С14. (y + 1)dx + x(1 + x+ xy)dy = 0, y(0) = 1
2 .

С15. y′ − y tg x+ y2 cos x = 0.

С16. y′ + 2y = y2ex.

С17. 5xy4y′ = y5 + 4, y(1) = 1.

С18. y′ cos x− y sinx = y4.
Зiнтегрувати рiвняння Рiккатi (у прикладах, де частинний

розв’язок y1(x) не вказано, знайти його шляхом пiдбору):
С19. 3y′ + y2 + 2

x2
= 0.

С20. (1− x3)y′ = y2 − x2y − 2x, y1(x) = ax2.

С21. (x2y2 + xy + 1)dx− x2dy = 0, y1(x) =
a
x .

С22. y′ = y
x − y2

x + x, y1(x) = ax+ b.

С23. xy′ − (2x+ 1)y + y2 + x2 = 0.

С24. x2y′ − x2y2 + 5xy − 3 = 0.

С25. y′ + y2 = − 1
4x2 .

С26. y′ − 2xy + y2 = 5− x2.
Зiнтегрувати рiвняння Дарбу:
С27. (3x4y2 + y5)dx− (xy4 + 2x5y)dy = 0.

С28. (x3 − xy2)dx+ 2x2ydy − (xdy − ydx) = 0.

С29. x2y3dx+ x3y2dy + ydx− xdy = 0.

С30. (x2y + y3 − xy)dx+ x2dy = 0.

С31. y dx+ xdy + y2(xdy − ydx) = 0.

С32. y2(x+ 5)dx+ x(x2 − 5y)dy = 0.

С33. Знайти кривi, в яких вiдрiзок, що вiдтинає дотична
на осi абсцис, пропорцiйний з коефiцiєнтом k квадрату абсци-
си точки дотику.

С34. Знайти кривi, в яких вiдрiзок, що вiдтинає дотична
на осi ординат, пропорцiйний з коефiцiєнтом k кубу ординати
точки дотику.

С35. Знайти кривi, у яких вiдрiзок, що вiдтинає нормаль,
проведена через точку (x, y) кривої, на осi абсцис, дорiвнює
y2/x.
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С36. Звести рiвняння Рiккатi xy′ = f(x)(x2−y2)+y до лi-
нiйного рiвняння, якщо його частинний розв’язок має вигляд
y1 = ax+ b.

С37. Довести, що рiвняння Бернуллi (5.1) не змiнює свого
вигляду пiсля перетворення y = f(x)u, де f(x) — довiльна
задана диференцiйовна функцiя.

С38. Довести, що рiвняння Рiккатi не змiнює свого вигля-
ду пiсля довiльного дробово-лiнiйного перетворення шуканої
функцiї y = a(x)u+b(x)

c(x)u+d(x) , де a(x)d(x) �= c(x)b(x).
С39. Довести, що диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих

y = Cϕ1(x)+ϕ2(x)
Cψ1(x)+ψ2(x)

є рiвнянням Рiккатi.
С40. Скласти рiвняння Рiккатi вигляду (5.3) за двома йо-

го неперервними розв’язками y1 i y2.
С41. Довести, що довiльнi чотири рiзнi частиннi розв’язки

y1, y2, y3, y4 рiвняння Рiккатi пов’язанi спiввiдношенням
y4 − y2
y4 − y1

:
y3 − y2
y3 − y1

≡ const.

С42. Довести, що рiвняння Якобi

(a1x+ b1y + c1) dx+ (a2x+ b2y + c2) dy +

+ (a3x+ b3y + c3)(xdy − ydx) = 0

пiсля замiн x = ξ+α, y = η+β, де ξ, η = η(ξ) — новi змiннi, а α,
β — сталi, якi пiдлягають визначенню, зводиться до рiвняння
Дарбу.

Зiнтегрувати рiвняння Якобi (див. задачу С42):
С43. (y − x− 1)(dx + dy) + (x+ y + 1)(xdy − ydx) = 0.
Зiнтегрувати рiвняння Дарбу:
С44. (x2 + y2)dx− 2xydx− xdy + ydx = 0.

С45. (x3 − y)dx+ (x2y + x)dy = 0.

Вiдповiдi

А1. y(Ce− sin x − 1) = 1; y = 0. А2. y(Ce−x2 − x2 + 1) = 1; y = 0.
А3. y(Cx + lnx + 1) = 1; y = 0. А4. y(x + 1)(ln |x + 1| + C) = 1;
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y = 0. А5. y2 = x2(ln2 y + C); x = 0. А6. y = 3
√
Ce−x − x+ 1.

А7. x = 3
√
Cey − y − 2. А8. x

(
Cey

2/2 − y2 + 2
)
= 1. А9. y2 =

= 3x2/(2x6 + 1). А10. xy(1 − ln2 y) = 1. А11. y = 1/(x + 1).
А12. y = 0. А13. y2(π/2 − x) sinx = 1. А14. 3x2 − x3y3 = 3.
А15. y2 = (x + 1)ex. А16. y2 = 2x

3
2 − x2. А17. y = 2

x + 4
Cx5−x ;

y = 2
x . А18. y = x−2+ 4

1+Ce4x ; y = x−2. А19. y = 1
x+

3x2

x3+C ; y = 1
x .

А20. y = ex − 1
x+C ; y = ex. А21. y = x2+1

C−x + 1
x ; y = 1

x . А22. y =

= 3 cos2 x
C−cos3 x + 1

cosx ; y = 1
cosx . А23. x− arctg y

x = C; x = 0. А24. y =

= Ce2x/y− 2x+3y
4y ; y = 0. А25. y = 1

2 (y
2−x2) ln C(x+y)

x−y ; y = ±x; y = 0.

А26. y = x
kx+C . А27. y2 = Cx2

kx2+1 . А28. y2 = Cex − x2 − 2x − 2.

А29. y−y2

y−y1
· y3−y1

y3−y2
= C. С1. y = (C cos3 x − 3 sinx cos2 x)−

1
3 ; y = 0.

С2. y = 3
√
4x3 − 3x2. С3. x2 = Cesin x − 2(sin y + 1). С4. y = secx.

С5. xy(C − ln2 y) = 1. С6. y−2 = x4(2ex + C); y = 0. С7. y4 +

+ 2x2y2 + 2y2 = C. С8. x2 = 1 − 2
y + Ce−

2
y . С9. x3 = (y + 1)ey.

С10. y2 = x2 − 1 + C
√|x2 − 1|. С11. x2(C − cos y) = y; y = 0.

С12. y = 0. С13. y = 2e−x chx2. С14. x(y + 1) ln |e2(y + 1)| = 1.
С15. y = sec x

x+C ; y = 0. С16. y3
(
Cecosx + 3

)
= 1; y = 0. С17. y =

= 5
√
5x− 4. С18. y−3 = C cos3 x+2 sin3 x− 3 sinx; y = 0. С19. y =

= 1
x + 1

Cx2/3+x
; y = 1

x . С20. y = 1−Cx2

C−x ; y = −x2. С21. y =

= 1
x(C−lnx) − 1

x ; y = − 1
x . С22. y = x + 2x

Ce2x−1 ; y = x. С23. y =

= x+ x
x+C ; y = x. С24. y = 3+Cx2

x+Cx3 ; y = 1
x . С25. y = 1

x(C+ln |x|) +
1
2x ;

y = 1
2x . С26. y = 4

Ce4x−1 + x+ 2; y = x + 2. С27. x4 − y3 = Cxy2;
x = 0; y = 0. С28. 3x(x2+y2)2 = 6x2y+2y3+Cx3; x = 0. С29. x2y2+
+ 2 ln |xy | = C; x = 0; y = 0. С30. x2 + y2 = Cy2e2x; x = 0; y = 0.

С31. y2 + Cxy = 1; x = 0; y = 0. С32. C(x + y)e
x(5−y)
5(x+y) = x; y = 0.

С33. y = (C+ky)x. С34. x−2 = Cy−2−k. С35. y2 = 2x2(C−ln |x|).
С36. u′ + u(1− 2f(x)) = f(x). С43. (x+ y+1)2 = C2(x+ y)(x+1).
С44. x = (x+ C)(x − y); x = 0. С45. x3 + xy2 + 2y = Cx; x = 0.
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Тема 6. Рiвняння у повних диференцiалах.
Iнтегрувальний множник

Короткi теоретичнi вiдомостi

6.1. Рiвняння у повних диференцiалах. Рiвняння

M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0 (6.1)

називають рiвнянням у повних диференцiалах, якщо його лi-
ва частина є повним диференцiалом деякої функцiї U(x, y),
тобто dU(x, y) = M(x, y)dx + N(x, y)dy. Для того, щоб (6.1)
було рiвнянням у повних диференцiалах, необхiдно i доста-
тньо, щоб

M ′
y = N ′

x. (6.2)

Для вiдшукання функцiї U(x, y) можна скористатись спiв-
вiдношеннями (системою) U ′

x = M(x, y), U ′
y = N(x, y), вико-

навши при цьому одне з перетворень:
а) U ′

x = M(x, y), тому U(x, y) =
∫
M(x, y)dx + ϕ(y), де

ϕ(y) — розв’язок рiвняння
(∫
M(x, y)dx

)′
y
+ ϕ′(y) = N(x, y);

б) U ′
y = N(x, y), тому U(x, y) =

∫
N(x, y)dy + ψ(x), де

ψ(x) — розв’язок рiвняння
(∫
N(x, y)dy

)′
x
+ ψ′(x) =M(x, y).

Функцiю U(x, y) можна знайти також за однiєю з формул:

U(x, y) =

∫ x

x0

M(x, y)dx +

∫ y

y0

N(x0, y)dy, (6.3)

U(x, y) =

∫ x

x0

M(x, y0)dx+

∫ y

y0

N(x, y)dy, (6.4)

де (x0, y0) — довiльна точка.
Загальним iнтегралом рiвняння у повних диференцiалах є

спiввiдношення U(x, y) = C, де C — довiльна стала.
6.2. Iнтегрувальний множник. Iнтегрувальним мно-

жником рiвняння (6.1) називають таку функцiю μ(x, y) �= 0,
пiсля множення на яку рiвняння (6.1) стає рiвнянням у повних
диференцiалах.
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Загального методу вiдшукання iнтегрувального множника
немає, однак у окремих випадках його можна знайти явно.
Наприклад, якщо μ = μ(ω(x, y)) i M ′

y−N ′
x

Nω′
x−Mω′

y
≡ ϕ(ω), то

μ(ω) = e
∫
ϕ(ω)dω . (6.5)

Ще один метод вiдшукання iнтегрувальних множникiв
ґрунтується на використаннi такої теореми:
Теорема 6.1. Нехай μ0(x, y) — iнтегрувальний множник

рiвняння (6.1) i U0(x, y) — вiдповiдний йому iнтеграл рiвня-
ння (U0(x, y) = C — загальний iнтеграл). Тодi всi iнтегру-
вальнi множники рiвняння (6.1) виражаються формулою

μ(x, y) = μ0(x, y)ϕ
(
U0(x, y)

)
, (6.6)

де ϕ(z) — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Запишемо рiвняння (6.1) у виглядi

M1dx+N1dy +M2dx+N2dy = 0

i припустимо, що маємо iнтегрувальнi множники μ1, μ2 та
загальнi iнтеграли U1 = C, U2 = C рiвнянь M1dx+N1dy = 0
i M2dx + N2dy = 0 вiдповiдно. Тодi, згiдно з (6.6), всi iнте-
грувальнi множники першого рiвняння задаються формулою
μ = μ1ϕ1(U1), а другого — формулою μ = μ2ϕ2(U2), де ϕ1(z) i
ϕ2(z) — довiльнi диференцiйовнi функцiї. Якщо ϕ1(z) i ϕ2(z)
можна пiдiбрати так, що μ1ϕ1(U1) = μ2ϕ2(U2), то iнтегруваль-
ним множником рiвняння (6.1) буде функцiя μ = μ1ϕ1(U1).

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 6.1. Зiнтегрувати рiвняння (x+ y + sinx)dx +
+ (x+ cos y)dy = 0.
Розв’язання.МаємоM(x, y)=x+y+sinx, N(x, y)=x+cos y,
M ′
y = N ′

x = 1. Функцiю U(x, y) знайдемо iз системи{
U ′
x = x+ y + sinx,

U ′
y = x+ cos y.
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З першого рiвняння U(x, y) = x2/2 + xy − cos x+ ϕ(y), а пiд-
ставляючи в друге, маємо U ′

y = x + ϕ′(y) = x + cos y, звiдки
знаходимо ϕ′(y) = cos y i ϕ(y) = sin y.

Отже, U(x, y) = x2/2+xy− cos x+sin y, а тому загальним
iнтегралом заданого рiвняння є x2/2 + xy − cos x+ sin y = C.

До цього ж результату приходимо, безпосередньо викори-
стовуючи формулу (6.3) або (6.4). Скористаємося, наприклад,
формулою (6.3):∫ x

x0

(x+ y + sinx)dx+

∫ y

y0

(x0 + cos y)dy = C ⇒

x2/2 + xy − cos x− x20/2− x0y +

+ cos x0 + yx0 + sin y − y0x0 − sin y0 = C.

Оскiльки x0 i y0 — сталi величини, то перепозначивши до-
вiльну сталу, одержуємо загальний iнтеграл заданого рiвнян-
ня: x2/2 + xy − cos x+ sin y = C.
Вiдповiдь: x2/2 + xy − cos x+ sin y = C.

Приклад 6.2. Знайти iнтегрувальний множник μ = μ(y)
рiвняння (y − 2xy2)dx = (y2 + x+ y)dy та зiнтегрувати рiвня-
ння.
Розв’язання. Маємо M ′

y = 1 − 4xy, N ′
x = −1, M ′

y �= N ′
x.

Оскiльки ω = y, то ω′
x = 0, ω′

y = 1,

M ′
y −N ′

x

Nω′
x −Mω′

y

=
1− 4xy + 1

2xy2 − y
= −2

y
≡ ϕ(ω),

i з (6.5) одержуємо μ(ω) = e−2
∫

dω
ω = e−2 ln |ω| = ω−2 = y−2.

Пiсля множення заданого рiвняння на μ(y), одержуємо
рiвняння у повних диференцiалах(

2x− 1

y

)
dx+

(
1 +

x

y2
+

1

y

)
dy = 0,

бо M ′
y = N ′

x = y−2.
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Загальний iнтеграл отриманого рiвняння знаходимо за
формулою (6.3):∫ x

0

(
2x− 1

y

)
dx+

∫ y

1

(
1 +

0

y2
+

1

y

)
dy = C ⇒

x2 − x

y
+ y + ln |y| − 1 = C.

Вiдповiдь: x2 − x/y + y + ln |y| = C.

Приклад 6.3. Зiнтегрувати рiвняння y(2x3y − 1)dx +
+ x(2xy3 − 1)dy = 0 з допомогою iнтегрувального множника
μ = μ(xy).
Розв’язання. Оскiльки ω = xy,

ϕ(ω) =
4x3y − 1− 4xy3 + 1

(2x2y3 − x)y − (2x3y2 − y)x
= − 2

xy
= − 2

ω
,

то з (6.5) маємо μ = e−2
∫

dω
ω = 1

ω2 = 1
(xy)2

.

Пiсля множення заданого рiвняння на iнтегрувальний
множник одержуємо рiвняння у повних диференцiалах(

2x− 1

x2y

)
dx+

(
2y − 1

xy2

)
dy = 0,

загальний iнтеграл якого знаходимо за формулою (6.4):∫ x

1

(
2x− 1

x2

)
dx+

∫ y

1

(
2y − 1

xy2

)
dy = C ⇒

xy(x2 + y2) + 1 = Cxy (C := C + 3).

Вiдповiдь: xy(x2 + y2) + 1 = Cxy.

Приклад 6.4. Знайти iнтегрувальний множник рiвняння
(x3 + xy2 − y)dx + (y3 + x2y + x)dy = 0, використовуючи ме-
тод, який ґрунтується на формулi (6.6).
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Розв’язання. Розiб’ємо лiву частину рiвняння на двi групи
так, щоб iнтегрувальний множник кожної з них було б легко
знайти:

x(x2 + y2) dx+ y(x2 + y2) dy︸ ︷︷ ︸+x dy − y dx︸ ︷︷ ︸ = 0.

Розглянемо два рiвняння x(x2 + y2)dx+ y(x2 + y2)dy = 0 i
xdy−ydx = 0. Для першого з них iнтегрувальним множником
є функцiя μ1 = 1

x2+y2 , а iнтегралом — функцiя U1 = x2 + y2.
Для другого рiвняння iнтегрувальним множником є, напри-
клад, μ2 = 1

xy , а iнтегралом — U2 = y
x . Отже, згiдно з фор-

мулою (6.6), всi iнтегрувальнi множники заданого рiвняння
задовольняють спiввiдношення

μ =
1

x2 + y2
· ϕ1(x

2 + y2) =
1

xy
· ϕ2

(y
x

)
,

звiдки, наприклад, ϕ1(x
2 + y2) = 1, ϕ2

( y
x

)
=
(
y
x + x

y

)−1
.

Отже, iнтегрувальним множником заданого рiвняння є
μ = 1

x2+y2
. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Переконатися, що наведенi рiвняння є рiвняннями у пов-
них диференцiалах, та зiнтегрувати їх:

А1. (y cos x+ 2xy2)dx+ (sinx− sin y + 2x2y)dy = 0.

А2. 2xydx+ (x2 − y2)dy = 0.

А3. xdx+ydy√
1+x2+y2

+ ydx−xdy
x2+y2

= 0.

А4. yxdx+ (y3 + lnx)dy = 0.

А5. (2x sin y − y2 sinx)dx+ (x2 cos y + 2y cos x+ 1)dy = 0.

А6. 2
(

1
x3y

+ y lnx
x

)
+
(

1
x2y2

+ ln2 x
)
= 0.

А7. (x3 + xy2)dx+ (x2y + y3)dy = 0.

А8. 2x
y3 dx+ y2−3x2

y4 dy = 0.
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А9.
(
1 + ex/y

)
dx+ ex/y (1− x/y) dy = 0.

А10.
√
y2 + 4 dx+ 2y2+xy+4√

y2+4
dy = 0.

Зiнтегрувати рiвняння з допомогою iнтегрувального мно-
жника μ = μ(ω):

А11. (2xy + y2)dx+ (2x2 + 3xy + 4y2)dy = 0, ω = y.

А12.
(
x
y + y

)
dy − (1 + x)dx = 0, ω = x2 − y2.

А13. dxx +
(
x− 1

y

)
dy = 0, ω = y

x .

А14. (1 + x2y)dx+ x2(x+ y)dy = 0, ω = x.

А15. (2x− y)dx+ (x+ 2y)dy = 0, ω = x2 + y2.

А16. (2xy2 − y)dx+ (y2 + x+ y)dy = 0, ω = y.

А17.
(
1 + y

x2

)
dx+

(
1
x + 2y

x2

)
dy = 0, ω = x.

А18. (10x3 + y2 + 9x2y)dx+ (7y2 + 6xy + x3)dy = 0, ω =
= x+ y.

А19.
(√

x2 − y + 2x
)
dx− dy = 0, ω = x2 − y.

А20.
(
2x3y4 − 2

x + x2

y

)
dx+

(
2x4y3 − 2

x − 3x3

y2

)
dy = 0, ω =

= xy.
Знайти iнтегрувальнi множники рiвнянь з допомогою

їхнього розбиття на двi частини, та зiнтегрувати рiвняння:
А21. ydx+ (x− x2y ln y)dy = 0.

А22. y(1 + xy)dx+
(
x2y
2 + y + 1

)
dy = 0.

А23.
(
2
y +

y
x3

)
dx+

(
1
xy − 2

x2

)
dy = 0.

А24. y(x+ y2)dx+ x2(y − 1)dy = 0.

А25. (x2 − y)dx+ x(y + 1)dy = 0.

А26. (x3 + xy2 − y)dx+ (y3 + x2y + x)dy = 0.

А27. Довести, що iнтегрувальним множником однорiдно-
го рiвняння (3.1) є функцiя μ(x, y) = 1

M ′
x+N

′
y
.

А28. Довести, що iнтегрувальним множником рiвняння
Бернуллi (5.1) є функцiя μ(x, y) = 1

ym e
(1−m)

∫
p(x)dx.
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А29. Довести, що якщо iнтегрувальними множниками рiв-
няння (6.1) є функцiї μ1 i μ2, причому μ1/μ2 �= const, то
μ1/μ2 = C є загальним iнтегралом цього рiвняння.

А30. Довести, що якщо рiвняння (6.1) є рiвнянням у пов-
них диференцiалах i має iнтегрувальний множник μ �= const,
то загальним iнтегралом цього рiвняння є μ = C.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати рiвняння у повних диференцiалах:
С1. sin(x+ y)dx+ x cos(x+ y)(dx+ dy) = 0.

С2. 2x sin y − y cos x+ lnx+ (x2 cos y − ln y − sinx)y′ = 0.

С3.
(
2
√
xy sin y2 + x

y2

)
dy =

(
1

2
√
x
cos y2 + 1

y +
6
x4

)
dx.

С4. (x ln y − x2 + cos y)dy + (x3 + y ln y − y − 2xy)dx = 0.

С5. (y + 2 sin x)dx+ (x+ 9cos y)dy = 0

С6.
(
sin 2x
y + x

)
dx+

(
sin2 x
y2

− y
)
dy = 0.

С7. 3x2+y2

y2
dx = 2x3+5y

y3
dy.

С8. (6xy + x2 + 3) y′ + 3y2 + 2xy + 2x = 0.
С9. 2x(1−ey)

(x2+1)2
dx+ ey

x2+1
dy = 0.

С10.
(
2x− y2

sin2 x
− tg y

2
√
x

)
dx−

( √
x

cos2 y
− 2y ctg x

)
dy = 0.

С11.
(
1 + 2x

y3

)
dx+

(
1
y2

− 3x2

y4

)
dy = 0.

С12. 3x2(1 + ln y)dx+
(
2y − x3

y

)
dy = 0.

С13.
(

1
x − y2

(x−y)2
)
dx+

(
x2

(x−y)2 − 1
y

)
dy = 0.

С14. x(x2 − 3y2)dx+ y(y2 − 3x2)dy = 0.

С15. (x2 − 4xy − 2y2)dx+ (y2 − 4xy − 2x2)dy = 0.
Зiнтегрувати рiвняння з допомогою iнтегрувального мно-

жника μ = μ(x) або μ = μ(y):
С16. y2(x− 3y)dx+ (1− 3xy2)dy = 0.

С17. 2ydx+ (y2 − 6x)dy = 0.
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С18. y(1− y sinx) cos2 ydx = (y2 + x cos2 y)dy.

С19. (3x2 − 1)dx +
(
3− 2x

y + 2x3

y

)
dy = 0.

С20.
(
y3

x3
− 1

x2

)
dy = y

x3
dx.

Зiнтегрувати рiвняння з допомогою iнтегрувального мно-
жника μ = μ(x− y) або μ = μ(x+ y):

С21. (2x2 − xy + 1)dx − (x2 + 1)dy = 0.

С22. (x2 + x2y + 2xy)dx+ x ctg(x+ y)(dx+ dy) = 0.

С23. (2x3+3x2y+y2−y3)dx+(2y3+3xy2+x2−x3)dy = 0.

С24. (x2 + 2xy + y)dx− x(x+ 1)dy = 0.

С25. (3y − 3)dx− (4y + x− 3)dy = 0.
Зiнтегрувати рiвняння з допомогою iнтегрувального мно-

жника μ = μ(x2 − y2) або μ = μ(x2 + y2) або μ = μ(xy):
С26.

(
3x3 − 3xy2 + y

x

)
dx+ (1 + 3yx2 − 3y3)dy = 0.

С27.
(
3xy + 1

xy − 6
)
dx+

(
2x2 − 3x

y

)
dy = 0.

С28. (y2√xy − y)dx+ (2xy
√
xy − x)dy = 0.

С29.(x2y3 + y)dx+ (x3y2 − x)dy = 0.

С30.
(
x− y

x

)
dx+ cos yxdy = 0.

Знайти iнтегрувальнi множники рiвнянь з допомогою
їхнього розбиття на двi частини, та зiнтегрувати рiвняння:

С31. (6x− 2y − 2y2)dx+ (5y2 − 8xy − x)dy = 0.

С32.
( y
x + 3x2

)
dx+ (1 + x3

y )dy = 0.

С33. (6xy2 + x2)dx+ y(x− 3y2)dy = 0.

С34. y2(ydx− 2xdy) = x3(xdy − 2ydx).

С35. y(xy + 1)dx+
(
x2y
2 + y + 1

)
dy.

С36. Знаючи, що рiвняння (x2+y2+1)dx−2xydy = 0 має
iнтегрувальнi множники μ1 = μ1(x), μ2 = μ2(x

2 − y2), знайти
без квадратур його загальний iнтеграл (див. приклад A29).

С37. Довести, що рiвняння M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 має
iнтегрувальний множник μ(x, y) = 1

M2+N2 , якщо справджує-
ться умова MN(N ′

x −M ′
y) = (M2 −N2)(M ′

y +N ′
x).
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С38. Довести, що рiвняння yF1(xy)dx+xF2(xy)dy = 0 має
iнтегрувальний множник μ(x, y) = 1

xy(F1(xy)−F2(xy))
. Зiнтегру-

вати цим способом рiвняння

(x2y3 + xy2 + y)dx− (x3y2 − x2y + x)dy = 0.

С39. Довести, що загальний iнтеграл однорiдного рiвнян-
ня, лiва частина якого є повним диференцiалом, можна запи-
сати без квадратур за формулою M ′

x +N ′
y = C.

Зiнтегрувати однорiднi рiвняння з допомогою iнтегруваль-
ного множника (див. приклад A27):

С40. (5y − 3x)dx− (5x+ 3y)dy = 0.

С41. y′ = 2
√
y√
x
+ y

x .

Зiнтегрувати однорiднi рiвняння без квадратур (див. при-
клад А29):

С42. (x4 + y4)dx+ xy3dy = 0.

С43. (x3 + 15x2y + y3)dx+ (5x3 + 3xy2 + 2y3)dy = 0.
Зiнтегрувати рiвняння Бернуллi з допомогою iнтегруваль-

ного множника (див. приклад A28):
С44. y2dx+ (2xy − x4)dy = 0.
С45. x2y′ − 3xy = −2 3

√
y5.

Вiдповiдi

А1. y sinx+x2y2+cosx = C. А2. 3x2y−y3 = C. А3.
√
x2 + y2 + 1−

− arcctg y
x = C. А4. 4y lnx+ y4 = C. А5. x2 sin y+ y2 cosx+ y = C.

А6. 1
x2y − y ln2 x = C. А7. (x2 + y2)2 = C. А8. x2

y3 − 1
y = C.

А9. x+yex/y = C. А10. (x+y)
√
y2 + 4 = C. А11. x2y2+xy3+y4 =

= C. А12.
√
y2 − x2+arccos(x/y) = C; y = ±x. А13. y2/2−x/y =

= C. А14. xy2+2x2y−2 = Cx; x = 0. А15. arctg(y/x)+ln(x2+y2) =
= C. А16. x2 − x/y + y + ln y = C; y = 0. А17. x3 + 3xy +

+ 3y2 = C. А18. (x3 + y2) 3
√
x+ y = C. А19. x + 2

√
x2 − y = C;

y = x2. А20. x
y3 + x2y2 + 1

x2y2 = C. А21. xy
(

ln2 y
2 + C

)
= −1;

x = 0. А22. x + x2y
2 + y + ln y = C; y = 0. А23. x2 + y − y2

x = C.
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А24. x(y−1)
x+y + ln

∣∣∣x+y
y

∣∣∣ = C; y = 0; x = 0. А25. xe−
√

x2+y2
=

= C(y +
√
x2 + y2). А26. x4 + 2x2y2 + y4 = C. С1. x sin(x + y) =

= C. С2. x2 sin y − y sinx + x lnx − x − y ln y + y = C. С3. x/y −
− 2/x3 +

√
x cos y2 = C. С4. x4/4 + xy(ln y − x − 1) + sin y = C.

С5. 4x + x2+1
sin y = C. С6. sin2 x

y + x2+y2

2 = C. С7. x + x3

y2 + 5
y = C.

С8. 3xy2+x2y+3y+x2 = C. С9. ey − 1 = C(x2 + 1). С10.
√
x tg y−

−y2 ctg x−x2 = C. С11. x+ x2

y3 − 1
y = C. С12. x3+x3 ln y−y2 = C.

С13. xy
x−y + ln x

y = C. С14. x4 − 6x2y2 + y4 = C. С15. (x + y)×
×(x2−7xy+y2) = C. С16. x2−2/y−6xy = C; y = 0. С17. y2−2x =
= Cy3; y = 0. С18. x+y cosx−y tg y = Cy; y = 0. С19. y2x3−y2x+
+y3 = C. С20. y4−4xy = C. С21. x4−2yx3+y2x2+x2−2xy+y2 =
= C; y = x. С22. x sin(x+y) = C. С23. x3+xy+y3 = C(x+y); y =
= −x. С24. (x2−y) = C(x+y); y = −x. С25. x3y+3x2y2+3xy3−x3−
− 3x2y − 3xy2 + y4 − y3 = C. С26.

√
(x2 − y2)3 − arcsin y

x = C.
С27. y2x3−3x2y+x = C. С28. y2x−2

√
xy = C. С29. x2y2−2 ln y

x =
= C; x = 0; y = 0. С30. x + sin y

x = C. С31. (2x − y)(x − y2)2 =

= C. С32. 2x3y3 + 3x6y2 = C. С33. e3y
2/xxy = C. С34. 3

√
xy4 =

= C(x3−4y2). С35. x+ 1
2x

2y+y+ln y = C; y = 0. С36. x2−y2−1 =

= Cx. С38. arctg xy+lnx−ln y = C; x = 0; y = 0. С40.
√
x2 + y2 =

= Ce−
5
3 arctg y

x . С41.
√
y/x− ln |x| = C; y = 0 (x �= 0). С42. 4x3 +

+3xy2 = C. С43. x2 + 12xy+2y2 = C. С44. 3
y7 − 7

x3y6 = C; x = 0;
y = 0. С45. 3x2y2/3 + 4x = C; y = 0.
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Тема 7. Неявнi диференцiальнi рiвняння першого
порядку

Короткi теоретичнi вiдомостi

7.1. Рiвняння першого порядку степеня n. Неявним
диференцiальним рiвнянням першого порядку називають спiв-
вiдношення вигляду

F (x, y, y′) = 0, (7.1)

де функцiя F (x, y, z) неперервна в деякiй областi D ⊂ R3.
Якщо в рiвняннi (7.1) F є многочленом степеня n вiдносно

похiдної y′, тобто

a0(x, y)(y
′)n + a1(x, y)(y

′)n−1 + . . .

. . .+ an−1(x, y)y
′ + an(x, y) = 0,

(7.2)

i a0(x, y) �= 0, то таке рiвняння називають рiвнянням першого
порядку степеня n.

Рiвняння (7.2) визначає n значень для y′. Обмежуючись
тiльки дiйсними коренями, з (7.2) матимемо m (m � n) дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язаних вiдносно
похiдної, основнi типи яких вивчались на заняттях 2–6:

y′ = fk(x, y), k = 1, 2, . . . ,m. (7.3)

Сукупнiсть загальних розв’язкiв y = ϕk(x,C) або загаль-
них iнтегралiв Φk(x, y, C) = 0, k = 1, 2, . . . ,m, рiвнянь (7.3)
є загальним iнтегралом рiвняння (7.2). Його можна записа-
ти також у виглядi (y − ϕ1(x,C)) · . . . · (y − ϕm(x,C)) = 0 або
Φ1(x, y, C) · . . . · Φm(x, y, C) = 0.

7.2. Неповнi рiвняння. Якщо лiва частина рiвняння
(7.1) не мiстить незалежної змiнної i/або шуканої функцiї, то
його називають неповним.

Загальним iнтегралом неповного рiвняння

F (y′) = 0 (7.4)
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є F
(
y−C
x

)
= 0. Якщо коренi рiвняння F (z) = 0 повнiстю

заповнюють деякий iнтервал, то рiвняння (7.4) може мати
розв’язки, якi не мiстяться у наведеному загальному iнтегра-
лi.

Якщо неповнi рiвняння

F (x, y′) = 0, F (y, y′) = 0 (7.5)

можна розв’язати вiдносно похiдної, то одержимо рiвняння з
вiдокремлюваними змiнними. Якщо рiвняння (7.5) неможли-
во розв’язати вiдносно y′, але можна розв’язати вiдносно x чи
y вiдповiдно, то цi рiвняння зводяться до квадратур. Напри-
клад, для рiвняння x = f(y′) маємо: y′ = ϕ(t), x = f(ϕ(t)),

dy = ϕ(t)f ′(ϕ(t))ϕ′(t) dt ⇒ y =

∫
ϕ(t)f ′(ϕ(t))ϕ′(t) dt+ C.

Якщо рiвняння (7.5) неможливо розв’язати вiдносно y′ чи
вiдносно iншого аргумента (або зробити це складно), то у
багатьох випадках можна знайти параметричне представле-
ння обох аргументiв через параметр t. Наприклад, якщо для
рiвняння F (x, y′) = 0 вдалось знайти такi функцiї x = ϕ(t),
y′ = ψ(t), що F (ϕ(t), ψ(t)) = 0, то dy = ψ(t)ϕ′(t)dt, звiд-
ки y =

∫
ψ(t)ϕ′(t)dt + C. Таким чином, одержимо загальний

розв’язок у параметричнiй формi:

x = ϕ(t), y =

∫
ψ(t)ϕ′(t) dt+ C.

Рiвняння (7.5) можуть мати особливi розв’язки x = a або
y = b, де числа a, b визначаються з рiвностей lim

y′→±∞
F (a, y′) = 0

i F (b, 0) = 0 вiдповiдно.
Наведемо деякi вказiвки щодо введення параметра t:
1) Для диференцiальних рiвнянь

ax
2k1
m1 ± b(y′)

2k2
m2 = 1, ay

2k1
m1 ± b(y′)

2k2
m2 = 1,
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де a, b > 0, параметр t можна ввести, виходячи з тотожностей
cos2 t+ sin2 t = 1 i sec2 t− tg2 t = 1 вiдповiдно.

2) Для рiвнянь, якi мiстять радикали
√
y′2 + a2,

√
a2 − y′2,√

y′2 − a2, зручно зробити параметризацiю з допомогою пiд-
становок y′ = a tg t, y′ = a sin t (або y′ = a cos t), y′ = sec t
вiдповiдно (навiть якщо цi рiвняння можна розв’язати вiдно-
сно x або y).

3) Рiвняння
P (x, y′) +Q(x, y′) = 0, (7.6)

де P (x, y′) i Q(x, y′) — однорiднi функцiї змiнних x, y′ ви-
мiрiв k i m (k � m) вiдповiдно, iнтегрується у параметри-
чнiй формi, якщо параметр t ввести за формулою t = y′

x . У

результатi такої параметризацiї знаходимо x = k−m

√
−Q(1,t)
P (1,t) i

y′ = t k−m

√
−Q(1,t)
P (1,t) . Використовуючи спiввiдношення dy = y′dx,

можна знайти загальний розв’язок рiвняння (7.6) у параме-
тричнiй формi.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 7.1. Зiнтегрувати рiвняння y′2+(1−y2)y′ = y2.
Розв’язання. Рiвняння рiвносильне сукупностi двох рiвнянь
y′ = −1 та y′ = y2, правi частини яких визначенi на всiй пло-
щинi i в жоднiй точцi їхнi значення не збiгаються. Тому поле,
визначене заданим рiвнянням, утворюється накладанням по-
лiв, визначеними рiвняннями y′ = −1 та y′ = y2. Загальними
розв’язками цих рiвнянь є y = −x + C i y = (C − x)−1 вiд-
повiдно, тому загальний iнтеграл заданого рiвняння можемо
записати у виглядi (y + x− C)

(
y − 1

C−x
)
= 0. �

Приклад 7.2. Зiнтегрувати рiвняння

y′3 − (x2 + xy + y2
)
y′2 + xy

(
x2 + xy + y2

)
y′ − x3y3 = 0.

Розв’язання. Лiву частину рiвняння можна розкласти на
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множники:(
y′ − xy

) (
y′2 + xyy′ + x2y2

)− y′
(
x2 + xy + y2

) (
y′ − xy

)
=

=
(
y′ − xy

) (
y′ − x2

) (
y′ − y2

)
.

Отже, (y′ − xy)
(
y′ − x2

) (
y′ − y2

)
= 0, тобто одержали три

диференцiальнi рiвняння y′ = xy, y′ = x2 i y′ = y2, загальними
iнтегралами яких є y = Cex

2/2, y = x3/3+C, y = (C−x)−1 вiд-
повiдно. Отже, загальний розв’язок заданого рiвняння можна
записати як

(
y − Cex

2/2
)(

y − x3

3 − C
)(

y + 1
C−x
)
= 0. �

Приклад 7.3. Зiнтегрувати рiвняння x = ey
′ − y′.

Розв’язання. Маємо неповне рiвняння вигляду F (x, y′) = 0.
Представимо рiвняння у параметричнiй формi: x = et − t,
y′ = t. Тодi dy = y′dx = t(et − 1)dt, а тому

y =

∫
t(et − 1)dt+ C = (t− 1)et − t2

2
+ C.

Вiдповiдь: x = et − t, y = (t− 1)et − t2/2 + C.

Приклад 7.4. Зiнтегрувати рiвняння y
2
3 + y′

2
3 = 1.

Розв’язання. Маємо неповне рiвняння вигляду F (y, y′) = 0 i
очевидне параметричне представлення: y = cos3 t, y′ = sin3 t.
Тодi

dx =
dy

y′
=

−3 cos2 t sin t

sin3 t
dt = −3 ctg2 t dt ⇒

x = −3

∫
ctg2 t dt+ ⇒ x = 3

∫ (
1− 1

sin2 t

)
dt+ C ⇒

x = 3t+ 3ctg t+ C.

Вiдповiдь: x = 3t+ 3ctg 2t+ C, y = cos3 t.
Приклад 7.5. Зiнтегрувати рiвняння x3 + y′3 − 3xy′ = 0.

Розв’язання. Це рiвняння вигляду (7.6). Якщо y′ = tx, то

x3 + t3x3 − 3tx2 = 0 ⇒ x = 3t(t3 + 1)−1.
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Тодi, враховуючи спiввiдношення dy = y′dx, одержуємо:

y′ =
3t2

t3 + 1
⇒ dy =

9(1− 2t3)t2

(t3 + 1)3
dt ⇒

y = 9

∫
(1− 2t3)t2

(t3 + 1)3
dt+ C ⇒ y =

3(4t3 + 1)

2(t3 + 1)2
+ C.

Вiдповiдь: x = 3t
t3+1

, y = 3(4t3+1)
2(t3+1)2

+ C.

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати неявнi рiвняння степеня n:
А1. xy′2 = y(2y′ − 1).

А2. xy′2 − 2yy′ + x = 0.

А3. (xy′ + 3y)2 = 7x.

А4. xy′(xy′ + y) = 2y2.

А5. y′2 − 2xy′ = 8x2.

А6. y′2 + xy = y2 + xy′.
А7. 2yy′3 − (4xy + 2y + 1)y′2 + (4xy + 2y + 1)y′ − 2x = 0.

А8. y′3 − (x2 + xy + y2)y′ + xy(x+ y) = 0.

А9. y′3 − (x+ y + 2)y′2 + (2x+ 2y + xy)y′ − 2y = 0.

А10. (x2 − 2xy)y′2 + 2xyy′ + y2 − 2xy = 0.
Зiнтегрувати неповнi рiвняння методом введення параме-

тра:
А11. y′2 − 2xy′ = x2 − 4y.

А12. x(y′2 − 1) = 2y′.
А13. x = y′ ln y′.
А14. x = y′

√
y′2 + 1.

А15. (y′ + 1)3 = (y′ − y)2.

А16. y = ln
(
1 + y′2

)
.

А17. y′4 = 2yy′ + y2.

А18. x = ln y′ + sin y′.
А19. y = y′2ey′ .
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А20. y′ = arctg y
y′2 .

Зiнтегрувати рiвняння з допомогою тригонометричних
пiдстановок:

А21. y = y′
4−y′2 .

А22. y = y′ +
√
y′2 + 1.

А23. x(1 + y′2)3/2 = 6.

А24. y
2
5 + y′

2
5 = a

2
5 .

Зiнтегрувати рiвняння вигляду (7.6):
А25. 5x3 + y′3 − 21xy′ = 0.
А26. 4y′4 + x4 − 20xy′ = 0.
А27. Скласти диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих

(
√
y − x2 − C)2 − x2/4 = 0.
А28. Знайти кривi, для яких вiдрiзок, що вiдтинає доти-

чна на осi абсцис, дорiвнює радiус-вектору точки дотику.
А29. Знайти кривi, для яких довжина вiдрiзка нормалi

дорiвнює радiус-вектору точки дотику.
А30. Якими є iнтегральнi кривi рiвняння степеня n зi ста-

лими коефiцiєнтами y′n + a1y
′n−1 + . . . + an−1y

′ + an = 0? Як
знайти загальний iнтеграл цього рiвняння, не знаходячи його
коренiв? Зiнтегруйте рiвняння y′3 + 4y′ + 2 = 0.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати неявнi рiвняння степеня n:
С1. y′(2y − y′) = y2 sin2 x.

С2. yy′2 − (xy + 1)y′ + x = 0.

С3. y′3 − yy′2 − x2y′ + x2y = 0.

С4. y′2 − (2x+ y)y′ + x2 + xy = 0.

С5. x(y − xy′)2 = xy′2 − 2yy′.
С6. y(xy′ − y)2 = y − 2xy′.
С7. y′2 + 4xy′ − y2 − 2x2y = x4 − 4x2.

С8. y(y − 2xy′)2 = 2y′.
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С9. y′2 − (3x− 2y)y′ + 2x2 − xy − 3y2 = 0.

С10. xy′2 + 2xy′ − y = 0.

С11. y′3 sinx − (y sinx − cos2 x)y′2 − (y cos2 x + sinx)y′ +
+ y sinx = 0.

С12. y′4 − 2y2y′2 + y4 = 0.

С13. x2y′2 + 3xyy′ + 2y2 = 0.

С14. y′3 − (x2 + xy + y2)(y′2 − xyy′)− x3y3 = 0.
Знайти iнтегральнi кривi, що проходять через задану то-

чку:
С15. y2y′2 = 4, (0, 0).
С16. y′2 + 3yy′

x + 2y2

x2
= 0, (1, 1).

С17. yy′2 + 2xy′ − y = 0, (0, 0).

С18. (1− x2)(y′2 + 4xy′2) = y′ + 4x, (1, 0).
Зiнтегрувати неповнi рiвняння методом введення параме-

тра:
С19. y′ (x− ln y′) = 1.

С20. x = y′3 + y′.
С21. y′4 − y′2 = y2.

С22. y = y′2ey′ .
С23. y′ ln y′ − y = 0.

С24. x = y′ sin y′ + cos y′.
С25. 3y′5 − yy′ + 1 = 0.

С26. 2y − y′2 − 2 ln y′ = 0.

С27. xy′3 = y′ + 1.

С28. y = (y′ − 1)ey
′
.

С29. y = y′2 + 2y′3.
С30. arcsin x

y′ = y′.
С31. y = y′ tg y′ + ln cos y′.
Зiнтегрувати рiвняння з допомогою тригонометричних

пiдстановок:
С32. x = 3y′

√
1 + y′2.

С33. y
√

1 + y′2 = 10.
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С34. y′2 + y2 = π.

С35. y = 2
√
y′2 + 1.

С36. y(1 + y′2) = a.

С37. y − y′ =
√

1 + y′2.
Зiнтегруйте рiвняння вигляду (7.6):
С38. xy′2 − 2y′ − x+ x3 = 0.

С39. x4 + 7y′4 − 24x2y′ = 0.
Використовуючи результат прикладу А30, знайдiть за-

гальний iнтеграл рiвнянь:
С40. y′3 − 4y′ + 2 = 0.

С41. y′2 − 5y′ + 3 = 0.
Зiнтегрувати рiвняння вигляду (7.4):
С42. y′ = 10 sin y′.
С43. ex2y′+2xy + x2y′ + 2xy = 0

С44. y′ + |y′| = 0.

С45. Зiнтегрувати рiвняння xy′ = (y′)x.

Вiдповiдi

А1. (x + )2 = 4Cy; y = 0; y = x. А2. x2 + C2 = 2Cy; y = ±x.
А3. y = Cx−3 ± 2

√
x/7. А4. x2y = C; y = Cx. А5. y = 2x2 + C;

y = −x2+C. А6. y = Cex; y = e−x+x+1. А7. y = x+C; y = x2+C;
y2 = x+C. А8. y = x2/2+C; y = Cex; y = 1−x+Ce−x. А9. y = 2x+

+C; y = Cex; y = x2/2+C. А10. (√y−√
x)

√
2−1(

√
y+

√
x)

√
2+1 = C;

(
√
y − √

x)
√
2+1(

√
y +

√
x)

√
2−1 = C; А11. y = 1

4 (C
2 − 2(x − C)2);

y = x2/2. А12. x = 2t
t2−1 , y = 2

t2−1 − ln |t2 − 1|+ C. А13. x = t ln t,
y = t2

2 ln t + t2

4 + C. А14. x = t
√
t2 + 1, y = 1

3 (2t
2 − 1)

√
t2 + 1 +

+ C. А15. x = ln |t|+ 3
2 ln
∣∣∣√t+1−1√

t+1+1

∣∣∣± 3
√
t+ 1 + C, y = t± (t+ 1)

3
2 ;

y = ±1. А16. x = arctg t + C, y = ln(t2 + 1); y = 0. А17. x =
= ±2

√
t2 + 1−ln(

√
t2 + 1±1)+C, y = −t±t√t2 + 1; y = 0. А18. x =

= ln t + sin t, y = t(sin t + 1) + cos t + C. А19. x = et(t + 1) + C,
y = t2et. А20. x = t tg t− ln cos t+C, y = t2 tg t. А21. x = 1

2 (sec t+
+ln tg t

2 )+C, y = tg t. А22. x = ln
(
C tg tg

(
t
2 + π

4

))
, y = tg t+sec t.

А23. x = 6 cos3 t, y = C − 6 sin3 t. А24. x = 5
(

tg3 t
3 − tg t+ t

)
+ C,
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y = a sin5 t. А25. x = 21t
t3+5 , y = 147(4t3+5)

2(t3+5)2 + C. А26. x = ±2
√
5
√
t

4t4+1 ,
y = 5

2 arctg(2t + 1) − 5
2 arctg(2t − 1) + 5t

2(2t2−2t+1) − 5t
2(2t2+2t+1) + C.

А27. (y′−2x)2 = y−x2. А28. y2 = 2C(x+C/2). А29. y2−x2 = C,
x2 + y2 = C2. А30. Iнтегральними кривими є прямi. Загальний
iнтеграл: (y−C)n+a1x(y−C)n−1+a2x

2(y−C)n−1+ . . .+anx
n = 0.

С1. ln(Cy) = x± sinx; y = 0. С2. y = x2

2 +C; y2 = 2x+C. С3. y =

= ±x2

2 ; y = Cex. С4. y = x2

+ C; y = Cex−x−1. С5. x2+(Cy+1)2 = 1;
y = 0. С6. (Cx + 1)2 = 1 − y2; y = ±1. С7. y = Ce±x − x2.
С8. y2 = C2x − C; 4xy2 = −1. С9. y = Cex − x − 1; y = Ce−3x +
+ 2

9 (3x−1). С10. (
√
x+ y±√

x)2 = C. С11. y = Cex; y = C−cosx;
y = ln ctg x

2 + C. С12. y = Cex; y = Ce−x. С13. y = C
x ; y =

= C
x2 . С14. y = x3

3 + C; y = Cex
2/2; y = −1

x+C . С15. y2 = ±4x.
С16. xy = 1; x2y = 1. С17. y = 0. С18. y+2x2 = 1; y = 1±arcsinx.
С19. x = ln t + 1

t , y = t − ln t + C. С20. x = t3 + t, y = 3
4 t

4 +

+ 2t2 + C. С21. x = ±
(
2
√
t2 − 1 + arcsin 1

|t|
)
+ C, y = ±√

t2 − 1;

y = 0. С22. x = et(t + 1) + C, y = t2et. С23. x = 1
2 (ln t + 1)2,

y = y ln t. С24. x = t sin t + cos t, y = (t2 − 2) sin t + 2t cos t + C.
С25. 3y′5−yy′+1 = 0. С26. x = t− 1

t+C, y = t2

2 +ln t. С27. x = t+1
t3 ,

y = 3
2t2 + 2

t + C. С28. x = et + C, y = (t− 1)et; y = −1. С29. x =

= 2t+3t2+C, y = t2

2 +ln t. С30. x = t sin t, y = (t2−1) sin t+t cos t+C.
С31. x = tg t+C, y = t tg t+ln cos t. С32. x2+(y−C)2 = 9; x = ±3.
С33. x = ±10 ln

∣∣tg (π4 − t
2

)∣∣+C, y = ± 10
cos t . С34. y =

√
π sin(x−C).

С35. y = 2 ch x+C
2 ; y = 2. С36. x = −at − a sin 2t

2 + C, y = a cos2 t.

С37. x = ln tg t · tg ( t2 + π
4

)
+ C, y = tg t+ sec t. С38. x = ±

√
2t+1
t2+1 ,

y = t−2
2(t2+1)− 1

2 arctg t− 1
2 ln(t

2+1)+C. С39. x = 24t
7t3+1 , y = 96

7(7t3+1)+

+ 288t3

(7t3+1)2 . С40. (y − C)3 − 4x2(y − C) + 2x3 = 0. С41. (y − C)2 −
− 5x(y − C) + 3x2 = 0. С42. y − C = 10x sin y−C

x . С43. e
x2y−C

x +

+ x2y−C
x = 0. С44. y = 1

2

∫
(ϕ(x) − |ϕ(x)|)dx+C, де ϕ(x) — довiльна

функцiя. С45. y = x2

2 + C; x = t
1

t−1 , y =
∫
t
t+1
t−1 t−ln t−1

t(t−1)2 dt+ C.
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Тема 8. Неявнi диференцiальнi рiвняння першого
порядку (продовження)

Короткi теоретичнi вiдомостi

8.1. Рiвняння, розв’язанi вiдносно незалежної змiн-
ної або вiдносно шуканої функцiї. Нехай неявне рiвняння
F (x, y, y′) = 0 можна розв’язати вiдносно незалежної змiнної,
тобто

x = f(y, y′).

Позначимо y′ = p. Тодi x = f(y, p), а отже,

dx = f ′y(y, p)dy + f ′p(y, p)dp ⇒
dx

dy
= f ′y(y, p) + f ′p(y, p)

dp

dy
(dy �= 0) ⇒

dp

dy
=

(
1

p
− f ′y(y, p)

)/
f ′p(y, p). (8.1)

Якщо розглядати p як функцiю змiнної y, то рiвняння (8.1)
розв’язане вiдносно похiдної.

Аналогiчно iнтегрується рiвняння y = F (x, y′), тобто не-
явне рiвняння, розв’язане вiдносно шуканої функцiї.

8.2. Рiвняння Лагранжа, рiвняння Клеро. Окремим
випадком рiвняння y = F (x, y′) є рiвняння Лагранжа:

y = xϕ(y′) + ψ(y′), (8.2)

де ϕ i ψ — диференцiйовнi функцiї змiнної y′. Рiвняння Ла-
гранжа завжди iнтегрується в квадратурах. Для цього потрi-
бно зробити замiну y′ = p(x) i здиференцiювати обидвi части-
ни спiввiдношення y = xϕ(p)+ψ(p) за змiнною x. У результатi
одержимо лiнiйне рiвняння вiдносно функцiї x(p).

Якщо у рiвняннi Лагранжа (8.2) ϕ(y′) ≡ y′, то одержуємо
рiвняння Клеро:

y = xy′ + ψ(y′).
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Рiвняння Клеро теж iнтегрується з допомогою замiни
y′ = p.

8.3. Випадки, пов’язанi з однорiднiстю функцiй.
1) Якщо f(x, y′) або f(y, y′) є сумою двох однорiдних фун-

кцiй вимiрiв m i m + 1, то пiдстановка p = tx для рiвняння
f(x, y′) = 0 i p = ty для рiвняння f(y, y′) = 0 приводить до
рацiональної параметричної форми.

2) Якщо f(x, y′) або f(y, y′) є сумою двох однорiдних фун-
кцiй вимiрiв m i m + 2, то пiдстановка p = tx для рiвняння
f(x, y′) = 0 i p = ty для рiвняння f(y, y′) = 0 дозволяє вира-
зити y, y′ або x, y′ через квадратичну iррацiональнiсть вiд t.
Аналогiчно, якщо f(x, y′) або f(y, y′) є сумою трьох однорiд-
них функцiй вимiрiв m, m+ 1, m+ 2.

3) Рiвняння F (x, y, y′) = 0 називають однорiдним, якщо
його лiва частина — однорiдна функцiя вiдносно змiнних x, y,
тобто F (tx, ty, y′) = tmF (x, y, y′) . У цьому випадку рiвняння
можна записати у виглядi f(y/x, y′) = 0 i, якщо його можна
розв’язати вiдносно частки y/x, то одержимо сукупнiсть рiв-
нянь Лагранжа, у яких ψ(y′) ≡ 0:

y

x
= ϕk(y

′), k = 1, 2, . . .

4) Рiвняння F (x, y, y′) = 0 називають узагальнено одно-
рiдним, якщо F

(
tx, tky, tk−1y′

)
= tmF (x, y, y′) . Пiсля замiни

незалежної змiнної та шуканої функцiї за формулами x = et,
y = zekt одержуємо неявне диференцiальне рiвняння без не-
залежної змiнної (див. п. 7.2).

5) Якщо права частина рiвняння y = f(x, y′) є однорiдною
функцiєю вимiру 2, то пiдстановка y′ = tx приводить до вiдок-
ремлення змiнних t i x.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 8.1. Зiнтегрувати рiвняння

xy′2 + yy′ − y4 = 0.
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Розв’язання. Розв’яжемо рiвняння вiдносно x i позначимо
y′ = p. Тодi x = (y4 − yp)/p2. Здиференцiюємо обидвi частини
останнього спiввiдношення, враховуючи, що dx

dy = 1
p :

dx =
4y3 − p

p2
dy +

py − 2y4

p3
dp ⇒

dx

dy
=

4y3 − p

p2
+
py − 2y4

p3
· dp
dy

⇒

1

p
=

4y3

p2
− 1

p
+

(
y

p2
− 2

y4

p3

)
· dp
dy

⇒

p− 2y3

p2

(
2dy − y

p
dp

)
= 0 ⇒ p = 2y3 або 2

dy

y
− dp

p
= 0.

Якщо p = 2y3, то одержуємо особливий розв’язок

x =
y4 − 2y4

4y6
= − 1

4y2
⇒ 4xy2 + 1 = 0.

З рiвняння 2dy/y = dp/p знаходимо y2 = Cp.
Отже, загальним розв’язком у параметричнiй формi є

x = (y4 − yp)/p2, y2 = Cp.

Параметр p можна легко виключити:

x =
y4 − y · y2/C

(y2/C)2
⇒ y(x− C2) = C. �

Приклад 8.2. Зiнтегрувати рiвняння

x3y′2 + x2yy′ = 1.

Розв’язання. Розв’яжемо рiвняння вiдносно y i позначимо
y′ = p:

y =
1− x3p2

x2p
. (8.3)
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Здиференцiюємо обидвi частини останнього спiввiдношен-
ня i виконаємо нескладнi перетворення:

dy = d

(
1

x2p

)
− d(xp) ⇒ dy = −2dx

x3p
− dp

x2p2
−pdx−xdp ⇒

dy

dx
= − 2

x3p
− 1

x2p2
dp

dx
− p− x

dp

dx
(dx �= 0) ⇒(

1

x2p
+ xp

)(
dp

p
+

2

x
dx

)
= 0 ⇒

1 + x3p2 = 0 або ln |p|+ 2 ln |x| = C.

З одержаних рiвнянь знаходимо x = −p−2/3 i x = Cp−1/2

вiдповiдно. Пiдставляючи їх у (8.3), одержуємо y = 2p1/3 i
y = C−2 − Cp1/2. Всi розв’язки отримано у параметричнiй
формi.

Виключаючи параметр p, одержуємо розв’язки у явному
виглядi: xy2 + 4 = 0 (особливий розв’язок), xy = x/C − C
(загальний розв’язок). �

Приклад 8.3. Зiнтегрувати рiвняння

y = xy′2 + y′2.

Розв’язання. Маємо рiвняння Лагранжа. Нехай y′ = p. Тодi

y = xp2 + p2. (8.4)

Диференцiюючи (8.4), послiдовно одержуємо

dy = p2dx+2xpdp+2pdp ⇒ pdx = p2dx+ (2xp+2p)dp ⇒
dx

dp
+

2x

p− 1
=

2

1− p

(
p2 − p �= 0

)
.

Отримали лiнiйне рiвняння. Його загальним розв’язком є
x = C(p− 1)−2 − 1. Тодi з (8.4) маємо вираз для y:

y =

(
C

(p− 1)2
− 1

)
· p2 + p2 =

Cp2

(p− 1)2
.
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Отже,

x =
C

(p− 1)2
− 1, y =

Cp2

(p− 1)2
.

Виключаючи параметр p, одержуємо загальний розв’язок
у явному виглядi: y =

(√
x+ 1 + C

)2.
Кореням p1 = 0 та p2 = 1 рiвняння p2−p = 0 вiдповiдають

розв’язки y = 0 та y = x + 1 вiдповiдно. Перший з них є
особливим, а другий — частинним. �

Приклад 8.4. Зiнтегрувати рiвняння

y = xy′ − y′2/2.

Розв’язання.Маємо рiвняння Клеро. Позначимо y′ = p. Тодi
y = xp− p2/2. Диференцiюючи цю рiвнiсть, одержуємо

y′ = p+ xp′ − pp′ ⇒ p = p+ (x− p)p′ ⇒ (x− p)p′ = 0.

Якщо p′ = 0, то p = C, а тому загальним розв’язком є

y = Cx− C2/2.

Зi спiввiдношення x − p = 0 знаходимо розв’язок x = p,
y = px− p2/2 у параметричнiй формi, який є особливим. Ви-
ключаючи параметр p, цей розв’язок можна записати у ви-
глядi y = x2/2. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати рiвняння методом введення параметра:
А1. y′2 − 2xy′ = x2 − 4y.

А2. y′3 + y2 = xyy′.
А3. 5y + y′2 = x(y′ + x).

А4. x2y′2 = xyy′ + 1.

А5. y′ = exy
′/y.

А6. y = xy′ − x2y′3.
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А7. y = 2xy′ + y2y′3.
А8. 2xy′ − y = y′ ln(yy′).
Зiнтегрувати рiвняння Лагранжа:
А9. y + xy′ = 4

√
y′.

А10. xy′(y′ + 2) = y.

А11. y = xy′2 − 2y′3.
А12. 2xy′ − y = ln y′.
А13. y = 2xy′ − 4y′3.
А14. y = −xy′ + y′2.
Зiнтегрувати рiвняння Клеро:
А15. y = xy′ − y′2.
А16. y = xy′ − 4

√
1 + y′2.

А17. y = xy′ +
aby′

ay′ − b
.

А18. y = xy′ +
y′

y′ − 1
.

А19. y = xy′ +
√

1 + y′2.
А20. Знайти криву, якщо дотична у будь-якiй її точцi

утворює з осями координат трикутник, площа якого дорiвнює
S.

А21. Знайти кривi, дотичнi до яких вiдтинають на осях
координат вiдрiзки, якi в сумi дорiвнюють a.

А22. Довести, що рiвняння x2y′ = f(y+ xy′) з допомогою
замiни z = xy можна звести до рiвняння Клеро.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати рiвняння методом введення параметра:
С1. y = x2 + xy′.
С2. y′2 + 2x3y′ − 4x2y = 0.

С3. 16y2y′3 + 2xy′ − y = 0.

С4. 8xy′3 − 12yy′2 + 9y = 0.
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С5. y(y − 2xy′)3 = y′2.
С6. x3y′2 + x2yy′ + a = 0.

С7. y = x+ y′ − ln y′.
С8. 9yy′2 + 4x3y′ − 4x2y = 0.

С9. (xy′ + a)2 − 2ay + x2 = 0.
Зiнтегрувати рiвняння Лагранжа або Клеро:
С10. xy′ − y = ln y′.
С11. 12y′ = (3y′ − 4)(y − xy′).

С12. x =
y

y′
+

1

y′2
.

С13. 2y(y′ + 2) = xy′2.
С14. 2y′2(y − xy′) = 1.

С15. xy′2 − 2y′ − y = 0.

С16. y = xy′ + a 3
√

1− y′3.
С17. y′3 = 3(xy′ − y).

С18. y = xy′ +
2y′

2y′ − 1
.

С19. xy′3 − yy′2 + 1 = 0.

С20. 2xy′ − ln y′ − y = 0.

С21. y = 5xy′ − y′5.
С22. Знайти криву, якщо вiдрiзок дотичної, який мiсти-

ться мiж осями координат, є сталою величиною i дорiвнює l.
С23. Знайти кривi, у яких добуток вiдстаней дотичних вiд

двох заданих точок F1(−c, 0) i F2(c, 0) є сталою величиною,
рiвною ±b2.

С24. Використовуючи результати вправи *, зiнтегруйте
рiвняння

x2y′ +
xy′ + y√

1 + (xy′ + y)2
= 0.

Зiнтегрувати неявнi рiвняння, використовуючи однорiд-
нiсть функцiй:

С25. y4 − y′4 − yy′2 = 0.
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С26. x3 + y′3 − 3xy′ = 0.

С27. y2 − (y′3 + y′2)xy + x2y′5 = 0.

С28. y2(1− y′2) + 2xyy′(y′2 − 2) + 4x2y′2 = 0.

С29. y = 2y′2 − xy′

2
− x2.

С30. 2y′2y2 − 2y′y + 2y′2x− 1 = 0.

Вiдповiдi

А1. 4y = C2−2(x−C)2; 2y = x2. А2. pxy = y2+p3, y2(2p+C) = p4;
y = 0. А3. x = − p

2 + C, y = C2

5 − p2

4 ; x2 = 4y. А4. x = ± 1
p
√
2 lnCp

,

y = ∓
(√

2 lnCp− 1√
2 lnCp

)
. А5. x = 1

C lnCy; y = ex. А6. xp2 =

= C
√|p| − 1, y = xp − x2p3; y = 0. А7. 2p2x = C − C2p2, py = C;

32x3 = −27y4; y = 0. А8. y2 = 2Cx − C lnC; 2x = 1 + 2 ln |y|.
А9. x√p = ln p+C, y =

√
p(4−ln p−C); y = 0. А10. y = ±2

√
Cx+C;

y = −x. А11. x = C(p− 1)−2 +2p+1, y = Cp2(p− 1)−2 + p2; y = 0;
y = x−2. А12. x = p−1+Cp−2, y = 2+2Cp−1−ln p. А13. x = 3p2+
+Cp−2, y = 2p3+2Cp−1; y = 0. А14. x = 2

3p+Cp
−1

2 , y = 1
3p

2−Cp 1
2 ;

y = 0. А15. y = Cx − C2; 4y = x2. А16. y = Cx − 4
√
1 + C2;

x
√

1 + p2 = 4p, y
√
1 + p2 = −4. А17. y = Cx + abC

aC−b ; x = ab2

(ap−b)2 ,

y = a2bp2

(ap−b)2 . А18. y = Cx + C
C−1 ; y = ±2

√
x + x + 1. А19. y =

= Cx+
√
1 + C2; y =

√
1− x2. А20. 2xy = ±S. А21. y = x±√

ax+a.
С1. y = Cx−x2. С2. y = Cx2+C2; 4y = −x4. С3. 2Cx = y2−16C3;
x = − 3

128p4 , y = − 1
32p3 . С4. y2 = C

(
2
3x+ 3

4C

)3; y = 0; y = ± 3
2x.

С5. 2Cx = y2 − 3
√
C2; 2(

√
27 − 6

√
27)xy = ±1. С6. y = C

x + a
C ;

y = ±2
√

a
x . С7. y = ex+C − C; y = x + 1. С8. y = ± 2

C

√
9− Cx2;

y = 0. С9. x
√
p2 + 1 = C − a ln(

√
p2 + 1 + p), 2ay = (xp+ a)2 + x2.

С10. y = Cx− lnC; y = 1 + lnx. С11. y = Cx+ 12C
3C−4 ; x = 48

(3p−4)2 ,

y = 36p2

(3p−4)2 . С12. y = Cx − 1
C ; y2 = −4x. С13. 2Cy = (Cx − 2)2;

y = 0; y = −4x. С14. 2C2(y − Cx) = 1; 8y3 = 27x2. С15. x =
= (2p − ln |p| + C)(p − 1)−2, y = (2p − 2 ln |p| + C)p2(p − 1)−2 − 2p;
y = 0; y = x − 2. С16. y = Cx + a 3

√
1− C3; x = ap2(1 − p3)−

2
3 ,

y = a(1−p3)− 2
3 . С17. y = Cx− C3

3 ; 9y2 = 4x3. С18. y = Cx+ 2C
2C−1 ;

y = ±√
2x+ x

2 + 1. С19. y = Cx+ 1
C2 ; y =

3
√
2x2 + 3

√
x2

4 . С20. x =
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= p+C
p2 , y = 2 p+C

p − ln p. С21. x = 5
21p

4 + Cp−
5
4 , y = 4

21p
5 + 5Cp−

1
4 ;

y = 0. С22. x 2
3 + y

2
3 = l

2
3 . С23. x2

b2+c2 + y2

b2 = 1; x2

c2−b2 − y2

b2 = 1.
С24. y = C + C

x
√
1+C2

; x = −(p2 + 1)−
3
2 , y = −p3.
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Тема 9. Геометричнi аспекти теорiї
диференцiальних рiвнянь першого порядку

Короткi теоретичнi вiдомостi

9.1. Метод iзоклiн. Якщо в диференцiальному рiвняннi

y′ = f(x, y), (x, y) ∈ G, (9.1)

розглядати x i y як декартовi координати точок площини, то
(9.1) ставить у вiдповiднiсть кожнiй точцi областi G певне зна-
чення y′, тобто надає певного значення кутовому коефiцiєн-
ту дотичної. Iнакше кажучи, рiвняння (9.1) для кожної точки
M ∈ G вказує напрям кривої y = ϕ(x). Накресливши в точках
областi G вектори, що утворюють з вiссю Ox кути, тангенси
яких дорiвнюють значенню f(x, y) у цих точках, одержимо
зображення поля напрямiв.

Геометричнi мiсця точок з однаковим напрямом поля нази-
ваються iзоклiнами. Рiвняння iзоклiн диференцiального рiв-
няння (9.1) має вигляд

f(x, y) = k, (9.2)

де k – довiльна стала. Для побудови iнтегральних кривих по-
трiбно враховувати областi зростання (при k > 0), спадання
(k < 0) iнтегральних кривих та лiнiї їх екстремумiв (k = 0).
Якщо функцiя f(x, y) у рiвняннi (9.1) диференцiйовна, то з
допомогою другої похiдної y′′ = f ′x + y′ · f ′y = f ′x + f · f ′y мо-
жна визначити областi опуклостi та лiнiї точок перегину iн-
тегральних кривих.

9.2. Iзогональнi траєкторiї. Лiнiї, якi перетинають кри-
вi даної сiм’ї плоских кривих пiд сталим кутом ϕ, називаються
iзогональними траєкторiями цiєї сiм’ї. Якщо кут перетину
ϕ = π

2 , то траєкторiї називають ортогональними. Iзогональ-
нi (ортогональнi) траєкторiї задовольняють деяке диференцi-
альне рiвняння.
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Маючи рiвняння однопараметричної сiм’ї кривих у виглядi
Φ(x, y, C) = 0, знаходимо диференцiальне рiвняння цiєї сiм’ї
(див. тему 1): F (x, y, y′) = 0. Тодi рiвняння iзогональних тра-
єкторiй задається формулою

F

(
x, y,

y′ − k

1 + ky′

)
= 0, (9.3)

де k = tgϕ, а ортогональних –

F

(
x, y,− 1

y′

)
= 0. (9.4)

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 9.1. З допомогою методу iзоклiн наближено по-
будувати iнтегральнi кривi диференцiального рiвняння xy′ =
y − x.
Розв’язання. Згiдно з (9.2) рiвняння iзоклiн має вигляд

xk = y − x ⇒ y = x(k + 1), k ∈ R.

Якщо k = 0, то iзоклiною є пряма y = x, на яку наноси-
мо горизонтальнi штрихи, вiдповiднi напряму дотичних для
точок цiєї iзоклiни. Саме у точках iзоклiни y = x iнтеграль-
нi кривi можуть мати екстремуми. Побудуємо також iзоклiни
для k = 1, k = 3, k = −1, k = −2, k = −3 i нанесемо на
цi прямi штрихи, якi утворюватимуть кут arctg k з додатним
напрямом осi абсцис (рис. 9.1). Для прямої x = 0 штрихи є
вертикальними, що вказує на те, що вiсь ординат є вертикаль-
ною асимптотою для iнтегральних кривих. Нанесенi штрихи
утворюють поле напрямiв.
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Рис. 9.1
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Рис. 9.2
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Тепер проведемо iнтегральнi кривi так, щоб вони перети-
нали iзоклiни пiд кутами, вказаними штрихами (рис. 9.2). �

Приклад 9.2. Скласти диференцiальне рiвняння iзого-
нальних траєкторiй сiм’ї кривих x2−y2 = C, що перетинають
їх пiд кутом ϕ = π

4 .
Розв’язання. Складемо диференцiальне рiвняння заданої
сiм’ї кривих. Позначимо Φ(x, y, C) ≡ x2 − y2 − C, тодi Φ′

x +
+Φ′

yy
′ ≡ 2x− 2yy′. Виключаючи параметр C з системи{

x2 − y2 = C,
2x− 2yy′ = 0,

одержуємо диференцiальне рiвняння x− yy′ = 0.
З формули (9.3) випливає, що шуканим диференцiальним

диференцiальним рiвнянням iзогональних траєкторiй є

x− y
y′ − 1

1 + y′
= 0 ⇒ x+ xy′ − yy′ + y = 0 ⇒
(x− y)y′ + x+ y = 0. �

Приклад 9.3. Скласти диференцiальне рiвняння ортого-
нальних траєкторiй сiм’ї кривих x2 − y2 = C.
Розв’язання. Диференцiальне рiвняння x − yy′ = 0 зада-
ної сiм’ї кривих було одержане у попередньому прикладi. З
формули (9.4) випливає, що шуканим диференцiальним рiв-
нянням ортогональних траєкторiй є

x− y

(
− 1

y′

)
= 0 ⇒ xy′ + y = 0. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

З допомогою методу iзоклiн наближено побудувати iнте-
гральнi кривi диференцiальних рiвнянь:
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А1. y′ = x2 + y2.
А2. y′ = x+ y.

А3. yy′ + x = 0.
А4. y′ = y + x2.

Скласти диференцiальнi рiвняння траєкторiй, що перети-
нають заданi сiм’ї кривих пiд кутом ϕ:

А5. y = Cx4, ϕ = π
6 .

А6. y = kx, ϕ = π
2 .

А7. y2 = x+ C, ϕ = π
4 .

А8. x
2

a + y2

4 = 1, ϕ = π
2 .

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

З допомогою методу iзоклiн наближено побудувати iнте-
гральнi кривi диференцiальних рiвнянь:

С1. yy′ = 2x.
С2. y′ = y2 − 2x2.
С3. y′ = ey + x.
С4. y′ = y − 2x.
С5. y′(x+ y) = y − x.
С7. y′ = (y − 1)2.
С8. y′ = 2y2 + 3x2 + 4.

С9. y′ = (y − 1)x.
С10. y′ = cos(x− y).
С11. yy′ = x− 1.
С12. y′ = y2 + 5.
С13. 3xy′ = y.
С14. y′ =

√
x2 + y2.

С15. e2y′ = x+ y2.
Скласти диференцiальнi рiвняння траєкторiй, що перети-

нають заданi сiм’ї кривих пiд кутом ϕ:
С16. x2 + y2 = C, ϕ = π

4 .
С17. (x− a)2 + y2 = 4, ϕ = π

2 .
С18. x2 + y2 = 2ax, ϕ = π

3 .
С19. (x2 + y2)2 = axy, ϕ = π

4 .
С20. 3x2 + y2 = C, ϕ = π

2 .
С21. y = x lnx+ Cx, ϕ = arctg 3.
С22. y = Cx+ x3, ϕ = π

6 .
С23. y ln(Cx) + x = 0, ϕ = π

2 .
С24. x2 + C2 = 2Cy, ϕ = π

4 .
С25. x2 = y + C, ϕ = π

3 .
С26. y = Cx2 + 1, ϕ = arctg 5.
С27. eCy = x2 + y2, ϕ = π

2 .
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С28. y = Cx+ C2, ϕ = π
4 .

С29. x− y = x2 + a2, ϕ = arctg 2.
С30. xy = C, ϕ = π

6 .

Вiдповiдi

А5. (
√
3x − 4y)y′ = 4

√
3y + x. А6. yy′ + x = 0.

А7. (2y−1)y′ = 2y+1. А8. (4−y2−2x)y′ = xy. С16. (x+y)y′+
+x−y = 0. С17. y′2(y2−4) = y2. С18. (

√
3y2−√

3x2−2xy)y′ =
= x2 − 2

√
3xy − y2. С19. (4xy2 − x3 − y2 − y3 + 3x2y)y′ =

= 4xy2−x3−y2+y3−3x2y. С20. 3xy′ = y. С21. (2x+3y)y′+
+ 4x+ y = 0. С22. (2x3 + y −√

3x)y′ +
√
3y + 2

√
3x3 + x = 0.

С23. (xy + y2)y′ + x2 = 0. С24. (x − y)y′2 + x + y = 0.
С25. (2

√
3x − 1)y′ + 2x +

√
3 = 0. С26. (x − 10y + 10)y′ =

= 2y + 5x − 2. С27. 2xyy′ − 2y2 + (x2 + y2) ln(x2 + y2) = 0.
С28. (y−x−1)y′2+(2y+2)y′+y+x−1 = 0. С29. (4x−1)y′+
+ 2x = 3. С30. (y +

√
3x)y′ +

√
3y − x = 0.
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Тема 10. Основнi властивостi розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь першого порядку

Короткi теоретичнi вiдомостi

10.1. Умови iснування розв’язку задачi Кошi. Роз-
глянемо задачу Кошi для диференцiального рiвняння першо-
го порядку, розв’язаного вiдносно похiдної:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0. (10.1)

Теорема 1 (Пеано). Нехай функцiя f(x, y) неперервна в
замкненiй обмеженiй областi (прямокутнику)

Q = {(x, y) : |x− x0| � a, |y − y0| � b} , a > 0, b > 0,

причому M = max
(x,y)∈Q

|f(x, y)|. Тодi на вiдрiзку |x− x0| � h, де

h = min
{
a, b

M

}
, iснує розв’язок задачi Кошi (10.1).

Теорема Пеано не гарантує єдиностi розв’язку задачi Кошi
(10.1).

10.2. Умови iснування та єдиностi розв’язку задачi
Кошi. Функцiя f(x, y) задовольняє умову Лiпшиця за змiн-
ною y (рiвномiрно за змiнною x) в деякiй областi Q ⊂ R

2,
якщо iснує таке число L (стала Лiпшиця), що для довiльних
точок (x, y1) ∈ Q i (x, y2) ∈ Q виконується нерiвнiсть

|f(x, y2)− f(x, y1)| � L|y2 − y1|.

Якщо функцiї f(x, y) i f ′y(x, y) неперервнi в областi Q, то
f(x, y) задовольняє умову Лiпшиця за змiнною y на кожному
компактi K ⊂ Q.

Теорема 2 (Пiкара). Нехай функцiя f(x, y) неперервна
в областi Q i задовольняє в цiй областi умову Лiпшиця за
змiнною y. Тодi принаймнi на вiдрiзку |x− x0| � h iснує єди-
ний розв’язок задачi Кошi (10.1).
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Розв’язок задачi Кошi (10.1) за виконання умов теореми
Пiкара можна знайти як границю при n → +∞ рiвномiрно
збiжної послiдовностi функцiй {yn(x)}, якi визначаються фор-
мулами

y0(x) ≡ y0, yn+1 = y0 +

∫ x

x0

f
(
t, yn(t)

)
dt, n = 1, 2, . . . (10.2)

Оцiнка похибки, яку отримуємо пiсля замiни точного
розв’язку y(x) його n-наближенням yn(x) виражається нерiв-
нiстю

|y(x)− yn| � MLn−1

n!
hn. (10.3)

3. Продовження розв’язку задачi Кошi. У багатьох
випадках розв’язок задачi Кошi (10.1) iснує на бiльшому вiд-
рiзку, нiж вiдрiзок |x− x0| � h, вказаний у теоремах 1 i 2.

Якщо функцiя f(x, y) задовольняє умови теореми Пеано в
замкненiй обмеженiй областi, то розв’язок задачi Кошi (10.1)
можна продовжити до виходу на межу цiєї областi.

Якщо функцiя f(x, y) у смузi α < x < β, |y| < +∞ (числа
α i β можуть бути й невласними) неперервна i задовольняє
нерiвнiсть |f(x, y)| � p(x)|y| + q(x), де функцiї p(x), q(x) не-
перервнi, то кожний розв’язок задачi Кошi (10.1) можна про-
довжити на весь iнтервал α < x < β.

4. Коректнiсть задачi Кошi. Окрiм питань, пов’язаних
з iснуванням та єдинiстю розв’язку задачi Кошi (10.1), важли-
во знати, як змiнюється цей розв’язок на скiнченному промiж-
ку за малих змiн (збурень) початкових значень, параметрiв i
самої функцiї f(x, y). Вимоги iснування та єдиностi розв’язку,
його неперервної залежностi вiд початкових умов, параметрiв
i функцiї f(x, y) на скiнченному промiжку становлять змiст
поняття коректностi задачi Кошi.

Теорема 3 (про неперервну залежнiсть вiд параме-
тра). Якщо права частина рiвняння y′ = f(x, y, μ) неперервна
за змiнною μ при μ ∈ [μ1, μ2] i для кожного фiксованого μ за-
довольняє умови теореми 2 з тими самими сталими а, b,
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L, М, то розв’язок y = y(x, μ), який задовольняє початкову
умову y(x0) = y0, неперервно залежить вiд параметра μ.

Теорема 4 (про неперервну залежнiсть вiд почат-
кових умов). Якщо справджуються умови теореми 2, то
розв’язок y = y(x, x0, y0) задачi Кошi (10.1) неперервно зале-
жать вiд початкових умов.

Теорема 5 (про диференцiйовнiсть розв’язкiв). Як-
що в околi точки (x0, y0) функцiя f(x, y) має неперервнi по-
хiднi до k-го порядку включно, то розв’язок y(x) задачi Кошi
(10.1) в деякому околi точки (x0, y0) має неперервнi похiднi
до (k+1)-го порядку включно.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 10.1. Чи виконується умова Лiпшиця за змiн-
ною y у пiвкрузi 0 � y �

√
R2 − x2 для функцiй:

а) f(x, y) = y3 + x2 cos x2; б) f(x, y) =
√
x+

√
y?

Розв’язання. а) Для будь-яких двох точок (x, y1), (x, y2) за-
даного пiвкруга маємо:

|f(x, y2)− f(x, y1)|=
∣∣y32 − y31

∣∣= |y2 − y1| ·
∣∣y22 + y2y1 + y21

∣∣ �
� |y2 − y1| ·

∣∣y22 + 1
2(y

2
2 + y21) + y21

∣∣= 3
2 |y2 − y1| ·

(
y22 + y21

)
�

� 3R2 |y2 − y1| .

Отже, умова Лiпшиця виконується зi сталою L = 3R2.
б) Мiркуємо вiд супротивного. Припустимо, що для за-

даної функцiї виконується умова Лiпшиця з деякою сталою
L > 0. Тодi для точок (0, 1) i (0, y), де y — достатньо мале
число, маємо

|f(0, y)− f(0, 1)| = |√y − 1| � L |y − 1| .

Звiдси L � 1√
y+1 , що є неможливим для досить малих зна-

чень y. З отриманого протирiччя випливає, що умова Лiпшиця
не виконується. �
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Приклад 10.2. Вказати будь-який вiдрiзок, на якому
iснує розв’язок задачi Кошi y′ = y3 + x2 cos x2, y(0) = 0 у
квадратi Q = {|x| � 1, |y| � 1} .
Розв’язання. У квадратi Q функцiя f(x, y) = y3 + x2 cos x2

неперервна (M = max
(x,y)∈Q

|f(x, y)| = 2) i задовольняє умову

Лiпшиця (див. приклад 10.1 а). Отже, згiдно з теоремою Пi-
кара iснує єдиний розв’язок заданої задачi Кошi принаймнi
на вiдрiзку |x| � h, де h = min

{
1, 1

2

}
= 1

2 . �
Приклад 10.3. Знайти методом послiдовних наближень

розв’язок задачi Кошi y′ + y = x+ 1, y(0) = 0.
Розв’язання. Згiдно з (10.2) маємо y0(x) ≡ 0,

y1(x) =

∫ x

0

(
t+ 1− 0

)
dt = x+

x2

2
,

y2(x) =

∫ x

0

(
t+ 1−

(
t+ t2

2

))
dt = x− x3

6
,

y3(x) =

∫ x

0

(
t+ 1−

(
t− t3

6

))
dt = x+

x4

24
.

З допомогою методу математичної iндукцiї можна показа-
ти, що

yn(x) = x+
(−1)n

n!
xn, n = 1, 2, . . .

Звiдси випливає, що для |x| � a послiдовнiсть наближень
{yn(x)} при n → ∞ рiвномiрно прямує до x. Отже, функцiя
y = x є розв’язком заданої задачi Кошi. �

Приклад 10.4. Знайти три послiдовнi наближення роз-
в’язку задачi Кошi y′ = x2 + y2, y(0) = 0. Оцiнити похибку
останнього наближення.
Розв’язання. За початкове наближення вiзьмемо y0(x) ≡ 0.



92 10. Основнi властивостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь

Наступнi наближення знаходимо за формулами (10.2):

y1(x) =

∫ x

0
(t2 + 0)dt = x3

3 ,

y2(x) =

∫ x

0

(
t2 + t6

9

)
dt = x3

3 + x7

63 ,

y3(x) =

∫ x

0

(
t2 + t6

9 + 2t10

189 + t14

3969

)
dt =

= x3

3 + x7

63 + 2x11

2079 + x15

59535 .

Оцiнимо похибку останнього наближення за формулою
(10.3). Оскiльки функцiя f(x, y) визначена i неперервна в усiй
площинi, то за параметри a, b можна взяти довiльнi числа.

Нехай, наприклад, a = 1, b = 0,5. Тодi в прямокутнику
Q = {|x| � 1, |y| � 0,5} знаходимо

M = max
(x,y)∈Q

|f(x, y)| = max
(x,y)∈Q

|x2 + y2| = 1,25,

L = max
(x,y)∈Q

|f ′y(x, y)| = max
0�y�0,5

|2y| = 1.

Тепер вибираємо h = min
{
a, b

M

}
= min

{
1, 0,5

1,25

}
= 0,4.

Таким чином, на вiдрiзку [0; 0,4] одержуємо

|y(x)− y3(x)| � 1,25 · 13 · x
4

4!
=

5

96
x4,

i

max
x∈[0;0,4]

|y(x)− y3(x)| � 5 · (0,4)4
96

≈ 0,00133.

Отже, теорема Пiкара гарантує збiжнiсть послiдовних на-
ближень на вiдрiзку x ∈ [0; 0,4]. Абсолютна похибка третього
наближення не перевищує 0,002. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Чи виконується умова Лiпшиця для функцiй f у заданих
областях?
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А1. f(y) = y2, |y| � α, α > 0.

А2. f(y) =
√|y|, |y| � α, α > 0.

А3. f(x, y) = x2 + y2, x2 + y2 � R2, R > 0.

А4. Довести, що з виконання умови Лiпшиця для функцiї
f(y) на вiдрiзку [α, β] випливає неперервнiсть f(y) на цьому
вiдрiзку.

А5. Показати, що функцiя f(x, y) = p(x)y + q(x) задо-
вольняє умову Лiпшиця за змiнною y у смузi |y| � β, β > 0.
Знайти найменшу сталу Лiпшиця.

А6. Показати, що функцiя f(x, y) = (1+p2(x))y2, де p(x)—
неперервна функцiя у смузi |x| � α, α > 0, не задовольняє
умову Лiпшиця за змiнною y у цiй смузi.

А7. Показати, що функцiя f(x, y) = P (x) +Q(sin x, cos x),
де P (x) i Q(u, v) — многочлени, задовольняє умову Лiпшиця
за змiнною y в усiй площинi.

Знайти методом послiдовних наближень розв’язки задач
Кошi для лiнiйних рiвнянь:

А8. y′ + y = x+ 1, y(0) = 1.

А9. y′ + y = 2ex, y(0) = 1.
Знайти методом послiдовних наближень наближення

y0(x), y1(x), y2(x) до розв’язкiв задач Кошi для нелiнiйних
рiвнянь:

А10. y′ = y2 − x, y(0) = 1.

А11. y′ = y2 + x3, y(0) = 0.

А12. y′ = y2 + ex, y(0) = 0.

А13. Оцiнити похибку, отриману пiсля замiни розв’язку
y(x) задачi Кошi y′ = y2 + 2x, y(0) = 0, |x| � 1, |y| � 1,
послiдовним наближенням y3(x).

Користуючись теоремою Пiкара, вказати областi, через
кожну точку яких проходить єдина iнтегральна крива:

А14. y′ = y2 + x4.

А15. y′ = y3 +
√
y + x.

А16. xy′ = ex + ctg y.
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А17. y′ = (y + 1) 3
√

(y − 1)2.

А18. Знайти значення дiйсних параметрiв α, β i лiнiї на
площинi, в кожнiй точцi якої порушується єднiсть розв’язку
рiвняння y′ = yα(1− y)β.

А19. Чи можуть двi iнтегральнi кривi рiвняння y′ = x2+y4

в деякiй точцi (x0, y0):
а) дотикатися одна до одної;
б) перетинатися?
А20. Для яких значень параметра α кожний розв’я-

зок рiвняння y′ = |y|α можна продовжити на iнтервал
x ∈ (−∞; +∞)?

А21. Скiльки похiдних має розв’язок рiвняння y′ = x+y
7
3

в околi початку координат?

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Чи виконується умова Лiпшиця для функцiй f у заданих
областях?

С1. f(y) = |y|, |y| � α, α > 0.

С2. f(x, y) = x|y|, x2 + y2 � R2, R > 0.

С3. f(x, y) = x
√|y|, x2 + y2 � R2, R > 0.

С4. Показати, що недиференцiйовнi за змiнною y при
y = 0 функцiї f1(x, y) = |y|(1+ sinx) i f2(x, y) = |y|(1+ cos x)
задовольняють умову Лiпшиця за y на всiй числовiй площинi.

С5. Показати, що функцiя f(x, y) = y2 sinx+ ex задоволь-
няє умову Лiпшиця за змiнною y смузi |x| � α, α > 0, якщо у
цiй смузi функцiї p(x) i q(x) неперервнi.

С6. Довести, що функцiя f(x, y) = xy не задовольняє умо-
ву Лiпшиця за змiнною y в усiй площинi.

Знайти методом послiдовних наближень розв’язки задач
Кошi для лiнiйних рiвнянь:

С7. y′ − y = 1− x, y(0) = 1.

С8. y′ − y = e2x, y(0) = 1.
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С9. y′ − y = x, y(0) = 1.
Знайти методом послiдовних наближень наближення

y0(x), y1(x), y2(x) до розв’язкiв задач Кошi для нелiнiйних
рiвнянь:

С10. y′ = 2y2 + x, y(0) = 1.
С11. y′ = x2 − 2y2, y(0) = 0.

С12. y′ = y + ey−1, y(0) = 1.

С13. Для розв’язку задачi Кошi y′ = x − y2, y(0) = 0,
0 � x � 0,5, побудувати третє наближення до розв’язку i
оцiнити його похибку.

Користуючись теоремою Пiкара, вказати областi, через
кожну точку яких проходить єдина iнтегральна крива:

С14. y′ = x+ 3
√
y − x.

С15. (x+ y)y′ = x ln y.

С16. y′ = y +
√
y − x2.

С17. (x− 2)y′ = √
y − x.

С18. y′ = 1 + tg y.
Знайти значення дiйсних параметрiв α, β i лiнiй на пло-

щинi, в кожнiй точцi яких порушується єднiсть розв’язку рiв-
нянь:

С19. y′ = yα lnβ 1
y .

С20. y′ ln y = yα(1− y)β.
С21. Для яких значень параметра α кожний розв’я-

зок рiвняння y′ = (y2 + ex)α можна продовжити на iнтервал
x ∈ (−∞; +∞)?

С22. Скiльки неперервних похiдних має розв’язок рiвня-
ння y′ = x|x| − y2 в околi початку координат?

Вiдповiдi

А1. Так. А2. Нi. А3. Так. А5. L = 2β. А8. y = x + e−x.
А9. y = ex. А10. y0(x) ≡ 1, y1(x) = 1+x− x2

2 , y2(x) = 1+x+ x2

2 − x4

4 −
− x5

20 . А11. y0(x) ≡ 0, y1(x) = x4

4 , y2(x) = x4

4 + x9

114 . А12. y0(x) ≡ 0,
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y1(x) = ex − 1, y2(x) = 1
2e

2x − ex + x + 1
2 . А13. |y(x) − y3(x)| �

� 1
4!

(
2
3

)4
e

2
3 . А14. Вся площина (x, y). А15. y > −x. А16. x �= 0,

y �= πk, k ∈ Z. А17. y �= 1. А18. α < 1, y = 0 i β < 1, y = 1.
А19. а) Так. б) Нi. А20. α ∈ (0; 1]. А21. Три. С1. Так. С2. Так.
С3. Нi. С7. y = x + ex. С8. y = e2x. С9. y = 2ex − x − 1.
С10. y0(x) ≡ 1, y1(x) = 1 + 2x+ x2

2 , y2(x) = 1 + x2

2 + 8x3

3 + x4 + x5

10 .

С11. y0(x) ≡ 0, y1(x) = x3

3 , y2(x) = x3

3 − 2x7

63 . С12. y0(x) ≡ 1, y1(x) =
= 1+2x, y2(x) = x2+x+ 1

2e
2x+ 1

2 . С13. y3(x) = x2

2 − x5

20 +
x8

160 − x11

4400 ,|y(x)−y3(x)| � 6·10−6. С14. y �= x. С15. x �= y, y > 0. С16. y > x2.
С17. x �= 2, y > 0. С18. y �= π/2 + πk, k ∈ Z. С19. α < 1, y = 0
i β < 1, y = 1. С20. α < 1, y = 0 i β < 2, y = 1. С21. α � 0,5.
С22. Двi.
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Тема 11. Диференцiальнi моделi

Короткi теоретичнi вiдомостi

11.1. Задачi природничих та соцiальних наук. Пiд
час вивчення багатьох явищ природи, розв’язування конкре-
тних задач фiзики, хiмiї, бiологiї та iнших наук не завжди
вдається безпосередньо знайти закони або формули, якi опи-
сують той чи iнший процес, але часто можна виявити певну
функцiональну залежнiсть мiж невiдомими характеристика-
ми процесу, швидкостями їх змiни й часом, тобто знайти рiв-
няння, якi мiстять похiднi невiдомих характеристик процесу.

При цьому рекомендуємо дотримуватись такої послiдовно-
стi дiй:

1) встановити величини, якi змiнюються у заданому явищi
чи процесi, i виявити закони (формули) вiдповiдної науки, якi
цi величини пов’язують;

2) вибрати незалежну змiнну i функцiю цiєї змiнної, яку
потрiбно знайти;

3) виходячи з умов задачi, визначити початковi або iншi
умови, якi накладаються на шукану функцiю;

4) виразити усi величини з умови задачi через незалежну
змiнну, шукану функцiю та її похiднi;

5) виходячи з умови задачi та закону, який описує задане
явище, скласти диференцiальне рiвняння;

6) зiнтегрувати одержане диференцiальне рiвняння;
7) якщо заданi початковi чи iншi умови, знайти частинний

розв’язок;
8) провести дослiдження одержаного розв’язку.
11.2. Геометричнi задачi. Про розв’язування геометри-

чних задач див. на стор. 15.
У деяких випадках розв’язування задач приводить до рiв-

нянь, якi мiстять шукану функцiю пiд знаком iнтеграла, тоб-
то iнтегральних рiвнянь. Iнтегральнi рiвняння виникають,
зокрема, коли використовується геометричний змiст визначе-
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ного iнтеграла як площi криволiнiйної трапецiї та iншi iнте-
гральнi формули (довжини дуги, площi поверхнi, об’єму тiла
тощо). У простiших випадках пiсля диференцiювання iнте-
гральнi рiвняння вдається звести до диференцiальних.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 11.1. У днi вертикальної цилiндричної посуди-
ни висоти H i радiуса основи R, заповненої водою, утворився
невеликий отвiр площi S (рис. 11.1). Через який час через
отвiр витече вся вода, якщо третина води витiкає через t1 с.

R

H

h

Рис. 11.1

Розв’язання. Якщо б витiкан-
ня води вiдбувалось рiвномiрно,
то вся вода витекла б з посуди-
ни за 3t1 с. Однак дослiди показу-
ють, що зi зменшенням рiвня во-
ди у посудинi швидкiсть витiка-
ння води зменшується. Тому по-
трiбно врахувати залежнiсть мiж
швидкiстю витiкання v i висотою
h стовпа води над отвором. Згi-
дно iз законом Торрiчеллi

v = k
√

2gh,

де g – прискорення вiльного па-
дiння, k – коефiцiєнт, який зале-
жить вiд в’язкостi рiдини та форми отвору (для води у ви-
падку круглого отвору k = 0,6).

Розглянемо дослiджуваний процес на вiдрiзку [t; t + Δt].
Нехай у момент часу t висота води на отвором складала h,
а через Δt с вона зменшилась i стала h + Δh, де Δh – при-
рiст висоти (очевидно, Δh < 0). Тодi об’єм води, який витiк з
посудини, дорiвнює об’єму вiдповiдного цилiндра, тобто

ΔV = −πR2Δh.
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Припустимо, що вода з посудини виливається у виглядi
цилiндричного струменя, площа основи якого S, а висота до-
рiвнює шляху, який пройшла вода за промiжок часу [t; t+Δt].
На початку i наприкiнцi цього вiдрiзку швидкiсть витiкан-
ня води згiдно iз законом Торрiчеллi дорiвнювала k

√
2gh i

k
√

2g(h +Δh) вiдповiдно. Якщо Δt досить мале, то Δh(t) та-
кож мале i отриманi вирази для швидкостi майже однаковi.
Тому шлях, пройдений водою за промiжок часу [t; t+Δt], ви-
ражається формулою

(
k
√
2gh+ α(Δt)

)
Δt, де lim

Δt→0
α(Δt) = 0.

Отже, об’єм рiдини, яка виллється за промiжок часу [t; t+Δt],
можна знайти за формулою

ΔV =
(
k
√

2gh + α(Δt)
)
SΔt.

Прирiвнюючи два вирази для об’єму рiдини, яка вилилась
з посудини за промiжок часу [t; t+Δt], одержуємо рiвняння

− πR2Δh =
(
k
√

2gh+ α(Δt)
)
SΔt. (11.1)

Подiлимо обидвi частини (11.1) на Δt i перейдемо до гра-
ницi при Δt → 0. Оскiльки lim

Δt→0
α(Δt) = 0, а lim

Δt→0

Δh(t)
Δt =

= h′(t), то одержуємо диференцiальне рiвняння першого по-
рядку

− πR2h′(t) = k
√

2gh S. (11.2)

Отримати рiвняння (11.2) можна й iнакше. Дослiджуючи
процес протягом нескiнченно малого промiжку часу dt, при-
пустимо, що за цей промiжок швидкiсть витiкання води є не-
змiнною. Тому замiсть наближеного рiвняння (11.1) вiдразу
одержуємо рiвняння

− πR2dh = k
√

2gh Sdt, (11.3)

яке, очевидно, є просто iншою формою запису рiвняння (11.2).
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Рiвняння (11.3) – рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.
Зiнтегруємо його:

dt =
−πR2

√
2gkS

dh√
h

⇒ t =
−√

2πR2

√
gkS

√
h+ C ⇒

t = C −A
√
h, (11.4)

де стала A =
√
2πR2√
gkS залежить вiд розмiрiв i форми отвору,

в’язкостi рiдини та деяких iнших фiзичних параметрiв, а ста-
ла C є довiльною (це стала iнтегрування). Знайдемо цi сталi.

За умовою задачi h(0) = H (на початку вiдлiку висота
стовпа води дорiвнювала H). Пiдставляючи у (11.4) t = 0 i
h = H, знаходимо сталу C = A

√
H.

Сталу A знайдемо з умови задачi h(t1) = 2
3H. Звiдси

t1 = A
√
H −A

√
2H

3
⇒ A = (3 +

√
6)

t1√
H
.

Пiдставляючи знайденi значення сталих A i C у форму-
лу (11.4), одержуємо закон змiни часу витiкання вiд висоти
стовпа води:

t = (3 +
√
6)

√
H −√

h√
H

t1. (11.5)

З (11.5) легко знаходимо час T повного витiкання рiдини
з посудини:

h(T ) = 0 ⇒ T = (3 +
√
6) t1.

Зауважимо, що знайдене значення T приблизно у 1,82 рази
бiльше значення 3t1, яке одержали у припущеннi, що рiдина
з посудини витiкає рiвномiрно. �

Приклад 11.2. У лекцiйнiй аудиторiї кубатурою 200 м3

повiтря пiсля лекцiї мiстить 0,1% вуглекислоти. Вентилятор
подає свiже повiтря, що мiстить 0,04% вуглекислого газу, в
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кiлькостi a м3/хв. Припустивши, що змiшування чистого по-
вiтря з забрудненим вiдбувається миттєво, обчислити, якою
має бути потужнiсть вентилятора, щоб через 10 хв. перерви
вмiст вуглекислого газу в аудиторiї не перевищував 0,06%.
Розв’язання. Позначимо вмiст вуглекислого газу (в %) у по-
вiтрi в момент часу t через y(t). Розглянемо деякий промiжок
часу Δt i знайдемо змiну концентрацiї вуглекислого газу в
аудиторiї за цей промiжок, вважаючи, що процес рiвномiр-
ний. За цей час вентилятор подає 0,0004aΔt м3 вуглекислого
газу, а виходить його з примiщення назовнi через шпарини
0,01y(t+ α)aΔt м3. Отже, за Δt хв. кiлькiсть вуглекислоти в
повiтрi змiнюється на 0,0004aΔt−0,01y(t+α)aΔt м3. З iншого
боку, (y(t + Δt) − y(t))0,01 · 200 – це прирiст вуглекислоти в
примiщеннi. Отже,

(y(t+Δt)− y(t))0,01 · 200 = (0,0004 − 0,01y(t+ α))aΔt ⇒
200dy = (0,04− y)a dt.

Таким чином, одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними. Зiнтегруємо його:

200
dy

0,04− y
= a dt ⇒ y = 0,04 + Ce−

at
200 .

Оскiльки y(0) = 0,1, то C = 0,06 i

y = 0,04 + 0,06e−
at
200 .

Оскiльки y(10) = 0,06, то

0,06 = 0,04 + 0,06e−
10a
200 ⇒ a = 20 ln 3 ≈ 22 м3/хв. �

Приклад 11.3. Знайти закон змiни загальної кiлькостi
живих органiзмiв у колонiї, яка розвивається в умовах конку-
рентної боротьби, недостатньої кiлькостi мiсця i їжi, передачi
iнфекцiй.



102 11. Диференцiальнi моделi

Розв’язання. Нехай x(t) – чисельнiсть органiзмiв у колонiї
в момент часу t, Δx – прирiст чисельностi за час Δt. Будемо
вважати, що x(t) може набувати не лише цiлих значень, а є
неперервно диференцiйовною функцiєю змiнної t. Прирiст чи-
сельностi органiзмiв залежить вiд їх розмноження i смертно-
стi. Розмноження органiзмiв є пропорцiйним їх чисельностi з
коефiцiєнтом пропорцiйностi k1. Оскiльки конкуренцiя i пере-
дача iнфекцiй посилюється з ростом кiлькостi зустрiчей мiж
членами колонiї, яка пропорцiйна добутку x · x, то природно
вважати, що смертнiсть також є пропорцiйною x2 з деяким
коефiцiєнтом пропорцiйностi k2. Отже,

Δx = (k1x− k2x
2)Δt.

Подiлимо обидвi частини на Δt i перейдемо до границi, коли
Δt → 0. Отримаємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними

dx

dt
= k1x− k2x

2,

звiдки

dx

x(k1 − k2x)
= dt ⇒ 1

k1

(∫
dx

x
+

∫
k2dx

k1 − k2x

)
=

∫
dt ⇒

ln |x| − ln

∣∣∣∣x− k1
k2

∣∣∣∣ = k1t+ lnC ⇒ x

x− k1
k2

= Cek1t ⇒

x =
k1
k2

Cek1t

Cek1t − 1
.

Частинний розв’язок x = 0 вiдповiдає вiдсутностi органi-
змiв у колонiї, а особливий розв’язок x = k1/k2 – їх макси-
мально можливiй кiлькостi.

Якщо x(0) = x0 – початкова кiлькiсть органiзмiв, то

x0 =
k1
k2

C

C − 1
⇒ C =

k2x0
k2x0 − k1

.
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Тодi

x =
k1x0e

k1t

k2x0ek1t − k2x0 + k1
. �

Приклад 11.4. Знайти криву, для якої точка перетину
довiльної дотичної з вiссю абсцис однаково вiддалена вiд то-
чки дотику i вiд початку координат.

�

x

y

O A B
�� �

M(x, y)

y = f(x)

Рис. 11.2

Розв’язання. Нехай M(x, y) – довiльна точка кривої
y = f(x). Проведемо у цiй точцi дотичну MA (рис. 11.2).
За умовою OA = AM , позначимо AM через t. Знайдемо ве-
личину t з прямокутного трикутника ABM , скориставшись
теоремою Пiфагора i тим, що OB = x, MB = y. Тодi

(x− t)2 + y2 = t2 ⇒ t =
x2 + y2

2x
.

Враховуючи, що y′ = tg∠MAB = MB
AB (геометричний змiст

похiдної), отримуємо однорiдне диференцiальне рiвняння

y′ =
2xy

x2 − y2
.
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Iнтегруємо його з допомогою замiни y = zx:

z′x+ z =
2z

1− z2
⇒ z′x =

z3 + z

1− z2
⇒∫

(1− z2)dz

z3 + z
=

∫
dx

x
⇒

∫
dz

z
−
∫

2zdz

z2 + 1
=

∫
dx

x
⇒

ln |z| − ln |z2 + 1| = ln |x|+ lnC ⇒ z

(z2 + 1)x
= C ⇒

y = C(x2 + y2).

Розв’язок y = 0 є частинним.
Вiдповiдь: y = C(x2 + y2).

Приклад 11.5. Знайти криву, яка проходить через точку
M0(3, 3) i має таку властивiсть: якщо через будь-яку точку
кривої провести двi прямi, паралельнi до координатних осей,
до перетину з ними, то отриманий при цьому прямокутник
дiлиться кривою на двi частини, з яких одна (що примикає
до осi абсцис) за площею втричi бiльша, нiж iнша.

��

��

�

x

y

O

M(x, y)

A

B

C

y = f(x)

Рис. 11.3

Розв’язання. Через будь-яку
точку M(x, y) шуканої кри-
вої проводимо двi прямi: MA
паралельно до осi ординат i
MB паралельно до осi абсцис
(рис. 11.3). Згiдно з умовою за-
дачi SOCMA = 3SCBM . Оскiльки

SOCMA =

x∫
0

ydx,

SCBM = SOBMA − SOCMA = xy −
x∫

0

ydx,

отримуємо рiвняння
x∫

0

ydx = 3

⎛
⎝xy − x∫

0

ydx

⎞
⎠ ⇒ 4

x∫
0

ydx = 3xy.
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Здиференцiювавши обидвi частини цього iнтегрального
рiвняння, отримуємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними 3xy′ = y, загальний розв’язок якого y3 = Cx.
Таким чином, вказану властивiсть мають кубiчнi параболи з
вершинами у початку координат i осями симетрiї, якi збiгаю-
ться з вiссю абсцис. Використовуючи початкову умову, знахо-
димо, що шуканою кривою є лiнiя y3 = 9x. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

А1. За 30 рокiв розпалося 50% початкової кiлькостi радiо-
активної речовини. За який час залишиться 1% вiд початкової
кiлькостi?

А2.Швидкiсть охолодження тiла в повiтрi пропорцiйна рi-
зницi мiж температурою тiла та температурою повiтря. Тем-
пература повiтря 20◦С, тiло протягом 20 хв охолоджується
вiд 100◦C до 60◦C. Знайти залежнiсть температури вiд часу
та через який час температура тiла знизиться до 30◦C.

А3. На деяку кiлькiсть нерозчинної речовини, що мiстить
у своїх порах 2 кг солi, дiємо 30 л води. Через 5 хв розчиня-
ється 1 кг солi. Через який час розчиниться 99% початкової
кiлькостi солi?
Вказiвка. Швидкiсть розчинення пропорцiйна кiлькостi

нерозчиненої солi та рiзницi мiж концентрацiєю розчину у да-
ний момент i концентрацiєю насиченого розчину (1 кг на 3 л).
Концентрацiєю c даної речовини називають її кiлькiсть, що
мiститься в одиницi об’єму.

А4. Моторний човен рухається в стоячiй водi зi швидкi-
стю v = 10 км/год. Через 1 хв пiсля того, як вимкнули двигун,
швидкiсть човна зменшилась до 6 км/год. Якою стала швид-
кiсть човна через 2 хв? Який шлях пройшов човен за 2 хв
пiсля зупинки двигуна? Вважати, що сила опору води руховi
човна пропорцiйна його швидкостi.

А5. В культурi пивних дрiжджiв швидкiсть приросту дi-
ючого ферменту пропорцiйна наявнiй його кiлькостi. Якщо
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ця кiлькiсть подвоюється протягом години, то в скiльки разiв
вона збiльшиться протягом 4 годин?

А6. При русi через лiс вiтер зазнає опору дерев i втрачає
частину своєї швидкостi. На безмежно малiй дiлянцi шляху ця
втрата пропорцiйна швидкостi на початку шляху i його дов-
жинi. Знайти швидкiсть вiтру, що пройшов по лiсу 200 м, зна-
ючи, що перед лiсом початкова швидкiсть вiтру була 12 м/с, а
пiсля проходження по лiсу 10 м вона зменшилась до 10,5 м/с.

А7. Посудина об’ємом в 20 л мiстить повiтря (80% азоту
i 20% кисню). У посудину закачується 0,1 л азоту за секунду,
який неперервно перемiшується, i витiкає така сама кiлькiсть
сумiшi. Через скiльки часу в посудинi буде 99% азоту?

А8. У басейн глибиною 3 м, який має у поперечному пере-
рiзi форму прямокутника зi сторонами 5 м i 4 м, стiкає вода
зi швидкiстю 600 л/хв, а через квадратний отвiр зi стороною
2 см у днi басейну вона з нього витiкає. Знайти час наповне-
ння басейну та кiлькiсть води, яка з нього за цей час витече.
Яким був би час наповнення басейну, якби отвiр у днi був
би закритим? Прискорення вiльного падiння вважати рiвним
10 м/с2.

А9. Населення Землi у березнi 2013 року становило
7,07 · 109 людей, а рiчний прирiст – 1%. У припущеннi, що
прирiст пропорцiйний кiлькостi людей, знайти чисельнiсть на-
селення Землi у березнi 2020 року.

А10. Знайти кривi, для яких площа трикутника, обмеже-
ного дотичною, вiссю абсцис i вiдрiзком вiд початку коорди-
нат до точки дотику, є величина стала i рiвна a.

А11. Крива проходить через точку (1,1), а вiдрiзок норма-
лi у довiльнiй точцi, розмiщений мiж осями координат, дiли-
ться точкою дотику у вiдношеннi 2:3, рахуючи вiд осi абсцис.
Знайти цю криву.

А12. Знайти криву, для кожної точкиM якої абсциса цен-
тра ваги криволiнiйної трапецiї, обмеженої осями координат,
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дугою цiєї кривої i вiдрiзком, що з’єднує точку M з її прое-
кцiєю на вiсь абсцис, дорiвнює третинi абсциси цiєї точки.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

С1. У чан налито 100 л ропи, що мiстить 10 кг розчинної
солi. Зi швидкiстю 3 л за хвилину в чан вливається вода, i
сумiш з такою самою швидкiстю витiкає з чана. Перемiшуючи
воду, у чанi пiдтримують рiвномiрну концентрацiю. Скiльки
солi залишиться у чанi через годину?

С2. Рух пароплава уповiльнюється силою опору води, про-
порцiйною швидкостi пароплава v. Початкова швидкiсть па-
роплава v0 = 10 м/с, через 5 с швидкiсть пароплава падає до
v1 = 8 м/с. Через який час швидкiсть зменшиться до 2 м/с?
до 1 м/с?

С3. Посудину, що має форму пiвкулi радiуса 2 м, наповне-
но водою. За який час витече вода крiзь круглий отвiр радiуса
0,1 м, вирiзаний у днi посудини?
Вказiвка. Згiдно iз законом Торрiчеллi швидкiсть витiка-

ння рiдини з посудини дорiвнює v = 0, 6
√
2gh, де g – приско-

рення вiльного падiння, h – висота рiвня рiдини над отвором.
С4. Швидкiсть розпаду радiю пропорцiйна наявнiй його

кiлькостi. З досвiду вiдомо, що протягом року вага одного
грама радiю меншає на 0,435 мг. Визначити перiод пiврозпаду
(час, протягом якого початкова кiлькiсть зменшиться вдвоє).

С5. Кiлькiсть свiтла, що поглинається пiд час проходжен-
ня крiзь тонкий шар води, пропорцiйна товщi шару й кiлькостi
свiтла, що падає на його поверхню. Якщо пiд час проходження
крiзь шар завтовшки 3 м поглинається половина початкової
кiлькостi свiтла, то яка частина цiєї кiлькостi дiйде до глиби-
ни 30 м?

С6. Швидкiсть розмноження деяких бактерiй пропорцiй-
на кiлькостi бактерiй в розглядуваний момент часу. Кiлькiсть
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бактерiй подвоюється протягом трьох годин. Знайти: а) зале-
жнiсть кiлькостi бактерiй вiд часу; б) в скiльки разiв збiль-
шиться кiлькiсть бактерiй протягом 9 годин.

С7. Припустимо, що у вертикальному повiтряному стовпi
тиск на кожному рiвнi обумовлений тиском шарiв повiтря,
що лежать вище. Знайти залежнiсть тиску вiд висоти, якщо
вiдомо, що на рiвнi моря тиск дорiвнює 1 кг на 1 кв. см та
0,92 кг на 1 кв. см на висотi 500 м.

С8. Сповiльнююча дiя тертя на диск, що обертається в
рiдинi, пропорцiйна кутовiй швидкостi обертання. Диск, по-
чавши обертання зi швидкiстю 100 обертiв за хвилину, пiсля
однiєї хвилини обертається зi швидкiстю 60 обертiв за хвили-
ну. Знайти залежнiсть кутової швидкостi вiд часу.

С9. Деяка кiлькiсть нерозчинної речовини мiстить у сво-
їх порах 10 кг солi. Пiддаючи її дiї 90 л води, довiдалися,
що протягом години розчинилася половина наявної кiлькостi
солi. Скiльки солi розчинилося б протягом того самого часу,
коли б кiлькiсть води подвоїти?
Вказiвка. Швидкiсть розчинення пропорцiйна кiлькостi

нерозчиненої солi та рiзницi мiж концентрацiєю розчину у да-
ний момент i концентрацiєю насиченого розчину (1 кг на 3 л).
Концентрацiєю c даної речовини називають її кiлькiсть, що
мiститься в одиницi об’єму.

С10. Деяка речовина перетворюється в iншу речовину зi
швидкiстю, пропорцiйною кiлькостi неперетвореної речовини.
Кiлькiсть неперетвореної речовини через годину була 31,4 г,
через 3 години – 9,7 г. Знайти залежнiсть мiж кiлькiстю не-
перетвореної речовини x та часом t; встановити, скiльки було
речовини на початку процесу.

С11. Знайти залежнiсть швидкостi v вiд часу t та макси-
мальну швидкiсть падiння парашутиста, якщо його маса ра-
зом з парашутом дорiвнює 80 кг, а сила опору повiтря при
падiннi пропорцiйна квадрату швидкостi його руху (вважати,
що коефiцiєнт пропорцiйностi k = 300 г/см).
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С12. Iзольованому провiднику надали заряд Q0 = 100 Кл.
Внаслiдок недосконалостi iзоляцiї провiдник поступово втра-
чає свiй заряд. Швидкiсть втрати заряду у даний момент про-
порцiйна наявному заряду. Який заряд залишиться на провiд-
нику через 10 хв, якщо за першу хвилину втрачено 10 Кл.

С13. У шматку гiрської породи мiститься 124 мг урану i
10 мг уранового свинцю. Визначити вiк гiрської породи, якщо
вiдомо, що уран розпадається наполовину за 4,5 · 109 рокiв i
при повному розпадi 238 г урану утворюється 206 г ураново-
го свинцю. Вважати, що в момент утворення гiрська порода
не мiстила свинцю, i знехтувати наявнiстю промiжних радiо-
активних продуктiв мiж ураном i свинцем у зв’язку з їх значно
швидшим розпадом, нiж урану.

С14. У посудину, яка мiстить 1 кг води при температу-
рi 20◦C, опустили алюмiнiєвий предмет з масою 0,5 кг, пито-
мою теплоємнiстю 840 Дж/(кг·◦C) i температурою 75◦C. Че-
рез хвилину вода нагрiлась на 2◦C. Коли температура води
i предмета будуть вiдрiзнятись на 1◦C? Втратами тепла на
нагрiвання посудини та iншими знехтувати. Питома теплоєм-
нiсть води 4200 Дж/(кг·◦C).

С15. Матерiальна точка масою m = 2 повiльно занурює-
ться у рiдину без початкової швидкостi. Виведiть закон руху
вiд поверхнi рiдини, якщо опiр рiдини пропорцiйний до швид-
костi (коефiцiєнт пропорцiйностi k = 2). Прискорення вiльно-
го падiння вважати рiвним 10 м/с2.

С16. Футбольний м’яч масою 0,04 кг кинуто вгору зi
швидкiстю 20 м/с. Опiр повiтря пропорцiйний квадрату швид-
костi i дорiвнює 0,00048 Н при швидкостi 1 м/с. Знайти час
пiдняття м’яча i найбiльшу висоту пiднiмання. Як змiняться
цi результати, якщо знехтувати опором повiтря?
Вказiвка. За невiдому функцiю в цiй задачi зручнiше взяти

швидкiсть.
С17. Матерiальна точка рухається по прямiй зi швидкi-

стю, обернено пропорцiйною пройденому шляху. В початко-
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вий момент руху точка перебувала на вiдстанi 4 м вiд початку
вiдлiку шляху й мала швидкiсть 15 м/с. Знайти шлях, який
пройшла точка, та її швидкiсть через 16 с пiсля початку руху.

С18. Пiд впливом постiйного випромiнювання у газово-
му середовищi вiдбувається процес iонiзацiї, при якому за 1 с
утворюється q позитивних i q негативних iонiв у даному об’ємi
газу. Оскiльки позитивнi i негативнi iони знову об’єднуються
мiж собою, їх кiлькiсть зменшується. З загальної кiлькостi y
позитивних iонiв кожну секунду об’єднується частина, про-
порцiйна квадрату їх кiлькостi. Коефiцiєнт пропорцiйностi k
залежить вiд природи i складу газу. Знайти залежнiсть кiль-
костi iонiв y вiд часу t. У початковий момент iонiв не було.

С19. Цилiндричний резервуар висотою 6 м i дiаметром
основи 2 м заповнений водою. За який час з нього витече вода
через щiлину площею 1 см2 у днi резервуара? Вiсь цилiндра
вертикальна.

С20. У корiвнику, об’єм якого 1500 м3, працюють два вен-
тилятори, кожний з яких за 1 хв подає 60 м3 чистого повiтря,
що мiстить 0,03% вуглекислоти. Вважаючи, що у примiщеннi
знаходиться 120 корiв, кожна з яких видихає за хвилину 0,1
м3 повiтря з 5%-м вмiстом вуглекислоти, визначити наявнiсть
вуглекислоти у повiтрi пiсля трьох годин їхнього перебуван-
ня у корiвнику, якщо початковий вмiст вуглекислоти в ньому
становив 0,1%.

С21. Знайти закон зростання iнформацiйних потокiв у на-
уцi (зростання кiлькостi наукових публiкацiй), якщо вiдомо,
що швидкiсть зростання прямо пропорцiйна досягнутому рiв-
ню кiлькостi публiкацiй. Визначити, за який час кiлькiсть пу-
блiкацiй подвоїться порiвняно з початковою кiлькiстю, якщо
вiдносна швидкiсть зростання складає 3%.

С22. Знайти кривi, в яких площа трапецiї, яка обмеже-
на осями координат, дотичною i ординатою точки дотику, є
величина стала i дорiвнює 3a2.

С23. Визначити криву, знаючи, що трикутник, утворений
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нормаллю в довiльнiй її точцi з осями координат, є рiвновели-
ким трикутнику, утвореному вiссю Ox, дотичною та нормал-
лю.

С24. Знайти криву, у якої вiдстань вiд довiльної дотичної
до початку координат дорiвнює абсцисi точки дотику.

С25. Знайти кривi, якi проходять через початок коорди-
нат i дiлять прямокутник, утворений координатними осями
та перпендикулярами, опущеними на них з будь-якої точки
кривої, у вiдношеннi 2:1.

С26. Площа фiгури, обмеженої кривою, вiссю Ox та до-
вiльною ординатою, дорiвнює кубовi цiєї ординати. Знайти ту
з iнтегральних кривих, яка проходить через початок коорди-
нат.

С27. Визначте криву, кожна дотична до якої утворює з
осями координат трикутник площi a2.

С28. Знайти криву, кожна дотична до якої вiдсiкає на осях
координат такi вiдрiзки, що сума величин, обернених квадра-
там довжин цих вiдрiзкiв, дорiвнює 1.

С29. Знайти кривi, для яких пiддотична є середнє ари-
фметичне координат точки дотику.

С30. Визначити форму дзеркала, яке спрямований на ньо-
го потiк паралельних променiв збирає в одну точку.

С31. Знайти кривi, якi мають таку властивiсть: вiдрiзок
осi абсцис, який вiдтинають дотична i нормаль, проведенi з
довiльної точки кривої, дорiвнює 2a.

С32. Знайти кривi, якi проходять через початок коорди-
нат так, що вiдрiзок нормалi до кривої, який вiдтинають сто-
рони першого координатного кута, має сталу довжину, яка
дорiвнює 2.

С33. Знайти кривi, у яких пiддотична дорiвнює сумi аб-
сциси та ординати точки дотику.

С34. Визначити кривi, у яких пiднормаль дорiвнює рiзни-
цi мiж радiусом-вектором та абсцисою точки дотику.
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С35. Знайти кривi, у яких довжина вiдрiзку, який вiдти-
нає дотична на осi Oy, дорiвнює квадрату ординати точки
дотику.

С36. Знайти криву, в кожнiй точцi якої довжина пiднор-
малi є середнiм арифметичним квадратiв координат цiєї то-
чки.

Вiдповiдi

А1. 200 рокiв. А2. T = 20 + 80
(
1
2

) t
20 ; 60 хв. А3. 37 хв.

А4. 3,6 км/год; 330 м. А5. 16. А6. 0,83 м/с. А7. 10 хв.
А8. 2 год 28 хв; 29 м3; 1 год 40 хв. А9. 7,58 · 109. А10. xy =
= a + Cy2. А11. 3y2 − 2x2 = 1. А12. y = C√

x
. С1. 1,65 кг.

С2. 36 с; 52 с. С3. 200 с. С4. 1593 роки. С5. 1
1024 ≈ 0, 001.

С6. y = y02
t
3 ; 8. С7. P = 0, 92

x
500 . С8. ω = 100

(
3
5

)t.
С9. 5,17 кг. С10. x = 31, 4

(
9,7
31,4

)t−1
2 ; 56,5 г. С11. v =

=
√

mg
k

1−e−2
√

kg
m
t

1+e−2
√

kg
m
t
, де m = 80 кг, g = 9, 8 м/с2, k = 30 кг/м;

vmax ≈ 5, 1 м/с. С12. 35 Кл. С13. 578 · 106 рокiв. С14. 7,8 хв.
С15. s = 10t + 10e−t − 10. С16. 17,8 с; 16,6 м; 2 с; 20 м.
С17. 44 м; 15/11 м/с. С18. y =

√
q
k th(

√
kqt). С19. 16 год

6 хв. С20. 0,5%. С21. 23,1 рокiв. С22. y = ±2a2

x + Cx2.
С23. x2 + y2 = Cx. С24. (x± C)2 + y2 = C2. С25. y = Cx2.
С26. 2x = 3y2. С27. y = Cx ± a

√±2C, y = ± a2

2x . С28. y =

= Cx ± √
C2 + 1, y = ±√

1− x2. С29. y = C(y − x)2, y = x,
y(y + 3x)2 = C. С30. y2 + z2 = 2Cx+ C2. С31.

√
a2 − y2 −

−a ln(a+
√
a2 − y2) = −x+C,

√
a2 − y2+a ln(a−

√
a2 − y2) =

= x+C. С32. x = ± 3p+2p3

(p2+1)3/2
− Cp√

p2+1
, y = ∓ 1

(p2+1)3/2
+ C√

p2+1
.

С33. ln |y| − x
y = C, y2 + 2yx = C. С34. y2 = C2 + 2Cx,

(
√
x2 + y2−x)(

√
x2 + y2+2x)2 = C. С35. y = x

x+C . С36. y
2 =

= Cex − x2 − 2x− 2, y2 = Ce−x − x2 + 2x− 2.
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Тема 12. Диференцiальнi рiвняння вищих
порядкiв, якi iнтегруються у квадратурах або

допускають зниження порядку (I)

Короткi теоретичнi вiдомостi

12.1. Вiдновлення функцiї за її n-ю похiдною. Ди-
ференцiальне рiвняння

y(n) = f(x) (12.1)

з неперервною функцiєю f(x) завжди iнтегрується у квадра-
турах. Його загальний розв’язок можна знайти за формулою

y =

∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸
n разiв

f(x)dx dx . . . dx+C1x
n−1 + . . .+ Cn−1x+Cn,

12.2. Рiвняння, яке не мiстить шуканої функцiї та
кiлькох послiдовних похiдних. Порядок диференцiально-
го рiвняння n-го порядку

F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0, 1 � k < n, (12.2)

замiною y(k) = z, z = z(x), знижується на k одиниць. Якщо
отримане рiвняння

F
(
x, z, z′, . . . , z(n−k)

)
= 0

має загальний розв’язок z = ω (x,C1, C2, . . . , Cn−k) або загаль-
ний iнтеграл Φ(x, z, C1, C2, . . . , Cn−k) = 0, то для знаходження
функцiї y одержуємо диференцiальне рiвняння k-го порядку
y(k) = ω (x,C1, . . . , Cn−k) або Φ

(
x, y(k), C1, C2, . . . , Cn−k

)
= 0.

12.3. Рiвняння, яке не мiстить незалежної змiнної.
Порядок диференцiального рiвняння

F
(
y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0 (12.3)
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замiною y′ = z, z = z(y), знижується на одиницю. У цьому ви-
падку y′′ = z′z, y′′′ = (z′′z+z′2)z, . . . , y(n) = ω

(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
i для знаходження функцiї z отримується диференцiальне рiв-
няння (n− 1)-го порядку

F
(
y, z, z′z , . . . , ω

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0. (12.4)

Якщо вдасться знайти загальний розв’язок рiвняння (12.4):

z = ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1),

то загальний iнтеграл рiвняння (12.3) зможемо записати у ви-
глядi ∫

dy

ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1)
= x+ Cn.

Зауважимо, що приймаючи y за незалежну змiнну, можна
втратити розв’язки рiвняння (12.3) вигляду y = C. Безпосере-
дньою пiдстановкою у рiвняння (12.3) легко з’ясувати, чи має
воно такi розв’язки.

12.4. Рiвняння, яке мiстить тiльки незалежну змiн-
ну i похiдну порядку n, але не є розв’язаним вiдносно
похiдної. Рiвняння F (x, y(n)) = 0 можна розв’язувати мето-
дом введення параметра. Припустимо, що у цьому випадку
iснують такi функцiї x = ϕ(t), y(n) = ψ(t), де t – деякий пара-
метр, що F

(
ϕ(t), ψ(t)

) ≡ 0. Знаходимо

y(n−1) =

∫
ψ(t)ϕ′(t)dt+ C1 ≡ ψ1(t, C1),

y(n−2) =

∫
ψ1(t, C1)ϕ

′(t)dt+ C2 ≡ ψ2(t, C1, C2), . . . ,

y = ψn(t, C1, C2, . . . , Cn).

Загальним розв’язком у параметричнiй формi рiвняння
F (x, y(n)) = 0 є x = ϕ(t), y = ψn(t, C1, C2, . . . , Cn).
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 12.1. Зiнтегрувати рiвняння y′′′
√
x3 = 3.

Розв’язання. Дiленням на
√
x3 зводимо наше рiвняння до

вигляду (12.1) i тричi послiдовно його iнтегруємо:

y′′ = 3

∫
x−

3
2 dx = −6x−

1
2 + C1,

y′ =
∫
(−6x−

1
2 +C1)dx = −12x

1
2 + C1x+ C2,

y =

∫
(−12x

1
2 + C1x+ C2)dx = −8x

3
2 + C1x

2 + C2x+C3,

де C1, C2, C3 – довiльнi сталi, C1 := C1/2.
Вiдповiдь: y = −8x

3
2 + C1x

2 + C2x+ C3.
Приклад 12.2. Зiнтегрувати рiвняння xy′′′ = y′′ + 2xy′′.

Розв’язання. Зробимо замiну y′′ = z. Тодi для знаходження
функцiї z = z(x) маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними

xz′ = z(1 + 2x).

Зiнтегруємо це рiвняння:

dz

z
=

1 + 2x

x
dx (z �= 0, x �= 0) ⇒ ln |z| = ln |x|+ 2x+ C1 ⇒

z = C1xe
2x
(
C1 := eC1

) ⇒ y′′ = C1xe
2x.

Одержали диференцiальне рiвняння вигляду y′′ = f(x). Двiчi
iнтегруючи частинами, знаходимо

y′ = C1

∫
xe2xdx+ C2 =

1

2
C1

(
xe2x − 1

2
e2x
)
+ C2 ⇒

y =
1

2
C1

∫
xe2xdx− 1

8
C1e

2x +C2x+ C3 ⇒

y =
1

4
C1(x− 1)e2x + C2x+ C3 ⇒

y = C1(x− 1)e2x + C2x+ C3 (C1 := C1/4).
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Якщо z = 0, то y′′ = 0, тобто y = C̃1x + C̃2. Кожна з цих
функцiй (прямих) є частинним розв’язком заданого рiвняння.
Функцiя x = 0 не є розв’язком рiвняння.
Вiдповiдь: y = C1(x− 1)e2x + C2x+ C3.

Приклад 12.3. Зiнтегрувати рiвняння yy′′ = y′2 + y′3.
Розв’язання.Оскiльки рiвняння явно не мiстить x, то зроби-
мо замiну y′ = z(y). Тодi y′′ = z′z i, пiдставляючи в рiвняння,
маємо:

yz
dz

dy
= z2 + z3 ⇒ z

(
y
dz

dy
− z − z2

)
= 0 ⇒

z = 0 або y
dz

dy
= z + z2.

З першого рiвняння випливає, що y′ = 0, а отже, y = C, а з
другого:

y
dz

dy
= z2 + z ⇒

∫
dz

z2 + z
=

∫
dy

y

(
z2 + z �= 0, y �= 0

) ⇒∫ (
1

z
− 1

z + 1

)
dz =

∫
dy

y
⇒

ln |z| − ln |z + 1| = ln |y|+ C1 ⇒ z

z + 1
= C1y ⇒

z =
C1y

1− C1y
.

Оскiльки z = y′, то

y′ =
C1y

1− C1y
⇒ dy

dx
=

C1y

1−C1y
⇒

1− C1y

y
dy = C1dx (y �= 0) ⇒∫ (

1

y
− C1

)
dy = C1x+ C2 ⇒ ln |y| − C1y = C1x+ C2.
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Якщо z2 + z = 0, то z = 0 або z = −1. Випадок z = 0 вже
розглянуто, а якщо z = −1, то y′ = −1, y = −x + C. Усi цi
прямi є особливими розв’язками.
Вiдповiдь: ln |y| − C1(y + x) = C2 , y = −x+ C , y = C.

При iнтегруваннi початкових задач доцiльно використову-
вати початковi умови в самому процесi iнтегрування рiвнян-
ня.

Приклад 12.4. Знайти розв’язок задачi Кошi y′′ sin3 x −
− (y′ sin2 x+ y′2) cos x = 0, y

(
π
2

)
= π

2 , y
′ (π

2

)
= 1.

Розв’язання. Оскiльки рiвняння явно не мiстить функцiї y,
а лише її похiднi, можна запровадити замiну y′ = z, z = z(x),
тодi y′′ = z′. Отримуємо рiвняння Бернуллi

z′ sin3 x− (z sin2 x+ z2) cos x = 0 ⇒
z−2z′ sin3 x− z−1 sin2 x cos x− cos x = 0 (z �= 0).

Замiною u = z−1 останнє рiвняння зводиться до лiнiйного рiв-
няння

u′ sin3 x+ u sin2 x cos x+ cos x = 0,

загальний розв’язок якого має вигляд

u =
1 + C1 sinx

sin2 x
.

Тодi

z =
sin2 x

1 + C1 sinx
, z = 0 ⇒ y′ =

sin2 x

1 + C1 sinx
, y′ = 0.

З другої початкової умови знаходимо, що C1 = 0. Отже,

y′ = sin2 x ⇒ y =
x

2
− 1

4
sin 2x+ C2.

З першої початкової умови C2 =
π
4 .

Вiдповiдь: y = x
2 − 1

4 sin 2x+ π
4 .
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Приклад 12.5. Зiнтегрувати рiвняння ey′′ − 3y′′2 = x.
Розв’язання. Застосуємо метод введення параметра. Оскiль-
ки рiвняння розв’язано вiдносно x, можемо в якостi y′′ взя-
ти довiльну функцiю ψ(t). Нехай y′′ = t, тодi x = et − 3t2,
dx = (et − 6t)dt. Виразимо y через параметр t:

d(y′) = y′′dx = t(et − 6t)dt,

y′ =
∫
(tet − 6t2)dt = tet − et − 2t3 + C1,

dy = y′dx = (tet − et − 2t3 + C1)(e
t − 6t)dt,

y =

∫
(tet − et − 2t3 + C1)(e

t − 6t)dt =

= e2t
(
1

2
t− 3

4

)
+ et(6t− 6− 2t3) +

12

5
t5 + C1e

t − 3C1t
2 +C2.

Вiдповiдь: x = et − 3t2, y = e2t
(
1
2 t− 3

4

)
+ et(6t − 6 − 2t3) +

+ 12
5 t

5 + C1(e
t − 3t2) + C2.

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати рiвняння:
А1. y′′′ = 4x sin 2x.
А2. y′′ = x√

(x2+1)3
.

А3. y′ = xy′′ + y′′2.
А4. xy′′ + y′ = x2 − 1.

А5. (y2 + 1)y′′ + 2yy′2 = 0.

А6. y3y′′ = 1.

А7. y′′ = y′2 + 1.

А8. 2yy′′ − y′2 = 1.

А9. y′2 + 2yy′′ = 0.

А10. ay′′ = y′(1 + y′2).
А11. x = 2 sin y′′ + 6y′′.

Знайти розв’язок задачi Кошi
А12. y′′ = 7y2

√
y, y(0) = 1, y′(0) = −2.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати рiвняння:



12. Диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв (I) 119

С1. yIV = 3
√
x+ 2.

С2. y′′′ = e3x−5.
С3. cos2xy′′ = 1.
С4. y′′′ = 1

(3x−1)3 .
С5. xy′′′ = 1.
С6. y′′′ = sin x

3 .
С7. y′′ = 1

1+x2
.

С8. y′′′ =
√
2x+ 1.

С9. y′′ = sin2x− 1.
С10. y′′ = lnx.
С11. x2y′′ = y′2.
С12. xy′′ = y′(ln y′ − lnx).

С13. xy′′ = y′ + x2 cos x.

С14. y′′′y′2 = y′′3.
С15. y′′′ = 2(y′′ − 2) ctg x.

С16. 2yy′′ − 3y′2 = 4y2.

С17. 2xy′y′′ = y′2 − 1.

С18. yy′′ − y′2 = y′y2.
С19. 4xy′′−y′′2 = 4(y′+2).

С20. y′′ = 2yy′.
С21. 3yy′y′′ = y′3 + 8.

С22. y′′(ex + 1) + y′ = 0.

С23. y′′′ = y′′2.
С24. 4

√
yy′′ = 1.

С25. (y3 + y)y′′ − (3y2 + 1)y′2 = 0.

С26. y′′3 + 4y′5 = (y′′ + 4y′)y′′y′2.
С27. yy′′ = 2y′2 − 5y3y′3.
С28. x lnx y′′ − y′ = 0.
С29. (4+x2)y′′+y′2+4 = 0.

С30. 2(2 − y)y′′ = y′2 + 1.
С31. x = y′′4 + y′′3.
С32. x = 4ey

′′
+ 6y′′.

Розв’язати задачi Кошi:
С33. y′′ = y′2 + (1− y)y′, y(1) = y′(1) = e.
С34. y′′ = (1 + y′2)3/2, y(0) = 1, y′(0) = 0.
С35. 2y2y′′ + y′2 = 9, y(0) = 1, y′(0) = −3.
С36. y′′ + y′2 = 2y′ey, y(0) = 0, y′(0) = 1.
С37. y′′ = y′

x ln y′
x + y′

x , y(1) = 5, y′(1) = e.
С38. yy′′ = 6y′2 + 4y2y′, y(1) = 1, y′(1) = −1.
С39. y′′ cos3 x+(y′ cos2 x+y′2) sinx = 0, y(0) = 10, y′(0) = 1.
С40. y3y′′ + y′4 ln y − y2y′2 = 0, y(1) = y′(1) = e.
С41. 4y′ + y′′2 = 4xy′′, y(0) = 3, y′(0) = −1.
С42. 3y′y′′ = ey, y(−2) = 0, y′(−2) = 1.

Вiдповiдi

А1. y = −x sin 2x − cos 2x + C1x + C2. А2. y =
= − ln (x+

√
x2 + 1) + C1x + C2. А3. y = C1

2 x
2 + C2

1x + C2;
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y = −x3

12 + C. А4. y = x3

9 − x + C1 ln |x| + C2. А5. y3 +

+ 3y = C1x + C2; y = C. А6. C1y
2 − 1 = (C1x+ C2)

2.
А7. y = − ln(C2 cos(x + C1)). А8. 4(C1y − 1) = C2

1 (C2 + x)2.
А9. y3 = C1(x+C2)

2; y = C. А10. sin y+C1

a = e
x+C2

a ; y = C.
А11. x = 2 sin t+ 6t, y = 3 sin t cos t+ 3t+ 12 sin t− 2t cos2 t +
+6t2 sin t+6t3+2C1 sin t+6C1t+C2. А12. y3 = 16

(3x+2)4 . С1. y =

= 81
3640x

13
3 + 1

12x
4+C1x

3 +C2x
2+C3x+C4. С2. y = 1

27e
3x−5 +

+ C1x
2 + C2x+ C3. С3. y = − ln | cos x|+ C1x+ C2. С4. y =

= 1
54 ln |3x− 1| + C1x

2 + C2x + C3. С5. y = 1
2x

2 ln |x| − 3x2

4 +
+C1x

2+C2x+C3. С6. y = 27 cos x3 +C1x
2+C2x+C3. С7. y =

= x arctg x− 1
2 ln (x

2 + 1) + C1x+ C2. С8. y = 1
105 (2x+ 1)

7
2 +

+C1x
2+C2x+C3. С9. y = 1

4 cos
2x− x2

4 +C1x+C2. С10. y =

= 1
2x

2 lnx− 3x2

4 + C1x+ C2. С11. C1x− C2
1y = ln |C1x+ 1| +

+ C2; 2y = x2 + C; y = C. С12. C2
1y = (C1x− 1)eC1x+1 +

+ C2; y = e
2x

2 + C. С13. y = −x cos x + sinx + C1x
2 +

+ C2. С14. x = ln |p| + 2C1p − C2, y = p + C1p
2 + C3; y =

= C1x + C2. С15. y = C1 cos 2x + x2 + 2C1x
2 + C2x + C3.

С16. arctg
√
C1y−4
2 = ±x + C2; y = 0. С17. 9C2

1 (y − C2)
2 =

= 4(C1x+ 1)3; y = ±x + C. С18. y(1 − C2e
C1x) = C1C2e

C1x;
y(C − x) = 1; y = C. С19. y = C1x

2 − (C2
1 + 2)x + C2; y =

= x3

3 + C. С20. y = C1 tg (C1x+ C2); ln
∣∣∣ y−C1

y+C1

∣∣∣ = 2C1x +

+ C2; y(C − x) = 1; y = C. С21. C1y = 8 ±
√(

2
3C1x+ C2

)3;
y = C − 2x. С22. y = C1(x− e−x) + C2. С23. y =
= C3 − (x+ C1) lnC2(x+ C1); y = C1x + C2. y = C1x + C2.
С24. x = 4

3p
3+4C1p+C2, y = (p2+C1)

2. С25. y2(1−C2e
C1x) =

= C2e
C1x. С26. y = − ln |x+C1|+C2, y = − 1

x+C1
+C2, y = C.

С27. y5+C1 = y(4x+C2), y = C. С28. y = C1(x ln x−x)+C2.
С29. y = (4+C2

1 ) ln |x+C1|−C1x+C2, y = −x2

2 +C. С30. x =

= −C1

(
p

p2+1
+ arctg p

)
+ C2, y = C1

p2+1
+ 2. С31. x = t4 + t3,

y = 16
45 t

9 + 27
40t

8 + 9
28 t

7 + C1(t
4 + t3) + C2. С32. x = 4et + 6t,

y = e2t(2t−3)+et(3t2−2t−2+C1)+t
3+C1t+C2. С33. y = ex.
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С34. x2 + y2 = 1. С35. y = −3x + 1. С36. y = − ln(1 − x).
С37. y = (x−1)ex+5. С38. y = 1

x . С39. y = x
2 +

1
4 sin 2x+10.

С40. y = e
√
2x−1. С41. y = ±x2−x+3. С42. y = −3 ln

(
1−x
3

)
.
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Тема 13. Диференцiальнi рiвняння вищих
порядкiв, якi iнтегруються у квадратурах або

допускають зниження порядку (II)

Короткi теоретичнi вiдомостi

13.1. Рiвняння вищих порядкiв, однорiднi вiдносно
шуканої функцiї та її похiдних.Диференцiальне рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 (13.1)

називають однорiдним вiдносно шуканої функцiї та її похi-
дних, якщо його лiва частина для довiльного t �= 0 справджує
умову

F
(
x, ty, ty′, . . . , ty(n)

)
= tm · F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
,

де число m – вимiр однорiдностi функцiї F. З допомогою пiд-
становки y′ = yz, де z = z(x) – нова невiдома функцiя, поря-
док рiвняння (13.1) можна знизити на одиницю. При цьому

y′ = yz, y′′ = y(z2 + z′),

y′′′ = y · (z′′ + 3zz′ + z3), . . . , y(n) = y · ψ
(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
.

Тодi пiсля скорочення на ym (y �= 0) одержуємо диференцi-
альне рiвняння (n − 1)-го порядку:

F
(
x, 1, z, z2 + z′, . . . , ψ

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0. (13.2)

Якщо z = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn−1) – загальний розв’язок рiвня-
ння (13.2), то, беручи до уваги z = y′/y, знаходимо загальний
розв’язок однорiдного рiвняння (13.1):

y = Cn · e
∫
ϕ(x,C1,C2,...,Cn−1)dx,

де C1, C2, . . . , Cn – довiльнi сталi.
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13.2. Узагальнено однорiднi рiвняння.Диференцiаль-
не рiвняння (13.1) називають узагальнено однорiдним, якщо
iснують такi числа k i m, що

F
(
etx, ekty, e(k−1)ty′, . . . , e(k−n)ty(n)

)
= emtF

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
.

Тодi замiною x = et, y = zet (при x < 0 можна покласти
x = −et), де z = z(t) – нова невiдома функцiя незалежної
змiнної t, рiвняння (13.1) зводиться до диференцiального рiв-
няння, яке не мiстить незалежної змiнної t i, отже, допускає
зниження порядку на одиницю. При виконаннi згаданої замi-
ни похiднi будуть такими:

y′ = (z′ + kz)e(k−1)t, y′′ = (z′′ + (2k − 1)z′ + k(k − 1)z)e(k−2)t,

. . . , y(n) = g(z, z′, . . . , z(n))e(k−n)t.

13.3. Рiвняння з точними похiдними. Так називають
рiвняння (13.1), лiва частина якого є точною (повною) похi-
дною деякої функцiї, тобто

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
=

d

dx
Φ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
.

При цьому одержуємо рiвняння

Φ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= C1, (13.3)

де C1 – довiльна стала, тобто порядок рiвняння (13.1) вдалося
знизити на одиницю.

Рiвнiсть (13.3) називають першим iнтегралом рiвняння
(13.1).

Якщо (13.1) не є рiвнянням з точними похiдними, то
у багатьох випадках вдається знайти таку функцiю μ =
= μ

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, пiсля множення на яку отримуємо

рiвняння з точними похiдними. Функцiю μ називають iнте-
грувальним множником рiвняння (13.1). Потрiбно пам’ятати,
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що виконуючи множення на iнтегрувальний множник, можна
отримати зайвi розв’язки (розв’язки рiвняння μ = 0), а також
втратити деякi розв’язки (розв’язки, вздовж яких функцiя μ
перетворюється у нескiнченнiсть).

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 13.1. Зiнтегрувати рiвняння xyy′′−xy′2 = 2yy′.
Розв’язання. Легко переконатися, що обидвi частини рiвня-
ння є однорiдними функцiями вимiру 2, а тому рiвняння є
однорiдним. Нехай y′ = yz. Тодi y′′ = (z′ + z2) y i, пiдставля-
ючи у рiвняння, одержуємо:

xy2(z′ + z2)− xy2z2 = 2y2z ⇒ xz′ = 2z (y �= 0) ⇒

z = C1x
2 ⇒ y′

y
= C1x

2 ⇒ ln |y| = C1x
3/3 + C2 ⇒

y = C2e
C1x3 (C1 := C1/3, C2 := ±eC2).

Функцiя y = 0 є частинним розв’язком.
Вiдповiдь: y = C2e

C1x3 .
Приклад 13.2. Зiнтегрувати рiвняння y′′ =

(
2xy − 5

x

)
y′+

+ 4y2 − 4y
x2 .

Розв’язання. Пiдставимо замiсть x, y, y′, y′′ у рiвняння etx,
ekty, e(k−1)ty′, e(k−2)ty′′ вiдповiдно i прирiвняємо показники
експонент у всiх доданках. Отримаємо: k − 2 = 2k = k − 2 =
= 2k = k − 2. Отже, k = −2, а задане рiвняння справдi є
узагальнено однорiдним. Виконаємо замiну: x = et, y = ze−2t,
z = z(t). Тодi

y′ =
dy

dt
e−t = (z′ − 2z)e−3t,

y′′ =
d(z′ − 2z)e−3t

dt
e−t = (z′′ − 5z′ + 6z)e−4t.

Пiсля пiдстановки виразiв для x, y, y′, y′′ у рiвняння i
скорочення на e−4t отримуємо рiвняння

z′′ − 5z′ + 6z = (2z − 5)(z′ − 2z) + 4z2 − 4z ⇒ z′′ = 2zz′,
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яке не мiстить незалежну змiнну t. Поклавши z′ = u, u = u(z),
z′′ = u′u, отримуємо:

u′u = 2zu ⇒ u′ = 2z (u �= 0) ⇒ u = z2 + C1 ⇒
z′ = z2 + C1 ⇒ dz

z2 + C1
= dt.

Якщо C1 > 0, то пiсля перепозначення сталої (C1 :=
√
C1),

iнтегрування i врахування того, що z = x2y, t = lnx, отриму-
ємо:

1

C1
arctg

z

C1
= t+ lnC2 ⇒ x2y = C1 tg(C1 lnC2x).

Якщо C1 < 0, то

1

2C1
ln

∣∣∣∣z − C1

z + C1

∣∣∣∣ = t+ lnC2 (C1 :=
√

−C1) ⇒

x2y − C1 = C2(x
2y + C1)|x|2C1 (C2 := ±C2C1

2 ).

Якщо C1 = 0, то маємо сiм’ю особливих розв’язкiв

−1

z
= t+ lnC ⇒ x2y lnCx = −1.

Якщо u = 0, то z′ = 0, звiдки z = C, тобто y = C
x2 . Легко

переконатись, що ця функцiя є частинним розв’язком рiвня-
ння.
Вiдповiдь: x2y = C1 tg(C1 lnC2x), x2y lnCx = −1, x2y−C1 =
= C2(x

2y + C1)|x|2C1 .

Приклад 13.3. Зiнтегрувати рiвняння xy′′−y′
x2

− yy′ = 0.
Розв’язання. Лiву частину рiвняння можемо записати як(

y′

x
− 1

2
y2
)′

= 0,

звiдки знаходимо перший iнтеграл рiвняння:

y′

x
− 1

2
y2 = C1. (13.4)
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Спiввiдношення (13.4) – це рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними, тому

dy

y2 +C1
=
x

2
dx (C1 := 2C1) ⇒

∫
dy

y2 + C1
=
x2

4
+ C2,

причому iнтеграл залежить вiд сталої C1, яка може набувати
значення рiзних знакiв.

Якщо C1 = 0, то одержуємо особливi розв’язки

−1

y
=
x2

4
+ C2 ⇒ y = − 4

x2 + C
(C := 4C2).

Якщо C1 > 0, то

1√
C1

arctg
y√
C1

=
x2

4
+ C2 ⇒

y = 4C1 tg(C1x
2 + C2)

(
C1 :=

√
C1/4, C2 := C2

√
C1

)
.

Якщо C1 < 0, то

1

2
√|C1|

ln

∣∣∣∣∣y −
√|C1|

y +
√|C1|

∣∣∣∣∣ = x2

4
+ C2 ⇒

2

C1
ln

∣∣∣∣y − C1

y + C1

∣∣∣∣ = x2 + C2

(
C1 :=

√
|C1|, C2 := 4C2

)
.

Вiдповiдь: y = 4C1 tg(C1x
2 + C2),

2
C1

ln
∣∣∣ y−C1

y+C1

∣∣∣ = x2 + C2,

y = − 4
x2+C

.

Приклад 13.4. Зiнтегрувати рiвняння yy′′ − y′2 = y′.
Розв’язання. Iнтегрувальним множником цього рiвняння є
функцiя y−2. Справдi, подiливши обидвi частини рiвняння на
y2 (y �= 0), одержуємо:

yy′′ − y′2

y2
− y′

y2
= 0 ⇒

(
y′

y
+

1

y

)′
= 0 ⇒
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y′

y
+

1

y
= C1 ⇒ y′ = C1y − 1 ⇒ dy

C1y − 1
= dx.

Отримали рiвняння з вiдокремленими змiнними. Якщо
C1 �= 0, то маємо загальний розв’язок:

y = C2e
C1x +

1

C1
.

Якщо C1 = 0, то одержуємо особливi розв’язки y = −x+C.
Крiм того, особливим розв’язком є функцiя y = 0.
Вiдповiдь: y = C2e

C1x + 1
C1
, y = −x+ C, y = 0.

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати рiвняння:
А1. xyy′′ − (x+ 1)yy′ = xy′2.
А2. x2yy′′ − 4xyy′ − x2y′2 = 5y2.
А3. (x2 + 1)(y′2 − yy′′) = xyy′.
Знайти розв’язок задачi Кошi
А4. yy′′ = (1− 2x)y′2, y(1) = 2, y′(1) = 1.
Зiнтегрувати рiвняння:
А5. x4y′′ + (xy′ − y)3 = 0.
А6. x3y′′ = (y − xy′)(3y − 3xy′ − x).
Зiнтегрувати рiвняння, перетворивши їх до такого вигля-

ду, щоб обидвi частини рiвняння були точними похiдними:
А7. yy′′ + y′2 = 3x. А8. yy′′′ + 3y′y′′ = 0.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати рiвняння:
С1. yy′′ − y′2 + 4y2 sin 2x = 0.
С2. xyy′′ + yy′ = xy′2 + 2y2.
С3. x2yy′′ = (y − xy′)2.
С4. xyy′′ + xy′2 = 5yy′.
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С5. x2(yy′′ − y′2) = y2.
С6. yy′′ + yy′ tg x+ 3y′2 = 0.
С7. x2yy′′ = (xy′ + y)2.
С8. xyy′′ − xy′2 − yy′ = 0.
С9. y2y′′′ − 3yy′y′′ + 2y′3 + y3 cos x = 0.
С10. yy′′ − y′2 = yy′√

x2+1
.

С11. yy′′ − yy′
x+1 = 3y′2.

С12. xyy′′ − yy′ = 2xy′2.
С13. yy′′ + yy′ tg x = 2y′2.
С14. xyy′′ + 2xy′2 = 2yy′.
С15. xyy′′ − xy′2 − yy′ = bxy′2√

a2−x2 .

С16. xyy′′ + yy′ − 5x2y′3 = 0.
С17. 4x2y3y′′ = x2 − y4.
С18. x2y3y′′ = 3xy3y′ − 4y4 − x8.
С19. x4(y′2 − 2yy′′) = 4x3yy′ + 4.
С20. y2 + x2y′2 = 5x3y′′ + 2xyy′.
С21. x2y′′ − 3xy′ + 4y − 2x2 = 0.
С22. x2(yy′′ − y′2) + xyy′ = (2xy′ − 3y)

√
x3.

С23. yy′ + xyy′′ = xy′2 + 2x3.
С24. x3y′′ − x2y′2 + 2xyy′ = y2.
С25. x2(2yy′′ − y′2) = 5− 2xyy′.
Зiнтегрувати рiвняння, перетворивши їх до такого вигля-

ду, щоб обидвi частини рiвняння були точними похiдними:
С26. y′′ − 1

xy
′ + 1

x2
y = 4x.

С27. y′2 + 4yy′′ = 0.
С28. y′′′y′ − 2y′′2 = 0.
С29. xy′′ − 2yy′ + y′ = 0.

С30. 5y′′′2 − 2y′′yIV = 0.
С31. 2xy′y′′ = y′2 − 4.
С32. y′′ − 2xy′ − 2y = 2.
С33. y′y′′′ = y′′2 + y′2y′′.

С34. yy′′ + 2y2y′2 + y′2 =
(
2x+ 1

x

)
yy′.

С35. y′′ − y′ cos x+ y sinx = 0.
Розв’язати задачi Кошi:
С36. yy′′ − 5yy

′
x − y′2 = 0, y(1) = e2, y′(1) = 12e2.



13. Диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв (II) 129

С37. xyy′′ + (1 + x2)yy′ + xy2 = xy′2, y(1) = 2, y′(1) = −2.
С38. 2xy2y′′ − 2xyy′2 + 2xy′3 = y′y2, y(1) = y′(1) = −1.
С39. y2(y′′ − y′) = y′2(y − 2xy′), y(1) = y′(1) = e.
С40. (1− sinx)yy′′ + yy′ cos x = y′2, y(0) = 2, y′(0) = 1.

Вiдповiдi

А1. lnC2y = C1e
x(x − 1), y = C. А2. xy = C2e

C1x5 .
А3. y = C2(x +

√
x2 + 1)C1 . А4. y = 2earctg x−π/4. А5. C2

x =
= sin(C1 − y

x), y = Cx. А6. 3y = −x ln ln(C1x) + C2x,
y = Cx. А7. y2 = x3 + C1x+C2. А8. y2 = C1 + (C2x+ C3)

2,
y = C1x + C2, y2 = C1x + C2. С1. y = C2e

sin 2x+C1x.
С2. y = C2|x|C1e2x. С3. y = C2xe

−C1/x. С4. y2 = C2x
6 + C1.

С5. xy = C2e
C1x. С6. y4 = C2 sinx + C1. С7. y 3

√
x =

= C2e
C1x3 . С8. y = C2e

C1x2 . С9. y = C3e
C1x2+C2x+sinx.

С10. lnC2y = C1(x
√
x2 + 1 + ln(x +

√
x2 + 1) + x2), y = C.

С11. y2(x2 + 2x + C1) = C2, y = C. С12. y(x2 − C1) = C2,
y = C. С13. y(sin x + C1) = C2, y = C. С14. y3 =
= C1x

3 + C2. С15. b2 ln(C2y) = C1 ln |C1 + b
√
a2 − x2| −

− b
√
a2 − x2, y = C. С16. C1y + 5y ln |y| + ln(C2x) = 0,

y = C. С17. 4C1y
2 = 4x + C2

1x ln
2(C2x). С18. C1y

2 =
= C2

1x
4 ln2(C2x) − x4, y2 = ±2x4 ln(Cx). С19. 2C2x

2y =
= (C1x − C2)

2 − 4x2, 2C2x
2y = (C2x − C1)

2 − 4, xy = ±2.
С20. y = −5x ln

∣∣ 1
x + C1

∣∣+C2x, y = Cx. С21. y = x2 ln2 |x|+
+ C1x

2 ln(C2x). С22. C1y = x3/2(C2x
C1 + 2), y = Cx3/2, y =

= −2x3/2 lnCx. С23. 2C1C2y = C2
2 |x|C1+2+2|x|2−C1 . С24. y =

= −x ln ∣∣ 1x − C1

∣∣+C2x, y = Cx. С25. 4C1y = 20+C2
1 ln

2(C2x).
С26. y = x3 + C1x ln(C2x). С27. y = (C1x + C2)

4/5.
С28. y = C1 ln(C2x + C3), y = C1x + C2. С29. y =
= C1 tg(C1 ln(C2x)), y−C1 = C2|x|2C1(y+C1), y ln(C2x) = −1.
С30. 4C2

1y = 9(C1x+C2)
4/3 +C3x+C4, y = C1x

2 +C2x+C3.
С31. 3C1y = ±2(C1x + 4)3/2 + C2, y = ±2x + C. С32. y =
=
(
C1

∫
e−x2dx + C2

)
ex

2 − 1. С33. C1 + C2e
−y = C3e

−C2x,
y = C1x+ C2, y = − ln(C1x+ C2). С34. y2 = ln(C1e

x2 + C2).
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С35. y =
(
C1

∫
e− sinxdx+ C2

)
esinx. С36. y = e2x

6 . С37. xy =

= 2. С38. y = −e2
√
x−2. С39. y = e

√
2x−1. С40. y =

= (cos x+ 1)etg
x
2 .
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Тема 14. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння вищих
порядкiв

Короткi теоретичнi вiдомостi

14.1. Лiнiйно залежнi i лiнiйно незалежнi функцiї.
Функцiї y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x), визначенi
на iнтервалi (a, b), називають лiнiйно незалежними на цьому
iнтервалi, якщо спiввiдношення

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn ≡ 0, (14.1)

де α1, α2, . . . , αn – сталi, виконується для всiх x ∈ (a, b) тiльки
тодi, коли всi α1 = α2 = . . . = αn = 0. Якщо у спiввiдношеннi
(14.1) хоча б одна iз сталих α1, α2, . . . , αn вiдмiнна вiд нуля,
то функцiї y1, y2, . . . , yn називають лiнiйно залежними на
iнтервалi (a, b).

Визначник

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣.
називають визначником Вронського або вронскiаном функцiй
y1, y2, . . . , yn.

Якщо W (x) �= 0 хоча б в однiй точцi iнтервалу (a, b), то y1,
y2, . . . , yn – лiнiйно незалежнi на цьому iнтервалi функцiї.

14.2. Побудова лiнiйного однорiдного рiвняння, яке
має задану фундаментальну систему розв’язкiв. Лiнiй-
ним однорiдним диференцiальним рiвнянням n-го порядку на-
зивають рiвняння вигляду

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = 0. (14.2)

Будь-яку сукупнiсть n розв’язкiв лiнiйного однорiдного
рiвняння (14.2), визначених i лiнiйно незалежних на iнтерва-
лi (a, b), називають фундаментальною системою розв’язкiв
цього рiвняння на iнтервалi (a, b).
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Для побудови лiнiйного однорiдного диференцiального
рiвняння, якщо вiдомою є його фундаментальна система роз-
в’язкiв y1, y2, . . . , yn, використовують формулу∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn y
y′1 y′2 · · · y′n y′

· · · · · · · · · · · · · · ·
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n y(n−1)

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (14.3)

14.3. Зниження порядку лiнiйного однорiдного ди-
ференцiального рiвняння з допомогою лiнiйно неза-
лежних частинних розв’язкiв. Якщо вiдомий частинний
розв’язок y1(x) �= 0 лiнiйного однорiдного диференцiального
рiвняння другого порядку

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (14.4)

то загальний розв’язок цього рiвняння можна знайти за фор-
мулою

y = y1

(
C1

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx+ C2

)
. (14.5)

У загальному випадку, якщо вiдомий один частинний
розв’язок y1(x) �= 0 лiнiйного однорiдного диференцiального
рiвняння (14.2), то для зниження на одиницю порядку цього
рiвняння спочатку використовують замiну y = y1z, z = z(x), а
потiм замiну u = z′, u = u(x). В результатi знову отримують
лiнiйне однорiдне рiвняння. Якщо вiдомо m лiнiйно незале-
жних розв’язкiв рiвняння (14.2), то послiдовними замiнами
вдається знизити його порядок на m одиниць. Зокрема, якщо
вiдомо n−1 лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (14.2), то
послiдовнi замiни дають рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними, iнтегровне у квадратурах.
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 14.1. Дослiдити на лiнiйну залежнiсть функцiї
y1 = 3x− 2, y2 = 2x+ 5, y3 = x3.
Розв’язання. Складемо визначник Вронського для цих фун-
кцiй:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
3x− 2 2x+ 5 x3

3 2 3x2

0 0 6x

∣∣∣∣∣∣ = −114x.

Оскiльки визначник Вронського не дорiвнює нулю, якщо
x �= 0, то заданi функцiї є лiнiйно незалежними на будь-якому
iнтервалi числової осi. �

Приклад 14.2. Дослiдити на лiнiйну залежнiсть функцiї
y1 = x+ 3, y2 = 2x− 5, y3 = 4x− 1.
Розв’язання. Складемо рiвнiсть α1y1 + α2y2 + α3y3 = 0:

α1(x+ 3) + α2(2x− 5) + α3(4x− 1) = 0 ⇒
(α1 + 2α2 + 4α3)x+ 3α1 − 5α2 − α3 = 0 ⇒{

α1 + 2α2 + 4α3 = 0,
3α1 − 5α2 − α3 = 0.

Остання система є невизначеною, а тому має не лише тривi-
альний розв’язок. Отже, заданi функцiї є лiнiйно залежними
на будь-якому iнтервалi числової осi. �

Приклад 14.3. Скласти лiнiйне однорiдне диференцiаль-
не рiвняння якомога нижчого порядку, яке має розв’язки
y1 = x3, y2 = x+ 3.
Розв’язання. Переконуємось (так, як це було зроблено
у прикладi 14.1) у лiнiйнiй незалежностi функцiй y1 = x3,
y2 = x+ 3. Скористаємось формулою (14.3):∣∣∣∣∣∣

x3 x+ 3 y
3x2 1 y′

6x 0 y′′

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Розкладемо визначник за елементами третього стовпця:

y

∣∣∣∣ 3x2 1
6x 0

∣∣∣∣− y′
∣∣∣∣ x3 x+ 3
6x 0

∣∣∣∣+ y′′
∣∣∣∣ x3 x+ 3
3x2 1

∣∣∣∣ = 0 ⇒

(2x3 + 9x2)y′′ − 6x(x+ 3)y′ + 6xy = 0. �

Приклад 14.4. Зiнтегрувати рiвняння

(x3 + x2)y′′ − (x3 + 4x2 + 2x)y′ + (x2 + 4x+ 2)y = 0. (14.6)

Розв’язання. Загального способу вiдшукання частинного
розв’язку лiнiйного рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами не
iснує. Деколи його вдається знайти у виглядi многочлена
чи експоненти. Припустимо, що розв’язок диференцiально-
го рiвняння iснує у виглядi многочлена. Спробуємо знайти
його степiнь. Нехай y1 = xn + . . ., тодi y′1 = nxn−1 + . . .,
y′′1 = n(n − 1)xn−2 + . . . Пiсля пiдстановки у рiвняння (14.6)
матимемо:

n(n− 1)(x3 + x2)xn−2 − n(x3 + 4x2 + 2x)xn−1 +

+ (x2 + 4x+ 2)xn + . . . = 0 ⇒
n(n− 1)xn+1 + n(n− 1)xn − nxn+2 − 4nxn+1 − 2nxn +

+ xn+2 + 4xn+1 + 2xn + . . . = 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнт бiля найвищого степеня x до нуля,
отримуємо n = 1. Таким чином, y1 = x+ a. Пiдставляючи цю
функцiю в рiвняння (14.6), знаходимо a = 0. Отже, функцiя
y1 = x є частинним розв’язком рiвняння (14.6).

Зведемо рiвняння (14.6) до вигляду (14.4) дiленням на
x3 + x2:

y′′ − x3 + 4x2 + 2x

x3 + x2
y′ +

x2 + 4x+ 2

x3 + x2
y = 0.
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Скористаємось тепер формулою (14.5):

y = x

⎛
⎝C1

∫
e
∫

x3+4x2+2x

x3+x2
dx

x2
dx+ C2

⎞
⎠=

= x

⎛
⎝C1

∫
e
∫
dx+

∫ d(x3+x2)

x3+x2
dx

x2
dx+ C2

⎞
⎠=

= x

(
C1

∫
ex(x+ 1)dx + C2

)
= C1x

2ex + C2x.

Функцiї x = 0 i x = −1 не є розв’язками рiвняння (14.6).
Вiдповiдь: y = C1x

2ex + C2x.
Приклад 14.5. Зiнтегрувати рiвняння

x2(2x− 1)y′′′ + (4x− 3)xy′′ − 2xy′ + 2y = 0, (14.7)

якщо вiдомi його два частинних розв’язки y1 = x, y2 = 1/x.
Розв’язання. Запроваджуємо замiну y = zx, де z = z(x),
тодi y′ = z′x + z, y′′ = z′′x + 2z′, y′′′ = z′′′x + 3z′′, а рiвняння
(14.7) набуває вигляду:

x2(2x− 1)(z′′′x+ 3z′′) + (4x− 3)x(z′′x+ 2z′)− 2x(z′x+ z) +

+ 2zx = 0 ⇒
x2(2x− 1)z′′′ + (10x2 − 6x)z′′ + (6x− 6)z′ = 0. (14.8)

Порядок отриманого рiвняння легко знижується замiною
u = z′, u = u(x):

x2(2x− 1)u′′ + (10x2 − 6x)u′ + (6x− 6)u = 0. (14.9)

Оскiльки рiвняння (14.7) має розв’язок y2 = 1/x, то рiв-
няння (14.8) має розв’язок z1 = 1/x2, а рiвняння (14.9) –
розв’язок u1 = 1/x3. Замiна u = v

x3
, v = v(x), u′ = v′

x3
− 3v

x4
,
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u′′ = v′′
x3

− 6v
x4

+ 12v
x5

дає рiвняння

x2(2x− 1)

(
v′′

x3
− 6v

x4
+

12v

x5

)
+ (10x2 − 6x)

(
v′

x3
− 3v

x4

)
+

+ (6x− 6)
v

x3
= 0 ⇒ (2x− 1)v′′ − 2v′ = 0 ⇒

(2x− 1)w′ − 2w = 0 (v′ = w, w = w(x)).

Тодi

w = C1(2x− 1) ⇒ v′ = C1(2x− 1) ⇒
v = C1(x

2 − x) + C2 ⇒ u = C1

(
1

x
− 1

x2

)
+
C2

x3
⇒

z = C1

(
ln |x|+ 1

x

)
+
C2

x2
+C3 (C2 := −C2

2
) ⇒

y = C1(x ln |x|+ 1) +
C2

x
+ C3x. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Визначити, чи є заданi функцiї лiнiйно незалежними:
А1. y1 = x+ 5, y2 = x− 3.
А2. y1 = 8x+ 10, y2 = 12x+ 15.
А3. y1 = x+ 4, y2 = 3x+ 5, y3 = 1− 4x.
Скласти диференцiальнi рiвняння якомога нижчого по-

рядку, якi мають заданi частиннi розв’язки:
А4. y1 = ex, y2 = e3x.
А5. y1 = 1, y2 = x, y3 = x3.
Знайти загальнi розв’язки заданих рiвнянь, знаючи їхнi

частиннi розв’язки. У тих вправах, де частинний розв’язок не
заданий, знайти частинний розв’язок у виглядi показникової
функцiї y1 = eax або многочлена y1 = xn+ axn−1 + bxn−2+ . . .

А6. xy′′ − 2(x− 1)y′ + (x− 2)y = 0.
А7. x2y′′ − (x2 + 2x)y′ + (x+ 2)y = 0.
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А8. (2x+ 1)y′′ − 4(x+ 1)y′ = 0.
А9. (2x2 + x)y′′ + (8x2 − 1)y′ − (16x+ 4)y = 0, y1 = e−4x.
А10. y′′ cos2 x− 2y = 0, y1 = tg x.
А11. x2y′′ − 2xy′ − (x2 − 2)y = 0, y1 = xex.
А12. (2x+3)y′′′−(12x+20)y′′+(22x+39)y′−(12x+22)y = 0,

y1 = ex, y2 = e2x.
А13. x3y′′′ − 3x2y′′ + (x3 + 6x)y′ − (x2 + 6)y = 0, y1 = x,

y2 = x sinx.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Визначити, чи є заданi функцiї лiнiйно незалежними (в
кожнiй вправi функцiї розглядаються в тiй областi, в якiй
вони всi визначенi):

С1. y1 = x+ 2, y2 = 1.
С2. y1 = 26x+ 6, y2 = 65x+ 15.
С3. y1 = ex, y2 = lnx.
С4. y1 = 1, y2 = x, y3 = x2.
С5. y1 = 2x, y2 = 3x, y3 = 4x.
С6. y1 = cos2 x, y2 = cos 2x, y3 = 1.
С7. y1 = x2 + 3x, y2 = x− 5, y3 = 2x2 + 1.
С8. y1 = x2, y2 = 0, y3 = e2x.
С9. y1 = ln 5x, y2 = lnx2, y3 = 4.
С10. y1 =

√
x, y2 =

√
x+ 5, y3 =

√
x+ 10.

С11. y1 = sinx, y2 = sin(x+ 3), y3 = cos(x− 2).
С12. y1 = x, y2 = sinx, y3 = e3x, y4 = 13x.
С13. y1 = sin 2x, y2 = cos x, y3 = cos 2x.
С14. y1 = x, y2 = x5, y3 = |x5|.
С15. Довести, що якщо серед функцiй y1, y2, . . . , yn є двi

однаковi, то вони лiнiйно залежнi.



138 14. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв

С16. Довести, що вронскiан функцiй

y1(x) =

{
0, якщо x ∈ [−1, 0],
x2, якщо x ∈ [0, 1], y2(x) =

{
x2, якщо x ∈ [−1, 0],
0, якщо x ∈ [0, 1]

тотожно дорiвнює нулю, але вони лiнiйно незалежнi на вiд-
рiзку [−1, 1].

Скласти диференцiальнi рiвняння якомога нижчого по-
рядку, якi мають заданi частиннi розв’язки:

С17. y1 = 1, y2 = sinx.
С18. y1 = x3, y2 = ex.
С19. y1 = x3, y2 = lnx.
С20. y1 = cos x, y2 = sin 2x.
С21. y1 = x, y2 = ex, y3 = e5x.
С22. y1 = 1, y2 = sinx, y3 = cos x.
С23. y1 = ex, y2 = e4x, y3 = e6x.
С24. y1 = x2, y2 = 1

x2 , y3 = x2 lnx.
С25. y1 = x3 + 3x, y2 = 3x2 − 5, y3 = x− 2.
С26. y1 = 2x, y2 = ex + 2, y3 = 3− x.
С27. y1 = lnx, y2 = 5, y3 = ex.
С28. y1 = 10, y2 = tg x, y3 = x.
С29. y1 = x, y2 = x3, y3 = e−x.
С30. y1 = x, y2 = x3, y3 = x5.
С31. y1 = ex, y2 = sin 3x, y3 = cos 3x.
Знайти загальнi розв’язки заданих рiвнянь, знаючи їхнi

частиннi розв’язки. У тих вправах, де частинний розв’язок не
заданий, знайти частинний розв’язок у виглядi показникової
функцiї y1 = eax або многочлена y1 = xn+ axn−1 + bxn−2+ . . .

С32. 2xy′′ − (x+ 2)y′ + y = 0.
С33. (2x+ 3)y′′ − 2y′ − 6

x2
y = 0.

С34. xy′′ − (2x+ 1)y′ + (x+ 1)y = 0.
С35. (x+ 1)y′′ + (x− 1)y′ − 2y = 0.
С36. (x− 1)y′′ − xy′ + y = 0.
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С37. x2y′′ − (3x2 + 2x)y′ + (3x+ 2)y = 0.
С38. xy′′ + (3− 2x)y′ + (x− 3)y = 0.
С39. (2x+ 1)y′′ + (4x− 2)y′ − 8y = 0.
С40. (5x3−x2)y′′+(25x3−20x2+2x)y′−(25x2−20x+2)y = 0.
С41. x2y′′ − 3xy′ + 4y = 0.
С42. y′′ cos2 x+ y′ sin 2x+ y(2− cos2 x) = 0, y1 = cos x.
С43. (x lnx)y′′ + (lnx+ 1)y′ − y

x lnx = 0, y1 = lnx.
С44. x2(x2 + 1)2y′′ + (6x2 − 2)y = 0, y1 =

x2

x2+1
.

С45. x2y′′ + 4xy′ + 2y = 0, y1 =
1
x .

С46. y′′ cos x sin2 x + y′ sinx(1 − 3 cos2 x) + 2y cos3 x = 0,
y1 = sinx.

С47. x2y′′ − (2x2 − x)y′ + (x2 − x− 1)y = 0, y1 = xex.
С48. (x3 + 2x2 + x)y′′ + (2x3 + 4x2 + 4x + 2)y′ + 2xy = 0,

y1 = 1 + 1
x .

С49. x(x+ 6)y′′ − (2x+ 6)y′ + 2y = 0, y1 = x2.
С50. xy′′ − (6x− 2)y′ − 6y = 0, y1 =

1
x .

С51. x2y′′ − 2xy′ + (x2 + 2)y = 0, y1 = x sinx.
С52. x3y′′′ − 3x2y′′ + 6xy′ − 6y = 0, y1 = x.
С53. (4x+5)y′′′−(16x+24)y′′+(4x+9)y′+(24x+38)y = 0,

y1 = e−x, y2 = e2x.
С54. x3y′′′− (4x3+3x2)y′′+(3x3+8x2+6x)y′− (3x2+8x+

+ 6)y = 0, y1 = x, y2 = xex.
С55. x3y′′′ − (x3 + 3x2)y′′ + (2x2 + 6x)y′ − (2x + 6)y = 0,

y1 = x.
С56. (2x−3)y′′′+(16−12x)y′′+(22x−23)y′+(5−12x)y = 0,

y1 = e2x, y2 = e3x.
С57. x3y′′′ − (6x3 + 3x2)y′′ + (9x3 + 12x2 + 6x)y′ − (9x2 +

+ 12x+ 6)y = 0, y1 = x, y2 = xe3x.
С58. (2x+1)y′′′−(14x+9)y′′+(22x+15)y′−(10x+7)y = 0,

y1 = ex, y2 = xex.
С59. x3y′′′ − (2x3 + 6x2)y′′ + (18x − 3x3 + 8x2)y′ + (6x2 −

− 12x− 24)y = 0, y1 = x2, y2 = x2e3x.
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С60. x2y′′′−(3x2+2x)y′′+(3x2+4x+2)y′−(x2+2x+2)y = 0,
y1 = ex, y2 = x2ex.

Вiдповiдi

А1. Лiнiйно незалежнi. А2. Лiнiйно залежнi. А3. Лiнiйно
залежнi. А4. y′′ − 4y′ + 3y = 0. А5. xy′′′ − y′′ = 0. А6. y =
= C1

ex

x + C2e
x. А7. y = C1xe

x + C2x. А8. y = C1 + C2xe
2x.

А9. y = C1x
2 + C2e

−4x. А10. y = C1 tg x + C2(1 + x tg x).
А11. y = C1xe

x + C2xe
−x. А12. y = C1e

x + C2e
2x + C3xe

3x.
А13. y = C1x+C2x sinx+C3x cos x. С1. Лiнiйно незалежнi.
С2. Лiнiйно залежнi. С3. Лiнiйно незалежнi. С4. Лiнiй-
но незалежнi. С5. Лiнiйно незалежнi. С6. Лiнiйно залежнi.
С7. Лiнiйно незалежнi. С8. Лiнiйно залежнi. С9. Лiнiйно
залежнi. С10. Лiнiйно незалежнi. С11. Лiнiйно залежнi.
С12. Лiнiйно залежнi. С13. Лiнiйно незалежнi. С14. Лiнiй-
но незалежнi. С17. y′′ cos x+ y′ sinx = 0. С18. (x3 − 3x)y′′ +
+ (6 − x2)y′ + (3x − 6)y = 0. С19. (x3 − 3x2 lnx)y′′ +
+ (x + 6x ln x)y′ − 9y = 0. С20. 2y′′ cos2x + 3y′ sin 2x +
+ (4 sin2 x+2)y = 0. С21. (5x− 6)y′′′ + (31− 30x)y′′ +25xy′ −
− 25y = 0. С22. y′′′ + y′ = 0. С23. y′′′ − 11y′′ + 34y′ − 24y =
= 0. С24. x3y′′′ + x2y′′ − 5xy′ + 8y = 0. С25. y′′′ = 0.
С26. y′′′−y′′ = 0. С27. (x2+x)y′′′− (x2−2)y′′− (x+2)y′ = 0.
С28. y′′′ sinx cos x + (2 cos2x − 3)y′′ = 0. С29. (x3 + 3x2 +
+ 3x)y′′′ + (x3 − 3x − 3)y′′ − (3x2 + 3x)y′ + (3x + 3)y = 0.
С30. x3y′′′−6x2y′′+15xy′−15y = 0. С31. y′′′−y′′+9y′−9y = 0.
С32. y = C1(x+2)+C2e

x
2 . С33. y = C1

x+1
x +C2x

2. С34. y =
= ex(C1x

2 + C2). С35. y = C1(x
2 + 1) + C2e

−x. С36. y =
= C1x+C2e

x. С37. y = C1x+C2xe
3x. С38. y = C1

ex

x2
+C2e

x.
С39. y = C1(4x

2 + 1) + C2e
−2x. С40. y = C1x

2e−5x + C2x.
С41. y = C1x

2 lnx + C2x
2. С42. y = C1x cos x + C2 cos x.

С43. y = C1
lnx + C2 lnx. С44. y = C1

3x4−6x2−1
x3+x

+ C2
x2

x2+1
.

С45. y = C1
x + C2

x2
. С46. y = C1 sin

2x + C2 sinx. С47. y =

= C1
ex

x + C2xe
x. С48. xy = (x + 1)(C1e

−2x + C2). С49. y =
= C1x

2 + C2(x + 3). С50. xy = C1e
6x + C2. С51. y =
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= C1x sinx+C2x cos x. С52. y = C1x+C2x
2+C3x

3. С53. y =
= C1e

−x + C2e
2x + C3xe

3x. С54. y = C1x + C2xe
x + C3xe

3x.
С55. y = C1x+C2x

2+C3xe
x. С56. y = C1e

2x+C2e
3x+C3xe

x.
С57. y = C1x + C2xe

3x + C3x
2e3x. С58. y = C1e

x + C2xe
x +

+ C3xe
5x. С59. y = C1x

2 + C2x
2e3x + C3x

2e−x. С60. y =
= (C1 + C2x

2 + C3x
3)ex.
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Тема 15. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

та звiднi до них

Короткi теоретичнi вiдомостi

15.1. Лiнiйнi однорiднi рiвняння n-го порядку зi
сталими коефiцiєнтами. Для лiнiйного однорiдного рiвня-
ння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ an−1y
′ + any = 0 (15.1)

будуємо характеристичне рiвняння

kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + . . .+ an−1k + an = 0. (15.2)

Кожному простому дiйсному кореню kj рiвняння (15.2) ста-
вимо у вiдповiднiсть функцiю ekjx, кожному дiйсному кореню
kj кратностi sj – функцiї ekjx, xekjx, . . . , xsj−1ekjx, кожнiй
парi простих комплексно-спряжених коренiв kj = αj + iβj i
kj+1 = αj − iβj – функцiї eαjx cos βjx i eαjx sin βjx, кожнiй па-
рi комплексно-спряжених коренiв kj = αj+iβj i kj+1 = αj−iβj
кратностi sj – функцiї eαjx cos βjx, eαjx sin βjx, xeαjx cos βjx,
xeαjx sin βjx, . . . , xsj−1eαjx cos βjx, xsj−1eαjx sin βjx. Загаль-
ний розв’язок рiвняння (15.1) будуємо як лiнiйну комбiнацiю
отриманих n функцiй з довiльними сталими C1, C2, . . . , Cn.

15.2. Диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь
зi сталими коефiцiєнтами. Рiвнянням Ейлера називають
диференцiальне рiвняння вигляду

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + . . .+ an−1xy

′ + any = 0, (15.3)

де a1, a2, . . . , an – сталi дiйснi числа. Для x > 0 виконуємо
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замiну незалежної змiнної за формулою x = et. Тодi

y′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
= y′t · e−t,

y′′x2 =
(
y′′t2 · e−t − y′t · e−t

)
e−t =

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t,

y′′′x3 =
(
y′′′t3 − 3y′′t2 + 2y′t

)
e−3t, . . . ,

y
(n)
xn =

(
y
(n)
tn + . . .+ (−1)n−1(n− 1)!y′t

)
e−nt.

Пiдставляючи x = et i знайденi вирази для y′x, y′′x2 , . . . , y
(n)
xn

у (15.3), одержимо лiнiйне однорiдне рiвняння n-го порядку зi
сталими коефiцiєнтами. Знайшовши загальний розв’язок цьо-
го рiвняння i пiдставивши у нього t = lnx, матимемо загаль-
ний розв’язок рiвняння Ейлера.

Рiвняння Лагранжа

(ax+ b)ny(n) + (ax+ b)n−1p1y
(n−1) + . . .

. . .+ (ax+ b)pn−1y
′ + pny = 0,

де a, b, p1, p2, . . . , pn – сталi, замiною незалежної змiнної за
формулою ax+ b = et зводиться до лiнiйного рiвняння зi ста-
лими коефiцiєнтами.

Рiвняння Чебишова

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0

замiною незалежної змiнної за формулою x = cos t (t =
= arccos x) зводиться до лiнiйного рiвняння зi сталими кое-
фiцiєнтами.

Лiнiйне однорiдне рiвняння (14.2) зводиться перетворен-
ням незалежної змiнної до лiнiйного рiвняння зi сталими ко-
ефiцiєнтами з допомогою пiдстановки

t = α

∫
n
√
pn(x)dx, (15.4)

де α — деяка стала.
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 15.1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ + y′ − 2y = 0.
Розв’язання. Характеристичним рiвнянням є k2+ k− 2 = 0,
а його коренями – числа k1 = 1 i k2 = −2. Отже, загальним
розв’язком рiвняння є y = C1e

x+C2e
−2x, де C1, C2 – довiльнi

сталi. �
Приклад 15.2. Зiнтегрувати рiвняння y′′′+6y′+20y = 0.

Розв’язання. Розв’язками характеристичного рiвняння
k3 + 6k + 20 = 0 є один дiйсний i два комплексно-спряженi
коренi: k1 = −2, k2 = 1 + 3i, k3 = 1− 3i, а тому загальний
розв’язок заданого рiвняння можемо записати у виглядi y =
= C1e

−2x + C2e
x cos 3x+ C3e

x sin 3x. �
Приклад 15.3. Зiнтегрувати рiвняння y′′′−y′′−5y′−3y =

= 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − k2 − 5k − 3 =
= 0 має один простий корiнь k1 = 3 i один кратний корiнь
k2 = k3 = − 1. Цим кореням вiдповiдають розв’язки e3x, e−x,
xe−x, а y = C1e

3x+C2e
−x+C3xe

−x є загальним розв’язком. �
Приклад 15.4. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 6y′′ + 12y′ −

− 8y = 0.
Розв’язання.Характеристичне рiвняння k3−6k2+12k−8 = 0
має кратний дiйсний корiнь k1 = k2 = k3 =−2. Отже, задане
рiвняння має три лiнiйно незалежнi розв’язки e2x, xe2x, x2e2x,
а його загальним розв’язком є y=C1e

2x+C2xe
2x+C3x

2e2x. �
Приклад 15.5. Зiнтегрувати рiвняння yIV+8y′′+16y = 0.

Розв’язання. Вiдповiдне характеристичне рiвняння має
два кратнi комплексно-спряженi коренi k1 = k2 = 2i, k3 =
= k4 = − 2i. Отже, загальним розв’язком є y = C1 cos 2x +
+ C2x cos 2x+ C3 sin 2x+ C4x sin 2x. �

Приклад 15.6. Зiнтегрувати рiвняння Ейлера x2y′′ −
− 2xy′ − 4y = 0.
Розв’язання. Зробимо замiну незалежної змiнної за фор-
мулою x = et (t = lnx). Тодi y′x = y′te−t, y′′x2 =

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t.
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Пiдставляючи цi вирази у вихiдне рiвняння, для знаходжен-
ня функцiї y = y(t) одержуємо рiвняння:

e2t
(
y′′ − y′

)
e−2t − 2ety′e−t − 4y = 0 ⇒ y′′ − 3y′ − 4y = 0.

Оскiльки характеристичне рiвняння k2 − 3k − 4 = 0 має
два дiйсних рiзних коренi k1 = −1, k2 = 4, то

y(t) = C1e
−t + C2e

4t ⇒ y(x) = C1e
− lnx + C2e

4 lnx ⇒
y =

C1

x
+ C2x

4. �

Приклад 15.7. Зiнтегрувати рiвняння Лагранжа

(4x− 1)2y′′ − 4(4x− 1)y′ + 32y = 0.

Розв’язання. Зробимо замiну незалежної змiнної за фор-
мулою 4x − 1 = et (t = ln(4x − 1)). Тодi y′x = 4y′te−t, y′′x2 =
= 16

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t. Пiдставляючи цi вирази у вихiдне рiвня-

ння, для знаходження функцiї y = y(t) одержуємо рiвняння:

16e2t
(
y′′−y′)e−2t − 16ety′e−t + 32y = 0 ⇒ y′′ − 2y′ + 2y = 0.

Оскiльки характеристичне рiвняння k2 − 2k + 2 = 0 має
комплексно спряженi коренi k1 = 1 + i, k2 = 1− i, то

y(t) = C1e
t cos t+ C2e

t sin t ⇒
y(x) = C1e

ln(4x−1) cos ln(4x− 1) + C2e
ln(4x−1) sin ln(4x− 1) ⇒

y = C1(4x− 1) cos ln(4x− 1) + C2(4x− 1) sin ln(4x− 1). �

Приклад 15.8. Зiнтегрувати рiвняння Чебишова

(1− x2)y′′ − xy′ + 4y = 0. (15.5)

Точки x = ±1 є особливими точками цього рiвняння. На
кожному з iнтервалiв (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞) виконую-
ться умови теореми Кошi. Побудуємо загальний розв’язок рiв-
няння на iнтервалi (−1, 1). Зробимо замiну незалежної змiнної
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за формулою x = cos t (t = arccos x). Тодi

y′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
= −y′t

1

sin t
,

y′′x2 = −
(
y′′t2

1

sin t
− y′t

cos t

sin2 t

)(
− 1

sin t

)
= y′′t2

1

sin2 t
− y′t

cos t

sin3 t
.

Пiдставляючи знайденi вирази для y′x i y′′x2 , а також
x = cos t, у рiвняння (15.5), для знаходження функцiї y = y(t)
маємо диференцiальне рiвняння другого порядку зi сталими
коефiцiєнтами:

y′′ + 4y = 0. (15.6)

Загальним розв’язком рiвняння (15.6) є y = C1 cos 2t +
+ C2 sin 2t, а пiсля повернення до змiнної x одержуємо

y = C1 cos(2 arccos x) + C2 sin(2 arccos x).

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати рiвняння:
А1. y′′ − 8y′ + 15y = 0.
А2. y′′ + 2y′ + 2y = 0.
А3. y′′ − 2y′ = 0.
А4. y′′ + 9y = 0.

А5. y′′′ − 2y′′ = 0.
А6. y′′′−y′′−8y′+12y = 0.
А7. yIV − y = 0.
А8. x2y′′ − 5xy′ + 8y = 0.

А9. x3y′′′ − 2x2y′′ − xy′ + 9y = 0.
А10. (2x− 3)2y′′ + 4(2x− 3)y′ − 24y = 0.
А11. (x+ 1)3y′′′ − 2(x+ 1)2y′′ + 4(x+ 1)y′ − 6y = 0.
А12. (1 − x2)y′′ − xy′ + 16y = 0.
Знайти розв’язок задачi Кошi:
А13. y′′ + y′ − 2y = 0; y(0) = 0, y′(0) = 3.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати рiвняння:
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С1. y′′ + y′ − 2y = 0.
С2. y′′ + 4y = 0.
С3. y′′ + 2y′ + 2y = 0.
С4. y′′ − 10y′ + 25y = 0.
С5. y′′ + 2y′ + 5y = 0.
С6. y′′ − 2y′ − 3y = 0.
С7. y′′ − 8y′ + 20y = 0.
С8. y′′ + 4y′ + 4y = 0.

С9. y′′ + y′ − 6y = 0.
С10. y′′ − 2y′ + y = 0.
С11. y′′ − 2y′ + 2y = 0.
С12. y′′ + 14y′ + 49y = 0.
С13. 2y′′ − 5y′ − 7y = 0.
С14. y′′ − 6y′ + 5y = 0.
С15. 4y′′ − 4y′ + 5y = 0.
С16. y′′′ − 19y′ + 30y = 0.

С17. y′′′ + y′′ − 9y′ − 9y = 0.
С18. y′′′ − 5y′′ + 24y′ − 20y = 0.
С19. y′′′ − 5y′′ + 3y′ + 9y = 0.
С20. y′′′ + 9y′′ + 27y′ + 27y = 0.
С21. yIV + 5y′′′ − 7y′′ − 29y′ + 30y = 0.
С22. yIV + y′′ = 0.
С23. yIV − 2y′′′ − 19y′′ + 70y′ − 50y = 0.
С24. yIV − 2y′′′ + 5y′′ − 8y′ + 4y = 0.
С25. yIV − 24y′′ + 64y′ − 48y = 0.
С26. y′′ + 1

xy
′ − 1

x2
y = 0.

С27. 2x2y′′ − xy′ + y = 0.
С28. x2y′′ + 2xy′ − 2y = 0.
С29. x2y′′ − xy′ + y = 0.

С30. x2y′′ − xy′ + 10y = 0.
С31. 4x2y′′−4xy′−5y = 0.
С32. x2y′′−7xy′+15y = 0.
С33. x2y′′ + 7xy′ + 9y = 0.

С34. 3x2y′′ + 7xy′ − 4y = 0.
С35. x3y′′′ − 4x2y′′ + 8xy′ − 8y = 0.
С36. x3y′′′ − 3x2y′′ + 11xy′ − 16y = 0.
С37. x3y′′′ − 2x2y′′ − xy′ + 9y = 0.
С38. x3y′′′ + 15x2y′′ + 61xy′ + 64y = 0.
С39. (x+ 2)2y′′ − 5(x+ 2)y′ + 8y = 0.
С40. (x+ 3)2y′′ + 2(x+ 3)y′ − 6y = 0.
С41. 2(2x + 1)2y′′ − (2x+ 1)y′ + 2y = 0.
С42. (x− 1)2y′′ + 5(x− 1)y′ + 8y = 0.
С43. (2x+ 3)2y′′ − 2(2x+ 3)y′ + 4y = 0.
С44. 2(x+ 5)2y′′ + (x+ 5)y′ − y = 0.
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С45. (3x+ 1)2y′′ + 8(3x+ 1)y′ − 6y = 0.
С46. (5x+ 7)2y′′ − 25(5x+ 7)y′ + 225y = 0.
С47. (x+ 3)3y′′′ + 5(x+ 3)2y′′ − 2(x+ 3)y′ − 6y = 0.
С48. (2x+ 5)3y′′′ + 9(2x+ 5)2y′′ + 4(2x+ 5)y′ − 8y = 0.
С49. (x+ 2)3y′′′ + 3(x+ 2)2y′′ − (x+ 2)y′ − 4y = 0.
С50. (1− x2)y′′ − xy′ + 3y = 0.
Знайти розв’язки задач Кошi:
С51. y′′ + 2y′ + 5y = 0; y(0) = 0, y′(0) = 2.
С52. y(4)+y′′ = 0; y(0) =−2, y′(0) = 1, y′′(0) = y′′′(0) = 0.
С53. y′′ + y′ − 6y = 0; y(0) = 0, y′(0) = 5.
С54. y′′ − 6y′ + 5y = 0; y(0) = 0, y′(0) = 4.
С55. y′′ + y′ − 12y = 0; y(0) = 0, y′(0) = 7.

Вiдповiдi

А1. y = C1e
3x + C2e

5x. А2. y = C1e
−x cos x+ C2e

−x sinx.
А3. y = C1 + C2e

2x. А4. y = C1 cos 3x + C2 sin 3x. А5. y =
= C1 + C2x + C3e

2x. А6. y = C1e
−3x + C2e

2x + C3xe
2x.

А7. y = C1e
x + C2e

−x + C3 cos x + C4 sinx. А8. y =
= C1x

2 + C2x
4. А9. y = C1x

−1 + C2x
3 + C3x

3 lnx. А10. y =
= C1(2x − 3)−3 + C2(2x − 3)2. А11. y = C1(x + 1)3 +
+ C2(x + 1) sin ln(x + 1) + C3(x + 1) cos ln(x + 1). А12. y =
= C1 cos(4 arccos x) + C2 sin(4 arccos x). А13. y = ex − e−2x.
С1. y = C1e

−2x + C2e
x. С2. y = C1 cos 2x + C2 sin 2x.

С3. y = C1e
−x cos x + C2e

−x sinx. С4. y = C1e
5x + C2xe

5x.
С5. y = C1e

−x cos 2x + C2e
−x sin 2x. С6. y = C1e

3x + C2e
−x.

С7. y = C1e
4x cos 2x + C2e

4x sin 2x. С8. y = C1e
−2x +

+ C2xe
−2x. С9. y = C1e

−3x + C2e
2x. С10. y = C1e

x +
+C2xe

x. С11. y = C1e
x cos x+C2e

x sinx. С12. y = C1e
−7x +

+ C2xe
−7x. С13. y = C1e

7
2
x + C2e

−x. С14. y = C1e
x +

+ C2e
5x. С15. y = C1e

x
2 cos x+ C2e

x
2 sinx. С16. y = C1e

2x +
+C2e

3x+C3e
−5x. С17. y = C1e

3x+C2e
−x+C3e

−3x. С18. y =
= C1e

x+C2e
2x cos 4x+C3e

2x sin 4x. С19. y = C1e
3x+C2xe

3x+
+ C3e

−x. С20. y = C1e
−3x + C1xe

−3x + C1x
2e−3x. С21. y =
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= C1e
x+C2e

2x+C3e
−3x+C4e

−5x. С22. y = C1+C2x+C3 cos x+
+C4 sinx. С23. y = C1e

x +C2e
−5x +C3e

3x cos x+C4e
3x sinx.

С24. y = C1e
x + C2xe

x + C3 cos 2x + C4 sin 2x. С25. y =
= C1e

2x + C2xe
2x + C3x

2e2x + C4e
−6x. С26. y = C1x + C2/x.

С27. y = C1x + C2
√
x. С28. y = C1x + C2/x

2. С29. y =
= C1x lnx + C2x. С30. y = C1x cos(3 lnx) + C2x sin(3 ln x).
С31. y = C1x

2√x + C2√
x
. С32. y = C1x

3 + C2x
5. С33. y =

= (C1 + C2 lnx)/x
3. С34. y = C1

x2
+ C2

3
√
x2. С35. y =

= C1x + C2x
2 + C3x

4. С36. y = C1x
2 + C2x

2 cos(2 ln x) +
+C3x

2 sin(2 ln x). С37. y = C1/x+C2x
3+C3x

3 lnx. С38. y =
= (C1 + C2 lnx + C3 ln

2 x)/x4. С39. y = C1(x + 2)2 +
+ C2(x + 2)4. С40. y = C1

(x+3)3
+ C2(x + 3)2. С41. y =

= C1(2x+1)+C2
4
√
2x+ 1. С42. y = 1

(x−1)2
(C1 cos(2 ln(x−1))+

+ C2 sin(2 ln(x − 1))). С43. y = (2x + 3)(C1 ln(2x + 3) + C2).
С44. y = C1√

x+5
+ C2(x + 5). С45. y = C1

3
√
3x+ 1 + C2

(3x+1)2
.

С46. y = (C1 +C2 ln(5x+7))(5x+7)3. С47. y = C1(x+3)2 +
+ C2

x+3 + C3
(x+3)2

. С48. y = C1
(2x+5)2

+ C2√
2x+5

+ C3(2x + 5).
С49. y = C1(x + 2)2 + 1

x+2(C2 cos ln(x + 2) + C3 sin ln(x + 2)).
С50. y = C1 cos(

√
3 arccos x) + C2 sin(

√
3 arccos x). С51. y =

= e−x sin 2x. С52. y = x− 2. С53. y = e2x − e−3x. С54. y =
= e5x − ex. С55. y = e3x − e−4x.
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Тема 16. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi
рiвняння другого порядку

Короткi теоретичнi вiдомостi

16.1. Замiна шуканої функцiї. Зведення до канонi-
чної форми. Лiнiйне однорiдне рiвняння другого порядку

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (16.1)

де p(x), q(x) — неперервнi на деякому iнтервалi (a, b) функцiї,
з допомогою замiни

y = e−
1
2

∫
p(x)dx · z(x) (16.2)

можна звести до рiвняння без першої похiдної

z′′ + I(x) z = 0, (16.3)

де

I(x) = q(x)− p′(x)
2

− p2(x)

4
. (16.4)

Рiвняння (16.3) називають канонiчною формою рiвняння
(16.1), а функцiю I(x) — iнварiантом цього рiвняння. Якщо
рiвняння (16.3) iнтегрується у квадратурах, то у квадратурах
iнтегруватиметься також рiвняння (16.1). Так, наприклад, бу-
де, коли I(x) = C, I(x) = Cx−2 або I(x) = C(ax+ b)−2. У пер-
шому випадку (16.3) — рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, у
другому, третьому — рiвняння Ейлера та рiвняння Лагранжа
вiдповiдно (с. 142–143).

При iнтегруваннi рiвняння (16.1) iнколи корисною є ком-
бiнацiя пiдстановок (15.4) i (16.2). Перша з них зводить рiв-
няння (16.1) до рiвняння зi сталим коефiцiєнтом бiля шуканої
функцiї, а друга — знищує доданок з першою похiдною вiд
шуканої функцiї. У результатi можемо одержати рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами.
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16.2. Замiна незалежної змiнної. Звести рiвняння
(16.1) до рiвняння без першої похiдної можна також з допо-
могою замiни незалежної змiнної x = ϕ(t), де ϕ(t) — деяка
функцiя. Тодi функцiя y(t) є розв’язком рiвняння

y′′ +
(
p1
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)− ϕ′′(t)

ϕ′(t)

)
y′ + p2

(
ϕ(t)

)(
ϕ′(t)

)2
y = 0.

Добираючи тепер функцiю ϕ(t) так, щоб вираз бiля y′ до-
рiвнював нулю, одержуємо:

ϕ′′(t)
(ϕ′(t))2

= p1
(
ϕ(t)

) ⇒ ϕ′(t) = e−
∫
p1dx,

звiдки

t =

∫
e−

∫
p1(x)dxdx. (16.5)

16.3. Зведення до самоспряженого вигляду. Лiнiйне
однорiдне рiвняння другого порядку вигляду

p0(x)y
′′ + p1(x)y

′ + p2(x)y = 0, (16.6)

де p0(x), p1(x), p2(x) — неперервнi функцiї на деякому iнтер-
валi (a, b), пiсля множення на

μ(x) =
1

p0(x)
e
∫ p1(x)

p0(x)
dx (16.7)

можна звести до самоспряженого вигляду, тобто до рiвняння,
в якому коефiцiєнт бiля y′ дорiвнює похiднiй вiд коефiцiєнта
бiля y′′:

p(x)y′′ + p′(x)y′ + q(x)y = 0 ⇒(
p(x)y′

)′
+ q(x)y = 0. (16.8)

Якщо в рiвняннi (16.8) зробити замiну ξ =
∫

dx
p(x) , то одер-

жимо рiвняння вигляду (16.3).
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16.4. Зведення до рiвняння Рiккатi. Порядок рiвнян-
ня (16.1) завжди можна знизити на одиницю, якщо скориста-
тися загальним правилом зниження порядку рiвнянь, одно-
рiдних вiдносно шуканої функцiї та її похiдних (c. 122). Якщо
в рiвняннi (16.1) зробити замiну

y′ = yz(x), (16.9)

то одержимо рiвняння Рiккатi z′ = −z2 − p(x)z − q(x). Якщо
z1(x) — частинний розв’язок цього рiвняння, то функцiя

y1 = e
∫
z1(x)dx (16.10)

буде частинним розв’язком рiвняння (16.1).
Навпаки, будь-яке рiвняння Рiккатi

y′ = p(x) + q(x)y + r(x)y2

з допомогою замiни y = − u′
ur(x) можна звести до лiнiйного

рiвняння другого порядку.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 16.1. Звести рiвняння x2y′′+xy′+(x2−1/4)y = 0
до канонiчної форми та зiнтегрувати його.
Розв’язання. Оскiльки p(x) = x−1, q(x) = 1 − x−2/4, то за
формулою (16.4) знаходимо iнварiант

I(x) = 1 + (−1/4 + 1/2− 1/4)x−2 = 1.

Отже, замiна y = e−
1
2

∫
dx
x z = zx−1/2 зводить задане рiв-

няння до рiвняння z′′ + z = 0, загальний розв’язок якого
z = C1 cos x+ C2 sinx. Оскiльки y = zx−1/2, то

y = x−1/2(C1 cos x+ C2 sinx). �

Приклад 16.2. Зiнтегрувати рiвняння x4y′′+4y = 0, ком-
бiнуючи замiну незалежної змiнної та шуканої функцiї.
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Розв’язання. Зробимо замiну незалежної змiнної за форму-
лою (15.4):

t = C

∫ √
4

x4
dx = 2C

∫
dx

x2
= −2C

x

i вiзьмемо сталу C = 1/2. Тодi t = −1/x або x = −1/t. Пiд-
ставляючи у рiвняння x = −1/t, а також похiднi

dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
=
dy

dt
t2,

d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dt
t2
)
t2 =

d2y

dt2
t4 + 2

dy

dt
t3,

вiдносно функцiї y = y(t) одержуємо рiвняння

1

t4
(
y′′ t4 + 2t3y′

)
+ 4y = 0 ⇒ y′′ +

2

t
y′ + 4y = 0.

Останнє рiвняння зведемо до канонiчної форми, виконую-
чи замiну (16.2): y = e−

∫
dt
t z(t) = z(t)

t . Оскiльки за формулою
(16.4) iнварiант I(t) = 4, то для знаходження функцiї z = z(t)
одержуємо рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

z′′ + 4z = 0 ⇒ z = C1 cos 2t+ C2 sin 2t.

Пiсля повернення до змiнних x i y одержуємо загальний
розв’язок заданого рiвняння

y = x

(
C1 cos

2

x
+ C2 sin

2

x

)
. �

Приклад 16.3. Звести рiвняння xy′′ + y′/2 − y = 0, де
x > 0, до самоспряженого вигляду та зiнтегрувати його.
Розв’язання. Використовуючи формулу (16.7), знаходимо
функцiю μ(x): μ(x) = e

∫
dx
2x = e

1
2
lnx =

√
x. Помноживши зада-

не рiвняння на цю функцiю, одержуємо рiвняння у самоспря-
женому виглядi:

√
xy′′ +

1

2
√
x
y′ − 1√

x
y = 0 ⇒ (√

xy′
)′ − 1√

x
y = 0.



154 16. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння другого порядку

Зробимо замiну ξ =
∫
dx√
x
= 2

√
x. Тодi dy

dx = dy
dξ

dξ
dx = dy

dξ
1√
x
,

d
dx

(√
x dydx

)
= d

dξ

(√
xdydξ

1√
x

)
dξ
dx = d2y

dξ2
1√
x
i, пiдставляючи у зада-

не рiвняння, пiсля нескладних перетворень, для знаходження
функцiї y = y(ξ) одержуємо рiвняння y′′ − y = 0. Звiдси

y(ξ) = C1e
ξ + C2e

−ξ ⇒ y(x) = C1e
2
√
x + C2e

−2
√
x. �

Приклад 16.4. З допомогою замiни незалежної змiнної
звести рiвняння (1 − x2)y′′ − xy′ + k2y = 0 до рiвняння без
першої похiдної та зiнтегрувати його.
Розв’язання. Користуючись формулою (16.5), одержуємо:

t =

∫
e
∫

x
1−x2

dx
dx =

∫
e−

1
2
ln |1−x2|+Cdx =

= C

∫
dx√
1− x2

= C arcsinx.

Вiзьмемо C = 1. Тодi x = sin t = ϕ(t) i для знаходження
функцiї y(t) маємо рiвняння

y′′ +
k2

1− sin2 t
cos2 t · y = 0 ⇒ y′′ + k2y = 0,

загальним розв’язком якого є функцiя

y = C1 cos kt+ C2 sin kt.

Повертаючись до змiнної x, знаходимо загальний розв’я-
зок початкового рiвняння

y = C1 cos(k arcsinx) + C2 sin(k arcsinx). �

Приклад 16.5. Знайти частинний розв’язок рiвняння

y′′ + xy′ − (2x2 + 1)y = 0,

попередньо звiвши його до рiвняння Рiккатi.
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Розв’язання. Виконуючи пiдстановку (16.9), одержуємо рiв-
няння z′ = −z2 − xz + 2x2 + 1, частинним розв’язком якого,
як легко переконатись, є функцiя z1 = x. Отже, згiдно з фор-
мулою (16.10) початкове рiвняння має частинний розв’язок
y1 = ex

2/2. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати рiвняння, звiвши їх до канонiчної форми:
А1. y′′ − 2xy′ + x2y = 0.

А2. xy′′ − 2(x+ 1)y′ + (x+ 2)y = 0.

А3. (x2 − x)y′′ + (x+ 1)y′ − y = 0.

А4. y′′ + 2
xy

′ − a2y = 2.

А5. x2y′′ + xy′ + (x2 − 1/4) = 2x5/2ex.

А6. x2y′′ + 2x4y′ + (x6 + 2x3 + 1)y = 0.
Зiнтегрувати рiвняння, звiвши їх з допомогою замiни не-

залежної змiнної до рiвнянь без першої похiдної:
А7. y′′ + tg x · y′ + cos2 x · y = 0.

А8. y′′ + 2xy′
x2+1

+ y
(x2+1)2

= 0.

А9. xy′′ − y′ − 4x3y = 0.

А10. x4y′′ + 2x3y′ − y = 0.

А11. 2xy′′ + y′ − 2y = 0.

А12. xy′′ − 2y′ + 9x5y = 0.
Звести рiвняння до самоспряженого вигляду:
А13. xy′′ + 2y′ + 5xy = 0.
А14. xy′′ + (1− 2x)y′ + ny = 0.
А15. x2y′′ + 2x2y′ + y = 0.

А16. (1 − x2)y′′ − xy′ + n2y = 0.
Комбiнуючи замiну незалежної змiнної i шуканої функцiї,

зiнтегрувати рiвняння:
А17. x4y′′ − k2y = 0.

А18. y′′ + 2xy′ + (x2 + x−2 + 1)y = 0.
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Звести лiнiйнi рiвняння другого порядку до рiвнянь Рiк-
катi:

А19. xy′′ − 7y′ + xy = 0.
А20. x2y′′ − 2xy′ + y = 0.
А21. x4/3y′′ − y = 0.
А22. Рiвняння Рiккатi y′ = y2 + y

x +
1
x звести до лiнiйного

диференцiального рiвняння другого порядку.
А23. Нехай(

p(x)u′
)′
+ q(x)u = f(x),

(
p(x)v′

)′
+ q(x)v = g(x).

Довести тотожнiсть Лагранжа

(
p(t)(u(t)v′(t)− u′(t)v(t))

)∣∣t=x
t=x0

=

∫ x

x0

(
g(p)u(p) − f(p)v(p))

)
dp.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати рiвняння, звiвши їх до канонiчної форми:
С1. x(x+ 1)y′′ + (4x+ 2)y′ + 2y = 0.
С2. 2xy′′ − (x+ 4)y′ + (1 + 4/x)y = 0.
С3. (1 + x2)2y′′ + 2x(1 + x2)y′ + y = 1 + x2.
С4. xy′′ + 2y′ − xy = 2ex.
С5. x2y′′ − 2xy′ + (x2 + 2)y = 0.

С6. xy′′ − (4x+ 2)y′ + (4x+ 4)y = 0.
Зiнтегрувати рiвняння, звiвши їх з допомогою замiни не-

залежної змiнної до рiвнянь без першої похiдної:
С7. x4y′′ + 2x3y′ + k2y = 0.

С8. y′′ − y′ + e2xy = 0.

С9. (x2 + 1)y′′ + xy′ + y = 0.

С10. y′′ sinx− y′ cos x− y sin3 x = 0.

С11. xy′′ + y′/2 + y = 0.

С12. xy′′ − (1 + 2x2)y′ − 24x3y = 0.
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Звести рiвняння до самоспряженого вигляду:
С13. y′′ − 2xy′ + 3y = 0.
С14. xy′′ − (2x2 + 1)y′ + 4y = 0.
С15. x(x− 1)y′′ + ((α+ β + 1)x− γ)y′ + 2αβy = 0.
С16. x(x+ 3)y′′ − 4(x2 + 3)y′ + 6xy = 0.
Комбiнуючи замiну незалежної змiнної i шуканої функцiї,

зiнтегрувати рiвняння:
С17. y′′ − 2xy′ + (x2 − x−2 − 1)y = 0.
Звести лiнiйнi однорiднi рiвняння другого порядку до рiв-

нянь Рiккатi:
С18. x2y′′ + xy′ − y = 0.

С19. x4y′′ + 2x3y′ + 9y = 0.

С20. x2y′′ − 2xy′ + (x2 + 2)y = 0.
Рiвняння Рiккатi звести до лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь другого порядку:
С21. y′ = 5y + y2 + x2.

С22. y′ = y2 − x−4/3.

С23. Довести, що якщо y1(x), y2(x) — розв’язки рiвняння
(16.8), то iснує така стала C, що y1(x)y′2(x)−y′1(x)y2(x) = C

p(x) .

С24. Використовуючи результат попередньої задачi, до-
вести, що два розв’язки y1(x), y2(x) рiвняння (16.8) (p(x) i
q(x) — неперервнi функцiї), якi мають спiльну точку екстре-
муму x = x0, є лiнiйно незалежними.

Вiдповiдi

А1. y = e
x2

2 (C1 cosx + C2 sinx). А2. y = C1e
x +

+ C2e
xx3. А3. y(x − 1) = C1 + C2x

2. А4. y = C1e
ax

x +

+ C2e
−ax

x − 2
a2 . А5. y

√
x = C1 cosx + C2 sinx + (x − 1)ex.

А6. y =
√
xe−

x3

3

(
C1 sin

(√
3
2 lnx

)
+ C2 cos

(√
3
2 lnx

))
. А7. y =

= C1 sin(sinx) + C2 cos(sinx). А8. y = C1 sin(arctg x) +

+C2 cos(arctg x). А9. y = C1e
x2

+C2e
−x2

. А10. y = C1e
1
x +C2e

− 1
x .

А11. y = C1e
2
√
x + C2e

−2
√
x. А12. y = C1 cosx

3 + C2 sinx
3.
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А13. (x2y′)′+5xy = 0. А14. (xe−2xy′)′+ne−2xy = 0. А15. (e2xy′)′+
+ e2x

x2 y = 0. А16.
(√

1− x2y′
)′
+ n2√

1−x2 y = 0. А17. y = C1xe
k
x +

+ C2xe
− k

x . А18. y = e−
x2

2
√
x
(
C1 cos

(√
3
2 lnx

)
+ C2 sin

(√
3
2 lnx

))
.

А19. xz′ + xz2 − 7z + x = 0. А20. x2z′ + x2z2 − 2xz + 1 = 0.
А21. z′ + z2 − x−4/3 = 0. А22. xz′′ − z′ + z = 0. С1. x(x + 1)y =

= C1x+C2. С2. y = C1x+C2xe
x
2 . С3. y = C1x+C2+x ln(x+

√
x2+1)√

x2+1
−1.

С4. y = C1e
x+C2e

−x

x + ex. С5. y = C1x cosx + C2x sinx. С6. y =

= C1e
2x+C2e

2xx3. С7. y = C1 sin
k
x +C2 cos

k
x . С8. y = C1 sin(e

x)+

+ C2 cos(e
x). С9. y = C1 sin(x +

√
x2 + 1) + C2 cos(x +

√
x2 + 1).

С10. y = C1e
cosx + C2e

− cosx. С11. y = C1 cos(2
√
x) + C2 sin(2

√
x).

С12. y = C1e
3x2

+ C2e
−2x2

. С13. (e−x2

y′)′ + 3e−x2

y = 0.

С14.
(

e−x2

x y′
)′

+ 4e−x2

x2 y = 0. С15.
(
xγ(x− 1)α+β−γ+1y′

)′
+

+ 2αβxγ−1(x − 1)α+β−γy = 0. С16.
(

(x+3)16

x4e4x y′
)′

+ 6 (x+3)15

x4e4x y = 0.

С17. y = e
x2

2
√
x
(
C1x

√
5

2 + C2x
−

√
5

2

)
. С18. x2z′+ x2z2+ xz− 1 = 0.

С19. x4z′+x4z2+2x3z+9 = 0. С20. x2z′+x2z2− 2xz+x2+2 = 0.
С21. z′′ − 5z′ + x2z = 0. С22. x4/3z′′ − z = 0.
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Тема 17. Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку (I)

Короткi теоретичнi вiдомостi

17.1. Структура загального розв’язку неоднорiдно-
го рiвняння. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диференцiаль-
не рiвняння n-го порядку

L(y) ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn(x)y = f(x), (17.1)

де коефiцiєнти p1(x), p2(x), . . . , pn(x) i права частина f(x) є
неперервними на деякому iнтервалi (a, b), а також вiдповiдне
однорiдне рiвняння

L(y) = 0. (17.2)

Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (17.1) дорiв-
нює сумi будь-якого частинного розв’язку цього рiвняння i за-
гального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння (17.2).
Тобто, якщо Y = Y (x) — деякий частинний розв’язок рiвнян-
ня (17.1), а

y0 = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn (17.3)

є загальним розв’язком рiвняння (17.2), то загальним розв’яз-
ком рiвняння (17.1) є

y = C1y1 + C2y2 + . . . +Cnyn + Y. (17.4)

Якщо права частина лiнiйного неоднорiдного рiвняння
(17.1) є сумою декiлькох доданкiв, тобто

L(y) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fm(x),

то частинним розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiвняння
(17.1) буде функцiя Y = y1 + y2 + . . .+ ym, де yj — частинний
розв’язок рiвняння L(y) = fj(x).

17.2. Метод варiацiї довiльних сталих. Для знаходже-
ння загального розв’язку неоднорiдного рiвняння (17.1) часто
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застосовують метод варiацiї довiльних сталих (метод Ла-
гранжа), який завжди дозволяє знайти загальний розв’язок
рiвняння (17.1) у квадратурах, якщо вiдома фундаментальна
система розв’язкiв y1, y2, . . . , yn вiдповiдного однорiдного рiв-
няння (17.2). Цей метод полягає у тому, що розв’язок рiвняння
(17.1) шукається у виглядi

y = C1(x)y1 + C2(x)y2 + . . .+ Cn(x)yn, (17.5)

де C1(x), C2(x), . . . , Cn(x) — деякi неперервно диференцiйовнi
функцiї, якi потрiбно знайти. Цi функцiї знаходять з системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0,

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . .+ C ′

ny
′
n = 0,

. . . . . . . . .

C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . . +C ′

ny
(n−2)
n = 0,

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . . +C ′

ny
(n−1)
n = f(x).

Оскiльки визначником цiєї системи є вронскiанW (x), який
вiдмiнний вiд нуля для всiх x ∈ (a, b), то система має єдиний
розв’язок

C ′
j(x) =

Wnj(x)f(x)

W (x)
⇒ Cj(x) =

x∫
x0

Wnj(x)f(x)

W (x)
dx+ Cj ,

де j = 1, 2, . . . , n, Wnj(x) — алгебричне доповнення елементiв
n-го рядка вронскiана W (x), Cj — довiльнi сталi, а x0 ∈ (a, b).

Пiдставляючи знайденi вирази для функцiй Cj(x) у фор-
мулу (17.5), одержуємо

y =

n∑
j=1

yj ·
x∫

x0

Wnj(x)f(x)

W (x)
dx+

n∑
j=1

Cjyj. (17.6)

17.3. Метод Кошi. Нехай y1, y2, . . . , yn – фундаменталь-
на система розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння (17.2).
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Використовуючи формулу (17.3), побудуємо розв’язок рiвня-
ння (17.2), який задовольняє початковi умови

z(s) = 0, z′(s) = 0, . . . , z(n−2)(s) = 0, z(n−1)(s) = 1, (17.7)

де x = s — довiльна точка з iнтервалу (a, b). Цей розв’язок
позначимо через z = ϕ(x, s) (вiн залежить вiд s як вiд пара-
метра). Функцiя z = ϕ(x, s) як функцiя змiнної x є розв’язком
однорiдного рiвняння (17.2) для кожного s ∈ (a, b) i, крiм того,
як функцiя змiнної x задовольняє умови

ϕ(s, s) = 0, ϕ′(s, s) = 0, . . . ,

ϕ(n−2)(s, s) = 0, ϕ(n−1)(s, s) = 1,
(17.8)

де ϕ(j)(s, s) = djϕ(x,s)
dxj

∣∣∣
x=s

. Тодi функцiя

Y (x) =

∫ x

x0

ϕ(x, s)f(s)ds, (17.9)

де x0 ∈ (a, b) – довiльна точка, є частинним розв’язком рiвня-
ння (17.1), який задовольняє нульовi початковi умови, тобто

Y (x0) = 0, . . . , Y ′(x0) = 0, . . . , Y (n−1)(x0) = 0.

Формулу (17.9) називають формулою Кошi . Використо-
вуючи цю формулу, загальний розв’язок лiнiйного неоднорi-
дного рiвняння (17.1) можемо записати у виглядi

y = y0 +

∫ x

x0

ϕ(x, s)f(s)ds,

де y0 — загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвня-
ння (17.2).
Функцiєю Кошi оператора L(y) називають розв’язок за-

дачi Кошi

L(y) = 0,

y(0) = 0, y′(0) = 0, . . . , y(n−2)(0) = 0, y(n−1)(0) = 1.
(17.10)
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 17.1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ − y′
x = x.

Розв’язання. Зiнтегруємо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

y′′ − y′

x
= 0 ⇒ y′′

y′
=

1

x
⇒ (

ln y′ − lnx
)′
= 0 ⇒

y′

x
= C1 ⇒ y = C1x

2 + C2.

Отже, y1 = x2, y2 = 1 – фундаментальна система розв’яз-
кiв. Нехай C1 = C1(x) i C2 = C2(x). Складемо систему{

C ′
1(x)x

2 + C ′
2(x) · 1 = 0,

2C ′
1(x)x+ C ′

2(x) · 0 = x.

Звiдси C ′
1(x) = 1/2, C ′

2(x) = −x2/2, а отже,
C1(x) = x/2 + C1, C2(x) = −x3/6,

де C1, C2 — довiльнi сталi. Пiдставляючи C1(x) i C2(x) у за-
гальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння, одер-
жуємо загальний розв’язок заданого неоднорiдного рiвняння:

y = C1x
2 + C2 − x3

3
. �

Приклад 17.2. Знаючи фундаментальну систему розв’яз-
кiв y1 = lnx, y2 = x вiдповiдного однорiдного рiвняння, зна-
йти частинний розв’язок рiвняння

x2(1− lnx)y′′ + xy′ − y =
(1− lnx)2

x
,

який прямує до нуля при x→ +∞.
Розв’язання. Застосовуючи метод варiацiї довiльних сталих,
знайдемо загальний розв’язок заданого рiвняння:

y = C1(x) lnx+ C2(x)x ⇒
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{
C ′
1(x) ln x+ C ′

2(x)x = 0,

C ′
1(x)

1
x + C ′

2(x) =
1−lnx
x3

⇒ C ′
1(x) =

1

x2
, C ′

2(x) = − lnx

x3
.

Iнтегруючи, знаходимо функцiї

C1(x) =
1

x
+ C1, C2(x) =

lnx

2x2
+

1

4x2
+ C2,

i, пiсля нескладних перетворень, одержуємо загальний розв’я-
зок

y = C1 lnx+ C2x+
1− 2 lnx

4x
. (17.11)

Якщо x→ ∞, то функцiї y1, y2 прямують до нескiнченно-
стi. Третiй доданок у (17.11) є нескiнченно малою функцiєю
при x→ ∞, у чому легко переконатися з допомогою правила
Лопiталя.

Отже, умову x → +∞ задовольняє тiльки частинний
розв’язок Y (x) = 1−2 lnx

4x . �
Приклад 17.3. Зiнтегрувати рiвняння y′′ +4y = f(x) ме-

тодом Кошi.
Розв’язання. Загальним розв’язком вiдповiдного рiвняння є
y0 = 1 cos 2x+ 2 sin 2x.

Використовуючи умови (17.7), одержуємо систему{
C1 cos 2s + C2 sin 2s = 0,
−2C1 sin 2s+ 2C2 cos 2s = 1.

Звiдси C1(x) = − sin 2s
2 , C2(x) =

cos 2s
2 , а тому розв’язок K(x, s)

має вигляд
K(x, s) =

1

2
sin 2(x− s).

Тепер згiдно з (17.9) можемо записати розв’язок заданого
рiвняння з нульовими початковими умовами:

Y (x) =
1

2

∫ x

x0

sin 2(x− s)f(s)ds.
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Таким чином, загальним розв’язком заданого рiвняння є

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+
1

2

∫ x

x0

sin 2(x− s)f(s)ds. �

Приклад 17.4. Побудувати функцiя Кошi диференцiаль-
ного оператора L(y) = y′′ + 2y′ + y.
Розв’язання. Згiдно з (17.10) потрiбно знайти розв’язок рiв-
няння y′′ + 2y′ + y = 0, який задовольняє початковi умови
y(0) = 0, y′(0) = 1.

Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння
має вигляд y0 = C1e

−x + C2xe
−x. Пiдставляючи його у поча-

тковi умови, знаходимо сталi C1 = 0, C2 = 1. Отже, шуканою
функцiєю Кошi є функцiя K(x) = xe−x. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

1. Зiнтегрувати рiвняння методом варiацiї довiльних ста-
лих.

А1. y′′ + 4y = sec 2x.

А2. y′′ − 2y′ + y =
ex

x
.

А3. y′′ − y′ =
2− x

x3
ex.

А4. y′′ + y =
1√

sin5 x cos x
.

А5. x2y′′ + xy′ − y = sinx.
А6. y′′ + y = 2 sec3 x.

А7. y′′ − y =
ex − e−x

ex − e−x
.

А8. y′′ − 3y′ + 2y =
1

ex + 1
.

2. Знайти розв’язок задачi Кошi.

А9. y′′ − 2y′ + y =
ex

x2 + 1
, y(0) = 1, y′(0) = 1.

А10. y′′ + 9y =
1

sin 3x
, y(π/6) = 1, y′(π/6) = π/6.
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А11. y′′ +
y

4
=

1

sin3 x2
, y(π) = 0, y′(π) = 0.

А12. y′′ + 9y = ctg2 3x, y(π/2) = −2/9, y′(π/2) = 3.
А13. y′′ + 4y′ + 4y = e−2x lnx, y(1) = 0, y′(1) = −e−2.
3. Знайти частинний розв’язок рiвняння iз заданими умо-

вами на нескiнченностi (y1, y2 — фундаментальна система
розв’язкiв вiдповiдного однорiдного рiвняння).

А14. (1+x2)y′′+2xy′ =
1

x2 + 1
, lim
x→+∞ y(x) =

π2

8
, y′(0) = 0.

А15. 4xy′′ + 2y′ + y = 1, lim
x→+∞ y(x) = 1; y1 = sin

√
x,

y2 = cos
√
x.

А16. 2x2(2− lnx)y′′ + x(4− lnx)y′ − y = (2− lnx)2x−1/2,
lim

x→+∞ y(x) = 0; y1 = lnx, y2 =
√
x.

А17. x3(lnx − 1)y′′ − x2y′ + xy = 2 lnx, lim
x→+∞ y(x) = 0;

y1 = x, y2 = lnx.
4. Зiнтегрувати рiвняння методом Кошi або знайти розв’я-

зок задачi Кошi.
А18. x2y′′ + xy′ − y = sinx.

А19. y′′ − 3y′ =
9e−3x

e−3x + 3
.

А20. y′′ + y =
1

cos x
, y(0) = 1, y′(0) = 1.

А21. y′′ + 2y′ + y = e2x, y(1) = 1, y′(1) = 0.

А22. y′′ + 4y = sinx, y(0) = 1, y′(0) = 1.
5. Побудувати функцiю Кошi диференцiального операто-

ра.
А23. L(y) = y′′ − 2y′ + 2y.

А24. L(y) = y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y.

А25. L(y) = y(4) + 4y′′ + 3y.

А26. L(y) = y(4) − 4y′′.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи
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1. Зiнтегрувати рiвняння методом варiацiї довiльних ста-
лих.

С1. y′′ + y = tg2 x.

С2. y′′ − y′ =
1

ex + 1
.

С3. y′′ + 2y′ + 2y =
1

ex sinx
.

С4. y′′ − 6y′ + 8y =
4e2x

1 + e−2x
.

С5. y′′ + 4y′ + 4y =
e−2x

x+ 1
.

С6. y′′ + y =
1√

sin7 x cos8 x
.

С7. y′′ + 2y = 2− 4x2 sinx2.
С8. y′′′ + y′ = tg x sec x.
2. Знайти розв’язок задачi Кошi.

С9. y′′ + 16y =
1

cos3 4x
, y(0) = −1/32, y′(0) = −4.

С10. y′′ + 2y′ + 2y = e−x tg x, y(0) = 1, y′(0) = −2.

С11. y′′ − 4y′ + 4y =
e2x sinx

cos3 x
, y(0) = 1, y′(0) = 5/2.

С12. y′′ + 3y′ =
3x− 1

x2
, y(1) = 1, y′(1) = −2.

С13. y′′ − 4y = (15− 16x2)
√
x, y(0) = 0, y′(0) = 4.

3. Знайти частинний розв’язок рiвняння iз заданими умо-
вами на нескiнченностi (y1, y2 — фундаментальна система
розв’язкiв вiдповiдного однорiдного рiвняння).

С14. 4xy′′ + 2y′ + y =
x+ 6

x2
, lim
x→+∞ y(x) = 0; y1 = sin

√
x,

y2 = cos
√
x.

С15. (1−x)y′′+xy′−y = (x−1)2ex, lim
x→−∞ y(x)=0, y(0)=1;

y1 = x, y2 = ex.

С16. y′′ +
2

x
y′ − y = 4ex, lim

x→−∞ y(x) = 0, y′(−1) = −e−1;

y1 =
ex

x , y2 =
e−x

x .
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С17. x(x−2)y′′−(x2−2)y′−2(1−x)y = 2x−2, lim
x→+∞ y(x)=1;

y1 = x2, y2 = ex.
4. Зiнтегрувати рiвняння методом Кошi або знайти розв’я-

зок задачi Кошi.

С18. y′′ +
3

4
y′ =

1

2 + e−
3
4

.

С19. y′′ + 9y = 36e3x.

С20. y′′ + y = cosx+
1√

cos3 2x
.

С21. y′′ + xy′ + y = 2ex, y(0) = 0, y′(0) = 1.

С22. y′′ + 4y =
1

sinx
, y(π/2) = 1, y′(π/2) = −2.

5. Побудувати функцiю Кошi диференцiального операто-
ра.

С23. L(y) = y′′ − y′ + y.

С24. L(y) = y′′′ + 4y′′ − y′ − 4y.

С25. L(y) = y(4) − 5y′′ + 4y.

С26. L(y) = y(5) − 10y′′′ + 9y.
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Тема 18. Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку (II)

Короткi теоретичнi вiдомостi

18.1. Метод невизначених коефiцiєнтiв. Метод не-
визначених коефiцiєнтiв використовують для вiдшукання ча-
стинного розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiально-
го рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

y(n) + a1y
(n−1) + . . . + an−1y

′ + any = f(x), (18.1)

якщо його права частина f(x) має спецiальний вигляд.
Якщо функцiя f(x) є добутком многочлена степеня m на

експоненцiальну функцiю, тобто

f(x) = Rm(x)e
αx =

m∑
k=0

rkx
m−keαx,

i число α не є коренем характеристичного рiвняння для вiд-
повiдного однорiдного рiвняння, то частинний розв’язок рiв-
няння (18.1) шукають у виглядi добутку многочлена степеня
m з невiдомими коефiцiєнтами на експоненцiальну функцiю:

Y = Qm(x)e
αx =

m∑
k=0

qkx
m−keαx.

Якщо функцiя f(x) є добутком многочлена степеня m на
експоненцiальну функцiю i число α є коренем кратностi s ха-
рактеристичного рiвняння для вiдповiдного однорiдного рiв-
няння, то частинний розв’язок рiвняння (18.1) шукають у ви-
глядi

Y = Qm(x)x
seαx =

m∑
k=0

qkx
m+s−keαx.

Якщо функцiя f(x) має вигляд

f(x) = eax
(
R(1)
m1

(x) cos bx+R(2)
m2

(x) sin bx
)
, (18.2)
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де R(1)
m1(x) i R

(2)
m2(x) — многочлени степенiв m1 i m2 вiдповiд-

но, а число a + bi не є коренем характеристичного рiвняння
для вiдповiдного однорiдного рiвняння, то частинний розв’я-
зок рiвняння (18.1) шукають у виглядi

f(x) = eax
(
Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx
)
,

де Q(1)
m (x) i Q(2)

m (x) — многочлени степеня m = max{m1,m2}
з невiдомими коефiцiєнтами.

Якщо функцiя f(x) має вигляд (18.2), а число a+bi є коре-
нем кратностi s характеристичного рiвняння для вiдповiдного
однорiдного рiвняння, то частинний розв’язок рiвняння (18.1)
шукають у виглядi

f(x) = eaxxs
(
Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx
)
,

де Q(1)
m (x) i Q(2)

m (x) — многочлени степеня m = max{m1,m2}
з невiдомими коефiцiєнтами.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 18.1. Зiнтегрувати рiвняння y′′−3y′−4y = 4e3x.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k2 − 3k− 4 = 0 має
коренi k1 = 4, k2 = − 1, а тому загальним розв’язком вiдпо-
вiдного однорiдного рiвняння є функцiя y0 = C1e

4x + C2e
−x.

Оскiльки число α = 3 не є коренем характеристичного рiв-
няння, то частинний розв’язок заданого неоднорiдного рiвня-
ння шукаємо у виглядi

Y = Ae3x.

Пiдставляючи Y у задане рiвняння, одержуємо тотожнiсть

9Ae3x − 9Ae3x − 4Ae3x ≡ 4e3x,
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з якої визначаємо, що A = −1. Отже, Y = −e3x, а загальним
розв’язком є

y = C1e
4x + C2e

−x − e3x. �

Приклад 18.2. Зiнтегрувати рiвняння y′′′−2y′′ = x2−ex.
Розв’язання. Коренями характеристичного рiвняння для
вiдповiдного однорiдного рiвняння є числа k1 = k2 = 0, k3 = 2,
а тому загальним розв’язком цього рiвняння є функцiя
y0 = C1 + C2x+ C3e

2x.
Праву частину неоднорiдного рiвняння запишемо у вигля-

дi f(x) = f1(x) + f2(x), де f1(x) = x2, f2(x) = −ex.
Оскiльки число α = 0 є коренем характеристичного рiв-

няння кратностi 2, а число α = 1 не є коренем характери-
стичного рiвняння, то частинний розв’язок заданого рiвняння
шукаємо у виглядi

Y = x2(Ax2 +Bx+ C) +Dex = Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dex.

Пiдставляючи Y у задане рiвняння, одержуємо тотожнiсть

−24Ax2 + (24A− 12B)x+ (6B − 4C)−Dex ≡ x2 − ex,

з якої, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x,
знаходимо невизначенi коефiцiєнти A, B, C, D:

x2 −24A = 1,
x1 24A − 12B = 0,
x0 6B − 4C = 0,
ex −D = −1

⇒ A = − 1

24
, B = − 1

12
, C = −1

8
, D = 1.

Отже, Y = −x4

24 − x3

12 − x2

8 + ex, а загальним розв’язком є

y = C1 + C2x+ C3e
2x − x4

24
− x3

12
− x2

8
+ ex. �

Приклад 18.3. Зiнтегрувати рiвняння y′′ + 4y = cos 2x.
Знайти також частинний розв’язок цього рiвняння, який за-
довольняє початковi умови y(0) = 1, y′(0) = 2.
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Розв’язання. Коренями характеристичного рiвняння для
вiдповiдного однорiдного рiвняння є числа k1 = 2i, k2 = − 2i,
а тому загальним розв’язком цього рiвняння є функцiя
y0 = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

Оскiльки число a + bi = 2i є коренем характеристичного
рiвняння кратностi 1, то частинний розв’язок заданого рiвня-
ння шукаємо у виглядi

Y = Ax cos 2x+Bx sin 2x.

Пiдставляючи Y у задане рiвняння, одержуємо тотожнiсть

−4A sin 2x− 4Ax cos 2x+ 4B cos 2x− 4Bx sin 2x+

+ 4Ax cos 2x+ 4Bx sin 2x ≡ cos 2x,

з якої, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля sin 2x i cos 2x, знаходимо
невизначенi коефiцiєнти A, B:

sin 2x −4A = 0,
cos 2x 4B = 1,

⇒ A = 0, B =
1

4
.

Отже, Y = 1
4x sin 2x, а загальним розв’язком є

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+
1

4
x sin 2x.

Враховуючи, що

y′ = −2C1 sin 2x+ 2C2 cos 2x+
1

4
sin 2x+

1

2
x cos 2x,

з початкових умов отримуємо:

C1 = 1, 2C2 = 2 ⇒ C2 = 1.

Отже, розв’язок задачi Кошi має вигляд

y = cos 2x+ sin 2x+
1

4
x sin 2x. �
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Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами методом невизначених коефiцiєнтiв:

А1. y′′ + y′ = 2x+ 10 cos 2x.
А2. y′′ − 4y′ + 8y = 4e2x + sin 2x.
А3. y′′′ − y′′ = −3x+ 1.
А4. y′′ + y = 4ex.
А5. y′′ − 4y′ + 4y = xex.
А6. y′′ − 3y′ + 2y = 3e−x + 2x2.
А7. y′′ − 3y′ = 4e4x − 18.
Для заданих рiвнянь записати їхнiй частинний розв’язок з

невизначеними коефiцiєнтами (числових значень коефiцiєнтiв
можна не знаходити):

А8. y′′ + 6y′ + 13y = x2e2x − cos 2x.

А9. y′′ − 2y′ + 2y = xex sinx.

А10. y′′ + 6y′ + 10y = 3xe−3x − e3x sinx.

А11. yIV + y′′ = 8x− 3 cos x.

А12. y′′ − 8y′ + 20y = 6xe4x cos 2x.

А13. y′′ + 7y′ + 10y = xe−2x sin 4x.

А14. y′′ − y = chx.
Знайти розв’язок задачi Кошi:
А15. y′′ − y = 2x; y(0) = 0, y′(0) = −4.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами методом невизначених коефiцiєнтiв:

С1. y′′ − 3y′ + 2y = sin 2x.
С2. y′′ − 2y′ − 3y = −4ex + 3.
С3. y′′ + 2y′ + y = 16e3x.
С4. y′′ − 4y′ + 3y = x2e2x.
С5. y′′ − 5y′ = 3ex + sin 5x.
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С6. y′′ + 2y′ + 2y = xe5x.
С7. y′′ + 2y′ − 3y = 25xe2x.
С8. y′′ − 9y = 18− 9x.
С9. y′′ + y = 4x cos x.
С10. y′′ − 5y′ + 4y = cos x.
С11. y′′ + y′ − 2y = 18xex.
С12. y′′ − 4y′ − 21y = 25x2e2x.
С13. y′′ − y = 2ex − x2.
С14. y′′′ − 3y′′ = e2x − ex.
С15. y′′ + 3y′ − 4y = 5e−4x + xe−x.
Для заданих рiвнянь записати їхнiй частинний розв’язок з

невизначеними коефiцiєнтами (числових значень коефiцiєнтiв
можна не знаходити):

С16. y′′ − 6y′ + 10y = 2xe3x + 3e−3x sinx.

С17. y′′ + 2y′ + y = 2xe−x + 3e−x sin 2x.
С18. y′′ − 2y′ + 2y = (x− ex) cos x.

С19. y′′′ + y′ = 2 sinx+ x cos x− 1.

С20. y′′ − 2y′ + 2y = ex + x sinx.

С21. y′′ + 3y′ + 2y = e−x sin2 x.
С22. y′′ − 6y′ + 8y = 5xe2x + e4x cos x.

С23. y′′ + 2y′ + y = x (e−x − sinx).

С24. y′′′ − y′′ − y′ + y = 3ex + 5x cos x.

С25. y′′ − 8y′ + 17y = e4x(x2 − 4x sin x).

С26. y′′ − 9y = e−3x(x2 + 3 sin 9x).

С27. y′′ + 4y = cos x cos 3x.

С28. y′′ − 4y′ + 4y = xe2x + e2x sin 4x.

С29. y′′′ − 2y′′ + 4y′ − 8y = e2x cos 2x+ 2x2.

С30. y′′′ − 4y′′ + 3y′ = x2 + xe4x.
Знайти розв’язки задач Кошi:
С31. y′′ + 4y = ex; y(0) = 0, y′(0) = 1.
С32. y′′ − 2y′ − 15y = 15; y(0) = 0, y′(0) = 5.
С33. y′′ + 3y′ − 10y = 8e3x; y(0) = 0, y′(0) = 1.
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С34. y′′ + 2y′ + 2y = 2x; y(0) = 3, y′(0) = 5.
С35. y′′ + 9y = 9; y(π/3) = 3, y′(π/3) = 6.
С36. y′′ − 10y′ + 2y = 2e5x; y(0) = 1, y′(0) = 10.
С37. y′′ − 6y′ + 8y = 3ex; y(0) = 1, y′(0) = −1.
С38. y′′′ − y′ = 3x2; y(0) = 0, y′(0) = 2, y′′(0) = 4.
С39. y′′′ − 9y′′ + 18y′ = 18; y(0) = 0, y′(0) = 2, y′′(0) = 9.
С40. y′′′ + 8y′′ + 5y′ − 14y = 36e2x; y(0) = −1, y′(0) = 1,

y′′(0) = −4.

Вiдповiдi

А1. y = C1 + C2e
−x + x2 + sin 2x − 2 cos 2x. А2. y =

= C1e
2x sin 2x+C2e

2x cos 2x+e2x+ 1
20 sin 2x+

1
10 cos 2x. А3. y =

= C1e
x+C2x+C3+

1
2x

3+x2. А4. y = C1 cos x+C2 sinx+2ex.
А5. y = C1e

2x + C2xe
2x + 2ex + xex. А6. y = C1e

x +
+ C2e

2x + 1
2e

−x + x2 + 3x + 7
2 . А7. y = C1e

3x + C2 + e4x +
+ 6x. А15. y = e−x − ex − 2x. С1. y = C1e

x + C2e
2x +

+ 3
20 cos 2x − 1

20 sin 2x. С2. y = C1e
−x + C2e

3x + ex − 1.
С3. y = C1e

−x + C2xe
−x + e3x. С4. y = C1e

x + C2e
3x −

− (x2 +2)e2x. С5. y = C1e
5x +C2 − 3

4e
x − 1

50 sin 5x+
1
50 cos 5x.

С6. y = C1e
−x cos x + C2e

−x sinx + 1
10xe

2x − 3
50e

2x. С7. y =
= C1e

x + C2e
−3x − 6e2x + 5xe2x. С8. y = C1e

−3x + C2e
3x −

−2+x. С9. y = C1 cos x+C2 sinx+x cosx+x
2 sinx. С10. y =

= C1e
x +C2e

4x + 3
34 cos x− 5

34 sinx. С11. y = C1e
x +C2e

−2x +
+ 3x2ex − 2xex. С12. y = C1e

7x + C2e
−3x − 2

25e
2x − x2e2x.

С13. y = C1e
x + C2e

−x + xex + x2 + 2. С14. y = C1e
3x +

+C2 − 1
2e

2x + 1
2e
x. С15. y = C1e

x +C2e
−4x − 1

36(6x+ 1)e−x −
− xe−4x. С31. y = 2

5 sin 2x− 1
5 cos 2x+

1
5e
x. С32. y = e5x − 1.

С33. y = e3x − e2x. С34. y = 8e−x sinx + 4e−x cos x − 1 + x.
С35. y = 1− 2 sin 3x− 2 cos 3x. С36. y = e5x + 5xe5x + x2e5x.
С37. y = ex − e4x + e2x. С38. y = 6ex − 2e−x − x3 − 6x − 4.
С39. y = 1

3e
6x − 1

3e
3x + x. С40. y = e2x − 15

8 e
x − 1

8e
−7x.
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Тема 19. Крайовi задачi для диференцiальних
рiвнянь другого порядку

Короткi теоретичнi вiдомостi

19.1. Основнi означення й поняття. Для рiвняння

p0(x)y
′′ + p1(x)y

′ + p2(x)y = f(x), (19.1)

де p0(x), p1(x), p2(x), f(x) — неперервнi на вiдрiзку [a, b] фун-
кцiї, крайовi умови задаються таким чином:{

α1y
′(a) + β1y(a) = y0,

α2y
′(b) + β2y(b) = y1,

(19.2)

де α1, α2, β1, β2, y0, y1 — деякi числа, причому α1, β1 i α2,
β2 одночасно не дорiвнюють нулю. Числа a, b можуть бути й
невласними.

Якщо y0 = y1 = 0, то крайовi умови задачi (19.2) нази-
вають однорiдними , iнакше — неоднорiдними . Якщо f(x)
тотожно не дорiвнює нулю, то крайову задачу (19.1), (19.2)
називають неоднорiдною, а якщо f(x) ≡ 0 i y0 = y1 = 0, —
то однорiдною крайовою задачею.

Крайовi умови можуть мати також граничний вигляд,
а числа a i b можуть бути невласними. Наприклад, можна
розглядати крайовi умови α1 lim

x→a
y′(x) + β1 lim

x→a
y(x) = 0 або

α2 lim
x→∞ y′(x) + β2 lim

x→∞ y(x) = 0.

Неоднорiднi крайовi умови завжди можна звести до одно-
рiдних крайових умов. Це робиться з допомогою замiни шу-
каної функцiї y(x) = z(x)+w(x), де w(x) — довiльна двiчi не-
перервно диференцiйовна на [a, b] функцiя, яка задовольняє
неоднорiднi крайовi умови задачi (19.1) (часто — це лiнiйна
функцiя). Тодi для функцiї z(x) одержимо крайову задачу з
однорiдними крайовими умовами.



176 19. Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь другого порядку

Розв’язком крайової задачi (19.1), (19.2) називають фун-
кцiю y(x), яка двiчi неперервно диференцiйовна на (a, b), непе-
рервно диференцiйовна на [a, b] i задовольняє рiвняння (19.1)
на (a, b) та крайовi умови (19.2).

19.2. Функцiя Ґрiна крайової задачi. Функцiєю Ґрi-
на однорiдної крайової задачi (19.1), (19.2) називають фун-
кцiю G(x, s), яка визначена для довiльних x, s ∈ [a, b] i задо-
вольняє такi умови:

1) для кожного фiксованого s ∈ [a, b] G(x, s) як функцiя
змiнної x на промiжках [a, s) i (s, b] є розв’язком однорiдного
рiвняння

p0(x)G
′′
xx(x, s) + p1(x)G

′
x(x, s) + p2(x)G(x, s) = 0;

2) G(x, s) за змiнною x задовольняє однорiднi крайовi умо-
ви задачi (19.2);

3) G(x, s) — неперервна для всiх x, s ∈ [a, b], а її частинна
похiдна G′

x(x, s) при x = s має розрив першого роду зi стриб-
ком 1

p0(s)
, тобто

G(s + 0, s)−G(s − 0, s) = 0,

G′
x(s+ 0, s)−G′

x(s− 0, s) = 1
p0(s)

.
(19.3)

Якщо однорiдна крайова задача (19.1), (19.2) має лише
тривiальний розв’язок, то розв’язок неоднорiдної крайової за-
дачi (19.1), (19.2) iснує, єдиний та задається формулою

y(x) =

∫ b

a
G(x, s)f(s)ds, (19.4)

де G(x, s) — функцiя Ґрiна однорiдної крайової задачi (19.1),
(19.2).

Функцiю Ґрiна (якщо вона iснує) можна шукати у виглядi

G(x, s) =

{
c1(s)ϕ1(x), a � x < s
c2(s)ϕ2(x), s < x � b,

(19.5)
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де ϕ1(x) — довiльний нетривiальний розв’язок однорiдного
рiвняння (19.1), який задовольняє умову α1ϕ

′
1(a) + β1ϕ1(a) =

0, ϕ2(x) — довiльний нетривiальний розв’язок того самого рiв-
няння, який задовольняє крайову умову α2ϕ

′
2(b)+β2ϕ2(b) = 0,

а функцiї c1(s), c2(s) добираються так, щоб виконувались умо-
ви (19.3).

У випадку лiнiйних однорiдних крайових умов iнших типiв
функцiю Ґрiна шукають у виглядi

G(x, s) =

{
c1(s)ψ1(x) + c2(s)ψ2(x), a � x < s
c3(s)ψ1(x) + c4(s)ψ2(x), s < x � b,

(19.6)

де ψ1(x), ψ2(x) — фундаментальна система розв’язкiв лiнiй-
ного однорiдного рiвняння (19.1), а коефiцiєнти c1(s), c2(s),
c3(s), c4(s) добираються так, щоб функцiя G(x, s) задоволь-
няла умови 1–3 означення.

19.3. Крайовi задачi на власнi значення. У багатьох
задачах виникає необхiднiсть знаходження розв’язкiв крайо-
вої задачi

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = λy, x ∈ (a, b),{
α1y

′(a) + β1y(a) = 0,
α2y

′(b) + β2y(b) = 0,
(19.7)

де λ — дiйсний або комплексний параметр, а функцiї p(x) i
q(x) — неперервнi на вiдрiзку [a, b].

Задачу вiдшукання значень параметра λ, для яких крайо-
ва задача (19.7) має нетривiальнi розв’язки, називають кра-
йовою задачею на власнi значення . Значення параметра
λ, для яких задача (19.7) має нетривiальнi розв’язки, нази-
вають власними значеннями , а вiдповiднi їм нетривiальнi
розв’язки – власними функцiями крайової задачi (19.7) на
власнi значення.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 19.1. Знайти розв’язок рiвняння y′′ + y = 0,
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який задовольняє умови y(0) = 0, y(b) = y1, де b > 0, y1 —
деякi числа.
Розв’язання. Пiдставляючи загальний розв’язок рiвняння
y = C1 cos x+C2 sinx у першу крайову умову, знаходимо сталу
C1 = 0. З урахуванням цього, з другої крайової умови одер-
жуємо, що C2 sin b = y1.

Якщо sin b �= 0, тобто b �= πn, n ∈ Z, то C2 =
y1
sin b , а отже, у

цьому випадку розв’язок y = y1
sin b sinx заданої крайової задачi

є єдиним.
Якщо b = πn, n ∈ Z, то C2 ·0 = y1 i тепер все залежить вiд

y1: якщо y1 = 0, то стала C2 може бути довiльною, i розв’язком
є y = 2 sinx; якщо y1 �= 0, то крайова задача розв’язкiв не має.
Вiдповiдь: якщо b �= πn, n ∈ Z, то y = y1

sin b sinx; якщо b =
πn, n ∈ Z, i y1 = 0, то y = 2 sinx; якщо b = πn, n ∈ Z, i y1 �= 0,
то крайова задача розв’язкiв не має.

Приклад 19.2. Побудувати функцiю Ґрiна крайової за-
дачi

y′′ − y′ = f(x), y(0) = 0, y(1)− y′(1) = 0.

Розв’язання. Загальним розв’язком однорiдного рiвняння є
y0 = C1e

−x +C2e
x. Розв’язок ϕ1(x) = 1− ex задовольняє кра-

йову умову y(0) = 0, а розв’язок ϕ2(x) = ex — крайову умову
y(1) − y′(1) = 0. Згiдно з (19.5), функцiю Ґрiна шукаємо у
виглядi

G(x, s) =

{
c1(s)(1− ex), 0 � x < s,
c2(s)e

x, s < x � 1.

Функцiї c1(s), c2(s) знаходимо з умов (19.3):

c1(s)(1− es) = c2(s)e
s, c2(s)e

s + c1(s)e
s = 1.

Звiдси c1(s) = 1, c2(s) = e−s − 1, а тому

G(x, s) =

{
1− ex, 0 � x < s
ex(e−s − 1), s < x � 1.

�
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Приклад 19.3. Знайти розв’язок крайової задачi

x2y′′ + xy′ − y = f(x), y(1) = 2, y′(∞) = 0.

Розв’язання. Спочатку зведемо крайовi умови до однорiд-
них. Для цього шукаємо розв’язок у виглядi y(x) = z(x) + 2.
Тодi для функцiї z(x) маємо крайову задачу

x2z′′ + xz′ − z = f(x)− 2, z(1) = 0, z′(∞) = 0.

Загальним розв’язком однорiдного рiвняння (воно є рiв-
нянням Ейлера) є z0 = C1x + C2x

−1. Функцiя ϕ1(x) = x − 1
x

задовольняє крайову умову z(1) = 0, а функцiя ϕ2(x) =
1
x —

крайову умову z′(∞) = 0. Отже, функцiю Ґрiна шукаємо у
виглядi

G(x, s) =

{
c1(s)

(
x− 1

x

)
, 1 � x < s,

c2(s)
1
x , s < x � ∞.

Функцiї c1(s), c2(s) знаходимо з умов (19.3):

c1(s)(s − s−1) = c2(s)s
−1, c2(s)(−s−2)− c1(s)(1 + s−2) = 1.

Звiдси c1(s) = − 1
2s2 , c2(s) =

1
2s

(
1
s − s

)
, а тому

G(x, s) =

{
1

2s2

(
1
x − x

)
, 1 � x < s

1
2sx

(
1
s − s

)
, s < x � ∞.

Розв’язок задачi записуємо згiдно з (19.4):

y(x) = 2 +
1− x2

2x

x∫
1

f(s)

s2
ds+

1

2x

∞∫
1

1− s2

s2
f(s) ds.

Розв’язок крайової задачi iснує лише для такої функцiї
f(x), що невласний iнтеграл у розв’язку є збiжним. �

Приклад 19.4. Побудувати функцiю Ґрiна крайової за-
дачi

y′′ + y = f(x), y(0) = y(π), y′(0) = y′(π).
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Розв’язання. Оскiльки функцiя Ґрiна є розв’язком однорi-
дного рiвняння y′′ + y = 0, то шукаємо її згiдно з (19.6) у
виглядi

G(x, s) =

{
c1(s) sinx+ c2(s) cos x, 0 � x < s,
c3(s) sinx+ c4(s) cos x, s < x � π.

Тут c1(s), c2(s) i c3(s), c4(s) рiзнi, бо за означенням функцiї
Ґрiна похiдна G′

x(x, s) має розрив при x = s.
З крайових умов для для функцiї G(x, s) одержуємо, що

c2 = −c4, c1 = −c3.
З неперервностi G(x, s) при x = s i стрибка похiдної

G′
x(x, s) при x = s маємо два рiвняння

c1 sin s+ c2 cos s = c3 sin s+ c4 cos s,
c3 cos s− c4 sin s− c1 cos s+ c2 sin s = 1,

звiдки, з урахуванням попереднiх спiввiдношення, знаходимо

c1 = −1

2
cos s, c2 =

1

2
sin s, c3 =

1

2
cos s, c4 = −1

2
sin s.

Згiдно з формулою (19.6) маємо

G(x, s) =

{−1
2 cos s sinx+ 1

2 sin s cosx, 0 � x < s,
1
2 cos s sinx− 1

2 sin s cos x, 0 � x < π

або

G(x, s) =

{1
2 sin(s− x), 0 � x < s,
1
2 sin(x− s), 0 � x < π.

�

Приклад 19.5. Знайти власнi значення та власнi функцiї
крайової задачi

y′′ = λy, y(0) = 0, y(b) = 0.

Розв’язання. Нехай λ > 0 або λ ∈ C. Тодi задача не має не-
тривiальних розв’язкiв, бо, пiдставляючи загальний розв’язок
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y = C1e
√
λx + C2e

−√
λx рiвняння y′′ − λy = 0 у крайовi умови,

одержуємо:{
C1 + C2 = 0,

C1e
√
λb + C2e

−√
λb = 0

⇒ C1 = C2 = 0 ⇒ y(x) ≡ 0.

Нехай λ = 0. Пiдставляючи тепер загальний розв’язок
y = C1x+ C2 у крайовi умови, маємо{

C2 = 0,
C1b+ C2 = 0

⇒ C1 = C2 = 0 ⇒ y(x) ≡ 0.

Нехай λ < 0. Тодi y = C1 cos
(
x
√−λ) + C2 sin

(
x
√−λ), а з

врахуванням крайових умов, маємо{
C1 = 0,

C1 cos
(
b
√−λ)+ C2 sin

(
b
√−λ) = 0

⇒

⇒ C1 = 0, C2 sin
(
b
√
−λ
)
= 0.

Якщо y тотожно не дорiвнює нулю, то sin
(
b
√−λ) = 0 i

C2 �= 0. Звiдси маємо формулу для всiх власних значень за-
дачi:

λk = − (πk/b)2 , k = 1, 2, . . . .

Їм вiдповiдають власнi функцiї

yk = ck sin
πkx

b
, k = 1, 2, . . . ,

де ck — довiльнi сталi, вiдмiннi вiд нуля. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

1. Знайти розв’язок крайової задачi.
А1. y′′ − y = 2x, y(0) = 0, y′(1) = −1.

А2. y′′ + y = 1, y(0) = 0, y(π) = 0.
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А3. y′′ − y′ = 2e2x, y′(0) = 2, y(1) = e2.

А4. y′′ + y = 0, y(0) = y′(0), y(π/2) − y′(π/2) = 2.

А5. y′′ − y′ − 2y = 0, y′(0) = 2, y(+∞) = 0.

А6. x2y′′ − 6y = 0, y(0) — обмежене, y(1) = 2.

А7. y(4) − λy = 0, y(0) = y′′(0) = 0, y(π) = y′′(π) = 0.
2. Побудувати функцiю Ґрiна крайової задачi.
А8. y′′ + y = f(x), y′(0) = 0, y(π) = 0.

А9. y′′ − 4y = f(x), y′(0) = 0, 2y(1) = y′(1).
А10. x2y′′ + xy′ − y = f(x), y(1) = 0, y′(2) = 0.

А11. x2y′′ − 2y = f(x), y(1) = 0, 2y′(2) + y(2) = 0.

А12. y′′ + 4y′ + 3y = f(x), y(0) = 0, y(x) = O(e−2x) при
x→ +∞.

А13. y′′ − y = f(x), y(x) обмежена при x→ ±∞.
3. Знайти власнi значення та власнi функцiї крайової за-

дачi.
А14. y′′ = λy, y(0) = y′(1) = 0.

А15. y′′ = λy, y′(0) = y′(1) = 0.

А16. y′′ = λy, y(0) = 0, y(x) = O(1) при x ∈ +∞
А17. x2y′′ = λy, y(1) = 0, y(a) = 0(a > 1)

А18. x2y′′ − xy′ + y = λy, y(1) = y(2) = 0.

А19. y′′ + λ2y = 0, y′(1) = 0, y(π) = 0.

А20. Довести, що кожне дiйсне число λ є власним значе-
нням крайової задачi y′′ = λy, y(0) = y(1), y′(0) + y′(1) = 0.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

1. Знайти розв’язок крайової задачi.
С1. y′′ + y′ = 2, y(0) = 0, y(1) = 2.

С2. y′′ − y′ = 0, y(0) = −1, y′(1) − y(1) = 2.

С3. y′′ + y = 0, y(0) = y′(0), y(π/2) + y′(π/2) = 0.

С4. y′′ + y = 2x− π, y(0) = 0, y(π) = 0.

С5. y′′ + π2y = 3π2 sin 2πx, y(0) = 0, y(1) = 0.
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С6. y′′ − y = 1, y(0) = 0, y(x) обмежена при x→ +∞.

С7. x2y′′−2xy+2y = 0, y(x) = o(x) при x→ 0, y(1) = 3.

С8. x2y′′ + 5xy′ + 3y = 0, y′(1) = 3, y(x) = O(x−2) при
x→ +∞.

2. Побудувати функцiю Ґрiна крайової задачi.
С9. y′′ − y′ = f(x), y(0) = 0, y(1) = y′(1).
С10. xy′′ − y′ = f(x), y′(1) = 0, y(2) = 0.

С11. (x2 + 1)y′′ + 2xy′ = f(x), y(0) = 0, y′(1) = 0.

С12. y′′ + y′ = f(x), y′(0) = 0, y(+∞) = 0.

С13. x2y′′ + 2xy′ − 2y = f(x), y(0) обмежено, y(1) = 0.

С14. x2y′′ − 2y = f(x), y(x) обмежена при x → 0 i при
x→ +∞.

3. Знайти власнi значення та власнi функцiї крайової за-
дачi.

С15. y′′ = λy, y′(0) = y(1) = 0.

С16. y′′ = λy, y(0) = y(1), y′(0) = y′(1).
С17. y′′ = λy, y(x) = O(1) при x→ ±∞.

С18. x2y′′ − xy′ + y = λy, y(x) → 0 при x→ 0, y(1) = 0.

С19. x2y′′+3xy′+y = λy, y(1) = 0, y(x) → 0 при x→ ∞.

С20. Для яких значень дiйсного параметра λ крайова за-
дача y′′ + λ2y = 0, y(0) = 0, y′(1) = λy(1) має нетривiальний
розв’язок? Знайдiть цей розв’язок.

Вiдповiдi

А1. y = (sh 1)−1 shx− 2x. А2. Розв’язкiв немає. А3. y =
e2x. А4. y = sinx + cos x. А5. y = −2e−x. А6. y =
2x3. А7. y = C sinnx, n = 0, 1, . . . , C — довiльна стала.
А8. G = sinx cos s 0 � x � s; G = sin s cosx s � x � π.
А9. G = e2s ch 2x, 0 � x � s; G = e2x ch 2s, s � x � 1.
А10. G = −(10s2)−1(x − 1/x)(s2 + 4), 1 � x � s; G =
−(10s2)−1(x + 4/x)(s2 + 1), s � x � 2. А11. G = (1 −
x3)(3s3x)−1, 1 � x � s; G = (1 − s3)(3s3x)−1, s � x � 2.
А12. G = 0, 5es(e−3x − e−x), 0 � x � s; G = 0, 5e−3x(es −
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e3s), s � x < ∞. А13. G = −0, 5e−|x−s|. А14. λn = −(n +
1/2)2π2, yn(x) = Cn sin(n + 1/2), n = 0, 1, 2, . . . . А15. λn =
−n2π2, yn(x) = Cn cosnπx, n = 0, 1, 2, . . . . А16. λ — до-
вiльне вiд’ємне число, y(x, λ) = C sinx

√−λ. А17. λn =
−(nπ/ ln a)2 − 1/4, yn(x) =

√
x sin(nπ lnx/ ln a), k = 1, 2, . . . .

А18. λn = −(nπ/ ln 2)2, yn(x) = x sin(nπ lnx/ ln 2), n =
1, 2, . . . . А19. λn = (2n + 1)/2, yn(x) = cos((2n + 1)x/2), n =
0, 1, . . . .

С1. y = 2x. С2. y = ex − 1. С3. y = C(cos x + sinx), де
C — довiльна стала. С4. y = 2x−π+π cos x+C sinx, де C —
довiльна стала. С5. y = C sin πx − sin 2πx, де C — довiльна
стала. С6. y = e−x−1. С7. y = 3x2. С8. y = −x−3. С9. G =
1 − ex, 0 � x � s; G = ex(e−s − 1), s � x � 1. С10. G =
(s2 − 4)(2s2)−1, 1 � x � s; G = (x2 − 4)(2s2)−1, s � x � 2.
С11. G = − arctg x, 0 � x � s; G = − arctg s, s � x � 1.
С12. G = −1, 0 � x � s; G = −es−x, s � x < +∞. С13. G =
x(s3 − 1)(3s2)−1, 0 � x � s; G = s(x3 − 1)(3x2)−1, s � x � 1.
С14. G = −x2(3s3)−1, 0 � x � s; G = −x/3, s � x < ∞.
С15. λn = −(n+ 1/2)2π2, yn(x) = sin(n+ 1/2)πx, n = 0, 1, . . . .
С16. λn = −4n2π2, yn(x) = An cos 2nπx + Bn sin 2nπx, n =
0, 1, . . . . С17. λ — довiльне недодатне число, y(x, λ) =
C1 cos x

√−λ + C2 sinx
√−λ, n = 0, 1, . . . . С18. λ — довiль-

не число з iнтервалу (−∞, 1). Якщо λ ∈ (−∞, 0), то y(x, λ) =
x sin(

√
λ lnx); якщо λ = 0, то y(x, λ) = x lnx; якщо λ ∈ (0, 1),

то y(x, λ) = x(x
√
λ−x

√−λ). С19. λ — довiльне число з iнтерва-
лу (−∞, 1). Якщо λ ∈ (−∞, 0), то y(x, λ) = x−1 sin(

√−λ lnx);
якщо λ = 0, то y(x, λ) = x−1 lnx; якщо λ ∈ (0, 1), то y(x, λ) =
x−1(x

√
λ−x

√−λ). С20. λn = π/2+2πn, yn(x) = sinλnx, n ∈ Z.
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Тема 20. Лiнiйнi системи диференцiальних
рiвнянь: метод виключення

Короткi теоретичнi вiдомостi

20.1. Метод виключення. Розглянемо задачу про зве-
дення нормальної системи диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn),

y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn),

· · · · · · · · ·
y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn),

(20.1)

в якiй fj — (n − 1) разiв диференцiйовнi функцiї, y′j =
dyj
dx ,

j = 1, 2, . . . , n, до одного диференцiального рiвняння. Для
цього послiдовно здиференцiюємо (n− 1) разiв одне з рiвнянь
системи (20.1) (наприклад, перше), замiнюючи пiсля кожно-
го диференцiювання похiднi y′1, y′2, . . . , y′n виразами для них iз
системи (20.1), i виключимо з першого рiвняння цiєї систе-
ми i отриманих (n− 1)-го рiвняння функцiї y2, y3, . . . , yn. При
цьому для знаходження функцiї y1 одержимо рiвняння n-го
порядку вигляду

y
(n)
1 = f

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
,

i якщо вдасться знайти його загальний розв’язок, то функцiї
y2, y3, . . . , yn знайдуться без квадратур.

Метод розв’язування нормальної системи рiвнянь зведе-
нням її до одного диференцiального рiвняння, розв’язаного
вiдносно старшої похiдної, називають методом виключення.

У деяких випадках зведення нормальної системи до одно-
го рiвняння можна здiйснювати з вiдхиленням вiд описаної
загальної схеми.

20.2. Зведення диференцiального рiвняння n-го по-
рядку до нормальної системи. Диференцiальне рiвняння
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n-го порядку

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
(20.2)

завжди можна звести до системи n диференцiальних рiвнянь.
Для цього позначимо

y = y1, y′ = y2, y′′ = y3, . . . , y(n−1) = yn.

Тодi

y′1 = y′ = y2, y′2 = y′′ = y3, . . . , y′n−1 = y(n−1) = yn,

y′n = y(n) = f (x, y1, y2, . . . , yn),

тобто функцiї y1, y2, . . . , yn задовольняють нормальну систе-
му диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

y′1 = y2,
y′2 = y3,
. . .

y′n−1 = yn,
y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn).

(20.3)

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 20.1. Зiнтегрувати систему{
y′ = y + 2z,
z′ = 6z − 2y.

Розв’язання. Здиференцiюємо перше рiвняння системи i
пiдставимо замiсть z′ вiдповiдний вираз iз другого рiвняння:

y′′ = y′+2z′ ⇒ y′′ = y′+2(6z−2y) ⇒ y′′ = y′+12z−4y.
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З першого рiвняння виразимо z через y i пiдставимо в
останнє отримане рiвняння:

z =
y′ − y

2
⇒ y′′ = y′ + 6(y′ − y)− 4y ⇒

⇒ y′′ − 7y′ + 10y = 0. (20.4)

Оскiльки характеристичне рiвняння k2−7k+10 = 0 має коренi
k1 = 2, k2 = 5, то загальним розв’язком рiвняння (20.4) є

y = C1e
2x + C2e

5x.

Тепер, враховуючи, що z = y′−y
2 , знаходимо функцiю z:

z =

(
C1e

2x + C2e
5x
)′ − (C1e

2x + C2e
5x
)

2
=
C1

2
e2x + 2C2e

5x.

Вiдповiдь: y = C1e
2x + C2e

5x, z = C1
2 e

2x + 2C2e
5x.

Потрiбно мати на увазi, що при розв’язуваннi систем (як
i рiвнянь) вiдповiдь може бути записана у рiзнiй формi,
причому її можна звести вiд одного до iншого вигляду пе-
репозначенням сталих. Наприклад, вiдповiдь до останнього
прикладу можна записати у виглядi: y = 2C1e

2x + C2e
5x,

z = C1e
2x + 2C2e

5x.

Приклад 20.2. Зiнтегрувати систему⎧⎨
⎩
y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′2 = −y2 − 2y3,
y′3 = y2 + y3.

Розв’язання. Здиференцiюємо перше рiвняння системи i
пiдставимо замiсть y′1, y

′
2, y

′
3 вiдповiднi вирази iз заданої си-

стеми:

y′′1 = y′1 + 2y′2 + 2y′3 = y1 + 2y2 + 2y3 +

+ 2(−y2 − 2y3) + 2(y2 + y3) = y1 + 2y2.
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Диференцiюючи отримане спiввiдношення i знову використо-
вуючи рiвняння системи, одержуємо спiввiдношення

y′′′1 = y′1 + 2y′2 = y1 + 2y2 + 2y3 + 2(−y2 − 2y3) = y1 − 2y3.

Тепер iз системи ⎧⎨
⎩
y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′′1 = y1 + 2y2,
y′′′1 = y1 − 2y3

виключимо y2 i y3. З другого i третього рiвнянь знаходимо
y2 = (y′′1 − y1)/2, y3 = (y1 − y′′′1 )/2. Пiдставляючи обидва ви-
рази у перше рiвняння системи, одержуємо диференцiальне
рiвняння

y′′′1 − y′′1 + y′1 − y1 = 0,

загальним розв’язком якого є y1 = C1e
x+C2 cosx+C3 sinx. То-

дi y2 = −C2 cos x−C3 sinx, y3 =
1
2

(
C2(cos x−sinx)+C3(cos x+

+ sinx)
)
.

Вiдповiдь: y1 = C1e
x + C2 cos x + C3 sinx, y2 = −C2 cos x −

− C3 sinx, y3 = 1
2

(
C2(cos x− sinx) + C3(cos x+ sinx)

)
.

Приклад 20.3. Зiнтегрувати систему{
y′ = 3y + 2z + 4e5x,
z′ = y + 2z.

Розв’язання. Здиференцiюємо перше рiвняння системи i
пiдставимо замiсть z′ вiдповiдний вираз iз другого рiвняння:

y′′ = 3y′ + 2z′ + 20e5x ⇒ y′′ = 3y′ + 2(y + 2z) + 20e5x ⇒
y′′ = 3y′ + 2y + 4z + 20e5x. (20.5)
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З першого рiвняння виразимо z через y i пiдставимо в рiв-
няння (20.5):

z =
y′ − 3y − 4e5x

2
⇒ (20.6)

y′′ = 3y′ + 2y + 2(y′ − 3y − 4e5x) + 20e5x ⇒
y′′ − 5y′ + 4y = 12e5x. (20.7)

Загальним розв’язком вiдповiдного однорiдного диферен-
цiального рiвняння y′′ − 5y′ + 4y = 0 є функцiя

y0 = C1e
x + C2e

4x.

Частинний розв’язок рiвняння (20.7) шукаємо у виглядi
Y = Ae5x. Пiдставляючи частинний розв’язок у рiвняння
(20.7), отримуємо:

25Ae5x − 25Ae5x + 4Ae5x = 12e5x ⇒ A = 3.

Отже, загальним розв’язком рiвняння (20.7) є функцiя

y = C1e
x +C2e

4x + 3e5x.

Тепер, враховуючи формулу (20.6), знаходимо функцiю z:

z =

(
C1e

x + C2e
4x + 3e5x

)′ − 3
(
C1e

x + C2e
4x + 3e5x

)− 4e5x

2
=

= −C1e
x +

C2

2
e4x + e5x.

Вiдповiдь: y = C1e
x+2C2e

4x+3e5x, z = −C1e
x+C2e

4x+e5x.

Приклад 20.4. Знайти розв’язок задачi Кошi{
y′ = 3y + 2z + 4e5x,
z′ = y + 2z,

y(0) = −1, z(0) = 2.
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Розв’язання. Загальний розв’язок системи було знайдено у
попередньому прикладi:

y = C1e
x + 2C2e

4x + 3e5x, z = −C1e
x + C2e

4x + e5x.

Пiдстановка його в початковi умови дає:{
C1 + 2C2 + 3 = −1,
−C1 + C2 + 1 = 2

⇒ C1 = −2, C2 = −1.

Отже, розв’язок задачi Кошi має вигляд:

y = −2ex − 2e4x + 3e5x, z = 2ex − e4x + e5x. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати системи методом виключення (для полегше-
ння роботи для деяких систем вказанi коренi характеристи-
чного рiвняння):

А1.
{
y′ = 3y − z,
z′ = −5y − z.

А2.
{
y′ = 3y − 2z,
z′ = y + z.

А3.
{
y′ = 2y + z,
z′ = 4z − y.

А4.

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 − y2 + y3,
y′2 = y1 + y2 − y3,
y′3 = 2y1 − y2

(k1 = 2, k2 = 1, k3 = −1).

А5.

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 − y2,
y′2 = 3y3 − y1 − 2y2,
y′3 = 3y2 + y3

(k1 = 1, k2 = 3, k3 = −4).

А6.

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 − y2 − y3,
y′2 = y1 + y2,
y′3 = 3y1 + y3

(k1 = 1, k2,3 = 1± 2i).

А7.
{
y′′ = 2y − 3z,
z′′ = y − 2z.

А8.
{
y′ = y + 3z + 7e3x,
z′ = −2y − 4z − 3e3x.

А9.
{
y′ = z + 4ex,
z′ = y + x2.

А10.
{
y′ = 5y − 8z + 2cos x,
z′ = 2y − 3z − 4 sinx.
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А11.
{
y′ = 2y − z + 17x,
z′ = 5y + 6z.

Знайти розв’язок задачi Кошi:

А12.
{
y′ = 2y − 2z,
z′ = −2y + 5z,

y(0) = 2, z(0) = 1.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати системи методом виключення (для полегше-
ння роботи для деяких систем вказанi коренi характеристи-
чного рiвняння):

С1.
{
y′ = 9y + z,
z′ = 7y + 3z.

С2.
{
y′ = 5y − 3z,
z′ = 15y − 7z.

С3.
{
y′ = 6y + 4z,
z′ = −9y − 6z.

С4.
{
y′ = 11y − 6z,
z′ = 18y − 10z.

С5.
{
y′ = y + 2z,
z′ = 3z − y.

С6.
{
y′ = 4y + 4z,
z′ = −y.

С7.
{
y′ = 3y + z,
z′ = 2y + 4z.

С8.
{
y′ + y − 2z = 0,
z′ + y + 3z = 0.

С9.
{
y′ = 3y − 2z,
z′ = 2y + 7z.

С10.
{
y′ = 2y + 6z,
z′ = y − 3z.

С11.
{
y′ = 3y − 4z,
z′ = 2y + 7z.

С12.
{
y′ = −2y + 3z,
z′ = 4z − 3y.

С13.

⎧⎨
⎩
y′1 = 2y1 − y2,
y′2 = 2y3 − y1 − 2y2,
y′3 = 2y2 + 2y3

(k1 = 2, k2 = 3, k3 = −3).

С14.

⎧⎨
⎩
y′1 = 4y1 + 3y2 − 2y3,
y′2 = y1 + y2 + y3,
y′3 = y1 + 3y2 + y3

(k1 = −1, k2 = 3, k3 = 4).

С15.

⎧⎨
⎩
y′1 = 3y1 − 6y2,
y′2 = 2y3 − 6y1 − 3y2,
y′3 = 2y2 + 3y3
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(k1 = 3, k2 = −7, k3 = 7).

С16.

⎧⎨
⎩
y′1 = −3y1 − y2 − y3,
y′2 = 6y1 + 6y2 + 5y3,
y′3 = −y1 − 3y2 − 2y3

(k1 = 1, k2 = 2, k3 = −2).

С17.

⎧⎨
⎩
y′1 = 2y1 + 2y2 + y3,
y′2 = y1 + 3y2 + y3,
y′3 = y1 + y2 + 3y3

(k1 = 1, k2 = 2, k3 = 5).

С18.

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 − y2,
y′2 = 3y3 − y1 − 2y2,
y′3 = 3y2 + y3

(k1 = 1, k2 = 3, k3 = −4).

С19.

⎧⎨
⎩
y′1 = 3y1 − y2 − y3,
y′2 = 2y2 − 2y1 + y3,
y′3 = y2 − y1 + 5y3

(k1 = 1, k2 = 3, k3 = 6).

С20.

⎧⎨
⎩
y′1 = 2y1 − y2,
y′2 = 4y1 − 3y2 − 2y3,
y′3 = −y3

(k1 = 1, k2 = −2, k3 = −1).

С21.

⎧⎨
⎩
y′1 = 3y1 + 3y2 − y3,
y′2 = 2y3 − 2y1 − 3y2,
y′3 = 3y1 + 2y2 − y3

(k1 = 2, k2 = −2, k3 = −1).

С22.

⎧⎨
⎩
y′1 = 6y1 + 5y2 + 6y3,
y′2 = −3y1 − 2y2 − y3,
y′3 = −y1 − y2 − 3y3

(k1 = 1, k2 = 2, k3 = −2).

С23.

⎧⎨
⎩
y′1 = 2y3 − y1 − 2y2,
y′2 = 2y3 − 2y1 − y2,
y′3 = 3y3 − 3y1 − 2y2

(k1 = 1, k2,3 = ±i).
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С24.

⎧⎨
⎩
y′1 = 2y2 − 3y1 − y3,
y′2 = 8y1 + 4y2 + 4y3,
y′3 = 6y1 − 6y2 + 2y3

(k1 = −1, k2,3 = 2± 2i).

С25.
{
y′′ = 3y + 4z,
z′′ = −y − z.

С26.
{
y′ = 3y − 3z + e−x,
z′ = y − z − 3e−x.

С27.
{
y′ = 3y + 3z + 3e3x,
z′ = 7z − y.

С28.
{
y′ = 3y+ z− 10 sin 2x,
z′ = y + 3z.

С29.
{
y′ = y − z + 2,
z′ = 6y + 6z.

С30.
{
y′ = 3y + 2z + 4e5x,
z′ = y + 2z.

С31.
{
y′ = z − 5 cos x,
z′ = 2y + z.

С32.
{
y′ = 2y + 3z,
z′ = 2y + z + 4.

С33.
{
y′ = 8y − 2z,
z′ = y + 5z − e2x.

С34.
{
y′ = 3y + 2z,
z′ = 4y + z − 5.

С35.
{
y′ = 2y + 4z + 5ex,
z′ = 2y + 4z.

С36.
{
y′ = 3y − 3z,
z′ = z − y + 17 cos x.

С37.
{
y′ = 2y + 3z,
z′ = 2y+ z− 34 sinx.

С38.
{
y′ = 4y − z − e2x,
z′ = 2y + z.
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С39.
{
y′ = 3y − 2z,
z′ = y + 18te−x.

С40.
{
y′ = 2y + 2z,
z′ = y + 3z − 34 cos x.

Знайти розв’язки задач Кошi:

С41.
{
y′ = y − z,
z′ = z − 4y,

y(0) = 6, z(0) = 4.

С42.
{
y′ = 5y − 10z,
z′ = 5y − 5z,

y(π) = 2, z(π) = 3.

С43.

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 + 3y2,
y′2 = 3y1 − 2y2 − y3,
y′3 = −y2 + y3,

y1(0) = 1, y2(0) = 7, y3(0) = 3

(k1 = 1, k2 = 3. k3 = −4).

С44.

⎧⎨
⎩
y′1 = 2y1 − y2 − y3,
y′2 = −y2,
y′3 = 2y2 + y3,

y1(0) = 3, y2(0) = −1, y3(0) = 2

(k1 = 2, k2 = −1, k3 = 1).

С45.
{
y′ = y + 2z + 29 cos 2x,
z′ = 6z − 2y − 58 sin 2x,

y(0) = −1, z(0) = 3.

С46.
{
y′ = 2y − 3z − 2e3x,
z′ = y + 6z,

y(0) = 2, z(0) = 5.

Звести диференцiальнi рiвняння до нормальних систем ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку:

С47. y′′ + x2y′ − 2y = 0.
С48. y(4) − xy′′′ + 3y′′ − x2y′ + 4y = ex.

Вiдповiдi

А1. y = C1e
−2x + C2e

4x, z = 5C1e
−2x − C2e

4x. А2. y =
= (C1 − C2)e

2x sinx + (C1 + C2)e
2x cos x, z = C1e

2x sinx +
+C2e

2x cosx. А3. y = (C1 −C2 +C2x)e
3x, z = (C1 +C2x)e

3x.
А4. y1 = C1e

2x + C2e
x − C3e

−x, y2 = C2e
x + 3C3e

−x, y3 =
= C1e

2x + C2e
x + 5C3e

−x. А5. y1 = 3C1e
x − C2e

3x + C3e
−4x,

y2 = 2C2e
3x + 5C3e

−4x, y3 = C1e
x + 3C2e

3x − 3C3e
−4x.
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А6. y1 = 2C2e
x sin 2x+ 2C3e

x cos 2x, y2 = C1e
x −C2e

x cos 2x+
+C3e

x sin 2x, y3 = −C1e
x−3C2e

x cos 2x+3C3e
x sin 2x. А7. y =

= 3C1e
x + 3C2e

−x + C3 cos x + C4 sinx, z = C1e
x + C2e

−x +
+ C3 cos x + C4 sinx. А8. y = −C1e

−2x + 3C2e
−x + 2e3x, z =

= C1e
−2x− 2C2e

−x− e3x. А9. y = C1e
x−C2e

−x+(1 + 2x)ex−
− 2 − x2, z = C1e

x + C2e
−x + (2x− 1)ex − 2x. А10. y =

= (C1 − C2)e
2x sinx + (C1 + C2)e

2x cos x, z = C1e
2x sinx +

+ C2e
2x cos x. А11. y = C1e

2x + C2e
10x, z = −7C1e

2x +
+ C2e

10x. А12. y = 2ex, z = ex. С1. y = C1e
2x + C2e

10x,
z = −7C1e

2x + C2e
10x. С2. y = C1e

−x sin 3x + C2e
−x cos 3x,

z = (C2 + 2C1)e
−x sin 3x + (2C2 − C1)e

−x cos 3x. С3. y =
= 4C1x + 2C2, z = C1 − 3C2 − 6C1x. С4. y = C1e

−x +
+ 2C2e

2x, z = 2C1e
−x + 3C2e

2x. С5. y = 2C1e
2x sinx +

+ 2C2e
2x cos x, z = (C1 − C2)e

2x sinx + (C1 + C2)e
2x cos x.

С6. y = −e2x(2C1 + C2 + 2C2x), z = e2x(C1 + C2x). С7. y =
= C1e

5x + C2e
2x, z = 2C1e

5x − C2e
2x. С8. y = 2C1e

−2x sinx+
+2C2e

−2x cos x, z = −(C1 +C2)e
−2x sinx+ (C1 −C2)e

−2x cos x.
С9. y = (2C1 + 2C2x)e

5x, z = −(2C1 + C2 + 2C2x)e
5x.

С10. y = −C1e
−4x + 6C2e

3x, z = C1e
−4x + C2e

3x. С11. y =
= −(C1 + C2)e

5x sin 2x+ (C1 −C2)e
5x cos 2x, z = C1e

5x sin 2x+
+ C2e

5x cos 2x. С12. y = (3C1 − C2 + 3C2x)e
x, z =

= (3C1 + 3C2x)e
x. С13. y1 = 2C1e

2x − C2e
3x + C3e

−3x, y2 =
= C2e

3x + 5C3e
−3x, y3 = C1e

2x + 2C2e
3x − 2C3e

−3x. С14. y1 =
= C1e

−x + C2e
3x + 3C3e

4x, y2 = −C1e
−x + 3C2e

3x + 2C3e
4x,

y3 = C1e
−x + 5C2e

3x + 3C3e
4x. С15. y1 = C1e

3x + 3C2e
−7x −

−3C3e
7x, y2 = 5C2e

−7x+2C3e
7x, y3 = 3C1e

3x−C2e
−7x+C3e

7x.
С16. y1 = −C2e

2x − 3C3e
−2x, y2 = C1e

x + 19C2e
2x + C3e

−2x,
y3 = −C1e

x− 14C2e
2x+2C3e

−2x. С17. y1 = −3C1e
x−C2e

2x+
+C3e

5x, y2 = C1e
x−C2e

2x+C3e
5x, y3 = C1e

x+2C2e
2x+C3e

5x.
С18. y1 = 3C1e

x − C2e
3x + C3e

−4x, y2 = 2C2e
3x + 5C3e

−4x,
y3 = C1e

x+3C2e
3x−3C3e

−4x. С19. y1 = 3C1e
x+C2e

3x+C3e
6x,

y2 = 7C1e
x − C2e

3x − C3e
6x, y3 = −C1e

x + C2e
3x − 2C3e

6x.
С20. y1 = C1e

x+C2e
−2x−C3e

−x, y2 = C1e
x+4C2e

−2x−3C3e
−x,

y3 = C3e
−x. С21. y1 = C1e

2x − 5C2e
−2x − 2C3e

−x, y2 =
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= 8C2e
−2x + 3C3e

−x, y3 = C1e
x − C2e

−2x + C3e
−x. С22. y1 =

= −C1e
x − 19C2e

2x + C3e
−2x, y2 = C1e

x + 14C2e
2x + 2C3e

−2x,
y3 = C2e

2x − 3C3e
−2x. С23. y1 = 2C2 cos x + 2C3 sinx, y2 =

= C1e
x + 2C2 cos x + 2C3 sinx, y3 = C1e

x + (3C2 +C3) cos x +
+ (3C3 − C2) sinx. С24. y1 = −C1e

−x + C2e
2x cos 2x +

+ C3e
2x sin 2x, y2 = (C3 + C2)e

2x cos 2x + (C3 − C2)e
2x sin 2x,

y3 = 2C1e
−x−3C2e

2x cos 2x−3C3e
2x sin 2x. С25. y = −2ex(C1+

+C2+C2x)−2e−x(C3−C4+C4x), z = ex(C1+C2x)+e
−x(C3+

+C4x). С26. y = 3C1e
2x +C2 +3e−x, z = C1e

2x +C2 +
13
3 e

−x.
С27. y = 3C1e

4x + C2e
6x − 4e3x, z = C1e

4x + C2e
6x − e3x.

С28. y = C1e
4x − C2e

2x + 9
4 sin 2x + 7

4 cos 2x, z = C1e
4x +

+ C2e
2x − 1

4 sin 2x − 3
4 cos 2x. С29. y = −C1e

3x − C2e
4x − 1,

z = 2C1e
3x +3C2e

4x +1. С30. y = −C1e
x +2C2e

4x +3e5x, z =
= C1e

x+C2e
4x+e5x. С31. y = C1e

−x+C2e
2x−cos x−2 sinx, z =

= −C1e
−x+2C2e

2x+sinx+3cos x. С32. y = C1e
−x+3C2e

4x−3,
z = −C1e

−x + 2C2e
4x + 2. С33. y = C1e

6x + 2C2e
7x + 1

10e
2x,

z = C1e
6x + C2e

7x + 3
10e

2x. С34. y = C1e
5x + C2e

−x + 2,
z = C1e

5x − 2C2e
−x − 3. С35. y = C1e

6x − 2C2 + 3ex,
z = C1e

6x+C2− 2ex. С36. y = 3C1e
4x+C2+12 sinx+3cos x,

z = −C1e
4x +C2 +13 sin x− cos x. С37. y = C1e

−x +3C2e
4x −

− 9 cos x + 15 sin x, z = −C1e
−x + 2C2e

4x + 11 cos x − 7 sinx.
С38. y = C1e

2x+C2e
3x+(1 + x)e2x, z = 2C1e

2x+C2e
3x+2xe2x.

С39. y = C1e
x + 2C2e

2x − (5 + 6x)e−x, z = C1e
x + C2e

2x −
− (7 + 12x)e−x. С40. y = 2C1e

x + C2e
4x − 6 cos x + 10 sin x,

z = −C1e
x + C2e

4x + 11 cos x − 7 sinx. С41. y = 4e−x + 2e3x,
z = 8e−x − 4e3x. С42. y = 4 sin 5x − 2 cos 5x, z = sin 5x −
− 3 cos 5x. С43. y1 = ex + 3e3x − 3e−4x, y2 = 2e3x + 5e−4x,
y3 = 3ex − e3x + e−4x. С44. y1 = ex + 2e2x, y2 = −e−x,
y3 = e−x + ex. С45. y = 16e2x − 2e5x − 15 cos 2x + 6 sin 2x,
z = 8e2x−4e5x+12 sin 2x−cos 2x. С46. y = 10e3x−8e5x−3xe3x,
z = 8e5x − 3e3x + xe3x. С47. y′1 = y2, y′2 = 2y1 − x2y2.
С48. y′1 = y2, y′2 = y3, y′3 = y4, y′4 = −4y1+x

2y2−3y3+xy4+e
x.
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Тема 21. Метод Ейлера розв’язування лiнiйних
однорiдних систем зi сталими коефiцiєнтами

Короткi теоретичнi вiдомостi

21.1. Випадок простих дiйсних характеристичних
чисел. Лiнiйна однорiдна система

dyk
dx

=
n∑
l=1

aklyl, k = 1, 2, . . . , n, (21.1)

де alk, l, k = 1, 2, . . . , n, — дiйснi сталi, має фундаментальну
систему розв’язкiв, яка складається з елементарних функцiй.

Одним з методiв побудови цiєї фундаментальної системи
розв’язкiв є метод Ейлера. Розв’язок системи (21.1) при цьому
шукається у виглядi

y1 = γ1e
λx, y2 = γ2e

λx, . . . , yn = γne
λx, (21.2)

де γ1, γ2, . . . , γn i λ — деякi сталi (дiйснi або комплекснi), при-
чому γ1, γ2, . . . , γn одночасно не дорiвнюють нулю.

Пiдставляючи розв’язок (21.2) в (21.1) i скорочуючи на
eλx, одержуємо систему⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
(a11 − λ)γ1 + a12γ2 + . . .+ a1nγn = 0,

a21γ1 + (a22 − λ)γ2 + . . .+ a2nγn = 0,

. . . . . . . . .

an1γ1 + an2γ2 + . . .+ (ann − λ)γn = 0,

(21.3)

нетривiальний розв’язок якої iснує лише тодi, коли∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (21.4)



198 21. Метод Ейлера розв’язування лiнiйних однорiдних систем

Рiвняння (21.4) називають характеристичним рiвнянням
системи (21.1), а його коренi — характеристичними числами.

Нехай усi характеристичнi числа λ1, λ2, . . . , λn системи
(21.1) дiйснi та простi. Тодi, пiдставляючи в систему (21.1) λ =
= λj, j = 1, 2, . . . , n, одержимо систему з ненульовим розв’яз-
ком γ1 = γj1, γ2 = γj2, . . . , γn = γjn (ранг отриманої системи
дорiвнюватиме n− 1, а тому числа γ1, γ2, . . . , γn визначатиму-
ться з точнiстю до сталого множника).

Пiдставляючи значення γ1, γ2, . . . , γn i λ = λj у форму-
лу (21.2), одержимо розв’язок однорiдної системи (21.1), який
вiдповiдатиме характеристичному числу λj:

yj1 = γj1e
λ1x, yj2 = γj2e

λ2x, . . . , yjn = γjne
λnx. (21.5)

Побудувавши розв’язки, якi вiдповiдають характеристи-
чним числам λ1, λ2, . . . , λn, отримаємо фундаментальну си-
стему розв’язкiв

y11 = γ11e
λ1x, y12 = γ12e

λ1x, . . . , y1n = γ1ne
λ1x,

y21 = γ21e
λ2x, y22 = γ22e

λ2x, . . . , y2n = γ2ne
λ2x,

. . . . . . . . .
yn1 = γn1e

λnx, yn2 = γn2e
λnx, . . . , ynn = γnne

λnx.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
(21.6)

Згiдно з основною теоремою (лекцiя *) загальним розв’яз-
ком системи (21.1) буде

yk =
n∑
j=1

Cjγjke
λjx, k = 1, 2, . . . , n. (21.7)

21.2. Випадок простих комплексних характеристи-
чних чисел. Припустимо, що всi характеристичнi числа си-
стеми (21.1) рiзнi, але серед них є комплекснi. Нехай a± ib —
пара комплексно-спряжених характеристичних чисел системи
(21.1). Побудувавши розв’язок вигляду (21.2), який вiдповiдає
числу a+ ib, i вiдокремивши в ньому дiйснi та уявнi частини,
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одержимо два дiйснi лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки си-
стеми (21.1). Розв’язки, якi вiдповiдають характеристичному
числу a− ib, будуть лiнiйно залежними з розв’язками, якi вiд-
повiдають числу a+ ib.

21.3. Випадок кратних характеристичних чисел.
Нехай серед характеристичних чисел є кратнi. Тодi числу λ1
кратностi s вiдповiдає розв’язок вигляду

y1 = P1(x)e
λ1x, y2 = P2(x)e

λ1x, . . . , yn = Pn(x)e
λ1x, (21.8)

де P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) — многочлени степеня не вищого,
нiж s−1 (вони можуть вироджуватись у сталi числа), причому
серед коефiцiєнтiв цих многочленiв s коефiцiєнтiв є довiльни-
ми, а iншi виражаються через них.

З практичної точки зору для знаходження розв’язку, що
вiдповiдає характеристичному числу λ1, потрiбно шукати
розв’язок у виглядi (21.8), вважаючи P1(x), P2(x), ..., Pn(x)
многочленами (s−1)-го степеня з невизначеними коефiцiєнта-
ми, i пiдставляючи їх в (21.1), виразити усi коефiцiєнти через
s з них, якi залишаються довiльними.

Нехай характеристичними числами системи (21.1) є a± bi
кратностi s кожне. Тодi, побудувавши s лiнiйно незалежних
комплексних розв’язкiв, якi вiдповiдають числу a + bi i вiд-
дiливши в них дiйснi та уявнi частини, одержимо 2s дiйсних
лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв. Розв’язки, якi вiд-
повiдають числу a − bi, будуть лiнiйно залежними з розв’яз-
ками, що вiдповiдають числу a+ bi.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 21.1. Знайти загальний розв’язок системи{
y′ = 5y + 4z,
z′ = 4y + 5z.

Розв’язання. Побудуємо характеристичне рiвняння i зна-
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йдемо характеристичнi числа:∣∣∣∣ 5− λ 4
4 5− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇒

λ2 − 10λ+ 9 = 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 = 9.

Складемо систему для знаходження чисел γ1 i γ2, якi вiд-
повiдають λ1. Згiдно з (21.3),{

4γ1 + 4γ2 = 0,
4γ1 + 4γ2 = 0

⇒ γ1 = − γ2.

Одне з чисел γ1, γ2 можна вибрати довiльно. Нехай γ1 = 1,
тодi γ2 = −1. Таким чином, характеристичному числу λ1 = 1
вiдповiдає розв’язок системи y1 = ex, z1 = −ex.

Аналогiчно, розв’язуючи систему, яка вiдповiдає характе-
ристичному числу λ2 = 9:{ −4γ1 + 4γ2 = 0,

4γ1 − 4γ2 = 0,
⇒ γ1 = γ2,

знаходимо, що γ1 = 1, γ2 = 1, а тому числу λ = 9 вiдповiдає
частинний розв’язок y2 = e9x, z2 = e9x.

Згiдно з (??) записуємо загальний розв’язок

y = C1e
x +C2e

9x, z = −C1e
x + C2e

9x. �

Приклад 21.2. Знайти розв’язок системи{
y′ = 2y − z,
z′ = y + 2z,

який задовольняє початковi умови y(0) = 0, z(0) = 1.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 2− λ −1

1 2− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇒ λ2 − 4λ+ 5
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має комплексно-спряженi коренi λ1,2 = 2± i. Розв’язок, який
вiдповiдає числу λ1, має вигляд y = γ1e

(2+i)x, z = γ2e
(2+i)x, де

γ1, γ2 знаходимо з системи

−iγ1 − γ2 = 0, γ1 − iγ2 = 0.

Покладаючи γ1 = 1, знаходимо γ2 = −i, а тому компле-
ксним розв’язком є y = e(2+i)x, z = −i e(2+i)x. Вiдокремлюючи
дiйснi та уявнi частини, одержуємо два дiйснi розв’язки:

y1 = e2x cosx, z1 = e2x sinx; y2 = e2x sinx, z2 = −e2x cos x.
Цi розв’язки є лiнiйно незалежними (їхнiй вроскiан вiдмiн-

ний вiд нуля), а тому загальним розв’язком є

y = e2x(C1 cos x+ C2 sinx), z = e2x(C1 sinx− C2 cos x).

Враховуючи початковi умови, одержуємо значення C1 = 0,
C2 = −1. Таким чином, розв’язком заданої задачi Кошi є

y = − e2x sinx, z = e2x cos x. �

Приклад 21.3. Знайти загальний розв’язок системи⎧⎨
⎩

y′1 = y2 + y3,
y′2 = y1 + y3,
y′3 = y1 + y2.

Розв’язання. Знаходимо характеристичнi числа:∣∣∣∣∣∣
−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ λ3−3λ−2 = 0 ⇒ λ1 = 2, λ2,3 = −1.

Кореню λ1 = 2 вiдповiдає система двох рiвнянь (третє є
наслiдком двох перших):

−2γ1 + γ2 + γ3 = 0, γ1 − 2 γ2 + γ3 = 0.
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Один з її розв’язкiв: γ1 = 1, γ2 = 1, γ3 = 1. Тому

y
(1)
1 = e2x, y

(1)
2 = e2x, y

(1)
3 = e2x

є розв’язком системи.
Характеристичним числам λ2,3 = −1 вiдповiдає одне рiв-

няння (друге i третє збiгаються з ним) γ1 + γ2 + γ3 = 0. Ви-
беремо два лiнiйно незалежнi розв’язки цього рiвняння, на-
приклад, γ1 = 1, γ2 = 0, γ3 = −1 i γ1 = 0, γ2 = −1, γ3 = 1.
Кожному з них вiдповiдає один розв’язок:

y
(2)
1 = e−x, y(2)2 = 0, y

(2)
3 = −e−x;

y
(3)
1 = 0, y

(3)
2 = −e−x, y(3)3 = e−x

вiдповiдно. Оскiльки, як легко показати, вронскiан знайдених
розв’язкiв вiдмiнний вiд нуля, то
то вони утворюють фундаментальну систему розв’язкiв, а то-
му загальним розв’язком системи є

y1 = C1e
2x +C2e

−x, y2 = C1e
2x − C3e

−x,

y3 = C1e
2x − C2e

−x + C3e
−x.

Приклад 21.4. Знайти фундаментальну систему розв’яз-
кiв i побудувати iнтегральну матрицю системи диференцiаль-

них рiвнянь (матричного рiвняння)
dY

dx
= AY , де

A =

⎛
⎝ 4 −1 −1

1 2 −1
1 −1 2

⎞
⎠, Y =

⎛
⎝ y1
y2
y3

⎞
⎠.

Розв’язання. Характеристичними числами, як легко перевi-
рити, є λ1 = 2, λ2,3 = 3.

Для простого кореня λ1 = 2 маємо частиннний розв’язок
Y 1(x):

Y 1(x) =

⎛
⎝ a1

a2
a3

⎞
⎠ e2x ⇒ dY 1(x)

dx
= 2

⎛
⎝ a1

a2
a3

⎞
⎠ e2x.
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Пiдставляючи у вихiдне матричне рiвняння, одержуємо
систему рiвнянь⎧⎨

⎩
2a1 = 4a1 − a2 − a3,
2a2 = a1 + 2a2 − a3,
2a3 = a1 − a2 + 2a3

⇒
⎧⎨
⎩

2a1 − a2 − a3 = 0,
a1 − a3 = 0,
a1 − a2 = 0

Очевидно, що a1 = a2 = a3. Нехай a1 = a2 = a3 = 1. Тодi

Y 1(x) =

⎛
⎝ 1

1
1

⎞
⎠ e2x.

Для двократного кореня λ2,3 = 3 маємо:

Y 2,3(x) =

⎛
⎝ α1 + β1x

α2 + β2x
α3 + β3x

⎞
⎠ e3x ⇒

dY 2,3(x)

dx
=

⎛
⎝ β1 + 3α1 + 3β1x

β2 + 3α2 + 3β2x
β3 + 3α3 + 3β3x

⎞
⎠ e3x

i для вiдшукання сталих β1, β2, β3, α1, α2, α3 одержуємо си-
стему⎧⎨
⎩

β1 + 3α1 + 3β1x = 4α1 + 4β1x− α2 − β2x− α3 − β3x,
β2 + 3α2 + 3β2x = α1 + β1x+ 2α2 + 2β2x− α3 − β3x,
β3 + 3α3 + 3β3x = α1 + β1x− α2 − β2x+ 2α3 + 2β3x

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β1 − β2 − β3 = 0,
α1 − α2 − α3 − β1 = 0,
β1 − β2 − β3 = 0,
α1 − α2 − α3 − β2 = 0,
β1 − β2 − β3 = 0,
α1 − α2 − α3 − β3 = 0,

⇒
{
β1 = β2 = β3 = 0,
α1 − α2 − α3 = 0.
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Виберемо один раз α1 = α2 = 1, α3 = 0, а другий раз —
α1 = α3 = 1, α2 = 0. Тодi

Y 2(x) =

⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠ e3x, Y 3(x) =

⎛
⎝ 1

0
1

⎞
⎠ e3x.

Для перевiрки того, що вектори Y 1(x), Y 2(x), Y 3(x) є лi-
нiйно незалежними, обчислимо їх вроскiан:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
e2x e3x e3x

e2x e3x 0
e2x 0 e3x

∣∣∣∣∣∣ = e8x

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 0
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ �= 0.

Таким чином, вектори Y 1(x), Y 2(x), Y 3(x) утворюють
фундаментальну систему розв’язкiв заданої системи, а

Y (x) =

⎛
⎝ e2x e3x e3x

e2x e3x 0
e2x 0 e3x

⎞
⎠

— шукана iнтегральна матриця. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Знайти методом Ейлера загальний розв’язок системи дру-
гого порядку.

А1.
{
y′ = y − z,
z′ = 4z − 4y.

А2.
{
y′ = 2y + z,
z′ = −6y − 3z.

А3.
{
y′ = 4y + 5z,
z′ = −4y − 4z.

А4.
{
y′ = y − 2z,
z′ = 6y − 5z.

А5.
{
y′ = 5y + 4z,
z′ = −9y − 7z.
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А6.
{
y′ = z − 2y,
z′ = 2z − 4y.

Знайти методом Ейлера загальний розв’язок системи тре-
тього порядку (λ1, λ2, λ3 — характеристичнi числа).

А7.

⎧⎨
⎩

y′1 = 3y1 + 12y2 − 4y3,
y′2 = y3 − y1 − 3y2,
y′3 = 6y3 − y1 − 12y2,

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3.

А8.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 − y2 − y3,
y′2 = 12y1 − 4y2 − 12y3,
y′3 = −4y1 + y2 + 5y3,

λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 2.

А9.

⎧⎨
⎩

y′1 = 3y1 − y2 + y3,
y′2 = y1 + y2 + y3,
y′3 = 4y1 − y2 + 4y3,

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 5.

А10.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 − y2 + 2y3,
y′2 = y1 + 2y3,
y′3 = y2 − 2y1 − y3,

λ1 = 1, λ2,3 = ±i.

А11.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 − y2 − y3,
y′2 = y1 + y2,
y′3 = 3y1 − y3,

λ1 = 1, λ2,3 = 1± 2i.

А12.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 + y2,
y′2 = y1 + 3y2 − y3,
y′3 = 2y2 − y1 + 3y3,

λ1 = 2, λ2,3 = 3± i.

А13.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 + y2 − y3,
y′2 = −y1 + 2y2 − y3,
y′3 = 2y1 − y2 + 4y3,

λ1,2 = 2, λ3 = 3.

А14.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 − y2 − y3,
y′2 = 3y1 − 2y2 − 3y3,
y′3 = 2y3 − y1 + y2,

λ1 = 0, λ2,3 = 1.

А15.

⎧⎨
⎩

y′1 = −3y1 − y3,
y′2 = −4y1 − 2y2 − 3y3,
y′3 = 4y1 + 2y2 + 3y3,

λ1,2 = −1, λ3 = 0.
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А16.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 − y2 − y3,
y′2 = 2y1 − y2 − 2y3,
y′3 = 2y3 + y2 − y1,

λ1,2,3 = 1.

А17.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 − y3,
y′2 = y1 − y2,
y′3 = 3y1 − y2 − y3,

λ1,2,3 = 0.

Знайти розв’язок задачi Кошi.

А18.
{
y′ = y + z,
z′ = 4z − 2y;

y(0) = 0, z(0) = −1.

А19.
{
y′ = 3y − z,
z′ = 10y − 4z;

y(0) = 1, z(0) = 5.

А20.
{
y′ = 2y − z,
z′ = 3y − 2z;

y(0) = 1, z(0) = 1.

А21.

⎧⎨
⎩

y′1 = 8y2,
y′2 = −2y3,
y′3 = 2y1 + 8y2 − 2y3;

y1(0) = −4, y2(0) = 0,

y3(0) = 1.

А22.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 − y2 + y3,
y′2 = y1 + y3,
y′3 = y2 − 2y3 − 3y1;

y1(0) = 0, y2(0) = 0,

y3(0) = 1.

Побудувати iнтегральну матрицю системи dY
dx = AY , де

Y = (y1, y2, y3)
T , а A — задана матриця.

А23. A =

⎛
⎝ 1 −2 −1

−1 1 1
1 0 −1

⎞
⎠.

А24. A =

⎛
⎝ 2 −1 −1

2 −1 −2
−1 1 2

⎞
⎠.

А25. A =

⎛
⎝ 2 1 −1

−1 0 1
1 1 0

⎞
⎠.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи
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Зiнтегрувати систему методом Ейлера.

С1.
{
y′ = −2y − 3z,
z′ = 6y + 7z.

С2.
{
y′ = 10y − 6z,
z′ = 18y − 11z.

С3.
{
y′ = y + z,
z′ = −10y − z.

С4.
{
y′ = 2y − 3z,
z′ = 3y + 2z.

С5.
{
y′ = y − z,
z′ = y + 3z.

С6.
{
y′ = 6y + z,
z′ = −16y − 2z.

С7.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 + y2 − y3,
y′2 = y1 − y2 + y3,
y′3 = y1 − 3y2 + 3y3.

С8.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 − y2 + y3,
y′2 = y1 + 2y2 − y3,
y′3 = y1 − y2 + 2y3.

С9.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 − y2 + y3,
y′2 = y1 + y2 − y3,
y′3 = 2y1 − y2.

С10.

⎧⎨
⎩

y′1 = −3y1 + 4y2 − 2y3,
y′2 = y1 + y3,
y′3 = 6y1 − 6y2 + 5y3.

С11.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 + 4y2 + 4y3,
y′2 = y1 + 3y2 − y3,
y′3 = −3y1 + 4y2 + 8y3.

С12.

⎧⎨
⎩

y′1 = 21y1 − 8y2 − 19y3,
y′2 = 18y1 − 7y2 − 15y3,
y′3 = 16y1 − 6y2 − 15y3.
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С13.

⎧⎨
⎩

y′1 = y3 − 3y1,
y′2 = 2y3 − 3y2,
y′3 = 3y1 − 2y2 − 3y3.

С14.

⎧⎨
⎩

y′1 = −y2 − y3,
y′2 = y1 + y2,
y′3 = 4y1 + y2 + 2y3.

С15.

⎧⎨
⎩

y′1 = 4y1 − 7y2 − y3,
y′2 = 2y1 − 3y2 − y3,
y′3 = −2y1 + 2y2 + 3y3.

С16.

⎧⎨
⎩

y′1 = 2y1 − y2 − y3,
y′2 = 3y1 − 2y2 − 3y3,
y′3 = −y1 + y2 + 2y3.

С17.

⎧⎨
⎩

y′1 = 3y1 + 2y2 − 3y3,
y′2 = 4y1 + 10y2 − 12y3,
y′3 = 3y1 + 6y2 − 7y3.

С18.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 + y2 − y3,
y′2 = 3y3 − 3y1 − 3y2,
y′3 = 2y3 − 2y1 − 2y2.

С19.

⎧⎨
⎩

y′1 = −2y1 + y2 − y3,
y′2 = 2y1 − 2y2 − y3,
y′3 = 3y1 + 2y2 − 5y3.

Знайти розв’язок задачi Кошi.

С20.
{
y′ = 2y + z,
z′ = y + 2z;

y(0) = 1, z(0) = −1.

С21.
{
y′ = 2y − z,
z′ = 2z − y;

y(0) = −1, z(0) = 3.

С22.
{
y′ = 2y + z,
z′ = y − 3z;

y(0) = 0, z(0) = 0.

С23.
{
y′ = y + z,
z′ = −2y − z;

y(0) = 1, z(0) = −1.

С24.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 − y2 + y3,
y′2 = y2 − y1 + y3,
y′3 = 3y3 − y1 − y2;

y1(0) = 3, y2(0) = 0,

y3(0) = 1.
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С25.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 − y3,
y′2 = y2 + y3,
y′3 = −y1 − y2 − y3;

y1(0) = 1, y2(0) = 1,

y3(0) = −1.

С26.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 − 2y2,
y′2 = −y1 − y2 − 2y3,
y′3 = y2 + y3;

y1(0) = 0, y2(0) = −1,

y3(0) = 1.

С27.

⎧⎨
⎩

y′1 = y1 − y2,
y′2 = y1 + y3,
y′3 = y1 + y3;

y1(0) = 0, y2(0) = 1,

y3(0) = 1.

Побудувати iнтегральну матрицю системи dY
dx = AY , де

Y = (y1, y2, y3)
T , а A — задана матриця.

С28. A =

⎛
⎝ 2 −1 1

1 2 −1
1 −1 2

⎞
⎠.

С29. A =

⎛
⎝ 4 −1 0

3 1 −1
1 0 1

⎞
⎠.

С30. A =

⎛
⎝ 0 1 1

1 0 1
2 2 1

⎞
⎠.

С31. A =

⎛
⎝ 2 0 −1

1 −1 0
3 −1 −1

⎞
⎠.

С32. Знайти всi нескiнченно малi розв’язки при x → +∞
розв’язки системи⎧⎨

⎩
y′1 = 3y1 + y2 − 3y3,
y′2 = 9y3 − 7y1 − 2y2,
y′3 = 4y3 − 2y1 − y2.
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Тема 22. Лiнiйнi неоднорiднi системи
диференцiальних рiвнянь

Короткi теоретичнi вiдомостi

22.1. Метод варiацiї довiльних сталих. Для iнтегру-
вання лiнiйної неоднорiдної системи⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + . . .+ p1n(x)yn + f1(x),

y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + . . .+ p2n(x)yn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + . . . + pnn(x)yn + fn(x)

(22.1)

у випадку, коли вдається зiнтегрувати вiдповiдну однорiдну
систему, можна використовувати метод варiацiї довiльних
сталих (метод Лаґранжа).

Розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи (22.1) шукаємо у
виглядi

yk =

n∑
j=1

Cj(x)zjk, k = 1, 2, . . . , n, (22.2)

де zjk = zjk(x), j, k = 1, 2, . . . , n, — деяка фундаментальна си-
стема розв’язкiв однорiдної системи

dzk
dx

=

n∑
j=1

pkj(x)zj , k = 1, 2, . . . , n, (22.3)

а Cj(x), j = 1, 2, . . . , n, — деякi неперервно диференцiйовнi
функцiї.

Функцiї Cj(x), j = 1, 2, . . . , n, знаходять з системи

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk = fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (22.4)

22.2. Метод невизначених коефiцiєнтiв. Якщо фун-
кцiї fk(x) у системi лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi ста-
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лими коефiцiєнтами

dyk
dx

=

n∑
j=1

akjyj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (22.5)

складаються з сум i добуткiв багаточленiв Pm(x) = p0+p1x+
+ . . . + pmx

m та функцiй eαx, cosβx, sin βx, то її частинний
розв’язок можна шукати методом невизначених коефiцiєнтiв.
Зокрема, якщо

fk(x) = Pmk
(x)eαx,

де Pmk
(x) — багаточлен степеня mk, то частинний розв’язок

системи (22.5) потрiбно шукати у виглядi

yi = Q
(i)
m+s(x)e

αx, i = 1, 2, . . . , n, (22.6)

де Q(i)
m+s(x), i = 1, 2, . . . , n, — багаточлени степеня m + s з

невiдомими коефiцiєнтами, m = max(m1, m2, . . . , mk); s = 0,
якщо α не є характеристичним числом, i s дорiвнює кратностi
цього числа, якщо α є характеристичним числом (якщо точнi-
ше, числоm+s наm одиниць бiльше вiд найвищого зi степенiв
багаточленiв, на якi множаться експоненти eαx у загальному
розв’язку вiдповiдної однорiдної системи).

Невiдомi коефiцiєнти багаточленiв Q
(i)
m+s(x) визначають

прирiвнюванням коефiцiєнтiв бiля вiдповiдних доданкiв пiсля
пiдставляння (22.6) у систему (22.5).

Аналогiчно визначаються степенi багаточленiв у випадках,
коли функцiї fk(x) у системi (22.5) мiстять функцiї eαx cos βx
i eαx sin βx, а число α+ βi є або не є характеристичним.

Загальний розв’язок неоднорiдної системи (22.1) дорiвнює
сумi загального розв’язку вiдповiдної однорiдної системи i до-
вiльного частинного розв’язку неоднорiдної системи (22.1).
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 22.1. Зiнтегрувати систему{
y′ = −3y − 4z + ex

ex+1 ,

z′ = 5y + 6z.
(22.7)

Розв’язання. Знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної си-
стеми {

y′ = −3y − 4z,
z′ = 5y + 6z

(22.8)

методом Ейлера. Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ −3− λ −4
5 6− λ

∣∣∣∣ = 0

має коренi λ1 = 1, λ2 = 2. Характеристичному числу λ1 = 1
вiдповiдає система рiвнянь{−4γ1 − 4γ2 = 0,

5γ1 + 5γ2 = 0,

звiдки маємо, наприклад, що γ1 = 1, γ2 = −1. Характеристи-
чному числу λ2 = 2 вiдповiдає система рiвнянь{−5γ1 − 4γ2 = 0,

5γ1 + 4γ2 = 0,

яку задовольняють, наприклад, числа γ1 = 4, γ2 = −5. Тому
розв’язок однорiдної системи (22.8) подається у виглядi

y0 = C1e
x + 4C2e

2x, z0 = −C1e
x − 5C2e

2x.

Розв’язок неоднорiдної системи (22.7) будемо шукати ме-
тодом варiацiї довiльних сталих у виглядi

y = C1(x)e
x + 4C2(x)e

2x, z = −C1(x)e
x − 5C2(x)e

2x.
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Функцiї C1(x) i C2(x) знайдемо з системи (22.4):{
C ′
1(x)e

x + 4C ′
2(x)e

2x = ex

ex+1 ,

−C ′
1(x)e

x − 5C ′
2(x)e

2x = 0.

Оскiльки

C ′
1(x) =

5

ex + 1
, C ′

2(x) = − e−x

ex + 1
,

то

C1(x) = 5

∫
dx

ex + 1
= 5

∫
e−xdx
1 + e−x

= −5 ln(e−x + 1) + C1,

C2(x) = −
∫
e−xdx
ex + 1

= −
∫
e−2xdx

1 + e−x
=

∫
e−xd(e−x)
e−x + 1

=

= e−x − ln(e−x + 1) + C2.

Отже, розв’язок системи (22.7) подається у виглядi:

y =
(−5 ln(e−x + 1) + C1

)
ex + 4

(
e−x − ln(e−x + 1) + C2

)
e2x,

z = − (−5 ln(e−x + 1) + C1

)
ex − 5

(
e−x − ln(e−x + 1) + C2

)
e2x.

Пiсля розкриття дужок будемо мати:

y = −5ex ln(e−x + 1) + C1e
x + 4ex − 4e2x ln(e−x + 1) + 4C2e

2x,

z = 5ex ln(e−x + 1)−C1e
x − 5ex + 5e2x ln(e−x + 1)− 5C2e

2x. �

Приклад 22.2. Зiнтегрувати систему{
y′ = 2y + 4z + 5ex,
z′ = 2y + 4z + 3.

(22.9)

Розв’язання. Знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної си-
стеми {

y′ = 2y + 4z,
z′ = 2y + 4z

(22.10)
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методом виключення. Здиференцiюємо перше рiвняння систе-
ми (22.10) i пiдставимо замiсть z′ вiдповiдний вираз iз другого
рiвняння:

y′′ = 2y′ + 4z′ ⇒ y′′ = 2y′ + 8y + 16z.

З першого рiвняння виразимо z через y i пiдставимо в
останнє отримане рiвняння:

z =
y′ − 2y

4
⇒ y′′ = 2y′ + 8y + 4y′ − 8y ⇒
⇒ y′′ − 6y′ = 0. (22.11)

Оскiльки характеристичне рiвняння k2 − 6k = 0 має коренi
k1 = 0, k2 = 6, то загальним розв’язком рiвняння (22.11) є

y = C1 + C2e
6x.

Тепер, враховуючи, що z = y′−2y
4 , знаходимо функцiю z:

z = −C1

2
+ C2e

6x.

Пiсля перепозначення сталої C1 розв’язок однорiдної си-
стеми (22.10) записуємо у виглядi:

y0 = 2C1 + C2e
6x, z0 = −C1 + C2e

6x.

Частинний розв’язок неоднорiдної системи (22.9) знайде-
мо методом невизначених коефiцiєнтiв. Враховуючи вигляд
функцiй f1(x) = 5ex i f2(x) = 3, частинний розв’язок y1, z1
неоднорiдної системи через невизначенi коефiцiєнти запише-
мо у виглядi

y1 = Aex +Bx+ C, z1 = Dex + Ex+ F. (22.12)

Пiдставляючи (22.12) у задану систему, одержуємо:

Aex +B = 2Aex + 2Bx+ 2C + 4Dex + 4Ex+ 4F + 5ex,

Dex + E = 2Aex + 2Bx+ 2C + 4Dex + 4Ex+ 4F + 3.
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Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля ex, x i x0 в обох частинах
цих тотожностей, одержуємо вiдповiдно:

ex A = 2A+ 4D + 5,
x 0 = 2B + 4E,
x0 B = 2C + 4F,

ex D = 2A+ 4D,
x 0 = 2B + 4E,
x0 E = 2C + 4F + 3.

Отримана система має лише п’ять лiнiйно незалежних рiв-
нянь. Розв’язуючи її, отримуємо:

A = 3, B = −2, C + 2F = −1, D = −2, E = 1.

Покладемо, наприклад, F = 0, тодi C = −1, а тому частинним
розв’язком неоднорiдної системи є

y1 = 3ex − 2x− 1, z1 = −2ex + x,

а загальним розв’язком —

y = 2C1 +C2e
6x+3ex− 2x− 1, z = −C1+C2e

6x− 2ex+x. �

Приклад 22.3. Записати частинний розв’язок з невизна-
ченими коефiцiєнтами (не шукаючи їх) системи{

y′ = 4y − z + xe3x + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cos x.

(22.13)

Розв’язання. Знайдемо характеристичнi числа вiдповiдної
однорiдної системи:∣∣∣∣ 4− k −1

1 2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 6k + 9 = 0 ⇒ k1 = k2 = 3.

У системi (22.13) для функцiй xe3x, e3x sinx, xe3x cos x чи-
сла α+ βi вiдповiдно дорiвнюють 3, 3 + i, 3 + i. Тому окремо
знайдемо частиннi розв’язки систем{

y′ = 4y − z + xe3x,
z′ = y + 2z

(22.14)
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i {
y′ = 4y − z + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cos x.

(22.15)

Для системи (22.14) α + βi = k1 = k2 = 3, s = 2, m = 1.
Згiдно з (22.6) її частинний розв’язок потрiбно шукати у ви-
глядi

y1 = (ax3 + bx2 + cx+ d)e3x,

z1 = (fx3 + gx2 + hx+ p)e3x.

Для системи (22.15) α + βi = 3 + i �= k1,2, s = 0, m = 1, а
тому її частинний розв’язок має вигляд

y2 = (Ax+B)e3x sinx+ (Cx+D)e3x cos x,

z2 = (Ex+ F )e3x sinx+ (Gx+H)e3x cos x.

Тодi частинний розв’язок системи (22.13) запишеться у вигля-
дi:

y = y1 + y2, z = z1 + z2. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Зiнтегрувати системи методом варiацiї довiльних сталих:

А1.
{
y′ = 3y − 6z + 3

cos 3x ,
z′ = 3y − 3z.

А2.
{
y′ = 3y − 2z,
z′ = y + 2

ex−1 .

А3.
{
y′ = 4y − 2z,
z′ = 8y − 4z + 15

√
x.

А4.
{
y′ = z + 1,
z′ = −y + 1

sinx .
Зiнтегрувати системи методом невизначених коефiцiєнтiв:

А5.
{
y′ = 2y + 3z + 4e3x,
z′ = y + 4z − e2x.
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А6.
{
y′ = −5y + 5z,
z′ = y − z + 37 cos x.

А7.
{
y′ = 2y − 3z − 2e3x,
z′ = y + 6z.

А8.
{
y′ = 7y + 2z,
z′ = 2z − 2y + 36x.

Знайти розв’язки задач Кошi:

А9.
{
y′ = z + 32 sin3 x,
z′ = −y. y(0) = 1, z(0) = 2.

А10.
{
y′ = z − 7y,
z′ = −3y − 3z + 80e4x.

y(0) = −1, z(0) = 5.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Зiнтегрувати системи методом варiацiї довiльних сталих:

С1.

{
y′ = −y − 2z,

z′ = 3y + 4z + e3x

e2x+1
.

С2.
{
y′ = −z,
z′ = 16y + 16

sin 4x .

С3.
{
y′ = z − 2y + x lnx,
z′ = 2z − 4y + 2x ln x.

С4.
{
y′ = 2z − 2y + 1

ex+1 ,

z′ = 4z − 4y + 1
ex+1 .

С5.
{
y′ = 2y + 2z + ex

ex+1 ,

z′ = −y − z.

С6.
{
y′ = −2y − z,

z′ = y + 3e−x

x .

С7.
{
y′ = 2z − y + 15ex

√
x,

z′ = 3z − 2y.

С8.
{
y′ = 5y − 6z + 3e2x

cos 3x ,
z′ = 3y − z.
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С9.
{
y′ = z + tg2 x− 1,
z′ = −y + tg x.

С10.

{
y′ = 3y + 2z,

z′ = −2y − z + 3ex

2
√
x
.

С11.
{
y′ = 2y + z − lnx,
z′ = −4y − 2z + 2 ln x.

С12.
{
y′ = z + 1

sinx ,
z′ = −y.

Зiнтегрувати системи методом невизначених коефiцiєнтiв:

С13.
{
y′ = 5y − z + 12e7x,
z′ = 2y + 2z.

С14.
{
y′ = y + 2z + 29 cos 2x,
z′ = 6z − 2y − 58 sin 2x.

С15.
{
y′ = 2y + 4z + 4e−x,
z′ = z − 12xe−x.

С16.
{
y′ = 3y − z + 4ex,
z′ = −5y − z − ex.

С17.
{
y′ = 3y + 5z,
z′ = 2y − 82 sin 4x.

С18.
{
y′ = 5y + 5z − 6,
z′ = y + z.

С19.
{
y′ = 4y + 3z + 5x,
z′ = y + 2z + 4.

С20.
{
y′ = 2z − 2y,
z′ = 2y − 2z + 10 cos 2x.

С21.
{
y′ = 2y − 3z + 17 cos x,
z′ = z − 2y.

С22.
{
y′ = 3y + 9e3x,
z′ = 6z − 2y.

С23.
{
y′ = y − z + 3e2x,
z′ = z − 4y − 5e4x.
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С24.
{
y′ = 2y + z,
z′ = 4z − y + 2e3x.

Знайти розв’язки задач Кошi:

С25.
{
y′ = z + 15

√
x+ 2e−x,

z′ = −y − 2z,
y(0) = −2, z(0) = 2.

С26.
{
y′ = z + e3x

x ,
z′ = −9y + 6z,

y(1) = 0, z(1) = 0.

С27.
{
y′ = z + 28 3

√
x+ 1ex,

z′ = −y + 2z,
y(0) = 1, z(0) = 3.

С28.
{
y′ = y + 2z + 4ex,
z′ = 6z − 2y,

y(0) = 3, z(0) = 2.

С29.
{
y′ = z − 7y − 10e4x,
z′ = −3y − 3z − 10e4x,

y(0) = 4, z(0) = 2.

С30.
{
y′ = 3y − 2z,
z′ = 2y + 7z + 2e3x,

y(0) = 5, z(0) = −6.

Вiдповiдi

А1. y = C1(cos 3x−sin 3x)+C2(cos 3x+sin 3x)+3x cos 3x+
+3x sin 3x+ln | cos 3x|·(cos 3x−sin 3x), z = C1 cos 3x+C2 sin 3x+
+ 3x sin 3x+ ln | cos 3x| · cos 3x. А2. y = 2C1e

2x + (C2 − 2)ex +
+(4ex−4e2x)·ln |1−e−x|+2, z = C1e

2x+C2e
x+3+(4ex−2e2x)×

×ln |1−e−x|. А3. y = 2C1x+C2−8x2
√
x, z = 4C1x+2C2−C1+

+10x
√
x−16x2

√
x. А4. y = C1 cos x+C2 sinx+ln | sinx|·sin x−

− x cos x, z = −C1 sinx+C2 cos x+ ln | sinx| · cos x+ x sinx− 1.
А5. y = C1e

5x − 3C2e
x + e3x + e2x, z = C1e

5x + C2e
x − e3x.

А6. y = −5C1e
−6x + C2 + 30 sin x− 5 cos x, z = C1e

−6x + C2 +
+ 31 sin x + cosx. А7. y = −3C1e

3x − C2e
5x + (1 − 3x)e3x,

z = C1e
3x + C2e

5x + xe3x. А8. y = −2C1e
6x − C2e

3x + 4x + 2,
z = C1e

6x + 2C2e
3x − 14x − 5. А9. y = −2 cos x + 2 sin x +

+ 3cos 3x + 12x sin x, z = 2cos x − 10 sin x − sin 3x + 12x cos x.
А10. y = e4x − 2e−4x, z = 11e4x − 6e−4x. С1. y = 2C1e

2x +
+ C2e

x − 2e2x arctg ex + ex ln(e2x + 1), z = −3C1e
2x − C2e

x +
+ 3e2x arctg ex − ex ln(e2x + 1). С2. y = C1 cos 4x+C2 sin 4x−
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− ln | sin 4x| · sin 4x + 4x cos 4x, z = 4C1 sin 4x − 4C2 cos 4x +
+4 ln | sin 4x| ·cos 4x+16x sin 4x. С3. y = C1x+C2+

1
2x

2 lnx−
− 1

4x
2, z = 2C1x + C1 + 2C2 − 1

2x
2 + x2 lnx. С4. y = C1e

2x +
+ C2 − ln(e−x + 1), z = 2C1e

2x + C2 − ln(e−x + 1). С5. y =
= −2C1e

x − C2 − 2ex ln(e−x + 1) − ln(ex + 1) + 1, z = C1e
x +

+C2 + ex ln(e−x + 1)+ ln(ex +1)− 1. С6. y = e−x
(
C1x+C2 +

+3x−3x ln |x|), z = e−x
(−C1x−C1−C2−3x+3(x + 1) ln |x|).

С7. y = ex
(
2C1x+C2 −C1 + 10x

√
x− 8x2

√
x
)
, z = ex

(
2C1x+

+ C2 − 8x2
√
x
)
. С8. y = e2x

(
C1(cos 3x − sin 3x) + C2(cos 3x +

+ sin 3x) + 3x(sin 3x + cos 3x) + ln | cos 3x| · (cos 3x − sin 3x)
)
,

z = e2x
(
C1 cos 3x + C2 sin 3x + 3x sin 3x + ln | cos 3x| · cos 3x).

С9. y = C1 sinx − C2 cos x + tg x, z = C1 cos x + C2 sinx + 2.
С10. y = ex

(
2C1x+C2+4x

√
x
)
, z = ex

(−2C1x+C1−C2+3
√
x−

− 4x
√
x
)
. С11. y = C1x + C2 − x lnx + x, z = −2C1x + C1 −

− 2C2 + 2x lnx− 2x. С12. y = C1 sinx−C2 cos x+ ln | sinx| ×
×cosx+x sinx, z = C1 cos x+C2 sinx− ln | sinx| · sinx+x cosx.
С13. y = C1e

4x + C2e
3x + 5e7x, z = C1e

4x + 2C2e
3x + 2e7x.

С14. y = 2C1e
2x + C2e

5x − 15 cos 2x + 6 sin 2x, z = C1e
2x +

+ 2C2e
5x − cos 2x + 12 sin 2x. С15. y = −4C1e

x + C2e
2x −

−8(x+1)e−x, z = C1e
x+(6x+3)e−x. С16. y = C1e

4x+C2e
−2x−

− ex, z = −C1e
4x+5C2e

−2x+2ex. С17. y = C1e
−2x+5C2e

5x−
−6 cos 4x+13 sin 4x, z = −C1e

−2x+2C2e
5x+14 cos 4x−3 sin 4x.

С18. y = 5C1e
6x + C2 − x, z = C1e

6x − C2 + x+ 1. С19. y =
= C1e

x+3C2e
5x+1− 2x, z = −C1e

x+C2e
5x− 2+x. С20. y =

= −C1e
−4x+C2+2 sin 2x− cos 2x, z = C1e

−4x+C2+3 sin 2x+
+cos 2x. С21. y = −3C1e

4x+C2e
−x+4 sin x+cosx, z = 2C1e

4x+
+C2e

−x+3 sinx+5cos x. С22. y = 3C2e
3x+9xe3x, z = C1e

6x+
+ 2C2e

3x + (6x + 2)e3x. С23. y = C1e
−x + C2e

3x + e4x − e2x,
z = 2C1e

−x−2C2e
3x−3e4x+4e2x. С24. y = e3x

(
C1x+C2+x

2
)
,

z = e3x
(
C1x+C1 +C2 + 2x+ x2

)
. С25. y = e−x

(
10(x+ 2)

3
2 +

+4(x+2)
5
2 − 36

√
2− 2− 20x

√
2
)
, z = e−x

(
20x

√
2+ 16

√
2+ 2−

−4(x+2)
5
2

)
. С26. y = e3x

(
ln |x|+3x−3−3x ln |x|), z = 9e3x

(
x−

− 1− x ln |x|). С27. y = ex
(
23x− 11+ 21(x+1)

4
3 − 9(x+1)

7
3

)
,
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z = ex
(
23x+12−9(x+1)

7
3

)
. С28. y = 8e2x−5ex, z = 4e2x−2ex.

С29. y = 6e−6x− e−4x− e4x, z = 6e−6x−3e−4x− e4x. С30. y =
= 6e5x − e3x, z = −6e5x.
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Тема 23. Системи лiнiйних диференцiальних
рiвнянь з кусково-сталими коефiцiєнтами

Короткi теоретичнi вiдомостi

Лiнiйну однорiдну систему диференцiальних рiвнянь пер-
шого порядку з початковими умовами можна подати у вектор-
ному виглядi:

dY

dx
= A(x)Y , (23.1)

Y (a) = Y 0, (23.2)

де Y = (y1, y2, . . . , yn)
T, Y 0 = (y

(0)
1 , y

(0)
2 , . . . , y

(0)
n )T, x ∈ [a, b),

A(x) — квадратна матриця порядку n.
Нехай задано точки xi ∈ [a, b], i = 1, 2, . . . ,m+ 1, такi, що

a = x1 < x2 < x3 < . . . < xm < xm+1 = b i на кожному з про-
мiжкiв [xk, xk+1), k = 1, 2, . . . ,m, матриця A(x) набуває стало-
го значення Ak (xk — точки розриву першого роду). Позначи-
мо через Θk характеристичну функцiю промiжку [xk, xk+1):

Θk =

{
1, x ∈ [xk, xk+1),
0, x /∈ [xk, xk+1).

Тодi матрицю A(x) можна подати так:

A(x) = A1Θ1 +A2Θ2 + . . .+AmΘm ≡
m∑
k=1

AkΘk. (23.3)

Пiд розв’язком системи (23.1) розумiтимемо неперервну
вектор-функцiю Y (x), що задовольняє цю систему скрiзь на
[a, b), крiм, можливо, точок x2, x3, . . . , xm.

Розглянемо систему (23.1) на кожному з промiжкiв
[xk, xk+1):

dY

dx
= AkY , k = 1, 2, . . . ,m. (23.4)
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Побудуємо для систем (23.4) матрицi Кошi B̃k(x, t), k =
= 1, 2, . . . ,m, якi визначаються формулами:

B̃k(x, t) = Yk(x)Y
−1
k (t),

де Yk(x) — iнтегральнi матрицi систем (23.4).
Позначимо через Bk(x, a) матрицi, якi визначаються так:

B1(x, a) ≡ B̃1(x, a), x ∈ [a, x2), (23.5)

Bk(x, a) ≡ B̃k(x, xk)Bk−1(xk, a), x ∈ [xk, xk+1), k = 2, 3, . . . ,m.
(23.6)

Матриця Bk(x, a) є неперервним продовженням матри-
цi Bk−1(x, a) на промiжок [xk, xk+1), а рекурентнi формули
(23.5), (23.6) забезпечують «склеювання» розв’язкiв систем
(23.4) у точках xk.

Матрицю Кошi B(x, a) на всьому промiжку [a, b) можна
подати єдиним аналiтичним виразом:

B(x, a) = B1(x, a)Θ1 +B2(x, a)Θ2 + . . .+Bm(x, a)Θm ≡

≡
m∑
k=1

Bk(x, a)Θk.

Слiд вiдзначити, що матриця-функцiя B(x, a) є неперерв-
ною у точках xk.

Розв’язок задачi Кошi (23.1), (23.2) подається формулою

Y =

m∑
k=1

Bk(x, a)Y 0Θk. (23.7)

Загальний розв’язок системи (23.1) визначається форму-
лою

Y =
m∑
k=1

Bk(x, a)CΘk, (23.8)
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де вектор C = (C1, C2, . . . , Cn)
T складається з довiльних ста-

лих C1, C2, . . . , Cn.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 23.1. Знайти розв’язок задачi Кошi

dY

dx
= A(x)Y , (23.9)

Y (0) =

(
1
1

)
, (23.10)

де

A(x) =

{
A1, x ∈ [0, π),
A2, x ∈ [π,∞),

тобто A(x) = A1Θ1+A2Θ2 (Θ1 iΘ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно), причому

A1 =

( −2 3
−6 4

)
, A2 =

(
9 −5
10 −5

)
.

Розв’язання. Розглянемо спочатку для x ∈ [0, π) систему{
y′1 = −2y1 + 3y2,
y′2 = −6y1 + 4y2.

(23.11)

Знайдемо її розв’язок методом виключення. Для цього зди-
ференцiюємо перше рiвняння системи i пiдставимо замiсть y′2
вiдповiдний вираз iз другого рiвняння:

y′′1 = −2y′1 + 3y′2 ⇒ y′′1 = −2y′1 − 18y1 + 12y2.

Враховуючи, що з першого рiвняння системи

y2 =
y′1 + 2y1

3
, (23.12)
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отримуємо рiвняння

y′′1 − 2y′1 + 10y1 = 0,

загальним розв’язком якого є функцiя

y1 = C1e
x cos 3x+ C2e

x sin 3x.

Тепер, використовуючи (23.12), знаходимо

y2 = C1e
x cos 3x+ C2e

x sin 3x− C1e
x sin 3x+ C2e

x cos 3x.

Отже, iнтегральна матриця Y (x) системи (23.11) має ви-
гляд

Y (x) =

(
ex cos 3x ex sin 3x

ex(cos 3x− sin 3x) ex(cos 3x+ sin 3x)

)
, x ∈ [0, π).

Оскiльки detY (x) = e2x, то

Y −1(t) = e−2t

(
et(cos 3t+ sin 3t) −et sin 3t
et(sin 3t− cos 3t) et cos 3t

)
=

=

(
e−t(cos 3t+ sin 3t) −e−t sin 3t
e−t(sin 3t− cos 3t) e−t cos 3t

)
.

Тодi

B̃1(x, t) = Y (x)Y −1(t) =

=

(
ex cos 3x ex sin 3x

ex(cos 3x− sin 3x) ex(cos 3x+ sin 3x)

)
×

×
(
e−t(cos 3t+ sin 3t) −e−t sin 3t
e−t(sin 3t− cos 3t) e−t cos 3t

)
=

= ex−t
(
cos(3t− 3x) + sin(3t− 3x) sin(3x− 3t)

2 sin(3t− 3x) cos(3t− 3x)− sin(3t− 3x)

)
.

Аналогiчно для системи{
y′1 = 9y1 − 5y2,
y′2 = 10y1 − 5y2

(23.13)
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на промiжку [π,∞) знаходимо загальний розв’язок

y1 = 5C1e
2x cos x+ 5C2e

2x sinx,

y2 = C1e
2x(7 cos x+ sinx) + C2e

2x(7 sin x− cos x).

Тодi iнтегральна матриця Y (x) системи (23.13) має вигляд

Y (x) =

(
5e2x cosx 5e2x sinx

e2x(7 cos x+ sinx) e2x(7 sin x− cos x)

)
,

а обернена до неї подається формулою

Y −1(t) =

( 1
5e

−2t(cos t− 7 sin t) e−2t sin t
1
5e

−2t(7 cos t+ sin t) −e−2t cos t

)
.

Отже,

B̃2(x, t) = Y (x)Y −1(t) =

= e2x−2t

(
cos(t− x)− 7 sin(t− x) 5 sin(t− x)

10 sin(x− t) 7 sin(t− x) + cos(t− x)

)
.

На основi формул (23.5), (23.6) отримуємо:

B1(x, 0) ≡ B̃1(x, 0) =

(
ex(cos 3x− sin 3x) ex sin 3x

−2ex sin 3x ex(cos 3x+ sin 3x)

)
,

B2(x, 0) ≡ B̃2(x, π)B1(π, 0) =

= e2x−2π

(
cos(π − x)− 7 sin(π − x) 5 sin(π − x)

10 sin(x− π) 7 sin(π − x) + cos(π − x)

)
×

×
(−eπ 0

0 −eπ
)

=

= e2x−π
(
cos x+ 7 sin x −5 sin x

10 sinx cos x− 7 sinx

)
.
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На основi формули (23.7) отримуємо розв’язок задачi Кошi
(23.9), (23.10):

Y = B1(x, 0)Y (0)Θ1 +B2(x, 0)Y (0)Θ2 =

=

(
ex(cos 3x− sin 3x) ex sin 3x

−2ex sin 3x ex(cos 3x+ sin 3x)

)(
1
1

)
Θ1 +

+ e2x−π
(
cos x+ 7 sinx −5 sinx

10 sin x cos x− 7 sin x

)(
1
1

)
Θ2 =

=

(
ex cos 3x

ex(cos 3x− sin 3x)

)
Θ1 +

(
e2x−π(cos x+ 2 sin x)
e2x−π(3 sin x+ cos x)

)
Θ2.

Вiдповiдь: y1 = Θ1e
x cos 3x + Θ2e

2x−π(cos x + 2 sin x), y2 =
= Θ1e

x(cos 3x− sin 3x) + Θ2e
2x−π(3 sin x+ cos x).

Приклад 23.2. Знайти загальний розв’язок диференцi-
ального рiвняння

y′′ + b(x)y = 0, (23.14)

де b(x) = 4Θ1 + 5Θ2, а Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно.
Розв’язання. Зведемо диференцiальне рiвняння (23.14) до
системи диференцiальних рiвнянь першого порядку:(

y
y′

)′
=

(
0 1

−b(x) 0

)(
y
y′

)
. (23.15)

На промiжку [0, π) система (23.15) i вiдповiдне рiвняння
мають вигляд (

y
y′

)′
=

(
0 1
−4 0

)(
y
y′

)
, (23.16)

y′′ + 4y = 0.

Оскiльки загальним розв’язком останнього рiвняння є фун-
кцiя y = C1 cos 2x+C2 sin 2x, то iнтегральна матриця системи
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(23.16) має вигляд

Y (x) =

(
cos 2x sin 2x

−2 sin 2x 2 cos 2x

)
,

а матриця Кошi B̃1(x, t) подається формулою

B̃1(x, t) = Y (x)Y −1(t) =

=

(
cos 2x sin 2x

−2 sin 2x 2 cos 2x

)(
cos 2t −1

2 sin 2t
sin 2t 1

2 cos 2t

)
=

=

(
cos(2x− 2t) 1

2 sin(2x− 2t)
−2 sin(2x− 2t) cos(2x− 2t)

)
.

Аналогiчно (перевiрте!) на промiжку [π,∞) матриця Кошi
B̃2(x, t) подається формулою

B̃2(x, t) =

(
cos

√
5(x− t) 1√

5
sin

√
5(x− t)

−√
5 sin

√
5(x− t) cos

√
5(x− t)

)
.

Отже,

B1(x, 0) ≡ B̃1(x, 0) =

(
cos 2x 1

2 sin 2x
−2 sin 2x cos 2x

)
,

B2(x, 0) ≡ B̃2(x, π)B1(π, 0) =

=

(
cos

√
5(x− π) 1√

5
sin

√
5(x− π)

−√
5 sin

√
5(x− π) cos

√
5(x− π)

)
.

На основi формули (23.8) отримуємо загальний розв’язок
системи (23.15):(

y
y′

)
= B1(x, 0)CΘ1 +B2(x, 0)CΘ2 =

=

(
cos 2x 1

2 sin 2x
−2 sin 2x cos 2x

)(
C1

C2

)
Θ1 +

+

(
cos

√
5(x− π) 1√

5
sin

√
5(x− π)

−√
5 sin

√
5(x− π) cos

√
5(x− π)

)(
C1

C2

)
Θ2.
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Отже, загальний розв’язок диференцiального рiвняння
(23.14) записується у виглядi

y = Θ1(C1 cos 2x+
C2

2
sin 2x) +

+ Θ2(C1 cos
√
5(x− π) +

C2√
5
sin

√
5(x− π)). �

На перший погляд, дляm > 2 вiдшукання розв’язку є над-
то громiздким, проте основнi обчислення зводяться до ари-
фметичних операцiй для матриць i тому побудову розв’яз-
ку можна запрограмувати в математичному пакетi Maple або
Mathematica. З iншого боку, диференцiальнi рiвняння i си-
стеми зi змiнними коефiцiєнтами можна апроксимувати з до-
помогою диференцiальних рiвнянь i систем з кусково-сталими
коефiцiєнтами, тому розглянутий метод можна трактувати як
спосiб наближеного iнтегрування диференцiальних рiвнянь i
систем зi змiнними коефiцiєнтами.

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

А1. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = 1,

де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
5 −1
2 2

)
, A2 =

(
2 −1
2 5

)
.

А2. Знайти загальний розв’язок системи(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
,
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де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно,

A1 =

( −2 −3
1 −6

)
, A2 =

(
5 −3
1 1

)
.

А3. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = 1,

де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, π2 ) i [

π
2 ,∞) вiдповiдно,

A1 =

( −7 1
−3 −3

)
, A2 =

(
3 −2
1 1

)
.

А4. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ + b(x)y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 2,

де b(x) = 4Θ1 − Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї про-
мiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно.

А5. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0,

де a(x) = −3Θ1−10Θ2, b(x) = 2Θ1+25Θ2, Θ1 i Θ2 — характе-
ристичнi функцiї промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

С1. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = 1,
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де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 2) i [2,∞) вiдповiдно,

A1 =

( −2 −1
2 −5

)
, A2 =

( −2 1
−2 −5

)
.

С2. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = 1,

де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
6 −2
3 1

)
, A2 =

( −1 2
−3 −6

)
.

С3. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = 2,

де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
1 3
−2 6

)
, A2 =

(
6 −1
6 1

)
.

С4. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = 3,

де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 2) i [2,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
2 −1
−1 2

)
, A2 =

(
4 1
1 4

)
.



232 23. Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з кусково-сталими . . .

С5. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = −1,

де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
8 3
−1 4

)
, A2 =

(
6 −1
3 2

)
.

С6. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = 1,

де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
3 −1
3 7

)
, A2 =

(
2 1
−1 4

)
.

С7. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 1, z(0) = 1,

де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
3 −2
−1 2

)
, A2 =

(
1 2
−1 3

)
.

С8. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 3, z(0) = 3,
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де A(x) = A1Θ1 + A2Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
4 4
−1 0

)
, A2 =

(
2 5
−2 4

)
.

Знайти загальнi розв’язки систем(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, A(x) = A1Θ1 +A2Θ2,

де:
С9. Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї промiжкiв [0, 1) i

[1,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
2 1
−3 6

)
, A2 =

(
1 3
−1 5

)
.

С10. Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї промiжкiв [0, π)
i [π,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
1 −1
−4 1

)
, A2 =

( −1 2
−1 −3

)
.

С11. Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї промiжкiв [0, π)
i [π,∞) вiдповiдно,

A1 =

( −1 2
−1 −3

)
, A2 =

(
1 −5
1 3

)
.

С12. Знайти розв’язок задачi Кошi(
y
z

)′
= A(x)

(
y
z

)
, y(0) = 6, z(0) = 6,

де A(x) = A1Θ1+A2Θ2+A3Θ3, Θ1, Θ2 i Θ3 — характеристичнi
функцiї промiжкiв [0, 1), [1, 2) i [2,∞) вiдповiдно,

A1 =

(
2 1
3 4

)
, A2 =

(
6 −2
2 1

)
, A3 =

(
1 2
−2 6

)
.
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С13. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ + b(x)y = 0, y(0) = 4, y′(0) = 4,

де b(x) = −Θ1 − 4Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно.

С14. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ + b(x)y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 12,

де b(x) = 9Θ1 + 16Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї
промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно.

С15. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0, y(0) = 6, y′(0) = 6,

де a(x) = Θ1 − 2Θ2, b(x) = −2Θ1 − 3Θ2, Θ1 i Θ2 — характери-
стичнi функцiї промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно.

С16. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ − 4y′ + b(x)y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1,

де b(x) = 5Θ1 + 4Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi функцiї про-
мiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно.

С17. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0, y(0) = 5, y′(0) = 5,

де a(x) = Θ1 − 2Θ2, b(x) = −6Θ1 + Θ2, Θ1 i Θ2 — характери-
стичнi функцiї промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно.

С18. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1,

де a(x) = −2Θ1+14Θ2, b(x) = 2Θ1+49Θ2, Θ1 i Θ2 — характе-
ристичнi функцiї промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно.



23. Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з кусково-сталими . . . 235

С19. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0,

де a(x) = −2Θ1, b(x) = 5Θ1 +4Θ2, Θ1 i Θ2 — характеристичнi
функцiї промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно.

С20. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0,

де a(x) = −2Θ1 + Θ2, b(x) = 10Θ1 − 2Θ2, Θ1 i Θ2 — характе-
ристичнi функцiї промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно.

С21. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0, y(0) = 7, y′(0) = 7,

де a(x) = −Θ1+2Θ2 +4Θ3, b(x) = −12Θ1 − 3Θ2 − 5Θ3, Θ1, Θ2

i Θ3 — характеристичнi функцiї промiжкiв [0, 1), [1, 2) i [2,∞)
вiдповiдно.

С22. Знайти загальний розв’язок рiвняння

(a(x)y′)′ + b(x)y = 0, (23.17)

де a(x) = 4Θ1+Θ2, b(x) = Θ1+4Θ2, Θ1 iΘ2 — характеристичнi
функцiї промiжкiв [0, π) i [π,∞) вiдповiдно.
Вказiвка. При зведеннi рiвняння (23.17) до системи пер-

шого порядку Y
′
= AY вектор Y треба брати у виглядi

Y = (y, y[1])T, де y[1] = a(x)y′ — квазiпохiдна.
С23. Знайти загальний розв’язок рiвняння

(a(x)y′)′ + b(x)y = 0,

де a(x) = 2Θ1+3Θ2, b(x) = −18Θ1−12Θ2, Θ1 i Θ2 — характе-
ристичнi функцiї промiжкiв [0, 1) i [1,∞) вiдповiдно.
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Вiдповiдi

А1. y = Θ1e
4x + Θ2(3e

3x+1 − 2e4x), z = Θ1e
4x + Θ2(4e

4x −
− 3e3x+1). А2. y = Θ1(3(C1 − C2)e

−3x + (3C2 − C1)e
−5x) +

+Θ2(3(C1−C2)e
4x−7+(3C2−C1)e

2x−7), z = Θ1((C1−C2)e
−3x+

+ (3C2 − C1)e
−5x) + Θ2((C1 − C2)e

4x−7 + (3C2 − C1)e
2x−7).

А3. y = Θ1e
−6x + Θ2e

2x−4π(cos x + sinx), z = Θ1e
−6x +

+ Θ2e
2x−4π sinx. А4. y = Θ1(2 cos 2x + sin 2x) + 2Θ2e

x−π.
А5. y = Θ1((2C1 − C2)e

x + (C2 − C1)e
2x) + Θ2((3C1x− 4C1 +

+4C2−3C2x)e
5x−3+(10C1−8C1x−5C2+4C2x)e

5x−4). С1. y =
= Θ1e

−3x+Θ2(3e
−3x−2e2−4x), z = Θ1e

−3x+Θ2(4e
2−4x−3e−3x).

С2. y = Θ1e
4x +Θ2(5e

7−3x − 4e8−4x), z = Θ1e
4x +Θ2(6e

8−4x −
− 5e7−3x). С3. y = Θ1(4e

4x − 3e3x) + Θ2(8e
4x − 7e4x−1 −

− 4e3x+1 + 4e3x), z = Θ1(4e
4x − 2e3x) + Θ2(16e

4x − 14e4x−1 −
− 12e3x+1 + 12e3x). С4. y = Θ1(2e

x − e3x) + Θ2(2e
5x−8 − e3x),

z = Θ1(e
3x+2ex)+Θ2(2e

5x−8+e3x). С5. y = Θ1e
5x+Θ2(2e

5x−
− e3x+2), z = −Θ1e

5x + Θ2(2e
5x − 3e3x+2). С6. y = Θ1(2e

4x −
− e6x) + Θ2((4x − 5)e3x+3 + (6 − 4x)e3x+1), z = Θ1(3e

6x −
− 2e4x) + Θ2((4x − 1)e3x+3 + (2 − 4x)e3x+1). С7. y = Θ1e

x −
− Θ2e

2x−π(sin x + cos x), z = Θ1e
x − Θ2e

2x−π cos x. С8. y =
= Θ1(18x+3)e2x +Θ2e

3x−π((21π − 4) sin 3x− (3 + 18π) cos 3x),
z = Θ1(3− 9x)e2x +Θ2e

3x−π((15π + 1) sin 3x+ (9π − 3) cos 3x).
С9. y = Θ1((C2−C1)e

5x+(3C1−C2)e
3x)+Θ2((4C2−4C1)e

4x+1+
+(3C1−C2)e

4x−1+(3C1−3C2)e
2x+3), z = Θ1((3C2−3C1)e

5x+
+ (3C1 − C2)e

3x) + Θ2((4C2 − 4C1)e
4x+1 + (3C1 − C2)e

4x−1 +
+(C1−C2)e

2x+3). С10. y = Θ1((C1−C2)e
3x+(C1+C2)e

−x)+
+ Θ2((3C1 − 3C2)e

5π−2x sinx + (C2 − C1)e
5π−2x cos x − (5C1 +

+ 5C2)e
π−2x sinx − (C1 + C2)e

π−2x cosx), z = Θ1((2C2 −
− 2C1)e

3x + (2C1 + 2C2)e
−x) + Θ2((C2 − C1)e

5π−2x sinx +
+ (2C1 − 2C2)e

5π−2x cos x + (3C1 + 3C2)e
π−2x sinx − (2C1 +

+ 2C2)e
π−2x cosx). С11. y = Θ1e

−2x((C1 + 2C2) sin x +
+ C1 cos x) + Θ2e

2x−4π((12C1 + 5
2C2) sin 2x − C1 cos 2x), z =

= Θ1e
−2x(C2 cos x − (C1 + C2) sinx) − Θ2e

2x−4π((12C1 +
+ 1

2C2) sin 2x+C2 cos 2x). С12. y = Θ1(3e
5x+3ex)+Θ2(6e

5x−4−
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− 2e5x + 5e2x+3 − 3e2x−1) + Θ3(5e
5x−3 − 3e5x−7 − 2e2x+6 +

+ 6e2x+2), z = Θ1(9e
5x − 3ex) + Θ2(3e

5x−4 − e5x + 10e2x+3 −
− 6e2x−1) + Θ3(10e

5x−3 − 6e5x−7 − e2x+6 + 3e2x+2). С13. y =
= 4Θ1e

x+Θ2(3e
2x−1+ e3−2x). С14. y = Θ1(cos 3x+4 sin 3x)−

− Θ2(cos 4x + 3 sin 4x). С15. y = 6Θ1e
x + Θ2(3e

3x−2 +
+ 3e2−x). С16. y = Θ1e

2x(cos x − sinx) + Θ2e
2x(x − π −

− 1). С17. y = Θ1(4e
2x + e−3x) + Θ2((5 − 4x)ex−4 + 4xex+1).

С18. y = Θ1e
x cos x + Θ2e

8π−7x(8π − 1 − 8x). С19. y =
= Θ1e

x(2C1 cos 2x + (C2 − C1) sin 2x) + Θ2e
π(2C1 cos 2x +

+ C2 sin 2x). С20. y = Θ1e
x(3C1 cos 3x + (C2 − C1) sin 3x) +

+ Θ2((C2 − C1)e
3π−2x − (2C1 + C2)e

x). С21. y = Θ1(4e
4x +

+ 3e−3x) + Θ2(7e
x+3 − 3e7−3x + 3e−3x) + Θ3(7e

x+3 − ex−1 +
+ ex−8 − 2e11−5x + 2e4−5x). С22. y = Θ1(C1 cos

x
2 +C2 sin

x
2 ) +

+ Θ2(C2 cos 2x − C1 sin 2x). С23. y = Θ1((6C1 + C2)e
3x +

+ (6C1 − C2)e
−3x) + Θ2((6C1 + C2)e

2x+1 + (6C1 − C2)e
−2x−1).
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Тема 24. Стiйкiсть лiнiйних систем

Короткi теоретичнi вiдомостi

24.1. Основнi означення. Розв’язок yj = ϕj(t), j =
= 1, 2, . . . , n, системи

dyj
dt

= fj(t, y1, y2, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n, (24.1)

називають стiйким, якщо для будь-яких ε > 0 i t0 � T
iснує число δ = δ(ε) > 0 таке, що довiльний iнший розв’язок
yj = yj(t), j = 1, 2, . . . , n, цiєї ж системи, початковi значення
yj(t0) якого задовольняють нерiвностi

|yj(t0)− ϕj(t0)| < δ, j = 1, 2, . . . , n, (24.2)

визначений для всiх t � t0 i справджуються нерiвностi

|yj(t)− ϕj(t)| < ε, j = 1, 2, . . . , n, t � t0.

Розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, називають асим-
птотично стiйким, якщо: 1) вiн стiйкий; 2) усi розв’язки
yj = yj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (24.1) з достатньо близь-
кими початковими умовами при t → +∞ необмежено набли-
жаються до ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, тобто з нерiвностей (24.2)
випливає, що

lim
t→+∞ |yj(t)− ϕj(t)| = 0, j = 1, 2, . . . , n. (24.3)

Розв’язок yj = ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (24.1) назива-
ють нестiйким, якщо вiн не є стiйким.

Дослiдження на стiйкiсть довiльного розв’язку системи
(24.1) замiною xj(t) = yj(t)− ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, можна зве-
сти до дослiдження на стiйкiсть нульового розв’язку системи

dxj
dt

= fj(t, x1 + ϕ1, . . . , xn + ϕn)− fj(t, ϕ1, . . . , ϕn), (24.4)
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де j = 1, 2, . . . , n. Розв’язок yj(t) системи (24.1) i нульовий
розв’язок системи (24.4) є одночасно стiйкими, асимптотично
стiйкими або нестiйкими. Нульовий розв’язок системи (24.4)
називають тривiальним розв’язком системи (24.4), її точкою
спокою або положенням рiвноваги.

24.2. Стiйкiсть лiнiйної системи зi сталими коефi-
цiєнтами. Якщо всi характеристичнi числа системи

dyj
dt

= aj1y1 + aj2y2 + . . .+ ajnyn, j = 1, 2, . . . , n, (24.5)

мають вiд’ємнi дiйснi частини (тобто або вони дiйснi вiд’ємнi
числа, або комплекснi числа, дiйснi частини яких вiд’ємнi), то
нульовий розв’язок системи (25.3) асимптотично стiйкий.

Якщо хоча б одне характеристичне число системи (25.3)
має додатну дiйсну частину (тобто або це число додатне,
або комплексне з додатною дiйсною частиною), то нульовий
розв’язок системи (25.3) нестiйкий.

Якщо серед характеристичних чисел системи (25.3) немає
чисел з додатними дiйсними частинами, але є простi числа з
нульовою дiйсною частиною, то нульовий розв’язок системи
(25.3) є стiйким, але не є асимптотично стiйким.

Якщо серед характеристичних чисел системи (25.3) немає
чисел з додатними дiйсними частинами, але є кратнi числа з
нульовими дiйсними частинами, то можливi як стiйкi, так i
нестiйкi нульовi розв’язки.

24.3. Критерiї Рауса–Гурвiца, Л’єнара–Шипара. Не-
обхiдною умовою того, що всi дiйснi частини коренiв рiвняння

a0k
n + a1k

n−1 + . . .+ an−1k + an = 0 (a0 > 0) (24.6)

вiд’ємнi, є нерiвностi aj > 0, j = 0, 1, . . . , n. Достатньою умо-
вою додатностi дiйсної частини хоча б одного кореня рiвня-
ння (24.6) є виконання хоча б однiєї з нерiвностей aj < 0,
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j = 1, . . . , n. Позначимо

Δ1 = a1, Δ2 =

∣∣∣∣ a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣, Δ3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0
a3 a2 a1
a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣, . . . ,

Δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣,
де aj = 0, якщо j > n.

Критерiй Рауса–Гурвiца. Дiйснi частини коренiв рiв-
няння (24.6) вiд’ємнi тодi i тiльки тодi, коли Δj > 0,
j = 1, 2, . . . , n.

Зауваження. Дiйснi частини коренiв рiвняння (24.6) не-
додатнi тодi i тiльки тодi, коли Δj � 0, j = 1, 2, . . . , n.

Критерiй Л’єнара–Шипара. Дiйснi частини коренiв
рiвняння (24.6) вiд’ємнi тодi i тiльки тодi, коли

aj > 0, j = 0, 1, . . . , n; Δn−1 > 0, Δn−3 > 0, Δn−5 > 0, . . .

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 24.1. Використовуючи означення стiйкостi, до-
слiдити на стiйкiсть розв’язки задачi Кошi y′ = ky, y(t0) = y0.
Розв’язання. Загальним розв’язком рiвняння є y(t) = Cekt,
а розв’язком заданої задачi —

y(t) = y0e
k(t−t0). (24.7)

Задамо iншу початкову умову ỹ(t0) = ỹ0. Тодi розв’язком
цiєї задачi (збуреним розв’язком) є

ỹ(t) = ỹ0e
k(t−t0). (24.8)
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Оцiнимо рiзницю розв’язкiв (24.7) i (24.8):

|y(t)− ỹ(t)| =
∣∣∣y0ek(t−t0) − ỹ0e

k(t−t0)
∣∣∣ = ek(t−t0) |y0 − ỹ0|.

(24.9)
Якщо k < 0, то ek(t−t0) < 1 для всiх t � t0. Отже, якщо

|y0 − ỹ0| < δ = ε, то з (24.9) маємо, що

|y(t)− ỹ(t)| < |y0 − ỹ0| < ε,

тобто розв’язок стiйкий. У цьому випадку розв’язок також
асимптотично стiйкий, оскiльки

lim
t→+∞ |y(t)− ỹ(t)| = lim

t→+∞ |y0 − ỹ0|ek(t−t0) = 0.

Якщо k > 0, то розв’язок (24.7) нестiйкий, бо яким би не
було число t0, для t � t0, y0 �= ỹ0, рiзниця розв’язкiв (24.7)
i (24.8) при зростаннi t стає нескiнченно великою, оскiльки
lim

t→+∞ |y0 − ỹ0|ek(t−t0) = +∞.

Якщо k = 0, то розв’язок y = y0 стiйкий, але не асим-
птотично стiйкий, бо вираз |y0 − ỹ0| не прямує до нуля, коли
t→ +∞.
Вiдповiдь: розв’язок стiйкий, якщо k � 0, у тому числi
асимптотично стiйкий, якщо k < 0, i нестiйкий, якщо k > 0.

Приклад 24.2. Використовуючи означення стiйкостi, до-
слiдити на стiйкiсть тривiальний розв’язок системи{

x′ = − y,
y′ = x.

(24.10)

Розв’язання. Розв’язуючи систему i враховуючи початковi
умови x(0) = x0, y(0) = y0, знаходимо x = x0 cos t − y0 sin t,
y = x0 sin t+ y0 cos t, звiдки

x2 + y2 = x20 + y20. (24.11)
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Для будь-якого заданого ε > 0 досить узяти δ � ε, адже як
тiльки x20 + y20 < δ2, то x2 + y2 < ε2 для всiх t > 0. Отже,
розв’язок x = y = 0 є стiйким. З (24.11) видно, що iнтегральнi
кривi системи (24.10) утворюють сiм’ю концентричних кiл з
центром у початку координат. При t → ∞ цi кола не будуть
зближатись, вони весь час залишатимуться на однiй вiдстанi.
Тому нульовий розв’язок не є асимптотично стiйким.
Вiдповiдь: розв’язок x = y = 0 є стiйким, але не є асимпто-
тично стiйким.

Приклад 24.3. Використовуючи означення стiйкостi, до-
слiдити на стiйкiсть точку спокою системи x′ = 3y − 5x,
y′ = 4y − 6x.
Розв’язання. Розв’язуючи систему, знаходимо x = C1e

−2t +
+ C2e

t, y = C1e
−2t + 2C2e

t. Враховуючи початковi умови
x(0) = x0, y(0) = y0, одержуємо, що C1 = 2x0−y0, C2 = y0−x0,
а тому

x = (2x0−y0)e−2t+(y0−x0)et, y = (2x0−y0)e−2t+2(y0−x0)et.
Покладемо y0 = 2x0. Тодi, яким би малим не було число x0,
функцiї |x| та |y| необмежено зростатимуть при t→ +∞, а
тому розв’язок x = y = 0 є нестiйким. �

Приклад 24.4. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний роз-
в’язок системи {

x′ = 2x+ 3y,
y′ = 4x− y.

Розв’язання. Знайдемо характеристичнi числа цiєї системи:∣∣∣∣ 2− k 3
4 −1− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − k − 14 = 0 ⇒

k1,2 =
1±√

57

2
.

Оскiльки одне з характеристичних чисел є додатним, то
тривiальний розв’язок заданої системи є нестiйким. �
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Приклад 24.5. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiв-
няння y(4) + 4y′′′ + 7y′′ + 6y′ + 2y = 0.
Розв’язання. Скористаємося критерiєм Рауса–Гурвiца.
Складемо характеристичне рiвняння: k4+4k3+7k2+6k+2 = 0.
Оскiльки

Δ1 = 4 > 0, Δ2 =

∣∣∣∣ 4 1
6 7

∣∣∣∣ = 22 > 0,

Δ3 =

∣∣∣∣∣∣
4 1 0
6 7 4
0 2 6

∣∣∣∣∣∣ = 100 > 0, Δ4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 0 0
6 7 4 1
0 2 6 7
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ·Δ3 > 0,

то точка спокою — асимптотично стiйка. �

Приклад 24.6. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiв-
няння y(5) + 4y(4) + 6y′′′ + 8y′′ + 5y′ + 3y = 0.
Розв’язання. Оскiльки всi коефiцiєнти характеристичного
рiвняння k5 + 4k4 + 6k3 + 8k2 + 5k + 3 = 0 додатнi й

Δ2 =

∣∣∣∣ 4 1
8 6

∣∣∣∣ = 16 > 0, Δ4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 0 0
8 6 4 1
3 5 8 6
0 0 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 63 > 0,

то згiдно з критерiєм Л’єнара–Шипара точка спокою заданого
рiвняння — асимптотично стiйка. �

Приклад 24.7. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiв-
няння y(5) + 4y(4) + 3y′′′ − y′′ + 7y′ + 9y = 0.
Розв’язання. Оскiльки коефiцiєнти характеристичного рiв-
няння k5+4k4+3k3−k2+7k+9 = 0 мають рiзний знак, точка
спокою є нестiйкою. �

Приклад 24.8. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою рiв-
няння y(5) + 3y(4) + 2y′′′ + y′′ + 2y′ + 7y = 0.
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Розв’язання. Складемо характеристичне рiвняння: k5 +
+ 3k4 + 2k3 + k2 + 2k + 7 = 0. Оскiльки

Δ2 =

∣∣∣∣ 3 1
1 2

∣∣∣∣ = 5 > 0, Δ4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0 0
1 2 3 1
7 2 1 2
0 0 7 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −61 < 0,

то згiдно iз зауваженням до критерiю Рауса–Гурвiца точка
спокою заданого рiвняння — нестiйка. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Використовуючи означення стiйкостi, дослiдити на стiй-
кiсть розв’язки задач Кошi:

А1. y′ + x = 0, y(0) = 2.
А2. y′ = 2x(y + 1), y(0) = 0.
А3. Використовуючи означення стiйкостi, дослiдити на

стiйкiсть точку спокою системи
{
x′ = −x− 9y,
y′ = x− y.

Дослiдити на стiйкiсть точку спокою систем:

А4.
{
x′ = 2x+ 3y,
y′ = 5x− 6y.

А5.
{
x′ = y − 4x,
y′ = 2x− 3y.

А6.
{
x′ = 2x+ 5y,
y′ = −5x− 2y.

А7.

⎧⎨
⎩
x′ = −2x− y,
y′ = x− 2y,
z′ = x+ 3y − z.

А8.

⎧⎨
⎩
x′ = 3x+ 2y + z,
y′ = −2x+ 5y,
z′ = 3x+ y + 4z.

Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’язок рiвнянь:
А9. y(4) + 3y′′′ + 5y′′ + 7y′ + 5y = 0.
А10. y(5) + 2y(4) + 4y′′′ + 7y′′ + 5y′ + 6y = 0.
А11. y(5) + 7y(4) + 20y′′′ + 30y′′ + 24y′ + 8y = 0.
А12. y(5) + 5y(4) + 9y′′′ − 8y′′ + 10y′ + 4y = 0.
А13. Визначити, при яких значеннях параметра a нульо-

вий розв’язок рiвняння y(4) +2y′′′ + ay′′ +4y′ +4y = 0 є асим-
птотично стiйким.
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Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Використовуючи означення стiйкостi, дослiдити на стiй-
кiсть розв’язки задач Кошi:

С1. y′ = −xy, y(0) = 1.
С2. y′ = y + x, y(0) = 1.
С3. xy′ = y, y(1) = 0.
С4. exy′ = x, y(0) = 3.
Використовуючи означення стiйкостi, дослiдити на стiй-

кiсть точку спокою систем:

С5.
{
x′ = x+ 5y,
y′ = x− 3y.

С6.
{
x′ = 2x+ y,
y′ = 3x+ 4y.

С7.
{
x′ = 6y − 7x,
y′ = 3y − 4x.

С8.
{
x′ = 2x− y,
y′ = 6x− 3y.

С9.
{
x′ = −x− 2y,
y′ = −2x+ 2y.

С10.
{
x′ = 2y − 3x,
y′ = y − 2x.

Дослiдити на стiйкiсть точку спокою систем:

С11.
{
x′ = 2x− y,
y′ = 3x+ 5y.

С12.
{
x′ = 3y,
y′ = 2x− 4y.

С13.
{
x′ = 3y − 5x,
y′ = −x− 7y.

С14.
{
x′ = 3x+ 5y,
y′ = 2y.

С15.
{
x′ = 2x− 6y,
y′ = x− 3y.

С16.
{
x′ = 2x,
y′ = x+ 2y.

С17.
{
x′ = 3x− 5y,
y′ = 4x+ y.

С18.
{
x′ = 3y,
y′ = −5x.

С19.
{
x′ = 2x− 6y,
y′ = x+ 8y.

С20.
{
x′ = x− 2y,
y′ = 8x− 7y.

С21.

⎧⎨
⎩
x′ = −x+ y + 5z,
y′ = −2x+ z,
z′ = −3z.

С22.

⎧⎨
⎩
x′ = x+ y − z,
y′ = x− y + z,
z′ = x− 3y + 3z.
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С23.

⎧⎨
⎩
x′ = −3x+ 4y − 2z,
y′ = x+ z,
z′ = 6x− 6y + 5z.

С24.

⎧⎨
⎩
x′ = 3x+ 2y − 3z,
y′ = 4x+ 10y − 12z,
z′ = 3x+ 6y − 7z.

С25.

⎧⎨
⎩
x′ = y − z,
y′ = z − y,
z′ = x− z.

С26.

⎧⎨
⎩
x′ = 2x+ 6y − z,
y′ = 4x+ 3y + 2z,
z′ = x+ 3y + 7z.

С27.

⎧⎨
⎩
x′ = −6x+ 2y + 6z,
y′ = −4x+ 2y + 3z,
z′ = −x+ 3y − 2z.

С28.

⎧⎨
⎩
x′ = 2x− 4y − z,
y′ = 2x+ 2y − 3z,
z′ = x+ y − 4z.

С29.

⎧⎨
⎩
x′ = x+ 5y,
y′ = −3x− y − 3z,
z′ = −2x− 2y − 3z.

С30.

⎧⎨
⎩
x′ = −6x+ 2y + z,
y′ = −4x+ y + z,
z′ = x+ 3y − 4z.

Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’язок рiвнянь:
С31. y(4) + 7y′′′ + 17y′′ + 17y′ + 6y = 0.
С32. y(4) + 6y′′′ + 9y′′ + 5y′ + 2y = 0.
С33. y(4) + 4y′′′ + 8y′′ + y′ + 3y = 0.
С34. y(4) + 3y′′′ + 6y′′ − 5y′ + 6y = 0.
С35. y(4) + 5y′′′ + 10y′′ + 10y′ + 4y = 0.
С36. y(4) + 2y′′′ + 3y′′ + 4y′ + 5y = 0.
С37. y(4) + 2y′′′ + 2y′′ + 2y′ + 2y = 0.
С38. y(4) + 6y′′′ + 13y′′ + 14y′ + 6y = 0.
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С39. y(5) + y(4) + 5y′′′ + 10y′′ + 25y′ − 10y = 0.
С40. y(5) + 2y(4) + 2y′′′ + 3y′′ + 2y′ + 2y = 0.
С41. y(5) + 6y(4) + 15y′′′ + 20y′′ + 14y′ + 4y = 0.
С42. y(5) + 7y(4) + 20y′′′ + 30y′′ + 40y′ + 20y = 0.
С43. y(5) + 4y(4) + 8y′′′ + 12y′′ + 10y′ + y = 0.
С44. y(5) + 2y(4) + 5y′′′ + 10y′′ + 7y′ + 9y = 0.
С45. y(5) + 5y(4) + 3y′′′ + 7y′′ + 2y′ + 8y = 0.
Визначити, при яких значеннях параметрiв a i b нульовий

розв’язок рiвнянь є асимптотично стiйким:
С46. y′′′ + ay′′ + by′ + 3y = 0.
С47. y(4) + 2y′′′ + 3y′′ + 4y′ + ay = 0.
С48. y(4) + 2y′′′ + 3y′′ + ay′ + 2y = 0.
С49. y(4) + 2y′′′ + ay′′ + 2y′ + by = 0.
С50. y(4) + ay′′′ + 3y′′ + 2y′ + by = 0.

Вiдповiдi

А1. Стiйкий, але не є асимптотично стiйким. А2. Нестiй-
кий. А3. Асимптотично стiйка. А4. Нестiйка. А5. Асим-
птотично стiйка. А6. Стiйка, але не асимптотично стiйка.
А7. Асимптотично стiйка. А8. Нестiйка. А9. Асимптоти-
чно стiйкий. А10. Нестiйкий. А11. Асимптотично стiйкий.
А12. Нестiйкий. А13. a > 4.

С1. Асимптотично стiйкий. С2. Нестiйкий. С3. Нестiй-
кий. С4. Стiйкий, але не є асимптотично стiйким. С5. Не-
стiйка. С6. Нестiйка. С7. Асимптотично стiйка. С8. Стiйка,
але не асимптотично стiйка. С9. Нестiйка. С10. Асимптоти-
чно стiйка. С11. Нестiйка. С12. Нестiйка. С13. Асимптоти-
чно стiйка. С14. Нестiйка. С15. Стiйка, але не асимптоти-
чно стiйка. С16. Нестiйка. С17. Нестiйка. С18. Стiйка,
але не асимптотично стiйка. С19. Нестiйка. С20. Асим-
птотично стiйка. С21. Асимптотично стiйка. С22. Не-
стiйка. С23. Нестiйка. С24. Нестiйка. С25. Стiйка, але
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не асимптотично стiйка. С26. Нестiйка. С27. Асимпто-
тично стiйка. С28. Нестiйка. С29. Асимптотично стiйка.
С30. Асимптотично стiйка. С31. Асимптотично стiйкий.
С32. Асимптотично стiйкий. С33. Нестiйкий. С34. Нестiй-
кий. С35. Асимптотично стiйкий. С36. Нестiйкий. С37. Не-
стiйкий. С38. Асимптотично стiйкий. С39. Нестiйкий.
С40. Нестiйкий. С41. Асимптотично стiйкий. С42. Асим-
птотично стiйкий. С43. Асимптотично стiйкий. С44. Не-
стiйкий. С45. Нестiйкий. С46. a > 0, b > 0, ab > 3.
С47. 0 < a < 2. С48. 2 < a < 4. С49. b > 0, a > b + 1.
С50. a > 0, b > 0, 6a− a2b > 4.
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Тема 25. Стiйкiсть нелiнiйних систем

Короткi теоретичнi вiдомостi

25.1. Стiйкiсть за першим наближенням. Нехай
yj(t) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, — точка спокою системи

dyj
dt

= fj(t, y1, y2, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n. (25.1)

Для того щоб дослiдити її на стiйкiсть, треба видiлити з фун-
кцiй fj лiнiйну частину поблизу точки y1 = y2 = . . . = yn = 0,
користуючись формулою Тейлора. Систему рiвнянь

dyj
dt

= aj1(t)y1+aj2(t)y2+. . .+ajn(t)yn, j = 1, 2, . . . , n, (25.2)

де ajk(t) =
∂fj
∂yk

∣∣∣
(t,0,...,0)

, називають системою першого набли-

ження для системи (25.1), а задачу на стiйкiсть точки спокою
цiєї системи — задачею на стiйкiсть розв’язку в першому на-
ближеннi.

Розглянемо окремий випадок системи (25.2), коли її кое-
фiцiєнтами є сталi:

dyj
dt

= aj1y1 + aj2y2 + . . .+ ajnyn, j = 1, 2, . . . , n. (25.3)

Якщо характеристичнi числа системи (25.3) мають вiд’єм-
нi дiйснi частини, то тривiальний розв’язок системи (25.1)
асимптотично стiйкий; якщо хоча б одне характеристичне чи-
сло має додатну дiйсну частину, то тривiальний розв’язок си-
стеми (25.1) нестiйкий.

Якщо дiйснi частини всiх характеристичних чисел недо-
датнi, причому дiйсна частина хоча б одного з них дорiвнює
нулю, то дослiдження на стiйкiсть за першим наближенням,
узагалi кажучи, неможливе.
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25.2. Функцiї Ляпунова.
Теорема Ляпунова. Якщо iснує функцiя Ляпунова —

диференцiйовна функцiя V = V (y1, . . . , yn), яка задовольняє
умови:

1) V � 0 i V = 0 тiльки тодi, коли y1 = . . . = yn = 0;
2) повна похiдна функцiї V вздовж фазової траєкторiї

(тобто вздовж розв’язку yj(t), j = 1, 2, . . . , n, системи (25.1))
недодатна, тобто

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂yj
· dyj
dt

=

n∑
j=1

∂V

∂yj
· fj(t, y1, . . . , yn) � 0, t � t0,

то тривiальний розв’язок системи (25.1) стiйкий.
Якщо замiсть умови 2) виконується нерiвнiсть

dV

dt
� −β < 0

для t � t1 > t0 i 0 < δ1 � y21 + . . . + y2n � δ2, де δ1, δ2, β —
сталi, то тривiальний розв’язок системи (25.1) асимптотично
стiйкий.

Теорема Четаєва. Якщо в деякiй областi D простору y1,
y2, . . . , yn, такiй, що точка y1 = . . . = yn = 0 належить межi
областi D, iснує диференцiйовна функцiя V = V (y1, . . . , yn),
яка задовольняє умови:

1) V � 0 i V = 0 на межi областi D;
2) в областi D повна похiдна функцiї V вздовж фазової

траєкторiї (тобто вздовж розв’язку yj(t), j = 1, 2, . . . , n, систе-
ми (25.1)) не є меншою вiд сталого додатного числа β, тобто

dV

dt
� β > 0

для t � t1 > t0 i 0 < δ1 � y21 + . . . + y2n � δ2, де δ1, δ2, β —
сталi, то тривiальний розв’язок системи (25.1) нестiйкий.
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Загального способу побудови функцiї Ляпунова немає. Її

рекомендується шукати у виглядi V =
n∑

i,j=1
aijyiyj так, щоб

квадратична форма V була додатно визначеною. Яким чином
вибрати коефiцiєнти aij, щоб форма V була додатно визна-
ченою, вказується у критерiї Сильвестра, вiдомому з курсу
алгебри: потрiбно, щоб

a11 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ > 0.

У простiших випадках функцiю Ляпунова шукають у ви-
глядi V (x, y) = ax2 + by2, V (x, y) = ax4 + by4, V (x, y) =
= ax4 + by2, де a > 0, b > 0, тощо.

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 25.1. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний роз-
в’язок системи {

x′ = ex+3y − cos 2x,
y′ =

√
4 + 8x− 2ey.

Розв’язання. Обчислимо коефiцiєнти системи першого на-
ближення:

a11 =
∂

∂x
(ex+3y − cos 2x)

∣∣∣∣
x=0
y=0

= (ex+3y + 2 sin 2x)
∣∣
x=0
y=0

= 1,

a12 =
∂

∂y
(ex+3y − cos 2x)

∣∣∣∣
x=0
y=0

= 3ex+3y
∣∣
x=0
y=0

= 3,

a21 =
∂

∂x
(
√
4 + 8x− 2ey)

∣∣∣∣
x=0
y=0

=
4√

4 + 8x

∣∣∣∣
x=0
y=0

= 2,

a21 =
∂

∂y
(
√
4 + 8x− 2ey)

∣∣∣∣
x=0
y=0

= −2ey|
x=0
y=0

= −2.
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Знайдемо характеристичнi числа вiдповiдної системи пер-
шого наближення {

x′ = x+ 3y,
y′ = 2x− 2y.

Маємо:∣∣∣∣ 1− k 3
2 −2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 + k − 8 = 0 ⇒

k1,2 =
−1±√

33

2
.

Оскiльки одне з характеристичних чисел додатне, то три-
вiальний розв’язок заданої системи нестiйкий. �

Приклад 25.2. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний роз-
в’язок системи {

x′ = −2x5 − y,
y′ = x− y3.

(25.4)

Розв’язання. Система першого наближення має вигляд:{
x′ = −y,
y′ = x.

Знайдемо характеристичнi числа:∣∣∣∣ −k −1
1 −k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 + 1 = 0 ⇒ k1,2 = ±i.

Оскiльки дiйсна частина обидвох характеристичних чисел до-
рiвнює нулю, зробити висновок про стiйкiсть системи (25.4) з
допомогою системи першого наближення неможливо.

Розглянемо функцiю V (x, y) = x2 + y2. Вона задовольняє
обидвi умови, якi вимагаються для функцiї Ляпунова. Справ-
дi, V � 0 i V = 0 тiльки тодi, коли x = y = 0; вздовж розв’язку
x, y системи

dV

dt
=
∂V

∂x

dx

dt
+
∂V

∂y

dy

dt
= 2x(−2x5 − y) + 2y(x− y3) =

= −(4x6 + 2y4) � 0.
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Отже, тривiальний розв’язок системи стiйкий. А оскiльки
поза околом початку координат (x2 + y2 � δ > 0) маємо
dV
dt � −β < 0, де β — мiнiмум функцiї (4x6 + 2y4) поза колом
x2 + y2 = δ, то розв’язок x = y ≡ 0 асимптотично стiйкий. �

Приклад 25.3. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний роз-
в’язок системи {

x′ = 2y3 − x5,
y′ = −x− y3 − y5.

Розв’язання. Пропонуємо читачам самостiйно переконатися
у тому, що дати однозначну вiдповiдь на питання про стiйкiсть
тривiального розв’язку цiєї системи за першим наближенням
неможливо. Шукаємо функцiю Ляпунова у виглядi V (x, y) =
= V1(x) + V2(y). Тодi

dV

dt
=
∂V

∂x
· f1(x, y) + ∂V

∂y
· f2(x, y) =

= V ′
1(x)(2y

3 − x5) + V ′
2(y)(−x− y3 − y5) =

= −x5V ′
1(x)− (y3 + y5)V ′

2(y) + 2y3V ′
1(x)− xV ′

2(y).

Нехай, наприклад, 2y3V ′
1(x)− xV ′

2(y) ≡ 0. Тодi

V ′
1(x)

x
≡ V ′

2(y)

2y3
⇒ V ′

1(x)

x
= μ,

V ′
2(y)

2y3
= μ (μ = const) ⇒

⇒ V1(x) =
μ

2
x2, V2(y) =

μ

2
y4.

Нехай μ = 2. Тодi V (x, y) = x2 + y4, V (x, y) > 0, якщо
x2 + y2 �=0 i V (0, 0) = 0. Окрiм того,

dV

dt
=
∂V

∂x
·f1(x, y)+∂V

∂y
·f2(x, y) = −(2x6+4y6+4y8) � −β < 0,

де β — мiнiмум функцiї f(x, y) = 2x6 + 4y6 + 4y8 поза колом
з центром у початку координат. Отже, маємо асимптотичну
стiйкiсть тривiального розв’язку системи. �
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Приклад 25.4. Дослiдити на стiйкiсть всi точки спокою
системи {

x′ = x2 − y,
y′ = ln(3x2 − 1)− ln 2.

Розв’язання. Знайдемо спочатку самi точки спокою систе-
ми. Для цього необхiдно знайти розв’язки системи рiвнянь{

x2 − y = 0,
ln(3x2 − 1)− ln 2 = 0.

Отримуємо двi точки спокою: (−1, 1) i (1, 1).
Дослiдимо на стiйкiсть точку спокою (−1, 1). Для цього

виконаємо замiни x1 = x+ 1, y1 = y − 1. Отримаємо:{
x′1 = x21 − 2x1 − y1,
y′1 = ln

(
3(x1 − 1)2 − 1

)− ln 2.

Система першого наближення має вигляд:{
x′1 = −2x1 − y1,
y′1 = −3x1.

Знайдемо характеристичнi числа:∣∣∣∣ −2− k −1
−3 −k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 +2k− 3 = 0 ⇒ k1 = −3, k2 = 1.

Отже, точка спокою (−1, 1) є нестiйкою.
Дослiдимо на стiйкiсть точку спокою (1, 1). Для цього ви-

конаємо замiни x2 = x− 1, y2 = y − 1. Отримаємо:{
x′2 = x22 + 2x2 − y2,
y′2 = ln

(
3(x2 + 1)2 − 1

)− ln 2.

Система першого наближення має вигляд:{
x′2 = 2x2 − y2,
y′2 = 3x2.
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Знайдемо характеристичнi числа:∣∣∣∣ 2− k −1
3 −k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 2k + 3 = 0 ⇒

k1 = 1−
√
2i, k2 = 1 +

√
2i.

Отже, точка спокою (1, 1) є нестiйкою.
Вiдповiдь: (−1, 1) i (1, 1) — нестiйкi точки спокою.

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням тривiаль-
ний розв’язок систем:

А1.
{
x′ = y − 3x+ 6x2 + 4xy − y3,
y′ = −4x− 2y + xy − x3.

А2.
{
x′ = ln(2y + e−5x),
y′ = 3y − 1 + 3

√
1− 7x.

А3.
{
x′ = e3x − ey

2
+ sin(x+ 4y),

y′ = cos 5x− e6y+x.

А4.
{
x′ = sin(3x− 5y),
y′ = 2cos(4x+ 5y)− 2ey−3x.

А5.

⎧⎨
⎩
x′ = tg(z − y)− 2x,
y′ =

√
9 + 12x− 3ey,

z′ = −2y.
Визначити, при яких значеннях параметра a нульовий

розв’язок систем є асимптотично стiйким:

А6.
{
x′ = ax− 3y + x2,
y′ = 2x+ y + 3xy.

А7.
{
x′ = ln(1 + ax+ y),
y′ = sinx+ ay.

Дослiдити на стiйкiсть нульовий розв’язок систем, кори-
стуючись функцiями Ляпунова i теоремами Ляпунова або Че-
таєва:

А8.
{
x′ = −2y − 2x3,
y′ = x− y3.

А9.
{
x′ = 5x− y2,
y′ = xy + y3.

А10.
{
x′ = −x− y2,
y′ = xy − 2x2y.



256 25. Стiйкiсть нелiнiйних систем

Дослiдити на стiйкiсть всi точки спокою систем:

А11.
{
x′ = x− 3x2 + y,
y′ = y − x2 − 3x.

А12.
{
x′ = 3x− y − 3,
y′ = arctg(xy).

А13.
{
x′ = ln(y2 − 3x),
y′ = x+ y − 1.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням тривiаль-
ний розв’язок систем:

С1.
{
x′ = 4x− 2y + 6xy2,
y′ = x+ y − 7xy + y4.

С2.
{
x′ = 6x3 − 4xy + 6x+ 10y,
y′ = 2x5 − 5y2 + 3y − x.

С3.
{
x′ = 4x2 + 12y3 − 3xy + 6x+ y,
y′ = 2x3 − 4y4 + 5y6 − y5 + 3x− y.

С4.
{
x′ = e3x−y − cos(x+ y),
y′ =

√
x+ 1− 1 + sin y.

С5.
{
x′ = 3

√
8− 12y − 2 cos 5x,

y′ = ln(e4x − 7y).

С6.
{
x′ = 3x− tg 4y,
y′ = ln(ex+5y − 2x).

С7.
{
x′ = 2x2 − 3y,
y′ = ln(3x2 − 4x+ 1) + 4y.

С8.
{
x′ = ln(3e−3y − 2 cos 4x),
y′ =

√
16 − 2x− 4ex+4y.

С9.
{
x′ = 5 3

√
1− 3x− 5− 4y,

y′ = x3 + 10
√
4− y − x− 20 − 6y.

С10.
{
x′ = ex−y −√

1 + 2y,
y′ = ln(3y + 1− sin 3x).

С11.
{
x′ =

√
4 + 2x− e2x − ey,

y′ = ln(3x− 5y + cos 7x).
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С12.
{
x′ = 4cos x−√

9 + 3y + x− 1,
y′ = ln(e−15y + 6y).

С13.
{
x′ = 3x+ sin 2y,
y′ = 2y − x+ tg 3x.

С14.
{
x′ = tg(x− 3y),
y′ = ln(e3x−y − 3y).

С15.
{
x′ = sin(2x− 7y),
y′ = e3x−5y + cos(4x+ y)− 2.

С16.

⎧⎨
⎩
x′ =

√
4 + 2x+ z − 2ey−2x+3z ,

y′ = ln(ex+y − 3x− 6y + 2z),
z′ = sin(x+ 2y + z).

С17.

⎧⎨
⎩
x′ = e3x + e3y − 2e3z ,
y′ = 7x+ 4y − 5z,
z′ = ln(ex−z + 4 sin(x+ y)).

С18.

⎧⎨
⎩
x′ = −6y − 2z,
y′ = sin(x− 8y − z),
z′ = ex−z − ey−z.

С19.

⎧⎨
⎩
x′ = ex − e−2z,
y′ = 5z − 3 sin(x+ y),
z′ = ln(1 + 3z − x).

С20.

⎧⎨
⎩
x′ = cos 2x+ sin 3y − e4z,
y′ = ln(ex+y+z − 2y),
z′ = z.

Визначити, при яких значеннях параметра a нульовий
розв’язок систем є асимптотично стiйким:

С21.
{
x′ = ax+ 2y − y2,
y′ = 2x+ ay − x2.

С22.
{
x′ = sin(x+ ay),
y′ = 4x− 6y − 2xy.

С23.
{
x′ = ax− 5y + xy2,
y′ = eax − ey.

С24.
{
x′ = 3y − sinx,
y′ = 3x+ ay.

С25.
{
x′ = 2e−x −√

4 + ay,
y′ = ln(1− x+ ay).

С26.
{
x′ = ln(e− ax)− e2y,
y′ = 5x+ tg y.
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С27.
{
x′ = cos(ax− y)− y,
y′ = ex+ay − 1.

С28.
{
x′ = ax− y,
y′ = tg(x+ ay).

С29.
{
x′ = 1− e2x+ay,
y′ =

√
1 + ax− 1.

С30.
{
x′ = ln(eax+y − x+ y),
y′ = 6x+ ay.

Дослiдити на стiйкiсть нульовий розв’язок систем, кори-
стуючись функцiями Ляпунова i теоремами Ляпунова або Че-
таєва:

С31.
{
x′ = 4x3 − y,
y′ = x+ y3.

С32.
{
x′ = y − 2x3,
y′ = −2x− 5y3.

С33.
{
x′ = −xy2,
y′ = −2y − 3x2y.

С34.
{
x′ = −xy2,
y′ = −4xy2 − 3y3.

С35.
{
x′ = 2y + 3x3,
y′ = y3 − x.

С36.
{
x′ = y − 2x3,
y′ = −x− 3y3.

С37.
{
x′ = −y + 3x3,
y′ = 2x+ y3.

С38.
{
x′ = −4x2y − 3x3,
y′ = −x2y.

С39.
{
x′ = y − x+ xy,
y′ = x− y − x2 − y3.

С40.

{
x′ = −x− 2y + x2y2,

y′ = x− y
2 − x3y

2 .

С41.
{
x′ = −x3 + 2y,
y′ = −x− y5.

Дослiдити на стiйкiсть всi точки спокою систем:

С42.
{
x′ = 5x− 2y + x3,
y′ = 2x− y + x3.

С43.
{
x′ = 5x− x2 − y,
y′ = 5y − x2 − x.

С44.
{
x′ = x(x+ y − 3),
y′ = y(x+ 1).

С45.
{
x′ = ln(x+ y + 2),
y′ = x3 + y3 + 1.

С46.
{
x′ = ex−y − ey−x,
y′ = e3xy+2x+y − 1.

С47.
{
x′ = (x− 2)(y − 1),
y′ = xy − 4.
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С48.
{
x′ = e5xy + x2 − 5,
y′ = arctg y

x .

С49.
{
x′ = e3x+3y + x,
y′ = x− x3.

С50.
{
x′ = x− y2,
y′ = x2 − 2y2 − 8.

С51.
{
x′ = 3x− 5y + 2,
y′ = ln y

x .

С52.
{
x′ = x2 − y2 + 5x+ 4,
y′ = 3xy.

С53.
{
x′ = 1− x(2y + 3)− 8y2,
y′ = ln 2+x

1−x .

С54.
{
x′ = x3y + y2,
y′ = ln(x3 + y)− 4y.

С55.
{
x′ = 3

√
1 + 2x+ x2 − y − 5y − 1,

y′ = y.

С56.
{
x′ = y,
y′ = ln(1− 2x+ x2 − y)− 2y.

Вiдповiдi

А1. Асимптотично стiйкий. А2. Нестiйкий. А3. Не-
стiйкий. А4. Нестiйкий. А5. Асимптотично стiйкий.
А6. −6 < a < −1. А7. a < −1. А8. Асимптотично стiй-
кий. А9. Нестiйкий. А10. Стiйкий. А11. (0, 0) — нестiйка,
(2, 10) — нестiйка. А12. (0,−3) — нестiйка, (1, 0) — нестiй-
ка. А13. (5,−4) — асимптотично стiйка, (0, 1) — нестiйка.
С1. Нестiйкий. С2. Нестiйкий. С3. Нестiйкий. С4. Нестiй-
кий. С5. Асимптотично стiйкий. С6. Нестiйкий. С7. Нестiй-
кий. С8. Нестiйкий. С9. Асимптотично стiйкий. С10. Не-
стiйкий. С11. Асимптотично стiйкий. С12. Асимптоти-
чно стiйкий. С13. Нестiйкий. С14. Асимптотично стiйкий.
С15. Асимптотично стiйкий. С16. Нестiйкий. С17. Нестiй-
кий. С18. Асимптотично стiйкий. С19. Нестiйкий. С20. Не-
стiйкий. С21. a < −2. С22. a < −3

2 . С23. 0 < a < 1.
С24. a < −9. С25. a < 0. С26. e < a < 10e. С27. a < 0.
С28. a < 0. С29. a �= 0. С30. a < −3. С31. Нестiйкий.
С32. Асимптотично стiйкий. С33. Стiйкий. С34. Стiйкий.
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С35. Нестiйкий. С36. Асимптотично стiйкий. С37. Нестiй-
кий. С38. Стiйкий. С39.Асимптотично стiйкий. С40. Асим-
птотично стiйкий. С41. Асимптотично стiйкий. С42. (0, 0) —
нестiйка, (1, 3) — нестiйка, (−1,−3) — нестiйка. С43. (0, 0) —
нестiйка, (4, 4) — нестiйка. С44. (0, 0) — нестiйка, (3, 0) — не-
стiйка, (−1, 4) — асимптотично стiйка. С45. (−1, 0) — нестiй-
ка, (0,−1) — нестiйка. С46. (0, 0) — нестiйка, (−1,−1) — не-
стiйка. С47. (2, 2) — нестiйка, (4, 1) — нестiйка. С48. (2, 0) —
нестiйка, (−2, 0) — асимптотично стiйка. С49. (−1, 1) — не-
стiйка. С50. (4, 2) — асимптотично стiйка, (4,−2) — нестiй-
ка. С51. (1, 1) — нестiйка. С52. (0, 2) — нестiйка, (0,−2) —
нестiйка, (−4, 0) — асимптотично стiйка, (−1, 0) — нестiйка.
С53. (−1

2 ,−1
2 ) — нестiйка, (−1

2 ,
5
8) — асимптотично стiйка.

С54. (1, 0) — нестiйка. С55. (0, 0) — нестiйка, (−2, 0) — не-
стiйка. С56. (0, 0) — асимптотично стiйка, (2, 0) — нестiйка.
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Тема 26. Особливi точки на фазовiй площинi

Короткi теоретичнi вiдомостi

26.1. Лiнiйна автономна система зi сталими коефi-
цiєнтами на площинi. Для дослiдження особливої точки
x(t) = 0, y(t) = 0 системи{

dx
dt = a11x+ a12y,
dy
dt = a21x+ a22y

(26.1)

або рiвняння
dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
(26.2)

зi сталими дiйсними коефiцiєнтами a11, a12, a21, a22 потрiбно
знайти коренi k1 i k2 характеристичного рiвняння∣∣∣∣ a11 − k a12

a21 a22 − k

∣∣∣∣ = 0. (26.3)

Якщо коренi характеристичного рiвняння (26.3) є дiйсни-
ми, рiзними i вiд’ємними, то особлива точка є стiйким вузлом,
траєкторiї в околi цiєї точки зображенi на рис. 26.1 (вектори
α i β є власними векторами матрицi з правої частини систе-
ми 26.1, що вiдповiдають числам k1 i k2). Якщо коренi рiв-
няння (26.3) є дiйсними, рiзними i додатними, то особлива
точка є нестiйким вузлом (рис. 26.2). Якщо коренi рiвняння
(26.3) є дiйсними i мають рiзний знак, то особлива точка є
сiдлом (на рис. 26.3 наведено випадок, коли k1 < 0, k2 > 0, на
рис. 26.4 — випадок, коли k1 > 0, k2 < 0, вектор α вiдповiдає
числу k1, вектор β — числу k2). Якщо коренi рiвняння (26.3)
є комплексними з вiд’ємною дiйсною частиною, то особлива
точка є стiйким фокусом (рис. 26.5). Якщо коренi рiвняння
(26.3) є комплексними з додатною дiйсною частиною, то осо-
блива точка є нестiйким фокусом (рис. 26.6). Якщо коренi
рiвняння (26.3) є чисто уявними, то особлива точка є центром
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(рис. 26.7). Якщо k1 = k2 < 0, то особлива точка є стiйким ви-
родженим вузлом (рис. 26.9) або стiйким дикритичним вузлом
(рис. 26.11). Якщо k1 = k2 > 0, то особлива точка є нестiйким
виродженим вузлом (рис. 26.10) або нестiйким дикритичним
вузлом (рис. 26.12). Дикритичний вузол має мiсце лише у ви-
падку системи dx

dt = ax, dydt = ay. Якщо k1 = 0, k2 �= 0, то всi
точки прямої y = −a11x/a12 є особливими, а траєкторiї є па-
ралельними пiвпрямими, зокрема при k2 < 0 особливi точки є
стiйкими (рис. 26.13), а при k2 > 0 — нестiйкими (рис. 26.14).
Якщо k1 = k2 = 0, то також iснує безлiч особливих точок,
якi або розмiщуються на прямiй y = −a11x/a12, а траєкторiї
є паралельними прямими (рис. 26.8), або всi точки площи-
ни є особливими. Останнiй випадок можливий лише, якщо
a11 = a12 = a21 = a22 = 0.
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Для того щоб побудувати траєкторiї у випадку вузла, сiд-
ла чи паралельних прямих, потрiбно спочатку знайти власнi
вектори матрицi системи (26.1). У випадку вузла кривi доти-
каються до прямої, напрямленої вздовж власного вектора, вiд-
повiдного меншому за абсолютною величиною числу k. Для
фокуса необхiдно визначити напрям закручування траєкто-
рiй. Для цього достатньо побудувати в якiй-небудь точцi (x, y)
вектор швидкостi

(
dx
dt ,

dy
dt

)
, який визначається за формулами

(26.1).
26.2. Автономна система на площинi. Особливою то-

чкою системи {
dx
dt = P (x, y),
dy
dt = Q(x, y)

(26.4)
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або рiвняння
dy

dx
=
Q(x, y)

P (x, y)
, (26.5)

де функцiї P (x, y) i Q(x, y) є двiчi неперервно диференцiйов-
ними, називається така точка, в якiй P (x, y) = 0, Q(x, y) = 0.
Для дослiдження особливої точки цiєї системи або рiвняння
потрiбно перенести початок координат у дослiджувану осо-
бливу точку i розкласти функцiї P i Q в околi цiєї точки за
формулою Тейлора, обмежившись членами першого порядку.
Тодi система (26.4) набуде вигляду{

du
dt = a11u+ a12v + ϕ(u, v),
dv
dt = a21u+ a22v + ψ(u, v),

(26.6)

де u, v — новi координати (пiсля перенесення),

a11 =
∂P (x, y)

∂x

∣∣∣∣x=0
y=0

, a12 =
∂P (x, y)

∂y

∣∣∣∣x=0
y=0

,

a21 =
∂Q(x, y)

∂x

∣∣∣∣x=0
y=0

, a22 =
∂Q(x, y)

∂y

∣∣∣∣x=0
y=0

.

Припустимо, що дiйснi частини всiх коренiв характеристи-
чного рiвняння (26.3) не дорiвнюють нулю. Тодi особлива то-
чка u = 0, v = 0 системи (26.6) буде мати той самий тип, що
й особлива точка лiнеаризованої системи{

du
dt = a11u+ a12v,
dv
dt = a21u+ a22v,

(26.7)

отриманої з системи (26.6) вiдкиданням функцiй ϕ i ψ. Крiм
того, кутовi коефiцiєнти напрямiв, по яким iнтегральнi кривi
входять в особливу точку, для систем (26.7) i (26.6) тi самi,
напрям закручування iнтегральних кривих у випадку фоку-
са теж є таким самим. Однак, якщо особлива точка системи
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(26.7) є центром, то для системи (26.6) вона може бути як
центром, так i фокусом. Для наявностi фокуса необхiдно i до-
статньо, щоб нульовий розв’язок системи (26.6) був асимпто-
тично стiйким при t → +∞ або при t → −∞. Для наявностi
центра достатньо (але не необхiдно), щоб iнтегральнi кривi
системи (26.6) мали вiсь симетрiї, що проходить через дослi-
джувану точку. Вiсь симетрiї iснує, зокрема, тодi, коли рiв-
няння (26.5) не змiнюється при замiнi x на −x (або y на −y).
У деяких випадках для дослiдження наявностi фокуса буває
зручно перейти до полярної системи координат. Прямим для
системи (26.7) можуть вiдповiдати кривi для системи (26.6).

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 26.1. Дослiдити особливу точку системи{
dx
dt = 2x+ 3y,
dy
dt = x+ 4y.

Накреслити iнтегральнi кривi на фазовiй площинi xOy.
Розв’язання. Оскiльки коренями характеристичного рiв-
няння ∣∣∣∣ 2− k 3

1 4− k

∣∣∣∣ = 0

є числа k1 = 1, k2 = 5, то особлива точка x = y = 0 є нестiйким
вузлом.

Числу k1 = 1 вiдповiдає власний вектор α = (−3, 1), а чи-
слу k2 = 5 — вектор β = (1, 1). Траєкторiї можна побудувати,
наприклад, як на рис. 26.15. �
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Рис. 26.15

Приклад 26.2. Дослiдити особливу точку рiвняння

dy

dx
=

−6x− 5y

x+ 3y
. (26.8)

Накреслити iнтегральнi кривi на фазовiй площинi xOy.
Розв’язання. Рiвнянню (26.8) вiдповiдає система{

dx
dt = x+ 3y,
dy
dt = −6x− 5y.

(26.9)

Оскiльки коренями характеристичного рiвняння∣∣∣∣ 1− k 3
−6 −5− k

∣∣∣∣ = 0

є числа k1 = −2+3i, k2 = −2−3i, то особлива точка x = y = 0
є стiйким фокусом.
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Побудуємо в точцi (1, 0) вектор швидкостi
(
dx
dt ,

dy
dt

)
. Вна-

слiдок (26.10) вiн дорiвнює (x+ 3y,−6x − 5y). У точцi x = 1,
y = 0 отримуємо вектор (1,−6) (рис. 26.16). Отже, зростан-
ню t вiдповiдає рух за годинниковою стрiлкою, а траєкторiї
можна побудувати, наприклад, як на рис. 26.17. �
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Рис. 26.16 Рис. 26.17

Приклад 26.3. Дослiдити особливу точку системи{
dx
dt = 3x− 2y,
dy
dt = 4y − 6x.

Накреслити iнтегральнi кривi на фазовiй площинi xOy.
Розв’язання. Оскiльки коренями характеристичного рiв-
няння є числа k1 = 0, k2 = 7, то всi точки прямої y = 3

2x є не-
стiйкими, а траєкторiї мають вигляд пiвпрямих, паралельних
власному вектору β = (1,−2), вiдповiдному власному значен-
ню k2 = 7. Траєкторiї можна побудувати, наприклад, як на
рис. 26.18. �
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Приклад 26.4. Дослiдити особливi точки системи{
dx
dt = x+ y + 1,
dy
dt = y +

√
1 + 2x2.

Накреслити iнтегральнi кривi на фазовiй площинi.
Розв’язання. Особливi точки знаходимо з системи{
x+ y + 1 = 0,

y +
√
1 + 2x2 = 0

⇒ x1 = 0, y1 = −1, x2 = 2, y2 = −3.

Переносимо систему координат у точку (0;−1) замiною
x = u, y = v − 1. Отримуємо систему:{

du
dt = u+ v,
dv
dt = v − 1 +

√
1 + 2u2.

Знаходимо:

a11 =
∂

∂u
(u+ v)

∣∣∣∣u=0
v=0

= 1, a12 =
∂

∂v
(u+ v)

∣∣∣∣u=0
v=0

= 1,
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a21 =
∂

∂u

(
v − 1 +

√
1 + 2u2

)∣∣∣∣u=0
v=0

=
2u√

1 + 2u2

∣∣∣∣u=0
v=0

= 0,

a22 =
∂

∂v

(
v − 1 +

√
1 + 2u2

)∣∣∣∣u=0
v=0

= 1.

Вiдповiдне характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 1− k 1
0 1− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ (1− k)2 = 0

має єдиний корiнь k = 1. Тому особлива точка (0;−1) є не-
стiйким виродженим вузлом. Числу k = 1 вiдповiдає власний
вектор α = (1, 0). Траєкторiї можна побудувати у площинi
uOv, наприклад, як на рис. 26.19.
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Рис. 26.19



26. Особливi точки на фазовiй площинi 271

Перенесемо тепер систему координат у точку (2;−3) замi-
ною x = u+ 2, y = v − 3. Отримуємо систему:{

du
dt = u+ v,
dv
dt = v − 3 +

√
1 + 2(u+ 2)2.

Знаходимо:

a11 = 1, a12 = 1, a21 =
4

3
, a22 = 1.

Вiдповiдне характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 1− k 1
4
3 1− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ 3k2 − 6k − 1 = 0

має коренi k1 = 1− 2
√
3

3 < 0 i k2 = 1+ 2
√
3

3 > 0. Тому особлива
точка (2;−3) є сiдлом. Числу k1 = 1− 2

√
3

3 вiдповiдає власний
вектор α = (

√
3,−2), а числу k2 = 1 + 2

√
3

3 — власний вектор
β = (

√
3, 2). Траєкторiї можна побудувати, наприклад, як на

рис. 26.20. �
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Приклад 26.5. Дослiдити особливi точки рiвняння

x′′ + x′ = ln(1− 3x+ x2 − x′).

Накреслити iнтегральнi кривi вiдповiдної системи на фазовiй
площинi.
Розв’язання. Рiвняння зводиться до системи двох рiвнянь
першого порядку:{

dx
dt = y,
dy
dt = ln(1− 3x+ x2 − y)− y.

Особливi точки знаходимо з системи{
y = 0,
ln(1− 3x+ x2 − y) = y

⇒ x1 = 0, y1 = 0, x2 = 3, y2 = 0.

Дослiдимо спочатку точку (0, 0). Знаходимо коефiцiєнти
лiнеаризованої системи:

a11 = 0, a12 = 1, a21 = −3, a22 = −2.

Вiдповiдне характеристичне рiвняння∣∣∣∣ −k 1
−3 −2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 + 2k + 3 = 0

має комплекснi коренi k1,2 = −1 ± √
2i. Тому особлива точка

(0; 0) є стiйким фокусом.
Побудуємо в точцi (1, 0) вектор швидкостi

(
dx
dt ,

dy
dt

)
. Вна-

слiдок {
dx
dt = y,
dy
dt = −3x− 2y

у точцi x = 1, y = 0 вiн дорiвнює (0,−3). Отже, зростанню t
вiдповiдає рух за годинниковою стрiлкою, а траєкторiї можна
побудувати, наприклад, як на рис. 26.21.
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Перенесемо тепер систему координат у точку (3; 0) замi-
ною x = u+ 3, y = v. Отримуємо систему:{

du
dt = v,
dv
dt = ln(u2 + 3u− v + 1)− v.

Знаходимо:

a11 = 0, a12 = 1, a21 = 3, a22 = −2.

Вiдповiдне характеристичне рiвняння∣∣∣∣ −k 1
3 −2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 + 2k − 3 = 0

має коренi k1 = −3 i k2 = 1. Тому особлива точка (3; 0) є
сiдлом. Числу k1 = −3 вiдповiдає власний вектор α = (1,−3),
а числу k2 = 1 — власний вектор β = (1, 1). Траєкторiї можна
побудувати, наприклад, як на рис. 26.22. �
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u

v

O

α

β

Рис. 26.22

Приклад 26.6. Дослiдити особливi точки системи{
dx
dt = −2y + x

√
x2 + y2,

dy
dt = 2x+ y

√
x2 + y2.

(26.10)

Розв’язання. Система має єдину особливу точку x = y = 0.
Характеристичне рiвняння для вiдповiдної лiнеаризованої си-
стеми {

dx
dt = −2y,
dy
dt = 2x

має коренi k = ±2i. Тому для лiнеаризованої системи то-
чка (0, 0) є центром. Для визначення типу особливої точки
x = y = 0 для системи (26.10) перейдемо до полярної системи
координат:

x = r cosϕ, y = r sinϕ, r = r(t), ϕ = ϕ(t).
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Отримуємо систему вигляду{
r′ cosϕ− rϕ′ sinϕ = −2r sinϕ+ r2 cosϕ,
r′ sinϕ+ rϕ′ cosϕ = 2r cosϕ+ r2 sinϕ,

звiдки знаходимо {
r′ = r2,
ϕ′ = 2.

З першого рiвняння системи випливає, що r′ > 0, а, отже,
r(t) — зростаюча функцiя. Аналогiчно, з другого рiвняння
системи видно, що ϕ(t) також є зростаючою функцiєю. Тому
траєкторiї розкручуються навколо початку координат проти
годинникової стрiлки, а точка x = y = 0 для системи (26.10)
насправдi є нестiйким фокусом. �

Вправи, рекомендованi для аудиторної роботи

Дослiдити особливi точки систем i накреслити iнтегральнi
кривi на фазовiй площинi:

А1.
{
dx
dt = 4x− y,
dy
dt = 4y − 4x.

А2.
{dx
dt = 2x− 3y,
dy
dt = 7x− 3y.

А3.
{
dx
dt = 2x,
dy
dt = x+ 2y.

А4.
{dx
dt = 9x− 3y,
dy
dt = y − 3x.

Дослiдити особливi точки рiвнянь i накреслити iнтеграль-
нi кривi на фазовiй площинi:

А5. dydx = 10y−7x
14y−11x .

А6. dydx = −5x−2y
2x+5y .

А7. dydx = 3y−4x
6y−7x .

Дослiдити особливi точки рiвняння i накреслити iнте-
гральнi кривi вiдповiдної системи на фазовiй площинi:

А8. x′′ + 2x′ + 3x = 0.
Дослiдити особливi точки систем i накреслити iнтегральнi

кривi на фазовiй площинi:
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А9.
{dx
dt = 3x+ 6,
dy
dt = 2y − x.

А10.
{dx
dt = 2x+ y − 3,
dy
dt = arctg(xy).

А11.
{dx
dt = 1− x2 − y2,
dy
dt = 2x.

Дослiдити особливi точки рiвняння i накреслити iнте-
гральнi кривi вiдповiдної системи на фазовiй площинi:

А12. x′′ + 2x′ + x− 2x2 + 1 = 0.
А13. Дослiдити характер особливої точки системи{

x′ = ax+ y,
y′ = −x+ ay

залежно вiд значення параметра a.

Вправи, рекомендованi для домашнього завдання
i самостiйної роботи

Дослiдити особливi точки систем i накреслити iнтегральнi
кривi на фазовiй площинi:

С1.
{dx
dt = 3y − 5x,
dy
dt = 4y − 6x.

С2.
{dx
dt = 2x+ 4y,
dy
dt = −7x+ y.

С3.
{dx
dt = 2x− y,
dy
dt = 4x− 2y.

С4.
{dx
dt = x− 16y,
dy
dt = x+ 7y.

С5.
{dx
dt = 8y − 3x,
dy
dt = 9y − 4x.

С6.
{dx
dt = 2x− 3y,
dy
dt = 4x− 2y.

С7.
{dx
dt = −2x,
dy
dt = −2y.

С8.
{dx
dt = 5x− y,
dy
dt = 4x+ y.

С9.
{dx
dt = −3x− 3y,
dy
dt = 6x+ 6y.

С10.
{dx
dt = −4x+ 2y,
dy
dt = −x− 3y.

С11.
{dx
dt = 6y − 8x,
dy
dt = 2y − 4x.

С12.
{dx
dt = 5y − x,
dy
dt = 5y − 3x.

С13.
{dx
dt = 2x+ 9y,
dy
dt = −x− 4y.

С14.
{dx
dt = 5y − 7x,
dy
dt = 8y − 10x.

С15.
{dx
dt = 2x− 9y,
dy
dt = x+ 8y.
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Дослiдити особливi точки рiвнянь i накреслити iнтеграль-
нi кривi на фазовiй площинi:

С16. dydx = 3y−x
5x−3y .

С17. dydx = 3x−y
x−2y .

С18. dydx = y
x .

С19. dydx = 6x−3y
2x−y .

С20. dydx = 2x+2y
2y−x .

С21. dydx = −9x−3y
3x+y .

С22. dydx = 8x−7y
x−2y .

С23. dydx = 3x−7y
−2x−2y .

С24. dydx = 4x+6y
5x−y .

С25. dydx = −6x−7y
2x+5y .

Дослiдити особливi точки рiвнянь i накреслити iнтеграль-
нi кривi вiдповiдних систем на фазовiй площинi:

С26. x′′ − 5x′ + 4x = 0.
С27. x′′ − 9x = 0.
С28. x′′ + 4x′ + 4x = 0.

С29. x′′ + 16x = 0.

С30. x′′ − 2x′ + 6x = 0.
Дослiдити особливi точки систем i накреслити iнтегральнi

кривi на фазовiй площинi:

С31.
{dx
dt = 2x− y,
dy
dt = x− 4.

С32.
{dx
dt = 2x+ y2 − 1,
dy
dt = 6x− y2 + 1.

С33.
{dx
dt = e2x+2y + x,
dy
dt = arccos(x− x3)− π

2 .

С34.
{
dx
dt = ln(5− 2x− 2y),
dy
dt = exy − 1.

С35.
{dx
dt = ln(x+ y),
dy
dt = x3 + y3 − 1.

С36.
{
dx
dt = x− y2,
dy
dt = x2 + y2 − 2.

С37.
{dx
dt = 3x2 − xy + 2,
dy
dt = x2 − x− 2.

С38.
{
dx
dt = 3xy,
dy
dt = e−4xy − x.
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С39.
{dx
dt = x2 − y,
dy
dt = ln(3x2 − 1)− ln 2.

С40.
{dx
dt = x− y2,
dy
dt = arctg(1− y2).

С41.

{
dx
dt = 5x− 8y + 3,
dy
dt = ln x

y .

С42.
{dx
dt = 4− 4x− 2y,
dy
dt = xy.

С43.
{dx
dt = 8 + 4y − 2xy,
dy
dt = x2 − 4y2.

С44.
{dx
dt = arctg(x− y − 1),
dy
dt =

3
√

3x2 + 3y − 2− 1.

С45.

{
dx
dt = ex

2−y − e2x,
dy
dt = −x− 2y − y2.

Дослiдити особливi точки рiвнянь i накреслити iнтеграль-
нi кривi вiдповiдних систем на фазовiй площинi:

С46. x′′ + x3 = e−
4x′
x .

С47. x′′ − e2x
′ − x3 = 0.

С48. x′′ − 4x′ + 2x2 − x− 3 = 0.
С49. x′′ + 3x′ − 4x+ 2x2 = 0.
С50. x′′ = 3arcsin x′ − 2 ln 1+x

3−x .
Дослiдити характер особливих точок систем залежно вiд

значень параметра a:

С51.
{
x′ = 2x+ ay,
y′ = x+ y.

С52.
{
x′ = ax+ y,
y′ = x+ ay.

С53.
{
x′ = 3x+ y,
y′ = ax+ 3y.

С54.
{
x′ = −2x− 4y,
y′ = ax+ y.

С55.
{
x′ = −x+ ay,
y′ = 3x− y.
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Вiдповiдi

У вiдповiдях, крiм координат i типу особливої точки, вка-
зана додаткова iнформацiя, необхiдна для побудови траєкто-
рiй. Для точок (0, 0) координати точки не вказуються.

А1. Нестiйкий вузол, k1 = 2, k2 = 6, α = (1, 2), β = (1,−2).
А2. Стiйкий фокус, проти годинникової стрiлки. А3. Нестiй-
кий вироджений вузол, k = 2, α = (0, 1). А4. Стiйкi особливi
точки заповнюють пряму лiнiю, траєкторiї — паралельнi пiв-
прямi, k1 = 0, k2 = 10, α = (1, 3), β = (−3, 1). А5. Сiдло,
k1 = −4, k2 = 3, α = (2, 1), β = (1, 1). А6. Центр, за годин-
никовою стрiлкою. А7. Стiйкий вузол, k1 = −3, k2 = −1,
α = (3, 2), β = (1, 1). А8. Стiйкий фокус, за годинниковою
стрiлкою. А9. (−2,−1) — нестiйкий вузол, k1 = 2, k2 = 3,
α = (0, 1), β = (−1, 1). А10. (0, 3) — сiдло, k1 = −1, k2 = 3,
α = (1,−3), β = (1, 1);

(
3
2 , 0
)
— нестiйкий вузол, k1 = 3

2 ,
k2 = 2, α = (2,−1), β = (1, 0). А11. (0, 1) — центр, про-
ти годинникової стрiлки; (0,−1) — сiдло, k1 = −2, k2 = 2,
α = (1,−1), β = (1, 1). А12.

(−1
2 , 0
)
— стiйкий фокус, за

годинниковою стрiлкою; (1, 0) — сiдло, k1 = −3, k2 = 1,
α = (1,−3), β = (1, 1). А13. Якщо a = 0, то точка (0, 0)
є центром, якщо a < 0, — стiйким фокусом, якщо a > 0, —
нестiйким фокусом. С1. Сiдло, k1 = −2, k2 = 1, α = (1, 1),
β = (1, 2). С2. Нестiйкий фокус, проти годинникової стрiл-
ки. С3. Нестiйкi особливi точки заповнюють пряму лiнiю,
траєкторiї — паралельнi прямi, k = 0, α = (1, 2). С4. Стiй-
кий вироджений вузол, k = −3, α = (4, 1). С5. Нестiйкий
вузол, k1 = 1, k2 = 5, α = (2, 1), β = (1, 1). С6. Центр,
проти годинникової стрiлки. С7. Стiйкий дикритичний ву-
зол. С8. Нестiйкий вироджений вузол, k = 3, α = (1, 2).
С9. Нестiйкi особливi точки заповнюють пряму лiнiю, трає-
кторiї — паралельнi пiвпрямi, k1 = 0, k2 = 3, α = (1,−1),
β = (1,−2). С10. Стiйкий фокус, за годинниковою стрiл-
кою. С11. Стiйкий вузол, k1 = −4, k2 = −2, α = (3, 2),



280 26. Особливi точки на фазовiй площинi

β = (1, 1). С12. Нестiйкий фокус, за годинниковою стрiл-
кою. С13. Стiйкий вироджений вузол, k = −1, α = (−3, 1).
С14. Сiдло, k1 = −2, k2 = 3, α = (1, 1), β = (1, 2). С15. Не-
стiйкий вироджений вузол, k = 5, α = (−3, 1). С16. Нестiй-
кий вузол, k1 = 2, k2 = 6, α = (1, 1), β = (−3, 1). С17. Центр,
проти годинникової стрiлки. С18. Нестiйкий дикритичний
вузол. С19. Стiйкi особливi точки заповнюють пряму лiнiю,
траєкторiї — паралельнi пiвпрямi, k1 = −1, k2 = 0, α = (1, 3),
β = (1, 2). С20. Сiдло, k1 = −2, k2 = 3, α = (−2, 1), β = (1, 2).
С21. Нестiйкi особливi точки заповнюють пряму лiнiю, тра-
єкторiї — паралельнi прямi, k = 0, α = (1,−3). С22. Стiй-
кий вироджений вузол, k = −3, α = (1, 2). С23. Стiйкий
вузол, k1 = −5, k2 = −4, α = (2, 3), β = (1, 1). С24. Не-
стiйкий фокус, проти годинникової стрiлки. С25. Стiйкий
фокус, за годинниковою стрiлкою. С26. Нестiйкий вузол,
k1 = 1, k2 = 4, α = (1, 1), β = (1, 4). С27. Сiдло, k1 = −3,
k2 = 3, α = (1,−3), β = (1, 3). С28. Стiйкий виродже-
ний вузол, k = −2, α = (1,−2). С29. Центр, за годин-
никової стрiлкою. С30. Нестiйкий фокус, за годинниковою
стрiлкою. С31. (4, 8) — нестiйкий вироджений вузол, k = 1,
α = (1, 1). С32. (0,−1) — нестiйкий фокус, проти годинни-
кової стрiлки; (0, 1) — сiдло, k1 = −4, k2 = 4, α = (1,−3),
β = (1, 1). С33. (−1, 1) — сiдло, k1 = −1, k2 = 4, α = (−1, 2),
β = (2, 1). С34. (0, 2) — стiйкий фокус, проти годинникової
стрiлки; (2, 0) — сiдло, k1 = −2, k2 = 2, α = (1, 0), β = (1,−2).
С35. (0, 1) — нестiйкий вузол, k1 = 1, k2 = 3, α = (1, 0),
β = (1, 2); (1, 0) — сiдло, k1 = 1

2(1 − √
13), k2 = 1

2(1 +
√
13),

α = (−1, 1 +
√
13), β = (2,

√
13 − 1). С36. (1, 1) — нестiйкий

фокус, проти годинникової стрiлки; (1,−1) — сiдло, k1 = −3,
k2 = 2, α = (1,−2), β = (2, 1). С37. (−1,−5) — стiйкий фокус,
за годинниковою стрiлкою; (2, 7) — нестiйкий вузол, k1 = 2,
k2 = 3, α = (2, 3), β = (1, 1). С38. (1, 0) — стiйкий вузол,
k1 = −1, k2 = −3, α = (−3, 1), β = (1,−1). С39. (1, 1) — не-
стiйкий фокус, проти годинникової стрiлки; (−1, 1) — сiдло,
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k1 = −3, k2 = 1, α = (1, 1), β = (1,−1). С40. (1,−1) — нестiй-
кий вузол, k1 = 1, k2 = 2, α = (1, 0), β = (2, 1); (1, 1) — сiдло,
k1 = −2, k2 = 1, α = (2, 3), β = (1, 0). С41. (1, 1) — нестiйкий
вузол, k1 = 1, k2 = 3, α = (2, 1), β = (4, 1). С42. (0, 2) —
стiйкий вироджений вузол, k = −2, α = (1,−1); (1, 0) — сiдло,
k1 = −4, k2 = 1, α = (1, 0), β = (2,−5). С43. (−2,−1) —
нестiйкий фокус, за годинниковою стрiлкою; (4, 2) — стiйкий
вузол, k1 = −8, k2 = −12, α = (1, 1), β = (1, 2). С44. (1, 0) —
нестiйкий фокус, проти годинникової стрiлки; (−2,−3) — сiд-
ло, k1 = −1, k2 = 3, α = (1, 2), β = (1,−2). С45. (0, 0) —
стiйкий вузол, k1 = −1, k2 = −3, α = (1,−1), β = (1, 1);
(1,−1) — сiдло, k1 = −e, k2 = e, α = (e, 1), β = (e,−1).
С46. (1, 0) — стiйкий вузол, k1 = −1, k2 = −3, α = (1,−1),
β = (1,−3). С47. (−1, 0) — нестiйкий фокус, за годиннико-
вою стрiлкою. С48.

(
3
2 , 0
)
— нестiйкий фокус, за годиннико-

вою стрiлкою; (−1, 0) — сiдло, k1 = −1, k2 = 5, α = (1,−1),
β = (1, 5). С49. (0, 0) — сiдло, k1 = −4, k2 = 1, α = (1,−4),
β = (1, 1); (2, 0) — стiйкий фокус, за годинниковою стрiлкою.
С50. (1, 0) — нестiйкий вузол, k1 = 1, k2 = 2, α = (1, 1),
β = (1, 2). С51. Якщо a < −1

4 , то точка (0, 0) є нестiйким
фокусом, якщо a = −1

4 , — нестiйким виродженим вузлом,
якщо −1

4 < a < 2, — нестiйким вузлом, якщо a > 2, — сi-
длом, якщо a = 2, то iснує безлiч нестiйких особливих точок.
С52. Якщо a < −1, то точка (0, 0) є стiйким вузлом, якщо
−1 < a < 1, — сiдлом, якщо a > 1, — нестiйким вузлом, якщо
a = −1, то iснує безлiч стiйких особливих точок, якщо a = 1,
то iснує безлiч нестiйких особливих точок. С53. Якщо a < 0,
то точка (0, 0) є нестiйким фокусом, якщо a = 0, — нестiйким
виродженим вузлом, якщо 0 < a < 9, — нестiйким вузлом,
якщо a > 9, — сiдлом, якщо a = 9, то iснує безлiч нестiйких
особливих точок. С54. Якщо a > 9

16 , то точка (0, 0) є стiйким
фокусом, якщо a = 9

16 , — стiйким виродженим вузлом, якщо
1
2 < a < 9

16 , — стiйким вузлом, якщо a < 1
2 , — сiдлом, якщо

a = 1
2 , то iснує безлiч стiйких особливих точок. С55. Якщо
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a < 0, то точка (0, 0) є стiйким фокусом, якщо a = 0, — стiй-
ким виродженим вузлом, якщо 0 < a < 1

3 , — стiйким вузлом,
якщо a > 1

3 , — сiдлом, якщо a = 1
3 , то iснує безлiч стiйких

особливих точок.
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