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Передмова
Пiдручник мiстить матерiал двосеместрових лекцiй з теорiї ймовiрно-

стей та математичної статистики, якi викладалися для студентiв спецi-
альностей математика, статистика III курсу механiко-математичного фа-
культету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка
протягом 1988-2003 рр. Об’єм матерiалу розрахований на 105 академiчних
лекцiйних годин, по 3 години на тиждень.

На вiдмiну вiд попередньої традицiї [5], виклад суттєво спирається
на поняття iнтегралу Лебега, як це зроблено в [4,6,7]. Основнi необхiднi
властивостi iнтегралу доводяться для подальшого використання. Без до-
ведення використовуються початковi результати загальної теорiї мiри –
теорема Каратеодорi про продовження мiри, теорема Фубiнi про кратний
та повторний iнтеграли, теорема про замiну змiнної та теорема Радона
– Нiкодима про абсолютно неперервнi мiри. Вiдповiдний курс виклада-
ється на факультетi одночасно з курсом теорiї ймовiрностей [1], однак
для досить повного засвоєння предмету володiння основами теорiї мiри
не обов’язкове.

Водночас необхiдними є знання фундаментальних понять лiнiйної ал-
гебри та аналiзу [2] – таких, як базис, ортонормованiсть, процедура Грама
– Шмiдта, границя, ряди, неперервнiсть, похiдна, iнтеграл Рiмана. Для
повнiшого засвоєння курсу та при розв’язаннi задач корисним є володiння
основами дискретної математики [3].

Укладач щиро вдячний своїм вчителям – професорам Анатолiю Яко-
вичу Дороговцеву, Михайлу Йосиповичу Ядренку, Анатолiю Володими-
ровичу Скороходу, Володимиру Семеновичу Королюку, Юрiю Макарови-
чу Березанському – за їх блискучi лекцiї з математичного аналiзу, теорiї
ймовiрностей, математичної статистики та функцiонального аналiзу.
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Особлива подяка рецензентам рукопису – професорам М.I. Портенку
та В.В. Булдигiну, за цiннi зауваження i поради, якi дозволили полiпшити
виклад.

Пiдручник видано в рамках реалiзацiї програми Європейської комi-
сiї Tempus-Tacis NP 22012-2001 ”Improvement of education in economical-
statistical area in Ukraine”. Користуючись нагодою, дякую за пiдтримку
координатору проекту професору Д.С. Сiльвестрову та адмiнiстратору
проекту Е.Д.Сiльвестровiй.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 6 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 7 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Роздiл 1

Теорiя ймовiрностей

Вступ

Створення теорiї ймовiрностей пов’язане з iменами Паскаля, Ферма,
Гюйгенса, Якоба Бернуллi, Муавра (17-18 ст). Цi вченi вивчали випадковi
явища, що спостерiгаються в азартних iграх.

Iмовiрнiснi проблеми теорiї похибок вимiрювань, похибок стрiльби,
статистики народонаселення розв’язувалися в працях Лапласа, Пуассо-
на, Гаусса в 18-19 столiттях.

У 19-20 ст. значнi досягнення в теорiї ймовiрностей та статистицi були
отриманi Чебишевим, Марковим, Ляпуновим, Буняковським, зокрема, у
виглядi граничних теорем.

Сучасна теорiя ймовiрностей була створена в працях Р. Мiзеса, С.Н.
Бернштейна, Е. Бореля, А.М. Колмогорова, О.Я. Хiнчина, Б. В. Гнеденка,
П. Левi, Ю.В. Прохорова, та iнших вчених 20 ст.
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Теорiя ймовiрностей – це роздiл математики, в якому вивчаю-
ться математичнi моделi випадкових (стохастичних) явищ.

З погляду ймовiрнiсникiв, всi явища класифiкуються на такi групи:
(д) Детермiнованi. За вченням картезiанцiв, для таких явищ досить

лише вказати початковi умови i ми знатимемо все про їх майбутнє, розв’я-
зуючи вiдповiднi рiвняння. На практицi детермiнованих явищ немає.

(нн) Недетермiнованi неповторюванi. Наприклад: наявнiсть життя на
Марсi. Висловлювання щодо її ймовiрностi не можна обгрунтувати на
пiдставi iнших спостережень – адже цей феномен унiкальний.

(нпн) Недетермiнованi повторюванi з непередбачуваною поведiнкою
частот. Приклад: для прогнозу поведiнки послiдовних цифр числа π
статистика не може бути застосована.

(нпс) Недетермiнованi повторюванi зi стiйкiстю частот – для них вiд-
носна частота подiї має певну границю при нескiнченному зростаннi кiль-
костi спостережень.

Явища з останньої групи називаються випадковими. Їх iснування на
практицi доведено всим досвiдом застосувань теорiї ймовiрностей i мо-
же бути проiлюстровано дослiдами видатних математикiв, якi проводили
серiї пiдкидань монети та обчислювали частоти реверса:

Ж.Бюффон 4000 пiдкидань частота реверса= 0.5080
К.Морган 4800 пiдкидань частота реверса= 0.5005
К.Пiрсон 24000 пiдкидань частота реверса= 0.5005
В.Феллер 10000 пiдкидань частота реверса= 0.4979

Для побудови теорiї ймовiрностей використовувалися такi пiдходи.
(1) Суб’єктивний пiдхiд, згiдно з яким iмовiрнiсть є нормованою

мiрою впевненостi експерта. Труднощi виникають у зв’язку iз формалiза-
цiєю пiдходу.
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(2) Класичний пiдхiд виходить з iдеї симетрiї, рiвноможливостi. Неро-
зрiзненнi подiї повиннi мати однакову ймовiрнiсть – часто цього цiлком
досить для побудови теорiї. Однак цей пiдхiд не спроможний описати
експеримент iз нескiнченною кiлькiстю елементарних подiй, наприклад,
з вибором випадкової точки на вiдрiзку.

(3) Частотне визначення ймовiрностi як границi частот, що iснує згi-
дно з постулюванням стiйкостi частот. Це цiлком спроможна конструкцiя,
однак доведення вiдносно складних теорем (на кшталт закону великих
чисел) стають занадто складними для засвоєння студентами.

(4) Аксiоматичний пiдхiд: iз частотного означення (ймовiрнiсть є гра-
ницею частот) отримуємо певнi властивостi ймовiрностей, але не доводи-
мо їх, а просто постулюємо як аксiоми з урахуванням стiйкостi частот.

Останнiй, аксiоматичний пiдхiд, належить А.М. Колмогорову
(Die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie, Berlin, 1933) i сьогоднi
є загальновизнаним при побудовi теорiї ймовiрностей.

Як же обгрунтувати аксiоми теорiї ймовiрностей ? Виявляється, до-
сить вказати на такi властивостi вiдносної частоти як вiдношення кiль-
костi сприятливих випробувань до кiлькостi всiх випробувань:

(невiд’ємнiсть) Частота(Довiльного_висловлювання)≥ 0

(нормованiсть) Частота(Унiверсального_висловлювання)= 1,
адже воно справджується в кожному випробуваннi

(адитивнiсть) Частота(А або Б)=Частота(А)+Частота(Б),
якщо висловлювання A,Б не можуть справджуватися одночасно.

Справедливiсть адитивностi засвiдчує наступна дiаграма

ОООАОБББААООООАААБООО
ОООХОXХХХХООООХХХХООО
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Кiлькiсть символiв А та Б дорiвнює (1+2+3)+(3+1) = 6+4, кiлькiсть
об’єднуючих символiв Х дорiвнює 1 + 5 + 4 = 10 = 6 + 4.

Отже, ймовiрнiсть як границя частот має бути невiд’ємною, нормо-
ваною та адитивною функцiєю подiй (висловлювань щодо результату
експерименту).
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1. Стохастичний експеримент, подiї та опера-
цiї над ними

Теорiя ймовiрностей, як будь-який iнший роздiл чистої математики, по-
будована аксiоматично, тобто має певнi основнi вихiднi понят-
тя, якi не визначаються всерединi теорiї, та аксiоми, що пов’язують
цi поняття. Основними поняттями теорiї ймовiрностей є поняття стоха-
стичного експерименту, елементарної подiї та простору елементарних
подiй. Отже, наступнi висловлювання та означення слiд розумiти як по-
яснення або iнтерпретацiї, що лежать поза математикою.

Стохастичний експеримент – це певне випробування, спостереження
чи дослiд, результати яких не можна передбачити однозначно (напри-
клад, пiдкидання монети чи грального кубика), або ж можна передбачи-
ти.

Певний фiксований результат стохастичного експерименту, який не
можна виразити через сукупнiсть iнших результатiв, називається елемен-
тарною подiєю. Наприклад, випадання шiстки при пiдкиданнi костi – на
вiдмiну вiд результату, що полягає у випаданнi парної кiлькостi очок.

Множина всiх елементарних подiй називається простором елементар-
них подiй.

Отже, в результатi проведення стохастичного експерименту зав-
жди вiдбувається одна i тiльки одна елементарна подiя з простору еле-
ментарних подiй.

Так як у теорiї ймовiрностей фiзична природа елементарних подiй та
простору елементарних подiй не має суттєвого значення, то простором
елементарних подiй може бути довiльна абстрактна множина, а еле-
ментарна подiя є будь-яким елементом цiєї множини.
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У теорiї ймовiрностей простiр елементарних подiй позначається сим-
волом грецького алфавiту Ω, а елементарна подiя – як ω .

1.1. Приклади стохастичних експериментiв та вiдпо-
вiдних просторiв елементарних подiй

1. Пiдкидання однiєї монети. Простiр елементарних подiй має вигляд
Ω = {А,Р}, оскiльки результат пiдкидання, що вiдрiзняється вiд аверса
або реверса, вважається неможливим.

2. Пiдкидання двох монет. Простiр елементарних подiй мiстить пари
можливих варiантiв пiдкидань однiєї монети:

Ω = {АА,АР,РА,РР}.

Фiксацiя результату пiдкидання двох монет потребує задання впорядко-
ваної пари з двох елементiв – результатiв пiдкидання першої та другої
монети.

3. Пiдкидання гральної костi. Ω = {1,2,3,4,5,6}, оскiльки гральна кость
має шiсть граней, а падiння на ребро вважається неможливим.

4. Пiдкидання монети до першого успiху. Можна припустити, що успiх
обов’язково має вiдбутися за якоїсь скiнченної кiлькостi пiдкидань, отже

Ω = {У, НУ, ННУ,...,НН...НУ,...}.

З тим же результатом можна ототожнити простiр елементарних подiй iз
множиною натуральних чисел N = {n, n ≥ 1}.

За припущення, що є протилежним до скiнченностi кiлькостi пiдки-
дань, треба постулювати, що простiр елементарних подiй мiстить також
точку ∞ = { НН...Н...}.
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5. Вибiр випадкової точки на одиничному вiдрiзку. У цьому випадку.
Ω = [0, 1], оскiльки кожна така точка однозначно задається своєю коор-
динатою з вiдрiзку [0, 1].

1.2. Випадковi подiї

Зi стохастичним експериментом можна пов’язати певне висловлюван-
ня про його результат. Оскiльки для кожної елементарної подiї можна
встановити, справедливе дане висловлювання чи нi, то довiльному ви-
словлюванню вiдповiдає певна множина елементарних подiй, а саме: така
пiдмножина простору елементарних подiй, для елементiв якої справджу-
ється дане висловлювання. Випадковими подiями називаються пiдмно-
жини простору елементарних подiй, для яких справджуються певнi ви-
словлювання про результат стохастичного експерименту.

Зауважимо, що не всi пiдмножини простору елементарних подiй по-
виннi бути випадковими подiями. Пiдмножин може бути бiльше, нiж мо-
жна сформулювати висловлювань. Наприклад, у випадку, коли Ω = [0, 1],
маємо не менше континуума пiдмножин, але не бiльш нiж злiченну кiль-
кiсть висловлювань (якщо кiлькiсть букв у висловлюваннi скiнченна).

1.3. Властивостi класу випадкових подiй

Властивостi висловлювань та логiчнi операцiї над ними призводять до
наступних властивостей класу випадкових подiй – пiдмножин Ω.

1. Множина Ω ⊂ Ω (”щось та вiдбудеться”) є випадковою подiєю, яка
називається унiверсальною.

2. Множина ∅, що не мiстить жодної елементарної подiї (”нiчого не
вiдбудеться”), є випадковою подiєю, i називається неможливою подiєю.
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3. Якщо елементарна подiя ω належить випадковiй подiї A, то кажуть,
що ω сприяє A ( позначення ω ∈ A ).

4. Якщо A ⊂ B, то кажуть, що подiя A спричиняє подiю B (або ж
мiститься в нiй).

5. Для подiї A ї ї доповнення A є випадковою подiєю, яка полягає в
тому, що не вiдбудеться A.

6. Для двох подiй A,B їх об’єднання A ∪B є випадковою подiєю, яка
полягає в тому, що вiдбудеться A або B.

7. Для двох подiй A,B їх перерiз (або ж перетин) A∩B є випадковою
подiєю, яка полягає в тому, що вiдбудуться A i B одночасно.

8. Якщо A∩B = ∅, то подiї A,B називаються несумiсними (або ж та-
кими, що не перетинаються). Подiї послiдовностi (An, n ≥ 1) називаються
попарно несумiсними, якщо Ai ∩ Aj = ∅ для всiх i 6= j.

9. Для двох подiй A,B їх рiзниця A \ B є випадковою подiєю, яка
полягає в тому, що вiдбудеться A i одночасно не вiдбудеться B .

10. Для двох подiй A,B їх симетрична рiзниця A∆B є випадковою
подiєю, яка полягає в тому, що з подiй A,B вiдбудеться точно одна,
A∆B = (A\B) ∪ (B\A).

11. Для послiдовностi подiй (An, n ≥ 1) їх об’єднання ∪An є випадко-
вою подiєю, яка полягає в тому, що вiдбудеться хоча б одна подiя iз цiєї
послiдовностi. Аналогiчно, перерiз ∩An є випадковою подiєю, яка полягає
в тому, що вiдбудуться всi подiї iз даної послiдовностi.

12. Нехай (An, n ≥ 1) – монотонно неспадна послiдовнiсть подiй, тобто
An ⊂ An+1, ∀n ≥ 1. Їх монотонною границею A (що позначається як An

↑ A ≡ limAn) є випадкова подiя, яка полягає в тому, що вiдбудеться
принаймнi одна подiя даної послiдовностi (а отже, i кожна, починаючи з
деякого номера), тобто A = ∪An. У такому випадку кажуть, що подiї An

монотонно збiгаються до A.
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13. Нехай (An, n ≥ 1) – монотонно незростаюча послiдовнiсть по-
дiй, тобто An+1 ⊂ An, ∀n ≥ 1. Їх монотонною границею A (позначення
An ↓ A ≡ limAn) є випадкова подiя, яка полягає в тому, що вiдбудуться
одночасно всi подiї послiдовностi, тобто A = ∩An.У такому випадку ка-
жуть, що подiї An монотонно збiгаються до A.

14. Для послiдовностi подiй (An, n ≥ 1) їх верхня границя lim An є
випадковою подiєю, яка полягає в тому, що подiї даної послiдовностi вiд-
будуться нескiнченно часто (або ж вiдбудуться всi подiї з деякої не-
скiнченної пiдпослiдовностi Ank

). Цю подiю можна записати у виглядi

limAn = ∩m≥1 ∪n≥m An.

Дiйсно, елементарна подiя ω належить правiй частинi тодi i тiльки тодi,
коли для довiльного m ≥ 1 знайдеться номер n ≥ m такий, що ω ∈ An,
тобто коли вiдбудеться нескiнченна кiлькiсть серед подiй An.

15. Для послiдовностi подiй (An, n ≥ 1) їх нижня границя lim An є
випадковою подiєю, яка полягає в тому, що вiдбудуться всi подiї даної по-
слiдовностi починаючи з деякого номера. Цю подiю можна записати
у виглядi

limAn = ∪m≥1 ∩n≥m An.

Дiйсно, елементарна подiя ω належить правiй частинi тодi i тiльки тодi,
коли знайдеться номер m ≥ 1 такий, що ω ∈ An при всiхn ≥ m, тобто
коли вiдбудуться всi подiї An, починаючи з деякого номера.

Вправа. Обчислити limAn, limAn у випадку, коли Ω = R, а подiї An =
(−∞, an).
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2. Аксiоми теорiї ймовiрностей та властивостi
ймовiрностi

Оскiльки клас висловлювань замкнений вiдносно операцiй заперечення,
кон’юнкцiї, диз’юнкцiї та iнших теоретико-множинних операцiй i мiстить
також суперечливi висловлювання, то природно прийняти такi властиво-
стi класу z всiх випадкових подiй.

2.1. Аксiоми класу випадкових подiй

Нехай z – клас усiх випадкових подiй у деякому стохастичному експери-
ментi iз простором елементарних подiй Ω . Тодi:

(F1 –нормованiсть). Ω ∈ z.
(F2 –доповнення). З A ∈ z випливає, що A ∈ z.
(F3 –злiченнi об’єднання). Якщо злiченна послiдовнiсть An ∈ z, то

∪An ∈ z.
Клас пiдмножин унiверсальної множини Ω, який задовольняє умови

(F1) – (F3), називається сигма-алгеброю (або ж σ-алгеброю) пiдмножин
простору Ω.

Клас z називається алгеброю, якщо замiсть умови (F3) виконується
слабша умова

(F3 ′–об’єднання). З A,B ∈ z випливає A ∪B ∈ z.
Очевидно, ця властивiсть еквiвалентна умовi
(F3 ′′–скiнченнi об’єднання). З Ak ∈ z, k = 1, n, випливає ∪n

k=1Ak ∈ z.
Вправа. Клас A є алгеброю тодi й тiльки тодi, коли (а) Ω ∈ A, (б) з

A,B ∈ A випливає A\B ∈ A.
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Приклад. Для довiльної подiї A ⊂ Ω клас {∅, A,A,Ω} є алгеброю i
одночасно σ-алгеброю.

Для побудови сигма-алгебр, виходячи iз заданих алгебр, використову-
ють такий метод.

Означення. Сигма-алгебра z породжена класом випадкових подiй A,
що позначається як z ≡ σ[A], якщо вона є найменшою з тих, що мi-
стять цей клас:

z =
⋂

S⊃A, S σ−алгебра S.

Вправа. Це визначення коректне, оскiльки хоча б одна така сигма-алгебра
iснує (клас S = 2Ω усiх пiдмножин Ω), причому перерiз будь-якої кiлькостi
сигма-алгебр є сигма-алгеброю.

Теорема (про монотонний клас). Якщо клас множин z мiстить
алгебру A та замкнений вiдносно монотонної збiжностi An ↑ A, то вiн
мiстить породжену сигма-алгебру σ[A].

Доведення пропонується як вправа.
Першу групу аксiом теорiї ймовiрностей можна сформулювати так:
”Клас усiх випадкових подiй є сигма-алгеброю” .
Вправа. Довести, що з наведених аксiом випливають всi вказанi вище вла-

стивостi класу випадкових подiй. Вказiвка. 1. Аксiома F1. 2. ∅ = Ω. 5. Аксiома
F2. 6. Аксiома F3. 7. A ∩ B = A ∪B.9. A \ B = A ∩ B.11. ∩ An = ∪ An. 12.
Аксiома F3. 13. Властивiсть 11. 14. Аксiома F3 i властивiсть 11. 15. Аксiома F3
i властивiсть 11.

2.2. Приклади випадкових подiй та їх класiв

1. Пiдкидання двох монет, Ω = {АА,АР,РА,РР}. Подiї
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{Перший аверс}={АА,АР}, {Хоча б один аверс}={АА,АР,РА}.
2. Пiдкидання монети до першого успiху, Ω = {У, НУ,..,Н...НУ,...}.

Подiя {Парна кiлькiсть пiдкидань до першого успiху} =
{НУ, НННУ,...НН...НУ,...}.

3. Вибiр випадкової точки на одиничному вiдрiзку, Ω = [0, 1]. Клас
усiх випадкових подiй має мiстити всi iнтервали [0, x) та їх перетворен-
ня за допомогою операцiй доповнення, злiченного об’єднання та iнших
операцiй, що зберiгають належнiсть до сигма-алгебри.

Вправа.
(1) Нехай Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Знайти всi елементи найменшої алгебри, яка

мiстить подiї A = {1, 2}, B = {4, 5, 6}.
(2) Для злiченного простору Ω = {ωn, n ≥ 1} описати найменшi алгебру та

сигма-алгебру, якi мiстять усi одноточковi множини.

2.3. Аксiоми ймовiрностi

У теорiї ймовiрностей iз кожною випадковою подiєю пов’язують числову
мiру її вiрогiдностi – ймовiрнiсть. Оскiльки ймовiрнiсть розглядається як
границя вiдносних частот, то на основi наведених вище властивостей ча-
стот (невiд’ємнiсть, нормованiсть та адитивнiсть) природно постулювати
такi аксiоми ймовiрностi:

Означення. Ймовiрнiсть P є числовою функцiєю на класi z всiх ви-
падкових подiй з такими властивостями:

(Р1 –невiд’ємнiсть). P (A) ≥ 0, ∀A ∈ z.
(Р2 –нормованiсть). P (Ω) = 1.
(Р3 –сигма-адитивнiсть). Для довiльної послiдовностi подiй

(An, n ≥ 1), що попарно несумiснi (тобто Ai ∩ Aj = ∅,∀i 6= j), справе-
длива рiвнiсть
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P (
⋃

n≥1An) =
∑

n≥1 P (An).

Функцiя P називається адитивною ймовiрнiстю, якщо замiсть аксiоми
(Р3) виконується слабша умова

(Р3 ′ –адитивнiсть) Для подiй A,B, що несумiснi,

P (A ∪B) = P (A) + P (B).

За iндукцiєю неважко довести (вправа), що властивiсть адитивностi еквi-
валентна скiнченнiй адитивностi:

(Р3 ′′ –скiнченна адитивнiсть) Для довiльної скiнченної послiдовностi
подiй (Ak, 1 ≤ k ≤ n), що попарно несумiснi,

P (
⋃

1≤k≤nAk) =
∑

1≤k≤n P (Ak)

Другу групу аксiом теорiї ймовiрностей можна сформулювати так:
”Ймовiрнiсть є сигма-адитивною невiд’ємною нор-

мованою функцiєю на класi всiх випадкових подiй” .
Отже, аксiоматика теорiї ймовiрностей зводиться до постулювання

iснування ймовiрнiсного простору (Ω, z, P ), що має такi елементи:
Ω – простiр елементарних подiй (абстрактна множина),
z – клас усiх випадкових подiй – пiдмножин Ω, якi утворюють сигма-

алгебру з властивостями (F1 – F3), а
P – ймовiрнiсть на сигма-алгебрi подiй z iз властивостями (Р1 – Р3).

2.4. Властивостi ймовiрностi

З аксiом теорiї ймовiрностей випливають такi властивостi ймовiрностi.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 20 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Теорема (про основнi властивостi ймовiрностей). Справедливi
такi властивостi.

1. Ймовiрнiсть доповнення подiї A ∈ z

P (A) = 1− P (A),

оскiльки Ω = A ∪ A, де доданки несумiснi, отже 1 = P (Ω) = P (A ∪ A) =
P (A) + P (A).

2. Ймовiрнiсть неможливої подiї: P (∅) = 0, оскiльки ∅ = Ω. Заува-
жимо, що з P (A) = 0 не випливає, що A – неможлива подiя.

3. Ймовiрнiсть вкладеної рiзницi: для A,B ∈ z, A ⊂ B

P (B \ A) = P (B)− P (A),

оскiльки B = A∪ (B \A), де доданки несумiснi: P (B) = P (A∪ (B \A)) =
P (A) + P (B \ A).

4. Монотоннiсть ймовiрностi: для A,B ∈ z, A ⊂ B

P (A) ≤ P (B),

виводиться з невiд’ємностi та попереднього пункту:

P (B)− P (A) = P (B\A) ≥ 0.

5. Множина значень ймовiрностi

{P (A), A ∈ z} ⊂ [0, 1],

оскiльки ∅ ⊂ A ⊂ Ω i має мiсце монотоннiсть ймовiрностi
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6. Ймовiрнiсть об’єднання двох подiй A,B ∈ z

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),

оскiльки A ∪ B = A ∪ (B \ A ∩ B), де доданки несумiснi, а ймовiрнiсть
другого визначається властивiстю ймовiрностi вкладеної рiзницi:

P (A ∪B) = P (A ∪ (B \ A ∩B)) = P (A) + P (B \ A ∩B)

= P (A) + P (B)− P (A ∩B).

7. Формула включення–виключення для подiй (Ak, k = 1, n)

P (
⋃

1≤k≤n
Ak) =

∑
1≤ i≤ n

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤n
P (Ai ∩ Aj)+∑

1≤i<j<k≤n
P (Ai ∩ Aj ∩ Ak)− ...+ (−1)n−1 P (A1 ∩ ... ∩ An).

При n = 2 ця формула збiгається iз властивiстю 6, а для n > 2 вона
доводиться за iндукцiєю iз використанням властивостi ймовiрностi об’єд-
нання. Дiйсно, нехай формула справедлива для заданого n. Позначаючи
B = ∪n

k=1Ak, маємо

P (∪n+1
k=1Ak) = P (B ∪ An+1) = P (B) + P (An+1)− P (B ∩ An+1) =∑

1≤k≤n P (Ak)−
∑

1≤k<j≤n P (Ak ∩Aj) + ..+ P (An+1)− P (∪n
k=1(Ak ∩An+1))

=
∑

1≤k≤n+1 P (Ak)−
∑

1≤k<j≤n P (Ak ∩Aj) + ..−
∑

1≤k≤n P (Ak ∩An+1) + ..,

звiдки за iндукцiєю дiстанемо шукане твердження.
8. Напiвадитивнiсть ймовiрностi:
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P
(⋃

1≤k≤nAk

)
≤
∑

1≤k≤n P (Ak)

Для доведення позначимо B1 = A1, Bk = Ak\ ∪k−1
j=1 Aj. Тодi подiї Bk по-

парно несумiснi, Bk ⊂ Ak i ∪ 1≤k≤nBk = ∪ 1≤k≤nAk. Звiдси за адитивнiстю
та монотоннiстю ймовiрностей

P (∪ 1≤k≤nAk) = P (∪ 1≤k≤nBk) =
∑

k≤n P (Bk) ≤
∑

k≤n P (Ak).

9. Неперервнiсть ймовiрностi.
(a) Якщо An ↑ A, то P (An) ↑ P (A).

(б) Якщо An ↓ A, то P (An) ↓ P (A).

Для доведення (a) позначимо B1 = A1, Bn = An \ An−1, n > 1. Тодi Bn

попарно несумiснi, ∪Bn = A,

P (A) =
∑
P (Bn) = lim n→∞

∑
k≤n P (Bk) = lim n→∞ P (An),

де остання рiвнiсть виводиться з адитивностi, а збiжнiсть є монотонною.
Для доведення (б) застосуємо (а) для доповнень: An ↑ A, 1− P (An) =

P (An) ↑ P (A) = 1− P (A).

10. Злiченна напiвадитивнiсть ймовiрностi

P (
⋃
Ak) ≤

∑
P (Ak)

випливає iз напiвадитивностi та неперервностi ймовiрностi:

P (
⋃
Ak) = lim n→∞ P

(⋃
1≤k≤nAk

)
≤ lim n→∞

∑
1≤k≤ n P (Ak).
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11. Еквiвалентнiсть неперервностi в нулi та сигма-адитивностi для
адитивної ймовiрностi.

Будемо говорити, що ймовiрнiсть P на класi випадкових подiй z не-
перервна в нулi, якщо для будь-якої послiдовностi подiй An ∈ z такої, що
An ↓ ∅, має мiсце збiжнiсть P (An) ↓ 0.

Для того, щоб адитивна ймовiрнiсть P на сигма-алгебрi подiй z була
сигма-адитивною, необхiдно i достатньо, щоб вона була неперервною в
нулi на z.

Доведення. Якщо P сигма-адитивна, то вона неперервна в нулi за
властивiстю неперервностi ймовiрностi.

Нехай P адитивна на сигма-алгебрi та неперервна в нулi, а An ∈ z
довiльнi подiї, що попарно несумiснi. Позначимо Bn = ∪k>nAk. Тодi Bn ↓
∅ та P (Bn) ↓ 0. Оскiльки внаслiдок скiнченної адитивностi P (∪Ak) =
P (∪k≤nAk)+P (Bn) =

∑
k≤n P (Ak) +P (Bn) →

∑
k≥1 P (Ak), то ймовiрнiсть

P сигма-адитивна на сигма-алгебрi z.
12. Продовження неперервної ймовiрностi на сигма-алгебру.
Для того, щоб адитивна ймовiрнiсть P на алгебрi подiй A мала про-

довження до сигма-адитивної ймовiрностi на породженiй сигма-алгебрi
z = σ[A], необхiдно i достатньо, щоб вона була неперервною в нулi на
алгебрi A – тобто для будь-якої послiдовностi подiй An ∈ A таких, що
An ↓ ∅, повинна мати мiсце збiжнiсть P (An) ↓ 0.

Доведення. Якщо ймовiрнiсть P сигма-адитивна, то вона неперервна
в нулi за властивiстю неперервностi.

Нехай ймовiрнiсть P адитивна на алгебрi A та неперервна в нулi. Тодi
P сигма-адитивна на алгебрi A, як показано у попереднiй властивостi.
За цiєї умови iснування та єдинiсть сигма-адитивного продовження на σ-
алгебру z стверджується у теоремi Каратеодорi про продовження мiри,
яка доводиться в курсi теорiї мiри та iнтегралу.
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Вправа.
(1). Послiдовнiсть подiй An збiгається до границi A, якщо A = limAn =

limAn. Довести, що тодi P (A) = limP (An).
(2). Довести, що множина {P (A), A ∈ z} ⊂ [0, 1] є замкненою.
(3). Для довiльних подiй A,B справедлива нерiвнiсть

P (A ∪B)P (A ∩B) ≤ P (A)P (B).
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3. Приклади ймовiрнiсних просторiв
Для застосувань ймовiрнiсних методiв на практицi необхiдно будувати
вiдповiднi ймовiрнiснi простори. Тому розглянемо конкретнi приклади та-
ких просторiв.

3.1. Класичне означення ймовiрностi

Нехай простiр Ω = {ω1, ..., ωn} – скiнченний, а клас подiй z мiстить всi
пiдмножини Ω.

Припустимо, що всi елементарнi подiї рiвноймовiрнi (рiвноможливi,
симетричнi, статистично нерозрiзненнi). Тодi їх iмовiрностi мають бути
однаковими i в сумi повиннi становити 1. Отже, P ({ωk}) = 1/n, k = 1, n.
Оскiльки кожна подiя є об’єднанням одноточкових елементарних подiй,
то ймовiрнiсть будь-якої подiї має дорiвнювати сумi доданкiв 1/n по всiх
m елементарних подiях, що їй сприяють, тобто дорiвнювати вiдношенню
m/n. Звiдси дiстанемо таке означення.

Означення. Будемо говорити, що для даного ймовiрнiсного просто-
ру (Ω, z, P ) зi скiнченним простором елементарних подiй Ω прийняте
класичне означення ймовiрностi, якщо для будь-якої подiї A ⊂ Ω її ймо-
вiрнiсть дорiвнює вiдношенню кiлькостi елементарних подiй, що сприя-
ють A, до кiлькостi усiх елементарних подiй:

P (A) = |A| / |Ω| ,

де |•| – кiлькiсть елементiв (потужнiсть) множини.
Зауваження. Якщо у формулюваннi задачi явно не вказано на ви-

бiр означення ймовiрностей, однак |Ω| < ∞ i присутнi ключовi слова
випадково, навмання ... – то треба обрати саме класичне означення.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 26 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Приклади
1. Пiдкидання симетричної гральної костi. Ймовiрнiсть парної кiль-

костi очок дорiвнює |{2, 4, 6}| /6 = 3/6 = 1/2.

2. Пiдкидання навмання двох симетричних монет. Ймовiрнiсть хоча
б одного аверса |{АР,РА,АА}| /4 = 3/4.

3. Випробування до першого успiху – не може бути описане класичним
означенням. Дiйсно, припустимо рiвноможливiсть злiченної кiлькостi ви-
пробувань. Якщо спiльна (однакова для рiзних елементарних подiй) ймо-
вiрнiсть додатна, то їх злiченна сума нескiнченна, якщо ж вона нульова –
то i сума нульова. У кожному випадку сума ймовiрностей елементарних
подiй не дорiвнює одиницi. Це суперечить аксiомам теорiї ймовiрностей.

4. Послiдовне пiдкидання n симетричних монет як модель випадкового
блукання. Простiр елементарних подiй має вигляд

Ω = {ω = (ε1ε2...εn), εk ∈ {+1,−1}} = {+1,−1}n,

де εk = +1, якщо k -е випробування завершилося аверсом, i εk = −1 у
протилежному випадку. Всього є 2n елементарних подiй, з них призводять
до k аверсiв та рештi n− k реверсiв подiї, що вiдповiдають сполученням
iз n елементiв по k. Ця кiлькiсть дорiвнює Ck

n. Оскiльки монета симетри-
чна, то всi елементарнi подiї слiд вважати рiвноможливими, ймовiрнiсть
кожної дорiвнює 2−n.

Припустимо, що частинка в момент k змiнює свою координату (стри-
бає) на величину εk. Позначимо Sn = ε1 + ...+ εn результуюче положення
частинки. Тодi ймовiрнiсть наявностi k додатних та n−k вiд’ємних стриб-
кiв дорiвнює

P (Sn = k − (n− k)) = Ck
n / 2n, k = 0, n.
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Зокрема, при n = 2m та k = m iмовiрнiсть повернення в початок має
вигляд

P (S2m = 0) = 2−2mCm
2m.

5. Задача про збiг. Навмання розкладено n листiв до n конвертiв з
адресами. Простiр елементарних подiй збiгається з множиною усiх пе-
рестановок порядку n, а саме – перестановок листiв по вiдношенню до
правильних адрес.

Розглянемо подiї A = {хоча б один лист дiйшов за призначенням},
Ak = {k-ий лист дiйшов за призначенням}. Тодi за формулою включення–
виключення

P (A) = P (∪n
k=1Ak) =∑

1≤i≤n P (Ai)−
∑

1≤i<j≤n P (Ai ∩ Aj) + ..+ (−1)n−1 P (A1 ∩ ... ∩ An) =

C1
n

(n−1)!
n!

− C2
n

(n−2)!
n!

+ ...+ (−1)n−1Cn
n

0!
n!

=

= 1 − 1
2!

+ 1
3!
− ...+ (−1)n−1 1

n!
→ 1− 1

e
, n→∞.

Вправа. У групi n студентiв. Яка ймовiрнiсть того, що хоча б у двох з них
однаковi днi народження ? Для яких n ця ймовiрнiсть не менша за 0.5 ?

3.2. Дискретний iмовiрнiсний простiр

Не завжди можна вважати, що елементарнi подiї рiвноможливi. Тодi за-
стосовують таке узагальнення.

Нехай простiр Ω = {ω1, ..., ωn, ...} – дискретний (скiнченний або злi-
ченний), клас випадкових подiй z мiстить всi пiдмножини Ω, i задана
певна ймовiрнiсть P на z. Тодi визначенi ймовiрностi окремих елемен-
тарних подiй pk = P ({ωk}).
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Вправа. Клас z = 2Ω тодi й тiльки тодi, коли вимiрнi всi одноточковi
множини: {ωn} ∈ z для всiх n.

Оскiльки для довiльної множини A =
⋃

k: ωk ∈ A{ωk}, то за властивiстю
сигма-адитивностi

P (A) =
∑

k: ωk∈A
pk , де pk = P ({ωk}).

Числова послiдовнiсть (pk , k ≥ 1) задовольняє умови pk ≥ 0 та
∑
pk =

1 i називається дискретним розподiлом iмовiрностей.
Отже, для кожної ймовiрностi P на z визначений дискретний розподiл

на одноточкових множинах.
Навпаки, для кожного дискретного розподiлу (pk, k ≥ 1) наведена

формула для ймовiрностi P (A) задає загальне означення ймовiрностей у
дискретному ймовiрнiсному просторi.

Теорема (про сигма-адитивнiсть дискретної ймовiрнiсної мi-
ри) Для кожного дискретного розподiлу ймовiрностей (pk) функцiя

P (A) =
∑

k: ωk∈A
pk

є адитивною ймовiрнiстю та неперервною в нулi, а тому є ймовiрнiстю.
Доведення. Адитивнiсть є наслiдком адитивностi суми.
Можна вважати, що Ω = N. Нехай An ↓ ∅. Тодi an = inf An ↑ ∞,

P (An) =
∑

k: ωk∈An
pk ≤

∑
k≥an

pk → 0.

Приклади.
1. Пiдкидання монети до першого успiху. Простiр елементарних подiй

має вигляд Ω = {ωn = (Н...НУ), n ≥ 1}. Спiвставимо елементарну
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подiю ωn з елементарною подiєю в серiї з n пiдкидань монети, що мiстить
n− 1 реверс (неуспiх) та 1 аверс (успiх). Виходячи з цього спiвставлення,
природно постулювати, що pn = P ({ωn}) = 2−n, n ≥ 1. Ця послiдовнiсть
дiйсно є дискретним розподiлом.

Тому ймовiрнiсть парної кiлькостi пiдкидань до успiху дорiвнює∑∞
k=1 2−2k = 1/3.
2. Припустимо, що при пiдкиданнi монети, окрiм випадiння аверсу

(А) та реверсу (Р), можливе також падiння на ребро (О). У цьому ви-
падку простiр елементарних подiй має вигляд Ω = {ωn = (r1...rn−1А),
rk ∈ {P,О}, n ≥ 1}. З рiвноможливостi елементарних подiй випливає,
що P ({ωn}) = 3−n. Ймовiрнiсть отримати хоча б один успiх дорiвнює∑∞

n=1 2n−13−n = 1, а парної кiлькостi пiдкидань до першого успiху –∑∞
k=1 22k−13−2k = 2/5.
3. Нехай p, q, r – заданi числа з вiдрiзку [0, 1]. За яких умов знайдеться

ймовiрнiсний простiр та подiї A,B на ньому такi, що P (A) = p, P (B) = q,
P (A ∩B) = r ?

Розглянемо такi подiї:

H1 = A\B, H2 = B\A, H3 = A ∩B, H4 = A ∪B.

Очевидно, що в довiльному ймовiрнiсному просторi подiї Hk попарно
несумiснi, ∪4

k=1Hk = Ω, σ[{A,B}] = σ[{H1, ..., H4}]. Отже, подiї Hk можна
розглядати (i будувати) як елементарнi, а для цього їх iмовiрностi мають
утворювати дискретний розподiл iмовiрностей. Оскiльки

P (H1) = p− r, P (H2) = q − r, P (H3) = r, P (H4) = 1− (p+ q − r),

то шукана необхiдна i достатня умова має вигляд:
0 ≤ r ≤ p, r ≤ q, p+ q − r ≤ 1.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 30 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Вправа. Нехай (Ω, z, P ) – довiльний iмовiрнiсний простiр. Випадкова
подiя A називається атомом, якщо P (A) > 0 та для будь-якої подiї з B ⊂ A
випливає або P (B) = 0, або P (A\B) = 0. Атоми A,B вважаються однако-
вими, якщо P (A∆B) = 0. Довести такi твердження:. (а) Якщо A,B – атоми,
то або P (A ∩ B) = 0, або P (A∆B) = 0; (б) Множина всiх атомiв на даному
просторi не бiльш нiж злiченна; (в) Iснує розбиття Ω = ∪n≥0An на попарно
несумiснi подiї такi, що An, n ≥ 1, є атомами, а A0 не мiстить жодного атома;
(г) Для довiльного числа p ∈ [0, P (A0)] знайдеться подiя A така, що P (A) = p.

3.3. Геометричне означення ймовiрностей

На прикладi задачi про випадковий вибiр точки на вiдрiзку [a, b) бачимо,
що iснують стохастичнi експерименти з незлiченною кiлькiстю елементар-
них подiй. Хоча окремi елементарнi подiї тут виглядають рiвноможливи-
ми, класичне означення застосувати неможливо – всi ймовiрностi елемен-
тарних подiй мають бути нульовими, тому що сума незлiченної кiлькостi
додатних чисел нескiнченна. Тому природно перейти вiд ймовiрностей
окремих точок до ймовiрностей iнтервалiв.

Нехай Ω = [a, b), сигма-алгебра подiй z мiстить всi iнтервали [x, y), i на
z задана деяка ймовiрнiсть P . Припущення про рiвноможливiсть окре-
мих точок можна проiнтерпретувати так, що ймовiрнiсть потрапляння
випадкової точки до певного iнтервалу залежить лише вiд його довжини,
а не вiд розташування цього iнтервалу. З цього припущення, адитивностi,
нормованостi та неперервностi ймовiрностi випливає, що

P ([x, y)) = (y − x)/(b− a) = |[x, y)| / |[a, b)| .

Дiйсно, ймовiрностi P ([a + (b − a) k
n
, a + (b − a)k+1

n
)) при 0 ≤ k <

n мають не залежати вiд k та в сумi становити 1, отже кожна з них
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дорiвнює 1/n. Звiдси P ([a, a+ (b− a) k
n
)) = k

n
. Обираючи пiдпослiдовнiсть

k/n ↑ (y − a)/(b− a), iз неперервностi ймовiрностi виводимо, що

P ([a, y)) = |[a, y)| / |[a, b)| .

У загальному випадку за припущення рiвноможливостi приходимо до
такого означення.

Означення. Нехай простiр Ω ⊂ Rd є обмеженою множиною евклi-
дового простору Rd, а клас z мiстить усi пiдмножини Ω iз визначеним
d-вимiрним об’ємом. Будемо говорити, що у просторi (Ω, z, P ) прийня-
то геометричне означення ймовiрностей, якщо для всiх A ∈ z

P (A) = |A| / |Ω| ,

де |•| – d-вимiрний об’єм множини, тобто довжина при d = 1, площа
при d = 2, об’єм при d = 3 i так далi.

Зауваження. Якщо у формулюваннi задачi явно не вказано на вибiр
означення ймовiрностей, але Ω ⊂ Rd i присутнi ключовi слова випадково,
навмання – то треба обрати саме геометричне означення.

Приклади
1. Задача про зустрiч. Двi особи домовилися про зустрiч мiж 12-

ю та 1-ю годиною пополуднi. Вiдомо, що моменти їх приходу до мiсця
зустрiчi є випадковими. Прийшовши до мiсця, кожен чекає на iншого
протягом 1/4 години, а потiм залишає мiсце зустрiчi. Яка ймовiрнiсть
того, що зустрiч вiдбудеться ?

Простiр елементарних подiй має вигляд

Ω = [0, 1]× [0, 1] = {ω = (ω1, ω2) : ωi ∈ [0, 1]}.
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Ключове слово ”випадковими” слiд iнтерпретувати на користь прийня-
ття геометричного означення ймовiрностей. Подiя, що вiдповiдає зустрiчi,
має вигляд

A = {ω = (ω1, ω2) ∈ Ω : |ω1 − ω2| ≤ 1/4}.

Тому P (A) = |A| / |Ω| = (1− (3/4)2)/1 = 7/16.
2. Парадокс Бертрана. Випадково обирається хорда одиничного ко-

ла. ПодiяA полягає в тому, що довжина хорди не перевищує 1. Розглянемо
такi пiдходи до обчислення ймовiрностi цiєї подiї.

(а) Хорда обирається за випадковим положенням її вершин. Внаслi-
док iнварiантностi довжини вiдносно поворотiв одну вершину можна за-
фiксувати. Тому Ω = [0, 2π], множина елементарних подiй, якi сприяють
A, мiстить двi дуги довжини π/3, а ймовiрнiсть A дорiвнює

P (A) = (π/3 + π/3)/2π = 1/3.

(б) Хорда визначається випадковою точкою перетину iз заданим ра-
дiусом. Простiр Ω = [0, 1]. Сприяють подiї A точки радiуса, що ближчi до
кола нiж точка перетину iз перпендикулярною хордою одиничної довжи-
ни, тому

P (A) = 1−
√

3/2.

(в) Хорда визначається випадковою точкою перетину з перпендику-
лярним до неї радiусом всерединi кола. Простiр Ω = [0, 1], а елементарнi
подiї з A утворюють кiльце внутрiшнього радiуса

√
3/2. Тому

P (A) = (π − π(
√

3/2)2)/π = 1/4.
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Рiзнi вiдповiдi на наведенi задачi вказують на те, що одне й те саме
”текстове” формулювання задачi може призводити до рiзних iмовiрнiсних
просторiв i, як наслiдок, до рiзних теоретико-ймовiрнiсних задач. Тому
парадокс Бертрана є цiлком уявним.

3. Задача Бюффона. Голка навмання кидається на площину iз си-
стемою паралельних прямих на однаковiй вiдстанi 2a одна вiд одної. Подiя
A полягає в тому, що має мiсце перетин голки iз однiєю з прямих.

Простiр елементарних подiй задається парами (x, ϕ), де x ∈ [0, a] –
вiдстань вiд центра голки до найближчої прямої, а ϕ ∈ [0, π] – кут мiж
голкою та напрямом прямих, тобто Ω = [0, a] × [0, π]. Оскiльки Ω є пiд-
множиною евклiдового простору, а вибiр виконується навмання, то слiд
прийняти геометричне означення ймовiрностей.

Припустимо, що довжина голки не перевищує вiдстанi мiж паралель-
ними прямими на площинi: 2l ≤ 2a. Тому перетин голки iз найближчою
прямою можливий тодi й тiльки тодi, коли x ≤ l sinϕ. Обчислюючи за гео-
метричним означенням площу вiдповiдної множини елементарних подiй,
знаходимо

P (A) =
∫ π

0
l sinϕ dϕ / πa = 2l/πa.

Вiдзначимо, що цей результат дає можливiсть статистичного оцiню-
вання числа π через емпiричну частоту перетинiв νn(A) з формули π ≈
2l n / aνn(A).

Вправа. У сферi радiусу R навмання обрано N точок. Знайти ймовiрнiсть
того, що вiдстань до центру найближчої точки не перевищуватиме r. За яких
умов границя цiєї ймовiрностi при N,R→∞ є додатною ?
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4. Умовнi ймовiрностi
Умовнi ймовiрностi використовуються у випадку, коли в ходi стохасти-
чного експерименту стає вiдомою певна iнформацiя про його промiжнi
результати.

Приклад. Нехай у просторi Ω = {ω1, ..., ωn} прийнято класичне озна-
чення ймовiрностей, A,B ⊂ Ω, nA = |A| , nB = |B| , nAB = |A ∩B| . За
означенням, P (A) = nA/n. Припустимо, стає вiдомим, що подiя B вже
вiдбулася. Тодi кiлькiсть усiх можливих у наступному елементарних по-
дiй зменшиться з n до nB , а тих, що сприяють A, з nA до nAB. Отже, в
новому (умовному) стохастичному експериментi ймовiрнiсть A слiд обра-
ти рiвною

PB(A) = nAB / nB = (nAB/n) / (nB/n) = P (A ∩B) / P (B).

Означення. Нехай A,B ∈ z i P (B) > 0. Умовною ймовiрнiстю по-
дiї A за умови B називається вiдношення ймовiрностi їх перерiзу до
ймовiрностi умови:

P (A / B) = P (A ∩B) / P (B).

Приклади.
1. Змiна шансiв на хоча б одну шiстку при двох пiдкиданнях костi,

якщо вiдома сума очок. Ймовiрнiсть хоча б однiєї шiстки при 2 пiдкида-
ннях костi дорiвнює 1 − (5/6)2 = 11/36. Якщо ж стає вiдомим, що сума
очок дорiвнює 8, то вiдповiдна умовна ймовiрнiсть дорiвнює

|{(26), (62)}| / |{(26), (35), (44), (53), (62)}| = 2/5.
2. Вибiр двох тузiв iз колоди без повернення. Ймовiрнiсть обрати дру-

гим туза за умови, що першою картою без поверення обрано туза, дорiв-
нює 3/51, на вiдмiну вiд безумовної ймовiрностi 4/52.
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Зауваження. Якщо текстове формулювання задачi мiстить зворот
”Вiдомо, що ...” щодо результату стохастичного експерименту, а задача
полягає у знаходженнi ймовiрностi певної подiї, то мається на увазi зна-
ходження саме умовної ймовiрностi вказаної подiї, за умови, що вiдбулася
наведена на початку подiя.

Теорема (про властивостi умовної ймовiрностi). Нехай B ∈ z i
P (B) > 0. Тодi

(а) P ( · / B) ≥ 0,
(б) P (Ω / B) = P (B / B) = 1,
(в) P (∪An / B) =

∑
P (An / B) для попарно несумiсних An.

Доведення.
(а) За означенням вiдношення невiд’ємних чисел,
(б) випливає з рiвностi P (B ∩B) = P (B),
(в) з означення умовної ймовiрностi та сигма-адитивностi ймовiрностi:

P (∪An / B) = P ((∪An) ∩B)/P (B) = P (∪(An ∩B))/P (B) =∑
P (An ∩B)/P (B) =

∑
P (An / B),

оскiльки подiї An ∩B попарно несумiснi �
Наслiдок. Умовна ймовiрнiсть P (A / B) як функцiя подiї A має всi

основнi властивостi ймовiрностей, що випливають з аксiом та викладе-
нi в теоремi про основнi властивостi ймовiрностей. Дiйсно, твердження
(а),(б),(в) теореми повнiстю вiдповiдають аксiомам теорiї ймовiрностей
(P1),(P2),(P3).

4.1. Ймовiрнiсть перерiзу випадкових подiй

Умовна ймовiрнiсть визначається через вихiдну, початкову ймовiрнiсть,
що одночасно описує як промiжний, так i заключний етапи стохастичного
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експерименту. При формулюваннi складних стохастичних експериментiв
часто дiють зворотним чином: спочатку задають ймовiрностi промiжних
результатiв та умовнi ймовiрностi заключних результатiв експерименту,
а вже через них обчислюють сумiснi ймовiрностi всiх подiй.

Наприклад: вибiр 2 тузiв без повернення можна описати за допомогою
ймовiрностей вибору тузiв чи iнших карт на першому етапi та умовних
iмовiрностей вибору тузiв на другому кроцi за умовою, що першим обрано
туза чи iншу карту. Тому наступна теорема не є тавтологiєю.

Теорема (про ймовiрнiсть перерiзу подiй). Нехай A,B ∈ z i
P (B) > 0. Тодi

P (A ∩B) = P (B) · P (A / B).

Доведення очевидне �
Зауваження. У випадку, коли P (B) = 0, наведена формула також

справедлива, оскiльки за монотоннiстю ймовiрностi P (A∩B) ≤ P (B) = 0,
а права частина завжди нульова.

Теорема (про ймовiрнiсть перерiзу n подiй). Нехай Ak ∈ z i
P (Ak) > 0, k = 0, n. Тодi

P (
⋂

0≤k≤nAk) = P (A0)
∏

1≤k≤n P (Ak / A0 ∩ ... ∩ Ak−1).

Доведення. Формула виводиться з теореми про ймовiрнiсть перерiзу
подiй за iндукцiєю.
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5. Формули повної ймовiрностi та Байєса
Розглянемо деякий двохетапний стохастичний експеримент (наприклад,
послiдовний вибiр 2 тузiв без повернення). Фiксуючи результат першого
етапу, ми не отримаємо елементарну подiю – тому що наразi невiдомий
результат другого етапу. Одночасно подiї, що пов’язанi з результатами
першого етапу, мають всi характернi властивостi елементарних подiй: во-
ни попарно несумiснi та в об’єднаннi складають весь простiр Ω.

Означення. Послiдовнiсть подiй (Hk, k ≥ 1) називається повною
групою подiй (гiпотез), якщо Hi ∩Hj = ∅ при i 6= j, та ∪Hk = Ω. Еквi-
валентне висловлювання полягає в тому, що (Hk, k ≥ 1) утворюють
розбиття простору Ω.

5.1. Формула повної ймовiрностi

Теорема (формула повної ймовiрностi). Нехай (Hk, k ≥ 1) –
повна група подiй. Для довiльної подiї A ∈ z

P (A) =
∑

k≥1
P (A / Hk) P (Hk).

Доведення. Оскiльки A = ∪ k≥1(A ∩ Hk), де подiї в правiй частинi
попарно несумiснi, то за властивiстю сигма-адитивностi та за теоремою
про ймовiрнiсть перерiзу подiй

P (A) =
∑

k≥1 P (A ∩Hk) =
∑

k≥1 P (A / Hk) P (Hk).

Зауваження. Дана формула справедлива також у випадку, коли P (Hk) =
0 для деяких k, оскiльки за означенням добуток 0 на будь-яке число є ну-
льовим.
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Приклади.
1. Випадковий вибiр кулi з випадково обраної урни. Маємо n урн, у

k -й урнi k бiлих куль та n−k чорних. Навмання обирається урна, а з неї
– випадкова куля. Яка ймовiрнiсть того, що куля бiла ? Для розв’язання
позначимо через A вiдповiдну подiю та визначимо повну групу подiйHk =
{обрано k -у урну}. Тодi за класичним означенням ймовiрностей P (Hk) =
1/n та P (A / Hk) = k/n. Отже, P (A) =

∑n
k=1(k/n)/n = (n+ 1)/2n.

2. Який бiлет бiльш щасливий: обраний першим чи останнiм сту-
дентом ? Екзамен складають n студентiв, якi послiдовно обирають без
повернення по одному бiлету з первiсної загальної кiлькостi m. Ця кiль-
кiсть мiстить k ≤ m щасливих бiлетiв. Позначимо через An, n ≥ 1, подiю,
що полягає у виборi щасливого бiлета n-м студентом. Тодi кожна з пар
подiй (An, An) є повною групою подiй. За класичним означенням ймовiр-
ностей P (A1) = k/m. Тому за формулою повної ймовiрностi

P (A2) = P (A2/A1)P (A1) + P (A2/A1)P (A1) = k−1
m−1

k
m

+ k
m−1

m−k
m

= k
m
.

За iндукцiєю доводимо, що P (Aj) = k/m при j ≤ m.

5.2. Формула Байєса

Наступна формула дає можливiсть послiдовно уточнювати ймовiрностi
повної групи подiй за результатами спостережень на пiдставi промiжних
результатiв стохастичного експерименту.

Теорема (формула Байєса). Нехай (Hk, k ≥ 1) – повна група подiй,
i B ∈ z iз P (B) > 0. Тодi

P (Hk / B) =
P (B / Hk) P (Hk)∑
j≥1 P (B / Hj) P (Hj)

.
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Доведення. За означенням умовної ймовiрностi та за формулою пов-
ної ймовiрностi

P (Hk / B) = P (Hk∩B)
P (B)

= P (B / Hk) P (Hk)∑
P (B / Hj) P (Hj)

.

Приклади.
1. Оцiнка невiдомого складу урни за кольором випадково обраної кулi
Урна мiстить n куль, iз них k ∈ [0, n] бiлi (гiпотезаHk), iншi – чорнi. Всi

апрiорнi припущення щодо вмiсту урни рiвноможливi. З урни навмання
обрано кулю, вона виявилася бiлою. Як треба змiнити ймовiрностi гiпотез
щодо складу урни ?

Нехай A – подiя, що полягає у виборi бiлої кулi. За умовою рiвномо-
жливостi гiпотез P (Hk) = 1/(n+ 1), P (Hk/A) = (k/n)(1/(n+1))∑n

k=0(k/n)(1/(n+1))
= 2k

n(n+1)
.

2. Вiдсоток виробництва бракованої продукцiї одного з двох заводiв.
На ринку представлено продукцiю двох телевiзiйних заводiв. Перший

продукує 10000 телевiзорiв на рiк, другий – 80000. Перший завод має 2
проценти бракованої продукцiї, другий – 0.5 процента. Навмання обраний
телевiзор виявився бракованим. Який з виробникiв є для нього найбiльш
iмовiрним ?

Позначимо через Hk, k = 1, 2, гiпотезу щодо походження телевiзора з
k-го заводу, A – подiю, що полягає в тому, що навмання обраний телевiзор
є бракованим. Тодi

P (H1) = 10000/(10000 + 80000) = 1/9,

P (H1/A) = 0.02·1/9
0.02·1/9+0.005·8/9

= 1/3, P (H2/A) = 2/3.
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6. Незалежнi випадковi подiї

У теорiї ймовiрностей використовується специфiчне поняття незалежно-
стi, яке можна назвати статистичною незалежнiстю. Подiї вважають не-
залежними, якщо наявна iнформацiя про одну з них не змiнює шансiв
для iншої.

Означення. Нехай A,B ∈ z i P (B) > 0. Подiя A не залежить вiд
подiї B, якщо P (A / B) = P (A).

Використовуючи означення умовної ймовiрностi
P (A / B) = P (A ∩ B) / P (B), отримуємо еквiвалентне, але бiльш за-
гальне та симетричне означення попарної незалежностi.

Означення. Двi подiї A,B називаються незалежними, якщо

P (A ∩B) = P (A) P (B).

Зауваження. При формулюваннi складних стохастичних експери-
ментiв часто вказують ймовiрностi результатiв окремих їх етапiв, а також
постулюють незалежнiсть подiй з рiзних етапiв. Тому наведене означення
незалежностi використовується як певна теорема про ймовiрнiсть перерi-
зу незалежних подiй, що дозволяє обчислити ймовiрнiсть перерiзу.

Приклади.
1. Повторне пiдкидання костi. Нехай подiя Ak полягає у випадан-

нi шiстки у k-му пiдкиданнi. Тодi класичне означення ймовiрностей зво-
диться до постулювання тотожностi P (A1 ∩ A2) = 1/36. Еквiвалентним
пiдходом є прийняття рiвноможливостi P (Ak) = 1/6 та постулювання
незалежностi подiй Ak.

2. Подiї, що пов’язанi iз координатами випадкової точки в квадратi.
Нехай Ω = [0, 1]2, прямокутник A = A1×A2. За умови випадковостi згiдно
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з геометричним означенням iмовiрностi P (A) = |A| / |Ω| . Якщо ж посту-
лювати випадковiсть вибору кожної координати точки та незалежнiсть
координат, маємо еквiвалентний вираз P (A) = (|A1| /1)×(|A2| /1) = |A| /1.

Вправа. Скiльки iснує пар незалежних подiй у ймовiрнiсному просторi з
простою кiлькiстю елементарних подiй при класичному означеннi ймовiрностей
?

6.1. Перетворення незалежних подiй

Теорема (про перетворення незалежних подiй).
(а) Довiльна подiя A не залежить вiд Ω та ∅.
(б) Якщо подiї A i B незалежнi, то A i B також незалежнi.
(в) Якщо подiя A не залежить вiд B1 та вiд B2, причому

B1 ∩ B2 = ∅, то A i B1 ∪ B2 також незалежнi.
(г) Якщо подiя A не залежить вiд B1 та вiд B2, причому B1 ⊂ B2,

то A i B2 \B1 також незалежнi.
Доведення.
(а) P (A ∩ Ω) = P (A) = P (A) P (Ω).

(б) P (A∩B) = P (B \ A∩B) = P (B)−P (A∩B) = P (B)−P (A)P (B) =
P (A)P (B).

(в) P (A∩ (B1∪B2)) = P ((A∩B1)∪ (A∩B2)) = P (A∩B1)+P (A∩B2) =
P (A)(P (B1) + P (B2)) = P (A) P (B1 ∪B2).

(г) P (A ∩ (B2 \B1)) = P (A ∩B2 \ A ∩B1) = P (A ∩B2)− P (A ∩B1) =
P (A)(P (B2)− P (B1)) = P (A) P (B2 \B1) �

Вправа. Довести, що подiя A не залежить вiд себе самої тодi й тiльки тодi,
коли P (A) ∈ {0, 1}.
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Бiльш загальне поняття незалежностi стосується ймовiрностей одно-
часної появи декiлькох подiй.

Означення. Подiї з послiдовностi (Ak, k = 1, n) називаються не-
залежними в сукупностi, якщо для довiльних натуральних m ∈ (1, n], i
довiльних натуральних 1 ≤ k1 < k2 < ... < km ≤ n

P (Ak1 ∩ Ak2 ∩ ... ∩ Akm) =
∏

1≤ i ≤m
P (Aki

).

Вправа. Обчислити ймовiрнiсть об’єднання незалежних у сукупностi подiй
через iмовiрностi окремих подiй.

6.2. Приклад Бернштейна залежних у сукупностi ве-
личин

Очевидно, що з незалежностi в сукупностi випливає попарна незалежнiсть
подiй з послiдовностi (Ak, k = 1, n) – тобто незалежнiсть кожної пари по-
дiй (m = 2). Приклад С.Н.Бернштейна свiдчить, що обернене твердження
хибне – з попарної незалежностi не випливає незалежнiсть у сукупно-
стi.

Розглянемо правильний тетраедр iз 4 гранями. Першi три пофарбова-
но в синiй, жовтий та червоний кольори вiдповiдно. Остання грань роз-
дiлена на три рiвнi частини, якi теж пофарбованi в синiй, жовтий та
червоний кольори вiдповiдно.

Тетраедр навмання пiдкинули i вiн впав на одну з граней.
Нехай С, Ж та Ч – випадковi подiї, якi полягають у тому, що на нижнiй

гранi тетраедра присутнiй синiй, жовтий та червоний колiр вiдповiдно.
Тодi

P (С) = P (Ж) = P (Ч) = 2/4 = 1/2,
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P (С∩Ж) = P (Ж∩Ч) = P (С∩Ч) = 1/4 = P (С∩Ж∩Ч) 6= 1/8.
Отже, подiї С,Ж,Ч незалежнi попарно, але залежнi в сукупностi.
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7. Дискретнi випадковi величини

Поняття випадкової подiї дозволяє вивчати якiснi (дихотомiчнi) наслiдки
стохастичних експериментiв. На практицi важливо вивчати також кiлькi-
снi результати (наприклад: кiлькiсть аверсiв при 2 пiдкиданнях монети).
Для визначення такої кiлькостi необхiдно кожнiй елементарнiй подiї по-
ставити у вiдповiднiсть певне число – кiлькiсний результат експерименту,
тобто визначити функцiю на просторi елементарних подiй. Тому розгля-
немо таке означення.

Означення. Дискретною випадковою величиною називається вiдобра-
ження ξ : Ω → R, що має скiнченну або злiченну множину значень
ξ(Ω) ≡ {ξ(ω), ω ∈ Ω} = {x1, .xn, ..}, причому для кожного можливого
значення xn прообраз {ω : ξ(ω) = xn} є випадковою подiєю, тобто

{ω : ξ(ω) = xn} ∈ z,∀xn.

Остання умова (вимiрнiсть) є суттєвою, тому що при її порушеннi
ймовiрностi деяких висловлювань щодо значень функцiї ξ не могли б бути
визначеними.

У подальшому будемо вважати, що всi наведенi вище значення {xn} є
рiзними.

7.1. Розподiл дискретної випадкової величини

Означення. Розподiлом дискретної випадкової величини ξ(ω) зi зна-
ченнями {xn} називається послiдовнiсть ймовiрностей

(pn ≡ P (ξ = xn), n ≥ 1).
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Ця послiдовнiсть є невiд’ємною i в сумi становить 1, тобто є дискре-
тним розподiлом iмовiрностей.

Зауваження. Оскiльки аргументом будь-якої випадкової величини
ξ(ω) завжди є елементарна подiя ω, то при запису випадкової величини
цей аргумент часто не вказують i просто пишуть ξ . Крiм того, при запису
ймовiрностей подiй, пов’язаних iз випадковою величиною, для скорочення
часто опускають вказiвку на елементарну подiю:

{ξ = x} ≡ {ω : ξ(ω) = x}.

Зокрема, за домовленiстю вираз вигляду P (ξ = x) треба розумiти як
P ({ω : ξ(ω) = x}).

Розподiл дискретних випадкових величин часто зображують у виглядi
таблицi [

ξ x1 x2 ... xn ...
P p1 p2 ... pn ...

]
Теорема (про розподiл функцiї вiд дискретної величини). Не-

хай ξ – дискретна випадкова величина з розподiлом (pn) та значеннями
{xn}. Тодi для довiльної функцiї g

P (g(ξ) ∈ B) =
∑

n:g(xn)∈B
pn.

Доведення є наслiдком зображення

{g(ξ) ∈ B} =
⋃

n:g(xn)∈B{ξ = xn}�
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7.2. Iндикаторна випадкова величина

Означення. Нехай A – випадкова подiя. Її Iндикаторною величиною
1A називається двозначна випадкова величина

1A(ω) =

{
1, ω ∈ A
0, ω /∈ A .

Вправа. Довести, що: 1A ∩ B = 1A 1B, 1A ∪ B = 1A+1B−1A ∩ B, 1∪ An =∑
1An для попарно несумiсних An, 1A = 1 − 1A, 1A = lim 1An , якщо An ↑ A

або An ↓ A.

7.3. Проста випадкова величина

Означення. Дискретна випадкова величина називається простою
величиною, якщо вона має скiнченну множину значень.

Очевидно, що сума, добуток та функцiї вiд простих величин є прости-
ми.

Якщо ξ – проста випадкова величина з множиною рiзних значень
{x1, ..., xn}, то Ck = {ξ = xk} ∈ z утворюють повну групу подiй i має
мiсце зображення

ξ =
∑n

k=1
xk1Ck

.

7.4. Схема стохастичних випробувань Бернуллi

Значна кiлькiсть дискретних розподiлiв пов’язана iз такою схемою випро-
бувань.

Означення. Схемою випробувань Бернуллi називається стохасти-
чний експеримент, що зводиться до послiдовностi
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(а) незалежних у сукупностi випробувань,
(б) кожне з яких є дихотомiчним – закiнчується одним iз двох резуль-
татiв: успiх або неуспiх, причому
(в) ймовiрнiсть успiху не залежить вiд номера випробування.

Для побудови ймовiрнiсного простору, який вiдповiдає схемi Бернул-
лi, позначимо через n кiлькiсть випробувань, p – ймовiрнiсть успiху в
одному випробуваннi, q = 1 − p – ймовiрнiсть неуспiху. Якщо ототожни-
ти значення 1 з успiхом та 0 iз неуспiхом, то елементарна подiя матиме
вигляд

ω = (ω1, ..., ωn), ωk ∈ {0, 1}.

Отже, шуканий простiр елементарних подiй є дискретним, множина
елементарних подiй дорiвнює Ω = {ω} = {0, 1}n, сигма-алгебра подiй
мiстить усi пiдмножини: z = 2Ω.

Для вiдшукання ймовiрностей зафiксуємо точку ε = (ε1, ..., εn) ∈ {0, 1}n

та розглянемо одноточкову подiю

{ε} = {ω : ω = ε} =
⋂n

k=1{ω : ωk = εk}.

За умовою подiї пiд знаком перерiзу незалежнi в сукупностi, оскiльки
стосуються рiзних випробувань. Крiм того, ймовiрнiсть результату εk у
k-му випробуваннi дорiвнює

P ({ω : ωk = εk}) = p1{εk=1} + q1{εk=0} = pεkq1−εk .

Звiдси

P ({ω : ω = ε}) =
∏n

k=1 P ({ω : ωk = εk}) =∏n
k=1 p

εkq1−εk = pνn(ε)qn−νn(ε),
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де функцiя
νn(ω) =

∑n

k=1
ωk = |{k : ωk = 1}|

збiгається з загальною кiлькiстю успiхiв в елементарнiй подiї
ω = (ω1, ..., ωn). Як в усякому дискретному ймовiрнiсному просторi, ймо-
вiрнiсть будь-якої подiї дорiвнює сумi ймовiрностей сприятливих елемен-
тарних подiй.

7.5. Бiномiальний розподiл

Означення. Дискретна випадкова величина ξ має бiномiальний роз-
подiл iз параметрами n та p, позначення ξ ' B(n, p), якщо вона збiгається
з загальною кiлькiстю успiхiв у схемi випробувань Бернуллi з n випробу-
ваннями та ймовiрнiстю успiху p в одному випробуваннi.

Для обчислення розподiлу ξ зауважимо, що за означенням ξ(ω) =
νn(ω), де функцiю νn визначено вище при описаннi схеми Бернуллi. Тому

P (ξ = k) =
∑

ω: ξ(ω)=k P ({ω}) =
∑

ω: ξ(ω)=k p
νn(ω)qn−νn(ω) =

|{ω : ξ(ω) = k}| pk qn−k.

Оскiльки кiлькiсть елементарних подiй у подiї {ξ = k} дорiвнює кiль-
костi сполучень (k-елементних пiдмножин множини з n елементiв) Ck

n, то
остаточно маємо

P (ξ = k) = pn(k) ≡ Ck
n p

k (1− p)n−k, k = 0, n.

Послiдовнiсть (pn(k), k = 0, n) називається бiномiальним розподiлом
iмовiрностей.
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Вправа. (Задача Банаха про сiрниковi коробки). Один математик завжди
носить iз собою по коробцi сiрникiв у кожнiй кишенi. Кожного разу для ви-
ймання сiрника вiн навмання обирає кишеню. Знайти ймовiрнiсть того, що у
момент, коли вiн вперше витягне порожню коробку, iнша мiститиме точно k
сiрникiв.

Теорема (про властивостi бiномiальних iмовiрностей). Бiномi-
альнi ймовiрностi pn(k) не спадають при k ≤ np + p, та не зростають
при k > np+p, тому найбiльш iмовiрне значення бiномiального розподiлу
дорiвнює k = [np+ p].

Доведення. Обчислимо послiдовнi вiдношення
pn(k) / pn(k − 1) = 1 + (np+ p− k) / k(1− p).
Права частина менша за 1 тодi й тiльки тодi, коли k > np+ p, звiдки

випливає шуканий висновок �
Вправа. У якому випадку найбiльш iмовiрне значення бiномiального роз-

подiлу досягається у двох точках ?

7.6. Геометричний розподiл

Означення. Дискретна випадкова величина ξ має геометричний роз-
подiл iз параметром p, позначення ξ ' G(p), якщо вона збiгається iз
кiлькiстю випробувань до першого успiху в нескiнченнiй послiдовностi
випробувань Бернуллi з iмовiрнiстю успiху p в одному випробуваннi.

За властивiстю неперервностi ймовiрностi, ймовiрностi подiй у схемi
iз необмеженою кiлькiстю випробувань є граничними при N → ∞ для
схеми iз N випробуваннями. Тому для кожного 1 ≤ k < N

PN(ξ = k) =
∑

ωk+1,..ωN ∈{0,1} PN({(0...01ωk+1, ..., ωN)}) =

PN(
⋃

ωk+1,..ωN ∈{0,1}{(0...01ωk+1, ..., ωN)}) = PN({(0..01)}) = qk−1p.
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Отже, геометричний розподiл iмовiрностей має вигляд

P (ξ = k) = (1− p)k−1p, k = 1, 2, ....

7.7. Негативний геометричний розподiл

Означення. Дискретна випадкова величина ξ має негативний геоме-
тричний розподiл iз параметрами p, r, позначення ξ ' G(p, r), якщо вона
збiгається з кiлькiстю випробувань до r-го успiху в нескiнченнiй послiдов-
ностi випробувань Бернуллi з iмовiрнiстю успiху p в одному випробуваннi.
Розподiл має вигляд

P (ξ = k) = Cr−1
k−1 (1− p)k−rpr, k = 1, 2, ...

Дiйсно, кожна сприятлива елементарна подiя довжини k мiстить k− r
неуспiхiв та r успiхiв, причому останнiм має бути успiх. Тому ймовiрнiсть
такої подiї дорiвнює (1− p)k−rpr, а загальна кiлькiсть їх збiгається з кiль-
кiстю розмiщень r − 1 успiху на перших n− 1 мiсцi.

7.8. Гiпергеометричний розподiл

Розглянемо такий стохастичний експеримент. В озерi плаває всього N
риб, iз них n щук, а iншi – карасi. Рибалка виловив m риб. Дискретна
випадкова величина ξ, що дорiвнює кiлькостi щук у виловi, має гiпергео-
метричний розподiл iз параметрами N, n,m.

Для обчислення розподiлу величини ξ приймемо класичне означення
ймовiрностей та зауважимо, що кiлькiсть всiх елементарних подiй дорiв-
нює Cm

N – кiлькостi способiв обрати m риб iз загального числа N . Кiль-
кiсть елементарних подiй, що сприяють подiї {ξ = k}, очевидно, дорiв-
нює за основним правилом комбiнаторики Ck

n C
m−k
N−n – добутковi кiлькостi
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способiв обрати k щук iз загальної кiлькостi n та m−k карасiв iз кiлькостi
N − n. Отже, гiпергеометричний розподiл має вигляд

P (ξ = k) =
Ck

nC
m−k
N−n

Cm
N

.

Зауваження. Якщо проiнтерпретувати N як загальну кiлькiсть ви-
робiв, що виготовленi на пiдприємствi, n – як кiлькiсть бракованих серед
них, m – як об’єм вибiркової партiї, що була перевiрена вiддiлом контро-
лю якостi, то випадкова кiлькiсть виявлених бракованих виробiв мати-
ме гiпергеометричний розподiл. Цей факт використовують, зокрема, при
статистичному контролi якостi продукцiї

Вправа. Найбiльш iмовiрне значення k дорiвнює
(n + 1)(m + 1) / (N + 1) − 1 ' n m / N . Вказiвка: вiдношення послiдовних
iмовiрностей має вигляд (k + 1)(N − n−m+ k + 1)/(n− k)(m− k).

7.9. Розподiл Пуассона

Означення. Дискретна випадкова величина має розподiл Пуассона з
параметром λ > 0, позначення ξ ' Π(λ), якщо

P (ξ = n) =
λn

n!
e−λ, n = 0, 1, 2...

Нормованiсть пуассонiвських iмовiрностей випливає з формули роз-
кладу в ряд Тейлора функцiї exp(λ). Розподiл Пуассона широко викори-
стовується в теорiї ймовiрностей та статистицi для моделювання випад-
кових потокiв подiй, таких як кiлькiсть телефонних викликiв за певний
час, кiлькiсть захворювань за перiод, кiлькiсть випадково обраних то-
чок у певному об’ємi тощо. Одночасно вiн є граничним для бiномiального
розподiлу.
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7.10. Граничнi теореми Пуассона i Муавра-Лапласа

Схемою серiй випробувань Бернуллi називається подвiйна послiдовнiсть
випробувань, у якiй в n-iй серiї (пiдпослiдовностi) мiститься n випробу-
вань Бернуллi з iмовiрнiстю успiху pn в одному випробуваннi.

Теорема (гранична теорема Пуассона). Розглянемо схему серiй
випробувань Бернуллi, в якiй n-та серiя мiстить n випробувань iз ймо-
вiрнiстю успiху pn. Позначимо νn – кiлькiсть успiхiв у n-iй серiї.

Припустимо, що одночасно n→∞ та pn → 0 так, що npn → λ > 0.
Тодi

lim n→∞ P (νn = k) =
λk

k!
e−λ, ∀k = 0, 1, ....

Доведення.

P (νn = k) = Ck
n p

k
n (1− pn)n−k = ank

(npn)k

k!
(1− npn

n
)n,

де ank = (1− pn)−k
∏

1≤i<k(1−
i
n
) → 1, n→∞, за умовою. Крiм того, при

кожному фiксованому k має мiсце збiжнiсть

(npn)k → λk, (1− npn

n
)n → e−λ�

Приклад. За 1 хвилину сервер виконав 2000 з’єднань у мережi, з
iмовiрнiстю 0.001 кожне з них було перерване, незалежно вiд iнших. То-
дi ймовiрнiсть того, що перервалися принаймнi 2 з’єднання, наближено
дорiвнює P (ν1000 ≥ 2) ≈ 1− e−2 − 21

1!
e−2 ≈ 0.594.

Вправа. Довести, що при np = λ сума модулiв рiзниць мiж iмовiрностями
P (νn = k) та їх граничними значеннями не перевищує 2λ2/n.

Теорема Пуассона дiє у випадку, коли ймовiрнiсть успiху pn прямує
до нуля. У схемi, коли вона вiддiлена вiд нуля, слiд застосувати таку
граничну теорему.
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Теорема (локальна гранична теорема Муавра-Лапласа). Роз-
глянемо схему серiй випробувань Бернуллi, в якiй n-та серiя мiстить n
випробувань iз ймовiрнiстю успiху p, q = 1−p. Позначимо νn – кiлькiсть
успiхiв у n-iй серiї.

Припустимо, що числа n i k одночасно прямують до нескiнченностi
так, що нормоване та центроване значення k є обмеженим:

xnk ≡ (k − np) /
√
npq = O(1), n, k →∞.

Тодi має мiсце асимптотична еквiвалентнiсть (тобто вiдношення
правої та лiвої частин прямує до 1):

P (νn = k) ≈ 1
√
npq

ϕ(xnk), n, k →∞,

де функцiя

ϕ(x) =
1√
2π

exp(−x
2

2
), x ∈ R,

є так званою стандартною нормальною щiльнiстю розподiлу.
Доведення теореми спирається на формулу Стiрлiнга

n! ≈
√

2πn(n/e)n.

Зауважимо, що в данiй граничнiй схемi одночасно n → ∞, k → ∞,
n − k → ∞, причому ε ≡ (k − np)/n = O(1/

√
n). Тому з виразу для

бiномiального розподiлу ймовiрностей pn(k) пiдстановкою k = n(p + ε)
дiстанемо

ln
(√

2π npq pn(k)
)

= 1
2
lnnpq + (n+ 1

2
) lnn− n−
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(k+ 1
2
) ln k+ k− (n− k+ 1

2
) ln(n− k) + n− k+ k ln p+ (n− k) ln q + o(1) =

1
2
lnnpq + 1

2
ln n

n(p+ε)n(q−ε)
+ n lnn −

−n(p+ε) lnn(p+ε)−n(q−ε) lnn(q−ε)+n(p+ε) ln p+n(q−ε) ln q+o(1) =

−n(p+ ε) ln(1 + ε/p)− n(q − ε) ln(1− ε/q) + o(1) =

−n(p+ ε)(ε/p− (ε/p)2/2)− n(q − ε)(−ε/q − (ε/q)2/2) + o(1) =

−nε− nε2/p+ nε2/2p+ nε− nε2/q + nε2/2q =

−nε2/2pq + o(1) = −x2
nk/2 + o(1), n→∞�

Теорема (iнтегральна гранична теорема Муавра-Лапласа). За
припущень локальної теореми для всiх a < b має мiсце при n → ∞
збiжнiсть

P ( a <
νn − np
√
npq

< b) → Φ(b)− Φ(a),

де Φ(x) =
∫ x

−∞ ϕ(y)dy – стандартна нормальна функцiя розподiлу.
Доведення теореми випливає з локальної граничної теореми Муавра-

Лапласа, оскiльки за теоремою про розподiл функцiї вiд дискретної ве-
личини ймовiрнiсть у лiвiй частинi дорiвнює сумi∑

k: (k−np)/
√

npq ∈ (a,b)
pn(k) =

∑np+b
√

npq

k=np+a
√

npq
(
√
npq pn(k))

1
√
npq

,

що є iнтегральною сумою для
∫ b

a
ϕ(y)dy �

Зауважимо, що iнтегральна теорема є наслiдком бiльш загальної кла-
сичної центральної граничної теореми, яка буде розглядатися нижче.

Приклад. При 720 пiдкиданнях гральної костi розглядатимемо як
успiх випадання шiстки. Для такої схеми випробувань Бернуллi
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np = 120,
√
npq =

√
720 · 1/6 · 5/6 = 10,

i справедлива наближена рiвнiсть
P (90 < ν720 < 150) = P (−3 < ν720−120

10
< 3) ≈ Φ(3)− Φ(−3) ≈ 0.997.
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8. Загальне означення випадкової величини
та вектора

Для формулювання загального означення слiд структурувати клас мно-
жин у просторi значень випадкової величини.

8.1. Борелєва сигма-алгебра, борелєвi множини

Розглянемо на числовiй осi R клас напiвiнтервалiв

I(R) = {[a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞}.

Скiнченнi об’єднання несумiсних напiвiнтервалiв утворюють алгебру
множин

A(R) = {A = ∪n
k=1[ak, bk), −∞ ≤ a1 < b1 < a2 < ... < bn ≤ ∞}.

Нагадаємо, що перерiз будь-якого класу σ-алгебр завжди є σ-алгеброю,
яка називається найменшою σ-алгеброю з даного класу.

Означення. Борелєвою сигма-алгеброю B(R) називається наймен-
ша σ-алгебра, яка мiстить алгебру A(R), або ж клас I(R), що еквi-
валентно. Iнакше кажучи, σ-алгебра B(R) породжена алгеброю A(R):
B(R) = σ[A(R)].

Будь-який елемент B ∈ B(R) називається борелєвою множиною, або
ж борелiвською множиною.

Вправа.
(1) Борелєвими є всi iнтервали та вiдрiзки, одноточковi множини, всi вiдкри-

тi множини (як злiченнi об’єднання вiдкритих iнтервалiв) та замкненi множини
(як доповнення вiдкритих).
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(2) Сигма-алгебра, що породжена вiдкритими пiдмножинами R, збiгається
з борелєвою сигма-алгеброю.

(3) Виходячи з поняття мiри Лебега, побудувати приклад неборелєвої мно-
жини.

Аналогiчно, система n-вимiрних кутiв

I(Rn) = {A = (−∞, a) =
∏n

k=1
(−∞, ak), ak ∈ R ∪∞}

у n-вимiрному просторi породжує алгебру A(Rn) скiнченних об’єднань
напiввiдкритих паралелепiпедiв, що не перетинаються.

Означення. Борелєвою σ-алгеброю B(Rn) у Rn називається наймен-
ша сигма-алгебра, яка мiстить алгебру A(Rn).

Зауважимо, що прямий добуток B1×...×Bn ∈ B(Rn), якщо Bk ∈ B(R).
Дiйсно, клас множин

{Bk ∈ B(R) : Rk−1 ×Bk × Rn−k ∈ B(Rn)}

мiстить всi напiвiнтервали та є сигма-алгеброю, отже, збiгається з B(R).
Тому

B1 × ...× Bn =
⋂n

k=1

(
Rk−1 ×Bk × Rn−k

)
∈ B(Rn).

Означення. Функцiя g : Rk → Rn називається борелєвою функцiєю,
якщо

{x : g(x) ∈ Bn} ∈ B(Rk), ∀Bn ∈ B(Rn).

Зокрема, всi неперервнi функцiї є борелєвими. Дiйсно, прообраз вiд-
критого iнтервалу для неперервної функцiї є вiдкритою множиною – от-
же, борелєвою. Оскiльки клас множин, прообразами яких є борелєвi мно-
жини, є σ-алгеброю та мiстить всi вiдкритi напiвiнтервали (−∞, a), то цей
клас збiгається з борелєвою σ-алгеброю.
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8.2. Загальне означення випадкової величини

Iснують стохастичнi експерименти, в результатi яких можна спостерiгати
незлiченну кiлькiсть числових або навiть векторних значень. Тому роз-
глянемо таке узагальнення поняття дискретної випадкової величини.

Означення. Випадковою величиною називається функцiя
ξ : Ω → R, така, що для довiльної борелєвої множини B її прообраз
{ω : ξ(ω) ∈ B} є випадковою подiєю, тобто:

∀B ∈.B(R), {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ z.

Функцiї ξ, якi задовольняють наведену умову, називаються вимiрни-
ми вiдносно сигма-алгебри z. Отже, для випадкових величин (вимiрних
функцiй) можна говорити про ймовiрнiсть подiї {ξ ∈ B}.

Тут i надалi буде використовуватись скорочений запис – аргумент у
функцiї ξ(ω) будемо опускати, а фiгурнi дужки, що мiстять випадковi
величини, означатимуть множину вiдповiдних елементарних подiй:

{ξ ∈ B} ≡ {ω : ξ(ω) ∈ B}.

Узагальненою (невласною) випадковою величиною будемо називати
функцiю зi значеннями в множинi R = R∪{−∞,∞}, яка задовольняє ту
саму умову вимiрностi.

Приклади недискретних випадкових величин
1.Випадкова точка на вiдрiзку. В експериментi з вибором точки на

одиничному вiдрiзку маємо Ω = [0, 1]. Функцiя ξ(ω) = ω набуває незлi-
ченну кiлькiсть значень.

2.Час до зустрiчi. В задачi про зустрiч (при геометричному означеннi
ймовiрностей) час до зустрiчi двох осiб має континуум можливих значень.
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Цей час як функцiя елементарної подiї ω = (ω1, ω2), де ωi ∈ [0, 1] – момент
приходу на мiсце зустрiчi i-ї особи, дорiвнює: ξ(ω) = max(ω1, ω2).

Приклад функцiї, що не є випадковою величиною: iндикаторна вели-
чина множини, яка не є випадковою подiєю ξ = 1C , C /∈ z.

8.3. Критерiй вимiрностi функцiї

Теорема (про критерiй вимiрностi скалярної функцiї). Нехай
ξ – довiльна функцiя, ξ : Ω → R. Вона є випадковою величиною тодi
й тiльки тодi, коли прообрази напiвiнтервалiв {ξ < x} є випадковими
подiями: {ξ < x} ∈ z, ∀x ∈ R.

Доведення. З властивостей операцiї обчислення прообразу випливає,
що клас

B∗
ξ = {B ∈ B(R) : {ξ ∈ B} ∈ z}

є сигма-алгеброю, оскiльки прообраз доповнення та об’єднання множин
збiгається вiдповiдно з доповненням та об’єднанням прообразiв. З iншого
боку, за означенням випадкової величини клас B∗

ξ мiстить всi напiвiн-
тервали. Оскiльки клас напiвiнтервалiв породжує борелєву σ-алгебру, то
B∗

ξ = B(R) i шукане твердження є наслiдком означення випадкової вели-
чини �

Як наслiдок отримуємо таку теорему.
Теорема (про вимiрнiсть суперпозицiї). Нехай ξ – випадкова ве-

личина, а g – борелєва функцiя. Тодi суперпозицiя g(ξ) є випадковою ве-
личиною.

Доведення. Обчислимо {g(ξ) < x} = {ξ ∈ g(−1)((−∞, x))} ∈ z,
оскiльки g(−1)((−∞, x)) – борелєва множина за означенням g �
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8.4. Випадковий вектор

Означення. Випадковим вектором у Rn називається функцiя
ξ : Ω → Rn така, що для довiльної борелєвої множини B її прообраз
{ξ ∈ B} є випадковою подiєю: {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ z, ∀B ∈ B(Rn).

Вправа. Як i для випадкових величин, довести, що функцiя ξ : Ω → Rn

є випадковим вектором тодi й тiльки тодi, коли прообраз кута є випадковою
подiєю:

{ξ < x} ≡ {ξ1 < x1, ..., ξn < xn} ∈ z

для всiх x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, де ξk – k-та координата вектора ξ.
Теорема (про вимiрнiсть функцiї вiд випадкового вектора).

Нехай ξ – випадковий вектор у Rn, а g : Rn → Rm – борелєва функцiя.
Тодi суперпозицiя g(ξ) є випадковим вектором у Rm.

Доведення цiлком аналогiчне доведенню теореми для скалярних ве-
личин.

Зокрема, кожна координата випадкового вектора є випадковою вели-
чиною, оскiльки координатне вiдображення πk : Rn → R неперервне i є
борелєвим.

Виконується й обернене твердження: вектор, утворений iз n випадко-
вих величин, є випадковим вектором у Rn. Дiйсно, прообраз n-вимiрного
кута є перерiзом прообразiв кутiв для координатних вiдображень:

{ξ < x} =
⋂n

k=1{ξk < xk} ∈ z.

Теорема (про перетворення випадкових величин). Якщо ξ, η –
випадковi величини, то |ξ| , ξ + η, ξ − η, ξ · η, ξ/η, max(ξ, η) також є
випадковими величинами.
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Доведення теореми випливає з борелєвостi (що є наслiдком непе-
рервностi) вiдповiдних функцiй |x| , x + y, x − y, x · y, x/y, max(x, y) вiд
випадкового вектора (ξ, η) �

Вправа. Якщо ξ, η – випадковi величини, то {ξ = η} – випадкова подiя.

8.5. Вимiрнiсть границi випадкових величин

Теорема (про вимiрнiсть границi випадкових величин). Нехай
(ξn, n ≥ 1) – випадковi величини i границя ξ(ω) = lim ξn(ω) iснує при
кожнiй ω. Тодi ξ – випадкова величина.

Доведення випливає з тотожностi

{lim ξn < x} =
⋃

k≥1

⋃
m≥1

⋂
n≥m

{ξn < x− 1/k}.

Її справедливiсть обгрунтовується тим, що при iснуваннi границi lim ξn

вона збiгається з верхньою границею limξn, а остання строго менша за
число x тодi i тiльки тодi, коли для деякого k <∞ всi члени послiдовностi
меншi за x− 1/k, починаючи з деякого номера �

Наслiдок. Якщо (ξn, n ≥ 1) – випадковi величини, то limξn, limξn –
також випадковi величини (можливо, невласнi).

Доведення грунтується на двох попереднiх теоремах i випливає з
того, що вказанi граничнi значення є монотонними границями випадкових
величин. Зокрема,

limξn = limN→∞ limm→∞ max N≤ n ≤N+m ξn �

Вправа.Якщо (ξn, n ≥ 1) випадковi величини, то inf ξn, sup ξn – також
випадковi величини, можливо, невласнi.
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8.6. Апроксимацiя простими величинами

У наступнiй теоремi та в подальшому символом xn ↑ x будемо позначати
монотонно неспадну збiжнiсть числової послiдовностi xn до x, тобто такi
властивостi: (1) xn ≤ xn+1 при всiх n та (2) limxn = x. Аналогiчний змiст
матиме запис xn ↓ x.

Теорема (про апроксимацiю випадкових величин простими).
(а) Нехай ξ – невiд’ємна випадкова величина. Тодi iснує послiдовнiсть

простих випадкових величин ξn таких, що 0 ≤ ξn ↑ ξ при всiх ω.
(б) Нехай ξ – довiльна випадкова величина. Тодi iснує послiдовнiсть

простих величин ξn таких, що lim ξn = ξ та |ξn| ≤ |ξ| при всiх ω.
Доведення.
Розглянемо таку послiдовнiсть дiйсних функцiй на R+

ϕn(x) =
∑n2n−1

k = 0
k2−n 1k2−n ≤ x < (k+1)2−n + n 1n ≤ x.

З означення iндикаторної функцiї виводимо, що
(1) 0 ≤ ϕn(x) ≤ x,
(2) 0 ≤ x− ϕn(x) ≤ 2−n при x < n, та
(3) ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) при всiх x ≥ 0, n ≥ 1.
Остання властивiсть монотонностi є наслiдком того, що при переходi

вiд розбиття з кроком 2−n до кроку 2−n−1 лiва частина графiка функцiї
ϕn на вiдрiзку [k2−n, (k + 1)2−n) не змiнюється, а права не спадає.

З (1),(2) i (3) остаточно виводимо, що для кожного x ≥ 0

0 ≤ ϕn(x) ↑ x, n→∞,

(а) Покладемо ξn = ϕn(ξ). Тодi ξn є простою випадковою величиною,
оскiльки ϕn – борелєва функцiя та має скiнченну множину значень. З
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останнього спiввiдношення для ϕn випливає шукане твердження: 0 ≤ ξn =
ϕn(ξ) ↑ ξ для всiх ω ∈ Ω.

(б) Визначимо

ξ+ = max(ξ, 0), ξ− = max(−ξ, 0)

додатну та вiд’ємну частини величини ξ. Це невiд’ємнi випадковi величи-
ни за теоремою про вимiрнiсть суперпозицiї.

Нехай ξ±n простi величини, що внаслiдок (а) апроксимують величини
ξ+ та ξ− вiдповiдно. Тодi ξn = ξ+

n − ξ−n є шуканою простою величиною,
оскiльки

ξ = ξ+ − ξ− = lim ξ+
n − lim ξ−n , |ξn| = ξ+

n + ξ−n ≤ ξ+ + ξ− = |ξ| �
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9. Функцiя розподiлу випадкової величини та
її властивостi

Сукупнiсть ймовiрностей подiй вигляду {ξ = x} не завжди повнiстю опи-
сує величину ξ . Наприклад, для випадкової точки на вiдрiзку всi цi ймо-
вiрностi дорiвнюють нулю. Тому в загальному випадку на вiдмiну вiд дис-
кретного для визначення розподiлу випадкової величини використовують
прообрази iнтервалiв.

Означення. Функцiєю розподiлу випадкової величини ξ називається
функцiя Fξ(x) дiйсного аргументу x, яка задається рiвнiстю

Fξ(x) = P (ξ < x), x ∈ R.

9.1. Властивостi функцiї розподiлу

Теорема (про основнi властивостi функцiї розподiлу). Нехай ξ
– випадкова величина, а F ≡ Fξ її функцiя розподiлу. Тодi ця функцiя

(1) неспадна: F (x) ≤ F (y), ∀ x ≤ y,
(2) нормована: F (−∞) = 0, F (+∞) = 1,
(3) неперервна злiва: F (x− 0) = F (x), ∀ x ∈ R.
Зауваження. Тут та надалi символом F (x−0) позначається границя

F (x− 0) = lim y ↑ x, y < x F (y), вiдповiдно

F (−∞) = lim y ↓ −∞ F (y), F (+∞) = lim y ↑ +∞ F (y).

Iснування та єдинiсть границь у (2) та (3) випливає з монотонностi (1)
функцiї розподiлу).

Доведення.
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(1) Нерiвнiсть є наслiдком монотонностi ймовiрностi, тому що при x <
y має мiсце включення {ξ < x} ⊂ {ξ < y}.

(2) Вiдомо, що границя монотонної функцiї не залежить вiд вибору
апроксимуючої послiдовностi аргументiв. Тому аргумент y можна вва-
жати цiлозначним. Оскiльки послiдовнiсть подiй {ξ < n} монотонно не
зростає при n ↓ −∞, а ∩ n<0{ξ < n} = ∅, то {ξ < n} ↓ ∅. Отже, за
неперервнiстю ймовiрностi

F (−∞) = lim n ↓ −∞ F (n) = lim n ↓ −∞ P (ξ < n) = P (∅) = 0.

Аналогiчно, з {ξ < n} ↑ Ω при n ↑ ∞ дiстанемо

F (+∞) = lim n ↑ ∞ F (n) = lim n ↑ ∞ P (ξ < n) = P (Ω) = 1.

(3) Клас вiдкритих напiвiнтервалiв (−∞, x), x ∈ R, є неперервним
злiва по вiдношенню до монотонної збiжностi: (−∞, y) ↑ (−∞, x) при
y ↑ x, оскiльки (−∞, x) = ∪ n≥1(−∞, x− 1/n). Тому має мiсце монотонна
збiжнiсть:

{ξ ∈ (−∞, y)} = {ξ < y} ↑ {ξ < x} = {ξ ∈ (−∞, x)} при y ↑ x.

Отже, за неперервнiстю ймовiрностей

F (x− 0) = lim n ↑ ∞ F (x− 1
n
) = lim n ↑ ∞ P (ξ < x− 1

n
) =

P (ξ < x) = F (x) �

Теорема (про властивостi функцiї розподiлу). Справедливi такi
рiвностi:

(a) P (a ≤ ξ < b) = Fξ(b)− Fξ(a),
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(б) P (ξ = x) = Fξ(x+ 0)− Fξ(x),
(в) P (ξ ≥ x) = 1− Fξ(x),
(г) P (ξ ≤ x) = Fξ(x+ 0) ,
(д) P (ξ > x) = 1− Fξ(x+ 0).

Доведення.
(а) З формули для ймовiрностi вкладеної рiзницi подiй отримуємо

P (a ≤ ξ < b) = P ({ξ < b}\{ξ < a}) = P (ξ < b)− P (ξ < a).

(б) Зi спiввiдношення {ξ = x} = ∩n>1{x ≤ ξ < x + 1
n
}, неперервностi

ймовiрностi та твердження (а) дiстанемо

P (ξ = x) = limP (x ≤ ξ < x+ 1
n
) = lim(Fξ(x+ 1

n
)− Fξ(x)).

(в) Є наслiдком означення функцiї розподiлу та формули про ймовiр-
нiсть доповнення.

(г,д) Виводяться з означення функцiї розподiлу та (б).
Означення. Будь-яка функцiя F : R → R, яка задовольняє умови (1),

(2) i (3), називається функцiєю розподiлу.
Вправа. Довести, що функцiя розподiлу має не бiльш нiж злiченну мно-

жину точок розриву.
Означення. Нехай F – довiльна функцiя розподiлу. Назвемо адитив-

ною мiрою Лебега – Стiлтьєса, породженою F (або, коротше, адитивною
мiрою F ), таку функцiю F на алгебрi A(R) пiдмножин R вигляду

A = ∪n
k=1[ak, bk), де −∞ ≤ a1 < b1 < a2 < ... < bn ≤ ∞,
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значення якої задається рiвнiстю

F (A) =
∑n

k=1
(F (bk)− F (ak)).

Теорема (про адитивну мiру Лебега – Стiлтьєса). Адитивна
мiра F є невiд’ємною, нормованою та скiнченно- адитивною функцiєю
на A(R). Зокрема, F напiвадитивна.

Доведення. Невiд’ємнiсть є очевидним наслiдком монотонностi (не-
вiд’ємностi приростiв) функцiї розподiлу F, нормованiсть виводиться з
нормованостi F. Для доведення адитивностi зауважимо, що з несумiсно-
стi множин A,B ∈ A(R) випливає попарна несумiснiсть iнтервалiв, якi
складають цi множини. Тому сума приростiв F на iнтервалах з об’єдна-
ння A ∪B перегрупуванням зводиться до суми вiдповiдних сум для A та
B, що i доводить адитивнiсть. Згiдно з теоремою про основнi властивостi
ймовiрностей напiвадитивнiсть є наслiдком невiд’ємностi та адитивностi
�

9.2. Неперервнiсть у нулi мiри Лебега – Стiлтьєса

Теорема (про неперервнiсть у нулi мiри Лебега – Стiлтьєса).
Адитивна мiра F є неперервною в нулi на A(R), i як наслiдок, сигма-
адитивною на A(R) .

Доведення.
Нехай An ∈ A(R), An ↓ ∅. Оберемо довiльне ε > 0.
1. Оберемо c > 0 так, щоб F ([−c, c)) ≡ F (−c) + 1 − F (c) < ε. Це

можливо за умови нормованостi функцiї розподiлу.
2. Позначимо Bn = An ∩ [−c, c) ∈ A(R). Тодi за монотоннiстю ймовiр-

ностi F (An\Bn) ≤ F ([−c, c)) < ε.
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3. Оскiльки Bn ∈ A(R), то Bn = ∪mn
k=1[ank, bnk), де iнтервали попарно

несумiснi. Оберемо cnk ∈ [ank, bnk) так, щоб∑mn

k=1
(F (bnk)− F (cnk)) ≤ ε2−n.

Це можливо, оскiльки F неперервна злiва в кожнiй точцi bnk, отже
остання сума прямує до нуля, коли cnk ↑ bnk для всiх k.

Визначимо множини

Cn ≡
⋃mn

k=1
[ank, cnk) ⊂ Dn ≡

⋃mn

k=1
[ank, (cnk + bnk)/2] ⊂ Bn.

За побудовою Cn ∈ A(R),

F (Bn\Cn) =
∑mn

k=1
(F (bnk)− F (cnk)) ≤ ε2−n.

4. Множина Dn ⊂ Bn ⊂ An замкнена та обмежена – отже, компактна.
Послiдовнiсть Dn ⊂ Bn ⊂ [−c, c] належить компактовi [−c, c], причому є
нецентрованою: ∩Dn ⊂ ∩An = ∅. За теоремою про нецентровану послi-
довнiсть компактних пiдмножин компакту (що еквiвалентна iснуванню
скiнченного пiдпокриття вiдкритого покриття [−c, c]\Dn компакту [−c, c])
iснує скiнченне m таке, що ∩m

k=1Dk = ∅. Тому

∩n
k=1Ck ⊂ ∩n

k=1Dk ⊂ ∩m
k=1Dk = ∅, ∀n ≥ m.

5. Обчислимо при n ≥ m, k ≤ n з урахуванням того, що Bn ⊂ Bk, а
мiра F напiвадитивна:

F (Bn) = F (Bn \ ∩n
k=1 Ck) = F (∪n

k=1(Bn \Ck)) ≤

F (∪n
k=1(Bk \Ck)) ≤

∑n

k=1
F (Bk \Ck) ≤

∑
k≥1

ε/2n = ε.

6. Залишилося зазначити, що
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F (An) ≤ F (An\Bn) + F (Bn) ≤ 2ε, ∀n ≥ m.

Отже, F (An) → 0 при n→∞, тобто мiра F неперервна в нулi.
Теорема про еквiвалентнiсть неперервностi в нулi та сигма-адитивностi

для адитивних мiр наведена вище �
Теорема (про iснування мiри Лебега – Стiлтьєса). Нехай F –

функцiя розподiлу. Тодi на борелєвiй сигма-алгебрi B(R) iснує єдина не-
вiд’ємна, нормована та сигма-адитивна мiра F така, що

F ((−∞, x)) = F (x), ∀x ∈ R.

Доведення. За теоремою про адитивну мiру Лебега – Стiлтьєса по-
будуємо адитивну ймовiрнiсть F на алгебрi, як це зроблено вище. На
пiдставi iї σ-адитивностi на алгебрi A(R) застосуємо теорему Каратеодорi
про продовження мiри з алгебри на породжену σ-алгебру B(R) �

Означення. Мiра F на B(R), що побудована за останньою теоре-
мою, називається мiрою Лебега – Стiлтьєса, яка породжена функцiєю
розподiлу F .

9.3. Обчислення ймовiрностей

Теорема (про обчислення ймовiрностей, пов’язаних iз випад-
ковою величиною). Нехай випадкова величина ξ має функцiю розпо-
дiлу Fξ. Тодi для довiльної борелєвої множини B ∈ B(R) виконується
рiвнiсть

P (ξ ∈ B) = Fξ(B),

де Fξ – мiра Лебега – Стiлтьєса, що породжена функцiєю розподiлу Fξ.
Доведення. За означенням шукана рiвнiсть має мiсце для напiвiн-

тервала B = (−∞, x). З iншого боку, вирази в обох частинах як функцiї
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множини B є сигма-адитивними мiрами. Для лiвої частини це випливає з
властивостей прообразу для вiдображення ξ та σ-адитивностi ймовiрно-
стi P, а для правої частини виконується за означенням. Тому за теоремою
Каратеодорi про продовження мiри вказанi мiри збiгаються на всiй поро-
дженiй σ-алгебрi B(R) �

Враховуючи останню теорему, для скорочення розподiлом випадкової
величини ξ будемо називати вiдповiдну мiру Лебега – Стiлтьєса Fξ на
B(R).
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10. Абсолютно неперервнi випадковi величи-
ни

Дискретна функцiя розподiлу – функцiя розподiлу дискретної випадкової
величини – є сталою в кожному околi своєї точки неперервностi та збi-
гається iз сумою своїх стрибкiв на iнтервалi (−∞, x). Функцiя розподiлу
простої величини чисто розривна та кусково-стала. Дiйсно, якщо випад-
кова величина ξ набуває значень {xn, n ≥ 1} iз ймовiрностями {pn, n ≥ 1},
то за означенням:

Fξ(x) = P
(⋃

n: xn < x
{ξ = xn}

)
=
∑

n: xn < x
pn.

Наступний клас мiстить виключно неперервнi функцiї розподiлу.
Означення. Випадкова величина ξ та її функцiя розподiлу Fξ нази-

ваються абсолютно неперервними, якщо iснує невiд’ємна функцiя fξ(x)
така, що

Fξ(x) =

∫ x

−∞
fξ(y)dy, ∀x ∈ R,

де iнтеграл слiд розумiти
(а) як iнтеграл Рiмана – Стiлтьєса для кусково-неперервної функцiї

fξ(x),
(б) або ж як iнтеграл Лебега – Стiлтьєса для вимiрної функцiї fξ(x).
Функцiя fξ(x) називається щiльнiстю розподiлу випадкової величини

ξ та функцiї розподiлу Fξ.
Зауваження. Поняття iнтегралу Лебега як часткового випадку мате-

матичного сподiвання разом iз його основними властивостями викладене
нижче в роздiлi про загальне означення математичного сподiвання.
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З нормованостi та монотонностi функцiї розподiлу випливають такi
властивостi щiльностi:

(1 –невiд’ємнiсть) fξ(x) ≥ 0 та
(2 –нормованiсть)

∫∞
−∞ fξ(y)dy = 1.

Будь-яка невiд’ємна iнтегровна нормована функцiя є щiльнiстю певної
функцiї розподiлу, оскiльки з властивостей iнтегралу (Рiмана або Лебега)
випливають характеристичнi властивостi (1), (2) та (3) означення функцiї
розподiлу.

Якщо функцiя розподiлу диференцiйовна, то з формули Ньютона –
Лейбнiца (для iнтегралу Рiмана) або ж iз теореми Радона – Нiкодима
(для iнтегралу Лебега) випливає, що щiльнiсть (майже всюди) збiгається
з похiдною функцiї розподiлу

fξ(x) = F ′
ξ(x) =

dFξ(x)

dx

10.1. Обчислення ймовiрностей

Теорема (про обчислення ймовiрностей, пов’язаних iз випад-
ковою величиною, через її щiльнiсть). Якщо випадкова величина ξ
абсолютно неперервна з щiльнiстю fξ(x), то

P (ξ ∈ B) =

∫
B

fξ(x)dx, ∀B ∈ B(R).

Доведення. Шукана рiвнiсть виконується для напiвiнтервалiв B =
(−∞, x) за означенням. З iншого боку, обидвi частини рiвностi як функцiї
множини B є сигма-адитивними мiрами. Тому за теоремою Каратеодорi
про продовження мiри вони збiгаються на всiй породженiй σ-алгебрi B(R)
�
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Вправа. Точка x ∈ R називається точкою зростання функцiї розподiлу
F, якщо F (x + ε) > F (x − ε) для всiх ε > 0. Побудуйте приклад дискретної
функцiї розподiлу, для якої множина точок зростання збiгається з R.

10.2. Класифiкацiя функцiй розподiлу

Одночасно з класами абсолютно неперервних та дискретних функцiй роз-
подiлу iснує також екзотичний клас сингулярних функцiй розподiлу – во-
ни є неперервними, але множина їх точок зростання має нульову довжину
(мiру Лебега).

Вправа. Функцiя Кантора визначається на щiльнiй множинi D точок iн-
тервалу [0.1] з рацiональним розкладом у тернарнiй системi зчислення вигляду
x = 0, x1...xn...2222.., xk ∈ {0, 1, 2}, формулою F (x) =

∑
k: xk=2 2−k, та про-

довжується за неперервнiстю на [0, 1]. Довести, неперервнiсть F на D, одно-
значнiсть продовження та сингулярнiсть цiєї функцiї.

Очевидно, що вказанi три класи розподiлiв не перетинаються. Вияв-
ляється, що їх опукла оболонка вичерпує весь клас функцiй розподiлу.

Теорема (теорема Лебега про зображення функцiї розподiлу).
Для довiльної функцiї розподiлу F iснують: дискретна Fd, абсолютно
неперервна Fa i сингулярна Fs функцiї розподiлу та три числа α, β, γ ≥ 0,
такi, що α+ β + γ = 1 та

F (x) = αFd(x) + βFa(x) + γFs(x), ∀x ∈ R.

Доведення не наводиться.
Приклади абсолютно неперервних величин.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 74 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

10.3. Рiвномiрний розподiл

Означення. Випадкова величина ξ має рiвномiрний розподiл на вiд-
рiзку [a, b], позначення ξ ' U(a, b), якщо її щiльнiсть є сталою всерединi
цього вiдрiзку, та дорiвнює нулю поза ним.

Це означає, що ймовiрнiсть попадання величини в якусь множину все-
рединi вiдрiзку як iнтеграл вiд щiльностi пропорцiйна довжинi цiєї мно-
жини i не залежить вiд її положення – тобто виконується умова рiвноймо-
вiрностi значень. З умови нормованостi випливає, що щiльнiсть розподiлу
рiвномiрної на [a, b] величини дорiвнює

fξ(x) =
1

b− a
1x ∈ [a,b],

а функцiя розподiлу має вигляд

Fξ(x) =


0, x < a

(x− a)/(b− a), x ∈ [a, b]
1, x > b

10.4. Нормальний (Гауссiв) розподiл

(а) Означення. Випадкова величина ξ має стандартний нормальний роз-
подiл, позначення ξ ' N(0, 1), якщо її щiльнiсть дорiвнює

ϕ(x) =
1√
2π

exp(−x2/2), ∀x ∈ R,

тобто функцiя розподiлу має вигляд

Fξ(x) = Φ(x) ≡
∫ x

−∞
ϕ(y)dy.
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Зауважимо, що саме такi щiльнiсть та функцiя розподiлу є граничними в
iнтегральнiй граничнiй теоремi Муавра-Лапласа. Часто цей розподiл на-
зивають також гауссовим розподiлом. Нормованiсть: Φ(∞) = 1 є наслiд-
ком виразу для iнтеграла Пуассона, що вiдомий з курсу математичного
аналiзу.

(б) Означення. Випадкова величина ξ має нормальний розподiл iз
параметрами µ i σ > 0 (що позначається як ξ ' N(µ, σ2)), якщо її
можна зобразити у виглядi лiнiйного перетворення ξ = µ+ σ ζ, де ζ –
стандартна нормальна величина – тобто має стандартний нормальний
розподiл. Щiльнiсть розподiлу величини ξ має вигляд

fξ(x) =
1√
2πσ

exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
, ∀x ∈ R.

Це рiвняння можна взяти за iнше означення величини ξ.
Для обчислення щiльностi fξ(x) застосовується (Вправа) наведений

нижче наслiдок про розподiл лiнiйного перетворення випадкової величи-
ни.

10.5. Показниковий (експоненцiйний) розподiл

Нехай випадкова величина ξ має щiльнiсть розподiлу f(x) i функцiю роз-
подiлу F (x). Значення f(x) (за припущенням неперервностi f) можна
iнтерпретувати як границю

f(x) = lim 1
h
P (x ≤ ξ < x+ h) = lim 1

h

∫ x+h

x
f(y)dy

при h→ 0 – тобто як ”щiльнiсть ймовiрностi”.
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На практицi одночасно iз безумовною ймовiрнiстю P (x ≤ ξ < x + h)
важливе значення вiдiграє умовна ймовiрнiсть P (x ≤ ξ < x + h / ξ ≥ x).
Саме вона вказує на частку вiдмов за одиницю часу серед тих приладiв,
якi не вiдмовили на початок поточного перiоду, в той час як безумовна
ймовiрнiсть задає частку вiдмов серед усiх приладiв, що спостерiгалися
iз самого початку випробувань.

Тому вiдповiдним аналогом щiльностi є функцiя, що дорiвнює границi
для умовних ймовiрностей

λ(x) = lim h↓0
1
h
P (x ≤ ξ < x+ h / ξ ≥ x).

За означенням умовної ймовiрностi

P (x ≤ ξ < x+ h / ξ ≥ x) = P (x ≤ ξ < x+ h, ξ ≥ x)/P (ξ ≥ x) =

P (x ≤ ξ < x+ h)/P (ξ ≥ x) = (h f(x) + o(h))/(1− F (x)).

Звiдси приходимо до такого означення.
Означення. Функцiєю iнтенсивностi невiд’ємної випадкової величи-

ни, що має щiльнiсть f(x) i функцiю розподiлу F (x), називається фун-
кцiя

λ(x) = f(x)/(1− F (x)), x ≥ 0.

За означенням для всiх точок неперервностi x щiльностi

P (x ≤ ξ < x+ h / ξ ≥ x) = hλ(x) + o(h), h→ 0.

Теорема (про обчислення розподiлу через функцiю iнтенсив-
ностi). Нехай випадкова величина ξ невiд’ємна, абсолютно неперервна i
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має функцiю iнтенсивностi λ(x). Тодi її функцiя розподiлу та щiльнiсть
мають при x ≥ 0 вигляд

F (x) = 1− exp

(
−
∫ x

0

λ(y)dy

)
, f(x) = λ(x) exp

(
−
∫ x

0

λ(y)dy

)
.

Доведення.
Обчислимо iнтеграл∫ x

0
λ(y)dy =

∫ x

0
(1− F (y))−1f(y)dy =

∫ F (x)

F (0)
(1− u)−1du = − ln(1− F (x)),

де використано замiну змiнної u = F (y) з урахуванням того, що щiльнiсть
f(x) є похiдною для функцiї розподiлу F (x). Розв’язком цього рiвняння є
шукана рiвнiсть для F (x). Iз монотонностi та нормованостi функцiї роз-
подiлу виводимо характеристичнi властивостi iнтенсивностi

λ(x) ≥ 0,
∫∞

0
λ(x)dx = ∞.

Далi, замiною змiнної u =
∫ x

0
λ(y)dy обчислимо iнтеграл∫ t

0
λ(x) exp

(
−
∫ x

0
λ(y)dy

)
dx = 1− exp

(
−
∫ x

0
λ(y)dy

)
= F (t),

звiдки за означенням щiльностi дiстанемо зображення для щiльностi �
Означення. Випадкова величина ξ має показниковий розподiл (або

експоненцiйний розподiл) iз параметром λ > 0, позначення ξ ' Exp(λ),
якщо вона абсолютно неперервна, невiд’ємна i має сталу функцiю iн-
тенсивностi, що дорiвнює λ.

Отже, щiльнiсть i функцiя розподiлу показникової величини дорiвню-
ють

f(x) = λ exp(−λx), F (x) = 1− exp(−λx), ∀x ≥ 0.
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Теорема (про вiдсутнiсть пiслядiї для показникового розпо-
дiлу). Показникова випадкова величина ξ має властивiсть вiдсутностi
пiслядiї, тобто для довiльних t, s ≥ 0 має мiсце тотожнiсть

P (ξ ≥ t+ s / ξ ≥ t) = P (ξ ≥ s).

Цю властивiсть можна проiнтерпретувати так: за умови ”вижи-
вання” показникова величина повнiстю забуває своє минуле.

Доведення є очевидним наслiдком мультиплiкативностi експоненти
exp(−λx) та означення умовної ймовiрностi

P (ξ ≥ t+ s / ξ ≥ t) = P (ξ ≥ t+ s, ξ ≥ t) / P (ξ ≥ t) =

P (ξ ≥ t+ s) / P (ξ ≥ t) = exp(−λ(t+ s)) / exp(−λt) = P (ξ ≥ s) �

Вправа. Довести, що в класi абсолютно неперервних величин властивiсть
вiдсутностi пiслядiї мають лише показниковi величини. Вказiвка: вiдсутнiсть
пiслядiї еквiвалентна мультиплiкативностi Q(t + s) = Q(t) Q(s) для ймовiр-
ностi виживання Q(t) = P (ξ ≥ t), а єдиним неперервним розв’язком рiвняння
Q(t+ s) = Q(t) Q(s) є експонента.

10.6. Розподiл Вейбула

Означення. Випадкова величина ξ має розподiл Вейбула з параме-
трами λ > 0 i a > 0, якщо її функцiя iнтенсивностi є степеневою:

λ(x) = λa(λx)a−1.

Отже, при x > 0 щiльнiсть та функцiя розподiлу Вейбула мають вигляд

f(x) = λa(λx)a−1 exp(−(λx)a), F (x) = 1− exp(−(λx)a).
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Функцiя розподiлу Вейбула використовується в теорiї стохастичних
моделей як бiльш реальний замiнник показникової функцiї розподiлу,
оскiльки властивiсть вiдсутностi пiслядiї у бiльшостi застосувань не є
прийнятною. Дiйсно, бiльш реалiстичний характер поведiнки функцiї iн-
тенсивностi полягає в тому, що на початковому етапi вона спадає (ефект
початкових конструктивних вiдмов), лише потiм наступає перiод вiдно-
сної сталостi, що нарештi змiнюється етапом неухильного зростання (ефект
старiння).

10.7. Розподiл Гомпертца

Означення. Випадкова величина ξ має розподiл Гомпертца з параме-
трами λ, µ > 0 i a > 0, якщо її функцiя iнтенсивностi є показниковою:

λ(x) = λ+ µ exp(αx), x ≥ 0.

Розподiл Гомпертца використовується у демографiї як математична
модель тривалостi життя людини.

10.8. Розподiл Парето

Функцiї розподiлу всiх зазначених вище розподiлiв експоненцiйно швидко
прямують до 1 при x → ∞. Для наступного розподiлу така швидкiсть є
степеневою.

Означення. Випадкова величина ξ має розподiл Парето, якщо для
деяких λ > 0, α > 0 її функцiя розподiлу дорiвнює

P (ξ < x) =

{
1− (λx)−α, x ≥ 1/λ,

0, x < 1/λ
.
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10.9. Розподiл Кошi

Означення. Випадкова величина ξ має розподiл Кошi, якщо її мо-
жна зобразити у виглядi ξ = tg ϕ, де випадковий кут ϕ є рiвномiрно
розподiленим на вiдрiзку [−π/2, π/2].

Оскiльки ϕ ∈ [−π/2, π/2], то

P (ξ < x) = P (ϕ < arctg x) = 1
2

+ 1
π
arctg x,

i щiльнiсть ξ має вигляд

fξ(x) =
1

π

1

1 + x2
.

10.10. Функцiї вiд випадкової величини

Теорема (про обчислення розподiлу функцiї вiд випадкової
величини). Якщо випадкова величина ξ має функцiю розподiлу Fξ(x), а
g : R → R борелєва функцiя, то для всiх B ∈ B(R)

P (g(ξ) ∈ B) = Fξ(g
(−1)(B)).

де g(−1)(·) – прообраз вiдображення g.
Доведення очевидне, оскiльки за означенням прообразу

{g(ξ) ∈ B} = {ξ ∈ g(−1)(B)}.
Наслiдок (про збереження однакової розподiленостi). Якщо ви-

падковi величини ξk, k = 1, 2, однаково розподiленi, тобто мають одна-
ковi функцiї розподiлу, а g – борелєва функцiя, то величини g(ξk) також
однаково розподiленi.
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Доведення. Якщо F – спiльний розподiл (тобто породжена мiра Ле-
бега – Стiлтьєса) величин ξk, то

P (g(ξ1) ∈ B) = F (g(−1)(B)) = P (g(ξ2) ∈ B), ∀B ∈ B(R).

Наслiдок (про розподiл лiнiйного перетворення випадкової
величини). Для лiнiйної функцiї g(x) = a+ bx, b > 0, функцiя розподiлу
лiнiйного перетворення ζ = a+ bξ має вигляд

P (ζ < x) = P (ξ < (x− a)/b) = Fξ((x− a)/b),

а у випадку iснування щiльностi розподiлу fξ iснує щiльнiсть лiнiйного
перетворення

fζ(x) = b−1fξ((x− a)/b).

Доведення. Перша формула очевидна.
Остання рiвнiсть виводиться з означення щiльностi та з формули за-

мiни змiнної в iнтегралi y = (u− a)/b :

P (ζ < x) =
∫ (x−a)/b

−∞ fξ(y)dy = b−1
∫ x

−∞ fξ((u− a)/b)du �

Вправа.
(1). Випадкова величина ξ має неперервну функцiю розподiлу F (x). Дове-

сти, що випадкова величина F (ξ) рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [0, 1].
(2). Випадкова величина ξ рiвномiрно розподiлена на [0, 1]. Довести, що

− ln ξ має показниковий розподiл.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 82 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

11. Математичне сподiвання дискретної ви-
падкової величини

Дискретний розподiл або функцiя розподiлу випадкової величини є до-
сить складними функцiональними характеристиками. Тому доцiльно роз-
глянути бiльш простi числовi характеристики випадкових величин. Пер-
ша з них – математичне сподiвання або ж середнє значення, характери-
стика положення.

Розглянемо такий приклад. Нехай проста випадкова величина ζ на-
буває значень x1, ..., xm з iмовiрностями p1, ..., pm. Припустимо, що спо-
стерiгаються n незалежних реалiзацiй ζ1, ..., ζn величини ζ . Тодi сукупне
середнє цих значень можна подати у виглядi

µn = 1
n

∑n
k=1 ζk = 1

n

∑n
k=1

∑m
i=1 xi1{ζk=xi} =

1
n

∑m
i=1 xi

∑n
k=1 1{ζk=xi} =

∑m
i=1 xi

νn(xi)
n

,

де νn(xi) – кiлькiсть тих спостережень iз числа n, що дорiвнюють xi. За
припущенням стiйкостi частот, з якого ми постулювали поняття ймовiр-
ностi, νn(xi)

n
→ P (ζ = xi) = pi. Тому µn →

∑
xi pi. Отже, сума в правiй

частинi є граничною для вибiркових середнiх i має вiдiгравати суттєве
значення.

Означення. Нехай ξ – дискретна випадкова величина з множиною
рiзних значень {xn, n ≥ 1} та розподiлом (pn = P (ξ = xn), n ≥ 1). Мате-
матичним сподiванням дискретної величини ξ називається сума ряду

Mξ =
∑

n≥1
xn pn,

за умови, що ряд збiгається абсолютно (для простих величин це так).



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 83 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Зауваження. Враховуючи асимптотичну властивiсть, що викладена
у прикладi, а також з метою скорочення, математичне сподiвання випад-
кової величини iнколи називають її середнiм (значенням). Хоча з наведе-
них далi прикладiв неважко зробити висновок, що середнє (як значення)
може нiколи не набуватися.

11.1. Обчислення математичного сподiвання функцiї
вiд дискретної випадкової величини

Теорема (про обчислення математичного сподiвання функцiї
вiд дискретної величини). Нехай ξ – дискретна випадкова величина з
множиною рiзних значень {xn, n ≥ 1}, а g – довiльна числова функцiя.
Тодi

Mg(ξ) =
∑

n≥1
g(xn) P (ξ = xn).

Зауважимо, що на вiдмiну вiд означення математичного сподiвання
серед значень g(xn) можуть бути однаковi.

Доведення.
Випадкова величина ζ = g(ξ) дискретна. Позначимо {zn} = {g(xj)}

множину всiх рiзних її значень. Тодi за означенням

Mg(ξ) =
∑

n zn P (g(ξ) = zn) =∑
n zn P (∪ j: g(xj) = zn{ξ = xj}) =

∑
n zn

∑
j: g(xj) = zn

P (ξ = xj) =∑
n

∑
j: g(xj) = zn

g(xj)P (ξ = xj) =
∑

j g(xj)P (ξ = xj) �

Вправа. Довести, що для цiлозначної невiд’ємної величини
Mξ =

∑
n≥1 P (ξ ≥ n) =

∑
n≥0 P (ξ > n).



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 84 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

11.2. Властивостi математичного сподiвання дискре-
тної величини

Теорема (про властивостi математичного сподiвання дискре-
тної величини). Нехай ξ, η – дискретнi випадковi величини. Матема-
тичне сподiвання має такi властивостi:

(а –позитивнiсть) Якщо ξ ≥ 0, то Mξ ≥ 0.
(б –однорiднiсть) M(cξ) = cMξ.
(в –адитивнiсть) M(ξ + η) = Mξ +Mη.
(г –монотоннiсть) Якщо ξ ≥ η, то Mξ ≥Mη.
(д –неперервнiсть знизу) Якщо ξn, η простi величини i

0 ≤ ξn ↑ ξ ≡ lim ξn ≥ η при всiх ω, то границя lim Mξn ≥Mη.
Доведення.
Властивiсть (а) очевидна, оскiльки всi значення ξ невiд’ємнi.
Твердження (б) випливає з означення, оскiльки величина cξ набуває

значень {cx1, ..., cxn, ...} iз тими ж самими ймовiрностями.
Для доведення (в) припустимо, що ξ набуває рiзнi значення {xi}, а η

набуває рiзних значень {yj}. За теоремою про обчислення математично-
го сподiвання функцiї вiд дискретної величини (ξ, η), яка дорiвнює сумi
g((ξ, η)) = ξ + η:

M(ξ + η) =
∑

i,j(xi + yj) P (ξ = xi, η = yj) =∑
i,j xi P (ξ = xi, η = yj) +

∑
i,j yj P (ξ = xi, η = yj) =∑

i xi

∑
j P (ξ = xi, η = yj) +

∑
j yj

∑
i P (ξ = xi, η = yj) =∑

i xi P (ξ = xi) +
∑

j yj P (η = yj) = Mξ +Mη.

Рiвнiсть кратних та повторних сум випливає з абсолютної збiжностi ре-
зультуючих рядiв.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 85 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Монотоннiсть (г) є очевидним наслiдком (а) та (в):

0 ≤M(ξ − η) = Mξ −Mη.

Для доведення (д) зауважимо, що iснування границi випливає з моно-
тонностi послiдовностi Mξn внаслiдок (г).

Розглянемо для довiльного фiксованого ε > 0 випадковi подiї An =
{ξn ≥ η − ε}. За умовою An ↑ Ω, звiдки за неперервнiстю ймовiрностi
P (An) → 1. Оскiльки величина η проста, то iї найбiльше значення m =
max η <∞ скiнченне i не залежить вiд елементарної подiї ω.

Для всiх ω за означенням An справедлива нерiвнiсть

ξn ≥ (η − ε)1An ≥ η1An − ε =

η − η1An
− ε ≥ η − 1An

max η − ε = η −m 1An
− ε,

отже, за монотоннiстю математичного сподiвання

limMξn ≥ limM(η −m 1An
− ε) = Mη −m limP (An)− ε = Mη − ε,

оскiльки P (An) → 0. Переходячи в останнiй нерiвностi до границi ε→ 0,
доводимо шукану нерiвнiсть �

11.3. Приклади обчислення математичного сподiван-
ня

11.3.1. Iндикаторна величина

M1A = 1 · P (A) + 0 · P (A) = P (A).
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11.3.2. Бiномiальний розподiл

Нехай ξ ' B(n, p). Тодi Mξ = np.

Наведемо три способи обчислення.
(а) Mξ =

∑n
k=0 k C

k
n p

kqn−k = np
∑n

k=1
(n−1)!

(k−1)!(n−k)!
pk−1qn−k = np.

(б) Розглянемо генератрису

ϕ(z) = Mzξ =
∑n

k=0
zkCk

n p
kqn−k = (pz + q)n.

Оскiльки Mξ = ϕ′(z) |z=1, то Mξ = np(pz + q)n−1 |z=1= np.

(в) Нехай χk = 1Yk
– iндикаторна величина успiху в k-му випробуваннi

Бернуллi. Тодi Mχk = p i ξ =
∑n

k=1 χk, отже Mξ =
∑n

k=1Mχk = np.

11.3.3. Геометричний розподiл

Для ξ ' G(p) за методом генератрис
Mξ =

∑
k≥1 k q

k−1p = p(
∑

k≥1 q
k)′q = p/(1− q)2 = 1/p.

11.3.4. Розподiл Пуассона

Для ξ ' Π(λ) за означенням
Mξ =

∑
k≥0 k

λk

k!
e−λ = λ

∑
k≥1

λk−1

(k−1)!
e−λ = λ.

Вправа.
(1). Знайти математичне сподiвання числа листiв, що дiйдуть до адресата,

у задачi про збiг iз роздiлу про дискретний iмовiрнiсний простiр.
(2). Нехай P (B) > 0, а ξ – дискретна випадкова величина зi значеннями

{xn, n ≥ 1}. Визначимо умовне математичне сподiванняM(ξ/B) ≡M(ξ1B)/P (B).
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Довести, що: (а) для такого математичного сподiвання виконуються всi власти-
востi математичного сподiвання дискретної величини, (б)M(ξ/B) =

∑
n≥1 xnP (ξ =

xn /B)
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12. Загальне означення математичного сподi-
вання

12.1. Невiд’ємнi випадковi величини

Означення. Нехай ξ ≥ 0. Математичним сподiванням невiд’ємної
випадкової величини ξ назвемо монотонну границю

Mξ = limn → ∞Mξn ≤ ∞,

де ξn – простi величини такi, що 0 ≤ ξn ↑ ξ.
Зауваження. Iснування вказаної послiдовностi ξn випливає з теореми

про апроксимацiю випадкових величин простими, а iснування скiнченої
або нескiнченної границi Mξn ↑ Mξ є наслiдком монотонностi цiєї послi-
довностi.

12.2. Коректнiсть означення математичного сподiва-
ння

Теорема (про коректнiсть визначення математичного сподi-
вання). Границя limMξn в означеннi математичного сподiвання iснує
(скiнченна або нескiнченна) i не залежить вiд вибору простих величин
ξn таких, що 0 ≤ ξn ↑ ξ, отже, математичне сподiвання визначене
коректно.

Доведення. Iснування границi обгрунтовано в зауваженнi. Для до-
ведення її єдиностi припустимо, що одночасно з ξn простi величини ξ′n
такi, що 0 ≤ ξ′n ↑ ξ. Тодi 0 ≤ ξn ↑ ξ ≥ ξ′k для кожного k. Отже, за вла-
стивiстю (д) неперервностi знизу математичного сподiвання дискретної
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величини iснують монотоннi границi limMξn ≥ limMξ′k. Переставляючи
ξ′n i ξn мiсцями, дiстанемо рiвнiсть limMξn = limMξ′n, не зважаючи на
скiнченнiсть чи нескiнченнiсть цих границь �

Теорема (про iнварiантне зображення математичного сподi-
вання). Справедлива рiвнiсть

Mξ = sup(Mη : η проста, 0 ≤ η ≤ ξ).

Доведення.
Якщо η проста, 0 ≤ η ≤ ξ, а 0 ≤ ξn ↑ ξ, ξn – простi, то величини

max(η, ξn) ↑ ξ i також простi. Звiдси Mη ≤ M max(η, ξn) ↑ Mξ за моно-
тоннiстю математичного сподiвання дискретних величин та за теоремою
про коректнiсть визначення математичного сподiвання, отже Mη ≤ Mξ.
Тому верхня межа в правiй частинi рiвностi теореми не перевищує Mξ.

З iншого боку, ця верхня межа досягається на деякiй послiдовностi за
означенням верхньої межi i вiдповiдна границя не менша за Mξ �

12.3. Iнтегровнi невiд’ємнi випадковi величини

Означення. Невiд’ємна випадкова величина ξ називається iнтегров-
ною, якщо Mξ <∞.

Теорема (про властивостi iнтегровних невiд’ємних величин).
(а) Якщо 0 ≤ ξ ≤ ζ i ζ iнтегровна, то ξ iнтегровна i Mξ ≤ Mζ.
(б) Якщо 0 ≤ ξ, ζ iнтегровнi, то сума ξ + ζ також iнтегровна i

M(ξ + ζ) = Mξ +Mζ.

Доведення.
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(а) Випливає з теореми про iнварiантне зображення математичного
сподiвання, оскiльки вiдповiднi множини простих величин є вкладеними:

{η : η проста, 0 ≤ η ≤ ξ} ⊂ {η : η проста, 0 ≤ η ≤ ζ},

а операцiї обчислення математичного сподiвання дискретної величини та
обчислення верхньої межi числової множини монотоннi.

(б) Якщо 0 ≤ ξn ↑ ξ, 0 ≤ ζn ↑ ζ, де ξn, ζn – простi, то 0 ≤ ξn +ζn ↑ ξ+ζ,
причому сума ξn + ζn є простою випадковою величиною. Отже, з теореми
про коректнiсть визначення математичного сподiвання

M(ξ + ζ) = limM(ξn + ζn) = limMξn + limMζn = Mξ +Mζ <∞

за властивiстю границi суми збiжних числових послiдовностей �

12.4. Математичне сподiвання знакозмiнних величин

Нагадаємо, що додатною та вiд’ємною частинами знакозмiнної величини
ξ називаються невiд’ємнi випадковi величини

ξ+ = max(ξ, 0), ξ− = max(−ξ, 0),

З означення отримуємо (вправа): ξ = ξ+−ξ−, ξ+ ·ξ− = 0, ξ++ξ− = |ξ| .
Означення. Знакозмiнна випадкова величина ξ називається iнте-

гровною, якщо невiд’ємна величина |ξ| = ξ+ + ξ− є iнтегровною. За цiєї
умови математичним сподiванням ξ називається число

Mξ = Mξ+ −Mξ−.

Зауваження. З теореми про властивостi iнтегровних невiд’ємних ве-
личин виводимо, що iнтегровнiсть ξ еквiвалентна одночаснiй iнтегровно-
стi випадкових величин ξ±.
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Вправа.Випадкова величина ξ iнтегровна тодi й тiльки тодi, коли при де-
якому h > 0 абсолютно збiгається ряд I(ξ, h) =

∑
n∈Z nh P (nh ≤ ξ < nh+h).

Ця збiжнiсть не залежить вiд h, причому Mξ = limh→0 I(ξ, h).

12.5. Властивостi математичного сподiвання

Означення. Висловлювання щодо результату стохастичного експе-
рименту виконується майже напевне (скорочення: м.н.), якщо ймовiр-
нiсть множини сприятливих елементарних подiй дорiвнює одиницi.

Теорема (про властивостi математичного сподiвання).
(1 –нормованiсть) Mc = c.
(2 –центрованiсть) Якщо ξ = 0 м.н., то Mξ = 0.
(3 –невiд’ємнiсть) Якщо ξ ≥ 0 м.н., то Mξ ≥ 0.
(4 –додатнiсть) Якщо ξ ≥ 0, i Mξ = 0, то ξ = 0 м.н.
(5 –адитивнiсть) M(ξ + ζ) = Mξ +Mζ, якщо ξ, ζ – iнтегровнi.
(6 –однорiднiсть) M(cξ) = cM(ξ).
(7 –монотоннiсть) Якщо ξ ≤ ζ м.н., то Mξ ≤Mζ.
(8 –iнварiантнiсть) Якщо ξ = ζ м.н., то Mξ = Mζ.
(9 –опуклiсть) |Mξ| ≤M |ξ| .
Зауважимо, що властивiсть лiнiйностi математичного сподiвання по-

лягає в однорiдностi та адитивностi.
Доведення.
Твердження (1) очевидне, оскiльки стала є простою випадковою вели-

чиною.
При доведеннi (2) можна вважати, що ξ ≥ 0, оскiльки в загальному

випадку з ξ = 0 м.н.та зi включень {ξ = 0} ⊂ {ξ± = 0} випливає ξ± = 0
м.н., а тодi за означенням Mξ = Mξ+ −Mξ− = 0. Далi, з 0 ≤ ζ ≤ ξ, де
ζ – проста, а ξ = 0 м.н., виводимо, що ζ = 0 м.н. Тодi ζ =

∑n
k=1 ck1Ak

, де
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c1 = 0, P (A1) = 1, P (Ak) = 0,∀k > 1, i Mζ = 0·1+0 = 0. Тому за теоремою
про iнварiантне зображення математичного сподiвання Mξ = 0.

В умовах (3) маємо ξ− = 0 м.н. i внаслiдок (2) Mξ− = 0. Оскiльки
ξ+ ≥ 0, з невiд’ємностi математичного сподiвання дискретної величини та
теореми про iнварiантне зображення математичного сподiвання дiстанемо
Mξ+ ≥ 0. Тому Mξ = Mξ+ −Mξ− ≥ 0.

Для доведення (4) припустимо, що ξ 6= 0 майже напевне. Тодi
P (ξ ≥ ε) > 0 для деякого ε > 0, тому що

{ξ ≥ 0} ∩ {ξ 6= 0} = {ξ > 0} = ∪k>0{ξ > 1/k}.

Оскiльки ξ ≥ ε 1 {ξ ≥ ε}, то за теоремою про iнварiантне зображення
математичного сподiвання

Mξ ≥Mε 1 {ξ ≥ ε} = ε P (ξ ≥ ε) > 0,

що суперечить умовi.
Для доведення (5) зауважимо, що у випадку невiд’ємних ζ, ξ ≥ 0 ади-

тивнiсть доведена вище. Для знакозмiнних величин запишемо тотожнiсть

ξ+ + ζ+ − (ξ + ζ)+ = ξ− + ζ− − (ξ + ζ)− = η.

Оскiльки (x+ y)+ ≤ x+ + y+, то 0 ≤ η ≤ ξ+ + ζ+, отже η – невiд’ємна
i iнтегровна за теоремою про властивостi iнтегровних невiд’ємних вели-
чин. З адитивностi математичного сподiвання для невiд’ємних величин
випливає рiвнiсть M(ξ± + ζ± − η) = M(ξ± + ζ±)−Mη.

Отже,
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M(ξ + ζ) = M(ξ + ζ)+ −M(ξ + ζ)− =

M(ξ+ + ζ+ − η)−M(ξ− + ζ− − η) =

M(ξ+ + ζ+)−Mη −M(ξ− + ζ−) +Mη =

Mξ+ +Mζ+ −Mξ− −Mζ− = Mξ +Mζ.

Для c ≥ 0, ξ ≥ 0 доведення (6) випливає зi збiжностi 0 ≤ cξn ↑ cξ та
однорiдностi математичного сподiвання дискретних величин:

M(cξ) = limM(cξn) = lim cM(ξn) = cMξ.

У загальному випадку скористаємося адитивнiстю (5) та тотожнiстю
cξ = c+ξ+ − c−ξ+ − c+ξ− + c−ξ−.

Доведення твердження (7). За умовою ζ − ξ ≥ 0 м.н., тому внаслiдок
(3) та (5,6) Mζ −Mξ = M(ζ − ξ) ≥ 0.

Доведення (8) випливає з твердження (7), якщо його застосувати до
нерiвностей ξ ≤ ζ, −ξ ≤ −ζ.

Властивiсть (9) отримуємо з (7) та нерiвностей − |ξ| ≤ ξ ≤ |ξ| �

12.6. Перехiд до границi пiд знаком математичного
сподiвання

В даному роздiлi збiжнiсть випадкових величин будемо розумiти як по-
точкову, тобто збiжнiсть при всiх ω ∈ Ω.

Теорема (теорема Лебега про монотонну збiжнiсть).
Нехай 0 ≤ ξn ↑ ξ. Тодi Mξn ↑Mξ ≤ ∞.

Доведення.
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За теоремою про апроксимацiю випадкових величин простими оберемо
для кожного n простi 0 ≤ ζnk ↑ ξn при k →∞. Позначимо

ζk = maxn ≤ k ζnk.

Тодi ζk – простi невiд’ємнi випадковi величини, та не спадають:

ζk = max
n ≤ k

ζnk ≤ max
n ≤ k

ζn,k+1 ≤ max
n ≤ k+1

ζn,k+1 = ζk+1.

Крiм того, з нерiвностi ζnk ≤ ξn та монотонностi ξn виводимо, що

ζk = max n ≤ k ζnk ≤ max n ≤ k ξn = ξk.

Тому
ζnk ≤ ζk ≤ ξk ≤ ξ, ∀n ≤ k, ∀ω.

Позначимо монотонну границю ζ = lim ζk. Тодi з останнiх нерiвностей
при k →∞ отримуємо ξn ≤ ζ ≤ ξ, звiдки при n→∞ маємо ζ = ξ. За тео-
ремою про коректнiсть визначення математичного сподiвання limMζk =
Mζ = Mξ. Отже, з тих же нерiвностей за монотоннiстю математичного
сподiвання

Mξ = limMζk ≤ limMξk ≤Mξ,

тобто limMξk = Mξ, незалежно вiд того, скiнченне Mξ чи нi �
Вправа. Доведiть справедливiсть формули для математичного сподiвання

дискретної (не простої) випадкової величини.
Теорема (теорема Лебега про мажоровану збiжнiсть).

Нехай |ξn| ≤ η, причому Mη <∞.
(а –Нерiвностi Фату). Тодi

M lim n→∞ξn ≤ lim n→∞Mξn ≤ lim n→∞Mξn ≤M lim n→∞ξn.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 95 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

(б –Мажорована збiжнiсть) Якщо додатково ξn → ξ, n→∞, то

Mξn →Mξ, M |ξn − ξ| → 0, n→∞.

Зауваження. Для справедливостi лiвої нерiвностi Фату достатньо,
щоб ξn ≥ 0.

Доведення.
(а) Доведемо лiву нерiвнiсть. Позначимо ζn = inf k≥n ξk.
За означенням нижньої границi ζn ↑ limξn i ζn ≥ inf k≥n(−η) = −η.

Отже, 0 ≤ ζn + η ↑ lim ξn + η. За адитивнiстю математичного сподiвання
та за теоремою Лебега про монотонну збiжнiсть

M limξn +Mη = M(limξn + η) = M lim(ζn + η) = limM(ζn + η) =

limMζn +Mη = limMζn +Mη ≤ limMξn +Mη,

оскiльки ζn ≤ ξn.
Звiдси випливає лiва нерiвнiсть Фату. Очевидно, що вказане доведе-

ння справедливе для довiльних невiд’ємних величин ξn, адже в даному
доведеннi можна обрати η ≡ 0.

Права нерiвнiсть Фату виводиться з лiвої пiсля пiдстановки −ξn за-
мiсть ξn з урахуванням тотожностей lim(−ξn) = −limξn, lim(−ξn) =
−limξn.

Перше твердження (б) випливає з (а), якщо врахувати, що limξn =
limξn = ξ за означенням границi числової послiдовностi, звiдки

Mξ = M limξn ≤ lim Mξn ≤ lim Mξn ≤M limξn = Mξ,

тобто всi нерiвностi тут є рiвностями.
Для доведення другого твердження пункту (б) теореми застосуємо

перше до мажоровано збiжної послiдовностi
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ξ′n = |ξn − ξ| → 0, 0 ≤ ξ′n ≤ 2η �

Вправа. Довести, що

P (limAn) ≤ lim P (An) ≤ lim P (An) ≤ P (limAn).

12.7. Абстрактний iнтеграл Лебега

Означення. Iнтегралом Лебега за мiрою µ вiд вимiрної функцiї ξ(ω)
на вимiрному просторi (Ω,z, µ) називається число∫

Ω

ξ(ω)µ(dω) ≡ µ(Ω)

∫
Ω

ξ(ω)P (dω) = µ(Ω) Mξ ,

у припущеннi невiд’ємностi або iнтегровностi ξ, де ймовiрнiсть P на z
визначається як P (A) = µ(A)/µ(Ω). Iнтегровна величина ξ називається
iнтегровною за мiрою µ.

Iнтегралом вiд ξ на множинi A ∈ z називається iнтеграл на Ω вiд
функцiї ξ(ω)1A(ω).

Зауваження. Iнтеграл Лебега має всi властивостi, що викладенi в те-
оремах про коректнiсть визначення математичного сподiвання, про вла-
стивостi iнтегровних невiд’ємних величин, про властивостi математично-
го сподiвання, в теоремi Лебега про монотонну збiжнiсть, теоремi Лебега
про мажоровану збiжнiсть. Те саме стосується i iнтегралiв Лебега – Стiл-
тьєса та за мiрою Лебега, що розглянутi нижче.

12.8. Iнтеграл Лебега – Стiлтьєса

Означення. Нехай F – нормована мiра Лебега – Стiлтьєса на B(R),
а g(x) – борелєва функцiя. Iнтеграл Лебега – Стiлтьєса вiд g за мiрою F
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визначається як математичне сподiвання випадкової величини g : Ω →
R на ймовiрнiсному просторi (Ω,z, P ) ≡ (R,B(R), F ), тобто як моно-
тонна границя iнтегралiв вiд апроксимуючих простих борелєвих функцiй
iз лiнiйним продовженням на знакозмiннi борелєвi функцiї.

Обидва позначення для iнтегралу Лебега – Стiлтьєса∫ ∞

−∞
g(x)dF (x) =

∫
R
g(x)F (dx)

мають однаковий змiст.
Iнтегралом Лебега – Стiлтьєса вiд g за довiльною скiнченною мiрою

µ на B(R) називається добуток числа µ(R) на iнтеграл за нормованою
мiрою µ(·)/µ(R).

Iнша конструкцiя такого iнтегралу використовує поняття невласної
функцiї розподiлу - неспадної обмеженої неперервної злiва функцiї, що
вiдрiзняється вiд функцiї розподiлу лише властивiстю нормованостi, тоб-
то на додатний множник. Доводиться, що кожна мiра на B(R) породжу-
ється приростами деякої невласної функцiї розподiлу. Iнтеграл Лебега за
цiєю иiрою називається iнтегралом Лебега – Стiлтьєса.

Нагадаємо, що iнтегралом Рiмана – Стiлтьєса на [a, b] вiд кусково-
неперервної функцiї g називається спiльна границя верхнiх та нижнiх
iнтегральних сум вигляду

lim
∑n

k=0
gk(F (ak+1)− F (ak)) ≡ (LS)

∫
[a,b]

g(x)F (dx),

де a = a0 < a1 < .. < an+1 = b – розбиття вiдрiзку [a, b], а gk – вiдповiдно
верхнi або нижнi межi функцiї g на вiдрiзках [ak, ak+1]
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Теорема (про збiжнiсть iнтегралiв Рiмана – Стiлтьєса та Ле-
бега – Стiлтьєса). Нехай F – неспадна обмежена неперервна злiва фун-
кцiя, функцiя g – кусково-неперервна на iнтервалi [a, b], i її точки розри-
ву вiдрiзняються вiд точок розриву F. Тодi iнтеграл Рiмана – Стiлтьєса
та iнтеграл Лебега – Стiлтьєса збiгаються:

(RS)

∫ b

a

g(x)dF (x) = (LS)

∫
[a,b]

g(x)F (dx).

Доведення не наводиться.

12.9. Iнтеграл за мiрою Лебега

Означення. Нехай g(x) – борелєва функцiя. Iнтеграл за мiрою Лебега
на [a, b] вiд g визначається як нормований iнтеграл Лебега – Стiлтьєса
за мiрою Лебега (b− a)Fab(·) :∫ b

a

g(x)dx ≡ (b− a)

∫ ∞

−∞
g(x)dFab(x),

що породжена функцiєю рiвномiрного розподiлу

Fab(x) =


0, x < a

(x− a)/(b− a), x ∈ [a, b]
1, x > b

Зауваження. Можна довести, що для кусково-неперервних функцiй
g iнтеграл за мiрою Лебега збiгається з iнтегралом Рiмана
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12.10. Теореми Фубiнi та Радона – Нiкодима.

Вимiрним простором будемо називати пару, що складається з абстрактної
множини Ω з видiленою сигма-алгеброю z її пiдмножин, або ж трiйку, з
додатковим третiм елементом – мiрою µ на z.

Теорема Фубiнi часто застосовується для обчислення кратних iнтегра-
лiв.

Означення. Вимiрний простiр (Ω,z, µ) називається прямим добу-
тком вимiрних просторiв (Ωk,zk, µk), k = 1, 2, якщо:

(а) Ω = Ω1 × Ω2 ≡ {ω = (ω1, ω2), ωk ∈ Ωk}.
(б) z = z1 ⊗z2 ≡ σ[{A1 × A2, A1 ∈ z1, A2 ∈ z2}].
(в) P (A1 × A2) = P1(A1)P2(A2), ∀Ak ∈ zk.
Теорема (теорема Фубiнi про кратний та повторнi iнтеграли).

Нехай простiр (Ω,z, µ) = (Ω1,z1, µ1)⊗ (Ω2,z2, µ2) є прямим добутком,
а ξ(ω) = ξ(ω1, ω2) випадкова величина на (Ω,z, µ) Величина ξ iнтегров-
на за мiрою µ тодi й тiльки тодi, коли функцiя ξ(·, ω2) для µ2-майже
всiх ω2 iнтегровна за мiрою µ1 i вимiрна величина

∫
Ω1
ξ(ω1, ω2)µ1(dω1) є

iнтегровною за мiрою µ2. У цьому випадку справедлива рiвнiсть∫
Ω

ξ(ω)µ(dω) =

∫
Ω2

[∫
Ω1

ξ(ω1, ω2)µ1(dω1)

]
µ2(dω2).

Доведення не наводиться.
Означення. Числова функцiя µ : z → R на вимiрному просторi (Ω,z)

називається сигма-скiнченною мiрою, якщо iснує послiдовнiсть множин
Cn ∈ z таких, що кожне зi звужень µ(·∩Cn) є мiрою на z. Iнтеграл Лебега
за такою мiрою µ визначається як границя iнтегралiв за вiдповiдними
звуженнями.

Прикладом таких мiр є точкова мiра та мiра Лебега.
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Означення. Нехай ν – мiра, а µ – сигма-скiнченна мiра на просторi
(Ω,z). Мiра ν абсолютно неперервна вiдносно µ, позначення ν � µ, якщо
для кожної множини A ∈ z iз µ(A) = 0 випливає ν(A) = 0.

Теорема (теорема Радона – Нiкодима). Нехай (Ω,z, µ) – вимiр-
ний простiр зi сигма-скiнченною мiрою µ, а мiра ν задана на z i абсолю-
тно неперервна: ν � µ. Тодi знайдеться z-вимiрна iнтегровна за мiрою
µ функцiя f на Ω така, що

ν(A) =

∫
A

f(ω)µ(dω), ∀A ∈ z.

Функцiя f називається щiльнiстю мiри ν вiдносно µ та позначається
як f(x) = dν

dµ
(x).

Доведення не наводиться.
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13. Обчислення математичного сподiвання

13.1. Обчислення математичного сподiвання функцiї
вiд випадкової величини через її функцiю роз-
подiлу

Теорема (про обчислення математичного сподiвання функцiї
вiд випадкової величини). Нехай випадкова величина ξ має функцiю
розподiлу Fξ(x), що породжує вiдповiдну мiру Лебега – Стiлтьєса Fξ(·)
на B(R), а g(x) – довiльна борелєва функцiя. Випадкова величина g(ξ)
iнтегровна тодi й тiльки тодi, коли функцiя g(x) iнтегровна за мiрою
Fξ(·), i за цим припущенням має мiсце рiвнiсть

Mg(ξ) =

∫ ∞

−∞
g(x) dFξ(x).

Зокрема, дане твердження справедливе при g(x) ≡ x.
Зауваження. Сформульоване твердження можна розглядати як тео-

рему про замiну змiнної ω на x за допомогою вiдображення ξ в iнтегралi
Лебега ∫

Ω

g(ξ(ω))P (dω) =

∫
R
g(x) Fξ(dx).

Доведення.
Нехай g(x) =

∑
ck1x∈Bk

проста функцiя. Тодi тотожнiсть (завжди ви-
значених) iнтегралiв випливає з лiнiйностi математичного сподiвання та
iнтегралу Лебега – Стiлтьєса, а також iз теореми про обчислення ймовiр-
ностей,пов’язаних iз випадковою величиною ξ :

Mg(ξ) =
∑

g(ck)P (ξ ∈ Bk) =
∑

g(ck)Fξ(Bk) =

∫ ∞

−∞
g(x) dFξ(x).
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Нехай g(x) невiд’ємна борелєва функцiя. Розглянемо простi функцiї
gn(x) = ϕn(g(x)), де дiйснi функцiї ϕn визначенi в теоремi про апрокси-
мацiю випадкових величин простими. З цiєї теореми випливає поточкова
монотонна збiжнiсть 0 ≤ gn(x) ↑ g(x), n → ∞. Шукану рiвнiсть для g(x)
дiстанемо граничним переходом n → ∞ з рiвностi, що вже доведена для
простих функцiй gn(x), за теоремами Лебега про монотонну збiжнiсть для
математичного сподiвання та для iнтегралу Лебега – Стiлтьєса. Зауважи-
мо, що рiвнiсть є справедливою як для iнтегровних, так i для неiнтегров-
них g. Тому функцiї g(ξ) та g(x) є iнтегровними одночасно.

Для знакозмiнних g використаємо лiнiйнiсть математичного сподiван-
ня та iнтегралу Лебега – Стiлтьєса:

Mg(ξ) = Mg+(ξ)−Mg−(ξ) =

∫ ∞

−∞
g+(x) dFξ(x)−

∫ ∞

−∞
g−(x) dFξ(x)�

Вправа. Довести, що (а) для невiд’ємної випадкової величини
Mξ =

∫∞
0

(1− Fξ(x))dx, (б) для iнтегровної величини
Mξ =

∫∞
0

(Fξ(−x) + 1− Fξ(x))dx.

Теорема про обчислення математичного сподiвання функцiї вiд дис-
кретної величини наведена в роздiлi про математичне сподiвання дискре-
тної величини.

13.2. Обчислення математичного сподiвання функцiї
вiд випадкової величини через її щiльнiсть

Теорема (про обчислення математичного сподiвання функцiї
вiд неперервної величини). Нехай випадкова величина ξ має щiль-
нiсть fξ(x), а g(x) – деяка борелєва функцiя. Випадкова величина g(ξ)
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iнтегровна тодi й тiльки тодi, коли функцiя g(x) fξ(x) iнтегровна за
мiрою Лебега на R, i має мiсце тотожнiсть

Mg(ξ) =

∫ ∞

−∞
g(x) fξ(x) dx.

Зауваження. У випадку, коли функцiї g(x), fξ(x) кусково неперервнi,
iнтеграл Лебега в правiй частинi можна обчислювати як iнтеграл Рiмана.

Доведення. Розглянемо клас тих функцiй g(x), для яких має мiсце
рiвнiсть ∫ ∞

−∞
g(x) dFξ(x) =

∫ ∞

−∞
g(x) fξ(x) dx.

За теоремою про обчислення ймовiрностей, пов’язаних iз випадковою ве-
личиною, через її щiльнiсть, цей клас мiстить всi iндикаторнi функцiї
g(x) = 1B(x) для борелєвих B. За лiнiйнiстю вiн мiстить всi простi функцiї
g(x). За теоремами Лебега про монотонну збiжнiсть та про мажоровану
збiжнiсть вказаний клас замкнений вiдносно монотонної та мажорованої
збiжностi. Тому цей клас мiстить всi iнтегровнi функцiї.

Отже, остаточно дана теорема випливає з теореми про обчислення
математичного сподiвання функцiї вiд випадкової величини �

13.3. Приклади обчислення математичного сподiван-
ня

1. Рiвномiрний розподiл: для ξ ' U(a, b) :

Mξ =
∫ b

a
x 1

b−a
dx = (a+ b)/2.

2. Показниковий розподiл: для ξ ' Exp(λ) :
Mξ =

∫∞
0
x λ exp(−λx)dx = 1/λ.
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3. Нормальний розподiл: для ξ ' N(µ, σ2) :
Mξ = M(µ + σ ζ) = µ + σ Mζ = µ, де ζ – стандартна нормальна

величина, Mζ =
∫∞
−∞ x 1√

2π
exp(−x2/2)dx = 0.

Наслiдок: параметр µ нормального розподiлу збiгається з математи-
чним сподiванням вiдповiдної нормальної величини.

4. Розподiл Кошi. Вiдповiдна випадкова величина не є iнтегровною,
оскiльки iнтеграл

∫∞
−∞ x 1

1+x2dx не є абсолютно збiжним.
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14. Дисперсiя та її властивостi
Математичне сподiвання випадкової величини можна назвати характери-
стикою її ”положення”, оскiльки воно є границею середнiх арифметичних
послiдовних спостережень. Порiвнюючи 2 лотерейнi бiлети з однаковими
середнiми виграшами (перший виграє 10$ з iмовiрнiстю 0.1, другий 1000$
з iмовiрнiстю 0.001), приходимо до висновку, що одного середнього для
порiвняння випадкових величин замало – необхiдна також характеристи-
ка ступеня ”розсiяння” ймовiрнiсної маси.

Означення. Нехай випадкова величина ξ квадратично iнтегровна,
тобто Mξ2 <∞. Дисперсiєю ξ називається число

Dξ = M(ξ −Mξ)2.

Корiнь квадратний σξ =
√
Dξ називається середньоквадратичним

вiдхиленням ξ.
Вправа. Дисперсiя скiнченна тодi й тiльки тодi, коли ξ квадратично iн-

тегровна.Вказiвка: за нерiвнiстю 2 |ξ| ≤ 1 + ξ2 з квадратичної iнтегровностi
випливає iнтегровнiсть ξ.

14.1. Властивостi дисперсiї

Теорема (про властивостi дисперсiї). За умови квадратичної iн-
тегровностi ξ :

(a) Dξ ≥ 0,
(б) Dξ = 0 тодi й тiльки тодi, коли ξ = Mξ майже напевне,
(в) Dξ = Mξ2 − (Mξ)2,
(г) D(aξ + b) = a2Dξ,
(д) Dξ = minc∈ R M(ξ − c)2,
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Mξ = arg minc∈ R M(ξ − c)2.
Доведення.
(а) випливає з позитивностi математичного сподiвання, оскiльки

(ξ −Mξ)2 ≥ 0.
(б) виводиться з невiд’ємностi квадратичної функцiї та з теореми про

властивостi математичного сподiвання, а саме, з властивостей невiд’єм-
ностi i додатностi .

Для доведення (в) обчислимо за лiнiйнiстю математичного сподiвання
Dξ = M(ξ2 − 2ξMξ + (Mξ)2) = Mξ2 − (Mξ)2.

(г) За означенням дисперсiї та за лiнiйнiстю математичного сподiвання
D(aξ + b) = M(aξ + b−M(aξ + b))2 = M(aξ − aMξ)2 = a2Dξ.
Для доведення (д) обчислимо

M(ξ − c)2 = M(ξ −Mξ +Mξ − c)2 =

M(ξ −Mξ)2 + (Mξ − c)2 + 2M(ξ −Mξ)(Mξ − c) =

M(ξ −Mξ)2 + (Mξ − c)2 ≥M(ξ −Mξ)2 = Dξ,

причому рiвнiсть має мiсце тодi й тiльки тодi, коли c = Mξ �
Теорема (про обчислення дисперсiї). Нехай величина ξ має фун-

кцiю розподiлу Fξ(x). Тодi

Dξ =

∫ ∞

−∞
(x−Mξ)2 dFξ(x) =

∫ ∞

−∞
x2 dFξ(x)− (Mξ)2.

Якщо iснує щiльнiсть розподiлу fξ(x), то

Dξ =

∫ ∞

−∞
(x−Mξ)2 fξ(x)dx =

∫ ∞

−∞
x2 fξ(x)dx− (Mξ)2.
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Доведення є очевидним наслiдком теореми про обчислення матема-
тичного сподiвання функцiї вiд випадкової величини, а саме для функцiї
g(x) = (x−Mξ)2 �

14.2. Приклади обчислення дисперсiї

1.Iндикаторна величина

D1A = 1 · P (A) + 0 · P (A)− (P (A))2 = P (A)(1− P (A)).

2. Бiномiальний розподiл: ξ ' B(n, p), Dξ = npq.
Розглянемо генератрису

ϕ(z) = Mzξ =
∑n

k=0
zkCk

n p
kqn−k = (pz + q)n.

Оскiльки за формулою про обчислення математичного сподiвання фун-
кцiї вiд дискретної величини

Mξ(ξ − 1) =
∑n

k=0
k(k − 1)Ck

n p
kqn−k = ϕ′′(z) | z=1,

то

Dξ = Mξ(ξ − 1) +Mξ − (Mξ)2 =

n(n− 1)p2(pz + q)n−2 |z=1 +np− (np)2 = npq.

3. Розподiл Пуассона: ξ ' Π(λ), Dξ = λ.
За означенням

Dξ = Mξ(ξ − 1) +Mξ − (Mξ)2 =∑
k≥0 k(k − 1) λk

k!
e−λ + λ− λ2 = λ2 + λ− λ2 = λ.
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4. Рiвномiрний розподiл: ξ ' U(a, b), Dξ = (b− a)2/12.

Dξ =
∫ b

a
x2 1

b−a
dx− (a+ b)2/4 = (b− a)2/12.

5. Показниковий розподiл: ξ ' Exp(λ), Dξ = 1/λ2.

Dξ =
∫∞

0
x2 λ exp(−λx)dx− 1/λ2 = 1/λ2.

6. Нормальний розподiл: ξ ' N(µ, σ2), Dξ = σ2.
За формулою (г) про дисперсiю лiнiйного перетворення

Dξ = M(µ+ σ ζ) = σ2Dζ = σ2,

де ζ – стандартна нормальна величина, для якої

Dζ = Mζ2 =
∫∞
−∞ x2 1√

2π
exp(−x2/2)dx =∫∞

0
2y 1√

2π
exp(−y) dy√

2y
= Γ(3

2
)
√

2
π

= 1.

Наслiдок: параметр σ2 нормального розподiлу збiгається з дисперсi-
єю вiдповiдної нормальної величини.
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15. Iмовiрнiснi нерiвностi
Теорема (загальна нерiвнiсть Чебишева). Нехай функцiя

g : R+ → R+ не спадає, а ξ ≥ 0. Тодi для довiльної сталої c > 0

P (ξ ≥ c) ≤ Mg(ξ)

g(c)
.

Доведення. З невiд’ємностi та монотонностi g виводимо нерiвнiсть
g(ξ) ≥ g(c)1{ξ ≥ c}, ∀ω ∈ Ω. Звiдси за монотоннiстю математичного сподi-
вання дiстанемо шукану нерiвнiсть:

Mg(ξ) ≥Mg(c)1{ξ ≥ c} = g(c)P (ξ ≥ c) �

Вправа.
(1) У припущеннi скiнченностi правої частини доведiть нерiвнiсть

P (ξ ≥ x) ≤ exp(−ax)M exp(aξ).
(2) Довести при x > 0 нерiвнiсть

∫∞
x

exp(−y2/2)dy ≤ x−1 exp(−x2/2).
Теорема (нерiвнiсть Чебишева для дисперсiй). Якщо iснує Dξ,

то для довiльного ε > 0

P (|ξ −Mξ| ≥ ε) ≤ Dξ / ε2.

Доведення. Iз загальної нерiвностi Чебишева для невiд’ємної випад-
кової величини (ξ −Mξ)2 та функцiї g(x) ≡ x отримуємо

P (|ξ −Mξ| ≥ ε) = P ((ξ −Mξ)2 ≥ ε2) ≤M(ξ −Mξ)2/ε2 = Dξ / ε2 �

Вправа. Для якої величини ξ нерiвнiсть Чебишева перетворюється на рiв-
нiсть ?
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Правило 3σ. Нерiвнiсть Чебишева дає загрублену оцiнку вiдхилення
випадкової величини вiд свого математичного сподiвання, оскiльки вико-
нується для довiльного розподiлу та не враховує специфiку нормального
розподiлу. Якщо ж величина ξ має нормальний розподiл, то при ε = 3σξ

лiва частина нерiвностi Чебишева наближено дорiвнює 0.003. Останньою
ймовiрнiстю часто можна знехтувати. Тому, наприклад, у технiцi вважа-
ють, що випадковi похибки при обробцi деталей завжди не перевищують
3σξ. Це i є правило 3 сигма.

Вправа. Довести при t > 0 нерiвнiсть P (|ξ −Mξ| ≥ t M |ξ|) ≤ 1/t.
Теорема (нерiвнiсть Йенсена). Нехай функцiя g(x) опукла донизу

(як x2), а випадковi величини ξ та g(ξ) iнтегровнi. Тодi

g(Mξ) ≤Mg(ξ).

Доведення. Для довiльної опуклої донизу функцiї g в кожнiй точцi
x iснує опорна пряма, графiк якої лежить цiлком пiд графiком функцiї:

g(x) ≥ g(x0) + k(x0)(x− x0), ∀x ∈ R.

Пiдставимо в цю нерiвнiсть x = ξ, x0 = Mξ та скористаємося монотоннi-
стю математичного сподiвання:

Mg(ξ) ≥M(g(Mξ) + k(Mξ)(ξ −Mξ)) =

g(Mξ) + k(Mξ)M(ξ −Mξ) = g(Mξ) �

Теорема (нерiвнiсть Ляпунова). Якщо 1 ≤ s ≤ t, то

(M |ξ|s)1/s ≤ (M |ξ|t)1/t.

Доведення. Оскiльки функцiя g(x) = xt/s, x ≥ 0, опукла донизу, то
шукана нерiвнiсть випливає з нерiвностi Йенсена
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(M |ξ|s)t/s = g(M |ξ|s) ≤Mg(|ξ|s) = M |ξ|t �

Теорема (нерiвнiсть Гельдера) Якщо числа p, q > 0 спряженi:
1/p+ 1/q = 1, то

M |ξη| ≤ (M |ξ|p)1/p (M |η|q)1/q.

Доведення. Пiдставимо в елементарну нерiвнiсть xy ≤ xp/p + yq/q
вирази x = |ξ| /(M |ξ|p)1/p та y = |η| /(M |η|q)1/q та використаємо монотон-
нiсть математичного сподiвання:

M |ξη| /(M |ξ|p)1/p(M |η|q)1/q ≤

M |ξ|p /pM |ξ|p +M |η|q /qM |η|q = 1/p+ 1/q = 1 �

Теорема (нерiвнiсть Кошi)

(Mξη)2 ≤Mξ2 Mη2.

Доведення. Випливає з нерiвностi Гельдера при p = q = 2 �
Зауважимо, що рiвнiсть у нерiвностi Кошi має мiсце тодi й тiльки

тодi, коли η = cξ майже напевне для деякої сталої c, оскiльки при виборi
c =

√
Mη2/Mξ2 справедлива тотожнiсть

M(η − cξ)2 = 2c(
√
Mξ2 Mη2 −Mξη)

Теорема (нерiвнiсть Мiнковського) Якщо число p ≥ 1, то

(M |ξ + η|p)1/p ≤ (M |ξ|p)1/p + (M |η|p)1/p.
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Зауваження. Величину ‖ξ‖ ≡ (M |ξ|p)1/p можна розглядати як нор-
му у лiнiйному просторi iнтегровних у степенi p випадкових величин:
Lp(P ) = {ξ : M |ξ|p < ∞}. Нерiвнiсть Мiнковського гарантує необхiдну
умову напiвадитивностi для цiєї норми.

Доведення. Нерiвнiсть при p = 1 вже доведена. Для p > 1 застосуємо
нерiвнiсть Гельдера в правiй частинi нерiвностi

M |ξ + η|p ≤M |ξ| |ξ + η|p−1 + M |η| |ξ + η|p−1 ≤

(M |ξ|p)1/p(M |ξ + η|pq−q)1/q + (M |η|p)1/p(M |ξ + η|pq−q)1/q =

((M |ξ|p)1/p + (M |η|p)1/p)(M |ξ + η|p)1/q �
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16. Сумiсна функцiя розподiлу вектора та її
властивостi

Означення. Нехай ξ = (ξ1, ..., ξn) випадковий вектор. Сумiсною фун-
кцiєю розподiлу (або ж сукупною функцiєю розподiлу) вектора ξ нази-
вається дiйсна функцiя Fξ(x) : Rn → R, яка в точцi x = (x1, ..., xn)
дорiвнює

Fξ(x) ≡ Fξ(x1...xn) = P (ξ < x) ≡ P (ξ1 < x1, ..., ξn < xn).

В даному роздiлi порiвняння векторiв та iншi операцiї будемо прово-
дити покоординатно. Зокрема, запис x < y еквiвалентний xk < yk при
всiх k = 1, n. Запис y ↑ x визначає, що yk ↑ xk при кожному k.

16.1. Загальнi властивостi сумiсної функцiї розподiлу

Теорема (про властивостi сумiсної функцiї розподiлу). Нехай
ξ – випадковий вектор, а F = Fξ його сумiсна функцiя розподiлу. Тодi ця
функцiя:

(1) неспадна: F (x) ≤ F (y) при всiх x ≤ y,
(2) нормована: F (x) → 0 при mink xk ↓ −∞, та F (x) → 1 при

mink xk ↑ ∞,
(3) неперервна злiва: F (x− 0) = F (x) для всiх x, тобто

limy ↑ x, y<x F (y) = F (x).

Зауваження. Iснування границь у (2),(3) випливає з монотонностi
(1).
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Доведення.
(1) випливає з монотонностi ймовiрностi, оскiльки {ξ < x} ⊂ {ξ < y},
(2) виводиться з неперервностi ймовiрностi, оскiльки

{ξ < x(m)} ↓ ∅ при x(m) ↓ −∞ так, що mink xk(m) ↓ −∞,m→∞,

{ξ < x(m)} ↑ Ω при x(m) ↑ ∞ так, що mink xk(m) ↑ ∞, m→∞.

(3) доводиться аналогiчно: {ξ < y} ↑ {ξ < x} при y ↑ x �

16.2. Невiд’ємнiсть приростiв

На вiдмiну вiд функцiї розподiлу скалярної випадкової величини, сумi-
сна функцiя розподiлу має ще одну характеристичну властивiсть. Для її
формулювання позначимо через Πx кут

Πx = (−∞, x) = Πn
k=1(−∞, xk), x = (x1, ..., xn).

Для початку припустимо, що розмiрнiсть n = 2. Зауважимо, що па-
ралелепiпед [a, b) = [a1, b1) × [a2, b2) зображується у виглядi вкладеної
рiзницi вкладених рiзниць кутiв

[a, b) = (Πb \ Πb′) \ (Πa′ \ Πa),

де точки b′ = (a1, b2), a
′ = (a2, b1).

Якщо випадковий вектор ξ має сумiсну функцiю розподiлу F, то з вла-
стивостi ймовiрностi вкладеної рiзницi подiй та з наведеного зображення
отримуємо

P (ξ ∈ [a, b)) = P (ξ ∈ Πb \ Πb′)− P (ξ ∈ Πa′ \ Πa) =

P (ξ ∈ Πb)− P (ξ ∈ Πb′)− P (ξ ∈ Πa′) + P (ξ ∈ Πa) = ∆[a,b)F,
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де за означенням ∆[a,b)F = F (b)− F (b′)− F (a′) + F (a).
Вираз ∆[a,b)F називається при n = 2 приростом сумiсної функцiї роз-

подiлу на прямокутнику [a, b).
У загальному випадку n > 2 правило чергування знакiв при значеннях

функцiї у вершинах паралелепiпеда [a, b) визначається аналогiчно.
Означення. Нехай функцiя F = F (x1, ..., xn) : Rn → R. Її k-м час-

тковим приростом на [ak, bk) називається рiзниця

∆k
[ak,bk)F = F (x1, ..., bk, ..., xn)− F (x1, ..., ak, ..., xn),

а приростом на паралелепiпедi [a, b) – результат послiдовних часткових
приростiв

∆[a,b)F = ∆n
[an,bn)∆

n−1
[an−1,bn−1)...∆

1
[a1,b1)F.

Теорема (про ймовiрнiсть значення всерединi паралелепiпе-
да). Якщо випадковий вектор ξ має сумiсну функцiю розподiлу F, то

P (ξ ∈ [a, b)) = ∆[a,b)F.

Доведення проводиться за iндукцiєю. Iндуктивне припущення має
вигляд

P ({ξ1 ∈ [a1, b1)..., ξk ∈ [ak, bk) } ∩ A) =

∆k
[ak,bk)...∆

1
[a1,b1)P ({ξ1 < x1, ..., ξk < xk} ∩ A),

де A – довiльна подiя. Справедливiсть iндуктивного переходу випливає з
очевидної тотожностi

P ({ξk ∈ [ak, bk) } ∩ A ∩B) = ∆k
[ak,bk)P ({ξk < xk} ∩ A ∩B)
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для довiльних подiй A,B.
Теорема (про прирости сумiсної функцiї розподiлу). Нехай ξ

– випадковий вектор, а F = Fξ його сумiсна функцiя розподiлу. Тодi
виконується умова:

(4) для довiльного паралелепiпеда [a, b) прирiст

∆[a,b)F = P (ξ ∈ [a, b)) ≥ 0.

Доведення випливає з теореми про ймовiрнiсть значення всерединi
паралелепiпеда та з невiд’ємностi ймовiрностi �

Означення. Будь-яка функцiя F = F (x1, ..., xn) : Rn → R, яка задо-
вольняє умови (1), (2), (3) i (4), називається сумiсною функцiєю розпо-
дiлу.

Вправа.
(1). Нехай G1, ..., Gn – функцiї розподiлу. Тодi F (x1, ..., xn) =

∏n
k=1Gk(xk)

є сумiсною функцiєю розподiлу.
(2)..Функцiя F (x1, x2) = 1/2 + 2π−1 arctan max(x1, x2) задовольняє умови

(1),(3), однак не є сумiсною функцiєю розподiлу.
(3). Функцiя F (x1, x2) = min(x1+x2, 1)1x1≥0, x2≥0 задовольняє умови (1),(2),(3),

однак не є сумiсною функцiєю розподiлу.

16.3. Мiра Лебега – Стiлтьєса в евклiдовому просторi

Означення. Нехай F – довiльна сумiсна функцiя розподiлу. Назве-
мо адитивною мiрою Лебега – Стiлтьєса в Rn, що породжена F (або,
коротше, адитивною мiрою F ), таку функцiю F на алгебрi об’єднань
попарно несумiсних паралелепiпедiв

A(Rn) = {A =
⋃m

k=1
[a(k), b(k)), [a(i), b(i)) ∩ [a(j), b(j)) = ∅, i 6= j},
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значення якої задаються рiвнiстю

F (A) =
∑m

k=1
∆[a(k), b(k))F.

Теорема (про адитивну мiру в евклiдовому просторi). Адитив-
на мiра F є невiд’ємною, нормованою та скiнченно-адитивною функцiєю
на A(Rn). Зокрема, F напiвадитивна.

Доведення очевидне �

Теорема (про неперервнiсть у нулi мiри Лебега – Стiлтьє-
са). Адитивна мiра F є неперервною в нулi на A(Rn), i як наслiдок,
σ-адитивна на алгебрi A(Rn).

Доведення не вiдрiзняється вiд доведення аналогiчної теореми в одно-
вимiрному випадку �

Теорема (про мiру Лебега – Стiлтьєса в евклiдовому про-
сторi). Нехай F – сумiсна функцiя розподiлу в Rn. Тодi на борелєвiй
σ-алгебрi B(Rn) iснує єдина невiд’ємна, нормована та σ-адитивна мiра
F така, що

F ((−∞, x)) = F (x), ∀x ∈ Rn.

Доведення. Достатньо визначити адитивну мiру Лебега – Стiлтьєса
на алгебрi, як це зроблено вище, та на пiдставi її σ-адитивностi застосу-
вати теорему про продовження мiри з алгебри на σ-алгебру B(R) �

Означення. Побудована за теоремою про мiру Лебега – Стiлтьєса в
евклiдовому просторi мiра F називається мiрою Лебега – Стiлтьєса, що
породжена сумiсною функцiєю розподiлу F .
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16.4. Обчислення ймовiрностей через сумiсну функцiю
розподiлу

Теорема (про обчислення ймовiрностей, пов’язаних iз випад-
ковим вектором). Нехай випадковий вектор ξ має сумiсну функцiю
розподiлу Fξ. Тодi для довiльної множини B ∈ B(Rn) виконується рiв-
нiсть

P (ξ ∈ B) = Fξ(B),

де Fξ – мiра Лебега – Стiлтьєса, що породжена сумiсною функцiєю роз-
подiлу Fξ.

Доведення.
За означенням шукана рiвнiсть має мiсце для кутiв B = (−∞, x). З iн-

шого боку, вирази в обох частинах як функцiї множин B є σ-адитивними
мiрами. Тому за теоремою Каратеодорi про продовження мiри вони збi-
гаються на всiй породженiй сигма-алгебрi B(Rn) �

Мiру Лебега – Стiлтьєса Fξ будемо називати розподiлом випадкового
вектора ξ.

16.5. Сумiсна щiльнiсть

Означення. Випадковий вектор ξ = (ξ1, ..., ξn) та його сумiсна фун-
кцiя розподiлу Fξ називаються абсолютно неперервними, якщо iснує не-
вiд’ємна вимiрна функцiя fξ(x) така, що

Fξ(x) =

∫
(−∞,x)

fξ(y)dy, ∀x ∈ Rn.

Функцiя fξ(x) називається сумiсною щiльнiстю величини ξ та функцiї
розподiлу Fξ.
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З нормованостi та монотонностi функцiї розподiлу випливають такi
властивостi щiльностi:

(1 –невiд’ємнiсть) fξ(x) ≥ 0 i
(2 –нормованiсть)

∫
Rn fξ(y)dy = 1.

Будь-яка невiд’ємна вимiрна нормована функцiя є сумiсною щiльнi-
стю певної сумiсної функцiї розподiлу, оскiльки з властивостей iнтегралу
(Рiмана або Лебега) випливатимуть характеристичнi властивостi (1)-(4)
сумiсної функцiї розподiлу, а отже, може бути побудована вiдповiдна мiра
Лебега – Стiлтьєса, що породжена сумiсною функцiєю розподiлу.

Вправа.
(1). Нехай сумiсна функцiя розподiлу F має сумiсну щiльнiсть f. Довести,

що прирiст на паралелепiпедi [a, b) дорiвнює iнтегралу.

∆[a,b)F =
∫ b1

a1
...
∫ bn

an
f(x1, ..., xn)dx1...dxn.

(2) Якщо випадковий вектор ξ = (ξ1, ..., ξn) має сумiсну щiльнiсть f, то всi
його координати мають щiльностi,

fξk
(x) =

∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ f(x1, ...xk−1, x, xk+1, .., xn)dx1...dxk−1dxk+1, ..dxn.

Якщо сумiсна функцiя розподiлу диференцiйовна, то з формули Нью-
тона – Лейбнiца (для iнтегралу Рiмана) або ж iз теореми Радона – Нi-
кодима (для iнтегралу Лебега) випливає, що сумiсна щiльнiсть (майже
всюди) збiгається з похiдною функцiї розподiлу:

fξ(x1, ..., xn) =
∂

∂x1

...
∂

∂xn

Fξ(x1, ..., xn).
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16.6. Обчислення ймовiрностей через сумiсну щiль-
нiсть

Теорема (про обчислення ймовiрностей, пов’язаних iз випад-
ковим вектором, через його сумiсну щiльнiсть). Якщо випадковий
вектор ξ має сумiсну щiльнiсть fξ(x), то

P (ξ ∈ B) =

∫
B

fξ(x)dx, ∀B ∈ B(Rn).

Доведення. Шукана рiвнiсть виконується для кутiв B = (−∞, x) за
означенням. З iншого боку, обидвi частини рiвностi як функцiї множини
B є сигма-адитивними мiрами. Тому за теоремою Каратеодорi про про-
довження мiри вони збiгаються на всiй породженiй σ-алгебрi B(Rn) �

Наслiдок (про єдинiсть сумiсної щiльностi). Сумiсна щiльнiсть
визначається сумiсною функцiєю розподiлу однозначно з точнiстю до
рiвностi майже всюди за мiрою Лебега.

Доведення. Якщо функцiї fi(x) одночасно є щiльностями, з означе-
ння та попередньої теореми виводимо, що∫

B
(f1(x)− f2(x))dx = 0, ∀ B ∈ B(Rn).

Оберемо B± = {x : (f1−f2)
±(x) > 0}, та пiдставимо в останню рiвнiсть.

За властивiстю iнтегралу Лебега отримаємо L(B±) = 0 �

16.7. Функцiї вiд випадкового вектора

Теорема (про обчислення ймовiрностей та математичного спо-
дiвання функцiї вiд випадкового вектора). Якщо випадковий вектор
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ξ має сумiсну функцiю розподiлу Fξ(x), а g : Rn → Rm борелєва функцiя,
то

P (g(ξ) ∈ B) =

∫
g(−1)(B)

dFξ(x), ∀B ∈ B(Rm),

Mg(ξ) =

∫
Rm

g(x) dFξ(x).

У випадку iснування сумiсної щiльностi цi iнтеграли Лебега – Стiл-
тьєса можна замiнити на вiдповiднi iнтеграли за мiрою Лебега iз сумi-
сною щiльнiстю.

Доведення повнiстю аналогiчне доведенню теореми про обчислення
ймовiрностей, пов’язаних iз випадковою величиною та про обчислення
математичного сподiвання функцiї вiд випадкової величини �

Приклад. Точки ξ, η випадково обрано на одиничному вiдрiзку. Яка
ймовiрнiсть подiї {ξ · η < 1/2} ? З умови випадковостi робимо висновок,
що вектор (ξ, η) рiвномiрно розподiлений на квадратi [0, 1]2, тобто має
сумiсну щiльнiсть f(x, y) = 1(x,y)∈[0,1]2 .
Позначимо B = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : x · y < 1/2}. Тодi

P (ξ · η < 1/2) = P ((ξ, η) ∈ B) =
∫

B
f(x, y)dxdy =

1/2 +
∫ 1

1/2
dx/2x = (1 + ln 2)/2.
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17. Числовi характеристики випадкових ве-
кторiв

Означення. Математичним сподiванням випадкового вектора
ξ = (ξ1, ..., ξn) називається вектор, складений з математичних сподi-
вань координат ξ :

Mξ = (Mξ1, ...,Mξn),

за умови, що останнi визначенi коректно.
Зауваження. Математичне сподiвання випадкового вектора має всi

основнi властивостi математичного сподiвання – позитивнiсть, монотон-
нiсть, лiнiйнiсть тощо.

17.1. Коварiацiя та кореляцiя випадкових величин

Означення. Нехай ξ, η – квадратично iнтегровнi величини. Їх кова-
рiацiєю називається число

Cov(ξ, η) ≡M(ξ −Mξ)(η −Mη) = Mξη −MξMη,

що є скiнченним за нерiвнiстю Кошi:

|Cov(ξ, η)| ≤
√
M(ξ −Mξ)2M(η −Mη)2 =

√
Dξ Dη = σξση.

Коефiцiєнтом кореляцiї випадкових величин ξ, η називається безроз-
мiрна величина

ρ(ξ, η) =
Cov(ξ, η)

σξση

,

яка внаслiдок нерiвностi Кошi набуває значень з iнтервалу [−1, 1].
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Величини ξ, η називаються некорельованими, якщо Cov(ξ, η) = 0.
Вправа. Виведiть iз нерiвностi Кошi, що рiвнiсть ρ(ξ, η) = ±1 має мiсце

тодi й тiльки тодi, коли η = a± bξ для деяких сталих a, b > 0.
Якщо простiр квадратично iнтегровних центрованих величин

L0
2(P ) ≡ {ξ : Mξ2 <∞, Mξ = 0}

розглядати як гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (ξ, η) = Mξη, то
‖ξ‖2 = Dξ i ρ(ξ, η) = cos(ξ∧η). Некорельованiсть величин iнтерпретується
як їх ортогональнiсть у даному просторi.

17.2. Коварiацiйна матриця випадкового вектора

Означення. Нехай ξ = (ξ1, ..., ξn) випадковий вектор. Його коварiа-
цiйною матрицею називається матриця

Cov(ξ) ≡ (Cov(ξi, ξj), i, j = 1, n).

Теорема (про властивостi коварiацiйної матрицi). Коварiацiйна
матриця випадкового вектора симетрична та невiд’ємно визначена.

Доведення. Симетричнiсть очевидна. Невiд’ємна визначенiсть (тобто
невiд’ємнiсть квадратичних форм c′Cov(ξ)c ≥ 0, ∀c ∈ Rn) випливає з
наступної теореми �

Теорема (про дисперсiю лiнiйної форми вiд випадкового ве-
ктора). Нехай ξ = (ξ1, ..., ξn) випадковий вектор iз коварiацiйною ма-
трицею Cov(ξ), стала c ∈ Rn, а η = c′ξ ≡

∑n
k=1 ckξk лiнiйна форма вiд ξ.

Тодi
Dη = c′Cov(ξ)c =

∑
i, j

ciCov(ξi, ξj)cj.

Доведення. Пiднесемо до квадрату та скористаємося лiнiйнiстю ма-
тематичного сподiвання:
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Dη = M(η −Mη)2 = M(
∑
ck(ξk −Mξk))

2 =

M
∑

i,j ci(ξi −Mξi)cj(ξj −Mξj) =
∑

i,j ciCov(ξi, ξj)cj �

Теорема (про коварiацiйну матрицю лiнiйного перетворення).
Нехай ξ = (ξ1, ..., ξn) випадковий вектор iз коварiацiйною матрицею Cov(ξ),
матриця C ∈ £(Rn,Rm), а

η = Cξ = (
∑n

k=1
cikξk, i = 1,m)

вiдповiдне лiнiйне перетворення ξ. Тодi

Cov(η) = C Cov(ξ) C ′.

Доведення. Обчислимо за означенням коварiацiї nf pf лiнiйнiстю ма-
тематичного сподiвання

Cov(η)i,j = M(ηi −Mηi)(ηj −Mηj) =

M (
∑

k Cik(ξk −Mξk)
∑

l Cjl(ξl −Mξl)) =∑
k,l CikCov(ξk, ξl)(C

′)lj = (C Cov(ξ) C ′)ij �
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18. Незалежнi випадковi величини
Кожна випадкова величина породжує певнi випадковi подiї, що є прообра-
зами борелєвих множин.. Незалежнiсть випадкових величин означає, що
всi такi породженi подiї незалежнi.

Означення. Випадковi величини (ξ1, ..., ξn) незалежнi в сукупностi,
якщо всi породженi ними випадковi подiї незалежнi в сукупностi, тобто
для довiльних Bk ∈ B(R)

P (ξ1 ∈ B1, ..., ξn ∈ Bn) =
∏n

k=1
P (ξk ∈ Bk).

18.1. Критерiй незалежностi випадкових величин

Теорема (про критерiй незалежностi випадкових величин).
Випадковi величини (ξ1, ..., ξn) незалежнi в сукупностi тодi й тiльки то-
дi, коли їх сумiсна функцiя розподiлу розпадається для всiх
(x1, ..., xn) ∈ Rn у добуток

F(ξ1,...,.ξn)(x1, ..., xn) ≡ P (ξ1 < x1, ..., ξn < xn) =∏n

k=1
P (ξk < xk) ≡

∏n

k=1
Fξk

(xk).

Доведення. Позначимо (∗) рiвняння в означеннi незалежностi. Роз-
глянемо клас множин

B∗
1={B1 ∈ B(R) : (∗) ∀ Bk = (−∞, xk), k = 2, n}.

З теореми про перетворення незалежних подiй випливає, що клас B∗
1 мi-

стить множину R та замкнений вiдносно вкладеної рiзницi та об’єднання
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множин, якi не перетинаються. Крiм того, за умовою (−∞, x1) ∈ B∗
1 для

всiх x1. Тому B∗
1 мiстить алгебру A(R), яка породжується напiвiнтерва-

лами за допомогою вказаних операцiй.
З властивостi неперервностi ймовiрностi випливає, що клас B∗

1 замкне-
ний вiдносно монотонної збiжностi. Дiйсно. з B1(m) ∈ B∗

1 та B1(m) ↑ B1

виводимо, що

P (ξ ∈ B1(m)×(−∞, x2)..×(−∞, xn)) → P (ξ ∈ B1×(−∞, x2)..×(−∞, xn)),

P (ξ1 ∈ B1(m))
∏n

k=2
P (ξk < xk) → P (ξ1 ∈ B1)

∏n

k=2
P (ξk < xk),

звiдки B1 ∈ B∗
1.

Отже, за теоремою про монотонний клас B∗
1 = B(R).

Далi, позначимо

B∗
2={B2 ∈ B(R) : (∗) ∀B1 ∈ B(R),∀Bk = (−∞, xk), k = 3, n}.

Клас B∗
2 мiстить всi iнтервали (−∞, x2) за доведеним вище. Звiдси анало-

гiчно доводимо, що B∗
2 = B(R).Повторюючи це мiркування, за iндукцiєю

дiстаємо шукане твердження �
Вправа. Дискретнi випадковi величини (ξ1, ..., ξn) незалежнi в сукупностi

тодi й тiльки тодi, коли для всiх x1, ...xn

P (ξ1 = x1, ..., ξn = xn) =
∏n

k=1 P (ξk = xk)

Теорема (про критерiй незалежностi абсолютно неперервних
величин). Нехай випадковий вектор ξ = (ξ1, ..., ξn) має сумiсну щiль-
нiсть fξ(x1, .xn). Величини (ξ1, ..., ξn) незалежнi в сукупностi тодi й
тiльки тодi, коли

fξ(x1, ..., xn) =
∏n

k=1
fξk

(xk).
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Доведення.
За умови абсолютної неперервностi умова теореми про критерiй неза-

лежностi випадкових величин еквiвалентна рiвностi∫ x1

−∞
..

∫ xn

−∞
fξ(y1, ..., yn)dy1...dyn =

∏n

k=1

∫ xk

−∞
fξk

(yk)dyk =

=

∫ x1

−∞
..

∫ xn

−∞

∏n

k=1
fξk

(yk)dy1...dyn ∀xk ∈ R.

Звiдси за означенням сумiсної щiльностi та з наслiдку про єдинiсть
сумiсної щiльностi виводимо сформульоване твердження �

Вправа.Якщо випадковi величини (ξ1, ..., ξn) незалежнi в сукупностi та
мають щiльностi, то утворений ними вектор абсолютно неперервний, а його
сумiсна щiльнiсть збiгається з добутком щiльностей координат.

18.2. Перетворення незалежних величин

Теорема (про перетворення незалежних величин). Нехай ви-
падковi величини (ξ1, ..., ξn) незалежнi в сукупностi, а g1,...gn – борелєвi
функцiї. Тодi випадковi величини

(g1(ξ1), ..., gn(ξn))

незалежнi в сукупностi.
Доведення.
Обчислимо при Bk ∈ B(R)

P (g1(ξ1) ∈ B1, ..., gn(ξn) ∈ Bn) =

P (ξ1 ∈ g
(−1)
1 (B1), ..., ξn ∈ g

(−1)
n (Bn)) =∏n

k=1 P (ξk ∈ g
(−1)
k (Bk)) =

∏n
k=1 P (gk(ξk) ∈ Bk) �
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Теорема (про векторнi перетворення незалежних величин).
Нехай випадковi величини (ξ1, ..., ξn) незалежнi в сукупностi, а
f : Rk → R, g : Rn−k → R – борелєвi функцiї. Тодi випадковi величини

f(ξ1, ..., ξk), g(ξk+1, ..., ξn)

незалежнi.
Доведення. За означенням незалежностi досить довести, що

P ((ξ1, .ξk) ∈ B, (ξk+1, .ξn) ∈ C) = P ((ξ1, .ξk) ∈ B) P ((ξk+1, .ξn) ∈ C)

для всiх B ∈ B(Rk), C ∈ B(Rn−k). Ця рiвнiсть для прямокутникiв
B =

∏k
i=1Bi, C =

∏n
i=k+1Ci випливає з означення незалежностi. Для мно-

жин B,C iз вiдповiдних алгебр A(Rk), A(Rn−k), що є об’єднаннями пря-
мокутникiв, виводимо її з адитивностi ймовiрностi. Нарештi, для борелє-
вих B,C шукана рiвнiсть справедлива, оскiльки вiдповiднi класи множин
B,C замкненi вiдносно монотонної збiжностi за властивiстю неперервно-
стi ймовiрностей.

Вправа.
(1) Знайти функцiю розподiлу максимуму та мiнiмуму незалежних однаково

розподiлених випадкових величин через їх спiльну функцiю розподiлу.
(2) Випадковi величини ξ1, ξ2 ' Exp(1) незалежнi та мають однаковий

показниковий розподiл iз параметром 1. Довести що величини (а) min(ξ1, ξ2)
та |ξ1 − ξ2| незалежнi однаково розподiленi, (б) ξ1/(ξ1+ξ2) та ξ1+ξ2 незалежнi.
Знайти вiдповiднi сумiснi розподiли. Узагальнити цi твердження на випадок n
незалежних однаково розподiлених показникових величин.

(3) Випадковi вектори (ξ1, ...ξn) з Rd називаються незалежними в сукупно-
стi, якщо для довiльних Bk ∈ B(Rd), k = 1, n, випадковi подiї {ξk ∈ Bk} є
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незалежними у сукупностi. Довести теореми про критерiй незалежностi випад-
кових векторiв, критерiй незалежностi абсолютно неперервних векторiв, про
перетворення незалежних векторiв.
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19. Математичне сподiвання добутку незале-
жних величин

19.1. Математичне сподiвання добутку

Теорема (про математичне сподiвання добутку незалежних
величин). Якщо величини ξ, η незалежнi та iнтегровнi, то добуток
ξη є iнтегровним i

Mξη = Mξ Mη.

Доведення.
(а) Нехай ξ = 1A, η = 1B. Тодi подiї A,B незалежнi i

Mξη = M 1A1B = M1A∩B = P (A ∩B) = P (A)P (B) = Mξ Mη.

(б) Нехай величини ξ, η незалежнi i простi, ξ =
∑
xi1Ai

, η =
∑
yj1Bj

.
Тодi за означенням незалежностi випадкових величин подiї {ξ = xi} = Ai

i {η = yj} = Bj незалежнi, а випадкова величина ξη дорiвнює xiyj на
множинi елементарних подiй Ai ∩ Bj.За теоремою про обчислення ма-
тематичного сподiвання функцiї вiд дискретної величини для функцiї
g((ξ, η)) = ξη

M(ξη) =
∑

i,j xiyj P (ξ = xi, η = yj) =
∑

i,j xiyjP (Ai ∩Bj) =∑
i,j xiyjP (Ai)P (Bj) =

∑
i xiP (Ai)

∑
j yjP (Bj) = Mξ Mη.

(в) Якщо ξ, η ≥ 0, за теоремою про апроксимацiю випадкових величин
простими побудуємо простi апроксимуючi величини 0 ≤ ξn ↑ ξ, 0 ≤ ηn ↑ η.
Тодi 0 ≤ ξnηn ↑ ξη, причому ξn, ηn незалежнi за визначенням ξn = ϕn(ξ),
ηn = ϕn(η) та за теоремою про перетворення незалежних величин.
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З твердження (б) та з теореми Лебега про монотонну збiжнiсть iз рiв-
няння Mξnηn = Mξn Mηn граничним переходом дiстанемо шукану рiв-
нiсть.

(г) Для знакозмiнних iнтегровних ξ, η за теоремою про перетворення
незалежних величин величини ξ±, η± незалежнi. Тому за лiнiйнiстю

Mξη = M(ξ+η+ − ξ−η+ − ξ+η− + ξ−η−) =

Mξ+Mη+ −Mξ−Mη+ −Mξ+Mη− +Mξ−Mη− = MξMη �

19.2. Дисперсiя суми незалежних величин

Теорема (про дисперсiю суми незалежних величин). Нехай ви-
падковi величини (ξ1, ..., ξn) попарно незалежнi. Тодi

D
(∑n

k=1
ξk

)
=
∑n

k=1
D(ξk).

Доведення. Обчислимо за означенням дисперсiї та за лiнiйнiстю ма-
тематичного сподiвання

D (
∑n

k=1 ξk) = M (
∑n

k=1(ξk −Mξk))
2

=
∑

i,j M(ξi −Mξi)(ξj −Mξj) =∑
i,j(M(ξiξj)−MξiMξj) =

∑
i=j(M(ξiξj)−MξiMξj) =∑

i(Mξ2
i − (Mξi)

2) =
∑n

k=1Dξk.

де при i 6= j використано теорему про властивостi дисперсiї та про мате-
матичне сподiвання добутку незалежних величин �

Приклад. Обчислення дисперсiї бiномiального розподiлу. Нехай χk =
1Yk

– iндикаторна величина успiху в k-му випробуваннi Бернуллi. За умо-
вою цi величини незалежнi. Тодi загальна кiлькiсть успiхiв дорiвнює ξ =
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∑n
k=1 χk, отже за формулою про дисперсiю iндикаторної величини Dξ =∑n
k=1Dχk = np(1− p).
Вправа.
(1). Для незалежних ξ, η обчислити D(ξη).
(2). Випадковi величини ξ1, ..., ξn незалежнi та однаково розподiленi, при-

чому M(ξ1 −Mξ1)
3 = 0. Довести, що випадковi величини µ = 1

n

∑n
k=1 ξk та∑n

k=1(ξk − µ)2 некорельованi.
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20. Розподiл суми незалежних величин. Гама-
розподiл

20.1. Розподiл суми незалежних величин

Для обчислення функцiї розподiлу суми незалежних величин доведемо
лему.

Лема. Нехай випадковi величини ξ, η незалежнi та мають функцiї роз-
подiлу Fξ, Fη. Тодi для довiльної множини B ∈ B(R2)

P ((ξ, η) ∈ B) =

∫ ∞

−∞
Fξ(By) dFη(y),

де By = {x : (x, y) ∈ B} – перерiз множини B на рiвнi y.
Доведення.
(а) Для прямокутникiв B = C × D шукана рiвнiсть випливає з неза-

лежностi ξ, η та з тотожностi (C × D)y = C при y ∈ D та (C × D)y = ∅
при y /∈ D, звiдки Fξ(By) = Fξ(C)1y ∈ D i

P ((ξ, η) ∈ B) =

∫ ∞

−∞
Fξ(C)1y ∈ D dFη(y) = Fξ(C)Fη(D) = P (ξ ∈ C, η ∈ D).

(б) Оскiльки вiдображення B → By є адитивним вiдносно об’єднання
попарно несумiсних множин, а обидвi частини рiвностi леми – лiнiйнi за
B, то ця рiвнiсть залишається справедливою для множин з алгебри A(R2).

(в) Нарештi, з теореми Лебега про монотонну збiжнiсть для правої
частини та з властивостi неперервностi ймовiрностi для лiвої виводимо,
що клас борелєвих множин, для яких рiвнiсть леми має мiсце, замкнений
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вiдносно монотонної збiжностi. Тому за теоремою про монотонний клас
дана рiвнiсть виконується для всiх B ∈ B(R2) �

Означення. Згорткою функцiй розподiлу F,G називається функцiя

F ∗G(a) =

∫ ∞

−∞
F (a− y) dG(y).

Теорема (про функцiю розподiлу суми незалежних величин).
Нехай випадковi величини ξ, η незалежнi та мають функцiї розподiлу
Fξ, Fη. Тодi функцiя розподiлу Fξ+η суми ξ + η дорiвнює згортцi

Fξ + η = Fξ ∗ Fη.

Доведення.
Нехай Ba = {(x, y) : x + y < a}. Тодi P (ξ + η < a) = P ((ξ, η) ∈ Ba)

i перерiз Ba
y = {x : x < a − y}. Пiсля пiдстановки Ba у попередню лему

отримуємо

P (ξ + η < a) = P ((ξ, η) ∈ Ba) =
∫∞
−∞ Fξ(B

a
y ) dFη(y) =∫∞

−∞ Fξ(a− y) dFη(y) = Fξ ∗ Fη(a) �

Наслiдок (про властивостi згортки).
(а) Згортка функцiй розподiлу є функцiєю розподiлу.
(б) Згортка є комутативною та асоцiативною операцiєю.
Доведення очевидне �
Вправа.
(1) Для незалежних дискретних випадкових величин ξ, η

P (ξ + η = a) =
∑

x P (ξ = x)P (η = a− x),
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де сума поширюється на множину значень величини ξ i називається згорткою
дискретних розподiлiв величин ξ та η.

(2) Якщо ξ, η – незалежнi величини з розподiлами Пуассона з параметрами
λ, µ вiдповiдно. Тодi сума ξ + η має розподiл Пуассона з параметром λ+ µ.

Означення. Згорткою щiльностей розподiлу f, g називається фун-
кцiя

f ∗ g(a) =

∫ ∞

−∞
f(a− y) g(y)dy.

Теорема (про щiльнiсть розподiлу суми незалежних величин).
Нехай випадковi величини ξ, η незалежнi та мають щiльностi розподiлу
fξ, fη. Тодi щiльнiсть розподiлу fξ+η суми ξ + η iснує i дорiвнює згортцi
fξ ∗ fη.

Доведення. Замiною порядку iнтегрування за теоремою Фубiнi про
кратний та повторнi iнтеграли досить перевiрити, що при всiх a ∈ R
справедливi тотожностi

Fξ ∗ Fη(a) =

∫ ∞

−∞
Fξ(a− y) dFη(y) =

∫ a

−∞
Fξ(a− y) fη(y)dy =

∫ ∞

−∞

(∫ a−y

−∞
fξ(x)fη(y)dx

)
dy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fξ(x)fη(y)1x+y < a dx dy =∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fξ(u− y)fη(y)1u < a du dy =

∫ a

−∞
fξ ∗ fη(u) du,

де використано також теорему про обчислення математичного сподiвання
функцiї вiд неперервної величини через її щiльнiсть та замiну змiнних
u = x+ y, y = y у кратному iнтегралi �

Вправа.
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(1) Випадковi величини ξ1, ..., ξn, η незалежнi у сукупностi,
P (ξk = 0) = P (ξk = 1) = 1/2, а η рiвномiрно розподiлена на [0, 1]. Довести,
що ξ =

∑n
k=1 2−kξk + 2−nη також рiвномiрно розподiлена на [0, 1].

(2, Роббiнс) Випадковi величини ξ1, ..., ξn незалежнi у сукупностi, а ζk =
ξ1 + ..+ ξk – їх частиннi суми. Довести, що

P (ζ1 ≤ x1, ..., ζn ≤ xn) ≥
∏n

k=1 P (ζk ≤ xk), ∀x1, ..., xn

(3) Випадковi величини ξ1, ..., ξn незалежнi у сукупностi та рiвномiрно роз-
подiленi на [0, 1]. Тодi щiльнiсть суми ξ1 + ...+ ξn дорiвнює

un(x) = 1
(n−1)!

∑n
k=0(−1)kCk

n(max(x− k, 0))n−1.

(4) Випадковi величини ξ1, ξ2 незалежнi та мають показниковий розподiл
Exp(λ). Тодi рiзниця ζ = ξ1 − ξ2 має розподiл Лапласа зi щiльнiстю fζ(x) =
1
2
λ exp(−λ |x|).

20.2. Розподiли Ерланга, Гама та хi-квадрат

Теорема (про розподiл Ерланга). Нехай величини (ξn, n ≥ 1) не-
залежнi в сукупностi, однаково розподiленi i мають показниковий роз-
подiл iз параметром λ. Тодi сума ζn = ξ1 + ...+ ξn має розподiл Ерланга
порядку n з щiльнiстю:

fn(x) = λ(λx)n−1 exp(−λx)/(n− 1)!, x ≥ 0.

Доведення.
За умовою f1(x) = λ exp(−λx), x ≥ 0.
Тут та нижче при x < 0 всi щiльностi fn(x) = 0.
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Оскiльки сума ζn = ζn−1 + ξn = (ξ1 + ...+ ξn−1)+ ξn, мiстить незалежнi
доданки за теоремою про векторнi перетворення незалежних величин,
iз теореми про щiльнiсть розподiлу суми незалежних величин дiстанемо
рекурентне рiвняння

fn(x) = (fn−1 ∗ f1)(x) =
∫ x

−∞ fn−1(x− y) f1(y)dy =∫ x

0
fn−1(x− y) λ exp(−y)dy =

∫ x

0
fn−1(y) λ exp(−λx+ λy)dy.

Переходячи до функцiй gn(x) = fn(x) exp(λx), виводимо при n ≥ 2
рекурентнi рiвняння

gn(x) = λ
∫ x

0
gn−1(y)dy, g1(x) = λ, ∀x ≥ 0,

звiдки за iндукцiєю знаходимо

gn(x) = λ(λx)n−1/(n− 1)!, fn(x) = λ(λx)n−1 exp(−λx)/(n− 1)! �

Якщо замiнити в означеннi розподiлу Ерланга факторiал на повну
гама-функцiю

Γ(α) ≡
∫ ∞

0

xα−1 exp(−x)dx,

отримаємо бiльш загальну сiм’ю розподiлiв.
Означення. Невiд’ємна випадкова величина ζ має гама-розподiл iз

параметрами λ, α > 0, позначення ζ ' Γ(λ, α), якщо її щiльнiсть дорiв-
нює

f(x) = λ(λx)α−1 exp(−λx) / Γ(α), x ≥ 0.

При α = n ∈ N гама-розподiл збiгається з розподiлом Ерланга.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 138 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Теорема (про iнварiантнiсть гама-розподiлiв вiдносно згор-
тки). Нехай випадковi величини ζ1 ' Γ(λ, α) i ζ2 ' Γ(λ, β) незалежнi.
Тодi їх сума має гама-розподiл

ζ1 + ζ2 ' Γ(λ, α+ β).

Доведення. За теоремою про щiльнiсть розподiлу суми незалежних
величин

fζ1 + ζ2
(x) = fζ1

∗ fζ2
(x) =∫ x

0

λ(λy)α−1 exp(−λy) λ(λx− λy)β−1 exp(−λx+ λy)dy/Γ(α)Γ(β) =

= λα+β xα+β−1 exp(−λx)
∫ 1

0

(1− t)α−1tβ−1dt / Γ(α)Γ(β)

= λ(λx)α+β−1 exp(−λx) / Γ(α+ β), x ≥ 0,

де зроблено замiну t = y/x та використанi означення та властивiсть повної
бета-функцiї B(α, β) = Γ(α)Γ(β)/Γ(α+ β) �

Частковим випадком гама-розподiлу є розподiл хi-квадрат, який ши-
роко застосовується в статистицi.

Теорема (про хi-квадрат розподiл). Нехай (ζn, n ≥ 1) незале-
жнi в сукупностi стандартнi нормальнi величини: ζn ' N(0, 1). Сума
квадратiв

χ2
n = ζ2

1 + ...+ ζ2
n

має гама-розподiл Γ(1/2, n/2), який називається хi-квадрат розподiлом
iз n ступенями свободи.

Доведення. Перевiримо спочатку, що ζ2
1 ' Γ(1/2, 1/2). Ця рiвнiсть

є наслiдком теореми про обчислення розподiлу функцiї вiд випадкової
величини :
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P (ζ2
1 < x) =

∫ √x

−
√

x
1√
2π

exp(−y2/2)dy = 2
∫ √x

0
1√
2π

exp(−y2/2)dy =∫ x

0
1√
2π
u−1/2 exp(−u/2)du = 1

Γ(1/2)

∫ x

0
(u/2)−1/2 exp(−u/2)du/2.

Отже, при n = 1 теорема доведена. Оскiльки величини ζ2
k незалежнi в

сукупностi, то доданки в сумi χ2
n+1 = χ2

n + ζ2
n незалежнi за теоремою про

векторнi перетворення незалежних величин. Якщо χ2
n ' Γ(1/2, n/2), то

за теоремою про iнварiантнiсть гама-розподiлiв вiдносно згортки χ2
n+1 '

Γ(1/2, n/2) + Γ(1/2, 1/2) ' Γ(1/2, n/2 + 1/2), що доводить теорему за iн-
дукцiєю �

Вправа.
(1) Випадковi величини ζk ' Γ(λ, αk), k = 1, 2, незалежнi. Довести, що

величини ζ1 + ζ2 i ζ1/ (ζ1 + ζ2) незалежнi, та знайти їх розподiли.
(2) Довести формулу Лiувiлля перетворення кратних iнтегралiв∫∞

0
...
∫∞

0
f(x1 + ...+ xn)xα1−1

1 ...xαn−1
n dx1...dxn =

Γ(α1)...Γ(αn)
Γ(α1+...+αn)

∫∞
0
f(y)yα1+...+αn−1dy.
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21. Нормальнi випадковi вектори
У даному роздiлi, як i в iнших, всi вектори розглядаються як вектори-
стовпчики. Символ ′ означає транспонування векторiв та матриць.

Означення. Випадковий вектор ζ = (ζ1, ..., ζn)′ називається
n-вимiрним стандартним нормальним вектором, позначення ζ ' Nn(0, I),
якщо випадковi величини ζ1, ..., ζn є незалежними в сукупностi стандар-
тними нормальними величинами.

Зауваження. З теореми про критерiй незалежностi абсолютно непе-
рервних величин та з означення стандартної нормальної величини випли-
ває, що вектор ζ є стандартним нормальним тодi й тiльки тодi, коли його
сумiсна щiльнiсть має вигляд

fζ(x) =
∏n

k=1

1√
2π

exp(−x2
k/2) =

= (2π)−n/2 exp(−1

2

∑n

k=1
x2

k) = (2π)−n/2 exp(−1

2
x′x).

Означення. Випадковий вектор ξ = (ξ1, ..., ξn)′ називається
n-вимiрним нормальним вектором, якщо його можна зобразити у ви-
глядi лiнiйного невиродженого перетворення стандартного нормального
вектора ζ, тобто якщо для деяких вектора m ∈ Rn та невиродженої
матрицi A ∈ Ln(Rn) виконується рiвнiсть ξ = m+ A ζ .

Зауваження. Можна розглядати узагальненi нормальнi вектори, для
яких матриця A є виродженою. Вони не є абсолютно неперервними, однак
вiдповiдне звуження на пiдпростiр повного рангу вже є нормальним ве-
ктором меншої розмiрностi. Бiльшiсть iз наведених нижче властивостей,
за винятком формули для щiльностi, мають мiсце i для узагальнених нор-
мальних векторiв.
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21.1. Сумiсна щiльнiсть нормального вектора

Теорема (про сумiсну щiльнiсть нормального вектора). Випад-
ковий вектор ξ є n-вимiрним нормальним вектором тодi й тiльки тодi,
коли його сумiсна щiльнiсть має вигляд

fξ(x) = (2π)−n/2 |detV |−1/2 exp(−1

2
(x−m)′V −1(x−m)), x ∈ Rn,

де m ∈ Rn, а матриця V ∈ Ln(Rn) є симетричною додатно визначеною.
Якщо ξ = m+ A ζ, ζ ' Nn(0, I), то m = m, V = AA′.

Означення. Якщо сумiсна щiльнiсть випадкового вектора ξ має на-
ведений вище вигляд, будемо писати ξ ' Nn(m,V ).

Зауваження. Останнє позначення для випадку, коли m = 0 i V = I –
одинична матриця, вiдповiдає за означенням стандартному нормальному
вектору.

Доведення.
Необхiднiсть. Нехай ξ = m+A ζ, де ζ стандартний нормальний вектор

i detA 6= 0.
Для обчислення щiльностi ξ розглянемо n-вимiрний кут

Πx = (−∞, x) =
∏n

k=1
(−∞, xk).

За теоремою про обчислення ймовiрностей, пов’язаних iз випадковою
величиною, через її щiльнiсть

Fξ(x) = P (ξ < x) = P (m+ A ζ ∈ Πx) = P (ζ ∈ A−1(Πx −m)) =∫
y∈A−1(Πx−m)

fζ(y)dy =

∫
y: m+Ay∈Πx

fζ(y)dy =
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∫
Πx

fζ(A
−1(u−m))

∣∣detA−1
∣∣ du,

де використана замiна змiнної u = m + Ay з якобiаном |detA−1| . Звiдси
за означенням сумiсної щiльностi

fξ(u) = fζ(A
−1(u−m))

∣∣detA−1
∣∣ =

|detA|−1 (2π)−n/2 exp(−1

2
(A−1(u−m))′A−1(u−m)) =

(2π)−n/2 |detV |−1/2 exp(−1

2
(u−m)′V −1(u−m)),

де враховано визначення V = AA′ та рiвнiсть |detA| = |detV |1/2 . Симе-
тричнiсть V очевидна, додатна визначенiсть випливає з невиродженостi
матрицi A та рiвностi c′V c = c′AA′c = |c′A|2 > 0 ∀c 6= 0.

Достатнiсть. Нехай вектор m ∈ Rn, матриця V симетрична додатно
визначена, а випадковий вектор ξ має наведену вище сумiсну щiльнiсть.
Зобразимо матрицю V у виглядi V = A A′ iз деякою невиродженою ма-
трицею A (це можливо пiсля зведення V до дiагональної форми). Розгля-
немо випадковий вектор ζ = −A−1m+ A−1ξ ≡ m1 + A1ξ. Тодi аналогiчно
до наведених вище мiркувань

fζ(x) = fξ(A
−1
1 (x−m1))

∣∣detA−1
1

∣∣ = fξ(Ax+m) |detA| =

(2π)−n/2 exp(−x′x/2),

тобто ζ – стандартний нормальний вектор i ξ = m+A ζ за означенням ζ
�
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21.2. Параметри розподiлу нормального вектора

Теорема (про iнтерпретацiю параметрiв нормального розпо-
дiлу). Нехай нормальний вектор ξ ' Nn(m,V ) . Тодi

Mξ = m, Cov(ξ) = V.

Доведення. Очевидно, що за лiнiйнiстю

Mξ = M(m+ A ζ) = m+ A Mζ = m+ A0 = m.

Далi, за теоремою про коварiацiйну матрицю лiнiйного перетворення
випадкового вектора

Cov(ξ) =Cov(ξ −m) =Cov(Aζ) = ACov(ζ)A′ = AIA′ = V �

21.3. Нормальний вектор на площинi

Теорема (про щiльнiсть нормального розподiлу на площинi).
Для довiльного нормального вектора на площинi ξ = (ξ1, ξ2) ' N2(·) iсну-
ють п’ять сталих µ1, µ2 ∈ R, σ2

1 > 0, σ2
2 > 0, ρ ∈ (−1, 1) такi, що сумiсна

щiльнiсть дорiвнює

fξ(x) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

×

exp

(
− 1

2(1− ρ2)

[(
x1 − µ1

σ1

)2

− 2ρ
x1 − µ1

σ1

x2 − µ2

σ2

+

(
x2 − µ2

σ2

)2
])

,

причому Mξk = µk, Dξk = σ2
k, k = 1, 2, а коефiцiєнт кореляцiї мiж ξ1 i

ξ2 дорiвнює
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ρ(ξ1, ξ2) =Cov(ξ1, ξ2)/σ1σ2 = M(ξ1 − µ1)(ξ2 − µ2)/σ1σ2 = ρ.

Доведення. Будь-яка невироджена симетрична додатно визначена

матриця 2 × 2 має вигляд V =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
, де σk > 0, |ρ| < 1.

З формули обертання матрицi

V −1 =
1

1− ρ2

(
σ−2

1 −ρσ−1
1 σ−1

2

−ρσ−1
1 σ−1

2 σ−2
2

)
,

та з теореми про сумiсну щiльнiсть нормального вектора знаходимо шу-
кану формулу для щiльностi. Подальше випливає з теореми про iнтер-
претацiю параметрiв нормального розподiлу та з означення коефiцiєнта
кореляцiї �

Вправа. Нехай (ξ1, ξ2) ' N2 з Mξk = 0, Dξk = 1, ρ =Cov(ξ1, ξ2). Дове-
сти, що: (а) P (ξ1 · ξ2 < 0) = (arccos ρ) / π, (б) щiльнiсть вiдношення ξ1/ξ2

дорiвнює
√

1− ρ2/ π(1− 2ρx+ x2).
Теорема (про незалежнiсть координат нормального вектора).

Нехай ξ = (ξ1, ξ2)
′ ' N2(m,V ). Величини ξ1 i ξ2 незалежнi тодi й тiльки

тодi, коли Cov(ξ1, ξ2) = 0.
Доведення.
Некорельованiсть незалежних величин доведена вище як наслiдок те-

ореми про математичне сподiвання добутку незалежних величин.
Навпаки, з некорельованостi величин виводимо, що коефiцiєнт коре-

ляцiї ρ = 0. З теореми про щiльнiсть нормального розподiлу на площинi
виводимо, що ця щiльнiсть розпадається в добуток маргiнальних одно-
вимiрних щiльностей. Тому шукане твердження випливає з теореми про
критерiй незалежностi абсолютно неперервних величин �

Вправа. Нехай (ξ1, ξ2) нормальний вектор на площинi з нульовим сере-
днiм, причому Cov(ξ1, ξ2) < 0 Довести, що



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 145 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

P (ξ1≥ x1, ξ2≥ x2) ≤ P (ξ1≥ x1) P (ξ2≥ x2), ∀xk≥ 0.

21.4. Лiнiйнi перетворення нормальних векторiв

Теорема (про лiнiйнi перетворення нормальних векторiв).
(а) Якщо ξ ' Nn(m,V ),стала a ∈ Rn, i перетворення T ∈ Ln(Rn)

невироджене, то η ≡ a+ Tξ ' Nn(a+ Tm, TV T ′).

(б) Якщо ζ ' Nn(0, I) стандартний нормальний вектор, а матриця
U – ортонормована, то вектор Uζ ' Nn(0, I) теж стандартний нор-
мальний.

(в) Якщо нормальнi вектори ξk ' Nnk
(mk, Vk), k = 1, 2 незалежнi, то

складений ними вектор (ξ1, ξ2) ' Nn1+n2 також є нормальним.
Доведення.
(а) Нехай ξ = m+ A ζ, де вектор ζ – стандартний нормальний. Тодi
η = a+ Tξ = a+ Tm+ TA ζ.

Отже, за означенням нормального вектора
η ' Nn(a+ Tm, TA(TA)′) = Nn(a+ Tm, TV T ′).

(б) Випливає з (а) та з означення стандартного нормального вектора,
оскiльки MUζ = UMζ = 0, Cov(Uζ) = UIU ′ = I

(в) Нехай ξk = mk +Akζk, де ζk – стандартнi нормальнi вектори. Тодi
вектори ζk = A−1

k (ξk − mk) знову незалежнi за теоремою про перетво-
рення незалежних величин. За означенням вектор (ζ1, ζ2) є стандартним
нормальним, оскiльки його координатами є незалежнi стандартнi нор-
мальнi величини. Отже, (ξ1, ξ2) є нормальним вектором як невироджене
лiнiйне перетворення (ζ1, ζ2) �

Вправа. Нехай fk(x1, x2) щiльнiсть двовимiрного нормального розподiлу
з нульовими середнiми, одиничними дисперсiями та рiзними кореляцiями ρk.
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Довести, що випадковий вектор зi щiльнiстю (f1(x1, x2) + f2(x1, x2))/2 не є
нормальним, однак його координати нормально розподiленi.

Теорема (про збереження нормальностi розподiлу).
Нехай T ∈ L(Rn,Rk) для деякого k < n, i rang(T ) = k.

Якщо ξ ' Nn(m,V ), то Tξ ' Nk(Tm, TV T
′).

Доведення.
Нехай ξ = m + A ζ, де вектор ζ – стандартний нормальний. Тодi

η = Tξ = Tm+ Tζ = Tm+Bζ ∈ Rk, де B = TA, rang(B) = k.
Оскiльки розмiрнiсть ядра Ker(B) ≡ {x : Bx = 0} дорiвнює

n−rang(B) = n − k, то в цьому пiдпросторi iснує ортонормований ба-
зис {ek+1, ..., en} розмiрностi n − k. Нехай {e1, ..., ek} його доповнення до
ортонормованого базису в Rn, що iснує за теоремою Грама – Шмiдта. То-
дi матриця U = (e1, ..., en) є ортонормованою i за теоремою про лiнiйнi
перетворення нормальних векторiв вектор θ ≡ U−1ζ = (θ1, ..., θn) є стан-
дартним нормальним. Зауважимо, що

BU = (Be1, ..., Ben) = (Be1, ..., Bek, 0, ..., 0)

за означенням U . Тому

η = Tξ = Tm+B ζ = Tm+BU U−1ζ = Tm+ (Be1, ..., Bek, 0, ..., 0)θ =

(Be1, ..., Bek) θ(k) ' Nk(Tm, ·),

оскiльки вектор θ(k) ≡ (θ1, ..., θk), що утворений k незалежними в суку-
пностi стандартними нормальними величинами, є стандартним нормаль-
ним k-вимiрним, а rang(Be1, ..., Bek) = k. Коварiацiйна матриця вектора
Tξ обчислюється за теоремою про коварiацiйну матрицю лiнiйного пере-
творення випадкового вектора:

Cov(Tξ) = TCov(ξ)T ′ = TV T ′ �
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Вправа. Якщо ζk – незалежнi нормальнi стандартнi величини, а кут θ не
залежить вiд них та рiвномiрно розподiлений на [0, 2π], то величина ζ1 cos θ+
ζ2 sin θ також стандартна нормальна.

21.5. Незалежнiсть i некорельованiсть нормальних ве-
личин

Наслiдок (про незалежнiсть лiнiйних форм нормального ве-
ктора) Нехай ξ ' Nn(m,V ), i c, d ∈ Rn, rang(c, d) = 2. Для того, щоб
лiнiйнi форми c′ξ i d′ξ були незалежнi, необхiдно й достатньо, щоб вони
були некорельованi

Cov(c′ξ, d′ξ) ≡ c′V d = 0.

Доведення. За теоремою про збереження нормальностi розподiлу ве-
ктор (c′ξ, d′ξ) є нормальним вектором на площинi. Тому твердження те-
ореми випливає з теореми про незалежнiсть координат нормального ве-
ктора на площинi.

Наслiдок (про нормальнiсть суми незалежних нормальних
векторiв) Нехай ξk ' Nn(mk, Vk) – незалежнi нормальнi випадковi ве-
ктори. Тодi сума ξ1 + ξ2 ' Nn(m1 + m2, V1 + V2) теж має нормальний
розподiл.

Доведення. За теоремою про лiнiйнi перетворення нормальних ве-
кторiв, (в), складений вектор (ξ1, ξ2) є нормальним. Тому його лiнiйна
форма ξ1 + ξ2 є нормальним вектором за теоремою про збереження нор-
мальностi розподiлу. Оскiльки координати ξ1 незалежнi i некорельованi
з координатами ξ2, то

M(ξ1 + ξ2) = m1 +m2,
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Cov(ξ1 + ξ2) = Cov(ξ1)+Cov(ξ2) = V1 + V2,

отже, розподiл нормального вектора ξ1 + ξ2 ' Nn(m1 +m2, V1 + V2) �
Вправа. Узагальнений нормальний вектор визначається як лiнiйне пе-

ретворення ξ = m + A ζ стандартного нормального з довiльною матрицею
A ∈ L(Rn,Rn). Довести, що: (а) розподiл ξ однозначно визначається векто-
ром m та матрицею V = AA′, (б) теорему про iнтерпретацiю параметрiв, (в)
теорему про лiнiйнi перетворення, (г) теорему про збереження нормальностi
розподiлу для класу узагальнених нормальних векторiв. Вказiвка: нехай T ′ –
нульове продовження на Rn матрицi ортонормованого базису простору власних
векторiв матрицi A. Тодi AT ′ = 0, iдемпотентна матриця J = TT ′ мiстить
n−rang(A) = n−rang(V ) перших одиниць на дiагоналi, причому для кожного
ε 6= 0 матрицяA+ εT невироджена. Отже, вектор ξε = m+(A+εT )ζ = ξ+εTζ
є n-вимiрним нормальним, ξε → ξ, ε → 0, i оскiльки Mξε = m, Cov(ξε) =
(A + εT )(A + εT )′ = V + ε2J , то розподiл ξε ' Nn(m,V + ε2J) повнiстю
визначається параметрами ε та m,V. Нарештi, границя P (ξ ∈ Πx) = limε→0

P (ξε ∈ Πx) залежить лише вiд m,V та x.
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22. Збiжнiсть за ймовiрнiстю та її властиво-
стi.

Означення. Послiдовнiсть випадкових величин (ξn, n ≥ 1) збiгається
за ймовiрнiстю до величини ξ (позначення ξn →P ξ), якщо для кожного
ε > 0

P ( |ξn − ξ| ≥ ε) → 0 при n→∞.

Зауваження. Якщо одночасно ξn →P η, то P (|η − ξ| ≥ ε) = 0 для
всiх ε > 0, звiдки η − ξ = 0 м.н., тобто границя за ймовiрнiстю визначена
однозначно з точнiстю до рiвностi майже напевне.

Вправа. Доведiть, що клас усiх випадкових величин iз метрикою Левi

ρ(ξ, η) = inf(ε > 0 : P (|ξ − η| ≥ ε) ≤ ε)

є повним метричним простором, збiжнiсть в якому є збiжнiстю за ймовiрнiстю.
Вказiвка. Якщо P (|ξ − η| ≥ ε) ≤ δ, то ρ(ξ, η) ≤ max(ε, δ). Звiдси

ρ(ξ, η) = inf(max(ε, δ) > 0 : P (|ξ − η| ≥ δ) ≤ ε).

Тому ρ(ξn, ξ) → 0 тодi й тiльки тодi, коли limP (|ξn − ξ| ≥ δ) = 0, ∀δ > 0.
З нерiвностi P (|ξ − η| ≥ ε + δ) ≤ P (|ξ − ζ| ≥ ε) + P (|ζ − η| ≥ δ) випливає
нерiвнiсть трикутника. Доведення повноти спирається на можливiсть видiлення
з послiдовностi, що є фундаментальною за ймовiрнiстю, пiдпослiдовностi, яка
фундаментальна майже напевне.

22.1. Властивостi збiжностi за ймовiрнiстю

Теорема (про властивостi збiжностi за ймовiрнiстю). Нехай
ξn →P ξ.
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(а) Якщо f ∈ C(R), то f(ξn) →P f(ξ).
(б) Якщо |ξn| ≤ c, то Mξn →Mξ.
(в) Якщо V (x) додатна неперервна функцiя, V (x)/x→∞ при x→∞,

та sup n M V (|ξn|) <∞, то Mξn →Mξ.
Доведення.
(а) Для довiльного γ > 0 оберемо c > 0 так, щоб P (|ξ| > c) ≤ γ.

Позначимо

wc,δ (f) = sup
|x| ≤ c, |x−y| ≤ δ

|f(x)− f(y)|

модуль неперервностi функцiї f у δ-околi вiдрiзка [−c, c]. З неперервностi
f та компактностi вiдрiзка випливає, що wc,δ (f) → 0 при δ → 0, оскiльки
неперервна функцiя рiвномiрно неперервна на компактi i при δ ≤ 1 за
означенням

wc,δ (f) ≤ sup|x|,|y| ≤ c+1, |x−y| ≤ δ |f(x)− f(y)| → 0, δ → 0.

Тому для довiльного ε > 0 знайдеться δ > 0 таке, що wc,δ (f) < ε.
З останньої умови та з припущень |ξn − ξ| < δ i |ξ| ≤ c виводимо, що
|f(ξn)− f(ξ)| < ε. Отже, за вказаним вибором δ > 0 має мiсце включення

{|f(ξn)− f(ξ)| ≥ ε} ⊂ {|ξ| > c} ∪ {|ξn − ξ| ≥ δ},

i за напiвадитивнiстю ймовiрностi

P (|f(ξn)− f(ξ)| ≥ ε) ≤ P (|ξ| > c) + P (|ξn − ξ| ≥ δ) ≤

γ + P (|ξn − ξ| ≥ δ) ≤ 2γ
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для досить великих n, де γ довiльна додатна стала. Тому лiва частина
прямує до нуля при n→∞.

(б) Нехай функцiя g ∈ C(R), така, що g(x) = 0 при |x| ≤ c та g(x) > 0
при |x| > c. Тодi 0 = g(ξn) →P g(ξ), отже, g(ξ) = 0 та |ξ| ≤ c майже
напевне. Тому для кожного ε > 0 з iмовiрнiстю 1 справедлива нерiвнiсть

|ξn − ξ| ≤ ε+ 2c 1{|ξn−ξ| ≥ ε}

i з монотонностi математичного сподiвання отримуємо

lim n→∞ M |ξn − ξ| ≤ ε+ 2c lim n→∞P (|ξn − ξ| ≥ ε) = ε.

Зважаючи на довiльнiсть ε > 0, звiдси виводимо шукане твердження.
(в) Нехай τ c(x) – непарна неперервна функцiя, яка при x ≥ 0 дорiвнює

τ c(x) = min(x, c max(c+ 1− x, 0)). Зауважимо, що
(1) τ c(x) = x, ∀ |x| ≤ c,
(2) τ c(x) = 0, ∀ |x| > c+ 1,
(3) |τ c(x)| ≤ c, τ c ∈ Cb.
Отже, згiдно з доведеними властивостями (а,б)

τ c(ξn) →P τ c(ξ), Mτ c(ξn) →Mτ c(ξ), n→∞.

Позначимо ε(c) = supx ≥ c x/V (x). Тодi ε(c) → 0 при c→∞ за умовою.
Крiм того, за властивiстю (1) та означенням ε(c)

|x− τ c(x)| ≤ |x| 1|x| > c ≤ ε(c)V (|x|), ∀x ∈ R.

Далi, з неперервностi V випливає збiжнiсть V (|ξn|) →P V (|ξ|), звiдки за
лiвою нерiвнiстю Фату (що виконується для довiльних невiд’ємних вели-
чин V (|ξn|))

MV (|ξ|) = M limn→∞V (|ξn|) ≤ limn→∞MV (|ξn|) <∞.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 152 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Тому з означення τ c та попереднiх оцiнок дiстанемо нерiвнiсть

limn→∞ |Mξn −Mξ| ≤ limn→∞ M |ξn − τ c(ξn)|+
limn→∞ |Mτ c(ξn)−Mτ c(ξ)| +M |τ c(ξ)− ξ| ≤

ε(c) supn≥1MV (|ξn|) + 0 + ε(c)MV (|ξ|).

Вибором c праву частину можна зробити як завгодно малою �
Вправа.
(1) Послiдовнiсть випадкових величин (ξn, n ≥ 1) обмежена за ймовiрнi-

стю, тобто limc→∞ supn≥1 P (|ξn| ≥ c) = 0, а ηn →P 0, n → ∞. Довести, що
ξnηn →P 0.

(2) Нехай ξn →P ξ, ηn →P η, а f ∈ C(R2). Довести, що f(ξn, ηn) →P

f(ξ, η).

22.2. Iншi види збiжностi випадкових величин

Означення. Послiдовнiсть випадкових величин (ξn, n ≥ 1) збiгається
з iмовiрнiстю 1 до величини ξ або ж збiгається майже напевне (позначе-
ння ξn →P1 ξ), якщо

P ({ω : ∃ limn→∞ ξn(ω) = ξ(ω)}) = 1.

Означення. Послiдовнiсть випадкових величин (ξn , n ≥ 1) збiгає-
ться до величини ξ у середньому порядку q (позначення ξn →Lq ξ), якщо
M |ξn − ξ|q → 0 при n→∞. Збiжнiсть у середньому порядку 2 називає-
ться також збiжнiстю у середньому квадратичному

Теорема (про спiввiдношення мiж рiзними видами збiжностi).
Завжди справедливi такi iмплiкацiї мiж видами збiжностi

P1 =⇒ P ⇐= L1 ⇐= Lq, q > 1.
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Вправа. Наведiть приклади, для яких iншi iмплiкацiї є хибними. Вказiвка.
Нехай (Ω,z, P ) = ([0, 1), B[0, 1), L). Тодi
(P ; P1) ξn = 1ω∈[

√
n,
√

n+1) mod 1, (P ; L1) ξn = n21ω∈[1/(n+1), 1/n).
Доведення.
За означенням збiжнiсть ξn →P1 ξ з iмовiрнiстю 1 еквiвалентна такому

твердженню

∃O ∈ z : P (O) = 1, ∀ω ∈ O,∀ε > 0

∃N = N(ε, ω) <∞ : |ξn(ω)− ξ(ω)| < ε.

Отже, випадковий номер Nε(ω) = sup(n : |ξn − ξ| ≥ ε) – скiнченний
майже напевне.

Тому iмплiкацiя P1 =⇒ P випливає з P (O) = 0 та включення

{|ξn − ξ| ≥ ε} ⊂ O ∪ (O ∩ {n ≤ Nε(ω)}) ↓ O ∪∅, n→∞.

Друга iмплiкацiя P ⇐= L1 є наслiдком загальної нерiвностi Чебишева
з функцiєю g(x) = x та випадковою величиною |ξn − ξ| :

P (|ξn − ξ| ≥ ε) ≤M |ξn − ξ| / ε→ 0, n→∞.

Нарештi, iмплiкацiя L1 ⇐= Lq є наслiдком нерiвностi Ляпунова

M |ξn − ξ| ≤ (M |ξn − ξ|q)1/q�

Зауваження. Теорема Лебега про мажоровану збiжнiсть, теорема Ле-
бега про монотонну збiжнiсть, та теорема про властивостi збiжностi за
ймовiрнiстю дають достатнi умови для справедливостi iнших iмплiкацiй:

P1 =⇒ L1, P =⇒ L1.
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22.3. Критерiй збiжностi майже напевне

За означенням послiдовнiсть випадкових величин (ξn, n ≥ 1) збiгається
майже напевне до величини ξ, якщо подiя

A = { ∃ lim ξn = ξ} = ∩k≥1 ∪m≥1 ∩n≥m{|ξn − ξ| ≤ 1/k}

має одиничну ймовiрнiсть: P (A) = 1.
Теорема (про критерiй збiжностi майже напевне). Послiдов-

нiсть (ξn, n ≥ 1) збiгається майже напевне до величини ξ тодi й тiльки
тодi, коли

sup k≥n |ξn − ξ| →P 0.

Доведення. Позначимо Akm = ∩n≥m{|ξn − ξ| ≤ 1/k}.
Оскiльки цi подiї монотонно не зростають за k, то ∪m≥1Akm ↓ A при

k → ∞ i за властивiстю неперервностi ймовiрностi P (A) = 1 тодi й тiль-
ки тодi, коли P (∪m≥1Akm) = 1 для кожного k. Так як Akm монотонно
не спадають за m, то остання рiвнiсть еквiвалентна limm→∞ P (Akm) = 1
для кожного k. За означенням збiжностi за ймовiрнiстю це твердження
еквiвалентне умовi теореми, оскiльки

P (Akm) = P (supn≥m |ξn − ξ| ≤ 1/k) = 1− P (supn≥m |ξn − ξ| > 1/k) �

Вправа.
(1) Довести, що з ξn →P ξ випливає збiжнiсть ξnk

→P1 ξ для деякої
пiдпослiдовностi nk →∞.

(2) Збiжнiсть ξn →P ξ має мiсце тодi й тiльки тодi, коли кожна пiдпослi-
довнiсть (ξnk

, k ≥ 1) мiстить пiдпiдпослiдовнiсть, що збiгається до ξ майже
напевне.
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(3) У дискретному ймовiрнiсному просторi збiжнiсть майже напевне еквiва-
лентна збiжностi за ймовiрнiстю.

(4, теорема Єгорова) Якщо ξn →P1 ξ, n → ∞, то для кожного ε > 0
знайдеться подiя Aε така, що P (Aε) ≥ 1 − ε та ξn(ω) → ξ(ω), n → ∞,
рiвномiрно за ω ∈ Aε.

(5) Випадковi величини (ξn, n ≥ 1) незалежнi, однаково рiвномiрно роз-
подiленi на [0, 1]. Довести, що множина {ξn, n ≥ 1} щiльна в [0, 1] майже
напевне.
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23. Закон великих чисел
Означення. Для послiдовностi випадкових величин (ξn, n ≥ 1) ви-

конується закон великих чисел, якщо частиннi суми Sn = ξ1 + ... + ξn

задовольняють граничне спiввiдношення

(Sn −MSn) / n→P 0, при n→∞.

У випадку однаково розподiлених випадкових величин MSn = nMξ1,
тому твердження закону великих чисел еквiвалентне збiжностi за ймовiр-
нiстю середнiх арифметичних

Sn / n→P Mξ1, при n→∞.

23.1. Теорема Чебишева про закон великих чисел

Теорема (теорема Чебишева про закон великих чисел).
Нехай випадковi величини (ξn, n ≥ 1) попарно незалежнi i

D(ξn) = o(n), n→∞.

Тодi для послiдовностi (ξn, n ≥ 1) справджується закон великих чисел.
Доведення. З умови теореми випливає бiльш сильне твердження –

збiжнiсть центрованих та нормованих сум Sn до нуля в середньому ква-
дратичному. Дiйсно, за теоремою про дисперсiю суми незалежних вели-
чин та за теоремою Штольця про границю вiдношення послiдовностей

limM((Sn −MSn) / n)2 = limDSn / n
2 =

lim
∑n

k=1
Dξk / n

2 = limDξn/(n
2 − (n− 1)2) = limDξn/(2n− 1) = 0.
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Завершує доведення теореми застосування iмплiкацiї L2 =⇒ P, що
базується на нерiвностi Чебишева для дисперсiй

P (|Sn −MSn| ≥ nε) ≤ DSn / n
2ε2 → 0 �

Зауваження. Остання умова теореми на дисперсiї доданкiв викону-
ється, зокрема, якщо дисперсiї Dξn обмеженi. Наприклад, для однаково
розподiлених величин дисперсiї не залежать вiд n, отже, закон великих
чисел виконується.

Вправа.
(1) Нехай (ξn, n ≥ 1) незалежнi додатнi випадковi величини. Знайти умови

збiжностi за ймовiрнiстю величин n
√∏n

k=1 ξk.
(2) Величини (ξn, n ≥ 1) незалежнi та P (ξn = ±nα) = 1/2. Для яких α

має мiсце закон великих чисел ?
(3 – теорема Бернштейна про закон великих чисел). Нехай (ξn, n ≥ 1) –

така послiдовнiсть випадкових величин, що supDξn < ∞ та для коефiцiєнтiв
кореляцiї lim|n|→∞ supk ρ(ξn+k, ξk) = 0. Тодi для неї виконується закон великих
чисел.

Розглянемо деякi застосування ЗВЧ.

23.2. Теорема Бернуллi

Теорема (теорема Бернуллi про асимптотику вiдносної часто-
ти). Нехай νn – кiлькiсть успiхiв у перших n випробуваннях нескiнченної
послiдовностi випробувань Бернуллi з iмовiрнiстю успiху p у кожному.
Тодi

νn / n→P p.

Доведення виводимо з подання νn =
∑n

k=1 χk, де доданки χk– iнди-
катори успiхiв – незалежнi i однаково розподiленi випадковi величини,
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Mχk = p, D(νn/n) = p(1− p)/n→ 0 �

23.3. Полiноми Бернштейна

На початку 20 ст. С.Н.Бернштейн запропонував конструктивне доведення
знаменитої (але не конструктивної) теореми Вейєрштраса про наближен-
ня неперервної функцiї полiномами. Це доведення використовує основнi
iдеї доведення закону великих чисел.

Означення. Полiномом Бернштейна порядку n для функцiї f ∈ C[0, 1]
називається полiном

Bn(f, x) =
∑n

k=0
f

(
k

n

)
Ck

n x
k(1− x)n−k, x ∈ [0, 1].

Теорема (теорема Бернштейна про рiвномiрне наближення
неперервної функцiї). Якщо f ∈ C[0, 1], то Bn(f, x) → f(x) при
n→∞ рiвномiрно за x ∈ [0, 1].

Доведення.
Позначимо νn(x) – кiлькiсть успiхiв у послiдовностi з n випробувань

Бернуллi з iмовiрнiстю успiху x. Тодi νn(x) має за означенням бiномiаль-
ний розподiл з параметрами n, x, i за теоремою про обчислення матема-
тичного сподiвання функцiї вiд дискретної величини

Bn(f, x) = Mf(νn(x) / n).

Покладемо

wδ(f) = sup |x−y| ≤ δ |f(x)− f(y)| , L(f) = sup |f(x)| .
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Використаємо iдеї доведень пунктiв (а) i (б) теореми про властивостi збi-
жностi за ймовiрнiстю:∣∣∣∣ f(

νn(x)

n
)− f(x)

∣∣∣∣ ≤ wδ(f) + 2L(f) 1{| νn(x)
n

−x| > δ} ,

звiдки

|Bn(f, x)− f(x)| ≤ wδ(f) + 2L(f) P

(∣∣∣∣νn(x)

n
− x

∣∣∣∣ > δ

)
≤

wδ(f) + 2L(f) D(
νn(x)

n
)/δ2 = wδ(f) + 2L(f)

x(1− x)

nδ2 ≤

wδ(f) + 2L(f) / 4nδ2 ≤ 2ε,

рiвномiрно за x, починаючи з деякого n, якщо обрати сталу δ так, щоб
wδ(f) ≤ ε для наперед заданого довiльного ε > 0 �

Зауваження. Швидкiсть збiжностi в теоремi Бернштейна можна уто-
чнювати залежно вiд додаткових властивостей функцiї f. Наприклад, для
f ∈ C1[0, 1] маємо wδ(f) ≤ Dδ. Обираючи δ = 1/ 3

√
n, дiстанемо

|Bn(f, x)− f(x)| ≤ Dδ + E / nδ2 = O(1/ 3
√
n)

рiвномiрно за x.
Вправа.
(1) Узагальнити теорему Бернштейна на функцiї багатьох змiнних з класу

C([0, 1]n).
(2) Довести, що для f ∈ C(R+) маж мiсце збiжнiсть

exp(−nx)
∑∞

k=0
f

(
k

n

)
(nx)k/ k! → f(x), n→∞,
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рiвномiрно на кожному обмеженому iнтервалi. Вказiвка: лiва частина дорiвнює
Mf((ξ1 + ...+ ξn)/n), де ξk незалежнi та мають розподiл Пуассона Π(x).

(3) Перетворенням Лапласа неперервної обмеженої функцiї f ∈ Cb(R+)
називається функцiя ϕ(p) ≡

∫∞
0

exp(−pt)f(t)dt вiд p ∈ R+. Довести формулу
обернення Уiдлера:

f(s) = limn→∞
(−1)n−1

(n−1)!

(
n
s

)n
ϕ(n−1)(n

s
),

де ϕ(k)(p) – k-та похiдна ϕ. Вказiвка: звести величину пiд знаком границi до
виглядуMf(s(ξ1+...+ξn)/n), де ξk незалежнi та мають показниковий розподiл
Exp(1).

23.4. Метод Монте-Карло

Закон великих чисел можна застосувати до iншого роздiлу прикладної
математики – до наближеного обчислення iнтегралiв. В основi методу
Монте-Карло лежить закон великих чисел та теорема про обчислення
математичного сподiвання функцiї вiд випадкової величини:

I ≡
∫ 1

0

f(x)dx = Mf(α),

де α – рiвномiрно розподiлена на [0, 1] випадкова величина.
Теорема (про наближення iнтегралу методом Монте-Карло).

Нехай функцiя f ∈ L2[0, 1] iнтегровна в квадратi, (αk, k ≥ 1) – послiдов-
нiсть незалежних рiвномiрно розподiлених на [0, 1] випадкових величин,
а Ik = f(αk). Тодi має мiсце збiжнiсть

(I1 + ...+ In) / n→P I, n→∞.
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Доведення. Випадковi величини (Ik, k = 1, n) є незалежними в су-
купностi, однаково розподiленими за теоремою про перетворення незале-
жних величин, та мають скiнченнi математичнi сподiвання I = Mf(αk) i
дисперсiї s2 =

∫ 1

0
f 2(x)dx − I2.Тому для них виконується закон великих

чисел. Бiльше того, можна оцiнити швидкiсть збiжностi в середньому ква-
дратичному M(I − I1+...+In

n
)2 = s2/n = O(1/n) �

На вiдмiну вiд схем наближеного обчислення iнтегралiв iз регулярно
розмiщеними вузлами метод Монте-Карло є збiжним також i для розрив-
них функцiй.
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24. Збiжнiсть з iмовiрнiстю 1 та її властивостi
Послiдовнiсть випадкових величин (ξn , n ≥ 1) збiгається з iмовiрнiстю 1
до величини ξ, якщо подiя

A = {∃ lim ξn = ξ} = ∩ k≥1 limn→∞{|ξn − ξ| ≤ 1/k} =

∪ k≥1lim n→∞{|ξn − ξ| > 1/k}

має одиничну ймовiрнiсть: P (A) = 1. Збiжнiсть майже напевне позначає-
ться як ξn →P1 ξ.

Тiсний зв’язок мiж границями випадкових величин та послiдовностей
випадкових подiй вiдображає також таке твердження.

Зауваження (про верхню границю величин та подiй). Для ко-
жного ε мають мiсце включення

{limn→∞ξn > ε} ⊂ limn→∞{ξn > ε},
limn→∞{ξn ≥ ε} ⊂ {limn→∞ξn ≥ ε}.

Дiйсно, якщо верхня границя числової послiдовностi бiльша за ε, то
ця послiдовнiсть нескiнченно часто перевищуватиме рiвень ε.

З урахуванням зауваження важливе значення для доведення збiжно-
стi майже напевне має наступне твердження.

24.1. Лема Бореля – Кантеллi

Теорема (лема Бореля – Кантеллi). Нехай (An, n ≥ 1) довiльна
послiдовнiсть випадкових подiй.

(а) Якщо ряд
∑

n≥1 P (An) збiгається, то P (limAn) = 0.
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(б) Якщо подiї (An, n ≥ 1) незалежнi в сукупностi
i ряд

∑
n≥1 P (An) розбiгається, то P (limAn) = 1.

Доведення. Позначимо Bm = ∪n≥mAn. Тодi Bm ↓ ∩m≥1Bm = limAn.
За властивiстю неперервностi ймовiрностi P (limAn) = limP (Bm).

(a) За властивiстю напiвадитивностi ймовiрностi
P (Bm) ≤

∑
n≥m P (An) → 0,m→∞,

як залишок збiжного ряду, що i доводить цей пункт.
(б) Обчислимо з властивостi неперервностi ймовiрностi, враховуючи

означення незалежностi та теорему про перетворення незалежних подiй,

P (Bm) = limN→∞ P (∪N
n=mAn) = 1− lim N→∞ P (∩N

n=mAn) =

1− lim N→∞
∏N

n=m
P (An) = 1 − lim N→∞

∏N

n=m
(1− P (An)) ≥

1− lim N→∞ exp(−
∑N

n=m
P (An)) = 1− exp(−

∑∞

n=m
P (An)) = 1,

оскiльки будь-який залишок розбiжного ряду розбiгається, i справедлива
елементарна нерiвнiсть 1− x ≤ exp(−x) �

Вправа.
(1) Якщо для деякої подiї A ряд

∑
n≥1 P (An ∩ A) розбiгається, то

P (limAn) ≤ 1− P (A).

(2) Випадковi величини (ξn , n ≥ 1) незалежнi однаково розподiленi i
Mξ+

1 = Mξ−1 ≤ ∞. Довести, що P (ξn = o(n), n → ∞) = 1 тодi й тiльки
тодi, коли M |ξ1| <∞.

(3) Випадковi величини (ξn , n ≥ 1) незалежнi однаково розподiленi i
Mξ1 = 0. (а) Якщо M |ξ1|

α < ∞, то P (|ξn| = o(n1/α), n → ∞) = 1. (б)
Якщо M exp(αξ1) <∞, то P (ξn = o(lnn), n→∞) = 1.
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24.2. Нерiвнiсть Колмогорова

Нерiвнiсть Колмогорова є засобом доведення збiжностi майже напевне,
так само, як нерiвнiсть Чебишева використовується для встановлення збi-
жностi за ймовiрнiстю.

Теорема (нерiвнiсть Колмогорова). Нехай (ξk , k = 1, n) послiдов-
нiсть незалежних у сукупностi випадкових величин така, що Mξk = 0,
Dξk <∞, а Sk = ξ1 + ...+ ξk. Тодi для кожного ε > 0

P (max 1≤ k ≤n |Sk| ≥ ε) ≤ DSn / ε
2.

Доведення. Розглянемо випадковi подiї

A = {max 1≤ k ≤n |Sk| ≥ ε}, Ak = {|S1| < ε, ..., |Sk−1| < ε, |Sk| ≥ ε}.

Тодi Ai∩Aj = ∅, i 6= j, та A = ∪n
k=1Ak, звiдки 1A =

∑n
k=1 1Ak

. Вiдзначимо,
що для всiх елементарних подiй справедлива нерiвнiсть |Sk| 1Ak

≥ ε1Ak
.

Тому за монотоннiстю математичного сподiвання

DSn = MS2
n ≥MS2

n1A =
∑n

k=1
MS2

n1Ak
=∑n

k=1
M(Sk + Sn − Sk)

2 1Ak
=
∑n

k=1
MS2

k1Ak
+∑n

k=1
M(Sn − Sk)

2 1Ak
+ 2

∑n

k=1
MSk1Ak

(Sn − Sk) ≥∑n

k=1
Mε21Ak

+ 0 + 2
∑n

k=1
MSk1Ak

M(Sn − Sk) =

ε2
∑n

k=1
P (Ak) = ε2P (A),

де використанi невiд’ємнiсть другого доданку, та незалежнiсть множникiв
Sk1Ak

i Sn − Sk. Дiйсно, перший з них є функцiєю вiд перших k доданкiв
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ξ1, ..., ξk, а другий дорiвнює ξk+1 + ...+ ξn i мiстить лише решту доданкiв,
тому незалежнiсть випливає з теореми про векторнi перетворення незале-
жних величин. Крiм того, другий з множникiв є центрованим за умовою:
M(Sn − Sk) = MSn −MSk = 0, отже, математичне сподiвання добутку,
що дорiвнює добутковi за теоремою про математичне сподiвання добутку
незалежних величин, є нульовим �

Вправа. Нехай g – неперервна неспадна опукла донизу функцiя, а послi-
довнiсть (ξk) задовольняє умови теореми про нерiвнiсть Колмогорова. Тодi лiва
частина цiєї нерiвностi не перевищує Mg(|Sn|)/g(ε)
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25. Посилений закон великих чисел

Означення. Для послiдовностi випадкових величин (ξn, n ≥ 1) ви-
конується посилений закон великих чисел, якщо їх частиннi суми Sn =
ξ1 + ...+ ξn задовольняють граничне спiввiдношення

(Sn −MSn) / n→P1 0, при n→∞.

Як i для закону великих чисел, у випадку однаково розподiлених ви-
падкових величин це спiввiдношення еквiвалентне збiжностi середнiх ари-
фметичних

Sn / n→P1 Mξ1, при n→∞.

25.1. Загальна теорема Колмогорова про посилений
закон великих чисел

Теорема (теорема Колмогорова про посилений закон вели-
ких чисел). Нехай (ξn , n ≥ 1) послiдовнiсть незалежних у сукупностi
випадкових величин така, що Dξn <∞ та∑

n≥1
Dξn / n

2 <∞.

Тодi для послiдовностi (ξn , n ≥ 1) має мiсце посилений закон великих
чисел.

Доведення. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що Mξn =
0. Дiйсно, в загальному випадку досить розглянути послiдовнiсть неза-
лежних величин ξ′n = ξn − Mξn iз тими ж дисперсiями. Очевидно, що
твердження посиленого закону великих чисел для ξn i ξ′n збiгаються.
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Позначимо ζn = max1≤ k ≤2n |Sk| . Для кожного k знайдеться єдиний
номер n такий, що 2n−1 ≤ k < 2n, причому k →∞ тодi й тiльки тодi, коли
n→∞. При такому виборi для всiх k має мiсце нерiвнiсть

|Sk / k| ≤ ζn / 2n−1.

Тому для збiжностi Sk / k →P1 0 достатньо, щоб

ζn / 2n →P1 0, n→∞.

Для заданого ε > 0 розглянемо випадковi подiї

An(ε) = {ζn / 2n ≥ ε}.

За нерiвнiстю Колмогорова∑
n≥1

P (An(ε)) =
∑

n≥1
P ( max

1≤ k ≤2n
|Sk| ≥ ε2n) ≤

∑
n≥1

DS2n /22nε2 =

∑
n≥1

∑
k ≤ 2n

Dξk/2
2nε2 = ε−2

∑
k≥1

Dξk

∑
n: 2n ≥ k

2−2n ≤

2ε−2
∑

k≥1
Dξk/k

2 <∞.

Отже, за лемою Бореля – Кантеллi (а), P (limAn(ε)) = 0 для кожного
ε > 0. Згiдно з зауваженням про верхню границю величин та подiй

{lim (ζn / 2n) ≥ ε} ⊂ limAn(ε), тому P ({lim (ζn / 2n) ≥ ε}) = 0 ∀ε > 0,

звiдки limn→∞ (ζn / 2n) < ε майже напевне для кожного ε > 0.
Тому остання верхня границя нульова, ζn / 2n →P1 0 i виконується

посилений закон великих чисел, як показано вище �
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25.2. Теорема Бореля

Теорема (про асимптотику м.н. вiдносної частоти успiху). Не-
хай νn – кiлькiсть успiхiв у перших n випробуваннях нескiнченної послi-
довностi випробувань Бернуллi з iмовiрнiстю успiху p у кожному. Тодi

νn / n→P1 p.

Доведення випливає з зображення νn =
∑n

k=1 χk, де доданки – iнди-
катори успiхiв – незалежнi в сукупностi i однаково розподiленi, Mχk = p
�

25.3. Критерiй Колмогорова для однаково розподiле-
них величин

Теорема (критерiй Колмогорова посиленого закону великих
чисел). Нехай (ξn, n ≥ 1) послiдовнiсть незалежних в сукупностi одна-
ково розподiлених випадкових величин, Sn = ξ1 + ...+ ξn.

Для того, щоб iснувала стала a така, що Sn / n →P1 a, необхiдно i
достатньо, щоб M |ξ1| <∞. У цьому випадку a = Mξ1.

Доведення.
Достатнiсть. (1) Позначимо ξ′n = ξn1{|ξn| ≤ n}, ξ

′′
n = ξn − ξ′n. Нехай

S ′n, S
′′
n означають суми вiдповiдних величин. Доведемо, що три доданки

в правiй частинi тотожностi

(Sn −MSn)/n = (S ′n −MS ′n)/n+ S ′′n / n−MS ′′n / n ≡ an + bn − cn

збiгаються майже напевне до нуля.
(1a). Випадковi величини (ξ′n , n ≥ 1) незалежнi за теоремою про пере-

творення незалежних величин. Доведемо, що вони задовольняють умови
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теореми Колмогорова про посилений закон великих чисел. Для цього об-
числимо з урахуванням однакової розподiленостi величин (ξn, n ≥ 1)∑

n≥1Dξ
′
n/n

2 ≤
∑

n≥1M(ξ′n)2/n2 =
∑

n≥1Mξ2
n 1{|ξn| ≤ n} /n

2 =∑
n≥1

1
n2Mξ2

1 1{|ξ1| ≤ n} =
∑

n≥1
1
n2

∑n
k=1Mξ2

1 1{k−1< |ξ1| ≤k} =∑
k≥1Mξ2

1 1{k−1< |ξ1| ≤k}
∑

n≥k
1
n2 ≤

∑
k≥1Mξ2

1 1{k−1< |ξ1| ≤k}
2
k
≤

2
∑

k≥1M |ξ1| 1{k−1< |ξ1| ≤k} ≤ 2 M |ξ1| <∞,

де використанi нерiвностi ξ2
1 / k ≤ |ξ1| на випадкових подiях

{k− 1 < |ξ1| ≤ k}, що є попарно несумiсними. Отже, за теоремою Колмо-
горова (S ′n −MS ′n)/n ≡ an → 0 майже напевне.

(1b). Далi, знайдемо∑
n≥1 P (ξ′′n 6= 0) =

∑
n≥1 P (|ξn| > n) =

∑
n≥1 P (|ξ1| > n) =∑

n≥1

∑
k≥nM1k<|ξ1|≤k+1 =∑

k≥1M k 1{k<|ξ1|≤k+1} ≤
∑

k≥1M |ξ1| 1{k<|ξ1|≤k+1} ≤M |ξ1| <∞.

За лемою Бореля – Кантеллi (a), P (lim{ξ′′n 6= 0}) = 0, тобто
P (lim{ξ′′n = 0}) = 1, звiдси S ′′n / n ≡ bn → 0 майже напевне.

(1c). Нарештi, за теоремою Штольця та за умовою однакової розподi-
леностi

limMS ′′n / n = limMξ′′n/1 = limMξn1|ξn|>n =

limMξ11{|ξ1|>n} = M lim ξ11{|ξ1|>n} = M0 = 0

внаслiдок теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть та за припущенням
M |ξ1| <∞. Отже, cn → 0. Достатнiсть доведена.

Необхiднiсть. (2) Зауважимо, що
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lim ξn

n
= lim(Sn

n
)− lim(n−1

n
Sn−1

n−1
) = a− a = 0 майже напевне.

Розглянемо незалежнi подiїAn = {|ξn| > n}.Оскiльки limAn ⊂ {lim(ξn/n) 6=
0}, то P (limAn) = 0 i за лемою Бореля – Кантеллi,(б), наступний ряд має
збiгатися

∞ >
∑

n≥1 P (An) =
∑

n≥1 P (|ξn| > n) =
∑

n≥1 P (|ξ1| > n) =∑
n≥1

∑
k≥n P (k < |ξ1| ≤ k + 1) =∑

k≥1M k 1{k<|ξ1|≤k+1} ≥
∑

k≥1M(|ξ1| − 1) 1{k<|ξ1|≤k+1} ≥M |ξ1| − 2,

де використанi однакова розподiленiсть випадкових величин ξn, та оче-
видна нерiвнiсть k 1{k<|ξ1|≤k+1} ≥ (|ξ1| − 1) 1{k<|ξ1|≤k+1}, що виконується
для всiх елементарних подiй. Отже, M |ξ1| <∞ i внаслiдок (а) отримуємо
a = Mξ1 �

Вправа. (Хаусдорф) Нехай (ξn, n ≥ 1) послiдовнiсть незалежних однако-
во розподiлених випадкових величин, Mξ1 = µ, Mξ2

1 <∞, Sn = ξ1 + ...+ ξn.
Тодi Sn − nµ = o(n1/2+δ), n→∞, майже напевне, для кожного δ > 0.
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26. Збiжнiсть функцiй в основному

Означення. Визначимо клас узагальнених функцiй розподiлу

M01 = {G : R → [0, 1], G ↑, G(x− 0) = G(x), ∀x ∈ R}.

Теорема (про характеризацiю функцiй розподiлу в класi уза-
гальнених). Функцiя G ∈ M01 є функцiєю розподiлу тодi й тiльки тодi,
коли 0 = G(−∞), G(∞) = 1.

Доведення очевидне: для неспадної функцiї умова G(R) ⊂ [0, 1] еквi-
валентна 0 ≤ G(−∞), G(∞) ≤ 1, звiдки замiною нерiвностей на рiвностi
отримуємо.умову нормованостi функцiї розподiлу.

Означення. Нехай G, (Gn, n ≥ 1) ⊂ M01 узагальненi функцiї розпо-
дiлу. Будемо говорити, що має мiсце збiжнiсть в основному Gn →O G,
якщо Gn(x) → G(x) для кожної точки x, що є точкою неперервностi
правої частини (тобто G(x+ 0) = G(x)).

Вправа. Множина точок неперервностi функцiї G ∈ M01 всюди щiльна в
R, оскiльки її доповнення не бiльш нiж злiченне.

Теорема (про збiжнiсть в основному та на щiльнiй множинi).
Нехай D ⊂ R всюди щiльна множина.

(а) Якщо G, (Gn, n ≥ 1) ⊂ M01 деякi узагальненi функцiї розподiлу
та Gn(x) → G(x) для всiх x ∈ D, то Gn →O G, n→∞.

(б) Якщо (Gn, n ≥ 1) ⊂ M01 деякi узагальненi функцiї розподiлу i
для всiх x ∈ D iснує limn→∞Gn(x), то для деякої узагальненої функцiї
розподiлу G ∈ M01 має мiсце збiжнiсть в основному Gn →O G, n→∞.

Доведення.
(а). Нехай x – точка неперервностi G(x). Оскiльки множина D щiльна,

то iснують послiдовностi x′m ↑ x, x′′m ↓ x, x′m, x′′m ∈ D. Тодi за монотоннiстю
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G(x′m) = limn→∞Gn(x′m) ≤ limn→∞ Gn(x) ≤
limn→∞ Gn(x) ≤ limn→∞Gn(x′′m) = G(x′′m).

Перейдемо в цих нерiвностях до границi x′m ↑ x, x′′m ↓ x :

G(x) ≤ limn→∞ Gn(x) ≤ limn→∞ Gn(x) ≤ G(x),

що i доводить (а).
(б) Визначимо при y ∈ D та x ∈ R функцiї

H(y) = limGn(y), G(x) = sup(H(y), y < x, y ∈ D).

З означення верхньої межi та з монотонностi H виводимо, що для всiх
y < x < z, y, z ∈ D :

H(y) ≤ G(x) ≤ sup(H(z), y < x, y ∈ D) = H(z).

Функцiя G(x) є узагальненою функцiєю розподiлу, оскiльки вона є неспа-
дною, набуває значень iз [0, 1] та неперервна злiва. Дiйсно, монотоннiсть
G та включення множини значень до [0, 1] є очевидним наслiдком вiдпо-
вiдних властивостей функцiї H, а останнi справедливi, оскiльки зберiга-
ються при обчисленнi поточкової границi в означеннi H. Для перевiрки
неперервностi злiва знайдемо за означенням верхньої межi yn ∈ D, yn ↑ x,
такi, що H(yn) ↑ G(x). Тодi з H(yn) ≤ G((yn + x)/2) ≤ G(x) отримуємо
G(x) ≤ G(x− 0) ≤ G(x) i G(x− 0) = G(x), отже, G ∈ M01.

Нехай x – точка неперервностi G(x), а x′m, x′′m ∈ D, x′m < x < x′′m. Тодi

G(x′m − 1
m

) ≤ H(x′m) = limn→∞Gn(x′m) ≤ limn→∞Gn(x) ≤

limn→∞ Gn(x) ≤ limn→∞Gn(x′′m) = H(x′′m) ≤ G(x′′m + 1
m

).
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Оберемо в цих нерiвностях x′m ↑ x, x′′m ↓ x, m→∞ :

G(x) ≤ limn→∞ Gn(x) ≤ limn→∞ Gn(x) ≤ G(x),

звiдки limGn(x) = G(x) �
Вправа.
(1) Навести приклад послiдовностi функцiй розподiлу, якi збiгаються в основ-

ному i не збiгаються поточково.
(2) Клас M01 замкнений вiдносно збiжностi в основному.
(3) Довести, що зi збiжностi функцiй розподiлу в основному Fn →O F до

неперервної функцiї розподiлу F випливає рiвномiрна за x збiжнiсть.
(4) Нехай Fn, F – функцiї розподiлу i Fn →O F Довести, що iснує ймовiр-

нiсний простiр (Ω, z, P ) та випадковi величини ξn, ξ на ньому з функцiями
розподiлу Fn, F вiдповiдно такi, що ξn →P1 ξ, n→∞.
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27. Слабка збiжнiсть функцiй розподiлу i ви-
падкових величин

Означення. Нехай ξ, (ξn, n ≥ 1) – послiдовнiсть випадкових величин
iз функцiями розподiлу F, (Fn, n ≥ 1) вiдповiдно. Будемо говорити, що
має мiсце слабка збiжнiсть

ξn →W ξ, Fn →W F,

якщо для кожної неперервної обмеженої функцiї g (позначення
∀g ∈ Cb(R)) збiгаються математичнi сподiвання

Mg(ξn) →Mg(ξ), n→∞,

або ж iнтеграли∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x) →

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x), n→∞.

Очевидно, що обидва означення еквiвалентнi.
Позначимо Cl(B) –замикання, Int(B) –внутрiшнiсть множини B ⊂ R.

27.1. Однозначнiсть слабкої границi

Теорема (про однозначнiсть слабкої границi).
(а) Якщо F,G – функцiї розподiлу i∫ ∞

−∞
g(x) dF (x) =

∫ ∞

−∞
g(x) dG(x)
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для всiх g ∈ Cb(R), то F = G.
(б) Слабка границя функцiй розподiлу визначена однозначно.
Доведення.
(а) Визначимо вiдстань вiд точки до множини

ρ(x,A) = inf y∈A |x− y| .

Ця функцiя невiд’ємна та неперервна за x, що є наслiдком нерiвностi
трикутника для вiдстанi: |ρ(x,A)− ρ(y, A)| ≤ |x− y|. Тому функцiя

gm(x,A) = exp(−m ρ(x,A)).

неперервна i обмежена за x. За означенням замикання ρ(x,A) = 0 тодi й
тiльки тодi, коли x ∈ Cl(A). Звiдси випливає, що

gm(x,A) ↓ 1Cl(A)(x), m→∞.

Пiдставляючи g = gm у рiвнiсть умови (а), з теореми Лебега про мажоро-
вану збiжнiсть при m→∞ дiстанемо

F (Cl(A)) =
∫∞
−∞ 1Cl(A)(x)dF (x) = lim m→∞

∫∞
−∞ gm(x)dF (x) =

lim m→∞
∫∞
−∞ gm(x)dG(x) =

∫∞
−∞ 1Cl(A)(x)dG(x) = G(Cl(A)).

Переходячи до доповнень, приходимо до висновку, що F i G збiгаються
на вiдкритих множинах, зокрема на iнтервалах (−∞, x). Отже, вiдповiднi
функцiї розподiлу однаковi.

(б) Якщо Fn →W F i Fn →W G, то, очевидно, виконується умова
пункту (а), згiдно з яким F = G �

Вправа. Нехай Fn функцiя розподiлу дискретної величини, що рiвномiрно
розподiлена на множинi {0, 1/n, 2/n..., (n−1)/n}. Знайти слабку границю Fn.
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27.2. Властивостi слабкої збiжностi

Слабка збiжнiсть є слабшою за вже вiдомi види збiжностей.
Теорема (про спiввiдношення слабкої збiжностi та збiжностi

за ймовiрнiстю). Якщо ξn →P ξ, то ξn →W ξ.
Доведення теореми є очевидним наслiдком пунктiв (а),(б) теореми

про властивостi збiжностi за ймовiрнiстю

g(ξn) →P g(ξ), Mg(ξn) →Mg(ξ),

де перше спiввiдношення є наслiдком неперервностi g та (а), а друге –
обмеженостi g (а отже i g(ξn)) та (б) �

Вправа.
(1) Нехай ξn →W ξ, а функцiя g ∈ C(R) неперервна. Довести, що

g(ξn) →W g(ξ).
(2) Нехай g ∈ C[0, 1]. Обчислити границю

limn→∞
∫ 1

0
..
∫ 1

0
g
(

n
√
x1..xn

)
dx1..dxn.

Теорема (про властивостi слабкої збiжностi). Нехай Fn →W F.
(а) Для довiльної множини B ∈ B(R)

F (Int(B)) ≤ limn→∞Fn(B) ≤ limn→∞Fn(B) ≤ F (Cl(B)).

(б) Якщо F (∂B) ≡ F (Cl(B) \ Int(B)) = 0, то limn→∞ Fn(B) = F (B).
Доведення.
(а) Доведемо праву нерiвнiсть. Використаємо функцiю gm iз теореми

про однозначнiсть слабкої границi та теорему Лебега про монотонну збi-
жнiсть:

lim n→∞Fn(B) = lim n→∞

∫ ∞

−∞
1x ∈ B dFn(x) ≤
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lim n→∞

∫ ∞

−∞
gm(x,B)dFn(x) =

∫ ∞

−∞
gm(x,B)dF (x) ↓ F (Cl(B)), m→∞,

де використанi спiввiдношення gm(x,B) ↓ 1x ∈ Cl(B) ≥ 1x ∈ B.
Для доведення лiвої нерiвностi перейдемо до доповнень:

limFn(B) = 1− lim Fn(B) ≥ 1− F (Cl(B)) = F (Cl(B)) = F (Int(B)).

(б) З умови випливає, що F (Cl(B)) = F (B) = F (Int(B)), тому з твер-
дження (а) дiстанемо

F (B) ≤ limFn(B) ≤ limFn(B) ≤ F (B)

що i доводить збiжнiсть Fn(B) до F (B) �

27.3. Еквiвалентнiсть збiжностей слабкої та в основ-
ному

Теорема (про еквiвалентнiсть слабкої збiжностi та в основ-
ному). Нехай (Fn, n ≥ 1) послiдовнiсть функцiй розподiлу. Для того,
щоб Fn →W F, необхiдно i достатньо, щоб Fn →O F i F була функцiєю
розподiлу.

Зауваження. З теореми про збiжнiсть в основному та на щiльнiй
множинi випливає, що границя в основному функцiй розподiлу завжди
належить класу M01.(Вправа) Однак ця границя не обов’язково є фун-
кцiєю розподiлу. Наприклад: Fn(x) = 1n < x → 0, n→∞,∀x, де 0 ∈ M01.

Доведення.
(а) Необхiднiсть. Нехай Fn →W F. Для довiльної точки x неперерв-

ностi функцiї F (x) та для множини B = (−∞, x) маємо ∂B = {x} та
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F (∂B) = F (x+ 0)− F (x) = 0. Тому за теоремою про властивостi слабкої
збiжностi F (x) = F (B) = limFn(B) = limFn(x), що i доводить збiжнiсть
в основному.

(б) Достатнiсть. Нехай Fn →O F i F є функцiєю розподiлу. Обе-
ремо всюди щiльну множину D точок неперервностi функцiї F. З умови
нормованостi F знайдемо для заданого ε > 0 сталi −c, c ∈ D такi, що
F (−c) + 1− F (c) ≤ ε. Розглянемо розбиття

−c = a0 < a1 < ... < am = c вiдрiзка [−c, c] точками ak ∈ D iз
дiаметром δ = maxk |ak − ak+1| . Нехай g ∈ Cb(R). Покладемо

gδ(x) =
∑m−1

k=0
g(ak) 1ak ≤ x < ak+1

, L(g) = sup |g(x)| .

З неперервностi функцiї g випливає, що вона рiвномiрно неперервна на
вiдрiзку [−c, c], тому модуль неперервностi

wg,c(δ) ≡ sup|x| ≤ c |g(x)− gδ(x)| → 0

при δ → 0. Оцiнимо

limn→∞

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x)−

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x)

∣∣∣∣ ≤
limn→∞

∣∣∣∣∫
|x|>c

g(x)dFn(x)

∣∣∣∣+ limn→∞

∣∣∣∣∫
|x|>c

g(x)dF (x)

∣∣∣∣+
limn→∞

∫
|x|≤c

|g(x)− gδ(x)| dFn(x) + limn→∞

∫
|x|≤c

|g(x)− gδ(x)| dF (x)+

limn→∞

∣∣∣∣∫
|x|≤c

gδ(x)dFn(x)−
∫
|x|≤c

gδ(x)dF (x)

∣∣∣∣ ≤
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L(g)limn→∞(Fn(−c) + 1− Fn(c) + F (−c) + 1− F (c)) + 2wg,c(δ)+

limn→∞

∣∣∣∑m−1

k=0
g(ak)(Fn(ak+1)− Fn(ak)− F (ak+1) + F (ak))

∣∣∣ ≤
2L(g)(F (−c) + 1− F (c)) + 2wg,c(δ)+∑m−1

k=0
|g(ak)| limn→∞ (|Fn(ak+1)− F (ak+1)|+ |Fn(ak)− F (ak)|) ≤

2L(g)ε+ 2wg,c(δ) + 0,

оскiльки за умови збiжностi в основному Fn(ak) → F (ak) у кожнiй точцi
ak ∈ D. Праву частину останньої нерiвностi можна зробити вибором ε i δ
як завгодно малою.

Отже,
∫
gdFn →

∫
gdF при g ∈ Cb(R) та Fn →W F �
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28. Слабка компактнiсть

Означення. Нехай M ⊂ M01 деякий клас узагальнених функцiй роз-
подiлу. Клас M називається компактним в основному, якщо будь-яка
послiдовнiсть (Gn, n ≥ 1) ⊂ M мiстить збiжну в основному пiдпослi-
довнiсть:

∃(Gnk
, k ≥ 1) ⊂ (Gn, n ≥ 1), Gnk

→O G, nk →∞,

для деякої узагальненої функцiї розподiлу G ∈ M01.

28.1. Теорема Хеллi про компактнiсть в основному

Теорема (теорема Хеллi про компактнiсть в основному). Клас
усiх узагальнених функцiй розподiлу M01 є компактним в основному.

Доведення.
Нехай (Gn, n ≥ 1) ⊂ M01. Позначимо K0 = N множину всiх нату-

ральних чисел, D = {x1, ..., xn, ...} злiченну щiльну множину на числовiй
осi.

Розглянемо числову послiдовнiсть {Gn(x1), n ∈ K0} ⊂ [0, 1]. Так як
[0, 1] – компакт, то знайдуться нескiнченна пiдпослiдовнiсть K1 ⊂ K0 та
число g1 такi, що Gn(x1) → g1 при n→∞, n ∈ K1.

Аналогiчно, розглянемо послiдовнiсть {Gn(x2), n ∈ K1} ⊂ [0, 1] i побу-
дуємо пiдпослiдовнiсть K2 ⊂ K1∩[2,∞) так, щоб Gn(x2) → g2 при n→∞,
n ∈ K2 для деякого числа g2.

Продовжуючи за iндукцiєю, знайдемо вкладенi нескiнченнi пiдпослi-
довностi Kj ⊂ Kj−1 ∩ [j,∞) та числа gj такi, що Gn(xj) → gj при n→∞,
n ∈ Kj. Зауважимо, що одночасно при кожному i < j має мiсце збiжнiсть
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Gn(xi) → gi при n → ∞, n ∈ Kj, оскiльки Kj ⊂ Ki, а довiльна пiдпослi-
довнiсть збiжної послiдовностi збiгається до тiєї ж границi.

За дiагональним методом Кантора визначимо дiагональну послiдов-
нiсть

K = {minKj, j ≥ 1}.

Оскiльки за побудовою minKj ≥ j, то послiдовнiсть K нескiнченна.
Крiм того, K ⊂ Kj за винятком перших j елементiв. Дiйсно, для всiх

i ≥ j minKi ∈ Ki ⊂ Kj.

Так як будь-яка пiдпослiдовнiсть збiжної послiдовностi збiгається до
тiєї ж границi, то Gn(xj) → gj при n→∞, n ∈ K вже для кожного j.

Застосувавши теорему про збiжнiсть в основному та на щiльнiй мно-
жинi, пункт (б), приходимо до висновку, що для деякої узагальненої
функцiї розподiлу G має мiсце збiжнiсть Gn →O G �

28.2. Теорема Прохорова про слабку компактнiсть

Означення. Клас F функцiй розподiлу називається слабко компа-
ктним, якщо будь-яка послiдовнiсть (Fn, n ≥ 1) ⊂ F мiстить слабко
збiжну пiдпослiдовнiсть:

∃(Fnk
, k ≥ 1) ⊂ (Fn, n ≥ 1), Fnk

→W F,

де F – деяка функцiя розподiлу.
Зауважимо, що замкненiсть множини F не передбачається, тобто вклю-

чення F ∈ F може не виконуватись.
Символом F ([−c, c)) = F (−c) + 1 − F (c) будемо позначати значення

мiри Лебега – Стiлтьєса F вiд доповнення iнтервалу [−c, c).
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Теорема (теорема Прохорова про критерiй слабкої компактно-
стi). Клас F функцiй розподiлу є слабко компактним тодi й тiльки тодi,
коли

lim c→∞ sup F ∈ F F ([−c, c)) = 0, або lim c→∞ inf F ∈ F F ([−c, c)) = 1.

Зауваження. Вiдомому росiйському математику Ю.В.Прохорову на-
лежить доведення бiльш загального критерiю слабкої компактностi кла-
сiв iмовiрнiсних розподiлiв на повному метричному просторi. Наведене
твердження для R було вiдоме ранiше.

Доведення.
Еквiвалентнiсть двох наведених умов є очевидним наслiдком формули

про ймовiрнiсть доповнення F ([−c, c)) = 1− F ([−c, c)).
(а) Достатнiсть.
Нехай M01 – визначений вище клас узагальнених функцiй розподiлу.

Оскiльки F ⊂ M01, то за теоремою Хеллi про компактнiсть в основному
для кожної послiдовностi (Fn, n ≥ 1) ⊂ F знайдемо узагальнену функцiю
розподiлу G ∈ M01 та пiдпослiдовнiсть (Fnk

, k ≥ 1) ⊂ (Fn, n ≥ 1), такi,
що Fnk

→O G. Нехай D – щiльна множина точок неперервностi G. Якщо
−c, c ∈ D, то за означенням збiжностi в основному

G(−c) + 1−G(c) = lim k→∞(Fnk
(−c) + 1− Fnk

(c)) =

lim k→∞ Fnk
([−c, c)) ≤ supF ∈ F F ([−c, c)) → 0, c→∞.

Отже, функцiя G – нормована: G(−∞) = 0, G(∞) = 1. Оскiльки G ∈
M01, то G є функцiєю розподiлу внаслiдок теореми про характеризацiю
функцiй розподiлу в класi узагальнених. Тому за теоремою про еквiвален-
тнiсть слабкої збiжностi та в основному з Fnk

→O G випливає Fnk
→W G.

Отже, клас F є слабко компактним.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 183 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

(б) Необхiднiсть.
Припустимо, що умова Прохорова не виконана, тобто вiдповiдна гра-

ниця ε > 0. Оскiльки функцiя ε(c) ≡ supF ∈ F F ([−c, c)) не зростає за c, то
вона не менша за свою границю при c→∞, тобто ε(c) ≥ ε при всiх c. За
означенням верхньої межi в ε(c) для кожного n ≥ 1 знайдеться Fn ∈ F,
така, що Fn([−n, n)) ≥ ε/2. За означенням слабкої компактностi F обере-
мо (Fnk

, k ≥ 1) ⊂ (Fn, n ≥ 1) так, щоб Fnk
→W F, де F – деяка функцiя

розподiлу. Нехай −c, c – точки неперервностi F. Оскiльки за теоремою
про еквiвалентнiсть слабкої збiжностi та в основному Fnk

→O F, то, по-
чинаючи з nk > c, маємо [−c, c) ⊃ [−nk, nk) i за означенням збiжностi в
основному

F (−c) + 1− F (c) = lim k→∞(Fnk
(−c) + 1− Fnk

(c)) =

lim k→∞ Fnk
([−c, c)) ≥ lim k→∞Fnk

([−nk, nk)) ≥ ε/2 > 0.

Спрямовуючи тут c→∞, отримуємо суперечнiсть з умовою нормованостi
функцiї розподiлу F (−∞) + 1− F (∞) ≥ ε/2 > 0 �

Лема (про верхнi межу та границю монотонної послiдовно-
стi). Нехай числова послiдовнiсть εn(c) така, що

(а) εn(c) ↓ 0 при c→∞ для кожного n, та
(б) limn→∞ εn(c) → 0 при c→∞.

Тодi supn≥1 εn(c) → 0 при c→∞.

Доведення.
Припустимо, що твердження леми не виконується. Оскiльки функцiя

sup n≥1 εn(c) не зростає за c, то всi її значення не меншi деякого δ > 0 i
для кожногоm знайдеться nm таке, що εnm(m) ≥ δ/2. Послiдовнiсть nm не
може бути обмеженою, iнакше nm = k для нескiнченної кiлькостi номерiв
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m, i εk(m) ≥ δ/2, що суперечить умовi (а). Тодi для кожного фiксованого
c, починаючи з m > c внаслiдок монотонностi (а) маємо εn(c) ≥ εn(m) i

lim n→∞εn(c) ≥ lim m→∞εnm(c) ≥ lim m→∞εnm(m) ≥ δ/2.

Ця нерiвнiсть суперечить умовi (б) �
Теорема (про критерiй слабкої компактностi послiдовностi).

Послiдовнiсть (Fn, n ≥ 1) функцiй розподiлу є слабко компактною тодi
й тiльки тодi, коли

lim c→∞ limn→∞ Fn([−c, c)) = 0.

Доведення.
Необхiднiсть очевидна, оскiльки верхня границя не бiльша за верхню

межу, а остання прямує до нуля за теоремою Прохорова про критерiй
слабкої компактностi.

Для доведення достатностi застосуємо лему про верхнi межу та гра-
ницю монотонної послiдовностi до послiдовностi εn(c) ≡ Fn([−c, c)). Умо-
ва (а) леми випливає з нормованостi функцiй розподiлу Fn, умова (б)
збiгається з умовою теореми, а твердження леми є умовою Прохорова
слабкої компактностi. Тому застосування теореми Прохорова доводить
слабку компактнiсть послiдовностi �
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29. Характеристичнi функцiї

Перетворення Фур’є широко застосовуються в математичнiй фiзицi, те-
орiї диференцiальних рiвнянь та iнших роздiлах математики. У теорiї
ймовiрностей це поняття вiдоме як характеристична функцiя.

Означення. Нехай ξ – випадкова величина, а F – її функцiя розпо-
дiлу. Характеристичною функцiєю величини ξ та функцiї розподiлу F
називається така комплекснозначна функцiя дiйсної змiнної t ∈ R :

ϕξ(t) ≡M exp(itξ) =

∫ ∞

−∞
exp(itx) dF (x) ≡ ϕF (t).

Рiвнiсть посерединi випливає з теореми про обчислення математично-
го сподiвання функцiї вiд випадкової величини.

В останньому означеннi та надалi математичне сподiвання (iнтеграл
Лебега) вiд комплекснозначних величин визначається за лiнiйнiстю:

M(ξ1 + iξ2) = Mξ1 + iMξ2.

Вправа. Довести, що для комплекснозначних величин
|Mξ| ≤M |ξ| , Mξ= Mξ.

29.1. Однозначнiсть вiдповiдностi

Теорема (про однозначну вiдповiднiсть мiж функцiями роз-
подiлу та характеристичними функцiями). Вiдповiднiсть мiж
функцiями розподiлу та характеристичними функцiями є взаємно одно-
значною.
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Зауваження. Iснують формули обертання для характеристичних фун-
кцiй, з яких можна явно обчислити функцiю розподiлу за її характеристи-
чною функцiєю. Наприклад, для всiх a < b, що є точками неперервностi
функцiї розподiлу F, справедлива тотожнiсть

F (b)− F (a) =
1

2π
lim
ε ↓ 0

∫ b

a

dx

∫ ∞

−∞
exp(−itx− ε2t2) ϕF (t) dt,

де абсолютна збiжнiсть кратного iнтегралу при ε > 0 обумовлена обмеже-
нiстю характеристичної функцiї. Зауважимо, що така збiжнiсть при ε = 0
може порушуватись.

Доведення теореми.
Припустимо, що функцiї розподiлу F,G мають однаковi характери-

стичнi функцiї: ϕF (t) = ϕG(t) при всiх t ∈ R. Позначимо клас функцiй

G =

{
g ∈ Cb(R) :

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x) =

∫ ∞

−∞
g(x)dG(x)

}
.

За припущенням, кожна гармонiка exp(itx) ∈ G при t ∈ R. Клас G є лiнiй-
ним, тому вiн мiстить всi тригонометричнi полiноми
g(x) =

∑
ck exp(itkx). Крiм того, за теоремою Лебега про мажоровану

збiжнiсть клас G замкнений вiдносно обмеженої поточкової збiжностi.
Застосовуючи теорему Стоуна – Вейєрштраса про наближення непе-

рервної обмеженої функцiї полiномами, доведемо, що клас G мiстить усi
фiнiтнi неперервнi функцiї. Дiйсно, нехай g ∈ Cb(R) та g(x) = 0 при |x| >
c− 1. Оберемо тригонометричний полiном gε такий, що |g(x)− gε(x)| ≤ ε
при |x| ≤ c, що має перiод 2c. Пiсля перiодичного продовження його на R
отримуємо функцiю gε ∈ Cb(R). За рахунок вибору c рiзницю∣∣∣∣∫ gdF −

∫
gdG

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
|x|≤c

gdF −
∫
|x|≤c

gdG

∣∣∣∣ ≤
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∣∣∣∣∫
|x|≤c

(g − gε)dF

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
|x|≤c

(g − gε)dG

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ gεdF −
∫
gεdG

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
|x|>c

gεdF −
∫
|x|>c

gεdG

∣∣∣∣ ≤
2ε+ 0 + (F ([−c, c]) +G([−c, c])(sup g + ε)

можна зробити як завгодно малою. Тому g ∈ G.

Оскiльки кожна неперервна обмежена функцiя є обмеженою поточко-
вою границею фiнiтних неперервних обмежених функцiй, то G = Cb(R).
Звiдси та з теореми про однозначнiсть слабкої границi, пункт (а), виво-
димо, що F = G �

Вправа.
(1) Якщо ξ – цiлозначна випадкова величина, то її характеристична функцiя

ϕ(t) має перiод 2π i P (ξ = n) = (2π)−1
∫ π

−π
exp(−itn)ϕ(t)dt.

(2) Нехай випадкова величина ξ iнтегровна в будь-якiй степенi i Mξn =
(n + k)!/k! для деякого k та всiх n ≥ 0.Довести, що розподiл ξ визначається
однозначно та збiгається з розподiлом Ерланга.

29.2. Властивостi характеристичної функцiї

Теорема (про основнi властивостi характеристичної функцiї).
Нехай ϕ – характеристична функцiя. Тодi виконуються такi властиво-
стi:

(а –нормованiсть) ϕ(0) = 1 i |ϕ(t)| ≤ 1, ∀t ∈ R,
(б –антисиметрiя) ϕ(−t) = ϕ(t),

(в –неперервнiсть) ϕ(t) неперервна в нулi та рiвномiрно неперервна,
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(г –невiд’ємна визначенiсть) для довiльних дiйсних t1, ..., tn та ком-
плексних c1, ..., cn справедлива нерiвнiсть∑n

k, j =1
ckcj ϕ(tk − tj) ≥ 0.

Зауваження. Теорема Бохнера-Хiнчина стверджує, що будь-яка ком-
плекснозначна функцiя дiйсної змiнної, що задовольняє умови (а)-(г), є
характеристичною для певної функцiї розподiлу.

Доведення теореми.
(а) ϕ(0) =

∫∞
−∞ dF (x) = F (R) = 1 з умови нормованостi функцiї роз-

подiлу, |ϕ(t)| =
∣∣∣∫∞−∞ exp(itx)dF (x)

∣∣∣ ≤ ∫∞−∞ |exp(itx)| dF (x) = 1.

(б) ϕ(−t) =
∫∞
−∞ exp(−itx)dF (x) =

∫∞
−∞ exp(itx)dF (x) =∫∞

−∞ exp(itx)dF (x).

(в) |ϕ(t)− ϕ(s)| ≤
∫∞
−∞ |exp(itx)− exp(isx)| dF (x) =∫∞

−∞ |exp(i(t− s)x)− 1| dF (x) → 0, t− s→ 0,
за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть, оскiльки |exp(ihx)− 1| ≤
2 та |exp(ihx)− 1| → 0 при h→ 0 для кожного x.

(г) Сума з умови дорiвнює∫∞
−∞
∑n

k, j =1 ckcj exp(i(tk − tj)x)dF (x) =∫∞
−∞ |

∑n
k=1 ck exp(itkx)|2 dF (x) ≥ 0�

Вправа. Якщо випадкова величина ξ має щiльнiсть та iнтегровна, то
∣∣ϕξ(t)

∣∣ <
1 для всiх t 6= 0.

Теорема (про властивостi характеристичної функцiї).
(а) ϕa+bξ(t) = exp(ita) ϕξ(bt).
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(б) Якщо ξ, η незалежнi, то ϕξ+η(t) = ϕξ(t) ϕη(t).

(в) Якщо ξ iнтегровна, то ϕξ(t) = 1 + it Mξ + o(t), t→ 0.

(г) Якщо ξ квадратично iнтегровна, то

ϕξ(t) = 1 + it Mξ − 1
2
t2 Mξ2 + o(t2), t→ 0.

(д) За умови iнтегровностi або квадратичної iнтегровностi вiдповiд-
но

Mξ = −iϕ′ξ(0), Mξ2 = −ϕ′′ξ (0).

(е) Якщо ξ ' N(µ, σ2) нормальна випадкова величина, то

ϕξ(t) = exp(itµ− σ2t2/2).

(ж) Якщо ξ ' Π(λ) має розподiл Пуассона з параметром λ, то

ϕξ(t) = exp(λ(exp(it)− 1)).

Доведення.
(а) За мультиплiкативнiстю експоненти та однорiднiстю математично-

го сподiвання

ϕa+bξ(t) = M exp(it(a+ bξ)) =

M exp(ita) exp(itbξ) = exp(ita)M exp(itbξ) = exp(itb)ϕξ(at).

(б) За теоремою про перетворення незалежних величин випадковi ве-
личини exp(itξ) i exp(itη) також незалежнi. Тому



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 190 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

ϕξ+η(t) = M exp(it(ξ + η)) = M exp(itξ) exp(itη) =

M exp(itξ) M exp(itη) = ϕξ(t)ϕη(t).

внаслiдок теореми про математичне сподiвання добутку незалежних ве-
личин.

(в) З елементарної нерiвностi |exp(itx)− 1− itx| ≤ 2 |tx| , ∀tx ∈ R,
випливає, що до iнтегралу

ϕξ(t)− 1− it Mξ

t
=

∫ ∞

−∞

exp(itx)− 1− itx

t
dF (x)

можна застосувати теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть при t→ 0,
тому що

∫∞
−∞ 2 |x| dF (x) = 2M |ξ| < ∞. Оскiльки пiдiнтегральна функцiя

в правiй частинi поточково прямує до нуля, то права частина прямує до
нуля при t→ 0, звiдки дiстанемо шукане спiввiдношення.

(г) Аналогiчно застосовуємо нерiвнiсть
|exp(itx)− 1− itx+ t2x2/2| ≤ |tx|2 до iнтегралу∫ ∞

−∞

exp(itx)− 1− itx+ t2x2/2

t2
dF (x) =

(ϕξ(t)− 1− it Mξ + t2Mξ2/2) / t2.

(д) Випливає з формули розкладу в ряд Тейлора в околi нуля дифе-
ренцiйовної функцiї ϕξ(t) та тверджень (в) чи (г).

(е) Якщо ζ ' N(0, 1) стандартна нормальна величина, то

ϕζ(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
exp(−x

2

2
+ itx)dx =
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exp(−t
2

2
)

1√
2π

∫ ∞

−∞
exp(−(x− it)2/2)dx = exp(−t

2

2
).

У загальному випадку досить застосувати (а) до означення ξ = µ+σζ.

(ж) За формулою про обчислення математичного сподiвання функцiї
вiд дискретної величини

ϕξ(t) =
∑

n≥0
exp(itn)λn exp(−λ)/n! = exp(λ(exp(it)− 1))�

Вправа
(1) Випадкова величина ξ з розподiлом P (ξ = ±2n) = C/(n2 lnn) не iнте-

гровна, однак її характеристична функцiя диференцiйовна в нулi.
(2) Якщо характеристична функцiя ϕξ(t) випадкової величини ξ має похi-

дну парного порядку 2n, то випадкова величина ξ2n iнтегровна.
(3) Довести, що (а) характеристична функцiя випадкової величини зi щiль-

нiстю Кошi (π(1 + x2))−1 дорiвнює exp(− |t|), (б) для незалежних однаково
розподiлених випадкових величин ξ1, .ξn зi щiльнiстю Кошi нормована сума
(ξ1 + .. + ξn)/n має таку ж саму щiльнiсть, (в) для вказаної послiдовностi не
справджується закон великих чисел.

(4) Характеристична функцiя рiвномiрного розподiлу на [−a, a] дорiвнює
sin at

at
.

(5) Якщо величина ξ має гама-розподiл Γ(λ, α), то ϕξ(t) = (1− it/λ)−α.

(6) За означенням випадкова величина ξ симетрична, якщо ξ та −ξ мають
однаковi функцiї розподiлу. Довести, що симетричнiсть еквiвалентна дiйсно-
значностi характеристичної функцiї.

(7, С.Н.Бернштейн). Якщо величини ξ, η незалежнi, однаково розподiленi
i квадратично iнтегровнi, причому ξ + η та ξ − η також незалежнi, то ξ, η –
нормальнi випадковi величини.
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29.3. Теорема Левi

Теорема (теорема Левi про критерiй слабкої збiжностi). Не-
хай (Fn, n ≥ 1) послiдовнiсть функцiй розподiлу з характеристичними
функцiями ϕn.

Для того, щоб мала мiсце слабка збiжнiсть Fn →W F, n → ∞, до
деякої функцiї розподiлу F, необхiдно i достатньо, щоб характеристичнi
функцiї ϕn(t) збiгались при кожному t ∈ R до функцiї ϕ(t), яка неперерв-
на в нулi. У цьому випадку ϕ є характеристичною функцiєю для F.

Доведення.
(а) Необхiднiсть випливає з означення слабкої збiжностi, тому що гар-

монiки exp(itx) ∈ Cb(R) є неперервними обмеженими функцiями при ко-
жному t ∈ R.

(б) Достатнiсть. Нехай ϕn(t) → ϕ(t), n→∞,∀t, де функцiя ϕ(t) непе-
рервна в нулi.

Доведемо спочатку, що послiдовнiсть (Fn, n ≥ 1) є слабко компа-
ктною.

Нехай a > 0, b = 2/a. Враховуючи означення характеристичної фун-
кцiї, абсолютну збiжнiсть кратного iнтегралу та теорему Фубiнi про кра-
тний та повторнi iнтеграли, обчислимо

1

2a

∫ a

−a

(1− ϕn(t))dt =
1

2a

∫ a

−a

(∫ ∞

−∞
(1− exp(itx))dFn(x)

)
dt =

1

2a

∫ ∞

−∞

(∫ a

−a

(1− exp(itx))dt

)
dFn(x) =∫ ∞

−∞

(
1− sin ax

ax

)
dFn(x) ≥

∫
|x| ≥ b

(
1− sin ax

ax

)
dFn(x) ≥
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∫
|x| ≥ b

1

2
dFn(x) ≥ 1

2
Fn([−b, b)).

Справедливiсть цих нерiвностей випливає, по-перше, з невiд’ємностi

1− sin ax

ax
≥ 0,

оскiльки |sin y| ≤ |y| , а по-друге, з оцiнки∣∣∣∣sin axax

∣∣∣∣ ≤ 1

|ax|
≤ 1

2
, ∀ |x| ≥ b = 2/a.

З отриманої нерiвностi та з теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть
знаходимо

limn→∞Fn([−b, b)) ≤ 2

2a
limn→∞

∫ a

−a

(1− ϕn(t))dt =

1

a

∫ a

−a

(1− ϕ(t))dt→ 0, a→ 0, b→∞,

оскiльки функцiя ϕ(t) неперервна в нулi та ϕ(0) = limn→∞ ϕn(0) = 1. От-
же, виконана умова теореми про критерiй слабкої компактностi послiдов-
ностi функцiй розподiлу, i послiдовнiсть (Fn, n ≥ 1) є слабко компактною.

За означенням слабкої компактностi знайдемо пiдпослiдовнiсть
(Fnk

, k ≥ 1) ⊂ (Fn, n ≥ 1), та функцiю розподiлу F такi, що Fnk
→W F.

Нехай ϕF – характеристична функцiя F. Тодi внаслiдок вже доведеного
твердження необхiдностi ϕnk

→ ϕF . Отже, ϕ = limϕn = limϕnk
= ϕF є

характеристичною функцiєю функцiї розподiлу F .
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Доведемо, що Fn →W F. Припустимо, що ця збiжнiсть не має мiсця.
Тодi за означенням слабкої збiжностi знайдуться ε > 0, функцiя g ∈ Cb(R)
та нескiнченна пiдпослiдовнiсть nm такi, що∣∣∣∣∫ ∞

−∞
g(x)dFnm(x)−

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x)

∣∣∣∣ ≥ ε, ∀m.

Оскiльки (Fnm , m ≥ 1) ⊂ (Fn, n ≥ 1) є пiдпослiдовнiстю слабко
компактної множини, то знайдеться слабко збiжна пiдпiдпослiдовнiсть

(Fnmk
, k ≥ 1) ⊂ (Fnm , m ≥ 1), Fnmk

→W G,

де G – деяка функцiя розподiлу. Оскiльки ϕnmk
→ ϕG, то ϕG = ϕ = ϕF .

Отже, G = F за теоремою про однозначнiсть вiдповiдностi мiж функцiя-
ми розподiлу та характеристичними функцiями. Але в цьому випадку∫∞

−∞ g(x)dF (x) =
∫∞
−∞ g(x)dG(x) = limk→∞

∫∞
−∞ g(x)dFnmk

(x),

що суперечить нерiвностi, яка отримана вище: вiдстань мiж правою та
лiвою частинами повинна була б бути не меншою за ε.

Отже, вiд супротивного Fn →W F �
Вправа.
(1) Нехай величини ξn, ξ мають характеристичнi функцiї ϕn, ϕ, причому∫ b

a
ϕn(t)dt→

∫ b

a
ϕ(t)dt, n→∞, для всiх a < b. Довести, що ξn →W ξ.

(2) Випадковi величини (ξn, n ≥ 1) та ξ такi, що |ξn| ≤ c, |ξ| ≤ c для деякої
сталої c, та Mξk

n →Mξk, n→∞, при всiх k ≥ 1. Довести, що ξn →W ξ.
(3) Випадковi величини (ξn, n ≥ 1) незалежнi однаково розподiленi на

вiдрiзку [0, 1) i |M exp(2πikξ1)| < 1 для всiх k ∈ N. Доведiть, що Sn =
(ξ1 + ..+ ξn)(mod 1) →W χ, де величина χ рiвномiрно розподiлена на [0, 1).
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(4) Нехай ξ – довiльна випадкова величина з характеристичною функцiєю
ϕξ, а величини ζT не залежать вiд ξ i мають щiльностi (1 − cosTx)/ (πTx2),
x ∈ R. (a) Обчислити характеристичнi функцiї ϕζT

(t) = (1− |t| /T )1|t|<T . (б)
Вивести звiдси слабку збiжнiсть ξ + ζT →W ξ, T → ∞. (в) Довести формулу
обертання для точок неперервностi функцiї розподiлу ξ :

Fξ(b)− Fξ(a) =
1

2π
lim

T→∞

∫ b

a

dx

∫ T

−T

exp(−itx)(1− |t| /T ) ϕξ(t) dt

Теорема (про добуток слабко збiжної послiдовностi зi збi-
жною). Нехай (ξn, n ≥ 1) послiдовнiсть випадкових величин така, що
ξn →W ξ, n→∞, а числова послiдовнiсть an → a. Тодi

anξn →W aξ.

Доведення. Позначимо ϕn – характеристичну функцiю ξn. Оскiльки
послiдовнiсть функцiй розподiлу Fn величин ξn слабко збiгається, то во-
на слабко компактна. Тому за теоремою Прохорова про критерiй слабкої
компактностi supn Fn([−c, c)) → 0, c→∞. Звiдси

|ϕn(t)− ϕn(s)| ≤∫
|x|>c

|eitx − eisx| dFn(x) +
∫
|x|≤c

|eitx − eisx| dFn(x) ≤

2 supn

∫
|x|>c

dFn(x) + sup|x|≤c |eitx − eisx|
∫
|x|≤c

dFn(x) ≤

2 supn Fn([−c, c)) + sup|x|≤c

∣∣ei(t−s)x − 1
∣∣→ 0, |t− s| → 0.

Отже, функцiї ϕn(t) є рiвномiрно за n i t неперервними.
Тому зi збiжностi ϕn(t) → ϕ(t) та з оцiнки
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|ϕn(ant)− ϕ(at)| ≤ |ϕn(ant)− ϕn(at)|+ |ϕn(at)− ϕ(at)|

випливає збiжнiсть ϕn(ant) → ϕ(at), що за теоремою Левi про критерiй
слабкої збiжностi доводить шукане твердження �

Вправа.
(1) Доведiть, що an + ξn →W a+ ξ.
(2) Доведiть, що в попереднiх твердженнi та теоремi послiдовнiсть сталих

an → a можна замiнити на послiдовнiсть випадкових величин ηn →P a.

29.4. Сумiсна характеристична функцiя та слабка збi-
жнiсть векторiв

Означення. Сумiсною характеристичною функцiєю випадкового ве-
ктора ξ = (ξ1, ..., ξd) називається така функцiя векторного аргументу
t = (t1, ..., td) ∈ Rd :

ϕξ(t) = M exp(it′ξ) = M exp
(∑d

k=1
itkξk

)
.

Сумiсна характеристична функцiя має такi ж властивостi, що i зви-
чайна характеристична функцiя. Зокрема, вiдповiднiсть мiж сумiсними
функцiями розподiлу та сумiсними характеристичними функцiями є вза-
ємно однозначною.

Означення. Випадковi d-вимiрнi вектори ξn слабко збiгаються:
ξn →W ξ, якщо Mg(ξn) →Mg(ξ) для всiх g ∈ Cb(Rd).

Теорема (теорема Левi про критерiй слабкої збiжностi випад-
кових векторiв). Послiдовнiсть d-вимiрних випадкових векторiв слабко
збiгається ξn →W ξ, n → ∞, тодi й тiльки тодi, коли поточково збiга-
ються вiдповiднi сумiснi характеристичнi функцiї
ϕn(t) → ϕ(t), n→∞,∀t ∈ Rd, до границi ϕ(t), що неперервна в нулi.
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Доведення повнiстю аналогiчне доведенню для скалярного випадку.
Звiдси випливає таке твердження.
Теорема (про критерiй слабкої збiжностi випадкових векто-

рiв). Послiдовнiсть d-вимiрних випадкових векторiв слабко збiгається
ξn →W ξ, n → ∞, тодi й тiльки тодi, коли для довiльного t ∈ Rd слабко
збiгається лiнiйна форма t′ξn →W t′ξ.

Доведення.
Нехай ϕn, ϕ – сумiснi характеристичнi функцiї векторiв ξn, ξ. За тео-

ремою Левi про критерiй слабкої збiжностi при кожному t ∈ Rd збiжнiсть
t′ξn →W t′ξ, n → ∞, еквiвалентна збiжностi характеристичних функцiй
M exp(is t′ξn) → M exp(is t′ξ) для всiх s ∈ R. Остання лише формою
запису вiдрiзняється вiд збiжностi ϕn(st) → ϕ(st), ∀s ∈ R. Нарештi, за те-
оремою Левi про критерiй слабкої збiжностi випадкових векторiв ξn →W ξ
тодi й тiльки тодi, коли ϕn(st) → ϕ(st), ∀s ∈ R,∀t ∈ Rd, оскiльки множина
{st, s ∈ R, t ∈ Rd} = Rd �

Вправа.
(1) Нехай ξn →W ξ ∈ Rd, а функцiя g ∈ C(Rd) неперервна. Довести, що

g(ξn) →W g(ξ).
(2) Довести, що сумiсна характеристична функцiя нормального випадкового

вектора ξ ' Nn(m,V ) дорiвнює ϕξ(t) = exp(it′m− t′V t / 2).
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30. Класична центральна гранична теорема
У центральнiй граничнiй теоремi доводиться, що центрована та нормова-
на сума незалежних величин слабко збiгається до нормальної величини
для практично довiльних розподiлiв окремих доданкiв. Цей клас теорем
є пiдставою для широкого застосування нормального розподiлу в стати-
стицi.

Теорема (класична центральна гранична теорема).
Нехай (ξn, n ≥ 1) послiдовнiсть незалежних у сукупностi однаково роз-
подiлених випадкових величин зi скiнченними середнiми та дисперсiями:
µ = Mξ1, σ

2 = Dξ1, а Sn = ξ1 + ...+ ξn. Тодi

(Sn −MSn)/
√
DSn ≡ (Sn − nµ)/σ

√
n→W ζ ' N(0, 1), n→∞.

Наслiдок. Оскiльки збiжнiсть в основному випливає зi слабкої збi-
жностi, а нормальна функцiя розподiлу неперервна, то для всiх x ∈ R
має мiсце збiжнiсть функцiй розподiлу

P (
Sn − nµ

σ
√
n

< x) → Φ(x) ≡
∫ x

−∞

1√
2π

exp(−1

2
y2)dy, n→∞.

Зокрема, звiдси при довiльному розподiлi окремих доданкiв за прави-
лом 3 сигма для досить великих n випливає наближена рiвнiсть

P (|Sn − nµ| < 3σ
√
n) ≈ 0.997.

Доведення. Рiвностi MSn = nµ, DSn = σ2n є очевидними наслiдка-
ми незалежностi та однакової розподiленостi доданкiв, за лiнiйнiстю ма-
тематичного сподiвання та за теоремою про дисперсiю суми незалежних
величин.
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Нехай ϕ – характеристична функцiя ξ1. Тодi за теоремою про власти-
востi характеристичної функцiї, пункти (а) та (б):

ϕn(t) ≡M exp(it((Sn − nµ)/σ
√
n)) =

exp(−it n µ/σ
√
n) ϕSn

(t/σ
√
n) = exp(−it n µ/σ

√
n) ϕn(t/σ

√
n).

Використаємо розклад у ряд Тейлора логарифмiчної функцiї та твер-
дження (г) теореми про властивостi характеристичної функцiї:

lnϕ(s) = ln(1 + (ϕ(s)− 1)) = (ϕ(s)− 1)− (ϕ(s)− 1)2/2 + o(s2) =

isµ− s2µ2/2 + s2µ2/2 + o(s2) = isµ− s2σ2/2 + o(s2), s→ 0.

Звiдси
lnϕn(t) = −it n µ / σ

√
n+

n
(
it µ/σ

√
n− σ2t2 / 2σ2n+ o(1/n)

)
= −t2 / 2 + o(1), n→∞.

Отже, ϕn(t) → exp(−t2 / 2) = ϕζ(t). Застосування теореми Левi про
критерiй слабкої збiжностi довершує доведення �

Вправа.
(1) Випадковi величини (ξn, n ≥ 1) незалежнi, однаково розподiленi, P (ξn =

0) = P (ξn = 1) = 1/2. Довести, що сума ряду
∑

n≥1 2−nξn рiвномiрно розпо-
дiлена на [0, 1]

(2) Випадковi величини (ξn, n ≥ 1) незалежнi, однаково розподiленi зi
щiльнiстю Кошi (π(1 + x2))−1. Знайти граничний розподiл для нормованих
максимумiв n−1 max1≤k≤n ξk.

(3) Випадковi величини (ξn, n ≥ 1) незалежнi, однаково рiвномiрно розпо-
дiленi на iнтервалi [0, 1] (а) Знайти таке перетворення добуткiв

∏n
k=1 ξk, яке
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б слабко збiгалося до стандартної нормальної випадкової величини. (б) Обчи-
слити граничний при n→∞ розподiл величин nmin1≤k≤n ξk.

(4) Вивести з класичної центральної граничної теореми для пуассонiвських
величин тотожнiсть limn→∞ exp(−n)

∑n
k=0 n

k/k! = 1/2.
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31. Загальна гранична теорема для стандар-
тних серiй

31.1. Стандартнi послiдовностi серiй

Означення. Подвiйна послiдовнiсть випадкових величин
(ζnk, k = 1, kn, n ≥ 1) називається стандартною послiдовнiстю серiй,
якщо виконуються умови:

(1 –незалежнiсть) випадковi величини в кожнiй серiї (ζnk, k = 1, kn)
незалежнi в сукупностi,

(2 –центрованiсть) Mζnk = 0, ∀k, ∀n,
(3 –нормованiсть) ∃Dζnk = σ2

nk i
∑kn

k=1 σ
2
nk = 1,

(4 –рiвномiрна малiсть) max1≤ k ≤ kn σ2
nk → 0 при n→∞.

Приклад. Якщо (ξn , n ≥ 1) задовольняють умови класичної цен-
тральної граничної теореми, то послiдовнiсть

ζnk ≡ (ξk − µ) / σ
√
n, k = 1, n,

є стандартною послiдовнiстю серiй (Вправа).
Нехай (ζnk, k = 1, kn, n ≥ 1) – стандартна послiдовнiсть серiй. Введе-

мо такi позначення

ζn =
∑kn

k=1
ζnk, ϕn(t) = M exp(itζn),

Fnk(x) = P (ζnk < x), ϕnk(t) = M exp(itζnk).

За адитивнiстю математичного сподiвання, теоремою про дисперсiю
суми незалежних величин та теоремою про властивостi характеристичної
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функцiї, пункт (б),

Mζn = 0, Dζn = 1, ϕn(t) =
∏kn

k=1
ϕnk(t).

31.2. Допомiжнi леми

Доведення загальної граничної теореми базується на таких лемах.
Лема 1. Для стандартної послiдовностi серiй виконується спiввiдно-

шення
lnϕn(t)−

∑kn

k=1
(ϕnk(t)− 1) → 0, n→∞.

Доведення. З елементарної нерiвностi |exp(ix)− 1− ix| ≤ x2/2 та з
умови центрованостi Mζnk = 0 означення стандартних серiй дiстанемо

|ϕnk(t)− 1| = |M(exp(itζnk)− 1− itζnk)| ≤ t2σ2
nk ≤ t2 max

k
σ2

nk → 0.

Зокрема, |ϕnk(t)| ≥ 1/2, починаючи з деякого n при всiх k, отже ко-
ректно визначена логарифмiчна функцiя на комплекснiй площинi як вiд
ϕnk(t), так i вiд ϕn(t). З урахуванням нерiвностi |ln(1 + z)− z| ≤ |z|2 та
попередньої нерiвностi оцiнимо∣∣∣lnϕn(t)−

∑kn

k=1
(ϕnk(t)− 1)

∣∣∣ =∣∣∣∑kn

k=1
(lnϕnk(t)− ϕnk(t) + 1)

∣∣∣ ≤∑kn

k=1
|ϕnk(t)− 1|2 ≤∑kn

k=1
t4σ4

nk ≤ t4 max
k
σ2

nk

∑kn

k=1
σ2

nk = t4 max
k
σ2

nk → 0, n→∞

де враховане також означення стандартних серiй�
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Лема 2. (а) При кожному n функцiї

Gn(x) ≡
∑kn

k=1
Mζ2

nk1{ζnk < x} =
∑kn

k=1

∫
(−∞, x)

y2 dFnk(y)

є функцiями розподiлу.
(б) Для всiх обмежених борелєвих функцiй g виконується тотожнiсть∑kn

k=1
Mζ2

nk g(ζnk) =

∫ ∞

−∞
g(y) dGn(y).

Доведення.
(а) Монотоннiсть Gn(x) очевидна. Нормованiсть випливає з теореми

Лебега про монотонну збiжнiсть та нормованостi (3) стандартної послi-
довностi серiй:

limx→∞Gn(x) =
∑kn

k=1 limx→∞ Mζ2
nk1{ζnk < x} =∑kn

k=1Mζ2
nk =

∑kn

k=1Dζnk =
∑kn

k=1 σ
2
nk = 1.

Неперервнiсть Gn злiва також виводиться з теореми Лебега про моно-
тонну збiжнiсть, з урахуванням неперервностi злiва функцiї 1ξ < x:

lim
y↑x

Gn(y) =
∑kn

k=1
lim
y↑x

Mζ2
nk1{ζnk < y} =

∑kn

k=1
Mζ2

nk1{ζnk < x} = Gn(x).

(б) Позначимо через G клас борелєвих функцiй g, для яких виконує-
ться тотожнiсть твердження (б):

G =

{
g :
∑kn

k=1
Mζ2

nk g(ζnk) =

∫ ∞

−∞
g(y) dGn(y)

}
.
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З означення Gn випливає, що g(y) = 1y < x ∈ G при довiльному x ∈ R.
З лiнiйностi G виводимо, що 1A ∈ G для кожної множини A з алгебри
A(R). Крiм того, за теоремою Лебега про монотонну збiжнiсть та теоре-
мою Лебега про мажоровану збiжнiсть для математичного сподiвання та
для iнтегралу Лебега – Стiлтьєса клас G замкнений вiдносно монотонної
та мажорованої збiжностi. Тому, зокрема, клас {B ∈ B(R) : 1B ∈ G}
замкнений вiдносно монотонної збiжностi подiй, звiдки за теоремою про
монотонний клас 1B ∈ G, ∀B ∈ B(R). За лiнiйнiстю G мiстить всi простi
функцiї, а за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть – всi обмеженi
борелєвi �

Лема 3. Визначимо при кожному t ∈ R функцiю

ft(x) =

{
(exp(itx)− 1− itx) / x2, x 6= 0,
− t2 / 2, x = 0.

Тодi
(а) ft(·) ∈ Cb(R), ∀t ∈ R.
(б) Для всiх t виконується тотожнiсть∑kn

k=1
(ϕnk(t)− 1) =

∫ ∞

−∞
ft(x) dGn(x),

де функцiї розподiлу Gn визначенi в лемi 2.
Доведення.
(а) Включення ft ∈ Cb(R) очевидне, оскiльки значення ft(0) є продов-

женням означення ft за неперервнiстю в точцi x = 0.
(б) Застосуємо тотожнiсть леми 2 до функцiї g(x) = ft(x) :∫ ∞

−∞
ft(x) dGn(x) =

∑kn

k=1
Mζ2

nk ft(ζnk) =
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∑kn

k=1
M(exp(itζnk)− 1− itζnk) =

∑kn

k=1
(ϕnk(t)− 1),

оскiльки за означенням x2ft(x) = exp(itx) − 1 − itx, i за властивостями
стандартної послiдовностi серiй Mζnk = 0 �

31.3. Загальна гранична теорема для стандартних се-
рiй

Теорема (загальна гранична теорема для стандартних серiй).
Нехай (ζnk, k = 1, kn, n ≥ 1) – стандартна послiдовнiсть серiй випадко-
вих величин. Припустимо, що послiдовнiсть функцiй розподiлу

Gn(x) ≡
∑kn

k=1
Mζ2

nk1{ζnk < x}

слабко збiгається: Gn →W G до деякої функцiї розподiлу G.
Тодi послiдовнiсть сум ζn ≡

∑kn

k=1 ζnk →W ζ слабко збiгається до
випадкової величини ζ iз характеристичною функцiєю

ϕζ(t) = exp

(∫ ∞

−∞
ft(x) dG(x)

)
,

де функцiя ft(x) ≡ (exp(itx)− 1− itx) / x2.
Доведення.
Функцiя Gn є функцiєю розподiлу за лемою 2.
Оскiльки ft ∈ Cb(R), то зi збiжностi Gn →W G та лем 3, 1 виводимо,

що

lnϕn(t)−
∫ ∞

−∞
ft(x) dG(x) = lnϕn(t)−

∑kn

k=1
(ϕnk(t)− 1)+
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+

∫ ∞

−∞
ft(x) dGn(x)−

∫ ∞

−∞
ft(x) dG(x) → 0, n→∞, ∀t.

Отже, ϕn(t) → ϕζ(t), n → ∞,∀t ∈ R. Функцiя ϕζ(t) неперервна в нулi,
тому що iнтеграл пiд знаком експоненти неперервний в нулi за t за теоре-
мою Лебега про мажоровану збiжнiсть, оскiльки |ft(x)| ≤ 1 при |t| ≤ 1 та
ft(x) → f0(x) ≡ 0 при t → 0 для всiх x.Тому за теоремою Левi про кри-
терiй слабкої збiжностi ϕζ(t) є характеристичною функцiєю i ζn →W ζ
�
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32. Центральнi граничнi теореми для послi-
довностей серiй

32.1. Теорема Лiндеберга для стандартних серiй

Теорема (центральна гранична теорема Лiндеберга для стан-
дартних серiй). Нехай (ζnk, k = 1, kn, n ≥ 1) – стандартна послiдов-
нiсть серiй випадкових величин, що задовольняє умову Лiндеберга:

Ln(ε) ≡
∑kn

k=1
Mζ2

nk 1{|ζnk| ≥ ε} → 0, n→∞, ∀ ε > 0.

Тодi

ζn ≡
∑kn

k=1 ζnk →W ζ ' N(0, 1).

Зауваження. Можна довести, що умова Лiндеберга є необхiдною для
асимптотичної нормальностi суми стандартних серiй.

Доведення теореми. Досить оцiнити в умовах загальної граничної
теореми для стандартних серiй при кожному ε > 0

Gn(−ε) + 1−Gn(ε) =
∑kn

k=1
Mζ2

nk 1{ζnk < −ε}+∑kn

k=1
Mζ2

nk −
∑kn

k=1
Mζ2

nk 1{ζnk < ε} =
∑kn

k=1
Mζ2

nk 1{ζnk < −ε}∪{ζnk ≥ ε} ≤∑kn

k=1
Mζ2

nk 1{|ζnk| ≥ ε} = Ln(ε) → 0,

отже, Gn(−ε) → 0, Gn(ε) → 1, ∀ε > 0 i Gn →O G, де G(x) = 10 < x є
функцiєю розподiлу.
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Тому за теоремою про еквiвалентнiсть слабкої збiжностi та в основно-
му Gn →W G. Отже, згiдно iз загальною граничною теоремою для стан-
дартних серiй ζn →W ζ, де гранична характеристична функцiя дорiвнює

ϕζ(t) = exp(

∫ ∞

−∞
ft(x) dG(x)) = exp(ft(0)) = exp(−t2/2)

i є характеристичною функцiєю стандартного нормального розподiлу. Звiд-
си за теоремою про однозначну вiдповiднiсть мiж функцiями розподiлу
та характеристичними функцiями ζ ' N(0, 1) �

32.2. Теорема Ляпунова для стандартних серiй

Теорема (центральна гранична теорема Ляпунова для стан-
дартних серiй). Нехай (ζnk, k = 1, kn, n ≥ 1) – стандартна послiдов-
нiсть серiй випадкових величин, що задовольняє умову Ляпунова:

∃δ > 0 : L2+δ
n ≡

∑kn

k=1
M |ζnk|

2+δ → 0, n→∞.

Тодi

ζn ≡
∑kn

k=1 ζnk →W ζ ' N(0, 1).

Доведення. Оцiнимо при всiх ε > 0 показник Лiндеберга

Ln(ε) =
∑kn

k=1Mζ2
nk 1{|ζnk| ≥ ε} ≤∑kn

k=1Mζ2
nk

(
|ζnk|

ε

)δ

1{|ζnk| ≥ ε} ≤ ε−δL2+δ
n → 0,

тому з умови Ляпунова випливає умова Лiндеберга, а отже, i асимптоти-
чна нормальнiсть �
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32.3. Теорема Лiндеберга для загальних серiй

Означення. Подвiйна послiдовнiсть випадкових величин
(ξnk, k = 1, kn, n ≥ 1) називається загальною послiдовнiстю серiй, якщо:

(1) випадковi величини в кожнiй серiї (ξnk, k = 1, kn) незалежнi в
сукупностi,

(2) iснують Mξnk = µnk, µn ≡
∑kn

k=1 µnk,

(3) iснують Dξnk = σ2
nk , σ2

n ≡
∑kn

k=1 σ
2
nk,

(4) max 1≤ k ≤kn σ2
nk / σ

2
n → 0 при n→∞.

Теорема (центральна гранична теорема Лiндеберга для за-
гальних серiй). Нехай (ξnk, k = 1, kn, n ≥ 1) – загальна послiдовнiсть
серiй випадкових величин, що задовольняє умову Лiндеберга:

Ln(ε) ≡ 1

σ2
n

∑kn

k=1
M |ξnk − µnk|

2 1{|ξnk−µnk| ≥ εσn} → 0, n→∞,∀ε > 0.

Тодi суми ξn ≡
∑kn

k=1 ξnk пiсля центрування та нормування є асимпто-
тично нормальними:

(ξn − µn) / σn →W ζ ' N(0, 1).

Доведення. Розглянемо подвiйну послiдовнiсть випадкових величин

ζnk ≡ (ξnk − µnk) / σn.

Тодi ζnk є стандартною послiдовнiстю серiй, оскiльки за означенням
загальних серiй

Mζnk = (Mξnk − µnk)/σn = 0,
∑kn

k=1Dζnk =
∑kn

k=1 σ
2
nk/σ

2
n = 1,

max1≤ k ≤kn Dζnk = max1≤ k ≤kn σ2
nk/σ

2
n → 0, n→∞.
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Далi, показники в умовах Лiндеберга для ζnk та ξnk збiгаються, а ве-
личина
ζn =

∑kn

k=1 ζnk = (ξn − µn) / σn. Тому твердження теореми випливає з
центральної граничної теореми Лiндеберга для стандартних серiй �

Наслiдок (центральна гранична теорема Лiндеберга для за-
гальних серiй). Якщо величини в кожнiй серiї (ξnk, k = 1, kn) однаково
розподiленi та

lim n→∞ M |ξn1 − µn1|
2 σ−2

n1 1{
|ξn1−µn1| ≥ ε

√
n σ2

n1

} = 0, ∀ε > 0,

то умова Лiндеберга виконується.
Дiйсно, всi kn доданкiв в правiй частинi визначення показника Ln(ε)

з умови Лiндеберга та в сумi для дисперсiї σ2
n є однаковими, тому вираз

у лiвiй частинi останньої умови збiгається з Ln(ε).
Вправа.Випадковi величини (ξk, k ≥ 1) незалежнi, P (ξk = ±xk) = 1/2.

За яких умов iснують bn →∞ такi, що b−1
n

∑n
k=1 ξk →W ζ ' N(0, 1) ?

32.4. Теорема Ляпунова для загальних серiй

Теорема (центральна гранична теорема Ляпунова для загаль-
них серiй). Нехай (ξnk, k = 1, kn, n ≥ 1) – загальна послiдовнiсть серiй
випадкових величин, що задовольняє умову Ляпунова:

∃δ > 0 : L2+δ
n ≡ 1

σ2+δ
n

∑kn

k=1
M |ξnk − µnk|

2+δ → 0, n→∞.

Тодi центрованi та нормованi суми ξn ≡
∑kn

k=1 ξnk асимптотично нор-
мальнi:
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(ξn − µn) / σn →W ζ ' N(0, 1).

Доведення, як i вище, спирається на стандартнi серiї ζnk = (ξnk −
µnk) / σn �

Наслiдок. Умова Ляпунова виконується, коли величини в кожнiй се-
рiї (ξnk, k = 1, kn) однаково розподiленi, а їх моменти M |ξnk|

2+δ порядку
2 + δ обмеженi.

Дiйсно, у такому випадку всi доданки в сумi L2+δ
n однаковi та обмеженi,

тому сума зростає як kn, у той час як знаменник має порядок k2+δ
n .

Вправа. Розглянемо послiдовнiсть серiй (ξnk, k = 1, n, n ≥ 1) випад-
кових величин iз розподiлом Пуассона з параметром 1/n всерединi n-ої серiї.
Доведiть, що виконанi всi умови теореми Ляпунова, за винятком умови Ляпу-
нова, причому центральна гранична теорема також не виконується.

32.5. Гранична теорема Пуассона для стандартних се-
рiй

Граничним розподiлом центрованих та нормованих сум незалежних ве-
личин може бути не тiльки нормальний розподiл.

Теорема (гранична теорема Пуассона). Нехай (ζnk, k = 1, kn, n ≥
1) – стандартна послiдовнiсть серiй випадкових величин, що при деяко-
му a > 0 задовольняє умову

Pn(ε) ≡
∑kn

k=1
Mζ2

nk 1{|ζnk−a| ≥ ε} → 0, n→∞, ∀ε > 0.

Тодi ζn ≡
∑kn

k=1 ζnk →W ζ, де гранична характеристична функцiя

ϕζ(t) = exp((exp(ita)− 1− ita) / a2)
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є характеристичною функцiєю випадкової величини ζ iз розподiлом Пу-
ассона з параметром λ = 1/a2 та множиною значень
{na− 1/a, n = 0, 1, ...}

Доведення.
Як i в центральнiй граничнiй теоремi Лiндеберга для стандартних се-

рiй, доводимо, що Gn →O G, де G(x) = 1a < x є функцiєю розподiлу сталої
a.

Звiдси за загальною граничною теоремою для стандартних серiй

limϕζn
(t) = exp(

∫∞
−∞ ft(x) dG(x)) = exp(ft(a)) = ϕζ(t),

де пуассонiв розподiл границi ζ визначається з розкладу у ряд Тейлора
експоненти вiд ft(a) = (exp(ita)− 1− ita) / a2 :

ϕζ(t) =
∑

n≥0

exp(it(an− 1/a)) a−2n

n!
exp(−a−2)�

32.6. Центральна гранична теорема для випадкових
векторiв

Теорема (центральна гранична теорема для випадкових ве-
кторiв). Нехай (ηnk, k = 1, kn, n ≥ 1) – послiдовнiсть серiй випадкових
векторiв у Rd така, що

(1) вектори (ηnk, k = 1, kn) незалежнi в сукупностi в кожнiй серiї,
(2) iснують середнi mnk = Mηnk та коварiацiйнi матрицi Vnk =

Cov(ηnk),
(3) сумарнi показники mn =

∑kn

k=1mnk, Vn =
∑kn

k=1 Vnk мають грани-
цi: mn → m, Vn → V при n→∞,

(4) max k≤kn t
′Vnkt→ 0, ∀t ∈ Rd при n→∞.
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Якщо виконана умова Лiндеберга:

Ln(ε) ≡
∑kn

k=1
M‖ηnk −mnk‖2 1{‖ηnk−mnk‖ ≥ ε} → 0, n→∞,∀ε > 0,

то суми всерединi серiй ηn ≡
∑kn

k=1 ηnk слабко збiгаються до нормального
вектора:

ηn →W ξ ' N(m,V ), n→∞.

Доведення. Нехай t ∈ Rd фiксоване. Доведемо збiжнiсть лiнiйної
форми t′ηn →W t′ξ. Зауважимо, що за теоремою про лiнiйнi перетворення
нормальних векторiв t′ξ ' N(t′m, t′V t).

Розглянемо послiдовнiсть випадкових величин

ξnk = t′ηnk, ξn =
∑kn

k=1
ξnk = t′ηn.

Тодi Mξn = t′mn → t′m та за теоремою про дисперсiю лiнiйної форми вiд
випадкового вектора Dξnk = t′Vnkt. Позначимо

θ2
n = t′Vnt, θ

2 = t′V t.

Тодi за умовою

Dξn =
∑kn

k=1
Dξnk =

∑kn

k=1
t′Vnkt = θ2

n, θ2
n → θ2, n→∞.

Припустимо, що θ = 0. Тодi Dξn → 0 i ξn −Mξn →L2 0. Тому
ξn →P t′m. Оскiльки зi збiжностi за ймовiрнiстю випливає слабка збi-
жнiсть, то ξn = t′ηn →W t′m = t′ξ ' N(t′m, 0), що доводить збiжнiсть
лiнiйної форми t′ηn за умови зробленого припущення.

Отже, можна вважати, що θ > 0. Тодi послiдовнiсть (ξnk) є загальною
послiдовнiстю серiй, оскiльки θ2

n ≥ θ2/2 > 0, починаючи з деякого номера,
та
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maxk≤kn Dξnk/Dξn = maxk≤kn t
′Vnkt /θ

2
n → 0, n→∞,

Решта умов в означеннi загальних серiй випливає з умов (1-3) теореми.
Показник з умови Лiндеберга в центральнiй граничнiй теоремi Лiнде-

берга для загальних серiй (ξnk) має вигляд

Ln(ε) = 1
θ2

n

∑kn

k=1M |ξnk −Mξnk|
2 1{|ξnk−Mξnk| ≥ ε θn} ≤

1
θ2

n

∑kn

k=1M‖ηnk −mnk‖2‖t‖2 1{‖ηnk−mnk‖ ‖t‖ ≥ ε θn} ≤

≤ ‖t‖2
θ2/2

∑kn

k=1M‖ηnk −mnk‖2 1{‖ηnk−mnk‖ ≥ δ} → 0, n→∞,

оскiльки 0 < δ ≡ εθ/2‖t‖ ≤ εθn/‖t‖, починаючи з деякого номера. От-
же, за центральною граничною теоремою Лiндеберга для загальних серiй
(ξn − t′mn)/θn →W ζ ' N(0, 1). Тому за теоремою про добуток слабко
збiжної послiдовностi зi збiжною

ξn − t′mn = θn (ξn − t′mn)/θn →W θζ ' N(0, θ2).

Оскiльки t′mn → t′m, то ξn →W t′m+ θζ ' N(t′m, θ2) = N(t′m, t′V t).
Отже, i в даному випадку кожна лiнiйна форма вiд сум ηn ≡

∑kn

k=1 ηnk

слабко збiгається:

t′ηn →W t′ξ ' N(t′m, t′V t), n→∞, ∀t ∈ Rd.

Тому за теоремою Левi про критерiй слабкої збiжностi випадкових
векторiв має мiсце слабка збiжнiсть ηn →W ξ �

Теорема (класична центральна гранична теорема для випад-
кових векторiв). Нехай (γn, n ≥ 1) послiдовнiсть незалежних у су-
купностi однаково розподiлених випадкових векторiв у Rd, Mγ1 = m,
Cov(γ1) = V, а ηn ≡ 1√

n

∑n
k=1(γk −m).
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Тодi ηn →W ζ ' N(0, V ).
Доведення. Покладемо ηnk = 1√

n
(γk −m), k = 1, n та застосуємо для

цiєї послiдовностi центральну граничну теорему для випадкових векторiв.
Умова незалежностi (1) виконується за теоремою про перетворення неза-
лежних величин. Величини з умови (2) дорiвнюють mnk = 0, Vnk = V /n,
тому виконується умова (3). Далi, має мiсце i умова (4):

max k≤kn t
′Vnkt = t′V t /n→ 0, n→∞.

Нарештi, показник з умови Лiндеберга прямує до нуля за теоремою
Лебега про монотонну збiжнiсть, оскiльки з урахуванням однакової роз-
подiленостi

Ln(ε) = n M‖ηn1‖2 1{‖ηn1‖ ≥ ε} =

M‖γ1 −m‖2 1{‖γ1−m‖ ≥ ε
√

n} ↓ 0, n→∞.

Отже, шукана збiжнiсть випливає з центральної граничної теореми
для випадкових векторiв �
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33. Випадковi блукання та генератриси
Означення. Випадковим блуканням (ζn, n ≥ 0) на Z називається

послiдовнiсть сум незалежних у сукупностi однаково розподiлених цiло-
значних випадкових величин (ξn, n ≥ 1) :

ζn =
∑n

k=1
ξk.

За означенням ζ0 = 0.
Величину ζn можна трактувати як положення частинки в момент ча-

су n, якщо вона в кожний момент k стрибком змiщується з поточного
положення ζk−1 на величину ξk, тобто

ζk = ζk−1 + ξk.

Послiдовнiсть точок (n, ζn) розглядається як траєкторiя частинки в ко-
ординатах час – простiр.

Означення. В момент n ≥ 1 вiдбувається повернення в 0, якщо
реалiзується подiя

Un = {ζn = 0}.
У момент n ≥ 1 вiдбувається перше повернення в 0, якщо справджує-
ться подiя

Fn = {ζ1 6= 0, ..., ζn−1 6= 0, ζn = 0}.
Означення. Повернення в 0 вiдбудеться коли-небудь, якщо реалiзу-

ється подiя

U =
⋃

n≥1 Un.

Теорема. Справедлива рiвнiсть
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U =
⋃

n≥1 Un =
⋃

n≥1 Fn,

тобто повернення коли-небудь є те саме, що повернення коли-небудь впер-
ше.

Доведення очевидне �
На подiї U визначений час до першого повернення

τ ≡ inf(n ≥ 1 : ζn = 0),

а саме: τ(ω) = n на елементарних подiях ω ∈ Fn. Будемо вважати, що
τ = ∞ на доповненнi U. За означенням

U = {τ <∞}.

33.1. Рекурентнiсть

Означення. Випадкове блукання (ζn, n ≥ 0) називається рекурен-
тним, якщо P (U) = 1, тобто P (τ <∞) = 1.

Для аналiзу рекурентностi блукання введемо такi позначення

un = P (Un), fn = P (Fn), u0 = 1, f0 = 0.

Теорема (про рiвняння вiдновлення). Ймовiрностi повернення un

та ймовiрностi першого повернення fn є розв’язками при n ≥ 1 рiвняння
вiдновлення

un =
∑n

k=1
fk un−k,

де за означенням u0 = 1.
Означення. Права частина рiвняння вiдновлення називається згор-

ткою послiдовностей un та fn.
Доведення. Оскiльки {ζn = 0} ⊂ {τ ≤ n}, то
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{ζn = 0} = {ζn = 0, τ ≤ n}.

Враховуючи, що подiї {τ = k} попарно несумiснi, звiдси отримуємо

un = P (ζn = 0) = P (ζn = 0, τ ≤ n) =∑n
k=1 P (τ = k, ζn = 0) =

∑n
k=1 P (τ = k, ζn − ζk = 0) =∑n

k=1 P (τ = k) P (ξk+1 + ...+ ξn = 0) =∑n
k=1 P (τ = k) P (ξ1 + ...+ ξn−k = 0) =∑n

k=1 P (Fk) P (ζn−k = 0) =
∑n

k=1 fk un−k.

Тут використана незалежнiсть подiй
{τ = k} = {ζ1 6= 0, ..., ζk−1 6= 0, ζk = 0} та

{ζn − ζk = 0} = {ξk+1 + ... + ξn = 0}, яка випливає з теореми про
векторнi перетворення незалежних величин, а також однакова розподiле-
нiсть випадкових векторiв (ξ1, ..., ξn−k) та (ξk+1, ..., ξn) �

33.2. Генератриса послiдовностi

Означення. Нехай (an, n ≥ 0) числова послiдовнiсть. Її генератри-
сою називається сума степеневого ряду

A(z) =
∑

n≥0
anz

n.

Зауваження. Якщо послiдовнiсть (an, n ≥ 0) обмежена, то генера-
триса визначена всерединi одиничного кола {z : |z| < 1}.
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Теорема (про генератриси ймовiрностей повернення). Для ко-
жного z ∈ Z з |z| < 1 генератриси

u(z) ≡
∑

n≥0
unz

n, f(z) ≡
∑

n≥0
fnz

n

задовольняють рiвняння

u(z) = 1 + u(z)f(z).

Доведення. Помножимо n-те рiвняння вiдновлення на zn та додамо
результати: ∑

n≥1 unz
n = u(z)− 1 =

∑
n≥1 z

n
∑n

k=1 fk un−k =∑∞
k=1 fkz

k
∑

n≥k z
n−kun−k =

∑∞
k=1 fkz

k
∑

n≥0 z
nun = f(z)u(z)

Абсолютна збiжнiсть рядiв обумовлена обмеженiстю послiдовностей un, fn

�

33.3. Критерiй рекурентностi

Теорема (про критерiй рекурентностi випадкового блукання).
Випадкове блукання (ζn, n ≥ 1) на Z рекурентне тодi й тiльки тодi,
коли ∑

n≥0
P (ζn = 0) = ∞.

Доведення. Оскiльки f(1) =
∑

n≥0 fn = P (τ <∞), то f(1) = 1 тодi й
тiльки тодi, коли блукання рекурентне.

З iншого боку, за теоремою Абеля про суму ряду iз невiд’ємними ко-
ефiцiєнтами (чи за теоремою Лебега про монотонну збiжнiсть) має мiсце
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тотожнiсть u(1−) = u(1) ≤ ∞. Тому з теореми про генератрису ймовiр-
ностей повернення при 0 ≤ z ↑ 1 дiстанемо

u(1) = 1 + u(1)f(1).

Отже, твердження f(1) < 1 та u(1) ≡
∑

n ≥ 0 un <∞ еквiвалентнi �

33.4. Блукання Бернуллi

Означення. Випадковим блуканням Бернуллi (ζn, n ≥ 1) на Z нази-
вається блукання зi стрибками (ξn, n ≥ 1) такими, що

P (ξn = 1) = p = 1− P (ξn = −1) = 1− q.

Теорема (про рекурентнiсть блукання Бернуллi) Блукання Бер-
нуллi рекурентне тодi й тiльки тодi, коли p = 1/2.

Доведення. За формулою Стiрлiнга маємо

u2n = C n
2n p

n(1− p)n ≈ (4p(1− p))n/
√
πn, n→∞,

де 4p(1− p) < 1 при p 6= 1/2 та 4p(1− p) = 1 при p = 1/2 �
Теорема (про ймовiрностi повернення). Для блукання Бернуллi

ймовiрностi першого повернення будь-коли та в момент 2n дорiвнюють

P (τ <∞) = 1− |p− q| , f2n =
2

2n− 1
C n

2n−1(pq)
n.

Доведення. Обчислимо за формулою розкладу в ряд Тейлора при
|z| < 1 генератрису

u(z) =
∑

n≥0
z2nC n

2n(pq)n = (1− 4pqz2)−1/2,
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звiдки за теоремою про генератриси ймовiрностей повернення

f(z) = 1− 1 / u(z) = 1− (1− 4pqz2)+1/2.

Звiдси при z ↑ 1 дiстанемо першу тотожнiсть

P (τ <∞) = f(1−) = 1− (1− 4pq)+1/2 = 1− |p− q| .

Другу тотожнiсть обчислюємо за означенням генератриси за допомо-
гою розкладу в ряд Тейлора функцiї
(1− 4pqz2)+1/2.
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34. Гiллястi процеси

Гiллястий процес є стохастичною моделлю таких явищ, як спонтанне роз-
множення частинок, зростання популяцiй, поширення iнфекцiї тощо.

Припустимо, що в початковий момент наявна одна частинка. Вона жи-
ве певний вiдрiзок часу, потiм гине та одночасно породжує замiсть себе
випадкову кiлькiсть таких самих частинок. Цi частинки утворюють пер-
ше поколiння нащадкiв. Кожна з новоутворених частинок еволюцiонує за
такими ж правилами, утворюючи друге поколiння i так далi. Постулює-
ться, що подiї (щодо часу загибелi та кiлькостi нащадкiв), якi пов’язанi iз
рiзними частинками з одного чи рiзних поколiнь, незалежнi в сукупностi.

Означення. Нехай (ξn
k , k ≥ 1, n ≥ 0) подвiйна послiдовнiсть не-

залежних у сукупностi однаково розподiлених невiд’ємних цiлозначних
випадкових величин. Гiллястим процесом називається послiдовнiсть ви-
падкових величин (ζn, n ≥ 0), що обчислюються рекурентно

ζ0 = 1, ζn+1 =
∑ζn

k=1
ξn

k , n ≥ 0.

Величина ζn задає загальну кiлькiсть частинок у n-ому поколiннi, а ξn
k

iнтерпретується як кiлькiсть нащадкiв k-ої частинки з n-ого поколiння.
Змiст останнього рiвняння очевидний: загальна кiлькiсть частинок на-

ступного поколiння дорiвнює сумi кiлькостей всiх нащадкiв всiх наявних
частинок попереднього поколiння.

Зауважимо, що за означенням iз виродження популяцiї у n-му поко-
лiннi: ζn = 0 випливає повна виродженiсть процесу: ζk = 0, ∀k ≥ n.

Для аналiзу гiллястих процесiв використаємо метод генератрис, якi є
дискретними аналогами характеристичних функцiй.
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34.1. Генератриси випадкових величин

Означення. Нехай ν невiд’ємна цiлозначна випадкова величина з
розподiлом pn = P (ν = n), n = 0, 1, ... Генератрисою випадкової вели-
чини ν називається генератриса послiдовностi pn :

ϕν(z) ≡
∑

n≥0
znpn = Mzν .

Остання формула є наслiдком теореми про обчислення математичного
сподiвання функцiї вiд дискретної величини.

Теорема (про властивостi генератрис).
(а) Ряд ϕν(z) абсолютно збiгається при |z| ≤ 1 та однозначно визна-

чає розподiл pn,
(б) ϕν(1) = 1.
(в) |ϕν(z)| ≤ 1 при |z| ≤ 1.
(г) ϕ′ν(1) = Mν.
(д) Якщо величини ξ, η – незалежнi, то ϕξ + η(z) = ϕξ(z)ϕη(z).
(е) Якщо величини (ξn, n ≥ 1) та ν – незалежнi в сукупностi, а

величина ζ є сумою випадкового числа ν випадкових доданкiв ξn вигляду

ζ =
∑ν

k=1
ξk =

∑
k≥1

ξk 1{k ≤ ν} ,

то її генератриса є суперпозицiєю генератрис:

ϕζ(z) = ϕν(ϕξ(z)).

Доведення.
(а) Випливає зi збiжностi ряду

∑
pn = 1, однозначнiсть є наслiдком

формули обертання
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pn = (2π)−1
∫ π

−π
exp(−int)ϕξ(exp(it))dt.

Остання виводиться з ортогональностi гармонiк exp(int) у просторi iнте-
гровних з квадратом функцiй L2[−π, π].

(б), (в) очевиднi.
(г) при z ∈ (0, 1) похiдну можна внести пiд знак суми ряду, оскiльки

ряд iз похiдних збiгається абсолютно:

ϕ′ν(z) =
∑

n ≥0
nzn−1pn = Mνzν−1.

Спрямовуючи 0 ≤ z ↑ 1, за теоремою Лебега про монотонну збiжнiсть
дiстанемо шукану рiвнiсть.

(д) Випливає з теореми про перетворення незалежних величин zξ та zη,
та з теореми про математичне сподiвання добутку незалежних величин.

(е) За означенням

ϕζ(z) = Mzζ =
∑

k≥0Mzζ1{ν = k} =
∑

k≥0Mzξ1+...+ξν1{ν = k} =∑
k≥0Mzξ1+...+ξk1{ν = k} =

∑
k≥0Mzξ1+...+ξk M1{ν = k} =∑

k≥0(Mzξ1)k P (ν = k) =
∑

k≥0(ϕξ(z))
k P (ν = k) =∑

k≥0 u
k P (ν = k) | u = ϕξ(z) = ϕν(ϕξ(z)),

де використано незалежнiсть суми ξ1 + ... + ξk i подiї {ν = k} та попере-
днiй пункт, внаслiдок якого генератриса суми незалежних у сукупностi,
однаково розподiлених величин дорiвнює вiдповiднiй степенi генератриси
одного доданку.

Зауваження. Твердження (е) залишається справедливим для дiйсно-
значних величин ξn, якщо тiльки коректно визначено перетворення

ϕξ(z) = Mzξ1 ,
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зокрема для дiйсних ξ1 та при z = exp(it), t ∈ R. Дiйсно, характеристична
функцiя суми незалежних величин також дорiвнює добутковi характери-
стичних функцiй доданкiв �

Вправа.
(1) Довести методом генератрис, що сума незалежних величин iз розподi-

лами Пуассона знову має розподiл Пуассона.
(2) Довести, що кiлькiсть успiхiв у випадковому числi випробувань Бер-

нуллi, яке не залежить вiд результатiв окремих випробувань та має розподiл
Пуассона, теж має пуассонiвський розподiл. Знайти параметр цього розподiлу.

34.2. Генератриса гiллястого процесу

Теорема (про генератриси гiллястого процесу). Нехай (ζn, n ≥
0) – гiллястий процес, ϕ(z) = Mzξ1

1 – генератриса числа нащадкiв однiєї
частинки, ϕn(z) = Mzζn – генератриса кiлькостi частинок n-го поколi-
ння. Тодi для всiх n ≥ 0 :

(а) ϕn+1(z) = ϕn(ϕ(z)), ϕ0(z) = z,
(б) ϕn+1(z) = ϕ(ϕn(z)).
Доведення.
(а) є очевидним наслiдком означення гiллястого процесу та теореми

про властивостi генератрис, пункт (е). Незалежнiсть кiлькостi доданкiв
ζn та самих доданкiв ξn

k випливає з теореми про векторнi перетворен-
ня незалежних величин, оскiльки величини ζn будується за значеннями
(ξm

k , k ≥ 1,m ≤ n − 1), що не залежать вiд (ξn
k , k ≥ 1) за умови незале-

жностi в сукупностi величин (ξn
k , k ≥ 1, n ≥ 0).

(б) З попереднього твердження за iндукцiєю отримуємо

ϕn(z) = ϕ(ϕ(...ϕ(z)...)),
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де в правiй частинi мiститься n-кратна суперпозицiя. Очевидно, що оста-
ння послiдовнiсть задовольняє тотожнiсть (б) �

34.3. Класифiкацiя та властивостi гiллястих процесiв

Означення. Критичним показником µ гiллястого процесу
(ζn, n ≥ 0) називається середня кiлькiсть нащадкiв однiєї частинки:

µ = Mξ1
1.

Гiллястий процес називається
(а) субкритичним, якщо µ < 1,
(б) критичним, якщо µ = 1,
(в) суперкритичним, якщо µ > 1.
Означення. Ймовiрнiстю виродження у n-му поколiннi називається

число
πn = P (ζn = 0),

а ймовiрнiстю виродження – границя

π = lim πn = P (∪n ≥ 0{ζn = 0}).

Зауваження. Оскiльки за означенням гiллястого процесу {ζn = 0} ⊂
{ζn+1 = 0}, то {ζn = 0} ↑ ∪n ≥ 0{ζn = 0} i за неперервнiстю ймовiрностi
πn ↑ π.

Теорема (про ймовiрнiсть виродження гiллястого процесу).
Якщо гiллястий процес

(а) субкритичний або (б) критичний, то ймовiрнiсть виродження
π = 1.
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(в) Для суперкритичного процесу ймовiрнiсть π < 1 є єдиним розв’яз-
ком рiвняння

π = ϕ(π)

на iнтервалi [0, 1).
Доведення. Оскiльки за означенням генератриси ϕn(0) = P (ζn =

0) = πn, то з теореми про генератриси гiллястого процесу, пункт (б),
отримуємо рекурентне рiвняння

πn+1 = ϕ(πn),

причому π0 = 0. Переходячи тут до границi при n → ∞, з неперервно-
стi ϕ робимо висновок, що ймовiрнiсть виродження π завжди є коренем
рiвняння

p = ϕ(p), p ≥ 0.

Оскiльки ϕ(1) = 1, а функцiя ϕ як сума ряду iз невiд’ємними коефiцi-
єнтами опукла донизу на R+, то дане рiвняння завжди має не бiльше 2
коренiв, один з яких дорiвнює 1.

Доведемо, що ймовiрнiсть π є найменшим iз можливих невiд’ємних
коренiв. Дiйсно, якщо p – якийсь невiд’ємний корiнь, то p ≥ π0 = 0. Тодi
за iндукцiєю p ≥ πn, оскiльки з p ≥ πn−1 та з монотонностi ϕ випливає
нерiвнiсть

p = ϕ(p) ≥ ϕ(πn−1) = πn.

Отже, π = lim πn ≤ p, що i доводить мiнiмальнiсть π.
В умовах твердження (а) маємо ϕ′(1) = µ < 1, тобто в лiвому околi

одиницi
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ϕ(z) = 1 + (z − 1)µ+ o(|z − 1|) > z.

Оскiльки з µ < 1 випливає ϕ(0) > 0, то з опуклостi ϕ робимо висновок,
що ϕ(z) > z при всiх z ∈ [0, 1). Отже, найменший корiнь p = 1, тому i
π = 1.

У випадку (б) пряма z є дотичною до графiка ϕ(z) у точцi z = 1. Тому
за опуклiстю ϕ знову ϕ(z) > z при z ∈ [0, 1) та p = 1, π = 1.

Отже, у випадках (а) i (б) мiнiмальний корiнь рiвняння p = ϕ(p), p ≥ 0,
дорiвнює 1 i за доведеним вище π = 1.

(в) За умови µ > 1 у лiвому околi одиницi

ϕ(z) = 1 + (z − 1)µ+ o(|z − 1|) < z.

Одночасно ϕ(0) ≥ 0. Тому з неперервностi ϕ випливає iснування коре-
ня рiвняння p = ϕ(p), p ∈ [0, 1), а з опуклостi – його єдинiсть (1 – iнший
корiнь) �

Теорема (про середню чисельнiсть поколiнь). Нехай (ζn, n ≥ 0)
гiллястий процес, µn = Mζn. Тодi середня чисельнiсть n-го поколiння
дорiвнює

µn = µn,

причому
(а) для субкритичного процесу µn → 0,
(б) для критичного процесу µn = 1,
(в) для суперкритичного процесу µn →∞.
Доведення. З властивостi (г) генератриси та з теореми про генера-

триси гiллястого процесу обчислимо

µn+1 = ϕ′n+1(1) = (ϕ(ϕn(z)))′ |z=1 = ϕ′n(1)ϕ′(ϕn(1)) = µnµ.

Звiдси за iндукцiєю µn = µn �
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35. Гранична теорема Реньї з теорiї надiйно-
стi

На вiдмiну вiд центральної граничної теореми, в теорiї надiйностi розгля-
даються граничнi теореми для сум випадкового числа незалежних вели-
чин. Такi суми можна iнтерпретувати як час до вiдмови високонадiйної
системи, яка перiодично вiдновлюється. При певних припущеннях щодо
розподiлу числа доданкiв (кiлькостi вiдновлень до вiдмови) виявляється,
що граничний розподiл сум є показниковим i визначається виключно ма-
тематичними сподiваннями окремих доданкiв.

Теорема (теорема Реньї). Нехай величини (ξn, n ≥ 1) незалежнi
в сукупностi невiд’ємнi однаково розподiленi, µ = Mξ1 < ∞, i не за-
лежать вiд випадкової величини ν, що має геометричний розподiл iз
параметром θ :

P (ν = n) = θ(1− θ)n−1, n ≥ 1. Позначимо ζ =
∑ν

k=1 ξk.

Тодi для всiх x > 0

P (θ ζ /µ > x) → exp(−x), θ → 0.

Зауваження. Якщо iнтерпретувати ймовiрнiсть успiху θ – як iмовiр-
нiсть вiдмови за перiод до вiдновлення, ν – як кiлькiсть вiдновлень систе-
ми до виходу з ладу, а ξk – як iнтервал мiж послiдовними вiдновленнями,
то сума ζ дорiвнює часу до першої вiдмови системи.

Доведення. Позначимо ϕ(t) – характеристичну функцiю випадкової
величини ξk. За теоремою про властивостi характеристичних функцiй

ϕ(t) = 1 + itµ+ o(t), t→ 0.
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Генератриса величини ν дорiвнює ψν(z) = θz/(1 − z(1 − θ)). Тому з
теореми про властивостi генератрис, пункт (е), дiстанемо при z = exp(it)

M exp(itζ) = ψν(M exp(itξ1)) = θϕ(t)/(1− ϕ(t)(1− θ)).

Пiдставимо в цю формулу t = sθ/µ → 0, θ → 0, та використаємо
розклад ϕ(t) в околi нуля

limθ→0M exp(is ζθ/µ) = limθ→0 θϕ(sθ/µ)/(1− ϕ(sθ/µ)(1− θ)) =

limθ→0 θ · (1 +O(θ)) / (1− (1 + iµ sθ/µ)(1− θ) + o(θ)) =

limθ→0 θ / (θ − isθ + o(θ)) = 1/(1− is).

Гранична функцiя неперервна в нулi та є характеристичною функцi-
єю величини τ з показниковим розподiлом та одиничним параметром. За
теоремою Левi про критерiй слабкої збiжностi ζθ/µ→W τ �

Приклад. Плановий ремонт мережi зв’язку виконується щорiчно че-
рез 350-380 днiв пiсля попереднього ремонту з однаковими ймовiрностями
для дня з цього промiжку. Вiдремонтована мережа виходить iз ладу на
iнтервалi мiж ремонтами з iмовiрнiстю 0.01. Яка ймовiрнiсть безвiдмовної
роботи за 10 рокiв (перiодiв планових ремонтiв) ?

За теоремою Реньї
P (ζ > 10 ∗ 365) = P (0.01 ζ

(350+380)/2
> 0.10) ' exp(−0.10) ' 0.904.
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36. Ланцюги Маркова
Спецiальний клас залежних випадкових величин був розглянутий А.А.
Марковим на початку 20 ст. при дослiдженнi необхiдних умов у цен-
тральнiй граничнiй теоремi. Згодом виявилось, що модель марковської
залежностi є цiлком самодостатньою i може бути застосована в рiзних
прикладних галузях теорiї ймовiрностей.

Розглянемо послiдовнiсть випадкових величин (ζt, t = 0, 1, ...), в якiй
iндекс t будемо iнтерпретувати як час. Тодi подiї, що вiдбуваються в мо-
менти s < t, можна iнтерпретувати як минуле вiдносно сучасного мо-
менту t, а подiї у моменти s > t – як майбутнє. Марковська залежнiсть
означає, що майбутнє умовно не залежить вiд минулого за умови вiдо-
мого сучасного – тобто залежнiсть вiдбувається виключно через сучасне:

P (Майбутнє ∩ Минуле / Сучасне) =

= P (Майбутнє / Сучасне) · P (Минуле / Сучасне)

З означення умовної ймовiрностi виводимо, що ця рiвнiсть еквiвален-
тна

P (Майбутнє / Минуле ∩ Сучасне) = P (Майбутнє / Сучасне).

Означення. Послiдовнiсть випадкових величин (ζt, t = 0, 1, ...) iз дис-
кретним простором значень E = {i, j, ...} називається однорiдним лан-
цюгом Маркова, якщо для всiх t ≥ 1, i0, i1, ..., it−1, i, j ∈ E виконуються
рiвностi

P (ζt+1 = j /ζ0 = i0, ..., ζt−1 = it−1, ζt = i) =

P (ζt+1 = j /ζt = i) = P (ζ1 = j /ζ0 = i).
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Перша з цих рiвностей визначає власне марковську властивiсть, а дру-
га – однорiднiсть за часом.

Приклади.
1. Незалежнi однаково розподiленi величини – для них умовнi ймовiрностi

збiгаються iз безумовними.
2. Суми незалежних однаково розподiлених величин (випадковi блукання).

Для них справедлива тотожнiсть

ζt+1 = ζt + ξt+1,

де стрибок ξt+1 не залежить вiд наявного положення ζt, оскiльки останнє одно-
значно визначається попереднiми стрибками ξs, s ≤ t. Тому умовна ймовiрнiсть

P (ζt+1= j /ζ0= i0, ..., ζt−1= it−1, ζt= i) =
P (i+ ξt+1= j /ζ0= i0, ..., ζt−1= it−1, ζt= i) =
P (i+ ξt+1= j) = P (i+ ξt+1= j / ζt= i)

збiгається iз безумовною.
3. Рекурентнi послiдовностi вигляду

ζt+1 = g(ζt, ξt+1)

iз незалежними (ξt, t ≥ 1) та борелєвими g є ланцюгами Маркова за таких
самих мiркувань, що i в попередньому пунктi.

4. Серiї успiхiв у схемi Бернуллi. Якщо ζk ∈ {0, 1} результат k-го випробу-
вання Бернуллi, то довжина серiї успiхiв у момент n визначається як

ξn = inf(k ≥ 0 : ζn−k = 0)

та задовольняє вiдповiдне Марковське рекурентне рiвняння.
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5. Модель черги. Нехай ζk – випадкова кiлькiсть викликiв, що надiйшли
до сервера на iнтервалi [k, k + 1), кожний виклик обслуговується за одиницю
часу, причому у випадку зайнятостi сервера виклики стають у чергу. Якщо ξn

– кiлькiсть заявок у системi в момент n, то марковська властивiсть є наслiдком
рiвняння

ξn+1 = max(ξn − 1, 0) + ζn+1

6. Гiллястi процеси.
Вправа. Випадковi величини (ξt, t ≥ 0) незалежнi i P (ξt = ±1) = 1/2.

Довести, що послiдовнiсть ζt = (ξt + ξt+1)/2, t ≥ 0, не є ланцюгом Маркова.

36.1. Перехiдна матриця за один крок

Означення. Матрицею перехiдних iмовiрностей за один крок мар-
ковського ланцюга називається матриця

P = (pij, i, j ∈ E), pij = P (ζ1 = j /ζ0 = i).

Початковий розподiл ланцюга дорiвнює qi = P (ζ0 = i).
Зауваження. З властивостей умовної ймовiрностi випливає, що пе-

рехiдна матриця завжди є стохастичною матрицею, тобто задовольняє
умови

pij ≥ 0,
∑

j ∈ E
pij = 1.

Теорема (про розподiл траєкторiй марковського ланцюга). Для
всiх t ≥ 1, i0, i1, ..., it−1, it ∈ E

P (ζ0 = i0, ..., ζt−1 = it−1, ζt = it) = qi0pi0i1pi1i2 ...pit−1it .

Доведення випливає з теореми про ймовiрнiсть перерiзу n подiй (ви-
раз через умовнi ймовiрностi) та з марковської властивостi ланцюга
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P (∩t
s=0{ζs = is}) = P (ζ0 = i0)

∏t
s=1 P (ζs = is/ ∩s−1

r=0 {ζr = ir}) =

P (ζ0 = i0)
∏t

s=1 P (ζs = is/ζs−1 = is−1) �

36.2. Ймовiрностi переходу за t крокiв

Означення. Ймовiрностями переходу за t крокiв називаються умов-
нi ймовiрностi

p
(t)
ij = P (ζt = j /ζ0 = i).

Теорема (про ймовiрностi переходу за t крокiв).
(а) Для всiх t, s ≥ 1 та i, k ∈ E справедливi рiвняння Колмогорова –

Чепмена
p

(t+s)
ik =

∑
j ∈ E

p
(t)
ij p

(s)
jk .

(б) Має мiсце тотожнiсть

P (t) = (p
(t)
ij , i, j ∈ E) = (P )t,

де права частина є ступенем порядку t матрицi P.
Доведення. (а) Суму ймовiрностей всiх траєкторiй довжини t + s

вигляду (i, i1, ..., it−1, j, j1, ..., js−1, k) за теоремою про розподiл траєкторiй
марковського ланцюга можна подати як повторну суму – спочатку за
змiнними j1, ..., js−1, далi за змiнними i1, ..., it−1, а потiм за j

p
(t+s)
ik =

∑
i1,...,.it−1, j, j1,...,.js−1

pii1pi1i2 ...pit−1j pjj1 ...pjs−1k =

∑
j

(∑
i1,...,.it−1

pii1pi1i2 ...pit−1j

)(∑
j1,...,.js−1

pjj1 ...pjs−1k

)
.
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За тiєю ж теоремою останнi двi суми дорiвнюють p(t)
ij i p(s)

jk вiдповiдно.
(б) У матричнiй формi рiвняння (а) має вигляд P (t+s) = P (t)P (s). Звiд-

си (б) виводиться за iндукцiєю, оскiльки P (1) = P �
Важливою властивiстю марковських ланцюгiв є ергодична власти-

вiсть. Вона полягає в тому, що процес ”забуває” свiй початковий стан i
з плином часу переходить у певний стацiонарний режим.

36.3. Ергодична теорема для ланцюгiв Маркова

Теорема (ергодична теорема Колмогорова для ланцюгiв Мар-
кова). Нехай ланцюг Маркова (ζt, t = 0, 1, ...) задовольняє умову Колмо-
горова

∃ε > 0, ∃r ≥ 1, ∃l ∈ E : p
(r)
il ≥ ε, ∀i ∈ E.

Тодi для всiх i, j ∈ E iснує i не залежить вiд i границя

lim t→∞ p
(t)
ij = πj,

причому (πj, j ∈ E) є дискретним розподiлом iмовiрностей на E.
Цей розподiл називається ергодичним розподiлом марковського лан-

цюга i є розв’язком лiнiйної системи рiвнянь

πj =
∑

i ∈ E
πipij, ∀j ∈ E.

Доведення.
Позначимо m(s)

j = mini∈E p
(s)
ij ≤ maxi∈E p

(s)
ij = M

(s)
j .

З рiвнянь Колмогорова – Чепмена при t = 1 виводимо, що

m
(s)
j = min

i ∈ E
p

(s)
ij = min

i ∈ E

∑
k pikp

(s−1)
kj ≥ min

i ∈ E

∑
k pikm

(s−1)
j = m

(s−1)
j ,
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Аналогiчно отримуємо монотоннiсть M (s)
j ↓ за аргументом s.

Нехай qij = p
(r)
ij −εδjl. Тодi qij ≥ 0,

∑
j∈E qij = 1−ε за умовою. Запише-

мо рiзницю рiвнянь Колмогорова – Чепмена в точках i, k та скористаємося
тим, що матриця перехiдних iмовiрностей є стохастичною матрицею:

p
(t)
ij − p

(t)
kj =

∑
h∈E(p

(r)
ih − p

(r)
kh ) p

(t−r)
hj =∑

h∈E(p
(r)
ih − p

(r)
kh ) (p

(t−r)
hj −m

(t−r)
j ) =∑

h∈E(p
(r)
ih − εδhl − p

(r)
kh + εδhl) (p

(t−r)
hj −m

(t−r)
j ) =∑

h∈E(qih − qkh) (p
(t−r)
hj −m

(t−r)
j ) ≤

∑
h∈E qih (p

(t−r)
hj −m

(t−r)
j ) ≤∑

h∈E qih (M
(t−r)
j −m

(t−r)
j ) = (1− ε)(M

(t−r)
j −m

(t−r)
j ).

Перейдемо в цiй нерiвностi до верхньої межi за i, k, та знайдемо верхню
оцiнку

M
(t)
j −m

(t)
j ≤ (1− ε)(M

(t−r)
j −m

(t−r)
j ).

Аналогiчно виводиться оцiнка знизу

M
(t)
j −m

(t)
j ≥ −(1− ε)(M

(t−r)
j −m

(t−r)
j ).

З цих нерiвностей за iндукцiєю дiстанемо∣∣∣M (t)
j −m

(t)
j

∣∣∣ ≤ (1− ε)[t / r] → 0, t→∞.

Позначимо
πj = lim

t→∞
M

(t)
j = lim

t→∞
m

(t)
j .
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Границi тут iснують через монотоннiсть послiдовностей M (t)
j , m

(t)
j , а рiв-

нiсть є наслiдком попередньої нерiвностi. За цiєю ж монотоннiстю πj ∈
[m

(t)
j , M

(t)
j ], тому з означення m(t)

j ≤ p
(t)
ij ≤M

(t)
j виводимо, що∣∣∣p(t)

ij − πj

∣∣∣ ≤ ∣∣∣M (t)
j −m

(t)
j

∣∣∣ ≤ (1− ε)[t / r],

звiдки limt→∞ p
(t)
ij = πj.

Оскiльки
∑

j≤N πj = limt→∞
∑

j≤N p
(t)
ij ≤ 1 для довiльного N, то∑

j∈E πj ≤ 1.
Перейдемо до границi при t→∞ в нерiвностi

p
(t+1)
ik =

∑
j∈E p

(t)
ij pjk ≥

∑
j≤N p

(t)
ij pjk,

та оберемо N → ∞. Отримаємо нерiвностi πk ≥
∑

j∈E πj pjk. Якби хоча
б одна з цих нерiвностей була строгою, то їх сума теж була б строгою
нерiвнiстю∑

k∈E πk >
∑

k∈E

∑
j∈E πj pjk =

∑
j∈E πj

∑
k∈E pjk =

∑
j∈E πj.

Звiдси вiд супротивного дiстанемо шукану систему рiвнянь для πj �
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37. Процес Пуассона

Вище ми розглядали лише послiдовностi випадкових величин, що спо-
стерiгались у дискретнi моменти часу. Процес Пуассона є моделлю для
випадкових потокiв подiй, якi вiдбуваються в неперервному часi. Напри-
клад, для потоку викликiв, що надходять до телефонної станцiї чи мере-
жевого сервера.

Означення. Випадковим процесом називається сiм’я випадкових ве-
личин (ξ(t) = ξ(t, ω), t ∈ R), що залежать вiд дiйсного параметра t. Для
кожної елементарної подiї ω дiйсна функцiя (ξ(t, ω), t ∈ R) називається
траєкторiєю процесу.

Як i завжди в теорiї ймовiрностей, аргумент ω у позначеннi процесу
часто не вказується.

Звичайно опис випадкового процесу починається iз задання класу його
можливих траєкторiй.

Означення. Лiчильним процесом, або ж точковим процесом на R+

називається випадковий процес ν(t), t ∈ R+, такий, що
(а) ν(0) = 0,

(б) є кусково-сталим i неперервним злiва за t при кожнiй ω,
(в) має одиничнi прирости: ν(t+ 0)− ν(t) ∈ {0, 1}, ∀t, ω.
Означення. Стохастичним потоком подiй на R+ називається довiль-

на зростаюча необмежена послiдовнiсть додатних випадкових величин:
0 < τ 1 < τ 2 < ... < τn < ..., lim τn = ∞ м.н.

Теорема (про вiдповiднiсть мiж потоком та лiчильним про-
цесом). Iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж стохастичними
потоками (τn, n ≥ 1) та лiчильними процесами ν(t) на R+. Ця вiдповiд-
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нiсть задається формулами

ν(t) =
∑

n≥1
1 {τn<t} = |{n ≥ 1 : τn < t}| ,

τn = inf(t > 0 : ν(t) = n).

Доведення для скiнчених послiдовностей очевидне, для злiченних
отримується граничним переходом зi скiнчених �

Означення. Нехай ξ(t) – випадковий процес. Його приростом на [s, t)
називається випадкова величина

ξ[s, t) ≡ ξ(t)− ξ(s).

Означення. Випадковий процес ξ(t) має незалежнi прирости, якщо
для довiльних 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn випадковi величини

ξ[t1, t2), ξ[t2, t3), ..., ξ[tn−1, tn)

незалежнi в сукупностi.
Означення. Випадковий процес ξ(t) має однорiднi прирости, якщо

функцiя розподiлу приросту ξ[t, t + h) залежить лише вiд h i не зале-
жить вiд t ∈ R+.

Зауваження. Сам прирiст ξ[t, t+ h), звичайно, може залежати вiд t.
Так, наприклад, прирости на одиничних iнтервалах послiдовностi сум не-
залежних однаково розподiлених величин є незалежними та однорiдними,
однак рiзними – адже вони збiгаються з вiдповiдним доданками.

37.1. Процес Пуассона та його розподiл

Означення. Випадковий процес ν(t), t ∈ R+, називається процесом
Пуассона, якщо вiн
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(а) є лiчильним процесом,
(б) має незалежнi прирости та однорiднi прирости.
Теорема (про розподiл процесу Пуассона). Нехай ν(t) – процес

Пуассона, який не є тотожним нулем. Iснує стала 0 < λ < ∞, така,
що для всiх t ≥ 0, n ≥ 0

P (ν(t) = n) =
(λt)n

n!
e−λt,

Mν(t) = λt, λ = lim h→0
1

h
P (ν(h) = 1).

Означення. Параметр λ називається iнтенсивнiстю процесу Пуас-
сона.

Зауваження.Твердження теореми залишаться справедливими, якщо
замiсть умов (б),(в) на траєкторiю в означеннi лiчильного процесу вико-
нується така аналiтична умова ординарностi:

(о) P (ν(h) > 1) = o(h), h→ 0.

Доведення. Позначимо

pn(t) = P (ν(t) = n).

Нехай t, s > 0. Оскiльки величини ν(t) = ν[0, t) та ν[t, t + s) незалежнi, а
процес – лiчильний, то

p0(t+ s) = P (ν(t+ s) = 0) =

= P (ν(t) = 0, ν[t, t+ s) = 0) = P (ν(t) = 0) P (ν[t, t+ s) = 0) =

= P (ν(t) = 0) P (ν[0, 0 + s) = 0) = p0(t)p0(s),
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де використана також однорiднiсть приростiв.
Отже, функцiя p0(t) мультиплiкативна. З мультиплiкативностi виво-

димо, що

p0(1/n) = (p0(1))1/n, p0(m/n) = (p0(1))
m/n.

Оскiльки процес не вироджений, то p0(m) < 1 для деякого m, отже
p0(1) < 1.Якщо p0(1) = 0, то p0(t) = 0 при всiх t, i P (ν(h) ≥ 1) = 1 ∀h > 0.
У цьому випадку з незалежностi та однорiдностi приростiв отримуємо
P (ν(1) ≥ n) = 1 для всiх n, що суперечить скiнченностi процесу.

Отже, стала λ ≡ − ln p0(1) скiнченна та додатна. Оскiльки p0(r) =
exp(−λr) для всiх рацiональних r, функцiя p0(t) не зростає i p0(0) = 1,
то ця функцiя неперервна в нулi. Тодi з мультиплiкативностi p0(t+ h) =
p0(t)p0(h) випливає неперервнiсть справа. Переходячи до границi r ↓ t,
дiстанемо p0(t) = exp(−λt) для всiх t ≥ 0.

Доведемо, що з умов (б),(в) в означеннi лiчильного процесу випливає
умова ординарностi (о) зауваження. За доведеним вище P (ν(h) > 0) =
1− p0(h) = 1− exp(−λh) ≤ λh. Оскiльки ν(h) =

∑2n−1
k=0 νk(h), де доданки

νk(h) = ν[kh2−n, (k + 1)h2−n) незалежнi в сукупностi, однаково розподi-
ленi i за умовою (в) не перевищують 1, починаючи з деякого n, то при
виконаннi умови ν(h) > 1 принаймнi 2 iз них будуть додатними,

P (ν(h) > 1) ≤ limn→∞ P (∪i < j{νi(h) > 0, νj(h) > 0}) ≤

limn→∞ 2n(2n − 1) (P (ν0(h2
−n) > 0))

2 ≤ λ2h2 = o(h), h→ 0.

Отже, умова (о) виконана.
Враховуючи, що процес ν(t) – лiчильний, запишемо для n ≥ 1
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{ν(t+ h) = n} = {ν(t) = n, ν[t, t+ h) = 0}
⋃

{ν(t) = n− 1, ν[t, t+ h) = 1}
⋃
{ν(t+ h) = n, ν[t, t+ h) > 1}.

Так як три подiї в правiй частинi попарно несумiснi, з незалежностi
та однорiдностi приростiв отримуємо

pn(t+ h) = pn(t)p0(h) + pn−1(t)p1(h) +O(P (ν[t, t+ h) > 1)) =

pn(t)p0(h) + pn−1(t)(1− p0(h)− o(h)) + o(h), h→ 0,

де двiчi використана умова (о) ординарностi. Пiсля пiдстановки p0(h) =
exp(−λh) = 1− λh+ o(h) в останнє рiвняння маємо

(pn(t+ h)− pn(t))/h = −λ pn(t) + λ pn−1(t) + o(1), h→ 0.

Отже, функцiї pn диференцiйовнi та задовольняють рiвняння

p′n(t) = −λ pn(t) + λ pn−1(t), pn(0) = 0, ∀n ≥ 1.

Використовуючи iнтегруючий множник exp(λt), для функцiй qn(t) = exp(λt)pn(t)
виводимо систему рiвнянь

q′n(t) = λ qn−1(t), qn(0) = 0, n ≥ 1,

звiдки з урахуванням доведеної вище рiвностi q0(t) = 1 рекурентно обчи-
слюємо qn(t) = (λt)n/n!, pn(t) = (λt)n e−λt /n! �
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37.2. Траєкторiї процесу Пуассона

Теорема (про властивостi траєкторiй процесу Пуассона). Не-
хай (τn, n ≥ 1) – стохастичний потiк, що пов’язаний з процесом Пу-
ассона ν(t), i θn ≡ τn − τn−1, n ≥ 1, де τ 0 = 0. Тодi випадковi величини
(θn, n ≥ 1) незалежнi в сукупностi i мають однаковий показниковий
розподiл iз параметром λ, який дорiвнює iнтенсивностi процесу.

Доведення. Для випадкової величини θ1 = τ 1 за теоремою про роз-
подiл процесу Пуассона маємо

P (θ1 > t) = P (τ 1 > t) = P (ν(t) = 0) = exp(−λt),

отже, розподiл θ1 – показниковий iз параметром λ.
Для 0 < x < y обчислимо з урахуванням незалежностi приростiв

P (x ≤ τ 1, τ 2 < y) = P (ν[0, x) = 0, ν[x, y) ≥ 2) =

P (ν[0, x) = 0) P (ν[x, y) ≥ 2) =

exp(−λx)(1− exp(−λ(y − x))− λ(y − x) exp(−λ(y − x))) =

exp(−λx)− exp(−λy)− λ(y − x) exp(−λy)).

Звiдси знаходимо сумiсну щiльнiсть вектора (τ 1, τ 2)

f(τ1,τ2)(x, y) = ∂
∂y

∂
∂x
P (τ 1 < x, τ 2 < y) =

∂
∂y

∂
∂x

(P (τ 2 < y)− P (x ≤ τ 1, τ 2 < y)) =

− ∂
∂y

∂
∂x
P (x ≤ τ 1, τ 2 < y) = λ2 exp(−λy) 1 0 < x < y.

Отже, сумiсна характеристична функцiя iнтервалiв мiж стрибками до-
рiвнює
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ϕ(θ1,θ2)(t, s) = M exp(itθ1 + isθ2) = M exp(i(t− s)τ 1 + isτ 2) =∫∞
0
dy
∫ y

0
dx exp(i(t− s)x+ isy)λ2 exp(−λy) = λ

λ−it
λ

λ−is
.

Вираз у правiй частинi є сумiсною характеристичною функцiєю двох
незалежних однаково розподiлених показникових величин iз параметром
λ. Тому за теоремою про однозначну вiдповiднiсть мiж функцiями розпо-
дiлу та характеристичними функцiями величини θ1, θ2 є показниковими
однаково розподiленими. Доведення для наступних θn проводиться ана-
логiчно �

Вправа.
(1) Доведiть, що лiчильний процес, утворений стохастичним потоком сум

незалежних однаково показниково розподiлених випадкових величин, має не-
залежнi та однорiднi прирости, тобто є процесом Пуассона. Вказiвка: скори-
стайтесь властивiстю вiдсутностi пiслядiї показникового розподiлу.

(2) Виведiть посилений закон великих чисел: ν(t) / t→P1 λ, t→∞.
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38. Процес народження та загибелi

Процес Пуассона є моделлю процесу чистого народження, якщо миттєвий
прирiст iнтерпретувати як народження нової частинки в популяцiї. Про-
цес народження та загибелi дозволяє моделювати ситуацiї, коли одноча-
сно можливою є також i загибель частинок. Цей процес є узагальненням
поняття ланцюга Маркова на неперервний час.

Означення. Випадковий процес (Xt, t ∈ R+) iз дискретним просто-
ром значень E = {i, j, ...} називається однорiдним марковським проце-
сом, якщо для всiх n ≥ 1, i0, i1, ..., in−1, i, j ∈ E, 0 ≤ t0 < ... < tn−1 < t <
t+ s виконуються рiвностi

P (Xt+s = j /Xt0 = i0, ..., Xtn−1 = in−1, Xt = i) =

P (Xt+s = j /Xt = i) = P (Xs = j /X0 = i) ≡ pij(s).

Як i для ланцюгiв Маркова, перша рiвнiсть вiдображає марковську
властивiсть процесу, друга – однорiднiсть за часом, а третя визначає ймо-
вiрностi переходу процесу за промiжок часу s iз стану i до стану j. Ймо-
вiрнiснi властивостi процесу визначаються поведiнкою функцiй pij(s).

Означення. Випадковий процес (Xt, t ∈ R+) називається процесом
народження та загибелi, якщо:

(1) вiн є однорiдним марковським процесом iз множиною значень
E = Z+,

(2) для деяких невiд’ємних чисел λi ( iнтенсивностей народжень) i µi

( iнтенсивностей загибелi), i ≥ 0, справедливi iнфiнiтезимальнi зображе-
ння для ймовiрностей одиничних стрибкiв

P (Xh = i+ 1 / X0 = i) = λih+ o(h), h→ 0, ∀i ≥ 0,
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P (Xh = i− 1 / X0 = i) = µih+ o(h), h→ 0, ∀i > 0.

(3) ймовiрностi iнших стрибкiв є нескiнченно малими:

P (|Xh − i| > 1 / X0 = i) = o(h), h→ 0

Наслiдок (про ймовiрнiсть невиходу процесу народження та
загибелi). З умов (1)-(3) попереднього означення випливає зображення

P (Xh = i / X0 = i) = 1− aih+ o(h), h→ 0, ∀i ≥ 0,

де сумарна iнтенсивнiсть

ai ≡ λi + µi,

i за означенням µ0 = 0.
Доведення.

P (Xh = i / X0 = i) = 1− P (|Xh − i| > 1 / X0 = i)−
P (Xh = i+ 1 / X0 = i)− P (Xh = i− 1 / X0 = i) =

1− (λi + µi)h+ o(h), h→ 0.

Очевидно, що при i = 0 останнiй доданок у лiвiй частинi останнього
рiвняння вiдсутнiй, тому для справедливостi зображення в даному випад-
ку слiд покласти µ0 = 0.

Означення. Часом перебування процесу в станi X0 = i називається
випадкова величина

τ = inf(t > 0 : Xt 6= X0).

Теорема (про траєкторiї процесу народження та загибелi). Не-
хай (Xt, t ∈ R+) процес народження та загибелi, що має неперервнi
справа траєкторiї, а τ – час перебування в станi X0 = i. Тодi для всiх
i ≥ 0, j 6= i
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P (τ < t / X0 = i) = 1− exp(−ait),

P (τ < t, Xτ = j / X0 = i) = (1− exp(−ait)) pij,

де стохастична матриця (pij) має вигляд

pij =


λi/ai, j = i+ 1
µi/ai, j = i− 1

0, |j − i| 6= 1, i 6= 0

Зауваження. Твердження теореми можна переформулювати так: час
перебування в початковому станi X0 = i та положення процесу пiсля
першого стрибка незалежнi, час перебування має показниковий розподiл
iз параметром ai, а положення пiсля стрибка збiгається зi станом пiсля
переходу на один крок вкладеного ланцюга Маркова, що має матрицю
перехiдних iмовiрностей за один крок (pij, i, j ≥ 0).

Наслiдок. Нехай (ζn, n ≥ 0) ланцюг Маркова з матрицею перехiдних
iмовiрностей за один крок (pij, i, j ≥ 0), випадковi величини (θn, n ≥ 0)
при фiксованих (ζn, n ≥ 0) незалежнi в сукупностi i мають показниковий
розподiл iз параметром aζn

вiдповiдно, причому τn = θ0 + ... + θn. Тодi
процес

Xt =
∑

n≥0
ζn 1τn−1 ≤ t < τn ,

є процесом народження та загибелi, що має вказанi в означеннi iнфiнiте-
зимальнi зображення.

Доведення теореми.
Позначимо

tnk = k2−n, τn = inf (tnk > 0 : Xtnk
6= X0) .



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 248 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Оскiльки {tnk} ⊂ {tn+1,k}, то послiдовнiсть τn не зростає. Траєкторiї
процесу Xt набувають цiлих значень та неперервнi справа. Тому знайде-
ться м.н. додатне ε(ω) > 0 таке, що Xτ+s = Xτ для всiх s ∈ [0, ε). З
неперервностi траєкторiй процесу справа виводимо, що з iмовiрнiстю 1
Xτn = Xτ починаючи з деякого номера, отже τn ↓ τ , Xτn → Xτ , n→∞.
Тому за неперервнiстю ймовiрностi

P (τ < t, Xτ = j / X0 = i) = lim n→∞ P (τn < t, Xτn = j / X0 = i).

Як i вище, позначимо

pij(t) = P (Xt = j / X0 = i).

Нехай
Ai

nk = {X0 = i, Xtn1 = i, ..., Xtnk
= i},

kn(t) = [t 2n] = sup(k : tnk < t).

Для часу перебування обчислимо за формулою про ймовiрнiсть пере-
рiзу n подiй та за марковською властивiстю процесу

P (τ ≥ t / X0 = i) = lim n→∞ P (τn ≥ t / X0 = i) =

lim n→∞ P (Ai
n, kn(t) / X0 = i) = lim n→∞

∏kn(t)
l=1 P (Xtnl

= i / Ai
n, l−1) =

lim n→∞
∏kn(t)

l=1 P (Xtnl
= i/Xtn,l−1

= i) = lim n→∞(pii(2
−n))kn(t) =

lim n→∞(1− ai2
−n + o(2−n))t2−n

= exp(−t ai),

де використаний наслiдок про ймовiрнiсть невиходу процесу народження
та загибелi. Перше твердження доведене.

Якщо ж j 6= i, то ймовiрнiсть виходу дорiвнює
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P (τn < t, Xτn = j / X0 = i) =
∑kn(t)

k =1 P (τn = tnk, Xτn = j / X0 = i) =∑kn(t)
k =1 P (Ai

n,k−1 ∩ {Xtnk
= j} / X0 = i) =∑kn(t)

k =1 P (Xtnk
= j/Ai

n,k−1)
∏k−1

l=1 P (Xtnl
= i/Ai

n,l−1) =∑kn(t)
k =1 P (Xtnk

= j/Xtn,k−1
= i)

∏k−1
l=1 P (Xtnl

= i/Xtn,l−1
= i) =∑kn(t)

k =1 pij(2
−n)(pii(2

−n))k−1 = pij(2
−n)
(
1− (pii(2

−n))kn(t)
)
/ (1− pii(2

−n)).

Границю другого множника в правiй частинi обчислено вище:

lim n→∞(1− (pii(2
−n))kn(t)) = 1− exp(−t ai).

З означення pij, умов (2),(3) та наведеного вище наслiдку про ймовiр-
нiсть невиходу процесу народження та загибелi pii(h) отримуємо також

lim n→∞ pij(2
−n) / (1− pii(2

−n)) = pij.

Це доводить друге твердження теореми �
Наступна теорема дає можливiсть обчислити ймовiрностi переходу

через iнфiнiтезимальнi характеристики λi, µi. Зауважимо, що для будь-
якого початкового розподiлу qk = P (X0 = k) безумовний розподiл процесу
визначається за формулою повної ймовiрностi

P (Xt = j) =
∑

k≥0
P (X0 = k)P (Xt = j/X0 = k) =

∑
k≥0

qk pkj(t).

Теорема (про систему диференцiальних рiвнянь Колмогоро-
ва). Нехай (Xt, t ∈ R+) є процесом народження та загибелi з iнфiнiте-
зимальними характеристиками (λi, µi), причому асимптотичне зобра-
ження в умовi (3) означення є рiвномiрним за i.
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Тодi розподiл процесу pk(t) = P (Xt = k) при довiльних початкових
умовах є диференцiйовною функцiєю часу t та задовольняє при k ≥ 0
зворотну систему диференцiальних рiвнянь Колмогорова

p′k(t) = λk−1 pk−1(t) + µk+1 pk+1(t)− (λk + µk) pk(t),

де за означенням λ−1 = 0, µ0 = 0.
Доведення.
Для всiх j, k при h > 0 за означенням умовної ймовiрностi

P (Xt = j, Xt+h = k) = pj(t)P (Xt+h = k/Xt = j) = pj(t)pjk(h).

Тому за формулою повної ймовiрностi

pk(t+ h) = P (Xt+h = k) =

P (Xt = k − 1, Xt+h = k) + P (Xt = k + 1, Xt+h = k)+

P (Xt = k, Xt+h = k) + P (|Xt − k| > 1, Xt+h = k) =

pk−1(t) pk−1,k(h) + pk+1(t) pk+1,k(h) + pk(t) pkk(h)+
∑

j: |j−k|>1 pj(t)pjk(h).

За умовою

sup j,k:|j−k|>1 pjk(h) ≤ sup j P (|Xh − j| > 1/X0 = j) = o(h), h→ 0.

Тому останнiй доданок у попереднiй сумi дорiвнює o(h).
Пiдставимо в першi два доданки зображення з умови (2), а в третiй –

зображення з наслiдку про ймовiрнiсть невиходу процесу народження та
загибелi:
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pk(t+ h) = pk−1(t)(λk−1h+ o(h)) + pk+1(t) (µk+1h+ o(h))+

pk(t)(1− (λk + µk)h+ o(h)) + o(h), h→ 0.

Звiдси
pk(t+ h)− pk(t)

h
= pk−1(t)λk−1 +pk+1(t) µk+1−pk(t)(λk +µk)+

o(h)

h
, h→ 0.

Оскiльки права частина має границю при h→ 0, то функцiї pk(t) ди-
ференцiйовнi та задовольняють систему диференцiальних рiвнянь Кол-
могорова.

При k = 0 за умовою в правiй частинi вiдсутнi доданки з pk−1(t) та µ0.
Тому слiд вважати, що λ−1 = 0, µ0 = 0.

Означення. Початковий розподiл qk = P (X0 = k) називається ста-
цiонарним розподiлом процесу, якщо P (Xt = k) = qk для всiх t ≥ 0,
k ≥ 0.

Теорема (про рiвняння для стацiонарних iмовiрностей). Не-
хай (Xt, t ∈ R+) є процесом народження та загибелi з iнфiнiтезималь-
ними характеристиками (λi, µi), причому зображення в умовi (3) є рiв-
номiрним за i.

Процес (Xt, t ∈ R+) має стацiонарний розподiл (qk, k ≥ 0) тодi й
тiльки тодi, коли система рiвнянь

πk−1λk−1 + πk+1 µk+1 − πk(λk + µk) = 0, k ≥ 0,

має розв’язок (πk, k ≥ 0) у класi дискретних розподiлiв ймовiрностей.
Цей розв’язок збiгається зi стацiонарним розподiлом: qk = πk.

Доведення. Необхiднiсть є наслiдком теореми про систему диферен-
цiальних рiвнянь Колмогорова, оскiльки при виборi стацiонарного роз-
подiлу як початкового функцiї pk(t) = πk сталi i мають нульовi похiднi.
Достатнiсть не доводиться.
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Теорема (про iснування стацiонарних iмовiрностей). Система
рiвнянь iз теореми про рiвняння для стацiонарних iмовiрностей має не-
нульовий розв’язок (πk, k ≥ 0) у класi дискретних iмовiрнiсних розподiлiв
тодi й тiльки тодi, коли збiгається ряд

θ =
∑

k≥0
θk <∞, θk =

∏k−1

i=0

λi

µi+1

,

i у випадку збiжностi стацiонарний розподiл має вигляд

πk = θk / θ, k ≥ 0.

Доведення. Позначимо

δk = πk+1 µk+1 − πkλk, k ≥ 0.

Тодi з урахуванням крайових умов при k = 0 система рiвнянь iз те-
ореми про рiвняння для стацiонарних iмовiрностей еквiвалентна системi
δ0 = 0, δk+1 = δk, k ≥ 0.

Отже , з πk = λk−1

µk
πk−1 рекурентно отримуємо πk = θkπ0.

Якщо θ = ∞, з цих рiвностей дiстанемо πk = π0 = 0. У протилежному
випадку знаходимо шуканий розподiл за означенням θ.

Теорема (про ергодичнiсть процесу народження та загибелi).
За умови iснування стацiонарного розподiлу (πk, k ≥ 0) процесу наро-
дження та загибелi для всiх i, k ≥ 0 iснує границя

lim t→∞ pik(t) = πk.

Доведення не наводиться.
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39. Складний процес Пуассона
На вiдмiну вiд звичайного, прирости складного процесу Пуассона не обо-
в’язково є одиничними.

Означення. Нехай (ξn, n ≥ 1) послiдовнiсть незалежних у сукупно-
стi однаково розподiлених випадкових величин, а ν(t) – незалежний вiд
них процес Пуассона з параметром λ. Складним процесом Пуассона, що
породжується процесом ν та стрибками ξn, називається випадковий
процес

ξ(t) ≡
∑ν(t)

n=1
ξn =

∑
n≥1

ξn 1n ≤ ν(t), t ≥ 0.

За означенням, траєкторiї процесу ξ(t) кусково-сталi, неперервнi злiва,
їх стрибки вiдбуваються в моменти стрибкiв процесу ν(t), а величини
стрибкiв задаються послiдовнiстю ξn.

Приклад. Розглянемо модель страхової фiрми, яка регулярно отри-
мує вiд застрахованих осiб страховi премiї з iнтенсивнiстю c за одини-
цю часу, та проводить страховi виплати випадкових об’ємiв (ξn, n ≥ 1)
у моменти страхових випадкiв, що утворюють стохастичний потiк, моде-
льований процесом Пуассона. Якщо початковий страховий фонд фiрми
дорiвнює x, то на момент часу t страховий фонд становитиме

η(t) = x+ ct− ξ(t),

де ξ(t) – складний процес Пуассона. Випадковий процес η(t) називається
класичним процесом ризику.

Теорема (про властивостi складного пуассонiвського проце-
су). Складний процес Пуассона має незалежнi та однорiднi прирости,
причому для всiх u ∈ R

M exp(iuξ(t)) = exp(λt(ϕ(u)− 1)),
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де ϕ(u) = M exp(iuξ1) характеристична функцiя стрибка.
Доведення. Незалежнiсть та однорiднiсть приростiв є наслiдком вiд-

повiдної властивостi процесу Пуассона, оскiльки прирiст процесу має ви-
гляд

ξ[s, t) =
∑ν[s,t)

n≥1
ξν(s) + n, t ≥ s ≥ 0,

де величини ν(s), ν[s, t), ξn незалежнi в сукупностi.
Вираз для характеристичної функцiї виводимо iз теореми про власти-

востi генератрис, пункт (е), при z = exp(iu) :

M exp(iuξ(t)) = ϕν(t)(M exp(iuξ1)) = ϕν(t)(ϕ(u)) =∑
n≥0

(ϕ(u))n (λt)n

n!
e−λt = exp(λtϕ(u)− λt),

де використана також теорема про розподiл процесу Пуассона �
Вправа. Знайти розподiл складного процесу Пуассона, якщо доданки ξn

мають показниковий розподiл.
За допомогою граничного переходу зi складного процесу Пуассона мо-

жна отримати неперервний процес iз незалежними та однорiдними приро-
стами. Для цього розглянемо процес iз малими симетричними прироста-
ми: P (ξn = ±ε) = 1/2, ε→ 0, та одночасно з великою кiлькiстю стрибкiв
за одиницю часу: λ→∞. За теоремою про властивостi складного пуассо-
нiвського процесу характеристична функцiя такого процесу має вигляд

M exp(iuξ(t)) = exp(λt(cos(εu)− 1)).

Для iснування її границi при ε→ 0, λ→∞ оберемо λ ≈ ε−2. Тодi

lim ε→0, λ→∞ M exp(iuξ(t)) = exp(−u2t/2),

тобто слабка границя ξ(t) повинна мати нормальний розподiл N(0, t).
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40. Вiнерiвський процес
На початку 20 ст. Норберт Вiнер побудував математичну модель для про-
цесу хаотичного теплового (Броунiвського) руху мiкрочастинок у рiдинi.
Цей процес характеризується неперервнiстю траєкторiй, незалежнiстю та
однорiднiстю приростiв, нульовим середнiм змiщенням за будь-який час
та дифузiйним характером руху, що проявляється виключно у змiнах се-
редньоквадратичного вiдхилення частинок вiд початкового положення

Означення. Вiнерiвським, або Броунiвським процесом називається
випадковий процес w(t), t ∈ R+, який

(а) має неперервнi траєкторiї,
(б) має незалежнi прирости та однорiднi прирости,
(в) w(0) = 0, Mw(t) = 0, Dw(t) <∞.

40.1. Розподiл вiнерiвського процесу

Теорема (про розподiл вiнерiвського процесу). Нехай w(t) – вi-
нерiвський процес. Тодi iснує стала σ ≥ 0, така, що для всiх t > 0

w(t) ' N(0, σ2t), Mw(t) = 0, Dw(t) = σ2t.

Зауваження. При виконаннi решти припущень умову (а) неперерв-
ностi траєкторiй в означеннi вiнерiвського процесу можна замiнити на
бiльш просту аналiтичну умову

P (|w(h)| ≥ ε) = o(h), h→ 0, для кожного ε > 0.

Доведення теореми. Нехай t фiксоване. Розглянемо прирости

wnk ≡ w[t(k − 1)/n, tk/n).
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За умови (б) випадковi величини (wnk, k = 1, n) незалежнi в сукупностi
та однаково розподiленi, wn1 = w(t/n).

Лема 1. За припущень (б), (в) неперервнiсть траєкторiй процесу w(t)
еквiвалентна умовi, що сформульована в зауваженнi.

Доведення. Неперервнiсть траєкторiй процесу на компактному iнтер-
валi [0, t] еквiвалентна рiвномiрнiй неперервностi, яка, в свою чергу, еквi-
валентна збiжностi до нуля модуля неперервностi:
max1≤k≤n |wnk| →P 0 при n→∞, тобто

P (max 1≤k≤n |wnk| ≥ ε) → 0, n→∞, ∀ε > 0.

Згiдно з незалежнiстю та однорiднiстю приростiв

P (max1≤k≤n |wnk| < ε) = exp(−n lnP (|wn1| < ε)).

Тому збiжнiсть до нуля модуля неперервностi еквiвалентна спiввiд-
ношенню lnP (|wn1| < ε) = o(1/n), n → ∞, що внаслiдок зображення
ln(1 + ε) = ε+ o(ε), ε→ 0, еквiвалентно спiввiдношенню:

P (|wn1| ≥ ε) ≡ P (|w(t/n)| ≥ ε) = o(1/n), n→∞�

Лема 2. Iснують εn → 0 такi, що nP (|wn1| ≥ εn) → 0, n→∞.
Доведення. Згiдно з лемою 1 для кожного ε > 0 справедливе спiв-

вiдношення
P (|wn1| ≥ ε) = o(1/n), n→∞.

Виходячи з нього, побудуємо неспадну послiдовнiсть nk ≥ k таку, що

nP (|wn1| ≥ 1/k) ≤ 1/k
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для всiх n ≥ nk i покладемо εn = 1/k для nk ≤ n < nk+1. Послiдовнiсть
εn є шуканою, оскiльки при nk ≤ n < nk+1

nP (|wn1| ≥ εn) = nP (|wn1| ≥ 1/k) ≤ 1/k → 0, n→∞�

Лема 3. За умов теореми
(а) Функцiя σ2(t) = Dw(t) адитивна i не спадає,
(б) σ2(t) неперервна,
(в) σ2(t) = σ2t для всiх t ≥ 0 та деякої сталої σ ≥ 0.
Доведення.
(а) За означенням

w(t+ s) = w(t) + w[t, t+ s),

де величини в правiй частинi незалежнi. Тому адитивнiсть випливає з
теореми про дисперсiю суми незалежних величин та з однорiдностi при-
ростiв. Монотоннiсть є наслiдком невiд’ємностi дисперсiї

σ2(t+ s) = σ2(t) + σ2(s) ≥ σ2(t).

(б) Якби монотонна границя limh → 0 σ
2(h) ≡ δ > 0, то з монотонностi

випливало б, що σ2(h) ≥ δ при всiх h > 0 та σ2(1) = nσ2(1/n) ≥ nδ →∞,
що суперечить скiнченностi дисперсiї (в). Тому δ = 0 i σ2(h) → 0, h →
0, звiдки

σ2(t± h)− σ2(t) = ± σ2(h) → 0, h→ 0.

(в) Позначимо σ2 = σ2(1). З адитивностi та нормованостi виводимо,
що
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σ2(m/n) = m/n Dw(1) = (m/n)σ2 для натуральних m,n.Переходячи тут
до границi m/n ↑ t, з неперервностi дiстанемо шукану рiвнiсть �

Можна вважати, що σ2 > 0 – iнакше процес є тотожнiм нулем майже
напевне.

Позначимо
ξnk = wnk1|wnk| ≤ εn .

Випадковi величини (ξnk, k = 1, n) незалежнi за теоремою про перетворе-
ння незалежних величин, однаково розподiленi та |ξnk| ≤ εn. Розглянемо
суми

ξn =
∑n

k=1
ξnk.

З нерiвностi
P (ξn 6= w(t)) ≤ P (∪n

k=1{ξnk 6= wnk}) ≤∑n

k=1
P (|wnk| > εn) = nP (|wn1| > εn) → 0, n→∞,

та леми 2 виводимо, що ξn →P w(t), n→∞.

Позначимо σ2
n = Dξn. Ця дисперсiя iснує та обмежена, оскiльки

Dξn =
∑n

k=1Dξnk ≤
∑n

k=1Mξ2
nk ≤

∑n
k=1Mw2

nk = σ2t,

де використана лема 3(в) та однакова розподiленiсть величин wnk i wn1.
(а) Припустимо, що lim n→∞ σ2

n = 0.Тодi ξn −Mξn →P 0 по деякiй
пiдпослiдовностi, отже w(t)−Mξn →P 0. Оскiльки величина w(t) не зале-
жить вiд n, то числова послiдовнiсть Mξn повинна збiгатися, тому w(t) є
сталою майже напевне. Це суперечить невиродженостi w(t) – як показано
вище, Dw(t) = σ2t > 0.
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(б) Отже, lim n→∞ σ2
n > 0, звiдки σ2

n ≥ θ2 > 0, починаючи з деяко-
го номера. Враховуючи однакову розподiленiсть величин ξnk, пiдрахує-
мо показник з умови Лiндеберга для загальної послiдовностi серiй (ξnk,
k = 1, n, n ≥ 1) :

Ln(ε) =
n

σ2
n

M(ξn1 −Mξn1)
21|ξn1−Mξn1| ≥ εσn ≤

n

θ2 4ε2
n12εn ≥ εθ = 0,

починаючи з деякого номера, оскiльки εn → 0. Аналогiчно перевiряється
умова рiвномiрної малостi в означеннi загальних послiдовностей серiй.

Отже, внаслiдок центральної граничної теореми Лiндеберга для за-
гальних серiй має мiсце слабка збiжнiсть (ξn − µn)/σn →W ζ ' N(0, 1),
де µn = Mξn. Обираючи пiдпослiдовнiсть номерiв, для якої σn → b > 0, за
теоремою про добуток слабко збiжної послiдовностi зi збiжною дiстанемо
ξn − µn →W bζ. Звiдси за теоремою Левi про критерiй слабкої збiжностi
виводимо iснування границi характеристичних функцiй

limn→∞M exp(is(ξn − µn)) = limn→∞ exp(−isµn)M exp(isξn).

З iншого боку, границя

limn→∞M exp(isξn) = M exp(isw(t))

iснує, оскiльки ξn →P w(t), як показано вище. Отже, iснує границя limn→∞ µn =
µ. Тому

M exp(isw(t)) = limn→∞M exp(isµn) limn→∞M exp(is(ξn − µn))

= exp(isµ)ϕb ζ(s) = exp(isµ− s2b2/2),

тобто w(t) ' N(µ, b2). Оскiльки Mw(t) = 0, Dw(t) = σ2t, то w(t) '
N(0, σ2t) за теоремою про iнтерпретацiю параметрiв нормального розпо-
дiлу �
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40.2. Властивостi траєкторiй вiнерiвського процесу

Теорема (про властивостi траєкторiй вiнерiвського процесу).
(а) P ( ∃ w′(0)) = 0,

(б) V ar[0,1]w ≡ lim n→∞
∑2n

k=1

∣∣w[k−1
2n ,

k
2n )
∣∣ = ∞ майже напевне,

(в)
∑2n

k=1

(
w[k−1

2n ,
k
2n )
)2 →P σ2.

Доведення. Вважатимемо, що σ2 = 1.
(а) Позначимо ζn ≡ (w(2−n+1) − w(2−n))/2−n. Випадковi величини ζn

незалежнi за властивiстю незалежностi приростiв. Оскiльки за однорiднi-
стю приростiв ζn ' w(2−n)/2−n ' N(0, 2−n/2−2n), то ряд∑

n≥1 P (|ζn| > m) =
∑

n≥1 2(1− Φ(m2−n/2)) = ∞

розбiгається для кожного m ≥ 0. За лемою Бореля – Кантеллi, пункт (б),
P (limn→∞{|ζn| > m}) = 1, ∀m. Отже, lim |ζn| = ∞, i границя limn→∞ ζn

не iснує майже напевне. Оскiльки

ζn = 2w(2−n+1)/2−n+1 − w(2−n)/2−n, то

{∃ limn→∞ ζn} ⊃ {∃ limh→0 w(h)/h} = {∃ w′(0)},

i ймовiрнiсть останньої подiї дорiвнює нулю.
(б) Позначимо

wnk = w[(k − 1)2−n, k2−n), ζn =
∑2n

k=1
|wnk| .

Тодi ζn ↑ ζ ≤ V ar[0,1]w ≤ ∞. Крiм того, wnk ' N(0, 2−n),тому випадко-
ва величина η ≡ 2n/2wn1 ' N(0, 1). Оскiльки величини (wnk, k = 1, 2n)
незалежнi в сукупностi та однаково розподiленi, то за теоремами про пе-
ретворення незалежних величин та про математичне сподiвання добутку
незалежних величин
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M exp(−sζn) = (M exp(−s |wn1|))2n
=

(M exp(−s2−n/2
∣∣2n/2wn1

∣∣))2n
= (M exp(−s2−n/2 |η|)2n

=

(1− s2−n/2M |η|+ o(2−n/2))2n → 0 ∀s > 0.

Тому P (ζn <∞) ↓ P (ζ <∞) = 0.
(в) Нехай (ηk, k ≥ 1) послiдовнiсть незалежних стандартних нормаль-

них величин. Оскiльки (wnk, 1 ≤ k ≤ 2n) незалежнi i однаково розподiленi,
причому величини 2n/2wn1 ' ηk ' N(0, 1), то

P (
∣∣∣∑2n

k=1(wnk)
2 − 1

∣∣∣ ≥ ε) = P (
∣∣∣2−n

∑2n

k=1(2
n/2wnk)

2 − 1
∣∣∣ ≥ ε)

= P (
∣∣∣2−n

∑2n

k=1 η
2
k − 1

∣∣∣ ≥ ε) → 0

за теоремою Чебишева про закон великих чисел, оскiльки η2
k незалежнi

однаково розподiленi, Mη2
k = 1 �
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Роздiл 2

Математична статистика

Вступ
Первiсна задача математичної статистики (МС) є в певному сенсi обер-

неною до основної задачi теорiї ймовiрностей. У теорiї ймовiрностей ми
постулювали iснування теоретично повнiстю визначеного ймовiрнiсного
простору та виводили тi чи iншi властивостi подiй i випадкових величин.
Однак намагання застосувати певну ймовiрнiсну модель на практицi ча-
сто стикається з тiєю обставиною, що теоретичний (гiпотетичний) розпо-
дiл подiй та випадкових величин є невiдомим. Якнайбiльше можна припу-
стити, що цей розподiл мiститься в деякому вiдомому класi (наприклад, є
нормальним). Тому необхiдну iнформацiю про теоретичнi ймовiрностi до-
водиться отримувати з того ж самого стохастичного експерименту, про-
водячи спостереження над його промiжними результатами. Наприклад,
так, як це робилося у формулi Байєса в курсi теорiї ймовiрностей.

Математична статистика – це роздiл математики, який базується на
теорiї ймовiрностей та призначений для формулювання i доведення ста-
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тистичних висновкiв про властивостi ймовiрнiсного простору за резуль-
татами спостережень над вiдповiдним стохастичним експериментом.

Умовно кожен висновок про ймовiрнiсний простiр можна вiднести до
однiєї з двох груп:

(1) висновок про кiлькiсне значення деякої величини (параметра),
(2) якiсний висновок про певний параметр чи властивiсть iмовiрнiсно-

го простору.
Вiдповiдно всi задачi кожного роздiлу МС можна розбити на
(1) задачi статистичного оцiнювання, що спрямованi на побудову кiль-

кiсних оцiнок невiдомих параметрiв,
(2) задачi перевiрки статистичних гiпотез, в яких встановлюються якi-

снi властивостi ймовiрнiсного простору.
Приклади.
1. Спостерiгається послiдовнiсть випробувань Бернуллi. Треба кiлькi-

сно оцiнити ймовiрнiсть успiху в одному випробуваннi.
2. Проводяться пiдкидання монети. За результатами спостережень не-

обхiдно зробити якiсний висновок про вiдносну симетрiю монети.
Математична статистика мiстить велику кiлькiсть спецiальних роздi-

лiв. Серед них:
(а) непараметрична статистика – як невiдомi ”параметри” виступа-

ють загальнi функцiї розподiлу;
(б) теорiя оптимальних незмiщених оцiнок, де в класi незмiщених

оцiнок дисперсiя розглядається як мiра якостi i знаходиться вигляд опти-
мальних оцiнок;

(в) теорiя оцiнок максимальної вiрогiдностi, де пропонується унiвер-
сальний метод для побудови досить якiсних статистичних оцiнок параме-
трiв;
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(г) статистичнi висновки для нормальних спостережень, що грун-
туються на спецiальних властивостях вибiркових статистик;

(д) регресiйний аналiз, в якому вивчаються задачi встановлення фун-
кцiональної залежностi мiж числовими змiнними в умовах наявностi сто-
хастичних похибок;

(е) факторний аналiз, де аналiзується залежнiсть мiж стохастичними
якiсними факторами;

(ж) непараметрична перевiрка гiпотез, яка мiстить класичну задачу
про вiдповiднiсть спостережень наперед заданiй функцiї розподiлу;

(з) параметрична перевiрка гiпотез, де перевiряються припущення
щодо значень параметрiв;

(i) теорiя найбiльш потужних критерiїв, в якiй вивчаються опти-
мальнi процедури перевiрки статистичних критерiїв;

(к) послiдовний статистичний аналiз, в якому статистичнi висновки
робляться безпосередньо в процесi надходження спостережень;

(л) теорiя планування статистичного експерименту, де пропоную-
ться рацiональнi схеми збору статистичних даних для їх подальшої оброб-
ки, з урахуванням лiмiтiв чи затрат на кожне спостереження

тощо.
У свою чергу, математична статистика є теоретичною основою для та-

ких дисциплiн, як прикладна статистика, бiометрика, соцiологiя, те-
хнометрика, аналiз даних, економетрика, фiнансовий аналiз та iнших.
Її результати використовують при розробцi комп’ютерних статистичних
пакетiв, таких як SAS, SPSS, MS Statistics тощо.

Зважаючи на суттєво вищу технiчну складнiсть теорем математичної
статистики в порiвняннi з курсом теорiї ймовiрностей, деякi з наведених
нижче доведень спираються на гранично спрощенi чи навiть не точно
сформульованi припущення. Однак треба мати на увазi, що в кожнiй iз
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розглянутих схем iснують точно сформульованi та доведенi математичнi
твердження. Отже, основна мета даного роздiлу полягає в тому, щоб дати
первiсне уявлення про методи та результати математичної статистики.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 267 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

1. Статистичний простiр, вибiрка. Статисти-
ки та оцiнки

Означення. Статистичним простором називається трiйка

(Ω, z, (Pθ, θ ∈ Θ)),

що складається з таких елементiв:
– Ω – простiр елементарних подiй деякого стохастичного експерименту;
– z ⊂ 2Ω – сигма-алгебра випадкових подiй – пiдмножин Ω;
– (Pθ, θ ∈ Θ) – деяка параметрична сiм’я ймовiрностей на z;
– Θ – параметричний простiр – множина довiльної природи.

Вважається, що вид залежностi ймовiрностей Pθ(A) вiд подiй
A ∈ z при заданому значеннi параметра θ повнiстю вiдомий, у той час
як сам параметр θ – невiдомий статистику.

Найчастiше Θ ⊂ Rd, тобто ймовiрнiсний розподiл на z вважається
вiдомим повнiстю за винятком d числових параметрiв – координат θ. У
цьому випадку говорять про параметричну статистику. Якщо ж множина
Θ є пiдмножиною функцiонального простору (наприклад, простору всiх
функцiй розподiлу), то можна говорити про непараметричну статистику.

Означення. Якщо ξ – випадкова величина на ймовiрнiсному просторi
(Ω, z, Pθ), символом

Mθξ =

∫
Ω

ξ(ω)Pθ(dω)

будемо позначати математичне сподiвання ξ (абстрактний iнтеграл
Лебега) за ймовiрнiстю Pθ.

Статистичнi висновки про ймовiрнiсть Pθ будемо робити на пiдста-
вi спостережень, тобто значень певних випадкових величин, векторiв та
iнших функцiй вiд елементарних подiй.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 268 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

1.1. Статистична вибiрка

Означення. Статистичною вибiркою називається довiльна вимiр-
на функцiя X : Ω → S зi значеннями у вимiрному вибiрковому просторi
(S, Σ, λ), де:

– S – деяка множина ( вибiрковий простiр),
– Σ – сигма-алгебра пiдмножин S,

– λ – деяка сигма-скiнченна мiра на Σ.

Вважається, що значення X(ω) = x є вiдомим для статистика (спо-
стерiгається) i може використовуватись для отримання статистичних ви-
сновкiв.

Надалi в якостi вибiркового простору буде виступати переважно ев-
клiдiв простiр S = Rn iз борелєвою сигма-алгеброю Σ = B(R), тому пiд
вибiркою слiд розумiти звичайний випадковий вектор, що спостерiгається
в стохастичному експериментi. У бiльшостi випадкiв в якостi мiри λ ви-
ступає або точкова мiра – вiдносно неї кожна одноточкова множина має
одиничне значення мiри (у випадку дискретної вибiрки X), або ж мiра
Лебега, якщо S ⊂ Rn i вибiрка X має сумiсну щiльнiсть.

Приклад. Побудова статистичного висновку про симетричнiсть моне-
ти за результатами серiї з 1000 пiдкидань. Нехай вибiрка мiстить резуль-
тати кожного з пiдкидань, тодi вибiрковий простiр S = {A,P}1000. Для
параметризацiї задачi позначимо θ ∈ Θ = (0, 1) ймовiрнiсть аверсу при
одному пiдкиданнi. Тодi ймовiрнiсть Pθ задає розподiл вектора iндикато-
рiв успiхiв у схемi випробувань Бернуллi з параметрами n = 1000, p = θ.

Для подальшого використання нагадаємо таке важливе поняття з те-
орiї мiри.

Означення. Мiра µ на деякому вимiрному просторi (S, Σ) абсолютно
неперервна вiдносно сигма-скiнченної мiри λ, (позначення µ� λ), якщо
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для довiльної множини B ∈ Σ iз λ(B) = 0 випливає µ(B) = 0.
За теоремою Радона – Нiкодима ця властивiсть еквiвалентна iснуван-

ню вимiрної iнтегровної за мiрою λ функцiї f(x), x ∈ S, такої, що

µ(B) =

∫
B

f(x)λ(dx), ∀B ∈ Σ.

Функцiя f = dµ/dλ називається щiльнiстю мiри µ вiдносно λ.
У деяких роздiлах статистики використовується умова пiдпорядкова-

ностi. Вона полягає в тому, що розподiл вибiрки є абсолютно неперервним
(має щiльнiсть розподiлу) вiдносно деякої фiксованої мiри λ для кожного
значення параметра θ :

Pθ(X ∈ ·) � λ(·), ∀θ ∈ Θ.

У будь-якому випадку для злiченного параметричного простору Θ така
мiра завжди iснує. Дiйсно, довiльна мiра зi злiченної множини ймовiрнi-
сних мiр (µθ, θ ∈ Θ) абсолютно неперервна вiдносно мiри
λ =

∑
θ∈Θ 2−n(θ)µθ, де n(θ) – номер елемента θ у послiдовностi Θ.

Приклад. Спостерiгається результат пiдкидання несиметричної мо-
нети з невiдомою ймовiрнiстю аверса. У цьому випадку

Ω = {A,P}, z = 2Ω, S = Ω, Σ = z, λ – точкова мiра,

P ({A}) = 1− P ({P}) = θ ∈ Θ = [0, 1].

1.2. Функцiя вiрогiдностi

Означення. Нехай X : Ω → S – вибiрка зi значеннями у вимiрному
просторi (S, Σ, λ), яка задовольняє умову пiдпорядкованостi. Функцiєю
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вiрогiдностi називається щiльнiсть розподiлу вибiрки вiдносно фiксова-
ної мiри λ у вибiрковому просторi:

L(x, θ) ≡ dPθ(X ∈ ·)
dλ(·)

(x),

тобто така вимiрна за x функцiя, що для всiх B ∈ Σ i всiх θ ∈ Θ

Pθ(X ∈ B) =

∫
B

L(x, θ) λ(dx).

Для абсолютно неперервної вибiрки мiра λ є мiрою Лебега, функцiя
вiрогiдностi як функцiя x є щiльнiстю розподiлу:

Pθ(X ∈ B) =

∫
B

L(x, θ) dx,

а для дискретної вибiрки λ – точкова мiра, функцiя вiрогiдностi є дис-
кретним розподiлом iмовiрностей:

Pθ(X ∈ B) =
∑

x ∈ B ∩ S
L(x, θ).

Означення.Вибiрковою функцiєю вiрогiдностi (емпiричною фун-
кцiєю вiрогiдностi) називається випадкова величина, що отримується
в результатi пiдстановки у функцiю вiрогiдностi замiсть аргумента
x ∈ S значення вибiрки як випадкового вектора

L(X, θ) ≡ L(x, θ) | x = X .
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1.3. Кратнi вибiрки

Часто у статистицi використовується схема багатократних спостережень.
Означення. Вимiрний простiр (S, Σ, λ) = (R,B, υ)n є n-кратним

прямим добутком вимiрного простору (R,B, υ), якщо

S = Rn ≡ {x = (x1, ..., xn), xk ∈ R},

Σ = B⊗ ...⊗B ≡ σ[B1 × ...×Bn, Bk ∈ B, k = 1, n],

а мiра λ ≡ υ × ...× υ визначається на прямокутниках як добуток

λ(B1 × ...×Bn) ≡ υ(B1)...υ(Bn).

Наприклад, (Rn,B(Rn), Ln) = (R,B(R), L1)
n, де Ln – n-вимiрна мiра

Лебега (довжина, площа, об’єм...).
Означення. Нехай вибiрковий простiр (S, Σ, λ) є n-кратним пря-

мим добутком (R,B, υ)n. Випадковий вектор X : Ω → S називається
кратною вибiркою, якщо X = (ξ1, ..., ξn) складається з незалежних у су-
купностi однаково розподiлених величин ξk, k = 1, n, зi значеннями у
просторi (R,B, υ), тобто

Pθ(X ∈ B1 × ...×Bn) =
∏n

k=1
Pθ(ξ1 ∈ Bk), ∀Bk ∈ B, θ ∈ Θ.

Означення. Число n називається об’ємом вибiрки X.
Якщо X – кратна вибiрка, її функцiя вiрогiдностi позначається як

Ln(X, θ), де n – об’єм вибiрки.
Означення. Функцiєю вiрогiдностi спостережень для кратної вибiрки

називається щiльнiсть розподiлу спостереження ξ1 вiдносно мiри υ

f(y, θ) =
dPθ(ξ1 ∈ ·)

dυ(·)
(y),
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тобто така вимiрна функцiя f, що

Pθ(ξk ∈ B) =

∫
B

f(y, θ) υ(dy), ∀B ∈ B, ∀θ ∈ Θ.

Теорема (про функцiю вiрогiдностi кратної вибiрки). Нехай
X = (ξ1, ..., ξn) є кратною вибiркою, що мiстить спостереження ξk зi
значеннями в просторi (R,B, υ). Припустимо, що ξk мають функцiю
вiрогiдностi спостережень f(y, θ).

Тодi функцiя вiрогiдностi всiєї вибiрки X дорiвнює добутковi

L(x, θ) =
∏n

k=1
f(xk, θ), x = (x1, ..., xn).

Доведення є прямим наслiдком теореми про критерiй незалежно-
стi абсолютно неперервних величин, оскiльки вибiрковий вектор X =
(ξ1, ..., ξn) утворений саме незалежними однаково розподiленими величи-
нами �

1.4. Статистики та оцiнки

Означення. Статистикою називається довiльна вимiрна функцiя
(скалярна чи векторна) вiд вибiрки: T = T (X), яка не мiстить значень
невiдомого параметра θ.

Множина значень статистики є довiльним вимiрним простором (Υ,Λ).
Найчастiше це евклiдiв простiр (Υ,Λ) = (Rm,B(Rm)).

Зауваження. Словом ”статистика” будемо одночасно визначати як
саму функцiональну залежнiсть T (x) : S → Υ вiд вибiрки, так i її значе-
ння T (ω) = T (X(ω)) : Ω → Υ, яке отримується пiсля пiдстановки вибiрки
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x = X(ω). Точне тлумачення випливатиме зi змiсту вiдповiдного аргу-
мента.

Означення. Оцiнкою невiдомого параметра θ ∈ Θ називається будь-
яка статистика зi значеннями в параметричному просторi Θ.

Щоб пiдкреслити спецiальний характер оцiнки, часто її зображають у
виглядi θ̂. Очевидно, оцiнка є засобом для прогнозування, передбачення,
оцiнювання значення невiдомого параметра θ на пiдставi спостережень.

Означення. Нехай Θ ⊂ Rd. Iнтервальною оцiнкою невiдомого пара-
метра θ називається пара Rd-значних статистик (θ̂1, θ̂2) таких, що
θ̂1 ≤ θ̂2 майже напевне.

Зауваження. Якщо при кожному n спостерiгається кратна вибiрка X
об’єму n, а спосiб, яким утворена оцiнка, один i той самий (не залежить вiд
об’єму вибiрки n), то поняття ”оцiнка” використовують також у широкому
розумiннi як ”послiдовнiсть оцiнок”, що утворенi за одним правилом при
рiзних значеннях об’єму вибiрки. Послiдовностi оцiнок позначаються як
θ̂n.

Приклад. Вибiркове середнє є класичною оцiнкою положення i дорiв-
нює середньому арифметичному спостережень, якi утворюють вибiрку.
Однак фактично це є послiдовнiсть оцiнок, оскiльки при кожному зна-
ченнi об’єму вибiрки маємо окрему статистику.

1.5. Властивостi оцiнок

Безперечно, якiсть тiєї чи iншої оцiнки потребує порiвняльного аналiзу.
Для порiвняння оцiнок чи їх послiдовностей будемо використовувати такi
поняття.

Надалi для двох випадкових величин ξ, η запис ξ ' η означає, що цi
величини мають однаковi функцiї розподiлу,.отже, i однаковi породженi
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мiри Лебега - Стiлтьєса.
Символом N(µ, σ2) позначатимемо випадкову величину з нормальним

розподiлом та середнiм µ i дисперсiєю σ2.
Означення. Оцiнка θ̂ називається незмiщеною, якщо її математи-

чне сподiвання збiгається з точним значенням θ :

Mθ θ̂ = θ, ∀θ ∈ Θ.

Означення. Оцiнка θ̂n називається асимптотично незмiщеною, якщо
має мiсце асимптотична збiжнiсть середнiх

Mθ θ̂n → θ, n→∞, ∀θ ∈ Θ.

Означення. Оцiнка θ̂n називається конзистентною, якщо вона збi-
гається за ймовiрнiстю до iстинного значення θ :

θ̂n →Pθ θ, n→∞, ∀θ ∈ Θ.

Означення. Оцiнка θ̂n називається строго конзистентною, якщо во-
на збiгається з iмовiрнiстю 1 до iстинного значення θ :

θ̂n →Pθ1 θ, n→∞, ∀θ ∈ Θ.

Зауваження. Наведенi властивостi стосуються оцiнок θ̂ для значен-
ня невiдомого параметру θ. У випадку, коли цей параметр – векторний,
доцiльно розглядати також оцiнки τ̂ для значень деякої функцiї τ = τ(θ)
вiд параметра θ. Сформульованi вище означення поширюються також i
на дану схему, якщо замiнити θ на τ(θ), а θ̂ на τ̂ .

Означення. Iнтервальна оцiнка (θ̂1, θ̂2) невiдомого параметра θ є не-
змiщеною оцiнкою рiвня p, якщо для всiх θ ∈ Θ

Pθ(θ̂1 ≤ θ ≤ θ̂2) = p.
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Означення. Оцiнка θ̂n параметра θ називається асимптотично нор-
мальною, якщо знайдеться числова нормуюча послiдовнiсть cn = cn(θ)
така, що має мiсце слабка збiжнiсть

cn(θ̂n − θ) →Wθ ζ ' N(0, 1), n→∞, ∀θ ∈ Θ.

Зауваження (про побудову iнтервальної оцiнки). Якщо оцiнка
θ̂n є асимптотично нормальною, а cn ≈

√
n/σ, то за теоремою про добуток

слабко збiжної послiдовностi зi збiжною
√
n(θ̂n − θ) →W σζ ≡ η ' N(0, σ2), n→∞.

У цьому разi величина σ2 називається асимптотичною дисперсiєю оцiнки
θ̂n. Iстинне її значення σ2 = σ2(θ) є вiдомою функцiєю параметра θ. Зi
слабкої збiжностi випливає, що розподiл нормованої величини

√
n(θ̂n −

θ)/σ(θ) наближається до розподiлу стандартної нормальної величини ζ.
Оберемо для заданого вiрогiдного рiвня p ∈ (0, 1) значення xp так, щоб

P (|ζ| ≤ xp) = p.

Для знаходження xp досить чисельно розв’язати рiвняння

Φ(xp) = (1 + p)/2,

де Φ – стандартна нормальна функцiя розподiлу. Тодi при великих n
наближено

Pθ

(√
n
∣∣∣θ̂n − θ

∣∣∣ / σ(θ) ≤ xp

)
≈ P (|ζ| ≤ xp) = p.

Припустимо, що функцiя σ(θ) неперервна, а оцiнка θ̂n – конзистентна.
З цих припущень випливає збiжнiсть за ймовiрнiстю σ(θ̂n) →P σ(θ). Тому
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можна наближено замiнити σ(θ) на σ(θ̂n) пiд знаком iмовiрностi i ствер-
джувати (внаслiдок теореми про добуток слабко збiжної послiдовностi зi
збiжною), що при великих n подiя {

√
n
∣∣∣θ̂n − θ

∣∣∣ /σ(θ̂n) ≤ xp} наближено
теж має ймовiрнiсть p. Отже, властивостi асимптотичної нормальностi
та конзистентностi дають можливiсть наближеної побудови iнтервальних
асимптотично незмiщених оцiнок рiвня p для невiдомого параметра, що
мають вигляд

Pθ

(
θ̂n − xpσ(θ̂n)/

√
n ≤ θ ≤ θ̂n + xpσ(θ̂n)/

√
n
)
≈ p, ∀θ ∈ Θ.

Означення. Оцiнка θ̂n називається локально незмiщеною, локаль-
но конзистентною тощо, якщо вiдповiдна властивiсть виконується не
для всiх θ ∈ Θ, а лише для всiх значень параметра θ iз деякого околу
iстинного значення.
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2. Оцiнювання ймовiрностi успiху у схемi Бер-
нуллi

Розглянемо статистичний простiр (Ω, z, (Pθ, θ ∈ Θ)), в якому

Ω = {ω = (ω1, ..., ωn), ωk ∈ {0, 1}} = {0, 1}n, z = 2Ω,

Pθ({ω}) = θνn(ω)(1− θ)n−νn(ω),

де функцiя

νn(ω) = νn((ω1, ..., ωn)) = |{k : ωk = 1}| =
∑n

k=1
ωk

задає кiлькiсть успiхiв (одиниць) в елементарнiй подiї ω. Даний простiр
вiдповiдає задачi, в якiй проводяться n випробувань Бернуллi з невiдомою
ймовiрнiстю p = θ успiху в окремому випробуваннi.

Припустимо, що спостерiгаються результати всiх випробувань:
(S, Σ) = (Ω,z), λ – точкова мiра на пiдмножинах Ω i кратна вибiрка має
вигляд X = (χ1, ..., χn), де χk(ω) = 1{ωk = 1} = ωk – iндикатор успiху в
k-му випробуваннi.

За умовою випадковi величини (χ1, ..., χn) незалежнi в сукупностi та
однаково розподiленi,

Pθ(χ1 = 1) = θ, Pθ(χ1 = 0) = 1− θ, Mθ χ1 = θ.

Розглянемо оцiнку

θ̂n =
νn

n
=

1

n

∑n

k=1
χk,

яка збiгається з вiдносною частотою успiхiв в елементарнiй подiї.
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Теорема (про властивостi вiдносної частоти). Вiдносна частота
успiху у схемi випробувань Бернуллi:

(1) має бiномiальний розподiл:

Pθ(θ̂n = k/n) = Ck
nθ

k(1− θ)n−k, k = 0, n,

(2) є незмiщеною оцiнкою ймовiрностi успiху θ,
(3) є конзистентною i строго конзистентною оцiнкою,
(4) є асимптотично нормальною з асимптотичною дисперсiєю θ(1−

θ).
Доведення.
(1) Твердження є наслiдком означення бiномiального розподiлу, оскiль-

ки чисельник νn в означеннi θ̂n є кiлькiстю успiхiв у n випробуваннях
Бернуллi з iмовiрнiстю успiху θ.

(2) Незмiщенiсть виводиться з лiнiйностi математичного сподiвання та
з формули для математичного сподiвання iндикаторної величини

Mθθ̂n =
1

n

∑n

k=1
Mχk =

1

n

∑n

k=1
θ = θ, ∀θ ∈ Θ.

(3) Зауважимо, що частота успiху

νn =
∑n

k=1
χk

є сумою незалежних у сукупностi однаково розподiлених величин. За лi-
нiйнiстю математичного сподiвання та теоремою про дисперсiю суми не-
залежних величин

Mθνn = nθ, Dθνn = nθ(1− θ).
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Звiдси Dθθ̂n = Mθ(θ̂n − θ)2 = nθ(1− θ)/n2 → 0, n→∞. Тому
θ̂n →L2 θ, отже, θ̂n →Pθ θ. Бiльше того, за критерiєм Колмогорова поси-
леного закону великих чисел θ̂n →Pθ1 Mθ χ1

= θ.
(4) На пiдставi зображення пункту (3) iз класичної центральної гра-

ничної теореми виводимо, що

√
n(θ̂n − θ)/

√
θ(1− θ) =

(νn −Mνn)/
√
Dνn →W ζ ' N(0, 1), n→∞,

звiдки
√
n(θ̂n − θ) →W

√
θ(1− θ)ζ = η ' N(0, θ(1− θ)), n→∞.

Отже, оцiнка θ̂n є асимптотично нормальною з асимптотичною дисперсiєю
θ(1− θ) �

Зауваження. Властивiсть асимптотичної нормальностi можна вико-
ристати для побудови iнтервальних оцiнок параметра θ. Нехай p ∈ (0, 1)
– деякий вiрогiдний рiвень (наприклад, p = 0.99). Визначимо значення xp

так, щоб P (|ζ| ≤ xp) = p, як це зроблено в роздiлi про властивостi оцiнок
у зауваженнi про побудову iнтервальних оцiнок.

(а) Спецiальний метод.
З асимптотичної нормальностi виводимо, що подiя{√

n
∣∣∣θ̂n − θ

∣∣∣ /√θ(1− θ) ≤ xp

}
при досить великих n наближено має ймовiрнiсть p. Розв’язуючи нерiв-
нiсть n(θ̂n − θ)2 ≤ θ(1− θ) x2

p вiдносно θ, робимо висновок, що з наперед
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заданою ймовiрнiстю p невiдомий параметр θ належить iнтервалу з кiн-
цями (

nθ̂n + x2
p/2 ± xp

√
nθ̂n(1− θ̂n) + x2

p/4

)
/ (n+ x2

p),

який є наближено iнтервальною незмiщеною оцiнкою рiвня p.
(б) Загальний наближений метод.
Замiнимо множник θ(1 − θ) у нерiвностi

√
n
∣∣∣θ̂n − θ

∣∣∣ ≤ xp

√
θ(1− θ),

яка вiдбувається при великих n з iмовiрнiстю p, на величину θ̂n(1 − θ̂n).

Ця замiна вносить похибку другого порядку малостi, оскiльки оцiнка θ̂n

є конзистентною, а замiнюваний вираз впливає лише на асимптотичну
дисперсiю. Тому наближено отримуємо iнтервальну оцiнку рiвня p

Pθ

(
θ̂n − xp

√
θ̂n(1− θ̂n)/n ≤ θ ≤ θ̂n + xp

√
θ̂n(1− θ̂n)/n

)
≈ p, ∀θ ∈ Θ.
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3. Емпiрична функцiя розподiлу
Розглянемо статистичний простiр, в якому спостерiгається кратна вибiр-
ка X = (ξ1, ..., ξn) зi спостереженнями ξk, k = 1, n, що мають невiдому
функцiю розподiлу F (x) = P (ξk < x). У цьому випадку параметром θ
статистичного простору є довiльна функцiя розподiлу F.

Означення. Емпiричною функцiєю розподiлу називається сiм’я ста-
тистик

F̂n(x) =
1

n

∑n

k=1
1{ξk < x} , x ∈ R.

Функцiя F̂n(x) будується лише за значеннями вибiрки та заданим ар-
гументом x, є кусково-сталою та має прирости величини 1/n у точках
ξk, k = 1, n. При кожнiй фiксованiй елементарнiй подiї ω вона є дискре-
тною функцiєю розподiлу.

3.1. Загальнi властивостi

Теорема (про властивостi емпiричної функцiї розподiлу). Для
кожного x ∈ R значення F̂n(x) емпiричної функцiї розподiлу:

(1) має бiномiальний розподiл:

Pθ(F̂n(x) = k/n) = Ck
nF

k(x)(1− F (x))n−k, k = 0, n,

(2) є незмiщеною оцiнкою вiдповiдного значення теоретичної функцiї
розподiлу:

Mθ F̂n(x) = F (x),

(3) є строго конзистентною оцiнкою для цього значення:

F̂n(x) →P1 F (x), n→∞,
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(4) є асимптотично нормальною оцiнкою з асимптотичною диспер-
сiєю F (x)(1− F (x) :

√
n(F̂n(x)− F (x)) →W η ' N(0, F (x)(1− F (x))), n→∞.

Доведення.
Зафiксуємо x. Розглянемо послiдовнiсть iз n випробувань, в яких k-м

успiхом називається подiя {ξk < x}. Оскiльки величини ξk незалежнi в
сукупностi та однаково розподiленi, то дана послiдовнiсть є схемою ви-
пробувань Бернуллi, причому ймовiрнiсть успiху не залежить вiд номера
випробування та дорiвнюватиме θ = P (ξk < x) = F (x). За означенням ве-
личина F̂n(x) збiгатиметься iз вiдносною частотою успiхiв. Тому всi вка-
занi властивостi емпiричної функцiї розподiлу випливають iз наведеної
вище теореми про властивостi вiдносної частоти – частотної оцiнки ймо-
вiрностi успiху у випробуваннях Бернуллi �

3.2. Рiвномiрнi за x властивостi

Емпiрична функцiя розподiлу F̂n(x) є випадковим процесом: вона одно-
часно є функцiєю елементарної подiї ω ∈ Ω та числового аргумента x ∈ R.
У теорiї випадкових процесiв доведенi такi теореми.

Теорема (теорема Глiвенка – Кантеллi). Якщо теоретична фун-
кцiя розподiлу F (x) неперервна, то

supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣→P 0, n→∞.

Доведення не наводиться.
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Теорема (теорема Колмогорова про вiдхилення емпiричної
функцiї розподiлу). Якщо теоретична функцiя розподiлу F (x) непе-
рервна, то:

(а) розподiл статистики Колмогорова:

κ̂n =
√
n supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣

не залежить вiд вигляду невiдомої функцiї F,
(б) має мiсце слабка збiжнiсть

κ̂n →W κ, n→∞,

причому розподiл граничної величини має вигляд

Pθ(κ < x) = K(x) =
∑+∞

k = −∞
(−1)k exp(−2k2x2), x > 0.

Доведення.
(а) Для спрощення припустимо, що функцiя F строго монотонна. Тодi

коректно визначена обернена до F функцiя

F (−1)(u) = sup(x : F (x) < u), 0 < u < 1,

причому F (F (−1)(u)) = u.(Вправа. Для нестрого монотонних F однозна-
чно визначений неперервний злiва варiант F (−1).)

Зробимо замiну змiнної x = F (−1)(u), 0 < u < 1, в означеннi емпiричної
функцiї розподiлу

F̂n(F (−1)(u)) =
1

n

∑n

k=1
1{ξk < F (−1)(u)} =

1

n

∑n

k=1
1{F (ξk) < u},
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оскiльки за монотоннiстю та означенням оберненої функцiї має мiсце то-
тожнiсть {ξk < F (−1)(u)} = {F (ξk) < u}. Випадковi величини αk = F (ξk)
незалежнi за теоремою про перетворення незалежних величин, та рiвно-
мiрно розподiленi на вiдрiзку [0, 1]:

Pθ(F (ξk) < u) = Pθ(ξk < F (−1)(u)) = F (F (−1)(u)) = u, ∀u ∈ [0, 1].

Пiсля аналогiчної замiни в означеннi статистики Колмогорова дiста-
немо

κ̂n =
√
n supu ∈ (0,1)

∣∣∣F̂n(F (−1)(u))− F (F (−1)(u))
∣∣∣ =

√
n supu ∈ (0,1)

∣∣ 1
n

∑n
k=1 1{αk < u} − u

∣∣ .
Отже, розподiл κ̂n однозначно визначається рiвномiрно розподiленим

випадковим вектором (α1, ..., αn) i не залежить вiд F.
(б) Обчислення граничного розподiлу статистики Колмогорова спи-

рається на центральну граничну теорему теорiї випадкових процесiв –
сучасного роздiлу теорiї ймовiрностей i виходить за межi даного курсу �

Теорема Колмогорова дає можливiсть обчислити наближену iнтер-
вальну незмiщену оцiнку рiвня p для функцiї розподiлу

Pθ({F̂n(x)− xp /
√
n ≤ F (x) ≤ F̂n(x) + xp /

√
n, ∀x ∈ R}) ≈ p,

де xp – розв’язок рiвняння K(xp) = p.
Для бiльш точного оцiнювання замiсть K слiд використати точний

вираз для функцiї розподiлу статистики κ̂n. Вiн був знайдений В. С. Ко-
ролюком.

Вправа. Знайти розподiл статистик κ̂1, κ̂2.
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4. Варiацiйний ряд. Квантилi
У процесi побудови графiка емпiричної функцiї розподiлу ми насамперед
маємо впорядкувати точки її стрибкiв – вибiрковi значення
(ξk, k = 1, n).

Означення. Варiацiйним рядом вибiрки X = (ξ1, ..., ξn) називаються
вибiрковi значення {ξ(k), k = 1, n} = {ξk, k = 1, n}, що впорядкованi за
зростанням: ξ(1) ≤ ξ(2) ≤ ... ≤ ξ(n).

Означення. k-ою порядковою статистикою називається k-й елемент
ξ(k) варiацiйного ряду.

Наприклад, варiацiйним рядом вибiрки {3, 2, 5} є {2, 3, 5}.
Зауваження. Якщо вибiрка складається з незалежних у сукупностi

однаково розподiлених величин, якi мають неперервну функцiю розподi-
лу F, то з iмовiрнiстю 1 всi нерiвностi в означеннi варiацiйного ряду є
строгими:

ξ(1) < ξ(2) < ... < ξ(n).

Дiйсно, за напiвадитивнiстю ймовiрностi

Pθ(
⋃

i 6= j{ξ(i) = ξ(j)}) = Pθ(
⋃

i 6= j{ξi = ξj}) ≤
∑

i 6= j Pθ(ξi = ξj) = 0,

оскiльки при h > 0

Pθ(ξi = ξj) ≤
∑

n∈Z Pθ([ξi/h] = [ξj/h] = n) =∑
n∈Z(F (nh+ h)− F (nh))2 ≤ sup n∈Z(F (nh+ h)− F (nh)) → 0, h→ 0.

Надалi будемо припускати виконання умови неперервностi функцiї
розподiлу.
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4.1. Розподiл порядкових статистик

Теорема (про функцiю розподiлу порядкових статистик). Не-
хай вибiрка X = (ξ1, ..., ξn) складається з незалежних у сукупностi,
однаково розподiлених величин, якi мають неперервну функцiю розпо-
дiлу F (x). Тодi

Pθ(ξ(k) < x) =
∑n

i=k
Ci

n F
i(x)(1− F (x))n−i, 1 ≤ k ≤ n.

Доведення.
Розглянемо цiлозначну випадкову величину

νn(x) = nF̂n(x) =
∑n

k=1 1{ξk<x}.

Як показано в роздiлi про емпiричну функцiю розподiлу, ця величина до-
рiвнює кiлькостi успiхiв у n випробуваннях Бернуллi з iмовiрнiстю успiху
F (x), якщо k-й успiх iнтерпретувати як подiю {ξk < x}. За означенням
порядкових статистик

{ξ(k) < x} = {νn(x) ≥ k},

оскiльки iнтервал (−∞, x) мiстить k-ту порядкову статистику тодi й тiль-
ки тодi, коли вiн мiстить щонайменше k спостережень. Тому шуканий ви-
раз випливає з формули для бiномiального розподiлу величини νn(x) та
рiвняння

Pθ(ξ(k) < x) = Pθ(νn(x) ≥ k) =
∑n

i=k Pθ(νn(x) = i) =∑n
i=k C

i
n F

i(x)(1− F (x))n−i �
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Теорема (про емпiричний розподiл порядкових статистик).
Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з неперервною функцiєю розподi-
лу F (x) окремих спостережень, а величина ξ не залежить вiд (ξ1, ..., ξn)
i має таку саму функцiю розподiлу. Тодi

(а) Pθ(ξ(k) < ξ ≤ ξ(k+1)) = 1/(n+ 1), k = 0, n,

(б) Pθ(ξ ≤ ξ(k)) = k/(n+ 1), k = 0, n,
де за означенням ξ(0) = −∞, ξ(n+1) = ∞.
Зауваження. Дану теорему можна iнтерпретувати так: варiацiйний

ряд об’єму n розбиває числову вiсь на n + 1 iнтервал, якi є рiвноймовiр-
ними для наступного незалежного спостереження.

Доведення.
(а) За формулою про ймовiрнiсть вкладеної рiзницi подiй та за теоре-

мою про функцiю розподiлу порядкових статистик для кожного x

Pθ(ξ(k) < x ≤ ξ(k+1)) = Pθ({ξ(k) < x}\{ξ(k+1) < x}) =

Pθ(ξ(k) < x)− Pθ(ξ(k+1) < x) = Ck
n F

k(x)(1− F (x))n−k.

Оскiльки випадковi вектори ξ та (ξ(k), ξ(k+1)) незалежнi за теоремою
про векторнi перетворення незалежних величин, то їх сумiсна функцiя
розподiлу розпадається в добуток i внаслiдок теореми Фубiнi про кратний
та повторнi iнтеграли

Pθ(ξ(k) < ξ ≤ ξ(k+1)) =

∫ ∞

−∞
dFξ(x)

∫
xk<x, x≤xk+1

dF(ξ(k),ξ(k+1))(xk, xk+1) =

∫ ∞

−∞
dFξ(x)Pθ(ξ(k) < x ≤ ξ(k+1)).

Отже, за теоремою про функцiю розподiлу порядкових статистик
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Pθ(ξ(k) < ξ ≤ ξ(k+1)) =
∫∞
−∞

(
Ck

n F
k(x)(1− F (x))n−k

)
dF (x) =∫ 1

0
Ck

n u
k(1− u)n−kdu = Ck

n B(k, n− k) =

Ck
n Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)/Γ(k + 1 + n− k + 1) = 1/(n+ 1),

де використана замiна змiнної u = F (x) та означення повної бета-функцiї.
(б) Дана рiвнiсть випливає з попереднього твердження та з формули

Pθ(ξ ≤ ξ(k)) =
∑k−1

i=0 Pθ(ξ(i) < ξ ≤ ξ(i+1)) = k
n+1

�

4.2. Вектор рангiв, сумiсний розподiл порядкових ста-
тистик

Означення. Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з варiацiйним
рядом (ξ(1)...ξ(n)). Рангом спостереження νk називається номер k-го спо-
стереження ξk у складi варiацiйного ряду: ξ(νk) = ξk. Вектором рангiв
називається випадковий вектор ν = (ν1, ..., νn), що складений з рангiв
спостережень, тобто задовольняє умову:

(ξ(ν1), ..., ξ(νn)) = (ξ1, ..., ξn).

Iншими словами, величина νk збiгається з мiсцем k-го спостереження
у вибiрцi за порядком зростання, де найменший є першим. Наприклад,
для вибiрки (3, 9, 2, 5) величина ν1 = 2, оскiльки 1-е спостереження 3
знаходиться на 2-му мiсцi у варiацiйному рядi (2, 3, 5, 9).

Зауваження. За умови неперервностi функцiї розподiлу F вектор
рангiв визначений однозначно з iмовiрнiстю одиниця, оскiльки всi зна-
чення порядкових статистик є рiзними майже напевне. Надалi будемо
припускати, що ця умова виконана.
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Очевидно, що вектор рангiв набуває значень у просторi Πn усiх пере-
становок розмiрностi n.Позначимо через π− обернену до π перестановку.
Тодi за означенням справедливi тотожностi

ξk = ξ(νk), ξν−k
= ξ(k), {ν = π−} = {ξπ1

< ξπ2
< ... < ξπn

}.

Теорема (про розподiл вектора рангiв). Вектор рангiв рiвномiрно
розподiлений на Πn.

Доведення.
Як указано вище в доведеннi теореми Колмогорова про вiдхилення

емпiричної функцiї розподiлу, випадковi величини αk = F (ξk) незалежнi
в сукупностi та рiвномiрно розподiленi на вiдрiзку [0, 1].

Припустимо для спрощення, що функцiя F строго монотонна. Нехай
π = (π1, ..., πn) ∈ Πn. Тодi

Pθ(ν = π−) = Pθ(ξπ1
< ξπ2

< ... < ξπn
) =

Pθ(F (ξπ1
) < F (ξπ2

) < ... < F (ξπn
)) =

Pθ(απ1 < απ2 < ... < απn) = Pθ(α1 < α2 < ... < αn) =∫ 1

0
dxn

∫ xn

0
dxn−1...

∫ x2

0
dx1 = 1 / n!,

де передостання рiвнiсть випливає з того, що випадковi вектори
(απ1 , ..., απn) та (α1, ..., αn) мають однаковi сумiснi функцiї розподiлу, що
дорiвнюють добутковi n рiвномiрних функцiй розподiлу, та з теореми про
обчислення ймовiрностей, пов’язаних iз випадковим вектором. Очевидно,
що множина всiх обернених перестановок {π−, π ∈ Πn} збiгається з Πn �

Теорема (про сумiсний розподiл порядкових статистик). При-
пустимо, що функцiя розподiлу спостережень F має щiльнiсть f. Тодi
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сумiсна щiльнiсть вектора варiацiйного ряду (ξ(1), ..., ξ(n)) дорiвнює

fξ(1),...,,ξ(n)
(x1, ..., xn) = n! f(x1)...f(xn)1x1 < x2 <...< xn .

Доведення.
За властивостями вектора рангiв

Pθ(ξ(1) < x1, ..., ξ(n) < xn) =∑
π∈ Πn

Pθ(ξ(1) < x1, ..., ξ(n) < xn, ν = π−) =∑
π∈ Πn

Pθ(ξπ1
< x1, ..., ξπn

< xn, ξπ1
< ξπ2

< ... < ξπn
) =

n! Pθ(ξ1 < x1, ..., ξn < xn, ξ1 < ξ2 < ... < ξn) =∫
..
∫

y1<x1,...,yn<xn
n! f(y1)...f(yn)1y1 < y2 <..< yndy1...dyn,

де передостання рiвнiсть випливає з того, що випадковi вектори
(ξπ1

, ..., ξπn
) та (ξ1, ..., ξn) мають однаковi сумiснi функцiї розподiлу, а оста-

ння рiвнiсть є наслiдком теореми про обчислення ймовiрностей, пов’яза-
них iз випадковим вектором, через його сумiсну щiльнiсть. За означенням
сумiсна щiльнiсть вектора порядкових статистик дорiвнює пiдiнтеграль-
нiй функцiї в правiй частинi, що збiгається зi вказаною в формулюваннi
теореми �

Вправа.
(1) Знайти сумiсну щiльнiсть порядкових статистик ξ(j), ξ(k), j < k.
(2) Знайти функцiю розподiлу, математичне сподiвання та дисперсiю роз-

маху ξ(n) − ξ(1).
(3) Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з неперервною функцiєю розпо-

дiлу F спостережень. Довести, що статистики (F (ξ(k))/F (ξ(k+1)))
k, 1 ≤ k < n,

незалежнi, та знайти їх розподiл.
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4.3. Теоретичнi квантилi

При побудовi вiрогiдних iнтервалiв широко застосовуються такi числовi
характеристики функцiй розподiлу.

Означення. Теоретичним квантилем рiвня p ∈ (0, 1) для випадкової
величини ξ з функцiєю розподiлу F називається число xp, яке є розв’яз-
ком рiвняння

F (xp) = p = P (ξ < xp).

Якщо функцiя F неперервна i строго монотонно зростає на R, то кван-
тиль будь-якого рiвня визначений однозначно. Далi припускатимемо, що
ця умова виконана.

Частковими випадками квантилей є поняття медiани та квартилей.
Означення. Теоретичною медiаною, нижнiм та верхнiм квартилем

називаються вiдповiдно квантилi x1/2, x1/4, x3/4.

Приклад. Для стандартного нормального розподiлу
(x1/4, x1/2, x3/4) ≈ (−0.674, 0, +0.674).

Вправа. Довести, що теоретична медiана m = x1/2 є абсолютним центром
положення iнтегровної випадкової величини ξ, тобто

m = arg min a ∈ R M |ξ − a| .

4.4. Емпiричнi квантилi

Враховуючи теорему про емпiричний розподiл порядкових статистик, при-
ходимо до вибiркових аналогiв квантилiв.

Означення. Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – вибiрка з незалежних у суку-
пностi, однаково розподiлених величин, а (ξ(k), k = 1, n) – її варiацiйний
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ряд.
Емпiричним квантилем (вибiрковим квантилем) рiвня p ∈ (0, 1) нази-

вається статистика
ζnp ≡ ξ([np]).

Вибiрковою медiаною називається статистика

m̂n ≡
{
ξ([n/2]+1) , якщо n – непарне,
(ξ(n/2) + ξ(n/2+1))/2, якщо n – парне.

Нижнiй та верхнiй вибiрковий квартиль дорiвнює ξ([n/4]) та ξ([3n/4])

вiдповiдно.
Розмахом вибiрки називається вiдстань мiх найбiльшим та наймен-

шим спостереженням, тобто статистика ξ(n) − ξ(1).
Зауваження. У прикладнiй статистицi для скороченого опису вибiр-

ки X = (ξ1, ..., ξn) використовується поняття ящик iз вусами (whisker-
box). Це п’ятiрка статистик

ξ(1) ≤ ξ([n/4]) ≤ m̂n ≤ ξ([3n/4]) ≤ ξ(n),

якi зображують у виглядi горизонтально розташованого ящика шириною
ξ([3n/4]) − ξ([n/4]) (мiжквартильний розмах) iз видiленим центром m̂n та
вусами злiва й справа шириною ξ([n/4]) − ξ(1) та ξ(n) − ξ([3n/4]) вiдповiдно.

4.5. Конзистентнiсть вибiркових квантилей

Теорема (про строгу конзистентнiсть вибiркових квантилей).
Нехай функцiя розподiлу F (x) неперервна i строго монотонно зростає
на R. Тодi вибiрковий квантиль ζnα = ξ([nα]) є строго конзистентною
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оцiнкою для теоретичного квантиля xα. Зокрема, це справедливо для
вибiркової медiани та вибiркових квартилей.

Доведення.
Нехай, як i вище νn(x) = nF̂n(x) – кiлькiсть спостережень, менших за

x. Тодi за означенням порядкових статистик

{ζnα < x} = {ξ([nα]) < x} = {νn(x) ≥ [nα]} = {F̂n(x) ≥ [nα]/n}.

Оскiльки при кожному ε > 0 внаслiдок зауваження про верхню границю
величин та подiй

{ limn→∞ζnα < xα − ε} ⊂ limn→∞ {ζnα < xα − ε},
limn→∞{ηn ≥ ε} ⊂ {limn→∞ηn ≥ ε},

то за монотоннiстю ймовiрностi

Pθ ({ limn→∞ζnα < xα − ε}) ≤ Pθ

(
limn→∞ {ζnα < xα − ε}

)
=

= Pθ

(
lim

n→∞
{F̂n(xα − ε) ≥ [nα]

n
}
)

= Pθ

(
lim

n→∞
{F̂n(xα − ε)

n

[nα]
≥ 1}

)
≤

≤ Pθ

(
{limn→∞F̂n(xα − ε)

n

[nα]
≥ 1}

)
= Pθ (F (xα − ε)/α ≥ 1) = 0.

Тут використана збiжнiсть F̂n(xα − ε) → F (xα − ε) майже напевне за
властивiстю строгої конзистентностi емпiричної функцiї розподiлу, i збi-
жнiсть [nα]/n → α, та врахована нерiвнiсть F (xα − ε) < α = F (xα) за
умовою строгої монотонностi F.

Отже, limn→∞ζnα ≥ xα − ε майже напевне. З довiльностi ε > 0 звiдси
виводимо, що limn→∞ ζnα ≥ xα майже напевне. Аналогiчно доводиться
нерiвнiсть limn→∞ ζnα ≤ xα майже напевне �
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4.6. Асимптотична нормальнiсть вибiркових кванти-
лей

Теорема (про асимптотичну нормальнiсть вибiркових кванти-
лей). Нехай функцiя розподiлу F (x) має щiльнiсть f(x), строго моно-
тонно зростає на R, має квантиль xα рiвня α ∈ (0, 1), причому функцiя f
неперервна та додатна в точцi xα. Тодi вибiрковий квантиль ζnα ≡ ξ([nα])

є асимптотично нормальною оцiнкою для xα :
√
n(ζnα − xα) →W η ' N(0, σ2), n→∞,

де σ2 = α(1− α) / f 2(xα).

Доведення.
Позначимо βn =

√
n(ζnα − xα) / σ.

Твердження теореми випливатиме з теореми про добуток слабко збi-
жної послiдовностi зi збiжною, якщо довести, що
βn →W β ' N(0, 1).

Нехай, як i вище, νn(x) = nF̂n(x) =
∑n

k=1 1{ξ k < x}.
Як показано в доведеннi теореми про функцiю розподiлу порядкових

статистик, має мiсце тотожнiсть {ξ(k) < x} = {νn(x) ≥ k}. Тому

Pθ(βn < y) = Pθ(ζnα < xα + yσ/
√
n) =

Pθ(ξ([nα]) < xα + yσ/
√
n) = Pθ(ξ([nα]) < zn) = Pθ(νn(zn) ≥ [nα]),

де zn = xα + yσ/
√
n = .xα + o(1), n→∞.

Послiдовнiсть νn(zn) є сумою незалежних у сукупностi, однаково роз-
подiлених iндикаторних випадкових величин χnk ≡ 1{ξk < zn}, що утво-
рюють загальну послiдовнiсть серiй випадкових величин, однаково роз-
подiлених у кожнiй серiї та обмежених. Тому вони задовольняють умови
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центральної граничної теореми Ляпунова для загальних серiй згiдно з її
наслiдком. Отже, має мiсце асимптотична нормальнiсть

γn ≡ (νn(zn)−mn)/sn →W β ' N(0, 1),

де mn ≡Mθνn(zn) = nF (zn), s2
n ≡ Dθνn(zn) = nF (zn)(1− F (zn)).

З формули Тейлора та диференцiйовностi F у точцi xα отримуємо

F (zn) = F (xα) + f(xα) yσ/
√
n+ o(1/

√
n) =

= α+ y
√
α(1− α)/n+ o(1/

√
n) → α, n→∞,

звiдки

mn = nα+ y
√
nα(1− α) + o(

√
n), s2

n = nα(1− α) + o(n).

Зокрема, послiдовнiсть yn ≡ ([nα]−mn)/sn → −y, n→∞.
Звiдси виводимо граничне спiввiдношення

Pθ(βn < y) = Pθ(νn(zn) ≥ [nα]) = Pθ(γn ≥ ([nα]−mn)/sn) =

Pθ(γn − yn ≥ 0) →n→∞ Pθ(β + y ≥ 0) = Pθ(β ≥ −y) = Pθ(β < y).

Остання рiвнiсть випливає iз симетрiї нормального розподiлу. Отже,
має мiсце збiжнiсть в основному βn →O β, i за теоремою про еквiвален-
тнiсть слабкої збiжностi та в основному βn →W β, що доводить теорему
�

Вправа. Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з неперервною функцi-
єю розподiлу F спостережень, а ξ(1), ξ(n) – найменша та найбiльша порядко-

ва статистика. Довести, що величина 2n
√
F (ξ(1))(1− F (ξ(n))) має граничний

розподiл при n→∞ iз середнiм π/2 та дисперсiєю 4− π2/4.
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5. Вибiрковi моменти. Метод моментiв
Велику групу статистик утворюють вибiрковi моменти, якi за законом
великих чисел є природними оцiнками для теоретичних моментiв – мате-
матичних сподiвань степеневих функцiй вiд випадкової величини.

5.1. Теоретичнi та вибiрковi моменти

Означення. Нехай ξ – випадкова величина. Її (нецентральним) тео-
ретичним моментом порядку k ∈ N називається число

µk ≡M ξk.

Центральним теоретичним моментом порядку k називається число

µ0
k ≡M (ξ − µ)k,

де µ ≡ µ1 – математичне сподiвання величини ξ. Зокрема, µ0
2 ≡ σ2 –

дисперсiя ξ.
Зауваження. Значення центральних моментiв використовуються в

теорiї розподiлiв для означення таких спецiальних характеристик:
ka = µ0

3 /σ
3 – коефiцiєнт асиметрiї (нульовий для симетричних розпо-

дiлiв),
ke = µ0

4 /σ
4 − 3 – коефiцiєнт ексцесу (нульовий для нормальних спо-

стережень).
Означення. Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – вибiрка. (Нецентральним) ви-

бiрковим моментом порядку k називається статистика

µ̂kn ≡
1

n

∑n

i=1
ξk

i .
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Центральним вибiрковим моментом порядку k називається стати-
стика

µ̂0
kn ≡

1

n

∑n

i=1
(ξi − µ̂n)k ,

де µ̂n ≡ µ̂1n – вибiркове середнє. Зокрема, µ̂0
2n ≡ σ̂2

n – вибiркова дисперсiя.
Зауваження. Важливою властивiстю центральних моментiв є iнварi-

антнiсть вiдносно зсувiв: вони не змiнюються при одночасному зсувi всiх
спостережень на сталу:

µ̂0
kn =

1

n

∑n

i=1

(
ξi −

1

n

∑n

j=1
ξj

)k

=
1

n

∑n

i=1

(
ξi − c− 1

n

∑n

j=1
(ξj − c)

)k

.

Зауваження. Як i у випадку теоретичних моментiв, справедлива то-
тожнiсть

σ̂2
n = µ̂2,n − (µ̂n)2.

Дiйсно,

σ̂2
n =

1

n

∑n

i=1
(ξi − µ̂n)2 =

1

n

∑n

i=1
ξ2

i − 2(µ̂n)2 + (µ̂n)2.

Теорема (про моменти вибiркових моментiв). Нехай
X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка. Тодi

Mµ̂kn = µk, Dµ̂kn =
1

n
(µ2k − µ2

k).

Зокрема, Mµ̂n = µ, Dµ̂n = σ2 /n. Крiм того,

M σ̂2
n =

n− 1

n
σ2, D σ̂2

n =
n− 1

n3
((n− 1)µ0

4 − (n− 3)σ4).
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Доведення.
Незмiщенiсть нецентральних моментiв є очевидним наслiдком лiнiй-

ностi математичного сподiвання. Вираз для їх дисперсiй випливає з не-
залежностi в сукупностi i однакової розподiленостi степеневих функцiй
(ξk

i , i = 1, n) та з теореми про дисперсiю суми незалежних величин:

D

(
1

n

∑n

i=1
ξk

i

)
=

1

n2

∑n

i=1
D(ξk

i ) =
1

n2
nD(ξk

1) =
1

n
(Mξ2k

1 − (Mξk
1)

2).

Середнє для вибiркової дисперсiї обчислюється з урахуванням останнього
зауваження шляхом пiднесення до квадрату пiд знаком суми:

M σ̂2
n = M(µ̂n2 − µ̂2

n) = Mµ̂n2 −M µ̂2
n =

µ2 −
(
M
∑n

i=1 ξ
2
i +M

∑
i6=j ξiξj

)
/ n2 =

µ2 − µ2/n− µ2(n− 1)/n = (µ2 − µ2)(n− 1)/n = σ2(n− 1)/n.

При обчисленнi дисперсiї σ̂2
n можна вважати, що µ = 0, оскiльки оцiнка

σ̂2
n iнварiантна вiдносно зсувiв, зокрема вiдносно вiднiмання вiд спостере-

жень їх спiльного середнього µ. Тому:

n4M
(
σ̂2

n

)2
= M

(
n
∑
ξ2

k − (
∑
ξk)

2
)2

= M
(
(n− 1)

∑
ξ2

k − 2
∑

i<j ξiξj

)2

=

(n− 1)2M
(∑

ξ2
k

)2
+ 4M(

∑
i < j ξiξj)

2 − 4(n− 1)M(
∑
ξ2

k

∑
i < j ξiξj) =

(n− 1)2 (n µ0
4 + n(n− 1)σ4) + 2n(n− 1)σ4 − 0 =

(n− 1) [(n− 1)µ0
4 + (n2 − 2n+ 3)σ4] ,

D σ̂2
n = M

(
σ̂2

n

)2 − (Mσ̂2
n

)2
= M

(
σ̂2

n

)2 − σ4(n− 1)2/n2 =

(n− 1) ((n− 1)µ0
4 − (n− 3)σ4) / n3,
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де використане припущення Mξj = 0 �
Вправа.
(1) Для нормальної випадкової величини ξ ' N(µ, σ2)

µ0
2k = σ2k2kπ−1/2Γ(k + 1/2) = σ2k1 · 3 · ...(2k − 1) ≡ σ2k(2k − 1)!!.

(2) Довести, що

D(µ̂0
kn) = (µ2k − µ2

k + kµk−1(kµk−1µ2 − 2µk+1))/n + O(1/n2), n→∞.

З останньої теореми випливає, що вибiркова дисперсiя σ̂2
n є змiщеною

оцiнкою для теоретичної дисперсiї σ2. Тому часто використовують її ско-
ригований незмiщений варiант.

Означення. Нормованою вибiрковою дисперсiєю називається ста-
тистика

ŝ2
n ≡

1

n− 1

∑n

i=1
(ξi − µ̂n)2 =

n

n− 1
σ̂2

n ,

яка, очевидно, є незмiщеною оцiнкою дисперсiї:

Mŝ2
n = n

n−1
Mσ̂2

n = σ2 �

Теорема (про властивостi вибiркових моментiв). Нехай
X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка.

(а) Якщо M |ξ1|
k < ∞, то нецентральний вибiрковий момент µ̂kn є

незмiщеною строго конзистентною оцiнкою теоретичного моменту µk

(б) Якщо Mξ2k
1 <∞, то оцiнки µ̂kn є асимптотично нормальними:
√
n( µ̂kn − µk) →W η ' N(0, µ2k − µ2

k).

Доведення.
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Випадковi величини ζ i ≡ ξk
i є незалежними за теоремою про перетво-

рення незалежних величин та однаково розподiленими за теоремою про
збереження однакової розподiленостi, оскiльки отриманi застосуванням
однiєї (степеневої порядку k) функцiї до величин з однаковими розподiла-
ми. Умова (а) гарантує справедливiсть критерiю Колмогорова посиленого
закону великих чисел, що i доводить (а).

Для доведення (б) застосуємо класичну центральну граничну теоре-
му. Скiнченнiсть математичних сподiвань та дисперсiй, а також формула
для дисперсiї одного доданка наведенi в теоремi про моменти вибiркових
моментiв. Тому асимптотична нормальнiсть є наслiдком класичної цен-
тральної граничної теореми �

Вправа. Довести, що вибiркове середнє для кратної вибiрки з щiльнiстю
Кошi 1/π(1+(x−θ)2) не є конзистентною оцiнкою центра симетрiї θ, оскiльки
розподiл статистики не залежить вiд n.

Вибiрковi моменти можна розглядати одночасно у виглядi випадково-
го вектора вибiркових моментiв наперед заданої розмiрностi d:

µ̂(d)
n ≡ (µ̂kn, k = 1, d), Mµ̂(d)

n = µ(d) ≡ (µk, k = 1, d).

Теорема (про асимптотику вектора вибiркових моментiв). Не-
хай
X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка.

(а) Якщо M |ξ1|
d < ∞, то векторна статистика µ̂(d)

n є строго кон-
зистентною оцiнкою для вектора µ(d).

(б) Якщо Mξ2d
1 <∞, то вектор вибiркових моментiв є асимптоти-

чно нормальним:

√
n(µ̂(d)

n − µ(d)) →W η ' Nd(0, V
(d)), n→∞,
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з коварiацiйною матрицею V (d) = (µk + l − µk µl, k, l = 1, d).
Доведення.
(а). З теореми про властивостi вибiркових моментiв виводимо, що

µ̂kn →Pθ1 µk для всiх k = 1, d, θ ∈ Θ. Тому

Pθ(lim µ̂(d)
n = µ(d)(θ)) = Pθ(∩d

k=1{lim µ̂kn = µk}) = 1.

(б). Розглянемо послiдовнiсть випадкових векторiв

γj ≡ (ξk
j − µk, k = 1, d), j ≥ 1.

Вони є незалежними за теоремою про перетворення незалежних величин,
та однаково розподiленими, оскiльки отриманi з однаково розподiлених
величин застосуванням однiєї функцiї. Дана послiдовнiсть задовольняє
умови класичної центральної граничної теореми для випадкових векторiв
iз параметрами m = 0, V = V (d), тому що

Mγj = 0, Cov(γj) = (M(ξk
j − µk)(ξ

l
j − µl), k, l = 1, d) =

((µk + l − µkµl), k, l = 1, d) = V (d).

Тому за вказаною теоремою
√
n(µ̂(d)

n − µ(d)) = 1√
n

∑n
j=1 γj = ηn →W η ' Nd(0, V

(d)) �

5.2. Метод моментiв

Метод моментiв є спецiальним методом побудови оцiнок невiдомих число-
вих параметрiв, який спирається на асимптотичнi властивостi вибiркових
моментiв.
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Припустимо, що параметричний простiр є d-вимiрним: Θ ⊂ Rd.
Оскiльки розподiл вибiрки X = (ξ1, ..., ξn) вiдомий повнiстю при зада-

ному значеннi θ ∈ Θ, то функцiї

µk(θ) ≡Mθ ξ
k
1

теж повнiстю вiдомi.
Розглянемо векторну функцiю

µ(d)(θ) ≡ (µk(θ), k = 1, d) : Θ → Rd.

Припустимо, що iснує неперервне вiдображення
Td(µ) : Rd → Θ, яке є оберненим до µ(d)(θ) , тобто

Td(µ
(d)(θ)) = θ, ∀θ ∈ Θ.

Ця умова виконана, зокрема, за теоремою про обернене вiдображення з
аналiзу, якщо функцiя µ(d)(θ) неперервно диференцiйовна, якобiан det

∣∣ d
dθ
µ(d)(θ0)

∣∣ 6=
0 для деякого θ0 ∈ Θ i простiр Θ звужено до деякого околу точки θ0.

Означення. Оцiнкою методу моментiв параметра θ називається ста-
тистика

θ̂n ≡ Td(µ̂
(d)
n ),

де вектор вибiркових моментiв µ̂(d)
n = (µ̂nk, k = 1, d) мiстить значення

перших d вибiркових моментiв, а Td – обернена до µ(d)(θ) функцiя.
Зауваження. З означення оберненої функцiї випливає, що оцiнка ме-

тоду моментiв θ̂n є єдиним розв’язком системи рiвнянь методу моментiв

µ(d)(θ̂n) = µ̂(d)
n .
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Теорема (про строгу конзистентнiсть оцiнок методу момен-
тiв). Якщо X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка, Mθ |ξ1|

d < ∞, i функцiя Td

неперервна, то оцiнка методу моментiв є строго конзистентною оцiн-
кою для параметра θ.

Доведення. За теоремою про асимптотику вектора вибiркових мо-
ментiв µ̂(d)

n →Pθ1 µ(d)(θ) для всiх θ ∈ Θ. Тому з неперервностi та означення
Td випливає, що

θ̂n = Td(µ̂
(d)
n ) →Pθ1 Td(µ

(d)(θ)) = θ, n→∞, ∀θ ∈ Θ�

Зауваження. Якщо функцiя Td неперервно диференцiйовна i
Mθξ

2d
1 <∞, то можна довести, що оцiнка методу моментiв є асимптотично

нормальною:
√
n(θ̂n − θ) →W η ' Nd(0, tdV

(d)t′d), n→∞,

де матриця td = ∂
∂µ
Td(µ), µ = µ(d)(θ).

Приклади
1. Оцiнка параметрiв гама-розподiлу. Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кра-

тна вибiрка з гама-розподiлом ξ1 ' Γ(λ, α), невiдомий параметр θ =
(λ, α), dim θ = 2. Тодi

µ1(θ) = α/λ, µ2(θ) = α/λ2 + (α/λ)2.

Оцiнку методу моментiв (α̂, λ̂) знаходимо iз системи рiвнянь

α̂/λ̂ = µ̂n, α̂/(λ̂)2 + (α̂/λ̂)2 = µ̂2n = σ̂2
n + (µ̂n)2,

звiдки дiстанемо
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λ̂ = µ̂n/ σ̂
2
n, α̂ = (µ̂n)2/ σ̂2

n.

2. Оцiнка параметрiв рiвномiрного розподiлу. Нехай X = (ξ1, ..., ξn) –
кратна вибiрка з рiвномiрним розподiлом ξ1 ' U(a, b), невiдомий пара-
метр θ = (a, b), dim θ = 2. Тодi

µ1(θ) = (a+ b)/2, µ2(θ) = µ2
1(θ) + (b− a)2/12.

Оцiнку методу моментiв (â, b̂) знаходимо iз системи

(â+ b̂)/2 = µ̂n, (̂b− â)2/12 = σ̂2
n,

b̂ = µ̂n +
√

3σ̂n, â = µ̂n −
√

3σ̂n.

3. Оцiнка параметрiв логнормального розподiлу. Випадкова величи-
на ξ має логнормальний розподiл (позначення ξ ' LN(µ, σ2) ), якщо її
логарифм має нормальний розподiл з вiдповiдними параметрами: ln ξ '
N(µ, σ2).

Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з логнормальним розподiлом:
ξ1 ' LN(µ, σ2) Для оцiнки параметрiв методом моментiв можна ско-
ристатися перетворенням вибiрки за допомогою логарифмiчної функцiї.
За теоремою про перетворення незалежних величин векторна статистика
(η1, ..., ηn) з координатами ηk = ln ξk, k = 1, n, знову є кратною вибiр-
кою i має нормальний розподiл. Внаслiдок теореми про iнтерпретацiю
параметрiв нормального розподiлу вибiрковi середнє та дисперсiя лога-
рифмiчного перетворення

µ̂n =
1

n

∑n

k=1
ln ξk, σ̂2

n =
1

n

∑n

k=1
(ln ξk − µ̂n)2

є строго конзистентними оцiнками параметрiв µ, σ2.
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Зауважимо, шо одночасно з логарифмiчним у прикладнiй статистицi
широко застосовується цiла шкала первинних трансформацiй:

gα(x) =

{
(xα − 1)/α, α > 0,

lnx, α = 0.

Параметр α пiдбирається в залежностi вiд властивостей розподiлу спо-
стережень.

Вправа. Знайти щiльнiсть, математичне сподiвання та дисперсiю випад-
кової величини з логнормальним розподiлом.
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6. Незмiщенi оптимальнi оцiнки

У межах задачi оцiнювання невiдомого параметра θ важливу роль вiдi-
грає умова незмiщеностi, оскiльки вона сприяє задовiльнiй якостi оцiнки
навiть при невеликих об’ємах вибiрки.

6.1. Незмiщенi оцiнки

Часто у випадку багатовимiрного параметра треба оцiнити не всi його
складовi, а лише деякi. Тому розглянемо задачу незмiщеного оцiнювання
деякої функцiї вiд невiдомого параметра.

Означення. Статистика T = T (X) називається незмiщеною оцiн-
кою значення функцiї τ = τ(θ) вiд невiдомого параметра θ ∈ Θ, якщо
dimT = dim τ i

MθT = τ(θ), ∀θ ∈ Θ.

Приклад. Для кратної вибiрки X = (ξ1, ..., ξn)
(а) вибiркова дисперсiя σ̂2

n є незмiщеною оцiнкою функцiї n−1
n
σ2 вiд не-

вiдомої дисперсiї σ2, а нормована вибiркова дисперсiя ŝ2
n є незмiщеною

оцiнкою σ2,
(б) статистики ξ1 та (ξ1 − ξ2)

2/2 є незмiщеними оцiнками середнього та
дисперсiї – хоча не зовсiм ефективними.

6.2. Оптимальнi оцiнки

Якщо iснують незмiщенi оцiнки, то їх можна порiвнювати мiж собою за
величиною середньоквадратичного вiдхилення вiд значення, яке оцiнює-
ться, та одночасно збiгається iз середнiм цих оцiнок.
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Позначимо через

Γτ = {T = T (X) : MθT = τ(θ), ∀θ ∈ Θ}

клас усiх незмiщених оцiнок дiйсної параметричної функцiї τ(θ) : Θ → R.
Означення. Статистика T ∗ ∈ Γτ називається оптимальною незмi-

щеною оцiнкою значення τ(θ), (або ж незмiщеною оцiнкою з рiвномiрно
найменшою дисперсiєю), якщо вона має найменшу дисперсiю у класi всiх
лiнiйних незмiщених оцiнок:

DθT
∗ ≤ DθT, ∀T ∈ Γτ , ∀θ ∈ Θ.

Теорема (про єдинiсть оптимальної оцiнки). Якщо T1, T2 – двi
оптимальнi оцiнки для значення τ = τ(θ), то T1 = T2 майже напевне.

Доведення. Позначимо σ2(θ) = DθT1 = DθT2. Розглянемо оцiнку
T = (T1 + T2)/2. Оскiльки MθT = (MθT1 + MθT2)/2 = τ , то T ∈ Γτ , i
за означенням σ2(θ)

σ2(θ) ≤ DθT = Mθ(T1 − τ + T2 − τ)2/ 4 =

(DθT1 +DθT2 + 2 Cov(T1, T2)) / 4 =

(2σ2(θ) + 2 M(T1 − τ)(T2 − τ)) / 4 ≤ σ2(θ),

де остання нерiвнiсть випливає з нерiвностi Кошi. Отже, за означенням
оптимальної оцiнки σ2(θ) = DθT, i нерiвнiсть Кошi має перетворитися на
рiвнiсть. За зауваженням про рiвнiсть у нерiвностi Кошi iснує невипадко-
ва стала b така, що T2 − τ = b(T1 − τ) м.н. Тому

σ2(θ) = Cov(T1, T2) = b Cov(T1, T1) = bDθT1 = bσ2(θ).
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Звiдси b = 1 та T1 = T2 м.н �
Приклади.
1. Оцiнювання ймовiрностi успiху за одним спостереженням з гео-

метричним розподiлом. Нехай вибiрка X = ξ мiстить одну випадкову
величину, що має геометричний розподiл G(1 − θ) iз невiдомою ймовiр-
нiстю неуспiху θ ∈ (0, 1). Для довiльної статистики T = T (X) умова
незмiщеностi при оцiнюваннi функцiї τ = τ(θ) має вигляд

MθT (X) =
∑

n ≥1
(1− θ)θn−1T (n) = τ(θ), ∀θ ∈ (0, 1).

Нехай τ(θ) = θ. Тодi з єдиностi розкладу функцiї θ/(1 − θ) у ряд
Тейлора виводимо, що iснує єдина незмiщена оцiнка для θ, до того ж не
дуже змiстовна: T (X) = 0 при X = 1 та T (X) = 1 для iнших X.

Якщо ж τ(θ) = 1 / θ, то незмiщених оцiнок взагалi не iснує, оскiль-
ки функцiя 1/θ(1 − θ) не припускає розклад у збiжний ряд Тейлора на
вiдрiзку (0, 1).

2. Оцiнювання дисперсiї у загальнiй нормальнiй моделi. Вибiрка X =
(ξ1, ..., ξn) складається з незалежних у сукупностi величин iз нормальним
розподiлом ξk ' N(µ, σ2). Як було з’ясовано в теоремi про моменти ви-
бiркових моментiв, нормована вибiркова дисперсiя

ŝ2
n =

1

n− 1

∑n

i=1
(ξi − µ̂n)2 =

n

n− 1
σ̂2

n

є незмiщеною оцiнкою невiдомої дисперсiї σ2. З тiєї ж теореми виводимо,
що вiдповiдне середньоквадратична похибка дорiвнює

Dθŝ
2
n = (

n

n− 1
)2Dθσ̂

2
n =

1

n(n− 1)
((n− 1)µ0

4 − (n− 3)σ4) =
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1

n(n− 1)
((n− 1)3σ4 − (n− 3)σ4) =

2σ4

n− 1
,

де враховане спiввiдношення µ0
4 = 3σ4 для моментiв нормального розподi-

лу (Вправа. Отримати це спiввiдношення диференцiюванням характеристи-
чної функцiї нормального розподiлу).

Одночасно розглянемо змiщену оцiнку для σ2 вигляду τ̂ 2
n = t ŝ2

n, де t
– деяка стала. Обчислимо середньоквадратичну похибку

Mθ(τ̂
2
n − σ2)2 = Mθ(t(ŝ

2
n − σ2)− (1− t)σ2)2 =

t2Dθŝ
2
n + (1− t)2σ4 = (2t2/(n− 1) + (1− t)2)σ4.

Вираз у правiй частинi набуває найменшого значення при t = n−1
n+1

6= 1.
Отже, незмiщена оцiнка ŝ2

n з погляду середньоквадратичного вiдхилення
вiд оцiнюваного значення σ2 гiрша за змiщену оцiнку τ̂ 2

n.Це i не дивно –
адже мiнiмум у класi всiх оцiнок часто є меншим вiд мiнiмуму в певному
пiдкласi.

Не зважаючи на негативний змiст наведених прикладiв, у багатьох
схемах незмiщенi оцiнки все-таки є досить ефективними.
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7. Нерiвнiсть Крамера – Рао, ефективнiсть

Розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, ..., ξn) з функцiєю вiрогiдностi

L(x, θ) =
∏n

k=1
f(xk, θ), x = (x1...xn) ∈ S, θ ∈ Θ,

де f(xk, θ) – щiльнiсть одного спостереження.
У даному роздiлi припускатимемо, що параметричний простiр евклi-

дiв: Θ ⊂ Rd , а функцiя вiрогiдностi L(x, θ) – диференцiйовна за параме-
тром θ.

7.1. Функцiя впливу

Означення. Функцiєю впливу, або функцiєю внеску, вибiрки X на-
зивається частинна похiдна за параметром θ вiд логарифма вибiркової
функцiї вiрогiдностi:

U(X, θ) ≡ ∂

∂θ
lnL(X, θ).

У випадку кратної вибiрки функцiєю впливу спостереження ξ назива-
ється похiдна за θ вiд логарифма функцiї вiрогiдностi спостереження:

u(ξ, θ) ≡ ∂

∂θ
ln f(ξ, θ).

Зауваження. Якщо параметр θ ∈ Θ ⊂ R скалярний, то функцiя
впливу є дiйсною функцiєю вiд випадкової величини, тобто випадковою
величиною. Якщо ж θ ∈ Θ ⊂ Rd, то похiдну слiд розумiти як вектор,
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що складений iз частинних похiдних (градiєнт), а функцiя впливу буде
d-вимiрним випадковим вектором:

U(X, θ) ≡ (Uk(X, θ), k = 1, d), Uk(X, θ) ≡
∂

∂θk

lnL(X, θ).

Важливе значення та назва ”функцiя впливу” пояснюється таким мiр-
куванням. Якщо припустити, що розподiл вибiрки взагалi не залежить вiд
невiдомого параметра θ (параметр не впливає на розподiл), то вiдповiдна
функцiя впливу буде тотожнiм нулем. Одночасно зауважимо, що якраз
у цьому випадку марно намагатись оцiнити параметр на основi спосте-
режень, чий розподiл не залежить вiд значення такого параметра. Тому
вiдносно ”малi” значення функцiї впливу вказують на брак iнформацiї
щодо параметра в наявних спостереженнях.

Теорема (про функцiю впливу кратної вибiрки). Якщо X =
(ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка, то вибiркова функцiя впливу дорiвнює сумi
функцiй впливу спостережень, якi її утворюють:

U(X, θ) =
∑n

k=1
u(ξk, θ).

Доведення випливає з теореми про функцiю вiрогiдностi кратної ви-
бiрки та лiнiйностi частинної похiдної:

∂

∂θ
lnL(X, θ) =

∂

∂θ
ln
∏n

k=1
f(ξk, θ) =

∂

∂θ

∑n

k=1
ln f(ξk, θ) =

∑n

k=1

∂

∂θ
ln f(ξk, θ) =

∑n

k=1
u(ξk, θ)�

Приклади
1. Пуассонiвська вибiрка. Для кратної вибiрки з розподiлом Пуассона

P (λ) та невiдомим параметром θ = λ
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u(y, θ) = ∂
∂θ

ln(θy exp(−θ)/y!) = y/θ − 1, y ∈ Z+,

U(X, θ) =
∑n

k=1(ξk/θ − 1) = n(µ̂n/θ − 1).

2. Вибiрка з гама-розподiлу. Для кратної вибiрки з гама-розподiлом
Γ(λ, α) та невiдомим параметром θ = (λ, α)

ln f(y, θ) = α lnλ+ (α− 1) ln y − λy − ln Γ(α),

u1(y, θ) = α/λ− y,

u2(y, θ) = lnλ+ ln y − ψ(α), ψ(α) = ∂
∂α

ln Γ(α),

U1(X, θ) = n(α/λ− µ̂n),

U2(X, θ) = (n lnλ+ ln
∏n

k=1 ξk − nψ(α)).

7.2. Умови регулярностi

У даному роздiлi будемо припускати, що виконанi певнi умови регуляр-
ностi на функцiю вiрогiдностi вибiрки. Цi умови ми не будемо точно де-
талiзувати, однак позначимо їх.

1. Множина тих значень вибiрки X, для яких функцiя вiрогiдностi
L(X, θ) строго додатна, не залежить вiд θ.

2. Функцiя вiрогiдностi L(X, θ) двiчi неперервно диференцiйовна за
параметром θ.

3. Функцiя впливу U(X, θ) iнтегровна у квадратi: MθU
2(X, θ) <∞ ∀θ.

4. Знак похiдної за параметром θ можна внести пiд знак iнтегралiв
MθL(X, θ) за аргументом x ∈ S вiд функцiї вiрогiдностi L(x, θ), а також
вiд її похiдних за θ.
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7.3. Властивостi функцiї впливу, iнформацiя за Фi-
шером

Теорема (про центрованiсть функцiї впливу). За умов регуляр-
ностi функцiя впливу центрована:

Mθ U(X, θ) = 0, ∀θ ∈ Θ.

Доведення. За означенням функцiї вiрогiдностi

Pθ(X ∈ S) = 1 =

∫
S

L(x, θ) λ(dx),

оскiльки вибiрка X набуває значень у вибiрковому просторi S, а L(x, θ) –
її щiльнiсть розподiлу вiдносно мiри λ.

Позначимо S0 = {x ∈ S : L(x, θ) > 0} вимiрну пiдмножину вибiр-
кового простору (S,Σ), яка не залежить вiд θ за умовами регулярностi.
Використовуючи цi умови та властивостi iнтегралу Лебега вiд нульової
функцiї, з наведеної вище тотожностi дiстанемо

0 =
∂

∂θ
1 =

∂

∂θ

∫
S

L(x, θ) λ(dx) =
∂

∂θ

∫
S0

L(x, θ) λ(dx) =

∫
S0

∂

∂θ
L(x, θ) λ(dx) =

∫
S0

(
∂

∂θ
lnL(x, θ)

)
L(x, θ) λ(dx) =∫

S

(
∂

∂θ
lnL(x, θ)

)
L(x, θ) λ(dx) = Mθ U(X, θ),

де остання рiвнiсть випливає з теореми про обчислення математичного
сподiвання функцiї вiд випадкової величини, i використовується очевидна
тотожнiсть
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∂
∂θ
L(x, θ) =

(
∂
∂θ

lnL(x, θ)
)
L(x, θ)

на множинi S0, де L(x, θ) > 0 �
Означення. Нехай параметр θ ∈ Θ ⊂ R – скалярний. Iнформацiєю

за Фiшером у вибiрцi X називається функцiя

I(θ) ≡ Dθ U(X, θ) = MθU
2(X, θ).

Друга рiвнiсть в означеннi випливає з теореми про центрованiсть фун-
кцiї впливу та з властивостi дисперсiї.

Теорема (про обчислення iнформацiї за Фiшером). За умов ре-
гулярностi справедлива тотожнiсть

I(θ) = −Mθ
∂2

∂θ2 lnL(X, θ) = −Mθ
∂

∂θ
U(X, θ), ∀θ ∈ Θ.

Доведення. Продиференцiюємо тотожнiсть iз теореми про центрова-
нiсть функцiї впливу та використаємо умови регулярностi:

0 =
∂

∂θ
Mθ U(X, θ) =

∂

∂θ

∫
S

U(x, θ)L(x, θ)λ(dx) =

∫
S

∂

∂θ
(U(x, θ)L(x, θ)) λ(dx) =∫

S

(
∂

∂θ
U(x, θ)

)
L(x, θ) λ(dx) +

∫
S

U(x, θ)
∂

∂θ
L(x, θ) λ(dx) =

Mθ
∂

∂θ
U(X, θ) +MθU

2(X, θ) = Mθ
∂2

∂θ2 lnL(X, θ) + I(θ)�
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Теорема (про адитивнiсть iнформацiї за Фiшером). Якщо X =
(ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка, то

I(θ) = n i(θ),

де
i(θ) = Dθ u(ξ1, θ)

iнформацiя за Фiшером в одному спостереженнi.
Доведення. За теоремою про функцiю впливу кратної вибiрки та за

теоремою про дисперсiю суми незалежних величин

I(θ) = DθU(X, θ) = Dθ

∑n

k=1
u(ξk, θ) =

∑n

k=1
Dθu(ξk, θ) = n i(θ),

де незалежнiсть величин u(ξk, θ) випливає з теореми про перетворення
незалежних величин i використана також однакова розподiленiсть цих
величин �

Приклади.
1. Схема Бернуллi. Нехай вибiрка X = (χ1, ..., χn) мiстить результати

випробувань Бернуллi з невiдомою ймовiрнiстю успiху θ, де χk – iндикатор
успiху в k-му випробуваннi. Функцiя вiрогiдностi одного спостереження
є щiльнiстю вiдносно точкової мiри i має вигляд

f(y, θ) = θ1y=1 + (1− θ)1y=0 = θy(1− θ)1−y, y ∈ {0, 1},

теоретична функцiя впливу дорiвнює

u(y, θ) =
∂

∂θ
ln f(y, θ) =

y

θ
− 1− y

1− θ
=

y − θ

θ(1− θ)
,
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функцiї вiрогiдностi та впливу всiєї вибiрки

L(X, θ) =
∏n

k=1
θχk(1− θ)1−χk = θνn(1− θ)n−νn , νn =

∑n

k=1
χk,

U(X, θ) =
∑n

k=1
u(χk, θ) =

n

θ(1− θ)
(θ̂n − θ), θ̂n =

νn

n
,

функцiї iнформацiї за Фiшером мають вигляд

i(θ) = Mθ

(
χ1 − θ

θ(1− θ)

)2

=
Dθχ1

θ2(1− θ)2
=

1

θ(1− θ)
, I(θ) =

n

θ(1− θ)
.

2. Показниковий розподiл. Розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, ..., ξn)
iз показниковим розподiлом спостережень ξk ' Exp(θ). Функцiї впливу
мають вигляд

u(y, θ) =
∂

∂θ
(ln θ − θy) = 1/θ − y,

U(X, θ) =
∑n

k=1
u(ξk, θ) = n/θ − nµ̂n,

а функцiї iнформацiї за Фiшером у спостереженнi та у вибiрцi дорiвнюють

i(θ) = Mθ(1/θ − ξ1)
2 = Dθξ1 = 1/θ2, I(θ) = n/θ2.

7.4. Нерiвнiсть Крамера – Рао

Розглянемо задачу оцiнювання значення дiйсної параметричної функцiї
τ(θ) у класi Γτ незмiщених її оцiнок.

Теорема (про нерiвнiсть та критерiй Крамера – Рао). Нехай
Θ ⊂ R. За умов регулярностi:
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(а) для довiльної оцiнки T = T (X) ∈ Γτ при всiх θ ∈ Θ справедлива
нерiвнiсть Крамера – Рао

Mθ(T − τ)2 ≡ DθT ≥
τ 2

θ(θ)

I(θ)
,

де τ θ(θ) = d
dθ
τ(θ), I(θ) – iнформацiя за Фiшером у вибiрцi X,

(б) рiвнiсть у нерiвностi (а) має мiсце тодi й тiльки тодi, коли оцiн-
ка T є лiнiйною функцiєю вiд функцiї впливу вибiрки:

T (X)− τ(θ) = c(θ) U(X, θ) м.н., ∀θ ∈ Θ,

для деякої дiйсної c(θ), причому у випадку рiвностi

c(θ) = τ θ(θ)/ I(θ).

Означення. Оцiнка T ∈ Γτ називається ефективною оцiнкою пара-
метричної функцiї τ(θ), якщо нерiвнiсть Крамера – Рао для неї є рiвнi-
стю, тобто у випадку, коли ця оцiнка має найменше можливе значення
дисперсiї у класi Γτ всiх незмiщених оцiнок.

Твердження (б) дає критерiй ефективностi Крамера – Рао.
Зауваження. З означення та єдиностi оптимальної оцiнки випливає,

що ефективна оцiнка є оптимальною оцiнкою свого математичного спо-
дiвання, тобто критерiй Крамера – Рао є достатньою умовою оптималь-
ностi для регулярних спостережень.

Зауваження. Нерiвнiсть Крамера – Рао для дисперсiї DθT має мiсце
також i для змiщених оцiнок T , якщо в правiй частинi τ 2

θ замiнити на
(τ θ + bθ)

2, де bθ(θ) = d
dθ
b(θ), b(θ) = MθT − τ(θ). Дiйсно, у даному випадку

оцiнка T є незмiщеною для значення τ + b.
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Доведення теореми. За означенням незмiщеностi та за теоремою про
обчислення математичного сподiвання функцiї вiд випадкової величини

MθT (X) =

∫
S

T (x)L(x, θ) µ(dx) = τ(θ), ∀θ ∈ Θ.

За умови регулярностi з урахуванням означення функцiї впливу та те-
ореми про обчислення математичного сподiвання функцiї вiд випадкової
величини знайдемо

τ θ(θ) = ∂
∂θ

∫
S
T (x)L(x, θ) µ(dx) =

∫
S
T (x) ∂

∂θ
L(x, θ) µ(dx) =∫

S
T (x)U(x, θ)L(x, θ) µ(dx) =

MθT (X)U(X, θ) = Mθ(T (X)− τ(θ))U(X, θ),

де остання рiвнiсть є наслiдком теореми про центрованiсть функцiї впли-
ву.

Згiдно з нерiвнiстю Кошi з отриманої тотожностi виводимо

τ 2
θ(θ) = ( Mθ(T (X)− τ(θ))U(X, θ) )2 ≤

Mθ(T (X)− τ(θ))2 MθU
2(X, θ) = DθT · I(θ),

за означенням I(θ). Це доводить твердження (а).
Для того, щоб нерiвнiсть Кошi перетворювалася на рiвнiсть, необхi-

дно й достатньо, щоб множники пiд знаком математичного сподiвання
були лiнiйно пов’язанi майже напевне при кожному θ. Звiдси виводимо
твердження (б) теореми. Вираз для значення вiдповiдної сталої знахо-
димо пiсля пiдстановки тотожностi критерiю рiвностi в отриману вище
тотожнiсть:
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τ θ(θ) = Mθ(T (X)− τ(θ))U(X, θ) = Mθc(θ)U
2(X, θ) = c(θ)I(θ) �

Зауваження. У випадку, коли X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка, iн-
формацiя за Фiшером у знаменнику дорiвнює I(θ) = n i(θ), отже нерiв-
нiсть Крамера – Рао набуває вигляду

Dθ(
√
n(T − τ)) = n DθT ≥

τ 2
θ(θ)

i(θ)
≡ σ̃2

opt.

Означення. Якщо послiдовнiсть оцiнок Tn ∈ Γτ є асимптотично
нормальною з асимптотичною дисперсiю σ2

a, тобто
√
n(Tn − τ) →W η ' N(0, σ2

a),

причому σ2
a = σ̃2

opt збiгається з найменшим можливим за нерiвнiстю
Крамера – Рао значенням, то оцiнка (Tn) називається асимптотично
ефективною.

7.5. Нерiвнiсть Крамера – Рао для векторного пара-
метра

Означення. Нехай параметр θ ∈ Θ ⊂ Rd – векторний, тодi функцiя
впливу також є вектором-стовпчиком

U(X, θ) ≡
(
Ui(X, θ) ≡

∂

∂θi

U(X, θ), i = 1, d

)
.

Iнформацiйною матрицею за Фiшером вибiрки X називається коварiа-
цiйна матриця векторної функцiї впливу:
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I(θ) ≡Covθ U(X, θ) = MθU(X, θ)U ′(X, θ) =(
Cov(Ui(X, θ), Uj(X, θ)), i, j = 1, d

)
.

Як i у скалярному випадку, матриця iнформацiї для кратних вибiрок
має властивiсть адитивностi та центрованостi. Доведення цих властиво-
стей проводиться цiлком аналогiчно, тому не наводиться.

Приклад. Розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, ..., ξn) iз нормальних
спостережень ξk ' N(µ, σ2), невiдомий параметр θ = (µ, σ2), dim θ = 2.
Не зважаючи на форму запису, вважатимемо σ2 незалежною змiнною.
Логарифм функцiї вiрогiдностi вибiрки має такий вигляд

lnL(X, θ) = −n
2

ln 2πσ2 − 1

2σ2

∑n

k=1
(ξk − µ̂n + µ̂n − µ)2 =

−n
2

ln 2π − n

2
lnσ2 − n

2σ2
(σ̂2

n + (µ̂n − µ)2).

Звiдси знаходимо координати функцiї впливу

U1(X, θ) =
n(µ̂n − µ)

σ2
,

U2(X, θ) = − n

2σ2
+

n

2σ4
(σ̂2

n + (µ̂n − µ)2).

За теоремою про моменти вибiркових моментiв обчислюємо

I11(θ) =
n2

σ4
Dθµ̂n =

n

σ2
.

Вправа. Знайдiть iншi елементи iнформацiйної матрицi, якщо вiдомо, що
статистики µ̂n i σ̂2

n незалежнi.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 321 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Теорема (нерiвнiсть Крамера – Рао для векторного параме-
тра). Нехай dim Θ = d > 1, виконанi умови регулярностi, iнформацiйна
матриця за Фiшером I(θ) невироджена, а T = T (X) ∈ Γτ – незмiщена
оцiнка скалярної функцiї τ(θ).

(а) Тодi для всiх θ ∈ Θ справедлива нерiвнiсть

Mθ(T − τ)2 = Dθ T ≥ B(I(θ), τ θ) ≡ τ ′θI
−1(θ)τ θ,

де τ θ(θ) = d
dθ
τ(θ) – вектор-стовпчик градiєнта, τ ′θ – спряжений вектор-

рядок.
(б) Рiвнiсть у нерiвностi (а) має мiсце тодi й тiльки тодi, коли T

є лiнiйною функцiєю функцiї впливу вибiрки

T (X)− τ(θ) = c′(θ) U(X, θ) м.н., ∀θ ∈ Θ.

Зауваження. Твердження теореми залишаються справедливими i для
виродженої матрицi I(θ), якщо замiнити квадратичну форму в правiй ча-
стинi (а) на

B(I(θ), τ θ) = sup b∈Rd

(b′τ θ)
2

b′I(θ)b
.

Доведення.
Як i у скалярному випадку, з умов нормованостi функцiї вiрогiдностi

та незмiщеностi на пiдставi регулярностi доводимо тотожностi

Mθ U(X, θ) = 0, Mθ(T (X)− τ(θ))U(X, θ) = τ θ(θ).

Нехай b ∈ Rd. Скалярно помножимо другу тотожнiсть на b i скори-
стаємося нерiвнiстю Кошi та теоремою про дисперсiю лiнiйної форми вiд
випадкового вектора:

(b′τ θ)
2 = (b′Mθ(T − τ)U(X, θ))2 = (Mθ(T − τ)b′U(X, θ))2 ≤
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Mθ(T − τ)2 Mθ(b
′U(X, θ))2 = DθT Dθ(b

′U(X, θ)) = DθT b′I(θ)b.

Звiдси

DθT ≥
(b′τ θ)

2

b′I(θ)b
= τ ′θI

−1(θ)τ θ,

де остання рiвнiсть досягається при b = I−1(θ)τ θ. Умова рiвностi випли-
ває з вiдповiдної умови в нерiвностi Кошi. Твердження зауваження для
виродженої iнформацiйної матрицi дiстанемо пiсля переходу до верхньої
межi за b в останнiй нерiвностi �

Вправа. Довести, що у випадку векторної функцiї τ(θ) в умовах попере-
дньої теореми для незмiщеної оцiнки T = T (X) ∈ Γτ матриця

Covθ(T (X)− τ(θ))− τ ′θI
−1(θ)τ θ

невiд’ємно визначена, зокрема, має невiд’ємнi дiагональнi елементи.

7.6. Приклад оцiнювання у схемi Бернуллi

Розглянемо задачу оцiнювання, в якiй проводяться n випробувань Бер-
нуллi з невiдомою ймовiрнiстю p = θ успiху в окремому випробуваннi.
Припустимо, що спостерiгається вибiрка X = (χ1, ..., χn), де χk – iндика-
тор k-го успiху. Розподiл вибiрки абсолютно неперервний вiдносно точко-
вої мiри, логарифмiчна функцiя вiрогiдностi має вигляд

lnL(X, θ) = νn(X) ln θ + (n− νn(X)) ln(1− θ),

де νn(X) =
∑n

k=1 χk – загальна кiлькiсть успiхiв. Звiдси

U(X, θ) =
νn(X)

θ
− n− νn(X)

1− θ
=

νn(X)

θ(1− θ)
− n

1− θ
,
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функцiя iнформацiї за Фiшером дорiвнює

I(θ) = Dθνn(X)/θ2(1− θ)2 = n / θ(1− θ),

нижня границя для дисперсiї незмiщеної оцiнки параметра θ має вигляд

DθT ≥ θ(1− θ) / n.

За критерiєм ефективностi Крамера – Рао ефективна оцiнка повинна
мати вигляд

T ∗ = θ + c

(
νn(X)

θ(1− θ)
− n

1− θ

)
.

Для того, щоб права частина була статистикою (не залежала вiд θ), є
єдиний спосiб обрати сталу c = θ(1− θ)/n. При такому виборi нерiвнiсть
Крамера – Рао перетворюється на рiвнiсть.

Отже, у схемi Бернуллi вiдносна частота успiхiв T ∗ = 1
n
νn(X) = 1

n

∑n
k=1 χk

є оптимальною незмiщеною оцiнкою ймовiрностi успiху θ.

7.7. Приклад оцiнювання параметрiв нормальних
спостережень

7.7.1. Оцiнювання середнього при вiдомiй дисперсiї

Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з нормальним розподiлом спо-
стережень: ξk ' N(µ, σ2), де дисперсiя σ2 вiдома, а середнє µ = θ треба
оцiнити. Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi має вигляд

lnL(X, θ) = −n
2

ln 2π − n

2
lnσ2 − 1

2σ2

∑n

k=1
(ξk − µ)2
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= −n
2

ln 2π − n

2
lnσ2 − n

2σ2
(µ̂2n − 2µ̂nµ+ µ2).

де µ̂n – вибiркове середнє, µ̂2n – другий нецентральний вибiрковий мо-
мент. Звiдси знаходимо функцiю впливу

U(X, θ) =
n

σ2
(µ̂n − µ).

За критерiєм ефективностi Крамера – Рао оптимальна оцiнка µ повинна
задовольняти рiвняння

T ∗ − µ = c
n

σ2
(µ̂n − µ) = µ̂n − µ,

що має мiсце при виборi c = σ2/n. Отже, T ∗ = µ̂n є оптимальною оцiнкою
середнього при вiдомiй дисперсiї.

7.7.2. Оцiнювання дисперсiї при вiдомому середньому

Розглянемо таку ж нормальну кратну вибiрку X = (ξ1, ..., ξn), ξk '
N(µ, σ2), де вiдоме середнє µ, а дисперсiя σ2 = θ оцiнюється. У цьому
випадку функцiя впливу має вигляд

U(X, θ) = − n

2σ2
+

n

2σ4
(µ̂2n − 2µ̂nµ+ µ2).

Вибором множника c = 2σ4/n забезпечується рiвнiсть T − σ2 = cU
у критерiї ефективностi Крамера – Рао, а оптимальна оцiнка дорiвнює
вибiрковiй дисперсiї з урахуванням вiдомого середнього

T ∗ = σ̃2
n = µ̂2n − 2µ̂nµ+ µ2 =

1

n

∑n

k=1
(ξk − µ)2.
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7.7.3. Оцiнювання середнього при невiдомiй дисперсiї

Розглянемо нормальну кратну вибiрку X = (ξ1, ..., ξn), ξk ' N(µ, σ2),
де невiдомi як µ, так i σ2, параметр θ = (µ, σ2), а оцiнюється середнє µ
= τ(θ). У цьому випадку координати векторної функцiї впливу мають
вигляд

U1(X, θ) =
n

σ2
(µ̂n − µ),

U2(X, θ) = − n

2σ2
+

n

2σ4
(µ̂2,n − 2µ̂nµ+ µ2).

Оберемо векторну сталу c = (c1, c2) = (σ2/n, 0). Тодi у критерiї (б)
нерiвностi Крамера – Рао для векторного параметра

T ∗ − µ = c1U1(X, θ) + c2U2(X, θ) = µ̂n − µ

має мiсце рiвнiсть для T ∗ = µ̂n, тобто вибiркове середнє є оптимальною
оцiнкою i при невiдомiй дисперсiї.

7.8. Експоненцiйна модель

Нехай Ω ⊂ Rd, X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка, причому щiльнiсть одного
спостереження має вигляд

f(y, θ) = exp(a(y)b(θ) + c(y) + d(θ)),

де b, d – диференцiйовнi функцiї параметра θ. За теоремою про функцiю
вiрогiдностi кратної вибiрки

lnL(X, θ) = A(X)nb(θ) + C(X) + nd(θ),

A(X) = 1
n

∑n
k=1 a(ξk), C(X) =

∑n
k=1 c(ξk),
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отже,

U(X, θ) = A(X)nβ(θ) + ndθ(θ),

де β(θ) = db(θ)/dθ.
Припустимо, що виконанi умови регулярностi (основна умова автома-

тично випливає з додатностi експоненцiйної функцiї на всiй числовiй осi).
Внаслiдок теореми про центрованiсть функцiї впливу звiдси отримуємо

U(X, θ) = nβ(θ)(A(X)−MθA(X)).

Оскiльки скалярна випадкова величина A(X) є сумою незалежних у
сукупностi, однаково розподiлених величин, то iнформацiйна матриця за
Фiшером має вигляд

I(θ) = n2β(θ)β′(θ)DθA(X) = n σ2(θ)β(θ)β′(θ), σ2(θ) = Dθa(ξ1).

Рiвнiсть у критерiї ефективностi Крамера – Рао для оцiнювання невi-
домої функцiї τ(θ) має вигляд

T (X)− τ(θ) = nc′(θ)β(θ)(A(X)−MθA(X)),

та виконується тодi й тiльки тодi, коли nc′(θ)β(θ) = 1 для всiх θ. Очеви-
дно, що вiдповiдна функцiя c(θ) iснує тодi й тiльки тодi, коли β(θ) 6= 0 ∀θ.
У цьому випадку ефективна оцiнка (i одночасно оптимальна) значення
τ(θ) iснує, дорiвнює

T ∗(X) = A(X) =
1

n

∑n

k=1
a(ξk), τ(θ) = MθT

∗(X) = Mθa(ξ1),

i має дисперсiю
DθT

∗(X) = Dθa(ξ1)/n = σ2(θ)/n.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 327 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

8. Достатнi статистики та оптимальнiсть

Означення. Статистика T = T (X) називається достатньою стати-
стикою для вибiрки X, якщо вибiркова функцiя вiрогiдностi має вигляд

L(X, θ) = g(T (X), θ) h(X) j(θ)

для деяких вимiрних невiд’ємних функцiй g, h, j.
Зауважимо, що на розмiрнiсть достатньої статистики обмеження не

накладаються, однак при виборi цiєї статистики доцiльно мiнiмiзувати її
розмiрнiсть. В усякому випадку, достатнi статистики iснують: наприклад,
статистика T (X) = X завжди є достатньою, якщо обрати
g = L, h ≡ 1, j ≡ 1.

8.1. Приклади достатнiх статистик

1. Пуассонiвська вибiрка. Якщо X – кратна вибiрка з розподiлом Пу-
ассона ξ1 ' Π(λ), то

lnL(X, θ) = ln
∏n

k=1

λξk

ξk!
exp(−λ) =

(lnλ)
∑n

k=1
ξk −

∑n

k=1
ln(ξk!)− nλ,

тому iснує скалярна достатня статистика T (X) = µ̂n ≡ 1
n

∑n
k=1 ξk.

2. Рiвномiрна вибiрка. Якщо X – кратна вибiрка з ξ1 ' U(a, b), то

L(X, θ) = (b− a)−n 1{a < min ξk, max ξk < b}.
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Отже, двовимiрна статистика
T (X) = (min1≤k≤.n ξk, max1≤k≤.n ξk) = (ξ(1), ξ(n)) є достатньою.

3. Нормальна вибiрка. Якщо X – кратна вибiрка з ξ1 ' N(µ, σ2), то

lnL(X, θ) = −n
2

ln 2π − n

2
lnσ2 − n

2σ2

(
µ̂2n − 2µ̂nµ+ µ2

)
.

Пара (µ̂n, µ̂2n) утворює достатню статистику, так само як ї (µ̂n, σ̂
2
n) –

оскiльки мiж цими парами статистик є iзоморфiзм.

8.2. Умовний розподiл вибiрки

Теорема (про властивiсть достатньої статистики). Якщо T (X)
– достатня статистика, то умовний розподiл

Pθ(X = x /T (X) = t) = l(x, t)

не залежить вiд θ.
Доведення проведемо в припущеннi, що вибiрка є дискретним ви-

падковим вектором. Зауважимо, що дана умовна ймовiрнiсть дорiвнює
нулю (i не залежить вiд θ), якщо T (x) 6= t. Отже, можна припустити, що
T (x) = t. За означенням умовної ймовiрностi

Pθ(X = x /T (X) = t) =
Pθ(X = x, T (X) = t)

Pθ(T (X) = t)
=

Pθ(X = x, T (x) = t)

Pθ(T (X) = t)
= L(x, θ) /

∑
y: T (y)=t

L(y, θ) =

g(T (x), θ) h(x) j(θ) /
∑

y: T (y)=t
g(T (y), θ) h(y) j(θ) =

g(t, θ)h(x) /
∑

y: T (y)=t
g(t, θ) h(y) = h(x) /

∑
y: T (y)=t

h(y) = l(x, t)�
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8.3. Достатнiсть та оптимальнiсть

Теорема (про дисперсiю функцiї вiд достатньої статистики).
Нехай T = T (X) – достатня статистика, а T0 ∈ Γτ – довiльна незмi-
щена оцiнка функцiї τ(θ). Тодi знайдеться функцiя T1(X) = H(T (X))
вiд достатньої статистики T (X), яка також є незмiщеною та має не
бiльшу дисперсiю, нiж T0, при кожному θ ∈ Θ.

Доведення.
Нехай T0 ∈ Γτ – довiльна незмiщена оцiнка. Розглянемо функцiю

H(t) = Mθ(T0(X) /T (X) = t) ≡
Mθ

(
T0(X) 1{T (X) = t}

)
Pθ(T (X) = t)

=

∑
x ∈ S

T0(x) Pθ(X = x /T (X) = t) =
∑

x ∈ S
T0(x) l(x, t),

яка за теоремою про властивiсть достатньої статистики не залежить вiд
параметра θ.

Визначимо статистику

T1(X) = H(T (X)).

Вона є незмiщеною, оскiльки за формулою повної ймовiрностi та за озна-
ченням функцiй H(t) i l(x, t)

MθT1(X) = MθH(T (X)) =
∑

tH(t) Pθ(T (X) = t) =∑
t

(∑
x ∈ S T0(x) l(x, t)

)
Pθ(T (X) = t) =∑

x ∈ S T0(x)
∑

t Pθ(X = x /T (X) = t) Pθ(T (X) = t) =∑
x ∈ S T0(x)Pθ(X = x) = MθT0(X) = τ(θ), ∀θ ∈ Θ.
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Далi, обчислимо дисперсiю

DθT0 = Mθ(T0 −H(T ) +H(T )− τ(θ))2 =

Mθ(T0 −H(T ))2 +DθH(T ) ≥ DθH(T ) = DθT1,

оскiльки за означенням H(t) математичне сподiвання добутку дорiвнює
нулю:

Mθ(T0 −H(T ))(H(T )− τ(θ)) =∑
tMθ (T0 −H(T )) (H(T )− τ(θ)) 1{T = t} =∑
tMθ (T0 −H(t)) (H(t)− τ(θ)) 1{T = t} =∑

t

(
MθT0 1{T = t} −H(t)Pθ(T = t)

)
(H(t)− τ(θ)) =∑

t (Mθ(T0/T = t)−H(t)) Pθ(T = t) (H(t)− τ(θ)) = 0.

Отже, DθT0 ≥ DθT1 для довiльної незмiщеної оцiнки T0, що й доводить
теорему �

Теорема (теорема Рао – Блекуела – Колмогорова). Якщо iснує
оптимальна оцiнка T ∗ ∈ Γτ , а T = T (X) – деяка достатня статистика,
то T ∗ = H∗(T ) є вимiрною функцiєю вiд цiєї достатньої статистики.

Доведення.
Оберемо в теоремi про дисперсiю функцiї вiд достатньої статистики

незмiщену оцiнку T0 ≡ T ∗, звiдки DθT
∗ ≥ DθH(T ) для вимiрної функцiї

H,що побудована в цiй теоремi, причомуH(T ) ∈ Γτ . Однак за означенням
оптимальної оцiнки DθH(T ) ≥ DθT

∗. Отже, обидвi нерiвностi є рiвностя-
ми для всiх θ i кожна з оцiнок T ∗, H(T ) є оптимальною. З теореми про
єдинiсть оптимальної оцiнки виводимо, що T ∗ = H∗(T ) м.н. для H∗ ≡ H
�
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Означення. Достатня статистика T = T (X) називається повною
статистикою, якщо для кожної вимiрної функцiї ϕ(·) iз тотожностей

Mθ ϕ(T ) = 0, ∀θ ∈ Θ,

випливає, що ϕ(T ) = 0 майже напевне.
Теорема (про оптимальнiсть повної достатньої статистики).

Якщо iснує повна достатня статистика, то довiльна вимiрна функцiя
вiд неї є оптимальною оцiнкою свого математичного сподiвання.

Доведення.
Нехай T = T (X) – повна достатня статистика, а g – вимiрна фун-

кцiя. Визначимо функцiю τ(θ) = Mθg(T (X)). Якщо T0 ∈ Γτ – довiль-
на незмiщена оцiнка для τ = τ(θ), то внаслiдок теореми про дисперсiю
функцiї вiд достатньої статистики знайдеться вимiрна функцiя H така,
що статистика T1 ≡ H(T ) знову є незмiщеною, причому DθT1 ≤ DθT0,
∀θ ∈ Θ. За умовою незмiщеностi MθT1 = MθH(T ) = τ(θ), де за означен-
ням τ(θ) = Mθg(T ). Звiдси Mθ(H(T )− g(T )) = 0, ∀θ ∈ Θ. Тому з повноти
T випливає H(T )− g(T ) = 0 м.н., тобто T1 ≡ H(T ) = g(T ) м.н., причому
функцiя g вже не залежить вiд вибору T0.

Отже, Dθg(T ) ≤ DθT0, ∀θ ∈ Θ, ∀T0 ∈ Γτ , тобто g(T ) – оптимальна
незмiщена оцiнка для τ(θ) �

Приклад. Рiвномiрна на [0, θ] вибiрка (iснування суперефективної
оптимальної оцiнки в нерегулярнiй моделi). Нехай X – кратна вибiрка з
рiвномiрним розподiлом ξk ' U(0, θ), k = 1, n, θ ∈ Θ = R+. Як зроблено
вище в прикладi достатнiх статистик, перевiряємо, що в даному випадку
статистика T (X) = max ξk є достатньою. Ця статистика є повною, оскiль-
ки має функцiю розподiлу

Pθ(T < x) = (x/θ)n, 0 ≤ x ≤ θ, та з рiвностей
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Mθ ϕ(T ) = θ−n
∫ θ

0
ϕ(x)nxn−1dx = 0, ∀θ > 0,

випливає, що ϕ(x) = 0 майже для всiх x ≥ 0.
Отже, статистика T (X) = max ξk є оптимальною незмiщеною оцiнкою

свого математичного сподiвання Mθ T (X) = τ(θ) = nθ
n+1

. Слiд зазначити,
що дисперсiя цiєї оцiнки дорiвнює (вправа)

DθT = θ2n/(n+ 2)(n+ 1)2 = O(1/n2), n→∞,

i має суттєво вищий порядок малостi, нiж гарантує нерiвнiсть Крамера –
Рао. Цей факт пов’язаний з тим, що в данiй схемi не виконується умова
регулярностi, тому критерiй Крамера – Рао не може бути застосований.

Вправа.
(1) Для кратної нормальної вибiрки з невiдомим середнiм та вiдомою дис-

персiєю вибiркове середнє є повною достатньою статистикою.
(2) Для пуассонiвської кратної вибiрки з невiдомим параметром θ вибiркова

сума Ŝn є повною достатньою статистикою. Зокрема, оптимальною оцiнкою для∑m
k=1 ckθ

k є статистика
∑m

k=1 ckπk(Ŝn)n−k, де πk(s) = s(s− 1)..(s− k + 1).
(3) Для кратної вибiрки з (а) геометричним розподiлом, (б) показниковим

розподiлом вибiркова сума є повною достатньою статистикою.
(4) Для кратної вибiрки X = (ξ1, ..., ξn) iз гама-розподiлом ξk ' Γ(λ, α)

пара статистик (
∑n

k=1 ξk,
∑n

k=1 ln ξk) утворює повну достатню статистику. Зна-
йти звiдси оптимальнi оцiнки для (а) λ/α, (б) αk при заданому k.

(5) Для кратної вибiрки X iз неперервною функцiєю розподiлу спостере-
жень її варiацiйний ряд є повною достатньою статистикою.
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9. Оцiнки максимальної вiрогiдностi
Визначення оцiнки максимальної вiрогiдностi грунтується на принци-
пi максимальної вiрогiдностi – ”те, що спостерiгається, є най-
бiльш iмовiрним серед усiх можливих альтернатив”.

Надалi будемо припускати, що вибiркаX задовольняє умову пiдпоряд-
кованостi її розподiлу деякiй мiрi у вибiрковому просторi. За цiєї умови
повнiстю визначена вибiркова функцiя вiрогiдностi L(X, θ). Значення цiєї
функцiї i дають критерiй ”найбiльшої ймовiрностi”.

Означення. Оцiнкою максимальної вiрогiдностi (ОМВ, EML) пара-
метру θ за вибiркою X називається статистика

θ̂ = θ̂(X) ≡ arg max θ ∈ Θ L(X, θ),

де L(X, θ) – вибiркова функцiя вiрогiдностi.
У випадку кратної вибiрки ОМВ позначається як θ̂n, де n – об’єм

вибiрки.
Необхiдною умовою iснування ОМВ є припущення iснування точки

максимуму. ОМВ визначена однозначно за умови єдиностi цiєї точки.
Теорема (про рiвняння максимальної вiрогiдностi). Якщо

Θ ⊂ Rd, максимум в означеннi оцiнки максимальної вiрогiдностi досяга-
ється всерединi параметричної множини, а функцiя вiрогiдностi дифе-
ренцiйовна, то ОМВ задовольняє рiвняння максимальної вiрогiдностi

∂

∂θ
lnL(X, θ) |θ = θ̂= 0,

тобто ОМВ є коренем функцiї впливу U(X, θ) :

U(X, θ̂) = 0.
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У випадку векторного параметра рiвняння максимуму вiрогiдностi є ве-
кторним, i перетворюється на систему рiвнянь максимальної вiрогi-
дностi для кожної координати вектора- градiєнта.

Зауваження. Для практичного обчислення ОМВ як кореня рiвнян-
ня U(X, θ̂) = 0 часто використовують метод Ньютона – Рафсона, який
складається з двох етапiв.

(1) Обирають якусь конзистентну оцiнку θ̂0 = θ̂0(X).
(2) Рекурентно обчислюють

θ̂m+1 = θ̂m + U(X, θ̂m) / I(θ̂m),

де I(θ) – функцiя iнформацiї за Фiшером.
Доведено, що за певних умов границя lim θ̂m iснує та збiгається з ОМВ.

9.1. Спiввiдношення з ефективними оцiнками. Iнва-
рiантнiсть

Теорема (про спiввiдношення ОМВ з ефективними оцiнка-
ми).

(а) Якщо параметр θ – скалярний i iснує його ефективна оцiнка θ∗,
то iснує оцiнка максимальної вiрогiдностi θ̂, причому θ̂ = θ∗.

(б) Якщо T – достатня статистика i iснує ОМВ θ̂, то остання є
вимiрною функцiєю вiд T : θ̂ = H(T ).

Доведення.
(а) За теоремою про нерiвнiсть та критерiй Крамера – Рао (а саме, за

критерiєм (б) iснування θ∗) похiдна за аргументом θ вiд логарифмiчної
функцiї вiрогiдностi має вигляд

∂

∂θ
lnL(X, θ) ≡ U(X, θ) = (θ∗ − θ)/c(θ),
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де функцiя c(θ) = τ θ/I(θ) = 1/I(θ) невiд’ємна. Тому логарифмiчна фун-
кцiя вiрогiдностi зростає при θ < θ∗ i спадає при θ > θ∗. Отже, вона
набуває максимального значення при θ = θ∗ i θ∗ є оцiнкою максимальної
вiрогiдностi.

(б) Твердження випливає з факторизацiї функцiї вiрогiдностi за озна-
ченням достатньої статистики:

θ̂ = arg max θ∈Θ g(T (X), θ) h(X) j(θ) =

arg max θ∈Θ g(T (X), θ) j(θ) = H(T (X)),

оскiльки точка максимуму за θ не змiнюється при множеннi функцiї на
додатну сталу h(X), а вираз для функцiї пiд другим знаком максимуму
залежить лише вiд θ та T (X) �

Теорема (про iнварiантнiсть оцiнки максимальної вiрогiдно-
стi). Нехай iснує оцiнка максимальної вiрогiдностi θ̂ параметра θ, а фун-
кцiя q : Θ → Q є взаємно-однозначною. Тодi оцiнка q(θ̂) є ОМВ для зна-
чення q(θ).

Доведення.
Позначимо через θ(q) функцiю, обернену до q(θ). Функцiя вiрогiдностi

для значення параметра q має вигляд Lq(X, q) = L(X, θ(q)) i за умови
однозначностi

Lq(X, q(θ)) = L(X, θ(q(θ))) = L(X, θ), ∀θ ∈ Θ.

Тому з означення ОМВ дiстаємо

Lq(X, q(θ)) = L(X, θ) ≤ L(X, θ̂) = Lq(X, q(θ̂)),

Lq(X, q) ≤ maxθ∈Θ Lq(X, q(θ)) ≤ Lq(X, q(θ̂)),

оскiльки множина значень q(θ), θ ∈ Θ, збiгається з Q. Останнi нерiвностi
є рiвностями при q = q(θ̂). Отже, q(θ̂) є ОМВ для q(θ) �
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9.2. Приклади обчислення оцiнок максимальної вiро-
гiдностi

1. Схема Бернуллi:

arg max lnL(X, θ) = arg max ln θνn(X)(1− θ)n−νn(X) =

arg max(θ ln νn(X) + (1− θ) ln(n− νn(X))) = νn(X)/n = θ̂n.

2. Пуассонiвська вибiрка:

lnL(X, θ) = ln
∏n

k=1

θξk

ξk!
e−θ = ln θ

∑n

k=1
ξk − nθ + lnh(X),

θ̂n = arg max lnL(X, θ) =
1

n

∑n

k=1
ξk = µ̂n.

3. Показникова вибiрка (змiщенiсть ОМВ):

lnL(X, θ) = ln
∏n

k=1
θ exp(−θξk) = n ln θ − θ

∑n

k=1
ξk,

θ̂n = arg max lnL(X, θ) =
n∑n

k=1 ξk

=
1

µ̂n

.

Зауважимо, що сума
∑n

k=1 ξk має розподiл Ерланга з параметрами n, θ,
тому

Mθθ̂n =

∫ ∞

0

n

x
θ

(θx)n−1

(n− 1)!
exp(−θx)dx = θ

n

n− 1
6= θ ∀n ≥ 1 ∀θ > 0.

Отже, у загальному випадку не можна розраховувати на незмiщенiсть
ОМВ.
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4. Нормальна вибiрка. Як показано вище в роздiлi про оцiнювання
середнього для нормальних спостережень,

lnL(X, θ)− n

2
ln 2π = −n

2
lnσ2 − n

2σ2
(µ̂2n − 2µ̂nµ+ µ2) =

−n
2

lnσ2 − n

2σ2
(µ̂2n − (µ̂n)2 + (µ̂n − µ)2) =

−n
2

lnσ2 − n

2σ2
(σ̂2

n + (µ̂n − µ)2) ≤ −n
2

lnσ2 − n

2σ2
σ̂2

n =

−n
2

(
lnσ2 +

1

σ2
σ̂2

n

)
≤ −n

2

(
ln σ̂2

n +
1

σ̂2
n

σ̂2
n

)
= −n

2
(ln σ̂2

n + 1),

оскiльки функцiя ln s + a
s

набуває найменшого значення при s = a. Данi
нерiвностi є рiвностями при µ = µ̂n, σ

2 = σ̂2
n. Тому оцiнка максимальної

вiрогiдностi параметра θ = (µ, σ2) дорiвнює

θ̂n ≡ arg max lnL(X, θ) = (µ̂n, σ̂
2
n).

Зокрема, за теоремою про iнварiантнiсть оцiнки максимальної вiрогi-
дностi для границь вiрогiдного iнтервалу з правила 3 сигма має вигляд

µ̂± 3σ = µ̂n ± 3

√
σ̂2

n.

Вправа.
(1) Довести, що ОМВ центра симетрiї θ розподiлу iз щiльнiстю Лапласа

(1/2) exp(|x− θ|) збiгається з вибiрковою медiаною.
(2) Знайти ОМВ параметрiв кратної вибiрки з логнормальним розподiлом.
(3) Кратна вибiрка X утворена спостереженнями з нормальним розподiлом

N(θ, 2θ). Довести, що ОМВ параметра θ має вигляд√
1 +

∑n
k=1 ξ

2
k /n− 1 i є конзистентною.
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(4) Знайти ОМВ значення функцiї τ(θ) = Φ(−µ/σ) ≡ Pθ(ξ1 < 0) для
нормальної кратної вибiрки X = (ξ1, ..., ξn), ξk ' N(µ, σ2) iз невiдомим пара-
метром θ = (µ, σ2).

(5) Знайти ОМВ для невiдомої кiлькостi спостережень n за бiномiальною
одноелементною вибiркою X ' B(n, p).

(6) Довести, що ОМВ для вибiрки з рiвномiрним розподiлом U(θ, 1 + θ)
утворюють цiлий iнтервал.

9.3. Умови конзистентностi ОМВ

Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка зi щiльнiстю f(y, θ) одного спосте-
реження.

У даному роздiлi символом θ0 будемо позначати iстинне значення па-
раметра θ.

Розглянемо такi умови конзистентностi ОМВ:
(c1) Для всiх θ 6= θ0 вiдношення f(y, θ)/f(y, θ0) не дорiвнює майже

скрiзь одиницi на просторi значень спостережень y ∈ R.
(c2) Параметрична множина Θ є компактною пiдмножиною евклiдо-

вого простору Rd.
(с3) При кожному y функцiя f(y, ·) є строго додатною та неперерв-

но диференцiйовною за θ, причому величини ln f(ξ1, θ) та ∂ ln f(ξ1, θ)/∂θ
мажоруються iнтегровною випадковою величиною η :

|ln f(ξ1, θ)| ≤ η, ∀θ ∈ Θ,

|∂ ln f(ξ1, θ)/∂θ| ≤ η, Mθη <∞, ∀θ ∈ Θ.
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9.4. Iнформацiя за Кульбаком

Означення. Функцiєю iнформацiї за Кульбаком називається число-
ва функцiя

I(θ, θ0) = −Mθ0 ln
f(ξ1, θ)

f(ξ1, θ0)
.

Теорема (про властивостi iнформацiї за Кульбаком). За умов
конзистентностi ОМВ:

(а) I(θ, θ0) ≥ 0,
(б) I(θ, θ0) = 0 тодi й тiльки тодi, коли θ = θ0,
(в) I(θ, θ0) неперервна за θ.
Доведення. Розглянемо випадкову величину

ζ = f(ξ1, θ) / f(ξ1, θ0).

За формулою теореми про обчислення математичного сподiвання функцiї
вiд випадкової величини та з означення щiльностi f(y, θ) обчислимо

Mθ0ζ =

∫
f(y, θ)

f(y, θ0)
f(y, θ0)ν(dy) =

∫
f(y, θ)ν(dy) = 1.

З опуклостi функцiї lnx виводимо елементарну нерiвнiсть lnx ≤ x− 1
при x ∈ R, звiдки за монотоннiстю математичного сподiвання

I(θ, θ0) = − Mθ0 ln ζ ≥ − Mθ0(ζ − 1) = 0.

Так як нерiвнiсть lnx ≤ x − 1 є строгою при x 6= 1, то за властивiстю
позитивностi математичного сподiвання вiд невiд’ємної та ненульової м.н.
випадкової величини ζ−1− ln ζ iнформацiя за Кульбаком дорiвнює нулю
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тодi й тiльки тодi, коли ζ = 1 м.н., тобто коли f(y, θ) = f(y, θ0) майже
скрiзь на просторi значень спостережень.

Неперервнiсть I(θ, θ0) випливає з неперервностi щiльностi спостере-
жень та з теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть:

lim
n→∞

I(θn, θ0) = − lim
n→∞

Mθ0 ln
f(ξ1, θn)

f(ξ1, θ0)
= −Mθ0 lim

n→∞
ln
f(ξ1, θn)

f(ξ1, θ0)
= I(θ, θ0),

оскiльки величини пiд знаком математичного сподiвання за умов конзи-
стентностi не перевищують iнтегровну величину 2η �

9.5. Конзистентнiсть ОМВ

Теорема (про конзистентнiсть ОМВ). За умов конзистентностi
ОМВ (с1)-(с3) оцiнка максимальної вiрогiдностi θ̂n параметра θ за кра-
тною вибiркою X є строго конзистентною.

Доведення. Позначимо

χk(θ) = ln
f(ξk, θ0)

f(ξk, θ)
, χk(U) = inf

θ ∈ U
χk(θ),

де U ⊂ Θ – деяка параметрична пiдмножина.
Зауважимо, що величини (χk(θ)), (χk(U)) незалежнi в сукупностi та

однаково розподiленi при рiзних k всерединi кожної послiдовностi за тео-
ремами про перетворення незалежних величин та про обчислення розпо-
дiлу функцiї вiд випадкової величини, i за означенням

I(θ, θ0) = Mθ0χ1(θ) ≥ 0.

Крiм того, з умов (с2)-(с3) випливає, що

χ1(U) = χ1(θ̃(U)) →P1 χ1(θ), U ↓ {θ},
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оскiльки при θ ∈ U

|χ1(U)− χ1(θ)| ≤ (diamU) sup
θ∈U

|∂ ln f(ξ1, θ)/∂θ| ≤ η diamU.

Тодi за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть

Mθ0 χ1(U) →Mθ0 χ1(θ) = I(θ, θ0) > 0, ∀θ 6= θ0.

Бiльше того, з умови мажорованостi похiдної випливає, що

|Mθ0 χ1(U)−Mθ0 χ1(θ)| ≤Mθ0 |χ1(U)− χ1(θ)| ≤
(diamU) Mθ0 supθ∈U |∂ ln f(ξ1, θ)/∂θ| ≤ K diamU,

де стала K = Mθ0η <∞ за умовою (с3).
Нехай ε > 0. Визначимо замкнену i компактну внаслiдок (с2) множину

Θ(ε) ≡ Θ ∩ {θ : |θ − θ0| ≥ ε}.

З неперервностi функцiї iнформацiї за Кульбаком та з компактностi Θ(ε)
виводимо додатнiсть величини

α ≡ inf θ ∈ Θ(ε) I(θ, θ0) > 0.

Дiйсно, при порушеннi цiєї умови в множинi Θ(ε) знайдеться точка θ
(гранична для пiдпослiдовностi мiнiмiзуючої послiдовностi), в якiй I(θ, θ0)
= 0, що суперечить твердженню (б) теореми про властивостi iнформацiї
за Кульбаком.

Оскiльки множина Θ(ε) – компактна, то за теоремою про вiдкрите
покриття компакту для довiльного δ > 0 знайдеться її скiнченне покриття
U(δ) = (Uj(δ), j = 1,m), Θ(ε) = ∪m

j=1Uj(δ), iз дiаметром diam Uj(δ) ≤ δ.
Оберемо δ < α/2K. Тодi за наведеною вище нерiвнiстю та за означенням
нижньої межi при виборi довiльних θj ∈ Uj
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Mθ0 χ1(Uj(δ)) ≥Mθ0 χ1(θj)− |Mθ0χ1(Uj(δ))−Mθ0χ1(θj)| ≥
I(θj, θ0)−K diamUj(δ) ≥ α−Kδ ≥ α/2 > 0, ∀j = 1,m.

Очевидно, що з виконання для всiх θ ∈ Θ(ε) нерiвностей L(X, θ0) >
L(X, θ) випливає, що максимум функцiї L(X, θ) за аргументом θ досяга-
ється поза множиною Θ(ε), адже θ0 /∈ Θ(ε). Тому з теореми про функцiю
вiрогiдностi кратної вибiрки та з означення величин χk(θ) виводимо вклю-
чення

{
∣∣∣θ̂n − θ0

∣∣∣ < ε} = { arg maxθ∈Θ L(X, θ) /∈ Θ(ε)} ⊃
{

infθ ∈ Θ(ε)
L(X,θ0)
L(X,θ)

> 1
}

={
infθ ∈ Θ(ε) ln L(X,θ0)

L(X,θ)
> 0
}

=
{

infθ ∈ Θ(ε) ln
∏n

k=1
f(ξk,θ0)
f(ξk,θ)

> 0
}

={
infθ ∈ Θ(ε)

∑n
k=1 χk(θ) > 0

}
=
{
min1≤j≤.m infθ ∈ Uj(δ)

∑n
k=1 χk(θ) > 0

}
.

Отже, за монотоннiстю ймовiрностi

Pθ0

(∣∣∣θ̂n − θ0

∣∣∣ < ε
)
≥ Pθ0

(
min1≤j≤.m infθ ∈ Uj(δ)

∑n
k=1 χk(θ) > 0

)
≥

Pθ0 (min1≤j≤.m

∑n
k=1 χk(Uj(δ)) > 0) =

Pθ0

(⋂m
j=1

{
1
n

∑n
k=1 χk(Uj(δ)) > 0

})
→ 1, n→∞,

оскiльки за критерiєм Колмогорова посиленого закону великих чисел при
кожному j

1

n

∑n

k=1
χk(Uj(δ)) →P1 Mθ0 χ1(Uj(δ)) ≥ α/2 > 0, n→∞,

а скiнченний перерiз подiй одиничної ймовiрностi має ймовiрнiсть 1.
Отже, ОМВ – конзистентна.
Застосовуючи наведенi вище мiркування до подiй
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lim n→∞

{∣∣∣θ̂n − θ0

∣∣∣ < ε
}
⊃ lim n→∞

⋂m
j=1

{
1
n

∑n
k=1 χk(Uj(δ)) > 0

}
,

аналогiчно виводимо нерiвнiсть

Pθ0

(
lim n→∞{

∣∣∣θ̂n − θ0

∣∣∣ < ε}
)
≥

Pθ0

(
lim n→∞

⋂m
j=1

{
1
n

∑n
k=1 χk(Uj(δ)) > 0

})
,

де права частина дорiвнює 1 за критерiєм Колмогорова посиленого закону
великих чисел. Що i доводить строгу конзистентнiсть ОМВ �

9.6. Асимптотична нормальнiсть та ефективнiсть
ОМВ

У даному роздiлi припускатимемо, що параметрична множина Θ ⊂ R1.
Теорема (про асимптотичну нормальнiсть ОМВ). Нехай X =

(ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка, щiльнiсть одного спостереження f(y, ·) за-
довольняє умови регулярностi, умови конзистентностi ОМВ (с1-с3) та
тричi неперервно диференцiйовна за θ, причому вiдповiднi похiднi мажо-
руються за модулем iнтегровною величиною η :∣∣∂(i) ln f(ξ1, θ)/∂

(i)θ
∣∣ ≤ η, i = 1, 3, Mθ0η <∞.

Якщо iснує строго конзистентна ОМВ θ̂n для значення невiдомого
параметра θ0, яка є розв’язком рiвняння максимальної вiрогiдностi, то
ця оцiнка є асимптотично нормальною:

√
n(θ̂n − θ0) →W ζ ' N(0, 1/ i(θ0)), n→∞,
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де асимптотична дисперсiя визначається кiлькiстю iнформацiї за Фi-
шером, що мiститься в одному спостереженнi:

i(θ) = Mθ

(
∂

∂θ
ln f(ξ1, θ)

)2

.

Зауваження. Оскiльки повна iнформацiя за Фiшером у вибiрцi за
теоремою про адитивнiсть.iнформацiї за Фiшером дорiвнює In(θ) = n i(θ),
то з даної теореми випливає асимптотична ефективнiсть ОМВ, оскiльки
величина 1/n i(θ0) = 1/In(θ) збiгається з найменшою можливою межею
для дисперсiй незмiщених оцiнок параметра θ в теоремi про нерiвнiсть та
критерiй Крамера – Рао.

Доведення.
Розглянемо при i = 1, 3 такi випадковi величини:

U (i)(X, θ) = ∂(i) lnLn(X, θ)/∂(i)θ,

u(i)(y, θ) = ∂(i) ln f(y, θ)/∂(i)θ,

ζ
(i)
k (θ) = u(i)(ξk, θ).

За теоремою про функцiю вiрогiдностi кратної вибiрки має мiсце ади-
тивнiсть:

U (i)(X, θ) =
∑n

k=1
ζ

(i)
k (θ), ∀j = 1, 3,

де доданки в сумi є незалежними у сукупностi та однаково розподiлени-
ми випадковими величинами, як невипадковi однаковi функцiї вiд неза-
лежних та однаково розподiлених випадкових величин ξk. За зробленим
у теоремi припущенням всi цi доданки мажоруються iнтегровною вели-
чиною η.
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Зауважимо, що за теоремою про рiвняння максимальної вiрогiдностi
ОМВ є коренем функцiї впливу U = U (1). Звiдси за формулою розкладу
в ряд Тейлора

0 = U(X, θ̂n) ≡ U (1)(X, θ̂n) = U (1)(X, θ0)+

(θ̂n − θ0)U
(2)(X, θ0) + 0.5 · (θ̂n − θ0)

2U (3)(X, θ̃n),

де θ̃n ∈ [θ̂n, θ0] i θ̃n →P1 θ0 внаслiдок строгої конзистентностi ОМВ.
Розв’язуючи останню тотожнiсть вiдносно θ̂n− θ0, дiстанемо зображе-

ння √
n(θ̂n − θ0) = − αn

βn + (θ̂n − θ0) γn

,

де

αn =
1√
n
U (1)(X, θ0) =

1√
n

∑n

k=1
ζ

(1)
k (θ0),

βn =
1

n

∑n

k=1
ζ

(2)
k (θ0), γn =

1

2n

∑n

k=1
ζ

(3)
k (θ̃n).

За теоремою про центрованiсть функцiї впливу та про обчислення iн-
формацiї за Фiшером (в умовах регулярностi)

Mθ0 ζ
(1)
k (θ0) = Mθ0 u(ξ1, θ0) = 0,

Dθ0 ζ
(1)
k (θ0) = Dθ0 u(ξ1, θ0) = i(θ0).

Оскiльки величини ζ(1)
k (θ0) незалежнi у сукупностi, однаково розподi-

ленi та квадратично iнтегровнi за умовами регулярностi, то за класичною
центральною граничною теоремою

αn →W α ' N(0, i(θ0)), n→∞.
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Далi, з умов регулярностi та з теореми про обчислення iнформацiї за
Фiшером випливає тотожнiсть

Mθ0ζ
(2)
k (θ0) = Mθ0∂u(ξ1, θ0)/∂θ0 = −Mθ0(u(ξ1, θ0))

2 = −i(θ0),

до того ж абсолютна iнтегровнiсть вказаних величин є наслiдком умови
мажорованостi.

Тому за критерiєм Колмогорова посиленого закону великих чисел

βn →P1 −i(θ0), n→∞.

Нарештi, з умови мажорованостi похiдних логарифмiчної функцiї вi-
рогiдностi та з посиленого закону великих чисел випливає також обме-
женiсть майже напевне послiдовностi γn. Тому зi строгої конзистентностi
ОМВ виводимо, що

(θ̂n − θ0) γn →P1 0, n→∞.

Отже, знаменник у наведеному вище зображеннi для
√
n(θ̂n − θ0) має

границю
βn + (θ̂n − θ0) γn →P1 −i(θ0), n→∞.

Тому за теоремою про добуток слабко збiжної послiдовностi зi збiжною
√
n(θ̂n − θ0) →W − α

−i(θ0)
' N(0, i−1(θ0)), n→∞�

Вправа. Для кратної вибiрки з гама-розподiлом Γ(1, θ) спостережень ви-
вести рiвняння ОМВ та довести, що ОМВ є асимптотично нормальною та асим-
птотично ефективною. Знайти оцiнку методу моментiв та довести, що її ефе-
ктивнiсть менша за 1.
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10. Статистики вiд нормальних вибiрок
Важлива особливiсть нормальних спостережень полягає в тому, що ви-
бiркове середнє та нормована вибiркова дисперсiя незалежнi й мають на-
перед вiдомi розподiли.

Нагадаємо, шо ортонормованою називається матриця U така, що U−1 =
U ′.Усi вектори розглядатимемо як вектори-стовпчики, однак у друкова-
ному виглядi їх координати будемо виписувати в рядок. Скалярний до-
буток векторiв α, β дорiвнює α′β, де α′ – спряжений (транспонований) до
α вектор-рядок.

10.1. Стандартна нормальна вибiрка

Теорема (про вибiрковi моменти стандартної нормальної ви-
бiрки). Нехай вибiрка ζ = (ζ1, ..., ζn) є стандартним нормальним ве-
ктором. Тодi вибiрковi моменти

µ̂n =
1

n

∑n

k=1
ζk, ŝ2

n =
1

n− 1

∑n

k=1
(ζk − µ̂n)2

незалежнi, причому
√
n µ̂n ' N(0, 1), (n− 1) ŝ2

n ' χ2
n−1,

де χ2
n−1 – випадкова величина з хi-квадрат розподiлом, що має n−1 сту-

пiнь свободи.
Доведення.
Визначимо вектор q = (1/

√
n, k = 1, n), що має одиничну евклiдову

норму. Тодi µ̂n = ζ ′q/
√
n i

(n− 1)ŝ2
n =

∑n

k=1
(ζk − µ̂n)2 =

∑n

k=1
ζ2

k − n µ̂2
n = ζ ′ζ − (ζ ′q)(q′ζ).
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Нехай (q1, ..., qn−1) – доповнення вектора q до ортонормованого базису
в Rn,що iснує за теоремою Грама – Шмiдта. Позначимо U = (q1, ..., qn−1, q)

′

ортонормовану матрицю з рядками q′1, ..., q
′
n−1, q

′, що породжена цим ба-
зисом. Зауважимо, що за ортонормованiстю значення Uq = (0, ..., 0, 1) ≡ e
є одиничним вектором. Крiм того, за теоремою про лiнiйнi перетворення
нормальних векторiв вектор η = Uζ знову є стандартним нормальним
вектором. Тому

(n− 1)ŝ2
n = ζ ′ζ − (ζ ′q)(q′ζ) = ζ ′(I − q · q′)ζ =

η′U(I − q · q′)U ′η = η′(I − e · e′)η =
∑n−1

k=1
η2

k ' χ2
n−1

за означенням хi-квадрат розподiлу, оскiльки ηk, k = 1, n− 1, є незале-
жними у сукупностi величинами iз стандартним нормальним розподiлом.

За теоремою про векторнi перетворення незалежних величин стати-
стика χ2

n−1 не залежить вiд ηn = q′ζ =
√
nµ̂n, оскiльки величини (η1, ..., ηn−1)

та ηn незалежнi внаслiдок означення стандартного нормального вектора
η = (η1, ..., ηn).

Нарештi, середнє µ̂n як лiнiйне перетворення за теоремою про лiнiйнi
перетворення нормальних векторiв має нормальний розподiл, iз середнiм
0 i дисперсiєю Dµ̂n = n/n2 = 1/n �

10.2. Загальна нормальна вибiрка

Теорема (про вибiрковi середнє та дисперсiю нормальної ви-
бiрки). Нехай X = (ξ1, ..., ξn) кратна вибiрка з нормальним розподiлом
спостережень ξk ' N(µ, σ2). Тодi статистики µ̂n i ŝ2

n незалежнi, при-
чому

√
n
µ̂n − µ

σ
' N(0, 1),

(n− 1)ŝ2
n

σ2
' χ2

n−1,
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n
σ̂2

n

σ2
=

1

σ2

∑n

k=1
(ξk − µ)2 ' χ2

n.

Доведення.
Розглянемо лiнiйне перетворення ζ = (ζk = (ξk − µ)/σ, k = 1, n).

Вектор ζ є стандартним нормальним вектором, тому що за означенням
величини (ξk − µ)/σ є незалежними стандартними нормальними. Оскiль-
ки першi двi статистики в твердженнi теореми збiгаються вiдповiдно з
нормованими вибiрковим середнiм та вибiрковою дисперсiєю для вибiр-
ки ζ, то перше твердження теореми є наслiдком теореми про вибiрковi
моменти стандартної нормальної вибiрки. Третя статистика збiгається iз
сумою

∑n
k=1 ζ

2
k i має хi-квадрат розподiл за означенням �

Вправа.
(1) Вивести з центральної граничної теореми, що

(χ2
n − n)/

√
2n→W ζ ' N(0, 1), n→∞.

(2) Довести апроксимацiю Фiшера:√
2χ2

n −
√

2n→W ζ ' N(0, 1), n→∞.

10.3. Статистики Стьюдента та Фiшера

Означення. Випадкова величина τn має t-розподiл, або розподiл Стью-
дента, iз n ступенями свободи, якщо її можна подати у виглядi

τn =
ζ√
χ2

n / n
,

де ζ ' N(0, 1) – стандартна нормальна величина, а χ2
n – незалежна вiд

неї величина iз хi-квадрат розподiлом та n ступенями свободи.
Вправа.
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(1) Виходячи з виразу для щiльностi хi-квадрат як часткового випадку гама-
щiльностi, довести, що щiльнiсть τn має вигляд

fτn(x) = cn(1 + x2/n)−(n+1)/2, cn = (πn)−1/2Γ((n+ 1)/2)/Γ(n/2),

причому Mτn = 0, Dτn = n/(n− 2), n > 2.
(2) Довести, що τn →W ζ ' N(0, 1), n→∞.
Означення. Випадкова величина φn,m має розподiл Фiшера, або ж

Снедекора – Фiшера, iз n,m ступенями свободи, якщо її можна подати
у виглядi

φn,m =
χ2

n / n

χ2
m / m

,

де χ2
n, χ

2
m – незалежнi величини iз хi-квадрат розподiлом та n,m сту-

пенями свободи вiдповiдно.
Вправа.Довести, що щiльнiсть φn,m має вигляд

fnm(x) = cnmx
n/2−1

(
1 + n

m
x
)−(n+m)/2

, cnm = ( n
m

)n/2B(n
2
, m

2
).

Теорема (про статистику Стьюдента вiд нормальної вибiрки).
Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з нормальним розподiлом
ξk ' N(µ, σ2). Тодi статистика

τn−1 =
√
n
µ̂n − µ

ŝn

має розподiл Стьюдента iз n− 1 ступенем свободи.
Доведення.
За теоремою про вибiрковi середнє та дисперсiю нормальної вибiрки

пiсля дiлення на σ чисельник
√
n(µ̂n−µ)/σ має стандартний нормальний

розподiл, i не залежить вiд знаменника ŝn/σ =
√

(n− 1)ŝ2
n /σ

2(n− 1) '√
χ2

n−1 / (n− 1).Тому весь дрiб τn−1 має розподiл Стьюдента �
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11. Iнтервальнi оцiнки параметрiв нормаль-
них спостережень

Розглянемо лише двостороннi iнтервальнi оцiнки для параметрiв кратної
нормальної вибiрки X = (ξ1, ..., ξn), ξk ' N(µ, σ2), одностороннi оцiнки
виводяться аналогiчно.

Нижче xα означатиме двостороннiй квантиль вiрогiдного рiвня
1− α для стандартного нормального розподiлу:

P (|ζ| ≤ xα) = 1− α, Φ(xα) = 1− α/2.

Аналогiчний змiст мають квантилi ynα для розподiлу Стьюдента, znα

– для хi-квадрат розподiлу:

P (|τn| ≤ ynα) = 1− α, P (χ2
n ≤ znα) = 1− α/2.

Доведення наведених нижче оцiнок є очевидним наслiдком теореми
про вибiрковi середнє та дисперсiю нормальної вибiрки, та означення вiд-
повiдних квантилей.

11.1. Оцiнка середнього при вiдомiй дисперсiї

Оскiльки при вiдомiй дисперсiї σ2 статистика ζ =
√
n(µ̂n−µ)/σ ' N(0, 1)

є стандартною нормальною, то

P

(
µ̂n −

σ√
n
xα ≤ µ ≤ µ̂n +

σ√
n
xα

)
= P (|ζ| ≤ xα) = 1− α.
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11.2. Оцiнка дисперсiї при вiдомому середньому

У випадку вiдомого середнього µ для вiдповiдно модифiкованої вибiркової
дисперсiї σ̂2

n = 1
n

∑n
k=1(ξk − µ)2 зi спiввiдношення nσ̂2

n/σ
2 ' χ2

n виводимо,
що

P (nσ̂2
n / znα ≤ σ2 ≤ nσ̂2

n / zn,2−α) =

P (zn,2−α ≤ χ2
n ≤ znα) = 1− α/2− α/2 = 1− α.

11.3. Оцiнка середнього при невiдомiй дисперсiї

За теоремою про статистику Стьюдента вiд нормальної вибiрки статисти-
ка τn =

√
n(µ̂n−µ) / ŝn має розподiл Стьюдента з n−1 ступенем свободи.

Тому

P

(
µ̂n −

ŝn√
n
yn−1,α ≤ µ ≤ µ̂n +

ŝn√
n
yn−1,α

)
= P (|τn| ≤ yn−1,α) = 1− α.

11.4. Оцiнка дисперсiї при невiдомому середньому

Оскiльки (n− 1) ŝ2
n/σ

2 ' χ2
n−1 , то

P ((n− 1)ŝ2
n / zn−1,α ≤ σ2 ≤ (n− 1)ŝ2

n / zn−1,2−α) =

P (zn−1,2−α ≤ χ2
n−1 ≤ zn−1,α) = 1− α/2− α/2 = 1− α.

Вправа. Нехай X = (ξ1, ..., ξn) кратна нормальна вибiрка з розподiлом
ξk ' N(µ, σ2), Φµσ нормальна функцiя розподiлу з параметрами µ, σ2, а µ̂n, σ̂

2
n

– вибiрковi середнє та дисперсiя. Довести, що: (а) для кожного t > 0 розподiл
приросту ∆t = Φµσ(µ̂n + tσ̂n)− Φµσ(µ̂n − tσ̂n) залежить лише вiд t, (б) якщо
t = yn−1,α

√
1 + 1/n, то M∆t = α.
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12. Задачi перевiрки статистичних гiпотез

На вiдмiну вiд задач статистичного оцiнювання, задача перевiрки ста-
тистичної гiпотези полягає у формуваннi дихотомiчного висновку щодо
вiдповiдностi наявних спостережень (вибiрки) певним припущенням про
їх розподiл, тобто про властивостi ймовiрностi Pθ. Тут θ – iстинне значен-
ня параметра, а (Pθ, θ ∈ Θ) – параметрична сiм’я розподiлiв з означення
статистичного простору.

Довiльне припущення про розподiл вибiрки при iстинному значеннi
параметра θ називається статистичною гiпотезою. Часто статистичнi гi-
потези формулюють у виглядi

H0 : θ ∈ Θ0,

де Θ0 ⊂ Θ – певна параметрична пiдмножина. Якщо параметричний про-
стiр збiгається з множиною всiх можливих розподiлiв вибiрки, то будь-яка
гiпотеза може бути зображена у наведеному виглядi.

Як ми побачимо пiзнiше, статистичнi властивостi (зокрема, якiсть) ви-
сновкiв щодо розподiлу вибiрки суттєво залежать не тiльки вiд вигляду
статистичної гiпотези, а й вiд множини значень параметра, що не задо-
вольняють цю гiпотезу. Треба мати на увазi, що вказана множина значень
не завжди збiгається з доповненням параметричної множини Θ0.

Статистичною альтернативою називається таке припущення про роз-
подiл вибiрки, яке вважається завжди виконаним у випадку, коли не
справджується основна статистична гiпотеза. Статистичнi альтернативи
формулюють у виглядi

H1 : θ ∈ Θ1,

де Θ1 ⊂ Θ. Якщо Θ1 = Θ \ Θ0, то альтернатива може не формулюватися
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явно. Якщо ж має мiсце строге включення Θ0 ∪Θ1 ⊂ Θ, то основна гiпо-
теза H0, на вiдмiну вiд альтернативної, називається нульовою гiпотезою.

Означення. Статистична гiпотеза H0 : θ ∈ Θ0 називається про-
стою гiпотезою, якщо множина Θ0 = {θ0} є одноелементною, причому
розподiл Pθ0(X ∈ ·) вiдомий повнiстю.

Приклади
1. Нормальна вибiрка з вiдомою дисперсiєю. В якостi невiдомого па-

раметра нормального розподiлу виступає середнє: θ = µ, дисперсiя σ2

вважається вiдомою. При фiксацiї µ щiльнiсть спостережень повнiстю вi-
дома, тому гiпотеза H0 : θ = µ0 є простою.

2. Нормальна вибiрка з невiдомою дисперсiєю. Якщо параметр θ =
(µ, σ2), то при виконаннi гiпотези H0 : θ = µ0 вибiрковi щiльностi можуть
мати рiзнi дисперсiї, тому гiпотеза не є простою.

12.1. Статистика критерiю, критична область

Звичайно статистичний висновок щодо вибiрки робиться на пiдставi ана-
лiзу певної функцiї вiд вибiрки – статистики критерiю. Ця функцiя κ̂(X) :
S → D є довiльною статистикою (вимiрною функцiєю вiд вибiрки) зi зна-
ченнями в деякому вимiрному просторi D. Для визначення результату
статистичного висновку щодо якiсної (дихотомiчної) властивостi розпо-
дiлу спостережень на основi значення κ̂ досить розбити множину D =
D0 ∪D1 на двi частини й у випадку

(0) включення κ̂ ∈ D0 – приймати нульову гiпотезу,
(1) при κ̂ ∈ D1 – приймати альтернативу, тобто вiдхиляти нульову

гiпотезу.
Множина D1, на якiй вiдхиляється нульова гiпотеза, називається кри-

тичною областю статистики критерiю. Очевидно, що довiльний алгоритм
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дихотомiчного вибору на пiдставi значення вибiрки X можна подати у на-
веденому виглядi, обираючи, наприклад, D = {0, 1}, D0 = {0}, D1 = {1}
та вiдповiдно конструюючи D-значну статистику критерiю.

На практицi частiше обирають D = R, D0 = (−∞, x0), D1 = [x0,∞).
У цьому випадку статистика критерiю є числовою величиною, а число x0

визначає критичний рiвень статистики критерiю.
У загальному випадку з критичною областю статистики D1 можна

пов’язати критичну область вибiрки

W = {x ∈ S : κ̂(x) ∈ D1}.

При потрапляннi вибiркового значення X у критичну область нульова
гiпотеза вiдкидається, в протилежному випадку – вiдкидається альтер-
натива.

Означення. Статистичним критерiєм називається пара
(κ̂(X), D1), що утворена D-значною статистикою критерiю κ̂(X) та
її критичною областю D1 ⊂ D.

Алгоритм перевiрки статистичної гiпотези H0 проти альтернативи H1

за допомогою критерiю (κ̂, D1) виконується в два етапи:
(1) обчислюють значення κ̂ = κ̂(X),

(2) перевiряють включення κ̂ ∈ D1, що еквiвалентне X ∈ W ,
(2.1) якщо воно справджується, то нульова гiпотеза H0 на пiдставi

спостережень X вiдкидається i приймається альтернатива,
(2.0) якщо ж це включення не справджується, то нульова гiпотеза

H0 на пiдставi спостережень X не може бути вiдкинута, отже, приймає-
ться, а альтернатива H1 вiдкидається.
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12.2. Рiвень та потужнiсть критерiю

Наведенi вище означення критерiю перевiрки гiпотези є суто технiчними
i безпосередньо не пов’язанi з якiстю статистичного висновку. Для ви-
значення показникiв якостi зауважимо, що алгоритм перевiрки гiпотези
спричиняє лише одне з двох можливих рiшень: прийняття або вiдхилення
нульової гiпотези. Кожне з цих рiшень може призвести до похибки.

Означення. Похибкою першого роду статистичного критерiю на-
зивається вiдхилення нульової гiпотези за умови, що вона справджує-
ться.

Похибкою другого роду називається прийняття нульової гiпотези
за умови, коли справджується альтернатива.

Вказанi помилковi рiшення пов’язанi з вiдповiдними випадковими по-
дiями. Ймовiрностi цих подiй називаються ймовiрностями похибок пер-
шого та другого роду.

Означення. Нехай нульова гiпотеза має вигляд H0 : θ ∈ Θ0, а аль-
тернатива H1 : θ ∈ Θ1.Вiрогiдним рiвнем статистичного критерiю
(κ̂, D1) називається функцiя вiд θ, що задає ймовiрностi похибок пер-
шого роду:

Pθ(κ̂(X) ∈ D1) = Pθ(X ∈ W ), θ ∈ Θ0.

Потужнiстю критерiю називається доповнення ймовiрностi похибки
другого роду до одиницi (тобто ймовiрнiсть правильного – альтерна-
тивного – висновку при альтернативi), що задається функцiєю:

1− Pθ(κ̂(X) ∈ D0) = Pθ(κ̂(X) ∈ D1) = Pθ(X ∈ W ), θ ∈ Θ1.

Зауваження. У випадку, коли нульова гiпотеза є простою гiпотезою,
вiрогiдний рiвень задається одним числом: Pθ0(X ∈ W ), оскiльки при
θ ∈ Θ0 = {θ0} розподiл вибiрки вiдомий повнiстю.
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Ймовiрнiсть Pθ(X ∈ W ) попадання вибiрки у критичну область як
функцiя вiд усiх θ ∈ Θ0 ∪ Θ1 називається оперативною характеристикою
критерiю.

Маючи на метi одночасну мiнiмiзацiю ймовiрностей похибок першого
та другого роду, для створення якiсного критерiю треба вiдшукати таку
статистику κ̂(X), яка була б ”чутливою” до iстинного значення невiдомого
параметра:

– при виконаннi нульової гiпотези набувала б переважно значень iз
множини D0 (наприклад, ”досить помiрних” значень) – що зменшує ймо-
вiрнiсть похибки першого роду,

– при виконаннi альтернативи – переважно значень iз доповнення
D1 = D \ D0 (наприклад, ”надмiрно великих значень”) – що зменшує
ймовiрнiсть похибки другого роду.

Очевидно, що задача побудови оптимального статистичного критерiю
зводиться до одночасної мiнiмiзацiї ймовiрностей похибок першого та дру-
гого роду, або ж до мiнiмiзацiї його вiрогiдного рiвня при максимiзацiї
потужностi. Ця задача є внутрiшньо суперечливою, оскiльки i рiвень, i
потужнiсть (як значення однiєї оперативної характеристики на рiзних
множинах) одночасно монотонно (у напрямку зростання) залежать вiд
критичної областi вибiрки W. Зокрема, при W = ∅ iмовiрнiсть похибки
першого роду нульова, другого роду – дорiвнює одиницi, а потужнiсть ну-
льова. ПриW = S має мiсце протилежна ситуацiя – похибка першого роду
i потужнiсть одночасно одиничнi. Тому задачу вiдшукання оптимального
критерiю зводять до задачi умовної оптимiзацiї – знаходження максимуму
потужностi при фiксацiї рiвня – максимальної похибки першого роду.

Означення. Критерiй (κ̂, D1) має вiрогiдний рiвень α, якщо ймо-
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вiрностi похибок першого роду не перевищують α :

Pθ(κ̂(X) ∈ D1) = Pθ(X ∈ W ) ≤ α, ∀θ ∈ Θ0.

i хоча б одна з цих нерiвностей є рiвнiстю.
Зауваження. Якщо нульова гiпотеза є простою гiпотезою, то в озна-

ченнi рiвня критерiю обов’язково має мiсце рiвнiсть. Дiйсно, в такому
випадку маємо єдине значення параметру i одну нерiвнiсть, яка за озна-
ченням перетворюється на рiвнiсть.

Означення. Критерiй (κ̂, D1) є незмiщеним критерiєм, якщо його
потужнiсть не менша за його рiвень α :

Pθ(κ̂(X) ∈ D1) = Pθ(X ∈ W ) ≥ α, ∀θ ∈ Θ1.

Означення. Критерiй (точнiше, послiдовнiсть критерiїв) (κ̂n, D1)
вiрогiдного рiвня α, що побудований для кожного n за кратною вибiркою
об’єму n, є конзистентним критерiєм, якщо його потужнiсть прямує до
одиницi:

Pθ(κ̂n ∈ D1) → 1, n→∞, ∀θ ∈ Θ1.

Очевидно, що конзистентнi критерiї є асимптотичними розв’язками
умовної задачi оптимiзацiї критерiю за рiвнем та потужнiстю.
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13. Непараметричнi критерiї для функцiї
розподiлу

Розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, ..., ξn), в якiй окремi спостереження
мають невiдому неперервну функцiю розподiлу F (x) = P (ξ1 < x). З фор-
мального погляду дана схема вiдповiдає параметричному просторовi Θ,
що мiстить усi функцiї розподiлу, а нульова гiпотеза може мати вигляд
H0 : θ = F . для заданої F.

13.1. Критерiй узгодженостi Колмогорова

Перевiряється гiпотеза узгодженостi кратної вибiрки iз заданою функцiєю
розподiлу F , тобто припущення, що функцiя розподiлу окремих спостере-
жень збiгається з наперед заданою неперервною функцiєю розподiлу F .
Як альтернативу будемо розглядати клас усiх неперервних функцiй роз-
подiлу, вiдмiнних вiд F. Критерiй є непараметричним, адже невiдомою є
вся функцiя розподiлу, а не окремi параметри.

Побудова критерiю грунтується на статистицi Колмогорова:

κ̂n(X) =
√
n supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ ,

де
F̂n(x) =

1

n

∑n

k=1
1{ξk < x}

– емпiрична функцiя розподiлу.
За теоремою Колмогорова про вiдхилення емпiричної функцiї розпо-

дiлу (що наведена вище в роздiлi про емпiричну функцiю розподiлу) роз-
подiл статистики κ̂n(X) за нульової гiпотези не залежить вiд невiдомої



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 360 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

функцiї розподiлу F та має мiсце збiжнiсть в основному

P (κ̂n < x) → P (κ < x) = K(x), n→∞,

де функцiя розподiлу K(x) повнiстю вiдома:

K(x) ≡
∑+∞

k=−∞
(−1)k exp(−2k2x2).

Критерiй Колмогорова задається парою (κ̂n, [xα,∞)), де критичний
рiвень xα знаходиться за вiрогiдним рiвнем α з умови K(xα) = 1 − α.
Нульова гiпотеза про узгодженiсть вiдхиляється, якщо κ̂n ≥ xα. Рiвень
критерiю наближено (i тим точнiше, чим бiльший обсяг вибiрки) дорiвнює

P (κ̂n ≥ xα) ≈ P (κ ≥ xα) = 1−K(xα) = α.

Отже, для скiнченних n критерiй Колмогорова є наближеним. Йо-
го можна зробити точним, якщо для побудови критичного рiвня замiсть
K(x) використати точне значення функцiї розподiлу статистики κ̂n.

Для дослiдження потужностi критерiю припустимо, що розглядає-
ться нульова гiпотеза H0 : θ = F, де F – гiпотетична функцiя розпо-
дiлу спостережень, а iстинна функцiя розподiлу вiдповiдає альтернативi
H1 : θ = θ1 ≡ F1. Тодi потужнiсть критерiю дорiвнює

Pθ1

(√
n supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ ≥ xα

)
=

Pθ1

(√
n supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− F1(x) + F1(x)− F (x)
∣∣∣ ≥ xα

)
≥

Pθ1(
√
n∆− κ̃n ≥ xα), де ∆ = supx ∈ R |F (x)− F1(x)| > 0,

κ̃n =
√
n supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− F1(x)
∣∣∣→W κ
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за теоремою Колмогорова в припущеннi H1. Тому
Pθ1(

√
n∆−κ̃n ≥ xα) → 1, отже, потужнiсть критерiю Колмогорова прямує

до 1 при кожнiй простiй альтернативi. Критерiй є конзистентним.

13.2. Критерiй однорiдностi Смiрнова

Одночасно з вибiркою X розглянемо iншу кратну вибiрку Y = (η1, ..., ηm)
об’ємом m, що не залежить вiд X, iз неперервною функцiєю розподiлу
окремих спостережень G(y) = P (η1 < y). Параметризуючи розподiл пов-
ного вектора спостережень (X, Y ) як пару функцiй розподiлу θ = (F,G),
розглянемо складну нульову гiпотезу однорiдностi

H0 : F = G, F – неперервна, X i Y – незалежнi

проти альтернативи

H1 : F 6= G, F,G – неперервнi, X i Y – незалежнi.

Позначимо емпiричну функцiю розподiлу другої вибiрки

Ĝm(y) =
1

m

∑m

k=1
1{ηk < y}.

Теорема (теорема Смiрнова про вiдхилення емпiричних фун-
кцiй розподiлу). За нульової гiпотези H0 розподiл статистики Смiр-
нова:

κ̂nm =

√
mn

m+ n
supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− Ĝm(x)
∣∣∣

не залежить вiд вигляду невiдомої функцiї розподiлу F = G, i для всiх
x ∈ R має мiсце збiжнiсть

P (κ̂nm < x) → P (κ < x) = K(x), n,m→∞,
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де функцiя K(x) та сама, що й у теоремi Колмогорова про вiдхилення
емпiричної функцiї розподiлу.

Доведення не наводиться.
Критерiй Смiрнова задається парою (κ̂nm, [xα,∞)), де критичний рi-

вень xα визначається за вiрогiдним рiвнем α умовою K(xα) = 1−α. Рiвень
критерiю наближено дорiвнює

P (κ̂nm ≥ xα) ≈ P (κ ≥ xα) = 1−K(xα) = α.

Для дослiдження потужностi критерiю припустимо, що виконується
альтернатива: θ ∈ H1. Тодi потужнiсть критерiю дорiвнює

Pθ

(√
mn

m+n
supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− Ĝm(x)
∣∣∣ ≥ xα

)
=

Pθ

(
supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− F (x) +G(x)− Ĝm(x) + F (x)−G(x)
∣∣∣√ mn

m+n
≥ xα

)
≥ Pθ

(√
mn

m+n
∆− κ̃n − κ̃m ≥ xα

)
, де ∆ = supx ∈ R |F (x)−G(x)| > 0,

κ̃n =
√
n supx ∈ R

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣→W κ,

κ̃m =
√
m supx ∈ R

∣∣∣Ĝm(x)−G(x)
∣∣∣→W κ

за теоремою Колмогорова про вiдхилення емпiричної функцiї розподiлу.
Тому

√
mn

m+n
∆ − κ̃n − κ̃m →P ∞, отже, потужнiсть критерiю Смiрнова

прямує до одиницi при кожнiй простiй альтернативi. Критерiй є конзи-
стентним.
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14. Деякi ранговi критерiї

Значна кiлькiсть стiйких до випадкових збурень критерiїв будується з
використанням рангових статистик.

Означення. Ранговими статистиками називаються координати ве-
ктора рангiв R = (R1, ..., Rn), де значення Rk задає номер k-го спостере-
ження у варiацiйному рядi:

ξk = ξ(Rk), (ξ1, ..., ξn) = (ξ(R1), ..., ξ(Rn)).

Приклад. Нехай спостерiгається вибiрка X = (2, 7, 4, 5). Тодi варiа-
цiйний ряд має вигляд (2, 4, 5, 7), а вектор рангiв дорiвнює (1, 4, 2, 3).

Як показано в роздiлi про ранговi статистики, для кратної вибiрки з
неперервною функцiєю розподiлу вектор R рiвномiрно розподiлений на
множинi всiх перестановок Πn порядку n.

14.1. Критерiй однорiдностi Вiлкоксона

Розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, ..., ξn), в якiй окремi спостереження
мають невiдому неперервну функцiю розподiлу F (x) = P (ξ1 < x) i одно-
часно незалежну кратну вибiрку Y = (η1, ..., ηm) зi спiльною неперервною
функцiєю розподiлу G(y) = P (η1 < y). Для перевiрки нульової гiпотези
однорiдностi

H0 : G = F, X та Y незалежнi,

використаємо об’єднану вибiрку

Z = (ξ1, ..., ξn, η1, ..., ηm)
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та позначимо через Rj ранг j-го спостереження у вибiрцi Z. За нульової
гiпотези вибiрка Z є кратною об’єма N = n+m, тому вектор R рiвномiрно
розподiлений на множинi перестановок ΠN порядку N.

Визначимо статистику Вiлкоксона

Snm =
∑n

j=1
Rj,

яка задає сумарний ранг вибiрки X в об’єднанiй вибiрцi Z.
За нульової гiпотези H0 розподiл статистики Snm однозначно визнача-

ється лише значеннями n,m. Це дає можливiсть знайти критичний рiвень
статистики для забезпечення заданого вiрогiдного рiвня α. Вигляд кри-
тичної областi визначається альтернативою.

Нехай альтернативою є вiд’ємний зсув вибiрки Y вiдносно X на вели-
чину ∆ > 0, тобто

H1 : G(y) = F (y + ∆), ∀y ∈ R, X та Y незалежнi.

У цьому разi η1 ' ξ1−∆, отже, значення статистики Snm будуть пере-
важно бiльшими у випадку альтернативи порiвняно з нульовою гiпотезою,
оскiльки елементи вибiрки X отримуватимуть переважно бiльшi ранги.
Тому критичними для нульової гiпотези слiд вважати великi значення
статистики. Отже, критична область повинна мати вигляд [xnm(α),∞), де
рiвень xnm(α) визначається умовою P (Smn ≥ xnm(α)) ≈ α. Знаходження
рiвня можливе з використанням таблиць або спецiальних комп’ютерних
програм.

14.2. Зауваження щодо рандомiзованих критерiїв.

Оскiльки статистика Smn має дискретний розподiл, то її функцiя роз-
подiлу має лише злiченну множину значень, i для довiльного α ∈ (0, 1)
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неможливо пiдiбрати критичне значення xnm(α) так, щоб за нульової гi-
потези критерiй мав точний вiрогiдний рiвень α.

Для забезпечення точного рiвня використовують таку процедуру ран-
домiзацiї. Нехай α1 ≤ α ≤ α2 – найближчi до α ймовiрностi, для яких
рiвняння

P (Smn ≥ xi) = αi, i = 1, 2,

мають точнi розв’язки xi. Згенеруємо незалежну вiд Smn випадкову ве-
личину υ ∈ {1, 2} таку, що P (υ = 1) = ε, P (υ = 2) = 1 − ε. Ви-
значимо випадковий (рандомiзований) критичний рiвень x(α) = xυ ≡
x11{υ=1} + x21{υ=2}.Тодi за формулою повної ймовiрностi

P (Smn ≥ x(α)) = εP (Smn ≥ x1) + (1− ε)P (Smn ≥ x2) =

εα1 + (1− ε)α2 = α,

якщо обрати ε = (α2−α)/(α2−α1) ∈ [0, 1]. Отже, рандомiзована критична
область [xυ,∞) має точний вiрогiдний рiвень α.

14.3. Асимптотична нормальнiсть статистики Вiлко-
ксона

При великих значеннях вибiрки можна скористатись асимптотичною нор-
мальнiстю статистики Вiлкоксона. Обчислимо

MSnm =
∑n

j=1MRj = n(N + 1)/2 = n(n+m+ 1)/2,

DSnm = MS2
nm − (MSnm)2 =∑n

j=1MR2
j +

∑n
i6=j=1MRjRi − (MSnm)2 =
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∑n
j=1

∑
r∈ΠN

r2
j/N ! +

∑n
i6=j=1

∑
r∈ΠN

rirj/N !− (MSnm)2 =

n (N + 1)(2N + 1)/6 + n(n− 1)(N + 1)(3N + 2)/12− (MSnm)2 =

n(N + 1)(N − n)/12 = n m (n+m+ 1)/12.

Можна довести, що за нульової гiпотези має мiсце слабка збiжнiсть
при n,m → ∞ центрованої та нормованої статистики Вiлкоксона до ве-
личини зi стандартним нормальним розподiлом

κnm =
Snm − n(n+m+ 1)/2√
n m (n+m+ 1)/12

=
Snm −MSnm√

DSnm

→W ζ ' N(0, 1).

Звiдси знаходимо критичну область для статистики Snm так, щоб вi-
рогiдний рiвень критерiю наближено збiгався iз заданим:

xnm(α) = n(n+m+ 1)/2 + xα

√
nm(n+m+ 1)/12,

де xα квантиль рiвня 1− α стандартного нормального розподiлу.
Якщо виконується альтернатива H1 : F 6= G, то можна пiдрахувати

MSnm =
∑n

j=1M(1 +
∑n

k=1,k 6=j 1{ξj ≥ ξk} +
∑m

k=1 1{ξj ≥ ηk}) =

n (1 + (n− 1)/2 +m P (ξ1 ≥ η1)) =

n(n+m+ 1)/2− nm δ, де δ = P (ξ1 < η1)− 1/2.

За умови, що δ ≡
∫
F (x)dG(x)− 1/2 < 0, звiдси виводимо, що

κnm =
Snm − n(n+m+ 1)/2√
n m (n+m+ 1)/12

=
Snm −MSnm − nm δ√
n m (n+m+ 1)/12

→P ∞, n,m→∞,

тобто критерiй є конзистентним.
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14.4. Критерiй незалежностi Спiрмена

Розглянемо двi кратнi вибiрки X = (ξ1, ..., ξn) та Y = (η1, ..., ηn) однаково-
го об’єму n. Позначимо R = (R1, ..., Rn) та S = (S1, ..., Sn) вектори рангiв
цих вибiрок. При виконаннi нульової гiпотези H0 про незалежнiсть
X i Y та неперервнiсть спiльної функцiї розподiлу вектори R i S незале-
жнi в сукупностi та рiвномiрно розподiленi на множинi Πn перестановок
порядку n. Зокрема,

MRk = MSk = (n+ 1)/2,

MR2
k =

∑n
i=1 i

2(n− 1)!/n! = (n+ 1)(2n+ 1)/6, DRk = (n2 − 1)/12,

MRkRj =
∑

i6=l il(n− 2)! /n! = (n+ 1)(3n+ 2)/12, j 6= k,

Cov(Rk, Rj) = MRkRj −MRkMRj = −(n+ 1)/12, j 6= k.

Використаємо для перевiрки H0 статистику, що визначає вибiрковий
коефiцiєнт кореляцiї мiж векторами рангiв:

ρ̂n =
∑n

k=1(Rk −MRk)(Sk −MSk) / σ̂R σ̂S,

σ̂2
R =

∑n
k=1(Rk −MRk)

2, σ̂2
S =

∑n
k=1(Sk −MSk)

2.

За нерiвнiстю Кошi статистика ρ̂n набуває значень iз вiдрiзку [−1, 1].
При повнiй тотожностi векторiв рангiв R = S, що свiдчить про повну по-
зитивну залежнiсть мiж X i Y , маємо ρ̂n = 1, а при повнiй протилежностi
ρ̂n = −1. Отже, великi за абсолютною величиною значення статистики
вказують на залежнiсть векторiв рангiв та вiдповiдних вибiрок.

З використанням теореми про розподiл вектора рангiв можна пiдра-
хувати (Вправа), що

σ̂2
R = σ̂2

S = n(n2 − 1) / 12.
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Звiдси знаходимо еквiвалентне зображення для статистики Спiрмена

ρ̂n =
12

n(n2 − 1)

∑n

k=1

(
Rk −

n+ 1

2

)(
Sk −

n+ 1

2

)
=

1− 6

n(n2 − 1)

∑n

k=1
(Rk − Sk)

2.

За нульової гiпотези

Mρ̂n =
12

n(n2 − 1)

∑n

k=1
M

(
Rk −

n+ 1

2

)(
Sk −

n+ 1

2

)
= 0,

Dρ̂n = Mρ̂2
n =

144

n2(n2 − 1)2

∑n

i, j=1
Cov(Ri, Rj) Cov(Si, Sj) =

1

n− 1
.

Вправа. Перевiрити останню рiвнiсть на пiдставi наведених вище виразiв
для коварiацiй рангових статистик.

Як вiдзначено вище, критичними для гiпотези незалежностi є великi
значення ρ̂n. Тому критична область критерiю про незалежнiсть має ви-
гляд D1 = {ρ : |ρ| ≥ rα}. Для забезпечення рiвня α за нульової гiпотези
при малих об’ємах n використовують табульованi значення квантилей
розподiлу статистики Спiрмена, а при великих n – асимптотичну нор-
мальнiсть √

n− 1 ρ̂n →W ζ ' N(0, 1),

звiдки наближено rα = xα/2/
√
n− 1, де xα/2 квантиль рiвня 1− α/2 стан-

дартного нормального розподiлу.
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15. Критерiй хi-квадрат Пiрсона у полiномi-
альнiй схемi Бернуллi

Критерiй хi-квадрат – найбiльш унiверсальний з вiдомих критерiїв i може
бути застосований до перевiрки гiпотез для великої кiлькостi статисти-
чних моделей.

Використовуючи групування спостережень, або ж пiдрахунок емпiри-
чних частот для певної групи подiй, дуже часто вибiрковий вектор можна
звести до вигляду X = (ζ1, ..., ζn), де окремi спостереження незалежнi у
сукупностi, однаково розподiленi й можуть набувати скiнченну кiлькiсть
iз k рiзних значень {x1, ..., xk}:

Pθ(ζ1 = xi) = pi > 0, i = 1, k,
∑k

i=1
pi = 1.

Така схема випробувань є узагальненням бiномiальної схеми випробувань
Бернуллi, де k = 2, i називається полiномiальною схемою випробувань
Бернуллi. Параметром у данiй схемi виступає невiдомий дискретний роз-
подiл θ = (pi, i = 1, k).

Аналогом вiдносної частоти успiхiв для полiномiальної схеми є вектор
емпiричних частот: ν̂n = (ν̂n1, ..., ν̂nk), де величина

ν̂ni =
∑n

j=1
1{ζj = xi} =

∣∣{j : ζj = xi}
∣∣ , i = 1, k,

дорiвнює кiлькостi тих випробувань iз загальної кiлькостi n, що заверши-
лися результатом xi.

Оскiльки функцiя вiрогiдностi вибiрки X iз вектором параметрiв θ =
(pi, i = 1, k) має вигляд

L(X, θ) =
∏n

j=1
pζj

=
∏k

i=1
pν̂ni

i ,
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то вектор вiдносних емпiричних частот ν̂n/n збiгається з оцiнкою макси-
мальної вiрогiдностi параметра θ :

arg max θ L(X, θ) = arg max θ

∑k

i=1
ν̂ni ln pi = (ν̂ni/n, i = 1, k) = ν̂n/n.

Для обчислення умовного максимуму на множинi {θ = (pi) : pi > 0,∑
pi = 1} тут застосовано метод множникiв Лагранжа.
Якщо iнтерпретувати при кожному фiксованому i подiю {ζj = xi} як

j-й успiх у послiдовностi з n випробувань Бернуллi, а решту значень ζj

– як неуспiх, прийдемо до висновку, що величина ν̂ni є вiдповiдною кiль-
кiстю успiхiв у n випробуваннях Бернуллi. Тому вона має бiномiальний
розподiл iз параметрами n i pi, зокрема,

Mθν̂ni = npi, Dθν̂ni = npi(1− pi),

а вiдносна частота успiхiв ν̂ni/n є строго конзистентною асимптотично
нормальною оцiнкою ймовiрностi pi за теоремою про властивостi вiдно-
сної частоти. Оскiльки перерiз подiй одиничної ймовiрностi має ймовiр-
нiсть 1, то вектор ν̂n/n є строго конзистентною оцiнкою для дискретного
розподiлу θ = (pi, i = 1, k) :

Pθ(lim n→∞ ν̂n/n = θ) = Pθ(
⋂k

i=1 {lim n→∞ ν̂ni/n = pi}) = 1.

Емпiричнi частоти залежнi, причому вектор ν̂n ∈ Rk лежить у (k−1)-
вимiрному пiдпросторi:

∑k
i=1 ν̂ni = n.

15.1. Статистика хi-квадрат

Теорема (теорема Пiрсона про асимптотику статистики хi-
квадрат). Нехай ν̂n = (ν̂n1, ..., ν̂nk) – вектор емпiричних частот у схемi
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з n полiномiальними випробуваннями X = (ζ1, ..., ζn) та з вектором iмо-
вiрностей θ = (p1, ..., pk) > 0 результатiв в окремих спостереженнях.
Тодi статистика хi-квадрат

χ̂2
k−1(n) ≡

∑k

i=1

(ν̂ni − npi)
2

npi

має граничний хi-квадрат розподiл iз k − 1 ступенями свободи, який не
залежить вiд розподiлу θ :

χ̂2
k−1(n) →W χ2

k−1, n→∞.

Зауваження. В означення статистики хi-квадрат входять емпiричнi
частоти ν̂ni, якi спостерiгає статистик, та їх очiкуванi (середнi) значення
npi = Mν̂ni. Тому використовується така мнемонiчна форма для обчисле-
ння статистики:

χ2 =
∑ (O − E)2

E
,

де O означає Observed (що спостерiгається), а E – Expected.(що очiкує-
ться)

Доведення.
Розглянемо k-вимiрний випадковий вектор

η(n) =

(
ν̂ni − npi√

npi

, i = 1, k

)
та для кожного j = 1, n незалежнi однаково розподiленi вектори

γj =
(
(1{ξj = xi} − pi) /

√
pi, i = 1, k

)
.
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Тодi за означенням частот ν̂ni

η(n) =

(∑n

j=1
(1{ξj = xi} − pi)

1
√
npi

, i = 1, k

)
=

1√
n

∑n

j=1
γj,

κ̂2
k−1(n) = η2(n) = η′(n)η(n).

Обчислимо середнє та коварiацiю одного доданку в сумi для η(n) :

Mθγ1 = ((Pθ(ξ1 = xi)− pi) /
√
pi, i = 1, k) = 0,

Cov(γ1) =
(
Mθ(1{ξ1 = xi} − pi)(1{ξ1 = xl} − pl) /

√
pipl, i, l = 1, k

)
=(

(piδil − pipl) /
√
pipl, i, l = 1, k

)
= I − q · q′,

де I – одинична матриця, а матриця q ·q′ = (
√
pipl, i, l = 1, k) розмiру k×k

утворена прямим декартовим добутком вектора-стовпчика q ≡ (
√
pi, i =

1, k)′ на свiй транспонований вектор-рядок.
Оскiльки вектори γj незалежнi i однаково розподiленi, то за класи-

чною центральною граничною теоремою для випадкових векторiв має мi-
сце слабка збiжнiсть

η(n) =
1√
n

∑n

j=1
γj →W ξ ' Nk(0, I − q · q′).

З неперервностi квадратичної функцiї та з означення слабкої збiжностi
векторiв звiдси випливає збiжнiсть випадкових величин

χ̂2
k−1(n) = η2(n) →W ξ2, n→∞.

Зауважимо, що вектор q = (
√
pi, i = 1, k)′ ортонормований. Нехай

(q1, ..., qk−1) – доповнення q до ортонормованого базису в Rk, а ортонор-
мована матриця U ≡ (q1, ..., qk−1, q)

′. Тодi Uq = e = (0, ..., 0, 1)′.
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Розглянемо випадковий вектор β = Uξ. За теоремою про лiнiйнi пе-
ретворення нормальних векторiв вектор β = (β1, ..., βk)

′ є нормальним.
Оскiльки за теоремою про коварiацiйну матрицю лiнiйного перетворення

Mθβ = 0, Cov(β) = UCov(ξ)U ′ = U(I − q · q′)U ′ =

UU ′ − Uq · (Uq)′ = I − e · e′ = (δij1i<k, i, j = 1, k),

то випадковi величини (β1, ..., βk−1) є незалежними у сукупностi стандар-
тними нормальними величинами, а βk = 0, оскiльки Dβk =Cov(β)kk = 0.
Обчислимо

ξ2 = ξ′ξ = (U ′β)′U ′β = β′UU ′β = β2 =
∑k−1

i=1
β2

i ' χ2
k−1,

звiдки за означенням хi-квадрат розподiлу ξ2 ' χ2
k−1.

Отже, χ̂2
k−1(n) →W χ2

k−1 �

15.2. Критерiй хi-квадрат для простих гiпотез

Припустимо, що статистичний простiр вiдповiдає наведенiй вище полiно-
мiальнiй схемi випробувань, причому невiдомим параметром є розподiл
результату одного випробування: θ = (p1, ..., pk). Розглянемо задачу пере-
вiрки простої гiпотези H0, яка полягає в тому, що цей розподiл збiгається
з наперед заданим розподiлом (p1, ..., pk).

Критерiй узгодженостi хi-квадрат для перевiрки гiпотези H0 має ви-
гляд (χ̂2

k−1(n), [xα,∞)), де статистика хi-квадрат

χ̂2
k−1(n) =

∑k

i=1

(ν̂ni − npi)
2

npi
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визначена в теоремi Пiрсона про асимптотику статистики хi-квадрат, а
критичний рiвень xα знаходиться з умови P (χ2

k−1 < xα) = 1−α. З теореми
Пiрсона випливає, що рiвень критерiю наближено (при великих об’ємах
вибiрки) дорiвнює α.

Вiдоме емпiричне (позаматематичне) правило: при обмеженiй кiль-
костi спостережень критерiю хi-квадрат можна довiряти, коли на ко-
жний рiвень припадає не менше 6 (12, 20, ...) спостережень (тобто
ν̂ni ≥ 6 (12, 20, ..) для всiх i).

Критерiй хi-квадрат є конзистентним для кожної простої альтерна-
тиви. Дiйсно, якщо гiпотетичне значення θ̃ = (p̃i, i = 1, k) не дорiвнює
iстинному θ = (pi, i = 1, k), то

χ̃2
k−1(n) =

∑k

i=1

(ν̂ni − np̃i)
2

np̃i

=
∑k

i=1

(npi − np̃i + ν̂ni − npi)
2

np̃i

≥

∑k

i=1

(npi − np̃i)
2/2− (ν̂ni − npi)

2

np̃i

≥ n∆− cχ̂2
k−1(n),

де
∆ =

∑k

i=1
(pi − p̃i)

2/2 p̃i > 0, c = max i(pi/p̃i),

а статистика хi-квадрат

χ̂2
k−1(n) =

∑k

i=1
(ν̂ni − npi)

2/npi

слабко збiгається за припущенням. Тому χ̃2
k−1(n) →P ∞, n → ∞, i для

кожного критичного рiвня xα потужнiсть Pθ(χ̃
2
k−1(n) ≥ xα) → 1, n → ∞.

Отже, критерiй є конзистентним �
Приклад. Для перевiрки гiпотези про симетрiю гральної костi її пiд-

кидають 600 разiв. Побудуємо таблицю зi стовпчиками, якi вiдповiдають
номерам результатiв випробувань, та з рядками, що мiстять такi данi:
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O – емпiричнi частоти, що спостерiгаються (Observed values),
E – вiдповiднi очiкуванi частоти (Expected values),
O − E – рiзницi емпiричних та очiкуваних частот,
(O − E)2 / E – вiдповiдний доданок у сумi хi-квадрат:

Грань 1 2 3 4 5 6 Σ
O 104 108 97 103 94 94 600
E 100 100 100 100 100 100 600

O − E 4 8 −3 3 −6 −6 0
(O − E)2/E .16 .64 .09 .09 .36 .36 1.70

За таблицями знаходимо, що P (χ2
599 > 9.24) ≈ 0.01. Оскiльки значення

1.70 < 9.24, то альтернатива про асиметрiю повинна бути вiдкинута на
рiвнi 0.01, i приймається нульова гiпотеза про симетрiю.

Вправа.Результати пiдрахунку частот цифр 0, 1, ..., 9 у 10002 десяткових
знаках числа π − 3 наведенi в таблицi

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
968 1026 1021 974 1014 1046 1021 970 948 1014

За допомогою критерiю хi-квадрат на рiвнi 0.01 перевiрити гiпотезу про
рiвномiрну розподiленiсть десяткових цифр числа π.

15.3. Групування, гiстограма

Значну кiлькiсть статистичних випробувань можна звести до полiномi-
альної схеми випробувань. Для цього застосовується метод групування
спостережень.

Для прикладу розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, ..., ξn).
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НехайH = (Hi, i = 1, k) – довiльне вимiрне розбиття простору значень
окремих спостережень ξj. Визначимо на цьому просторi вимiрну функцiю
g(x) =

∑k
i=1 i 1x∈Hi

, що набуває k рiзних значень. Групованою вибiркою
за розбиттям H називається вектор

ζ = g(X) = (ζj = g(ξj), j = 1, n).

Випадковi величини (ζj, j = 1, n) незалежнi у сукупностi, однаково роз-
подiленi i набувають k рiзних значень, тобто ζ = (ζ1, ..., ζn) є вибiркою
спостережень iз полiномiальної схеми випробувань.

Вiдповiдний вектор емпiричних частот ν̂n = (ν̂n1, ..., ν̂nk) для групова-
ної вибiрки (ζj) має вигляд

ν̂ni =
∑n

j=1
1{ζj=i} =

∑n

j=1
1{ξj ∈ Hi} =

∣∣{j : ξj ∈ Hi}
∣∣ , i = 1, k,

i називається гiстограмою вибiрки X при розбиттi H. Гiстограми часто
зображують у виглядi ряду вертикальних стовпчикiв, висоти яких про-
порцiйнi вiдповiдним емпiричним частотам.

Вiдповiдний вектор теоретичних частот обчислюється через розподiл
спостережень:

pi = Pθ(ξ1 ∈ Hi), i = 1, k.

Слiд мати на увазi, що при застосуваннi групування вiдбувається пiд-
мiна формулювання нульової гiпотези. Так, у задачi про узгодженiсть ви-
бiрки iз заданою функцiєю розподiлу нульова гiпотеза пiсля групування
зводиться до твердження, що ймовiрностi попадання одного спостереже-
ння в iнтервали розбиття збiгаються з наперед заданими. Останню умову
задовольняють багато рiзних теоретичних функцiй розподiлу.
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15.4. Критерiй хi-квадрат узгодженостi з функцiєю
розподiлу

Для перевiрки узгодженостi кратної вибiрки X = (ξ1, ..., ξn) iз заданою
функцiєю розподiлу F одного спостереження числову вiсь розбивають на
k iнтервалiв R = ∪k

i=1∆i, що не перетинаються, та обчислюють гiстограму

ν̂ni =
∑n

j=1
1{ξj ∈ ∆i} =

∣∣{j : ξj ∈ ∆i}
∣∣ , i = 1, k.

Статистика критерiю дорiвнює

χ̂2
k−1(n) =

∑k

i=1

(ν̂ni − nF (∆i))
2

nF (∆i)

i має асимптотичний хi-квадрат розподiл χ2
k−1. Теоретичнi ймовiрностi

F (∆i) = P (ξj ∈ ∆i) дорiвнюють приростам функцiї F на вiдповiдних
iнтервалах.

Критерiй узгодженостi хi-квадрат iз функцiєю розподiлу має вигляд
(χ̂2

k−1(n), [zα,∞)), де критичний рiвень zα визначається умовою
P (χ2

k−1 < zα) = 1 − α. З теореми Пiрсона про асимптотику статистики
хi-квадрат випливає, що вiрогiдний рiвень критерiю P (χ̂2

k−1(n) ≥ zα)
наближено (при великих об’ємах вибiрки) дорiвнює α.

15.5. Критерiй хi-квадрат для складних гiпотез

Розглянемо полiномiальну схему випробувань, в якiй розподiл одного спо-
стереження залежить вiд значення векторного параметра
θ ∈ Θ ⊂ Rd :

Pθ(ζ1 = xi) = pi(θ), i = 1, k.
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Функцiї pi(θ) вважаються повнiстю вiдомими i утворюють при кожно-
му θ дискретний розподiл: pi(θ) > 0,

∑k
i=1 pi(θ) = 1. Як i вище, ре-

зультати спостережень представленi вектором емпiричних частот ν̂n =
(ν̂n1, ..., ν̂nk).

Розглянемо випадок, коли параметр θ не тiльки невiдомий, але й вiд-
сутнi будь-якi припущення про його значення. Тодi спочатку доведеться
висунути якесь припущення щодо значення θ на пiдставi спостережень
(тобто фактично оцiнити це значення), а потiм перевiрити статистичну
гiпотезу про вiдповiднiсть iстинного параметра його оцiнцi. Очевидно,
що використання наведеного вище критерiю хi-квадрат стає некоректним,
оскiльки пiдстановка замiсть значення θ його оцiнки змiнює розподiл ста-
тистики хi-квадрат χ̂2

k−1(n) i, зокрема, деформує рiвень критерiю. Як ви-
являється, для розв’язання проблеми iснує необхiдна модифiкацiя крите-
рiю Пiрсона.

Теорема (про асимптотику модифiкованої статистики хi- ква-
драт). Припустимо, що

(а) inf θ, i pi(θ) > 0,

(б) pi(θ) ∈ C2(Θ), ∀i = 1, k,

(в) rang(∂pi(θ)/∂θ, i = 1, k) = d ≡ dim Θ < k.

Якщо оцiнка θ̂n є оцiнкою максимальної вiрогiдностi за емпiричними
частотами ν̂n = (ν̂n1, ..., ν̂nk), тобто

θ̂n = arg max θ L(ν̂n, θ) = arg max θ

∏k

i=1
pν̂ni

i (θ),

то модифiкована статистика хi-квадрат

χ̂2(θ̂n) ≡
∑k

i=1

(ν̂ni − npi(θ̂n))2

npi(θ̂n)
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слабко збiгається до величини з хi-квадрат розподiлом та кiлькiстю
ступенiв свободи, яка скоригована на число оцiнюваних параметрiв:

χ̂2(θ̂n) →W χ2
k−1−d, n→∞.

Доведення теореми не наводиться.
Модифiкований критерiй узгодженостi хi-квадрат має вигляд

(χ̂2
k−d−1(n), [zα,∞)), де критичний рiвень zα визначається умовою

P (χ2
k−d−1 < zα) = 1 − α. З теореми про асимптотику модифiкованої ста-

тистики хi-квадрат випливає, що вiрогiдний рiвень критерiю наближено
(при великих об’ємах вибiрки) дорiвнює α.

15.6. Критерiй хi-квадрат однорiдностi

Розглянемо статистичнi випробування, що складаються iз m серiй полiно-
мiальних випробувань Xs = (ζsj, j = 1, ns) по ns спостережень у s-й серiї,
s = 1,m. Окреме випробування в кожнiй серiї може закiнчитися одним iз
k результатiв {x1, ..., xk}. Спостереження зображенi подвiйним вектором
емпiричних частот

ν̂n = (ν̂s(ns), s = 1,m) = ((ν̂si, i = 1, k), s = 1,m),

ν̂si =
∑ns

j=1
1{ζsj = xi} =

∣∣{j : ζsj = xi}
∣∣ , n =

∑m

s=1
ns.

Усi випробування незалежнi у сукупностi. Нульова гiпотеза полягає в
тому, що розподiли всiх спостережень однаковi, однак припущення щодо
спiльного розподiлу не формулюються. Якби спiльний розподiл спосте-
режень θ = (pi, i = 1, k) був вiдомий, то для перевiрки нульової простої
гiпотези

H0 : Pθ(ζs1 = xi) = pi, ∀i = 1, k, ∀s = 1,m,
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можна було б використати при ns →∞, s = 1,m, статистику хi-квадрат

χ̂2(θ) =
∑m

s=1

∑k

i=1

(ν̂si − nspi)
2

nspi

→W
∑m

s=1
χ2

k−1, s ' χ2
mk−m.

Остання рiвнiсть тут випливає з адитивностi хi-квадрат розподiлiв вiдно-
сно додавання незалежних величин, що є наслiдком теореми про iнварi-
антнiсть гама-розподiлiв вiдносно згортки.

При невiдомому розподiлi вибiрки, тобто за нульової гiпотези

H ′
0 : Pθ(ζsj = xi) = Pθ(ζ11 = xi), ∀i = 1, k, ∀s = 1,m, ∀θ,

для цього розподiлу θ = (pi, i = 1, k) можна побудувати оцiнку макси-
мальної вiрогiдностi

θ̂n = arg max θ

∏m

s=1

∏k

i=1
pν̂si

i =

arg max θ

∑k

i=1
ν̂•i ln pi = (ν̂•i / n, i = 1, k),

де
ν̂•i =

∑m

s=1
ν̂si, n =

∑m

s=1
ns.

Зауважимо, що фактична розмiрнiсть параметричного простору dim Θ =
k − 1, оскiльки сума координат k-вимiрного вектора θ завжди дорiвнює
одиницi.

Отже, модифiкована статистика хi-квадрат для перевiрки однорiдно-
стi має вигляд

χ̂2(θ̂n) =
∑m

s=1

∑k

i=1

(ν̂si − nsν̂•i/n)2

nsν̂•i/n
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i за теоремою про асимптотику модифiкованої статистики хi-квадрат

χ̂2(θ̂n) →W χ2
mk−m−(k−1) = χ2

(m−1)(k−1).

Критерiй хi-квадрат однорiдностi має вигляд
(
χ̂2(θ̂n), [zα,∞)

)
, де кри-

тичний рiвень zα визначається умовою P (χ2
(m−1)(k−1) < zα) = 1 − α. З те-

ореми про асимптотику модифiкованої статистики хi-квадрат випливає,
що вiрогiдний рiвень критерiю наближено (при великих об’ємах вибiрки)
дорiвнює α.

15.7. Критерiй хi-квадрат незалежностi

Розглянемо кратну вибiрку, що мiстить двовимiрнi спостереження (пари
спостережень):

X = ((ξs, ηs), s = 1, n).

Сумiсний розподiл окремих пар спостережень є невiдомим, а нульо-
ва гiпотеза полягає в тому, що спостереження в парi є незалежними. За
допомогою групування можна звести задачу до випадку, коли множина
вибiркових значень є скiнченною: ξ1 ∈ {x1...xk}, η1 ∈ {y1, ..., ym}. У цьому
випадку нульова проста гiпотеза формулюється у виглядi

H0 : Pθ(ξ1 = xi, η1 = yj) = piqj,∀i = 1, k, ∀j = 1,m,

де розподiли координат pi, qj невiдомi i пiдлягають оцiнцi. Якби цi розпо-
дiли були вiдомими, то критерiй хi-квадрат мiстив би сумiснi емпiричнi
частоти

νij =
∑n

s=1
1{ξs = xi, ηs = yj} = |{s : ξs = xi, ηs = yj}|
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i мав використовувати статистику хi-квадрат

χ̂2
km−1(θ) =

∑k

i=1

∑m

j=1

(νij − npiqj)
2

npiqj
.

Таблиця iз частотами (νij, i = 1, k, j = 1,m) називається таблицею
спряженостi факторiв, що впливають на значення спостережень у рядках
та стовпчиках.

При невiдомому розподiлi θ = (piqj, i = 1, k, j = 1,m) нульова гiпотеза
має вигляд

H ′
0 : Pθ(ξ1 = xi, η1 = yj) =

Pθ(ξ1 = xi)Pθ(η1 = yj), ∀i = 1, k, ∀j = 1,m,

а оцiнка максимальної вiрогiдностi для цього розподiлу дорiвнює

θ̂n = argmax θ

∏k
i=1

∏m
j=1(piqj)

νij =

argmax θ (
∑k

i=1 ν̂i• ln pi +
∑m

j=1 ν̂•j ln qj) =

(ν̂i• ν̂•j / nm, i = 1, k, j = 1,m),

де
ν̂i• =

∑m

j=1
ν̂ij, ν̂•j =

∑k

i=1
ν̂ij.

Отже, модифiкована статистика хi-квадрат для перевiрки незалежностi
парних спостережень має вигляд

χ̂2(θ̂n) ≡
∑k

i=1

∑m

j=1

(ν̂ij − ν̂i•ν̂•j/n)2

ν̂i•ν̂•j/n
.
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Фактична кiлькiсть параметрiв, що були оцiненi, дорiвнює dim Θ =
k−1+m−1. Тому з теореми про асимптотику модифiкованої статистики
хi-квадрат робимо висновок, що за нульової гiпотези

χ̂2(θ̂n) →W χ2
mk−1−(m−1+k−1) = χ2

(m−1)(k−1).

Критерiй хi-квадрат незалежностi парних спостережень має вигляд
(χ̂2(θ̂n), [zα,∞)), де критичний рiвень zα визначається умовою
P (χ2

(m−1)(k−1) < zα) = 1 − α. З теореми про асимптотику модифiкованої
статистики хi-квадрат випливає, що вiрогiдний рiвень критерiю наближе-
но (при великих об’ємах вибiрки) дорiвнює α.

Приклад. Соцiологи провели опитування серед трьох груп населення:
iз середньою, професiйною та вищою освiтою щодо необхiдностi проведе-
ння економiчних реформ. Результати зображено у таблицi спряженостi

Середня Професiйна Вища Σ
Так 40 75 35 150
Нi 160 225 65 450
Σ 200 300 100 600

Результат обробки таблицi за критерiєм хi-квадрат має вигляд:

Висновок Освiта O E O − E (O − E)2/E
Так С 40 50 = 200 · 150/600 −10 2
Так П 75 75 = 300 · 150/600 0 0
Так В 35 25 = 100 · 150/600 10 4
Нi С 160 150 = 200 · 450/600 10 0.67
Нi П 225 225 = 300 · 450/600 0 0
Нi В 65 75 = 100 · 150/600 −10 1.33
Σ 600 600 0 8.00
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Оскiльки значення статистики 8.00 > 5.99 = x0.01, то нульова гiпотеза
про незалежнiсть фактора освiти вiд думки щодо необхiдностi реформ
вiдкидається на рiвнi 0.01 – тобто приймається альтернатива про зале-
жнiсть (у даному випадку – позитивну залежнiсть вiд рiвня освiти).
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16. Перевiрка гiпотез про параметри нормаль-
них спостережень

Критерiї узгодженостi для нормальних спостережень грунтуються на спе-
цiальних властивостях вибiркових моментiв, якi використовувались вище
при побудовi iнтервальних оцiнок.

Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з нормальним розподiлом спо-
стережень: ξk ' N(µ, σ2). Викладенi далi критерiї мiстять такi статисти-
ки: µ̂n – вибiркове середнє, σ̂2

n – вибiркова дисперсiя, та ŝ2
n – нормована

вибiркова дисперсiя.
Нижче xα означає двостороннiй квантиль вiрогiдного рiвня 1− α для

стандартного нормального розподiлу: P (|ζ| < xα) = 1 − α. Аналогiчний
змiст мають ynα для розподiлу Стьюдента з n ступенями свободи, znα –
для хi-квадрат розподiлу з n ступенями свободи.

16.1. Перевiрка гiпотез про параметри однiєї вибiрки

16.1.1. Гiпотеза про середнє при вiдомiй дисперсiї

Якщо дисперсiя σ2 вiдома, то статистика

κ̂n =
√
n (µ̂n − µ)/σ

має стандартний нормальний розподiл за теоремою про вибiрковi середнє
та дисперсiю нормальної вибiрки. Тому двостороннiй критерiй
(|κ̂n| , [xα,∞)) перевiрки гiпотези про значення µ має вiрогiдний рiвень
α. Цей критерiй є конзистентним, оскiльки при θ0 6= θ статистика

κ̃n =
√
n(µ̂n − µ0)/σ =

√
n(µ̂n − µ+ µ− µ0)/σ →P ±∞, n→∞.
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16.1.2. Гiпотеза про дисперсiю при вiдомому середньому

При вiдомому середньому µ вибiркова дисперсiя σ̂2
n є статистикою, а ве-

личина
χ̂2

n = nσ̂2
n / σ

2 =
∑n

k=1
(ξk − µ)2 / σ2

має хi-квадрат розподiл iз n ступенями свободи за теоремою про ви-
бiрковi середнє та дисперсiю нормальної вибiрки. Вiдповiдно критерiй
(χ̂2

n, [znα,∞)) має вiрогiдний рiвень α. Критерiй не є конзистентним.

16.1.3. Гiпотеза про середнє при невiдомiй дисперсiї

За теоремою про статистику Стьюдента вiд нормальної вибiрки статисти-
ка

τ̂n−1 =
√
n
µ̂n − µ

ŝn

має розподiл Стьюдента з n− 1 ступенем свободи. Тому критерiй
(|τ̂n−1| , [yn−1,α,∞)) для перевiрки гiпотези про значення µ має вiрогiдний
рiвень α. Критерiй є конзистентним.

Приклад. 10 випадково обраних студентiв третього курсу показали
такi результати тестування на 100-бальних випробуваннях на початку i в
кiнцi навчального року:

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Вересень 80 72 61 74 85 72 93 87 98 65
Липень 85 73 60 75 96 80 87 82 98 70
Рiзниця 5 1 −1 1 11 8 6 −5 0 5

Для перевiрки гiпотези про наявне полiпшення рiвня знань обчислимо
значення статистики τ̂ 9 =

√
10(3.1 − 0)/4.75 = 2.1 > y 10−1, 0.01 = 1.83.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 387 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Отже, на рiвнi 0.01 гiпотеза про полiпшення не може бути вiдхилена –
приймається.

16.1.4. Гiпотеза про дисперсiю при невiдомому середньому

За теоремою про вибiрковi середнє та дисперсiю нормальної вибiрки ста-
тистика

χ̂2
n−1 = (n− 1)ŝ2

n / σ
2

має хi-квадрат розподiл iз n − 1 ступенем свободи. Вiдповiдно критерiй(
χ̂2

n−1, [zn−1,α,∞)
)

має вiрогiдний рiвень α. Критерiй не є конзистентним.

16.2. Перевiрка гiпотез про параметри двох вибiрок

16.2.1. Гiпотеза про рiзницю середнiх при вiдомих дисперсiях

Нехай одночасно спостерiгаються двi незалежнi кратнi нормальнi вибiрки
X = (ξ1, ..., ξn) та Y = (η1, ..., ηm) з розподiлами

ξ1 ' N(µ1, σ
2
1), η1 ' N(µ2, σ

2
2)

з невiдомими середнiми µ1, µ2 та вiдомими дисперсiями σ2
k.

Нульова гiпотеза формулюється як

H0 : µ2 − µ1 = ∆,

де величина ∆ вiдома. Часто розглядають випадок, коли ∆ = 0.
Нехай µ̂n, µ̂m – вiдповiднi вибiрковi середнi дляX i Y . Величини µ̂n, µ̂m

незалежнi за теоремою про векторнi перетворення незалежних величин,
µ̂n − µ1 ' N(0, σ2

1/n), µ̂m − µ2 ' N(0, σ2
2/m). Тому за нульової гiпотези

µ̂m − µ̂n −∆ ' N(0, σ2
1/n+ σ2

2/m),
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внаслiдок теореми про нормальнiсть суми незалежних нормальних векто-
рiв.

Отже, статистика критерiю

ζ̂nm = (µ̂m − µ̂n −∆) /
√
σ2

1/n+ σ2
2/m

має за нульової гiпотези стандартний нормальний розподiл, а критична
область вiдповiдає великим її значенням.

Критерiй (
∣∣∣ζ̂nm

∣∣∣ , [xα,∞)) для перевiрки гiпотези про рiзницю середнiх
має вiрогiдний рiвень α та є конзистентним.

16.2.2. Гiпотеза про рiзницю середнiх при невiдомiй дисперсiї

Нехай, як i вище, спостерiгаються незалежнi кратнi нормальнi вибiрки
X = (ξ1, ..., ξn) та Y = (η1, ..., ηm) з розподiлами

ξ1 ' N(µ1, σ
2), η1 ' N(µ2, σ

2)

з невiдомими середнiми µ1, µ2 та однаковими невiдомими дисперсiями σ2.
Нульова гiпотеза має вигляд

H0 : µ2 − µ1 = ∆,

де величина ∆ вiдома, зокрема, можливо, ∆ = 0.
Нехай µ̂n, µ̂m – вiдповiднi вибiрковi середнi для X i Y , а ŝ2

n, ŝ
2
m –

нормованi вибiрковi дисперсiї. Тодi з незалежностi вибiрокX i Y i з теорем
про векторнi перетворення незалежних величин та про вибiрковi середнє
та дисперсiю нормальної вибiрки випливає, що величини µ̂n, µ̂m, ŝ

2
n, ŝ

2
m

незалежнi у сукупностi.
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Тому випадкова величина√
nm

n+m
(µ̂n − µ̂m −∆)/σ,

що має нульове середнє та одиничну дисперсiю, є нормально розподiленою
i до того ж не залежить вiд суми

((n− 1)ŝ2
n + (m− 1)ŝ2

m) / σ2,

яка має хi-квадрат розподiл iз n+m−2 ступенями свободи за означенням
хi-квадрат розподiлу.

Отже, за нульової гiпотези H0 внаслiдок означення розподiлу Стью-
дента статистика, що утворена вiдношенням:

τ̂n+m−2 =

√
nm(n+m− 2)

n+m

µ̂n − µ̂m −∆√
(n− 1)ŝ2

n + (m− 1)ŝ2
m

має розподiл Стьюдента з n+m− 2 ступенями свободи.
Критерiй Стьюдента (|τ̂n+m−2| , [yn+m−2,α,∞)) для перевiрки гiпотези

про рiзницю середнiх має вiрогiдний рiвень α. Критерiй є конзистентним.

16.2.3. Гiпотеза про вiдношення дисперсiй при вiдомих сере-
днiх

Нехай одночасно спостерiгаються двi незалежнi кратнi нормальнi вибiрки
X = (ξ1, ..., ξn) та Y = (η1, ..., ηm) з розподiлами ξ1 ' N(µ1, σ

2
1) i η1 '

N(µ2, σ
2
2) з вiдомими середнiми µ1, µ2 та невiдомими дисперсiями σ2

k.
Нульова гiпотеза формулюється як

H0 : σ2
2 = ρσ2

1,
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де вiдношення ρ вiдоме (зокрема, часто ρ = 1). Тодi за нульової гiпотези
статистика

φ̂n,m =
nσ̂2

n / σ
2
1

mσ̂2
m / σ2

2

= ρ
nσ̂2

n

mσ̂2
m

має розподiл Фiшера iз n,m ступенями свободи.
Вiдповiдно критерiй (φ̂n,m, [0, wα/2/ρ]∪ [w1−α/2/ρ,∞)) має рiвень α, де

границi wα критичної областi обранi з умови P (φn,m < wα) = α.

16.2.4. Гiпотеза про вiдношення дисперсiй при невiдомих сере-
днiх

При невiдомих середнiх слiд обрати нормованi вибiрковi дисперсiї. У цьо-
му випадку статистика

φ̂n−1,m−1 =
(n− 1)ŝ2

n / σ
2
1

(m− 1)ŝ2
m / σ2

2

= ρ
(n− 1)ŝ2

n

(m− 1)ŝ2
m

має розподiл Фiшера з n−1,m−1 ступенями свободи. Вiдповiдно критерiй

(φ̂n−1,m−1, [0, wα/2/ρ] ∪ [w1−α/2/ρ,∞))

має рiвень α.
Зауваження. На практицi всi наведенi критерiї використовуються та-

кож для вибiрок, якi не мають нормального розподiлу (наприклад, для
цiлозначних спостережень). Правомiрнiсть такого використання може бу-
ти обгрунтована виходячи з того, що вибiрковi середнi та дисперсiї все ж
таки наближено мають вiдповiднi нормальнi та пов’язанi з нормальним
розподiли, оскiльки вони є сумами незалежних (чи умовно незалежних)
випадкових величин. Останнi внаслiдок центральної граничної теореми є
асимптотично нормальними.
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Приклад. Деякi датчики випадкових чисел для моделювання стан-
дартної нормальної випадкової величини використовують алгоритм: ζ '
α1 + ...+α12− 6, де αi – незалежнi величини з рiвномiрним розподiлом на
[0, 1]

Вправа. Одночасно спостерiгаються двi незалежнi кратнi нормальнi ви-
бiрки Xk = (ξk1, ..., ξkn) з розподiлами ξk1 ' N(µk, σ

2
k), k = 1, 2 з невiдомими

середнiми µk та дисперсiями σ2
k. Нехай µ̂kn, σ̂

2
kn вибiрковi середнє та дисперсiя

для k-ї вибiрки. Позначимо

ρ̂n =
1

(n− 1)σ̂1nσ̂2n

∑n

j=1
(ξ1j − µ̂1n)(ξ2j − µ̂2n)

вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї мiж вибiрками X1, X2. Довести, що стати-
стика

√
n

µ̂1n − µ̂2n − µ1 + µ2√
σ̂2

1n + σ̂2
2n − 2ρ̂nσ̂1nσ̂2n

має розподiл Стьюдента з n− 1 ступенем свободи.
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17. Найбiльш потужнi критерiї, лема Нейма-
на – Пiрсона

Розглянемо задачу перевiрки статистичної гiпотезиH0 : θ ∈ Θ0 проти аль-
тернативи H1 : θ ∈ Θ1 на пiдставi вибiрки X зi значеннями у вибiрковому
просторi (S, Σ, λ). Як вже вiдомо, кожен критерiй перевiрки гiпотези
однозначно задається вибiрковою критичною областю W ∈ Σ : гiпотеза
H0 вiдкидається, якщо X ∈ W, i не вiдкидається (приймається), якщо
X /∈ W. Вибiркова критична область визначається через статистичний
критерiй як така пiдмножина вибiркового простору:

W = {x ∈ S : κ̂(x) ∈ D1},

де κ̂(X) = κ̂ – статистика критерiю, а D1 – її критична область. Нагада-
ємо, що вiрогiдний рiвень критерiю визначається найбiльшою з iмовiрно-
стей похибок першого роду Pθ(X ∈ W ), θ ∈ Θ0.

Означення. Критерiй iз критичною областю W ∗ є найбiльш поту-
жним рiвня α, якщо його вiрогiдний рiвень дорiвнює α, причому довiль-
ний критерiй iз критичною областю W рiвня α має не бiльшу поту-
жнiсть, нiж W ∗:

Pθ(X ∈ W ∗) ≥ Pθ(X ∈ W ), ∀θ ∈ Θ1.

17.1. Критерiй вiдношення вiрогiдностей

Задача вiдшукання найбiльш потужного критерiю не завжди має розв’я-
зок, оскiльки часто неможливо максимiзувати значення потужностi одно-
часно при декiлькох значеннях параметра. Однак у випадку простих гi-
потез та альтернатив найбiльш потужний критерiй iснує.
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Припустимо, що нульова гiпотеза та iї альтернатива є простими гiпо-
тезами:

Hi : θ = θi, i = 0, 1.

Позначимо через Fi(B) = Pθi
(X ∈ B), B ∈ Σ, вiдповiднi розподiли вибi-

рок. Цi розподiли вiдомi повнiстю за означенням простої гiпотези.
За умови абсолютної неперервностi F1 � F0 iснує вимiрна щiльнiсть

мiри l01(x) така, що

F1(B) =

∫
B

l01(x)dF0(x)

для всiх вимiрних множин B ∈ Σ вибiркового простору S. За означенням
функцiї вiрогiдностi мiри Fi(B) мають щiльностi L(x, θi) вiдносно фiксо-
ваної мiри λ на Σ. Тому за теоремою про замiну змiнної статистика l01(X)
збiгається з емпiричним вiдношенням вiрогiдностей

l01(X) =
L(X, θ1)

L(X, θ0)
.

Теорема (лема Неймана – Пiрсона). Нехай нульова гiпотеза та
альтернатива є простими гiпотезами i F1 � F0. Якщо для даного вiро-
гiдного рiвня α ∈ (0, 1) iснує стала lα > 0, така, що

Pθ0(l01(X) ≥ lα) = α,

то критерiй вiдношення вiрогiдностей (l01(X), [lα,∞)) з критичною обла-
стю

W ∗ = {x ∈ S : l01(x) ≥ lα}

є найбiльш потужним рiвня α.
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Зауваження. Функцiя

Pθ0(l01(X) ≥ l) = F0({x ∈ S : l01(x) ≥ l})

не зростає за l i набуває значень iз вiдрiзка [0, 1]. Тому умова теореми
щодо iснування lα виконується, якщо випадкова величина l01(X) є абсо-
лютно неперервною. Якщо ж для даного рiвня α умова iснування точного
критичного рiвня не виконана, то можна скористатись рандомiзованим
критерiєм, як це описано вище в роздiлi про ранговi критерiї.

Доведення.
Розглянемо довiльний критерiй iз критичною областю W рiвня α, тоб-

то
Pθ0(X ∈ W ) = F0(W ) ≤ α.

Обчислимо його потужнiсть

Pθ1(X ∈ W ) = F1(W ) = F1(W \ W ∗) + F1(W ∩W ∗) =

F1(W
∗) + F1(W \ W ∗)− F1(W

∗ \ W ) =

F1(W
∗) +

∫
W \ W ∗ l01(x)F0(dx)−

∫
W ∗ \ W

l01(x)F0(dx) ≤

F1(W
∗) + lαF0(W \ W ∗)− lαF0(W

∗ \ W ) =

F1(W
∗) + lαF0(W )− lαF0(W

∗) ≤ F1(W
∗) + lαα− lαα = F1(W

∗),

де справедливiсть передостанньої нерiвностi є наслiдком означення обла-
стi W ∗, згiдно з яким l01(x) < lα при x /∈ W ∗, та l01(x) ≥ lα при x ∈ W ∗,
а остання нерiвнiсть випливає з вибору lα, оскiльки рiвень W ∗ дорiвнює
F0(W

∗) = α �
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17.2. Приклад критерiю вiдношення вiрогiдностей

Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з нормальним розподiлом спосте-
режень: ξk ' N(µ, σ2). Припустимо, що дисперсiя σ2 вiдома, а нульова та
альтернативна гiпотези щодо середнього мають вигляд

Hi : µ = µi, i = 0, 1.

Для визначеностi будемо вважати, що µ1 > µ0.
Вiдповiднi функцiї вiрогiдностей є строго додатними, а емпiричне вiд-

ношення вiрогiдностей дорiвнює

l01(X) =
Ln(X, θ1)

Ln(X, θ0)
=

(2πσ2)−n/2 exp(−
∑n

k=1(ξk − µ1)
2/2σ2)

(2πσ2)−n/2 exp(−
∑n

k=1(ξk − µ0)
2/2σ2)

=

exp
( n
σ2

(µ1 − µ0) µ̂n −
n

2σ2
(µ2

1 − µ2
0)
)
,

де µ̂n – вибiркове середнє. Нерiвнiсть l01(X) ≥ lα еквiвалентна нерiвностi
√
n

σ
(µ̂n − µ0) ≥

σ√
n(µ1 − µ0)

ln lα +

√
n

2σ
(µ1 − µ0).

За нульової гiпотези за теоремою про вибiрковi середнє та дисперсiю
нормальної вибiрки лiва частина має стандартний нормальний розподiл.
Позначаючи через xα праву частину останньої нерiвностi, звiдси для до-
вiльного рiвня α знаходимо критичний рiвень xα з рiвняння Φ(xα) = 1−α
та обчислюємо

lα = exp

(√
n(µ1 − µ0)

σ
(xα −

√
n

2σ
(µ1 − µ0))

)
.
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Отже, найбiльш потужний критерiй має критичну область{√
n

σ
(µ̂n − µ0) ≥ xα

}
.

Для обчислення потужностi критерiю зауважимо, що в умовах аль-
тернативи вибiркове середнє має розподiл µ̂n ' N(µ1, σ

2/n). Тому поту-
жнiсть дорiвнює

Pθ1

(√
n

σ
(µ̂n − µ0) ≥ xα

)
=

Pθ1

(√
n

σ
(µ̂n − µ1)−

√
n(µ0 − µ1)/σ ≥ xα

)
=

1− Φ(xα +
√
n(µ0 − µ1)/σ) =

Φ(−xα +
√
n(µ1 − µ0)/σ) → 1, n→∞,

отже, критерiй є конзистентним
Нехай α, β ∈ (0, 1) наперед заданi сталi. Знайдемо такий мiнiмальний

об’єм вибiрки n, щоб критерiй рiвня α мав потужнiсть не меншу за 1 −
β. Для цього необхiдно i достатньо, щоб права частина передостаннього
спiввiдношення була не меншою за 1−β, тобто −xα +

√
n(µ1−µ0)/σ ≥ xβ,

де Φ(xβ) = 1− β. Звiдси знаходимо

n ≥ σ2(xα + xβ)2 / (µ1 − µ0)
2.

Отже, кiлькiсть необхiдних спостережень зростає зi зменшенням iмовiр-
ностей похибок першого та другого роду α, β, пропорцiйна дисперсiї спо-
стережень та обернено пропорцiйна квадрату рiзницi мiж гiпотетичними
середнiми.
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Вправа. Обчислити критерiй вiдношення вiрогiдностей для перевiрки гi-
потези про значення параметра для кратної вибiрки з (а) пуассоновим, (б) по-
казниковим розподiлом. Знайти потужнiсть критерiю, перевiрити його незмi-
щенiсть та конзистентнiсть.

17.3. Рiвномiрно найбiльш потужнi критерiї з моно-
тонним вiдношенням вiрогiдностей

Найбiльш потужнi критерiї iснують також i для складних гiпотез. Для їх
побудови розглянемо таке узагальнення поняття критерiю.

Означення. Рандомiзованим критерiєм перевiрки статистичної гi-
потези називається пара (κ̂(X), π(t)), де κ̂(X) – статистика крите-
рiю, а функцiя π(t) ∈ [0, 1] задає ймовiрнiсть вiдхилити нульову гiпоте-
зу при значеннi статистики κ̂(X) = t.

При реалiзацiї такого критерiю у випадку, коли π(t) = 0, прийма-
ється нульова гiпотеза, при π(t) = 1 приймається альтернатива, а при
π(t) ∈ (0, 1) для прийняття рiшення додатково проводиться незалежне
випробування Бернуллi, щоб iз ймовiрнiстю π(t) вiдхилити нульову гiпо-
тезу, та з iмовiрнiстю 1− π(t) ї ї прийняти.

Означення. Критерiй (κ̂(X), π(t), t0) є простим рандомiзованим
критерiєм iз критичним рiвнем t0, якщо статистика
κ̂(X) = t скалярна, функцiя π(t) = 0 при t < t0, π(t) = 1 при t > t0, а
значення π(t0) ∈ [0, 1].

Даний критерiй приймає нульову гiпотезу при t < t0, приймає альтер-
нативу при t > t0, та при t = t0, висновок розiгрується з iмовiрнiстю π(t0)
на користь альтернативи.

Вiрогiдний рiвень рандомiзованого критерiю задається функцiєю
Mθπ(κ̂) при θ ∈ Θ0, а потужнiсть – значеннями Mθπ(κ̂) при θ ∈ Θ1.
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Цi значення обчислюються за теоремою про обчислення математичного
сподiвання функцiї вiд випадкової величини

Mθπ(κ̂) =

∫
π(t)Pθ(κ̂ ∈ dt) =

∫
S

π(κ̂(x))Pθ(X ∈ dx).

Очевидно, що звичайний статистичний критерiй (κ̂(X), [t0,∞)) є час-
тковим випадком простого рандомiзованого критерiю (κ̂(X), π(t), t0):
для нього π(t0) = 1. Звiдси, зокрема, випливає, що найбiльш потужний
критерiй у класi всiх рандомiзованих критерiїв рiвня α має не меншу по-
тужнiсть, нiж будь-який звичайний критерiй того ж рiвня.

На вiдмiну вiд звичайних критерiїв, для рандомiзованих справедливе
таке твердження.

Лема (про побудову рандомiзованого критерiю). Для довiльної
скалярної статистики κ̂ та для довiльного рiвня α ∈ (0, 1) знайдеться
простий рандомiзований критерiй з деяким критичним рiвнем tα такий,
що його вiрогiдний рiвень при заданому θ збiгається з α.

Дiйсно, за наведеною вище формулою цей рiвень має вигляд

Mθπ(κ̂) = Pθ(κ̂ = tα)π(tα) + Pθ(κ̂ > tα) = α,

якщо обрати

tα = inf(t : Pθ(κ̂ > t) ≤ α),

π(tα) = (α− Pθ(κ̂ > tα)) / Pθ(κ̂ = tα).

У випадку, коли tα є точкою неперервностi: Pθ(κ̂ = tα) = 0, можна
обрати π(tα) = 1. У такому випадку простий рандомiзований критерiй iз
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критичним рiвнем збiгається зi звичайним (κ̂(X), [tα,∞)). Отже, у випад-
ку неперервностi розподiлу статистики κ̂ простi рандомiзованi критерiї
збiгаються зi звичайними.

Теорема (теорема Неймана – Пiрсона для рандомiзованих кри-
терiїв). Нехай нульова гiпотеза H0 та альтернатива H1 є простими
гiпотезами i F1 � F0, тобто коректно визначено вiдношення вiрогiдно-
стей l01(X). Тодi для кожного вiрогiдного рiвня α ∈ (0, 1) iснує простий
рандомiзований критерiй вiдношення вiрогiдностей
(l01(X), π∗(t), t∗α), що є найбiльш потужним рiвня α. Його критичний рi-
вень t∗α згiдно з лемою про побудову рандомiзованого критерiю однозначно
знаходиться з умови

Mθ0π
∗(l01(X)) = α.

Крiм того, потужнiсть цього критерiю не менша за рiвень α :

Mθ1π
∗(l01(X)) ≥ α.

Доведення теореми практично не вiдрiзняється вiд доведення леми
Неймана – Пiрсона. Нехай (T (X), π(t)) – довiльний рандомiзований кри-
терiй рiвня α. Позначимо

S± = {x ∈ S : π∗(l01(x)) ≷ π(T (x))}.

Тодi рiзниця потужностей дорiвнює

Mθ1π
∗(l01(X))−Mθ1π(T (X)) =

∫
S+ ∪ S−

(π∗(l01(x))− π(T (x)))F1(dx) =∫
S+ ∪ S−

(π∗(l01(x))− π(T (x))) l01(x)F0(dx) ≥∫
S+ ∪ S−

(π∗(l01(x))− π(T (x))) t∗αF0(dx) =

t∗α (Mθ0π
∗(l01(X))−Mθ0π(T (X))) = t∗α(α−Mθ0π(T (X)) ≥ 0,
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оскiльки вiрогiдний рiвень критерiю не бiльший за α. Передостання не-
рiвнiсть тут є наслiдком означення простого рандомiзованого критерiю
вiдношення вiрогiдностей: з кожного включення x ∈ S± випливає вiдпо-
вiдно π∗(l01(x)) = 0, тобто l01(x)) ≷ t∗α, i одночасно рiзниця пiд знаком
iнтегралу додатна чи вiд’ємна вiдповiдно.

Твердження щодо потужностi випливає зi вже доведеної властивостi
найбiльшої потужностi. Дiйсно, завжди визначений тривiальний рандомi-
зований критерiй рiвня α, для якого π(t) ≡ α. Оскiльки його потужнiсть
теж дорiвнює α, то потужнiсть критерiю вiдношення вiрогiдностей не
менша за α �

Розглянемо тепер задачу перевiрки складних гiпотез. Для складних
гiпотез найбiльш потужнi критерiї називають рiвномiрно найбiльш поту-
жними критерiями, оскiльки нерiвнiсть для потужностi має виконуватись
рiвномiрно за θ ∈ Θ1.

Припустимо, що Θ ⊂ R. Нехай для всiх пар θ0, θ1 ∈ Θ коректно визна-
ченi вiдношення вiрогiдностей l01(X) = L(X, θ1)/L(X, θ0).

Означення. Вибiрка X має монотонне вiдношення вiрогiдностей, якщо
iснує така дiйсна статистика T (X), що для кожної пари θ0 < θ1 ∈ Θ
знайдеться дiйсна монотонно зростаюча за t ∈ R функцiя g01(t), для
якої має мiсце тотожнiсть

l01(X) ≡ L(X, θ1)

L(X, θ0)
= g01(T (X)).

Теорема (про рiвномiрно найбiльш потужний критерiй). Нехай
вибiрка має монотонне вiдношення вiрогiдностей вiдносно статистики
T (X). Тодi для кожного вiрогiдного рiвня α ∈ (0, 1) простий рандомiзо-
ваний критерiй (T (X), π∗(t), t∗α), який однозначно визначається з рiв-
няння Mθ0π

∗(T (X)) = α, є рiвномiрно найбiльш потужним рiвня α для
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перевiрки складної гiпотези H0 : θ ≤ θ0 проти складної альтернативи
H1 : θ > θ0.

Доведення.
Нехай θ0 < θ1. Розглянемо спочатку просту гiпотезу H ′

0 : θ = θ0 проти
простої альтернативи H ′

1 : θ = θ1. Визначимо простий рандомiзований
критерiй вiдношення вiрогiдностей (l01(X), π̃(t), g01(t

∗
α)), де π̃(g01(t

∗
α)) =

π∗(t∗α). Тодi з тотожностей

{l01(X) ≷ g01(t
∗
α)} = {g01(T (X)) ≷ g01(t

∗
α)} = {T (X) ≷ t∗α}

випливає, що цей критерiй збiгається з побудованим у теоремi критерiєм
(T (X), π∗(t), t∗α) i, зокрема, має такий же рiвень α.

За теоремою Неймана – Пiрсона для рандомiзованих критерiїв побу-
дований критерiй (T (X), π∗(t), t∗α) є найбiльш потужним рiвня α для пе-
ревiрки H ′

0 проти H ′
1, а його потужнiсть не менша за рiвень:

Mθ1π
∗(T (X)) ≥ α = Mθ0π

∗(T (X)).

Отже, функцiя Mθπ
∗(T (X)) не спадає при θ > θ0.

Аналогiчно доводимо, що Mθπ
∗(T (X)) не спадає при θ < θ0.

Звiдси Mθπ
∗(T (X)) ≤ α для всiх θ ≤ θ0, де при θ = θ0 має мiсце рiв-

нiсть. Тому критерiй (T (X), π∗(t), t∗α) має рiвень α для перевiрки складної
гiпотези H0 : θ ≤ θ0.

Нехай (κ̂(X), π(t)) довiльний рандомiзований критерiй рiвня α для
перевiрки H0, а θ1 > θ0.Тодi, зокрема, Mθ0π(κ̂(X)) ≤ α i внаслiдок дове-
деної вище властивостi найбiльшої потужностi критерiю (T (X), π∗(t), t∗α)
отримуємо

Mθ1π(κ̂(X)) ≤Mθ1π
∗(T (X)),
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тобто при кожному альтернативному значеннi θ = θ1 > θ0 потужнiсть
критерiю (κ̂(X), π(t)) не бiльша за потужнiсть простого критерiю
(T (X), π∗(t), t∗α) �

Приклад. Нехай X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка з нормальним роз-
подiлом спостережень: ξk ' N(µ, σ2) при вiдомiй дисперсiї σ2 та невiдо-
мому середньому θ = µ.

Як показано у прикладi критерiю вiдношення вiрогiдностей, це вiдно-
шення дорiвнює

l01(X) = exp
( n
σ2

(µ1 − µ0) µ̂n −
n

2σ2
(µ2

1 − µ2
0)
)
,

i є зростаючою функцiєю вiдносно статистики µ̂n для всiх µ0 < µ1. Крiм
того, розподiл статистики µ̂n неперервний, тому простий рандомiзований
критерiй збiгається зi звичайним. Отже, рiвномiрно найбiльш потужним
критерiєм для перевiрки гiпотези H0 : θ ≤ θ0 проти H1 : θ > θ1 є звичай-
ний критерiй (µ̂n, [tα,∞)).

Вправа.
(1) Спостерiгаються двi незалежнi кратнi нормальнi вибiрки з вiдомими

середнiми та невiдомими дисперсiями X = (ξik, i = 1, nk, k = 1, 2), ξik '
N(µk, σ

2
k). Побудувати рiвномiрно найбiльш потужний критерiй вiдношення

вiрогiдностей для перевiрки гiпотези H0 : σ2
1 ≤ σ2

2 проти альтернативи H0 :
σ2

1 > σ2
2.

(2) Знайти рiвномiрно найбiльш потужний критерiй вiдношення вiрогiдно-
стей для перевiрки гiпотези про значення ймовiрностi успiху для вибiрки з
бiномiального розподiлу.

(3) Знайти рiвномiрно найбiльш потужний критерiй для перевiрки гiпотези
H0 : θ = θ0 проти альтернативи H1 : θ > θ0 для вибiрки з рiвномiрного
розподiлу U(0, θ).
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17.4. Поняття про послiдовний аналiз

У наведеному вище прикладi критерiю вiдношення вiрогiдностей стати-
стичний висновок щодо справедливостi гiпотез формулюється одномомен-
тно вiдразу пiсля отримання вектора спостережень X = (ξ1, ..., ξn). Однак
проведення спостережень часто є процесом, що вiдбувається в часi, до то-
го ж небезкоштовним. Наприклад, такими є геологорозвiдувальнi роботи,
де кожне спостереження пов’язане з бурiнням нової свердловини. З цiєї
точки зору доцiльним було б розширення правил формування статисти-
чних висновкiв, що дозволило б приймати певнi рiшення пiсля отримання
кожного чергового спостереження. Дану iдею запропонував та розвинув
А.Вальд у своїх працях, що створили основу теорiї послiдовного стати-
стичного аналiзу.

Для iлюстрацiї розглянемо задачу перевiрки простих гiпотез
Hi : θ = θi, i = 0, 1 для кратної вибiрки X = (ξ1, ..., ξn). Позначимо f(y, θ)
щiльнiсть одного спостереження. За теоремою про функцiю вiрогiдностi
кратної вибiрки логарифм вiдношення вiрогiдностей дорiвнює

ln l01(X) = ln
Ln(X, θ1)

Ln(X, θ0)
=
∑n

j=1
h(ξj) ≡ Sn, h(y) ≡ ln

f(y, θ1)

f(y, θ0)
,

де доданки h(ξj) незалежнi в сукупностi та однаково розподiленi. У теоре-
мi про властивостi iнформацiї за Кульбаком доведено, що за умов конзи-
стентностi ОМВ Mθ0h(ξ1) < 0. Аналогiчно можна довести, що Mθ1h(ξ1) >
0.

Найбiльш потужний критерiй вiдношення вiрогiдностей має критичну
область вигляду {l01(X) ≥ lα} = {Sn ≥ ln lα}.

Нехай для кожного k = 1, n задано сталi c0k < 0 < c1k. Позначимо Sk =∑k
j=1 h(ξj). Розглянемо узагальнений послiдовний критерiй вiдношення

вiрогiдностей:
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(0) якщо {S1 ∈ (c01, c11), ..., Sk−1 ∈ (c0,k−1, c1,k−1), Sk ≤ c0k} для деякого
k ≤ n, то спостереження припиняються в такий момент k, i приймається
нульова гiпотеза H0,

(1) якщо {S1 ∈ (c01, c11), ..., Sk−1 ∈ (c0,k−1, c1,k−1), Sk ≥ c1k} для деякого
k ≤ n, то спостереження припиняються в такий момент k, i приймається
альтернативна гiпотеза H1,

(n) iнакше приймається рiшення на користь H0.
Вибiр знакiв сталих обгрунтовується критерiєм Колмогорова посиле-

ного закону великих чисел, внаслiдок якого Sk →P1 −∞, k →∞ за нульо-
вої гiпотези та Sk →P1 ∞, k → ∞ за альтернативи, вiдповiдно до знаку
математичного сподiвання одного доданку. Звiдси випливає також, що
ймовiрнiсть подiї в (n) прямує до нуля при n→∞.

На вiдмiну вiд критерiю вiдношення вiрогiдностей послiдовний крите-
рiй спирається на випадкову кiлькiсть спостережень

τ = min(n, inf(k ≥ 1 : Sk /∈ (c0k, c1k))).

Якщо обрати c0k = −∞, k ≤ n, c1k = ∞, k < n, i c1n = ln lα, то отри-
маємо критерiй вiдношення вiрогiдностей як частковий випадок узагаль-
неного критерiю. Тому мiнiмальна середня кiлькiсть випробувань у всьо-
му класi послiдовних критерiїв iз заданими ймовiрностями похибок α, β
першого та другого роду не бiльша за вiдповiдну кiлькiсть для просто-
го критерiю вiдношення вiрогiдностей: infMτ ≤ n. Отже, використання
послiдовного критерiю може призвести до зменшення кiлькостi спостере-
жень при збереженнi якостi критерiю

Для уточнення властивостей послiдовного критерiю припустимо, що
сталi c0k = c0, c1k = c1 не залежать вiд k Позначимо A0k подiю в умовi
(0) критерiю, A1k – в умовi (1) та An – у (n). За означенням всi цi подiї
попарно несумiснi та утворюють повну групу подiй. Нехай випадковий
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вектор Xk = (ξ1, ..., ξk) мiстить першi k спостережень. Його функцiя вi-
рогiдностi дорiвнює Lk(Xk, θ) =

∏k
j=1 f(ξj, θ), а вiдношення вiрогiдностей

має вигляд Lk(Xk, θ1) / Lk(Xk, θ0) = exp
(∑k

j=1 h(ξj)
)

= exp(Sk). Остан-
ня величина не перевищує C0 ≡ exp(c0) < 1 на подiї A0k, i не менша за
C1 ≡ exp(c1) > 1 на подiї A1k. Позначимо Bik борелєвi пiдмножини Rk,
що отримуються з Aik замiною величин ξj на j-тi координати yj векто-
ра xk = (y1, ..., yk) ∈ Rk. Тодi Aik = {Xk ∈ Bik}. Iз включення xk ∈ B1k

випливає, що Lk(xk, θ1) / Lk(xk, θ0) = exp(
∑k

j=1 h(yj)) ≥ exp(c1) = C1.
Аналогiчно, при xk ∈ B0k маємо Lk(xk, θ1) / Lk(xk, θ0) ≤ exp(c0) = C0.
Звiдси

P (A1k/H0) =
∫

B1k
L(xk, θ0)µk(dxk) ≤

∫
B1k

L(xk,θ1)
C1

µk(dxk) = P (A1k/H1)
C1

,

P (A0k/H1) =
∫

B0k
L(xk, θ1)µk(dxk) ≤

∫
B0k

C0L(xk, θ0)µk(dxk) =

C0P (A1k/H0).

Нехай α, β – ймовiрностi похибок першого та другого роду для побу-
дованого вище послiдовного критерiю. Тодi

α = P (∪n
k=1A1k/H0) =

∑n
k=1 P (A1k/H0) ≤

∑n
k=1 P (A1k/H1)/C1 =

(1−
∑n

k=1 P (A0k/H1)− P (An/H1))/C1 = (1− β)/C1,

β =
∑n

k=1 P (A0k/H1) + P (An/H1) ≤
∑n

k=1C0P (A1k/H0) + C0P (An/H0) =

(1− α)C0.

Отже, критичнi значення ci = lnCi та похибки в послiдовному критерiї
вiдношення вiрогiдностей пов’язанi системою нерiвностей

α ≤ (1− β)/C1, β ≤ (1− α)C0.
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Розглянемо послiдовний критерiй з граничними значеннями

C ′
1 = (1− β)/α, C ′

0 = β/(1− α),

для яких попереднi нерiвностi перетворюються на рiвностi. Нехай a, b –
ймовiрностi похибок для цього критерiю. Тодi з нерiвностей для ймовiр-
ностей похибок отримуємо a/(1− b) ≤ 1/C ′

1 = α/(1− β), b/(1− a) ≤ C ′
0 =

β/(1−α), звiдки множенням на знаменники та додаванням виводимо не-
рiвнiсть

a+ b ≤ α+ β.

Отже, для будь-яких заданих α, β ∈ (0, 1) iснує послiдовний критерiй
(з граничними значеннями ci = lnC ′

i), що має не бiльшу за α + β суму
ймовiрностей похибок першого та другого роду.

Для наближеного обчислення середньої кiлькостi необхiдних спосте-
режень у послiдовному критерiї використовується тотожнiсть Вальда:

Mθ Sτ = mθ Mθτ , mθ = MθS1 = Mθh(ξ1).

На вiдмiну вiд подiбної схеми з роздiлу гiллястих процесiв, де випадко-
ва кiлькiсть доданкiв τ не залежала вiд самих доданкiв, у данiй ситуацiї
величина τ явно залежить вiд сум Sk, адже вона будується за цими сума-
ми. Тим не менше випадкова подiя {τ ≥ k}, так само як i її доповнення
{τ < k} = {τ ≤ k − 1}, визначається виключно вектором (S1, ..., Sk−1) i
за теоремою про векторнi перетворення незалежних величин не залежить
вiд величини ξk. Тому

Mθ Sτ =
∑

k≥1Mθ

(
h(ξk) 1 {k≤τ}

)
=
∑

k≥1Mθh(ξk) Pθ(k ≤ τ) =

mθ

∑
k≥1

∑
j≥k Pθ(τ = j) = mθ

∑
j≥1 j Pθ(τ = j) = mθ Mθτ .
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За означенням моменту τ сума Sτ або (1) вперше перевищила рiвень
c1, або (0) вперше стала меншою за c0, або ж (n) цього не сталося на
iнтервалi [1, n] i просто настав фiнальний момент n. Як вказано вище,
за законом великих чисел iмовiрнiсть останньої подiї прямує до нуля при
n→∞. Ймовiрнiсть Pθ0 (за нульової гiпотези) першої подiї дорiвнює ймо-
вiрностi похибки першого роду α, а ймовiрнiсть другої подiї збiгається з
доповненням до одиницi 1−α. Крiм того, при виконаннi умови (1) маємо
Sτ ≥ c1, а за умови (0) – Sτ ≤ c0. Припустимо, що останнi нерiвностi є
наближеними рiвностями, тобто суми Sn не занадто перестрибують вiд-
повiднi рiвнi. Тодi Mθ0Sτ ≈ αc1 + (1 − α)c0. Отже, внаслiдок тотожностi
Вальда

Mθ0τ ≈ (αc1 + (1− α)c0)/mθ0 .

Якщо цю формулу застосувати до схеми нормальних спостережень iз не-
вiдомим середнiм, що викладена у попередньому прикладi, то можна
довести, що при малих значеннях α, β має мiсце подвiйна економiя числа
спостережень у порiвняннi з критерiєм вiдношення вiрогiдностей.

Вправа. Нехай кратна вибiрка X = (ξ1, ..., ξn) утворена спостереженнями
з показниковими розподiлами Exp(θ). Знайти розподiл випадкової величини τ
для одностороннього критерiю з c0 = 0.
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18. Метод найменших квадратiв для лiнiйної
регресiї

У регресiйному аналiзi вивчається проблема кiлькiсного впливу одних
змiнних (наприклад, вiдсоткового складу рiзних домiшок у сплавi) на
числовi значення iнших змiнних (наприклад, мiцностi сплаву). Одночасно
враховується стохастичний характер величин, що спостерiгаються.

18.1. Модель лiнiйної регресiї

Зокрема, в теорiї лiнiйної регресiї розглядається модель лiнiйної залежно-
стi

ξj =
∑k

i=1
θi tij + εj, j = 1, n,

де X = (ξj, j = 1, n) – вектор спостережень (вибiрка),
θ = (θi, i = 1, k) ∈ Rk – невiдомий вектор параметрiв, що пiдлягає

оцiнцi, його розмiрнiсть k < n,
матриця T = (tij, i = 1, k, j = 1, n) вважається вiдомою,
вектор ε = (εj, j = 1, n) мiстить випадковi похибки вимiрювань.
Природне припущення полягає в тому, що випадковi похибки εi є не-

залежними у сукупностi, однаково розподiленими, мають нульове середнє
(вiдсутня систематична похибка) та дисперсiю σ2.

Усi вектори будемо розглядати як вектори-стовпчики.
У векторнiй формi модель лiнiйної регресiї має вигляд

X = T ′θ + ε,

де символ ′ визначає транспонування. Вектор похибок задовольняє умови

Mθ ε = 0, Covθ ε = σ2I
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з одиничною матрицею I.
Для оцiнки невiдомого параметра θ К.Гаусс запропонував i використав

метод найменших квадратiв (МНК).
Означення. Оцiнкою методу найменших квадратiв векторного пара-

метра θ називається статистика

θ̂ = arg min θ ∈ Rk (X − T ′θ)2.

Очевидно, що функцiя θ̂ обчислюється за X i T, тобто є оцiнкою. Iсну-
вання оцiнки МНК очевидне, оскiльки квадратична функцiя неперервна
та обмежена знизу.

Теорема (про спiввiдношення мiж оцiнкою МНК та ОМВ).
Припустимо, що похибки εi незалежнi у сукупностi i однаково нормаль-
но розподiленi:

ε ' Nn(0, σ2I).

Тодi оцiнка МНК збiгається з оцiнкою максимальної вiрогiдностi.
Доведення. За умовою вибiрка

X ' T ′θ +Nn(0, σ2I) = Nn(T ′θ, σ2I)

є нормальним вектором, тому логарифмiчна функцiя вiрогiдностi дорiв-
нює

lnL(X, θ) = −n
2

ln 2π − n lnσ − 1

2σ2
(X − T ′θ)2.

Очевидно, що точка максимуму L(X, θ) за θ збiгається з оцiнкою МНК
�

Теорема (про рiвняння методу найменших квадратiв).
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(a) Вектор θ̂ = θ̂(X) ∈ Rk збiгається з оцiнкою методу найменших
квадратiв тодi й тiльки тодi, коли вiн є розв’язком рiвняння МНК

V θ̂ = TX,

де
V ≡ TT ′

– симетрична матриця k × k.
(б) Якщо rang T = k, то detV 6= 0 i єдина оцiнка МНК має вигляд

θ̂ = V −1TX.

Доведення.
Необхiднiсть.
(а) Обчислимо головну частину приросту квадратичної функцiї в околi

точки θ (диференцiал Гато):

(X − T ′(θ + h))2 − (X − T ′θ)2 = 2h′T (X − T ′θ) + o(h), h→ 0.

Якщо θ є точкою екстремуму, то лiва частина не змiнює знак при змiнi
знака h, тому диференцiал Гато є нульовим

d[(X − T ′θ)2, h] = 2h′T (X − T ′θ) = 2h′(TX − V θ) = 0, ∀h ∈ Rn,

що i доводить (а).
(б) З неперервностi та невiд’ємностi квадратичної функцiї випливає

iснування хоча б однiєї точки локального мiнiмуму. Тому рiвняння МНК
завжди має принаймнi один розв’язок. З (а) робимо висновок, що єдина
оцiнка МНК дорiвнює V −1TX.
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Достатнiсть є наслiдком наступної теореми.
Теорема (про розклад суми квадратiв вiдхилень). Нехай θ –

iстинне значення параметра, а θ̂ – довiльний розв’язок рiвняння МНК.
Тодi повна сума квадратiв вiдхилень дорiвнює сумi двох сум квадратiв:

(X − T ′θ)2 = (X − T ′θ̂)2 + (T ′(θ̂ − θ))2,

i набуває найменшого значення в точцi θ = θ̂.
Означення. Суми в зображеннi повної суми квадратiв вiдхилень

SSv = (X − T ′θ̂)2, SSr = (T ′(θ̂ − θ))2

називаються вiдповiдно сумою квадратiв вiдхилень вiд регресiї та зали-
шковою сумою квадратiв.

Доведення. Обчислимо

(X − T ′θ)2 = (X − T ′θ̂ + T ′(θ̂ − θ))2 =

(X − T ′θ̂)2 + (T ′(θ̂ − θ))2 + 2(T ′(θ̂ − θ))′(X − T ′θ̂) =

(X − T ′θ̂)2 + (T ′(θ̂ − θ))2 + 2(θ̂ − θ)′(TX − V θ̂) =

(X − T ′θ̂)2 + (T ′(θ̂ − θ))2,

оскiльки θ̂ є розв’язком рiвняння МНК �
Теорема (про незмiщенiсть i розподiл оцiнки МНК). Нехай

rang T = k i має мiсце нормальна модель: ε ' Nn(0, σ2I). Тодi:
(а) оцiнка МНК θ̂ є незмiщеною для θ, причому θ̂ ' Nk(θ, σ

2V −1),
(б) статистика σ̂2

n−k = SSv /(n− k) є незмiщеною оцiнкою для σ2,
(в) статистики SSv / σ

2 та SSr / σ
2 незалежнi й мають хi-квадрат

розподiли з n− k i k ступенями свободи вiдповiдно.
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Зауваження. Вiдношення нормованих статистик iз пункту (в) має
розподiл Фiшера пiсля нормування на кiлькостi ступенiв свободи i вико-
ристовується для перевiрки гiпотези про суттєвiсть залежностi теорети-
чного середнього спостережень вiд параметра, що оцiнюється.

Доведення.
За теоремою про лiнiйнi перетворення нормальних векторiв статисти-

ка θ̂ = V −1TX має нормальний розподiл, тому (а) випливає з рiвнянь

Mθθ̂ = MV −1T (T ′θ + ε) = θ + V −1TMε = θ,

Covθ(θ̂) = V −1TCov(X)(V −1T )′ = σ2V −1TT ′V −1 = σ2V −1,

де використано теорему про коварiацiйну матрицю лiнiйного перетворен-
ня.

Твердження (б) є наслiдком (в), оскiльки

Mθσ̂
2
n−k = Mθ SSv /(n− k) = σ2Mθ (SSv /σ

2)/(n− k) =

σ2Mθ (χ2
n−k)/(n− k) = σ2 (n− k)/(n− k) = σ2.

Для доведення (в) зауважимо, що n×n-матриця Π ≡ T ′V −1T симетри-
чна, iдемпотентна: Π2 = T ′V −1TT ′V −1T = T ′V −1V V −1T = T ′V −1T = Π
та має ранг k. Тому iснує ортонормована матриця U, що приводить її до
дiагональної матрицi вигляду

UΠU ′ = In(k) = (δij1i≤k, i, j = 1, n).

Позначимо ζ = Uε /σ. Тодi ζ ' Nn(0, I) – стандартний нормаль-
ний вектор за теоремою про лiнiйнi перетворення нормальних векторiв,
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оскiльки ε/σ ' Nn(0, I) – стандартний нормальний вектор за умовою.
Далi, за теоремою про рiвняння методу найменших квадратiв

θ̂ = V −1TX = V −1T (T ′θ + ε) = θ + V −1Tε.

Тому внаслiдок теореми про розклад суми квадратiв вiдхилень

ε2 = (X − T ′θ)2 = SSv + SSr = (X − T ′θ̂)2 + (T ′(θ̂ − θ))2 =

(T ′θ + ε− T ′(θ + V −1Tε))2 + (T ′(θ + V −1Tε)− T ′θ)2 =

((I − T ′V −1T )ε)2 + (T ′V −1Tε)2 = ((I − Π)ε)2 + (Πε)2 =

ε′(I − Π)′(I − Π)ε+ ε′Π′Πε = ε′(I − Π)ε+ ε′Πε.

Звiдси

SSv/σ
2 + SSr/σ

2 = ε′(I − Π)ε/σ2 + ε′Πε/σ2 =

ζ ′U(I − Π)U ′ζ + ζ ′UΠU ′ζ =

ζ ′(I − In(k))ζ + ζ ′In(k)ζ =
∑n

i=k+1 ζ
2
i +

∑k
i=1 ζ

2
i = χ2

n−k + χ2
k,

де величини в правiй частинi незалежнi за теоремою про векторнi перетво-
рення незалежних величин ζ i i мають за означенням вiдповiднi хi-квадрат
розподiли �

Теорема (теорема Гаусса – Маркова). Нехай rang T = k, θ̂ –
оцiнка методу найменших квадратiв параметра θ, а вектор

z = Zθ ∈ Rm, m ≤ k.

породжений лiнiйним перетворенням Z : Rk → Rm.
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Тодi оцiнка ẑ = Zθ̂ є лiнiйною незмiщеною оцiнкою для z, i має най-
меншу дисперсiю (тобто найменшi дiагональнi елементи коварiацiйної
матрицi) у класi всiх лiнiйних за X незмiщених оцiнок вектора z.

Доведення.
Нехай z̃ = CX є довiльною лiнiйною незмiщеною оцiнкою для z. Тодi

Mθz̃ = C MθX = CT ′θ = z = Zθ, ∀θ ∈ Rk,

звiдки виводимо тотожнiсть

Z = CT ′.

За теоремою про коварiацiйну матрицю лiнiйного перетворення

Covθ(z̃) = CCovθ(X)C ′ = CCovθ(ε)C
′ = σ2CC ′ =

σ2(ZV −1T + C − ZV −1T )(ZV −1T + C − ZV −1T )′ =

σ2ZV −1Z ′ + σ2(C − ZV −1T )(C − ZV −1T )′ ≥

σ2ZV −1Z ′ = Covθ(Zθ̂) = Covθ(ẑ),

де нерiвнiсть матриць означає одночасну нерiвнiсть всiх вiдповiдних дi-
агональних елементiв i використано ортогональнiсть матриць ZV −1T i
C − ZV −1T. Остання випливає з наведеної вище тотожностi Z = CT ′ та
рiвностей

ZV −1T (C − ZV −1T )′ = ZV −1(TC ′ − TT ′V −1Z ′) =

ZV −1(TC ′ − Z ′) = ZV −1(TC ′ − (CT ′)′) = 0 �

Вправа. Нехай X = (ξj, j = 1, n) – довiльна вибiрка така, що Mξj =
µ, Dξj = σ2, Cov(ξj, ξk) = ρσ2, j 6= k. Довести, що в класi лiнiйних за
спостереженнями ξj найменшу дисперсiю має вибiркове середнє µ̂n.
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18.2. Проста лiнiйна регресiя

Розглянемо для прикладу випадок k = 2. Нехай

θ = (a, b), t1j = 1, t2j = xj, j = 1, n.

Модель регресiї матиме вигляд

ξj = a+ bxj + εj, j = 1, n.

Матрицi T, V задаються рiвностями

T =

(
1 1 1 1
x1 x2 ... xn

)
,

V = TT ′ = n

(
1 x

x x2

)
, x = 1

n

∑n
j=1 xj, x2 = 1

n

∑n
j=1 x

2
j .

Звiдси обчислюємо обернену матрицю V −1 та оцiнки МНК

V −1T = 1
nσ2

(
x2 − x1x x2 − x2x x2 − xnx
x1 − x x2 − x ... xn − x

)
,

σ2 = x2 − (x)2 = 1
n

∑n
j=1(xj − x)2,

b̂ = 1
nσ2

∑n
j=1 ξj(xj − x),

â = 1
nσ2

∑n
j=1 ξj(x

2 − xjx) = −xb̂+ 1
nσ2

∑n
j=1 ξj(x

2 − (x)2) =

1
n

∑n
j=1 ξj − xb̂ = µ̂n − xb̂ �
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Оцiнка b̂ називається вибiрковим коефiцiєнтом кореляцiї векторiв (ξj),
(xj). За теоремою про незмiщенiсть i розподiл оцiнки МНК
D(̂b) = σ2(V −1)22 = σ2/nσ2. Якщо спостереження ξj отримано з актив-
ного експерименту, тобто статистик має можливiсть обирати точки спо-
стережень (xj), то для мiнiмiзацiї дисперсiї оцiнки b̂ слiд максимiзувати
величину σ2.

18.3. Полiномiальна регресiя

Попередню задачу лiнiйної апроксимацiї спостережень можна узагальни-
ти, якщо розглянути схему полiномiальної регресiї:

ξj =
∑k

i=0
θi x

i
j + εj, j = 1, n,

де (xj) – заданi точки спостережень. Незважаючи на нелiнiйний характер
залежностi вiд x, дана модель залишається лiнiйною за невiдомим пара-
метром θ = (θ0, ..., θk). Тому для аналiзу полiномiальної регресiї можна
застосувати всi результати роздiлу про лiнiйну регресiю, якщо визначити
матрицю перетворень T = (xi

j, i = 0, k, j = 1, n).

Припустимо, що точки спостережень (xj) ”рiвномiрно розподiленi” на
вiдрiзку (0, 1), тобто

∑n
j=1 g(xj) ≈

∫ 1

0
g(x)dx для g ∈ C(0, 1). Тодi матриця

V = TT ′ дорiвнює V =
(∑

j x
i
jx

l
j, 0 ≤ i, l ≤ k

)
≈ (1/(i+l+1), 0 ≤ i, l ≤ k).

Можна довести, що визначник цiєї матрицi дуже близький до нуля навiть
при великих k. Отже, обчислення оцiнки МНК стикатиметься з великими
труднощами.

Тому для полiпшення якостi оцiнювання в полiномiальнiй схемi до-
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цiльно розглянути її в еквiвалентному виглядi

ξj =
∑k

i=0
θi ϕi(xj) + εj, j = 1, n,

де ϕi(x) – деякi полiноми ступеня i вiд x.Матриця V у такiй схемi набуває
вигляду

V =
(∑n

j=1
ϕi(xj) ϕl(xj), 0 ≤ i, l ≤ k

)
.

Для полiпшення якостей оцiнки МНК полiноми ϕi обирають так, щоб
матриця V була дiагональною. З огляду на її визначення розглянемо таку
бiлiнiйну форму (скалярний добуток) вiд функцiй f, g:

(f, g) ≡
∑k

j=0
f(xj) g(xj).

Визначимо рекурентно послiдовнiсть полiномiв Чебишева

ϕ0(x) ≡ 1, ϕk(x) ≡ xk −
∑k−1

i=0
ϕi(x)

(xk, ϕi)

(ϕi, ϕi)
, k ≥ 1.

За iндукцiєю з цього означення виводимо, що для всiх i < k

(ϕk, ϕi) = (xk, ϕi)− (ϕi, ϕi)(x
k, ϕi)/(ϕi, ϕi) = 0.

Отже, полiноми Чебишева попарно ортогональнi, матриця V = ((ϕi, ϕi)δik)
є дiагональною i оцiнка МНК дорiвнює

θ̂ = V −1TX =
(∑n

j=1
ξj ϕi(xj) / (ϕi, ϕi), i = 0, k

)
.

Оскiльки коварiацiйна матриця оцiнки θ̂ за теоремою про незмiщенiсть
i розподiл оцiнки МНК дорiвнює дiагональнiй матрицi σ2V −1, то коорди-
нати θ̂i некорельованi, а у випадку нормальних похибок – незалежнi.
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Вправа. Розглянемо лiнiйну двохфакторну модель iз вибiркоюX = (ξij, i =

1, n.j = 1,m), що задовольняє рiвняння

ξij = µ+ αi + βj + εij, i = 1, n.j = 1,m,

де похибки εij ' N(0, σ2) незалежнi у сукупностi, а вектор невiдомих параме-
трiв θ = (µ, (αi, i = 1, n), (βj, j = 1,m), σ2) такий, що

∑n
i=1 αi = 0,

∑m
j=1 βj =

0.Довести, що вектор

θ̂ = (X̂••, (X̂i• − X̂••, i = 1, n), (X̂•j − X̂••, j = 1,m), σ̂2)

є оптимальною оцiнкою для θ,що складається з 4 незалежних груп. Тут груповi
середнi статистики мають вигляд

X̂•• =
∑n

i=1

∑m

j=1
ξij/nm,

X̂i• =
∑m

j=1
ξij/m, X̂•j =

∑n

i=1
ξij/n,

σ̂2 =
∑n

i=1

∑m

j=1
(ξij − X̂i• − X̂•j + X̂••)

2/(n− 1)(m− 1).
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19. Квадратично iнтегровнi
стацiонарнi випадковi процеси

Розглянемо задачi статистичного прогнозу для стацiонарних випадкових
процесiв другого порядку. Такi процеси ефективно використовуються в
теорiї передачi iнформацiї, фiнансовiй математицi тощо.

Позначимо через

L2(P ) = {ξ : Ω → C, M |ξ|2 <∞}

гiльбертiв простiр квадратично iнтегровних комплекснозначних випад-
кових величин зi скалярним добутком (ξ, η) = Mξη, де x комплексно
спряжене до x, iз нормою ‖ξ‖2 = (ξ, ξ) = M |ξ|2 та вiдповiдною середньо-
квадратичною (с.к.) границею ξ = l.i.m ξn.

Нехай G ⊂ L2(P ) – довiльна пiдмножина. Позначимо породжений G
лiнiйний пiдпростiр

£(G) = {η =
∑n

k=1
ckξk, ξk ∈ G, ck ∈ C}

та його с.к. замикання

ℵ(G) = {ξ ∈ L2(P ), ξ = l.i.m ηn, ηn ∈ £(G)}.

Назвемо iзометрiєю пiдмножин гiльбертових просторiв таку їх лiнiйну
бiєкцiю, що зберiгає норму (а, отже, i скалярний добуток).

Теорема (про продовження iзометрiї). Нехай (Hk, ‖·‖k), k = 1, 2, пара
гiльбертових просторiв, кожний з яких мiстить щiльний лiнiйний пiд-
простiр H0k ⊂ Hk, Hk = ℵ(H0k). Для довiльної iзометрiї пiдпросторiв
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=0 : H01 → H02 iснує єдине продовження до iзометрiї = : H1 → H2,
= |H01= =0.

Доведення.
Нехай h1 ∈ H1, h1 = l.i.m h1n, h1n ∈ H01.
Покладемо h2n = =0h1n. З фундаментальностi h1n виводимо фунда-

ментальнiсть h2n

‖h2n − h2m‖2 = ‖=0(h1n − h1m)‖2 = ‖h1n − h1m‖1 → 0,

а отже, i збiжнiсть цiєї послiдовностi. Позначимо

=h1 = l.i.m h2n.

Ця границя визначена коректно i є шуканою iзометрiєю, оскiльки з
неперервностi норми випливає тотожнiсть

‖=h1‖2 = lim ‖h2n‖2 = lim ‖=0h1n‖2 = lim ‖h1n‖1 = ‖h1‖1 ,

а також i взаємна однозначнiсть �

19.1. Стацiонарнi випадковi процеси

Означення. Нехай параметрична множина T = Z або T = R.
Квадратично iнтегровний комплекснозначний випадковий процес

(ξt, t ∈ T ) ⊂ L2(P )

називається стацiонарним (стацiонарним процесом другого порядку, або
ж стацiонарним у широкому розумiннi), якщо

Mξt = m, Cov(ξt, ξs) = r(t− s), ∀t, s ∈ T
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для деяких комплексних m, r(t), t ∈ T. Функцiя r(t) називається кова-
рiацiйною функцiєю процесу.

Приклади
(а) Стохастична гармонiка. Нехай ζ0 квадратично iнтегровна центро-

вана випадкова величина: Mζ0 = 0,M |ζ0|
2 < ∞, а λ дiйсна стала. Тодi

процес ξt = ζ0 exp(iλt) є стацiонарним iз нульовим середнiм та коварiа-
цiйною функцiєю r(t) = M |ζ0|

2 exp(iλt).
(б) Процес зi скiнченним спектром. Нехай (ζk, k = 1, n) набiр iз центро-

ваних некорельованих випадкових величин: Mζk = 0, Mζkζ l = 0, k 6= l, а
λk – дiйснi сталi. Тодi процес

ξt =
∑n

k=1
ζk exp(iλkt)

є стацiонарним iз нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю

Cov(ξt, ξs) = M
∑n

k=1
ζk exp(iλkt)

∑n

j=1
ζj exp(−iλjs) =∑n

k=1
M |ζk|

2 exp(iλk(t− s)) = r(t− s).

Вправа.Нехай (εn, n ∈ Z) послiдовнiсть центрованих некорельованих нор-
мованих величин: Mεn = 0, Mεnεk = δnk,а (ck, k = 0,m) – довiльнi сталi. Тодi
послiдовнiсть ξn =

∑m
k=0 ckεn−k є стацiонарною другого порядку. Знайти її ко-

варiацiйну функцiю.
Означення. Процес (ξt, t ∈ T ) є с.к. неперервним, якщо

M |ξt − ξs|
2 ≡ ‖ξt − ξs‖

2 → 0, t→ s, ∀s.

Зауваження (про критерiй с.к.неперервностi). С.к. неперерв-
нiсть стацiонарного процесу еквiвалентна неперервностi його коварiа-
цiйної функцiї в нулi.

Дiйсно, пiсля центрування процесу
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‖ξt − ξs‖
2 = M(ξt − ξs)(ξt − ξs) = M(|ξt|

2 − ξtξs − ξsξt + |ξs|
2) =

2(r(0)− Re r(t− s)),

|r(t)− r(0)|2 =
∣∣M(ξt − ξ0)ξ0

∣∣2 ≤ ‖ξt − ξ0‖
2 r(0).

Теорема (про властивостi коварiацiйної функцiї). Функцiя r(t)
є коварiацiйною функцiєю деякого стацiонарного процесу тодi й тiльки
тодi, коли вона є додатно визначеною, тобто для довiльних n,
tk ∈ T, ck ∈ C

r(t1) = r(−t1),
∑n

j,k=1
ckcj r(tk − tj) ≥ 0.

Доведення.
Необхiднiсть виводиться обчисленням наведених форм через ξt

r(t) = Mξtξ0 = Mξtξ0 = Mξ0ξ−t = r(−t),∑n
j,k=1 ckcj r(tk − tj) =

∑n
j,k=1 ckcj Mξtk

ξtj
=

M
∑n

j,k=1 ckcj ξtk
ξtj

= M
∣∣∑n

k=1 ck ξtk

∣∣2 ≥ 0.

Достатнiсть випливає з iснування вiдповiдних нормальних випадкових
послiдовностей, доведення не наводиться �

Теорема (теорема Бохнера про додатно визначенi функцiї).
Функцiя r(t) є неперервною додатно визначеною тодi й тiльки тодi, коли
знайдеться скiнченна мiра Лебега – Стiлтьєса F на R така, що має
мiсце спектральне зображення

r(t) =

∫
R

exp(iλt) dF (λ), ∀t ∈ T.



Старт

Початок

Змiст

JJ II

J I

Сторiнка 423 з 509

Назад

Екран

Закрити

Выхiд

Означення. Мiра F називається спектральною мiрою коварiацiйної
функцiї r, а вiдповiдна невласна функцiя розподiлу F (x) ≡ F ((−∞, x)) –
спектральною функцiєю.

Доведення.
Достатнiсть перевiряється безпосередньо:∑n

j,k=1
ckcj r(tk − tj) =

∫
R

∑n

j,k=1
ckcj exp(iλ(tk − tj))dF (λ) =∫

R

∣∣∣∑n

k=1
ck exp(iλtk)

∣∣∣2 dF (λ) ≥ 0.

Необхiднiсть доведемо для випадку послiдовностей: при T = Z. Вiд-
повiдне твердження називається теоремою Герглотца.

Для довiльної неперервної додатно визначеної функцiї
r(n), n ∈ Z, розглянемо таку послiдовнiсть функцiй аргумента λ ∈ [−π, π]

fN(λ) =
1

2πN

∑N

k,l=1
r(k − l) exp(−ikλ+ ilλ) =

1

2π

∑
|n|≤N

(
1− |n|

N

)
r(n) exp(−inλ),

де зроблено замiну змiнної n = k − l.
Цi функцiї дiйснi та невiд’ємнi за умовою додатної визначеностi, в якiй

слiд обрати tk = k, ck = exp(−ikλ).
Позначивши

FN(B) =

∫
B ∩ [−π,π]

fN(λ) dλ,

з урахуванням ортогональностi гармонiк∫ π

−π

exp(iλk) exp(−iλj)dλ = 2π δkj,
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обчислюємо ∫ π

−π

exp(iλn)dFN(λ) =

(
1− |n|

N

)+

r(n),

де x+ = max(x, 0).

Мiри FN зосередженi на компактному iнтервалi [−π, π] i рiвномiрно
обмеженi: FN(R) =

∫ π

−π
exp(iλ0)dFN(λ) = r(0) < ∞. За теоремою Про-

хорова про критерiй слабкої компактностi нормована послiдовнiсть фун-
кцiй розподiлу {FN(−∞, x)/r(0)} слабко компактна, оскiльки верхня ме-
жа в критерiї нульова вже при c > π. Тому за означенням слабкої ком-
пактностi для деякої скiнченної мiри F та деякої пiдпослiдовностi FNk

→W F, Nk → ∞. Використовуючи цю збiжнiсть у попереднiй рiвностi
при N = Nk, дiстанемо шукане зображення:∫ π

−π

exp(iλn)dF (λ) = lim k→∞

∫ π

−π

exp(iλn)dFNk
(λ) =

lim k→∞(1− |n|
Nk

)+r(n) = r(n), ∀n ∈ Z�

Теорема(теорема Хiнчина про спектральне зображення кова-
рiацiйної функцiї).

(а) Функцiя r(t), t ∈ T, є коварiацiйною функцiєю с.к. неперервного
стацiонарного процесу другого порядку (ξt, t ∈ T ) тодi й тiльки тодi,
коли справедливе спектральне зображення з теореми Бохнера про дода-
тно визначенi функцiї. Мiра F (невласна функцiя розподiлу F ) у цьому
зображеннi називається спектральною мiрою (спектральною функцiєю)
процесу.

(б) У випадку T = Z спектральна мiра зосереджена на вiдрiзку [−π, π].
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Зауваження.За формулою обертання для характеристичних функцiй
справедлива тотожнiсть

F (t)− F (s) =
1

2π
lim ε ↓ 0

∫ t

s

dx

∫ ∞

−∞
exp(−iux− ε2u2) r(u)du.

Доведення (а) є очевидним наслiдком теореми про властивостi ко-
варiацiйної функцiї, теореми Бохнера про додатно визначенi функцiї та
зауваження про критерiй с.к. неперервностi. Твердження (б) випливає з
теореми Герглотца �

19.2. Мiри з ортогональними значеннями, стохасти-
чнi iнтеграли

Означення. Сiм’я комплекснозначних випадкових величин
(µ(B), B ∈ B(R)) ⊂ L2(P ) називається випадковою мiрою з орто-
гональними значеннями, якщо для деякої скiнченної мiри m на B(R)
(структурної мiри) виконуються умови

(а) M µ(A) µ(B) = m(A ∩B), ∀A,B ∈ B(R),

(б) µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) м.н. для всiх несумiсних A,B ∈ B(R),

(в) M µ(A) = 0.
Приклад. Нехай (ζk, k ∈ Z) – послiдовнiсть попарно некорельова-

них випадкових величин iз нульовим середнiм. Тодi µ(A) =
∑

k∈A ζk є
мiрою з ортогональними значеннями та зi структурною мiрою m(A) =∑

k∈AM |ζk|
2 :

M µ(A) µ(B) =
∑

k∈A

∑
j∈B

Mζkζj =
∑

k=j∈A∩B
M |ζk|

2 = m(A ∩B),
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адитивнiсть та центрованiсть µ очевиднi.
Означення. Нехай (µ(B), B ∈ B(R)) – випадкова мiра з ортогональ-

ними значеннями зi структурною мiрою m. Позначимо через:
H2(µ) = ℵ(µ(B), B ∈ B(R)) – замкнений лiнiйний пiдпростiр L2(P ),

що породжений її значеннями, та через
L2(m) – гiльбертiв простiр комплекснозначних борелєвих функцiй,

що iнтегровнi з квадратом за мiрою m : ‖f‖2
m =

∫
|f |2 dm < ∞, зi

скалярним добутком (f, g)m =
∫
fgdm.

Теорема (про iзометрiю просторiв H2 i L2). Iснує єдина лiнiйна
iзометрiя = : L2(m) → H2(µ), така, що

=(1B) = µ(B), ∀B ∈ B(R).

Доведення. Розглянемо лiнiйнi пiдпростори

H01 = £(1B, B ∈ B(R)), H02 = £(µ(B), B ∈ B(R)).

Вказане в теоремi вiдображення породжує iзометрiю H01 на H02, оскiльки
за умовою

‖1B‖2
m = m(B) = M µ(B)µ(B) = ‖µ(B)‖2 = ‖=(1B)‖2 ,

i внаслiдок ортогональностi значень для попарно несумiсних Bk∥∥∥∑ ck1Bk

∥∥∥2

m
=

∫ ∣∣∣∑ ck1Bk
(x)
∣∣∣2m(dx) =∫ ∑

k
ck1Bk

(x)
∑

j
cj1Bj

(x) m(dx) =∫ ∑
k,j
ckcj1Bk∩Bj

(x)m(dx) =
∑

|ck|2m(Bk) =
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∑
k,j
ckcj Mµ(Bk)µ(Bj) = M

∣∣∣∑ ckµ(Bk)
∣∣∣2 =

∥∥∥∑ ckµ(Bk)
∥∥∥2

.

За означенням iнтегралу Лебега – Стiлтьєса за мiрою m та за означе-
нням математичного сподiвання вкладення H01 ⊂ L2(m) та H02 ⊂ H2(µ)
є щiльними, оскiльки цi iнтеграли збiгаються з границями iнтегралiв вiд
вiдповiдних простих функцiй. Тому твердження теореми випливає з тео-
реми про продовження iзометрiї �

Означення. Нехай f ∈ L2(m). Стохастичним iнтегралом вiд функцiї
f за випадковою мiрою µ з ортогональними значеннями називається
значення iзометрiї =(f) ∈ H2(µ), що iснує, єдине за теоремою про iзо-
метрiю просторiв H2 i L2 та позначається як

=(f) =

∫
f dµ.

Зауваження. Стохастичний iнтеграл є лiнiйним, неперервним за f у
метрицi простору L2(m) та задовольняє умову

M

(∫
f dµ

)(∫
g dµ

)
=

∫
fg dm.

Доведення.
Лiнiйнiсть та неперервнiсть є властивостями лiнiйної iзометрiї.
Остання рiвнiсть полягає в збiжностi скалярних добуткiв iзометри-

чних елементiв, яка випливає з iзометричної збiжностi норм вiдповiдних
елементiв та з тотожностi

4(f, g) = (f + g, f + g)− (f − g, f − g) = ‖f + g‖2 − ‖f − g‖2 �
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Теорема (про продовження мiри з ортогональними значення-
ми). Нехай алгебра множин A(R) породжує сигма-алгебру B(R). Якщо
iснує система випадкових величин (µ(B), B ∈ A(R)), яка задовольняє
при B ∈ A(R) умови (а),(б),(в) в означеннi випадкової мiри з ортого-
нальними значеннями, то iснує мiра з ортогональними значеннями
(µ∗(B), B ∈ B(R)) зi структурною мiрою m така, що µ∗(B) = µ(B)
м.н., ∀B ∈ A(R).

Доведення. Позначимо

B0 = {B ∈ B(R) : inf(m(A∆B), A ∈ A(R)) = 0}.

Клас B0 мiстить A(R). Клас B0 є замкненим вiдносно доповнень, скiн-
ченних об’єднань та злiченних об’єднань множин, що попарно не перети-
наються. Отже, B0 є сигма-алгеброю i мiстить A(R), тому B0 = B(R).

Якщо B ∈ B(R), а An ∈ A(R) такi, що m(An∆B) → 0, то

‖µ(An)− µ(Am)‖2 = M(µ(An)− µ(Am))(µ(An)− µ(Am)) =

m(An) +m(Am)− 2m(An ∩ Am) = m(An∆Am) → 0, n.m→∞.

Отже, послiдовнiсть µ(An) фундаментальна в L2(P ), тому iснує її с.к.
границя µ∗(B) = l.i.m µ(An). Ця границя визначена коректно i задоволь-
няє умови (а),(б),(в), оскiльки цi умови зберiгаються при переходi до с.к.
границi �

19.3. Процеси з ортогональними приростами

Означення. Квадратично iнтегровний процес (ζ(t), t ∈ T )
називається процесом з ортогональними приростами, якщо:
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(а) Mζ[s, t)ζ[u, v) = 0 при всiх s < t < u < v,
де прирiст процеса ζ[a, b) ≡ ζ(b)− ζ(a),

(б) sups < t M |ζ[s, t)|2 <∞,

(в) Mζ[s, t) = 0.
Теорема (про спектральну функцiю процесу з ортогональни-

ми приростами). Нехай (ζ(t), t ∈ T ) процес iз ортогональними приро-
стами. Iснує неспадна обмежена функцiя F така, що

M |ζ[s, t)|2 = F (t)− F (s),

Mζ(I)ζ(J) = F (I ∩ J),

для всiх iнтервалiв I, J , де значення функцiї вiд iнтервалу iнтерпре-
тується як вiдповiдний прирiст.

Означення. Функцiя F називається спектральною функцiєю проце-
су ζ.

Доведення.
Функцiя M |ζ(I)|2 є адитивною на алгебрi об’єднань iнтервалiв, що не

перетинаються:

M |ζ(I ∪ J)|2 = M(ζ(I) + ζ(J))(ζ(I) + ζ(J)) =

M |ζ(I)|2 +M |ζ(J)|2 + 2ReMζ(I)ζ(J) = M |ζ(I)|2 +M |ζ(J)|2 ,

отже, є монотонно неспадною функцiєю iнтервалу I = [s, t). Тому з (б)
випливає iснування монотонної обмеженої функцiї

lims→ −∞M |ζ[s, t)|2 = F (t),
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звiдки з тотожностi

lims→ −∞M |ζ[s, t)|2 +M |ζ[t, u)|2 = lims→ −∞M |ζ[s, u)|2 , t < u,

виводиться перше твердження теореми.
Друге виводиться пiсля пiдстановки I = (I ∩ J) ∪ (I\J) iз бiлiнiйностi

коварiацiї та з ортогональностi приростiв:

Mζ(I)ζ(J) = Mζ(I ∩ J)ζ(J) +Mζ(I\J)ζ(J) = Mζ(I ∩ J)ζ(J) =

Mζ(I ∩ J)ζ(J ∩ I) +Mζ(I ∩ J)ζ(J\I) = Mζ(I ∩ J)ζ(J ∩ I) = F (I ∩ J) �

Приклад. Якщо (ηk, k ∈ Z) – послiдовнiсть попарно некорельованих
випадкових величин iз нульовим середнiм, то процес ζ(t) =

∑
k < t ηk є

процесом iз ортогональними приростами, причому F (t) =
∑

k < tM |ηk|
2.

Вправа. Довести, що вiнерiвський процес (w(t), t ∈ T ) на iнтервалi T =
[0, a] є процесом з ортогональними приростами. Знайти його спектральну фун-
кцiю.

Теорема (про випадкову мiру, породжену випадковим проце-
сом iз ортогональними приростами). Для процесу з ортогональними
приростами (ζ(t), t ∈ T ) iснує єдина випадкова мiра з ортогональними
значеннями µ на B(R) така, що

µ([s, t)) = ζ[s, t), ∀s < t.

Вiдповiдна структурна мiра m є мiрою Лебега – Стiлтьєса, що поро-
джується спектральною мiрою процесу:

m([s, t)) = M |µ([s, t))|2 = M |ζ(t)− ζ(s)|2 = F (t)− F (s).

Доведення.
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Випливає з теореми про продовження мiри з ортогональними значен-
нями. Мiра µ на множинах A = ∪n

k=1[ak, bk) з алгебри A(R) визначається
як

µ(A) =
∑n

k=1
ζ[ak, bk).

Лiнiйнiсть та центрованiсть µ очевиднi. Структурна мiра на алгебрi A(R)
обчислюється внаслiдок теореми про спектральну функцiю процесу з ор-
тогональними приростами:

Mµ(A) µ(B) = M
∑

I⊂A

∑
J⊂B

ζ(I)ζ(J) =

∑
I⊂A

∑
J⊂B

F (I ∩ J) =
∑

I=J⊂A∩B
F (I) = F (A ∩B)�

Означення. Нехай f ∈ L2(F ). Стохастичним iнтегралом вiд функцiї
f за процесом ζ iз ортогональними приростами називається iнтеграл
за вiдповiдною випадковою мiрою з ортогональними значеннями∫

f dζ ≡
∫
f dµ.

Зауваження. Згiдно з властивостями iнтегралу за випадковою мiрою
iнтеграл за стохастичним процесом є лiнiйним та неперервним за f i
задовольняє умову

M

(∫
f dζ

)(∫
g dζ

)
=

∫
f g dF.
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19.4. Спектральне зображення стацiонарного проце-
су

Теорема (теорема Карунена про спектральне зображення ста-
цiонарного процесу). Нехай (ξt, t ∈ T ) ⊂ L2(P ) – стацiонарний процес
iз нульовим середнiм: Mξt = 0, i коварiацiйною функцiєю r(t), що має
спектральну мiру F :

r(t) =

∫
R

exp(iλt) dF (λ).

Розглянемо гiльбертiв пiдпростiр, що породжений процесом ξ :

H2(ξ) = ℵ(ξt, t ∈ T ) ⊂ L2(P ).

Iснує процес iз ортогональними приростами (ζ(λ), λ ∈ R) зi значен-
нями в H2(ξ), iз тiєю ж спектральною мiрою F :

M |ζ[s, t)|2 = F (t)− F (s),

та такий, що має мiсце спектральне зображення

ξt =

∫
R

exp(iλt) dζ(λ), ∀t ∈ T.

Означення. Мiра F називається спектральною мiрою процесу ξt.Якщо
ця мiра абсолютно неперервна, то її щiльнiсть f називається спектраль-
ною щiльнiстю процесу.

Доведення.
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Позначимо через L2(F ) гiльбертiв простiр комплекснозначних борелє-
вих функцiй, що iнтегровнi з квадратом за мiрою F :

L2(F ) = {f : ‖f‖2
F =

∫
|f |2 dF <∞}.

Розглянемо його лiнiйний пiдпростiр

H01 = £(exp(itλ), t ∈ T ) ⊂ L2(F ).

За теоремою Вейєрштраса пiдпростiр H01 щiльний у L2(F ).
За означенням H2(ξ) пiдпростiр

H02 = £(ξt, t ∈ T ) ⊂ H2(ξ)

є також щiльно вкладеним.
Розглянемо вiдображення пiдпростору H01 на H02, що задається фор-

мулою
=(exp(it•)) = ξt, t ∈ T,

для твiрних елементiв exp(itλ) та продовжується за лiнiйнiстю до iзомор-
фiзму на iншi елементи H01.

Оскiльки за означенням коварiацiйної функцiї та спектральної мiри∥∥∥∑ ck exp(iλtk)
∥∥∥2

F
=

∫ ∣∣∣∑
k
ck exp(iλtk)

∣∣∣2 dF (λ) =

∫ ∑
k
ck exp(iλtk)

∑
j
cl exp(−iλtl) dF (λ) =∫ ∑

k,j
ckcl exp(iλ(tk − tl)) dF (λ) =

∑
k,j
ckcl r(tk − tl) =
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∑
k,j
ckcl Mξ(tk)ξ(tl) =

M
∣∣∣∑ ckξ(tk)

∣∣∣2 =
∥∥∥∑ ckξ(tk)

∥∥∥2

,

то вiдображення = є iзометрiєю H01 на H02.
За теоремою про продовження iзометрiї iснує єдине продовження до

iзометрiї = з H1 = L2(F ) на H2 = H2(ξ).
З обмеженостi F виводимо, що 1(−∞, t) ∈ L2(F ). Позначимо

ζ(t) ≡ =(1(−∞, t)) ∈ H2(ξ).

Тодi за iзометрiєю

Mζ[s, t)ζ[u, v) = (1[s, t), 1[u, v)) F = 0, ∀s < t < u < v,

M |ζ[s, t)|2 =
∥∥1[s, t)

∥∥2

F
= F (t)− F (s).

Оскiльки Mξ(t) = 0 i за нерiвнiстю Кошi математичне сподiвання є
неперервною функцiєю на L2(P ), то Mη = 0 для всiх η ∈ H2(ξ). Зокрема,
Mζ(t) = 0.

Отже, ζ(t) – випадковий процес iз ортогональними приростами та зi
спектральною мiрою F.

Розглянемо лiнiйний пiдпростiр

L0
2(F ) ≡

{
g ∈ L2(F ) : =(g) =

∫
g(λ)dζ(λ)

}
.

Для довiльної простої функцiї

g(λ) =
∑

ck1[tk, sk)(λ)
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з лiнiйностi = отримуємо

=(g) =
∑

ckζ[tk, sk) =

∫ ∑
ck1[tk, sk)(λ)dζ(λ) =

∫
g(λ)dζ(λ),

тобто простi функцiї g ∈ L0
2(F ).

Оскiльки клас простих функцiй щiльний у L2(F ), а простiр L0
2(F ) за-

мкнений через неперервнiсть iзометрiї = та неперервнiсть стохастичного
iнтегралу, то L0

2(F ) = L2(F ).
Тому пiдстановкою g(λ) = exp(iλt) у тотожнiсть

=(g) =
∫
g(λ)dζ(λ) дiстанемо спектральне зображення для процесу ξt :

ξt = =(exp(itλ)) =

∫
R

exp(iλt) dζ(λ), ∀t ∈ T�

Зауваження. У випадку T = Z спектральна мiра F та процес
ζ(λ) зосередженi на вiдрiзку [−π, π].

Вправа. Розклад Карунена – Лоева – Пугачова.
Нехай ξ(t), t ∈ [0, 1] с.к. неперервний дiйсний випадковий процес з нульовим

середнiм та коварiацiйною функцiєю r(t, s) = Mξ(t)ξ(s).Ця функцiя неперерв-
на i iнтегровна з квадратом на [0, 1]2. Тому iнтегральне рiвняння Фредгольма

ϕ(t) = λ

∫ 1

0

r(t, s)ϕ(s)ds

має для деяких λ = λn ≥ 0 в L2[0, 1] розв’язки ϕn ∈ L2[0, 1], n ≥ 1, що
утворюють ортонормований базис. Зокрема, справедливе зображення

r(t, s) =
∑∞

n=1 λ
−1
n ϕn(t)ϕn(s).
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Суму справа можна розглядати як спектральний розклад за лiчильною мi-
рою m, що має одиничнi стрибки на N. Застосувавши до цього розкладу тео-
рему Карунена, побудуйте випадковий процес ζ(t) на [0, 1] з ортогональними
приростами та зi спектральною функцiєюm. Позначимо ζn = ζ(n+0)−ζ(n−0)
величини ненульових стрибкiв цього процесу. Тодi з теореми Карунена отриму-
ємо зображення

ξ(t) =
∑∞

n=1
λ−1/2

n ϕn(t) ζn

з попарно ортогональними та нормованими ζn ∈ L2(P ).
Зокрема, для вiнерiвського процесу w(t) маємо r(t, s) = min(t, s), λn =

π2(n− 1/2)2, ϕn(t) =
√

2 sin(n− 1/2)πt, та

w(t) =
√

2
∑∞

n=1
ζn π

−1(n− 1/2)−1 sin(n− 1/2)πt.
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20. Оптимальний лiнiйний прогноз стацiонар-
них послiдовностей

За допомогою спектрального зображення можна розв’язати задачу зна-
ходження лiнiйного прогнозу з найменшою дисперсiєю.

20.1. Лiнiйний прогноз у гiльбертовому просторi

Теорема (про лiнiйний прогноз у гiльбертовому просторi). Не-
хай H – деякий гiльбертiв простiр, послiдовнiсть (ξk, k ∈ Z) ⊂ H
породжує замкнений лiнiйний пiдпростiр

H0 = ℵ(ξk, k ∈ Z),

а вектор ξ ∈ H. Тодi
(а) iснує єдина проекцiя ξ на H0 :

Π0ξ ≡ arg min η ∈ H0 ‖ξ − η‖2 ,

(б) проекцiя є ортогональною: (ξ − Π0ξ, η) = 0, ∀η ∈ H0,
(в) елемент ζ ∈ H0 дорiвнює Π0ξ тодi й тiльки тодi, коли

(ξ − ζ, ξk) = 0, ∀k ∈ Z,

(г) оператор Π0 є лiнiйним i ортогональним: Π2
0 = Π0.

Доведення.
(а) Позначимо

Ln = £(ξk, |k| ≤ n), n ≥ 1. L∞ = ∪Ln.
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За означенням H0 = ℵ(L∞), тому елемент ζ ∈ H0 дорiвнює Π0ξ тодi й
тiльки тодi, коли

‖ξ − ζ‖2 ≤ ‖ξ − η‖2 , ∀η ∈ L∞,

оскiльки за неперервнiстю норми дана нерiвнiсть подовжується з L∞ на
весь пiдпростiр H0.

Оскiльки простiр Ln скiнченновимiрний, то iснує єдиний вектор

ηn = arg min η ∈ Ln ‖ξ − η‖2 .

Дiйсно, за процедурою Грама – Шмiдта у просторi Ln iснує ортонормо-
ваний базис {e1, ..., ed}. Тому вектор

ηn =
∑d

k=1
(ξ, ek)ek

є шуканим, причому ξ − ηn ⊥ Ln.
Позначимо a = ‖ξ‖2, εn = ‖ξ − ηn‖

2 . Тодi з ξ = ξ − ηn + ηn отримуємо

‖ηn‖
2 = a− εn, (ξ, ηn) = ‖ηn‖

2 = a− εn.

Оскiльки Ln ⊂ Lm при m > n, то εn ↓ ε = lim εn, ξ − ηm ⊥ ηn. Тому

‖ηn − ηm‖
2 = ‖ηn − ξ‖2 +

‖ηm − ξ‖2 − 2(ηn − ξ, ηm − ξ) = εn + εm + 2(ξ, ηm − ξ) =

εn + εm + 2(a− εm)− 2a = εn − εm → 0.

Отже, послiдовнiсть ηn фундаментальна й має границю ζ = l.i.m ηn,
причому ‖ξ − ζ‖2 = lim ‖ξ − ηn‖

2 = ε.
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Для довiльного η ∈ L∞ iснує n таке, що η ∈ Ln. Тому

‖ξ − η‖2 = εn ≥ ε = ‖ξ − ζ‖2 ∀η ∈ L∞.

Звiдси внаслiдок твердження, що наведене на початку доведення, випли-
ває iснування проекцiї Π0ξ = ζ.

Для доведення єдиностi зауважимо, що при наявностi двох точок мi-
нiмуму ζ i, i = 1, 2, квадратична форма

‖ξ − tζ1 − (1− t)ζ2‖
2 = ‖ξ − ζ2‖

2−
2t (ξ − ζ2, ζ1 − ζ2) + t2 ‖ζ1 − ζ2‖

2

набувала б одного й того ж самого найменшого значення для рiзних зна-
чень аргументу t = 0, 1, звiдки t2 ‖ζ1 − ζ2‖

2 = 0.
Твердження (б) випливає з ортогональностi ξ − ηn ⊥ Lk при n ≥

k. Оскiльки для довiльного η ∈ L∞ знайдеться k таке, що η ∈ Lk, то
(ξ − ηn, η) = 0 починаючи з деякого n, звiдки дiстанемо (ξ − Π0ξ, η) = 0
при n → ∞. Нарештi, за неперервнiстю скалярного добутку цю рiвнiсть
подовжуємо на H0 = ℵ(L∞).

Необхiднiсть (в) є очевидним наслiдком (б).
Для доведення достатностi у (в) припустимо, що (ξ − ζ, ξk) = 0, ∀k ∈

Z. Тодi за лiнiйнiстю та неперервнiстю (ξ− ζ, η) = 0, ∀η ∈ H0. Отже, для
довiльного η ∈ H0

‖ξ − η‖2 = ‖ξ − ζ‖2 + ‖ζ − η‖2 +

2(ξ − ζ, ζ − η) ≥ ‖ξ − ζ‖2 ,

де рiвнiсть (ξ − ζ, ζ − η) = 0 випливає з включення ζ − η ∈ H0.
Лiнiйнiсть (г) є наслiдком (в): якщо ζ(i) = Π0ξ(i), i = 1, 2, то
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(ξ(1) + ξ(2)− ζ(1)− ζ(2), ξk) =

(ξ(1)− ζ(1), ξk) + (ξ(2)− ζ(2), ξk) = 0, ∀k ∈ Z,

звiдки Π0ξ(1) + Π0ξ(2) = ζ(1) + ζ(2) = Π0(ξ(1) + ξ(2)).
Ортогональнiсть (д) виводиться з тотожностi Π0η = η, η ∈ H0, за

якою Π2
0η = Π0(Π0η) = Π0η = η �

20.2. Регулярнi стацiонарнi послiдовностi

Розглянемо стацiонарну квадратично iнтегровну послiдовнiсть
(ξn, n ∈ Z) з нульовим середнiм i коварiацiйною функцiєю r(n).

Позначимо лiнiйнi пiдпростори

Ln = £(ξk, k ≤ n), Hn = ℵ(Ln) ⊂ Hn+1,

L∞ = ∪Ln, H∞ = ∪Hn, H−∞ = ∩Hn.

Нехай лiнiйне вiдображення T : L∞ → L∞ визначається рiвнiстю

Tξn = ξn+1, ∀n ∈ Z,

на твiрних елементах L∞ та продовжується за лiнiйнiстю на всi лiнiйнi
форми з L∞ :

T
∑

cnξn =
∑

cnξn+1.

Оскiльки послiдовнiсть (ξn, n ∈ Z) – стацiонарна, то вiдображення T
є iзометрiєю простору Ln на Ln+1, а за неперервнiстю внаслiдок теореми
про продовження iзометрiї – продовжується до iзометрiї Hn на Hn+1.
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Означення. Ортогональним проектором H∞ на Hn називається лi-
нiйний оператор, що дiє на елементи ξ ∈ H∞ за формулою

Πnξ ≡ arg min η ∈ Hn ‖ξ − η‖2 .

Цей оператор iснує та коректно визначений за теоремою про лiнiйний
прогноз у гiльбертовому просторi.

Означення. Стацiонарна послiдовнiсть (ξn, n ∈ Z) називається ре-
гулярною, якщо ∩ n ∈ ZHn = {0}.

Теорема (про структуру регулярної стацiонарної послiдовно-
стi). Нехай стацiонарна послiдовнiсть (ξn, n ∈ Z) є регулярною. Тодi:

(а) Включення Hn ⊂ Hn+1 є строгим (не щiльним).
(б) Величини εn+1 = ξn+1 − Πnξn+1 ∈ Hn+1 невиродженi, попарно

ортогональнi, εn+1 ⊥ Hn.
(в) Має мiсце рiвнiсть εn+1 = Tεn.
(г) Послiдовнiсть (εk, k ≤ n) є ортогональним базисом у Hn.
(д) Iснують комплекснi ck, k ≤ 0, c0 = 1, такi, що справедливе зобра-

ження рухомого середнього

ξn =
∑

k≤0
ck εk+n =

∑
k≤n

ck−n εk.

(е) Спектральна мiра послiдовностi (ξn, n ∈ Z) має спектральну
щiльнiсть на [−π, π]

f(λ) =
M |ε0|2

2π

∣∣∣∑
k≤0

ck exp(ikλ)
∣∣∣2 .

Доведення.
(а) Припустимо, що Hm = Hm+1 для деякого m.
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Тодi iснують лiнiйнi форми ηn
m =

∑
k≤m cnkξk ∈ Lm такi, що∥∥ξm+1 − ηn

m

∥∥→ 0, n→∞.

Так як T – iзометрiя, то для величин ηn
m−1 = T−1ηn

m ∈ Lm−1 справедливi
спiввiдношення∥∥ξm − ηn

m−1

∥∥ =
∥∥T (ξm − ηn

m−1)
∥∥ =

∥∥ξm+1 − ηn
m

∥∥→ 0.

Отже, Hm−1 = Hm, звiдки за iндукцiєю H−∞ = Hm, що суперечить регу-
лярностi.

(б) Невиродженiсть є наслiдком (а), оскiльки з εn+1 = 0 випливало б,
що ξn+1 = Πnξn+1 ∈ Hn, що суперечить регулярностi. Ортогональнiсть
εn+1 ⊥ Hn є наслiдком властивостi (б) ортогонального проектора з теоре-
ми про лiнiйний прогноз у гiльбертовому просторi. Нарештi, з включення
εn ∈ Hn виводимо попарну ортогональнiсть εn+1 ⊥ εn.

(в) Для довiльного ηn−1 ∈ Ln−1∥∥ξn − ηn−1

∥∥ =
∥∥T (ξn − ηn−1)

∥∥ =
∥∥ξn+1 − Tηn−1

∥∥ .
Оскiльки T – iзометрiя Ln−1 на Ln, то нижнi границi за ηn−1 в обох

частинах цiєї рiвностi є однаковими, а вiдповiднi аргументи збiгаються до
векторiв, пов’язаних вiдображенням T . Тому TΠn−1ξn = Πnξn+1 i

εn+1 = ξn+1 − Πnξn+1 = T (ξn − Πn−1ξn) = Tεn.

(г) Нехай ζ ∈ Hn, ζ ⊥ εk, k ≤ n. Тодi для деякої послiдовностi лiнiй-
них форм

ηn(m) =
∑

k≤n
ck(m)ξk ∈ Ln
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має мiсце збiжнiсть ηn(m) → ζ, m→∞, причому

cn(m) ‖εn‖2 = (ηn(m), εn) → (ζ, εn) = 0.

Звiдси
ηn(m)− Πn−1ηn(m) = cn(m)εn → 0,

отже,
ζ = l.i.m m→∞ηn(m) = l.i.m m→∞Πn−1ηn(m) ∈ Hn−1.

За iндукцiєю ζ ∈ H−∞ = {0}, тобто ζ = 0. Отже, послiдовнiсть
(εk, k ≤ n) є базисом. Ортогональнiсть доведено в (б).

(д) З попереднього пункту випливає iснування сталих ck ∈ C таких,
що

ξ0 =
∑

k ≤ 0
ck εk,

де c0 = 1, оскiльки за означенням (б) та за ортогональнiстю базису εn

ξ0 − ε0 = Π−1ξ0 =
∑

k ≤ −1
ck εk = ξ0 − c0ε0.

Звiдси внаслiдок (в) та за означенням неперервної iзометрiї T дiста-
немо шукане зображення для довiльного n.

(е) Вираз для спектральної щiльностi виводиться з (д) та з означення
спектральної мiри∫ π

−π

exp(inλ)f(λ)dλ = r(n) = Mξnξ0 =

M
∑

k ≤ 0
ck εk +n

∑
j ≤ 0

cjεj =
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∑
k ≤ 0

∑
j ≤ 0

ckcj Mεk+nεj = M |ε0|2
∑

k ≤ 0
ck ck+n =

M |ε0|2

2π

∫ π

−π

exp(inλ)
∣∣∣∑

k ≤ 0
ck exp(ikλ)

∣∣∣2 dλ, ∀n ∈ Z�

Теорема (про оптимальний прогноз для регулярної послiдов-
ностi). Позначимо через ξ̂1 = Π0ξ1 найкращий у середньоквадратичному
лiнiйний прогноз значення ξ1 за спостереженнями ξk, k ≤ 0. Для регу-
лярної послiдовностi

ξ̂1 =
∑

k < 0
ck ε k+1, M

∣∣∣ξ1 − ξ̂1

∣∣∣2 = M |ε0|2 .

Доведення очевидне. Зауважимо, що побудова прогнозу складається
з 2-х етапiв: вiдшукання базису (εk), що пов’язаний зi спектральним роз-
кладом послiдовностi, i обчислення коефiцiєнтiв ck, якi визначаються ко-
варiацiйною функцiєю �

20.3. Спектральний розв’язок задачi лiнiйного про-
гнозу

Нехай (ξn, n ∈ Z) – довiльна стацiонарна послiдовнiсть iз нульовим сере-
днiм, F – її спектральна мiра на [−π, π]. Позначимо через

ξ̂1 = Π0ξ1 ≡ arg min η∈H−
2 (ξ) ‖ξ1 − η‖2 ∈ H−

2 (ξ) ≡ ℵ(ξn, n ≤ 0)

оптимальний лiнiйний прогноз значення ξ1 за спостереженнями з H−
2 (ξ).

Уведемо пiдпростори

L±2 (F ) = ℵF (exp(inλ), n ∈ Z±),
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де ℵF – оператор замикання лiнiйної оболонки у просторi L2(F ).
Позначимо також через L2, L±2 аналогiчнi L2(F ), L±2 (F ) простори фун-

кцiй для випадку, коли F – мiра Лебега на [−π, π]. Як вiдомо з теорiї рядiв
Фур’є,

L2 = {g(λ) =
∑

n ∈ Z
cn exp(inλ) :

∑
|cn|2 <∞},

L±2 = {g(λ) =
∑

n ∈ Z±
cn exp(inλ) :

∑
n ∈ Z±

|cn|2 <∞}.

Теорема (про iзоморфiзм спектральних просторiв). Нехай ви-
конується умова:

(L) спектральна мiра F має щiльнiсть f таку, що

0 < inf f, sup f <∞.

Тодi
L2(F ) = L2, L±2 (F ) = L±2 .

Доведення.
Базиснi елементи у всiх трьох пар просторiв однаковi: це послiдовностi

функцiй exp(inλ), де n ∈ Z або Z±. Тому тотожнiсть просторiв випливає
з еквiвалентностi норм, за якими обчислюється замикання:

‖g‖2
F =

∫
|g|2 f(λ)dλ ≤ sup f

∫
|g|2 dλ = sup f ‖g‖2 ,

‖g‖2
F =

∫
|g|2 f(λ)dλ ≥ inf f

∫
|g|2 dλ = inf f ‖g‖2 �

Як i вище, символом = позначатимемо iзометрiю = : L2(F ) → H2(ξ),
що визначена в теоремi Карунена про спектральне зображення стацiо-
нарного процесу як =(exp(it•)) = ξt та породжена стохастичним iнте-
гралом за вiдповiдним процесом iз ортогональними приростами: =(g) =∫
g(λ)dζ(λ).
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Лема (про звуження).
За умови (L) кожне зi звужень = : L±2 (F ) → H±

2 (ξ) = ℵ(ξn, n ∈ Z±) є
iзометрiєю.

Доведення очевидне, оскiльки =(exp(itλ)) = ξt, а послiдовностi
(exp(inλ), n ∈ Z±) є базисами в L±2 (F ) = L±2 �

Теорема (про критерiй оптимальностi спектрального зобра-
ження). За умови (L) функцiя ĝ ∈ L2 вiдповiдає оптимальному прогно-
зу:

=(ĝ) = ξ̂1

тодi й тiльки тодi, коли ĝ ∈ L−2 i∫ π

−π

(exp(iλ)− ĝ(λ)) exp(inλ) f(λ)dλ = 0, ∀n ≤ 0.

Доведення.
З леми про звуження виводимо, що включення ĝ ∈ L−2 еквiвалентне

ξ̂1 ∈ H−
2 (ξ).

З теореми про лiнiйний прогноз у гiльбертовому просторi випливає,
що величина ζ ∈ H−

2 (ξ) є оптимальним лiнiйним прогнозом: ζ = ξ̂1, тодi
й тiльки тодi, коли

(ξ1 − ζ, ξn) ≡M(ξ1 − ζ)ξn = 0, ∀n ≤ 0.

Оскiльки має мiсце iзометрiя =(exp(iλn)) = ξn, =(ĝ) = ξ̂1, то

(ξ1 − ζ, ξn) =

∫ π

−π

(exp(iλ)− ĝ(λ)) exp(inλ) f(λ)dλ,

отже, наведена вище необхiдна i достатня умова еквiвалентна тотожностi
теореми �
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Теорема (про побудову оптимального прогнозу). Нехай вико-
нана умова (L). Функцiя ĝ ∈ L−2 вiдповiдає оптимальному прогнозу:
=(ĝ) = ξ̂1 тодi й тiльки тодi, коли знайдуться функцiї f± ∈ L±2 та-
кi, що для спектральної щiльностi f має мiсце факторизацiя

f(λ) =
f+(λ)

f−(λ)
, λ ∈ [−π, π],

де знаменник f−(λ) = 1− exp(−iλ)ĝ(λ).
Доведення.
Необхiднiсть. Якщо ξ̂1 – оптимальний прогноз iз вiдповiдною спе-

ктральною функцiєю ĝ, то з теореми про критерiй оптимальностi спе-
ктрального зображення виводимо, що ĝ ∈ L−2 (F ) i∫ π

−π

(exp(iλ)− ĝ(λ)) exp(−inλ) f(λ)dλ =

∫ π

−π

f−(λ) exp(−i(n− 1)λ) f(λ)dλ = 0, ∀n ≤ 0.

Визначимо f+(λ) = f−(λ) f(λ). Тодi f+ ∈ L2, тому що f− ∈ L2,а
f обмежена. Оскiльки exp(inλ) – базис у L2, то з отриманих рiвностей
випливає, що

f+(λ) =
∑

n ≥0
cn exp(inλ) ∈ L+

2 .

Достатнiсть. Якщо для спектральної функцiї ĝ ∈ L−2 (F ) та функцiї
f± ∈ L±2 справджуються умови теореми, то за теоремою Карунена про
спектральне зображення стацiонарного процесу ξ̂1 = =(ĝ) ∈ H0 задоволь-
няє умову (б) теореми про лiнiйний прогноз у гiльбертовому просторi �
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Теорема (про обчислення оптимального прогнозу). За умов те-
ореми про побудову оптимального прогнозу оптимальний прогноз має
вигляд

ξ̂1 =
∑

n < 0
bnξn+1,

де коефiцiєнти bn визначаються з рiвностi

f−(λ) = 1− exp(−iλ)ĝ(λ) = 1−
∑

n < 0
bn exp(inλ).

Доведення.
За теоремою про побудову оптимального прогнозу

ĝ(λ) = exp(iλ)(1− f−(λ)) =
∑

n < 0
bn exp(iλ+ inλ).

За визначенням iзометрiї

ξ̂1 =

∫ π

−π

ĝ(λ) dζ(λ) =

∫ π

−π

∑
n < 0

bn exp(i(n+ 1)λ) dζ(λ) =
∑

n < 0
bnξn+1�

Теорема (про натуральну факторизацiю спектральної щiль-
ностi). Нехай виконується умова:

(R) логарифм спектральної щiльностi f(λ) розкладається в абсолю-
тно збiжний ряд Фур’є

ln f(λ) =
∑

ak exp(ikλ), A ≡
∑

|ak| <∞.

Тодi функцiї
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f+(λ) ≡ exp(
∑

k ≥0 ak exp(ikλ)),

f−(λ) ≡ exp(−
∑

k < 0 ak exp(ikλ))

задовольняють умови теореми про побудову оптимального прогнозу,
причому вказанi в нiй елементи факторизацiї f±(λ) визначенi однозна-
чно.

Доведення.
Зауважимо, що з (R) випливає умова (L):

exp(−A) = exp(−
∑

|ak|) ≤ f(λ) ≤ exp(
∑

|ak|) = exp(A),

а також обмеженiсть сум

f±(λ) =
∑

m ≥0

(
±
∑

k (≥)(<) 0
ak exp(ikλ)

)m

/m! ≤∑
m ≥0

Am/m! = exp(A) <∞,

звiдки f± ∈ L±2 , причому f−(λ) має вигляд 1−
∑

n<0 bn exp(inλ).
Єдинiсть визначення компонент факторизацiї випливає з обмеженостi

елементiв канонiчної факторизацiї та з тотожностi L+
2 ∩ L−2 = {c, c ∈ R}

�
Теорема (про похибку лiнiйного прогнозу). Нехай виконується

умова (R). Тодi

M
∣∣∣ξ1 − ξ̂1

∣∣∣2 = 2π exp

(
1

2π

∫ π

−π

ln f(λ)dλ

)
.

Доведення.
За означенням iзометрiї та теоремою про побудову оптимального про-

гнозу
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M
∣∣∣ξ1 − ξ̂1

∣∣∣2 = M(ξ1 − ξ̂1)ξ1 =∫ π

−π
(exp(iλ)− ĝ(λ)) exp(−iλ)f(λ)dλ =∫ π

−π
f−(λ)f(λ)dλ =

∫ π

−π
f+(λ)dλ =

∫ π

−π
exp

(∑
k≥0 ak exp(ikλ)

)
dλ =∫ π

−π
exp(a0)

∑
m≥0

(∑
k>0 ak exp(ikλ)

)m
/ m! dλ = 2π exp(a0) �

20.4. Приклади обчислення оптимального прогнозу

1. Процес рухомого середнього (MA: moving average).
Нехай спектральна щiльнiсть стацiонарної послiдовностi

(ξn, n ∈ Z) має вигляд

f(λ) =
1

2π
|P (exp(−iλ))|2 , P (z) =

∑m

k=0
pkz

k,

де дiйсний полiном P не має коренiв на одиничному колi i p0 = 1.
Позначимо через ζ вiдповiдний процес iз ортогональними приростами.

Тодi випадковi величини

εn =

∫ π

−π

exp(inλ)

P (exp(−iλ))
dζ(λ), n ∈ Z,

ортонормованi:

Mεnεk =

∫ π

−π

exp(i(n− k)λ)

|P (exp(−iλ))|2
f(λ)dλ = δnk.

Обчислимо ∑m

k=0
pkεn−k =

∫ π

−π

exp(inλ)dζ(λ) = ξn,
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ξn =
∑0

k=−m
p−kεn+k.

Отже, вiдповiдна стацiонарна послiдовнiсть (ξn, n ∈ Z) є послiдовнi-
стю рухомого середнього.

Вправа. Припустимо, що величини в послiдовностi (εn, n ∈ Z) незалежнi
однаково розподiленi. Доведiть, що для (ξn, n ≥ 1) виконується закон великих
чисел.

Розглянемо приклад, у якому P (z) = 1− pz, |p| < 1. Вiдповiдна кова-
рiацiйна функцiя обчислюється зi свого спектрального зображення

r(0) = 1 + p2, r(±1) = −p.

Послiдовнiсть ξn має зображення

ξn = εn − p εn−1.

Елементи факторизацiї спектральної щiльностi дорiвнюють

f+(λ) = P (exp(iλ))/2π,

f−(λ) = 1/P (exp(−iλ)) = 1 +
∑

n > 0 pn exp(−inλ),

ĝ(λ) = −
∑

n > 0 p
n exp(iλ(−n+ 1)).

Отже, оптимальний прогноз має вигляд

ξ̂1 = −
∑

n > 0 p
nξ−n+1 �

2. Процес авторегресiї (AR: AutoRegression). Нехай спектральна
щiльнiсть стацiонарної послiдовностi (ξn, n ∈ Z) дорiвнює

f(λ) =
1

2π |Q(exp(−iλ))|2
, Q(z) =

∑m

k=0
qkz

k,
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де дiйсний полiном Q не має коренiв на одиничному колi.
Тодi випадковi величини

εn =

∫ π

−π

exp(inλ)Q(exp(−iλ)) dζ(λ), n ∈ Z,

ортонормованi. Обчислимо∑m

k=0
qkξn−k =

∫ π

−π

∑m

k = 0
qk exp(i(n− k)λ)dζ(λ) = εn.

Отже, послiдовнiсть (ξn, n ∈ Z) є розв’язком рiвняння авторегресiї.
Розглянемо приклад Q(z) = 1− qz, |q| < 1, звiдки r(n) = q|n|/(1− q2).

У цьому випадку

f(λ) = 1 / (2π |1− q exp(−iλ)|2),

рiвняння авторегресiї має вигляд

ξn − q ξn−1 = εn.

Елементи факторизацiї спектральної щiльностi дорiвнюють

f+(λ) = 1 / (2πQ(exp(iλ))),

f−(λ) = Q(exp(−iλ)) = 1− q exp(−iλ).

Отже, оптимальний прогноз

ξ̂1 = qξ0 �
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3. Процес iз дробово-рацiональною спектральною щiльнiстю
(ARMA: AutoRegression and Moving Average).

Нехай спектральна щiльнiсть стацiонарної послiдовностi (ξn, n ∈ Z) є
дробово-рацiональною функцiєю

f(λ) =
P (exp(iλ))

Q(exp(iλ))
,

де P,Q – комплекснi полiноми, що не мають коренiв на одиничному колi.
Якщо полiном P або Q має корiнь α, |α| < 1, то в розкладi f є множник
exp(iλ)− α. Оскiльки функцiя f = f дiйсна, то у цьому розкладi знайде-
ться також i множник exp(−iλ)−α. За наявностi кореня |β| > 1 вiдповiднi
нормованi множники також утворюють внесок вигляду

(β − exp(iλ))(β − exp(−iλ)) = |β|2 (exp(iλ)− α)(exp(−iλ)− α).

Групуючи такi множники попарно, можна привести щiльнiсть до вигляду

f(λ) = c

∏l
k=1(1− αk exp(−iλ))(1− αk exp(iλ))∏m
j=1(1− βj exp(−iλ))(1− βj exp(iλ))

,

де |αk| < 1,
∣∣βj

∣∣ < 1, а стала c повинна бути дiйсною. Звiдси виводимо,
що процес ARMA є розв’язком рiзницевого рiвняння∏m

j=1
(1− βj∆)ξn =

∏l

k=1
(1− αk∆)εn

з оператором ∆ = T−1 зворотного часового зсуву (∆ξn = ξn−1, ∆εn =
εn−1) та з ортогональними величинами εn, що визначаються як

εn =

∫ π

−π

exp(inλ) f−(λ)dζ(λ).
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Тут f−(λ) вiдповiдна компонента факторизацiї

f−(λ) =

∏m
j=1(1− βj exp(−iλ))∏l
k=1(1− αk exp(−iλ))

=

∏m

j=1
(1− βj exp(−iλ))

∏l

k=1

∑
n≥0

αn
k exp(−inλ).

Оптимальний лiнiйний прогноз задається спектральною функцiєю
ĝ(λ) = (1− f−(λ)) exp(iλ) �
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Роздiл 3

Додаток
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Грецький алфавiт
A,α альфа I, ι йота P, ρ ро
B, β бета K,κ каппа Σ, σ сигма
Γ, γ гама Λ, λ ламбда T, τ тау
∆, δ дельта M,µ мю Υ, υ iпсилон
Ξ, ε епсилон N, ν ню Φ, ϕ фi
Z, ζ дзета Ξ, ξ ксi X,χ хi
H, η ета O, o омiкрон Ψ, ψ псi
Θ, θ тета Π, π пi Ω, ω омега
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Список позначень

≡ – рiвнiсть за означенням.
an ≈ bn – вiдношення послiдовностей an.bn прямує до 1 при n→∞ .
N,Z,R,R+,C – множини натуральних, цiлих, дiйсних, невiд’ємних дiй-

сних та комплексних чисел.
C(I), Cb(I) – простори неперервних та обмежених неперервних фун-

кцiй на множинi I.
rang A – ранг матрицi A.
P (A/B) – умовна ймовiрнiсть подiї A за умови B.
ϕ(x),Φ(x) -щiльнiсть, функцiя стандартного нормального розподiлу.
A(R), A(Rn) – алгебри множин в R та Rn, що породжуються напiвiн-

тервалами та кутами.
B(R), B(Rn) – борелєвi сигма-алгебри в R та Rn.
1{A}(ω), 1B – iндикаторна величина подiї A та iндикатор висловлюва-

ння B.
δkj = 1k=j – символ Кронекера.
I = (δkj) – одинична матриця.
ξ ' η – збiжнiсть функцiй розподiлу випадкових величин ξ, η.
B(n, p) – випадкова величина, що має бiномiальний розподiл iз числом

випробувань n та ймовiрнiстю успiху p.
G(p) – випадкова величина, що має геометричний розподiл з iмовiрнi-

стю успiху p.
Π(λ) – випадкова величина, що має розподiл Пуассона з параметром

λ.
B1 ×B2 – декартiв добуток множин.
x+ = max(0, x) – додатна частина числа x.
ξ+, ξ− – додатна та вiд’ємна частини випадкової величини ξ.
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м.н. – майже напевне.
Mξ – математичне сподiвання випадкової величини ξ.
Dξ – дисперсiя випадкової величини ξ.
argminF, argmaxF – значення аргументу, для якого досягається най-

менше чи найбiльше значення функцiї F.
L2(P ) – простiр квадратично iнтегровних випадкових величин.
N(µ, σ2) – величина iз нормальним розподiлом, середнiм µ i дисперсiєю

σ2.
Nn(m,V ) – нормальний вектор у Rn iз середнiм m та коварiацiйною

матрицею V.
L(Rn,Rm) – клас лiнiйних перетворень iз Rn в Rm.
Ln(Rn) – клас невироджених лiнiйних перетворень простору Rn.
U(a, b) – випадкова величина, рiвномiрно розподiлена на (a, b).
Exp(λ) – випадкова величина, що має показниковий розподiл iз пара-

метром λ.
Γ(α) – повна гама-функцiя в точцi α.
Γ(λ, α) – випадкова величина, що має гама-розподiл iз параметрами

λ, α.
χ2

n – випадкова величина, що має хi-квадрат розподiл iз n ступенями
свободи.

τn – випадкова величина, що має розподiл Стьюдента iз n ступенями
свободи.

fnm – випадкова величина, що має розподiл Фiшера iз n,m ступенями
свободи.

Cov(ξ, η) – коварiацiя випадкових величин ξ, η.
Cov(ξ) – коварiацiйна матриця випадкового вектора ξ.
Πa – кут iз правою верхньою вершиною a.
ξn →P ξ – збiжнiсть випадкових величин за ймовiрнiстю.
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ξn →P1 ξ – збiжнiсть випадкових величин з iмовiрнiстю 1.
ξn →L ξ – збiжнiсть випадкових величин у середньому.
Fn →O F – збiжнiсть функцiй розподiлу в основному.
ξn →W ξ – слабка збiжнiсть випадкових величин.
Int(B), Cl(B) – внутрiшнiсть та замикання множини B.
Θ – параметрична множина довiльної природи.
Pθ(·) – ймовiрнiсний розподiл спостережень при значеннi параметра θ.
X – статистична вибiрка iз значеннями в S.
(S, Σ, λ) – вибiрковий простiр iз сигма-алгеброю Σ та мiрою λ.
F1 � F0 – мiра F1 абсолютно неперервна вiдносно F0.
X = (ξ1, ..., ξn) – кратна вибiрка.
θ̂ – оцiнка параметра θ.
L(X, θ) – вибiркова функцiя вiрогiдностi.
f(ξ, θ) – функцiя вiрогiдностi одного спостереження.
F̂n(x) – емпiрична функцiя розподiлу.
ξ(k) – k-та порядкова статистика.
µ̂n, σ̂

2
n – вибiркове середнє та вибiркова дисперсiя.

ŝ2
n – нормована вибiркова дисперсiя.
µk, µ

0
k – нецентральний теоретичний момент та центральний теорети-

чний момент k-го порядку.
µ̂kn, µ̂

0
kn – нецентральний вибiрковий момент та центральний вибiрко-

вий момент k-го порядку.
U(X, θ) – вибiркова функцiя впливу.
u(ξ, θ) – функцiя впливу одного спостереження.
ОМВ – оцiнка максимальної вiрогiдностi.
H0 : θ ∈ Θ0 – нульова гiпотеза щодо значення невiдомого параметра θ.
H1 : θ ∈ Θ1 – альтернативна гiпотеза.
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(κ̂(X), D1) – статистичний критерiй з критичною областю D1.
(κ̂(X), π(t)) – рандомiзований статистичний критерiй.
МНК – метод найменших квадратiв.
£(G) – лiнiйна оболонка множини G.
ℵ(G) – замикання лiнiйної оболонки множини G.
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Предметний покажчик
σ -алгебра, 10
aR : AutoRegression, 296
aRMA : AutoRegression and Moving Average,

296
mA : moving average, 295
n -кратний прямий добутком, 174
t -розподiл, 227
абсолютно неперервна, 45,64,76,172
адитивнiсть, 11
адитивна мiра Лебега – Стiлтьєса, 42
аксiоматика теорiї ймовiрностей, 12
аксiоматичний пiдхiд, 5
активний експеримент, 272
алгебра, 10
алгоритм перевiрки, 231
альтернатива, 230
асимптотично ефективна, 206
асимптотично незмiщена, 176
асимптотично нормальна, 176
асимптотична дисперсiя, 177
бiномiальний розподiл, 30
блукання Бернуллi, 141
борелєва множина, 35
борелєва сигма-алгебра, 35
борелєва функцiя, 36
борелiвська множина, 35
броунiвський процес, 164
в основному, 109
варiацiйний ряд, 183

вектор вибiркових моментiв, 193
вектор рангiв, 185, 236
верхня границя подiй, 9
вибiрка, 172
вибiркова дисперсiя, 191
вибiркова критична область, 256
вибiркова медiана, 187
вибiркова функцiя вiрогiдностi, 173
вибiркове середнє, 191
вибiрковий квантиль, 187
вибiрковий квартиль, 187
вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї, 239, 255
вибiрковий момент, 191
вибiрковий простiр, 172
вимiрний вiдносно сигма-алгебри, 36
вимiрний простiр, 63
вимiрнiсть, 27
випадкова величина, 36
випадкова мiра з ортогональними зна-

ченнями, 278
випадкова подiя, 7
випадкове блукання, 138
випадковий вектор, 37
випадковий процес, 152
випадково, 15, 19
випробування Бернуллi, 29
виродження, 142
вiдносна частота успiхiв, 178
вiдноснi емпiричнi частоти, 241
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вiдношення вiрогiдностей, 257
вiнерiвський процес, 164
вiрогiдний рiвень, 232, 233
гама-розподiл, 88
гауссовий розподiл, 47
генератриса, 55, 140
генератриса випадкової величини, 142
геометричне означення ймовiрностей, 19
геометричний розподiл, 31
гiллястий процес, 142
гiпергеометричний розподiл, 32
гiпотеза, 230
гiпотеза узгодженостi, 234
гiпотеза однорiдностi, 235, 237
гiстограма, 246
гранична теорема Пуассона, 33, 135
групована вибiрка, 245
групування спостережень, 245
дискретна випадкова величина, 27
дискретна функцiя розподiлу, 44
дискретний ймовiрнiсний простiр, 17
дискретний розподiл, 17
дискретний розподiл iмовiрностей, 28
дисперсiя, 67
додатна та вiд’ємна частини, 40, 57
доповнення, 8
достатня статистика, 211
експоненцiйний розподiл, 49
елементарна подiя, 6
емпiрична функцiя вiрогiдностi, 173
емпiрична функцiя розподiлу, 180
емпiричний квантиль, 187
емпiрична частота, 21, 241

ергодична теорема Колмогорова для лан-
цюгiв Маркова, 151

ефективна оцiнка, 204
з iмовiрнiстю 1, 98
за ймовiрнiстю, 95
загальна гранична теорема для стандар-

тних серiй, 131
загальна нерiвнiсть Чебишева, 69
загальна послiдовнiстю серiй, 133
закон великих чисел, 99
залишкова сума квадратiв, 269
збiгається майже напевне, 98
згортка послiдовностей, 139
згортка функцiй розподiлу, 85
згортка щiльностей розподiлу, 86
злiченна напiвадитивнiсть, 14
iзометрiя, 274
iнварiантнiсть вiдносно зсувiв, 191
iндикаторна величина, 28
iнтеграл за мiрою Лебега, 63
iнтеграл Лебега – Стiлтьєса, 62
iнтеграл Лебега, 61
iнтеграл Рiмана – Стiлтьєса, 62
iнтегральна гранична теорема Муавра-

Лапласа, 34
iнтегровна, 57
iнтегровна за мiрою, 61
iнтенсивнiсть, 154
iнтенсивностi загибелi, 157
iнтенсивностi народжень, 157
iнтервальна оцiнка, 175
iнформацiйна матриця за Фiшером, 206
iнформацiя за Кульбаком, 220
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iнформацiя за Фiшером, 202
ймовiрнiсний простiр, 12
ймовiрнiсть, 11
ймовiрнiсть виродження, 145
ймовiрнiсть вкладеної рiзницi, 12
ймовiрнiсть доповнення, 12
ймовiрнiсть неможливої подiї, 12
ймовiрнiсть об’єднання, 13
ймовiрностi переходу, 157
ймовiрностi переходу за t крокiв, 150
ймовiрностi похибок першого та другого

роду, 232
квадратично iнтегровна, 67, 274
квантиль, 187
квартиль, 187
кiлькiсть успiхiв, 30
класична центральна гранична теорема,

126
класична центральна гранична теорема

для випадкових векторiв, 137
класичне означення ймовiрностi, 15
класичний пiдхiд, 5
класичний процес ризику, 163
коварiацiя, 78
коварiацiйна матриця, 79
коварiацiйна функцiя, 275
коефiцiєнт асиметрiї, 191
коефiцiєнт ексцесу, 191
коефiцiєнт кореляцiї, 78
компактний в основному, 114
конзистентна оцiнка, 176
конзистентний критерiй, 233
кратна вибiрка, 174

критерiй, 231
критерiй ефективностi Крамера – Рао,

204
критерiй Колмогорова, 234
критерiй Колмогорова посиленого зако-

ну великих чисел, 107
критерiй Смiрнова, 236
критерiй Стьюдента, 254
критерiй узгодженостi хi-квадрат iз фун-

кцiєю розподiлу, 246
критерiй узгодженостi хi-квадрат, 244
критерiй хi-квадрат незалежностi пар-

них спостережень, 250
критерiй хi-квадрат однорiдностi, 249
критичний показник, 144
критичний рiвень, 231
критичний процес, 145
критична область, 231
критична область вибiрки, 231
кут, 35
ланцюг Маркова, 148
лема Бореля – Кантеллi, 104
лема Неймана – Пiрсона, 257
лiнiйний пiдпростiр, 274
лiнiйнiсть, 58
лiнiйна двохфакторна модель, 273
лiчильний процес, 153
логнормальний розподiл, 196
локальна гранична теорема Муавра-Лапласа,

33
локально конзистентна оцiнка, 177
локально незмiщена оцiнка, 177
м.н, 58
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майже напевне, 58
марковська властивiсть, 148
математична статистика, 169, chapter.174
математичне сподiвання, 56, 57
математичне сподiвання випадкового ве-

ктора, 78
математичне сподiвання дискретної ве-

личини, 52
матриця перехiдних iмовiрностей за один

крок, 149
медiана, 187
метод генератрис, 142
метод моментiв, 194
метод найменших квадратiв, 267
метод Ньютона – Рафсона, 216
мiжквартильний розмах, 188
мiра Лебега, 63
мiра Лебега – Стiлтьєса, 44
мiра Лебега – Стiлтьєса, що породжена

сумiсною функцiя розподiлу, 75
МНК, 267
множина значень ймовiрностi, 12
модифiкована статистика хi-квадрат для

перевiрки незалежностi, 250
модифiкована статистика хi-квадрат для

перевiрки однорiдностi, 249
модифiкований критерiй узгодженостi хi-

квадрат, 247
монотонне вiдношення вiрогiдностей, 261
монотоннiсть ймовiрностi, 12
монотоннiсть функцiї розподiлу, 41
монотонно збiгаються, 8, 9
монотонно неспадна збiжнiсть, 39

монотонна границя, 8, 9
навмання, 15, 19
найбiльш потужний критерiй, 256
напiвадитивнiсть, 13
напiвiнтервал, 35
не перетинаються, 8
невiд’ємнiсть, 11
невласна функцiя розподiлу, 62
незалежнi, 25
незалежнi в сукупностi подiї та величи-

ни, 26, 80
незалежнi прирости, 153
незмiщена оцiнка, 176, 197
незмiщена оцiнка з рiвномiрно наймен-

шою дисперсiєю, 198
незмiщена оцiнка рiвня p, 176
незмiщений критерiй, 233
некорельованi, 79
неможлива подiя, 8
непараметрична статистика, 171
неперервнiсть в нулi, 14
неперервнiсть в нулi та сигма-адитивнiсть,

14
неперервнiсть ймовiрностi, 13
нерiвнiсть Гельдера, 71
нерiвнiсть Йенсена, 70
нерiвнiсть Колмогорова, 105
нерiвнiсть Кошi, 71
нерiвнiсть Крамера – Рао для векторно-

го параметра, 207
нерiвнiсть Ляпунова, 71
нерiвнiсть Мiнковського, 71
нерiвнiсть Чебишева для дисперсiй, 70
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несумiснi подiї, 8
нижня границя, 9
нормальний вектор, 89
нормальний розподiл, 47, 66
нормована вибiркова дисперсiя, 193
нормованiсть, 11
нульова гiпотеза, 230
об’єднання, 8
об’єм вибiрки, 174
однорiдний марковський процес, 157
однорiднi прирости, 153
однорiднiсть за часом, 148
ОМВ, 215
оперативна характеристика, 232
оптимальна оцiнка, 198
ординарнiсть, 154
ортогональний проектор, 288
ортогональнi прирости, 280
оцiнка, 175
оцiнка максимальної вiрогiдностi, 215
оцiнка методу моментiв, 195
оцiнка методу найменших квадратiв, 267
параметричний простiр, 171
параметрична статистика, 171
перевiрка статистичних гiпотез, 170, chapter.174
перерiз множини, 85
перерiз, 8
перетин, 8
перше повернення, 138
повернення, 138
повна група подiй, 23
повна статистика, 214
показниковий розподiл, 49, 66

полiноми Бернштейна, 101
полiноми Чебишева, 273
полiномiальна регресiя, 272
полiномiальна схема випробувань, 241
попарна незалежнiсть, 25, 27
попарна несумiснiсть, 8
породжена сигма-алгебра, 10
порядкова статистика, 183
посилений закон великих чисел, 106
послiдовний критерiй вiдношення вiро-

гiдностей, 264
послiдовний статистичний аналiз, 263
поточкова збiжнiсть, 60
потужнiсть, 232
похибки вимiрювань, 267
похибка другого роду, 232
похибка першого роду, 232
початковий розподiл, 149
правило 3 сигма, 70
прирiст, 153
прирiст на паралелепiпедi, 73
прирiст процеса, 280
про адитивнiсть iнформацiї за Фiшером,

203
про адитивну мiру в евклiдовому про-

сторi, 74
про адитивну мiру Лебега – Стiлтьєса,

42
про апроксимацiю випадкових величин

простими, 39
про асимптотику вектора вибiркових мо-

ментiв, 193
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про асимптотику м.н. вiдносної частоти
успiху, 107

про асимптотику модифiкованої стати-
стики хi-квадрат, 247

про асимптотичну нормальнiсть вибiр-
кових квантилей, 189

про асимптотичну нормальнiсть ОМВ,
223

про векторнi перетворення незалежних
величин, 82

про верхнi межу та границю монотонної
послiдовностi, 117

про верхню границю величин та подiй,
103

про вибiрковi моменти стандартної нор-
мальної вибiрки, 226

про вибiрковi середнє та дисперсiю нор-
мальної вибiрки, 227

про вимiрнiсть границi випадкових ве-
личин, 38

про вимiрнiсть суперпозицiї, 37
про вимiрнiсть функцiї вiд випадкового

вектора, 38
про випадкову мiру, породжену випад-

ковим процесом iз ортогональними при-
ростами, 281

про вiдповiднiсть мiж потоком та лiчиль-
ним процесом, 153

про вiдсутнiсть пiслядiї для показнико-
вого розподiлу, 49

про властивiсть достатньої статистики,
212

про властивостi бiномiальних iмовiрно-
стей, 30

про властивостi вибiркових моментiв, 193
про властивостi вiдносної частоти, 178
про властивостi генератрис, 142
про властивостi дисперсiї, 67
про властивостi емпiричної функцiї роз-

подiлу, 180
про властивостi збiжностi за ймовiрнi-

стю, 96
про властивостi згортки, 86
про властивостi iнтегровних невiд’ємних

величин, 57
про властивостi iнформацiї за Кульба-

ком, 220
про властивостi коварiацiйної матрицi,

79
про властивостi коварiацiйної функцiї,

276
про властивостi математичного сподiва-

ння, 58
про властивостi математичного сподiва-

ння дискретної величини, 53
про властивостi складного пуассонiвсько-

го процесу, 163
про властивостi слабкої збiжностi, 112
про властивостi сумiсної функцiї розпо-

дiлу, 72
про властивостi траєкторiй вiнерiвсько-

го процесу, 167
про властивостi траєкторiй процесу Пу-

ассона, 156
про властивостi умовної ймовiрностi, 22
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про властивостi функцiї розподiлу, 41
про властивостi характеристичної фун-

кцiї, 120
про генератриси гiллястого процесу, 144
про генератриси ймовiрностей поверне-

ння, 140
про дисперсiю лiнiйної форми вiд випад-

кового вектора, 79
про дисперсiю суми незалежних вели-

чин, 84
про дисперсiю функцiї вiд достатньої ста-

тистики, 213
про добуток слабко збiжної послiдовно-

стi зi збiжною, 125
про еквiвалентнiсть слабкої збiжностi та

в основному, 113
про емпiричний розподiл порядкових ста-

тистик, 184
про ергодичнiсть процесу народження

та загибелi, 162
про єдинiсть оптимальної оцiнки, 198
про єдинiсть сумiсної щiльностi, 77
про збереження нормальностi розподi-

лу, 93
про збереження однакової розподiлено-

стi, 51
про збiжнiсть в основному та на щiльнiй

множинi, 109
про збiжнiсть iнтегралiв Рiмана – Стiл-

тьєса та Лебега – Стiлтьєса, 62
про iзометрiю просторiв H2 i L2, 279
про iзоморфiзм спектральних просторiв,

291

про iнварiантне зображення математи-
чного сподiвання, 56

про iнварiантнiсть гама-розподiлiв вiд-
носно згортки, 88

про iнварiантнiсть оцiнки максимальної
вiрогiдностi, 217

про iнтерпретацiю параметрiв нормаль-
ного розподiлу, 91

про iснування мiри Лебега – Стiлтьєса,
43

про iснування стацiонарних iмовiрностей,
161

про ймовiрнiсть виродження гiллястого
процесу, 145

про ймовiрнiсть значення всерединi па-
ралелепiпеда, 73

про ймовiрнiсть невиходу процесу наро-
дження та загибелi, 157

про ймовiрнiсть перерiзу n подiй, 23
про ймовiрнiсть перерiзу незалежних по-

дiй, 25
про ймовiрнiсть перерiзу подiй, 22
про ймовiрностi переходу за t крокiв,

150
про ймовiрностi повернення, 141
про коварiацiйну матрицю лiнiйного пе-

ретворення, 79
про конзистентнiсть ОМВ, 221
про коректнiсть визначення математи-

чного сподiвання, 56
про критерiй вимiрностi скалярної фун-

кцiї, 37
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про критерiй збiжностi майже напевне,
99

про критерiй незалежностi абсолютно не-
перервних величин, 81

про критерiй незалежностi випадкових
величин, 80

про критерiй оптимальностi спектраль-
ного зображення, 292

про критерiй рекурентностi випадково-
го блукання, 140

про критерiй с.к. неперервностi, 275
про критерiй слабкої збiжностi випадко-

вих векторiв, 126
про критерiй слабкої компактностi по-

слiдовностi, 117
про лiнiйний прогноз у гiльбертовому

просторi, 286
про лiнiйнi перетворення нормальних ве-

кторiв, 93
про математичне сподiвання добутку не-

залежних величин, 83
про мiру Лебега – Стiлтьєса в евклiдо-

вому просторi, 75
про моменти вибiркових моментiв, 191
про монотонний клас, 10
про наближення iнтегралу метод Монте-

Карло, 103
про натуральну факторизацiю спектраль-

ної щiльностi, 293
про незалежнiсть координат нормально-

го вектора, 92
про незалежнiсть лiнiйних форм нормаль-

ного вектора, 94

про незмiщенiсть i розподiл оцiнки МНК,
269

про неперервнiсть у нулi мiри Лебега –
Стiлтьєса, 42, 75

про нерiвнiсть та критерiй Крамера –
Рао, 204

про нормальнiсть суми незалежних нор-
мальних векторiв, 94

про обчислення дисперсiї, 68
про обчислення iнформацiї за Фiшером,

202
про обчислення ймовiрностей та мате-

матичного сподiвання функцiї вiд ви-
падкового вектора, 77

про обчислення ймовiрностей, пов’яза-
них iз випадковим вектором, 75

про обчислення ймовiрностей, пов’яза-
них iз випадковим вектором, через
його сумiсну щiльнiсть, 77

про обчислення ймовiрностей, пов’яза-
них iз випадковою величиною, 44

про обчислення ймовiрностей, пов’яза-
них iз випадковою величиною, через
її щiльнiсть, 45

про обчислення математичного сподiва-
ння функцiї вiд випадкової величи-
ни, 64

про обчислення математичного сподiва-
ння функцiї вiд дискретної величи-
ни, 53

про обчислення математичного сподiва-
ння функцiї вiд неперервної величи-
ни, 66
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Выхiд

про обчислення оптимального прогнозу,
293

про обчислення розподiлу функцiї вiд
випадкової величини, 51

про обчислення розподiлу через функцiю
iнтенсивностi, 48

про однозначнiсть слабкої границi, 111
про однозначну вiдповiднiсть мiж фун-

кцiями розподiлу та характеристични-
ми функцiями, 118

про оптимальний прогноз для регуляр-
ної послiдовностi, 290

про оптимальнiсть повної достатньої ста-
тистики, 214

про основнi властивостi ймовiрностей, 12
про основнi властивостi функцiї розпо-

дiлу, 40
про основнi властивостi характеристи-

чної функцiї, 119
про перетворення випадкових величин,

38
про перетворення незалежних величин,

82
про перетворення незалежних подiй, 26
про побудову оптимального прогнозу, 292
про похибку лiнiйного прогнозу, 294
про прирости сумiсної функцiї розподi-

лу, 74
про продовження iзометрiї, 274
про продовження мiри з ортогональни-

ми значеннями, 280
про рекурентнiсть блукання Бернуллi,

141

про рiвномiрно найбiльш потужний кри-
терiй, 261

про рiвняння вiдновлення, 139
про рiвняння для стацiонарних iмовiр-

ностей, 161
про рiвняння максимальної вiрогiдностi,

216
про рiвняння методу найменших квадра-

тiв, 268
про розклад суми квадратiв вiдхилень,

268
про розподiл вектора рангiв, 185
про розподiл вiнерiвського процесу, 164
про розподiл Ерланга, 87
про розподiл лiнiйного перетворення ви-

падкової величини, 51
про розподiл процесу Пуассона, 154
про розподiл траєкторiй марковського

ланцюга, 149
про розподiл функцiї вiд дискретної ве-

личини, 28
про середню чисельнiсть поколiнь, 146
про сигма-адитивнiсть дискретної ймо-

вiрнiсної мiри, 17
про систему диференцiальних рiвнянь

Колмогорова, 160
про спектральну функцiю процесу з ор-

тогональними приростами, 280
про спiввiдношення мiж оцiнкою МНК

та ОМВ, 267
про спiввiдношення мiж рiзними видами

збiжностi, 98
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Выхiд

про спiввiдношення ОМВ з ефективни-
ми оцiнками, 216

про спiввiдношення слабкої збiжностi та
збiжностi за ймовiрнiстю, 112

про статистику Стьюдента вiд нормаль-
ної вибiрки, 228

про строгу конзистентнiсть вибiркових
квантилей, 188

про строгу конзистентнiсть оцiнок мето-
ду моментiв, 195

про структуру регулярної стацiонарної
послiдовностi, 288

про сумiсний розподiл порядкових ста-
тистик, 186

про сумiсну щiльнiсть нормального ве-
ктора, 90

про траєкторiї процесу народження та
загибелi, 158

про функцiю вiрогiдностi кратної вибiр-
ки, 174

про функцiю впливу кратної вибiрки,
200

про функцiю розподiлу порядкових ста-
тистик, 183

про функцiю розподiлу суми незалежних
величин, 85

про характеризацiю функцiй розподiлу
в класi узагальнених, 109

про хi-квадрат розподiл, 88
про центрованiсть функцiї впливу, 201
про щiльнiсть нормального розподiлу на

площинi, 92

про щiльнiсть розподiлу суми незалежних
величин, 86

продовження неперервної ймовiрностi, 14
проста величина, 29
простий рандомiзований критерiй, 259
простiр елементарних подiй, 6
проста гiпотеза, 230
процедура рандомiзацiї, 238
процес зi скiнченним спектром, 275
процес народження та загибелi, 157
процес Пуассона, 154
прямий добуток, 63
ранг спостереження, 185
ранговi статистики, 236
рандомiзована критична область, 238
рандомiзований критерiй, 259
регулярна послiдовнiсть, 288
рекурентне блукання, 139
рiвнiсть у нерiвностi Кошi, 71
рiвноймовiрнi, 15
рiвномiрний розподiл, 46, 66
рiвномiрно найбiльш потужний крите-

рiй, 261
рiвноможливi, 15
рiвняння авторегресiї, 296
рiвнянь методу моментiв, 195
рiзниця подiй, 8
розбиття простору, 23
розмах вибiрки, 187
розподiл Вейбула, 50
розподiл Гомпертца, 50
розподiл Кошi, 51, 67
розподiл Парето, 50
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розподiл Пуассона, 32
розподiл Снедекора – Фiшера, 228
розподiл Стьюдента, 227
розподiл Фiшера, 228
розподiлом, 28, 44, 75
процес рухомого середнього, 295
с.к, 274
с.к. замикання, 274
с.к. неперервний, 275
середнє, 53
середньоквадратичне вiдхилення, 67
сигма-адитивнiсть, 11, 22
сигма-алгебра, 10
сигма-скiнченна, 64
симетрична рiзниця, 8
сингулярних функцiй розподiлу, 46
скiнченна адитивнiсть, 11
складний процес Пуассона, 162
слабка збiжнiсть, 111
слабка компактнiсть, 115
спектральна мiра, 283
спектральна мiрою коварiацiйної фун-

кцiї, 276
спектральна функцiя, 276, 281
спектральна щiльнiсть, 283
спостереження, 169, chapter.174
спричиняє подiю, 8
сприяє подiї, 8
стандартна нормальна величина, 47
стандартний нормальний вектор, 89
стандартний нормальний розподiл, 47
стандартна послiдовнiсть серiй, 128
статистика, 175

статистика критерiю, 231
статистика Спiрмена, 240
статистика Вiлкоксона, 237
статистичний простiр, 171
статистичнi висновки, 169, chapter.174
статистичне оцiнювання, 169, chapter.174
стацiонарний процес, 275
стацiонарний процес другого порядку, 275
стацiонарний розподiл, 161
стацiонарний у широкому розумiннi, 275
стiйкiсть частот, 5
стохастична гармонiка, 275
стохастичний експеримент, 6
стохастичний iнтеграл, 279, 282
стохастичний потiк, 153
стохастична матриця, 149
страховi виплати, 162
страховi премiї, 162
строго конзистентна оцiнка, 176
структурна мiри, 278
суб’єктивний пiдхiд, 5
субкритичний процес, 145
сукупна функцiя розподiлу, 72
сумiсна функцiя розподiлу, 72, 74
сумiсна характеристична функцiя, 125
сумiсна щiльнiсть, 76
сума квадратiв вiдхилень вiд регресiї,

269
суперкритичний процес, 145
схема серiй випробувань Бернуллi, 33
таблиця спряженостi, 249
теорема Бернуллi про асимптотику вiд-

носної частоти, 101
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теорема Бернштейна про рiвномiрне на-
ближення неперервної функцiї, 101

теорема Бохнера про додатно визначенi
функцiї, 276

теорема Гаусса – Маркова, 270
теорема Герглотца, 276
теорема Глiвенка – Кантеллi, 181
теорема Каратеодорi про продовження

мiри, 14
теорема Карунена про спектральне зо-

браження стацiонарного процесу, 283
теорема Колмогорова про вiдхилення ем-

пiричної функцiї розподiлу, 181
теорема Колмогорова про посилений за-

кон великих чисел, 106
теорема Лебега про зображення функцiї

розподiлу, 46
теорема Лебега про мажоровану збiжнiсть,

60
теорема Лебега про монотонну збiжнiсть,

60
теорема Левi про критерiй слабкої збi-

жностi, 122
теорема Левi про критерiй слабкої збi-

жностi випадкових векторiв, 126
теорема Неймана – Пiрсона для рандо-

мiзованих критерiїв, 260
теорема Пiрсона про асимптотику ста-

тистики хi-квадрат, 242
теорема Прохорова про критерiй слабкої

компактностi, 116
теорема Радона – Нiкодима, 64

теорема Рао – Блекуела – Колмогорова,
214

теорема Реньї, 147
теорема Смiрнова про вiдхилення емпi-

ричних функцiй розподiлу, 235
теорема Фубiнi про кратний та повторнi

iнтеграли, 63
теорема Хеллi про компактнiсть в основ-

ному, 115
теорема Хiнчина про спектральне зобра-
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функцiя вiрогiдностi, 173
функцiя вiрогiдностi спостережень, 174
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функцiя розподiлу, 40
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для стандартних серiй, 133
центральний вибiрковий момент, 191
центральний теоретичний момент, 190
час до першого повернення, 139
час перебування, 158
частковий прирiст, 73
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ящик iз вусами, 188
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