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Ïåðåäìîâà
Ïîñiáíèê ìiñòèòü ìàòåðiàë ñåìåñòðîâèõ ëåêöié ç íîðìàòèâíîãî

êóðñó ¾Âèáiðêîâi îáñòåæåííÿ¿, ïðèçíà÷åíîãî äëÿ ñòóäåíòiâ ñïåöi-
àëüíîñòi ¾Ñòàòèñòèêà¿ ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè-
¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà.

Êóðñ ¾Âèáiðêîâi îáñòåæåííÿ¿ âèêëàäà¹òüñÿ íà ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi ÊÍÓ áëèçüêî äåñÿòè ðîêiâ. Ñïî÷àòêó
öå áóâ 36-ãîäèííèé ñïåöiàëüíèé êóðñ, â ÿêîìó òåîðåòè÷íèé ìà-
òåðiàë ñóïðîâîäæóâàâñÿ ðîçâ'ÿçàííÿì ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü i ÿêèé
 ðóíòóâàâñÿ íà êíèãàõ Â. Ì. Ïàðõîìåíêî [5] òà Î. I. ×åðíÿêà [7]. Ç
ïåðåòâîðåííÿì öüîãî êóðñó â íîðìàòèâíèé òà çáiëüøåííÿì êiëü-
êîñòi àóäèòîðíèõ ãîäèí âäâi÷i (36 ãîäèí ëåêöié òà 36 ãîäèí ïðàêòè-
÷íèõ çàíÿòü) âèíèêëà ïîòðåáà â äîäàòêîâîìó òåîðåòè÷íîìó ìàòå-
ðiàëi. Óïðîäîâæ êiëüêîõ ðîêiâ ìè âèêîðèñòîâóâàëè äëÿ ëåêöié ç
òåîði¨ òà ìåòîäiâ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü áàãàòî äæåðåë, îñíîâíè-
ìè ç ÿêèõ ¹ [9, 10, 18, 20]. Ó ðåçóëüòàòi âèíèêëà iäåÿ ïiäãîòóâàòè
íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê, ÿêèé ìiñòèâ áè ìàòåðiàëè öèõ ëåêöié.

Íåîáõiäíîþ óìîâîþ óñïiøíîãî çàñâî¹ííÿ âìiñòó ïîñiáíèêà ¹
âîëîäiííÿ áàçîâèìè çíàííÿìè ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè-
÷íî¨ ñòàòèñòèêè.

Ïîñiáíèê ñêëàäà¹òüñÿ ç îäèíàäöÿòè ðîçäiëiâ, äâîõ äîäàòêiâ òà
ñïèñêó ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè. Ïåðøèé ðîçäië ìiñòèòü îñíîâ-
íi ïîíÿòòÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåîði¨ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü,
à òàêîæ îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi π-îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ñó-
ìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Çàñòîñóâàííÿ π-îöiíêè Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà òà ¨¨ âëàñòèâîñòåé äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ïðè ðiçíèõ ìåòîäàõ âiäáîðó ðîçãëÿäà¹òüñÿ â
ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ öüîãî ïîñiáíèêà. À ñàìå, ðîçäiëè ç äðóãîãî
ïî âîñüìèé ìiñòÿòü iíôîðìàöiþ ïðî îñíîâíi ìåòîäè âiäáîðó åëå-
ìåíòiâ ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà âiäïîâiäíi ìåòîäè îöiíþâàííÿ
ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Çîêðåìà, äðóãèé ðîçäië ïðè-
ñâÿ÷åíî ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ (ÏÂÂáÏ),
éîãî îñíîâíèì âëàñòèâîñòÿì, îöiíþâàííþ ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi òà ïiäñóêóïíîñòåé, ïîáóäîâi äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ òà
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çàäà÷i âèçíà÷åííÿ íåîáõiäíîãî ðîçìiðó âèáiðêè ó âèïàäêó çàñòî-
ñóâàííÿ öüîãî âiäáîðó. Ó òðåòüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi âëà-
ñòèâîñòi òà ìåòîäè îöiíþâàííÿ äëÿ âiäáîðó Áåðíóëëi. Òóò âïåð-
øå ðîçãëÿíóòî ïîíÿòòÿ äèçàéí-åôåêòó, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âè-
çíà÷à¹òüñÿ åôåêòèâíiñòü äîâiëüíîãî ìåòîäó âiäáîðó ó ïîðiâíÿííi
ç ÏÂÂáÏ. ×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îñíîâíèì ïîíÿòòÿì òà
ðåçóëüòàòàì, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó. Ó ï'ÿòîìó
ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäáið ç ïîâåðíåííÿì, âèçíà÷à¹òüñÿ îöiíêà
Õàíñåíà�Ãóðâiöà òà äîñëiäæóþòüñÿ ¨¨ âëàñòèâîñòi, à â øîñòîìó íà-
âåäåíî äåÿêi ìåòîäè íåðiâíîéìîâiðíiñíîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ.
Ó ñüîìîìó ðîçäiëi äåòàëüíî âèâ÷à¹òüñÿ ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið.
Çíà÷íà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ îïòèìàëüíîìó òà àëüòåðíàòèâíèì ðîç-
ìiùåííÿì ñòðàòèôiêîâàíî¨ âèáiðêè. Ïîðiâíþ¹òüñÿ åôåêòèâíiñòü
öüîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó ïðè îïòèìàëüíîìó òà ïðîïîðöiéíîìó
ðîçìiùåííÿõ. Ïðîöåäóðè îäíîñòàäiéíîãî, äâîñòàäiéíîãî òà áàãà-
òîñòàäiéíîãî êëàñòåðíîãî âiäáîðó îïèñàíi ó âîñüìîìó ðîçäiëi, äå
ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê çàãàëüíi âèïàäêè, òàê i âèïàäîê çàñòîñóâàííÿ
ÏÂÂáÏ íà îêðåìèõ ñòàäiÿõ îäíî- òà äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó. Íà-
ñòóïíi äâà ðîçäiëè ïðèñâÿ÷åíi áiëüø ñêëàäíèì çàäà÷àì îöiíþâà-
ííÿ: â äåâ'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ îöiíþâàííÿ ëiíiéíèõ òà
íåëiíiéíèõ ôóíêöié âiä ñóìàðíèõ çíà÷åíü êiëüêîõ äîñëiäæóâàíèõ
çìiííèõ, à â äåñÿòîìó � îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ, çà ðåãðåñi¹þ òà
çà âiäíîøåííÿì. Îäèíàäöÿòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî àíàëiçó âèáiðêî-
âèõ äàíèõ çà íàÿâíîñòi ïðîïóñêiâ (íåâiäïîâiäåé). Ðîçãëÿäàþòüñÿ
ìåõàíiçìè ïîðîäæåííÿ ïðîïóñêiâ, ìåòîäè ¨õ çàïîâíåííÿ, îöiíþâà-
ííÿ âèáiðêîâî¨ äèñïåðñi¨ çà äàíèìè ç ïðîïóñêàìè, àíàëiç äàíèõ
ç ïðîïóñêàìè ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi òà ií. Òåîðåòè-
÷íèé ìàòåðiàë ñóïðîâîäæó¹òüñÿ iëþñòðàòèâíèìè ïðèêëàäàìè òà
âïðàâàìè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ïîñiáíèê ìîæå áóòè êîðèñíèì íå òiëüêè äëÿ ñòóäåíòiâ òà àñïi-
ðàíòiâ, ÿêi ñïåöiàëiçóþòüñÿ ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¨
ñòàòèñòèêè, à é äëÿ òèõ, õòî íà ïðàêòèöi âèêîðèñòîâó¹ âèáiðêîâèé
ìåòîä ïðè ïðîâåäåííi îáñòåæåíü.
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Àâòîðè ïiäðó÷íèêà âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó ðåöåíçåíòàì
ïîñiáíèêà � ïðîôåñîðó Ï. Ñ. Êíîïîâó, ïðîôåñîðó Ð. �. Ìàéáîðîäi
òà äîêòîðó åêîíîìi÷íèõ íàóê Ì. Â. Ïóãà÷îâié çà öiêàâi äèñêóñi¨,
êðèòè÷íi çàóâàæåííÿ òà öiííi ïîðàäè ùîäî çìiñòó öi¹¨ êíèãè.

Ìè äóæå âäÿ÷íi ñïiâðîáiòíèêàì êàôåäðè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé,
ñòàòèñòèêè òà àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî
óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, ðiäíèì òà äðóçÿì çà äîïî-
ìîãó òà ïiäòðèìêó ïiä ÷àñ íàïèñàííÿ êíèãè. Òàêîæ îñîáëèâó ïî-
äÿêó õî÷åìî âèñëîâèòè ïðîôåñîðó Ãóííàðó Êóëäîðôó ç óíiâåð-
ñèòåòó ìiñòà Óìåî (Øâåöiÿ), çà ïiäòðèìêè ÿêîãî áóâ ðîçðîáëå-
íèé òà âïðîâàäæåíèé êóðñ ¾Âèáiðêîâi îáñòåæåííÿ¿ íà ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi íàøîãî óíiâåðñèòåòó.
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Âñòóï
Ñòàòèñòè÷íå îáñòåæåííÿ � öå äîñëiäæåííÿ äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè

àáî âñi¹¨ ñóêóïíîñòi ïðåäìåòiâ, îñiá, ïîäié, òîùî ç ìåòîþ âèçíà÷å-
ííÿ ¨õ êiëüêiñíèõ ïàðàìåòðiâ: ñåðåäíüîãî àáî ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ
äåÿêî¨ õàðàêòåðèñòèêè, êiëüêîñòi àáî ÷àñòêè åëåìåíòiâ ç ïåâíîþ
îçíàêîþ òà ií. Ïðèêëàäîì ñòàòèñòè÷íîãî îáñòåæåííÿ ¹ ïåðåïèñ
íàñåëåííÿ êðà¨íè. Âií ïåðåäáà÷à¹ ìîæëèâiñòü 100-âiäñîòêîâîãî îá-
ñòåæåííÿ âñüîãî íàñåëåííÿ.

Âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ ïîëÿãà¹ â àíàëiçi âñi¹¨ ñóêóïíîñòi íà
îñíîâi iíôîðìàöi¨, îòðèìàíî¨ çà ðåçóëüòàòàìè îáñòåæåííÿ ëèøå
÷àñòèíè ñóêóïíîñòi � âèáiðêè.

Iíòåíñèâíèé ðîçâèòîê òåîði¨ i ìåòîäiâ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü
ðîçïî÷àâñÿ ó 30-õ ðîêàõ ÕÕ ñòîði÷÷ÿ, êîëè ó ÑØÀ òà �âðîïi âè-
íèê âåëèêèé ïîïèò íà ñîöiàëüíó òà åêîíîìi÷íó iíôîðìàöiþ. Ïî-
÷èíàþ÷è ç 40-õ ðîêiâ, âèáiðêîâi ìåòîäè ïî÷àëè âèêîðèñòîâóâàòè
â ïåðåïèñàõ íàñåëåííÿ äëÿ îòðèìàííÿ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨, à
ç 50-õ ðîêiâ â ÎÎÍ ïî÷àëè øèðîêî çàñòîñîâóâàòè òà ïðîïàãóâà-
òè âèáiðêîâi îáñòåæåííÿ ç ìåòîþ ñòèìóëþâàííÿ ðiçíèõ êðà¨í äî
ïîêðàùåííÿ ìåòîäiâ çáîðó òà àíàëiçó ñîöiàëüíî¨ òà åêîíîìi÷íî¨ ií-
ôîðìàöi¨. Â Óêðà¨íi ìåòîäè âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü ïî÷àëè øèðîêî
çàñòîñîâóâàòè òiëüêè ïiñëÿ çäîáóòòÿ íåçàëåæíîñòi.

Âèêîðèñòàííÿ âèáiðêîâèõ ìåòîäiâ â îáñòåæåííÿõ äà¹ ïîìiòíó
åêîíîìiþ ÷àñó i êîøòiâ ïîðiâíÿíî ç ñóöiëüíèìè îáñòåæåííÿìè,
çàáåçïå÷óþ÷è ïðè öüîìó ïîòðiáíó òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ. Ó äåÿêèõ
âèïàäêàõ âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ ¹ ¹äèíèì ìåòîäîì îòðèìàííÿ íå-
îáõiäíî¨ iíôîðìàöi¨ (íàïðèêëàä, êîíòðîëü ÿêîñòi, ïîâ'ÿçàíèé ç
ðóéíóâàííÿì çðàçêiâ).

Ñôåðà çàñòîñóâàííÿ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü íàäçâè÷àéíî øè-
ðîêà, àëå íàéáiëüøå âîíè çàñòîñîâóþòüñÿ â åêîíîìiöi, ñîöiîëîãi¨,
ïîëiòîëîãi¨ òà ïñèõîëîãi¨. Ó ðàìêàõ åêîíîìi÷íèõ òà ñîöiàëüíèõ îá-
ñòåæåíü çáèðà¹òüñÿ iíôîðìàöiÿ â êðà¨íi òà ¨¨ îáëàñòÿõ ïðî ïðà-
öåçäàòíå íàñåëåííÿ, ñîöiàëüíèé äîáðîáóò ãðîìàäÿí, öiíè òà ñïî-
æèâàííÿ, äîõîäè i âèòðàòè äîìîãîñïîäàðñòâ, ðèíêîâi ïðiîðèòåòè,
ãðîìàäñüêó äóìêó, ïðîìèñëîâå i ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêå âèðîáíè-
öòâî, íàâêîëèøí¹ ñåðåäîâèùå òîùî.
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Ìíîæèíà åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêî¨ ïðîâîäèòüñÿ îáñòåæåííÿ òà âiä-
íîñíî ÿêî¨ ðîáëÿòüñÿ âèñíîâêè, íàçèâà¹òüñÿ ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíi-
ñòþ àáî ïîïóëÿöi¹þ (àíãë. population). Ãåíåðàëüíi ñóêóïíîñòi
áóâàþòü ñêií÷åííèìè i íåñêií÷åííèìè. Íåñêií÷åííi ãåíåðàëüíi ñó-
êóïíîñòi âèíèêàþòü ó ôiçèêî-òåõíi÷íèõ, õiìi÷íèõ òà iíøèõ ïðèðî-
äíè÷èõ äîñëiäæåííÿõ. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó òiëüêè çi ñêií÷åí-
íèìè ãåíåðàëüíèìè ñóêóïíîñòÿìè. Êîæíîìó åëåìåíòó ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ îäíi¹¨ àáî êiëüêîõ äîñëiäæóâà-
íèõ õàðàêòåðèñòèê (çìiííèõ ). Ìåòîþ îáñòåæåííÿ ¹ îòðèìàííÿ
iíôîðìàöi¨ ïðî íåâiäîìi ïàðàìåòðè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ÿêi ¹
ôóíêöiÿìè âiä äîñëiäæóâàíèõ çìiííèõ.

Ìíîæèíó åëåìåíòiâ, ç ÿêî¨ ïðàêòè÷íî ïðîâîäèòüñÿ âiäáið, íà-
çèâàþòü âèáiðêîâîþ ñóêóïíiñòþ (àíãë. sampled population). ×à-
ñòî ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü òà âèáiðêîâà ñóêóïíiñòü ñïiâïàäàþòü,
àëå â äåÿêèõ âèïàäêàõ âîíè ìîæóòü i âiäðiçíÿòèñü. Íàïðèêëàä,
êîëè ïðè ïðîâåäåííi îáñòåæåííÿ äîìîãîñïîäàðñòâ âàæêî iäåíòè-
ôiêóâàòè âñi äîìîãîñïîäàðñòâà â äåÿêîìó ìiñòi, àëå äîñòóïíà ií-
ôîðìàöiÿ ïðî âñiõ, õòî ìåøêà¹ â öüîìó ìiñòi, òà ìîæíà âèçíà÷èòè
äî ÿêîãî äîìîãîñïîäàðñòâà íàëåæèòü îñîáà, òîäi ìîæíà ñòâîðè-
òè âèáiðêó îñiá i îáñòåæóâàòè òi äîìîãîñïîäàðñòâà, äî ÿêèõ íà-
ëåæàòü âèáðàíi îñîáè. Ó öüîìó âèïàäêó ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ
áóäå ñóêóïíiñòü óñiõ äîìîãîñïîäàðñòâ, à âèáiðêîâîþ ñóêóïíiñòþ
áóäå ñóêóïíiñòü îñiá, ùî ïðîæèâàþòü â öüîìó ìiñòi. Ó öüîìó íà-
â÷àëüíîìó ïîñiáíèêó ìè áóäåìî ââàæàòè äëÿ ïðîñòîòè, ùî öi äâi
ñóêóïíîñòi ¹ iäåíòè÷íèìè.

Çàçâè÷àé äëÿ ïðîâåäåííÿ âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ äåÿêî¨ ñóêó-
ïíîñòi ïîòðiáíî ìàòè ðå¹ñòð (ñïèñîê) ¨¨ åëåìåíòiâ. Òàêèé ðå¹ñòð
íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâîþ îñíîâîþ (àíãë. sampling frame). Âèáiðêî-
âà îñíîâà äà¹ ìîæëèâiñòü âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê ìiæ åëåìåíòàìè ãå-
íåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà âèáiðêîâèìè îäèíèöÿìè (àíãë. sampling
units). Çàëåæíî âiä ðiâíÿ ñêëàäíîñòi îáñòåæåííÿ âèáiðêîâi îäè-
íèöi ìîæóòü áóòè ÿê îêðåìèìè åëåìåíòàìè ñóêóïíîñòi, òàê i ãðó-
ïàìè åëåìåíòiâ. Iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âiäáèðà¹òüñÿ äåÿêà ÷à-
ñòèíà (ïiäìíîæèíà) åëåìåíòiâ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîþ (àíãë.
sample). Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó íié íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðîì (îáñÿ-
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ãîì, îá'¹ìîì) âèáiðêè. Âèáiðêà íàçèâà¹òüñÿ éìîâiðíiñíîþ (âèïàä-
êîâîþ), ÿêùî âîíà îäåðæàíà çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî éìîâiðíiñíîãî
ïðàâèëà âiäáîðó. Iíîäi âèáiðêè ôîðìóþòüñÿ íå âèïàäêîâèì ÷è-
íîì, à çãiäíî ç ¾åêñïåðòíèì ðiøåííÿì¿ (òîáòî ïåâíà óïîâíîâà-
æåíà îñîáà�¾åêñïåðò¿ âèðiøó¹, ÿêi ñàìå åëåìåíòè ïîâèííi ïîòðà-
ïèòè äî âèáiðêè) àáî çà çãîäîþ îñiá, ñòîñîâíî ÿêèõ ïðîâîäèòüñÿ
îáñòåæåííÿ (âîíè ñàìi âèçíà÷àþòü, áðàòè ó÷àñòü â îáñòåæåííi ÷è
íi). Öå ïðèêëàäè ¾íåâèïàäêîâèõ¿ âèáiðîê. Çà òàêèìè âèáiðêàìè
ìîæíà îöiíþâàòè äåÿêi ïàðàìåòðè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, àëå, íà
æàëü, íå ìîæíà íi÷îãî ñêàçàòè ïðî òî÷íiñòü ðåçóëüòóþ÷èõ îöiíîê,
îñêiëüêè íåìîæëèâî çàñòîñóâàòè ïðè öüîìó éìîâiðíiñíèé ïiäõiä.
Ó öüîìó ïîñiáíèêó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè éìîâiðíiñíi âè-
áiðêè.

Íà åòàïi ïëàíóâàííÿ áóäü-ÿêîãî îáñòåæåííÿ íåîáõiäíî çíàéòè
âiäïîâiäi íà òàêi òèïîâi çàïèòàííÿ:

• ùî ¹ ìåòîþ îáñòåæåííÿ; ÿêó iíôîðìàöiþ íåîáõiäíî îäåðæàòè
i ÿêi õàðàêòåðèñòèêè òðåáà âèìiðÿòè i îá÷èñëèòè;

• ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü òà âèáiðêîâà ñóêó-
ïíiñòü; ùî áóäå åëåìåíòîì îáñòåæåííÿ (àäìiíiñòðàòèâíèé
ðàéîí, ïiäïðè¹ìñòâî, ñiì'ÿ, îêðåìà îñîáà òîùî);

• ÿêèì ÷èíîì áóäå îòðèìàíî íåîáõiäíó iíôîðìàöiþ (çà äîïî-
ìîãîþ íàÿâíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ çâiòíîñòi, iíòåðâ'þ, àíêåòóâàí-
íÿì ïî ïîøòi ÷è ïî òåëåôîíó, ïðîñòèì ñïîñòåðåæåííÿì òî-
ùî);

• ÿêèì ìà¹ áóòè íåîáõiäíèé ðiâåíü òî÷íîñòi âèñíîâêiâ, õàðà-
êòåð äîïóñòèìîãî ðèçèêó âiä ïîìèëêè òà ðîçìið çáèòêiâ ó
ðàçi ïðèéíÿòòÿ ïîìèëêîâîãî ðiøåííÿ;

• ÿêèìè ïîâèííi áóòè ôiíàíñîâi òà iíøi ðåñóðñè, âàðòiñòü êî-
æíî¨ îïåðàöi¨;

• ÿêîþ ìà¹ áóòè êâàëiôiêàöiÿ òà ðiâåíü ïiäãîòîâêè ïåðñîíàëó;

• ÿêå îáñòåæåííÿ ïîòðiáíî ïðîâåñòè: ñóöiëüíå ÷è âèáiðêîâå;
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• ó ðàçi ïðîâåäåííÿ âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ � ÿêèì ìà¹ áóòè
ìåòîä âiäáîðó òà ðîçìið âèáiðêè, ùîá ãàðàíòóâàòè íåîáõiäíó
òî÷íiñòü;

• ÿêi ìåòîäè îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà
ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç áóäóòü çàñòîñîâàíi;

• â ÿêîìó âèãëÿäi áóäóòü ïîäàíi ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ (çâi-
òè, ïóáëiêàöi¨); ÿêèì áóäå ñòóïiíü äåòàëiçàöi¨ òà ñåêðåòíîñòi
iíôîðìàöi¨.

Ó ðàçi ïðîâåäåííÿ âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ ïiñëÿ ôîðìóâàííÿ
âèáiðêè îá÷èñëþþòü çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ
âñiõ åëåìåíòiâ, ùî ïîòðàïèëè ó âèáiðêó. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ âè-
áiðêîâèõ äàíèõ îá÷èñëþþòü çíà÷åííÿ îöiíîê äîñëiäæóâàíèõ ïà-
ðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, îöiíþþòü òî÷íiñòü îòðèìàíèõ
ðåçóëüòàòiâ.

Ðåçóëüòóþ÷i îöiíêè ìiñòÿòü ïîõèáêè, ÿêi ìîæíà ïîäiëèòè íà
äâà òèïè âiäïîâiäíî äî äæåðåëà ¨õ âèíèêíåííÿ:

• âèáiðêîâi ïîõèáêè âèíèêàþòü ó ðåçóëüòàòi òîãî, ùî çàìiñòü
óñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi äîñëiäæó¹òüñÿ òiëüêè ¨¨ ÷àñòè-
íà;

• íåâèáiðêîâi ïîõèáêè âèíèêàþòü ïðè âèìiðþâàííi òà çáåðå-
æåííi iíôîðìàöi¨, âíàñëiäîê âiäñóòíîñòi âiäïîâiäi (ïðîïóñêè
ó âèáiðêîâèõ äàíèõ) àáî ¨¨ íåïðàâäèâîñòi òîùî.

Âèáiðêîâi îáñòåæåííÿ ìîæóòü äóæå âiäðiçíÿòèñÿ çà ðiâíåì
ñêëàäíîñòi. Öå çàëåæèòü ÿê âiä ñòðóêòóðè i ðîçìiðó ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi, òàê i âiä êiëüêîñòi õàðàêòåðèñòèê, ÿêi ïîòðiáíî
äîñëiäèòè. Íàïðèêëàä, ïðè ïðîâåäåííi ñîöiîëîãi÷íîãî îáñòåæåí-
íÿ äîñëiäíèêà ìîæóòü öiêàâèòè âiäïîâiäi íà äåêiëüêà çàïèòàíü,
à ïðè ïðîâåäåííi îáñòåæåííÿ âèäàòêiâ äîìîãîñïîäàðñòâ ìîæóòü
äîñëiäæóâàòèñÿ áiëüøå ñîòíi õàðàêòåðèñòèê (çìiííèõ).

Ó öüîìó ïîñiáíèêó ìè çîñåðåäèìîñÿ íà òåîðåòèêî-éìîâiðíiñíèõ
òà ñòàòèñòè÷íèõ àñïåêòàõ ïëàíóâàííÿ âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ òà
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àíàëiçó âèáiðêîâèõ äàíèõ. Ó âñiõ ðîçäiëàõ, êðiì îñòàííüîãî, áóäå-
ìî ðîçãëÿäàòè äåùî iäåàëüíó ñèòóàöiþ, êîëè âñi íåâèáiðêîâi ïî-
õèáêè âiäñóòíi. Îñíîâíà ÷àñòèíà öi¹¨ êíèãè ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ
ìåòîäiâ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íà îñíî-
âi âèáiðêîâîãî äèçàéíó (àíãë. design-based approach). Öå îçíà-
÷à¹, ùî íà ìîìåíò ïðîâåäåííÿ îáñòåæåííÿ çíà÷åííÿ äîñëiäæóâà-
íî¨ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ îêðåìîãî åëåìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíî-
ñòi ¹ ñòàëèì, à âàðiàöiÿ çíà÷åíü îöiíîê ïàðàìåòðiâ âèíèêà¹ âíà-
ñëiäîê âèïàäêîâîãî ìåòîäó âiäáîðó åëåìåíòiâ äî âèáiðêè. Ìåòîä
àíàëiçó äàíèõ ç ïðîïóñêàìè çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi,
ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ â îñòàííüîìó ðîçäiëi ïîñiáíèêà, ¹ ïðèêëàäîì
çàñòîñóâàííÿ iíøîãî ïiäõîäó � îöiíþâàííÿ íà îñíîâi ìîäåëi (àíãë.
model-based àáî model-dependent approach). Ìåòîäè îöiíþâàííÿ
íà îñíîâi ìîäåëåé  ðóíòóþòüñÿ íà ïðèïóùåííi, ùî ñòðóêòóðà ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âiäïîâiäà¹ ïåâíié ìîäåëi ¾ñóïåðïîïóëÿöi¨¿. Ó
ìîäåëi ñóïåðïîïóëÿöi¨ çàäà¹òüñÿ N -âèìiðíèé ðîçïîäië âèïàäêîâî-
ãî âåêòîðà Y = (Y1, . . . , YN ), äå Yk � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà îïè-
ñó¹ çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè y äëÿ k-ãî åëåìåíòà
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Ñïðàâæíié âåêòîð çíà÷åíü õàðàêòåðèñòè-
êè y äëÿ åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, òîáòî y = (y1, . . . , yN ),
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ðåàëiçàöiÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà Y. Îñêiëüêè ó
öüîìó âèïàäêó äëÿ ïîáóäîâè îöiíîê íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî ðîçïîäië
âåêòîðà Y, òî ÿêiñòü öèõ îöiíîê çàëåæèòü âiä òîãî, íàñêiëüêè âäà-
ëî ïiäiáðàíà ìîäåëü. Òàêîæ ó ïîñiáíèêó íàâåäåíî äåÿêi ìåòîäè
îöiíþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì äîïîìiæíî¨ iíôîðìàöi¨, ùî ¹ ïðè-
êëàäîì îöiíþâàííÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëåé (àíãë. model-assisted
approach). Öåé ïiäõiä ïîëÿãà¹ â êîìáiíàöi¨ ìåòîäiâ îöiíþâàííÿ íà
îñíîâi äèçàéíó òà íà îñíîâi ìîäåëåé i äà¹ ìîæëèâiñòü âèêîðèñòî-
âóâàòè ïåðåâàãè öèõ ìåòîäiâ.
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Ðîçäië 1
Îñíîâíi ïîíÿòòÿ
1.1. Ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü, âèáiðêà, ñõåìè âiäáîðó

Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç N ïðî-
íóìåðîâàíèõ åëåìåíòiâ

U = {u1, u2, ..., uk, ..., uN}.

Äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî çàäàâàòè åëåìåíò éîãî ïîðÿäêîâèì íîìåðîì

U = {1, 2, ..., k, ..., N}.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ãåíåðàëüíié ñóêó-
ïíîñòi âiäîìà, õî÷à íà ïðàêòèöi ïðè ïðîâåäåííi îáñòåæåíü N ìîæå
áóòè íåâiäîìîþ âåëè÷èíîþ.

Íåõàé çìiííà y � öå õàðàêòåðèñòèêà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi,
ÿêà íàñ öiêàâèòü, à yk � çíà÷åííÿ öi¹¨ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ k-ãî
åëåìåíòà ñóêóïíîñòi. Çíà÷åííÿ yk, k ∈ U , íåâiäîìi äî ïðîâåäåííÿ
îáñòåæåííÿ. Íåõàé ïîòðiáíî îöiíèòè ñóìàðíå àáî ñåðåäí¹ çíà÷åí-
íÿ õàðàêòåðèñòèêè y:

T =
∑

k∈U

yk òà Y =
1
N

∑

k∈U

yk =
T

N
.

Âåëè÷èíè: ñóìàðíå T , ñåðåäí¹ Y , äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi S2 ¹ íàéïðîñòiøèìè ïðèêëàäàìè ïàðàìåòðiâ, ùî õàðàêòå-
ðèçóþòü ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü. Ìè ìîæåìî îòðèìàòè çíà÷åííÿ
öèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêùî îáñòåæèìî âñþ ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, àáî
ìîæåìî îöiíèòè ¨õ, îáñòåæèâøè ëèøå ÷àñòèíó ñóêóïíîñòi, ùî áó-
äå çíà÷íî äåøåâøå òà çàéìå ìåíøå ÷àñó. Ñïî÷àòêó âiäáèðà¹òüñÿ
÷àñòèíà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi � âèáiðêà, à ïîòiì îáñòåæóþòüñÿ
åëåìåíòè, ùî ïîòðàïèëè ó âèáiðêó. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ çíà÷åíü
îá÷èñëþþòüñÿ îöiíêè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ñóêóïíîñòi.
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îöiíþâàííÿ äåÿêîãî ïàðàìåòðà ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ðiçíi îöiíêè (ìåòîäè îöi-
íþâàííÿ). Íàïðèêëàä, äëÿ îöiíþâàííÿ ñåðåäíüîãî âèêîðèñòîâó-
þòü òàêi îöiíêè: ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå, ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå, ìî-
äà, ìåäiàíà, îá÷èñëåíi çà âèáiðêîþ. Òîáòî, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äîñëi-
äæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ¹ ïàðàìåòðîì, à
âèáiðêîâå ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå, âèáiðêîâà ìîäà ¹ éîãî îöiíêàìè.
Çíà÷åííÿ îöiíîê çìiíþþòüñÿ çàëåæíî âiä òîãî, ÿêi åëåìåíòè ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ïîòðàïëÿþòü ó âèáiðêó1.

Ïîçíà÷èìî âèáiðêó ëiòåðîþ s (âiä àíãë. sample). Ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó âèáiðêîþ ìîæå áóòè áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå éìîâiðíiñíi âèáiðêè, òîáòî
òàêi, ùî áóëè îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ éìîâiðíiñíî¨ ñõåìè
âiäáîðó. Éìîâiðíiñíà âèáiðêà ôîðìó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåííÿ
ñåði¨ âèïàäêîâèõ âèïðîáóâàíü.

Iñíó¹ äâà îñíîâíi âèäè éìîâiðíiñíèõ ñõåì âiäáîðó � ñõåìè íà
îñíîâi æåðåáêóâàííÿ òà ñõåìè íà îñíîâi ïîñëiäîâíîãî âiäáîðó çi
ñïèñêó. Ñõåìè âiäáîðó íà îñíîâi æåðåáêóâàííÿ ïîëÿãàþòü ó ïðî-
âåäåííi ñåði¨ âèïàäêîâèõ âèïðîáóâàíü, ó ðåçóëüòàòi êîæíîãî ç
ÿêèõ îäèí åëåìåíò ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi àáî ¨¨ ÷àñòèíè ïîòðà-
ïëÿ¹ ó âèáiðêó.

Ï ð è ê ë à ä 1.1. Ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåí-
íÿ.

Ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N âiäáèðà¹òüñÿ n åëåìåíòiâ
áåç ïîâåðíåííÿ (n ≤ N). Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî ïðîâåñòè n âèïàäêî-
âèõ âèïðîáóâàíü.

1) Âèïàäêîâèì ÷èíîì âèáèðà¹òüñÿ îäèí åëåìåíò ç N åëåìåíòiâ
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Éìîâiðíiñòü áóòè âèáðàíèì îäíàêî-
âà äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi i äîðiâíþ¹ 1

N .

2) Âèïàäêîâèì ÷èíîì âèáèðà¹òüñÿ äðóãèé åëåìåíò ç N−1 òèõ,
1Äóæå âàæëèâî ðîçðiçíÿòè ïîíÿòòÿ ¾îöiíêè¿ (àíãë. estimator) � äåÿêî¨

ôóíêöi¨ âiä âèáiðêè, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ìîæíà îöiíèòè ïîòðiáíèé ïàðàìåòð,
òà ¾çíà÷åííÿ îöiíêè¿ (àíãë. estimate) � êîíêðåòíîãî ÷èñëà, ÿêå ¹ ðåçóëüòàòîì
çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ äî êîíêðåòíèõ âèáiðêîâèõ äàíèõ.
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ùî çàëèøèëèñü. Iìîâiðíiñòü ïîòðàïèòè äî âèáiðêè îäíàêîâà
äëÿ âñiõ öèõ åëåìåíòiâ i äîðiâíþ¹ 1

N−1 .

. . .

n) Âèáèðà¹òüñÿ n-é åëåìåíò ç N −n + 1 åëåìåíòiâ, ùî çàëèøè-
ëèñü. Iìîâiðíiñòü áóòè âèáðàíèì íà öüîìó êðîöi îäíàêîâà
äëÿ âñiõ N − n + 1 åëåìåíòiâ i äîðiâíþ¹ 1

N−n+1 .

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî éìîâiðíiñíó âèáiðêó ðîçìiðó n. ♦

Çà ñõåìîþ íà îñíîâi ïîñëiäîâíîãî âiäáîðó çi ñïèñêó : äëÿ êîæíî-
ãî åëåìåíòà, ïî÷èíàþ÷è ç ïî÷àòêó ñïèñêó (àëå íå îáîâ'ÿçêîâî äî
êiíöÿ), ïðîâîäèòüñÿ âèïàäêîâå âèïðîáóâàííÿ, ðåçóëüòàòîì ÿêîãî
¹ âêëþ÷åííÿ àáî, íàâïàêè, íåâêëþ÷åííÿ åëåìåíòà, ùî ðîçãëÿäà¹-
òüñÿ, ó âèáiðêó.

Ï ð è ê ë à ä 1.2. Âiäáið Áåðíóëëi. Ðîçãëÿíåìî âïîðÿäêîâàíó â
ñïèñîê ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü U = {1, 2, ..., N}. Íåõàé íàïåðåä
çàäàíî äåÿêå ÷èñëî π òàêå, ùî 0 < π < 1, òà íàáið N íåçàëå-
æíèõ ðåàëiçàöié ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà [0, 1] âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè: ε1, ε2, ..., εN . Êîæíîìó åëåìåíòó k ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiä-
íiñòü çíà÷åííÿ εk. ßêùî εk < π, òî öåé åëåìåíò âiäáèðà¹òüñÿ,
â iíøîìó âèïàäêó � íi. Çðîçóìiëî, ùî ïðè òàêié ñõåìi âiäáîðó,
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíò áóäå âiäiáðàíèé, äîðiâíþ¹ π äëÿ êî-
æíîãî ç N åëåìåíòiâ, òà ïðè k 6= l ïîäi¨ ¾k-é åëåìåíò âèáðàíèé¿ òà
¾l-é åëåìåíò âèáðàíèé¿ ¹ íåçàëåæíèìè. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ùî
ïîòðàïèëè òàêèì ÷èíîì ó âèáiðêó, ¹ áiíîìiàëüíî ðîçïîäiëåíîþ âè-
ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ïàðàìåòðàìè N òà π. ♦

1.2. Âèáiðêîâèé äèçàéí
Çíàþ÷è, ÿêèì ÷èíîì ïðîâîäèòüñÿ âiäáið ó âèáiðêó, çàâæäè

ìîæíà (õî÷à íå çàâæäè ïðîñòî) ïiäðàõóâàòè éìîâiðíiñòü îòðèìà-
ííÿ êîíêðåòíî¨ âèáiðêè s. Ïîçíà÷èìî öþ éìîâiðíiñòü ÷åðåç p(s).
Îòæå, ôóíêöiÿ p(·) ïiäðàõîâó¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàííÿ âèáiðêè s

ïðè çàäàíié ñõåìi âiäáîðó. Öÿ ôóíêöiÿ âiäiãðà¹ öåíòðàëüíó ðîëü
ó òåîði¨ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü, îñêiëüêè âèçíà÷à¹ äóæå âàæëèâi
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ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè: éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië, ìàòåìàòè÷íå
ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ îöiíþþ÷èõ ñòàòèñòèê, ùî îá÷èñëþþòüñÿ
íà îñíîâi iíôîðìàöi¨, îòðèìàíî¨ ç âèáiðêè. Ó çàðóáiæíié ëiòåðà-
òóði öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü âèáiðêîâèé äèçàéí (àíãë. sampling
design) [20].
Ï ð è ê ë à ä 1.3. Äëÿ âèáiðêîâî¨ ñõåìè, ùî áóëà íàâåäåíà â ïðè-
êëàäi 1.1 i ÿêà âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîðó áåç ïî-
âåðíåííÿ, ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi N åëåìåíòiâ ìîæíà óòâîðèòè
Cn

N ðiçíèõ âèáiðîê ðîçìiðó n. Ïðè öüîìó âñi âèáiðêè ðiâíîìîæëè-
âi. Òîìó éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ç íèõ áóäå îáðàíà îäíà êîíêðåòíà
âèáiðêà, äîðiâíþ¹ 1/Cn

N . Îòæå, â öüîìó âèïàäêó âèáiðêîâèé äè-
çàéí ìà¹ âèãëÿä

p(s) =
{

1/Cn
N , ÿêùî âèáiðêà s ñêëàäà¹òüñÿ ç n åëåìåíòiâ;

0, â iíøîìó âèïàäêó.
♦

Áóäåìî ïîçíà÷àòè âèáiðêîâèé äèçàéí, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïðîñòî-
ìó âèïàäêîâîìó âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ, àáðåâiàòóðîþ ÏÂÂáÏ
(àíãë. simple random sampling without replacement).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé îá'¹êò S, ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè ÿêî-
ãî ¹ âèáiðêè s, ùî îáóìîâëåíi âèáiðêîâèì äèçàéíîì p(·). Íåõàé F �
σ-àëãåáðà âñiõ ïiäìíîæèí (âèáiðîê), ÿêi ìîæíà óòâîðèòè ç åëåìåí-
òiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U . Äî F íàëåæàòü âñi 2N ïiäìíîæèíè
ñóêóïíîñòi U , i â òîìó ÷èñëi ∅ òà U . Òîäi

P (S = s) = p(s) ∀s ∈ F.

Ôóíêöiÿ p(·) çàäà¹ éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië íà ìíîæèíi F, à òîìó:
1) p(s) ≥ 0 äëÿ âñiõ s ∈ F;

2)
∑
s∈F

p(s) = 1.

Çàóâàæèìî, ùî äåÿêi âèáiðêè ç ìíîæèíè F ìàòèìóòü íóëüîâó
éìîâiðíiñòü áóòè îáðàíèìè. Ïiäìíîæèíà ìíîæèíè F, ùî ñêëàäà-
¹òüñÿ ç òèõ âèáiðîê s, ùî ìàþòü íåíóëüîâó éìîâiðíiñòü áóòè îáðà-
íèìè, ¹ ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ âèáiðîê. Ëèøå âîíè ìîæóòü áóòè
âèáðàíèìè â ðàìêàõ çàñòîñóâàííÿ ïåâíîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó.
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Ðîçìið âèáiðêè ns äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñóêóïíîñòi, ùî
ïîòðàïèëè ó âèáiðêó s. Öÿ âåëè÷èíà íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà áóòè
ñòàëîþ, ÿê ó âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíå-
ííÿ ç ïðèêëàäó 1.1 (ns = n äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ âèáiðîê s). Ïðè
çàñòîñóâàííi âiäáîðó Áåðíóëëi ðîçìiðè ìîæëèâèõ âèáiðîê âiäði-
çíÿþòüñÿ.

Ï ð è ê ë à ä 1.4. ßêèì æå áóäå âèáiðêîâèé äèçàéí ïðè çàñòîñóâàí-
íi âiäáîðó Áåðíóëëi? Íåõàé ns � ðîçìið âèáiðêè s. Éìîâiðíiñòü òî-
ãî, ùî åëåìåíò ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, äîðiâíþ¹ π òà âèïðîáóâàííÿ
ïðè çàñòîñóâàííi ñõåìè ïîñëiäîâíîãî âiäáîðó çi ñïèñêó íåçàëåæíi
ìiæ ñîáîþ. Òîìó

p(s) = πns(1− π)N−ns , s ∈ F.

Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ðîçìið âèáiðêè ïðè âiäáîði Áåðíóëëi äî-
ðiâíþ¹ m, ñòàíîâèòü

Cm
N πm(1− π)N−m, m = 0, 1, 2, ..., N.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçìið âèáiðêè ïðè âiäáîði Áåðíóëëi � öå áiíî-
ìiàëüíî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäi-
âàííÿì Nπ òà äèñïåðñi¹þ Nπ(1− π). ♦

Áóäåìî ïîçíà÷àòè âèáiðêîâèé äèçàéí, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âiäáîðó
Áåðíóëëi, ÷åðåç ÂÁ.

Âèáiðêîâèé äèçàéí p(s) âèçíà÷à¹ ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi îöi-
íîê, ùî âèêîðèñòîâóþòü iíôîðìàöiþ ç âèáiðêè. Àëå â îñíîâíîìó �
öå òiëüêè ìàòåìàòè÷íèé iíñòðóìåíò, ÿêèé ðiäêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
íà ïðàêòèöi.

Âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî ðiçíi ñõåìè âiäáîðó ìîæóòü ïðèâîäè-
òè äî îäíîãî i òîãî ñàìîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó.

Ï ð è ê ë à ä 1.5. Äèçàéí, ùî âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó
âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ (ÏÂÂáÏ), ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ
àëüòåðíàòèâíî¨ ñõåìè âiäáîðó.
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Îäèí åëåìåíò âiäáèðà¹òüñÿ ç iìîâiðíiñòþ 1
N i ïîâåðòà¹òüñÿ íà-

çàä. Ïðîöåäóðà ïîâòîðþ¹òüñÿ, ïîêè íå îòðèìà¹ìî n ðiçíèõ åëå-
ìåíòiâ. Çàãàëüíà êiëüêiñòü âiäáîðiâ ν, ÿêó ïîòðiáíî çðîáèòè, áiëü-
øà çà n ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ i ìà¹ äîñèòü ñêëàäíèé ðîçïîäië.
Àëå öÿ ïðîöåäóðà òàêîæ âèçíà÷à¹ ÏÂÂáÏ-äèçàéí. ♦

Ïðè ïðîâåäåííi îáñòåæåííÿ îñíîâíîþ ìåòîþ ¹ îòðèìàííÿ îöi-
íîê äëÿ îäíîãî ÷è äåêiëüêîõ ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
(ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ, ñåðåäíüîãî òîùî). Ïðè öüîìó ïîòðiáíî çðî-
áèòè âèáið ùîäî äâîõ âàæëèâèõ ïèòàíü:

1) ÿêèé âèáiðêîâèé äèçàéí òà ÿêó âiäïîâiäíó éîìó ñõåìó âiä-
áîðó äîöiëüíî çàñòîñóâàòè;

2) ÿêèé ìåòîä âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíþâàííÿ äîñëiäæóâàíèõ ïà-
ðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Âèáið ïî êîæíîìó ç öèõ ïóíêòiâ íå ¹ íåçàëåæíèì. Ñóêóïíiñòü
ñõåìè âiäáîðó òà ìåòîäó îöiíþâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñòðàòåãi¹þ. Äëÿ
äîñëiäæóâàíîãî ïàðàìåòðà ñóêóïíîñòi ïîòðiáíî çíàéòè íàéêðàùó
ìîæëèâó ñòðàòåãiþ, ïðè ÿêié îöiíêè áóäóòü íàéòî÷íiøèìè.

Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ìè ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âiäáîðè. Ñïî÷à-
òêó äîñëiäèìî ïðîñòi âiäáîðè. Âiäáið áóäåìî ââàæàòè ïðîñòèì,
ÿêùî

1) äëÿ íüîãî iñíó¹ âèáiðêîâà îñíîâà, çà ÿêîþ ìîæíà iäåíòèôi-
êóâàòè êîæåí åëåìåíò ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi;

2) âèáiðêîâèìè îäèíèöÿìè ¹ åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Äî ïðîñòèõ âiäáîðiâ íàëåæàòü:

• ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ (ÏÂÂáÏ);

• âiäáið Áåðíóëëi (ÂÁ);

• ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið (ÑÂ);

• ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið ç ïîâåðíåííÿì (ÏÂÂçÏ);
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• âiäáið Ïóàññîíà (ÂÏ);

• âiäáið, ïðîïîðöiéíèé ðîçìiðó: áåç ïîâåðíåííÿ òà ç ïîâåðíå-
ííÿì (ÂÏÐ);

• ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið (ÑÒÂ).

Â îñíîâíîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñóìàðíå çíà÷åííÿ T äîñëiäæó-
âàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà íåçìiùåíi îöií-
êè t̂ öüîãî ïàðàìåòðà. Îñîáëèâó óâàãó áóäåìî ïðèäiëÿòè îöií-
öi Ãîðâiöà�Òîìïñîíà t̂π ïðè âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ òà îöiíöi
Õàíñåíà�Ãóðâiöà t̂pwr ïðè âiäáîði ç ïîâåðíåííÿì, à òàêîæ ¨õ îñíîâ-
íèì õàðàêòåðèñòèêàì: äèñïåðñi¨ òà îöiíöi äèñïåðñi¨.

Àëå ïåðåä öèì íàì ïîòðiáíî ââåñòè òà äîñëiäèòè äåÿêi âàæëèâi
ïîíÿòòÿ.

1.3. Ïîíÿòòÿ ¾ñòàòèñòèêà¿
Ó òåîði¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, ïiä òåðìiíîì ¾ñòàòèñòè-

êà¿ ðîçóìiþòü äiéñíîçíà÷íó ôóíêöiþ Q(S), çíà÷åííÿ ÿêî¨ çìiíþ-
¹òüñÿ çàëåæíî âiä ðåçóëüòàòó äåÿêîãî âèïàäêîâîãî åêñïåðèìåíòó.
Îñíîâíîþ âèìîãîþ äî ñòàòèñòèêè ¹ òå, ùîá âîíà áóëà âèçíà÷åíà
äëÿ áóäü-ÿêîãî ðåçóëüòàòó åêñïåðèìåíòó. Ìåòîþ ¹ âñòàíîâëåííÿ,
ÿê çìiíþ¹òüñÿ ñòàòèñòèêà Q(S) çàëåæíî âiä òîãî, ÿêîãî çíà÷åííÿ
s áóäå íàáóâàòè âèïàäêîâà ìíîæèíà S.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ñòàòèñòèê:

• Q1(S) = Ik(S), k ∈ U � iíäèêàòîð âêëþ÷åííÿ;

• Q2(S) = nS =
∑

k∈U Ik(S) � ðîçìið âèáiðêè;

• Q3(S) =
∑

k∈S yk � âèáiðêîâå ñóìàðíå çíà÷åííÿ çìiííî¨ y;

• Q4(S) = 1
nS

∑
k∈S yk � âèáiðêîâå ñåðåäí¹ ïî çìiííié y;

• Q5(S) =
∑

k∈S yk/
∑

S zk � âiäíîøåííÿ äâîõ âèáiðêîâèõ ñó-
ìàðíèõ çíà÷åíü ïî çìiííèõ y òà z.
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Ôóíêöiÿ
∑

k∈S yk/
∑

k∈U zk íå ¹ ñòàòèñòèêîþ, îñêiëüêè âîíà íå
âèçíà÷åíà ó âèïàäêó, êîëè íåìà¹ iíôîðìàöi¨ ïî âñié ãåíåðàëüíié
ñóêóïíîñòi äëÿ çìiííî¨ z.

Íà ïðàêòèöi, êîëè âèáiðêà îáðàíà, ìè îòðèìó¹ìî îäíó ¹äèíó
ðåàëiçàöiþ s âèïàäêîâî¨ ìíîæèíè S. Äëÿ îòðèìàíî¨ âèáiðêè s ìè
áóäåìî ââàæàòè, ùî ìîæëèâî îáñòåæèòè i âèìiðÿòè çìiííi (y, z

òà iíøi) äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà k ∈ s. Íàïðèêëàä, äëÿ ñòàòèñòèêè
Q5(S) =

∑
k∈S yk/

∑
k∈S zk ìè ìîæåìî ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ ïiäðà-

õóâàòè ¨¨ çíà÷åííÿ, à ñàìå Q5(s) =
∑

k∈s yk/
∑

k∈s zk.
Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïiäõîäi, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà îñíîâi äèçàé-

íó, ââàæàþòü, ùî çìiííi y òà z õî÷ i íàáóâàþòü ðiçíèõ çíà÷åíü
äëÿ ðiçíèõ åëåìåíòiâ k, àëå âîíè íå ââàæàþòüñÿ âèïàäêîâèìè âå-
ëè÷èíàìè. Âèïàäêîâà ïðèðîäà ñòàòèñòèêè Q ïðè öüîìó ïîâíiñòþ
ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ìíîæèíà S ¹ âèïàäêîâîþ.

Äëÿ ñòàòèñòèêè Q(S), ÿê i äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-
íè, âèçíà÷åíi îñíîâíi ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè � ìàòåìàòè÷íå
ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiÿ:

E(Q) =
∑

s∈F

p(s)Q(s);

D(Q) = E[Q−E(Q)]2 =
∑

s∈F

p(s)[Q−E(Q)]2,

äå F � σ-àëãåáðà âñiõ ïiäìíîæèí (âèáiðîê), ÿêi ìîæíà óòâîðèòè ç
åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U .

Êîâàðiàöiÿ ìiæ äâîìà ñòàòèñòèêàìè Q1 = Q1(S) òà
Q2 = Q2(S) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

cov[Q1, Q2] = E[Q1 −EQ1][Q2 − EQ2] =

=
∑

s∈F

p(s)[Q1(s)−E(Q1(s))][Q2(s)− E(Q2(s))].

Äëÿ ïðîñòèõ ñòàòèñòèê Q(S), íàïðèêëàä ëiíiéíèõ, ìàòåìàòè-
÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ ìîæíà äîñèòü ëåãêî îá÷èñëèòè çà
äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ôîðìóë. Áiëüø çàãàëüíèì ìåòîäîì, çà
äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îá÷èñëèòè öi âåëè÷èíè, ¹ ìåòîä Ìîíòå-
Êàðëî. Âií ïîëÿãà¹ â ïîñëiäîâíîìó îòðèìàííi âåëèêî¨ êiëüêîñòi
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âèáiðîê çà äîïîìîãîþ îäíi¹¨ i òi¹¨ ñàìî¨ ñõåìè âiäáîðó òà ïiäðà-
õóíêó çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè Q(S) äëÿ êîæíî¨ îòðèìàíî¨ âèáiðêè.
I ïîòiì íà îñíîâi îòðèìàíèõ çíà÷åíü ìîæíà ïîðàõóâàòè ñåðåäí¹
i äèñïåðñiþ öèõ çíà÷åíü. Âîíè áóäóòü áëèçüêèìè äî äiéñíèõ çíà-
÷åíü ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñi¨ öi¹¨ ñòàòèñòèêè, çà
óìîâè ùî êiëüêiñòü çãåíåðîâàíèõ âèáiðîê äîñèòü âåëèêà.

Çàçâè÷àé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîñëi-
äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ñêëàäíèõ ñòàòèñòèê, àëå îñíîâíèì éîãî
íåäîëiêîì, ùî óíåìîæëèâëþ¹ éîãî âèêîðèñòàííÿ ïðè âèáiðêîâèõ
îáñòåæåííÿõ, ¹ òå, ùî íà ïðàêòèöi îòðèìóþòü ëèøå îäíó âèáiðêó.

1.4. Îöiíêè òà ¨õ âëàñòèâîñòi
Áiëüøiñòü ñòàòèñòèê, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â òåîði¨ âèáiðêîâèõ îá-

ñòåæåíü, � öå ðiçíi âèäè îöiíîê. Îöiíêà � öå ñòàòèñòè÷íå çíàðÿääÿ
äëÿ ïiäðàõóíêó âåëè÷èí, ùî ¹ áëèçüêèìè äî äåÿêî¨ õàðàêòåðèñòè-
êè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ÿêó ìè õî÷åìî îöiíèòè, � ïàðàìåòðà
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Çàãàëüíîâæèâàíå ïîçíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
ñóêóïíîñòi � θ.

ßêùî âèâ÷à¹òüñÿ ëèøå îäíà çìiííà y, òî θ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê
ôóíêöiÿ âiä N çíà÷åíü çìiííî¨ y: y1, ys, ..., yN . Òîáòî

θ = θ(y1, ys, ..., yN ).

Ï ð è ê ë à ä 1.6.

θ1 = T =
∑

k∈U

yk � ñóìàðíå ïî ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi;

θ2 = Y =
1
N

∑

k∈U

yk � ñåðåäí¹ ïî ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi;

θ3 = S2
y =

∑
k∈U (yk − Y )2

N − 1
� äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi;

θ4 =
∑

k∈U yk∑
k∈U zk

� âiäíîøåííÿ (ôóíêöiÿ äåêiëüêîõ çìiííèõ).

♦
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Îöiíêó ïàðàìåòðà θ áóäåìî ïîçíà÷àòè θ̂ = θ̂(S). ßêùî s �
öå ðåàëiçàöiÿ âèïàäêîâî¨ ìíîæèíè S, òî áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî
ìîæëèâî ïiäðàõóâàòè çíà÷åííÿ θ̂ çà çíà÷åííÿìè yk, zk, ..., ùî âiä-
ïîâiäàþòü åëåìåíòàì k ∈ s.
Ï ð è ê ë à ä 1.7.

θ̂1 =
N

n

∑

k∈S
yk � îöiíêà ïàðàìåòðà θ1 =

∑

k∈U

yk;

θ̂4 =
∑

k∈S yk∑
k∈S zk

� îöiíêà ïàðàìåòðà θ4 =
∑

k∈U yk∑
k∈U zk

.

♦

Îçíà÷åííÿ 1.1. Âèáiðêîâèì ðîçïîäiëîì îöiíêè θ̂ ¹ íàáið óñiõ ìî-
æëèâèõ çíà÷åíü îöiíêè θ̂ òà âiäïîâiäíi ¨ì iìîâiðíîñòi

P{θ̂ = c} =
∑

s:θ̂(s)=c

p(s). (1.1)

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiÿ îöiíêè âèçíà÷àþòüñÿ âiäíî-
ñíî öüîãî ðîçïîäiëó:

E(θ̂) =
∑

s∈F

p(s)θ̂(s);

D(θ̂) =
∑

s∈F

p(s)[θ̂(s)− E(θ̂)]2.

Íàéâàæëèâiøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿêîñòi îöiíêè θ̂ ¹:
1) Çìiùåííÿ (àíãë. bias)

B(θ̂) = E(θ̂)− θ.

Îöiíêà äëÿ ïàðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ íåçìiùåíîþ, ÿêùî B(θ̂) = 0,

ùî ðiâíîñèëüíî E(θ̂) = θ äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó y1, ys, ..., yN .
2) Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà (àíãë. mean square error)

MSE(θ̂) = E[θ̂− θ]2 =
∑

s∈F

p(s)[θ̂(s)− θ]2.
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Äëÿ MSE ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü MSE(θ̂) = D(θ̂) + [B(θ̂)]2, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî äëÿ íåçìiùåíèõ îöiíîê MSE(θ̂) = D(θ̂).

3) Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ àáî ñòàíäàðòíà ïîõèáêà
(àíãë. standard error) îöiíêè θ̂, ùî äîðiâíþ¹ êâàäðàòíîìó
êîðåíþ ç äèñïåðñi¨ σ =

√
D(θ̂).

4) Âiäíîñíà ñòàíäàðòíà ïîõèáêà àáî êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨
(àíãë. coefficient of variation), ùî ¹ âiäíîøåííÿì ñòàí-
äàðòíî¨ ïîõèáêè îöiíêè äî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

CV (θ̂) =

√
D(θ̂)

E(θ̂)
.

Äëÿ îöiíþâàííÿ öüîãî êîåôiöi¹íòà ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü òàêó
îöiíêó:

cv(θ̂) =

√
D̂(θ̂)

θ̂
.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Çâåðíåìî óâàãó íà ðiçíèöþ ìiæ âèïàäêîâîþ
ìíîæèíîþ S òà âèáiðêîþ s. Îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi âiäáîðó âèáið-
êè s ¹ ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè âèïàäêîâî¨ ìíîæèíè S, àíàëîãi÷íî
òîìó, ÿê çíà÷åííÿ x1, x2, ..., xm ¹ ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè äåÿêî¨
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X. Ó ïîäàëüøîìó ïðè ïiäðàõóíêó ñòàòèñòèê
âèäó

∑
k∈S yk íå áóäåìî íàãîëîøóâàòè íà òîìó, ùî ¨¨ çíà÷åííÿ ìî-

æíà ïiäðàõóâàòè äëÿ áóäü ÿêîãî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ S � âèáiðêè
s i áóäåìî ïðîñòî ïèñàòè

∑
k∈s yk.

1.5. Iìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ åëåìåíòà ó âèáiðêó
Åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íå îáîâ'ÿçêîâî ìàþòü îäíà-

êîâó éìîâiðíiñòü áóòè âèáðàíèìè. Äåÿêi åëåìåíòè ìîæóòü áóòè
áiëüø ¾âàæëèâèìè¿, òîáòî ìàòè áiëüøó éìîâiðíiñòü ïîòðàïèòè
ó âèáiðêó, iíøi � ìåíøó. Çà ðàõóíîê íàäàííÿ ðiçíèì åëåìåíòàì
ðiçíèõ iìîâiðíîñòåé ìîæíà îòðèìàòè òî÷íiøi îöiíêè òèõ ïàðàìå-
òðiâ, ÿêi íàñ öiêàâëÿòü.
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Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ îáñòåæåííÿ îáðàíî äåÿêèé âèáiðêîâèé äè-
çàéí {p(s), s ∈ F}. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ùî ¹ iíäèêà-
òîðîì ïîòðàïëÿííÿ åëåìåíòà k ó âèáiðêó:

Ik =
{

1, ÿêùî k ∈ S;
0, â iíøîìó âèïàäêó.

Ik ¹ ôóíêöi¹þ âiä âèïàäêîâîãî îá'¹êòà S: Ik = Ik(S). Íàçâåìî öþ
âåëè÷èíó iíäèêàòîðîì âêëþ÷åííÿ.

Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíò k âêëþ÷åíèé ó âèáiðêó, íàçè-
âà¹òüñÿ éìîâiðíiñòþ âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç πk òà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

πk = P (k ∈ S) = P (Ik = 1) =
∑

s3k

p(s).

Òóò âèðàç
∑
s3k

îçíà÷à¹, ùî ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiõ âèáiðêàõ, ÿêi
ìiñòÿòü åëåìåíò k.

Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíòè k òà l îäíî÷àñíî âêëþ÷åíi ó âè-
áiðêó (áóäåìî ïîçíà÷àòè öå ÿê k&l ∈ S), íàçèâà¹òüñÿ éìîâiðíiñòþ
âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç πkl òà îá÷èñëþ¹-
òüñÿ, çà óìîâè âiäîìîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó, òàê:

πkl = P (k&l ∈ S) = P (IkIl = 1) =
∑

s3k&l

p(s).

Ïðè öüîìó πkl = πlk äëÿ âñiõ l, k = 1, N . Ïðè k = l áóäåìî ìàòè

πkk = P (I2
k = 1) = P (Ik = 1) = πk.

Êîæíîìó âèáiðêîâîìó äèçàéíó âiäïîâiäà¹ íàáið N iìîâiðíî-
ñòåé âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

π1, π2, ...,πk, ...,πN

òà íàáið ç C2
N = N(N − 1)/2 ðiçíèõ iìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ äðó-

ãîãî ïîðÿäêó
π12, π13, ...,πkl, ...,πN−1,N .
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Çà ïîòðåáè ìîæíà îá÷èñëèòè i éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ âèùèõ ïî-
ðÿäêiâ, àëå âîíè íå ¹ íàñòiëüêè âàæëèâèìè.

Çàïèøåìî éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿä-
êiâ äëÿ äâîõ âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ � ÏÂÂáÏ òà ÂÁ.

Ï ð è ê ë à ä 1.8. Ïðè ÏÂÂáÏ êiëüêiñòü âèáiðîê ðîçìiðó n iç ñó-
êóïíîñòi N åëåìåíòiâ, ÿêi ìiñòÿòü åëåìåíò k, äîðiâíþ¹ Cn−1

N−1. À
êiëüêiñòü òàêèõ âèáiðîê, ÿêi ìiñòÿòü îáèäâà åëåìåíòè k òà l, äî-
ðiâíþ¹ Cn−2

N−2. Âñi òàêi âèáiðêè ìàþòü îäíàêîâó éìîâiðíiñòü áóòè
âèáðàíèìè: p(s) = 1/Cn

N . Îòæå,

πk = P (Ik = 1) =
∑

s3k

p(s) = Cn−1
N−1 ·

1
Cn

N

=
n

N
, k = 1, N ;

πkl = P (IkIl = 1) =
∑

s3k&l

p(s) = Cn−2
N−2 ·

1
Cn

N

=
n(n− 1)
N(N − 1)

,

k 6= l = 1, N. ♦

Ï ð è ê ë à ä 1.9. Ïðè ÂÁ âñi iíäèêàòîðè âêëþ÷åííÿ Ik � íåçàëå-
æíi òà îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Êîæåí åëåìåíò
ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ π. Îòæå,

πk = P (Ik = 1) = π, k = 1, N ;

πkl = P (IkIl = 1) = P (Ik = 1) · P (Il = 1) = π2, k 6= l = 1, N.

♦

Âèáiðêîâèé äèçàéí ÷àñòî îáèðà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá îòðè-
ìàòè áàæàíi éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêiâ.
Íàâiòü ÿêùî ñàìà ôóíêöiÿ p(·) ìà¹ äîñèòü ñêëàäíèé âèãëÿä, äëÿ
âèçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñi¨ îöiíîê äîñòà-
òíüî çíàòè âiäïîâiäíi éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ πk òà πkl.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Âèáiðêîâèé äèçàéí íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì,
ÿêùî âñi åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ìàþòü äîäàòíi éìîâið-
íîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó: πk > 0 äëÿ âñiõ k ∈ U , òîáòî
êîæåí åëåìåíò ìà¹ øàíñ ïîòðàïèòè ó âèáiðêó.
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Íà ïðàêòèöi iíêîëè âèêîðèñòîâóþòü âèáiðêîâi äèçàéíè, äëÿ
ÿêèõ öÿ óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ. Íàïðèêëàä, ïðè äåÿêèõ îáñòåæåí-
íÿõ ïiäïðè¹ìñòâ ìàëi ïiäïðè¹ìñòâà ìàëî âïëèâàþòü íà çàãàëüíó
êàðòèíó, òîìó ¨õ íå ðîçãëÿäàþòü, òîáòî âîíè ìàþòü íóëüîâi éìî-
âiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Àëå ïîòðiáíî äóæå îáåðå-
æíî äî öüîãî ñòàâèòèñÿ, îñêiëüêè âèêëþ÷åííÿ åëåìåíòiâ ç îáñòå-
æåííÿ ìîæå ïðèçâåñòè äî ñóòò¹âîãî çìiùåííÿ îöiíîê.

Ïðè ïðîñòèõ ñõåìàõ âiäáîðó éìîâiðíîñòi πk âiäîìi íàïåðåä,
äî ïî÷àòêó âiäáîðó. Àëå ïðè âèêîðèñòàííi áiëüø ñêëàäíèõ, áà-
ãàòîñòàäiéíèõ ñõåì âiäáîðó éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ó âèáiðêó íå
çàâæäè âiäîìi çàçäàëåãiäü.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Âèáiðêîâèé äèçàéí íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíèì, ÿêùî
äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ñóêóïíîñòi éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî i
äðóãîãî ïîðÿäêiâ äîäàòíi. Òîáòî

πk > 0 òà πkl > 0 ∀k 6= l ∈ U.

Óìîâà âèìiðíîñòi äèçàéíó äîçâîëÿ¹ îòðèìóâàòè îá ðóíòîâàíi
îöiíêè äëÿ äèñïåðñié îöiíîê òà áóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè.

1.6. Iíäèêàòîð âêëþ÷åííÿ åëåìåíòà ó âèáiðêó
Äîñëiäèìî ñïî÷àòêó ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi íàéïðîñòiøî¨

ñòàòèñòèêè � iíäèêàòîðà âêëþ÷åííÿ åëåìåíòà ó âèáiðêó.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó p(·) òà
äëÿ âñiõ k, l = 1, 2, ..., N :

E(Ik) = πk;

D(Ik) = πk(1− πk);

cov(Ik, Il) = πkl − πkπl.

Äîâåäåííÿ. Iíäèêàòîð Ik = Ik(S) íàáóâà¹ ëèøå äâîõ çíà÷åíü: 1 � ç
iìîâiðíiñòþ πk, òîáòî, êîëè åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, òà 0 �
ç iìîâiðíiñòþ 1− πk ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Îòæå, E(Ik) = πk.
Îñêiëüêè E(Ik) = E(I2

k) = πk, òî D(Ik) = E(I2
k) − (E(Ik))2 =

= πk − π2
k = πk(1− πk).
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Êðiì òîãî, IkIl = 1 ëèøå òîäi, êîëè îáèäâà åëåìåíòè k òà l

ïîòðàïèëè ó âèáiðêó. Îòæå, E(IkIl) = P (IkIl = 1) = πkl, à òîìó
cov(Ik, Il) = E(IkIl)−E(Ik)E(Il) = πkl − πkπl.

Ùå îäíi¹þ ïðîñòîþ ñòàòèñòèêîþ ¹ ðîçìið âèáiðêè nS . Çîáðàçè-
ìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó nS ó âèãëÿäi ñóìè iíäèêàòîðiâ âêëþ÷åííÿ

nS =
∑

k∈U

Ik,

çâiäêè âiäðàçó îòðèìà¹ìî âèðàçè äëÿ îá÷èñëåííÿ îñíîâíèõ õàðà-
êòåðèñòèê öi¹¨ ñòàòèñòèêè

E(nS) =
∑

k∈U

E(Ik) =
∑

k∈U

πk; (1.2)

D(nS) = D
[∑

k∈U

Ik

]
=

∑

k∈U

∑

l∈U

cov(Ik, Il) = (1.3)

=
∑

k∈U

D(Ik) +
∑

k∈U

∑

l 6=k

cov(Ik, Il) =

=
∑

k∈U

πk(1− πk) +
∑

k∈U

∑

l 6=k

(πkl − πkπl) =

=
∑

k∈U

πk −
[∑

k∈U

πk

]2

+
∑

k∈U

∑

l 6=k

πkl.

Ï ð è ê ë à ä 1.10. Ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ âiäáîðó Áåðíóëëi ðîç-
ìið âèáiðêè � öå áiíîìiàëüíî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç
ïàðàìåòðàìè N òà π. Òîáòî,

EÂÁ(nS) = Nπ, DÂÁ(nS) = Nπ(1− π).

Öi ôîðìóëè ìîæíà îòðèìàòè ç (1.2) òà (1.3) âðàõîâóþ÷è, ùî πk =
π äëÿ âñiõ k òà πkl = π2 äëÿ k 6= l. Çîêðåìà,

DÂÁ(nS) = Nπ− (Nπ)2 + N(N − 1)π2 = Nπ(1− π).

♦
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Íà ïðàêòèöi âèáiðêîâi äèçàéíè çi çìiííèì ðîçìiðîì âèáiðêè
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiäêî, îñêiëüêè çàçâè÷àé ó öüîìó âèïàäêó îöií-
êè ìàþòü áiëüøó äèñïåðñiþ. À òàêîæ, ùî ¹ áiëüø âàæëèâèì, ïðè
ïëàíóâàííi îáñòåæåííÿ áàæàíî çíàòè íàïåðåä, ÿêó êiëüêiñòü åëå-
ìåíòiâ áóäå îáñòåæåíî.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Âèáiðêîâèì äèçàéíîì iç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì
âèáiðêè íàçèâà¹òüñÿ òàêèé äèçàéí, ùî ïðè p(s) > 0 âèáiðêà s ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ôiêñîâàíî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ, íàïðèêëàä, n. Àëå öå íå
îçíà÷à¹, ùî âñi âèáiðêè ðîçìiðó n ìîæóòü áóòè îáðàíèìè. Òîáòî,
äåÿêi âèáiðêè ðîçìiðó n ìîæóòü ìàòè íóëüîâó éìîâiðíiñòü áóòè
îáðàíèìè.

Äëÿ âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè éìî-
âiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ ìàþòü âëàñòè-
âîñòi, ñôîðìóëüîâàíi â òâåðäæåííi 1.2.

Òâåðäæåííÿ 1.2. ßêùî âèáiðêîâèé äèçàéí p(·) ìà¹ ôiêñîâàíèé
ðîçìið n, òî

∑

k∈U

πk = n;

∑

k∈U

∑

l 6=k

πkl = n(n− 1);

∑

l∈U,l 6=k

πkl = (n− 1)πk ∀k.

Äîâåäåííÿ. Iç òîãî, ùî âèáiðêîâèé äèçàéí p(·) ¹ äèçàéíîì iç ôi-
êñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè, âèïëèâà¹, ùî E(ns) = n òà D(ns) = 0.
Iç (1.2) òà (1.3) îòðèìó¹ìî ïåðøi äâà ñïiââiäíîøåííÿ òà

∀k ∈ U
∑

l∈U, l 6=k

πkl =
∑

l∈U, l 6=k

E[IkIl] = E

[
Ik

(∑

l∈U

Il − Ik

)]
=

= nE[Ik]− E[I2
k ] = (n− 1)πk.
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1.7. Îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà òà ¨¨ âëàñòèâîñòi
Ðîçãëÿíåìî òà äîñëiäèìî îöiíêó äëÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ T

äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè y ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ÿêà íà-
çèâà¹òüñÿ îöiíêîþ Ãîðâiöà�Òîìïñîíà àáî ïðîñòî π-îöiíêîþ:

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
. (1.4)

Òâåðäæåííÿ 1.3. π-îöiíêà t̂π ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ñóìàðíîãî
çíà÷åííÿ T ç äèñïåðñi¹þ

D(t̂π) =
∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
yk

πk

yl

πl
=

∑

k∈U

∑

l∈U

(
πkl

πkπl
− 1

)
ykyl. (1.5)

ßêùî πkl > 0 äëÿ âñiõ k, l ∈ U , òî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨
áóäå ñòàòèñòèêà

D̂(t̂π) =
∑

k∈s

∑

l∈s

πkl − πkπl

πkl

yk

πk

yl

πl
=

∑

k∈s

∑

l∈s

1
πkl

(
πkl

πkπl
− 1

)
ykyl.

(1.6)

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàéìîñÿ çàïèñîì

t̂π =
∑

k∈U

Ik
yk

πk
.

Iç òîãî, ùî E(Ik) = πk òà πk > 0 äëÿ âñiõ k ∈ U , âèïëèâà¹, ùî t̂π
¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà T .

Îñêiëüêè πkk = πk òà
∑

k∈U

∑

l∈U

akl =
∑

k∈U

akk +
∑

k∈U

∑

l∈U :
l 6= k

akl,
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òî

D (
t̂π

)
= D

(∑

k∈U

Ik
yk

πk

)
=

=
∑

k∈U

D
(

Ik
yk

πk

)
+

∑

k∈U

∑

l∈U :
l 6= k

cov
(

Ik
yk

πk
, Il

yl

πl

)
=

=
∑

k∈U

(
yk

πk

)2

πk (1− πk) +
∑

k∈U

∑

l∈U :
l 6= k

yk

πk

yl

πl
(πkl − πkπl) =

=
∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
yk

πk

yl

πl
.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè íåçìiùåíiñòü îöiíêè äèñïåðñi¨, ÿêó ìîæíà çà-
ïèñàòè ÿê

D̂(t̂π) =
∑

k∈U

∑

l∈U

IkIl

(
πkl − πkπl

πkl

)
yk

πk

yl

πl
.

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ k, l ∈ U , äëÿ ÿêèõ πkl > 0, âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

E

[
IkIl

(
πkl − πkπl

πkl

)]
= πkl

πkl − πkπl

πkl
= πkl − πkπl,

òî
ED̂(t̂π) = D(t̂π),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Äëÿ âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè äèñ-
ïåðñiþ ìîæíà çàïèñàòè äåùî ïî-iíøîìó. Ïðè öüîìó îöiíêà äëÿ
äèñïåðñi¨ áóäå ìàòè òàêîæ iíøèé âèãëÿä.
Òâåðäæåííÿ 1.4. Ôîðìà �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà. ßêùî p(·) �
âèáiðêîâèé äèçàéí ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè, òî äèñïåðñiþ
îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

D(t̂π) = −1
2

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
(

yk

πk
− yl

πl

)2

.
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ßêùî äëÿ âñiõ k, l ∈ U , πkl > 0, òî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨
áóäå ñòàòèñòèêà

D̂(t̂π) = −1
2

∑

k∈s

∑

l∈s

πkl − πkπl

πkl

(
yk

πk
− yl

πl

)2

.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ñïî÷àòêó åêâiâàëåíòíiñòü âèðàçiâ äëÿ
D(t̂π) çà óìîâè ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó âèáiðêè n. Ñïðàâäi

D(t̂π) = −1
2

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
(

yk

πk
− yl

πl

)2

=

= −1
2

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)

[(
yk

πk

)2

− 2
ykyl

πkπl
+

(
yl

πl

)2
]

=

=
∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
ykyl

πkπl
−

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
(

yk

πk

)2

òà

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
(

yk

πk

)2

=
∑

k∈U

((
yk

πk

)2 ∑

l∈U

(πkl − πkπl)

)
.

I îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ U :
∑
l∈U

(πkl − πkπl) =

=
∑
l∈U

πkl − πk
∑
l∈U

πl = (n− 1)πk+πk − πkn = 0, òî öi äâi ôîðìè
åêâiâàëåíòíi äëÿ äèçàéíó ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè.

Íåçìiùåííiñòü îöiíêè äèñïåðñi¨ äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i â
äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 1.3.

Çàóâàæåííÿ 1.2. Äàëi ìè áóäåìî äóæå ÷àñòî çóñòði÷àòèñü ó âè-
êëàäêàõ ç âèðàçîì πkl − πkπl, òîìó äëÿ åêîíîìi¨ ÷àñó i ìiñöÿ äëÿ
íüîãî âàðòî ââåñòè ñïåöiàëüíå ïîçíà÷åííÿ ∆kl := πkl − πkπl.
Çàóâàæåííÿ 1.3. Äëÿ äèçàéíó ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè
çíà÷åííÿ äèñïåðñié D(t̂π) â îáîõ ôîðìàõ çàâæäè áóäóòü îäíàêî-
âi, à çíà÷åííÿ îöiíîê D̂(t̂π) ìîæóòü âiäðiçíÿòèñü çàëåæíî âiä òîãî,
ÿêà ôîðìà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ. Àëå îáèäâi öi îöiíêè ¹ íåçìiùåíèìè.
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Çàóâàæåííÿ 1.4. Çàëåæíî âiä íàáîðó çíà÷åíü yk îöiíêè äèñ-
ïåðñié ÿê ó ôîðìi �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà, òàê i ó ôîðìi Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà ìîæóòü íàáóâàòè âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Äîñòàòíüîþ óìî-
âîþ íåâiä'¹ìíîñòi öèõ îöiíîê ¹ óìîâà �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà:

∆kl ≤ 0 äëÿ âñiõ k 6= l ∈ U.

Ñóìàðíå çíà÷åííÿ T òà ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ Y äîñëiäæóâàíî¨ õà-
ðàêòåðèñòèêè y ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ñïiâ-
âiäíîøåííÿì

T =
∑

k∈U

yk = N

(
1
N

∑

k∈U

yk

)
= NY .

Çâiäñè ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè îöiíêó Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ ñå-
ðåäíüîãî çíà÷åííÿ Y òà âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ äèñïåðñi¨ öi¹¨
îöiíêè.

Íàñëiäîê 1.1. π-îöiíêà ŷπ = 1
N

∑
k∈s

yk
πk

¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ñå-

ðåäíüîãî Y ç äèñïåðñi¹þ

D(ŷπ) = D
(

1
N

t̂π

)
=

1
N2

D(t̂π) =
1

N2

∑

k∈U

∑

l∈U

∆kl
yk

πk

yl

πl
.

ßêùî πkl > 0 äëÿ âñiõ k, l ∈ U , òî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨
áóäå ñòàòèñòèêà

D̂(ŷπ) = D̂
(

1
N

t̂π

)
=

1
N2

D̂(t̂π) =
1

N2

∑

k∈s

∑

l∈s

∆kl

πkl

yk

πk

yl

πl
.

1.8. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
1.1. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ ñóòò¹âà ðiçíèöÿ ìiæ ìåòîäàìè âiäáîðó çà
äîïîìîãîþ æåðåáêóâàííÿ òà ïîñëiäîâíîãî âiäáîðó çi ñïèñêó?
1.2. Ùî ¹ ñòðàòåãi¹þ âiäáîðó? ×è âèçíà÷à¹òüñÿ âîíà îäíîçíà÷íî?
1.3. ×è ìîæå îöiíêà äèñïåðñi¨ π-îöiíêè íàáóâàòè âiä'¹ìíèõ çíà-
÷åíü? À ó ôîðìi �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà?
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1.4. Ïðîâîäèòüñÿ îáñòåæåííÿ äåÿêîãî ðåãiîíó Óêðà¨íè ç ìåòîþ
âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî äîõîäó äîìîãîñïîäàðñòâ. ßêùî äëÿ ïðîâå-
äåííÿ âiäáîðó íåìà¹ ñïèñêó âñiõ äîìîãîñïîäàðñòâ, àëå äîñòóïíà
iíôîðìàöiÿ ç ðå¹ñòðó îñiá, ùî ïðîæèâàþòü ó äàíîìó ðåãiîíi, òî
ìîæíà çàñòîñóâàòè òàêèé ìåòîä âiäáîðó: ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiä-
áîðîì ç N îñiá âiäáèðàþòüñÿ n îñiá, à ïîòiì âèçíà÷àþòü äîìîãî-
ñïîäàðñòâà, äî ÿêèõ íàëåæàòü âiäiáðàíi îñîáè.

Ïiäðàõóâàòè éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ ó âèáiðêó äîìîãîñïîäàð-
ñòâà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç M îñiá (M < n). Îòðèìàòè íàáëèæåíèé
âèðàç äëÿ öi¹¨ éìîâiðíîñòi ïðè M = 1, 2, 3, ïðèïóñêàþ÷è, ùî n i
N ¹ äîñèòü âåëèêèìè òà n

N = f > 0.
1.5. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü U = {1, 2, 3} ç âèáiðêîâèì
äèçàéíîì p(·), ïðè ÿêîìó

p({1, 2}) =
1
2
, p({1, 3}) =

1
4
, p({2, 3}) =

1
4
.

Çíàéòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó òà êîâàðiàöiéíó
ìàòðèöþ iíäèêàòîðiâ âêëþ÷åííÿ ∆ = {∆kl = cov(Ik, Il)}k,l∈U .

1.6. Íåõàé êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ iíäèêàòîðiâ âêëþ÷åííÿ ïðè äå-
ÿêîìó äèçàéíi p(·) ìà¹ âèãëÿä

∆ =
6
15
×




1 1 1 −1 −1
1 1 1 −1 −1
1 1 1 −1 −1

−1 −1 −1 1 1
−1 −1 −1 1 1




.

1) ×è ¹ p(·) äèçàéíîì ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè?
2) ×è çàäîâîëüíÿ¹ öåé äèçàéí óìîâó �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà?
3) Îá÷èñëèòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ äè-
çàéíó p(·), ÿêùî π1 = π2 = π3 > π4 = π5.
4) Çàïèñàòè ìàòðèöþ éìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó.
Âêàçiâêà: ñêîðèñòàéòåñÿ òèì, ùî πkl = ∆kl−πkπl äëÿ âñiõ k, l ∈ U .
5) Îá÷èñëèòè éìîâiðíîñòi îòðèìàííÿ âñiõ ìîæëèâèõ âèáiðîê.
1.7. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿòè
åëåìåíòiâ: U = {1, 2, 3, 4, 5}. Ïðè âèáiðêîâîìó äèçàéíi p(·) ìî-
æëèâèìè âèáiðêàìè ¹: s1 = {1, 2}; s2 = {1, 2, 3}; s3 = {2, 3, 4} òà
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s4 = {1, 2, 3, 4, 5}. Ïðè öüîìó p(s1) = 0, 1; p(s2) = 0, 2; p(s3) = 0, 3
i p(s4) = 0, 4.
1) Îá÷èñëèòè âñi éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïî-
ðÿäêó.
2) Çíàéòè Ens òà Dns, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñi¨ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
3) Çíàéòè Ens òà Dns, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (1.2) òà (1.3).
1.8. Ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 1600 îñiá, ïîäiëå-
íà íà 800 ãðóï (äîìîãîñïîäàðñòâ) òàê, ùî ¹ Ni ãðóï ðîçìiðó i,
i = 1, 2, 3, 4.

i 1 2 3 4
Ni 250 350 150 50

Âèáiðêà îñiá óòâîðþ¹òüñÿ ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì áåç ïî-
âåðíåííÿ. Âiäáèðàþòüñÿ 300 äîìîãîñïîäàðñòâ iç 800 i îáñòåæóþ-
òüñÿ âñi îñîáè, ùî íàëåæàòü äî âèáðàíèõ äîìîãîñïîäàðñòâ. Íåõàé
ns � öå çàãàëüíà êiëüêiñòü îñiá ó âèáiðöi. Îá÷èñëèòè Ens òà Dns.
1.9. Íåõàé äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà âèáiðêîâîãî äèçàéíó ç
âïðàâè 1.8 õàðàêòåðèñòèêà y ìà¹ òàêi çíà÷åííÿ: y1 = 10, y2 = 5,
y3 = 7, y4 = 3 òà y5 = 1. Çíàéòè:
1) ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà
äëÿ ñóìàðíîãî T ;
2) êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ îöiíêè t̂π;
3) îöiíêó äèñïåðñi¨ D̂(t̂π) äëÿ êîæíî¨ ç ÷îòèðüîõ ìîæëèâèõ âèái-
ðîê;
4) ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îöiíêè äèñïåðñi¨ D̂(t̂π).

36



Ðîçäië 2
Ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ
2.1. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè ïðî-
ñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ (ÏÂÂáÏ). Öåé ìåòîä
âiäáîðó âæå äåùî çíàéîìèé âàì ç ïðèêëàäiâ ïîïåðåäíüîãî ðîçäi-
ëó.

Ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïî-
âåðíåííÿ iíäèêàòîðè âêëþ÷åííÿ åëåìåíòiâ ó âèáiðêó I1, I2, ..., Ik

íå ¹ íåçàëåæíèìè. Âèáiðêîâèé äèçàéí ÏÂÂáÏ ìà¹ âèãëÿä (äèâ.
ïðèêëàä 1.3):

p(s) =

{
1

Cn
N

, ÿêùî ðîçìið âèáiðêè äîðiâíþ¹ n;
0, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ îäíàêîâi äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi i ìàþòü âèãëÿä:

πk =
n

N
, ∀k = 1, N ;

πkl =
n(n− 1)
N(N − 1)

, k 6= l;

πkk = πk =
n

N
.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè âèáiðêîâèé äèçàéí ÏÂÂáÏ, ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ðiçíi éìîâiðíiñíi ñõåìè âiäáîðó. Îäíi¹þ ç íàé-
áiëüø ïîøèðåíèõ òà ïðîñòèõ ¹ ñõåìà âiäáîðó íà îñíîâi æåðåáêó-
âàííÿ. Àëå ó âèïàäêó, êîëè iíôîðìàöiÿ ïðî åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó ôàéëi òà âiäáið áàæàíî àëãîðèòìi-
çóâàòè, áiëüø çðó÷íèìè ¹ ñõåìè ïîñëiäîâíîãî âiäáîðó çi ñïèñêó.
Íàâåäåìî äåêiëüêà òàêèõ ñõåì âiäáîðó.
Ñõåìà âiäáîðó 1. Íåõàé ε1, ε2, ..., εN � íåçàëåæíi ðåàëi-
çàöi¨ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ íà [0, 1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
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(ε ∼ Unif [0, 1]). Êîæíîìó åëåìåíòó k ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ñòà-
âèìî ó âiäïîâiäíiñòü âèïàäêîâå çíà÷åííÿ εk. Äàëi ïåðåáèðà¹ìî
ïî ÷åðçi åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà âèðiøó¹ìî âêëþ÷àòè
åëåìåíò ÷è íi ç iìîâiðíiñòþ, ùî äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ êiëüêîñòi
åëåìåíòiâ, ùî çàëèøèëîñü âêëþ÷èòè ó âèáiðêó, äî êiëüêîñòi åëå-
ìåíòiâ, ùî çàëèøèëîñü ïåðåãëÿíóòè.

Êðîê 1. ßêùî ε1 < n/N , òî åëåìåíò 1 âiäáèðà¹òüñÿ; ÿêùî
ε1 ≥ n/N , òî íi.

Êðîê k. ßêùî εk < n−nk
N−k+1 , òî k-é åëåìåíò âiäáèðà¹òüñÿ; ÿêùî

εk ≥ n−nk
N−k+1 , òî íi. Òóò nk � öå êiëüêiñòü åëåìåíòiâ âiäiáðàíèõ ó

âèáiðêó ç ïåðøèõ k − 1 åëåìåíòiâ çi ñïèñêó.
Ïðîöåäóðà çàêií÷ó¹òüñÿ, êîëè nk = n.
Ó ðåçóëüòàòi òàêî¨ ñõåìè âiäáîðó îòðèìó¹ìî âèáiðêîâèé äèçàéí

ÏÂÂáÏ.
Ó âèïàäêó, êîëè ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íåâiäîìèé, à öå

÷àñòî áóâà¹, äëÿ îòðèìàííÿ äèçàéíó ÏÂÂáÏ ìîæíà âèêîðèñòàòè
iíøó ñõåìó âiäáîðó.
Ñõåìà âiäáîðó 2. Ñïî÷àòêó äî âèáiðêè ïîòðàïëÿþòü ïåðøi n

åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. À ïîòiì ðîçãëÿäà¹òüñÿ êîæåí
íàñòóïíèé åëåìåíò ïî ÷åðçi, ïî÷èíàþ÷è ç n + 1.

Êðîê 1. Åëåìåíò n + 1 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ n
n+1 .

ßêùî åëåìåíò n+1 ïîòðàïèâ òàêèì ÷èíîì ó âèáiðêó, òîäi ç íå¨ âè-
êèäà¹òüñÿ îäèí åëåìåíò, âèáðàíèé âèïàäêîâèì ÷èíîì ç îäíàêîâîþ
äëÿ âñiõ iìîâiðíiñòþ. Ó ðåçóëüòàòi ó âèáiðöi çíîâó çàëèøà¹òüñÿ n

åëåìåíòiâ.
Êðîê k. Äëÿ âñiõ iíøèõ åëåìåíòiâ k, n + 1 < k ≤ N , éìîâið-

íiñòü ïîòðàïèòè ó âèáiðêó áóäå äîðiâíþâàòè n
k , òà ÿêùî åëåìåíò k

âèáèðà¹òüñÿ, òî ç âèáiðêè âèêèäà¹òüñÿ îäèí åëåìåíò ç îäíàêîâîþ
äëÿ âñiõ iìîâiðíiñòþ.

Òàêà ñõåìà âiäáîðó ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíà íàâiòü áåç âiäîìîãî
íàïåðåä ðîçìiðó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi N . Ôîðìóâàííÿ ñïèñêó
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åëåìåíòiâ ñóêóïíîñòi ìîæå áóòè îäíî÷àñíèì iç ïðîöåäóðîþ âiä-
áîðó.
Ñõåìà âiäáîðó 3. Ãåíåðó¹òüñÿ N íåçàëåæíèõ, ðiâíîìiðíî ðîç-
ïîäiëåíèõ íà [0,1] âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ε1, ε2, ..., εN , äå êîæíîìó
åëåìåíòó k ∈ U âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ εk. Ïîòiì öi çíà÷åííÿ âïîðÿä-
êîâóþòüñÿ, íàïðèêëàä, ïî çðîñòàííþ i äiëÿòüñÿ íà âèáiðêè ðîçìi-
ðó n. Êîæíà òàêà âèáiðêà íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç iíøîþ òà ïðîäóêó¹
âèáiðêîâèé äèçàéí ÏÂÂáÏ.

Îñíîâíà ïåðåâàãà öi¹¨ ñõåìè âiäáîðó ïîëÿãà¹ ó ìîæëèâîñòi
îäíî÷àñíî âèáðàòè äåêiëüêà ïðîñòèõ âèïàäêîâèõ âèáiðîê, ùî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ. Öå äóæå âàæëèâî ó âèïàäêó, êîëè ïðîâîäèòüñÿ
ñåðiÿ îáñòåæåíü îäíi¹¨ i òi¹¨ ñàìî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ïðîòÿ-
ãîì êîðîòêîãî ïðîìiæêó ÷àñó. Òàêèì ÷èíîì ìîæëèâî çìåíøèòè
ðiâåíü íåâiäïîâiäåé çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ íàâàíòàæåííÿ íà ðå-
ñïîíäåíòiâ. Òàêi âèáiðêè íàçèâàþòüñÿ âiä'¹ìíî-êîîðäèíîâàíèìè.

2.2. Îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ïðè ïðîñòîìó âèïàä-
êîâîìó âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíî-
ãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíî-
ñòi ó âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ.

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (1.4) ïðè ÏÂÂáÏ π-îöiíêà Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
=

∑

k∈s

N

n
yk = N

(
1
n

∑

k∈s

yk

)
= Ny,

äå y = 1
n

∑
k∈s

yk � âèáiðêîâå ñåðåäí¹.
Îñêiëüêè âèáiðêîâèé äèçàéí ÏÂÂáÏ ìà¹ ôiêñîâàíèé ðîçìið

âèáiðêè, òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà
äëÿ çíàõîäæåííÿ äèñïåðñi¨ òà îöiíêè äèñïåðñi¨ π-îöiíêè Ãîðâiöà�
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Òîìïñîíà. Àëå ñïî÷àòêó äëÿ âñiõ k 6= l îá÷èñëèìî

∆kl = πkl − πkπl =
n(n− 1)
N(N − 1)

− n2

N2
=

=
n

N

(
(n− 1)N − n(N − 1)

N(N − 1)

)
=

n

N

n−N

N(N − 1)
=

=
n

N

( n

N
− 1

) 1
N − 1

= −f(1− f)
N − 1

,

äå ÷åðåç f := n
N áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷àñòêó âiäáîðó.

Iíòó¨òèâíî çðîçóìiëî, ùî äèñïåðñiÿ îöiíêè çàëåæèòü âiä òîãî,
íàñêiëüêè îäíîðiäíèìè ¹ åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Ïàðà-
ìåòðîì, ùî âiäîáðàæà¹ öþ âëàñòèâiñòü, ¹ äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi

S2
y =

1
N − 1

∑

k∈U

(yk − Y )2 =
1

N − 1

∑

k∈U

y2
k −

1
N(N − 1)

(∑

k∈U

yk

)2

.

Íèæíié iíäåêñ ó ïîçíà÷åííi äèñïåðñi¨ S2
y âêàçó¹, ùî öå äèñïåðñiÿ

ñàìå õàðàêòåðèñòèêè y, îñêiëüêè ïðè îáñòåæåííi îäíi¹¨ i òi¹¨ ñà-
ìî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi îäíî÷àñíî ìîæóòü äîñëiäæóâàòèñü äå-
êiëüêà õàðàêòåðèñòèê: x, y, z, .... ßêùî äîñëiäæó¹òüñÿ òiëüêè îäíà
çìiííà, òî öåé iíäåêñ ìîæíà íå ïèñàòè.

Îòæå, âèâåäåìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ π-îöiíêè
t̂π ïðè ÏÂÂáÏ:

DÏÂÂáÏ(t̂π) = −1
2

∑

k∈U

∑

l∈U

∆kl

(
yk

πk
− yl

πl

)2

=

= −1
2

∑

k∈U

∑

l∈U

(
−f(1− f)

N − 1

)(
N

n

)2

(yk − yl)2 =

=
1− f

2(N − 1)f

[
2N

∑

k∈U

y2
k − 2

∑

k∈U

yk

∑

l∈U

yl

]
=

=
1− f

f
N


 1

N − 1

∑

k∈U

y2
k −

1
(N − 1)N

(∑

k∈U

yk

)2

 =
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=
N

n
(1− f)NS2 = N2(1− f)

S2

n
.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî âèðàç äëÿ îá÷èñëåííÿ íåçìiùåíî¨ îöií-
êè öi¹¨ äèñïåðñi¨

D̂ÏÂÂáÏ(t̂π) = N2 1− f

n
Ŝ2,

äå Ŝ2 = 1
n−1

∑
k∈s

(yk − y)2 � âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ (äèñïåðñiÿ åëåìåí-

òiâ, ùî ïîòðàïèëè ó âèáiðêó) çìiííî¨ y. Çàóâàæèìî, ùî EŜ2 = S2.
Îòæå, òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði áåç ïîâåð-
íåííÿ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ñóìàðíîãî òà ñåðåäíüîãî çíà÷åíü
íàáóâàþòü âèãëÿäó:

t̂π =
N

n

∑

k∈s

yk =
N

n
t, äå t =

∑

k∈s

yk� âèáiðêîâå ñóìàðíå;

ŷπ =
1
N

t̂π =
t

n
=

1
n

∑

k∈s

yk = y, äå y � âèáiðêîâå ñåðåäí¹.

Çàïèøåìî äèñïåðñi¨ öèõ îöiíîê:

DÏÂÂáÏ(t̂π) = N2 (1− f)
n

S2, DÏÂÂáÏ(ŷπ) =
(1− f)

n
S2. (2.1)

Íåçìiùåíi îöiíêè äèñïåðñié îá÷èñëþþòüñÿ òàê:

D̂ÏÂÂáÏ(t̂π) = N2 (1− f)
n

Ŝ2, D̂ÏÂÂáÏ(ŷπ) =
(1− f)

n
Ŝ2, (2.2)

äå S2 � äèñïåðñiÿ åëåìåíòiâ ó ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi, Ŝ2 � äèñ-
ïåðñiÿ åëåìåíòiâ ó âèáiðöi, f = n

N � ÷àñòêà âiäáîðó.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Äëÿ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó òà äëÿ ñòðà-
òèôiêîâàíîãî âiäáîðó ôîðìóëè äëÿ äèñïåðñié ó ôîðìi Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà òà �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà ¹ iäåíòè÷íèìè.

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî íà ïðèêëàäi, ÿê ïðàöþ¹ íàâåäåíà òåîðiÿ.
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Ï ð è ê ë à ä 2.1. Îáñòåæó¹òüñÿ ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç øåñòè îñiá (N = 6), ÿêèõ íàçâåìî A, B, C, D, E,
F (òàáë. 1). Ïîòðiáíî îöiíèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè
y íà îñíîâi âèáiðêè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îñiá (n = 2). Õàðà-
êòåðèñòèêîþ y ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, çðiñò, âàãà, äîõiä çà ìiñÿöü,
ëîÿëüíiñòü äî äåÿêîãî êàíäèäàòà íà âèáîðàõ i ò. ä.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y âiäîìi äëÿ
âñiõ îñiá ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Öå, çâè÷àéíî, ïðèïóùåííÿ, ÿêå
íiêîëè íå âèêîíó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi. Iíàêøå, íàâiùî òîäi ïðîâîäè-
òè âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ, ÿêùî âiäîìà âñÿ iíôîðìàöiÿ ïðî ãåíå-
ðàëüíó ñóêóïíiñòü? Àëå öå ïðèïóùåííÿ ïîòðiáíå äëÿ òîãî, ùîá
ïðîiëþñòðóâàòè ìåõàíiçì âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü.

Òàáëèöÿ 1.Åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç âiäïîâiäíèìè
çíà÷åííÿìè õàðàêòåðèñòèêè y

Îñîáà A B C D E F

k 1 2 3 4 5 6
yk 2 6 8 10 10 12

ßêùî çàñòîñóâàòè ñõåìó âiäáîðó, ÿêà ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó
ðiâíîéìîâiðíiñíîìó âiäáîði äâîõ iç øåñòè åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi áåç ïîâåðíåííÿ âæå âèáðàíèõ åëåìåíòiâ ó ñóêóïíiñòü,
òî îòðèìà¹ìî âèáiðêîâèé äèçàéí, ùî âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó âèïàä-
êîâîìó âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ:

p(s) =
{

1
15 , ÿêùî ðîçìið âèáiðêè n = 2;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Ïðè öüîìó åëåìåíòè, ùî ïîòðàïëÿþòü ó âèáiðêó, áóäóòü ðiçíè-
ìè. Âñüîãî òàêèõ âèáiðîê áóäå C2

6 = 15. Ó òàáë. 2 çàíåñåíi âñi òàêi
âèáiðêè òà îá÷èñëåíi âiäïîâiäíi âèáiðêîâi ñåðåäíi, ÿêi ¹ îöiíêàìè
äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ Y = 8 õàðàêòåðèñòèêè y ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi.
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Òàáëèöÿ 2. 15 ìîæëèâèõ âèáiðîê áåç ïîâåðíåííÿ ðîçìiðó 2 iç
ñóêóïíîñòi ðîçìiðó 6 ç âèáiðêîâèìè ñåðåäíiìè y

� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Åëå- A A A A A B B B B C C C D D E
ìåíò B C D E F C D E F D E F E F F

Çíà÷å- 2 2 2 2 2 6 6 6 6 8 8 8 10 10 10
ííÿ 6 8 10 10 12 8 10 10 12 10 10 12 10 12 12

y 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 11 11

Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ ïðè öüî-
ìó áóäóòü îäíàêîâèìè äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ

∀k = 1, 6 : πk =
2
6

=
1
3
; ∀k 6= l : πkl =

1
15

,

òîáòî, âñi åëåìåíòè ìàþòü îäíàêîâèé øàíñ ïîòðàïèòè ó âèáiðêó.
ßêùî óâàæíî ïîäèâèòèñü íà âñi âèáiðêè, òî ìîæíà ïîìiòèòè,

ùî äåÿêi ç íèõ ïîãàíî âiäîáðàæàþòü âëàñòèâîñòi ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi. Òàê, íàïðèêëàä, âèáiðêà 1, ùî âêëþ÷à¹ çíà÷åííÿ 2 òà
6. Ñåðåäí¹ ïî öié âèáiðöi y = 4 äîñèòü ñèëüíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
ðåàëüíîãî çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî ïî ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi Y = 8.
Àëå öÿ âèáiðêà ìà¹ òàêèé ñàìèé, ÿê i âñi iíøi, øàíñ áóòè îáðà-
íîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî âèïàäêîâèé âiäáið íå ãàðàíòó¹ íà 100 %, ùî
îöiíêà ïî êîæíié âèáiðöi áóäå ìàòè çíà÷åííÿ áëèçüêå äî ðåàëüíî-
ãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà. Ìè ïîâèííi çìèðèòèñÿ ç òèì ôàêòîì, ùî
îòðèìàíà íàìè âèáiðêà ìîæå áóòè äîñèòü ¾ïîãàíîþ¿. Ïèòàííÿ â
òîìó, ÿê áàãàòî òàêèõ âèáiðîê ïðè ïåâíèõ âèäàõ âiäáîðó i ÿêèé
øàíñ ¨õ îòðèìàòè.

ßê âèäíî ç òàáë. 2 çíà÷åííÿ îöiíêè ñåðåäíüîãî ŷπ � âèáiðêîâîãî
ñåðåäíüîãî y, çìiíþþòüñÿ çàëåæíî âiä òîãî, ÿêi åëåìåíòè ïîòðà-
ïëÿþòü ó âèáiðêó. Òîáòî, y � öå äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.
Çàïèøåìî ¨¨ ðîçïîäië (òàáë. 3).
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Òàáëèöÿ 3. Âèáiðêîâèé ðîçïîäië y

y 4 5 6 7 8 9 10 11
P 1/15 1/15 2/15 2/15 2/15 3/15 2/15 2/15

Éìîâiðíîñòi, ùî âiäïîâiäàþòü ìîæëèâèì çíà÷åííÿì îöiíêè îá-
÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.1).

Çàñòîñóâàâøè êëàñè÷íå âèçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ìîæíà âïåâíèòèñü, ùî îöiíêà ŷπ

äiéñíî ¹ íåçìiùåíîþ, òîáòî ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ñïiâïàäà¹
ç ðåàëüíèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà, ùî îöiíþ¹òüñÿ. Äèñïåðñiþ öi¹¨
îöiíêè ìîæíà ïîðàõóâàòè â öüîìó âèïàäêó äâîìà ñïîñîáàìè: çà
äîïîìîãîþ âèçíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
òà çà ôîðìóëîþ (2.1). Îòðèìà¹ìî 64/15.

Àëå íà ïðàêòèöi ìè íiêîëè íå áóäåìî çíàòè çíà÷åííÿ õàðà-
êòåðèñòèêè y äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, à îòæå i
íå çìîæåìî ïîáóäóâàòè âèáiðêîâèé ðîçïîäië îöiíþþ÷î¨ ñòàòèñòè-
êè. Òîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè ìè íå çìîæåìî ñêîðè-
ñòàòèñü íi îçíà÷åííÿì, íi ôîðìóëîþ (2.1). �äèíå, ùî ìè ìîæåìî
çðîáèòè � öå îöiíèòè äèñïåðñiþ çà ôîðìóëîþ (2.2). ♦

2.3. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ïiäñóêóïíîñòåé ïðè
ÏÂÂáÏ

×àñòî ìåòîþ îáñòåæåííÿ ¹ âèÿâëåííÿ òà äîñëiäæåííÿ åëåìåí-
òiâ, ùî íàëåæàòü äî äåÿêî¨ ïiäñóêóïíîñòi. Íàïðèêëàä, ïiäñóêó-
ïíiñòþ, ùî ïîòðåáó¹ âèâ÷åííÿ, ìîæå áóòè áåçðîáiòíå íàñåëåííÿ
Óêðà¨íè � êiëüêiñòü áåçðîáiòíèõ òà âiäíîñíà ÷àñòêà òàêèõ ëþäåé
ó íàñåëåííi Óêðà¨íè. Ó öüîìó âèïàäêó ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü äi-
ëÿòü íà ïiäñóêóïíîñòi i âèâ÷àþòü êîæíó ç íèõ.

Ïîçíà÷èìî ïiäñóêóïíiñòü Ud ⊂ U (d âiä àíãëiéñüêîãî òåðìiíó
domain � ïiäñóêóïíiñòü). Íåõàé Nd � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ùî íà-
ëåæàòü äàíié ïiäñóêóïíîñòi, òîäi Pd = Nd

N � ÷àñòêà åëåìåíòiâ ó
ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi U , ùî íàëåæàòü ïiäñóêóïíîñòi Ud. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi N âiäîìèé, à ðîçìið
ïiäñóêóïíîñòi Nd � íi, ùî ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ íà ïðàêòèöi.
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2.3.1. Îöiíþâàííÿ àáñîëþòíîãî òà âiäíîñíîãî ðîçìiðiâ
ïiäñóêóïíîñòi

Äëÿ îöiíêè ïàðàìåòðiâ Nd òà Pd ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü ïiäõî-
äàìè, ïîäiáíèìè äî îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî òà ñåðåäíüîãî çíà÷åíü
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Äëÿ öüîãî ââåäåìî çìiííó zdk � iíäèêàòîð íàëåæíîñòi åëåìåíòà
k äî ñóêóïíîñòi Ud:

zdk =
{

1, k ∈ Ud,

0, k /∈ Ud,
k = 1, ..., N.

Òîäi

Nd =
∑

k∈U

zdk òà Pd =
Nd

N
=

1
N

∑

k∈U

zdk = zd.

Òîáòî, Nd � öå ñóìàðíå, à Pd � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ íîâî¨ çìií-
íî¨ zdk. Îòæå, äëÿ öèõ ïàðàìåòðiâ ñïðàâåäëèâi âñi ðåçóëüòàòè,
îòðèìàíi íàìè ðàíiøå. Àëå ó çâ'ÿçêó ç îñîáëèâèì âèãëÿäîì íî-
âî¨ çìiííî¨ � âîíà ¹ äèõîòîìi÷íîþ, âàðòî çàïèñàòè öi ðåçóëüòàòè,
âèêîðèñòîâóþ÷è òðîõè iíøó òåðìiíîëîãiþ.

Íåõàé Qd = 1 − Pd, nd =
∑

k∈s zdk � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó
âèáiðöi, ùî íàëåæàòü ïiäñóêóïíîñòi Ud, pd = nd

n � ÷àñòêà åëåìåíòiâ
ó âèáiðöi, ùî íàëåæàòü ïiäñóêóïíîñòi Ud, qd = 1− pd. Òîäi

S2
zd

=
1

N − 1

∑

k∈U

z2
kd −

1
N (N − 1)

(∑

k∈U

zdk

)2

=

=
1

N − 1
Nd − 1

N (N − 1)
N2

d =

=
Nd

N − 1

(
1− Nd

N

)
=

NPd

N − 1
Qd =

N

N − 1
PdQd

i, àíàëîãi÷íî

Ŝ2
zd

=
n

n− 1
pdqd.
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Òâåðäæåííÿ 2.2. Ïðè âèêîðèñòàííi ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiä-
áîðó áåç ïîâåðíåííÿ îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ ðîçìiðó Nd ïiä-
ñóêóïíîñòi Ud òà ¨¨ äèñïåðñiÿ íàáóâàþòü âèãëÿäó:

N̂d = Npd;

DÏÂÂáÏ
(
N̂d

)
= N2

(
1
n
− 1

N

)
S2

zd
= N2 N − n

N − 1
PdQd

n
;

D̂ÏÂÂáÏ
(
N̂d

)
= N2 (1− f)

pdqd

n− 1
.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹òüñÿ îöiíêà äëÿ Pd.
Òâåðäæåííÿ 2.3. Ïðè âèêîðèñòàííi ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiä-
áîðó áåç ïîâåðíåííÿ îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ÷àñòêè Pd åëåìåí-
òiâ, ùî íàëåæàòü çàäàíié ïiäñóêóïíîñòi Ud, ìà¹ âèãëÿä:

P̂d = pd;

DÏÂÂáÏ
(
P̂d

)
=

N − n

N − 1
PdQd

n
;

D̂ÏÂÂáÏ
(
P̂d

)
= (1− f)

pdqd

n− 1
.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ïðè âèçíà÷åííi ðîçìiðó âèáiðêè ìîæíà âèêî-
ðèñòàòè òîé ôàêò, ùî ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ 1/4 âèðàç
PdQd = Pd(1− Pd) íàáóâà¹, êîëè Pd = 1/2.

2.3.2. Îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî òà ñåðåäíüîãî ïiäñóêóïíî-
ñòi, êîëè ¨¨ ðîçìið Nd íåâiäîìèé

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí òèï çàäà÷, êîëè ïîòðiáíî îöiíèòè ñóìàðíå
çíà÷åííÿ Td =

∑
k∈Ud

yk òà ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ Y d = 1
Nd

∑
k∈Ud

yk

õàðàêòåðèñòèêè y ó ïiäñóêóïíîñòi Ud.
Ââåäåìî íîâó çìiííó

ydk =
{

yk, k ∈ Ud;
0, k /∈ Ud.

Òîäi Td � öå ñóìàðíå çíà÷åííÿ ïî âñié ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi
U íîâèõ çìiííèõ ydk:

Td =
∑

k∈Ud

yk =
∑

k∈U

ydk,
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äëÿ ÿêîãî îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó
âiäáîði íàáóâà¹ âèãëÿäó

t̂dπ =
∑

k∈s

ydk

πk
=

N

n

∑

k∈s

ydk =
N

n

∑

k∈sd

yk, äå sd = s ∩ Ud.

Âèðàçè äëÿ DÏÂÂáÏ
(
t̂dπ

)
òà D̂ÏÂÂáÏ

(
t̂dπ

)
îòðèìóþòüñÿ ç

âiäïîâiäíèõ ôîðìóë äëÿ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà.
Ó âèïàäêàõ, êîëè ðîçìið ïiäñóêóïíîñòi Nd âiäîìèé, çàçâè÷àé

äëÿ Td âèêîðèñòîâóþòü îöiíêó, àëüòåðíàòèâíó äî π-îöiíêè:

t̂d, àëüò = Nd


 1

nd

∑

k∈sd

yk


 = Ndyd,

äå nd � ðîçìið ïiäâèáiðêè sd. Àëå â öüîìó âèïàäêó nd � öå âè-
ïàäêîâà âåëè÷èíà i, ùîá îòðèìàòè âèðàç äëÿ äèñïåðñi¨ t̂d, àëüò (ùî
çàçâè÷àé ìåíøà çà t̂dπ), ïîòðiáíî çàñòîñóâàòè iíøèé ìåòîä, ÿêèé
áóäå ðîçãëÿíóòî â ïóíêòi 9.3.

Äëÿ îöiíþâàííÿ Y d = Td
Nd

ñêîðèñòà¹ìîñÿ π-îöiíêîþ

ŷd,π =
1

Nd


N

n

∑

k∈sd

yk


 .

ßêùî âåëè÷èíà Nd � íåâiäîìà, òî âèêîðèñòîâóâàòè ŷd,π íå ìî-
æíà. Êðàùîþ îöiíêîþ äëÿ Y d, ùî ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà íåçà-
ëåæíî âiä òîãî, âiäîìå Nd ÷è íi, ¹:

ŷd, àëüò =
1

Nd
t̂d, àëüò =

1
nd

∑

k∈sd

yk = yd.

2.4. Ïîáóäîâà äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ
Äîâið÷èì iíòåðâàëîì äëÿ ïàðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ iíòåðâàë,

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðîþ ñòàòèñòèê θ̂í(s) òà θ̂â(s), òàêèõ, ùî
θ̂í(s) ≤ θ̂â(s) äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèáiðêè s òà

P{θ ∈ [θ̂í(s), θ̂â(s)]} ≤ 1− α.
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Äîâið÷i iíòåðâàëè ïîçíà÷èìî DI(s). Âåëè÷èíó 1 − α íàçâåìî
ðiâíåì äîâiðè, à θ̂â(s) − θ̂í(s) � òî÷íiñòþ (øèðèíîþ) äîâið÷îãî
iíòåðâàëó.

Äîâið÷i iíòåðâàëè â êîíòåêñòi òåîði¨ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü ií-
òåðïðåòóþòüñÿ òàêèì ÷èíîì. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìi âñi N çíà-
÷åíü çìiííî¨ y, òîäi çíà÷åííÿ θ áóäå âiäîìå i ìè ìîæåìî ïîáó-
äóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè DI(s) äëÿ êîæíî¨ ìîæëèâî¨ âèáiðêè s

(p(s) > 0). Òîäi äëÿ êîæíî¨ òàêî¨ âèáiðêè ìîæåìî âèçíà÷èòè, ÷è
íàëåæèòü ðåàëüíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ âiäïîâiäíîìó äîâið÷îìó
iíòåðâàëó, ÷è íi, òà ïiäðàõóâàòè

P [DI(s) 3 θ] = 1− α,

äå α =
∑

s∈S∗
p(s) � öå ñóìàðíà éìîâiðíiñòü ïî ìíîæèíi S∗ òèõ âè-

áiðîê, äîâið÷i iíòåðâàëè ÿêèõ íå ìiñòÿòü ïàðàìåòð θ.

Ï ð è ê ë à ä 2.2. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, ùî ñêëàäà¹-
òüñÿ ç òðüîõ åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêèõ âiäîìi çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè
y: y1 = 3, y2 = 7, y3 = 5. Õàðàêòåðèñòèêîþ, ùî íàñ öiêàâèòü, ¹
ñóìàðíå çíà÷åííÿ T =

∑
k∈U

yk = 15.
Ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì áåç ïîâåðíåííÿ ìîæåìî îòðè-

ìàòè 3 ðiçíi âèáiðêè ðîçìiðó 2:

s1 = {1, 2}, s2 = {1, 3}, s3 = {2, 3}.
Íåõàé äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ñóìàðíîãî áóäó¹òüñÿ òàêèì ÷è-

íîì:

DI(s) =
[
θ̂í(s) = t̂π −

√
D̂(t̂π); θ̂â(s) = t̂π +

√
D̂(t̂π)

]
,

äå t̂π � îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ïðè ÏÂÂáÏ, D̂(t̂π) � îöiíêà ¨¨
äèñïåðñi¨.

Äëÿ êîæíî¨ âèáiðêè ïîáóäó¹ìî äîâið÷i iíòåðâàëè

DI(s1) = 15±
√

12 = [11, 54; 18, 46];

DI(s2) = 12±
√

3 = [10, 27; 13, 73];

DI(s3) = 18±
√

3 = [16, 54; 18, 46].
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Ðåàëüíå çíà÷åííÿ T = 15 ïîòðàïëÿ¹ ëèøå â îäèí äîâið÷èé
iíòåðâàë. Îòæå, ðiâåíü äîâiðè äëÿ òàêîãî äîâið÷îãî iíòåðâàëó
1− α = 1/3 = 0, 33.

Çðîçóìiëî, ùî òàêèé ðiâåíü äîâiðè çàìàëèé. Ó öüîìó âèïàä-
êó ìîæëèâî àáî çáiëüøóâàòè ðîçìið âèáiðêè, i òîäi îöiíêà áóäå
òî÷íiøîþ, àáî ðîçøèðþâàòè äîâið÷èé iíòåðâàë. ♦

Íà ïðàêòèöi ïàðàìåòð θ íåâiäîìèé i íàì ïîòðiáíî ìàòè ÿêèéñü
ïðàêòè÷íèé ìåòîä ïiäðàõóíêó íèæíüî¨ òà âåðõíüî¨ ìåæ θí(s) òà
θâ(s) òàê, ùîá îòðèìàòè íåîáõiäíèé äîâið÷èé ðiâåíü 1−α. Çàçâè-
÷àé 1− α âèáèðàþòü ðiâíèì 0,90; 0,95 àáî 0,99.

Äëÿ îöiíîê, ùî âèêîðèñòîâóþòücÿ â òåîði¨ âèáiðêîâèõ îáñòå-
æåíü, äóæå âàæêî âêàçàòè ìåòîä, ùî äàâàâ áè òî÷íèé äîâið÷èé
ðiâåíü 1 − α. Òîìó â îñíîâíîìó ïðàöþþòü ç äåÿêèìè íàáëèæåí-
íÿìè. ßêùî θ̂ � öå îöiíêà ïàðàìåòðà θ, òî äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ
θ ç ðiâíåì äîâiðè, ùî ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ 1− α, áóäóþòü òàê:

θ̂± z1−α/2

√
D̂(θ̂), (2.3)

äå z1−α/2 � êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ðiâíÿ 1− α/2 .
Äîâið÷èé iíòåðâàë (2.3) áóäå ìiñòèòè íåâiäîìå çíà÷åííÿ ïàðà-

ìåòðà θ â (1−α)× 100 âèïàäêàõ iç 100 ïðè âèêîðèñòàííi âèáiðêî-
âîãî äèçàéíó p(s), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) âèáiðêîâèé ðîçïîäië îöiíêè θ̂ ïðèáëèçíî íîðìàëüíèé iç ñå-
ðåäíiì θ òà äèñïåðñi¹þ D(θ̂);

2) iñíó¹ ñòðîãî êîíçèñòåíòíà îöiíêà2 D̂(θ̂) äëÿ äèñïåðñi¨ D(θ̂).

Òîäi, ïðè âèêîíàííi óìîâè 1) θ̂−θ√
D(θ̂)

∼ N (0, 1); óìîâè 2)
(D(θ̂)

D̂(θ̂)

)1/2

≈ 1 ç iìîâiðíiñòþ ïðèáëèçíî ðiâíîþ 1, êîëè n äîñèòü

2Ïîíÿòòÿ ñòðîãî¨ êîíçèñòåíòíîñòi îöiíêè â òåîði¨ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü
äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òîãî, ÿêèì îïåðóþòü ó çàãàëüíié òåîði¨ ìàòåìàòè÷íî¨
ñòàòèñòèêè. Íåìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ êîíçèñòåíòíî-
ñòi ïîâ'ÿçàíà çi ñêií÷åííèì ðîçìiðîì ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ öüîãî ïîíÿòòÿ ïåðåõîäÿòü äî ðîçãëÿäó òàê çâàíèõ ¾ñóïåðñóêóïíîñòåé¿ àáî
¾ñóïåðïîïóëÿöié¿. Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ïåðåõîäó äèâ. â [16].
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âåëèêå. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó

θ̂− θ√
D̂(θ̂)

=
θ̂− θ√
D(θ̂)

(
D(θ̂)

D̂(θ̂)

)1/2

∼ N (0, 1).

Çàóâàæåííÿ 2.3. ßêùî äëÿ ïîáóäîâè äîâið÷îãî iíòåðâàëó âèêîðè-
ñòîâóâàòè çíà÷åííÿ D(θ̂), òî äîâið÷èé ðiâåíü 1−α áóäå äîñÿãàòèñÿ
òî÷íiøå. Àëå, îñêiëüêè íà ïðàêòèöi çíà÷åííÿ D(θ̂) íåâiäîìå, òîìó
ìîæëèâî ëèøå êîðèñòóâàòèñü îöiíêîþ äèñïåðñi¨ D̂(θ̂).
Çàóâàæåííÿ 2.4. Òî÷íiñòü íîðìàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨ â (2.3) çàëå-
æèòü âiä íàáîðó çíà÷åíü õàðàêòåðèñòèêè y ó ãåíåðàëüíié ñóêó-
ïíîñòi. ßêùî íà äiàãðàìi ðîçñiþâàííÿ öi çíà÷åííÿ ðîçìiùåíi àñè-
ìåòðè÷íî âiäíîñíî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ àáî ìiñòÿòü íåòèïîâi îäè-
íèöi, òî äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè íîðìàëüíó àïðîêñèìàöiþ äëÿ
äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ, ïîòðiáíî ìàòè äîñèòü âåëèêèé ðîçìið âèáið-
êè.

Ó äåÿêèõ ïðîñòèõ âèïàäêàõ ìîæëèâî âêàçàòè, ÿêèì ìà¹ áóòè
ñåðåäíié ðîçìið âèáiðêè n, ùîá îòðèìàòè íîðìàëüíó àïðîêñèìà-
öiþ. Àëå â áiëüøîñòi âèïàäêiâ öå çðîáèòè íå òàê ïðîñòî.

� äâà ñïîñîáè ïåðåâiðêè òîãî, ÷è äîñÿãà¹òüñÿ áàæàíèé äîâið-
÷èé ðiâåíü 1 − α ïðè ïîáóäîâi äîâið÷îãî iíòåðâàëó çà äîïîìîãîþ
âèðàçó (2.3) ïðè çàäàíîìó âèáiðêîâîìó ïëàíi p(s), ðîçìiði âèáiðêè
ns òà ðîçïîäiëi ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, � òåîðåòè÷íèé òà åìïiðè-
÷íèé.

Òåîðåòè÷íèé ïîëÿãà¹ â ïåðåâiðöi òîãî, ÷è ¹ îöiíêà θ̂ àñèìïòî-
òè÷íî íîðìàëüíîþ ïðè âåëèêèõ ðîçìiðàõ âèáiðêè. Ó öüîìó íà-
ïðÿìêó îòðèìàíî äåÿêi ðåçóëüòàòè [15]. Îäíèì iç âàæëèâèõ ðå-
çóëüòàòiâ ¹ òåîðåìà Ãà¹êà. Ó 1960 ðîöi öåé ÷åñüêèé ìàòåìàòèê
îòðèìàâ àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië äëÿ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà
ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ. Äåùî ñïðîùå-
íî öå òâåðäæåííÿ äëÿ îöiíêè ñóìàðíîãî âèãëÿäà¹ òàê:

Ïðè äåÿêèõ òåõíi÷íèõ óìîâàõ, òà êîëè n, N , N−n ¹ ¾äîñèòü
âåëèêèìè¿

t̂π − T√
N2(1− n

N )S2

n

∼ N (0, 1).
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Àëå âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ùî áiëüø çà âñå öiêàâèòü ïðàêòèêà:
ÿêèé ðîçìið âèáiðêè íåîáõiäíèé äëÿ íîðìàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨, òà-
êi ðåçóëüòàòè äàòè íå ìîæóòü.

Åìïiðè÷íèé ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî. Ñå-
ðiÿ ç K âèáiðîê (ñêàæiìî, K = 10 000) çàäàíîãî ðîçìiðó îòðè-
ìó¹òüñÿ ç ñóêóïíîñòi, ùî ¹ ìîäåëëþ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (íåþ
ìîæå áóòè ñóêóïíiñòü, iíôîðìàöiÿ ïðî ÿêó áóëà îòðèìàíà ç ñó-
öiëüíîãî îáñòåæåííÿ â ïîïåðåäíi ðîêè) âiäïîâiäíî äî äèçàéíó p(s).
Äëÿ êîæíî¨ âèáiðêè s ïiäðàõîâóþòüñÿ θ̂, D̂(θ̂) òà DI(s), à ïîòiì
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ÷è íàëåæèòü θ îòðèìàíîìó äîâið÷îìó iíòåðâàëó.
ßêùî R � öå êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ, ùî ìiñòÿòü θ, òî åìïiðè÷íèì
äîâið÷èì ðiâíåì áóäå âåëè÷èíà R

K ≈ 1− α.
Ïîäiáíi åêñïåðèìåíòè ïðîâîäèëèñü äëÿ ðiçíèõ îöiíîê, âèáiðêî-

âèõ äèçàéíiâ, ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé òà ðîçìiðiâ âèáiðîê. Ïðè-
êëàä òàêîãî åêñïåðèìåíòó íàâåäåíî â [20, ðîçäië 7.9.1].
2.5. Âèçíà÷åííÿ ðîçìiðó âèáiðêè

Ïåðåä òèì, ÿê îá÷èñëèòè íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè, ïîòðiáíî
ñïî÷àòêó âèçíà÷èòèñü ç òàêèìè ïàðàìåòðàìè: äîïóñòèìà ïîõèáêà
e òà ðiâåíü äîâiðè 1 − α, ùî íåîáõiäíi äëÿ êîæíîãî îáñòåæåííÿ.
Âîíè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

P (|θ− θ̂| ≤ e) = 1− α.

Öi äâi âåëè÷èíè ¹ êîíêóðåíòàìè. ×èì áiëüøîþ áóäå òî÷íiñòü (çíà-
÷åííÿ ïîõèáêè e � ìàëå), òèì ìåíøèì áóäå ðiâåíü äîâiðè 1 − α.
Çàãàëüíîïðèéíÿòèìè çíà÷åííÿìè ðiâíÿ äîâiðè 1 − α ¹ 0,90; 0,95;
0,99, äëÿ ÿêèõ α = 0, 1; 0, 05; 0, 01. Òî÷íiñòü çàëåæèòü âiä òèïó
òà ìåòè îáñòåæåííÿ. ßêùî îáñòåæåííÿ ïðîâîäèòüñÿ íà ðåãóëÿð-
íié îñíîâi ç ìåòîþ âèÿâëåííÿ äèíàìiêè äåÿêî¨ õàðàêòåðèñòèêè,
òî òî÷íiñòü ïîâèííà áóòè äîñèòü âèñîêîþ (ïîõèáêà e ìàëà). ßêùî
ïðîâîäèòüñÿ ïðîáíå îáñòåæåííÿ, òî âèñîêà òî÷íiñòü íå îáîâ'ÿçêî-
âà.

Ðîçìið ïîõèáêè e â îñíîâíîìó çàëåæèòü âiä äèñïåðñi¨ îöií-
êè, ÿêà ó ñâîþ ÷åðãó áóäå çìåíøóâàòèñü çi çáiëüøåííÿì êiëüêî-
ñòi åëåìåíòiâ ó âèáiðöi. Àëå òóò ùå îäíèì âàæëèâèì ôàêòîðîì ¹
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áþäæåò îáñòåæåííÿ. Îòðèìàòè âåëèêó âèáiðêó, à îòæå i âèñîêó
òî÷íiñòü íåìîæëèâî çà óìîâè îáìåæåíîãî áþäæåòó. Òîìó îñòàòî-
÷íî âèçíà÷èòè ðîçìið âèáiðêè ìîæíà ëèøå ïiñëÿ âðàõóâàííÿ âñiõ
öèõ ôàêòîðiâ òà çíàõîäæåííÿ äåÿêîãî êîìïðîìiñó.

Âèçíà÷åííÿ íåîáõiäíîãî ðîçìiðó âèáiðêè ïðîäåìîíñòðó¹ìî íà
ïðèêëàäi ÏÂÂáÏ ïðè îöiíþâàííi ñåðåäíüîãî çà äîïîìîãîþ π-
îöiíêè ŷπ = y.
Ï ð è ê ë à ä 2.3. Äëÿ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíå-
ííÿ

e = z1−α/2

√
D(y) = z1−α/2

√(
1− n

N

) S2

n
.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî

n =
z2
1−α/2S

2

e2 +
z2
1−α/2

S2

N

.

Îñêiëüêè àáñîëþòíå çíà÷åííÿ ïîõèáêè çàëåæèòü âiä îäèíèöü
ðîçìiðíîñòi, â ÿêèõ âèìiðþ¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêà, òîìó ÷àñòiøå êî-
ðèñòóþòüñÿ áåçðîçìiðíîþ âåëè÷èíîþ � âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ. Òîäi
íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè çíàõîäÿòü iç ðiâíîñòi

P

(∣∣∣∣∣
θ− θ̂

θ

∣∣∣∣∣ ≤ ẽ

)
= 1− α.

Ó öüîìó âèïàäêó çíà÷åííÿ n ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði
áåç ïîâåðíåííÿ áóäå çàëåæàòè âæå íå âiä äèñïåðñi¨ â ãåíåðàëüíié
ñóêóïíîñòi, à âiä êîåôiöi¹íòà âàðiàöi¨ CVy =

√
S2/Y :

n =
z2
1−α/2(CVy)2

ẽ2 +
z2
1−α/2

(CVy)2

N

.

♦
Íà ïðàêòèöi íi S2, íi CVy íå âiäîìi ïåðåä ïðîâåäåííÿì îá-

ñòåæåííÿ, òîìó öi çíà÷åííÿ çàçâè÷àé çàïîçè÷óþòü ç ïîäiáíèõ ñó-
öiëüíèõ îáñòåæåíü, àáî, ÿêùî ïðî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü íåìà¹
æîäíî¨ iíôîðìàöi¨, ïðîâîäÿòü ïðîáíå îáñòåæåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ
âñiõ íåîáõiäíèõ äëÿ ïðîöåñó ïëàíóâàííÿ ïàðàìåòðiâ.
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2.6. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
2.1. Ùî ¹ π-îöiíêîþ äëÿ ñåðåäíüîãî Y ïðè ÏÂÂáÏ?
2.2. ßê áóäå çìiíþâàòèñü äèñïåðñiÿ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ïðè
çáiëüøåííi ðîçìiðó âèáiðêè n ó âèïàäêó ÏÂÂáÏ?
2.3. Â ÿêèõ âèïàäêàõ êðàùå êîðèñòóâàòèñü ïîíÿòòÿì ¾âiäíîñíà
ïîõèáêà¿, à â ÿêèõ � ïðîñòî ¾ïîõèáêà¿?
2.4.Ìåòîþ îáñòåæåííÿ ¹ îöiíêà ïëîùi ôåðìåðñüêèõ óãiäü ó äåÿêî-
ìó ðàéîíi Êè¨âñüêî¨ îáëàñòi. Ó öüîìó ðàéîíi çàðå¹ñòðîâàíî 2 015
ôåðìåðñüêèõ ãîñïîäàðñòâ. Iç íèõ çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàä-
êîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ áóëî âiäiáðàíî 100 ãîñïîäàðñòâ òà
îòðèìàíî iíôîðìàöiþ ïðî ïëîùó çåìåëü (yk), ùî îáðîáëÿ¹òüñÿ
êîæíèì iç íèõ:

∑

k∈s

yk = 2 856 ãà òà
∑

k∈s

y2
k = 156 248 ãà2.

1) Îöiíèòè çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà çàãàëüíó
ïëîùó çåìëi, ùî îáðîáëÿ¹òüñÿ ôåðìåðñüêèìè ãîñïîäàðñòâà-
ìè â öüîìó ðàéîíi.

2) Ïîáóäóâàòè 95-âiäñîòêîâèé äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ öi¹¨ âåëè-
÷èíè.

2.5. Îòðèìàòè âèáiðêó ðîçìiðó 4 ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó
10 çà äîïîìîãîþ ñõåì âiäáîðó 1, 2, 3, ùî íàâåäåíi â ïóíêòi 2.1.
Âêàçiâêà: äëÿ ãåíåðóâàííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà [0,1] ÷èñåë
ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òàáëèöåþ âèïàäêîâèõ ÷èñåë iç äîäàòêó 1.
2.6. Òèïîâå ñîöiîëîãi÷íå îïèòóâàííÿ ãðîìàäñüêî¨ äóìêè ðîáèòüñÿ
íà îñíîâi âèáiðêè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ïðèáëèçíî ç 1 000 îñiá. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî âèáiðêà äëÿ òàêîãî îáñòåæåííÿ îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ
ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ íà îñíîâi ñïèñêó
âñiõ ãðîìàäÿí Óêðà¨íè, âêëþ÷àþ÷è Âàñ. Çà äàíèìè Äåðæêîìñòà-
òó Óêðà¨íè íàñåëåííÿ êðà¨íè ñòàíîì íà 2009 ðiê ñòàíîâèëî ïðè-
áëèçíî 46 ìëí îñiá.

1) ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî Âè ïîòðàïèòå ó âèáiðêó òèõ, õòî
áóäå îïèòàíèé?
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2) Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèì ÷èíîì óòâîðåíî 2 000 íåçàëåæíèõ
âèáiðîê. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî Âè íå ïîòðàïèòå â æîäíó
ç öèõ âèáiðîê?

3) Ñêiëüêè âèáiðîê ïîòðiáíî óòâîðèòè äëÿ òîãî, ùîá ç iìîâið-
íiñòþ 0,5 Âè ïîòðàïèëè õî÷à á â îäíó ç íèõ?

2.7. Ïðîâîäèòüñÿ îáñòåæåííÿ ïðàöiâíèêiâ ïiäïðè¹ìñòâà ç ìåòîþ
âèçíà÷åííÿ ïðîïîðöi¨ òèõ, õòî õâîði¹ íà ïðîôåñiéíó õâîðîáó. Íà
ïiäïðè¹ìñòâi ïðàöþ¹ 2 000 ïðàöiâíèêiâ. Iç çîâíiøíiõ äæåðåë âiäî-
ìî, ùî çàçâè÷àé íà ïîäiáíèõ ïiäïðè¹ìñòâàõ ïðîôåñiéíó õâîðîáó
ìàþòü 3 ç 10 ïðàöiâíèêiâ. Ïðè îáñòåæåííi ïëàíó¹òüñÿ âèêîðèñòàí-
íÿ äèçàéíó ÏÂÂáÏ ç äîïóñòèìîþ ïîõèáêîþ 0,01 òà ðiâíåì äîâiðè
95 %.

1) ßêèì ìà¹ áóòè íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè n?

2) ßêùî íåìà¹ íiÿêî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ïîäiáíi çàõâîðþâàííÿ,
ÿêèì ïîâèíåí áóòè ðîçìið âèáiðêè n?

2.8. Ïîòðiáíî îöiíèòè êiëüêiñòü ëþäåé ñåðåä íàñåëåííÿ Óêðà¨íè,
ùî õâîðiþòü íà òóáåðêóëüîç. Ïðè îáñòåæåííi ïëàíó¹òüñÿ âèêî-
ðèñòàííÿ ÏÂÂáÏ. ßêùî ðåàëüíà ÷àñòêà õâîðèõ íà òóáåðêóëüîç
ñêëàäà¹ 0,01 %, ñêiëüêè îñiá ïîòðiáíî îáñòåæèòè, ùîá êîåôiöi¹íò
âàðiàöi¨ îöiíêè CV (P̂ ) =

√
D(P̂ )

EP̂
íå ïåðåâèùóâàâ 5 %? Ïðîàíàëi-

çóâàòè îòðèìàíèé ðåçóëüòàò.
2.9. Ïðè îáñòåæåííi æèòåëiâ äåÿêîãî âåëèêîãî ìiñòà áóäóòü äî-
ñëiäæóâàòèñü äâi âåëè÷èíè:

P1 � ÷àñòêà òèõ, õòî ìà¹ ïðàëüíó ìàøèíó;
P2 � ÷àñòêà òèõ, õòî ìà¹ äîñòóï äî ìåðåæi iíòåðíåò.
Iç äîñòîâiðíèõ äæåðåë âiäîìî, ùî 40 % ≤ P1 ≤ 60 % òà

5 % ≤ P2 ≤ 15 %. ßêèì ìà¹ áóòè ðîçìið âèáiðêè ïðè çàñòîñó-
âàííi ÏÂÂáÏ, ÿêùî ìè õî÷åìî îöiíèòè îäíî÷àñíî ïàðàìåòð P1 ç
òî÷íiñòþ ±2 % òà ïàðàìåòð P2 ç òî÷íiñòþ ±1 % ïðè ðiâíi äîâiðè
95 %?
2.10. Íà âèáîðàõ â îñòàííüîìó òóði ïîòðiáíî âèáðàòè îäíîãî ç
äâîõ êàíäèäàòiâ (òðåòüîãî âàðiàíòó íåìà¹). Íàïåðåäîäíi äíÿ âèáî-
ðiâ ïðîâåäåíî îïèòóâàííÿ ãðîìàäñüêî¨ äóìêè ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ
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ïåðåìîæöÿ. Íåõàé n � êiëüêiñòü òèõ, õòî áóâ îïèòàíèé ïðè çàñòî-
ñóâàííi ÏÂÂáÏ (ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî n > 100 òà ðîçìið ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi âåëèêèé ïîðiâíÿíî ç ðîçìiðîì âèáiðêè).

ßêîþ ïîâèííà áóòè ðiçíèöÿ ìiæ âiäñîòêàìè ãîëîñiâ, íàáðàíèõ
êàíäèäàòàìè, äëÿ òîãî, ùîá ó ðåçóëüòàòi îïèòóâàííÿ ìîæíà áóëî
ç iìîâiðíiñòþ 0,95 âèçíà÷èòè ïåðåìîæöÿ âèáîðiâ? Îá÷èñëèòè öi
çíà÷åííÿ äëÿ ðiçíèõ n.

Âêàçiâêà: ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî êàíäèäàò A ïðîãðà¹ âèáîðè òà
PA � öå âiäñîòîê ãîëîñiâ, ÿêi âií îòðèìà¹ â äåíü âèáîðiâ, òî íå-
õàé P̂A � öå âiäñîòîê ãîëîñiâ, ùî îòðèìàâ êàíäèäàò A íàïåðåäîäíi
ïiä ÷àñ îïèòóâàííÿ. Òîäi çàäà÷à áóäå çâîäèòèñü äî çíàõîäæåííÿ
êðèòè÷íî¨ îáëàñòi äëÿ P̂A, äëÿ ÿêî¨ éìîâiðíiñòü âèçíàííÿ êàíäèäà-
òà A ïåðåìîæöåì íàïåðåäîäíi âèáîðiâ áóäå ñêëàäàòè ìåíøå 0,05.
Òîáòî, ïîòðiáíî çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ c, ùîá

P{P̂A > c|PA < 50 %} ≤ 0, 05.
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Ðîçäië 3
Âiäáið Áåðíóëëi
3.1. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi

Âiäáið Áåðíóëëi ¹ íàäçâè÷àéíî ïðîñòèì âèäîì âèïàäêîâîãî
âiäáîðó. Ìè éîãî âèêîðèñòîâóâàëè äëÿ iëþñòðàöi¨ äåÿêèõ òåîðå-
òè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ. ïðèêëàäè 1.2, 1.4, 1.9, 1.10).

Îòæå, ïðè âiäáîði Áåðíóëëi iíäèêàòîðè âêëþ÷åííÿ I1, I2, ..., IN

¹ íåçàëåæíèìè i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíà-
ìè. Äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ iìîâiðíiñòü ¨õ âêëþ÷åííÿ îäíàêîâà, òîáòî
πk = π äëÿ âñiõ k òà

P (Ik = 1) = π, P (Ik = 0) = 1− π.

Âèáiðêîâèé äèçàéí

p(s) = πns(1− π)N−ns ,

äå ns � ðîçìið âèáiðêè, ùî ¹ áiíîìiàëüíî ðîçïîäiëåíîþ âèïàäêîâîþ
âåëè÷èíîþ ç

EÂÁns = Nπ, DÂÁns = Nπ(1− π).

Ðîçêèä ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ns ìîæíà îöi-
íèòè, ÿêùî íàáëèçèòè áiíîìiàëüíèé ðîçïîäië íîðìàëüíèì

DI(ns) = Nπ± z1−α/2

√
Nπ(1− π)

ç ðiâíåì äîâiðè ïðèáëèçíî ðiâíèì 1− α.
Âèçíà÷èìî éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ

πk = π ∀k;

πkl = π2 ∀k 6= l;

πkk = π ∀k
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òà

∆kl = πkl − πkπl = π2 − π2 = 0;

∆kk = π− π2 = π(1− π).

3.2. Îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ïðè âiäáîði Áåðíóëëi
Òâåðäæåííÿ 3.1. Ïðè âèáiðêîâîìó äèçàéíi Áåðíóëëi îöiíêè
Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ ñóìàðíîãî T òà ñåðåäíüîãî Y íàáóâàþòü
âèãëÿäó

t̂π =
1
π

∑

k∈s

yk, ŷπ =
1

Nπ

∑

k∈s

yk

ç äèñïåðñiÿìè

DÂÁ(t̂π) =
(

1
π
− 1

) ∑

k∈U

y2
k =

1− π

π

∑

k∈U

y2
k,

DÂÁ(ŷπ) =
1− π

N2π

∑

k∈U

y2
k

òà îöiíêàìè äëÿ äèñïåðñié

D̂ÂÁ(t̂π) =
1
π

(
1
π
− 1

) ∑

k∈s

y2
k =

1− π

π2

∑

k∈s

y2
k,

D̂ÂÁ(ŷπ) =
1− π

N2π2

∑

k∈s

y2
k.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
=

1
π

∑

k∈s

yk,

òà

DÂÁ(t̂π) =
∑

k∈U

∑

l∈U

∆kl
yπ

ππ

yl

πl
=

∑

k∈U

∆kk

(
yk

πk

)2

=

= π(1− π)
1
π2

∑

k∈U

y2
k =

1− π

π

∑

k∈U

y2
k
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ç íåçìiùåíîþ îöiíêîþ

D̂ÂÁ(t̂π) =
∑

k∈s

∑

l∈s

∆kl

πkl
· yπ

ππ
· yl

πl
=

∑

k∈s

∆kk

πkk

(
yk

πk

)2

=

=
π(1− π)

π

1
π2

∑

k∈s

y2
k =

1− π

π2

∑

k∈s

y2
k.

Âiäïîâiäíi âèðàçè äëÿ ñåðåäíüîãî îòðèìó¹ìî, âðàõîâóþ÷è, ùî
ŷπ = 1

N t̂π òà D(ŷπ) = 1
N2D(t̂π).

Òâåðäæåííÿ 3.2. Ïðè çàñòîñóâàííi âiäáîðó Áåðíóëëi îöiíêè
äëÿ êiëüêîñòi Nd åëåìåíòiâ ç äåÿêî¨ ïiäñóêóïíîñòi Ud òà ÷àñ-
òêè öèõ åëåìåíòiâ ó ñóêóïíîñòi Pd íàáóâàþòü âèãëÿäó

N̂d =
nsd

π
; P̂d =

nsd

Nπ
,

äå sd = s∩Ud, nsd
� êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó âèáiðöi, ùî íàëåæàòü

ïiäñóêóïíîñòi Ud. Çàïèøåìî äèñïåðñi¨ öèõ îöiíîê

DÂÁ(N̂d) =
1− π

π
Nd, DÂÁ(P̂d) =

1− π

N2π
Nd

òà îöiíêè äëÿ äèñïåðñié

D̂ÂÁ(N̂d) =
1− π

π2
nsd

, D̂ÂÁ(P̂d) =
1− π

N2π2
nsd

.

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ îòðèìó¹òüñÿ ç ïîïåðåäíüîãî, âðàõî-
âóþ÷è, ùî Nd =

∑
k∈U zdk, äå zdk = 1, ÿêùî k-é åëåìåíò íàëåæèòü

ïiäñóêóïíîñòi Ud, òà 0 � â iíøîìó âèïàäêó, à Pd = Nd
N .

Ï ð è ê ë à ä 3.1. Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ äîñëiäæå-
ííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 4 åëåìåíòiâ. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y íàì âiäîìi äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòà (òàáë. 4).
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Òàáëèöÿ 4.Åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç âiäïîâiäíèìè
çíà÷åííÿìè õàðàêòåðèñòèêè y

Åëåìåíò 1 2 3 4
yk 2 6 8 10

Çàñòîñîâóþ÷è âiäáið Áåðíóëëi, ìîæíà îòðèìàòè 24 ðiçíèõ âè-
áiðîê, âêëþ÷àþ÷è ïîðîæíþ ìíîæèíó òà âñþ ãåíåðàëüíó ñóêó-
ïíiñòü (òàáë. 5).

Òàáëèöÿ 5. 16 ìîæëèâèõ âèáiðîê ïðè âiäáîði Áåðíóëëi òà
çíà÷åííÿ ŷπ ïðè π = 1/2

� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Åëå- ∅ 1 2 3 4 1 1 1 2 2 3 1 1 1 2 1
ìåí- 2 3 4 3 4 4 2 2 3 3 2
òè 3 4 4 4 3

4
Çíà- - 2 6 8 10 2 2 2 6 6 8 2 2 2 6 2
÷å- 6 8 10 8 10 10 6 6 8 8 6
ííÿ 8 10 10 10 8

10
ŷπ 0 1 3 4 5 4 5 6 7 8 9 8 9 10 12 13

Çàïèøåìî âèáiðêîâèé ðîçïîäië îöiíêè (òàáë. 6).

Òàáëèöÿ 6. Âèáiðêîâèé ðîçïîäië ŷπ

ŷπ 0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13
P 1

16
1
16

1
16

1
8

1
8

1
16

1
16

1
8

1
8

1
16

1
16

1
16

Çàñòîñóâàííÿ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ïðè âiäáîði Áåðíóëëi
íå ¹ åôåêòèâíèì. ßê ìè áà÷èìî ç âèáiðêîâîãî ðîçïîäiëó, ìîæëèâi
çíà÷åííÿ îöiíêè ŷπ äîñèòü ñèëüíî ðîçêèäàíi âiäíîñíî ðåàëüíîãî
çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî Y =6,5, à çíà÷åííÿ 6 òà 7, ùî ¹ íàéáëèæ÷èìè
äî 6,5, ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç òàêîþ ñàìîþ éìîâiðíiñòþ, ÿê i
çíà÷åííÿ 0 àáî 13. Áiëüø òîãî, ïðè îáñòåæåííi âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi (âèáiðêà 16) îòðèìóþòüñÿ çíà÷åííÿ, ùî äóæå äàëåêå
âiä Y , õî÷à â öüîìó âèïàäêó ìè âæå ìîæåìî îá÷èñëèòè ðåàëüíå
çíà÷åííÿ.
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Çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè DÂÁ(ŷπ) = 25, 5 òà êîåôiöi¹íòà âà-

ðiàöi¨ CV (ŷπ) =

√
DÂÁ(ŷπ)

Y
= 0, 77 (77 %) ¹ òàêîæ äîñèòü âåëèêè-

ìè, îñíîâíîþ ïðè÷èíîþ ÷îãî ¹ çìiííèé ðîçìið âèáiðîê ïðè âiäáîði
Áåðíóëëi. ♦

3.3. Íåäîëiêè âiäáîðó Áåðíóëëi
Îñíîâíèìè íåäîëiêàìè âiäáîðó Áåðíóëëi ¹:

• áiëüøà äèñïåðñiÿ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà, íiæ ïðè ÏÂÂáÏ;

• çìiííèé ðîçìið âèáiðêè, ùî âèêëèêà¹ òðóäíîùi ïðè ïëàíó-
âàííi.

Ç ïåðøèì íåäîëiêîì ìîæíà áîðîòèñÿ çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòà-
ííÿ iíøî¨ îöiíêè. ßêùî ìè çàôiêñó¹ìî ñåðåäíié î÷iêóâàíèé ðîçìið
âèáiðêè Ens = Nπ = n, òî π = n

N i

t̂π =
N

n

∑

k∈s

yk = N

(
1
n

∑

k∈s

yk

)
.

Âåëè÷èíà â äóæêàõ � ¹ âèáiðêîâèì ñåðåäíiì, çíà÷åííÿ ÿêîãî ïî-
øèðþ¹òüñÿ íà âñi N åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Àëå ïiäñó-
ìóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî âñiõ åëåìåíòàõ, ùî ïîòðàïèëè ó âèáiðêó,
â òîé ÷àñ ÿê óñåðåäíåííÿ � ïî ñåðåäíüîìó î÷iêóâàíîìó ðîçìiðó âè-
áiðêè n. Ëîãi÷íiøå áóëî á óñåðåäíþâàòè ïî òié êiëüêîñòi åëåìåíòiâ,
ùî ðåàëüíî ïîòðàïëÿþòü ó âèáiðêó. Ó öüîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî
àëüòåðíàòèâíó îöiíêó

t̂àëüò =
N

ns

∑

k∈s

yk =
ns

n
t̂π. (3.1)

Âèïàäêîâèé ðîçìið ns â (3.1) çìåíøó¹ âàðiàöiþ, ãîëîâíîþ ïðè-
÷èíîþ ÿêî¨ áóâ çìiííèé ðîçìið âèáiðêè. Äåÿêèìè ñïåöiàëüíèìè
ìåòîäàìè ìîæíà îòðèìàòè íàáëèæåíèé âèðàç äëÿ äèñïåðñi¨ (äèâ.
ïiäðîçäië 9.3.):

DÂÁ(t̂àëüò) ≈ N

(
1
π
− 1

)
S2 = N2

(
1
n
− 1

N

)
S2 = N2 1− f

n
S2.
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Òîäi
DÂÁ(t̂π)

DÂÁ(t̂àëüò)
≈

(
1 +

1
(CVU )2

)
.

Åôåêòèâíiñòü âèêîðèñòàííÿ îöiíêè t̂àëüò îñîáëèâî âiä÷óòíà,
êîëè êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi CVU ìàëèé, òîáòî
êîëè ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü äîñèòü îäíîðiäíà. Òàêèì ÷èíîì, âè-
êîðèñòàííÿ iíøî¨ (àëüòåðíàòèâíî¨) îöiíêè óñóâà¹ ïåðøèé íåäîëiê
âiäáîðó Áåðíóëëi � âåëèêó äèñïåðñiþ:

DÂÁ(t̂àëüò) ≈ DÏÂÂáÏ(t̂π).

Àëå iíøèé íåäîëiê çàëèøà¹òüñÿ. À ïðè îáìåæåíîìó áþäæåòi
öå ìîæå áóòè äóæå ñóòò¹âî.

I õî÷ íà ïðàêòèöi âñi íàìàãàþòüñÿ óíèêàòè âèáiðêîâèõ äèçàé-
íiâ çi çìiííèì ðîçìiðîì âèáiðêè, çà ïðèñóòíîñòi íåâiäïîâiäåé òàêi
âèáiðêîâi äèçàéíè, ÿê ÂÁ, ìîæóòü ñëóæèòè ìîäåëëþ îòðèìàííÿ
âiäïîâiäåé.

Êðiì òîãî, ó âèïàäêàõ, êîëè ïîòðiáíî îöiíèòè íå ëèøå çàãàëü-
íèé ïàðàìåòð äëÿ äåÿêî¨ ñóêóïíîñòi, àëå é çíàéòè âiäïîâiäíi îöií-
êè äëÿ ïiäñóêóïíîñòåé, êîíòðîëþâàòè ðîçìiðè âèáiðîê ó êîæíié
ïiäñóêóïíîñòi äóæå âàæêî. I òîäi òàêîãî òèïó âiäáîðè ñòàþòü ó
íàãîäi.

3.4. Äèçàéí-åôåêò
Ó òåîði¨ âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç

ïîâåðíåííÿ âiäiãðà¹ äóæå âàæëèâó ðîëü. Õî÷ ó ÷èñòîìó âèãëÿ-
äi öåé âiäáið ðiäêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi, àëå âií ¹ íàé-
ïðîñòiøèì i ñëóæèòü îñíîâîþ äëÿ áiëüø ñêëàäíèõ âiäáîðiâ. Òîìó
éîìó íàäàëè ðîëü åòàëîíà, ç ÿêèì ïîðiâíþþòü óñi iíøi âiäáîðè.

Ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ îöiíêà
Ãîðâiöà�Òîìïñîíà t̂π = Ny ìà¹ äèñïåðñiþ

DÏÂÂáÏ
(
t̂π

)
= N2 1− f

n
S2 = N2

(
1
n
− 1

N

)
S2, f =

n

N
.

Íåõàé p(s) � äåÿêèé âiäìiííèé âiä ÏÂÂáÏ âèáiðêîâèé äèçàéí
ç òàêèì ñàìèì ñåðåäíiì ðîçìiðîì âèáiðêè Ens =

∑
k∈U

πk = n (öå
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ïîòðiáíî, ùîá ïîðiâíÿííÿ áóëî ñïðàâåäëèâèì). Ïðèïóñòèìî, ùî
π-îöiíêó t̂π ìîæíà âèêîðèñòàòè i äëÿ öüîãî âèáiðêîâîãî äèçàéíó.
Òîäi äèçàéí-åôåêòîì íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

deff
(
p(s), t̂π

)
:=

Dp(t̂π)
DÏÂÂáÏ(t̂π)

=

∑∑
k,l∈U ∆kl

yk
πk

yl
πl

N2( 1
n − 1

N )S2
.

Âåëè÷èíà deff âèçíà÷à¹ åôåêòèâíiñòü ñòðàòåãi¨, ùî ñêëàäà¹-
òüñÿ ç âèáiðêîâîãî ïëàíó p(s) òà îöiíêè t̂π, ïîðiâíÿíî ç ïðîñòèì
âèïàäêîâèì âiäáîðîì òà îöiíêîþ Ny.

ßêùî deff
(
p, t̂π

)
> 1, òî òî÷íiñòü âòðà÷à¹òüñÿ ïðè çàñòîñóâàí-

íi äèçàéíó p(s) äëÿ îöiíêè t̂π. ßêùî deff
(
p, t̂π

)
< 1, òî îòðèìó¹ìî

òî÷íiøi ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿíî ç ÏÂÂáÏ.
Îñêiëüêè â îáîõ âèïàäêàõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îöiíêà Ãîðâiöà�

Òîìïñîíà t̂π, òî ïðè÷èíîþ âiäìiííîñòåé ¹ âèáiðêîâèé äèçàéí p(s),
ùî âïëèâà¹ íà ðîçïîäië t̂π.

Ï ð è ê ë à ä 3.2. Äîñëiäèìî, ÿêèé äèçàéí-åôåêò ìà¹ âiäáið Áåð-
íóëëi. Íàãàäà¹ìî, ùî â öüîìó âèïàäêó

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
=

1
π

∑

k∈s

yk

òà

DÂÁ(t̂π) =
1− π

π

∑

k∈U

y2
k =

1− π

π

[
(N − 1)S2 + N(Y )2

]
=

=
1− π

π
NS2

[
1− 1

N
+

(
Y

S

)2
]

=

=
1− π

π

(
1− 1

N
+

1
(CVU )2

)
NS2,

äå CVU = S
Y

� êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.
Äëÿ òîãî, ùîá ïîðiâíÿííÿ áóëî ñïðàâåäëèâèì, çàôiêñó¹ìî ñå-
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ðåäíié ðîçìið âèáiðêè Ens = Nπ = n, òîáòî π = n
N . Òîäi

deff(ÂÁ, t̂π) =
DÂÁ(t̂π)

DÏÂÂáÏ(t̂π)
=

=

(
1− n

N

)
N
n NS2

(
1− 1

N + 1
(CVU )2

)

N2
(
1− n

N

)
S2

n

=

=
(

1− 1
N

+
1

(CVU )2

)
≈ 1 +

1
(CVU )2

.

Äëÿ áiëüøîñòi ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ ëå-
æèòü ó ìåæàõ: 0, 5 ≤ CVU ≤ 1. ßêùî CVU = 1, òî
deff(ÂÁ, t̂π) = 2, ÿêùî CVU = 0, 5, òî deff(ÂÁ, t̂π) = 5. Îòæå, â
áiëüøîñòi âèïàäêiâ âiäáið Áåðíóëëi ¹ ìåíø åôåêòèâíèì (òî÷íèì),
íiæ ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî âèáiðêî-
âèé äèçàéí ÂÁ ìà¹ çìiííèé ðîçìið âèáiðîê. ♦

Ï ð è ê ë à ä 3.3. Äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç ïðèêëàäó 2.1 êîå-
ôiöi¹íò âàðiàöi¨

CVU =
S

Y
=

√
64/5
8

=
1√
5
≈ 0,45, òîáòî deff(ÂÁ, t̂π) = 6.

Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî âèêîðèñòàííÿ âiäáîðó Áåð-
íóëëi áóäå â 6 ðàçiâ ìåíø åôåêòèâíèì. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè îäíà-
êîâîìó ñåðåäíüîìó ðîçìiði âèáiðêè îöiíêè ïðè âiäáîði Áåðíóëëi
áóäóòü ìàòè äèñïåðñiþ â 6 ðàçiâ áiëüøó íiæ ïðè ÏÂÂáÏ. Àáî,
ùî åêâiâàëåíòíî, äëÿ îòðèìàííÿ îäíàêîâî¨ òî÷íîñòi ïðè âiäáîði
Áåðíóëëi òà ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði ïîòðiáíî â ïåðøîìó
âèïàäêó îáñòåæèòè â ñåðåäíüîìó â 6 ðàçiâ áiëüøå åëåìåíòiâ. ♦

3.5. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
3.1. ×è ìîæíà âèçíà÷èòè âiäáið Áåðíóëëi, îäíîçíà÷íî çàôiêñó-
âàâøè ñåðåäíié ðîçìið âèáiðêè?
3.2.ßêi îñíîâíi íåäîëiêè âiäáîðó Áåðíóëëi? ×è ìîæíà ¨õ óñóíóòè?
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3.3. ßêi âëàñòèâîñòi ïîâèííà ìàòè ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü äëÿ òî-
ãî, ùîá äèçàéí-åôåêò âiäáîðó Áåðíóëëi ïðèáëèçíî äîðiâíþâàâ 1?
3.4. Íåõàé ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü U ïîäiëåíà íà òðè íåïåðåòèííi
ïiäñóêóïíîñòi U1, U2 òà U3, ùî ìàþòü ðîçìiðè N1 = 300, N2 = 200
òà N3 = 100. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà k âêëþ÷åííÿ àáî íåâêëþ÷å-
ííÿ ó âèáiðêó s âèçíà÷à¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi,
ïðè ÿêèõ åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ πk. Óñi
âèïðîáóâàííÿ íåçàëåæíi.

1) ßêùî πk =0,1 äëÿ k ∈ U1, πk =0,3 äëÿ k ∈ U2 òà πk =0,7
äëÿ k ∈ U3, ÿêèì áóäå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåð-
ñiÿ âåëè÷èíè ns � ðîçìiðó âèáiðêè, ïðè òàêîìó âèáiðêîâîìó
äèçàéíi?

2) ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî âñi πk îäíàêîâi äëÿ âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi, ÿêèì ìà¹ áóòè öå çíà÷åííÿ äëÿ òîãî, ùîá îòðè-
ìàòè òàêå ñàìå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âåëè÷èíè ns, ÿê i â
ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi? Ïiäðàõóâàòè çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ ðîç-
ìiðó âèáiðêè ns â öüîìó âèïàäêó.

3.5. Íåõàé s � öå âèáiðêà, ùî áóëà îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi âiäáîðó
Áåðíóëëi ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U ðîçìiðó N ÿêùî äëÿ âñiõ
k ∈ U πk = π. Íåõàé ns � öå âèïàäêîâèé ðîçìið âèáiðêè s. Äîâåñòè,
ùî óìîâíà éìîâiðíiñòü îòðèìàííÿ âèáiðêè s çà óìîâè ôiêñîâàíîãî
ðîçìiðó ns ñïiâïàäà¹ ç iìîâiðíiñòþ îòðèìàííÿ öi¹¨ âèáiðêè ïðè
ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ, êîëè n = ns.
3.6. Äëÿ âèÿâëåííÿ ñóìàðíî¨ êiëüêîñòi äiòåé âiêîì äî 2-õ ðîêiâ,
ÿêèì íå áóëà â÷àñíî çðîáëåíà âàêöèíàöiÿ, ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâå
îáñòåæåííÿ â äåÿêié îáëàñòi Óêðà¨íè. Âiäîìî, ùî â öié îáëàñòi
¹ 120 ìåäè÷íèõ ïóíêòiâ, äå ïðîâîäèòüñÿ âàêöèíàöiÿ. Õàðàêòåðè-
ñòèêîþ yk, ùî âèâ÷à¹òüñÿ, ¹ êiëüêiñòü äiòåé, ÿêèì íå áóëè â÷à-
ñíî çðîáëåíi ùåïëåííÿ â ìåäïóíêòi k. Äëÿ îáñòåæåííÿ ïëàíó¹òüñÿ
âèêîðèñòàííÿ âiäáîðó Áåðíóëëi. Âiäîìî, ùî

∑
k∈U yk ≈ 2 400 òà∑

k∈U y2
k ≈ 49 000. ßêîþ ìà¹ áóòè ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ìåäïóíêòiâ,

ùî ïiäëÿãàþòü îáñòåæåííþ, ïðè òàêîìó âiäáîði òà çàñòîñóâàííi
1) îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà t̂π;
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2) àëüòåðíàòèâíî¨ îöiíêè t̂àëüò, ùî âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.1),

ÿêùî êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ êîæíî¨ ç öèõ îöiíîê íå ïîâèíåí ïåðåâè-
ùóâàòè 10 %?
3.7. Äî äåÿêîãî íàñåëåíîãî ïóíêòó Óêðà¨íè íàëåæàòü 2 500 äîìî-
ãîñïîäàðñòâ. Âèáiðêà ðîçìiðó ns = 900 áóëà îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi
çàñòîñóâàííÿ âiäáîðó Áåðíóëëi ç π = 0, 5 ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ ÷àñ-
òêè òèõ äîìîãîñïîäàðñòâ, ùî ïåðåáóâàþòü çà ìåæåþ áiäíîñòi. Ó
ðåçóëüòàòi îáñòåæåííÿ áóëî âèÿâëåíî, ùî òàêèõ äîìîãîñïîäàðñòâ
ó âèáiðöi 350. Ïîòðiáíî îöiíèòè âiäñîòîê òèõ äîìîãîñïîäàðñòâ, ùî
ïåðåáóâàþòü çà ìåæåþ áiäíîñòi â öüîìó íàñåëåíîìó ïóíêòi, òà ïî-
áóäóâàòè 95-âiäñîòêîâèé äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ öi¹¨ îöiíêè.
3.8. Äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U ðîçìiðó N = 10 000 êîåôiöi¹íò
âàðiàöi¨ CVU = 0, 534. Âèçíà÷èòè íåîáõiäíèé (ñåðåäíié) ðîçìið âè-
áiðêè äëÿ îöiíêè ñåðåäíüîãî äåÿêî¨ õàðàêòåðèñòèêè y òàê, ùîá êî-
åôiöi¹íò âàðiàöi¨ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà CV (ŷπ) =

√
D(ŷπ)/Y

íå ïåðåâèùóâàâ 1 % ïðè çàñòîñóâàííi:

1) ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ;

2) âiäáîðó Áåðíóëëi.

ßêèì ïîâèíåí áóòè ñåðåäíié ðîçìið âèáiðêè ïðè âèêîðèñòàííi
àëüòåðíàòèâíî¨ îöiíêè (3.1) äëÿ âiäáîðó Áåðíóëëi?
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Ðîçäië 4
Ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið
4.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè

Ãîëîâíîþ ïåðåâàãîþ ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó ¹ ïðîñòîòà éîãî
âèêîðèñòàííÿ íà ïðàêòèöi. Íåõàé N � ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi U , a ∈ N � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî. Ïåðøèé åëåìåíò âè-
áiðêè âèáèðà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ÷èíîì ñåðåä ïåðøèõ a åëåìåíòiâ
ñóêóïíîñòi. Îáðàíå òàêèì ÷èíîì ÷èñëî r, 1 ≤ r ≤ a, íàçèâà¹-
òüñÿ âèïàäêîâèì ñòàðòîì (âèïàäêîâèì ïî÷àòêîì), à ÷èñëî a �
âèáiðêîâèì iíòåðâàëîì. Êîæåí åëåìåíò 1, 2, . . . , a ìà¹ îäíàêîâó
éìîâiðíiñòü áóòè îáðàíèì: 1

a . Äàëi ó âèáiðêó ïîòðàïëÿþòü åëå-
ìåíòè ç êðîêîì a, òîáòî r, r + a, r + 2a, . . .

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà îòðèìàòè ëèøå a ðiçíèõ âèáiðîê, êîæíà
ç ÿêèõ ìà¹ îäíàêîâó éìîâiðíiñòü áóòè îáðàíîþ: 1

a .
Íåõàé n =

[
N
a

]
, òîäi N = an + c, äå 0 ≤ c < a.

ßêùî c = 0, òî ðîçìið óñiõ ñèñòåìàòè÷íèõ âèáiðîê äîðiâíþâà-
òèìå n. ßêùî c 6= 0, òî ñèñòåìàòè÷íi âèáiðêè ìîæóòü ìàòè ðiçíi
ðîçìiðè: n ÷è n + 1.

Ïîçíà÷èìî FÑÂ = {s1, . . . , sa} ìíîæèíó âñiõ ìîæëèâèõ âèái-
ðîê ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði. Òîäi

p (s) =
{

1
a , ÿêùî s ∈ FÑÂ;
0, â iíøîìó âèïàäêó.

Äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè, ÿêîãî âèãëÿäó íàáóâà¹ îöiíêà
Ãîðâiöà�Òîìïñîíà òà ¨¨ äèñïåðñiÿ ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði, ïî-
òðiáíî çíàéòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿä-
êiâ:

πk =
1
a
, ∀k;

πkl =
{

1
a , ÿêùî k òà l íàëåæàòü îäíié âèáiðöi s;
0, ÿêùî íi, ∀k 6= l.

Òàêèì ÷èíîì, äèçàéí ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði íå ¹ âèìið-
íèì (òîáòî, íå äëÿ âñiõ k, l ∈ U πkl > 0).
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Îñêiëüêè âèáiðêè s1, . . . , sa íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà
a⋃

r=1
sr = U ,

òî ñóìàðíå T ìè ìîæåìî çàïèñàòè ÿê

T =
a∑

r=1

tsr , äå tsr =
∑

k∈sr

yk.

Cèñòåìàòè÷íèé âiäáið ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäáið îäíi¹¨ ç a

ïiäñóêóïíîñòåé ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç ðiâíèìè éìîâiðíîñòÿìè
1
a ç ïîäàëüøèì îáñòåæåííÿì âñiõ åëåìåíòiâ âèáðàíî¨ ïiäñóêóïíî-
ñòi.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði ç âèáiðêîâèì
iíòåðâàëîì a, π-îöiíêà äëÿ ñóìàðíîãî T ìà¹ âèãëÿä

t̂π = a · ts, äå ts =
∑

k∈s

yk, s ∈ FÑÂ,

ç äèñïåðñi¹þ
DÑÂ

(
t̂π

)
= a · (a− 1)S2

t , (4.1)

äå
S2

t =
1

a− 1

a∑

r=1

(
tsr − t

)2
, t =

1
a
· T =

1
a

a∑

r=1

tsr .

Ïðè öüîìó äèñïåðñiÿ DÑÂ
(
t̂π

)
áóäå ìàëîþ, ÿêùî ñóìàðíi tr

ïî âèáiðêàõ sr áóäóòü ïðèáëèçíî ðiâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ k = 1, N πk = 1
a , òî

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
= a

∑

k∈s

yk = ats, s ∈ FÑÂ.

Òîäi

DÑÂ
(
t̂π

)
=

∑

k∈U

∑

l∈U

∆kl
yk

πk

yl

πl
=

=
∑

k∈U

∑

l∈U

(
πkl

πkπl
− 1

)
ykyl =
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=
∑

k∈U

∑

l∈U

πkl

πkπl
ykyl −

(∑

k∈U

yk

)2

=

= a
a∑

r=1


∑

k∈sr

∑

l∈sr

ykyl


− T 2 = a

a∑

r=1

t2sr
− T 2 =

= a

(
a∑

r=1

t2sr
− at

2

)
= a

a∑

r=1

(
tsr − t

)2
.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Îñêiëüêè âèáiðêîâèé äèçàéí ÑÂ íå ¹ âèìiðíèì
(íå äëÿ âñiõ k, l ∈ U πkl > 0), òî âèêîðèñòîâóâàòè âèðàç äëÿ îöiíêè
äèñïåðñi¨ D̂ (

t̂π
)
(ôîðìóëà (1.6)) íå ìîæíà!!!

4.2. Ðîçìið âèáiðêè ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði
Ïðè çàñòîñóâàííi ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó äóæå âàæëèâèì ¹

êîíòðîëü ðîçìiðó n ìîæëèâèõ âèáiðîê. Íåõàé

N = an + c, 0 ≤ c < a.

ßêùî c = 0, òî âñi a ìîæëèâèõ âèáiðîê ìàþòü îäíàêîâèé ðîç-
ìið n; ÿêùî c > 0, òî ðîçìið âèáiðêè äîðiâíþ¹ n + 1 ïðè r ≤ c òà
n ïðè r > c.

Âèìîãà, ùîá a áóëî öiëèì ÷èñëîì ïðèâîäèòü ó äåÿêèõ ñèòóà-
öiÿõ äî ðîçìiðó âèáiðêè, ùî ¹ äàëåêèì âiä áàæàíîãî.

Ï ð è ê ë à ä 4.1. Íåõàé N = 149 i áàæàíèé ðîçìið âèáiðêè n = 60.
Òîäi, ÿêùî âèáiðêîâèé iíòåðâàë a = 2, òî ìè îòðèìà¹ìî ðîçìið
âèáiðêè 74 àáî 75; ïðè a = 3 � àáî 49, àáî 50. Îòðèìàòè âèáiðêó
ðîçìiðó 60 íåìîæëèâî. ♦

Çàóâàæèìî, ùî êîëè n ìàëå ïîðiâíÿíî ç N , òî ïðîáëåìà íå ¹
íàñòiëüêè ñåðéîçíîþ. Íàâåäåìî äâà ñïîñîáè ¨¨ âèðiøåííÿ.
Ìåòîä äðîáîâîãî âèáiðêîâîãî iíòåðâàëó. Öåé ìåòîä äîïó-
ñêà¹, ùîá a áóëî íåöiëèì ÷èñëîì. Íåõàé a = N

n , äå n � áàæàíèé
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ðîçìið âèáiðêè. Çãåíåðó¹ìî âèïàäêîâå ÷èñëî ξ, ùî ìà¹ ðiâíîìið-
íèé ðîçïîäië íà [0, a]. Âèáiðêà â öüîìó âèïàäêó áóäå ñêëàäàòèñü
ç åëåìåíòiâ k ∈ U , äëÿ ÿêèõ

k − 1 < ξ + (j − 1) a ≤ k, j = 1, . . . , n.

Àáî, öå åêâiâàëåíòíî âèáîðó ç iìîâiðíiñòþ 1
N âèïàäêîâîãî öiëîãî

÷èñëà r, 1 ≤ r ≤ N , òà âiäáîðó ó âèáiðêó åëåìåíòiâ k, äëÿ ÿêèõ

(k − 1)n < r + (j − 1) N ≤ kn, j = 1, . . . , n.

Íàïðèêëàä, åëåìåíò k = 1 áóäå âiäiáðàíèé ÿêùî 0 < r ≤ n. Öÿ
ïîäiÿ íàñòóïà¹ ç iìîâiðíiñòþ n

N . Ïðè öüîìó âñi ìîæëèâi âèáiðêè
ìàþòü ðîçìið n.
Öèêëi÷íèé ìåòîä. Ó öüîìó âèïàäêó âèáiðêîâó ñòðóêòóðó ðî-
áëÿòü öèêëi÷íîþ, òîáòî ïiñëÿ N -ãî åëåìåíòà ñëiäó¹ 1-é i ò. ä. Âè-
áèðà¹òüñÿ âèïàäêîâå ÷èñëî r (1 ≤ r ≤ N). Íåõàé a � öå íàéáëèæ÷å
öiëå ÷èñëî áiëÿ N

n . Òîäi ó âèáiðêó ïîòðàïëÿþòü òi åëåìåíòè k, äëÿ
ÿêèõ

k = r + (j − 1) a, ÿêùî r + (j − 1) a ≤ N,

k = r + (j − 1) a−N, ÿêùî r + (j − 1) a > N,
j = 1, . . . , n.

Ó öüîìó âèïàäêó ðîçìið n áóäå îäíàêîâèì äëÿ âñiõ âèáiðîê.
Ùîá ïiäðàõóâàòèDÑÂ

(
t̂π

)
äëÿ îáîõ öèõ ìåòîäiâ, ïîòðiáíî çíà-

éòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó πkl, k 6= l. Àëå â öèõ
âèïàäêàõ âèáiðêè sr íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåòèííi, òîìó ïðè ïiäðà-
õóíêó éìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ ïîòðiáíî öåé ôàêò âðàõîâóâàòè.

Ó ðàçi, êîëè c = 0, âñi ìåòîäè ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó åêâiâà-
ëåíòíi. ßêùî N äîñèòü âåëèêå âiäíîñíî n, òî ðiçíèöÿ ìiæ öèìè
ìåòîäàìè áóäå íåçíà÷íîþ.

4.3. Åôåêòèâíiñòü ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó
Çíà÷åííÿ DÑÂ

(
t̂π

)
, à îòæå, i åôåêòèâíiñòü ñèñòåìàòè÷íîãî

âiäáîðó çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêèì ÷èíîì åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi âïîðÿäêîâàíi. Äèñïåðñiÿ áóäå ìàëîþ ÿêùî ñóìàðíi tsr
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ïî êîæíié ìîæëèâié âèáiðöi áóäóòü ïðèáëèçíî ðiâíèìè. Â ÿêîìó
âèïàäêó öå ìîæå áóòè?

Äëÿ ïðîñòîòè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè N = an, äå a � öiëå
÷èñëî. Òîäi a = N

n i

t̂π =
N

n

∑

k∈sr

yk = Nysr
,

DÑÂ
(
t̂π

)
= N2 1

a

a∑

r=1

(
ysr

− Y
)2 = Nn

a∑

r=1

(
ysr

− Y
)2

.

Ðîçãëÿíåìî âàðiàöiþ åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, òîáòî

∑

k∈U

(
yk − Y

)2 =
a∑

r=1

∑

k∈sr

(
yk − Y

)2 =

=
a∑

r=1

∑

k∈sr

(
yk ± ysr

− Y
)2 =

=
a∑

r=1

∑

k∈sr

(yk − ȳsr)
2 +

a∑

r=1

n
(
ȳsr − Y

)2
.

Îòðèìó¹ìî îñíîâíó òîòîæíiñòü äèñïåðñiéíîãî àíàëiçó

SST = SSW + SSB,

äå

SST =
∑

k∈U

(
yk − Y

)2 � çàãàëüíà âàðiàöiÿ,

SSW =
a∑

r=1

∑

k∈sr

(yk − ȳsr)
2 � âíóòðiøíüîãðóïîâà âàðiàöiÿ,

SSB = n
a∑

r=1

(
ȳsr − Y

)
� ìiæãðóïîâà âàðiàöiÿ.

Ó öüîìó çàïèñi:

• SS âiä àíãë. sum of squares, ùî îçíà÷à¹ � ñóìà êâàäðàòiâ;
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• T âiä àíãë. total � îçíà÷à¹ çàãàëüíèé;

• W âiä àíãë. within � îçíà÷à¹ âñåðåäèíi ;

• B âiä àíãë. between � îçíà÷à¹ ìiæ.

Çîêðåìà, S2 = 1
N−1SST . Ó öüîìó âèïàäêó îñíîâíèé âêëàä ó

äèñïåðñiþ îöiíêè ðîáèòü ìiæãðóïîâà äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi:

DÑÂ
(
t̂π

)
= N · SSB.

Òîìó, ùîá äèñïåðñiÿ îöiíêè DÑÂ
(
t̂π

)
áóëà ìåíøîþ, áàæàíî,

ùîá SSB áóëà ìåíøîþ, ùî îçíà÷à¹, ùî SSW ìà¹ áóòè ïî ìîæëè-
âîñòi áiëüøîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, åëåìåíòè âñåðåäèíi êîæíî¨ ãðóïè
ïîâèííi áóòè ïî ìîæëèâîñòi íåîäíîðiäíèìè.

4.4. Ìiðè îäíîðiäíîñòi
Îäíi¹þ ç ïîøèðåíèõ ìið îäíîðiäíîñòi â ãðóïi ¹ âíóòðiøíüî-

ãðóïîâèé êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ :

ρ = 1− n

n− 1
SSW

SST
=

2
a∑

r=1

[∑
k<l

∑
sr

(
yk − Y

) (
yl − Y

)]

(n− 1) (N − 1)S2
.

Ïî ñóòi, ρ � öå ìiðà êîðåëÿöi¨ ìiæ ïàðàìè åëåìåíòiâ âñåðåäèíi
ãðóïè. Äîñëiäèìî, â ÿêèõ âèïàäêàõ öåé êîåôiöi¹íò íàáóâà¹ ñâîãî
ìàêñèìàëüíîãî òà ìiíiìàëüíîãî çíà÷åíü:

ρmax = 1 ⇒ SSW = 0, SST = SSB,

òîáòî, âñi åëåìåíòè âñåðåäèíi êîæíî¨ ãðóïè îäíàêîâi;

ρmin = 1− n

n− 1
= − 1

n− 1
⇒ SSB = 0, SSW = SST,

òîáòî, ñåðåäíi çíà÷åííÿ â êîæíié ãðóïi îäíàêîâi.
Ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi.
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Ï ð è ê ë à ä 4.2. Íåõàé ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü U = {1, 1, 2, 2}. Ðî-
çiá'¹ìî öþ ñóêóïíiñòü íà ãðóïè (âèáiðêè): s1 = {1, 2}, s2 = {1, 2}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìè çàñòîñóâàëè ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ç âèáiðêîâèì
iíòåðâàëîì a = 2. Òîäi ç N = 4 åëåìåíòiâ ìè óòâîðèëè âèáiðêè
ðîçìiðó n = 2. Âèáiðêà s1 óòâîðþ¹òüñÿ, êîëè âèïàäêîâèì ñòàðòîì
¹ r = 1, à s2 � êîëè âèïàäêîâèì ñòàðòîì ¹ r = 2. Òîäi

ȳ1 = 1, 5; ȳ2 = 1, 5; Y = 1, 5,

îòæå,

SSW = 2 · (1− 1, 5)2 + 2 · (2− 1, 5)2 = 4 · 0, 25 = 1;

SSB = 0;

SST = 2 · (1− 1, 5)2 + 2 · (2− 1, 5)2 = 4 · 0, 25 = 1,

i âèêîíó¹òüñÿ îñíîâíà òîòîæíiñòü äèñïåðñiéíîãî àíàëiçó
SST = SSW + SSB, 1 = 1 + 0. Ó öüîìó âèïàäêó ρ = −1,
òîáòî åëåìåíòè âñåðåäèíi ãðóïè íåîäíîðiäíi, àëå ñåðåäíi ïî
ãðóïàõ îäíîðiäíi.

ßêùî æ ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü óïîðÿäêîâàíà iíøèì ÷èíîì
U = {1, 2, 1, 2}, òî â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ òîãî ñàìîãî ñèñòå-
ìàòè÷íîãî âiäáîðó îòðèìà¹ìî iíøå ðîçáèòòÿ íà ãðóïè (âèáiðêè):
s1 = {1, 1}, s2 = {2, 2}. Ó öüîìó âèïàäêó

ȳ1 = 1, ȳ2 = 2, Y = 1, 5,

SSW = 0;

SSB = 2 · 2 ·
[
(1− 1,5)2 + (2− 1,5)2

]
= 1;

SST = 1.

ρ = 1, à öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè âñåðåäèíi ãðóïè îäíîðiäíi, âàði-
àöiÿ åëåìåíòiâ âèíèêà¹ çà ðàõóíîê ìiæãðóïîâî¨ âàðiàöi¨ SSB (âà-
ðiàöi¨ ñåðåäíiõ ïî ãðóïàõ). ♦

Îñíîâíèé íåäîëiê êîåôiöi¹íòà ρ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî éîãî ìî-
æíà âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå äëÿ ãðóï îäíàêîâîãî ðîçìiðó. Òîìó
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÷àñòiøå âiääàþòü ïåðåâàãó iíøîìó êîåôiöi¹íòó:

δ = 1− N − 1
N − a

SSW

SST
. (4.2)

Ïîçíà÷èìî S2
W âíóòðiøíüîãðóïîâó äèñïåðñiþ: S2

W = 1
N−a ×

×SSW , à S2 = 1
N−1SST , òîäi S2

W = (1− δ) S2, àáî S2
W

S2 = 1 − δ.
Êîåôiöi¹íò δ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íåçàëåæíî âiä òîãî, ÷è ¹
ãðóïè îäíîãî ðîçìiðó, ÷è íi. Ïðè öüîìó

δmax = 1 ⇒ SSW = 0;
δmin = 1− N−1

N−a = − a−1
N−a ⇒ SSB = 0.

Òâåðäæåííÿ 4.2. Ïðè âèáiðêîâîìó äèçàéíi ÑÂ, êîëè a = N
n �

öiëå ÷èñëî, äèñïåðñiÿ π-îöiíêè ìà¹ âèãëÿä

DÑÂ
(
t̂π

)
=

N2 · S2

n
· [(1− f) + (n− 1) · δ] , äå f =

n

N
=

1
a
.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ çàëèøèìî ÿê âïðàâó äëÿ ñàìî-
ñòiéíîãî îïðàöþâàííÿ.

Ïîðiâíÿ¹ìî åôåêòèâíiñòü ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó ç ïðîñòèì
âèïàäêîâèì áåç ïîâåðíåííÿ:

DÏÂÂáÏ
(
t̂π

)
= N2 1− f

n
S2.

deff
(
ÑÂ, t̂π

)
=

DÑÂ
(

_

t π

)

DÏÂÂáÏ
(

_

t π

) = 1 +
n− 1
1− f

δ.

Ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ¹ åôåêòèâíiøèì çà ïðîñòèé âèïàäêîâèé
âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ, ÿêùî δ < 0, òîáòî, êîëè S2

W > S2.
Ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ¹ ìåíø åôåêòèâíèì çà ÏÂÂáÏ, ÿêùî

δ > 0, òîáòî, êîëè S2
W < S2.

Ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ìà¹ òàêó ñàìó åôåêòèâíiñòü, ÿê i ïðî-
ñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ, ÿêùî δ = 0, òîáòî òîäi,
êîëè S2

W = S2.
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4.5. Îöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨ ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiä-
áîði

Îäíèì iç ãîëîâíèõ íåäîëiêiâ ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó, ùî êîì-
ïåíñó¹ ïðîñòîòó ðåàëiçàöi¨ âiäáîðó, ¹ íåìîæëèâiñòü îöiíèòè äèñ-
ïåðñiþ. Iñíó¹ äåêiëüêà ñïîñîáiâ âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè, àëå æî-
äíèé ç íèõ íå ¹ äîñòàòíüî õîðîøèì. Íàâåäåìî äâà ç íèõ.

Ñïîñiá 1. Çìiùåíi îöiíêè äëÿ äèñïåðñi¨
Íàâåäåìî îäíó ç ìîæëèâèõ çìiùåíèõ îöiíîê äëÿ D(t̂π).
Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið íàñòiëüêè åôåêòèâíèé,

ÿê i ïðîñòèé âèïàäêîâèé, òîáòî δ ≈ 0. ßêùî sr � öå âèáiðêà ïðè
ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði, òî âèáiðêîâîþ äèñïåðñi¹þ ¹

Ŝ2
r =

1
n− 1

∑

k∈sr

(yk − ȳsr)
2.

Òîäi çà îöiíêó äèñïåðñi¨ DÑÂ
(
t̂π

)
ìîæåìî âèáðàòè

D̂ = N2 1− f

n
Ŝ2

r .

Çàïðîïîíîâàíà îöiíêà äèñïåðñi¨ ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ÿê i ó
âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ.

Ó âèïàäêó, êîëè ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ¹ áiëüø åôåêòèâíèì çà
ïðîñòèé âèïàäêîâèé, òîáòî, ÿêùî δ < 0, òî

DÑÂ
(
t̂π

)
< DÏÂÂáÏ

(
t̂π

)
.

Òîäi D̂ áóäå ïåðåîöiíþâàòè ðåàëüíå çíà÷åííÿ DÑÂ
(
t̂π

)
, òîáòî

EÑÂ
(
D̂

)
> DÑÂ

(
t̂π

)
.

Ó öüîìó âèïàäêó ïðè ïîáóäîâi äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ ðiâåíü äîâiðè
1− α áóäå â äiéñíîñòi áiëüøèì, íiæ ïðèïóñêà¹òüñÿ.

Ó âèïàäêó, êîëè δ > 0, D̂ áóäå íåäîîöiíþâàòè äiéñíå çíà÷åííÿ
DÑÂ

(
t̂π

)
, i ïðè ïîáóäîâi äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ, ðiâåíü äîâiðè 1− α

áóäå â äiéñíîñòi ìåíøèì, íiæ ïðèïóñêà¹òüñÿ.
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Ïðè δ = 0 îöiíêà D̂ ñïiââiäíîñèòüñÿ ç DÑÂ
(
t̂π

)
äîñèòü äîáðå.

Ôàêòè÷íî åôåêòèâíiñòü ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó çàëåæèòü âiä
óïîðÿäêîâàíîñòi åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. ßêùî åëåìåí-
òè â ñïèñêó âïîðÿäêîâàíi òàê, ùî íåìà¹ æîäíî¨ ÿâíî¨ çàëåæíîñòi
ìiæ íîìåðîì åëåìåíòà i çíà÷åííÿì õàðàêòåðèñòèêè y, òî åëåìåí-
òè â ñèñòåìàòè÷íié âèáiðöi íå ìàòèìóòü òàêîæ öi¹¨ çàëåæíîñòi i
âëàñòèâîñòi òàêî¨ âèáiðêè áóäóòü ìàëî âiäðiçíÿòèñü âiä âèáiðêè
ïðè ÏÂÂáÏ. Òîìó â öüîìó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ îöiíêè D̂ ìîæå
áóòè âèïðàâäàíèì.

ßêùî åëåìåíòè â ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi âïîðÿäêîâàíi òàê, ùî
çíà÷åííÿ yk çðîñòàþòü (àáî ñïàäàþòü), òîäi ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið
áóäå íàâiòü áiëüø åôåêòèâíèì íiæ ÏÂÂáÏ, i îöiíêà D̂ áóäå ïåðå-
îöiíþâàòè ðåàëüíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨.

Íàéãiðøà ñèòóàöiÿ ìîæå âèíèêíóòè òîäi, êîëè ó âïîðÿäêîâà-
íèõ çíà÷åííÿõ õàðàêòåðèñòèêè y ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äåÿêà ïåðiîäè-
÷íiñòü, i êðîê, ç ÿêèì ðîáèòüñÿ âiäáið (a), äîðiâíþ¹ ïåðiîäó. Òîäi,
îöiíêà D̂ áóäå íåäîîöiíþâàòè ðåàëüíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨.

Òàêèì ÷èíîì, îöiíêîþ D̂ ðåêîìåíäó¹òüñÿ êîðèñòóâàòèñü ëèøå
â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ¹ âïåâíåíiñòü ó òîìó, ùî åëåìåíòè ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi äîñèòü äîáðå ïåðåìiøàíi i, ùî äóæå âàæëèâî, äàíi
íå ìàþòü íiÿêî¨ ïåðiîäè÷íîñòi.

Ñïîñiá 2. Ìîäèôiêàöiÿ ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó
Iíøèé ïiäõiä � öå ìîäèôiêóâàòè ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið òàê, ùîá

ìîæíà áóëî ñêîðèñòàòèñü êëàñè÷íîþ îöiíêîþ D̂ (
t̂π

)
.

Çàìiñòü òîãî, ùîá âèêîðèñòîâóâàòè îäèí âèïàäêîâèé ñòàðò r òà
âèáiðêîâèé iíòåðâàë a, âèêîðèñòîâóþòü m > 1 âèïàäêîâèõ ñòàð-
òiâ òà âèáiðêîâèé iíòåðâàë ma. Ó ðåçóëüòàòi öüîãî îòðèìó¹ìî m

¾ðîçøàðóâàíü¿, êîæíå ðîçìiðó n
m .

Ïðèïóñòèìî äëÿ ïðîñòîòè, ùî n
m òà a = N

n � öiëi ÷èñëà.
Âèïàäêîâèì ÷èíîì âèáèðà¹òüñÿ m ÷èñåë âiä 1 äî ma:

r1, r2, . . . , rm.

Òîäi âèáiðêà áóäå ôîðìóâàòèñü òàê:

s =
{

k : k = ri + (j − 1)ma : i = 1,m, j = 1, n/m
}

.

75



Ó öüîìó âèïàäêó éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ áóäóòü äîðiâíþâàòè:

πk =
m

ma
=

1
a

=
n

N
,

πkl =
{ n

N , ÿêùî k òà l íàëåæàòü äî îäíîãî ðîçøàðóâàííÿ;
n
N

m−1
ma−1 , ÿêùî k òà l íàëåæàòü äî ðiçíèõ ðîçøàðóâàíü.

Ïðè òàêié ìîäèôiêàöi¨ äèçàéí áóäå âæå âèìiðíèì i ìè ìîæåìî ñêî-
ðèñòàòèñü íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äëÿ äèñïåðñi¨ Ãîðâiöà�Òîìïñîíà.

Ïî ñóòi, ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì êëàñòåð-
íîãî âiäáîðó, ÿêèé áóäåìî ðîçãëÿäàòè â ðîçäiëi 8. Ðîçøàðóâàí-
íÿ âiäiãðàþòü ðîëü êëàñòåðiâ. Âèïàäîê ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó
ç îäíèì âèïàäêîâèì ñòàðòîì âiäïîâiäà¹ îäíîñòàäiéíîìó êëàñòåð-
íîìó âiäáîðó îäíîãî êëàñòåðà, ÿêèé ïîâíiñòþ îáñòåæó¹òüñÿ. Êî-
ëè ìè âèêîðèñòîâó¹ìî äåêiëüêà âèïàäêîâèõ ñòàðòiâ, öå âiäïîâiäà¹
âèïàäêîâîìó âiäáîðó äåêiëüêîõ êëàñòåðiâ. Îòæå, äëÿ îöiíþâàííÿ
äèñïåðñi¨ ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði ç äåêiëüêîìà âèïàäêîâèìè
ñòàðòàìè ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ (8.11) äëÿ îäíîñòàäiéíî-
ãî êëàñòåðíîãî âiäáîðó.

Îñíîâíèì íåäîëiêîì öüîãî ïiäõîäó ¹ òå, ùî îöiíêè ïðè éîãî
âèêîðèñòàííi ÷àñòî ìàþòü áiëüøó äèñïåðñiþ ïîðiâíÿíî ç ñèñòåìà-
òè÷íèì âiäáîðîì ç îäíèì âèïàäêîâèì ñòàðòîì.

Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ïðîáëåìè ç îöiíþâàííÿì íå ¹ íàñòiëüêè
ñåðéîçíèìè. Çîêðåìà, êîëè δ ≈ 0.

×àñòî ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà îñòàííiõ ñòà-
äiÿõ ñêëàäíîãî îáñòåæåííÿ.

4.6. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
4.1. ßêà îñíîâíà ïåðåâàãà ñèñòåìàòè÷íîãî âiäáîðó?
4.2. ×îìó ïðè ÑÂ íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè îöiíêó äëÿ äèñïåðñi¨
π-îöiíêè?
4.3. Â ÿêèõ âèïàäêàõ âàðòî, à â ÿêèõ íå âàðòî çàñòîñîâóâàòè çìi-
ùåíó îöiíêó äëÿ äèñïåðñi¨ ïðè âèêîðèñòàííi ñèñòåìàòè÷íîãî âiä-
áîðó? ×îìó?
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4.4. Äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N = 10 âèïèñàòè âñi
ìîæëèâi ñèñòåìàòè÷íi âèáiðêè ðîçìiðó n = 4, ùî ìîæóòü áóòè
îòðèìàíi ïðè çàñòîñóâàííi:

1) ìåòîäó äðîáîâîãî âèáiðêîâîãî iíòåðâàëó;

2) öèêëi÷íîãî ìåòîäó.

Îá÷èñëèòè äëÿ îáîõ ìåòîäiâ âñi éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî
òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ.
4.5. Äëÿ îáñòåæåííÿ ñòàíó êíèã ó áiáëiîòåöi ç ôîíäîì 12 000 êíèã
áóëî çàñòîñîâàíî ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ç äâîìà âèïàäêîâèìè ñòàð-
òàìè. Ïðîñòèì âèïàäêîâèì ÷èíîì áóëî îáðàíî äâà ÷èñëà (âèïàä-
êîâèõ ñòàðòè) ç ïðîìiæêó âiä 1 äî 30, ÿêi âèçíà÷àëè ðå¹ñòðàöiéíèé
íîìåð êíèãè â áiáëiîòåöi, à ñàìå � 5 òà 26. Êîæíîìó ç íèõ âiäïî-
âiäà¹ îäíà ñèñòåìàòè÷íà âèáiðêà: r1 = 5 âiäïîâiäà¹ s1 = {5, 35, ...}
òà r2 = 26 âiäïîâiäà¹ s2 = {26, 56, ...}. Äëÿ êîæíî¨ ç öèõ ñèñòåìà-
òè÷íèõ âèáiðîê áóëî ïîðàõîâàíî êiëüêiñòü êíèã ó ïîãàíîìó ñòàíi:
Ns1 = 8 òà Ns2 = 13.

Îöiíèòè çàãàëüíó êiëüêiñòü êíèã ó ïîãàíîìó ñòàíi â áiáëiîòåöi
òà îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ îöiíêè äèñïåðñi¨.
4.6. Îáñòåæó¹òüñÿ 280 ñåðåäíüîîñâiòíiõ øêië â äåÿêié îáëàñòi
Óêðà¨íè ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî ðiâíÿ çíàíü ó÷íiâ ïî 12-
áàëüíié øêàëi. Äëÿ öüîãî ñèñòåìàòè÷íèì âiäáîðîì ç âèáiðêîâèì
iíòåðâàëîì a = 10 âiäáèðàþòüñÿ âèáiðêè ïðè ðiçíié óïîðÿäêîâà-
íîñòi (óï.) ñïèñêó øêië:

óï. 1 � â àëôàâiòíîìó ïîðÿäêó íàñåëåíèõ ïóíêòiâ, äå âîíè ðîçìi-
ùåíi; ÿêùî â îäíîìó íàñåëåíîìó ïóíêòi ¹ äåêiëüêà øêië, òî
äîäàòêîâî âðàõîâóâàâñÿ íîìåð öi¹¨ øêîëè;

óï. 2 � ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ çàëåæíî âiä êiëüêîñòi ó÷íiâ, ùî íà-
â÷àþòüñÿ â øêîëi;

óï. 3 � ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ çàëåæíî âiä êiëüêîñòi âèïóñêíèêiâ-
ìåäàëiñòiâ çà îñòàííi 5 ðîêiâ.
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Äëÿ êîæíîãî òàêîãî âïîðÿäêóâàííÿ iñíó¹ 10 ìîæëèâèõ ñèñòåìà-
òè÷íèõ âèáiðîê. Ó òàáë. 7 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ óñïiøíîñòi
â øêîëàõ êîæíî¨ ñèñòåìàòè÷íî¨ âèáiðêè äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ óïî-
ðÿäêóâàíü.

Òàáëèöÿ 7. Ñåðåäíÿ óñïiøíiñòü øêië y äëÿ ñèñòåìàòè÷íèõ
âèáiðîê

Âèáiðêà óï. 1 óï. 2 óï. 3
1 8,826 8,507 8,653
2 8,938 9,006 8,770
3 8,531 9,503 9,036
4 11,821 9,736 8,873
5 11,051 10,149 9,172
6 9,235 9,673 9,504
7 9,592 9,047 9,222
8 8,432 8,538 9,443
9 7,037 8,499 9,639
10 8,411 9,216 9,562

1) Ïiäðàõóâàòè äèñïåðñiþ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ïðè êî-
æíîìó iç òðüîõ óïîðÿäêóâàíü.

2) Íåõàé äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi äëÿ ñåðåäíüî¨ óñïi-
øíîñòi S2 = 1, 392. Îá÷èñëèòè äèñïåðñiþ îöiíêè Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà ïðè ÏÂÂáÏ ç n = 28.

3) Îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íò ìiðè îäíîðiäíîñòi δ, âèçíà÷åíèé ó
ôîðìóëi (4.2), äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ óïîðÿäêóâàíü. ßêèì áó-
äå ìiíiìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ öüîãî êîåôiöi¹íòà?

4.7. Äîâåñòè òâåðäæåííÿ 4.2.

78



Ðîçäië 5
Âiäáið ç ïîâåðíåííÿì

5.1. Îñíîâíi âiäìiííîñòi

Äî öüîãî ÷àñó ïðè âiäáîði åëåìåíòiâ ó âèáiðêó ìè íå äàâàëè æî-
äíîãî øàíñó åëåìåíòó ïîòðàïèòè òóäè áiëüøå îäíîãî ðàçó (òîáòî,
âiäáið áóâ áåç ïîâåðíåííÿ). I öå ëîãi÷íî � ïðè ïîâòîðíîìó âêëþ-
÷åííi åëåìåíòà ìè íå çàëó÷à¹ìî äî âèáiðêè íîâî¨ iíôîðìàöi¨. Àëå
âiäáið ç ïîâåðíåííÿì ìà¹ ïðàâî íà iñíóâàííÿ i äåòàëüíå âèâ÷åííÿ.
Ïåðø çà âñå òîìó, ùî â öüîìó âèïàäêó äåÿêi îöiíêè ìàþòü äóæå
ïðîñòi ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü äîñëiäæóâàòè
äîñèòü ñêëàäíi ïðîöåäóðè âiäáîðó.

Äîñëiäèìî ôóíäàìåíòàëüíi îñîáëèâîñòi äâîõ âiäáîðiâ � áåç òà
ç ïîâåðíåííÿì íà ïðèêëàäi ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó.

Ï ð è ê ë à ä 5.1. Ðîçãëÿíåìî ñõåìó âiäáîðó, ïðè ÿêié âèêîíó¹òüñÿ
m íåçàëåæíèõ âiäáîðiâ åëåìåíòiâ iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîç-
ìiðó N ç îäíàêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè 1/N . Âiäiáðàíèé åëåìåíò
ïîâåðòà¹òüñÿ â ñóêóïíiñòü. Òàêèì ÷èíîì âñi N åëåìåíòiâ áåðóòü
ó÷àñòü ó âiäáîði íà êîæíîìó êðîöi. Òàêèé âiäáið íàçâåìî ïðî-
ñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì ç ïîâåðíåííÿì (àíãë. simple random
sampling with replacement), ñêîðî÷åíî ÏÂÂçÏ.

Ïðè ÏÂÂçÏ êîæåí åëåìåíò ìà¹ äîäàòíó éìîâiðíiñòü áóòè
îáðàíèì ó âèáiðêó áiëüøå íiæ îäèí ðàç. Òîäi éìîâiðíiñòü òîãî,
ùî åëåìåíò áóâ îáðàíèé n ðàçiâ ïðè m ñïðîáàõ äîðiâíþ¹

Cn
m

(
1
N

)n (
1− 1

N

)m−n

.

Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíò íå áóâ îáðàíèé: (1 − 1
N )m, îò-

æå éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíò áóâ îáðàíèé õî÷à á îäèí ðàç,
äîðiâíþ¹

πk = 1−
(

1− 1
N

)m

, k = 1, ..., N.

♦
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Ïðè ðîçãëÿäi âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì ïîòðiáíî óòî÷íèòè, ùî
ñàìå ìè ðîçóìi¹ìî ïiä ñëîâîì ¾âèáiðêà¿. ßêùî ki � åëåìåíò, âi-
äiáðàíèé íà i-ìó êðîöi, òî os = (k1, k2, ..., km) � öå âïîðÿäêîâàíà
âèáiðêà (àíãë. ordered sample). Âîíà íåñå iíôîðìàöiþ ïðî ïîðÿ-
äîê âiäáîðó åëåìåíòiâ, à òàêîæ ïðî ïîâòîðè. Éìîâiðíiñíèé ðîç-
ïîäië óïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì âèáið-
êîâèì äèçàéíîì.

Îñêiëüêè ïðè ïîâòîðíîìó âêëþ÷åííi åëåìåíòà ó âèáiðêó íå
îòðèìó¹òüñÿ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨, òîìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè âè-
áiðêó áåç ïîâòîðåíü òà ïîðÿäêó s =

{
k : k = ki, i = 1,m

}
. Ðîçìið

òàêî¨ âèáiðêè ns ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ïðè÷îìó ns ≤ m ç iìî-
âiðíiñòþ 1.

Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ îöiíêè ìàþòü äóæå ïðîñòi ñòàòèñòè÷íi âëà-
ñòèâîñòi äëÿ âïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê os, ó òîé ÷àñ ÿê äëÿ íåâïî-
ðÿäêîâàíèõ âèáiðîê s äîñëiäæóâàòè öi âëàñòèâîñòi ñêëàäíî. Ïðî-
iëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi ÏÂÂçÏ.

Ï ð è ê ë à ä 5.2. Ïðè ÏÂÂçÏ ç m âèïðîáóâàíü ìîæëèâî óòâîðè-
òè Nm ðiçíèõ, àëå ðiâíîéìîâiðíèõ óïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê ðîçìi-
ðó m. Îòæå,

p(os) =
{

1
Nm , äëÿ âñiõ óïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê os ðîçìiðó m;
0, â iíøîìó âèïàäêó.

Òàêèì ÷èíîì, óïîðÿäêîâàíèé âèáiðêîâèé äèçàéí, ùî âiäïîâiäà¹
ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì � öå ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië íà ìíîæèíi âñiõ ìîæëèâèõ óïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê ðîç-
ìiðó m.

Íà ïðîòèâàãó öüîìó, ðîçïîäië íåóïîðÿäêîâàíî¨ âèáiðêè s, ùî
âèíèêà¹ ïðè òàêîìó âiäáîði ìà¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøèé ðîçïîäië.
Àëå äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ íàì íå ïîòðiáíî çíàòè áåçïî-
ñåðåäíüî âèáiðêîâèé äèçàéí. Äîñòàòíüî ïiäðàõóâàòè éìîâiðíîñòi
âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó

πk = 1−
(

1− 1
N

)m

, k = 1, ..., N,
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òà

πkl = 1− 2
(

1− 1
N

)m

+
(

1− 2
N

)m

, k 6= l = 1, ..., N.

♦

Äëÿ âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì äóæå ïðîñòî ïåðåéòè äî âiäáîðó,
ùî äîïóñêà¹ íåðiâíi éìîâiðíîñòi âiäáîðó åëåìåíòiâ, çáåðiãàþ÷è íå-
çàëåæíiñòü âiäáîðiâ íà êîæíîìó êðîöi.

Íåõàé p1, p2, ..., pN � íàáið íàïåðåä çàäàíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë,
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∑
k∈U

pk = 1. Òîäi ïðîöåäóðà âiäáîðó ïðî-
âîäèòüñÿ òàê, ùî íà ïåðøîìó êðîöi

P{âiäiáðàíèé k-é åëåìåíò} = pk, k = 1, N.

Âiäiáðàíèé òàêèì ÷èíîì åëåìåíò k1 ïîâåðòà¹òüñÿ ó ñóêóïíiñòü.
Òîé ñàìèé íàáið éìîâiðíîñòåé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà êîæíîìó íà-
ñòóïíîìó êðîöi âiäáîðó. Îòæå, éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ôiêñîâàíó
âïîðÿäêîâàíó âèáiðêó (k1, k2, ..., km)

P{(k1, k2, ..., km)} = pk1pk2 ...pkm .

Çâiäñè äîñèòü ïðîñòî îòðèìàòè âèáiðêîâèé äèçàéí äëÿ âïîðÿäêî-
âàíèõ âèáiðîê os. Äëÿ âèáiðîê, ùî íå âðàõîâóþòü ïîâòîðè òà ïî-
ðÿäîê, òàêèé ðîçïîäië ¹ äóæå ñêëàäíèì. Îá÷èñëèìî éìîâiðíiñòü
âêëþ÷åííÿ åëåìåíòà ó âèáiðêó, òîáòî, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëå-
ìåíò ïîòðàïèòü ó âèáiðêó õî÷à á îäèí ðàç:

πk = 1− (1− pk)m.

ßêùî m = 1, òî πk = pk. ßêùî m > 1, à çíà÷åííÿ pk � äîñèòü
ìàëi, òî (1− pk)m ≈ 1−mpk, îòæå, πk ≈ mpk.
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5.2. Îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè ñóìàðíå T =
∑

k∈U yk ìîæíà ñêîðè-
ñòàòèñü îöiíêîþ Ãîðâiöà�Òîìïñîíà. Àëå ïðè m > 1 ïiäðàõóíîê
éìîâiðíîñòåé πk ¹ äîñèòü òðóäîìiñòêîþ ñïðàâîþ. Ìîæíà ïîáóäó-
âàòè äåùî iíøó îöiíêó.

Ðîçãëÿíåìî p-çâàæåíå çíà÷åííÿ k-ãî åëåìåíòà (àíãë.
p-expended value)

yk

pk
.

Òîáòî, íà êîæåí åëåìåíò ¾íàâiøóþòüñÿ¿ âàãè, ùî îáåðíåíî ïðî-
ïîðöiéíi éìîâiðíîñòi éîãî âêëþ÷åííÿ ó âèáiðêó íà êîæíîìó êðîöi,
ùîá êîìïåíñóâàòè òå, ùî íå âñi åëåìåíòè îáñòåæóþòüñÿ. Óñåðå-
äíèâøè öi çíà÷åííÿ, îòðèìà¹ìî íîâó îöiíêó

t̂pwr =
1
m

m∑

i=1

yki

pki

, (5.1)

ùî ìà¹ íàçâó îöiíêè Õàíñåíà�Ãóðâiöà3. Çàóâàæèìî, ùî ïðè
m > 1 πk 6= pk òà ñóìà â (5.1) áåðåòüñÿ ïî âñiõ åëåìåíòàõ, ùî
ïîòðàïèëè ó âïîðÿäêîâàíó âèáiðêó, íåçâàæàþ÷è íà ïîâòîðè.
Òâåðäæåííÿ 5.1. Îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà

t̂pwr =
1
m

m∑

i=1

yki

pki

(5.2)

¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ñóìàðíîãî T òà ìà¹ äèñïåðñiþ

D(t̂pwr) =
1
m

V1, äå V1 =
∑

k∈U

(
yk

pk
− T

)2

pk, (5.3)

ÿêó ìîæíà íåçìiùåíî îöiíèòè

D̂(t̂pwr) =
1
m

V̂1, äå V̂1 =
1

m− 1

m∑

i=1

(
yki

pki
− t̂pwr

)2

. (5.4)

3Ñêîðî÷åííÿ pwr ïîõîäèòü âiä àíãëiéñüêîãî âèðàçó p-expended with
replacement
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè Zi = yk
pk
, ÿêùî k-é åëåìåíò

âèáðàíèé íà i-ìó êðîöi. Òîäi äëÿ êîæíîãî i = 1,m

P

(
Zi =

yk

pk

)
= pk, k = 1, N.

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè Zi, i = 1, N íåçàëåæíi, îäíàêîâî ðîçïîäi-
ëåíi òà

EZi =
∑

k∈U

yk

pk
pk = T ;

DZi = E(Zi − T )2 =
∑

k∈U

(
yk

pk
− T

)2

pk = V1.

Îñêiëüêè t̂pwr = 1
m

m∑
i=1

Zi = Z � öå àðèôìåòè÷íå ñåðåäí¹, òî

E(t̂pwr) =
1
m

m∑

i=1

EZi =
1
m

mT = T ;

D(t̂pwr) =
1

m2

m∑

i=1

DZi =
1

m2
mV1 =

V1

m
.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåçìiùåíîñòi D̂(t̂pwr) äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî
EV̂1 = V1:

V̂1 =
1

m− 1

m∑

i=1

(
yki

pki

− t̂pwr

)2

=
1

m− 1

m∑

i=1

(
Zi − Z

)2 =

=
1

m− 1

m∑

i=1

(
Zi − T − (Z − T )

)2 =

=
1

m− 1

[
m∑

i=1

(Zi − T )2 −m(Z − T )2
]

.
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Òîäi

EV̂1 =
1

m− 1

[
m∑

i=1

E (Zi − T )2 −mE(Z − T )2
]

=

=
1

m− 1

[
m∑

i=1

DZi −mDZ

]
=

1
m− 1

[
mV1 −m

1
m

V1

]
= V1.

Çàóâàæåííÿ 5.1. Àëüòåðíàòèâíîþ îöiíêîþ äëÿ âiäáîðó ç ïîâåð-
íåííÿì ¹ îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà. Äëÿ m ≥ 2

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
6= t̂pwr.

ßêà ç íèõ êðàùà? Ïðîñòî¨ âiäïîâiäi íà öå çàïèòàííÿ íåìà¹. Âîíè
îáèäâi íåçìiùåíi, à äèñïåðñiÿ öèõ îöiíîê çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî-
ãî íàáîðó çíà÷åíü yk.

5.3. Îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà ïðè ïðîñòîìó âèïàä-
êîâîìó âiäáîði ç ïîâåðíåííÿì

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð îñíîâíi ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó, êîëè
áóäü-ÿêà âïîðÿäêîâàíà âèáiðêà os = (k1, k2, . . . , km) ìà¹ îäíàêîâó
éìîâiðíiñòü áóòè îáðàíîþ.

Òâåðäæåííÿ 5.2. Ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði ç ïîâåð-
íåííÿì îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà äëÿ ñóìàðíîãî T ìà¹ âèãëÿä

t̂pwr = N · yos,

äå yos = 1
m

m∑
i=1

yki � ñåðåäí¹ âïîðÿäêîâàíî¨ âèáiðêè.
Äèñïåðñiÿ òà ¨¨ îöiíêà ïðè öüîìó ìàþòü âèãëÿä:

DÏÂÂçÏ
(
t̂pwr

)
= N (N − 1)

S2

m
;
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D̂ÏÂÂçÏ
(
t̂pwr

)
= N2 Ŝ2

os

m
,

äå S2 � äèñïåðñiÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi,
Ŝ2

os = 1
m−1

m∑
i=1

(yki
− yos)

2 � äèñïåðñiÿ âïîðÿäêîâàíî¨ âèáiðêè.

Äîâåäåííÿ. Ïðè ÏÂÂçÏ pk = 1
N . Òîäi âåëè÷èíè V1 òà V̂1 ó ôîð-

ìóëàõ (5.3) òà (5.4) íàáóâàþòü âèãëÿäó

V1 =
∑

k∈U

(
yk

pk
− T

)2

pk =
1
N

∑

k∈U

(
Nyk −NY

)2 =

= N
∑

k∈U

(
yk − Y

)2 = N (N − 1) S2;

V̂1 =
1

m− 1

m∑

i=1

(Nyki −Nyos)
2 = N2Ŝ2

os.

Çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ.

Ïîðiâíÿ¹ìî ìåòîäè ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó ç òà áåç ïî-
âåðíåííÿ. Íåõàé ðîçìið âèáiðêè n ïðè âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ äî-
ðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ m ó âïîðÿäêîâàíié âèáiðöi os. Òîäi

DÏÂÂçÏ
(
t̂pwr

)

DÏÂÂáÏ
(
t̂π

) =
N (N − 1) S2

n

N2 (1− f) S2

n

=

=
N − 1

N (1− f)
=

1− 1
N

1− f
≈ 1

1− f
.

ßêùî ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi N äîñèòü âåëèêèé, à ÷àñ-
òêà âiäáîðó f = n

N äîñèòü ìàëà, òî öi äâi âèáiðêîâi ñòðàòåãi¨ ìàþòü
ìàéæå îäíàêîâó åôåêòèâíiñòü. ßêùî æ f äîñèòü çíà÷íå, òî ïðè
âiäáîði ç ïîâåðíåííÿì åôåêòèâíiñòü âòðà÷à¹òüñÿ. Íàïðèêëàä, ïðè
f = 0, 5 äèñïåðñiÿ ïðè ÏÂÂçÏ óäâi÷i áiëüøà, íiæ ïðè ÏÂÂáÏ.

Ï ð è ê ë à ä 5.3. Ðîçãëÿíåìî ñóêóïíiñòü iç ïðèêëàäó 2.1 òà çàñòî-
ñó¹ìî ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið ç ïîâåðíåííÿì. Ó öüîìó âèïàäêó
îòðèìà¹ìî âæå 6× 6 = 36 ìîæëèâèõ óïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê.
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Òàáë. 8 ñêëàäåíà òàêèì ÷èíîì, ùî âèáiðêè 1�15 òà 16�30 ñêëà-
äàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ ñàìèõ åëåìåíòiâ, àëå âïîðÿäêóâàííÿ ó íèõ
ðiçíå. Ìè ðîçðiçíÿ¹ìî öi âèáiðêè, àëå ïî ñóòi âîíè iäåíòè÷íi. Íî-
âèìè ¹ âèáiðêè 31�36. Âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâèõ åëåìåíòiâ.

Òàáëèöÿ 8. 36 ìîæëèâèõ âèáiðîê ç ïîâåðíåííÿì ðîçìiðó 2 iç
ñóêóïíîñòi ðîçìiðó 6

Âèáiðêà 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Çíà÷åí- 2 2 2 2 2 6 6 6 6 8 8 8

íÿ 6 8 10 10 12 8 10 10 12 10 10 12
Âèáiðêà 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Çíà÷åí- 10 10 10 6 8 10 10 12 8 10 10 12

íÿ 10 12 12 2 2 2 2 2 6 6 6 6
Âèáiðêà 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
Çíà÷åí- 10 10 12 10 12 12 2 6 8 10 10 12

íÿ 8 8 8 10 10 10 2 6 8 10 10 12

Äîñëiäèìî, ÿêèé âèãëÿä ìàòèìå âèáiðêîâèé ðîçïîäië îöiíêè
ñåðåäíüîãî ïðè òàêîìó âèáiðêîâîìó äèçàéíi (òàáë. 9). Äëÿ öüîãî
ñêîðèñòà¹ìîñÿ îöiíêîþ Õàíñåíà�Ãóðâiöà:

ŷpwr =
1
N

t̂pwr =
1
N

1
m

m∑

i=1

yk

1/N
=

1
m

m∑

i=1

yk = yos.

Òàáëèöÿ 9. Âèáiðêîâèé ðîçïîäië ŷpwr

ŷpwr 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P 1/36 2/36 2/36 5/36 4/36 5/36 6/36 6/36 4/36 1/36

Óñåðåäíèâøè, îòðèìà¹ìî äiéñíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà Y = 8 â
ñèëó íåçìiùåíîñòi îöiíêè Õàíñåíà�Ãóðâiöà. Àëå, ÿê âèäíî ç ðîç-
ïîäiëó öi¹¨ îöiíêè, ðîçêèä ìîæëèâèõ çíà÷åíü ïîðiâíÿíî ç âiäáî-
ðîì áåç ïîâåðíåííÿ áóäå áiëüøèì. Çîêðåìà, çáiëüøèòüñÿ êiëüêiñòü
¾ïîãàíèõ¿ âèáiðîê. À òàêîæ öå âiäîáðàçèòüñÿ íà çíà÷åííi äèñïåð-
ñi¨ îöiíêè. Ó öüîìó âèïàäêó D(ŷpwr) = 16

5 ≈ 5,3, â òîé ÷àñ ÿê ïðè
âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ D(ŷπ) = 64

15 ≈ 4,3. ♦
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Îòæå, âñå íàâåäåíå âèùå ãîâîðèòü íå íà êîðèñòü òàêîãî âiäáî-
ðó. ×îìó æ âèâ÷åííÿ âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì âñå æ òàêè ¹ âàæëè-
âèì?

Ïî-ïåðøå, ðiçíèöÿ â òî÷íîñòi îöiíîê ïðè âiäáîði ç òà áåç ïî-
âåðíåííÿ ïðè âåëèêèõ ðîçìiðàõ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà âèáiðêè
íå íàñòiëüêè ñóòò¹âà. À ñïðîùåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ âèêëàäîê äëÿ
âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì ¹ äîñèòü âåëèêîþ ïåðåâàãîþ, âðàõîâóþ÷è
òîé ôàêò, ùî çàçâè÷àé äëÿ âåëèêèõ ñóêóïíîñòåé çàñòîñîâóþòüñÿ
ñêëàäíi ìåòîäè îöiíþâàííÿ.

Ïî-äðóãå, ïðè ðîáîòi ç ìàëèìè ñóêóïíîñòÿìè âèíèêàþòü ïðî-
áëåìè ç ïîáóäîâîþ äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ. Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òå-
îðåìà, ùî çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ öüîãî, íå ìîæå áóòè
çàñòîñîâàíà îñêiëüêè âîíà çàäà¹ ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ïðè äîñèòü
âåëèêîìó ðîçìiði âèáiðêè n. Ïðè âiäáîði ç ïîâåðíåííÿì ìè ìîæå-
ìî îòðèìàòè âèáiðêè áóäü-ÿêîãî ðîçìiðó, â òîé ÷àñ ÿê ïðè âiäáîði
áåç ïîâåðíåííÿ ðîçìið âèáiðêè íå ìîæå áóòè áiëüøèì çà ðîçìið
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. I âçàãàëi, ïðè âiäáîði ç ïîâåðíåííÿì íåìà¹
íiÿêî¨ ðiçíèöi ìiæ, íàïðèêëàä, ñóêóïíîñòÿìè

U1 = {0, 1, 1}, U2 = {0, 0, 1, 1, 1, 1} òà U3 = {0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1}.

À îòæå, ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî ñóêóïíîñòåé íåñêií÷åííîãî ðîçìi-
ðó. I â öüîìó âèïàäêó âiäáið ç ïîâåðíåííÿì áóäå åêâiâàëåíòíèé
âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ iç ñóêóïíîñòi íåñêií÷åííîãî ðîçìiðó.

5.4. Âiäáið, p-ïðîïîðöiéíèé äî ðîçìiðó

Ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði ç ïîâåðíåííÿì êîæåí åëå-
ìåíò ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ìà¹ îäíàêîâó éìîâiðíiñòü ïîòðàïèòè
ó âïîðÿäêîâàíó âèáiðêó íà êîæíîìó êðîöi âiäáîðó. Àëå îöiíêà
Õàíñåíà�Ãóðâiöà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà i òîäi, êîëè åëåìåíòè ìà-
þòü ðiçíi éìîâiðíîñòi pk áóòè âiäiáðàíèìè ó âèáiðêó. Òîäi ïîñòà¹
ïèòàííÿ ñòîñîâíî òîãî, ÿêèì ÷èíîì êðàùå âèáðàòè öi éìîâiðíî-
ñòi, äëÿ òîãî ùîá åôåêòèâíiñòü (òî÷íiñòü) îöiíêè Õàíñåíà�Ãóðâiöà
áóëà íàéâèùîþ.
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D(t̂pwr) = 0, ÿêùî yk = cpk äëÿ âñiõ k = 1, ..., N , äå c � äåÿêà
êîíñòàíòà. Òîáòî, íàéòî÷íiøîþ áóäå îöiíêà t̂pwr, êîëè pk ïðîïîð-
öiéíi yk.

Îñêiëüêè yk íå âiäîìi äî îáñòåæåííÿ, òîìó íà ïðàêòèöi pk âè-
áèðàþòü òàê, ùîá âîíè áóëè ïðèáëèçíî ïðîïîðöiéíi yk. Oöiíêà
Õàíñåíà�Ãóðâiöà t̂pwr ìà¹ ñâî¨ ïåðåâàãè â òîìó âèïàäêó, êîëè âi-
äîìi çíà÷åííÿ äåÿêî¨ äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ x: x1, x2, ..., xN òàêi, ùî
yk
xk
≈ const. Òîäi éìîâiðíîñòi pk âèáèðàþòüñÿ òàê, ùîá pk = cxk.

Îñêiëüêè

1 =
∑

k∈U

pk = c
∑

k∈U

xk, òî c =
1∑

k∈U

xk
.

Îòæå,
pk =

xk∑
i∈U

xi
, k ∈ U. (5.5)

Éìîâiðíîñòi pk, âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (5.5), íàçèâàþòüñÿ
éìîâiðíîñòÿìè, ïðîïîðöiéíèìè äî ðîçìiðó (àíãë. probability
proportional-to-size), îñêiëüêè íàé÷àñòiøå õàðàêòåðèñòèêà x ¹
äåÿêîþ ìiðîþ ðîçìiðó k-ãî åëåìåíòà.

Ó âèïàäêó, êîëè äëÿ îöiíêè Õàíñåíà�Ãóðâiöà âèêîðèñòîâó-
þòü éìîâiðíîñòi (5.5), òàêèé âiäáið íàçèâà¹òüñÿ p-ïðîïîðöiéíèì
äî ðîçìiðó (àíãë. p-proportional-to-size sampling, àáî ñêîðî-
÷åíî pps).

Ï ð è ê ë à ä 5.4.

1) Ïðè îáñòåæåííi äîõîäiâ ïiäïðè¹ìñòâ (y) äîïîìiæíîþ ìiðîþ
ðîçìiðó x ìîæóòü áóòè çàãàëüíi àêòèâè àáî êiëüêiñòü ïðà-
öiâíèêiâ íà ïiäïðè¹ìñòâi;

2) ïðè îáñòåæåííi âðîæàþ (y), x � öå ïëîùà çåìåëü, ùî îáðî-
áëÿþòüñÿ;

3) îáîðîò ìàãàçèíiâ (y) çàëåæèòü âiä òîðãîâî¨ ïëîùi ìàãàçèíó
x, i ò. ä. ♦

88



Òâåðäæåííÿ 5.3. Ïðè çàñòîñóâàííi âiäáîðó, p-ïðîïîðöiéíîãî äî
ðîçìiðó, îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà äëÿ ñóìàðíîãî T áóäå ìàòè âè-
ãëÿä

t̂pwr =

∑
j∈U xj

m

m∑

i=1

yki

xki

Çàóâàæåííÿ 5.2. Çâåðòà¹ìî óâàãó ÷èòà÷à íà òå, ùî ïðè âèêîðè-
ñòàííi îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà òà âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ éìî-
âiðíîñòi âêëþ÷åííÿ πk òåæ ìîæíà âèáðàòè ïðîïîðöiéíèìè äîïî-
ìiæíié çìiííié x. Òàêèé âiäáið íàçèâà¹òüñÿ π-ïðîïîðöiéíèì äî
ðîçìiðó (àíãë. π-proportional-to-size sampling, àáî ñêîðî÷å-
íî πps).

Íàñòóïíå ïèòàííÿ, ùî âèíèêà¹ ïðè âèêîðèñòàííi ðiçíèõ éìî-
âiðíîñòåé äëÿ âiäáîðó: çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ñõåìè âiäáîðó ìîæíà
îòðèìàòè âèáiðêó åëåìåíòiâ, ùî ïîòðàïëÿþòü ó íå¨ iç çàäàíèìè
éìîâiðíîñòÿìè pk? Íàâåäåìî äâà ìåòîäè, ùî âiäïîâiäàþòü öié âè-
ìîçi � ìåòîä íàêîïè÷åíèõ ñóì òà ìåòîä Ëàõiði.

Ìåòîä íàêîïè÷åíèõ ñóì. Íåõàé T0 = 0, Tk = Tk−1 + xk,
k = 1, 2, ..., N . Ãåíåðó¹ìî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå íà [0,1] âèïàä-
êîâå ÷èñëî ε. ßêùî Tk−1 < εTN ≤ Tk, òî åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹
ó âèáiðêó os i ïîâåðòà¹òüñÿ â ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü. Ïðîöåäóðà
ïîâòîðþ¹òüñÿ m ðàçiâ. Ïðè öüîìó éìîâiðíiñòü òîãî, ùî åëåìåíò k

ïîòðàïèòü ó âèáiðêó ïðè îäíîìó âèïðîáóâàííi, òàêà:

pk = P{Tk−1 < εTN ≤ Tk} =
Tk − Tk−1

TN
=

xk∑
i∈U

xi
.

Ï ð è ê ë à ä 5.5. Íåõàé ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿ-
òè åëåìåíòiâ, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ âiäîìå çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨
çìiííî¨ x. Ïiäðàõó¹ìî íàêîïè÷åíi ñóìè òà âiäïîâiäíi iíòåðâà-
ëè (òàáë. 10).
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Òàáëèöÿ 10. Çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ xk, íàêîïè÷åíi ñóìè
Tk òà âiäïîâiäíi iíòåðâàëè

k xk Tk Iíòåðâàë
1 5 5 [0 ; 5]
2 7 12 (5 ; 12]
3 10 22 (12 ; 22]
4 3 25 (23 ; 25]
5 9 34 (26 ; 34]

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè ïåðøîìó âèïðîáóâàííi ìè îòðèìàëè âè-
ïàäêîâå ÷èñëî ε1 = 0, 214. Òîäi çíà÷åííÿ ε1T5 = 0, 214 · 34 = 7, 274
ïîòðàïëÿ¹ â iíòåðâàë, ùî âiäïîâiäà¹ åëåìåíòó 2. Îòæå, íà ïåð-
øîìó êðîöi åëåìåíò 2 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, i òàê äàëi, ïîêè íå
îòðèìà¹ìî íåîáõiäíó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó âèáiðöi. ♦

ßêùî N ¹ äîñèòü âåëèêèì, òî çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó âiäáî-
ðó áåç âèêîðèñòàííÿ êîìï'þòåðà ìîæå áóòè äîñèòü òðóäîìiñòêèì.
Ó öüîìó âèïàäêó ïåðåâàãó íàé÷àñòiøå âiääàþòü ìåòîäó, çàïðîïî-
íîâàíîìó Ëàõiði.

Ìåòîä Ëàõiði. Íåõàé ÷èñëî M òàêå, ùî M ≥ max (x1, x2, ..., xN ).
Âiäáið îäíîãî åëåìåíòà ïðîâîäèòüñÿ ó äâà êðîêè.

Êðîê 1. Ãåíåðó¹ìî âèïàäêîâå ÷èñëî j âiä 1 äî N ;
Êðîê 2. Ãåíåðó¹ìî âèïàäêîâå ÷èñëî R âiä 1 äî M .
ßêùî R ≤ xj , òî j-é åëåìåíò ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó. ßêùî æ

R > xj , òî êðîêè 1 i 2 ïîâòîðþþòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Âèïðîáóâàííÿ ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó Ëàõiði
áóäåìî íàçèâàòè åôåêòèâíèì, ÿêùî ïðè öüîìó ó âèáiðêó ïîòðà-
ïëÿ¹ îäèí åëåìåíò.

Òåîðåìà 5.1. Éìîâiðíiñòü âèáðàòè k-é åëåìåíò ïðè ïåðøîìó
åôåêòèâíîìó âèïðîáóâàííi çà ìåòîäîì Ëàõiði òàêà:

pk =
xk∑

i∈U

xi
.
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Äîâåäåííÿ. Âèïðîáóâàííÿ ñòà¹ íååôåêòèâíèì, ÿêùî íà ïåðøîìó
êðîöi ìè îòðèìó¹ìî åëåìåíò k, à íà äðóãîìó êðîöi � R > xk. Òîäi
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïðîáóâàííÿ áóäå íååôåêòèâíèì:

λ =
N∑

k=1

1
N

(
M − xk

M

)
= 1− X̄

M
,

äå X̄ = 1
N

∑
i∈U

xi � ñåðåäí¹ ïî çìiííié x. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî éìî-
âiðíiñòü âèáîðó k-ãî åëåìåíòà ïðè ïåðøîìó åôåêòèâíîìó âèïðî-
áóâàííi

xk

NM
+

xk

NM
λ +

xk

NM
λ2 + ... =

xk

NM
(1− λ)−1 =

=
xk

NM

(
1− 1 +

X̄

M

)−1

=
xk∑

i∈U

xi
.

Öþ ïðîöåäóðó ïîâòîðþþòü äîòè, ïîêè ó âèáiðöi íå áóäå m åëå-
ìåíòiâ. Ïðè êîæíîìó åôåêòèâíîìó âèïðîáóâàííi âèáðàíèé åëå-
ìåíò ïîâåðòà¹òüñÿ â ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, îñêiëüêè ìè ïðîâîäè-
ìî âiäáið ç ïîâåðíåííÿì.

5.5. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
5.1. ×èì âiäðiçíÿ¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèé âèáiðêîâèé äèçàéí âiä ïðî-
ñòî âèáiðêîâîãî äèçàéíó?
5.2.ßêîãî âèãëÿäó íàáóâà¹ îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ïðè ÏÂÂçÏ?
5.3. ×è ìîæå îöiíêà Õàíñåíà�Ãóðâiöà áóòè âèêîðèñòàíîþ ïðè âiä-
áîði ç ïîâåðíåííÿì?
5.4. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó ç ïîâåðíå-
ííÿì ç m âiäáîðàìè ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N . Äîâåñòè,
ùî P{k ∈ os} = m

N + O
(

m2

N2

)
. Ïðîàíàëiçóâàòè âèïàäîê, êîëè N

íàáóâà¹ âåëèêèõ çíà÷åíü.
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5.5. Íåõàé ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü ñêëàäà¹òüñÿ ç N åëåìåíòiâ. Åëå-
ìåíòè ïîòðàïëÿþòü ó âèáiðêó çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî
âiäáîðó ç ïîâåðíåííÿì ç m = 3 åëåìåíòàìè â óïîðÿäêîâàíié âè-
áiðöi os.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ r(·), ÿêà âèëó÷à¹ ç óïîðÿäêîâàíî¨ âèáiðêè
iíôîðìàöiþ ïðî ïîðÿäîê i ïîâòîðè. Íàïðèêëàä:

r({2, 2, 3}) = {2, 3}, r({3, 2, 3}) = {2, 3}, r({3, 3, 3}) = {3}.
Ïiñëÿ äi¨ ôóíêöi¹þ r íà âïîðÿäêîâàíó âèáiðêó os ìè îòðèìó¹ìî
íåâïîðÿäêîâàíó âèáiðêó áåç ïîâòîðiâ � s.

1) Ïiäðàõóâàòè éìîâiðíiñòü Ri, òîãî, ùî âèáiðêà os áóäå ìiñòè-
òè i ðiçíèõ åëåìåíòiâ, i = 1, 2, 3.

2) Äîâåñòè, ùî óìîâíèé âèáiðêîâèé äèçàéí âèáiðîê s çà óìîâè
ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó âèáiðêè ns � öå ÏÂÂáÏ.

3) Âèïèñàòè âèáiðêîâèé äèçàéí äëÿ s.

4) Ðîçãëÿíóòè äâi îöiíêè äëÿ ñåðåäíüîãî: ypwr = 1
3

∑
k∈os yk �

ñåðåäí¹ ç ïîâòîðàìè; yπ = 1
ns

∑
k∈s yk � ñåðåäí¹ ïî ðiçíèõ

åëåìåíòàõ iç âèáiðêè. Ïîðàõóâàòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
òà äèñïåðñiþ öèõ îöiíîê. ßêèé âèñíîâîê ìîæíà çðîáèòè?

5.6. Ïðè ÏÂÂçÏ äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî T ìîæíà ñêîðèñòà-
òèñü äâîìà íåçìiùåíèìè îöiíêàìè

t̂1 =
N

m

m∑

i=1

yki òà t̂2 =
∑

k∈s yk

1− (
1− 1

N

)m .

Äëÿ öèõ îöiíîê íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ âñiõ âåêòîðiâ
y = (y1, y2, ..., yN ) ∈ RN äèñïåðñiÿ îäíi¹¨ îöiíêè ìåíøà (÷è áiëü-
øà), íiæ äèñïåðñiÿ iíøî¨. Íàâåñòè ïðèêëàäè òàêèõ âåêòîðiâ y′ òà
y′′ ç RN , ùî

1) DÏÂÂçÏ(t̂1) < DÏÂÂçÏ(t̂2) äëÿ y′;

2) DÏÂÂçÏ(t̂1) > DÏÂÂçÏ(t̂2) äëÿ y′′.
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Ðîçäië 6
Ìåòîäè íåðiâíîéìîâiðíiñíîãî âiäáîðó áåç
ïîâåðíåííÿ

Âiäáið Áåðíóëëi, ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið ç òà áåç ïîâåð-
íåííÿ, ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið � âñi öi ìåòîäè âiäáîðó âèêîðèñòîâó-
þòü îäíàêîâi éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó πk = const,
k ∈ U . Öå çóìîâëþ¹ äóæå ïðîñòèé âèãëÿä îöiíîê. Àëå öÿ âëàñòè-
âiñòü ¹ äàëåêî íå îáîâ'ÿçêîâîþ óìîâîþ äëÿ âiäáîðó. Íàâïàêè, íà
ïðàêòèöi ÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè âiäáîðó ç íåîäíàêî-
âèìè éìîâiðíîñòÿìè, îñêiëüêè ñàìå âîíè ¹ áiëüø åôåêòèâíèìè.

Ïðè ðîçãëÿäi âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ òà ïîáóäîâi îöiíêè
Õàíñåíà�Ãóðâiöà (äèâ. ðîçäië 5.4.) ìè âæå çóñòði÷àëèñü iç âèïàä-
êîì, êîëè éìîâiðíîñòi pk ïîòðàïëÿííÿ åëåìåíòiâ ó âèáiðêó áó-
ëè ðiçíèìè. Ïðè îïòèìàëüíîìó âèáîði öèõ éìîâiðíîñòåé ìîæíà
îòðèìàòè îöiíêó ç íàáàãàòî ìåíøîþ äèñïåðñi¹þ, íiæ ïðè âiäáîði
ç îäíàêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ìåòîäè íåðiâíîéìîâiðíiñíîãî âiä-
áîðó, çà ÿêèõ åëåìåíòè íå ìàþòü æîäíîãî øàíñó ïîòðàïèòè ó
âèáiðêó áiëüøå îäíîãî ðàçó, à ñàìå: âiäáið Ïóàññîíà òà âiäáið, π-
ïðîïîðöiéíèé äî ðîçìiðó. Äëÿ îöiíþâàííÿ âiäïîâiäíèõ ïàðàìåòðiâ
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îöiíêó Ãîðâiöà�Òîìïñîíà.

6.1. Âiäáið Ïóàññîíà

Öåé ìåòîä âiäáîðó ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäáîðó Áåðíóëëi. Éîãî
ìîæíà îòðèìàòè òàêèì ÷èíîì: êîæíîìó åëåìåíòó k ∈ U ñòàâèòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî πk, 0 ≤ πk ≤ 1, ùî âèçíà÷åíå íàïåðåä; ïðè
ïîêðîêîâîìó ïåðåáîði êîæíîãî åëåìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ πk òà íå ïîòðàïëÿ¹
ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ 1− πk. Òîáòî,

∀k P{Ik = 1} = πk, P{Ik = 0} = 1− πk.
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Òîäi âèáiðêîâèé äèçàéí âiäáîðó Ïóàññîíà (ÂÏ) ìà¹ âèãëÿä

p(s) =
∏

k∈s

πk

∏

k∈U\s
(1− πk), s ∈ F,

äå F � ìíîæèíà âñiõ 2N ïiäìíîæèí ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U .
Îñêiëüêè âèïðîáóâàííÿ íåçàëåæíi, òî πkl = πkπl äëÿ âñiõ k, l ∈ U .

Ïðè çàäàíèõ íàïåðåä éìîâiðíîñòÿõ π1, ..., πN âiäáið Ïóàññî-
íà ðåàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ òàêî¨ ñõåìè ïîñëiäîâíîãî âiäáîðó:
ãåíåðó¹òüñÿ N íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ íà [0, 1] âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí ε1, ..., εN , ùî ñòàâëÿòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó
åëåìåíòó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. ßêùî εk < πk, òî åëåìåíò k

âêëþ÷à¹òüñÿ ó âèáiðêó. ßêùî æ εk ≥ πk, òî åëåìåíò k ó âèáiðêó
íå ïîòðàïëÿ¹.

Ïðè âiäáîði Ïóàññîíà, ÿê i ïðè âiäáîði Áåðíóëëi, ðîçìið âèáið-
êè ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Ïðè öüîìó

Ens =
∑

k∈U

πk,

Dns =
∑

k∈U

πk(1− πk).

Òâåðäæåííÿ 6.1. Ïðè âiäáîði Ïóàññîíà îöiíêà Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà äëÿ ñóìàðíîãî T ìà¹ âèãëÿä

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk

ç äèñïåðñi¹þ

DÂÏ(t̂π) =
∑

k∈U

πk(1− πk)
(

yk

πk

)2

=
∑

k∈U

(
1
πk

− 1
)

y2
k.

Íåçìiùåííîþ îöiíêîþ öi¹¨ äèñïåðñi¨ ¹ ñòàòèñòèêà

D̂ÂÏ(t̂π) =
∑

k∈s

πk(1− πk)
πk

(
yk

πk

)2

=
∑

k∈s

1− πk

π2
k

y2
k.
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Çàóâàæèìî, ùî âiäáið Áåðíóëëi ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèé, ÿêùî
çàôiêñóâàòè ñåðåäíié ðîçìið âèáiðêè Ens = n ó ïðèïóùåííi, ùî
ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi N âiäîìèé.

Ïðè âiäáîði Ïóàññîíà öüîãî çàìàëî: ïðè ôiêñîâàíîìó ñåðå-
äíüîìó ðîçìiði âèáiðêè Ens = n iñíó¹ áåçëi÷ âàðiàíòiâ âèáîðó
πk. ßêèé æå íàáið iìîâiðíîñòåé π1, ...,πN áóäå íàéêðàùèì?

Äëÿ âèçíà÷åííÿ öüîãî ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìiçàöi¨
DÂÏ(t̂π) → min ïðè ôiêñîâàíîìó ñåðåäíüîìó ðîçìiði âèáiðêè

Ens = n =
∑

k∈U

πk.

Öå åêâiâàëåíòíî òàêié çàäà÷i:
(∑

k∈U

y2
k

πk

)(∑

k∈U

πk

)
→ min.

Iç íåðiâíîñòi Êîøi ìà¹ìî
(∑

k∈U

y2
k

πk

)(∑

k∈U

πk

)
≥

(∑

k∈U

yk

)2

.

Çíàê ¾=¿ äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè
yk
πk

= λ = const. ßêùî õàðàêòåðèñòèêà y íàáóâà¹ ëèøå äî-
äàòíèõ çíà÷åíü, òî πk = yk

λ
. Îòæå, ç ðiâíîñòåé

n =
∑

k∈U

πk =
1
λ

∑

k∈U

yk, λ =
1
n

∑

k∈U

yk

âèïëèâà¹, ùî
πk =

yk
1
n

∑
l∈U yl

,

â ïðèïóùåííi, ùî

yk ≤ 1
n

∑

l∈U

yl ∀k ∈ U.

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ yk íåâiäîìi äëÿ âñiõ k, òî öåé ðåçóëüòàò
ìà¹ â îñíîâíîìó òåîðåòè÷íó öiííiñòü. Òèì íå ìåíø, ÿêùî âiäîìà
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äåÿêà äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ (õàðàêòåðèñòèêà x), ùî äîñèòü äîáðå
êîðåëþ¹ ç y, òî πk ìîæíà âèáðàòè ïðîïîðöiéíî äî çìiííî¨ x:

πk =
xk

1
n

∑
l∈U xl

, k ∈ U, (6.1)

ïðèïóñêàþ÷è, ùî
xk ≤ 1

n

∑

l∈U

xl,

â iíøîìó âèïàäêó πk = 1.
ßêùî xk

yk
≈ const, òî îöiíêà t̂π áóäå ìàòè ïðèáëèçíî ìiíiìàëüíó

äèñïåðñiþ.
Éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ, âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (6.1), ¹ éìî-

âiðíîñòÿìè, ïðîïîðöiéíèìè äî ðîçìiðó (àíãë. probability
proportional-to-size), .

Îñíîâíèì íåäîëiêîì âiäáîðó Ïóàññîíà, ÿê i âiäáîðó Áåðíóëëi,
¹ çìiííèé ðîçìið âèáiðêè. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ìîæëèâî çíàéòè
éìîâiðíîñòi πk îïòèìàëüíèì ÷èíîì, òî

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
=

∑

k∈s

yk

yk/
1
n

∑
l∈U yl

=
ns

n

∑

l∈U

yl =
ns

n
T.

Çâiäñè âèäíî, ùî âàðiàöiÿ îöiíêè t̂π áóäå âèíèêàòè â ðåçóëüòàòi
âàðiàöi¨ ðîçìiðó âèáiðêè.

Öå íàøòîâõó¹ íà äóìêó, ùî îöiíêà t̂π ç âèáðàíèìè òàêèì ÷èíîì
éìîâiðíîñòÿìè áóäå ñåáå äîáðå ïîâîäèòè, ïðè âiäáîðàõ iç ôiêñî-
âàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè ns.

6.2. Âiäáið, π-ïðîïîðöiéíèé äî ðîçìiðó

Ïðè âiäáîði, π-ïðîïîðöiéíîìó äî ðîçìiðó, éìîâiðíîñòi âêëþ-
÷åííÿ πk âèáèðàþòüñÿ ïðîïîðöiéíî äî äåÿêî¨ äîïîìiæíî¨ çìiííî¨
x, ÿêà íàáóâà¹ äîäàòíèõ çíà÷åíü x1, x2, ..., xN . Çàçâè÷àé çìiííà x

õàðàêòåðèçó¹ ÿêóñü ìiðó ðîçìiðó äëÿ êîæíîãî ç åëåìåíòiâ ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òà êîðåëþ¹ ç õàðàêòåðèñòèêîþ y, ùî âèâ÷à¹-
òüñÿ.
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Ïðè ïîáóäîâi ñõåìè âiäáîðó, π-ïðîïîðöiéíîãî äî ðîçìiðó, ç
ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè, òà âèêîðèñòàííi îöiíêè Ãîðâiöà�
Òîìïñîíà áàæàíî, ùîá âèêîíóâàëèñü òàêi óìîâè:

1) áåçïîñåðåäíié âiäáið áóâ ïîðiâíÿíî ïðîñòîþ ïðîöåäóðîþ;

2) éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó πk áóëè ñòðîãî ïðî-
ïîðöiéíèìè äî xk äëÿ âñiõ k ∈ U ;

3) éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó πkl áóëè äîäàòíèìè
äëÿ âñiõ k 6= l (âèìiðíiñòü äèçàéíó);

4) âñi πkl ìîæíà áóëî á ïiäðàõóâàòè òî÷íî i ùîá öi îá÷èñëåííÿ
áóëè íå íàäòî ñêëàäíèìè;

5) ∆kl = πkl − πkπl < 0 äëÿ âñiõ k 6= l (óìîâà �éòñà�Ãðàíäi�
Ñåíà).

Ó âèïàäêó, êîëè ðîçìið âèáiðêè n = 1, iìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó πk áóäóòü ñïiâïàäàòè ç pk, òîáòî p-ïðîïîðöiéíèé
äî ðîçìiðó âiäáið òà π-ïðîïîðöiéíèé äî ðîçìiðó âiäáið áóäóòü iäåí-
òè÷íèìè. Òîìó ìåòîäè íàêîïè÷åíèõ ñóì òà Ëàõiði ìîæíà âèêî-
ðèñòàòè i äëÿ âiäáîðó, π-ïðîïîðöiéíîãî äî ðîçìiðó.

Äëÿ ðîçìiðó âèáiðêè n = 2 iñíó¹ áåçëi÷ âèáiðêîâèõ ñõåì äëÿ
äëÿ âiäáîðó, π-ïðîïîðöiíîãî äî ðîçìiðó. Äåÿêi ç íèõ äîñèòü ïðîñòi,
äåÿêi ñêëàäíi. Ìè íàâåäåìî ëèøå îäíó, ùî áóëà çàïðîïîíîâàíà
Áðþåðîì. Öå ñõåìà íà îñíîâi æåðåáêóâàííÿ. Íà êîæíîìó êðîöi
éìîâiðíîñòi îòðèìàííÿ åëåìåíòà ó âèáiðêó ïiäáèðàþòüñÿ òàê, ùîá
ó ðåçóëüòàòi äâîõ âèïðîáóâàíü îòðèìóâàëèñü áàæàíi éìîâiðíîñòi
âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó:

πk =
xk

1
2

∑
i∈U xi

.

Äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî ââàæàòè, ùî xk < 1
2

∑
i∈U xi äëÿ âñiõ k.

Ñõåìà Áðþåðà [12]. Ñïî÷àòêó äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ k ïiäðàõîâóþ-
òüñÿ âåëè÷èíè

ck =
xk(TN − xk)

TN (TN − 2xk)
, äå TN =

∑

k∈U

xk.
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Êðîê 1. Åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç iìîâiðíiñòþ

pk =
ck∑
i∈U ci

.

Êðîê 2. Åëåìåíò l ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó çà óìîâè òîãî, ùî íà
ïåðøîìó êðîöi áóâ îáðàíèé åëåìåíò k (áåç ïîâåðíåííÿ), ç iìîâið-
íiñòþ

pl|k =
xl

TN − xk
.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

πk =
2xk

TN
, k ∈ U ;

πkl =
2xkxl(TN − xk − xl)

TN
∑

i∈U ci(TN − 2xk)(TN − 2xl)
, k 6= l.

Äàíà ñõåìà âiäáîðó çàäîâîëüíÿ¹ âñi áàæàíi âëàñòèâîñòi 1)�5).

Ï ð è ê ë à ä 6.1. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü iç ïðèêëà-
äó 5.5 òà ïiäðàõó¹ìî äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ çíà÷åííÿ ck:

k 1 2 3 4 5
xk 5 7 10 3 9
ck 0,178 0,278 0,504 0,098 0,413

Íåõàé ó ðåçóëüòàòi ðåàëiçàöi¨ ñõåìè Áðþåðà ó âèáiðêó ïîòðàïèëè
åëåìåíòè 2 òà 5. Çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y äëÿ öèõ åëåìåíòiâ �
y2 = 4, y5 = 6. Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ
ñóìàðíîãî T òà îöiíêó äèñïåðñi¨ ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî:

π2 =
14
34

; π5 =
18
34

; π25 =
2 · 7 · 9(34− 7− 9)

34 · 1, 471(34− 14)(34− 18)
= 0, 142;

t̂π =
4

14/34
+

6
18/34

= 19, 8;

∆25

π25
= 1− π2π5

π25
= 1−

14
34 · 18

34

0, 142
= −0, 54.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ îöiíêè äèñïåðñi¨ ôîðìó �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà,
îòðèìà¹ìî

D̂(t̂π) = −1
2
· 2(−0, 54)(8, 5− 11, 3)2 = 4, 23.

ßê áà÷èìî, íàâiòü ïðè òàêîìó ìàëîìó ðîçìiði âèáiðêè, ÿê n = 2,
îá÷èñëåííÿ ïðè îöiíþâàííi ¹ äîñèòü òðóäîìiñòêîþ ñïðàâîþ. ♦

Áiëüøiñòü iñíóþ÷èõ ñõåì âiäáîðó, π-ïðîïîðöiíîãî äî ðîçìiðó,
ç iìîâiðíîñòÿìè, ùî ñòðîãî ïðîïîðöiéíi äî xk, ïðè n > 2 ¹ äî-
ñèòü ñêëàäíèìè. Â îñíîâíîìó öå ñõåìè, â ÿêèõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
æåðåáêóâàííÿ, i îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïî-
ðÿäêó äóæå óñêëàäíþ¹òüñÿ ïðè çðîñòàííi ðîçìiðó âèáiðêè.

Íàâåäåìî ñõåìó, çàïðîïîíîâàíó Ñàíòåðîì, ÿêà øèðîêî âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi, àëå â íié âèìîãà ñòðîãî¨ ïðîïîðöiéíîñòi
äî xk ïîñëàáëåíà. Ó öié ñõåìi åëåìåíòàì ç îñíîâíî¨ (âàæëèâiøî¨)
÷àñòèíè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íàäàþòüñÿ éìîâiðíîñòi πk, ùî ¹
ñòðîãî ïðîïîðöiéíèìè äî xk, à âñiì iíøèì åëåìåíòàì � îäíàêîâi
éìîâiðíîñòi.
Ñõåìà Ñàíòåðà [21, 22]. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç N åëåìåíòiâ.

1) Åëåìåíòè ñóêóïíîñòi âïîðÿäêîâóþòüñÿ â ïîðÿäêó ñïàäàííÿ
âiäíîñíî çíà÷åíü çìiííî¨ x. Íåõàé {1, 2, ..., N} � iíäåêñè åëå-
ìåíòiâ, ùî âæå áóëè âïîðÿäêîâàíi òàêèì ÷èíîì.

2) Äëÿ åëåìåíòà k = 1 ãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ ε1 ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíî¨ íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ïiäðàõîâó¹òüñÿ
çíà÷åííÿ π1 = nx1/TN , äå TN =

∑
k∈U xk. ßêùî ε1 < π1, òî

åëåìåíò 1 ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, òà íå ïîòðàïëÿ¹ � â iíøîìó
âèïàäêó.

3) Äëÿ êîæíîãî íàñòóïíîãî åëåìåíòà k = 2, 3, ... íåçà-
ëåæíî ãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ εk ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨
íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ïiäðàõîâó¹òüñÿ çíà÷åííÿ
π
′
k = (n−nk)xk

tk
, äå nk � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ùî ïîòðàïèëè ó

âèáiðêó, ñåðåä ïåðøèõ k−1 åëåìåíòiâ, tk = xk+xk+1+...+xN .
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ßêùî εk < π
′
k, òî åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó, òà íå ïî-

òðàïëÿ¹ � â iíøîìó âèïàäêó.

4) Ïðîöåäóðà âiäáîðó ç ïóíêòiâ 2) òà 3) çàêií÷ó¹òüñÿ, êîëè
nk = n àáî k = k∗, äå k∗ = min{k0, N − n + 1}, k0 � íàé-
ìåíøå ç òèõ k, äëÿ ÿêèõ nxk/tk ≥ 1.

5) ßêùî nk∗ < n, òî â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ïðîöåäóðè âiä-
áîðó ç ïóíêòiâ 2) òà 3) ìè íå îòðèìàëè íåîáõiäíî¨ êiëüêîñòi
åëåìåíòiâ ó âèáiðêó. Òi n − nk∗ åëåìåíòiâ, ùî çàëèøèëîñü
âèáðàòè ç N − k∗ + 1 ïîòðàïëÿþòü ó âèáiðêó çà äîïîìîãîþ
ñõåìè âiäáîðó 1, ùî íàâåäåíà ïóíêòi 2.1. À ñàìå: äëÿ åëåìåí-
òà k ≥ k∗ ãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ εk ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨
íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ïîðiâíþ¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì
π
′′
k = n−nk

N−k+1 . ßêùî εk < π
′′
k , òî åëåìåíò k ïîòðàïëÿ¹ ó âèáið-

êó, òà íå ïîòðàïëÿ¹ � â iíøîìó âèïàäêó.

Ïðîöåäóðà çàâåðøó¹òüñÿ, êîëè nk = n.
Ó ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ ñõåìè âiäáîðó éìîâiðíîñòi

âêëþ÷åííÿ áóäóòü òàêèìè:

πk =

{
nxk
TN

, k = 1, ..., k∗ − 1;
nTk∗

TN (N−k∗+1) , k = k∗, ..., N.

Äëÿ ïiäðàõóíêó éìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ââåäå-
ìî âåëè÷èíè: g1 := 1

t2
, gk = gk−1

tk−xk−1

tk+1
, k = 2, 3, ..., k∗ − 1. Òîäi

πkl =





n(n−1)
TN

xkxlgk, 1 ≤ k < l < k∗;
n(n−1)

TN

tk∗
(N−k∗+1)xkgk, 1 ≤ k < k∗ ≤ l ≤ N ;

n(n−1)
TN

(
tk∗

(N−k∗+1)

)2
(tk∗−xk∗−1)

tk∗− tk∗
(N−k∗+1)

gk∗−1, k∗ ≤ k < l ≤ N.

6.3. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
6.1. ×èì âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiäáið Ïóàññîíà âiä âiäáîðó Áåðíóëëi?
6.2. ×è ¹ íåðiâíîéìîâiðíiñíèé âiäáið áiëüø åôåêòèâíèì, íiæ âiä-
áið ç ðiâíèìè éìîâiðíîñòÿìè? Â ÿêîìó âèïàäêó?
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6.3. ßêó îöiíþþ÷ó ñòàòèñòèêó âèêîðèñòîâóþòü ïðè âiäáîði, p-
ïðîïîðöiéíîìó äî ðîçìiðó, òà ïðè âiäáîði, π-ïðîïîðöiéíîìó äî
ðîçìiðó?
6.4. Çà äîïîìîãîþ âiäáîðó Ïóàññîíà iç ñåðåäíiì ðîçìiðîì âèáiðêè
10 îòðèìàíà âèáiðêà ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ çi
100 åëåìåíòiâ, äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî T õàðàêòåðèñòèêè y.
Éìîâiðíîñòi, ç ÿêèìè åëåìåíòè ïîòðàïëÿëè ó âèáiðêó, âèáèðàëèñü
ïðîïîðöiéíî äî çìiííî¨ x. Òàêèì ÷èíîì áóëî îáðàíî 12 åëåìåíòiâ.
Ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ íàâåäåíî â òàáëèöi:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
xk 54 671 2 27 29 62 4 48 33 446 12 46
yk 5,2 59,8 2,2 2,5 2,9 6,8 3,7 4,2 4,1 38,9 1,1 4,8

Çíàéòè:

1) îöiíêó Ãîðâiöà�Òîìïñîíà äëÿ ñóìàðíîãî T õàðàêòåðèñòèêè
y, ÿêùî

∑
k∈U xk = 8182;

2) íåçìiùåíó îöiíêó äëÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà;

3) îöiíêó êîåôiöi¹íòà âàðiàöi¨ äëÿ t̂π.

6.5. Äëÿ îöiíþâàííÿ ñåðåäíüîãî Y õàðàêòåðèñòèêè y ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi ðîçìiðó 4 çàñòîñîâàíî âiäáið, π-ïðîïîðöiéíèé äî ðîçìi-
ðó. Äëÿ öüîãî áóëî âèáðàíî äâà åëåìåíòè ïðîïîðöiéíî äî çìiííî¨
x çà ñõåìîþ Áðþåðà: y1 = 65, y4 = 22. Âiäîìî, ùî x1 = 67, x2 = 14,
x3 = 45, x4 = 24. Îá÷èñëèòè:

1) íåçìiùåíó îöiíêó äëÿ ñåðåäíüîãî;

2) íåçìiùåíó îöiíêó äëÿ äèñïåðñi¨ öi¹¨ îöiíêè;

3) îöiíêó äëÿ êîåôiöi¹íòà âàðiàöi¨ äëÿ ŷπ: cv(ŷπ) =
√
D̂(ŷπ)

ŷπ

.

6.6. Íåõàé äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç äåñÿòè åëåìåíòiâ, âiäîìi çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨ çìií-
íî¨ x:

10, 2, 8, 6, 2, 10, 1, 1, 6, 4.
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Óòâîðèòè âèáiðêó ç n = 4 åëåìåíòiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó Ñàí-
òåðà. Äëÿ çíàõîäæåíü çíà÷åíü εk ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òàáëèöåþ
âèïàäêîâèõ ÷èñåë, íàâåäåíîþ â äîäàòêó 2. Äëÿ öüîãî ÷èñëà ç öi-
¹¨ òàáëèöi ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê çíàêè ïiñëÿ êîìè ó ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíî¨ íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
6.7. Äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç øåñòè åëåìåíòiâ âiäîìi çíà÷åí-
íÿ äîïîìiæíî¨ õàðàêòåðèñòèêè x:

x1 = 400, x2 = x3 = 15, x4 = 10, x5 = x6 = 5.

1) Îòðèìàòè âèáiðêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ åëåìåíòiâ ç iìî-
âiðíîñòÿìè, π-ïðîïîðöiéíèìè äî x, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä
Ñàíòåðà.
Ïðè âiäáîði ñêîðèñòàòèñÿ òàêèìè çíà÷åííÿìè äëÿ ðiâíîìið-
íî ðîçïîäiëåíî¨ íà [0,1] âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè:

ε1 = 0, 28; ε2 = 0, 37; ε3 = 0, 95; ε4 = 0, 48; ε5 = 0, 83; ε6 = 0, 74.

2) Ïiäðàõóâàòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó π23 òà
π24.

6.8. Ìåòîä Ìiäçóíî [11]. Íåõàé ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
N ≥ 3. Ðîçãëÿíåìî òàêèé ìåòîä âiäáîðó ç íåðiâíèìè éìîâiðíî-
ñòÿìè: ïåðøèé åëåìåíò ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó ç íåðiâíèìè éìîâið-
íîñòÿìè pk (

∑
k∈U pk = 1). Iíøi n − 1 åëåìåíòè ïîòðàïëÿþòü ó

âèáiðêó ç òèõ N − 1, ùî çàëèøèëèñü, çà äîïîìîãîþ ÏÂÂáÏ.

1) Çíàéòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó.

2) Âèðàçèòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ÷åðåç
éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.

3) ×è çàäîâîëüíÿþòü öi éìîâiðíîñòi óìîâó �éòñà�Ãðàíäi�
Ñåíà?
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Ðîçäië 7
Còðàòèôiêîâàíèé âiäáið

7.1. Îçíà÷åííÿ òà çàñòîñóâàííÿ ñòðàòèôiêîâàíîãî
âiäáîðó

Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði (ÑÒÂ) ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü
äiëèòüñÿ íà ïiäñóêóïíîñòi, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Öi ïiäñóêóïíî-
ñòi íàçèâàþòüñÿ ñòðàòàìè (àíãë. stratum) 4. Ïðîöåäóðà ïîäiëó
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íà ñòðàòè íàçèâà¹òüñÿ ñòðàòèôiêàöi¹þ.
Âèáiðêîâi îäèíèöi âñåðåäèíi ñòðàò îäíîðiäíi (ïîäiáíi) çà ïåâíîþ
îçíàêîþ ÷è îçíàêàìè.

Ó êîæíié ñòðàòi ïðîâîäèòüñÿ âiäáið åëåìåíòiâ. Ìåòîä âiäáîðó
åëåìåíòiâ çi ñòðàòè ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì, ïðè÷îìó âií íåîáîâ'ÿç-
êîâî îäíàêîâèé äëÿ âñiõ ñòðàò. Âiäáið ç îäíi¹¨ ñòðàòè íå çàëåæèòü
âiä âiäáîðó ç iíøî¨ ñòðàòè.

Ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü ìîæíà ñòðàòèôiêóâàòè çà áóäü-ÿêîþ
õàðàêòåðèñòèêîþ (çìiííîþ), íàÿâíîþ ó êîæíî¨ îäèíèöi ç âèáið-
êîâî¨ îñíîâè äî ïðîâåäåííÿ âiäáîðó (íàïðèêëàä, âiê, ñòàòü, ðàéîí
ïðîæèâàííÿ, äîõiä òîùî). Çìiííà, çà ÿêîþ ïðîâîäèòüñÿ ñòðàòè-
ôiêàöiÿ, íàçèâà¹òüñÿ ñòðàòèôiêàöiéíîþ. Ñòðàòèôiêàöiéíèõ çìií-
íèõ ìîæå áóòè âiäðàçó êiëüêà, àëå çàçâè÷àé äëÿ ñòðàòèôiêàöi¨ âè-
áèðàþòü îäíó ÷è äâi çìiííi.

×îìó âèíèêà¹ ïîòðåáà âèêîðèñòîâóâàòè ñòðàòèôiêàöiþ? Äëÿ
öüîãî ¹ áàãàòî ïðè÷èí, ãîëîâíîþ ç ÿêèõ ¹ òå, ùî çàâäÿêè ñòðàòè-
ôiêàöi¨ ñòðàòåãiÿ âiäáîðó ñòà¹ áiëüø åôåêòèâíîþ. ×èì áiëüøå çìi-
íþ¹òüñÿ äîñëiäæóâàíà õàðàêòåðèñòèêà âiä îäíi¹¨ âèáiðêîâî¨ îäè-
íèöi äî iíøî¨, òèì áiëüøèé ðîçìið âèáiðêè ïîòðiáåí äëÿ îòðèìà-
ííÿ äîñòàòíüî òî÷íî¨ îöiíêè. Àëå ÿêùî ñòâîðèòè ñòðàòè, âñåðå-
äèíi ÿêèõ çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèêëàä,

4¾Stratum¿ ïåðåêëàäà¹òüñÿ ç àíãëiéñüêî¨ ÿê ¾øàð¿, òîæ iíîäi öåé ìåòîä
âiäáîðó íàçèâàþòü ¾âiäáîðîì ç ðîçøàðóâàííÿì¿. Àëå â íå÷èñëåííié óêðà¨íî-
ìîâíié ëiòåðàòóði ç âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü ÷àñòiøå âæèâàþòüñÿ íàçâè ¾ñòðà-
òà¿ òà ¾ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið¿, òîæ ñàìå öi íàçâè i áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
â öüîìó ïîñiáíèêó.
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äîõîäó) ñõîæi, à äëÿ ðiçíèõ ñòðàò âîíè ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ, òî
ìàëî¨ âèáiðêè ç êîæíî¨ ñòðàòè áóäå öiëêîì äîñòàòíüî äëÿ çíàõî-
äæåííÿ òî÷íî¨ îöiíêè äëÿ ñòðàòè. Êîìáiíóþ÷è îöiíêè, îòðèìàíi
äëÿ ñòðàò, ìàòèìåìî îöiíêó äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ
âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ïðè öüîìó ñóìàðíèé ðîçìið âèáiðêè
ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði áóäå çíà÷íî ìåíøèì, íiæ ðîçìið
ïðîñòî¨ âèïàäêîâî¨ âèáiðêè, ïîòðiáíèé äëÿ òàêî¨ ñàìî¨ òî÷íîñòi
îöiíþâàííÿ.

Íàâåäåìî ùå êiëüêà ïðè÷èí âèêîðèñòàííÿ ñòðàòèôiêîâàíîãî
âiäáîðó:

1) Ïðèïóñòèìî, ùî íåîáõiäíî îòðèìàòè îöiíêè äîñëiäæóâàíî¨
õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ïåâíèõ îáëàñòåé äîñëiäæåííÿ � ïiäñó-
êóïíîñòåé ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, i çàäàíî áàæàíó òî÷íiñòü
öèõ îöiíîê. ßêùî çà âèáiðêîâîþ îñíîâîþ ìîæíà âèçíà÷èòè
íàëåæíiñòü îäèíèöi ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi äî òi¹¨ ÷è iíøî¨
îáëàñòi äîñëiäæåííÿ, òî êîæíó òàêó îáëàñòü ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê îêðåìó ñòðàòó. Äàëi ç êîæíî¨ ñòðàòè ìîæíà âiäiáðà-
òè éìîâiðíiñíó âèáiðêó òàêîãî îáñÿãó, ÿêèé áóäå ãàðàíòóâàòè
çàäàíó òî÷íiñòü îöiíþâàííÿ.

2) Ïðè ïðîâåäåííi âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ ïðàêòè÷íi àñïåêòè,
ÿêi ñòîñóþòüñÿ íåâiäïîâiäåé, ñêëàäíîñòi âèìiðþâàíü òà îáñÿ-
ãó äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨, ìîæóòü çíà÷íî âiäðiçíÿòèñÿ äëÿ
ðiçíèõ ïiäñóêóïíîñòåé ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Íàïðèêëàä,
íå âñi êàòåãîði¨ íàñåëåííÿ îäíàêîâî îõî÷å âiäïîâiäàþòü íà
çàïèòàííÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ ¨õíiõ ïðèáóòêiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî
â äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ äëÿ òîãî, ùîá ïiäâèùèòè åôåêòèâíiñòü
îáñòåæåííÿ, âàðòî äëÿ êîæíî¨ ñòðàòè îêðåìî ïiäáèðàòè ìå-
òîäè âiäáîðó òà îöiíþâàííÿ çãiäíî ç ¨¨ îñîáëèâîñòÿìè.

3) Ìåòà âèáiðêîâîãî îáñòåæåííÿ ìîæå âèìàãàòè ïîäiëó ïåâíî¨
ãåîãðàôi÷íî¨ òåðèòîði¨ íà îêðåìi ðàéîíè (íàïðèêëàä, ïîòði-
áíî îöiíèòè ðiâåíü áåçðîáiòòÿ íå òiëüêè äëÿ Óêðà¨íè â öiëî-
ìó, à é äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi îêðåìî). Àáî ç òî÷êè çîðó ïðà-
êòè÷íîãî âòiëåííÿ îáñòåæåííÿ ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü àäìi-
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íiñòðàòèâíî ðîçáèòà íà ðåãiîíè, â êîæíîìó ç ÿêèõ îáñòåæåí-
íÿ ïðîâîäèòüñÿ ñâî¨ì ïiäðîçäiëîì. Ó òàêèõ âèïàäêàõ öiëêîì
ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè êîæåí ðàéîí ÿê îêðåìó ñòðàòó.

Çàóâàæåííÿ 7.1. Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði ñòðàòà, ïî ñóòi,
ñòà¹ îêðåìîþ ïîïóëÿöi¹þ, à öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ñòðàòè
ïîòðiáíî çíàéòè íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè.
Çàóâàæåííÿ 7.2. Íàéáiëüø êîðèñíîþ ñòðàòèôiêàöiÿ ¹ òîäi, êîëè
ñòðàòèôiêàöiéíà çìiííà, ïî-ïåðøå, òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ìåòîþ äîñëi-
äæåííÿ (òîáòî, ç äîñëiäæóâàíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ) i, ïî-äðóãå, ¨¨
ìîæíà ëåãêî îáñòåæèòè àáî âèìiðÿòè.

Äëÿ òîãî, ùîá ìàêñèìàëüíî âèêîðèñòàòè ïåðåâàãè ñòðàòèôi-
êîâàíîãî âiäáîðó i îòðèìàòè ñòðàòèôiêîâàíó âèáiðêó, ÿêà áóäå
îïòèìàëüíîþ ÿê ç òî÷êè çîðó åôåêòèâíîñòi, òàê i ç òî÷êè çîðó
ïðàêòè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨, ïîòðiáíî âèçíà÷èòèñÿ ùîäî êiëüêîõ òåõíi-
÷íèõ ïèòàíü.

1) Ïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íà ñòðàòè:

• ÿêùî ¹ ìîæëèâiñòü âèáîðó, òî çà ÿêîþ çìiííîþ ñòðàòè-
ôiêóâàòè (íàïðèêëàä, çà âiêîì, ñòàòòþ ÷è ôàõîì)?

• ñêiëüêè ñòðàò ìà¹ áóòè (íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ñòðàòè-
ôiêàöi¨ çà âiêîì � ñêiëüêè ìà¹ áóòè âiêîâèõ ãðóï)?

• ÿê ñàìå ðîçìåæîâóâàòè ñòðàòè (íàïðèêëàä, ÿêùî âiê �
ñòðàòèôiêàöiéíà çìiííà, òî ÿêèìè ïîâèííi áóòè ìåæi
âiêîâèõ ãðóï)?

2) Ìåòîäè âiäáîðó òà îöiíþâàííÿ:

• äëÿ êîæíî¨ ñòðàòè ïîòðiáíî ïiäiáðàòè âèáiðêîâèé äè-
çàéí òà âèçíà÷èòè íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè; ÷àñòî
îäèí i òîé ñàìèé ìåòîä âiäáîðó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ
âñiõ ñòðàò;

• äëÿ êîæíî¨ ñòðàòè ïîòðiáíî âèáðàòè ìåòîä îöiíþâàí-
íÿ; çíîâó æ òàêè, ÷àñòî îäíàêîâèé ìåòîä îöiíþâàííÿ
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ñòðàò.
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Âñi öi ïèòàííÿ âçà¹ìîïîâ'ÿçàíi. Îñòàòî÷íå ðiøåííÿ çàëåæèòü
âiä áàãàòüîõ îáñòàâèí, ó òîìó ÷èñëi é âiä âèìîã ùîäî òî÷íîñòi
îöiíîê äëÿ ðiçíèõ çìiííèõ i îáëàñòåé äîñëiäæåííÿ, âàðòîñòi îá-
ñòåæåííÿ, àäìiíiñòðàòèâíèõ îáìåæåíü òîùî.

7.2. π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ïðè ñòðàòèôiêîâà-
íîìó âiäáîði

Íåõàé ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü U = {1, . . . , k, . . . , N} ïîäi-
ëåíà íà H ñòðàò: U1, . . . , Uh, . . . , UH , äå Uh = {k ∈ U :
k íàëåæèòü h-é ñòðàòi}. Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði éìîâiðíi-
ñíà âèáiðêà sh âèáèðà¹òüñÿ çi ñòðàòè Uh çãiäíî ç âèáiðêîâèì äè-
çàéíîì ph(·), h = 1, . . . , H, ïðè öüîìó âiäáið ç áóäü-ÿêî¨ ñòðàòè
ïðîâîäèòüñÿ íåçàëåæíî âiä âiäáîðiâ ç ðåøòè ñòðàò.

Ðåçóëüòóþ÷à âèáiðêà s ¹ îá'¹äíàííÿì âèáiðîê, âiäiáðàíèõ çi
ñòðàò, òîáòî

s = s1 ∪ s2 ∪ . . . ∪ sH .

Âíàñëiäîê íåçàëåæíîñòi âiäáîðiâ çi ñòðàò ìàòèìåìî

p(s) = p1(s1)p2(s2) . . . pH(sH).

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â h-é ñòðàòi âiäîìà.
Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç Nh. Îñêiëüêè ñòðàòè óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ ãå-
íåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, òî

N =
H∑

h=1

Nh.

Î÷åâèäíî, ùî ñóìàðíå çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòè-
êè äëÿ âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ¹ ñóìîþ ñóìàðíèõ çíà÷åíü ó
ñòðàòàõ:

T =
∑

k∈U

yk =
H∑

h=1

Th =
H∑

h=1

NhY h, (7.1)

äå Th =
∑

k∈Uh

yk � ñóìàðíå çíà÷åííÿ â h-é ñòðàòi, à Y h � ñåðåäí¹

çíà÷åííÿ â h-é ñòðàòi.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Wh = Nh
N � âàãó ñòðàòè Uh. Òîäi ñåðåäí¹ äëÿ

ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ìàòèìå âèãëÿä

Y =
H∑

h=1

WhY h. (7.2)

Òâåðäæåííÿ 7.1. Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði π-îöiíêà ñó-
ìàðíîãî çíà÷åííÿ T =

∑
k∈U

yk ìà¹ âèãëÿä

t̂π =
H∑

h=1

t̂hπ, (7.3)

äå t̂hπ � öå π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ â h-é ñòðàòi,
Th =

∑
k∈Uh

yk. Äèñïåðñiÿ îöiíêè t̂π ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði
òàêà:

DCTB(t̂π) =
H∑

h=1

Dh(t̂hπ), (7.4)

äå Dh(t̂hπ) � äèñïåðñiÿ îöiíêè t̂hπ. Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨
îöiíêè t̂π îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D̂CTB(t̂π) =
H∑

h=1

D̂h(t̂hπ), (7.5)

çà óìîâè, ùî íåçìiùåíà îöiíêà D̂h(t̂hπ) äèñïåðñi¨ Dh(t̂hπ) iñíó¹ äëÿ
âñiõ h = 1,H.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ñòðàòèôiêîâàíîãî âiäáîðó âèïëèâà¹, ùî

πk = P (k ∈ s) = P (k ∈ sh).

Òàêèì ÷èíîì, π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ T ìà¹ âèãëÿä

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
=

H∑

h=1

∑

k∈sh

yk

πk
=

H∑

h=1

t̂hπ,
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äå t̂hπ � π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ â h-é ñòðàòi. Îñêiëüêè âiä-
áîðè çi ñòðàò ïðîâîäÿòüñÿ íåçàëåæíî, òî âèïàäêîâi âåëè÷èíè t̂hπ,
h = 1, . . . , H, � íåçàëåæíi. Çâiäñè çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè äèñïåðñi¨
îòðèìó¹ìî ôîðìóëè (7.4) òà (7.5).

Çàçâè÷àé îäèí i òîé ñàìèé ìåòîä âiäáîðó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ
âñiõ ñòðàò. ßêùî â êîæíié ñòðàòi äëÿ ïîáóäîâè âèáiðêè âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ, òî òàêèé ìåòîä
âiäáîðó îäèíèöü ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íàçèâà¹òüñÿ ñòðàòèôi-
êîâàíèì ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì (ÑÒÏÂÂ). ßêùî â êîæíié
ñòðàòi äëÿ ïîáóäîâè âèáiðêè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñèñòåìàòè÷íèé âiä-
áið, òî òàêèé ìåòîä âiäáîðó íàçèâà¹òüñÿ ñòðàòèôiêîâàíèì ñèñòå-
ìàòè÷íèì âiäáîðîì (ÑÒÑÂ). Àíàëîãi÷íî, ñòðàòèôiêîâàíèé âiä-
áið Áåðíóëëi (ÑÒÂÁ) îçíà÷à¹, ùî äëÿ ïîáóäîâè ñòðàòèôiêîâàíî¨
âèáiðêè â êîæíié ñòðàòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âiäáið Áåðíóëëi, i ò. ä.
Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìîñòi ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ, iç òâåðäæåííÿ 7.1
ìîæíà ëåãêî âèâåñòè ôîðìóëè äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî çíà÷å-
ííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, äèñïåðñi¨ òà îöiíêè äèñïåðñi¨
îòðèìàíî¨ îöiíêè äëÿ êîæíîãî ç öèõ âèïàäêiâ.

Çîêðåìà, äëÿ ÑÒÏÂÂ ìàòèìåìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.2. Íåõàé nh � ôiêñîâàíèé ðîçìið ïðîñòî¨ âèïàä-
êîâî¨ âèáiðêè ç h-¨ ñòðàòè, h = 1, . . . ,H. Ïðè ÑÒÏÂÂ π-îöiíêà
ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ T =

∑
k∈U

yk ìà¹ âèãëÿä

t̂π =
H∑

h=1

Nhyh, (7.6)

äå yh =
∑

k∈sh

yk
nh

� âèáiðêîâå ñåðåäí¹ â h-é ñòðàòi.

Äèñïåðñiÿ îöiíêè t̂π ïðè ÑÒÏÂÂ çàïèøåòüñÿ òàê:

DÑÒÏÂÂ(t̂π) =
H∑

h=1

N2
h

1− fh

nh
S2

h, (7.7)
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äå fh = nh/Nh � ÷àñòêà âiäáîðó ç h-¨ ñòðàòè,
S2

h = 1
Nh−1

∑
k∈Uh

(yk − Y h)2 � äèñïåðñiÿ â h-é ñòðàòi,

Y h =
∑

k∈Uh

yk
Nh

� ñåðåäí¹ â h-é ñòðàòi, h = 1, . . . ,H.

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂π îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìó-
ëîþ

D̂ÑÒÏÂÂ(t̂π) =
H∑

h=1

N2
h

1− fh

nh
Ŝ2

h, (7.8)

äå Ŝ2
h = 1

nh−1

∑
k∈sh

(yk − yh)2 � âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ â h-é ñòðàòi.

7.3. Îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ ñòðàòèôiêîâàíî¨ âè-
áiðêè

Ðîçãëÿíåìî ñòðàòèôiêîâàíó ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü i ïðèïóñòè-
ìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ñòðàòè âèáðàíî âiäïîâiäíèé ìåòîä âiäáîðó.
Äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðè-
ñòèêè ïîïóëÿöi¨ ïëàíó¹òüñÿ âèêîðèñòàòè π-îöiíêó. Ïåðø íiæ ðîç-
ïî÷èíàòè áåçïîñåðåäíié âiäáið åëåìåíòiâ, ïîòðiáíî ùå âèçíà÷èòè
íåîáõiäíi ðîçìiðè âèáiðîê çi ñòðàò: nh, h = 1, . . . ,H.

Íåõàé ñòðàòèôiêîâàíèé âèáiðêîâèé äèçàéí òàêèé, ùî äèñïåð-
ñiþ π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi:

DCTB(t̂π) =
H∑

h=1

Ah

nh
+ B =: D, (7.9)

äå âèðàçè Ah òà B íå çàëåæàòü âiä nh. Çîêðåìà, â òàêîìó âèãëÿäi
ìîæíà çàïèñàòè äèñïåðñiþ π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ïîïóëÿ-
öi¨ ïðè ÑÒÏÂÂ òà ÑÒÂÁ.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüíi âèòðàòè íà âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ ìî-
æíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨

C = c0 +
H∑

h=1

nhch, (7.10)

109



äå c0 � äåÿêi ôiêñîâàíi âèòðàòè, à ch > 0 � âèòðàòè íà îáñòåæåííÿ
îäíîãî åëåìåíòà h-¨ ñòðàòè.

Çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ðîçìiùåííÿ âèáiðêè5 ìîæíà ñôîðìóëþ-
âàòè òàê: íåîáõiäíî çíàéòè òàêi çíà÷åííÿ ðîçìiðiâ âèáiðîê çi ñòðàò
nh, h = 1, . . . , H, ÿêi áóäóòü ìiíiìiçóâàòè äèñïåðñiþ D ïðè ôiêñî-
âàíèõ âèòðàòàõ C, àáî, íàâïàêè, ÿêi áóäóòü ìiíiìiçóâàòè âèòðàòè
C ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi äèñïåðñi¨ D.

Òâåðäæåííÿ 7.3. ßêùî ñòðàòèôiêîâàíèé âèáiðêîâèé äèçàéí
òàêèé, ùî äèñïåðñiþ DCTB(t̂π) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (7.9),
òî îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ ïðè ëiíiéíié ôóíêöi¨ âèòðàò âèäó
(7.10) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè nh ïðîïîðöiéíå (Ah/ch)1/2.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî D∗ = D −B òà C∗ = C − c0.
Ó öüîìó âèïàäêó çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçìiùå-

ííÿ åêâiâàëåíòíà çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ äîáóòêó

D∗C∗ =

(
H∑

h=1

Ah

nh

)(
H∑

h=1

nhch

)
. (7.11)

Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Êîøi:
(∑

a2
h

)(∑
b2
h

)
≥

(∑
ahbh

)2
,

â ÿêié ïîêëàäåìî ah = (Ah/nh)1/2 òà bh = (nhch)1/2. Òîäi

D∗C∗ ≥
[

H∑

h=1

(Ahch)1/2

]2

.

Ðiâíiñòü ó öié íåðiâíîñòi (òîáòî, ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ äîáóòêó
D∗C∗) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè bh/ah � ñòàëà âåëè÷èíà
äëÿ âñiõ h = 1, . . . , H, òîáòî, ïðè

(
nhch

Ah/nh

)1/2

= const

5Iíîäi çàìiñòü ¾îïòèìàëüíîãî ðîçìiùåííÿ¿ âæèâàþòü òåðìií ¾îïòèìàëü-
íèé ðîçïîäië¿ âèáiðêè.
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àáî
nh ∝ (Ah/ch)1/2.

Òâåðäæåííÿ 7.4. 1) Ìiíiìiçóþ÷è äèñïåðñiþ D âèäó (7.9) ïðè
ôiêñîâàíèõ âèòðàòàõ C âèäó (7.10), îòðèìà¹ìî îïòèìàëüíi ðîç-
ìiðè âèáiðîê çi ñòðàò:

nh =
(C − c0)(Ah/ch)1/2

H∑
h=1

(Ahch)1/2

, h = 1, . . . ,H. (7.12)

Ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ ïðè öüîìó ñòàíîâèòü

Dîïò =
1

(C − c0)

[
H∑

h=1

(Ahch)1/2

]2

+ B. (7.13)

2) Ìiíiìiçóþ÷è âèòðàòè C ïðè ôiêñîâàíié äèñïåðñi¨ D, îòðèìà-
¹ìî òàêå îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ:

nh =
(Ah/ch)1/2

[
H∑

h=1

(Ahch)1/2

]

(D −B)
, h = 1, . . . , H. (7.14)

Ïðè öüîìó ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âèòðàò äîðiâíþ¹

Cîïò = c0 +
1

D −B

[
H∑

h=1

(Ahch)1/2

]2

. (7.15)

Çàóâàæåííÿ 7.3. Ó òâåðäæåííÿõ 7.3 òà 7.4 íåÿâíî ïðèïóñêà¹òüñÿ,
ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçìiùåííÿ çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó nh ≤ Nh äëÿ êîæíîãî h = 1, . . . , H. ßêùî æ
îäíå àáî êiëüêà ç öèõ îáìåæåíü íå âèêîíóþòüñÿ, òî äëÿ âiäïîâiä-
íèõ ñòðàò ïîòðiáíî ïîêëàñòè nh = Nh, à äëÿ ðåøòè ñòðàò ïåðå-
ðàõóâàòè (ïiäïðàâèòè) ðîçìiðè âèáiðîê. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî
âèïàäîê, êîëè äèñïåðñiÿ D ôiêñîâàíà, à âèòðàòè C ïîòðiáíî ìiíi-
ìiçóâàòè. Íåõàé nh ïåðåâèùóþòü Nh ïðè h = 1, . . . , p, p ≤ H (ìè
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çàâæäè ìîæåìî çìiíèòè íóìåðàöiþ ñòðàò ïîòðiáíèì ÷èíîì). Òîäi
íîâi ðîçìiðè âèáiðîê çi ñòðàò îá÷èñëþ¹ìî òàê:

{
nh = Nh, h = 1, . . . , p;
nh = K(Ah/ch)1/2, h = p + 1, . . . ,H,

äå ñòàëà K âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

K =
H∑

h=p+1

(Ahch)1/2

/(
D −B −

p∑

h=1

Ah/Nh

)
.

ßêùî ïiñëÿ ïåðåðàõóíêó âñi nh ≤ Nh, òî öå i áóäå øóêàíèé ðîçâ'ÿ-
çîê. ßêùî æ íi, òî íàâåäåíó ïðîöåäóðó ïîâòîðþ¹ìî äîòè, ïîêè öÿ
óìîâà íå áóäå âèêîíàíà.
Çàóâàæåííÿ 7.4. Ïðè âèçíà÷åííi ðîçìiðiâ âèáiðîê çi ñòðàò ñëiä
ïàì'ÿòàòè i ïðî òàêi äâi î÷åâèäíi óìîâè:

1) äëÿ îá÷èñëåííÿ âèáiðêîâèõ ñåðåäíiõ ó ñòðàòàõ ïîòðiáíî, ùîá
nh ≥ 1, h = 1, . . . , H;

2) äëÿ îá÷èñëåííÿ âèáiðêîâèõ äèñïåðñié ïîòðiáíî, ùîá nh ≥ 2,
h = 1, . . . ,H.

Çàóâàæåííÿ 7.5. Iñíó¹ áàãàòî åôåêòèâíèõ êðèòåði¨â ñòðàòèôiêà-
öi¨, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðè âèáiðêîâîìó îáñòåæåííi. Iíî-
äi äîñëiäíèêè ïðàöþþòü ç äóæå âåëèêîþ êiëüêiñòþ ñòðàò. Òðà-
ïëÿþòüñÿ âèïàäêè, êîëè âiäáèðàþòü òiëüêè ïî îäíîìó åëåìåíòó
ç êîæíî¨ ñòðàòè. Çâè÷àéíî, â òàêèõ âèïàäêàõ íå ìîæíà âèêîðè-
ñòîâóâàòè îöiíêó äèñïåðñi¨ (7.5). Íàòîìiñòü ïðîïîíó¹òüñÿ òàê çâà-
íèé ìåòîä âèðîäæåíèõ ñòðàò, ÿêèé ïîëÿãà¹ â òàêîìó: ñòðàòè
ðîçáèâàþòü íà ïàðè, à ïîòiì íà îñíîâi äâîõ ñïîñòåðåæåíü ó êî-
æíié ïàði îöiíþ¹òüñÿ äèñïåðñiÿ. Íåõàé îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷å-
ííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi T =

H∑
h=1

Th äîðiâíþ¹ t̂π =
H∑

h=1

t̂h, äå

t̂h = yk/πk � íåçìiùåíà îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ Th â h-é ñòðà-
òi, h = 1, . . . , H, à åëåìåíò k âiäáèðà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíî¨ ñòðàòè ç
iìîâiðíiñòþ πk. Íàïðèêëàä, ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði ç
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h-¨ ñòðàòè πk = 1/Nh äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ñòðàòè. Ïðèïóñòèìî,
ùî H � ïàðíå ÷èñëî. Ïîçíà÷èìî iíäåêñàìè j1 òà j2 ñòðàòè ó j-é
ïàði, j = 1, . . . ,M = H/2. Òîäi îöiíêà äèñïåðñi¨ ïðè çàñòîñóâàííi
ìåòîäó âèðîäæåíèõ ñòðàò ìàòèìå âèãëÿä

D̂âèð =
M∑

j=1

(t̂j1 − t̂j2)2.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ öi¹¨ îöiíêè äîðiâíþ¹

E(Dâèð) = D(t̂π) +
M∑

j=1

(tj1 − tj2)2,

òîáòî D̂âèð çàçâè÷àé ïåðåîöiíþ¹ äèñïåðñiþ D(t̂π) i ïðèçâîäèòü äî
êîíñåðâàòèâíèõ äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ. ßêùî ñòðàòè ìîæíà ðîçáè-
òè íà ïàðè òàê, ùîá ∀j = 1, . . . , M = H/2 ìàëà ìiñöå ðiâíiñòü
t̂j1 = t̂j2, òî îöiíêà D̂âèð áóäå íåçìiùåíîþ. Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ
âàæêî óíèêíóòè çìiùåííÿ öi¹¨ îöiíêè, îñêiëüêè äëÿ öüîãî ïîòði-
áíî çíàòè ñóìàðíi çíà÷åííÿ â ñòðàòàõ.

Ï ð è ê ë à ä 7.1. Îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ ïðè ÑÒÏÂÂ. Ó âè-
ïàäêó ñòðàòèôiêîâàíîãî ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó äèñïåðñiþ
DÑÒÏÂÂ(t̂π) =

H∑
h=1

N2
h

1−fh
nh

S2
h ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ôîðìóëè

(7.9) ç Ah = N2
hS2

h, B = −
H∑

h=1

NhS2
H . Ìiíiìiçóþ÷è äèñïåðñiþ ïðè

ôiêñîâàíèõ âèòðàòàõ, îòðèìà¹ìî

nh = (C − c0)
NhSh/

√
ch

H∑
h=1

NhSh
√

ch

. (7.16)

Iç âèðàçó (7.16) âèïëèâà¹, ùî ÷èì áiëüøà äèñïåðñiÿ â ñòðàòi, òèì
áiëüøå nh. Àíàëîãi÷íî, ÷èì ìåíøi âèòðàòè íà îáñòåæåííÿ åëåìåí-
òà çi ñòðàòè, òèì áiëüøèé ðîçìið âèáiðêè çi ñòðàòè. ♦
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7.4. Àëüòåðíàòèâíi ðîçìiùåííÿ ïðè ÑÒÏÂÂ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áiëüø äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî ñòðàòèôiêîâà-
íèé ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið òà àëüòåðíàòèâíi ðîçìiùåííÿ ñòðà-
òèôiêîâàíî¨ âèáiðêè, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè â äàíîìó âèïàä-
êó.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèòðàòè íà îáñòåæåííÿ îäíîãî åëåìåíòà îäíà-
êîâi äëÿ âñiõ ñòðàò, òîáòî c1 = c2 = . . . = cH .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n ñóìàðíèé ðîçìið âèáiðêè: n =
H∑

h=1

nh.

7.4.1. Ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà

Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði îïòè-
ìàëüíå ðîçìiùåííÿ (7.16), ÿêå ìiíiìiçó¹ äèñïåðñiþ ïðè ôiêñîâàíèõ
çàãàëüíèõ âèòðàòàõ çà óìîâè, ùî âèòðàòè íà îáñòåæåííÿ îäíîãî
åëåìåíòà îäíàêîâi äëÿ âñiõ ñòðàò, íàáóäå âèãëÿäó:

nh = n
NhSh

H∑
h=1

NhSh

, h = 1, . . . , H. (7.17)

Òàêå ðîçìiùåííÿ òàêîæ íàçèâàþòü ðîçìiùåííÿì Íåéìàíà. Äëÿ
çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü nh çà ôîðìóëîþ (7.17) ïîòði-
áíî çíàòè ñòàíäàðòíi âiäõèëåííÿ â ñòðàòàõ, òîáòî Sh, h = 1, . . . ,H.
Ìè òiëüêè òîäi çìîæåìî îòðèìàòè îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ (òîá-
òî, ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨), êîëè ìàòèìåìî òî÷íi çíà÷å-
ííÿ Sh. Íà ïðàêòèöi öå íåìîæëèâî. Àëå ïðè ïîâòîðíîìó îáñòå-
æåííi ìîæíà âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíüîãî îáñòåæåííÿ
äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè äîñèòü áëèçüêå íàáëèæåííÿ äî iñòèííèõ
çíà÷åíü ñòàíäàðòíèõ âiäõèëåíü ó ñòðàòàõ. Òîäi îòðèìà¹ìî ðîçìi-
ùåííÿ, áëèçüêå äî îïòèìàëüíîãî.

7.4.2. Ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåííÿ

Ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

nh =
nNh

N
, h = 1, . . . , H. (7.18)

114



Îñêiëüêè ìè ââàæà¹ìî, ùî ðîçìiðè ñòðàò âiäîìi çàçäàëåãiäü, òî
òàêå ðîçìiùåííÿ çàâæäè ìîæíà îá÷èñëèòè.

ßêùî ó âñiõ ñòðàòàõ îäíàêîâi ñòàíäàðòíi âiäõèëåííÿ
(S1 = S2 = . . . = SH), òî îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà (7.17)
íàáóäå âèäó (7.18), òîáòî â öüîìó âèïàäêó ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåí-
íÿ áóäå îïòèìàëüíèì. Â iíøèõ âèïàäêàõ ïðîïîðöiéíå ðîçìiùåííÿ
äà¹ áiëüøi çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨, íiæ ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà, îñîáëèâî
òîäi, êîëè çíà÷åííÿ Sh ñèëüíî âiäðiçíÿþòüñÿ.

7.4.3. Ðîçìiùåííÿ, ïðîïîðöiéíå äî ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ
çìiííî¨ y

Ðîçìiùåííÿ, ïðîïîðöiéíå äî ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ çìiííî¨ y,
âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

nh = n

∑
k∈Uh

yk

∑
k∈U

yk
= n

Tyh

Ty
, h = 1, . . . , H, (7.19)

ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî çìiííà y íàáóâà¹ òiëüêè äîäàòíèõ
çíà÷åíü.

Öå ðîçìiùåííÿ ¹ îïòèìàëüíèì, òîáòî ñïiâïàäà¹ ç ðîçìiùåííÿì
Íåéìàíà (7.17) òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè âàðiàöi¨ CVh = Sh

Y h
îäíàêîâi

äëÿ âñiõ ñòðàò.
Îñêiëüêè ñóìàðíi çíà÷åííÿ çìiííî¨ y ÿê äëÿ ñòðàò, òàê i äëÿ

âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi çàçäàëåãiäü íåâiäîìi, òî áåçïîñåðåäí¹
çàñòîñóâàííÿ ðîçìiùåííÿ (7.19) íà ïðàêòèöi íåìîæëèâå.

7.4.4. x-îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ

Ðîçãëÿíåìî x-îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ, ÿêå ¹ àëüòåðíàòèâîþ
ðîçìiùåííþ (7.17) i ìà¹ ïåðåâàãè ç òî÷êè çîðó ïðàêòè÷íîãî çà-
ñòîñóâàííÿ, òîìó ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi.

Íåõàé x � äîäàòêîâà çìiííà, êîðåëüîâàíà çi çìiííîþ y. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç Sxh ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ çìiííî¨ x â h-é ñòðàòi,
h = 1,H. Çíà÷åííÿ Sxh âiäîìi çàçäàëåãiäü äëÿ âñiõ h = 1,H.
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Òîäi x-îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

nh = n
NhSxh

H∑
h=1

NhSxh

, h = 1, . . . , H. (7.20)

ßêùî çìiííi x òà y ¾iäåàëüíî¿ êîðåëüîâàíi (yk = a + bxk,
k = 1, . . . , N), òî ðîçìiùåííÿ (7.20) ôàêòè÷íî ¹ îïòèìàëüíèì.
ßêùî êîðåëÿöiÿ ñèëüíà, àëå íå iäåàëüíà, òî ðîçìiùåííÿ (7.20)
¹ áëèçüêèì äî îïòèìàëüíîãî.

7.4.5. Ðîçìiùåííÿ, ïðîïîðöiéíå äî ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ
çìiííî¨ x

Ðîçìiùåííÿ, ïðîïîðöiéíå äî ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ çìiííî¨ x, âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà âèðàçîì

nh = n

∑
k∈Uh

xk

∑
k∈U

xk
= n

Txh

Tx
, h = 1, . . . , H, (7.21)

ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî äîäàòêîâà çìiííà x çàâæäè íàáó-
âà¹ äîäàòíèõ çíà÷åíü, à ñóìàðíi çíà÷åííÿ â ñòðàòàõ

∑
k∈Uh

xk âiäîìi

çàçäàëåãiäü. Òàêå ðîçìiùåííÿ ëåãêî îá÷èñëþ¹òüñÿ òà øèðîêî çà-
ñòîñîâó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi. ßêùî çìiííi x òà y ñèëüíî êîðåëüîâàíi,
à êîåôiöi¹íòè âàðiàöi¨ ïðèáëèçíî îäíàêîâi äëÿ âñiõ ñòðàò, òî ðîç-
ìiùåííÿ (7.21) áóäå áëèçüêèì äî îïòèìàëüíîãî.

7.5. Ïîðiâíÿííÿ äèñïåðñié π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà-
÷åííÿ ïðè îïòèìàëüíîìó òà ïðîïîðöiéíîìó ðîç-
ìiùåííÿõ

Ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði

t̂π =
H∑

h=1

Nhyh = N
H∑

h=1

Whyh.
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Ïðè îïòèìàëüíîìó ðîçìiùåííi Íåéìàíà ç ôîðìóëè (7.17) îòðè-
ìà¹ìî

Dîïò
ÑÒÏÂÂ(t̂π) =

N2

n

(
H∑

h=1

WhSh

)2

−N
H∑

h=1

WhS2
h. (7.22)

Ó âèïàäêó ïðîïîðöiéíîãî ðîçìiùåííÿ (7.18) áóäåìî ìàòè

Dïðîï
ÑÒÏÂÂ(t̂π) = N2

(
1
n
− 1

N

) H∑

h=1

WhS2
h. (7.23)

Îñêiëüêè ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà � îïòèìàëüíå, òî äèñïåðñiÿ (7.22)
íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè äèñïåðñiþ (7.23). Ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå òiëüêè
òîäi, êîëè äèñïåðñi¨ â ñòðàòàõ îäíàêîâi. Çàçâè÷àé äèñïåðñiÿ (7.22)
çíà÷íî ìåíøà, íiæ (7.23), îñîáëèâî ó âèïàäêó, êîëè äèñïåðñi¨ â
ñòðàòàõ ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ.

7.6. Ïîðiâíÿííÿ äèñïåðñié π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà-
÷åííÿ ïðè ÑÒÏÂÂ òà ÏÂÂáÏ

ßêùî ðiøåííÿ ùîäî ðîçìiùåííÿ ñòðàòèôiêîâàíî¨ âèáiðêè ìà-
òåìàòè÷íî îá ðóíòîâàíå, òî ïðè îäíàêîâîìó ðîçìiði âèáiðêè n

ñòðàòèôiêîâàíèé ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið çàçâè÷àé ¹ áiëüøå
åôåêòèâíèì ìåòîäîì âiäáîðó, íiæ ïðîñòèé âèïàäêîâèé. Äëÿ ïðè-
êëàäó ïîðiâíÿ¹ìî äèñïåðñi¨ π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ïðè ïðî-
ñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði áåç ïîâåðíåííÿ òà ïðè ñòðàòèôiêîâà-
íîìó ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði ç ïðîïîðöiéíèì ðîçìiùåííÿì.

Ïðè ïðîñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîði t̂π = Ny = N
∑
k∈s

yk/n. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñié öi¹¨ îöiíêè ïðè
ÏÂÂáÏ òà ïðè ÑÒÏÂÂ ç ïðîïîðöiéíèì ðîçìiùåííÿì, ìîæíà ëåã-
êî ïîêàçàòè, ùî

DÏÂÂáÏ (Ny)−Dïðîï
ÑÒÏÂÂ

(
H∑

h=1

Nhyh

)
= (7.24)

=
N3

N − 1

(
1
n
− 1

N

)[
H∑

h=1

Wh(Y h − Y )2 − 1
N

H∑

h=1

(1−Wh)S2
h

]
,

117



äå Y h =
∑

k∈Uh

yk/Nh � ñåðåäí¹ â h-é ñòðàòi, h = 1, . . . , H, à

Y =
∑

k∈U

yk/N � ñåðåäí¹ äëÿ âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Iç âèðàçó (7.24) âèïëèâà¹, ùî òåîðåòè÷íî äèñïåðñiÿ ïðè
ÑÒÏÂÂ ç ïðîïîðöiéíèì ðîçìiùåííÿì ìîæå òðîõè ïåðåâèùóâàòè
äèñïåðñiþ ïðè ÏÂÂáÏ, à ñàìå òîäi, êîëè ñåðåäíi â ñòðàòàõ îäíàêî-
âi àáî ìàéæå îäíàêîâi. Ïðè÷èíîþ öüîãî ìîæå áóòè íåâäàëèé ïî-
äië íà ñòðàòè. ßêùî æ ñòðàòèôiêàöiÿ äiéñíî ïîòðiáíà i ïðàâèëüíî
âèêîíàíà, òî äîäàíîê

H∑
h=1

Wh(Y h − Y )2 áóäå çíà÷íî áiëüøèì, íiæ

N−1
H∑

h=1

(1−Wh)S2
h, i ñòðàòèôiêîâàíèé ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið

ç ïðîïîðöiéíèì ðîçìiùåííÿì áóäå çíà÷íî åôåêòèâíiøèì ïîðiâíÿ-
íî ç ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì áåç ïîâåðíåííÿ.

7.7. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
7.1. ßêà âèáiðêà êðàùå âiäîáðàæà¹ ñòðóêòóðó ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi: ñòðàòèôiêîâàíà ÷è ïðîñòà âèïàäêîâà? ×îìó?
7.2. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ ðîçìiùåííÿ ñòðàòèôiêî-
âàíî¨ âèáiðêè?
7.3. ×èì âiäðiçíÿ¹òüñÿ ðîçìiùåííÿ Íåéìàíà âiä îïòèìàëüíîãî
ðîçìiùåííÿ ñòðàòèôiêîâàíî¨ âèáiðêè?
7.4. ßêèé âiäáið i â ÿêèõ ñèòóàöiÿõ ¹ áiëüø åôåêòèâíèì: ÑÒÏÂÂ
÷è ÏÂÂáÏ?
7.5. Âèçíà÷èòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ πk òà πkl ó âèïàäêó ñòðà-
òèôiêîâàíîãî ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó.
7.6. Äîâåñòè òâåðäæåííÿ 7.2.
7.7. Âèâåñòè ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åí-
íÿ, äèñïåðñi¨ öi¹¨ îöiíêè, à òàêîæ äëÿ îöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨ îòðè-
ìàíî¨ îöiíêè ïðè ñòðàòèôiêîâàíîìó ñèñòåìàòè÷íîìó âiäáîði òà
ñòðàòèôiêîâàíîìó âiäáîði Áåðíóëëi.
7.8. Ó äåÿêîìó âèáiðêîâîìó îáñòåæåííi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ÑÒÏÂÂ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòðiáíî îöiíèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ Y
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äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ç òàêîþ òî-
÷íiñòþ, ùîá óìîâà ∣∣∣∣∣

H∑

h=1

Whyh − Y

∣∣∣∣∣ ≤ a

âèêîíóâàëàñÿ ïðè çàäàíîìó çíà÷åííi ñòàëî¨ a ùîíàéìåíøå ç iìî-
âiðíiñòþ 1−α. Äîâåñòè, ùî ðîçìið âèáiðêè, íåîáõiäíèé äëÿ âèêî-
íàííÿ öi¹¨ óìîâè, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

n ≥

(
z
a

)2
H∑

h=1

W 2
hS2

h
wh

1 + 1
N

(
z
a

)2
H∑

h=1

W 2
hS2

h

,

äå wh = nh/n, z = z1−α/2.
7.9. Íåõàé ó ïîïåðåäíié âïðàâi N = 1000, H = 2, W1 = 1−W2 =
= 0, 8, S2

1 = 4, S2
2 = 16, z = 1, 96, a = 0, 5. Äîñëiäèòè, ÿê çìiíþ-

¹òüñÿ íåîáõiäíèé ðîçìið âèáiðêè n ÿê ôóíêöiÿ âiä w1 = 1 − w2,
ÿêùî w1 çìiíþ¹òüñÿ âiä 0 äî 1.
7.10. Äîâåñòè òâåðäæåííÿ 7.4.
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Ðîçäië 8
Êëàñòåðíèé, äâîñòàäiéíèé òà
áàãàòîñòàäiéíèé âiäáið

8.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ

Ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìè ðîçãëÿäàëè âèáiðêîâi äèçàéíè, â
ÿêèõ åëåìåíòè âiäáèðàëèñÿ ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âiäðàçó, òîá-
òî çà îäíó ñòàäiþ âiäáîðó. Àëå áåçïîñåðåäíié âiäáið åëåìåíòiâ äî
âèáiðêè âèêîðèñòîâóþòü íå çàâæäè. Îäíi¹þ ç ïðè÷èí öüîãî ìîæå
áóòè âiäñóòíiñòü âèáiðêîâî¨ îñíîâè ç ïîâíèì ïåðåëiêîì åëåìåíòiâ
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, à ñòâîðåííÿ òàêî¨ îñíîâè ¹ íàäòî êîøòîâ-
íèì. Iíøîþ ïðè÷èíîþ ìîæå áóòè òåðèòîðiàëüíå ðîçòàøóâàííÿ
åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi: âèáiðêîâi îäèíèöi ìîæóòü áóòè
ðîçòàøîâàíi äàëåêî îäíà âiä îäíî¨, à öå ïðèçâîäèòü äî çáiëüøåííÿ
ÿê ôiíàíñîâèõ âèòðàò (ïåðå¨çä âiä îäíi¹¨ îäèíèöi äî iíøî¨), òàê i
òðèâàëîñòi îáñòåæåííÿ. Òàêîæ ó öüîìó âèïàäêó âàæêî êîíòðîëþ-
âàòè ÿêiñòü îáñòåæåííÿ, âíàñëiäîê ÷îãî ìîæíà îòðèìàòè âèñîêèé
ðiâåíü íåâiäïîâiäåé àáî çíà÷íi ïîõèáêè âèìiðþâàíü.

Êëàñòåðíèé âiäáið (àíãë. cluster sampling) ¹ îäíèì ç ìåòîäiâ
âiäáîðó, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òîäi, êîëè áåçïîñåðåäíié âiä-
áið åëåìåíòiâ ç ïîïóëÿöi¨ íåìîæëèâèé àáî íåáàæàíèé. Äëÿ öüîãî
åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi îá'¹äíóþòü ó ãðóïè, ÿêi íàçèâà-
þòüñÿ êëàñòåðàìè. Äëÿ êëàñòåðíîãî âiäáîðó áóäåìî âèêîðèñòîâó-
âàòè ñêîðî÷åííÿ ÊÂ.

Ó âèïàäêó îäíîñòàäiéíîãî êëàñòåðíîãî âiäáîðó (ÎÊÂ) ñïî÷à-
òêó âiäáèðàþòü êëàñòåðè, à ïîòiì îáñòåæóþòü âñi åëåìåíòè âi-
äiáðàíèõ êëàñòåðiâ. Íàïðèêëàä, ïðè îáñòåæåííi íàñåëåííÿ ìiñòà
êëàñòåðîì ìîæå áóòè ñiì'ÿ, äîìîãîñïîäàðñòâî àáî ìåøêàíöi îäíî-
ãî æèòëîâîãî áóäèíêó. Ñïî÷àòêó áóäóþòü âèáiðêó êëàñòåðiâ, íà-
ïðèêëàä, äîìîãîñïîäàðñòâ, à ïîòiì îïèòóþòü âñiõ ÷ëåíiâ òèõ äî-
ìîãîñïîäàðñòâ, ùî ïîòðàïèëè äî âèáiðêè.

Ó âèïàäêó äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó (ÄÂ) ïîïóëÿöiþ äiëÿòü íà
êëàñòåðè � ïåðâèííi âèáiðêîâi îäèíèöi (ÏÂÎ), ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç
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îêðåìèõ åëåìåíòiâ àáî ç äðiáíiøèõ ãðóï (êëàñòåðiâ) åëåìåíòiâ �
âòîðèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü (ÂÂÎ). Íà ïåðøié ñòàäi¨ âiäáîðó
îòðèìóþòü iìîâiðíiñíó âèáiðêó ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü.
Íà äðóãié ñòàäi¨ âiäáîðó ç òèõ ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü,
ùî ïîòðàïèëè äî âèáiðêè íà ïåðøié ñòàäi¨, âiäáèðàþòü âòîðèí-
íi âèáiðêîâi îäèíèöi (åëåìåíòè àáî êëàñòåðè åëåìåíòiâ). Ïiñëÿ
öüîãî îáñòåæóþòü âiäiáðàíi ÂÂÎ. ßêùî ÂÂÎ � öå êëàñòåðè, òî
îáñòåæóþòü âñi åëåìåíòè âiäiáðàíèõ ÂÂÎ. ßêùî âñi âòîðèííi âè-
áiðêîâi îäèíèöi � öå îêðåìi åëåìåíòè, òî òàêèé äâîñòàäiéíèé âiä-
áið ùå íàçèâàþòü äâîñòàäiéíèì âiäáîðîì åëåìåíòiâ (ÄÂÅ) (àíãë.
two-stage element sampling). ßêùî âñi âòîðèííi âèáiðêîâi îäè-
íèöi � öå êëàñòåðè åëåìåíòiâ, òî òàêèé äâîñòàäiéíèé âiäáið íàçèâà-
þòü äâîñòàäiéíèì êëàñòåðíèì âiäáîðîì (ÄÊÂ) (àíãë. two-stage
cluster sampling).

ßêùî ïðîöåäóðà âiäáîðó ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ àáî áiëüøå ñòà-
äié, òî òàêèé âiäáið íàçèâà¹òüñÿ áàãàòîñòàäiéíèì. Ó öüîìó âèïàä-
êó iñíó¹ ÷iòêà i¹ðàðõiÿ âèáiðêîâèõ îäèíèöü: ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü, ÿêi ìi-
ñòÿòü âòîðèííi âèáiðêîâi îäèíèöi, à âòîðèííi âèáiðêîâi îäèíèöi, â
ñâîþ ÷åðãó, ìiñòÿòü òðåòèííi âèáiðêîâi îäèíèöi, i ò. ä. Âèáiðêîâi
îäèíèöi îñòàííüî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó òàê i íàçèâàþòü � îñòàííi âèáið-
êîâi îäèíèöi. ßêùî âñi îñòàííi âèáiðêîâi îäèíèöi � öå îêðåìi åëå-
ìåíòè, òî òàêèé âiäáið ùå íàçèâàþòü áàãàòîñòàäiéíèì âiäáîðîì
åëåìåíòiâ (àíãë. multistage element sampling). ßêùî æ îñòàí-
íi âèáiðêîâi îäèíèöi � öå êëàñòåðè åëåìåíòiâ, òî òàêèé âiäáið íàçè-
âàþòü áàãàòîñòàäiéíèì êëàñòåðíèì âiäáîðîì (àíãë. multistage
cluster sampling) [20].

8.2. Îäíîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé âiäáið

8.2.1. Çàãàëüíèé âèïàäîê

Ó âèïàäêó îäíîñòàäiéíîãî êëàñòåðíîãî âiäáîðó ñêií÷åííà ãå-
íåðàëüíà ñóêóïíiñòü U = {1, 2, ..., N} äiëèòüñÿ íà NI ïiäìíîæèí
(êëàñòåðiâ):

U1, U2, ..., UNI
.
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Ìíîæèíó êëàñòåðiâ ñèìâîëi÷íî çîáðàçèìî òàê:

UI = {1, 2, ...NI} ,

òîáòî, ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó êëàñòåðó éîãî íîìåð.
Ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó êëàñòåði Ui ÷åðåç Ni,

i = 1, . . . , NI. Òîäi

U =
⋃

i∈UI

Ui; N =
∑

i∈UI

Ni.

Îäíîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé âiäáið ïðîâîäèòüñÿ òàê.
1) Iç ìíîæèíè êëàñòåðiâ UI çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî âèáiðêîâî-

ãî äèçàéíó pI(·) âiäáèðà¹òüñÿ éìîâiðíiñíà âèáiðêà êëàñòåðiâ
sI. Ðîçìið âèáiðêè sI áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç nI ó âèïàäêó
ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó âèáiðêè i ÷åðåç nsI , ÿêùî âèáiðêîâèé
äèçàéí ïåðåäáà÷à¹ çìiííèé ðîçìið âèáiðêè.

2) Îáñòåæóþòüñÿ âñi åëåìåíòè âiäiáðàíèõ êëàñòåðiâ.
Âèáiðêîâèé äèçàéí pI(·) ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì: ïðîñòèì âèïàä-

êîâèì áåç ïîâåðíåííÿ, ñèñòåìàòè÷íèì, ñòðàòèôiêîâàíèì, i ò. ä.
ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç s ìíîæèíó òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi áóäóòü

îáñòåæåíi, òî s =
⋃

i∈sI

Ui. Ðîçìið âèáiðêè s äîðiâíþ¹ ns =
∑
sI

Ni.

Çàóâàæèìî, ùî íàâiòü ÿêùî pI(·) ¹ âèáiðêîâèì äèçàéíîì iç ôi-
êñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè êëàñòåðiâ, òî ðîçìið âèáiðêè åëåìåí-
òiâ íå îáîâ'ÿçêîâî ôiêñîâàíèé: ÿêùî ïîâòîðíî ïðîâåñòè âiäáið, òî
ïðè òîìó ñàìîìó ðîçìiði íîâî¨ âèáiðêè êëàñòåðiâ äî íå¨ ìîæóòü
ïîòðàïèòè çîâñiì iíøi êëàñòåðè, ðîçìiðè ÿêèõ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä
ðîçìiðiâ òèõ êëàñòåðiâ, ùî áóëè â ïîïåðåäíié âèáiðöi.

Äëÿ âèáiðêîâîãî äèçàéíó pI(·) éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó äëÿ i-ãî êëàñòåðà

πIi =
∑

sI3i

pI(sI), i = 1, . . . , NI.

Äëÿ äâîõ êëàñòåðiâ i òà j éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

πIij =
∑

sI3i&j

pI(sI), i, j = 1, . . . , NI.
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Íàãàäà¹ìî, ùî πIii = πIi.
Òåïåð îá÷èñëèìî éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ åëåìåíòiâ ó âèáiðêó.

Îñêiëüêè âèáiðêà s ìiñòèòü âñi åëåìåíòè âiäiáðàíèõ êëàñòåðiâ, òî
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà k ç êëàñòåðà Ui áóäåìî ìàòè

πk = P (k ∈ s) = P (i ∈ sI) = πIi, (8.1)

äå k = 1, . . . , Ni òà i = 1, . . . , NI.

Éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

πkl = P (k&l ∈ s) = πIi, (8.2)

ÿêùî åëåìåíòè k òà l îáèäâà íàëåæàòü îäíîìó êëàñòåðó Ui, òà

πkl = P (k&l ∈ s) = P (i&j ∈ sI) = πIij , (8.3)

ÿêùî åëåìåíòè k òà l íàëåæàòü ðiçíèì êëàñòåðàì: k ∈ Ui, l ∈ Uj ,
i, j = 1, . . . , NI. Íàãàäà¹ìî, ùî πkk = πk.

Íåõàé Ti =
∑

k∈Ui

yk � ñóìàðíå çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðà-

êòåðèñòèêè â i-ìó êëàñòåði. Òîäi T =
∑

k∈U

yk =
∑

i∈UI

Ti � ñóìàðíå

çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 8.1. Ïðè îäíîñòàäiéíîìó êëàñòåðíîìó âiäáîði
π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ìà¹ âèãëÿä

t̂π =
∑

i∈sI

Ti

πIi
. (8.4)

Äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè äîðiâíþ¹

D(t̂π) =
∑

i∈UI

∑

j∈UI

(πIij − πIiπIj)
Ti

πIi

Tj

πIj
. (8.5)

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D̂(t̂π) =
∑

i∈sI

∑

j∈sI

πIij − πIiπIj

πIij

Ti

πIi

Tj

πIj
. (8.6)
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ßêùî pI(·) � âèáiðêîâèé äèçàéí ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáið-
êè, òî äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ D(t̂π) ìîæíà òàêîæ ñêîðèñòàòèñÿ
ôîðìóëîþ �éòñà�Ãðàíäi�Ñåíà:

D(t̂π) = −1
2

∑

i∈UI

∑

j∈UI

(πIij − πIiπIj)
(

Ti

πIi
− Tj

πIj

)2

. (8.7)

Íåçìiùåíó îöiíêó öi¹¨ äèñïåðñi¨ ìîæíà îá÷èñëèòè òàê:

D̂(t̂π) = −1
2

∑

i∈sI

∑

j∈sI

(πIij − πIiπIj)
(

Ti

πIi
− Tj

πIj

)2

. (8.8)

Çà óìîâè ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó âèáiðêè ç òâåðäæåííÿ 8.1 ðîáè-
ìî âèñíîâêè ùîäî åôåêòèâíîñòi îäíîñòàäiéíîãî êëàñòåðíîãî âiä-
áîðó:

1) ßêùî ∀i = 1, NI : Ti
πIi

= const, òî D(t̂π)=0. Òîáòî, ÿêùî ìî-
æíà âèáðàòè éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ πIi òàê, ùîá âîíè áóëè
ìàéæå ïðîïîðöiéíèìè äî ñóìàðíèõ çíà÷åíü Ti, òî äèñïåð-
ñiÿ D(t̂π) áóäå ìàëîþ i òàêèé êëàñòåðíèé âiäáið áóäå äóæå
åôåêòèâíèì.

2) ßêùî ðîçìiðè êëàñòåðiâ Ni âiäîìi íà ñòàäi¨ ïëàíóâàííÿ,
òî éìîâiðíîñòi πIi ìîæíà âèáðàòè ïðîïîðöiéíèìè äî Ni.
Îñêiëüêè Ti = NiY i =

∑
k∈Ui

yk, òî çà óìîâè, ùî ñåðåäíi çíà-

÷åííÿ â êëàñòåðàõ Y i íå äóæå âiäðiçíÿþòüñÿ, òàêèé âiäáið
áóäå äóæå åôåêòèâíèì. ßêùî æ ∀i = 1, NI : Y i = const, òî
D(t̂π)=0.

3) ßêùî ðîçìiðè êëàñòåðiâ ñèëüíî âiäðiçíÿþòüñÿ, òî
åôåêòèâíiñòü âiäáîðó ç îäíàêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè
(òîáòî πIi = const) áóäå íèçüêîþ. Äëÿ òîãî, ùîá òàêèé
âiäáið áóâ åôåêòèâíèì, ïîòðiáíî, ùîá Y i áóëè ñòðîãî ïðî-
ïîðöiéíèìè äî N−1

i . Ó ðåàëüíèõ ñèòóàöiÿõ öå çóñòði÷à¹òüñÿ
ðiäêî.
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8.2.2. Ïðîñòèé âèïàäêîâèé îäíîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé
âiäáið

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé âèïàäêîâèé (áåç ïîâåðíåííÿ) îäíîñòàäié-
íèé êëàñòåðíèé âiäáið (ÏÂÎÊÂ). Öå îçíà÷à¹, ùî âèáiðêà êëàñòå-
ðiâ sI ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó nI âèáèðà¹òüñÿ ç ìíîæèíè UI, ÿêà ìi-
ñòèòü NI êëàñòåðiâ, çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó,
ïiñëÿ ÷îãî îáñòåæóþòüñÿ âñi åëåìåíòè âiäiáðàíèõ êëàñòåðiâ. Òîäi
ç ðîçäiëó 2 òà òâåðäæåííÿ 8.1 áóäåìî ìàòè

t̂π = NIT sI , (8.9)
äå T sI = 1

nI

∑
i∈sI

Ti � ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ñóìàðíèõ çíà÷åíü äî-

ñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, îá÷èñëåíå çà òèìè êëàñòåðàìè, ÿêi
ïîòðàïèëè äî âèáiðêè sI.

Äèñïåðñiÿ îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ

DÏÂÎÊÂ(t̂π) = N2
I

1− fI

nI
S2

TUI
, (8.10)

äå fI = nI
NI

� ÷àñòêà âiäáîðó êëàñòåðiâ,
S2

TUI
= 1

NI−1

∑
i∈UI

(Ti − TUI
)2 � äèñïåðñiÿ ñóìàðíèõ çíà÷åíü ó êëà-

ñòåðàõ,
TUI

= 1
NI

∑
i∈UI

Ti � ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ñóìàðíèõ çíà÷åíü äîñëi-

äæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, îá÷èñëåíå çà âñiìà êëàñòåðàìè ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ DÏÂÎÊÂ(t̂π) äîðiâíþ¹

D̂ÏÂÎÊÂ(t̂π) = N2
I

1− fI

nI
S2

TsI
, (8.11)

äå S2
TsI

= 1
nI−1

∑
i∈sI

(Ti − T sI)
2 .

Çàóâàæåííÿ 8.1. Ñèñòåìàòè÷íèé âèïàäêîâèé âiäáið ç îäíèì âè-
ïàäêîâèì ñòàðòîì ¹ ïðîñòèì âèïàäêîâèì îäíîñòàäiéíèì êëàñòåð-
íèì âiäáîðîì ç nI = 1, ïðè öüîìó êiëüêiñòü ìîæëèâèõ ñèñòåìà-
òè÷íèõ âèáiðîê a = NI. Ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið ç m âèïàäêîâèìè
ñòàðòàìè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÏÂÎÊÂ ç nI = m òà NI = ma.
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Ðîçãëÿíåìî êîåôiöi¹íò îäíîðiäíîñòi δ = 1 − S2
W

S2 , äå
S2

W = 1
N−NI

∑
i∈UI

∑
k∈Ui

(yk − Y i)
2 � ñóêóïíà âíóòðiøíüîêëàñòåðíà

äèñïåðñiÿ, Y i =
∑

k∈Ui

yk
Ni

� ñåðåäí¹ â i-ìó êëàñòåði, i ∈ UI.

Ç iíøîãî áîêó äèñïåðñiþ S2
W ìîæíà çàïèñàòè òàê:

S2
W =

∑
i∈UI

(Ni − 1)S2
i

∑
i∈UI

(Ni − 1)
,

äå S2
i = 1

Ni−1

∑
k∈Ui

(yk − Y i)2 � öå äèñïåðñiÿ â êëàñòåði Ui, òîáòî

S2
W � öå çâàæåíå ñåðåäí¹ NI äèñïåðñié S2

i ç âàãàìè Ni − 1.
Îòæå, êîåôiöi¹íò δ äîäàòíèé àáî âiä'¹ìíèé çàëåæíî âiä òîãî,

áiëüøà ÷è ìåíøà çâàæåíà âíóòðiøíüîêëàñòåðíà äèñïåðñiÿ ïîðiâ-
íÿíî iç çàãàëüíîþ äèñïåðñi¹þ â ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi.

Êîåôiöi¹íò îäíîðiäíîñòi δ ìà¹ òàêi îáìåæåííÿ:

− NI − 1
N −NI

≤ δ ≤ 1.

ßêùî δ = 1, òî âàðiàöiÿ âñåðåäèíi êëàñòåðiâ ðiâíà 0. ßêùî
δ = − NI−1

N−NI
, òî ñåðåäíi ó âñiõ êëàñòåðàõ îäíàêîâi. Íèæíÿ ìå-

æà
(− NI−1

N−NI

)
çàçâè÷àé áëèçüêà äî íóëÿ, îñîáëèâî ÿêùî N âåëèêå

ïîðiâíÿíî ç NI. Çíà÷åííÿ δ = 0 äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè çâàæå-
íà âíiòðiøíüîêëàñòåðíà äèñïåðñiÿ äîðiâíþ¹ çàãàëüíié äèñïåðñi¨ â
ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi. Ìàëi çíà÷åííÿ δ îçíà÷àþòü, ùî åëåìåí-
òè âñåðåäèíi êëàñòåðiâ íåîäíîðiäíi âiäíîñíî äîñëiäæóâàíî¨ õàðà-
êòåðèñòèêè. I íàâïàêè, âåëèêi çíà÷åííÿ δ ñâiä÷àòü, ùî åëåìåíòè
âñåðåäèíi êëàñòåðiâ îäíîðiäíi âiäíîñíî äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðè-
ñòèêè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N = N/NI ñåðåäíþ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ íà
îäèí êëàñòåð òà çàïèøåìî êîâàðiàöiþ ìiæ Ni òà NiY

2
i :

Cov =
1

NI − 1

∑

i∈Ui

(Ni −N)NiY
2
i .
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Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

S2
TUI

= NS2

(
1 +

N −NI

NI − 1
δ

)
+ Cov.

ßêùî ïiäñòàâèòè öåé âèðàç ó ôîðìóëó (8.10), òî îòðèìà¹ìî òàêèé
âèãëÿä äèñïåðñi¨ DÏÂÎÊÂ(t̂π):

DÏÂÎÊÂ(t̂π) =
(

1 +
N −NI

NI − 1
δ

)
NKIS

2 + KICov,

äå KI = N2
I (1− fI)/nI.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ êiëüêîñòi îáñòåæåíèõ åëåìåíòiâ ïðè
ÏÂÎÊÂ ç ðîçìiðîì âèáiðêè êëàñòåðiâ nI îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

EÏÂÎÊÂ(ns) = nIN =: n.

Äëÿ îá'¹êòèâíîãî ïîðiâíÿííÿ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó ç
ïðîñòèì âèïàäêîâèì îäíîñòàäiéíèì êëàñòåðíèì âiäáîðîì ïðèïó-
ñòèìî, ùî ðîçìið ïðîñòî¨ âèïàäêîâî¨ âèáiðêè n = nIN . Ïðè ÏÂÂ
π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ Ny, à äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè

DÏÂÂáÏ(t̂π) = DÏÂÂáÏ(Ny) = NKIS
2.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ùå îäíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨
îöiíêè t̂π ïðè ÏÂÎÊÂ:

DÏÂÎÊÂ(t̂π) =
(

1 +
N −NI

NI − 1
δ

)
DÏÂÂáÏ + KICov. (8.12)

Îòæå, äèçàéí-åôåêò ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî îäíîñòàäiéíîãî
êëàñòåðíîãî âiäáîðó äîðiâíþ¹

deff(ÏÂÎÊÂ, t̂π) =
DÏÂÎÊÂ(t̂π)

DÏÂÂáÏ(t̂π)
= 1 +

N −NI

NI − 1
δ +

Cov
NS2

. (8.13)

Òåïåð äîñëiäèìî, íàñêiëüêè åôåêòèâíèì ¹ ïðîñòèé âèïàäêî-
âèé îäíîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé âiäáið. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äâà
âèïàäêè.
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1) Êëàñòåðè îäíàêîâîãî ðîçìiðó. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ
i ∈ UI : Ni = N . Òîäi Cov = 0 òà

deff(ÏÂÎÊÂ, t̂π) = 1 +
N −NI

NI − 1
δ ≈ 1 + (N − 1)δ. (8.14)

Öå îçíà÷à¹, ùî DÏÂÎÊÂ(t̂π) < DÏÂÂáÏ(t̂π) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè δ < 0, òîáòî, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âíóòðiøíüîêëàñòåð-
íà äèñïåðñiÿ äîñèòü âåëèêà. Àëå íà ïðàêòèöi áiëüøiñòü êëàñòå-
ðiâ óòâîðþþòü çà ïðèíöèïîì ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ, à òàêi åëåìåíòè
çàçâè÷àé ìàþòü ñõîæi õàðàêòåðèñòèêè, òîìó áiëüø iìîâiðíî, ùî
δ > 0. Îòæå, çàçâè÷àé DÏÂÎÊÂ(t̂π) ïåðåâèùó¹ DÏÂÂáÏ(t̂π). Íà-
ïðèêëàä, ïðè äîñèòü ìàëîìó äîäàòíîìó δ = 0, 08 òà ñåðåäíüîìó
ðîçìiði êëàñòåðiâ N = 300 áóäåìî ìàòè

deff(ÏÂÎÊÂ, t̂π) ≈ 25.

Ó äàíîìó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ êëàñòåðíîãî âiäáîðó ç äîñèòü âå-
ëèêèìè ðîçìiðàìè êëàñòåðiâ ïðèçâîäèòü äî çíà÷íî¨ âòðàòè åôå-
êòèâíîñòi.

2) Êëàñòåðè ðiçíèõ ðîçìiðiâ. ßêùî êîðåëÿöiÿ ìiæ Ni òà NiY
2
i

äîäàòíà, ÿê çàçâè÷àé áóâà¹, òî çðîñòàííÿ äèñïåðñi¨ âíàñëiäîê âè-
êîðèñòàííÿ êëàñòåðíîãî âiäáîðó ìîæå áóòè íàâiòü áiëüøèì, íiæ
ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îñêiëüêè äðóãèé äîäàíîê ó âèðàçi (8.12)
ìîæå áóòè áiëüøèì. Ïîêàæåìî, íàñêiëüêè âàæëèâèì ¹ òå, ùî ðîç-
ìiðè êëàñòåðiâ âiäðiçíÿþòüñÿ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íèé
âèïàäîê δ = δmin = (NI− 1)/(N −NI). Òóò ñåðåäíi çíà÷åííÿ îäíà-
êîâi ó âñiõ êëàñòåðàõ i äîðiâíþþòü Y . Òîäi ôîðìóëà (8.12) ìàòèìå
âèãëÿä

DÏÂÎÊÂ(t̂π) = Y
2
KIS

2
NUI

. (8.15)

À çíà÷åííÿ öi¹¨ äèñïåðñi¨ áóäå òèì áiëüøèì, ÷èì áiëüøå çíà÷åííÿ
äèñïåðñi¨ ðîçìiðiâ êëàñòåðiâ S2

NUI
= 1

NI−1

∑
i∈UI

(Ni −N)2.

Ó öüîìó âèïàäêó

deff(ÏÂÎÊÂ, t̂π) = N

(
CVN

CVy

)2

, (8.16)
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äå CVN = SNUI
/N òà CVy = S/Y . Âiäíîøåííÿ

DÏÂÎÊÂ(t̂π)/DÏÂÂáÏ(t̂π) ìîæå áóòè çíà÷íî áiëüøèì âiä
îäèíèöi, îñîáëèâî òîäi, êîëè ñåðåäíié ðîçìið êëàñòåðiâ N

âåëèêèé.
Îòæå, îäíîñòàäiéíèé êëàñòåðíèé âiäáið ç íàñòóïíèì âèêîðè-

ñòàííÿì π-îöiíêè äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæó-
âàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè â áàãàòüîõ ñèòóàöiÿõ ìîæå áóòè íååôåêòèâ-
íèì, îñîáëèâî ÿêùî êëàñòåðè îäíîðiäíi òà/÷è íåîäíàêîâîãî ðîç-
ìiðó. Àëå ç òî÷êè çîðó âàðòîñòi îáñòåæåííÿ òàêà ñòðàòåãiÿ ìîæå
ìàòè ïåðåâàãè.

ßêùî íàÿâíà äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ, òî åôåêòèâíiñòü òàêîãî
âiäáîðó ìîæíà ïiäâèùèòè. Òîäi âèáið ñòðàòåãi¨ çàëåæèòü âiä òî-
ãî, ÿêà ñàìå iíôîðìàöiÿ ¹ ó ðîçïîðÿäæåííi äîñëiäíèêà. Öå ìîæå
áóòè ÿê âiäáið êëàñòåðiâ ç iìîâiðíîñòÿìè, ïðîïîðöiéíèìè äåÿêié
çìiííié ðîçìiðó, òàê i âèêîðèñòàííÿ iíøîãî ìåòîäó îöiíþâàííÿ.

8.3. Äâîñòàäiéíèé âiäáið

Ç âèùåíàâåäåíîãî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî åôåêòèâíiñòü
êëàñòåðíîãî âiäáîðó çàçâè÷àé ìåíøà, íiæ åôåêòèâíiñòü ïðîñòîãî
âèïàäêîâîãî âiäáîðó. Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ òå, ùî åëåìåíòè âñåðåäè-
íi êëàñòåðiâ, ÿê ïðàâèëî, äîñèòü îäíîðiäíi (δ>0), òà é êëàñòåðè
÷àñòiøå áóâàþòü ðiçíi çà ðîçìiðîì.

Äèñïåðñiþ π-îöiíêè ìîæíà çìåíøèòè çà ðàõóíîê çáiëüøåííÿ
êiëüêîñòi êëàñòåðiâ ó âèáiðöi. Àëå öå ìîæå ïðèçâåñòè äî çáiëüøå-
ííÿ âèòðàò ïðè îáìåæåíîìó áþäæåòi.

Äëÿ òîãî, ùîá óêëàñòèñÿ â ðàìêè áþäæåòó i îäíî÷àñíî çáiëü-
øèòè êiëüêiñòü êëàñòåðiâ ó âèáiðöi, ìîæíà ðîáèòè ïiäâèáiðêè ç
âiäiáðàíèõ êëàñòåðiâ, à íå îáñòåæóâàòè âñi åëåìåíòè. ßêùî åëå-
ìåíòè â êëàñòåðàõ îäíîðiäíi, òîáòî âàðiàöiÿ âñåðåäèíi êëàñòåðà
ìàëà, òî îöiíêè t̂i ñóìàðíèõ çíà÷åíü â êëàñòåðàõ áóäóòü ìàòè ìà-
ëó äèñïåðñiþ íàâiòü ïðè äîñèòü ìàëèõ ïiäâèáiðêàõ. Òîìó äóæå ÷à-
ñòî çàìiñòü îäíîñòàäiéíîãî êëàñòåðíîãî âiäáîðó âèêîðèñòîâóþòü
äâîñòàäiéíèé âiäáið.

Ó âèïàäêó äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó iñíó¹ äâà äæåðåëà âèáiðêîâèõ
ïîõèáîê (òîáòî, ïîõèáîê âíàñëiäîê îáñòåæåííÿ ÷àñòèíè ãåíåðàëü-
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íî¨ ñóêóïíîñòi çàìiñòü ñóöiëüíîãî îáñòåæåííÿ): íà ïåðøié ñòàäi¨
âiäáîðó � öå ïîõèáêà âíàñëiäîê âèáîðó ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäè-
íèöü (ÏÂÎ), à íà äðóãié ñòàäi¨ � ïîõèáêà ÷åðåç âiäáið âòîðèííèõ
âèáiðêîâèõ îäèíèöü(ÂÂÎ) ç òèõ ÏÂÎ, ùî ïîòðàïèëè äî âèáiðêè
íà ïîïåðåäíié ñòàäi¨.

Ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü U = {1, 2, ..., k, ..., N} ïîäiëåíà íà
NI ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü U1, U2, ..., UNI

. Ïîçíà÷èìî
ìíîæèíó (ïîïóëÿöiþ) ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü ÷åðåç
UI = {1, 2, ..., i, ..., NI}. Ðîçìið ïåðâèííî¨ âèáiðêîâî¨ îäèíèöi Ui,
òîáòî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â íié, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ni. Ìàòèìåìî

N =
∑

i∈UI

Ni.

Îïèøåìî çàãàëüíó ïðîöåäóðó äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó.
Ïåðøà ñòàäiÿ. Âiäáèðà¹òüñÿ âèáiðêà sI ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ

îäèíèöü iç ìíîæèíè UI (sI ⊂ UI) çãiäíî ç âèáiðêîâèì äèçàéíîì
pI(·).

Äðóãà ñòàäiÿ. Äëÿ êîæíîãî i ∈ sI âiäáèðà¹òüñÿ âèáiðêà åëå-
ìåíòiâ, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî si, ç ïåðâèííî¨ âèáiðêîâî¨ îäèíèöi Ui

(si ⊂ Ui) çãiäíî ç âèáiðêîâèì äèçàéíîì pi(·|sI). Ðåçóëüòóþ÷à âè-
áiðêà åëåìåíòiâ, ÿêó ïîçíà÷èìî ÿê s, ¹ îá'¹äíàííÿì âèáiðîê ç âiäi-
áðàíèõ íà ïåðøié ñòàäi¨ ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü: s =

⋃
i∈sI

si.

ßê íà ïåðøié, òàê i íà äðóãié ñòàäi¨ âiäáîðó ìîæíà âèêîðè-
ñòîâóâàòè áóäü-ÿêèé âèáiðêîâèé äèçàéí. Ïðè÷îìó âèáið ìåòîäiâ
âiäáîðó, ÿêi ïëàíó¹òüñÿ çàñòîñóâàòè íà äðóãié ñòàäi¨, ìîæå çàëå-
æàòè âiä ðåçóëüòàòó sI ïåðøî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó. Áiëüøå òîãî, âiäáið
ç ÏÂÎ Ui ìîæå çàëåæàòè âiä âiäáîðó ç ÏÂÎ Uj , i 6= j.

Àëå â äàíîìó ðîçäiëi ìè çîñåðåäèìî óâàãó íå íà çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó, à ðîçãëÿíåìî âóæ÷èé êëàñ âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ, ÿêi ìîæíà
çàñòîñîâóâàòè íà äðóãié ñòàäi¨ âiäáîðó, à ñàìå: áóäåìî âèìàãàòè,
ùîá âèêîíóâàëèñÿ óìîâè iíâàðiàíòíîñòi òà íåçàëåæíîñòi.

Iíâàðiàíòíiñòü âèáiðêîâîãî äèçàéíó äðóãî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó
îçíà÷à¹, ùî ∀ i ∈ UI òà ∀ sI 3 i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà pi(·|sI) = pi(·).
Iíàêøå êàæó÷è, êîæåí ðàç, êîëè i-òà ÏÂÎ ïîòðàïëÿ¹ ó âèáiðêó
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ïåðøî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó, íà äðóãié ñòàäi¨ äëÿ âiäáîðó ç öi¹¨ îäèíè-
öi ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè îäèí i òîé ñàìèé âèáiðêîâèé äèçàéí
(íåçàëåæíî âiä òîãî, ÿêi ùå ÏÂÎ ïîòðàïèëè ó âèáiðêó).

Íåçàëåæíiñòü âèáiðêîâîãî äèçàéíó äðóãî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó îçíà-
÷à¹, ùî ∀ sI

P


⋃

i∈sI

si

∣∣∣sI


 =

∏

i∈sI

P (si|sI),

òîáòî, âiäáið ç êîæíî¨ ÏÂÎ íå çàëåæèòü âiä âiäáîðiâ ç iíøèõ ÏÂÎ.
8.3.1. Äâîñòàäiéíèé âiäáið åëåìåíòiâ

Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî óìîâè iíâàðiàíòíîñòi òà íåçà-
ëåæíîñòi âèêîíóþòüñÿ, i ñêîíöåíòðó¹ìî óâàãó íà âèïàäêó äâîñòà-
äiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî âòîðèííi âèáiðêîâi îäè-
íèöi � îêðåìi åëåìåíòè.

Êiëüêiñòü ÏÂÎ ó âèáiðöi sI ïîçíà÷èìî ÷åðåç nsI àáî, ÿêùî
pI(·) � âèáiðêîâèé äèçàéí ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáiðêè, òî
nI. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó âèáiðöi si ïîçíà÷èìî ÷åðåç nsi àáî,
ÿêùî pi(·) � âèáiðêîâèé äèçàéí ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì âèáið-
êè, òî ni. Òîäi çàãàëüíà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó âèáiðöi s äîðiâíþ¹
ns :=

∑
i∈sI

nsi .

Îá÷èñëèìî éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ åëåìåíòà ó âèáiðêó çà äâî-
ñòàäiéíîãî âiäáîðó. Äëÿ âèáiðêîâîãî äèçàéíó pI(·) ïåðøî¨ ñòàäi¨
âiäáîðó éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ÏÂÎ ó âèáiðêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç
πIi òà πIij . Äëÿ âèáiðêîâîãî äèçàéíó pi (·) äðóãî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó
éìîâiðíîñòi âêëþ÷åííÿ ÂÂÎ ó âèáiðêó áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
πk|i òà πkl|i. Òîäi éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ k-ãî åëåìåíòà ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi ó âèáiðêó îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

πk = πIiπk|i, äå i ∈ UI : Ui 3 k, (8.17)
à éìîâiðíiñòü òîãî, ùî k-é òà l-é åëåìåíòè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
ïîòðàïëÿòü äî âèáiðêè, äîðiâíþ¹

πkl =





πIiπk|i, ÿêùî k = l ∈ Ui;
πIiπkl|i, ÿêùî k&l ∈ Ui, k 6= l;
πIijπk|jπl|j , ÿêùî k ∈ Ui, l ∈ Uj , (i 6= j).

(8.18)
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Îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ Ti =
∑

k∈Ui

yk äëÿ

ïåðâèííî¨ âèáiðêîâî¨ îäèíèöi Ui, îá÷èñëåíà çà ¾äðóãîñòàäiéíîþ¿
âèáiðêîþ ç öi¹¨ îäèíèöi, çíàõîäèòüñÿ òàê:

t̂iπ =
∑

k∈si

yk

πk|i
. (8.19)

Äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Di =
∑

k∈Ui

∑

l∈Ui

(
πkl|i − πk|iπl|i

) yk

πk|i

yl

πl|i
, (8.20)

à ¨¨ íåçìiùåíà îöiíêà äîðiâíþ¹

D̂i =
∑

k∈si

∑

l∈si

(
πkl|i − πk|iπl|i

)

πkl|i

yk

πk|i

yl

πl|i
. (8.21)

Òâåðäæåííÿ 8.2. Ó âèïàäêó äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ
π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ T =

∑
k∈U

yk äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòå-

ðèñòèêè ìà¹ âèãëÿä

t̂π =
∑

i∈sI

t̂iπ
πIi

, (8.22)

äå t̂iπ � π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ Ti, i ∈ sI.
Äèñïåðñiÿ îöiíêè t̂π ìà¹ äâi ñêëàäîâi:

D (
t̂π

)
= DÏÂÎ +DÂÂÎ, (8.23)

äå
DÏÂÎ =

∑

i∈UI

∑

j∈UI

(πIij − πIiπIj)
Ti

πIi

Tj

πIj
, (8.24)

DÂÂÎ =
∑

i∈UI

Di

πIi
. (8.25)

Íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ DÏÂÎ ¹ ñòàòèñòèêà

D̂ÏÂÎ =
∑

i∈sI

∑

j∈sI

(πIij − πIiπIj)
πIij

t̂iπ
πIi

t̂jπ
πIj

−

−
∑

i∈sI

1
πIi

(
1

πIi
− 1

)
D̂i , (8.26)
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à íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ DÂÂÎ äîðiâíþ¹

D̂ÂÂÎ =
∑

i∈sI

D̂i

(πIi)
2 . (8.27)

Îòæå, íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ D (
t̂π

)
ìà¹ âèãëÿä

D̂ (
t̂π

)
= D̂ÏÂÎ + D̂ÂÂÎ = (8.28)

=
∑

i∈sI

∑

j∈sI

(πIij − πIiπIj)
πIij

t̂iπ
πIi

t̂jπ
πIj

+
∑

i∈sI

D̂i

(πIi)
.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ π-îöiíêè òà ôîðìóë (8.17) i (8.19) îòðè-
ìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ó
âèïàäêó äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ:

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
=

∑

i∈sI

∑

k∈si

yk

πIiπk|i
=

∑

i∈sI

1
πIi

∑

k∈si

yk

πk|i
=

∑

i∈sI

t̂iπ
πIi

.

Ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó (8.23) äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ π-
îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ, ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâîñòÿìè óìîâ-
íîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ:

D(t̂π) = DpI [E(t̂π|sI)] + EpI [D(t̂π|sI)]. (8.29)

Ðîçãëÿíåìî E(t̂π|sI) òà D(t̂π|sI) îêðåìî i ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëà-
ñòèâîñòÿìè iíâàðiàíòíîñòi òà íåçàëåæíîñòi âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ
(pi, i ∈ UI) äðóãî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó:

E(t̂π|sI) =
∑

i∈sI

Epi

(
t̂iπ
πIi

∣∣∣sI

)
=

∑

i∈sI

Epi

(
t̂iπ
πIi

)
=

∑

i∈sI

Ti

πIi
, (8.30)

D(t̂π|sI) =
∑

i∈sI

D
(

t̂iπ
πIi

∣∣∣sI

)
=

∑

i∈sI

Dpi

(
t̂iπ
πIi

)
=

∑

i∈sI

Di

π2
Ii

. (8.31)
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Iç âèðàçiâ (8.29)�(8.31) îòðèìó¹ìî

D(t̂π) = DpI


∑

i∈sI

Ti

πIi


 + EpI


∑

i∈sI

Di

π2
Ii


 =

=
∑

i∈UI

∑

j∈UI

(πIij − πIiπIj)
Ti

πIi

Tj

πIj
+

∑

i∈UI

Di

πIi
,

òîáòî, ìà¹ìî âèðàç (8.23), ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòè îöiíêè äèñïåðñi¨. Âíàñëiäîê âëà-

ñòèâîñòi íåçàëåæíîñòi ìà¹ìî

E(t̂iπt̂jπ|sI) =
{

T 2
i +Di, i = j;

TiTj , i 6= j.

Îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïåðøîãî äîäàíêó ó âèðàçi
(8.26), òîáòî:

E


∑

i∈sI

∑

j∈sI

(πIij − πIiπIj)
πIij

t̂iπ
πIi

t̂jπ
πIj


 =

= EpI


∑

i∈sI

∑

j∈sI

(πIij − πIiπIj)
πIij

E(t̂iπt̂jπ|sI)
πIiπIj


 =

= EpI


∑

i∈sI

∑

j∈sI

(πIij − πIiπIj)
πIij

TiTj

πIiπIj


+

+EpI


∑

i∈sI

πIi(1− πIi)
πIi

Di

π2
Ii


 =

=
∑

i∈UI

∑

j∈UI

(πIij − πIiπIj)
TiTj

πIiπIj
+

∑

i∈UI

(
1

πIi
− 1

)
Di =

= DÏÂÎ +
∑

i∈UI

(
1

πIi
− 1

)
Di.
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Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äðóãîãî äîäàíêà ó âèðàçi (8.26)
áóäåìî ìàòè

E


−

∑

i∈sI

1
πIi

(
1

πIi
− 1

)
D̂i


 =

= −EpI


∑

i∈sI

1
πIi

(
1

πIi
− 1

)
E(D̂i|sI)


 =

= −EpI


∑

i∈sI

1
πIi

(
1

πIi
− 1

)
Di


 =

= −
∑

i∈UI

(
1

πIi
− 1

)
Di.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî E(D̂ÏÂÎ) = DÏÂÎ.
Àíàëîãi÷íî

E(D̂ÂÂÎ) = EpI


∑

i∈sI

E(D̂i|sI)
π2

Ii


 =

= EpI


∑

i∈sI

Di

π2
Ii


 =

∑

i∈UI

Di

πIi
= DÂÂÎ.

Îòæå,

E(D̂(t̂π)) = E(D̂ÏÂÎ + D̂ÂÂÎ) = DÏÂÎ +DÂÂÎ = D(t̂π),

òîáòî íåçìiùåíiñòü îöiíêè E(D̂(t̂π)) äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 8.2. Îöiíêà (8.26) íå çàâæäè íàáóâà¹ äîäàòíèõ çíà-
÷åíü.

Íàâåäåìî óìîâè, çà ÿêèõ ñêëàäîâi äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂π íóëüîâi.
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1) ßêùî sI = UI ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ, òî πIi = πIij = 1 ∀i, j,
à îòæå DÏÂÎ = 0 òà DÂÂÎ =

∑
i∈UI

Di. Ñàìå òàêèé âèãëÿä

ìà¹ äèñïåðñiÿ îöiíêè t̂π ó âèïàäêó ñòðàòèôiêîâàíîãî âiäáî-
ðó, à ïîÿñíþ¹òüñÿ öå òèì, ùî ñòðàòè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
ïåðâèííi âèáiðêîâi îäèíèöi äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó, â ÿêîìó
sI = UI.

2) ßêùî si = Ui ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ, òî DÂÂÎ = 0. Òîäi
DÏÂÎ � öå äèñïåðñiÿ π-îöiíêè ïðè îäíîñòàäiéíîìó êëàñòåð-
íîìó âiäáîði.

Îá÷èñëèòè îöiíêó äèñïåðñi¨ D (
t̂π

)
çà ôîðìóëîþ (8.28) ìîæå

áóòè äîñèòü ñêëàäíî � ïîòðiáíî îöiíèòè D̂i äëÿ âñiõ çíà÷åíü i ∈ sI.
Òîìó iíêîëè D (

t̂π
)
îöiíþþòü çà ôîðìóëîþ

D̂∗ =
∑

i∈sI

∑

j∈sI

(πIij − πIiπIj)
πIij

t̂iπ
πIi

t̂jπ
πIj

.

Ùîá îá÷èñëèòè öþ îöiíêó, ïîòðiáíî îöiíèòè òiëüêè ñóìàðíi çíà-
÷åííÿ â ÏÂÎ, à öå çíà÷íî ïðîñòiøå, íiæ îöiíþâàííÿ äèñïåðñié.
Öÿ îöiíêà ¹ çìiùåíîþ. �¨ çìiùåííÿ äîðiâíþ¹:

B
(
D̂∗

)
= −

∑

i∈Ui

Di,

òîáòî D̂∗ íåäîîöiíþ¹ íåâiäîìó ðåàëüíó äèñïåðñiþ îöiíêè t̂π.
Ïðîòå, ÿêùî ðîçãëÿíóòè âiäíîñíå çìiùåííÿ öi¹¨ îöiíêè:

B
(
D̂∗

)

D (
t̂π

) = −

∑
i∈UI

Di

∑
i∈UI

∑
j∈UI

(πIij − πIiπIj)
TiTj

πIiπIj
+

∑
i∈UI

Di
πIi

, (8.32)

òî ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ çìiùåííÿ îöiíêè D̂∗

ìîæå áóòè íåñóòò¹âèì. ßêùî éìîâiðíîñòi πIi � ìàëi, òî i ÷èñåëü-
íèê äðîáó ó âèðàçi (8.32) áóäå ìàëèì ïîðiâíÿíî çi çíàìåííèêîì,
âíàñëiäîê ÷îãî çìiùåííÿ áóäå íåçíà÷íèì i íèì ìîæíà áóäå çíå-
õòóâàòè.
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Ï ð è ê ë à ä 8.1. Íåõàé âiäáið êëàñòåðiâ ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó ç iìîâiðíîñòÿìè âêëþ÷åííÿ
πIi = nI

NI
= 0, 1. ßêùî, íàïðèêëàä, DÏÂÎ/DÂÂÎ = 5, òî

âiäíîñíå çìiùåííÿ, îá÷èñëåíå çà ôîðìóëîþ (8.32), äîðiâíþ¹:
− 1

60 = −0, 017. ♦

8.3.2. Ñàìîçâàæåíèé äâîñòàäiéíèé âiäáið

Ó áàãàòüîõ äâîñòàäiéíèõ òà áàãàòîñòàäiéíèõ îáñòåæåííÿõ âè-
êîðèñòîâóþòü òàê çâàíèé ñàìîçâàæåíèé âèáiðêîâèé äèçàéí. Ðîç-
ãëÿíåìî ñàìîçâàæåíèé äâîñòàäiéíèé âiäáið.

Íåõàé ui � öå âiäîìà (õî÷à á ïðèáëèçíî) ìiðà ðîçìiðó i-¨ ÏÂÎ,
i ∈ UI. Òîäi íà ïåðøié ñòàäi¨ âiäáîðó ìîæíà âèêîðèñòàòè äèçàéí ç
iìîâiðíîñòÿìè âêëþ÷åííÿ πIi = cui, äå c � äåÿêà êîíñòàíòà, à íà
äðóãié ñòàäi¨ ïðîâåñòè ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið ni åëåìåíòiâ ç
Ni òàê, ùîá

ni

Ni
=

1
ui

.

ßêùî íà ïåðøié ñòàäi¨ âiäáîðó âèáiðêà ìà¹ ôiêñîâàíèé ðîçìið
nI, òî c = nI∑

i∈UI

ui
òà äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà k îòðèìà¹ìî

πk = πIiπk|i = cui
ni

Ni
= cui

1
ui

= c.

Òîäi π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ T áóäå ìàòè âèãëÿä

t̂π =
∑

k∈s

yk

πk
=

1
c

∑

i∈sI

∑

k∈si

yk.

Îòæå, âñi çíà÷åííÿ yk ìàþòü îäíàêîâó âàãó, ÿêà äîðiâíþ¹ 1
c .

8.3.3. Ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið íà îáîõ ñòàäiÿõ äâî-
ñòàäiéíîãî âiäáîðó

Íåõàé íà îáîõ ñòàäiÿõ äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ âèêîðè-
ñòîâó¹òüñÿ ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ: íà ïåðøié
ñòàäi¨ âiäáèðà¹òüñÿ ïðîñòà âèïàäêîâà âèáiðêà sI ðîçìiðó nI ç NI
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ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü, òà íà äðóãié ñòàäi¨ äëÿ âñiõ i ∈ sI

âèáèðà¹ìî ni åëåìåíòiâ (ÂÂÎ) ç Ni åëåìåíòiâ i-¨ ÏÂÎ. Òàêèé âiä-
áið íàäàëi áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòèì âèïàäêîâèì äâîñòàäiéíèì
âiäáîðîì åëåìåíòiâ i ïîçíà÷àòè ÷åðåç ÏÂÄÂÅ.

Òîäi π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðè-
ñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

t̂π =
NI

nI

∑

i∈sI

Niyi =
NI

nI

∑

i∈sI

t̂iπ, (8.33)

äå
t̂iπ = Niyi =

Ni

ni

∑

k∈si

yk.

Äèñïåðñiÿ π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

DÏÂÄÂÅ
(
t̂π

)
= NI

2 1− fI

nI
S2

T +
NI

nI

∑

i∈UI

N2
i

1− fi

ni
S2

i , (8.34)

äå
S2

T (t) = 1
NI−1

∑
i∈UI

(
Ti − T

)2 � äèñïåðñiÿ ñóìàðíèõ çíà÷åíü äî-

ñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè y â ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöÿõ,
T = 1

NI

∑
i∈UI

Ti � ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ñóìàðíèõ çíà÷åíü äîñëi-

äæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè y â ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöÿõ,
S2

i = 1
Ni−1

∑
k∈Ui

(
yk − Y i

)2 � äèñïåðñiÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòå-

ðèñòèêè â i-é ÏÂÎ,
Y i = 1

Ni

∑
k∈Ui

yk � ñåðåäí¹ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè â i-é

ÏÂÎ, i ∈ UI.
Íåçìiùåíà îöiíêà äëÿ D (

t̂π
)
ìà¹ âèãëÿä

D̂ÏÂÄÂÅ
(
t̂π

)
= NI

2 1− fI

nI
Ŝ2

T +
NI

nI

∑

i∈sI

N2
i

1− fi

ni
Ŝ2

i , (8.35)

äå Ŝ2
T = 1

nI−1

∑
i∈sI

(
t̂iπ − 1

nI

∑
i∈sI

t̂iπ

)2

� îöiíêà äèñïåðñi¨ ñóìàðíèõ

çíà÷åíü ó ÏÂÎ,
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t̂iπ = Niyi � îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðà-
êòåðèñòèêè â i-é ÏÂÎ,

yi = 1
ni

∑
k∈si

yk � âèáiðêîâå ñåðåäí¹ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðè-

ñòèêè â i-é ÏÂÎ,
Ŝ2

i = 1
nI−1

∑
k∈sI

(yk − yi)
2 � âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ äîñëiäæóâàíî¨

õàðàêòåðèñòèêè â i-é ÏÂÎ.
8.3.4. Îïòèìàëüíå ðîçìiùåííÿ ó âèïàäêó ïðîñòîãî âè-

ïàäêîâîãî äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé âèïàäêîâèé äâîñòàäiéíèé âiäáið åëåìåí-
òiâ, îïèñàíèé ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, òà ñïðîáó¹ìî âèçíà÷èòè
îïòèìàëüíó ÷àñòêó âiäáîðó fI = nI/NI äëÿ âèáiðêè ïåðøî¨ ñòàäi¨,
à òàêîæ ÷àñòêè âiäáîðiâ fi = ni/Ni äëÿ âèáiðîê äðóãî¨ ñòàäi¨ öüîãî
âiäáîðó, ïàì'ÿòàþ÷è ïðî òàêi î÷åâèäíi îáìåæåííÿ:

0 < fi ≤ 1, i ∈ UI; (8.36)

0 < fI ≤ 1. (8.37)
Ó âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó åëå-

ìåíòiâ π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòè-
êè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi îá÷èñëþ¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (8.33),
à äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè � çà ôîðìóëîþ (8.34). Öþ äèñïåðñiþ ìîæíà
ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

DÏÂÄÂÅ(t̂π) = A0 +
A1

fI
+

1
fI

∑

i∈Ui

A2i

fi
, (8.38)

äå
A0 = −NIS

2
TUI

; A1 = NIG; A2i = NiS
2
i ; (8.39)

G = S2
TUI

− 1
NI

∑

i∈UI

NiS
2
i . (8.40)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ âèòðàò âèäó

C(sI) = c0 + nIcu +


∑

i∈sI

Ni


 cel +

∑

i∈sI

nic2i, (8.41)
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äå ïåðøèé äîäàíîê c0 âiäîáðàæà¹ äåÿêi ôiêñîâàíi âèòðàòè, ÿêi
ìàþòü ìiñöå ïðè ïðîâåäåííi îáñòåæåííÿ, à iíøi òðè äîäàíêè �
öå çìiííi âèòðàòè. Çîêðåìà, â öüîìó âèðàçi cu � âàðòiñòü âiäáîðó
îäíi¹¨ ÏÂÎ (êëàñòåðà), cel � âàðòiñòü ðå¹ñòðàöi¨ îäíîãî åëåìåíòà
âiäiáðàíîãî êëàñòåðà, c2i � âàðòiñòü îáñòåæåííÿ îäíîãî åëåìåíòà
i-ãî êëàñòåðà, âêëþ÷àþ÷è âàðòiñòü iíòåðâ'þ.

Ôóíêöiÿ âèòðàò (8.41) öiëêîì âiäîáðàæà¹ çàãàëüíi âèòðàòè íà
ïðîâåäåííÿ îáñòåæåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó
åëåìåíòiâ, àëå, íà æàëü, áåçïîñåðåäíüî âèêîðèñòàòè ¨¨ äëÿ ðîçâ'ÿ-
çàííÿ íàøî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ìè íå ìîæåìî, îñêiëüêè öÿ ôóíêöiÿ
¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ � âîíà çàëåæèòü âiä âèïàäêîâî¨ âèáið-
êè sI. Òîìó âèêîðèñòà¹ìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çìiííèõ âèòðàò,
òîáòî îñòàííiõ òðüîõ äîäàíêiâ âèðàçó (8.41), ÿêå ïîçíà÷èìî ÷åðåç
EV C (âiä àíãë. expected variable cost):

EV C := E(C(sI)) = nIcu +
nI

NI


∑

i∈UI

Ni


 cel +

nI

NI

∑

i∈UI

nic2i,

àáî

EV C = a1fI + fI


∑

i∈UI

a2ifi


 , (8.42)

äå
a1 = NIc1; a2i = Nic2i; c1 = cu + Ncel. (8.43)

Òóò c1 � ñåðåäíi âèòðàòè íà îäèí êëàñòåð, ÿêi âêëþ÷àþòü âèòðà-
òè íà âiäáið êëàñòåðà òà ðå¹ñòðàöiþ (ñòâîðåííÿ ñïèñêó) åëåìåí-
òiâ ó íüîìó. Êîåôiöi¹íò c2i âiäîáðàæà¹ âèòðàòè íà îäèí åëåìåíò
i-ãî êëàñòåðà, ÿêi âêëþ÷àþòü âèòðàòè íà âiäáið åëåìåíòà òà éîãî
îáñòåæåííÿ.

Íàãàäà¹ìî, â ÷îìó ñàìå ïîëÿãà¹ çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ âèáiðêîâî-
ãî äèçàéíó: ïîòðiáíî çíàéòè òàêi çíà÷åííÿ fI òà fi, ïðè ÿêèõ

1) äèñïåðñiÿ (8.38) áóäå ìiíiìàëüíîþ ïðè ôiêñîâàíèõ çàãàëüíèõ
âèòðàòàõ (8.42):

EV C = C0 (8.44)
àáî
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2) çàãàëüíi âèòðàòè (8.42) áóäóòü ìiíiìàëüíèìè ïðè ôiêñîâàíî-
ìó çíà÷åííi äèñïåðñi¨:

DÏÂÄÂÅ(t̂π) = V0. (8.45)

Çîñåðåäèìîñÿ íà âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà G ≥ 0 (òîá-
òî A1 ≥ 0)6. Òîäi çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ âèáiðêîâîãî äèçàéíó ðîçâ'ÿçó-
¹òüñÿ äîñèòü ëåãêî, ÿêùî âèêîðèñòàòè íåðiâíiñòü Êîøi àáî ìåòîä
íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà7. ßêùî òèì÷àñîâî íå áðàòè
äî óâàãè îáìåæåííÿ (8.36) òà (8.37), òî çà áóäü-ÿêèì iç öèõ ìåòî-
äiâ ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ ÷àñòîê âiäáîðó
äðóãî¨ ñòàäi¨ ÿê äëÿ âèïàäêó 1), òàê i äëÿ âèïàäêó 2) ñòàíîâëÿòü:

fi =
(

a1

A1

A2i

a2i

)1/2

, i ∈ UI. (8.46)

Òåïåð, íàïðèêëàä, äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ÷àñ-
òêè âiäáîðó ïåðøî¨ ñòàäi¨ äëÿ âèïàäêó 1), ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâ-
íÿííÿ (8.44) âiäíîñíî fI. Áóäåìî ìàòè

fI =
C0

a1


1 +

∑

i∈UI

(
a2iA2i

a1A1

)1/2


−1

. (8.47)

Àíàëîãi÷íî, äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ÷àñòêè
âiäáîðó ïåðøî¨ ñòàäi¨ äëÿ âèïàäêó 2), ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿ-
ííÿ (8.45) âiäíîñíî fI. Òîäi

fI =

A1 + (A1/a1)
1/2 ∑

i∈UI

(a2iA2i)1/2

V0 −A0
. (8.48)

ßêùî ïiäñòàâèòè ó ôîðìóëè (8.46) òà (8.47) âèðàçè äëÿ îá÷è-
ñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ A1, A2i, a1 òà a2i, òî îòðèìà¹ìî òàêå òâåðäæå-
ííÿ.

6Âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà A1 òåæ ìîæëèâå, õî÷à é ìàëîéìîâiðíå.
7Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó îïòèìiçàöi¨ ìîæíà, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 8.3. Íåõàé G > 0. Òîäi äèñïåðñiÿ (8.38) áóäå ìiíi-
ìàëüíîþ ïðè ôiêñîâàíèõ çàãàëüíèõ âèòðàòàõ EV C = C0, ÿêùî:

fI =
nI

NI
=

C0

c1


NI +

1
(c1G)1/2

∑

i∈UI

NiSi(c2i)1/2



−1

(8.49)

òà
fi =

ni

Ni
=

(
c1

c2i

)1/2 Si

G1/2
, i ∈ UI, (8.50)

çà óìîâè, ùî âèêîíóþòüñÿ îáìåæåííÿ (8.36) òà (8.37).

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè i äëÿ âèïàäêó
ôiêñîâàíî¨ äèñïåðñi¨ (âïðàâà).
Çàóâàæåííÿ 8.3. ßêùî ç âèðàçó (8.49) âèïëèâà¹, ùî nI ≥ NI, òî öå
îçíà÷à¹, ùî íà ïåðøié ñòàäi¨ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî äâîñòàäiéíîãî
âiäáîðó ïîòðiáíî âèáðàòè âñi êëàñòåðè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi i ç
êîæíîãî ç íèõ âiäáèðàòè åëåìåíòè çãiäíî ç ôîðìóëîþ (8.50). Iíà-
êøå êàæó÷è, òàêå ðîçìiùåííÿ âiäïîâiäà¹ ñòðàòèôiêîâàíîìó ïðî-
ñòîìó âèïàäêîâîìó âiäáîðó.

8.4. Áàãàòîñòàäiéíèé âiäáið

Íåçâàæàþ÷è íà ñêëàäíiñòü áàãàòîñòàäiéíîãî âiäáîðó, âií äî-
ñèòü ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè ïðîâåäåííi âèáiðêîâèõ îáñòå-
æåíü âåëèêîãî ìàñøòàáó. ßê i ó âèïàäêó äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó,
ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü U = {1, 2, ..., k, ..., N} äiëÿòü íà NI ïåðâèí-
íèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü U1, U2, ..., UNI

. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ïåð-
âèííèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü ÷åðåç UI = {1, 2, ..., i, ..., NI}. Ðîçìið
Ni ïåðâèííî¨ âèáiðêîâî¨ îäèíèöi Ui âiäîìèé äî ïî÷àòêó îáñòåæå-
ííÿ, i ∈ UI.

Òâåðäæåííÿ 8.4. Ó âèïàäêó r-ñòàäiéíîãî âiäáîðó (r ≥ 2) íåçìi-
ùåíà îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ìà¹ âèãëÿä t̂ =

∑
i∈sI

t̂i/πIi, äå E(t̂i|sI) = Ti.
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Äèñïåðñiÿ îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ïîïóëÿöi¨ äîðiâíþ¹

D(t̂) =
∑

i∈UI

∑

j∈UI

(πIij − πIiπIj)
Ti

πIi

Tj

πIj
+

∑

i∈UI

Di

πIi
,

äå ïåðøèé äîäàíîê âiäîáðàæà¹ äèñïåðñiþ ïåðøî¨ ñòàäi¨ âiäáîðó, à
äðóãèé ¹ êîìáiíàöi¹þ äèñïåðñié, ñïðè÷èíåíèõ âñiìà íàñòóïíèìè
ñòàäiÿìè âiäáîðó.

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ D(t̂) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D̂(t̂) =
∑

i∈sI

∑

j∈sI

(πIij − πIiπIj)
πIij

t̂i
πIi

t̂j
πIj

+
∑

i∈sI

D̂i

(πIi)
2 ,

äå E(D̂i|sI) = Di äëÿ âñiõ i ∈ sI.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òâåðäæå-
ííÿ 8.2.

8.5. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
8.1. ×èì ïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi íà ñòðàòè âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
ïîäiëó ñóêóïíîñòi íà êëàñòåðè?
8.2. Íàñêiëüêè åôåêòèâíèì ¹ ïðîñòèé âèïàäêîâèé îäíîñòàäiéíèé
êëàñòåðíèé âiäáið ïîðiâíÿíî ç ïðîñòèì âèïàäêîâèì âiäáîðîì áåç
ïîâåðíåííÿ?
8.3. ßêi ïåðåâàãè âèêîðèñòàííÿ êëàñòåðíîãî âiäáîðó âè çíà¹òå?
8.4. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi π-îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà, äî-
âåñòè òâåðäæåííÿ 8.1.
8.5. Ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ, ìåòîþ ÿêîãî ¹ îöiíþâàí-
íÿ ñóìàðíîãî äîõîäó äîìîãîñïîäàðñòâ äåÿêîãî ðàéîíó ìiñòà. Öåé
ðàéîí ñêëàäà¹òüñÿ ç 60 êâàðòàëiâ ðiçíîãî ðîçìiðó. Çàãàëüíà êiëü-
êiñòü äîìîãîñïîäàðñòâ ó íüîìó äîðiâíþ¹ 5000. Çà äîïîìîãîþ ïðî-
ñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ âèáðàíî òðè êâàðòàëè,
â êîæíîìó ç ÿêèõ îáñòåæåíî âñi äîìîãîñïîäàðñòâà. Ðåçóëüòàòè
îáñòåæåííÿ íàâåäåíî íèæ÷å â òàáëèöi.
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Íîìåð Êiëüêiñòü Ñóìàðíèé äîõiä
êâàðòàëó äîìîãîñïîäàðñòâ äîìîãîñïîäàðñòâ

ó êâàðòàëi êâàðòàëó
1 120 2100
2 100 2000
3 80 1500

1) Îöiíèòè ñóìàðíèé äîõiä äîìîãîñïîäàðñòâ ðàéîíó, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è îöiíêó Ãîðâiöà�Òîìïñîíà.

2) Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ íåçìiùåíî¨ îöiíêè äèñïåðñi¨ îöií-
êè Ãîðâiöà�Òîìñîíà ñóìàðíîãî äîõîäó äîìîãîñïîäàðñòâ
ðàéîíó.

8.6. Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 8.2, âèâåñòè ôîðìóëè (8.33)�
(8.35) äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðà-
êòåðèñòèêè ïîïóëÿöi¨, äèñïåðñi¨ îòðèìàíî¨ îöiíêè, à òàêîæ äëÿ
îöiíþâàííÿ öi¹¨ äèñïåðñi¨ ó âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî äâî-
ñòàäiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ.
8.7. Ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ïðîñòî-
ãî âèïàäêîâîãî äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó åëåìåíòiâ, ìåòîþ ÿêîãî ¹
îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y äåÿêî¨ ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Íà ïåðøié ñòàäi¨ îòðèìàíî ïðîñòó âèïàäêîâó
âèáiðêó sI ðîçìiðó nI = 5 ç NI = 50 ïåðâèííèõ âèáiðêîâèõ îäè-
íèöü (êëàñòåðiâ). Iç êîæíîãî êëàñòåðà, ùî ïîòðàïèâ äî âèáiðêè
sI, îòðèìàíî ïðîñòó âèïàäêîâó âèáiðêó si ðîçìiðó ni = 3 ç Ni

åëåìåíòiâ, i ∈ sI. Ðåçóëüòàòè îáñòåæåííÿ íàâåäåíî â òàáëèöi.

i Ni yk

19 5 41, 49, 49
45 8 49, 49, 45
47 5 31, 31, 35
50 9 39, 41, 61
31 7 49, 51, 33
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1) Îá÷èñëèòè π-îöiíêó ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y

äëÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

2) Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ íåçìiùåíî¨ îöiíêè äèñïåðñi¨ òà êîåôi-
öi¹íòà âàðiàöi¨ π-îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè-
êè y.

8.8. Âèâåñòè ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçìiùåííÿ
ó âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî äâîñòàäiéíîãî âiäáîðó çà óìîâè
ôiêñîâàíî¨ äèñïåðñi¨, âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ A1,
A2i, a1 òà a2i (i ∈ UI).
8.9. Áàíê îáñëóãîâó¹ 39800 êëi¹íòiâ. Iíôîðìàöiÿ ïðî êîæíîãî êëi-
¹íòà ìiñòèòüñÿ ó áàçi äàíèõ áàíêó â îêðåìîìó ôàéëi. Ôàéëè ðîçìi-
ùåíi ó 3980 ïàïêàõ ïî 10 ôàéëiâ ó êîæíié ïàïöi. Ïîòðiáíî îöiíèòè
÷àñòêó êëi¹íòiâ, ÿêèì áàíê íàäàâ êðåäèò. Äëÿ öüîãî çà äîïîìîãîþ
ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó âèáðàíî 40 ïàïîê (âèáiðêà s). Ó êî-
æíié iç âèáðàíèõ ïàïîê ïiäðàõîâàíî êiëüêiñòü êëi¹íòiâ (Ai), ÿêèì
áàíê íàäàâ êðåäèò, i = 1, 40. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìàíî òàêi äàíi:

∑

i∈s

Ai = 185,
∑

i∈s

A2
i = 1263.

1) ßê íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ìåòîä âiäáîðó?

2) Çàïèñàòè âèðàç äëÿ òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ ÷àñòêó êëi¹íòiâ,
ÿêèì áàíê íàäàâ êðåäèò, òà îá÷èñëèòè íåçìiùåíó îöiíêó öüî-
ãî ïàðàìåòðà.

3) Îöiíèòè äèñïåðñiþ îòðèìàíî¨ îöiíêè i ïîáóäóâàòè 95-âiä-
ñîòêîâèé äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ îöiíþâàíîãî ïàðàìåòðà.

4) Îá÷èñëèòè äèçàéí-åôåêò äëÿ öüîãî ìåòîäó âiäáîðó.
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Ðîçäië 9
Îöiíþâàííÿ ôóíêöié âiä ñóìàðíèõ çíà÷åíü
õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

9.1. Îöiíþâàííÿ âåêòîðà ñóìàðíèõ çíà÷åíü

Ó áiëüøîñòi âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü çàçâè÷àé äîñëiäæóþòüñÿ
êiëüêà õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Ðîçãëÿíåìî âèïà-
äîê, êîëè ñóìàðíi çíà÷åííÿ êiëüêîõ õàðàêòåðèñòèê (çìiííèõ) îöi-
íþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ π-îöiíîê.

Ïðèïóñòèìî, ùî äîñëiäæóþòüñÿ q õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi, ÿêi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç y1, . . . , yj , . . . , yq. Çíà-
÷åííÿ öèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ N åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç yj1, . . . , yjk, . . . , yjN , j = 1, . . . , q. Ïîòðiáíî
îöiíèòè q êîìïîíåíò âåêòîðà íåâiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü öèõ õà-
ðàêòåðèñòèê:

T = (T1, . . . , Tj , . . . , Tq)′,

äå
Tj =

∑

k∈U

yjk.

Ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U âiäáèðà¹òüñÿ éìîâiðíiñíà âèáið-
êà s çãiäíî ç âèáiðêîâèì ïëàíîì p(s) ç iìîâiðíîñòÿìè âêëþ÷åííÿ
πk òà πkl. Äëÿ êîæíîãî k ∈ s ñïîñòåðiãà¹òüñÿ âåêòîð

yk = (y1k, . . . , yjk, . . . , yqk).

Íåõàé ñóìàðíå çíà÷åííÿ êîæíî¨ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòè-
êè îöiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ îöiíêè Ãîðâiöà�Òîìïñîíà (π-îöiíêè).
Òîäi âåêòîð îöiíîê ñóìàðíèõ çíà÷åíü áóäå ìàòè âèãëÿä

t̂π = (t̂1π, . . . , t̂jπ, . . . , t̂qπ)′,

äå
t̂jπ =

∑

k∈s

yjk

πk
.
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Î÷åâèäíî, ùî
E(t̂π) = T,

òîáòî âåêòîð t̂π ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ âåêòîðà T.

Òâåðäæåííÿ 9.1. Íåõàé t̂π = (t̂1π, . . . , t̂jπ, . . . , t̂qπ)′ � öå âå-
êòîð π-îöiíîê, ùî âiäïîâiäà¹ q çìiííèì y1, . . . , yj , . . . , yq, äå
t̂jπ =

∑
k∈s

yjk

πk
. Òîäi êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ

V(t̂π) = E
[
(t̂π −T)(t̂π −T)′

]
(9.1)

¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, â ÿêié j-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ¹
äèñïåðñi¹þ îöiíêè t̂jπ:

D(t̂jπ) =
∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
yjk

πk

yjl

πl
, j = 1, . . . , q, (9.2)

à åëåìåíòè ïîçà äiàãîíàëëþ öi¹¨ ìàòðèöi çàäàþòü êîâàðiàöiþ
îöiíîê t̂iπ òà t̂jπ (i, j = 1, . . . , q, i 6= j):

C(t̂iπ, t̂jπ) := cov(t̂iπ, t̂jπ) =
∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
yik

πk

yjl

πl
. (9.3)

Íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ìàòðèöi V(t̂π) ¹ ìàòðèöÿ V̂(t̂π), äiàãîíàëü-
íèìè åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ îöiíêè äèñïåðñié

D̂(t̂jπ) =
∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

yjk

πk

yjl

πl
, j = 1, . . . , q, (9.4)

à ïîçà äiàãîíàëëþ ñòîÿòü îöiíêè êîâàðiàöié

Ĉ(t̂iπ, t̂jπ) =
∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

yik

πk

yjl

πl
, i, j = 1, q : i 6= j. (9.5)

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëè (9.2) òà (9.4) äëÿ îá÷èñëåííÿ äiàãîíàëüíèõ
åëåìåíòiâ ìàòðèöü D(t̂π) òà D̂(t̂π) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü iç
òâåðäæåííÿ 1.3.
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Äëÿ i, j = 1, . . . , q : i 6= j áóäåìî ìàòè

C(t̂iπ, t̂jπ) = cov(t̂iπ, t̂jπ) = cov

(∑

k∈U

Ik
yik

πk
,
∑

k∈U

Ik
yjk

πk

)
=

=
∑

k∈U

∑

l∈U

cov(Ik, Il)
yik

πk

yjl

πl
=

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
yik

πk

yjl

πl
,

òîáòî, ìà¹ìî ðiâíiñòü (9.3).
Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè íåçìiùåíiñòü îöiíêè (9.5) öi¹¨ êîâàðiàöi¨,

ïîòðiáíî, ÿê i ó òâåðäæåííi 1.3, ñêîðèñòàòèñÿ òèì ôàêòîì, ùî

E

[
IkIl

(
πkl − πkπl

πkl

)]
= πkl

πkl − πkπl

πkl
= πkl − πkπl,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

E[Ĉ(t̂iπ, t̂jπ)] = E

[∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

yik

πk

yjl

πl

]
=

= E

[∑

k∈U

∑

l∈U

IkIl
(πkl − πkπl)

πkl

yik

πk

yjl

πl

]
=

=
∑

k∈U

∑

l∈U

E

[
IkIl

(πkl − πkπl)
πkl

]
yik

πk

yjl

πl
=

=
∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
yik

πk

yjl

πl
= C(t̂iπ, t̂jπ),

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ï ð è ê ë à ä 9.1. Îäíèì iç çàñòîñóâàíü òâåðäæåííÿ 9.1 ¹ âèïàäîê
îöiíþâàííÿ êiëüêîõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü, ÿêi áàçóþòüñÿ íà îäíié i òié
ñàìié äîñëiäæóâàíié çìiííié y. Íàïðèêëàä, íåõàé ïîòðiáíî îöiíè-
òè òàêi òðè ñóìàðíi çíà÷åííÿ:

T1 =
∑

k∈U

yk, T2 =
∑

k∈U

y2
k, T3 =

∑

k∈U

y3
k.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 9.1, ÿêùî ïîêëàñòè
q = 3, y1k = yk, y2k = y2

k òà y3k = y3
k, k ∈ U . ♦
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9.2. Îöiíþâàííÿ ôóíêöié âiä ñóìàðíèõ çíà÷åíü
êiëüêîõ çìiííèõ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà θ ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi U , ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ôóíêöi¨ âiä q ñóìàðíèõ
çíà÷åíü T1, . . . , Tq:

θ = f(T1, . . . , Tq),

äå Tj =
∑

k∈U

yjk, j = 1, . . . , q.
ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, ïðèïóñòèìî, ùî ç ãåíåðàëüíî¨

ñóêóïíîñòi U âiäáèðà¹òüñÿ éìîâiðíiñíà âèáiðêà s çãiäíî ç âèáið-
êîâèì ïëàíîì p(s) ç iìîâiðíîñòÿìè âêëþ÷åííÿ πk òà πkl. Äëÿ êî-
æíîãî k ∈ s ñïîñòåðiãà¹òüñÿ âåêòîð yk = (y1k, . . . , yjk, . . . , yqk), ùî
äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè π-îöiíêè ñóìàðíèõ çíà÷åíü T1, . . . , Tq:

t̂jπ =
∑

k∈s

yjk

πk
, j = 1, . . . , q.

Iäåÿ, ÿêà ëåæèòü â îñíîâi ìåòîäó îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà θ, ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùîá çàìiñòü íåâiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü T1, . . . , Tq

ïiäñòàâèòè ó ôóíêöiþ f(·, . . . , ·) ¨õ π-îöiíêè. Òîáòî îöiíêà ïàðàìå-
òðà θ ìàòèìå âèãëÿä

θ̂ = f(t̂1π, . . . , t̂qπ). (9.6)

9.2.1. Îöiíþâàííÿ ëiíiéíèõ ôóíêöié âiä ñóìàðíèõ çíà-
÷åíü êiëüêîõ çìiííèõ

ßêùî ôóíêöiÿ f � ëiíiéíà, òîáòî

θ = a0 +
q∑

j=1

ajTj ,

òî âëàñòèâîñòi îöiíêè θ̂ ìîæíà ëåãêî äîñëiäèòè. Ó öüîìó âèïàäêó
îöiíêà

θ̂ = a0 +
q∑

j=1

aj t̂jπ (9.7)
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¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ, à äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè

D(θ̂) = D



q∑

j=1

aj t̂jπ


 =

q∑

i=1

q∑

j=1

aiajC(t̂iπ, t̂jπ), (9.8)

äå êîâàðiàöiÿ C(t̂iπ, t̂jπ) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (9.3). ßêùî
i = j, òî C(t̂iπ, t̂jπ) = D(t̂jπ).

Îöiíêîþ äèñïåðñi¨ (9.8) ¹ ñòàòèñòèêà

D̂(θ̂) =
q∑

i=1

q∑

j=1

aiajĈ(t̂iπ, t̂jπ), (9.9)

äå îöiíêà Ĉ(t̂iπ, t̂jπ) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (9.5). ßêùî i = j,
òî Ĉ(t̂iπ, t̂jπ) = D̂(t̂jπ).

9.2.2. Îöiíþâàííÿ íåëiíiéíèõ ôóíêöié âiä ñóìàðíèõ çíà-
÷åíü êiëüêîõ çìiííèõ. Ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè θ = f(T1, . . . , Tq) � íåëiíiéíà
ôóíêöiÿ âiä q ñóìàðíèõ çíà÷åíü T1, . . . , Tq. Ó öüîìó âèïàäêó çà-
çâè÷àé íåìîæëèâî îòðèìàòè òî÷íi çíà÷åííÿ çìiùåííÿ òà äèñïåðñi¨
îöiíêè θ̂ = f(t̂1π, . . . , t̂qπ). Äëÿ òîãî, ùîá ñïðîñòèòè öå çàâäàííÿ,
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà, çà äîïîìîãîþ ÿêî-
ãî ìîæíà âèâåñòè íàáëèæåíi ôîðìóëè äëÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè θ̂ òà
îöiíêè öi¹¨ äèñïåðñi¨. Òàêîæ çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó ìîæíà
áóäóâàòè íàáëèæåíi äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðà θ.

Ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà ïîëÿãà¹ ó íàáëèæåííi íåëiíiéíî¨
îöiíêè θ̂ ïñåâäîîöiíêîþ θ̂0, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiä çìiííèõ
t̂1π, . . . , t̂qπ. ßêùî öå íàáëèæåííÿ äîñèòü òî÷íå, òî çàìiñòü äèñïåð-
ñi¨ D(θ̂) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äèñïåðñiþ D(θ̂0), ÿêà îá÷èñëþ¹-
òüñÿ ïîðiâíÿíî ëåãêî.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè θ̂0, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðîçêëàä ôóíêöi¨ f

ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè (T1, . . . , Tq), â ÿêîìó íåõòóþòü äîäàí-
êàìè äðóãîãî i âèùå ïîðÿäêiâ. Îòðèìà¹ìî

θ̂ ≈ θ̂0 = θ +
q∑

j=1

aj(t̂jπ − Tj), (9.10)

150



äå

aj =
∂f

∂t̂jπ

∣∣∣∣∣
(t̂1π,...,t̂qπ)=(T1,...,Tq)

. (9.11)

Äëÿ âèáiðîê âåëèêîãî ðîçìiðó îöiíêà θ̂ ìà¹ ïðèáëèçíî òàêi ñàìi
âëàñòèâîñòi, ÿê i ëiíiéíà ñòàòèñòèêà θ̂0. Òîìó ñïðîáó¹ìî íàáëèçèòè
çìiùåííÿ òà äèñïåðñiþ îöiíêè θ̂ âiäïîâiäíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè
îöiíêè θ̂0.

Ïîçíà÷èìî íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè θ̂ ÷åðåç D̃(θ̂),
i öå íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ òî÷íîìó çíà÷åííþ äèñïåðñi¨
ëiíåàðèçîâàíî¨ îöiíêè θ̂0 : D̃(θ̂) = D(θ̂0).

Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèñó ïîäàëüøèõ ôîðìóë ââåäåìî òàêå ïîçíà-
÷åííÿ:

uk =
q∑

j=1

ajyjk. (9.12)

Òîäi íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè θ̂ îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

D̃(θ̂) = D(θ̂0) = D



q∑

j=1

aj t̂jπ


 =

= D
(∑

k∈s

uk

πk

)
=

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
uk

πk

ul

πl
. (9.13)

Çàóâàæåííÿ 9.1. Äèñïåðñiþ D(θ̂0) òàêîæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè îöiíêè θ̂. Îñêiëüêè
E(θ̂0) = θ, òî

MSE(θ̂) ≈ MSE(θ̂0) = D(θ̂0).

Òåïåð ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá îöiíèòè äèñïåðñiþ (9.13).
Âåëè÷èíè uk çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòiâ a1, . . . , aq, ÿêi, â ñâîþ ÷åð-
ãó, çàëåæàòü âiä íåâiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü T1, . . . , Tq. Îòæå, uk

� íåâiäîìi. Ñòàíäàðòíèé âèõiä iç öi¹¨ ñèòóàöi¨ ïîëÿãà¹ â çàìiíi íå-
âiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi
π-îöiíêàìè öèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îöiíêè
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â1, . . . , âq êîåôiöi¹íòiâ a1, . . . , aq, ùî äà¹ íàì ìîæëèâiñòü äëÿ âñiõ
k ∈ s îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ âåëè÷èí

ûk =
q∑

j=1

âjyjk. (9.14)

Òîäi îöiíêà äèñïåðñi¨ (9.13) áóäå ìàòè âèãëÿä

D̂(θ̂) =
∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

ûk

πk

ûl

πl
. (9.15)

Îá ðóíòóâàííÿ öi¹¨ ïðîöåäóðè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îöiíêà ûk ÿê
ôóíêöiÿ âiä π-îöiíîê ñóìàðíèõ çíà÷åíü ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ
âåëè÷èíè uk. Îöiíêà D̂(θ̂) ÿê ôóíêöiÿ âiä êîíçèñòåíòíèõ îöiíîê ûk

ïðè âåëèêèõ ðîçìiðàõ âèáiðîê ïîâîäèòü ñåáå òàê, íiáè âîíà  ðóíòó-
¹òüñÿ íà iñòèííèõ çíà÷åííÿõ uk. Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ïðèïóñòèòè,
ùî D̂(θ̂) ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ D(θ̂). Íàñïðàâäi çà-
ïðîïîíîâàíà îöiíêà ¹ îöiíêîþ íàáëèæåíî¨ äèñïåðñi¨ D̃(θ̂), àëå ïðè
âåëèêèõ ðîçìiðàõ âèáiðîê D̃(θ̂) òà D(θ̂) áóäóòü ïðèáëèçíî îäíàêî-
âèìè, òîìó ôîðìóëó (9.15) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ îöiíþâà-
ííÿ äèñïåðñi¨ D(θ̂). Ïðàâîìiðíiñòü âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ îöiíêè äèñ-
ïåðñi¨ áóëî ïiäòâåðäæåíî ìîäåëþâàííÿì ðiçíèõ âèïàäêiâ îöiíþ-
âàííÿ íåëiíiéíèõ ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi [20].
Çàóâàæåííÿ 9.2. Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî
âèðàç ¾ïðèáëèçíî íåçìiùåíà îöiíêà¿, ÿêèé ñëiä ðîçóìiòè òàê: çìi-
ùåííÿ çàïðîïîíîâàíî¨ îöiíêè ¹ íàñòiëüêè ìàëèì ïîðiâíÿíî ç ¨¨
äèñïåðñi¹þ, ùî íèì ìîæíà çíåõòóâàòè.

Òâåðäæåííÿ 9.2. Ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà

θ = f(T1, . . . , Tq), äå T1 =
∑

k∈U

y1k, . . . , Tq =
∑

k∈U

yqk,

¹ îöiíêà
θ̂ = f(t̂1π, . . . , t̂qπ),
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äå t̂1π, . . . , t̂qπ � π-îöiíêè ñóìàðíèõ çíà÷åíü T1, . . . , Tq. Çàñòîñóâàâ-
øè ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà (ôîðìóëè (9.10)�(9.11)), îòðèìà-
¹ìî íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè θ̂:

D̃(θ̂) =
∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
uk

πk

ul

πl
,

äå uk =
q∑

j=1
ajyjk, à êîåôiöi¹íòè aj âèçíà÷åíi â (9.11).

Îöiíêó öi¹¨ äèñïåðñi¨ ìîæíà îá÷èñëèòè òàê:

D̂(θ̂) =
∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

ûk

πk

ûl

πl
,

äå ûk =
q∑

j=1
âjyjk, à êîåôiöi¹íòè âj îòðèìàíi øëÿõîì çàìiíè íå-

âiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü âiäïîâiäíèìè π-îöiíêàìè.

Ó âèïàäêó âèáiðêîâîãî äèçàéíó ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó ìîæíà
çàñòîñóâàòè àëüòåðíàòèâíó îöiíêó:

D̂(θ̂) = −1
2

∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

(
ûk

πk
− ûl

πl

)2

. (9.16)

Çàóâàæåííÿ 9.3. Ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî çàñòîñóâàííÿ ìåòî-
äó ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà ó âèïàäêàõ âèáiðîê íåâåëèêîãî ðîçìi-
ðó ïðèçâîäèòü äî íåäîîöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨, ïðè÷îìó âåëè÷è-
íà öüîãî çìiùåííÿ çàëåæèòü âiä òîãî, íàñêiëüêè ñêëàäíîþ ¹
îöiíêà äîñëiäæóâàíîãî ïàðàìåòðà. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó òà-
êî¨ ïðîñòî¨ ñòàòèñòèêè, ÿê çâàæåíå âèáiðêîâå ñåðåäí¹ ỹ =(∑

k∈s

yk/πk

)
/

(∑
k∈s

1/πk

)
, íåäîîöiíþâàííÿì äèñïåðñi¨ ìîæíà çíå-

õòóâàòè íàâiòü ó âèïàäêó íåâåëèêî¨ âèáiðêè. À îò ó âèïàäêàõ òà-
êèõ ñòàòèñòèê, ÿê îöiíêà äèñïåðñi¨ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi àáî êîâàðiàöi¨ äâîõ õàðàêòåðèñòèê ñóêó-
ïíîñòi, ìîæóòü çíàäîáèòèñÿ âèáiðêè äóæå âåëèêèõ ðîçìiðiâ, ùîá
ìîæíà áóëî çíåõòóâàòè öèì çìiùåííÿì.
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9.3. Îöiíþâàííÿ âiäíîøåííÿ ñóìàðíèõ çíà÷åíü äâîõ
äîñëiäæóâàíèõ õàðàêòåðèñòèê

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îöiíþâàííÿ âiäíîøåííÿ (÷àñòêè) íåâiäî-
ìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü äâîõ äîñëiäæóâàíèõ õàðàêòåðèñòèê ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi:

R =
Ty

Tz
=

∑
k∈U

yk

∑
k∈U

zk
. (9.17)

Íàïðèêëàä, ÿêùî U � öå ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü äîìîãîñïîäàðñòâ,
yk � ñóìàðíèé äîõiä k-ãî äîìîãîñïîäàðñòâà, à zk äîðiâíþ¹ êiëü-
êîñòi îñiá â k-îìó äîìîãîñïîäàðñòâi, òî R � öå ñåðåäíié äîõiä ó
ðîçðàõóíêó íà îäíó îñîáó öi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

ßêùî íåâiäîìi ñóìàðíi çíà÷åííÿ îöiíèòè çà äîïîìîãîþ π-
îöiíîê Ãîðâiöà�Òîìïñîíà: t̂yπ =

∑
k∈s

yk
πk

òà t̂zπ =
∑
k∈s

zk
πk
, òî îòðèìà¹-

ìî îöiíêó âiäíîøåííÿ R, ÿêà ¹ íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiä π-îöiíîê
íåâiäîìèõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü Ty òà Tz:

R̂ =
t̂yπ

t̂zπ

. (9.18)

Öÿ îöiíêà ¹ çìiùåíîþ. Çìiùåííÿ B(R̂) = E(R̂) − R îöiíêè R̂ çà-
äîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó (äèâ. [20]):

[B(R̂)]2

D(R̂)
=

[E(R̂)−R]2

D(R̂)
≤ D(t̂zπ)

T 2
z

. (9.19)

Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî âiäíîñíà ñòàíäàðòíà ïîõèáêà
√
D(t̂zπ)
|Tz | îöiíêè

t̂zπ ïðÿìó¹ äî íóëÿ çi çáiëüøåííÿì ðîçìiðó âèáiðêè (ÿê çàçâè÷àé i
áóâà¹), òî âiäíîñíå çìiùåííÿ B(R̂)√

D(R̂)
òåæ áóäå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ.

Öå äóæå âàæëèâà âëàñòèâiñòü ç òî÷êè çîðó ïîáóäîâè äîâið÷èõ
iíòåðâàëiâ.

Òåïåð çàñòîñó¹ìî ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà, îïèñàíèé ó ïîïå-
ðåäíüîìó ïàðàãðàôi, äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè íàáëèæåíó äèñïåðñiþ
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îöiíêè R̂, à òàêîæ îöiíêó öi¹¨ äèñïåðñi¨. Îöiíêà R̂ ¹ ôóíêöi¹þ âiä
äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí t̂yπ òà t̂zπ:

R̂ =
t̂yπ

t̂zπ

= f(t̂yπ, t̂zπ).

Çíàéäåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi, íåîáõiäíi äëÿ îöiíþâàííÿ:

∂R̂

∂t̂yπ

=
1

t̂zπ

,
∂R̂

∂t̂zπ

= − t̂yπ

t̂2zπ

.

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ öèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ â òî÷öi (Ty, Tz):

a1 =
∂R̂

∂t̂yπ

∣∣∣∣∣
(Ty ,Tz)

=
1
Tz

;

a2 =
∂R̂

∂t̂zπ

∣∣∣∣∣
(Ty ,Tz)

= −Ty

T 2
z

= − R

Tz
.

Äàëi ìà¹ìî
uk = a1yk + a2zk =

1
Tz

(yk −Rzk)

òà
ûk =

1
t̂zπ

(yk − R̂zk).

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.3. Ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ëiíåàðè-
çàöi¨ Òåéëîðà ¹ òàêå ëiíiéíå íàáëèæåííÿ ñòàòèñòèêè R̂ = t̂yπ

t̂zπ
:

R̂ ≈ R̂0 = R +
1
Tz

∑

k∈s

(yk −Rzk)
πk

. (9.20)

Îöiíêà R̂ ¹ ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà R, à íàáëè-
æåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ öi¹¨ îöiíêè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D̃(R̂) = D(R̂0) = (9.21)
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=
1
T 2

z

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
(yk −Rzk)

πk

(yl −Rzl)
πl

.

Îöiíêà äèñïåðñi¨ îöiíêè R̂ ìà¹ âèãëÿä

D̂(R̂) =
1

t̂2zπ

∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

(yk − R̂zk)
πk

(yl − R̂zl)
πl

. (9.22)

Çàóâàæåííÿ 9.4. Iíêîëè çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ òàêèìè âèðàçàìè:

R̂0 = R +
1
Tz

(t̂yπ −Rt̂zπ),

D̃(R̂) =
1
T 2

z

(D(t̂yπ) + R2D(t̂zπ)− 2RC(t̂yπ, t̂zπ)
)
,

D̂(R̂) =
1

t̂2zπ

(
D̂(t̂yπ) + R̂2D̂(t̂zπ)− 2R̂Ĉ(t̂yπ, t̂zπ)

)
.

Çàóâàæåííÿ 9.5. Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ íàáëèæåííÿ (9.20) âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

E(R̂) ≈ E(R̂0) = R,

òîáòî, çìiùåííÿì îöiíêè R̂ ìè íåõòó¹ìî. Àëå äëÿ âèáiðîê ìàëîãî
ðîçìiðó öå íàáëèæåííÿ ¹ äîñèòü ãðóáèì. Ùîá îòðèìàòè õî÷à á
ïðèáëèçíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ çìiùåííÿ îöiíêè R̂, ïîòðiáíî
çàëèøèòè ó ¨¨ ðîçêëàäi â ðÿä Òåéëîðà ùå é ÷ëåíè äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ï ð è ê ë à ä 9.2. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïî-
âåðíåííÿ ç ðîçìiðîì âèáiðêè n = fN . Òîäi t̂yπ = Ny, t̂zπ = Nz,
R̂ = y

z , äå y = 1
n

∑
k∈s

yk òà z = 1
n

∑
k∈s

zk � âèáiðêîâi ñåðåäíi õàðà-

êòåðèñòèê y òà z âiäïîâiäíî. Ëiíiéíå íàáëèæåííÿ (9.20) ìàòèìå
âèãëÿä

R̂ ≈ R̂0 = R +
1

nZ

∑

k∈s

(yk −Rzk) = R +
y −Rz

Z
,

äå Z = 1
N

∑
k∈U

zk � iñòèííå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ çìiííî¨ z.
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Âèðàç äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè R̂ ìà¹
âèãëÿä

D̃(R̂) =
1

(Z)2
1− f

n

1
N − 1

∑

k∈U

(yk −Rzk)2 =

=
1

(Z)2
1− f

n

(
S2

y + R2S2
z − 2RSyz

)
,

äå Syz � êîâàðiàöiÿ çìiííèõ y òà z, îá÷èñëåíà çà âñi¹þ ãåíåðàëüíîþ
ñóêóïíiñòþ.

Îöiíêà äèñïåðñi¨ îöiíêè R̂ äîðiâíþ¹

D̂(R̂) =
1

(z)2
1− f

n

1
n− 1

∑

k∈s

(yk − R̂zk)2 =

=
1

(z)2
1− f

n

(
Ŝ2

y + R̂2Ŝ2
z − 2R̂Ŝyz

)
,

äå
Ŝ2

y =
1

n− 1

∑

k∈s

(yk − y)2, Ŝ2
z =

1
n− 1

∑

k∈s

(zk − z)2,

Ŝyz =
1

n− 1

∑

k∈s

(yk − y)(zk − z).

♦

9.4. Îöiíþâàííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè-
êè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

Ðîçãëÿíåìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè y

ó ðîçðàõóíêó íà îäèí åëåìåíò ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Öåé ïàðà-
ìåòð òiñíî ïîâ'ÿçàíèé iç ñóìàðíèì çíà÷åííÿì Ty =

∑
k∈U

yk i âèçíà-
÷à¹òüñÿ òàê:

Y =
1
N

∑

k∈U

yk =
Ty

N
. (9.23)
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ßêùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âiäîìà, òîá-
òî ìè çíà¹ìî ÷èñëî N , òî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà Y ¹
ñòàòèñòèêà

ŷπ =
t̂yπ

N
=

1
N

∑

k∈s

yk

πk
. (9.24)

Äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè

D(ŷπ) =
1

N2

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
yk

πk

yl

πl
, (9.25)

à îöiíêà äèñïåðñi¨ ìà¹ âèãëÿä

D̂(ŷπ) =
1

N2

∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

yk

πk

yl

πl
. (9.26)

Àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äîñëi-
äæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ïîëÿãà¹ ó âèêî-
ðèñòàííi îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ Ty öi¹¨ õàðàêòåðèñòèêè òà
îöiíêè ðîçìiðó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi N (íåçàëåæíî âiä òîãî, âi-
äîìèé âií ÷è íi). Çãiäíî ç öèì ìåòîäîì îöiíêà ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ
îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

ỹ =
t̂yπ

N̂
=

∑
k∈s

yk/πk

∑
k∈s

1/πk
, (9.27)

äå N̂ =
∑
k∈s

1/πk � öå π-îöiíêà ïàðàìåòðà N .

Îöiíêà ỹ íàçèâà¹òüñÿ çâàæåíèì âèáiðêîâèì ñåðåäíiì. Öÿ îöií-
êà ¹ íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiä t̂yπ òà N̂ , îòæå, âîíà íå ¹ íåçìiùå-
íîþ. Òîìó äëÿ äèñïåðñi¨ öi¹¨ îöiíêè ìè ìîæåìî çàïðîïîíóâàòè
òiëüêè íàáëèæåíèé âèðàç.

ßêùî ðîçãëÿäàòè ïàðàìåòð Y ÿê âiäíîøåííÿ äâîõ ñóìàðíèõ
çíà÷åíü: Y = Ty

Tz
, äå z = 1 äëÿ âñiõ k = 1, . . . , N , à îöiíêó ỹ � ÿê

âiäíîøåííÿ âiäïîâiäíèõ π-îöiíîê, òî çàñòîñóâàííÿ òâåðäæåííÿ 9.3
äî îöiíêè R̂ = ỹ ïðèçâîäèòü äî òàêîãî ðåçóëüòàòó.
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Òâåðäæåííÿ 9.4. Îöiíêà ỹ =

∑
k∈s

yk/πk

∑
k∈s

1/πk
¹ ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ

îöiíêîþ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãå-
íåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ öi¹¨ îöiíêè
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D̃(ỹ) =
1

N2

∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
(

yk − Y

πk

)(
yl − Y

πl

)
. (9.28)

Îöiíêà äèñïåðñi¨ îöiíêè ỹ ìà¹ âèãëÿä

D̂(ỹ) =
1

N̂2

∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

(
yk − ỹ

πk

)(
yl − ỹ

πl

)
. (9.29)

Äëÿ äåÿêèõ âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ π-îöiíêà ŷπ äîðiâíþ¹ çâàæå-
íîìó âèáiðêîâîìó ñåðåäíüîìó ỹ. Íàïðèêëàä, öå âèêîíó¹òüñÿ ïðè
ÏÂÂáÏ òà ÑÒÏÂÂ. ßêùî ÷èñëî N íåâiäîìå, òî òîäi íåìà¹ ç ÷î-
ãî âèáèðàòè, îñêiëüêè îá÷èñëèòè ìîæíà òiëüêè îöiíêó ỹ. Îäíàê,
ÿêùî N âiäîìå i öi äâi îöiíêè âiäðiçíÿþòüñÿ, òî âèíèêà¹ ïîòðåáà
âèáîðó îäíi¹¨ ç íèõ. ßê öå íå äèâíî, íàâiòü ÿêùî N âiäîìå çà-
çäàëåãiäü, ỹ çàçâè÷àé ¹ êðàùîþ îöiíêîþ, íiæ ŷπ. Òî÷íi óìîâè, çà
ÿêèõ âàðòî íàäàòè ïåðåâàãó çâàæåíîìó âèáiðêîâîìó ñåðåäíüîìó,
ñôîðìóëþâàòè âàæêî, òîìó íàâåäåìî ëèøå êiëüêà àðãóìåíòiâ íà
êîðèñòü âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ îöiíêè.

Ïî-ïåðøå, ç âèðàçiâ äëÿ D̃(ỹ) òà D̂(ỹ) âèäíî, ùî îöiíêà ỹ òèì
êðàùà, ÷èì ìåíøi çíà÷åííÿ ðiçíèöü (yk−Y ), k ∈ U . Ïî-äðóãå, öþ
îöiíêó êðàùå âèêîðèñòîâóâàòè òîäi, êîëè ðîçìið âèáiðêè çìiííèé:
ÿêùî ðîçìið âèáiðêè áiëüøèé, íiæ î÷iêóâàëîñÿ, òî i ÷èñåëüíèê, i
çíàìåííèê ó âèðàçi äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíêè ỹ áóäóòü ìàòè áiëüøó
êiëüêiñòü äîäàíêiâ, à ìåíøèé ðîçìið âèáiðêè âiäïîâiäíî ïðèçâå-
äå äî ìåíøî¨ êiëüêîñòi äîäàíêiâ. Òîáòî, âïëèâ ðîçìiðó âèáiðêè
íà âiäíîøåííÿ

(∑
k∈s

yk/πk

)
/

(∑
k∈s

1/πk

)
áóäå ïåâíîþ ìiðîþ ìiíi-

ìàëüíèì.
Iñíó¹ ùå îäíà îöiíêà, ÿêó âàðòî âèêîðèñòîâóâàòè ó âèïàäêó
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âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ çi çìiííèìè ðîçìiðàìè âèáiðîê:

ŷ
∗
π =

n

Nns

∑

k∈s

yk

πk
=

n

ns
ŷπ, (9.30)

äå n = E(ns) =
∑

k∈U

πk � î÷iêóâàíèé ðîçìið âèáiðêè.

ßêùî ðîçìið âèáiðêè ôiêñîâàíèé, òî ŷ
∗
π = ŷπ. ßêùî âñi éìî-

âiðíîñòi πk îäíàêîâi, k = 1, . . . N , òî ŷ
∗
π = ỹ.

Îöiíêà ŷ
∗
π ìîæå ìàòè çíà÷íî ìåíøó äèñïåðñiþ, íiæ ŷπ òà ỹ,

ÿêùî

1) ðîçìið âèáiðêè ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ;

2) éìîâiðíîñòi πk çíà÷íî âiäðiçíÿþòüñÿ;

3) âiäíîøåííÿ yk/πk ïðèáëèçíî îäíàêîâå äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ãå-
íåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

9.5. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
9.1. ßêi îöiíêè ñóìàðíèõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñó-
êóïíîñòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îöiíþâàííÿ ôóíêöié âiä öèõ ñó-
ìàðíèõ çíà÷åíü?
9.2. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà? ßêà ìåòà éîãî
çàñòîñóâàííÿ?
9.3. ×è ¹ îöiíêà âiäíîøåííÿ äâîõ ñóìàðíèõ çíà÷åíü íåçìiùåíîþ?
9.4. ßê îöiíèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, ÿêùî ðîçìið ñóêóïíîñòi íåâiäîìèé?
9.5. Ïðîâîäèòüñÿ âèáiðêîâå îáñòåæåííÿ, ìåòîþ ÿêîãî ¹ îöiíþâàí-
íÿ ðiçíèöi ìiæ ñóìàðíèìè çíà÷åííÿìè äâîõ õàðàêòåðèñòèê ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi y òà z. Ðîçìið ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi N = 281.
Çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ îòðè-
ìàíî âèáiðêó ðîçìiðó n = 40, çà ÿêîþ îá÷èñëåíî òàêi âåëè÷èíè:
∑

k∈s

yk = 866; Ŝ2
y = 42, 438;

∑

k∈s

zk = 383; Ŝ2
z = 29, 430; Ŝyz = 1, 309.
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Ïîáóäóâàòè 95-âiäñîòêîâèé äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ðiçíèöi ñóìàð-
íèõ çíà÷åíü çìiííèõ y òà z.
9.6. Âèâåñòè àëüòåðíàòèâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨
îöiíêè âiäíîøåííÿ ó âèïàäêó âèáiðêîâîãî äèçàéíó ç ôiêñîâàíèì
ðîçìiðîì âèáiðêè, à òàêîæ äëÿ îöiíêè öi¹¨ äèñïåðñi¨.
9.7. Ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N = 124 çà äîïîìîãîþ âiä-
áîðó Áåðíóëëi çi ñòàëîþ éìîâiðíiñòþ âêëþ÷åííÿ π = 0, 3 îòðèìà-
íî âèáiðêó ðîçìiðó n = 43. Îöiíèòè âiäíîøåííÿ ñóìàðíèõ çíà÷åíü
äâîõ õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi y òà z, ÿêùî çà âèáið-
êîâèìè äàíèìè îá÷èñëåíî òàêi âåëè÷èíè:

∑

k∈s

yk = 669281;
∑

k∈s

zk = 608902;

∑

k∈s

(yk − R̂zk)2 = 3496228001,

äå R̂ = t̂yπ/t̂zπ. Çíàéòè êîåôiöi¹íò âàðiàöi¨ îòðèìàíî¨ îöiíêè.
9.8. Äîâåñòè, ùî ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ âiäáîðó Áåðíóëëi çâà-
æåíå âèáiðêîâå ñåðåäí¹ äîðiâíþ¹ âèáiðêîâîìó ñåðåäíüîìó, òîáòî
ỹ = y =

∑
k∈s

yk
ns

.

9.9. Ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ âiäáîðó Áåðíóëëi ç
πk = π äëÿ âñiõ k = 1, . . . , N íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåð-
ñi¨ çâàæåíîãî âèáiðêîâîãî ñåðåäíüîãî ỹ = y äîðiâíþ¹ D̃(y) =
= [(1− π)/Nπ]S2

y .
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Ðîçäië 10
Âèêîðèñòàííÿ äîïîìiæíî¨ iíôîðìàöi¨

10.1. Îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ

Iç ìåòîþ ïiäâèùåííÿ òî÷íîñòi îöiíîê äîñëiäæóâàíèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü íàÿâíó ií-
ôîðìàöiþ ïðî iíøi çìiííi. Äîïîìiæíà çìiííà � öå çìiííà, äëÿ
ÿêî¨ íàÿâíà ïîâíà iíôîðìàöiÿ äî ïî÷àòêó âèáiðêîâîãî îáñòåæåí-
íÿ. Iíàêøå êàæó÷è, çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ çàçäàëåãiäü âi-
äîìi äëÿ êîæíîãî ç N åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Â îñíîâi âèêîðèñòàííÿ äîïîìiæíèõ çìiííèõ ó ïðîöåäóðàõ îöi-
íþâàííÿ ëåæèòü ïðèïóùåííÿ, ùî öi çìiííi êîðåëþþòü iç õàðà-
êòåðèñòèêîþ, ùî âèâ÷à¹òüñÿ. Ðîçãëÿíåìî J äîïîìiæíèõ çìiííèõ
x1, . . . , xj , . . . , xJ . Çíà÷åííÿ j-¨ çìiííî¨ äëÿ k-ãî åëåìåíòà ãåíåðàëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê xjk. Äëÿ k-ãî åëåìåíòà ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âèçíà÷èìî âåêòîð çíà÷åíü äîïîìiæíèõ çìií-
íèõ: xk = (x1k, . . . , xjk, . . . , xJk)′.

ßê i â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ïîçíà÷èìî äîñëiäæóâàíó õàðàêòå-
ðèñòèêó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ÷åðåç y, à ¨¨ çíà÷åííÿ äëÿ k-ãî åëå-
ìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ÷åðåç yk, k ∈ U . Äî ïî÷àòêó âèáið-
êîâîãî îáñòåæåííÿ çíà÷åííÿ y1, . . . , yN çàëèøàþòüñÿ íåâiäîìèìè,
òîäi ÿê iíôîðìàöiÿ ïðî âåêòîðè x1, . . . ,xN ¹ ó ïîâíîìó ðîçïîðÿ-
äæåííi äîñëiäíèêà. Íåâiäîìèé ïàðàìåòð ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi,
ÿêèé ïîòðiáíî îöiíèòè, � öå ñóìàðíå çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y:

Ty =
∑

k∈U

yk.

Âèáiðêà s âèáèðà¹òüñÿ ç U çãiäíî ç âèáiðêîâèì äèçàéíîì p(·) ç
iìîâiðíîñòÿìè âêëþ÷åííÿ πk > 0 i πkl > 0. Äëÿ êîæíîãî k ∈ s ìè
ìà¹ìî çíà÷åííÿ yk i âåêòîð çíà÷åíü äîïîìiæíèõ çìiííèõ xk. Çàâ-
äàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá îöiíèòè ïàðàìåòð Ty, ìàþ÷è çíà÷åííÿ
(yk,xk) äëÿ âñiõ k ∈ s, à òàêîæ çíà÷åííÿ xk äëÿ âñiõ k ∈ U \ s.

Ãîëîâíà iäåÿ, ÿêà ëåæèòü â îñíîâi îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ,
ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi äîïîìiæíî¨ iíôîðìàöi¨ äëÿ ñòâîðåííÿ N
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íàáëèæåíèõ çíà÷åíü y0
1, . . . , y

0
N õàðàêòåðèñòèêè y, òàêèõ ùî y0

k äî-
ñòàòíüî òî÷íî íàáëèæàþòü çíà÷åííÿ yk. Áóäåìî ôîðìóâàòè íà-
áëèæåíå çíà÷åííÿ y0

k ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âiäîìèõ çíà÷åíü
äîïîìiæíèõ çìiííèõ x1k, . . . , xJk:

y0
k =

J∑

j=1

Ajxjk = A′xk, (10.1)

äå A = (A1, . . . , AJ)′ � âåêòîð êîåôiöi¹íòiâ. Ñïî÷àòêó áóäåìî ïðè-
ïóñêàòè, ùî çíà÷åííÿ åëåìåíòiâ öüîãî âåêòîðà âiäîìi. Î÷åâèäíî,
ùî òîäi y0

k ìîæíà îá÷èñëèòè äëÿ âñiõ k ∈ U , áî çíà÷åííÿ äîïîìi-
æíèõ çìiííèõ âiäîìi äëÿ âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Îñêiëüêè
ìè ââàæà¹ìî, ùî y0

k äîñòàòíüî òî÷íî íàáëèæà¹ çíà÷åííÿ yk, òî öå
îçíà÷à¹, ùî ìà¹ ìiñöå i òàêå íàáëèæåííÿ:

yk ≈
J∑

j=1

Ajxjk = A′xk . (10.2)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåíi çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y, íå-
âiäîìå ñóìàðíå çíà÷åííÿ öi¹¨ õàðàêòåðèñòèêè ìîæíà çàïèñàòè ó
òàêîìó âèãëÿäi:

Ty =
∑

k∈U

yk =
∑

k∈U

y0
k +

∑

k∈U

(yk − y0
k) =

∑

k∈U

y0
k +

∑

k∈U

Dk, (10.3)

äå Dk = yk − y0
k äëÿ k = 1, . . . , N . Íàáëèæåíå ñóìàðíå çíà÷åííÿ∑

k∈U

y0
k ó âèðàçi (10.3) ¹ âiäîìîþ âåëè÷èíîþ, îñêiëüêè çíà÷åííÿ

y0
1, . . . , y

0
N � âiäîìi. Àëå ñóìà ðiçíèöü

∑
k∈U

Dk ¹ íåâiäîìîþ, îñêiëüêè
çíà÷åííÿ y1, . . . , yN � íåâiäîìi. Òîìó ïðèðîäíî çàìiíèòè ó ôîðìóëi
(10.3) ñóìó ðiçíèöü âiäïîâiäíîþ ñóìîþ π-îöiíîê ðiçíèöü:

t̂yD =
∑

k∈U

y0
k +

∑

k∈s

Dk

πk
. (10.4)

Îöiíêà t̂yD íàçèâà¹òüñÿ îöiíêîþ çà ðiçíèöåþ (àíãë. difference
estimator) ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

163



Òâåðäæåííÿ 10.1. Îöiíêà çà ðiçíèöåþ (10.4) ¹ íåçìiùåíîþ
îöiíêîþ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ Ty =

∑
k∈U

yk. Äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D(t̂yD) =
∑

k∈U

∑

l∈U

∆kl
Dk

πk

Dl

πl
. (10.5)

Íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ (10.5) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D̂(t̂yD) =
∑

k∈s

∑

l∈s

∆kl

πkl

Dk

πk

Dl

πl
, (10.6)

äå ∆kl = (πkl − πkπl), k, l ∈ U : k 6= l, òà ∆kk = πk(1− πk).

Äîâåäåííÿ. Íåçìiùåíiñòü îöiíêè çà ðiçíèöåþ (10.4) ¹ íàñëiäêîì
òîãî, ùî

∑
k∈s

Dk
πk

¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äëÿ
∑

k∈U

Dk.
ßêùî çàóâàæèòè, ùî

D(t̂yD) = D
(∑

k∈s

Dk

πk

)
,

òî i ôîðìóëè (10.5) òà (10.6) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü iç âëàñòè-
âîñòåé π-îöiíêè, íàâåäåíèõ ó ðîçäiëi 1.

Çàóâàæåííÿ 10.1. ßêùî âèáiðêîâèé äèçàéí p(s) ìà¹ ôiêñîâàíèé
ðîçìið n, òî äèñïåðñiþ (10.5) ìîæíà îá÷èñëþâàòè i çà àëüòåðíà-
òèâíîþ ôîðìóëîþ

D(t̂yD) = −1
2

∑

k∈U

∑

l∈U

∆kl

(
Dk

πk
− Dl

πl

)2

, (10.7)

à íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ D(t̂yD) ìîæå áóòè îá÷èñëåíà òàê:

D̂(t̂yD) = −1
2

∑

k∈s

∑

l∈s

∆kl

πkl

(
Dk

πk
− Dl

πl

)2

. (10.8)
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Ï ð è ê ë à ä 10.1. ßêùî y0
k = xk, òî Dk = yk − xk. Òîäi ó âèïàäêó

ÏÂÂáÏ ç ðîçìiðîì âèáiðêè n = fN äèñïåðñiÿ îöiíêè çà ðiçíèöåþ
ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y áóäå ìàòè âèãëÿä

D(t̂yD) = N2 1− f

n

(
S2

y + S2
x − 2Sxy

)
, (10.9)

äå S2
x òà S2

y � öå äèñïåðñi¨ çìiííèõ x òà y âiäïîâiäíî, îá÷èñëåíi
çà ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ; Sxy = 1

N−1

∑
k∈U

(xk −X)(yk − Y ) � êî-

âàðiàöiÿ öèõ çìiííèõ; X = 1
N

∑
k∈U

xk òà Y = 1
N

∑
k∈U

yk � ñåðåäíi
çíà÷åííÿ, îá÷èñëåíi äëÿ âñi¹¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. ßêùî êîðå-
ëÿöiÿ r = Sxy

SxSy
âåëèêà, òî äèñïåðñiÿ îöiíêè çà ðiçíèöåþ çàçâè÷àé

çíà÷íî ìåíøà, íiæ äèñïåðñiÿ π-îöiíêè t̂yπ. Âiäíîøåííÿ äèñïåðñié
öèõ îöiíîê

D(t̂yD)
D(t̂yπ)

= 1 +
(

Sx

Sy

)2

− 2r
Sx

Sy
. (10.10)

Ó âèïàäêó ÏÂÂáÏ îöiíêà çà ðiçíèöåþ ç âèêîðèñòàííÿì y0
k = xk

ìà¹ ìåíøó äèñïåðñiþ, íiæ äèñïåðñiÿ π-îöiíêè t̂yπ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè r > Sx

2Sy
. ♦

Iíøèé ïîãëÿä íà îöiíêó çà ðiçíèöåþ � öå âèêîðèñòàííÿ ¨¨ ÿê
óòî÷íåííÿ çâè÷àéíî¨ π -îöiíêè ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨
õàðàêòåðèñòèêè ïîïóëÿöi¨:

t̂yD = t̂yπ +
J∑

j=1

Aj(t̂xj − t̂xjπ), (10.11)

äå t̂xjπ =
∑
k∈s

xjk/πk � öå π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ Txj =

=
∑

k∈U

xjk äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ xj , j = 1, . . . , J . Òàêèì ÷èíîì, îöiíêà

çà ðiçíèöåþ (10.11) äîðiâíþ¹ ñóìi π-îöiíêè òà êîðèãóþ÷îãî äîäàí-
êà.
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10.2. Îöiíþâàííÿ çà ðåãðåñi¹þ

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä îöiíþâàííÿ çà ðåãðåñi¹þ ç âèêîðèñòàííÿì
J äîïîìiæíèõ çìiííèõ. ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, âåêòîð
çíà÷åíü äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ äëÿ k-ãî åëåìåíòà ïîçíà÷èìî ÷åðåç
xk = (x1k, . . . , xjk, . . . , xJk)′, k = 1, . . . , N . Âèêîðèñòîâóþ÷è çíà-
÷åííÿ (yk,xk) äëÿ âñiõ k ∈ s òà xk äëÿ âñiõ k ∈ U \ s, ïîòðiáíî
îöiíèòè ñóìàðíå çíà÷åííÿ Ty =

∑
k∈U

yk.

Ðîçïî÷íåìî ç îöiíêè çà ðiçíèöåþ âèäó (10.11):

t̂yD = t̂yπ +
J∑

j=1

Aj(t̂xj − t̂xjπ).

ßêùî êîåôiöi¹íòè A1, . . . , AJ íåâiäîìi, òî ìîæíà ñïðîáóâàòè çà-
ñòîñóâàòè îöiíêó òàêîãî ñàìîãî âèäó, àëå çàìiñòü íåâiäîìèõ êîå-
ôiöi¹íòiâ ïiäñòàâèòè ¨õ îöiíêè. Îñêiëüêè îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ
áàçó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi ïðî ïðèáëèçíó ëiíiéíó çàëåæíiñòü ìiæ
äîñëiäæóâàíîþ çìiííîþ y òà äîïîìiæíèìè çìiííèìè x1, . . . , xJ

(äèâ. (10.2)), òî äëÿ îöiíþâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ A1, . . . , AJ ìîæíà
çàñòîñóâàòè ðåãðåñiéíèé àíàëiç [4].
Çàóâàæåííÿ 10.2. Ðåãðåñiéíèé àíàëiç îá'¹äíó¹ âåëèêó êiëüêiñòü
ìåòîäiâ âèÿâëåííÿ òà äîñëiäæåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ çàëåæíîñòåé ìiæ
ðiçíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îá'¹êòiâ. Äëÿ iëþñòðàöi¨ áàçîâèõ ïî-
íÿòü ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ç êíèãè [4].

Ïðîâîäèòüñÿ ñåðiÿ ç N äîñëiäiâ íàä îäíîòèïíèìè îá'¹êòà-
ìè, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ âèìiðþþòüñÿ äâi õàðàêòåðèñòèêè: X òà
Y . Ðåçóëüòàòîì k-ãî äîñëiäó ¹ ïàðà (Xk, Yk) çíà÷åíü öèõ õàðà-
êòåðèñòèê äëÿ k-ãî îá'¹êòà, à ðåçóëüòàòîì ñåði¨ � íàáið äàíèõ
(Xk, Yk), k = 1, . . . , N . Ç ïåâíèõ òåîðåòè÷íèõ ìiðêóâàíü âiäîìî,
ùî ìiæ X òà Y ïîâèíåí áóòè ôóíêöiîíàëüíèé çâ'ÿçîê âèäó

Y = g(X; β), (10.12)
äå g � äåÿêà âiäîìà ôóíêöiÿ, β = (β1, . . . , βm)′ � âåêòîð íåâiäî-
ìèõ êîåôiöi¹íòiâ (ïàðàìåòðiâ), ÿêi ¹ ñòàëèìè ó äàíié ñåði¨ äîñëi-
äiâ, õî÷à, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæóòü íàáóâàòè ðiçíèõ, ÷àñòî àïðiî-
ði íåâiäîìèõ çíà÷åíü. Îäíàê, ïðè ïiäñòàíîâöi ðåàëüíî âèìiðÿíèõ
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õàðàêòåðèñòèê (Xk, Yk) ó ñïiââiäíîøåííÿ (10.12) âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
ïðè æîäíîìó ìîæëèâîìó çíà÷åííi β öÿ ðiâíiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ
îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ äîñëiäæóâàíèõ îá'¹êòiâ.

Òàêi ðå÷i ïðàêòèêè çàçâè÷àé ïîÿñíþþòü òèì, ùî ñïîñòåðåæó-
âàíi äàíi çàâæäè âèìiðþþòüñÿ iç äåÿêîþ ïîõèáêîþ. ×àñòî áóâà¹,
ùî çíà÷åííÿ X âiäîìå äîñèòü òî÷íî, à îò ïîõèáêîþ ó âèìiðþâàííi
Y çíåõòóâàòè íå ìîæíà. Ó öüîìó âèïàäêó ñïðàâæí¹ çíà÷åííÿ Y

ó k-îìó äîñëiäi ìà¹ áóòè g(Xk; β). Îòæå, (Yk − g(Xk; β)) � öå ïî-
õèáêà ó âèìiðþâàííi Yk, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç εk. Ó ðåçóëüòàòi
ìà¹ìî

Yk = g(Xk; β) + εk. (10.13)

ßêùî êîåôiöi¹íòè β âiäîìi äîñëiäíèêó, òî íå âèíèêà¹ òðóäíîùiâ
ó çíàõîäæåííi ïîõèáîê εk. Ñêëàäíiøi ïðîáëåìè ç'ÿâëÿþòüñÿ òîäi,
êîëè êîåôiöi¹íòè íàñïðàâäi íåâiäîìi. ßê îöiíèòè ¨õ, ìàþ÷è íåòî-
÷íi ñïîñòåðåæåííÿ (Xk, Yk)? ßê ïåðåâiðÿòè ãiïîòåçè, ïîâ'ÿçàíi ç
öèìè êîåôiöi¹íòàìè? ×è ìîæíà ïåðåäáà÷èòè, ÿêi çíà÷åííÿ Y âiä-
ïîâiäàòèìóòü çàäàíèì çíà÷åííÿì X? Öi òà äåÿêi iíøi ïèòàííÿ äëÿ
äàíèõ, ùî îïèñóþòüñÿ òåîðåòè÷íîþ ìîäåëëþ (10.13), ðîçâ'ÿçóþ-
òüñÿ ìåòîäàìè ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó. Ðiâíÿííÿ (10.13) íàçèâàþòü
ðåãðåñiéíèì ðiâíÿííÿì, ïàðàìåòðè β1, . . . ,βm � ïàðàìåòðàìè àáî
êîåôiöi¹íòàìè ðåãðåñi¨, à ôóíêöiþ g � ôóíêöi¹þ ðåãðåñi¨.

Ó êëàñè÷íîìó ðåãðåñiéíîìó àíàëiçi ðîçãëÿäàþòü ëèøå ìîäå-
ëi, â ÿêèõ õàðàêòåðèñòèêà Y ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, à X ìîæå áóòè
ÿê îäíèì ÷èñëîì, òàê i âåêòîðîì, òîáòî íàáîðîì ñêàëÿðíèõ õàðà-
êòåðèñòèê: X = (X1, . . . , XJ). Âåëè÷èíó Y íàçèâàþòü çàëåæíîþ
çìiííîþ àáî âiäãóêîì, âåëè÷èíè X1, . . . , XJ � íåçàëåæíèìè çìií-
íèìè àáî ðåãðåñîðàìè, à εk � ïîõèáêàìè àáî ïîìèëêàìè ðåãðåñi¨.

ßêùî X ¹ ñêàëÿðíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ äîñëiäæóâàíèõ îá'¹-
êòiâ, òî ïàðè (Xk, Yk) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê òî÷êè íà ïëîùèíi, à
ðiâíÿííÿ (10.12) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà β çàäà¹ ñiì'þ
êðèâèõ íà öié ïëîùèíi. Çîáðàæåííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ó
âèãëÿäi òî÷îê íà ïëîùèíi íàçèâàþòü äiàãðàìîþ ðîçñiþâàííÿ, à
ñiì'þ êðèâèõ (10.12) � òåîðåòè÷íèìè àáî ðåãðåñiéíèìè êðèâèìè.

167



Ãðàôi÷íî çàäà÷ó ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê
ïiäáið òàêî¨ òåîðåòè÷íî¨ êðèâî¨, ÿêà ïðîõîäèòü íàéáëèæ÷å äî åêñ-
ïåðèìåíòàëüíèõ òî÷îê.

Ïîâåðíåìîñÿ äî çàäà÷i îöiíþâàííÿ çà ðåãðåñi¹þ.
Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ, áiëüø çâè÷íi äëÿ ðåãðåñiéíîãî àíà-

ëiçó, i ïîçíà÷èìî ÷åðåç B̂1, . . . , B̂J âiäïîâiäíi îöiíêè íåâiäîìèõ êî-
åôiöi¹íòiâ A1, . . . , AJ . Âèáið îöiíîê B̂1, . . . , B̂J áàçó¹òüñÿ íà ïðè-
ïóùåííi ïðî âèãëÿä ãðàôi÷íîãî çîáðàæåííÿ N òî÷îê ñêií÷åííî¨
ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U :

{(yk, x1k, . . . , xJk) : k = 1, . . . , N} , (10.14)

à ñàìå: ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî äiàãðàìà ðîçñiþâàííÿ (10.14) âèãëÿäà¹
òàê, íiáè âîíà îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi âèêîðèñòàííÿ ìîäåëi ëiíié-
íî¨ ðåãðåñi¨ ξ, â ÿêié äîñëiäæóâàíà çìiííà y ëiíiéíî çàëåæèòü âiä
äîïîìiæíèõ çìiííèõ x1, . . . , xJ .

Ðåãðåñiéíà ìîäåëü ξ çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) y1, . . . , yN ¹ ðåàëiçàöiÿìè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
Y1, . . . , YN ;

2) Eξ (Yk) =
J∑

j=1
βjxjk , k = 1, . . . , N ;

3) Dξ (Yk) = σ2
k, k = 1, . . . , N ,

äå Eξ i Dξ � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiÿ âiäíîñíî ìî-
äåëi ξ; β1, . . . ,βJ òà σ2

1, . . . , σ
2
N � ïàðàìåòðè ìîäåëi ξ. Öå òèïîâà

ìîäåëü ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó.
Íàäàëi íå áóäåìî âiäðiçíÿòè ïîçíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Y âiä ïîçíà÷åííÿ ¨¨ ðåàëiçàöi¨ y.

Ï ð è ê ë à ä 10.2. Íàâåäåìî äâà ïðèêëàäè ìîäåëi ðåãðåñi¨ ç îäíi¹þ
äîïîìiæíîþ çìiííîþ x:

{
Eξ(yk) = βxk,

Dξ(yk) = σ2xk,
(10.15)

(òóò ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî çíà÷åííÿ x1, . . . , xN � äîäàòíi)
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òà {
Eξ(yk) = β1 + β2xk,

Dξ(yk) = σ2.
(10.16)

Â îáîõ öèõ ìîäåëÿõ ââàæà¹òüñÿ, ùî y1, . . . , yN � íåçàëåæíi âèïàä-
êîâi âåëè÷èíè. ♦

Îçíà÷åííÿ 10.1. Îöiíêà çà ðåãðåñi¹þ (àíãë. regression
estimator) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê [20]:

t̂yr = t̂yπ +
J∑

j=1

B̂j(Txj − t̂xjπ), (10.17)

äå t̂yπ =
∑
k∈s

yk/πk � π-îöiíêà ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè-

êè y; t̂xjπ =
∑
k∈s

xjk/πk � π-îöiíêà âiäîìîãî ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ

Txj =
∑

k∈U

xjk çìiííî¨ xj ; B̂1, . . . , B̂J � êîìïîíåíòè âåêòîðà B̂, ÿêèé
âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

B̂ = (B̂1, . . . , B̂J)′ =

(∑

k∈s

xkx′k
σ2

kπk

)−1 ∑

k∈s

xkyk

σ2
kπk

. (10.18)

Îöiíêà t̂yr ¹ ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ, i ÷èì áiëüøèé ðîçìið âè-
áiðêè, òèì òî÷íiøîþ áóäå öÿ îöiíêà.
Çàóâàæåííÿ 10.3. ßê i ó âèïàäêó îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ, îöi-
íþâàííÿ çà ðåãðåñi¹þ äà¹ ìîæëèâiñòü ïîêðàùèòè îñíîâíó îöiíêó
t̂yπ. Îöiíêà çà ðåãðåñi¹þ ¹ ñóìîþ π-îöiíêè t̂yπ òà äåÿêîãî êîðèãó-
þ÷îãî äîäàíêà. ßêùî âèêîðèñòàííÿ îöiíêè çà ðåãðåñi¹þ îá ðóí-
òîâàíå, òî êîðèãóþ÷èé äîäàíîê çàçâè÷àé âiä'¹ìíî êîðåëüîâàíèé
ç ïîõèáêîþ π-îöiíêè. ßêùî âèáiðêà âåëèêîãî ðîçìiðó òà π-îöiíêà
ìà¹ âåëèêó ïîõèáêó, àëå iñíó¹ ñèëüíà ëiíiéíà çàëåæíiñòü ìiæ äî-
ñëiäæóâàíîþ òà äîïîìiæíèìè çìiííèìè, òî öåé êîðèãóþ÷èé äîäà-
íîê ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ ïîõèáöi π-îöiíêè ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì,
òîáòî ïîõèáêà îöiíêè t̂yr áóäå ìåíøîþ, íiæ ïîõèáêà îöiíêè t̂yπ.
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Çàóâàæåííÿ 10.4. Ðîëü ìîäåëi ξ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ¾îïèñàòè¿
ãðàôiê ðîçñiþâàííÿ òî÷îê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Ìè ñïîäiâà¹ìî-
ñÿ, ùî ìîäåëü ïiäiáðàíà âäàëî, òîáòî, ùî ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü
âèãëÿäà¹ òàê, íiáè âîíà çãåíåðîâàíà çà äîïîìîãîþ ìîäåëi ξ. Àëå öå
çîâñiì íå îçíà÷à¹, ùî ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü ñïðàâäi çãåíåðîâàíà
çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìîäåëi, òîìó é ïàðàìåòðè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíî-
ñòi íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ìîäåëi. Ìîäåëü ξ íåîáõiäíà äëÿ òîãî,
ùîá îòðèìàòè ïðèéíÿòíi îöiíêè B̂, ïîòðiáíi äëÿ îá÷èñëåííÿ îöií-
êè çà ðåãðåñi¹þ. Åôåêòèâíiñòü îöiíêè çà ðåãðåñi¹þ (ïîðiâíÿíî ç
π-îöiíêîþ) çàëåæèòü âiä òîãî, íàñêiëüêè äîáðå ïiäiáðàíà ìîäåëü,
àëå ¨¨ îñíîâíi âëàñòèâîñòi (íàïðèêëàä, ïðèáëèçíà íåçìiùåíiñòü)
âiä öüîãî íå çàëåæàòü. Öå ïðèêëàä ¾îöiíþâàííÿ çà äîïîìîãîþ ìî-
äåëi¿ íà âiäìiíó âiä ¾îöiíþâàííÿ íà îñíîâi ìîäåëi¿, ïðè ÿêîìó âiä
ìîäåëi çàëåæàòü i âëàñòèâîñòi îöiíêè.

Íàâåäåìî ìiðêóâàííÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ îòðèìàíî ôîðìóëó
(10.18) äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíîê B̂1, . . . , B̂J . Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî
ãiïîòåòè÷íå ñóöiëüíå îáñòåæåííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, â ÿêîìó
äëÿ âñiõ k ∈ U ñïîñòåðiãàþòüñÿ çíà÷åííÿ yk òà âåêòîðè xk. Ó
öüîìó âèïàäêó îöiíêà çà ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ âåêòîðà
β = (β1, . . . ,βJ)′ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi ξ ìàòèìå âèãëÿä

B = (B1, . . . , BJ)′ =

(∑

k∈U

xkx′k
σ2

k

)−1 ∑

k∈U

xkyk

σ2
k

. (10.19)

Öå âiäîìèé ðåçóëüòàò ç ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó, äå òàêîæ äîâåäåíî,
ùî âåêòîð B ¹ íàéêðàùîþ ëiíiéíîþ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ âåêòîðà
β äëÿ äàíî¨ ìîäåëi ðåãðåñi¨.

Äëÿ íàñ âåêòîð B çàëèøà¹òüñÿ íåâiäîìèì ïàðàìåòðîì ñêií-
÷åííî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi U . Ùîá îöiíèòè éîãî çà âèáiðêîþ
s, çàñòîñó¹ìî ïiäõiä iç âèêîðèñòàííÿì π-îöiíîê ñóìàðíèõ çíà÷åíü,
îïèñàíèé ó ðîçäiëi 9. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî âåêòîð B â òàêîìó âè-
ãëÿäi:

B = T−1t, (10.20)
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äå
T =

∑

k∈U

xkx′k
σ2

k

, t =
∑

k∈U

xkyk

σ2
k

.

Òóò T � ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó J × J ç åëåìåíòàìè

tij =
∑

k∈U

xikxjk

σ2
k

= tji,

à t � J-âèìiðíèé âåêòîð ç êîìïîíåíòàìè

tj =
∑

k∈U

xjkyk

σ2
k

.

Î÷åâèäíî, ùî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ìàòðèöi T ¹ ìàòðèöÿ

T̂ =
∑

k∈s

xkx′k
σ2

kπk
,

åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ π-îöiíêè åëåìåíòiâ ìàòðèöi T, ÿêi îá÷èñëþþ-
òüñÿ òàê:

t̂ij,π =
∑

k∈s

xikxjk

σ2
kπk

, i, j = 1, J.

Àíàëîãi÷íî, íåçìiùåíîþ îöiíêîþ âåêòîðà t ¹ âåêòîð t̂ =
∑
k∈s

xkyk

σ2
kπk

,

êîìïîíåíòàìè ÿêîãî ¹ π-îöiíêè êîìïîíåíòiâ âåêòîðà t, ÿêi îá÷è-
ñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

t̂j,π =
∑

k∈s

xjkyk

σ2
kπk

, j = 1, J.

Çãiäíî ç ìåòîäîì âèêîðèñòàííÿ π-îöiíîê äëÿ îöiíþâàííÿ ôóí-
êöié âiä ñóìàðíèõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòèê ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi,
íàâåäåíèì ó ðîçäiëi 9, ïàðàìåòð B ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi òåïåð
ìîæíà îöiíèòè çà äîïîìîãîþ ñòàòèñòèêè:

B̂ = (B̂1, . . . , B̂J)′ = T̂−1t̂ =

(∑

k∈s

xkx′k
σ2

kπk

)−1 ∑

k∈s

xkyk

σ2
kπk

,

òîáòî, ìè âèâåëè ôîðìóëó (10.18).
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Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè, ùî B̂ ¹ îöiíêîþ íåâiäîìîãî ïàðà-
ìåòðà B, ÿêèé, ó ñâîþ ÷åðãó, ¹ îöiíêîþ ïàðàìåòðà β ðåãðåñiéíî¨
ìîäåëi ξ çà ðåçóëüòàòàìè ãiïîòåòè÷íîãî ñóöiëüíîãî îáñòåæåííÿ
ñóêóïíîñòi.
Çàóâàæåííÿ 10.5. 1) Îöiíêà B̂ ¹ çìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà B.
Ïðè âåëèêèõ ðîçìiðàõ âèáiðîê çìiùåííÿì ìîæíà çíåõòóâàòè.
2) Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìàòðèöi T òà T̂ íåâèðîäæåíi, òîìó iñíóþòü
ìàòðèöi, îáåðíåíi äî íèõ.
3) Äëÿ òîãî, ùîá íà îñíîâi âèáiðêîâèõ äàíèõ ìîæíà áóëî îá÷èñëè-
òè îöiíêó B̂ çà ôîðìóëîþ (10.18), ïîòðiáíî, ùîá âîíà çàëåæàëà
òiëüêè âiä âiäîìèõ ïàðàìåòðiâ. Òîìó ïàðàìåòðè σ2

1, . . . ,σ
2
N ìàþòü

çàäîâîëüíÿòè ïåâíi óìîâè. Íàïðèêëàä, ìîæíà âèìàãàòè, ùîá âñi
σ2

k áóëè âiäîìèìè àáî ùîá σ2
k = νkσ

2 ç íåâiäîìèì ïàðàìåòðîì
σ2 òà âiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè ν1, . . . ,νN (ñïåöiàëüíèé âèïàäîê:
νk = 1 äëÿ âñiõ k ∈ U). Iñíóþòü é iíøi âàæëèâi âèïàäêè, â ÿêèõ
äèñïåðñiÿ çàëåæèòü âiä êiëüêîõ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi ó âèðàçi
äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíêè B̂ ñêîðî÷óþòüñÿ.
4) Îñêiëüêè çíà÷åííÿ äîïîìiæíèõ çìiííèõ ââàæàþòüñÿ âiäîìèìè
äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, òî ïðè âiäîìèõ çíà÷åí-
íÿõ σ2

k ìîæíà çíàéòè òî÷íi çíà÷åííÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi T. Îäíàê
äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíêè B̂ êðàùå âèêîðèñòîâóâàòè îöiíêó T̂ öi¹¨
ìàòðèöi.

Àëüòåðíàòèâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíêè t̂yr ìàþòü òà-
êèé âèãëÿä:

t̂yr =
∑

k∈U

ŷk +
∑

k∈s

eks/πk (10.21)

òà
t̂yr =

∑

k∈U

y0
k +

∑

k∈s

gksEk/πk, (10.22)

äå ŷk = x′kB̂, k ∈ U , � íàáëèæåíi çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y,
îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi âèêîðèñòàííÿ âèáiðêîâèõ äàíèõ äëÿ íàáëè-
æåííÿ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi ξ, à eks = yk − ŷk, k ∈ s, � âiäïîâiäíi
çàëèøêè ðåãðåñi¨; y0

k = x′kB, k ∈ U, � íàáëèæåíi çíà÷åííÿ õàðà-
êòåðèñòèêè y, îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi âèêîðèñòàííÿ ãiïîòåòè÷íî¨
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ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi äëÿ íàáëèæåííÿ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi ξ, à
Ek = yk − y0

k, k ∈ s, � âiäïîâiäíi çàëèøêè ðåãðåñi¨ ó öüîìó âèïàä-
êó. Âàãîâi êîåôiöi¹íòè gks îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

gks = 1 +

(∑

k∈U

xk −
∑

k∈s

xk/πk

)′(∑

k∈s

xkx′k/σ2
kπk

)−1
xk

σ2
k

. (10.23)

Çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà îöiíêó çà ðåãðåñi¹þ t̂yr

(âèäó (10.17) ÷è (10.21)) ìîæíà íàáëèçèòè îöiíêîþ

t̃yr =
∑

k∈U

y0
k +

∑

k∈s

Ek/πk,

çâiäêè âèïëèâà¹ ôîðìóëà äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ
äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂yr:

D̃(t̂yr) =
∑

k∈U

∑

l∈U

∆kl
EkEl

πkπl
. (10.24)

ßêùî â öié ôîðìóëi çàìiñòü çíà÷åíü Ek/πk, ÿêèõ ìè íàñïðàâäi
íå çíà¹ìî, ïiäñòàâèòè çíà÷åííÿ eks/πk, ÿêi ìîæíà îá÷èñëèòè çà
âèáiðêîþ, òî îòðèìà¹ìî îäíó ç ôîðìóë äëÿ îöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨
îöiíêè çà ðåãðåñi¹þ:

D̂(t̂yr) =
∑

k∈U

∑

l∈U

∆kl

πkl

eksels

πkπl
. (10.25)

Iç ôîðìóëè (10.22) ìà¹ìî D(t̂yr) = D
(∑

k∈s

gksEk
πk

)
, äå âèðàç ó

äóæêàõ íàãàäó¹ π-îöiíêó ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äåÿêî¨ õàðàêòåðè-
ñòèêè (äèâ. (1.4)). Çâiäñè âèïëèâà¹ ùå îäíà ôîðìóëà äëÿ îöiíþ-
âàííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂yr:

D̂(t̂yr) =
∑

k∈s

∑

l∈s

∆kl

πkl

(
gkseks

πk

)(
glsels

πl

)
. (10.26)

Îöiíêè (10.25) òà (10.26) áóäóòü ïðèáëèçíî íåçìiùåíèìè ïðè
âåëèêèõ ðîçìiðàõ âèáiðîê.
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10.3. Îöiíþâàííÿ çà âiäíîøåííÿì

Íåõàé äëÿ îöiíþâàííÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õà-
ðàêòåðèñòèêè y ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iíôîð-
ìàöiÿ ïðî îäíó äîïîìiæíó çìiííó x, ÿêà íàáóâà¹ òiëüêè äîäàòíèõ
çíà÷åíü. Çíà÷åííÿ x1, . . . , xk, . . . xN äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ x äëÿ åëå-
ìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âiäîìi çàçäàëåãiäü.

Ìîäåëü ðåãðåñi¨, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi, ùî âiäíîøåííÿ
yk/xk ¹ ïðèáëèçíî êîíñòàíòîþ, íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ âiäíîøåííÿ.
Ó öié ìîäåëi ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî

Eξ(yk) = βxk,

òîáòî, â äàíîìó âèïàäêó ëiíiÿ ðåãðåñi¨ � ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Äëÿ òîãî, ùîá öÿ ìîäåëü áóëà ïîâíiñòþ
âèçíà÷åíà, ïîòðiáíî ùå çðîáèòè ïðèïóùåííÿ ùîäî ñòðóêòóðè äèñ-
ïåðñi¨ Dξ(yk). Íåõàé öÿ äèñïåðñiÿ çðîñòà¹ ïðîïîðöiéíî äî çìiííî¨
x. Òåïåð ìîäåëü âiäíîøåííÿ âèçíà÷åíà ïîâíiñòþ i ìà¹ âèãëÿä

{
Eξ(yk) = βxk,

Dξ(yk) = σ2xk,
(10.27)

äå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ β òà σ2 íåâiäîìi.
Îöiíêà çà ðåãðåñi¹þ, ÿêà  ðóíòó¹òüñÿ íà ìîäåëi (10.27), íàçè-

âà¹òüñÿ îöiíêîþ çà âiäíîøåííÿì (àíãë. ratio estimator). Ó íà-
ñòóïíîìó òâåðäæåííi íàâåäåíî âëàñòèâîñòi öi¹¨ îöiíêè.
Òâåðäæåííÿ 10.2. Îöiíêà çà âiäíîøåííÿì ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ
Ty õàðàêòåðèñòèêè y ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

t̂yR =

(∑

k∈U

xk

) ∑
k∈s

yk/πk

∑
k∈s

xk/πk
= Tx

t̂yπ

t̂xπ

= Tx B̂. (10.28)

Öÿ îöiíêà ¹ ïðèáëèçíî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà Ty.
Íàáëèæåíå çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂yR îá÷èñëþ¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ

D̃(t̂yR) =
∑

k∈U

∑

l∈U

(πkl − πkπl)
(yk −Bxk)(yl −Bxl)

πkπl
, (10.29)
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äå

B =

∑
k∈U

yk

∑
k∈U

xk
=

Ty

Tx
.

Îöiíêà äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂yr

D̂(t̂yR) =
∑

k∈s

∑

l∈s

(πkl − πkπl)
πkl

(
gks(yk − B̂xk)

πk

)(
gls(yl − B̂xl)

πl

)
,

(10.30)
äå äëÿ âñiõ k ∈ s

gks =

∑
k∈U

xk

∑
k∈s

xk/πk
=

Tx

t̂xπ

. (10.31)

Öå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîç-
äiëó 10.2 äî ìîäåëi âiäíîøåííÿ (10.27).

ßêùî ïîäiëèòè âèðàç (10.28) íà N , òî îòðèìà¹ìî îöiíêó çà
âiäíîøåííÿì äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðè-
ñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi:

ŷR = X

∑
k∈s

yk/πk

∑
k∈s

xk/πk
= X

t̂yπ

t̂xπ

. (10.32)

Ùîá îòðèìàòè ôîðìóëè äëÿ äèñïåðñi¨ òà îöiíêè äèñïåðñi¨ îöiíêè
ŷR, ïîòðiáíî ïîäiëèòè âiäïîâiäíi âèðàçè äëÿ îöiíêè t̂yR íà N2.

10.4. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
10.1. ßê ñàìå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äîïîìiæíà iíôîðìàöiÿ ó ìåòîäi
îöiíþâàííÿ çà ðiçíèöåþ?
10.2. ×è ¹ îöiíêà çà ðåãðåñi¹þ íåçìiùåíîþ? Âiä ÷îãî çàëåæèòü
åôåêòèâíiñòü öi¹¨ îöiíêè?
10.3. ×è ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ îöiíêà çà ðåãðåñi¹þ òà îöiíêà çà
âiäíîøåííÿì?
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10.4. Äîâåñòè, ùî ó âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç
ïîâåðíåííÿ ç ðîçìiðîì âèáiðêè n = fN òà ç y0

k = xk, äèñïåð-
ñiÿ îöiíêè çà ðiçíèöåþ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y ìà¹
òàêèé âèãëÿä:

D(t̂yD) = N2 1− f

n

(
S2

y + S2
x − 2Sxy

)
. (10.33)

10.5. Íåõàé ìîäåëü ðåãðåñi¨ ç îäíi¹þ äîïîìiæíîþ çìiííîþ x ìà¹
òàêèé âèãëÿä: {

Eξ(yk) = βxk,

Dξ(yk) = σ2xk,

äå çíà÷åííÿ x1, . . . , xN � äîäàòíi. Äîâåñòè, ùî â öüîìó âèïàäêó

B̂ =

∑
k∈s

yk/πk

∑
k∈s

xk/πk
.

10.6. Íåõàé ìîäåëü ðåãðåñi¨ ç îäíi¹þ äîïîìiæíîþ çìiííîþ x ìà¹
òàêèé âèãëÿä: {

Eξ(yk) = β1 + β2xk,

Dξ(yk) = σ2.

Äîâåñòè, ùî

B̂ =

(
B̂1

B̂2

)
=

(
˜̄y − B̂2 ˜̄x

B̂2

)
,

äå

B̂2 =

∑
k∈s

(xk − ˜̄x)(yk − ˜̄y)/πk

∑
k∈s

(xk − ˜̄x)2/πk
,

˜̄x =

∑
k∈s

xk/πk

N̂
, ˜̄y =

∑
k∈s

yk/πk

N̂
, N̂ =

∑

k∈s

1
πk

.

10.7. Äëÿ âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ
âèâåñòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíêè çà âiäíîøåííÿì ñóìàð-
íîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêó-
ïíîñòi, à òàêîæ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ
äèñïåðñi¨ òà îöiíêè äèñïåðñi¨ îòðèìàíî¨ îöiíêè çà âiäíîøåííÿì.
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10.8. Iç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi ðîçìiðó N = 200 âèáiðêîâèõ îäè-
íèöü çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ
îòðèìàíî âèáiðêó ðîçìiðó n = 40, çà ÿêîþ îá÷èñëåíî òàêi âåëè÷è-
íè äëÿ äîñëiäæóâàíî¨ çìiííî¨ y òà äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ x:

∑

k∈s

yk = 24874;
∑

k∈s

y2
k = 19136668;

∑

k∈s

xk = 473;
∑

k∈s

x2
k = 6539;

∑

k∈s

xkyk = 348071.

Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî Tx = 2603. Îöiíèòè ñóìàðíå çíà÷åííÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè y çà âiäíîøåííÿì. Ïîáóäóâàòè 95-âiäñîòêîâèé äî-
âið÷èé iíòåðâàë äëÿ ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè y ãåíå-
ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.
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Ðîçäië 11
Àíàëiç äàíèõ iç ïðîïóñêàìè

Âiäñóòíiñòü âiäïîâiäi (íåâiäïîâiäü, ïðîïóñê) äëÿ äåÿêèõ åëå-
ìåíòiâ âèáiðêè � öå ïðèðîäíà, ïðîòå íåáàæàíà âëàñòèâiñòü âèáið-
êîâèõ îáñòåæåíü. Áàãàòî äîñëiäíèêiâ íàìàãàþòüñÿ ÿêîìîãà øâèä-
øå ïîçáóòèñü ïðîïóñêiâ, ùîá äàëi ïðîâîäèòè îáðîáêó ¾ïîâíèõ¿
äàíèõ ñòàíäàðòíèìè ñòàòèñòè÷íèìè ìåòîäàìè. Ïðîòå òàêèé ïiä-
õiä ìîæå ïðèçâåñòè äî çíà÷íèõ âiäìiííîñòåé ñòàòèñòè÷íèõ âèñíîâ-
êiâ, çðîáëåíèõ çà íàÿâíîñòi ïðîïóñêiâ òà áåç íèõ.

Ðîçâèòîê êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié äîçâîëèâ ñòàòèñòèêàì çà-
ñòîñîâóâàòè äî àíàëiçó äàíèõ ìåòîäè ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ îá-
÷èñëåíü. Öi ìåòîäè äàþòü ìîæëèâiñòü îòðèìóâàòè êðàùi îöiíêè
ïðîïóùåíèõ çíà÷åíü, âèáiðêîâèõ ñåðåäíiõ, äèñïåðñié òà êîâàðià-
öié [8,10]. Êðiì òîãî, äëÿ îòðèìàííÿ áiëüø òî÷íèõ îöiíîê ïîòðiáíî
çâåðòàòè óâàãó íà ìåõàíiçì âiäáîðó åëåìåíòiâ òà ïðè÷èíè âèíè-
êíåííÿ ïðîïóñêiâ.

Ðîçðiçíÿþòü äâà âèäè íåâiäïîâiäåé: ïîâíà íåâiäïîâiäü � êîëè
ïîâíiñòþ âiäñóòíÿ iíôîðìàöiÿ äëÿ äåÿêî¨ âèáiðêîâî¨ îäèíèöi, òà
÷àñòêîâà íåâiäïîâiäü � êîëè ïðè îáñòåæåííi âèáiðêîâî¨ îäèíèöi
âiäñóòíÿ âiäïîâiäü íà îäíå àáî êiëüêà îêðåìèõ çàïèòàíü.

Ïîâíi íåâiäïîâiäi âèíèêàþòü ó òàêèõ âèïàäêàõ:
� iíòåðâ'þåð íå ìà¹ ìîæëèâîñòi ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ;
� îñîáà ÷åðåç õâîðîáó íå ìîæå âiäïîâiñòè íà çàïèòàííÿ;
� îñîáà âiäìîâëÿ¹òüñÿ âiäïîâiäàòè.
Ó öèõ âèïàäêàõ iíòåðâ'þåð ìîæå çiáðàòè äîïîìiæíó iíôîðìà-

öiþ, ÿêó ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çìåíøåííÿ âïëèâó íåâiäïîâiäåé
íà îöiíêè.

×àñòêîâi íåâiäïîâiäi âèíèêàþòü íàé÷àñòiøå â ðåçóëüòàòi âiä-
ìîâ âiäïîâiäàòè íà êîíêðåòíi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi, íàïðèêëàä, ç
ïðèáóòêàìè, âæèâàííÿì íàðêîòèêiâ òîùî.

Ó ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêèõ îáñòåæåííÿõ òà ïðè îáñòåæåííÿõ äè-
êèõ òâàðèí ÷àñòiøå êîðèñòóþòüñÿ òåðìiíîì ¾ïðîïóùåíi äàíi¿
(àíãë. missing data), àëå ñóòü òà íàñëiäêè çàëèøàþòüñÿ òàêèìè
ñàìèìè.
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11.1. Ìåõàíiçìè ïîðîäæåííÿ ïðîïóñêiâ

Çíàííÿ àáî íåçíàííÿ ìåõàíiçìó, ùî ïðèçâîäèòü äî âiäñóòíîñòi
çíà÷åíü, ¹ êëþ÷îâèì ïðè âèáîði ìåòîäó àíàëiçó òà iíòåðïðåòàöi¨
ðåçóëüòàòiâ. Iíîäi öèì ìåõàíiçìîì êåðó¹ ñòàòèñòèê. Íàïðèêëàä,
ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî âèáiðêîâîìó îáñòåæåííþ âëàñòèâi ïðî-
ïóñêè, îñêiëüêè çíà÷åííÿ ÷àñòèíè çìiííèõ ïðè îáñòåæåííi íàÿâ-
íi â óñiõ åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, à äîñëiäæóâàíi çìiííi
¾ïðîïóùåíi¿ â åëåìåíòiâ, ùî íå áóëè âêëþ÷åíi ó âèáiðêó. Òóò
ìåõàíiçì ïðîïóñêiâ � ïðîöåñ ïîáóäîâè âèáiðêè. ßêùî åëåìåíòè
âèáèðàþòüñÿ âèïàäêîâî, òî ìåõàíiçì ìîæíà íàçâàòè ¾iãíîðîâà-
íèì¿. ßêùî ïðàâèëî îòðèìàííÿ åëåìåíòiâ âèáiðêè íå äîòðèìó-
¹òüñÿ àáî äëÿ äåÿêèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü çíà÷åííÿ âiäñóòíi, òî
ïðè÷èíè óòâîðåííÿ ïðîïóñêiâ ñòàþòü ìåíø çðîçóìiëèìè. Ó öüîìó
âèïàäêó àíàëiç çàëåæèòü âiä ïðèïóùåíü ùîäî ìåõàíiçìó óòâîðå-
ííÿ ïðîïóñêiâ, ÿêi ïîòðiáíî ÿâíî îáóìîâëþâàòè.

Ïðèêëàäîì ñèòóàöi¨, êîëè ìåõàíiçì ïîðîäæåííÿ ïðîïóñêiâ ìî-
æå áóòè íåêåðîâàíèì, ïðîòå âiäîìèì ñòàòèñòèêó, ¹ öåíçóðóâàííÿ.
Äîñëiäæóâàíà çìiííà � öå ìîìåíò íàñòàííÿ ïåâíî¨ ïîäi¨ (çàãè-
áåëü òâàðèíè â åêñïåðèìåíòi, íàðîäæåííÿ äèòèíè, ïåðåãîðÿííÿ
ëàìïî÷êè), òîáòî, âèáiðêîâi äàíi � öå ìîìåíòè ÷àñó. Äëÿ äåÿêèõ
âèáiðêîâèõ îäèíèöü ìîìåíò íàñòàííÿ ïîäi¨ öåíçóðîâàíèé, áî ïî-
äiÿ ùå íå òðàïèëàñü äî çàêií÷åííÿ åêñïåðèìåíòó. ßêùî âiäîìà
òî÷êà (÷àñ) öåíçóðóâàííÿ, òî ìè ìà¹ìî ÷àñòêîâó iíôîðìàöiþ ïðî
òå, ùî ìîìåíò íàñòàííÿ íåñïîñòåðåæåíî¨ ïîäi¨ ïåðåâèùó¹ ÷àñ öåí-
çóðóâàííÿ. Òàêó iíôîðìàöiþ ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè â àíàëiçi, ùîá
ïîçáóòèñÿ çìiùåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äâîõ çìiííèõ: äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ X òà
äîñëiäæóâàíî¨ çìiííî¨ Y . Íåõàé ïðîïóñêè ìîæëèâi ëèøå ó çìií-
íié Y , à X ñïîñòåðiãà¹òüñÿ áåç ïðîïóñêiâ. Ìåõàíiçì óòâîðåííÿ ïðî-
ïóñêiâ äëÿ äàíèõ öi¹¨ ñòðóêòóðè êîðèñíî êëàñèôiêóâàòè âiäïîâiä-
íî äî çàëåæíîñòi éìîâiðíîñòi ïðîïóñêó:

1) âiä Y òà, ìîæëèâî, âiä X;
2) âiä X, àëå íå âiä Y ;
3) àíi âiä X, àíi âiä Y .
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Ä. Á. Ðóáií [10] ïðîïîíó¹ òàêó òåðìiíîëîãiþ. ßêùî âèêîíó¹-
òüñÿ âèïàäîê 3), òî ìè êàæåìî, ùî ïðîïóùåíi äàíi âiäñóòíi âè-
ïàäêîâî (àíãë. missing at random, MAR) i íàÿâíi äàíi ïðèñóòíi
âèïàäêîâî (àíãë. observed at random, OAR), àáî â öiëîìó äà-
íi âiäñóòíi àáñîëþòíî âèïàäêîâî (àíãë. missing completely at
random, MCAR). Ó öüîìó âèïàäêó ñïîñòåðåæóâàíi çíà÷åííÿ Y

óòâîðþþòü âèïàäêîâó ïiäâèáiðêó çàãàëüíî¨ âèáiðêè. Ó âèïàäêó 2)
ìè êàæåìî, ùî ïðîïóùåíi äàíi âiäñóòíi âèïàäêîâî (MAR). Ñïî-
ñòåðåæóâàíi çíà÷åííÿ Y íåîáîâ'ÿçêîâî ¹ âèïàäêîâîþ ïiäâèáiðêîþ
îòðèìàíèõ äàíèõ, ïðîòå óòâîðþþòü âèïàäêîâó ïiäâèáiðêó â êî-
æíié ïiäãðóïi, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì X. Ó âèïàäêó 1 äàíi
íå âiäïîâiäàþòü àíi âèïàäêó MAR, àíi OAR, òîáòî âîíè âiäñóòíi
íå âèïàäêîâî (àíãë. missing not at random, MNAR).

11.2. Îãëÿä ìåòîäiâ àíàëiçó äàíèõ iç ïðîïóñêàìè

Óñi ìåòîäè îáðîáêè òà àíàëiçó âèáiðêîâèõ äàíèõ ç ïðîïóñêàìè
ìîæíà íàáëèæåíî ðîçïîäiëèòè íà òàêi ÷îòèðè ãðóïè.

1. Ìåòîä âèêëþ÷åííÿ íåêîìïëåêòíèõ åëåìåíòiâ. Çà âiä-
ñóòíîñòi ó äåÿêèõ âèáiðêîâèõ îäèíèöü çíà÷åíü ÿêèõ-íåáóäü çìií-
íèõ íàéïðîñòiøèì ïðèéîìîì ¹ âèäàëåííÿ òàêèõ íåêîìïëåêòíèõ
åëåìåíòiâ òà îáðîáêà äàíèõ áåç ïðîïóñêiâ. Öåé ìåòîä ìîæå çà-
ñòîñîâóâàòèñü ïðè ìàëié êiëüêîñòi ïðîïóñêiâ. Ó iíøèõ âèïàäêàõ
âií ìîæå ïðèçâåñòè äî ñåðéîçíèõ çìiùåíü òà, ÿê ïðàâèëî, íå ¹
åôåêòèâíèì. Íàïðèêëàä, ïðè äîñëiäæåííi äîõîäiâ ïðîïóñêè ïðè
íèçüêèõ òà âèñîêèõ äîõîäàõ áiëüø iìîâiðíi, íiæ ïðè ñåðåäíiõ äî-
õîäàõ. Ó ðåçóëüòàòi âèêëþ÷åííÿ íåêîìïëåêòíèõ åëåìåíòiâ ÷àñòêà
ñïîñòåðåæåíü iç ñåðåäíiì äîõîäîì ó âèáiðöi çáiëüøèòüñÿ i ìîæå
ñòàòè íåðåïðåçåíòàòèâíîþ.

Iíôîðìàöiþ, ùî ìiñòèòüñÿ ó âèêëþ÷åíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ, ìî-
æíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ òîãî, ùîá äîñëiäèòè, ÷è ¹ ïîâíi ñïîñòå-
ðåæåííÿ âèïàäêîâîþ ïiäâèáiðêîþ âèõiäíî¨ âèáiðêè. Íàïðèêëàä,
çíà÷íà ðiçíèöÿ ìiæ ñåðåäíiìè îêðåìî¨ çìiííî¨ Yj äëÿ ïîâíèõ ñïî-
ñòåðåæåíü òà äëÿ òèõ íåïîâíèõ ñïîñòåðåæåíü, ó ÿêèõ ïðèñóòíÿ
Yj , âêàçó¹ íà ñèñòåìàòè÷íó âiäìiííiñòü íåêîìïëåêòíèõ äàíèõ.
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2. Ìåòîäè çàïîâíåííÿ ïðîïóñêiâ � iìïóòàöi¨ (àíãë.
imputation). Ïðîïóñêè çàïîâíþþòü, i îòðèìàíi ¾ïîâíi¿ äàíi àíà-
ëiçóþòü çâè÷àéíèìè ìåòîäàìè. ßê ïðàâèëî, âèêîðèñòîâóþòüñÿ
òàêi ïðîöåäóðè: çàïîâíåííÿ ç ïiäáîðîì, êîëè ïiäñòàâëÿþòüñÿ
çíà÷åííÿ çìiííèõ iíøèõ îá'¹êòiâ âèáiðêè; çàïîâíåííÿ ñåðåäíi-
ìè òà çàïîâíåííÿ çà äîïîìîãîþ ðåãðåñiéíî¨ ôîðìóëè, îòðèìà-
íî¨ äëÿ ïîâíèõ ñïîñòåðåæåíü. Ñåðåä ìåòîäiâ çàïîâíåííÿ ïðîïó-
ñêiâ ðîçðiçíÿþòü ïðîöåäóðè òàê çâàíî¨ ¾õîò-äåê iìïóòàöi¨¿ (àíãë.
hot-deck imputation) òà ¾êîëä-äåê iìïóòàöi¨¿ (àíãë. cold-deck
imputation). Ó âèïàäêó õîò-äåê iìïóòàöi¨ ïðîïóùåíi çíà÷åííÿ çà-
ïîâíþþòü çíà÷åííÿìè äîñëiäæóâàíî¨ çìiííî¨, ÿêi âèáèðàþòü (âè-
ïàäêîâî àáî ïåâíèì ñïåöiàëüíèì ìåòîäîì) ñåðåä íàÿâíèõ ó äàíîìó
îáñòåæåííi. À ó âèïàäêó êîëä-äåê iìïóòàöi¨ äàíi äëÿ çàïîâíåííÿ
ïðîïóñêiâ áåðóòü ç iíøèõ äæåðåë, íàïðèêëàä, âèêîðèñòîâóþòü ðå-
çóëüòàòè ïîïåðåäíiõ îáñòåæåíü àáî iñòîðè÷íi äàíi. Íà âiäìiíó âiä
ïðîöåäóð õîò-äåê iìïóòàöi¨, äëÿ çàïîâíåííÿ çà äîïîìîãîþ ðåãðåñi¨
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ¾îöiíåíi¿ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðiçíèìè çìiííè-
ìè.

3. Ìåòîäè çâàæóâàííÿ. Âèñíîâêè çà äàíèìè âèáiðêîâèõ îá-
ñòåæåíü ç ïðîïóñêàìè ïîáóäîâàíi íà òàê çâàíèõ âàãàõ äèçàéíó. Öi
âàãè îáåðíåíî ïðîïîðöiéíi äî éìîâiðíîñòåé âêëþ÷åííÿ [6]. Íåõàé
yi � çíà÷åííÿ çìiííî¨ Y äëÿ i-ãî åëåìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.
Òîäi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi ìîæíà îöiíèòè âåëè÷èíîþ

∑

i∈s

π−1
i yi/

∑

i∈s

π−1
i , (11.1)

äå πi � éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ i-ãî åëåìåíòà ó âèáiðêó, π−1
i � âàãà

i-ãî åëåìåíòà. Ìåòîäè çâàæóâàííÿ çìiíþþòü (êàëiáðóþòü) âàãè,
ùîá óðàõóâàòè ïðîïóùåííi çíà÷åííÿ. Îöiíêà (11.1) çàìiíþ¹òüñÿ
îöiíêîþ ∑

(πip̂i)−1yi/
∑

(πip̂i)−1, (11.2)
äå ñóìè áåðóòüñÿ ïî òèõ åëåìåíòàõ âèáiðêè, â ÿêèõ íåìà¹ ïðîïó-
ñêiâ, à p̂i � îöiíêà éìîâiðíîñòi âiäïîâiäi, òîáòî ïðèñóòíîñòi çíà÷å-
ííÿ äëÿ i-ãî åëåìåíòà (çàçâè÷àé öå äîëÿ îäèíèöü âèáiðêè ç ïðèñó-
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òíiìè çíà÷åííÿìè). Çâàæóâàííÿ ïîâ'ÿçàíå iç çàïîâíåííÿì ñåðåäíi-
ìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî âàãè äèçàéíó ¹ ñòàëèìè â ïiäãðóïàõ âèáið-
êè, òî çàïîâíåííÿ ïðîïóñêiâ ó êîæíié ïiäãðóïi ñåðåäíiìè ïiäãðóïè
òà çâàæóâàííÿ ïðèñóòíiõ çíà÷åíü çà äîïîìîãîþ ¨õ äîëi â êîæíié
ïiäãðóïi ïðèçâîäÿòü äî îäíàêîâèõ îöiíîê ñåðåäíüîãî ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi.

4.Ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà ìîäåëþâàííi. Øèðîêèé êëàñ
ìåòîäiâ áàçó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi ìîäåëi ïîðîäæåííÿ ïðîïóñêiâ òà
ðîçïîäiëó äàíèõ. Âèñíîâêè îòðèìóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨
âiðîãiäíîñòi.

11.3. Ìåòîäè çàïîâíåííÿ ïðîïóñêiâ

Ïåðåëi÷èìî îñíîâíi ìåòîäè çàïîâíåííÿ ïðîïóñêiâ ó âèáiðêîâèõ
îáñòåæåííÿõ.

1) Çàïîâíåííÿ ñåðåäíiìè çà ïðèñóòíiìè çíà÷åííÿìè ó âèáiðöi.
2) Çàïîâíåííÿ ïðîïóñêiâ iç ïiäáîðîì ïîëÿãà¹ â çàìiíi ïðîïóñêiâ

çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíèõ çìiííèõ, íàÿâíèìè ó ñõîæèõ âèáiðêîâèõ
îäèíèöü, ÿêi íå ìàëè ïðîïóñêiâ.

3) Çàìiíà çàñòîñîâó¹òüñÿ íà åòàïi çáîðó äàíèõ ïðè îáñòåæåííi.
Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ â çàìiíi åëåìåíòà ç âiäñóòíiìè âiäïîâiäÿìè íà
iíøèé åëåìåíò, íå âêëþ÷åíèé ó âèáiðêó. Íàïðèêëàä, ÿêùî íåìî-
æëèâå îïèòóâàííÿ äîìîâëàñíèêà, òî ìîæíà îïèòàòè éîãî ñóñiäà,
íå âêëþ÷åíîãî ó ñïèñîê îïèòóâàíèõ. Îäíàê, áóëî á íåâiðíèì ðîç-
ãëÿäàòè îòðèìàíó òàêèì ÷èíîì âèáiðêó ÿê ïîâíó, îñêiëüêè òi, õòî
äàþòü âiäïîâiäi, ìîæóòü ñèñòåìàòè÷íî âiäðiçíÿòèñÿ âiä òèõ, êîãî
íå âäàëîñÿ îïèòàòè. Òîìó ïðè àíàëiçi ñëiä ðîçãëÿäàòè öþ çàìiíó
ÿê çàïîâíåííÿ ïåâíîãî âèäó.

4) Çàïîâíåííÿ áåç ïiäáîðó îçíà÷à¹, ùî ïðîïóñê çàïîâíþ¹òüñÿ
äåÿêèì ñòàëèì çíà÷åííÿì iç çîâíiøíüîãî äæåðåëà, íàïðèêëàä,
çíà÷åííÿì ïîïåðåäíüîãî ñïîñòåðåæåííÿ ç òîãî ñàìîãî îáñòåæåí-
íÿ. Îòðèìàíi äàíi ïðèéíÿòî àíàëiçóâàòè ÿê ïîâíi, òîáòî íàñëiäêè
çàïîâíåííÿ iãíîðóþòü.

5)Çàïîâíåííÿ çà ðåãðåñi¹þ ïîëÿãà¹ â çàïîâíåííi ïðîïóñêiâ çíà-
÷åííÿìè, îòðèìàíèìè çà ðåãðåñiéíîþ ôîðìóëîþ äëÿ äàíîãî åëå-
ìåíòà. Çàçâè÷àé âîíà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà êîìïëåêòíèìè åëåìåíòàìè.
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Çàïîâíåííÿ ñåðåäíiìè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê
çàïîâíåííÿ çà ðåãðåñi¹þ, ÿêùî ââàæàòè ïðåäèêàòîðàìè ôiêòèâ-
íi çìiííi, ùî âêàçóþòü íà ãðóïó, â ÿêié âiäáóâà¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà
ñåðåäíiõ.

6) Ñòîõàñòè÷íå çàïîâíåííÿ çà ðåãðåñi¹þ ïîëÿãà¹ â çàìiíi ïðî-
ïóñêó ñóìîþ çíà÷åíü, îá÷èñëåíèõ çà ðåãðåñi¹þ, òà çàëèøêó, ùî
âiäîáðàæà¹ íåâèçíà÷åíiñòü ïåðåäáà÷óâàíèõ çíà÷åíü. Ïðèðîäíèìè
ïîïðàâêàìè áóäóòü çàëèøêè ðåãðåñi¨, îòðèìàíi äëÿ åëåìåíòiâ áåç
ïðîïóñêiâ, ùî îáèðàþòüñÿ âèïàäêîâî äëÿ êîæíîãî ïðîïóñêó.

11.3.1. Çàïîâíåííÿ ñåðåäíiìè

Íåõàé yi � çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòåðèñòèêè Y äëÿ i -ãî
åëåìåíòà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, i = 1, ..., N . Òîäi íàéïðîñòiøîþ
îöiíêîþ ïðîïóùåíèõ çíà÷åíü yi ¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ y, îá÷èñëåíå
çà íàÿâíèìè çíà÷åííÿìè çìiííî¨ Y . Çðîçóìiëî, ùî ñåðåäí¹ ñïîñòå-
ðåæóâàíèõ òà ïiäñòàâëåíèõ çíà÷åíü äîðiâíþ¹ y, çâè÷àéíié îöiíöi
ñåðåäíüîãî çà íàÿâíèìè äàíèìè.

Óçàãàëüíèìî öåé ìåòîä íà âèïàäîê, êîëè ñïîñòåðåæóâàíi äàíi
ìîæíà ðîçäiëèòè íà J ãðóï, äëÿ ÿêèõ âiäîìî, ùî çíà÷åííÿ çìiííî¨
Y ó åëåìåíòiâ âñåðåäèíi êîæíî¨ ãðóïè ñõîæi. Íåõàé yij � çíà÷åííÿ
çìiííî¨ Y äëÿ i-ãî åëåìåíòà ó ãðóïi j, i = 1, ..., Nj , j = 1, ..., J .
Ïðè çàïîâíåííi ñåðåäíiìè äëÿ âèáiðêîâèõ åëåìåíòiâ, ùî íå äàëè
âiäïîâiäü, ïiäñòàâëÿ¹òüñÿ ñåðåäí¹ yj çà òèìè mj ðåñïîíäåíòàìè,
ùî äàëè âiäïîâiäü ó j-é ãðóïi. Ñåðåäí¹ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi Y

ìîæíà îöiíèòè ñåðåäíiì çà ïðèñóòíiìè òà ïiäñòàâëåíèìè çíà÷åí-
íÿìè, à ñàìå:

J∑

j=1

nj ŷj

/ J∑

j=1

nj ,

äå ŷj � ñåðåäí¹ ïðèñóòíiõ òà ïiäñòàâëåíèõ çíà÷åíü ó j-é ãðóïi.
Òåïåð

ŷj = [mjyj + (nj −mj)yj ]/nj = yj ,

òîìó îòðèìàíà îöiíêà Y � ïðîñòî îöiíêà çi çâàæóâàííÿì ãðóï.
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Ìåòîä çàïîâíåííÿ ñåðåäíiìè ðåàëiçó¹òüñÿ ïðîñòî, ïðîòå âií
ìà¹ êiëüêà íåáàæàíèõ âëàñòèâîñòåé. Ïî-ïåðøå, ïðàâèëüíi îöiíêè
äèñïåðñi¨ yj íåìîæëèâî îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ çâè÷àéíèõ ôîð-
ìóë äëÿ äèñïåðñi¨, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ àíàëiçó ïîâíèõ äàíèõ.
Ðåàëüíèé ðîçìið âèáiðêè çàíèæåíèé ÷åðåç âiäñóòíiñòü âiäïîâiäåé,
òîìó çâè÷àéíi ôîðìóëè ïðèçâîäÿòü äî çàíèæåíèõ îöiíîê ñïðàâ-
æíüî¨ äèñïåðñi¨. Ïî-äðóãå, âåëè÷èíè, íå ëiíiéíi çà äàíèìè, òàêi,
ÿê äèñïåðñiÿ Y àáî êîðåëÿöiÿ ìiæ äâîìà çìiííèìè, íåìîæëèâî
îá ðóíòîâàíî îöiíèòè ñòàíäàðòíèìè ìåòîäàìè äëÿ ïîâíèõ äàíèõ.
Ïî-òðåò¹, ïiäñòàíîâêà ñåðåäíiõ ñóòò¹âî çìiíþ¹ åìïiðè÷íèé ðîç-
ïîäië çíà÷åíü Y , ùî ¹ âàæëèâèì ïðè äîñëiäæåííi ðîçïîäiëó Y

çà ãiñòîãðàìàìè àáî iíøèìè ãðàôiêàìè, ùî âiäîáðàæàþòü äàíi.
Óñi öi íåäîëiêè ñïîíóêàþòü øóêàòè çíà÷åííÿ äëÿ ïðîïóñêiâ, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè çàïîâíåííÿ òèïó ïiäñòàíîâêè ç ïiäáîðîì.
Çâåðíåìîñÿ òåïåð äî öüîãî ìåòîäó.

11.3.2. Çàïîâíåííÿ ç ïiäáîðîì

Çãiäíî ç öèì ìåòîäîì çàïîâíåííÿ ç ïiäáîðîì ïðîïóñêè çàïîâ-
íþþòüñÿ çíà÷åííÿìè, ùî áóëè îòðèìàíi äëÿ iíøîãî ïîäiáíîãî åëå-
ìåíòà âèáiðêè. Ïðèïóñòèìî, ÿê i ðàíiøå, ùî îòðèìàíà âèáiðêà ðîç-
ìiðó n iç N åëåìåíòiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, òà òiëüêè äëÿ m iç
n åëåìåíòiâ âèáiðêè çàðå¹ñòðîâàíî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ çìií-
íî¨ Y . Äëÿ ïðîñòîòè ðîçìiñòèìî åëåìåíòè òàê, ùîá m åëåìåíòiâ,
ÿêi íå ìàþòü íåâiäïîâiäåé, ìàëè íîìåðè 1, ..., m. Ïðè ðiâíîéìî-
âiðíiñíié ñõåìi âiäáîðó ñåðåäí¹ Y ìîæíà îöiíèòè ÿê ñåðåäí¹ çà
îòðèìàíèìè òà ïiäñòàâëåíèìè çíà÷åííÿìè, ùî ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

y = [myR + (n−m)yNR]/n, (11.3)

äå yR � ñåðåäí¹ çà îòðèìàíèìè âiäïîâiäÿìè; yNR =
m∑

i=1

Hiyi

n−m � ñåðå-
äí¹ çà çàïîâíåíèìè çíà÷åííÿìè; Hi � êðàòíiñòü, iç ÿêîþ yi âèêî-
ðèñòîâóâàëîñÿ äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü ïðîïóñêó Y . Çàóâàæèìî,
ùî

m∑
i=1

Hi = n−m, äå n−m � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ iç ïðîïóñêàìè.
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Âëàñòèâîñòi y çàëåæàòü âiä ñïîñîáó ôîðìóâàííÿ ÷èñåë
(H1, ..., Hm). Íàéëåãøå îòðèìàòè ôîðìóëè, ÿêùî éìîâiðíîñòi ïiä-
ñòàíîâêè íàÿâíèõ çíà÷åíü yi, i = m+1, ..., n, îäíàêîâi òà äîðiâíþ-
þòü 1/m.

Iíøèé ìåòîä ãåíåðóâàííÿ çíà÷åíü äëÿ çàïîâíåííÿ ïðîïóñêiâ �
ïîñëiäîâíèé âiäáið, ïðè ÿêîìó âñi åëåìåíòè ðîçòàøîâóþòü ó ïåâ-
íié ïîñëiäîâíîñòi òà ïðîïóùåíå çíà÷åííÿ çàìiíþ¹òüñÿ çíà÷åííÿì
Y äëÿ íàéáëèæ÷îãî â öié ïîñëiäîâíîñòi ïîïåðåäíèêà åëåìåíòà, ùî
äàâ âiäïîâiäü.

Îöiíêè ïiäñòàíîâêè ç ïiäáîðîì, ÿêi ìè îáãîâîðþâàëè äîñi, íå-
çìiùåíi ëèøå ïðè çàãàëüíîìó íåðåàëüíîìó ïðèïóùåííi, ùî éìî-
âiðíiñòü âiäïîâiäi íå ïîâ'ÿçàíà çi çíà÷åííÿì Y . ßêùî ¹ äåÿêà äî-
äàòêîâà iíôîðìàöiÿ ùîäî åëåìåíòiâ, ùî äàþòü òà íå äàþòü âiäïî-
âiäü, òî ¨¨ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ çìåíøåííÿ çìiùåííÿ, ùî
âèíèêà¹ ÷åðåç ïðîïóñêè. Íàñòóïíi äâà ïiäõîäè çàñëóãîâóþòü íà
óâàãó.

1) Ïiäñòàíîâêà ç ïiäáîðîì âñåðåäèíi ãðóï. Ôîðìóþòüñÿ ãðóïè,
i ïðîïóñêè â êîæíié ãðóïi çàïîâíþþòüñÿ ¨¨ æ çíà÷åííÿìè. Ñåðåäí¹
òà äèñïåðñiþ îòðèìàíèõ òàêèì ÷èíîì îöiíîê ïàðàìåòðà Y çíàõî-
äÿòü, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå ôîðìóëè îêðåìî âñåðåäèíi
ãðóï, à ïîòiì îá'¹äíóþ÷è îòðèìàíi çíà÷åííÿ.

2) Ïiäáið íàéáëèæ÷îãî ñóñiäà. Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó âèêîðè-
ñòàííi ìåòðèêè d äëÿ âèìiðþâàííÿ âiäñòàíi ìiæ åëåìåíòàìè i âè-
áîði ïiäñòàíîâêè çà åëåìåíòîì iç íàÿâíèì çíà÷åííÿì, íàéáëèæ-
÷èì äî åëåìåíòà ç ïðîïóñêîì. Íàïðèêëàä, íåõàé xi1, ..., xiJ � çíà-
÷åííÿ J îñíîâíèõ çìiííèõ, âèìiðÿíèõ ó íîðìîâàíèõ øêàëàõ, ó
åëåìåíòà i ç ïðîïóñêîì yi. Âèçíà÷èìî âiäñòàíü

d(i, j) = max
k
|xik − xjk|

ìiæ åëåìåíòàìè i òà j. Ìè ìîæåìî îáèðàòè ïiäñòàíîâêó äëÿ yi ñå-
ðåä òèõ j-õ åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêèõ: 1) ñïîñòåðiãàþòüñÿ yj , xj1, ..., xjJ

òà 2) d(i, j) íå ïåðåâèùó¹ äåÿêèé ïîðiã d0. ×èñëî ¾êàíäèäàòiâ¿
� j-õ åëåìåíòiâ, ùî ïiäõîäÿòü, � ìîæíà îáèðàòè, çìiíþþ÷è d0.
Îñêiëüêè çíà÷åííÿ, ùî ïiäñòàâëÿþòüñÿ, ¹ äîñòàòíüî ñêëàäíèìè
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ôóíêöiÿìè ïðèñóòíiõ îçíàê, âëàñòèâîñòi îöiíîê ó òàêèõ ïðîöåäó-
ðàõ ïiäáîðó ïîêè ùî íåäîñòàòíüî äîñëiäæåíi.

11.3.3. Çàïîâíåííÿ çà ðåãðåñi¹þ

Ó öüîìó ìåòîäi ïðîïóùåíi çíà÷åííÿ çàïîâíþþòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ ðåãðåñi¨ çìiííèõ iç ïðîïóñêàìè íà iíøi çìiííi.

Íåõàé X � n × p�ìàòðèöÿ, â ÿêié i-é ðÿäîê xi = (xi1, ..., xip)
ìiñòèòü çíà÷åííÿ çìiííèõ, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ áåç ïðîïóñêiâ
(i = 1, n), òà y = (y1, ..., yn)′ � âåêòîð çíà÷åíü çìiííî¨, â ÿêié ¹ ïðî-
ïóñêè. Ââàæà¹ìî, ùî çíà÷åííÿ y1, ..., ym ïðèñóòíi, à ym+1, ..., yn �
ïðîïóùåíi. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêà ëiíiéíà ìîäåëü:

y = Xβ + e,

äå e = (e1, ..., en)′, ei � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi
âåëè÷èíè ç íóëüîâèì ñåðåäíiì òà îäíàêîâîþ äèñïåðñi¹þ σ2, à β �
ïàðàìåòð ðîçìiðíîñòi p. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ
äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê ïàðàìåòðiâ β òà σ2 çà ïîâíèìè ñïîñòå-
ðåæåííÿìè. ßêùî (X′X) ìà¹ ïîâíèé ðàíã, òî îöiíêà íàéìåíøèõ
êâàäðàòiâ ïàðàìåòðà β îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

β̂ = (X′X)−1(X′y).

Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îöiíêà íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ïàðàìåòðà
β íåâèçíà÷åíà.

ßêùî (X′X) íåâèðîäæåíà, òî β̂ � íåçìiùåíà îöiíêà ïàðàìåòðà
β ç íàéìåíøîþ äèñïåðñi¹þ. ßêùî ei ðîçïîäiëåíi íîðìàëüíî, òî
β̂ � îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi ïàðàìåòðà β, ðîçïîäiëåíà
íîðìàëüíî iç ñåðåäíiì β òà äèñïåðñi¹þ σ2(X′X)−1.

Íàéêðàùîþ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ σ2 ¹

σ̂2 =
m∑

i=1

(yi − ŷi)2

n− p
,

äå ŷi = xiβ̂. ßêùî ei íîðìàëüíi, òî (n − p)σ̂2/σ2 ìà¹ ðîçïîäië
õi-êâàäðàò iç n− p ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.
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Íàéêðàùà íåçìiùåíà îöiíêà êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi β̂ − β äî-
ðiâíþ¹

V = σ̂2(X′X)−1.

ßêùî ei ðîçïîäiëåíi íîðìàëüíî, òî (β̂i − βi)/
√

vii (äå vii � i-é
äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi V) ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n−p

ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.
Îòæå, ùîá îòðèìàòè çàïîâíåíi äàíi, ïîòðiáíî ïîêëàñòè

ŷi =
{

yi, i = 1, ..., m,

xiβ̂, i = m + 1, ..., n.

Ñ. Ô. Áàê [13] ïîêàçàâ, ùî ñåðåäíi çíà÷åííÿ, îá÷èñëåíi çà ïðè-
ñóòíiìè òà ïiäñòàâëåíèìè çíà÷åííÿìè � ïðàâèëüíi îöiíêè ñåðåäíiõ
ëèøå çà óìîâè MCAR. Ïðîòå âèáiðêîâà êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ, îá-
÷èñëåíà çà çàïîâíåíèìè äàíèìè, çàíèæó¹ çíà÷åííÿ äèñïåðñié òà
êîâàðiàöié, õî÷ i íå òàê ñèëüíî, ÿê ïðè çàïîâíåííi ñåðåäíiìè. Öå
ïîâ'ÿçàíî ç âiäñóòíiñòþ âiäõèëåíü ïiäñòàâëåíèõ çíà÷åíü âiä ðåãðå-
ñiéíî¨ ïðÿìî¨.

11.4. Îöiíþâàííÿ âèáiðêîâî¨ äèñïåðñi¨ çà íàÿâíîñòi
ïðîïóñêiâ

Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó îöiíîê âèáiðêîâî¨ äèñïåðñi¨, ÿêi âêëþ÷à-
þòü äîäàòêîâèé ÷ëåí äëÿ âðàõóâàííÿ ïðîïóñêiâ.

Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî äëÿ áàãàòüîõ çàñòîñóâàíü ïèòàííÿ
çìiùåíü ÷åðåç ïðîïóñêè ÷àñòî áiëüø âàæëèâå, íiæ îöiíêà äèñïåð-
ñi¨. Ó öüîìó ðîçäiëi ââàæà¹òüñÿ, ùî ââåäåíi ïîïðàâêè, ùî âèïðàâ-
ëÿþòü çìiùåííÿ, ïîâ'ÿçàíi iç ïðîïóñêàìè.

Îá÷èñëåííÿ ïðàâèëüíèõ îöiíîê äèñïåðñi¨ äëÿ ñêëàäíèõ âèáið-
êîâèõ äèçàéíiâ, ùî ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi, � íå-
ïðîñòå çàâäàííÿ íàâiòü ïðè ïîâíèõ äàíèõ. Òîìó áóëè ðîçâèíåíi
íàáëèæåíi ìåòîäè, ùî ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñü äëÿ áiëüøîñòi âè-
áiðêîâèõ äèçàéíiâ. Ïðîñòîòà öèõ ìåòîäiâ çóìîâëåíà òèì, ùî îá-
÷èñëåííÿ çâîäÿòüñÿ äî ðîçðàõóíêó âåëè÷èí äëÿ ìíîæèíè âèáið-
êîâèõ îäèíèöü, ùî íàçèâàþòüñÿ ñêií÷åííèìè êëàñòåðàìè (ÑÊ).
ÑÊ � íàéáiëüøà âèáiðêîâà îäèíèöÿ, ùî âèëó÷à¹òüñÿ ç âèáiðêè.
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Îöiíþâàííÿ äèñïåðñi¨ áàçó¹òüñÿ íà òàêié ëåìi.

Ëåìà 11.1. Íåõàé θ̂1, ..., θ̂k � íåêîðåëüîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè,
ÿêi ìàþòü ñïiëüíå ñåðåäí¹ µ, òà

θ̄ =
k∑

j=1

θ̂j

k
,

D̂(θ̄) =
k∑

j=1

(θ̂j − θ̄)2

k(k − 1)
.

Òîäi

1) θ̄ � íåçìiùåíà îöiíêà ïàðàìåòðà µ,

2) D̂(θ̄) � íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ θ̂.

Äîâåäåííÿ. 1) E(θ̄) =
k∑

j=1
E(θ̂j)/k = µ.

2) Ïîìiòèìî, ùî
k∑

j=1

(θ̂j − µ)2 =
k∑

j=1

(θ̂j − θ̄)2 + k(θ̄− µ)2.

Çâiäñè

E(
k∑

j=1

(θ̂j − θ̄)2)− k(k − 1)D(θ̄) =

=
k∑

j=1

D(θ̂j)− kD(θ̄)− k(k − 1)D(θ̄) =

=
k∑

j=1

D(θ̂j)− k2D(θ̄). (11.4)

Ïðîòå

k2D(θ̄) = D(
k∑

j=1

θ̂j) =
k∑

j=1

D(θ̂j),
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îñêiëüêè îöiíêè θ̂j íåêîðåëüîâàíi. Îòæå, âèðàç (11.4) äîðiâíþ¹
íóëþ, ùî äîâîäèòü 2).

Öþ ëåìó ìîæíà áåçïîñåðåäíüî çàñòîñîâóâàòè äî îöiíîê ó âè-
áiðêîâèõ äèçàéíàõ iç ïîâåðíåííÿì. Ðîçãëÿíåìî òàêèé ïðèêëàä.

Ï ð è ê ë à ä 11.1. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü, ÿêà ñêëàäà-
¹òüñÿ iç K ñêií÷åííèõ êëàñòåðiâ. Íåõàé âèáiðêîâèé äèçàéí çàäà¹
îäåðæàííÿ k êëàñòåðiâ øëÿõîì ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó ç
ïîâåðíåííÿì. Îöiíèìî ñóìàðíå çíà÷åííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

T =
K∑

j=1

Tj ,

äå Tj � ñóìàðíå çíà÷åííÿ çìiííî¨ Y ó j-îìó êëàñòåði.
Çà Ãîðâiöåì�Òîìïñîíîì

t̂π =
1
k

k∑

j=1

t̂j/πj ,

äå ñóìóâàííÿ âåäåòüñÿ çà âèáðàíèìè ÑÊ, t̂j � íåçìiùåíà îöiíêà
ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ Tj ; πj � éìîâiðíiñòü îáðàííÿ j-ãî ÑÊ. Òîäi
ìà¹ìî: 1) t̂π òà óñi t̂j/πj , j = 1, ..., k, � íåçìiùåíi îöiíêè ïàðàìå-
òðà T ; òà 2) îöiíêè t̂j/πj , j = 1, ..., k, � íåêîðåëüîâàíi. Çâiäñè çà
ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ íåçìiùåíà îöiíêà äèñïåðñi¨ îöiíêè t̂π îá÷è-
ñëþ¹òüñÿ òàê:

D̂(t̂π) =
k∑

j=1

(t̂j/πj − t̂π)2

k(k − 1)
. (11.5)

♦

Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèáiðöi ¹ ïðîïóñêè i ìè îòðèìó¹ìî îöiíêè
t̂j ñóìàðíèõ çíà÷åíü ó ÑÊ çà äîïîìîãîþ îäíîãî ç ìåòîäiâ îáðîáêè
ïðîïóñêiâ, ùî íàâîäèëèñÿ âèùå. Òîäi ìè òàêîæ ìîæåìî çàñòî-
ñîâóâàòè îöiíêó (11.5) äëÿ îöiíêè äèñïåðñi¨, ÿêùî: 1) îöiíêè t̂j
íåçìiùåíi; 2) ïîïðàâêè íà çàïîâíåííÿ àáî çâàæóâàííÿ îáèðàþ-
òüñÿ âñåðåäèíi êîæíîãî ÑÊ íåçàëåæíî, ùîá îöiíêè t̂j çàëèøàëèñÿ
íåêîðåëüîâàíèìè.
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Íà ïðàêòèöi ðiäêî âiäáóâà¹òüñÿ âèáið iç ïîâåðíåííÿì. Êîëè
ïðîâîäèòüñÿ ïðîñòèé âèïàäêîâèé âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ, îöiíêè
ÑÊ âiä'¹ìíî êîðåëüîâàíi. Ä. Á. Ðóáií ïîêàçàâ, ùî îöiíêè âèäó
(11.5), ùî áàçóþòüñÿ íà ëåìi, çàâèùóþòü äèñïåðñiþ. ßêùî æ óâå-
ñòè ïîïðàâêó íà ñêií÷åííiñòü ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (1 − k/K),
òî îòðèìàíà îöiíêà äèñïåðñi¨ áóäå çàíèæåíîþ. Äëÿ íåçìiùåíî¨
îöiíêè ïîòðiáíà iíôîðìàöiÿ ïðî äðóãèé òà íàñòóïíi åòàïè îáñòå-
æåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîáóäîâè ïðîñòèõ îöiíîê äèñïåðñi¨, ùî
áàçóþòüñÿ íà ÑÊ, ïîòðiáíî, ùîá äîëÿ âèáðàíèõ ÑÊ áóëà ìàëà, ùî
äàñòü çìîãó íåõòóâàòè çìiùåííÿì, îáóìîâëåíèì âèáîðîì áåç ïî-
âåðíåííÿ. Ó ïðàêòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ òàêà ñèòóàöiÿ òðàïëÿ¹òüñÿ
äîñèòü ÷àñòî.

Áiëüøiñòü âèáiðêîâèõ äèçàéíiâ ìiñòÿòü ñòðàòèôiêàöiþ ïðè âè-
áîði ÑÊ. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî äîëÿ ÑÊ ó êîæíié ñòðàòi ìàëà, çà
äîïîìîãîþ îöiíîê çà ÑÊ ìîæíà âèâåñòè îá ðóíòîâàíi îöiíêè äèñ-
ïåðñi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî ¹ H ñòðàò. Íåõàé t̂hj � íåçìiùåíà îöiíêà
ñóìè Thj äëÿ j-ãî êëàñòåðà ó ñòðàòi h, h = 1, ...,H, j = 1, ..., Kh.

Ìîæíà îöiíèòè T âåëè÷èíîþ

t̂ =
H∑

h=1

kh∑

j=1

t̂hj

πhj
=

H∑

h=1

t̂h,

äå ñóìà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà H ñòðàòàìè òà kh åëåìåíòàìè, âêëþ÷å-
íèìè ó âèáiðêó çi ñòðàòè h, πhj � éìîâiðíiñòü âèáîðó j-ãî ÑÊ ó
ñòðàòi h, à t̂h � îöiíêà ñóìè ó ñòðàòi h. Îöiíêîþ äèñïåðñi¨ t̂ ¹

D̂(t̂) =
H∑

h=1

kh∑

j=1

(t̂hjπhj − t̂h)2

kh(kh − 1)
.

Çîêðåìà, ïðè âèáîði äâîõ ÑÊ iç êîæíî¨ ñòðàòè îöiíêîþ äèñïåðñi¨ ¹

D̂(t̂) =
H∑

h=1

kh∑

j=1

(t̂h1πh1 − t̂h2πh2)2

4
.

Óìîâè, çà ÿêèõ ìîæíà îòðèìàòè öi îöiíêè çà çàïîâíåíèìè äàíèìè,
òàêi ñàìi, ÿê i ó âèïàäêó ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó: ïiäñòàíîâ-
êè ïîòðiáíî âèêîíóâàòè íåçàëåæíî â êîæíîìó ÑÊ.
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11.5. Àíàëiç äàíèõ iç ïðîïóñêàìè çà äîïîìîãîþ
ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi

11.5.1. Ïîâíi äàíi

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê ïîâíèõ äàíèõ. Ïîçíà÷èìî äàíi
÷åðåç Y . Y ìîæå áóòè ñêàëÿðîì, âåêòîðîì àáî ìàòðèöåþ çàëåæíî
âiä êîíòåêñòó. Ïðèïóñòèìî, ùî äàíi ïîðîäæóþòüñÿ çãiäíî ç ìîäå-
ëëþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó àáî ùiëüíiñòþ f(Y | θ),
ùî çàëåæèòü âiä ñêàëÿðíîãî àáî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ.

Ôóíêöi¹þ âiðîãiäíîñòi L(θ | Y ) íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ
âiä θ, ùî ïðîïîðöiéíà äî f(Y | θ), ïðè ôiêñîâàíîìó Y .

Ëîãàðèôìi÷íîþ ôóíêöi¹þ âiðîãiäíîñòi l(θ | Y ) íàçèâàþòü íà-
òóðàëüíèé ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi L(θ | Y ).
Ï ð è ê ë à ä 11.2. Îäíîâèìiðíà íîðìàëüíà âèáiðêà. Ñóìiñíà
ùiëüíiñòü n íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ ñïîñòåðåæåíü
Y = (y1, . . . , yn)′ iç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ñåðåäíiì µ òà äèñ-
ïåðñi¹þ σ2 ìà¹ âèãëÿä

f(Y | µ,σ2) = (2πσ2)−n/2 exp

(
−1

2

n∑

i=1

(yi − µ)2

σ2

)
.

Ïðè ôiêñîâàíîìó Y ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi
l(µ, σ2 | Y ) = ln(f(Y | µ, σ2)),

àáî, âiäêèäàþ÷è àäèòèâíó ñòàëó, ìà¹ìî

l(µ, σ2 | Y ) = −n

2
ln σ2 − 1

2

n∑

i=1

(yi − µ)2

σ2
, (11.6)

ùî ¹ ôóíêöi¹þ θ = (µ,σ2)′ ïðè ôiêñîâàíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ äà-
íèõ Y . ♦
Ï ð è ê ë à ä 11.3. Åêñïîíåíöiàëüíà âèáiðêà. Ñóìiñíà ùiëüíiñòü íå-
çàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ ñïîñòåðåæåíü iç åêñïîíåíöiàëü-
íîãî ðîçïîäiëó ìà¹ âèãëÿä

f(Y | θ) = θ−n exp

(
−

n∑

i=1

yi

θ

)
.
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Çíàéäåìî ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê
ôóíêöiÿ θ ïðè ôiêñîâàíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ Y :

l(θ | Y ) = ln

{
θ−n exp

(
−

n∑

i=1

yi

θ

)}
= −n ln θ−

n∑

i=1

yi

θ
. (11.7)

♦

Îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi (ÎÌÂ) θ̂ íàçèâàþòü çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðà θ, ÿêå ìàêñèìiçó¹ ôóíêöiþ âiðîãiäíîñòi L(θ | Y ),
àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi l(θ | Y ).

Ñôîðìóëüîâàíå òâåðäæåííÿ äîïóñêà¹ ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ
áiëüø íiæ îäíi¹¨ ÎÌÂ. Ïðîòå â áàãàòüîõ âàæëèâèõ ìîäåëÿõ ÎÌÂ
¹äèíà, äî òîãî æ ôóíêöiÿ âiðîãiäíîñòi äèôåðåíöiéîâàíà òà îáìå-
æåíà çâåðõó. Äëÿ òàêèõ âèïàäêiâ ÎÌÂ ìîæíà çíàéòè, ÿêùî ïðè-
ðiâíÿòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi ïî θ äî íóëÿ òà ðîçâ'ÿçàòè
îòðèìàíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî θ. Ðiâíÿííÿ

S(θ | Y ) ≡ ∂l(θ | Y )
∂θ

= 0

íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi, à ïîõiäíó ëîãà-
ðèôìà ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi S(θ | Y ) � ôóíêöi¹þ âíåñêó (âïëèâó)
âèáiðêè.

Ï ð è ê ë à ä 11.4. Åêñïîíåíöiàëüíà âèáiðêà. Ëîãàðèôì âiðîãiäíî-
ñòi äëÿ âèáiðêè ç åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîçïîäiëó âèçíà÷à¹òüñÿ âèðà-
çîì (11.13). Äèôåðåíöiþâàííÿì çà θ îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ìàêñè-
ìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi:

−n

θ
+

n∑

i=1

yi

θ2
= 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè éîãî âiäíîñíî θ, îòðèìà¹ìî ÎÌÂ: θ̂ = ȳ =
n∑

i=1
yi/n �

ñåðåäí¹ âèáiðêè Y . ♦
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Ï ð è ê ë à ä 11.5. Îäíîâèìiðíà íîðìàëüíà âèáiðêà. Âèêîðèñòîâó-
þ÷è ôîðìóëó (11.6), çàïèøåìî ëîãàðèôì âiðîãiäíîñòi äëÿ âèáiðêè
ðîçìiðó n iç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó òàê:

l(µ,σ2 | Y ) = −n

2
ln σ2 − 1

2

n∑

i=1

(yi − µ)2

σ2
=

= −n

2
lnσ2 − 1

2
n(ȳ − µ)2

σ2
− 1

2
nŜ2

σ2
,

äå Ŝ2 = n−1
n∑

i=1
(yi− ȳ)2 � âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ. Äèôåðåíöiþþ÷è çà

θ òà ïðèðiâíþþ÷è ïîõiäíó äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî

(ȳ − µ)/σ2 = 0,

ùî ïðèçâîäèòü äî µ̂ = ȳ. Äèôåðåíöiþþ÷è çà σ2 òà ïðèðiâíþþ÷è
ïîõiäíó äî íóëÿ, ìà¹ìî

− n

2σ2
+

n(ȳ − µ)2

2σ4
+

nŜ2

2σ2
= 0,

ùî ïðèçâîäèòü äî σ̂ = Ŝ2, îñêiëüêè µ̂ = ȳ. Îòæå, ìè îòðèìàëè
ÎÌÂ:

µ̂ = ȳ, σ̂ = Ŝ2.

♦

11.5.2. Îöiíþâàííÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi
çà íåïîâíèìè äàíèìè

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y äàíi, ùî ñïîñòåðiãàëèñÿ á çà âiäñóòíîñòi
ïðîïóñêiâ. Òîäi Y = (Yobs, Ymis), äå Yobs ïîçíà÷à¹ íàÿâíi, à Ymis �
ïðîïóùåíi äàíi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f(Y | θ) = f(Yobs, Ymis | θ) éìî-
âiðíiñòü àáî ùiëüíiñòü ñóìiñíîãî ðîçïîäiëó Yobs òà Ymis. Iíòåãðóâà-
ííÿì çà ïðîïóùåíèìè äàíèìè Ymis îòðèìà¹ìî ùiëüíiñòü iìîâið-
íîñòi

f(Yobs | θ) =
w

f(Yobs, Ymis | θ)dYmis.
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Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ âiðîãiäíîñòi âiä θ íà îñíîâi Yobs áåç óðà-
õóâàííÿ ìåõàíiçìó ïîðîäæåííÿ ïðîïóñêiâ ÿê áóäü�ÿêó ôóíêöiþ
âiä θ, ïðîïîðöiéíó f(Yobs | θ):

L(θ | Yobs) ∼ f(Yobs | θ). (11.8)
Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ìè âêëþ÷à¹ìî äî ìîäåëi ðîçïîäië

çìiííî¨, ùî âêàçó¹ íà íàÿâíiñòü êîæíîãî åëåìåíòà ç Y . Iíäèêàòî-
ðîì ïðîïóñêó íàçâåìî âåëè÷èíó, ùî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1, ÿêùî
äàíèé åëåìåíò ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, òà 0, ÿêùî âií íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ.
Íàïðèêëàä, ÿêùî Y = (Yij) ¹ n×K-ìàòðèöÿ n ñïîñòåðåæåíü íàä
K-âèìiðíîþ çìiííîþ, iíäèêàòîð ïðîïóñêó âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷è-
íîì:

Ri =
{

1, ÿêùî çíà÷åííÿ yi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ,
0, ÿêùî çíà÷åííÿ yi ïðîïóùåíå.

Ó öié ìîäåëi R ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âèïàäêîâà çìiííà òà âèçíà÷à-
¹òüñÿ ñóìiñíèé ðîçïîäië R òà Y . Ùiëüíiñòü öüîãî ðîçïîäiëó ìîæíà
çàäàòè ÿê äîáóòîê ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó Y òà ùiëüíîñòi óìîâíîãî
ðîçïîäiëó R ïðè ôiêñîâàíîìó Y , òîáòî

f(Y, R | θ, ψ) = f(Y | θ)f(R | Y, ψ).

Áóäåìî íàçèâàòè óìîâíèé ðîçïîäië R ïðè çàäàíîìó Y , ùî çà-
ëåæèòü âiä íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà ψ, ðîçïîäiëîì ïðîïóñêiâ. Ó äå-
ÿêèõ âèïàäêàõ öåé ðîçïîäië ïîâíiñòþ âiäîìèé, i ïàðàìåòðèçàöiÿ
çà äîïîìîãîþ ψ íå ïîòðiáíà.

Ôàêòè÷íî ñïîñòåðåæóâàíi äàíi ñêëàäàþòüñÿ çi çíà÷åíü çìií-
íèõ (Yobs, R). Ðîçïîäië ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ ìîæíà îòðèìàòè,
ÿêùî ïðîiíòåãðóâàòè ñóìiñíó ùiëüíiñòü Y = (Yobs, Ymis) çà R òà
Ymis:

f(Yobs, R | θ, ψ) =
w

f(Yobs, Ymis | θ)f(R, Yobs, Ymis, ψ)dYmis.

(11.9)
Ôóíêöiÿ âiðîãiäíîñòi âiä θ òà ψ � áóäü�ÿêà ôóíêöiÿ, ïðîïîð-

öiéíà ôóíêöi¨ (11.9):

L(θ, ψ | Yobs, R) ∼ f(Yobs, R | θ,ψ). (11.10)
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Òåïåð ïîñòà¹ ïèòàííÿ: êîëè ñëiä áóäóâàòè âèñíîâêè âiäíîñíî
θ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi L(θ, ψ | Yobs, R), ÿêà âèçíà-
÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (11.10), à êîëè � çà äîïîìîãîþ áiëüø
ïðîñòîãî âèðàçó L(θ | Yobs) ç (11.8), â ÿêîìó ìåõàíiçì ïîðîäæåííÿ
ïðîïóñêiâ iãíîðó¹òüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî ïðè íåçàëåæíîñòi ðîçïîäiëó
ïðîïóñêiâ âiä ïðîïóùåíèõ çíà÷åíü Ymis, òîáòî ïðè

f(R | Yobs, Ymis, ψ) = f(R | Yobs,ψ) (11.11)

ç ôîðìóëè (11.9) âèïëèâà¹, ùî

f(Yobs, R | θ, ψ) = f(R, Yobs, ψ)
w

f(Yobs, Ymis | θ)dYmis =

= f(R, Yobs, ψ)f(Yobs | θ).

Ó áàãàòüîõ âàæëèâèõ çàñòîñóâàííÿõ ïàðàìåòðè θ òà ψ ðîç-
äiëåíi â òîìó ñåíñi, ùî ñóìiñíèé ïàðàìåòðè÷íèé ïðîñòið (θ, ψ) ¹
äîáóòêîì ïàðàìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ äëÿ θ òà ψ. ßêùî θ òà ψ ðîç-
äiëåíi, òî âèñíîâêè âiäíîñíî θ, ùî áàçóþòüñÿ íà ôóíêöi¨ âiðîãiäíî-
ñòi L(θ, ψ | Yobs, R), áóäóòü çáiãàòèñÿ ç âèñíîâêàìè, ùî áàçóþòüñÿ
íà L(θ | Yobs). Òîìó, ÿêùî âiðíå ðiâíÿííÿ (11.11), òî ìåõàíiçìîì
ïîðîäæåííÿ ïðîïóñêiâ ìîæíà çíåõòóâàòè � îòðèìàíi ôóíêöi¨ âi-
ðîãiäíîñòåé ïðîïîðöiéíi.

Çà íàâåäåíèì âèùå îçíà÷åííÿì äàíi âiäñóòíi âèïàäêîâî
(MAR), êîëè âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (11.11). Äëÿ ïðàêòèêè
âàæëèâèì ¹ òîé ôàêò, ùî äëÿ åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ,
ùî áàçóþòüñÿ íà ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi, ïîòðiáíî âèêîíàííÿ ëèøå
óìîâè MAR, à íå áiëüø æîðñòêî¨ óìîâè MCAR.

Ï ð è ê ë à ä 11.6. Íåïîâíà åêñïîíåíöiàëüíà âèáiðêà. Ïðèïóñòèìî,
ìè ìà¹ìî íåïîâíó îäíîâèìiðíó âèáiðêó ç åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîç-
ïîäiëó, â ÿêié ïðèñóòíi çíà÷åííÿ Yobs = (y1, ..., ym)′ òà âiäñóòíi
Ymis = (Ym+1, ..., yn)′. Îòæå, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi

f(Y | θ) = θ−n exp

(
−

n∑

i=1

yi

θ

)
.
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Ôóíêöiÿ âiðîãiäíîñòi, êîëè ìåõàíiçì ïðîïóñêiâ iãíîðó¹òüñÿ, ïðî-
ïîðöiéíà ùiëüíîñòi Yobs ïðè çàäàíîìó θ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ âèðà-
çîì:

f(Y | θ) = θ−m exp

(
−

m∑

i=1

yi

θ

)
. (11.12)

Äëÿ öüîãî ïðèêëàäó R = (R1, ..., Rn)′, äå Ri = 1, i = 1, ...,m,
òà Ri = 0, i = m + 1, ..., n.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíèé åëåìåíò ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ç iìîâiðíiñòþ
ψ, òàê ùî âèêîíó¹òüñÿ (11.11). Òîäi

f(R | Y,ψ) = ψm(1−ψ)n−m,

f(Yobs, R | θ, ψ) = ψm(1−ψ)n−mθ−m exp

(
−

m∑

i=1

yi

θ

)
.

ßêùî θ òà ψ ðîçäiëÿþòüñÿ, òî âèñíîâêè âiäíîñíî θ ìîæíà ðî-
áèòè çà f(Yobs | θ), iãíîðóþ÷è ìåõàíiçì ïðîïóñêiâ. Çîêðåìà, ÎÌÂ
ïàðàìåòðà θ äîðiâíþ¹

n∑
i=1

yi/m � ñåðåäíüîìó çà íàÿâíèìè çíà÷åí-
íÿìè Y .

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ïðîïóñêè óòâîðþþòüñÿ âíàñëiäîê öåí-
çóðóâàííÿ â äåÿêié âiäîìié òî÷öi c, òàê ùî íàÿâíi ëèøå çíà÷åííÿ,
ìåíøi çà c. Òîäi

f(R | Y, ψ) =
n∏

i=1

f(Ri | yi, ψ),

äå

f(Ri | yi, ψ) =
{

1, Ri = 1 òà yi < c àáî Ri = 0 òà yi > c;
0 � ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Îòæå,

f(Yobs, R | θ) =
m∏

i=1

f(yi, Ri | θ)
n∏

i=m+1

f(Ri | θ) =
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=
m∏

i=1

f(yi | θ)f(Ri | yi)
n∏

i=m+1

P (yi > c | θ) =

= θ−m exp

(
−

m∑

i=1

yi

θ

)
exp

(
−(n−m)c

θ

)
, (11.13)

îñêiëüêè P (yi > c | θ) = exp(−c/θ) çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè åêñïî-
íåíöiàëüíîãî ðîçïîäiëó. Ó öüîìó âèïàäêó ìåõàíiçì ïîðîäæåííÿ
ïðîïóñêiâ íå ìîæíà iãíîðóâàòè, òà òî÷íà ôóíêöiÿ âiðîãiäíîñòi çà
ôîðìóëîþ (11.13) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (11.12). Ìàêñèìiçàöiÿ (11.12)
äà¹ ÎÌÂ θ̂ = (

n∑
i=1

yi +(n−m)c)/m, ÿêà áiëüøà ïîðiâíÿíî ç ðàíiøå

çíàéäåíîþ îöiíêîþ
n∑

i=1
yi/m. Äîäàòíà ïîïðàâêà äî âèáiðêîâîãî ñå-

ðåäíüîãî ïîâ'ÿçàíà ç öåíçóðóâàííÿì íåñïîñòåðåæóâàíèõ çíà÷åíü.
♦

11.6. EM -àëãîðèòì

EM-àëãîðèòì (àíãë. expectation�maximization algorithm) �
öå çàãàëüíèé iòåðàòèâíèé àëãîðèòì äëÿ îöiíþâàííÿ ìåòîäîì ìà-
êñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi â çàäà÷àõ ç íåïîâíèìè äàíèìè. Öåé àëãî-
ðèòì êîðèñíî çàñòîñîâóâàòè ó âèïàäêó, êîëè âàæêî çíàéòè ÿâíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi. Ó öüîìó àëãîðèòìi
ðåàëiçîâàíà òàêà iäåÿ îáðîáêè íåïîâíèõ äàíèõ:

1) çàïîâíåííÿ ïðîïóñêiâ îöiíêàìè ïðîïóùåíèõ çíà÷åíü;

2) îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ;

3) ïîâòîðíå îöiíþâàííÿ ïðîïóùåíèõ çíà÷åíü, ïðè öüîìó îöiíêè
ïàðàìåòðiâ ââàæàþòüñÿ òî÷íèìè;

4) ïîâòîðíå îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ i òàê äàëi.

Êîæíà iòåðàöiÿ EM -àëãîðèòìó ñêëàäà¹òüñÿ ç êðîêó E (îá÷è-
ñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ) òà êðîêó M (ìàêñèìiçàöiÿ).
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Îïèñ êðîêó M äîñèòü ïðîñòèé: ¾Ïðîâîäèòè îöiíþâàííÿ ïàðàìå-
òðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíîñòi òàê, íiáè íåìà¹ ïðîïó-
ñêiâ¿. Îòæå íà öüîìó êðîöi âèêîðèñòîâóþòüñÿ òi ñàìi îá÷èñëþ-
âàëüíi ìåòîäè, ùî i ïðè ìàêñèìiçàöi¨ l(θ | Y ).

Íà êðîöi E çíàõîäÿòü óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïðîïó-
ùåíèõ äàíèõ ïðè ôiêñîâàíèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ òà îöiíêàõ
ïàðàìåòðiâ, à ïîòiì çàìiíþþòü ïðîïóùåíi äàíi çíàéäåíèìè î÷i-
êóâàíèìè çíà÷åííÿìè. Ïðè÷îìó, äëÿ ðåàëiçàöi¨ àëãîðèòìó íåî-
áîâ'ÿçêîâî çàïîâíþâàòè ïðîïóùåíi äàíi, äîñòàòíüî îöiíèòè äåÿêi
ôóíêöi¨ ïðîïóùåíèõ äàíèõ, ùî âõîäÿòü ó ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðî-
ãiäíîñòi äëÿ ïîâíèõ äàíèõ l(θ | Y ).

Ùå îäíi¹þ ïåðåâàãîþ EM -àëãîðèòìó ¹ éîãî íàäiéíà çáiæíiñòü.
Òîáòî, â äåÿêèõ íåñòðîãèõ ïðèïóùåííÿõ êîæíà iòåðàöiÿ çáiëüøó¹
ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi l(θ | Y ), òà ÿêùî l(θ | Y ) îáìå-
æåíèé, òî ïîñëiäîâíiñòü l(θ(t) | Y ) çáiãà¹òüñÿ äî ñòàöiîíàðíîãî
çíà÷åííÿ l(θ | Y ). Òàêîæ âiäîìî, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü l(θ(t) | Y )
çáiãà¹òüñÿ, òî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó àáî òî-
÷êè ïåðåãèíó l(θ | Y ). Íåäîëiê EM -àëãîðèòìó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
øâèäêiñòü çáiæíîñòi ìîæå áóòè äóæå íèçüêîþ, ÿêùî ïðîïóùåíî
áàãàòî äàíèõ.

Òî÷íiøå, íåõàé θ(t) � ïîòî÷íà îöiíêà ïàðàìåòðà θ. Íà êðîöi E
EM -àëãîðèòìó çíàõîäÿòü î÷iêóâàíèé ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðîãi-
äíîñòi (ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ëîãàðèôìà ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi)
çà óìîâè θ = θ(t):

Q(θ | θ(t)) =
w

l(θ | Y )f(Ymis | Yobs,θ = θ(t))dYmis.

Íà êðîöi M EM -àëãîðèòìó âèçíà÷àþòü θ(t+1), ìàêñèìiçóþ÷è
öåé î÷iêóâàíèé ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi:

Q(θ(t+1) | θ(t)) ≥ Q(θ | θ(t)) äëÿ âñiõ θ.

Ï ð è ê ë à ä 11.7. Îäíîâèìiðíi íîðìàëüíi äàíi. Ïðèïóñòèìî, ùî
yi íåçàëåæíi îäíàêîâî íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíi ç ñåðåäíiì µ òà äèñ-
ïåðñi¹þ σ2. Ïðè÷îìó yi äëÿ i = 1, ..., m ñïîñòåðiãàþòüñÿ, à yi äëÿ
i = m + 1, ..., n ïðîïóùåíi, òà âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ MAR. Ìà-
òåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çíà÷åííÿ êîæíîãî ïðîïóñêó yi ïðè çàäàíèõ
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Yobs òà θ = (µ, σ2) äîðiâíþ¹ µ. Ïðè öüîìó, çãiäíî ç ôîðìóëîþ
(11.6), ëîãàðèôì ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äîñòàòíi
ñòàòèñòèêè

n∑
i=1

yi òà
n∑

i=1
y2

i . Îòæå, íà êðîöi E àëãîðèòìó îòðèìà¹ìî
çíà÷åííÿ

E

(
n∑

i=1

yi

∣∣∣θ(t), Yobs

)
=

m∑

i=1

yi + (n−m)µ(t), (11.14)

E

(
n∑

i=1

y2
i

∣∣∣θ(t), Yobs

)
=

m∑

i=1

y2
i + (n−m)

(
(µ(t))2 + (σ(t))2

)
(11.15)

äëÿ ïîòî÷íèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ θ(t) = (µ(t), (σ(t))2). Ç îñòàííüî¨
ðiâíîñòi áà÷èìî, ùî ïðîñòà ïiäñòàíîâêà µ(t) çàìiñòü ïðîïóñêiâ
ym+1, ..., yn ïðèçâåëà á äî âiäñóòíîñòi ÷ëåíà (n−m)(σ(t))2.

Äëÿ ïîâíèõ äàíèõ ÎÌÂ ïàðàìåòðà µ äîðiâíþ¹
n∑

i=1
yi/n, à ÎÌÂ

ïàðàìåòðà σ2 � öå
n∑

i=1
y2

i /n−(
n∑

i=1
yi/n)2. Íà êðîöiM âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ òi ñàìi ïîòî÷íi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ äîñòàòíiõ ñòàòèñòèê,
îá÷èñëåíèõ íà êðîöi E. Îòæå, íà êðîöi M îá÷èñëþþòüñÿ

µ(t+1) = E

(
n∑

i=1

yi | θ(t), Yobs

)
/n (11.16)

òà

(σ(t+1))2 = E

(
n∑

i=1

y2
i | θ(t), Yobs

)
/n− (µ(t+1))2. (11.17)

Ïîêëàäàþ÷è â ðiâíÿííÿõ (11.14) � (11.17) µ(t) = µ(t+1) = µ̂ òà
σ(t) = σ(t+1) = σ̂, îòðèìà¹ìî òîòîæíîñòi. Îòæå, àëãîðèòì çáiãà¹-
òüñÿ äî

µ̂ =
m∑

i=1

yi/m

òà
σ̂2 =

m∑

i=1

y2
i /m− µ̂2,
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òîáòî äî ÎÌÂ ïàðàìåòðiâ µ òà σ2 çà Yobs çà óìîâè âèêîíàííÿ
ïðèïóùåííÿ MAR. ♦

11.7. Âïðàâè òà ïèòàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ
11.1.ßê âïëèâàþòü ïðîïóñêè ó âèáiðêîâèõ îáñòåæåííÿõ íà îöiíêè
ïàðàìåòðiâ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi?
11.2. ßêi ìåòîäè àíàëiçó äàíèõ ç ïðîïóñêàìè âè ìîæåòå íàçâàòè?
11.3. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ ìåòîä çàïîâíåííÿ ïðîïóùåíèõ äàíèõ çà ðå-
ãðåñi¹þ?
11.4. Çà ÿêîãî ïðèïóùåííÿ ùîäî ìåõàíiçìó ïîðîäæåííÿ ïðîïó-
ñêiâ ìîæíà åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîäè àíàëiçó íåïîâíèõ
äàíèõ, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà çàñòîñóâàííi ôóíêöi¨ âiðîãiäíîñòi?
11.5. Îõàðàêòåðèçóâàòè ôóíêöi¨ êðîêiâ E òà M EM -àëãîðèòìó.
11.6. Çíàéòè ÎÌÂ êîåôiöi¹íòà âàðiàöi¨ µ/σ îäíîâèìiðíî¨ íîð-
ìàëüíî¨ âèáiðêè.
11.7. Ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü, ÿêà ìiñòèòü N = 10000 åëåìåíòiâ,
ïîäiëåíà íà äâi ñòðàòè îáñÿãîì N1 = 1000 òà N2 = 9000 åëåìåíòiâ
âiäïîâiäíî. Ç êîæíî¨ ñòðàòè âiäiáðàíî ïî 500 åëåìåíòiâ çà äîïîìî-
ãîþ ïðîñòîãî âèïàäêîâîãî âiäáîðó áåç ïîâåðíåííÿ. 250 åëåìåíòiâ
âèáiðêè ç ïåðøî¨ ñòðàòè òà 50 åëåìåíòiâ âèáiðêè ç äðóãî¨ ñòðàòè
îáñòåæèòè íå âäàëîñÿ (òîáòî, ¹ 250 íåâiäïîâiäåé ó âèáiðöi ç ïåðøî¨
ñòðàòè òà 50 � ó âèáiðöi ç äðóãî¨ ñòðàòè). Îöiíèòè éìîâiðíiñòü âiä-
ïîâiäi äëÿ êîæíî¨ ñòðàòè îêðåìî òà äëÿ ïîïóëÿöi¨ â öiëîìó. Çíàéòè
âàãè äèçàéíó äëÿ äàíîãî îáñòåæåííÿ. ßê çìiíÿòüñÿ âàãè äèçàé-
íó, ÿêùî âðàõóâàòè ïðîïóùåíi çíà÷åííÿ? Çàïèñàòè ôîðìóëó äëÿ
îá÷èñëåííÿ îöiíêè ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ õàðàêòå-
ðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi, âèêîðèñòîâóþ÷è íàÿâíi ÷èñëîâi
äàíi òà êàëiáðîâàíi âàãè äèçàéíó.
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Äîäàòîê 1. Òàáëèöÿ âèïàäêîâèõ ÷èñåë
×èñëà, íàâåäåíi ó òàáëèöi Ä 1, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ

ïîáóäîâè éìîâiðíiñíî¨ âèáiðêè.

Òàáëèöÿ Ä1. Âèïàäêîâi ÷èñëà

4924 2621 2514 4455 9711 1976 0308 3212 8638
7680 0568 8778 3996 0998 8625 4506 6684 7793
5970 4902 1544 2810 8221 4022 3616 7954 6257
2987 1686 2788 9285 5947 9673 2614 5966 9133
2646 1809 7469 6628 5080 5025 3906 7979 6269
4848 4229 1076 8969 8756 2836 2893 7430 3620
5497 8722 6911 0794 9419 3160 8038 2607 5299
1670 4811 4211 5073 2348 0956 5165 9942 1715
1485 4611 4765 7903 0638 1406 5404 5430 8715
7794 2374 6830 9832 8038 1727 7501 3898 7937
5643 2263 0444 0889 0698 2109 1195 2140 2585
8879 5094 9197 6246 4311 3016 9587 7750 4391
1715 3085 4729 2761 5988 8949 6692 9764 2889
6591 3228 5133 1429 9187 6325 6240 0089 1000
0031 2817 7924 7565 5523 5999 1482 1377 5698
6722 2565 9574 2048 0178 9170 2517 1930 2078
3659 1905 0394 5019 4839 2854 1262 1434 6583
5514 5849 6951 4852 7391 4533 2545 2608 7408
8940 2013 6147 1136 3906 6087 6054 7899 4834
0996 1176 9037 2954 2611 6859 2751 3540 4568
3155 1666 2782 4984 7135 7289 4662 3274 4902
7686 0141 8403 7507 5481 2868 7362 7259 3453
7385 1820 9399 4384 8736 0097 1745 0924 5357
8742 3039 0170 0927 2970 7634 0094 3087 1702
7189 8624 7943 4307 9255 4939 8986 2376 6746
7429 3532 4075 6833 5550 2816 7272 4624 2848
7535 0249 1106 9795 0864 1380 6000 8889 1481
3005 9164 7251 6231 7949 7927 9971 8322 2980
9844 0573 0733 8485 6749 2572 5178 7846 8996
1096 9787 5211 4342 8500 1435 2986 1057 4450
7960 6896 6454 9658 2578 1956 0563 4190 8844
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Äîäàòîê 2. Íîðìàëüíèé ðîçïîäië
Ó òàáëèöi Ä 2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φ(t) íîðìàëüíîãî

ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè (0; 1):

• äëÿ çàäàíèõ t ≥ 0 òàáóëüîâàíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

N0; 1 (t) = Φ (t) =
1√
2π

tw

−∞
exp

{
−s2

2

}
ds.

• äëÿ t < 0 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φ(t) îòðèìóþòüñÿ ç ðiâíîñòi

Φ(t) = 1− Φ(−t).

Çíà÷åííÿ Na; σ2 (x) ôóíêöi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìå-
òðàìè a i σ2 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà çíà÷åííÿìè òàáóëüîâàíî¨ ôóíêöi¨
N0; 1 (t) = Φ (t) íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó N0; 1:

Na; σ2 (x) = N0; 1

(
x− a

σ

)
= Φ

(
x− a

σ

)
.

Òàáëèöÿ Ä2 äîïóñêà¹ ëiíiéíó iíòåðïîëÿöiþ.
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Òàáëèöÿ Ä2. Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φ(t)

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 ,5000 ,5040 ,5080 ,5120 ,5160 ,5199 ,5239 ,5279 ,5319 ,5359
0,1 ,5398 ,5438 ,5478 ,5517 ,5557 ,5596 ,5636 ,5675 ,5714 ,5753
0,2 ,5793 ,5832 ,5871 ,5910 ,5948 ,5987 ,6026 ,6064 ,6103 ,6141
0,3 ,6179 ,6217 ,6255 ,6293 ,6331 ,6368 ,6406 ,6443 ,6480 ,6517
0,4 ,6554 ,6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 ,6772 ,6808 ,6844 ,6879
0,5 ,6915 ,6950 ,6985 ,7019 ,7054 ,7088 ,7123 ,7157 ,7190 ,7224
0,6 ,7257 ,7291 ,7324 ,7357 ,7389 ,7422 ,7454 ,7486 ,7517 ,7549
0,7 ,7580 ,7611 ,7642 ,7673 ,7703 ,7734 ,7764 ,7794 ,7823 ,7852
0,8 ,7881 ,7910 ,7939 ,7967 ,7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 ,8133
0,9 ,8159 ,8186 ,8212 ,8238 ,8264 ,8289 ,8315 ,8340 ,8365 ,8389
1,0 ,8413 ,8438 ,8461 ,8485 ,8508 ,8531 ,8554 ,8577 ,8599 ,8621
1,1 ,8643 ,8665 ,8686 ,8708 ,8729 ,8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,8830
1,2 ,8849 ,8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 ,8980 ,8997 ,9015
1,3 ,9032 ,9049 ,9066 ,9082 ,9099 ,9115 ,9131 ,9147 ,9162 ,9177
1,4 ,9192 ,9207 ,9222 ,9236 ,9251 ,9265 ,9279 ,9292 ,9306 ,9319
1,5 ,9332 ,9345 ,9357 ,9370 ,9382 ,9394 ,9406 ,9418 ,9429 ,9441
1,6 ,9452 ,9463 ,9474 ,9484 ,9495 ,9505 ,9515 ,9525 ,9535 ,9545
1,7 ,9554 ,9564 ,9573 ,9582 ,9591 ,9599 ,9608 ,9616 ,9625 ,9633
1,8 ,9641 ,9649 ,9656 ,9664 ,9671 ,9678 ,9686 ,9693 ,9699 ,9706
1,9 ,9713 ,9719 ,9726 ,9732 ,9738 ,9744 ,9750 ,9756 ,9761 ,9767
2,0 ,9772 ,9778 ,9783 ,9788 ,9793 ,9798 ,9803 ,9808 ,9812 ,9817
2,1 ,9821 ,9826 ,9830 ,9834 ,9838 ,9842 ,9846 ,9850 ,9854 ,9857
2,2 ,9861 ,9864 ,9868 ,9871 ,9875 ,9878 ,9881 ,9884 ,9887 ,9890
2,3 ,9893 ,9896 ,9898 ,9900 ,9904 ,9906 ,9909 ,9911 ,9913 ,9916
2,4 ,9918 ,9920 ,9922 ,9925 ,9927 ,9929 ,9931 ,9932 ,9934 ,9936
2,5 ,9938 ,9940 ,9941 ,9943 ,9945 ,9946 ,9948 ,9949 ,9951 ,9952
2,6 ,9953 ,9955 ,9956 ,9957 ,9959 ,9960 ,9961 ,9962 ,9963 ,9964
2,7 ,9965 ,9966 ,9967 ,9968 ,9969 ,9970 ,9971 ,9972 ,9973 ,9974
2,8 ,9974 ,9975 ,9976 ,9977 ,9977 ,9978 ,9979 ,9979 ,9980 ,9981
2,9 ,9981 ,9982 ,9982 ,9983 ,9984 9984 ,9985 ,9985 ,9986 ,9986

t 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9
Φ(t) ,9987 ,9990 ,9993 ,9995 ,9997 ,9998 ,9998 ,9999 ,9999 ,1000
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Áåðíóëëi 17, 56
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îäíîñòàäiéíèé 121
äâîñòàäiéíèé 129
áàãàòîñòàäiéíèé 142

Ïóàññîíà 168
ïðîñòèé âèïàäêîâèé áåç

ïîâåðíåííÿ 16, 27, 37
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ðó 96
Âiäíîñíà ïîõèáêà 52
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äèçàéí 80
Ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü 15
Äèçàéí
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âèìiðíèé 28
ç ôiêñîâàíèì ðîçìiðîì

âèáiðêè 30
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Çìiùåííÿ 24

Éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ 26
Éìîâiðíîñòi, ïðîïîðöiéíi äî

ðîçìiðó 88, 96
Ìåòîä

Ëàõiði 90, 97
ëiíåàðèçàöi¨ Òåéëîðà 150
íàêîïè÷åíèõ ñóì 89, 97

Îñíîâíà òîòîæíiñòü äèñïåð-
ñiéíîãî àíàëiçó 70

Îöiíêà
âåêòîðà ñóìàðíèõ çíà-

÷åíü 146
âiäíîøåííÿ 154
Ãîðâiöà�Òîìïñîíà 31
çà âiäíîøåííÿì 174
çà ðåãðåñi¹þ 166
çà ðiçíèöåþ 162
ìàêñèìàëüíî¨ âiðîãiäíî-

ñòi 192
Õàíñåíà�Ãóðâiöà 82

Ïiäñóêóïíiñòü 44
Ðîçìið âèáiðêè 51
Ðîçìiùåííÿ

Íåéìàíà 114
îïòèìàëüíå 110
ïðîïîðöiéíå 114
x-îïòèìàëüíå 116

Ñõåìà
Áðþåðà 97
âiäáîðó 16
Ñàíòåðà 99

Ôîðìà �éòñà�Ãðàíäi�
Ñåíà 32

Ôóíêöiÿ âiðîãiäíîñòi 191
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Ñïèñîê îñíîâíèõ ïîçíà÷åíü

E(θ̂) � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
îöiíêè θ̂;
D(θ̂) � äèñïåðñiÿ îöiíêè θ̂;
D̂(θ̂) � îöiíêà äèñïåðñi¨
îöiíêè θ̂;
N � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
ïîïóëÿöi¨;
n, ns � ðîçìið âèáiðêè;
p(·) � âèáiðêîâèé äèçàéí;
S2

y = 1
N−1

∑
k∈U (yk − Y )2 � äèñ-

ïåðñiÿ çìiííî¨ y äëÿ ïîïóëÿöi¨;
Ŝ2

y = 1
n−1

∑
k∈s(yk − y)2 � âèáið-

êîâà äèñïåðñiÿ çìiííî¨ y;
s � âèáiðêà;
T =

∑
k∈U yk � ñóìàðíå çíà÷åí-

íÿ çìiííî¨ y äëÿ ïîïóëÿöi¨;
t =

∑
k∈s yk � ñóìàðíå çíà÷åííÿ

çìiííî¨ y çà âèáiðêîþ;
t̂π � îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà
ñóìàðíîãî çíà÷åííÿ T ;

U � ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü, ïî-
ïóëÿöiÿ;
Ud � ïiäñóêóïíiñòü;
Uh � ñòðàòà;
xk � çíà÷åííÿ äîïîìiæíî¨ çìií-
íî¨ x äëÿ åëåìåíòà k;
Y = 1

N

∑
k∈U yk � ñåðåäí¹ çíà÷å-

ííÿ çìiííî¨ y äëÿ ïîïóëÿöi¨;
y = 1

n

∑
k∈s yk � âèáiðêîâå ñåðå-

äí¹ çìiííî¨ y;
yk, zk � çíà÷åííÿ çìiííèõ y òà z

äëÿ åëåìåíòà k;
ŷπ � îöiíêà Ãîðâiöà�Òîìïñîíà
ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ Y ;
θ � ïàðàìåòð ãåíåðàëüíî¨
ñóêóïíîñòi;
πk � éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó;
πkl � éìîâiðíiñòü âêëþ÷åííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ñïèñîê ñêîðî÷åíü
ÂÁ � âiäáið Áåðíóëëi;
ÂÂÎ � âòîðèííà âèáiðêîâà
îäèíèöÿ;
ÂÏ � âiäáið Ïóàññîíà;
ÄÂÅ � äâîñòàäiéíèé âiäáið
åëåìåíòiâ;
ÄÊÂ � äâîñòàäiéíèé êëàñòåð-
íèé âiäáið;
ÎÊÂ � îäíîñòàäiéíèé êëàñòåð-
íèé âiäáið;

ÏÂÂáÏ � ïðîñòèé âèïàäêîâèé
âiäáið áåç ïîâåðíåííÿ;
ÏÂÂçÏ � ïðîñòèé âèïàäêîâèé
âiäáið ç ïîâåðíåííÿì;
ÏÂÎ � ïåðâèííà âèáiðêîâà îäè-
íèöÿ;
ÑÂ � ñèñòåìàòè÷íèé âiäáið;
ÑÒÂ � ñòðàòèôiêîâàíèé âiäáið;
ÑÒÏÂÂ � ñòðàòèôiêîâàíèé ïðî-
ñòèé âèïàäêîâèé âiäáið.

205



Ñïèñîê ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè
1. Âèáiðêîâå ñïîñòåðåæåííÿ. Òåðìiíîëîãi÷íèé ñëîâíèê /

Î. Î. Âàñ¹÷êî, Î. I. ×åðíÿê, �. Ì. Æóéêîâà òà ií. � Ê. : IÂÖ
ÄÊÑ Óêðà¨íè, 2004.

2. Çií÷åíêî, Í. Ì. Àíàëiòè÷íi ìîäåëi òà ìåòîäè ñîöiîëîãi¨ /
Í. Ì. Çií÷åíêî, À. ß. Îëåíêî. � Ê. : ÂÏÖ ¾Êè¨âñüêèé óí-ò¿,
2000.

3. Êàðòàøîâ, Ì. Â. Iìîâiðíiñòü, ïðîöåñè, ñòàòèñòèêà /
Ì. Â. Êàðòàøîâ. � Ê. : ÂÏÖ ¾Êè¨âñüêèé óí-ò¿, 2007.

4. Ìàéáîðîäà, Ð. �. Ðåãðåñiÿ: ëiíiéíi ìîäåëi / Ð. �. Ìàéáîðîäà.
� Ê. : ÂÏÖ ¾Êè¨âñüêèé óí-ò¿, 2007.

5. Ïàðõîìåíêî, Â. Ì. Ìåòîäè âèáiðêîâèõ îáñòåæåíü /
Â. Ì. Ïàðõîìåíêî. � Ê. : ÒÂiÌÑ, 2001.

6. Ñàðiîãëî, Â. Ã. Ïðîáëåìè ñòàòèñòè÷íîãî çâàæóâàííÿ âèáiðêî-
âèõ äàíèõ / Â. Ã. Ñàðiîãëî. � Ê. : IÂÖ Äåðæêîìñòàòó Óêðà¨íè,
2005.

7. ×åðíÿê, Î. I. Òåõíiêà âèáiðêîâèõ äîñëiäæåíü / Î. I. ×åðíÿê.
� Ê. : ÌIÂÂÖ, 2001.

8. Ùåðáiíà, À. Ì. Ïðîïóñêè ó âèáiðêîâèõ îáñòåæåííÿõ /
À. Ì. Ùåðáiíà // Êâàëiôiêàöiéíà ðîáîòà íà çäîáóòòÿ ñòóïå-
íÿ áàêàëàâðà ìàòåìàòèêè. � Ê. : Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óí-ò
iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 2007.

9. Êîêðåí, Ó. Ìåòîäû âûáîðî÷íîãî èññëåäîâàíèÿ / Ó. Êîêðåí. �
Ì. : Ñòàòèñòèêà, 1976.

10. Ëèòòë, Ð. Äæ. À. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äàííûõ ñ ïðîïó-
ñêàìè / Ð. Äæ. À. Ëèòòë, Ä. Á. Ðóáèí. � Ì. : Ôèíàíñû è
ñòàòèñòèêà, 1991.

11. Ardilly, P. Sampling Methods. Exercises and Solutions / P. Ardi-
lly, Y. Till�e. � Springer Science+Business Media Inc., 2006.

206



12. Brewer, K. R. W. Sampling with Unequal Probabilities /
K. R. W. Brewer, M. Hanif. � Springer-Verlag, 1983.

13. Buck, S. F. A method of estimation of missing values in multivari-
ate data suitable for use with an electronic computer / S. F. Buck
// Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 1960. �
Vol. 22.

14. Fan, C. N. Development of sampling plans by using sequenti-
al (item by item) techiques and digital computers / C. N. Fan,
M. E. Muller, I. Rezucha // Journal of the American Statistical
Association, 1962. � Vol. 57.

15. H�ajek, J. Limiting distributions in simple random sampling from
a �nite population / J. H�ajek // Publ. Math. Inst. Hung. Acad.
Sci., 1960. � Vol. 5.

16. Isaki, C. T. Survey design under the regression superpopulation
model / C. T. Isaki, W. A. Fuller // Journal of the American
Statistical Association, 1982. � Vol. 77.

17. Kish, L. Survey Sampling / L. Kish. � Wiley, 1995.

18. Lohr, S. Sampling: design and analysis / S. Lohr. � New York :
Duxbury Press, 1999.

19. McLeod, A. L. A convenient algorithm for drawing a simple
random sample / A. L. McLeod, D. R. Bellhouse // Applied Stati-
stics, 1983. � Vol. 32, No. 2.

20. S�arndal, C.-E. Model Assisted Survey Sampling / C.-E. S�arndal,
B. Swensson, J. Wretman. � New York : Springer-Verlag, 1992.

21. Sunter, A. B. Response burden, sample rotation and classi�cati-
on renewal in economic surveys / A. B. Sunter // International
Statistical Review, 1977. � Vol. 45.

22. Sunter, A. B. List sequential sampling with equal or unequal
probabilities without replacement / A. B. Sunter // Applied
Statistics, 1977. � Vol. 26, No. 3.

207



Навчальне  видання  
 
 
 
 
 
 

ВАСИЛИК Ольга Іванівна 
ЯКОВЕНКО Тетяна Олександрівна 

 
 
 

ЛЕКЦІЇ З ТЕОРІЇ І МЕТОДІВ 
ВИБІРКОВИХ ОБСТЕЖЕНЬ 

 
 
 

 
Навчальний посібник 

 
 
 

Редактор Л. В. Магда 
 
 

Оригінал-макет виготовлено Видавничо-поліграфічним центром "Київський 
університет" 

 
 
 

 
 

Підписано до друку 12.12.08. Формат 60х84
1/16

. Вид. № 135. Гарнітура Times. 
Папір офсетний. Друк офсетний. Наклад 150 300.  

Ум. друк. арк. 12,09. Обл.-вид. арк. 13. Зам. № 28-4624. 
 

Видавничо-поліграфічний центр "Київський університет" 
01601, Київ, б-р Т. Шевченка, 14, кімн. 43 

 (38044) 239 3222; (38044) 239 3172; факс (38044) 239 31 28 
Свідоцтво внесено до Державного реєстру ДК № 1103 від 31.10.02. 




