
Ìiíiñòåðñòâî îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè

ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�

Âîëîäèìèð Ãàâðèëêiâ

Åëåìåíòè òåîði¨ àëãîðèòìiâ

Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê

Õðåñòîìàòiÿ

Iâàíî-Ôðàíêiâñüê

2020



ÓÄÊ 510.5:004.423.24
ÁÁÊ 22.123
Ã 12

Ãàâðèëêiâ Â.Ì. Åëåìåíòè òåîði¨ àëãîðèòìiâ: íàâ÷àëüíèé ïî-
ñiáíèê, õðåñòîìàòiÿ, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2020. � 81 c.

Ó õðåñòîìàòi¨ ó âèãëÿäi êóðñó ç 8 ïàðàãðàôiâ ðîçãëÿíóòî òðè
îñíîâíi àëãîðèòìi÷íi ìîäåëi: ìàøèíà Òþðií à, ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨
òà íîðìàëüíi àëãîðèòìè Ìàðêîâà. Êîæåí ïàðàãðàô ñóïðîâîäæó-
¹òüñÿ ïèòàííÿìè òà çàâäàííÿìè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

c⃝ Âîëîäèìèð Ãàâðèëêiâ, 2020



Çìiñò

Åëåìåíòè òåîði¨ àëãîðèòìiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
� 1. Ìàøèíà Òþðií à . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
� 2. Àëãîðèòìè ñèíòåçó ÌÒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
� 3. Ôóíêöi¨, ùî îá÷èñëþþòüñÿ ÌÒ . . . . . . . . . . . . . 25
� 4. Ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
� 5. Íîðìàëüíi àëãîðèòìè Ìàðêîâà . . . . . . . . . . . . . 46
� 6. Ñèíòåç íîðìàëüíèõ àëãîðèòìiâ Ìàðêîâà . . . . . . . . 54
� 7. Íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíi ôóíêöi¨ . . . . . . . . . . . . . 61
� 8. Ñêëàäíiñòü àëãîðèòìiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Ñïèñîê ëiòåðàòóðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Ïîêàæ÷èê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3



Åëåìåíòè òåîði¨ àëãîðèòìiâ

� 1. Ìàøèíà Òþðií à

Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè âèâ÷èëè äâà òèïè îá÷èñëþâàëüíèõ
ìîäåëåé: ñêií÷åííi àâòîìàòè i àâòîìàòè ç ìàãàçèííîþ ïàì'ÿòòþ, ÿêi
ðîçïiçíàþòü ðåãóëÿðíi òà êîíòåêñòíî-âiëüíi ìîâè âiäïîâiäíî. Çðî-
çóìiëî, ùî äàíi ìîäåëi ìàþòü îáìåæåíi îá÷èñëþâàëüíi ìîæëèâîñòi
â ïîðiâíÿííi ç ðåàëüíèìè ïåðñîíàëüíèìè êîìï'þòåðàìè. Íàïðè-
êëàä, ôîðìàëüíà ìîâà {anbncn | n ≥ 0} íå ðîçïiçíà¹òüñÿ æîäíèì
iç çãàäàíèõ âèùå ñêií÷åííèõ àâòîìàòiâ, àëå ìîæå áóòè ëåãêî îá÷è-
ñëåíà ç äîïîìîãîþ êîðîòêî¨ ïðîãðàìè íà ÏÊ.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè îïèøåìî íîâó îá÷èñëþâàëüíó àëãîðèòìi÷íó
ìîäåëü, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþðií à (ÌÒ). Îñíîâíi âiäìií-
íîñòi ìiæ ìàøèíîþ Òþðií à òà ñêií÷åííèì àâòîìàòîì ïîëÿãàþòü
ó òîìó, ùî ñòði÷êà ÌÒ ¹ íåñêií÷åííîþ i ÌÒ ìîæå ïåðåñóâàòèñü ïî
ñòði÷öi (÷è çìiùóâàòè ñòði÷êó) â áóäü-ÿêîìó íàïðÿìêó. Öå íàäà¹
ìàøèíi ïîòåíöiéíî íåîáìåæåíó ïàì'ÿòü, ÿêó ìîæíà âèêîðèñòîâó-
âàòè ïiä ÷àñ îá÷èñëåíü.

ÌÒ ñêëàäà¹òüñÿ ç êåðóþ÷îãî ïðèñòðîþ, ùî ìiñòèòü ãîëîâêó i
çîâíiøíüî¨ ïàì'ÿòi (ñòði÷êè). Ãîëîâêà ìàøèíè Òþðií à ìîæå ðóõà-
òèñÿ âçäîâæ ñòði÷êè ïðàâîðó÷ àáî ëiâîðó÷, ÷èòàòè òà çàïèñóâàòè
ñèìâîëè, i, îòæå, ïîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê i ñïðàâæíié êîìï'þ-
òåð. Ìàøèíà Òþðií à ìà¹ òi æ ñàìi îá÷èñëþâàëüíi ìîæëèâîñòi, ùî
i áàãàòî iíøèõ êîìï'þòåðíèõ ìîäåëåé.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå îñíîâíi ñêëàäîâi ìàøèíè Òþðií à.
Còði÷êà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ çáåðåæåííÿ iíôîðìàöi¨. Âîíà ïî-

äiëåíà íà êîìiðêè i ¹ íåñêií÷åííîþ â îáèäâà áîêè. Êîìiðêè íå íî-
ìåðóþòüñÿ. Êîæíà êîìiðêà ìiñòèòü ¹äèíèé ñèìâîë iç ñêií÷åííîãî
àëôàâiòó A. Áóêâè àëôàâiòó A = X ∪Y ∪D äiëÿòüñÿ íà òðè ãðóïè.
Áóêâè àëôàâiòó X íàçèâàþòüñÿ âõiäíèìè áóêâàìè àáî ñèìâîëàìè
(ç íèõ óòâîðþþòüñÿ ñëîâà, ÿêi çàïèñàíi íà ñòði÷öi ïåðåä ïî÷àòêîì
ðîáîòè ÌÒ). ×åðåç Y ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà áóêâ, ÿêi íàçèâàþ-
òüñÿ âèõiäíèìè áóêâàìè àáî ñèìâîëàìè (ç íèõ óòâîðþþòüñÿ ñëîâà,
ÿêi çàïèñàíi íà ñòði÷öi ïiñëÿ çàâåðøåííÿ ðîáîòè ÌÒ). D � ìíîæè-
íà äîïîìiæíèõ ñèìâîëiâ, äî ÿêèõ âiäíîñèòüñÿ ïîðîæíié ñèìâîë #.
Ìíîæèíè X òà Y ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ.
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# a a b a b a #

J
J

J
J

J
JJ]

ms

mq4
mqm mq2

mqf
mqk

mq1
mq3

Ãîëîâêà ìàøèíè Òþðií à ìîæå ðóõàòèñÿ âçäîâæ ñòði÷êè êîìið-
êà çà êîìiðêîþ ïðàâîðó÷ àáî ëiâîðó÷. Êðiì òîãî, âîíà ìîæå ÷èòàòè
áóêâó ç êîìiðêè, ÿêó àíàëiçó¹, à òàêîæ âèäàëÿòè áóêâó i çàïèñóâàòè
â êîìiðêó íîâó áóêâó. Â êîæåí ìîìåíò ÷àñó ãîëîâêà ðîçìiùó¹òüñÿ
ïiä îäíi¹þ ç êîìiðîê ñòði÷êè i àíàëiçó¹ ¨¨ âìiñò. Äàíà êëiòèíêà íà-
çèâà¹òüñÿ àêòèâíîþ, à ñèìâîë, ÿêèé â íié çíàõîäèòüñÿ � àêòèâíèì
ñèìâîëîì. Âìiñò êëiòèíîê, ÿêi íå ¹ àêòèâíèìè, ãîëîâêà ÌÒ íå àíà-
ëiçó¹ i íå çíà¹, ÿêi ñèìâîëè â íèõ ðîçìiùåíi.

Ãîëîâêà ìàøèíè Òþðií à êîíòðîëþ¹òüñÿ êåðóþ÷èì ïðèñòðî¹ì,
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñòàíiâ. Ñåðåä íèõ ¹ äâà
âèäiëåíi ñòàíè: ïî÷àòêîâèé i êiíöåâèé. Ïî÷àòêîâèé ñòàí çàçâè÷àé
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç s àáî q0, à êiíöåâèé � ÷åðåç qf . Ìíîæèíó ñòàíiâ
ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q. Â êîæåí ìîìåíò ÷àñó êåðóþ÷èé ïðèñòðié ïå-
ðåáóâà¹ â îäíîìó çi ñòàíiâ, ÿêi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç q1, q2, . . . , qn.
Ïåðåáóâàþ÷è â ïåâíîìó ñòàíi, ÌÒ âèêîíó¹ äåÿêó äiþ (íàïðèêëàä,
ðóõà¹òüñÿ ïðàâîðó÷, ìiíÿþ÷è ïðè öüîìó âìiñò êëiòèíîê íà ïîðî-
æíié ñèìâîë #). Ïiñëÿ òîãî, ÿê ãîëîâêà ïðî÷èòà¹ ñèìâîë çi ñòði-
÷êè, êåðóþ÷èé ïðèñòðié âèçíà÷à¹, ÿêó äiþ âèêîíóâàòè (ÿêèé ñèì-
âîë çàïèñóâàòè i êóäè ðóõàòèñÿ: ïðàâîðó÷ ÷è ëiâîðó÷) i ïåðåõîäèòü
â iíøèé ñòàí. ÌÒ ìîæå âèêîíóâàòè òiëüêè òðè åëåìåíòàðíi äi¨: çà-
ïèñóâàòè â àêòèâíó êîìiðêó íîâèé ñèìâîë, ïåðåñóâàòèñÿ íà îäíó
êëiòèíêó ëiâîðó÷ àáî ïðàâîðó÷, ïåðåõîäèòè â íîâèé ñòàí. Æîäíèõ
iíøèõ äié ÌÒ âèêîíóâàòè íå ìîæå! Òîìó áiëüø ñêëàäíi äi¨ ïîâèííi
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âèðàæàòèñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi. Öi äi¨ îïèñóþòüñÿ ôóíêöi¹þ ïåðåõî-
äiâ (ïðîãðàìîþ):

δ : Q×A → Q×A× {L,R}.
ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ δ âèêîíó¹òüñÿ δ(q, a) = (p, b, R) ( δ(q, a) =

(p, b, L)), òî öå îçíà÷à¹, ùî ïåðåáóâàþ÷è â ñòàíi q, ãîëîâêà àíàëi-
çó¹ áóêâó a (òîáòî áóêâà a ¹ àêòèâíîþ), ìiíÿ¹ ¨¨ íà b i ðóõà¹òüñÿ
ïðàâîðó÷ (âiäïîâiäíî ëiâîðó÷), êåðóþ÷èé ïðèñòðié ïðè öüîìó ïåðå-
õîäèòü çi ñòàíó q ó ñòàí p. Îïèñàíèé ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ òàêòîì
ðîáîòè ìàøèíè Òþðií à. Òàêèì ÷èíîì, ÌÒ ïðàöþ¹ òàêòàìè, ùî
âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêöi¹þ δ.

Ïðîãðàìà ÌÒ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òàáëèöi:

δ a1 a2 . . . ai . . . an #
s
q1
. . .
qj q′, a′, [L,R]
. . .
qm

Çëiâà çàïèñóþòüñÿ âñi ñòàíè, êðiì êiíöåâîãî qf , ç ìíîæèíè ñòà-
íiâ

Q = {s, q1, . . . , qj , . . . , qm, qf},
â ÿêèõ ìîæå çíàõîäèòèñÿ êåðóþ÷èé ïðèñòðié ÌÒ. Çâåðõó � âñi áó-
êâè ç àëôàâiòó A (ñåðåä ÿêèõ îáîâ'ÿçêîâî ¹ #), ÿêi ãîëîâêà ÌÒ ìî-
æå àíàëiçóâàòè íà ñòði÷öi. Íà ïåðåòèíàõ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ òàáëèöi
âêàçóþòüñÿ òi òàêòè, êîòði ïîâèíåí âèêîíóâàòè êåðóþ÷èé ïðèñòðié,
çíàõîäÿ÷èñü ó âiäïîâiäíîìó ñòàíi é àíàëiçóþ÷è âiäïîâiäíó áóêâó íà
ñòði÷öi.

Ïiäñóìîâóþ÷è âñå âèùåíàïèñàíå, ìàøèíà Òþðií à ìîæå áóòè
âèçíà÷åíà ÿê ï'ÿòiðêà MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå Q � ñêií÷åííà ìíî-
æèíà ñòàíiâ, A � ñêií÷åííèé àëôàâiò, δ � ôóíêöiÿ ïåðåõîäiâ, s ∈ Q
� ïî÷àòêîâèé ñòàí, qf ∈ Q � êiíöåâèé ñòàí.

Âõiäíå ñëîâî � öå ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü áóêâ ç àëôàâiòó X ⊂
A, çàïèñàíèõ çëiâà íàïðàâî ïî îäíié â êîæíié êëiòèíöi ñòði÷êè.
Âñåðåäèíi âõiäíîãî ñëîâà ïîðîæíiõ êëiòèíîê íåìà¹. Âñi êëiòèíêè
ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷ âiä êëiòèíîê, çàïîâíåíèõ áóêâàìè âõiäíîãî ñëî-
âà ω, ââàæàþòüñÿ ïîðîæíiìè, i â íèõ çíàõîäèòüñÿ ñèìâîë #. ßêùî
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âõiäíå ñëîâî ïîðîæí¹, òî íà ñòði÷öi âñi êëiòèíêè çàïîâíåíi ïîðî-
æíiì ñèìâîëîì #.

Äëÿ òîãî ùîá ïîÿñíèòè, ÿê ìàøèíà Òþðií à ïðàöþ¹ ç âõiäíèì
ñëîâîì ω, âèçíà÷èìî ïîíÿòòÿ êîíôiãóðàöi¨ ÌÒ. Ïðèïóñòèìî, ùî íà
äåÿêîìó åòàïi ðîáîòè ÌÒ ïåðåáóâà¹ â ñòàíi q, ¨¨ ñòði÷êà ìiñòèòü
ñèìâîëè . . .###x1x2 . . . xm### . . ., äå xi ∈ A, i = 1, . . . ,m, i ãî-
ëîâêà àíàëiçó¹ áóêâó xk. Â âèïàäêó, êîëè k ≤ m, áóäåìî ïèñàòè:

(q, x1x2 . . . xk−1xkxk+1 . . . xm),

ùîá ïîçíà÷èòè öþ êîíôiãóðàöiþ. ßêùî æ k > m, òî ïîçíà÷èìî öþ
êîíôiãóðàöiþ íàñòóïíèì ÷èíîì:

(q, x1x2 . . . xm## . . .#︸ ︷︷ ︸
k−m

).

Òàêèì ÷èíîì, êîíôiãóðàöiÿ � öå ïàðà (q, ω) ∈ Q×A∗. Êîíôiãó-
ðàöiÿ (q, x1x2 . . . xk−1xkxk+1 . . . xm) ïîçíà÷à¹ òîé ôàêò, ùî ìàøèíà
ïåðåáóâà¹ â ñòàíi q, ¨ ¨ ñòði÷êà ìiñòèòü ñëîâî x1x2 . . . xk−1xkxk+1 . . . xm
i ãîëîâêà àíàëiçó¹ áóêâó xk.

Âæèâàþ÷è öi ïîçíà÷åííÿ, ðåçóëüòàò êîæíîãî ðóõó ÌÒ ìîæíà
îïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

• ÿêùî δ(q, xk) = (p, a,R), òî ïiñëÿ îäíîãî òàêòó êîíôiãó-
ðàöiÿ (q, x1x2 . . . xkxk+1 . . . xm) çìiíþ¹òüñÿ íà êîíôiãóðàöiþ
(p, x1x2 . . . axk+1 . . . xm);

• ÿêùî δ(q, xm) = (p, a,R), òî ïiñëÿ îäíîãî òàêòó êîíôiãóðà-
öiÿ (q, x1x2 . . . xm) çìiíþ¹òüñÿ íà (p, x1x2 . . . a#);

• ÿêùî δ(q, xk) = (p, a, L), òî ïiñëÿ îäíîãî òàêòó êîíôiãóðà-
öiÿ (q, x1x2 . . . xk−1xk . . . xm) çìiíþ¹òüñÿ íà êîíôiãóðàöiþ
(p, x1x2 . . . xk−1a . . . xm);

• ÿêùî δ(q, x1) = (p, a, L), òî ïiñëÿ îäíîãî òàêòó êîíôiãóðàöiÿ
(q, x1x2 . . . xm) çìiíþ¹òüñÿ íà (p,#ax2 . . . xm);

• â êîíôiãóðàöi¨ (qf , x1x2 . . . xkxk+1 . . . xm) ÌÒ çóïèíÿ¹ ñâîþ
ðîáîòó i íà âèõîäi äà¹ ñëîâî x1x2 . . . xm.

ßêùî êîíôiãóðàöiÿ α1 = (q, ω1aω2) çìiíþ¹òüñÿ íà êîíôiãóðà-
öiþ α2 = (q, υ1bυ2), òî ïèñàòèìåìî α1 → α2. ßêùî ìè ìàòèìå-
ìî ïîñëiäîâíiñòü êîíôiãóðàöié α1, α2, . . . αn, òàêèõ, ùî αi → αi+1,
i = 1, . . . n− 1, òî ïèñàòèìåìî α1 ⇒ αn.

Íà ïî÷àòêó ðîáîòè ìàøèíà Òþðií à ïåðåáóâà¹ â ïî÷àòêîâîìó
ñòàíi s i ãîëîâêà àíàëiçó¹ ïåðøó çëiâà íåïîðîæíþ êëiòèíêó. Äàëi
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ïî÷èíà¹òüñÿ âèêîíàííÿ ïðîãðàìè ðîáîòè ÌÒ. Ó òàáëèöi îáèðà¹òüñÿ
êëiòèíêà íà ïåðåòèíi ïåðøîãî ðÿäêà (áî êåðóþ÷èé ïðèñòðié çíàõî-
äèòüñÿ â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi s) òà òîãî ñòîâï÷èêà, ÿêèé âiäïîâiäà¹
ïåðøié áóêâi âõiäíîãî ñëîâà, i âèêîíó¹òüñÿ òàêò, âêàçàíèé â öié
êëiòèíöi. Òàêèì ÷èíîì, ÌÒ ïåðåéäå äî íîâî¨ êîíôiãóðàöi¨. Ïîòiì
âèêîíóþòüñÿ òàêi æ äi¨, àëå âæå â íîâié êîíôiãóðàöi¨: â òàáëèöi çíà-
õîäèìî êëiòèíêó, ùî âiäïîâiäà¹ ñòàíó êåðóþ÷îãî ïðèñòðîþ i áóêâi
öi¹¨ êîíôiãóðàöi¨, i âèêîíó¹òüñÿ òàêò ç öi¹¨ êëiòèíêè i ò.ä i ò.ï. Ïå-
ðåéøîâøè â êiíöåâèé ñòàí qf , ÌÒ çóïèíÿ¹ ñâîþ ðîáîòó, i íà âèõîäi
îäåðæó¹ìî íîâå ñëîâî, ÿêå çàïèñàíå â êîìiðêàõ ñòði÷êè ÌÒ ïiñëÿ
çàâåðøåííÿ ¨¨ ðîáîòè. Äàíå ñëîâî íàçèâàòèìåìî âèõiäíèì ñëîâîì.
Êàæåìî, ùî ñëîâî ω = x1x2 . . . xm ðîçïiçíà¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþði-
í à, ÿêùî ÌÒ, àíàëiçóþ÷è ω, çóïèíÿ¹ ñâîþ ðîáîòó â ñòàíi qf , òîá-
òî (s, x1x2 . . . xm) ⇒ (qf , y1y2 . . . yk . . . yn). Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
ñëîâî ω íå ðîçïiçíà¹òüñÿ ÌÒ.

Â ìîìåíò çóïèíêè âñåðåäèíi âèõiäíîãî ñëîâà íå ìîæå ìiñòè-
òèñÿ ïîðîæíiõ êëiòèíîê, õî÷à â ïðîöåñi âèêîíàííÿ ïðîãðàìè òàêi
êëiòèíêè âñåðåäèíi ïðîìiæíîãî ñëîâà ìîæóòü ç'ÿâëÿòèñÿ.

Ìîæå òðàïèòèñÿ òàê, ùî â ïðîöåñi îáðîáêè âõiäíîãî ñëîâà ω,
ÌÒ íiêîëè íå ïåðåéäå â êiíöåâèé ñòàí qf . Ó öüîìó âèïàäêó êàæåìî,
ùî ÌÒ çàöèêëþ¹òüñÿ íà âõiäíîìó ñëîâi ω i ñëîâî íå ðîçïiçíà¹òüñÿ
ÌÒ. ßêùî ôóíêöiÿ δ íå âèçíà÷åíà íà íàáîði (q, a) i ÌÒ, ïåðåéøîâ-
øè â ñòàí q, àíàëiçó¹ áóêâó a ñëîâà ω, òî ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ
áóäåìî ââàæàòè, ùî ñëîâî ω íå ðîçïiçíà¹òüñÿ ÌÒ.

1.1. Ïpèêëàä. Íåõàé ìàøèíà Òþðií à çàäàíà ÿê ï'ÿòiðêà MT =
(Q,A, δ, s, qf ), äå Q = {s, q1, q2, qf}, A = {a, b, 0, 1,#}, X = {a, b},
Y = {0, 1}, D = {#}, i ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ a b #
s s, 0, R q1, 1, R q2,#, L
q1 q2, 0, R q1, 1, R qf , 0, L
q2 q2, 0, R q2, 1, R q2, 0, R

Ïî÷àòêîâà êîíôiãóðàöiÿ ÌÒ íà âõiäíîìó ñëîâi aababa ìàòèìå
âèãëÿä (s, aababa). Ïî÷èíàþ÷è ç öi¹¨ êîíôiãóðàöi¨, ðîáîòà ÌÒ íà
ñëîâi aababa ìîæå áóòè îïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

(s, aababa) → (s, 0ababa) → (s, 00baba) → (q1, 001aba) →
(q2, 0010ba) → (q2, 00101a) → (q2, 001010#) → (q2, 0010100#) ⇒
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(q2, 001010 . . . 0#) → . . .
Òàêèì ÷èíîì, ÌÒ íiêîëè íå âèéäå çi ñòàíó q2 i ¨ ¨ ãîëîâêà íåñêií-

÷åííî ðóõàòèìåòüñÿ ïðàâîðó÷, ìiíÿþ÷è ïðè öüîìó ïîðîæíi ñèìâî-
ëè íà 0. Iíøèìè ñëîâàìè, â ñòàíi q2 ÌÒ çàöèêëþ¹òüñÿ íà âõiäíîìó
ñëîâi aababa i äàíå ñëîâî íå ðîçïiçíà¹òüñÿ ÌÒ.

Íà âõiäíîìó ñëîâi aaaabb ÌÒ ïðàöþ¹ iíøèì ÷èíîì:
(s, aaaabb) → (s, 0aaabb) → (s, 00aabb) → (s, 000abb) → (s, 0000bb)

→ (q1, 00001b) → (q1, 000011#) → (qf , 0000110).
Îñêiëüêè ÌÒ ïåðåéøëà â ñòàí qf , òî âîíà çóïèíÿ¹ ñâîþ ðîáîòó.

Âõiäíå ñëîâî aaaabb ðîçïiçíà¹òüñÿ ÌÒ. Âèõiäíèì ñëîâîì ¹ 0000110.

Äëÿ çðó÷íîñòi ÌÒ çîáðàæóþòü ïîìi÷åíèì îði¹íòîâàíèì ãðà-
ôîì G(MT ). Âåðøèíàìè äàíîãî ãðàôà ¹ ñòàíè àâòîìàòà. Êîæíà
ñòðiëêà ãðàôà ìà¹ ïîçíà÷êó âèäó ½a/b;R” àáî ½a/b;L”. ßêùî δ(q, a)
=(p, b, R) (δ(q, a) = (p, b, L)), òî ãðàô ìiñòèòü ñòðiëêó ç ïîçíà÷êîþ
½a/b;R” (âiäïîâiäíî ½a/b;L”), ïî÷àòêîì ÿêî¨ ¹ âåðøèíà q, à êiíöåì
� âåðøèíà p. Ïðè öüîìó, ÿêùî ñòðiëêà ìiñòèòü äâi ïîçíà÷êè âèäó
½a/b;R” i ½c/b;R” (âiäïîâiäíî ½a/b;L” i ½c/b;L”), òî äëÿ êîìïàêòíî-
ñòi çàïèñó ïèøåìî ïîçíà÷êó ½a, c/b;R” (âiäïîâiäíî ½a, c/b;L”). Êðiì
òîãî, ùîá ïiäêðåñëèòè ïî÷àòêîâèé ñòàí s, ìàëþ¹òüñÿ ñòðiëêà áåç ïî-
÷àòêîâî¨ âåðøèíè, êiíöåâîþ âåðøèíîþ ÿêî¨ ¹ ñòàí s. Êiíöåâèé ñòàí
ïîçíà÷à¹òüñÿ äâîìà êîíöåíòðè÷íèìè êîëàìè. Íàïðèêëàä, ãðàô ÌÒ
ç ïðèêëàäó 1.1 ìà¹ âèãëÿä:

GFED@ABCq1

b/1;R





#/0;L

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM

a/0;R

��

// ?>=<89:;s

a/0;R

��

#/#;L
&&LL

LLL
LLL

LLL
LLL

b/1;R

99rrrrrrrrrrrrrr GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq2

a,#/0;b/1;R

TT

Ìîâîþ L1(MT ), ùî ðîçïiçíà¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþðií à, íàçèâà-
¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ ñëiâ, ÿêi ðîçïiçíàþòüñÿ ÌÒ, òîáòî

L1(MT ) = {ω ∈ A∗ : ω ðîçïiçíà¹òüñÿ MT}.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî â ïðèêëàäi 1.1 ìîâà, ùî ðîçïiçíà¹òüñÿ ìàøè-
íîþ Òþðií à L1(MT ) = {ambn : m ≥ 0, n ≥ 1}.

Êàæåìî, ùî ôîðìàëüíà ìîâà L ðîçïiçíà¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþði-
í à, ÿêùî iñíó¹ òàêà ÌÒ, ùî L = L(MT ).

Ìîâîþ L2(MT ), ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþðií à, íàçè-
âà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âèõiäíèõ ñëiâ, ÿêi óòâîðþþòüñÿ ç âõiäíèõ
ñëiâ ìîâè L1(MT ), ùî ðîçïiçíà¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþðií à. Íàïðè-
êëàä, â ïðèêëàäi 1.1 ìîâà, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþðií à
L2(MT ) = {0m1n0 : m ≥ 0, n ≥ 1}.
Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [1, ñ. 24�33], [8, ñ. 178�183], [11, ñ. 317�

322], [17, ñ. 312�318], [20, ñ. 3�6], [24, ñ. 76�82].

Ïèòàííÿ òà âïðàâè äî ïàðàãðàôà 1.

1.1. Äàéòå îçíà÷åííÿ ìàøèíè Òþðií à.

1.2. Ùî âè ðîçóìi¹òå ïiä òàêòîì ðîáîòè ÌÒ?

1.3. Îïèøiòü ïðîöåñ îáðîáêè ÌÒ âõiäíîãî ñëîâà.

1.4. ßê áóäó¹òüñÿ ãðàô ÌÒ?

1.5. Íåõàé ÌÒ çàäàíà ÿê ï'ÿòiðêà: MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå Q =
{s, qf}, A = {0, 1,#}, à ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ 0 1 #
s s, 1, R qf , 0, R s,#, R

Âèïèñóþ÷è íà êîæíîìó òàêòi ðîáîòè ÌÒ îäåðæàíó êîíôiãó-
ðàöiþ, âèçíà÷òå, â ÿêå ñëîâî ïåðåòâîðþ¹ ÌÒ êîæíå ç íàñòóïíèõ
âõiäíèõ ñëiâ:

à) 100;
á) 001;

â) 0010;
ã) 0000.

1.6. Çîáðàçiòü ãðàô ÌÒ ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó òà âèçíà÷òå ìî-
âó, ùî ðîçïiçíà¹òüñÿ äàíîþ ÌÒ.
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1.7. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ðîáîòà ìàøèíè Òþðií àMT = (Q,A, δ, s, qf ),
äå Q = {s, qf}, A = {0, 1,#}, à ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi
òàáëèöi:

δ 0 1 #
s s, 0, R qf , 1, R qf , 1, L

?

1.8. Íåõàé ÌÒ çàäàíà ÿê ï'ÿòiðêà: MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå Q =
{s, q, qf}, A = {0, 1,#}, à ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òà-
áëèöi:

δ 0 1 #
s s, 0, R s, 1, R q,#, L
q qf , 1, L q, 0, L qf , 1, L

Ïðîàíàëiçóéòå ðîáîòó ÌÒ íà íàñòóïíèõ âõiäíèõ ñëîâàõ:

à) 00;
á) 100;

â) 10011;
ã) 111.

Ââàæàþ÷è âõiäíi ñëîâà çàïèñàìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë â äâiéêîâié
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, âêàæiòü çàãàëüíó çàêîíîìiðíiñòü ðîáîòè ìàøèíè
íà óñiõ âõiäíèõ ñëîâàõ.

1.9. Íåõàé ÌÒ çîáðàæåíà ãðàôîì:

// ?>=<89:;s

a/b;R

�� b/a;R //

#/#;R
��?

??
??

??
??

GFED@ABCq1

b/a;R





a/a;R
xxqqq

qqq
qqq

qqq
qq

#/b;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq2

a,b/b;R, #/#;L

TT

Çàäàéòå ¨¨ ÿê ï'ÿòiðêó MT = (Q,A, δ, s, qf ) òà âèçíà÷òå ìîâó,
ùî ðîçïiçíà¹òüñÿ äàíîþ ÌÒ.

1.10. Çíàéòè ìîâó, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþðií à ç ïîïåðå-
äíüîãî ïðèêëàäó.



12 ÅËÅÌÅÍÒÈ ÒÅÎÐI� ÀËÃÎÐÈÒÌIÂ

1.11. Ïîáóäóâàòè ãðàô òà ïðîàíàëiçóâàòè ðîáîòó ìàøèíè Òþði-
í à MT = (Q,A, δ, s, qf ) íà ñëîâàõ 1n = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

, äå Q = {s, q1, q2, qf},

A = {0, 1,#}, à ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ 0 1 #
s q2, 1, R q1,#, R q2, 1, R
q1 q2, 1, R qf ,#, R q2,#, R
q2 q2, 1, R q2, 1, R q2, 1, R

ßê ïðàöþ¹ ìàøèíà íà ñëîâi 1000000? ßêó ìîâó ðîçïiçíà¹ äàíà ÌÒ?

1.12. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ðîáîòà ìàøèíè Òþðií àMT = (Q,A, δ, s, qf ),
äå Q = {s, q1, q2, q3, qf}, A = {a, b,#}, à ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà
ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ a b #
s q1, a, R q2, b, R
q1 q1, a, R q2, a, R q3,#, L
q2 q1, a, R q2, b, R q3,#, L
q3 qf , a, R qf ,#, L

?

1.13. Çíàéòè ìîâó, ÿêó ðîçïiçíà¹ ÌÒ, çàäàíà ãðàôîì:

à)

// ?>=<89:;s
0/a;R //

b/b;R

��

GFED@ABCq1

0/0, b/b;R




1/b;L // GFED@ABCq2

0/0, b/b;L





a/a;R

ff

GFED@ABCq3b/b;R
,, #/#;L // GFED@ABC?>=<89:;qf
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á)

GFED@ABCq1

0/0, 1/1;R




#/#;L // GFED@ABCq2

0/#;L

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM

// ?>=<89:;s

0/#;R

88qqqqqqqqqqqqqq

1/#;R

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM

#/#;L
��

GFED@ABCq3
#/#;Roo 0/0, 1/1;Lll

GFED@ABC?>=<89:;qf GFED@ABCq4

0/0, 1/1;R

TT

#/#;L // GFED@ABCq5

1/#;L

88qqqqqqqqqqqqqq

� 2. Àëãîðèòìè ñèíòåçó ÌÒ

Ó öüîìó ïàðàãðàôi íà ïðèêëàäàõ ïîÿñíþþòüñÿ îñíîâíi ïðèéîìè
ñêëàäàííÿ àëãîðèòìiâ äëÿ ÌÒ.

2.1. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ðîçïiçíà¹ âñi ñëî-
âà â àëôàâiòi X = {a, b} i âèäàëÿ¹ iç âõiäíîãî ñëîâà éîãî îñòàííþ
áóêâó.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîòðiáíî ïåðåìiñòèòè ãîëîâêó ÌÒ
ïiä îñòàííþ áóêâó i âèäàëèòè ¨¨. Íåõàé s � ñòàí, â ÿêîìó êåðóþ÷èé
ïðèñòðié ÌÒ ïåðåìiùó¹ ãîëîâêó êîìiðêà çà êîìiðêîþ ïðàâîðó÷, íå
çìiíþþ÷è áóêâè i çàëèøàþ÷èñü â ñòàíi s. Òóò âèíèêà¹ íåâåëèêà
ïðîáëåìà: ÌÒ àíàëiçó¹ òiëüêè àêòèâíó êîìiðêó i íå ìîæå âèçíà÷è-
òè, ÷è íàñòóïíà êîìiðêà ¹ ïîðîæíüîþ. Òîìó ãîëîâêà ÌÒ ñïåðøó
ìà¹ ïåðåìiñòèòèñÿ ïiä ïåðøó ïîðîæíþ êîìiðêó (â íié çàïèñàíèé
ñèìâîë #), ÿêà ðîçìiùåíà ïiñëÿ âõiäíîãî ñëîâà, à ïîòiì êåðóþ÷èé
ïðèñòðié, ïåðåáóâàþ÷è â ñòàíi s i àíàëiçóþ÷è ñèìâîë #, ìà¹ ïåðå-
éòè â íîâèé ñòàí q1, â ÿêîìó âèäàëèòü îñòàííþ áóêâó i çóïèíèòü
ñâîþ ðîáîòó (ïåðåéäå â êiíöåâèé ñòàí qf ). Òàêèì ÷èíîì, ãðàô áóäå
ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä:

// ?>=<89:;s

a/a,b/b;R

�� #/#;L // GFED@ABCq1
a,b/#;L // GFED@ABC?>=<89:;qf
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Ïðîàíàëiçó¹ìî ðîáîòó äàíî¨ ÌÒ íà âõiäíèõ ñëîâàõ abb, a i ïî-
ðîæíüîìó ñëîâi e.

(s, abb) → (s, abb) → (s, abb) → (s, abb#) → (q1, abb) → (qf , ab).
(s, a) → (s, a#) → (q1, a) → (qf ,#).
(s,#) → (q1,#)

Ìè áà÷èìî, ùî íà ïîðîæíüîìó ñëîâi ðîáîòà ÌÒ íåâèçíà÷åíà i
âîíà íå ðîçïiçíà¹ ïîðîæíüîãî ñëîâà. Â çâ'ÿçêó ç öèì äîìîâèìîñÿ,
ùî ïîðîæí¹ ñëîâî ÌÒ íå çìiíþ¹. Îñòàòî÷íî, ãðàô ìàòèìå âèãëÿä:

// ?>=<89:;s

a/a,b/b;R

�� #/#;L // GFED@ABCq1
#,a,b/#;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

Òàêèì ÷èíîì, ÌÒ çàäà¹òüñÿ ÿê ï'ÿòiðêàMT = (Q,A, δ, s, qf ), äå
Q = {s, q1, qf}, A = {a, b,#}, X = Y = {a, b}, D = {#} i ïðîãðàìà
ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ a b #
s s, a,R s, b, R q1,#, L
q1 qf ,#, L qf ,#, L qf ,#, L

2.2. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ðîçïiçíà¹ âñi ñëî-
âà â àëôàâiòi X = {0, 1} i çàìiíþ¹ íà 1 êîæíó äðóãó áóêâó âõiäíîãî
ñëîâà.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîòðiáíî íàâ÷èòèñÿ âèçíà÷àòè, ÷è
çíàõîäèòüñÿ ãîëîâêà ÌÒ ïiä áóêâîþ, ÿêà ìiñòèòüñÿ íà ïàðíié ïî-
çèöi¨ âõiäíîãî ñëîâà. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äâà ñòàíè s i q1, â ÿêi
êåðóþ÷èé ïðèñòðié áóäå ïî÷åðãîâî ïåðåõîäèòè ïðè ðóñi ãîëîâêè ÌÒ
ïðàâîðó÷ i àíàëiçi ñëîâà áóêâà çà áóêâîþ, ïî÷èíàþ÷è ç ïåðøî¨ áó-
êâè. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ÌÒ ïåðåáóâà¹ â ñòàíi s, òî âîíà àíàëiçó¹
áóêâó, ùî çíàõîäèòüñÿ íà íåïàðíié ïîçèöi¨ ó âõiäíîìó ñëîâi; ÿêùî
æ ÌÒ ïåðåáóâà¹ â ñòàíi q1, òî âîíà àíàëiçó¹ áóêâó, ùî çíàõîäèòüñÿ
íà ïàðíié ïîçèöi¨. Äîìîâèìîñÿ òàêîæ, ùî ÌÒ íå çìiíþ¹ ïîðîæíüî-
ãî ñëîâà. Îòæå, íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ðîáîòó ÌÒ òàê, ùîá ó ñòàíi s
ãîëîâêà ÌÒ íå çìiíþâàëà áóêâè, à â ñòàíi q1 çàìiíþâàëà 0 i 1 íà
1. Ïiäñóìîâóþ÷è âñå âèùåñêàçàíå, ïîáóäó¹ìî ãðàô ÌÒ íàñòóïíèì
÷èíîì:
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// ?>=<89:;s
0/0, 1/1;R

22

#/#;L ��?
??

??
??

??
GFED@ABCq1

#/#;L
xxqqq

qqq
qqq

qqq
qq

0,1/1;R
rr

GFED@ABC?>=<89:;qf

Øóêàíà ÌÒ çàäà¹òüñÿ ÿê ï'ÿòiðêà MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå Q =
{s, q1, qf}, A = {0, 1,#}, X = Y = {0, 1}, D = {#} i ïðîãðàìà
ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ 0 1 #
s q1, 0, R q1, 1, R qf ,#, L
q1 s, 1, R s, 1, R qf ,#, L

2.3. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ðîçïiçíà¹ âñi íå-
ïîðîæíi ñëîâà â àëôàâiòi X = {a, b, c} i äîïèñó¹ âêiíöi âõiäíîãî
ñëîâà éîãî ïåðøó áóêâó.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i íåîáõiäíî âèêîíàòè íàñòóïíi äi¨:

• çàïàì'ÿòàòè ïåðøó áóêâó;
• ïåðåìiñòèòè ãîëîâêó ÌÒ ïðàâîðó÷ ïiä ïåðøó ïîðîæíþ êî-
ìiðêó i çàïèñàòè â íå¨ ïåðøó áóêâó.

ßê ïåðåìiùóâàòèñÿ ïðàâîðó÷ ìè âæå çíà¹ìî ç ïîïåðåäíiõ ïðè-
êëàäiâ. Àëå ÿê çàïàì'ÿòàòè ïåðøó áóêâó? Àäæå â ÌÒ íåìà¹ iíøî¨
ïàì'ÿòi, êðiì ñòði÷êè, à çàïàì'ÿòîâóâàòè áóêâó â ÿêié-íåáóäü êî-
ìiðöi íåìà¹ ñåíñó: ÿê òiëüêè ãîëîâêà ÌÒ ïåðåìiñòèòüñÿ ëiâîðó÷ ÷è
ïðàâîðó÷ âiä öi¹¨ êëiòêè, ÌÒ âiäðàçó æ çàáóäå äàíó áóêâó. ßê æå
âèéòè ç öi¹¨ ñèòóàöi¨? Ñòàíäàðòíèì âèðiøåííÿì öi¹¨ ïðîáëåìè ¹ íà-
ñòóïíå � äëÿ êîæíî¨ áóêâè òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè îêðåìó ìíîæèíó
ñòàíiâ. ßêùî ïåðøîþ áóêâîþ ¹ a, òî ïîòðiáíî ïåðåéòè â ñòàí q1, â
ÿêîìó ãîëîâêà ÌÒ ïåðåìiùó¹òüñÿ ïðàâîðó÷ i çàïèñó¹ âêiíöi ñëîâà
áóêâó a. ßêùî æ ïåðøîþ áóêâîþ ¹ áóêâà b, òî òðåáà ïåðåéòè â ñòàí
q2, â ÿêîìó âèêîíóþòüñÿ òi æ ñàìi äi¨, òiëüêè âêiíöi ñëîâà äîïèñó¹-
òüñÿ áóêâà b. Ó âèïàäêó, ÿêùî ïåðøîþ áóëà áóêâà c, ïåðåõîäèìî â
ñòàí q3, â ÿêîìó äîïèñó¹ìî âêiíöi âõiäíîãî ñëîâà áóêâó c. Öåé ïðè-
éîì áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè i íàäàëi äëÿ çàïàì'ÿòîâóâàííÿ ðiçíèõ
áóêâ âõiäíîãî ñëîâà. Ïiäñóìîâóþ÷è âñå ñêàçàíå, ãðàô ÌÒ ìîæíà
çîáðàçèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:
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GFED@ABCq1

a/a, b/b, c/c;R





#/a;L

!!
// ?>=<89:;s

c/c;R
&&LL

LLL
LLL

LLL
LLL

a/a;R
55

b/b;R // GFED@ABCq2

a/a, b/b, c/c;R




#/b;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq3

a/a, b/b, c/c;R

TT

#/c;L

88qqqqqqqqqqqqqq

Ïðîãðàìà ðîáîòè δ ìàøèíè Òþðií à MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå
Q = {s, q1, q2, q3, qf}, A = {a, b, c,#}, X = Y = {a, b, c}, D = {#},
çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ a b c #
s q1, a, R q2, b, R q3, c, R −
q1 q1, a, R q1, b, R q1, c, R qf , a, L
q2 q2, a, R q2, b, R q2, c, R qf , b, L
q3 q3, a, R q3, b, R q3, c, R qf , c, L

2.4. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à â àëôàâiòi X = {a, b},
ÿêà ïðàöþ¹ íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî ïåðøà i îñòàííÿ áóêâè íåïîðî-
æíüîãî âõiäíîãî ñëîâà ñïiâïàäàþòü, òî ñëîâî çàëèøà¹òüñÿ íåçìií-
íèì, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çàìiíþ¹ éîãî íà ïîðîæí¹ ñëîâî.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîòðiáíî çàïàì'ÿòàòè ïåðøó áóêâó
âõiäíîãî ñëîâà, ïåðåìiñòèòè ãîëîâêó ÌÒ ïiä îñòàííþ áóêâó i ïîðiâ-
íÿòè ¨¨ ç ïåðøîþ. ßêùî öi áóêâè îäíàêîâi, òî ÌÒ ìà¹ ïåðåéòè â
êiíöåâèé ñòàí i çóïèíèòè ñâîþ ðîáîòó, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó �
âèäàëèòè âñi áóêâè â ñëîâi. Ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó ìè âæå çíà¹-
ìî, ùî äëÿ êîæíî¨ áóêâè ïîòðiáíî ñòâîðèòè ñâîþ ìíîæèíó ñòàíiâ
äëÿ çàïàì'ÿòîâóâàííÿ äàíî¨ áóêâè i ïîðiâíÿííÿ ¨¨ ç îñòàííüîþ áó-
êâîþ. Íåõàé òàêèìè ñòàíàìè äëÿ áóêâè a áóäóòü q1, â ÿêîìó ÌÒ
çàïàì'ÿòîâó¹ a, i q2, â ÿêîìó ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ÷è îñòàííüîþ ¹ áóêâà
a. Àíàëîãi÷íi ñòàíè äëÿ áóêâè b ïîçíà÷èìî ÷åðåç q3 i q4. ßêùî æ
â ñòàíi q2 ãîëîâêà ÌÒ àíàëiçó¹ áóêâó b àáî â ñòàíi q4 ãîëîâêà ÌÒ
àíàëiçó¹ áóêâó a, òî öi áóêâè âèäàëÿþòüñÿ (çàìiíþþòüñÿ ïîðîæíiì
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ñèìâîëîì #) i ÌÒ ïåðåõîäèòü â íîâèé ñòàí q5, â ÿêîìó ãîëîâêà ÌÒ
ïåðåìiùó¹òüñÿ ëiâîðó÷ íà ïî÷àòîê ñëîâà, âèäàëÿþ÷è ïðè öüîìó âñi
áóêâè. Òàêèì ÷èíîì, ãðàô ÌÒ áóäå ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä:

GFED@ABCq1

a/a, b/b;R




#/#;L // GFED@ABCq2

a/a;L

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM

b/#;L

��
// ?>=<89:;s

b/b;R
��?

??
??

??
??

a/a;R
??��������� GFED@ABCq5a,b/#;L 22

#/#;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq3

a/a, b/b;R

TT #/#;L
// GFED@ABCq4

b/b;L

88qqqqqqqqqqqqqq

a/#;L

OO

Îòæå, ÌÒ çàäà¹òüñÿ ÿê ï'ÿòiðêà MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå Q =
{s, q1, qf}, A = {a, b,#}, X = Y = {a, b}, D = {#} i ïðîãðàìà
ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ a b #
s q1, a, R q3, b, R −
q1 q1, a, R q1, b, R q2,#, L
q2 qf , a, L q5,#, L −
q3 q3, a, R q3, b, R q4,#, L
q4 q5,#, L qf , b, L −
q5 q5,#, L q5,#, L qf ,#, R

2.5. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ðîçïiçíà¹ âñi ñëî-
âà â àëôàâiòi X = {a, b} i âèäàëÿ¹ iç âõiäíîãî ñëîâà éîãî äðóãó
áóêâó.

Íà ïåðøèé ïîãëÿä çäà¹òüñÿ, ùî òàêó ÌÒ ïîáóäóâàòè íàäçâè-
÷àéíî ïðîñòî: äîñòàòíüî çìiñòèòè ãîëîâêó ÌÒ íà îäíó áóêâó ïðà-
âîðó÷, à ïîòiì âèäàëèòè äðóãó áóêâó âõiäíîãî ñëîâà. Àëå âêiíöi
ðîáîòè ÌÒ âèõiäíå ñëîâî íå ìîæå ìiñòèòè ïðîïóñêiâ, òîìó ïiñëÿ
âèäàëåííÿ äðóãîãî ñèìâîëó ïîòðiáíî ñòèñíóòè ñëîâî, òîáòî ïåðå-
ìiñòèòè ïåðøó áóêâó â êîìiðêó ïðàâîðó÷. Ïðîòå, ïåðåìiùóþ÷èñü
ïðàâîðó÷ äî äðóãî¨ áóêâè, à ïîòiì ïîâåðòàþ÷èñü íàçàä äî ïåðøî¨
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áóêâè, ìè âèêîíó¹ìî çàéâó ðîáîòó: ÿêà ðiçíèöÿ ÷è ïåðåíîñèòè ïåð-
øó áóêâó â ïîðîæíþ êîìiðêó ÷è â êîìiðêó ç ÿêîþñü áóêâîþ? Òîìó
çàïàì'ÿòîâó¹ìî ïåðøó áóêâó, âèäàëÿ¹ìî i çàïèñó¹ìî ¨¨ çàìiñòü äðó-
ãî¨ áóêâè. Êðiì òîãî, ââàæàòèìåìî, ùî ÌÒ íå çìiíþ¹ ïîðîæíüîãî
ñëîâà. Îòæå, ãðàô ÌÒ ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä:GFED@ABCq1

a,b,#/a;R

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM

// ?>=<89:;s
#/#;R

//

b/#;R
&&LL

LLL
LLL

LLL
LLL

a/#;R

99rrrrrrrrrrrrrr GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq2

a,b,#/b;R

88qqqqqqqqqqqqqq

Ïðîàíàëiçó¹ìî ðîáîòó ÌÒ íà âõiäíîìó ñëîâi, ÿêå ìiñòèòü òiëüêè
îäíó áóêâó. Àíàëiçóþ÷è äàíó áóêâó, ãîëîâêà ÌÒ âèäàëèòü ¨¨, ïåðå-
ìiñòèòüñÿ íà îäíó êîìiðêó ïðàâîðó÷ i çàïèøå â ïîðîæíþ êîìiðêó
äàíó áóêâó. Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî iç îäíi¹¨ áóêâè ïðîñòî çìiñòèòüñÿ
íà êîìiðêó ïðàâîðó÷. Öå äîïóñòèìî, áî êîìiðêè ñòði÷êè íå íîìå-
ðóþòüñÿ, òîìó ðîçòàøóâàííÿ ñëîâà íà ñòði÷öi íiÿê íå ôiêñó¹òüñÿ
i ïåðåìiùåííÿ ñëîâà ëiâîðó÷ ÷è ïðàâîðó÷ íåìîæëèâî ïîìiòèòè. Â
çâ'ÿçêó ç öèì íå âèìàãà¹òüñÿ, ùîá âèõiäíå ñëîâî îáîâ'ÿçêîâî çíà-
õîäèëîñü íà òîìó æ ìiñöi, äå áóëî âõiäíå ñëîâî: ðåçóëüòàò ìîæå
çìiñòèòèñÿ ëiâîðó÷ ÷è ïðàâîðó÷ âiä ïî÷àòêîâîãî ìiñöÿ.

Øóêàíà ÌÒ çàäà¹òüñÿ ÿê ï'ÿòiðêà MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå Q =

{s, q1, q2, qf}, A = {a, b,#}, X = Y = {a, b}, D = {#} i ïðîãðàìà
ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ a b #
s q1,#, R q2,#, R qf ,#, R
q1 qf , a, R qf , a, R qf , a, R
q2 qf , b, R qf , b, R qf , b, R

2.6. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà çà ïåðøîþ áó-
êâîþ íåïîðîæíüîãî ñëîâà â àëôàâiòi X = {0, 1, 2} âñòàâëÿ¹ áóêâó
2.
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Øóêàíà ÌÒ ìà¹ ñïî÷àòêó âèâiëüíèòè ìiñöå äëÿ áóêâè 2. Äëÿ
öüîãî ïîòðiáíî ½ðîçòèñíóòè” ñëîâî. Ìè ìîæåìî çàïàì'ÿòàòè ïåð-
øó áóêâó, âèäàëèòè, çàïèñàòè ¨¨ â êîìiðöi ëiâîðó÷, à ïîòiì ó ïîðî-
æíþ êîìiðêó çàïèñàòè áóêâó 2. Àëå, àíàëîãi÷íî ÿê ó ïîïåðåäíüîìó
ïðèêëàäi, ìîæíà çðîáèòè öå ïðîñòiøå: çàïàì'ÿòàòè ïåðøó áóêâó,
çàïèñàòè íà ¨¨ ìiñöå áóêâó 2, à ïîòiì ïåðåìiñòèòèñÿ ëiâîðó÷ i çàïè-
ñàòè â ïîðîæíié êîìiðöi ïåðøó áóêâó âõiäíîãî ñëîâà. Òàêèì ÷èíîì,
îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ãðàô ÌÒ: GFED@ABCq1

#/0;R

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM

// ?>=<89:;s

2/2;L
&&LL

LLL
LLL

LLL
LLL

0/2;L

99rrrrrrrrrrrrrr 1/2;L // GFED@ABCq2
#/1;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq3

#/2;R

88qqqqqqqqqqqqqq

Îòæå, ÌÒ çàäà¹òüñÿ ÿê ï'ÿòiðêà MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå Q =
{s, q1, q2, q3, qf}, A = {0, 1, 2,#}, X = Y = {0, 1, 2}, D = {#} i
ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ 0 1 2 #
s q1, 2, L q2, 2, L q3, 2, L −
q1 − − − qf , 0, R
q2 − − − qf , 1, R
q3 − − − qf , 2, R

2.7. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à â àëôàâiòiX = {1, 2, 3},
ÿêà ó íåïîðîæíüîìó âõiäíîìó ñëîâi çàìiíþ¹ âñi áóêâè 3 íà áóêâè
2 i âïîðÿäêîâó¹ ïîñëiäîâíiñòü áóêâ 1 i 2 òàê, ùîá ñïî÷àòêó áóëè
çàïèñàíi áóêâè 1, à ïîòiì áóêâè 2.

Øóêàíà ÌÒ ìà¹ âïîðÿäêóâàòè âõiäíå ñëîâî, çàìiíèâøè ïðè
öüîìó âñi áóêâè 3 íà áóêâè 2. Ïðèíöèï ¨¨ ðîáîòè ìîæå áóòè îïè-
ñàíèé íàñòóïíèì ÷èíîì. ßê çàâæäè, íà ïî÷àòêó ðîáîòè ÌÒ çíà-
õîäèòüñÿ â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi s i ¨ ¨ ãîëîâêà àíàëiçó¹ ïåðøó áóêâó
âõiäíîãî ñëîâà. Â ñòàíi q1 ãîëîâêà ÌÒ àíàëiçó¹ âñi áóêâè 1 ñëîâà,
ðóõàþ÷èñü ïðàâîðó÷ äîòè, äîêè íå çíàéäå ïåðøó áóêâó 2 àáî 3. Äà-
ëi êåðóþ÷èé ïðèñòðié ïåðåõîäèòü â ñòàí q2, â ÿêîìó ãîëîâêà ÌÒ,
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ðóõàþ÷èñü ïðàâîðó÷, àíàëiçó¹ áóêâè 2 i 3, ìiíÿþ÷è ïðè öüîìó 3 íà 2
äîòè, äîêè íå ïîáà÷èòü íàñòóïíó 1. Ïiñëÿ öüîãî âîíà ìiíÿ¹ ìiñöÿìè
â ñòàíi q3 1 ç 2, ùî çíàõîäèòüñÿ ëiâîðó÷, i çíîâó ïîâåðòà¹òüñÿ â ïî-
÷àòêîâèé ñòàí, ïîâòîðþþ÷è äàëi àíàëîãi÷íi êðîêè àæ äîêè âõiäíå
ñëîâî íå áóäå âïîðÿäêîâàíå. Ãðàô ÌÒ ìà¹ âèãëÿä:

GFED@ABCq1

1/1;R





2,3/2;R
  A

AA
AA

AA
AA
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Ïðîàíàëiçó¹ìî ðîáîòó äàíî¨ ÌÒ íà âõiäíîìó ñëîâi 132113.
(s, 132113) → (q1, 132113) → (q2, 122113) → (q2, 122113) →
→ (q3, 122213) → (s, 121213) → (q2, 121213) → (q3, 122213) →
→ (s, 112213) → (q1, 112213) → (q1, 112213) → (q2, 112213) →
→ (q2, 112213) → (q3, 112223) → (s, 112123) → (q2, 112123) →
→ (q3, 112223) → (s, 111223) → (q1, 111223) → (q1, 111223) →
→ (q2, 111223) → (q2, 111223) → (q2, 111222#) → (qf , 111222)

Øóêàíà ÌÒ çàäà¹òüñÿ ÿê ï'ÿòiðêà MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå Q =
{s, q1, q2, q3, qf}, A = {1, 2, 3,#}, X = {1, 2, 3}, Y = {1, 2}, D = {#}
i ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi òàáëèöi:

δ 1 2 3 #
s q1, 1, R q2, 2, R q2, 2, R −
q1 q1, 1, R q2, 2, R q2, 2, R qf ,#, L
q2 q3, 2, L q2, 2, R q2, 2, R qf ,#, L
q3 − s, 1, L − −

2.8. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à â àëôàâiòi X = {a, b},
ÿêà ïîäâîþ¹ ó âõiäíîìó ñëîâi âñi âõîäæåííÿ áóêâè b.

Ó ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäàõ ìè áà÷èëè, ùî âñòàâèòè ÷è âèäàëèòè
õî÷à á îäíó áóêâó çi ñëîâà äîñèòü íåïðîñòî. Òîìó íîâå ñëîâî áóäåìî
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áóäóâàòè íà âiëüíîìó ìiñöi, à ñàìå, ïðàâîðó÷ âiä âõiäíîãî, ïîïåðå-

äíüî äîïèñàâøè âêiíöi âõiäíîãî ñëîâà äîïîìiæíèé ñèìâîë =. Äëÿ

öüîãî â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi s ïåðåìiùó¹ìîñÿ ïðàâîðó÷ âêiíåöü ñëî-

âà, ìiíÿ¹ìî ïåðøèé ïîðîæíié ñèìâîë íà = i ïåðåõîäèìî â íîâèé

ñòàí q1.
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b/#;R

||GFED@ABCq5

#/b;L

`ÀAAAAAAAA GFED@ABCq4

a/a, b/b, =/=;R

TT#/b;R
oo GFED@ABC?>=<89:;qf

Äàëi íàì ïîòðiáíî ïåðåíîñèòè áóêâè çà çíàê =, ïîäâîþþ÷è ïðè

öüîìó áóêâó b. Äëÿ öüîãî â ñòàíi q1 ½áiæèìî” íà ïî÷àòîê ñëîâà,

ïåðåõîäèìî â ñòàí q2 i çàïàì'ÿòîâó¹ìî ïåðøó áóêâó: ÿêùî öå áóêâà

a, òî ïåðåõîäèìî â ñòàí q3, ÿêùî b � â q4. Â ñòàíàõ q3 i q4 ½áiæèìî”

ïðàâîðó÷ äî ïåðøî¨ ïîðîæíüî¨ êîìiðêè i çàïèñó¹ìî â íå¨ ïåðøó

áóêâó, äóáëþþ÷è ¨¨ â ñòàíi q5, ÿêùî öi¹þ áóêâîþ ¹ b. Ïîòiì çíîâó

ïîâåðòà¹ìîñÿ ëiâîðó÷ äî òi¹¨ áóêâè, ÿêà ñòàëà ïåðøîþ ó âõiäíîìó

ñëîâi, i ïîâòîðþ¹ìî îïèñàíi âèùå äi¨ ç öi¹þ íîâîþ ïåðøîþ áóêâîþ.

Äàíèé öèêë çàâåðøèòüñÿ òîäi, êîëè â ñòàíi q2 ãîëîâêà ÌÒ áóäå

àíàëiçóâàòè ñèìâîë =. Íà îñòàííüîìó åòàïi âèòèðà¹ìî äîïîìiæíèé

ñèìâîë = i ïåðåõîäèìî â êiíöåâèé ñòàí qf .

Ïðîãðàìà ðîáîòè δ ìàøèíè Òþðií à MT = (Q,A, δ, s, qf ), äå

Q = {s, q1, q2, q3, q4, q5, qf}, A = {a, b,=,#}, X = Y = {a, b}, D =

{#,=}, çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi òàáëèöi:
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δ a b = #
s s, a,R s, b, R − q1,=, L
q1 q1, a, L q1, b, L q1,=, L q2,#, R
q2 q3,#, R q4,#, R qf ,#, R −
q3 q3, a, R q3, b, R q3,=, R q1, a, L
q4 q4, a, R q4, b, R q4,=, R q5, b, R
q5 − − − q1, b, L

2.9. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à â àëôàâiòi X = {a, b},
ÿêà ïîäâîþ¹ ñëîâî, ïîêëàâøè ìiæ íèì i éîãî êîïi¹þ çíàê =.

Öÿ çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüî¨: ïðàâîðó÷
âiä âõiäíîãî ñëîâà äîïèñó¹ìî ñèìâîë =, ïîòiì ïîâåðòà¹ìîñÿ íà ïî-
÷àòîê ñëîâà i â öèêëi êîïiþ¹ìî âñi éîãî áóêâè â ïîðîæíi êîìiðêè
ïðàâîðó÷.

Îäíàê, òóò ¹ îäíà âiäìiííiñòü: áóêâè âõiäíîãî ñëîâà íå âèäàëÿ-
þòüñÿ, i öå ïðèâîäèòü äî òàêî¨ ïðîáëåìè. Çàïèñàâøè ñïðàâà êîïiþ
íàñòóïíîãî ñëîâà, ìè ïîâèííi ïîâåðíóòèñÿ äî âõiäíîãî ñëîâà â ïîçè-
öiþ öi¹¨ áóêâè i ïîòiì ïåðåìiñòèòèñÿ ïðàâîðó÷ äî íàñòóïíî¨ áóêâè.
Àëå ÿê äiçíàòèñÿ, â ÿêó ïîçèöiþ âõiäíîãî ñëîâà ïîòðiáíî ïîâåð-
íóòèñÿ? Â ïîïåðåäíié çàäà÷i ìè çàâæäè ïîâåðòàëèñÿ äî ïåðøî¨ ç
áóêâ âõiäíîãî ñëîâà, ÿêi çàëèøèëèñÿ, à òåïåð ìè íå âèäàëÿ¹ìî áó-
êâè, i òîìó íåçðîçóìiëî, ÿêi áóêâè ìè âæå ïðîäóáëþâàëè, à ÿêi �
íi. Íàãàäà¹ìî, ùî â ÌÒ êîìiðêè ñòði÷êè íå íîìåðóþòüñÿ, íåìà¹ â
ÌÒ i ëi÷èëüíèêiâ, ÿêi á äîçâîëèëè âèçíà÷èòè, ñêiëüêè áóêâ ìè âæå
ïðîäóáëþâàëè.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïðîáëåìà, ç ÿêîþ ìè ñòèêíóëèñü, íàñòó-
ïíà: ÿê çàôiêñóâàòè íà ñòði÷öi äåÿêó ïîçèöiþ, â ÿêié ìè âæå áóëè
i äî ÿêî¨ ïiçíiøå ïîâèííi ïîâåðíóòèñÿ? Çàçâè÷àé öÿ ïðîáëåìà âè-
ðiøó¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì. Êîëè ìè îïèíÿ¹ìîñÿ â öié ïîçèöi¨ ïåðøèé
ðàç, òî çàìiíþ¹ìî àêòèâíó áóêâó íà ¨¨ äâiéíèê � íîâèé äîïîìiæíèé
ñèìâîë, ïðè÷îìó ðiçíi ñèìâîëè çàìiíþ¹ìî ðiçíèìè äâiéíèêàìè. Ïi-
ñëÿ öüîãî âèêîíó¹ìî äi¨ â iíøèõ ìiñöÿõ ñòði÷êè. Ùîá ïîòiì ïîâåð-
íóòèñÿ äî íàøî¨ ïîçèöi¨, ïîòðiáíî ïðîñòî âiäøóêàòè íà ñòði÷öi òó
êîìiðêó, äå çíàõîäèòüñÿ áóêâà-äâiéíèê. Ïîòiì â àêòèâíié êîìiðöi
ìîæíà âiäíîâèòè ïîïåðåäíþ áóêâó.

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäó¹ìî ÌÒ çà íàñòóïíèì ïëàíîì:

• ñïåðøó çàïèñó¹ìî ñèìâîë = ïiñëÿ îñòàííüî¨ áóêâè ñëîâà;
• ïîòiì ïîâåðòà¹ìîñÿ ïiä ïåðøó áóêâó âõiäíîãî ñëîâà;
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• äàëi çàìiíþ¹ìî àêòèâíó áóêâó íà ¨¨ äâiéíèê (a íà A, b íà
B), ïåðåìiùó¹ìîñÿ ïðàâîðó÷ äî ïåðøî¨ âiëüíî¨ êîìiðêè i
çàïèñó¹ìî â íå¨ áóêâó, ÿêó çàïàì'ÿòàëè;

• ïiñëÿ öüîãî ïîâåðòà¹ìîñÿ ëiâîðó÷ äî êîìiðêè ç äâiéíèêîì,
âiäíîâëþ¹ìî ïîïåðåäíié ñèìâîë i ïåðåìiùó¹ìîñÿ ïðàâîðó÷
äî íàñòóïíî¨ áóêâè;

• àíàëîãi÷íèì ÷èíîì â öèêëi äóáëþ¹ìî ðåøòó áóêâ âõiäíîãî
ñëîâà;

• êîëè ìè ïðîäóáëþ¹ìî îñòàííþ áóêâó âõiäíîãî ñëîâà i ïî-
âåðíåìîñÿ äî ¨¨ äâiéíèêà, òî â êîìiðöi ïðàâîðó÷ áóäå çíàõî-
äèòèñü ñèìâîë =. Öå îçíàêà òîãî, ùî âõiäíå ñëîâî ïîâíiñòþ
ïðîäóáëüîâàíå, i òîìó ðîáîòó ÌÒ ïîòðiáíî çóïèíèòè.
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Òàêèì ÷èíîì, øóêàíà ÌÒ çàäà¹òüñÿ ÿê ï'ÿòiðêà (Q,A, δ, s, qf ),
äå Q = {s, q1, q2, q3, q4, qf}, A = {a, b, A,B,=,#}, X = {a, b},
Y = {a, b,=}, D = {A,B,#} i ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó âèãëÿäi
òàáëèöi:

δ a b A B = #
s s, a,R s, b, R − − − q1,=, L
q1 q1, a, L q1, b, L q2, a, R q2, b, R q1,=, L q2,#, R
q2 q3, A,R q4, B,R − − qf ,=, R −
q3 q3, a, R q3, a, R − − q3,=, R q1, a, L
q4 q4, a, R q4, b, R − − q4,=, R q1, b, L
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Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [8, ñ. 183�185], [20, ñ. 7�15], [22, ñ. 163�

178].

Ïèòàííÿ òà âïðàâè äî ïàðàãðàôà 2.

Â çàäà÷àõ 2.1-2.16 ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ðîçïiçíà¹
âñi ñëîâà â àëôàâiòi X i âèêîíó¹ íàñòóïíó ðîáîòó:

2.1. X � óêðà¨íñüêèé àëôàâiò. Äîïèñó¹ çëiâà äî âõiäíîãî ñëîâà ω
ñëîâî ÂÓÇ (ω → ÂÓÇω).

2.2. X = {Í, Ï, Ó}. Äîïèñó¹ ñïðàâà äî âõiäíîãî ñëîâà ω ñëîâî
ÏÍÓ (ω → ωÏÍÓ).

2.3. X = {a, b}. Çàëèøà¹ â ñëîâi òiëüêè ïåðøó áóêâó (ïîðîæí¹
ñëîâî íå ìiíÿ¹).

2.4. X = {a, b}. Çàëèøà¹ â ñëîâi òiëüêè îñòàííþ áóêâó (ïîðîæí¹
ñëîâî íå ìiíÿ¹).

2.5. X = {a, b, c}. ßêùî âõiäíå ñëîâî íå ìiñòèòü áóêâè c, òî çàìi-
íþ¹ âñi áóêâè a íà b. Â iíøîìó âèïàäêó � âèäà¹ ñëîâî ç îäíi¹¨ áóêâè
c.

2.6. X = {0, 1, 2, a}. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ âõiäíå ñëîâî çàïèñîì ÷èñëà â
òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Âiäïîâiäü: 1 � ÿêùî ¹, 0 � â ïðîòèëå-
æíîìó âèïàäêó.

2.7. X = {0, 1, 2}. Ââàæàþ÷è âõiäíå ñëîâî çàïèñîì ÷èñëà â òðié-
êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, âèäàëèòè ç íüîãî âñi íåçíà÷óùi íóëi.

2.8. X = {0, 1, 2}. Ââàæàþ÷è âõiäíå ñëîâî çàïèñîì ÷èñëà â òðié-
êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, ç'ÿñóâàòè, ÷è äiëèòüñÿ âîíî íà 3. Âiäïîâiäü:
1 � ÿêùî äiëèòüñÿ, 0 � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

2.9. X = {a, b}. Â íåïîðîæíüîìó âõiäíîìó ñëîâi ïîìiíÿòè ìiñöÿ-
ìè ïåðøó òà îñòàííþ áóêâè.

2.10. X = {|}. ßêùî âõiäíå ñëîâî ìà¹ íåïàðíó äîâæèíó, òî çàìi-
íèòè éîãî íà ñëîâî |, â iíøîìó âèïàäêó � íà ïîðîæí¹ ñëîâî.

2.11. X = {a, b, c}. ßêùî âõiäíå ñëîâî ìà¹ ïàðíó äîâæèíó, òî
çàëèøèòè â íüîìó òiëüêè ïðàâó ïîëîâèíó.
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2.12. X = {0, 1}. Âèçíà÷èòè, ÷è âõiäíå ñëîâî ¹ ñèìåòðè÷íèì (ïî-
ëiíäðîìîì), òîáòî ω = ωR. Âiäïîâiäü: 1 � ¹, 0 � íå ¹.

2.13. X = {a, b}. Çàìiíèòè ó âõiäíîìó ñëîâi êîæíå âõîäæåííÿ
áóêâè b íà ab.

2.14. X = {a, b}. Âèäàëèòè iç âõiäíîãî ñëîâà êîæíå âõîäæåííÿ
ïiäñëîâà ba.

2.15. X = {a, b}. Ïîäâî¨òè êîæíó áóêâó âõiäíîãî ñëîâà (íàïðè-
êëàä, aba → aabbaa).

2.16. X = {a, b}. Îáåðíóòè âõiäíå ñëîâî (íàïðèêëàä, aab → baa).

� 3. Ôóíêöi¨, ùî îá÷èñëþþòüñÿ ÌÒ

Â äàíîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿäàþòüñÿ ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ìà-
øèíà Òþðií à, ùî ¨õ îá÷èñëþ¹. Äàíi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ ïîâå-
äiíêîþ ÌÒ. Àðãóìåíòè (âõiäíi ñëîâà) ç'ÿâëÿþòüñÿ íà ñòði÷öi äî ïî-
÷àòêó îá÷èñëåííÿ, à çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äëÿ öüîãî àðãóìåíòó � ñëîâî,
ÿêå çàëèøà¹òüñÿ íà ñòði÷öi, êîëè îá÷èñëåííÿ çàâåðøåíî. Çàóâàæè-
ìî, ùî ïðè àíàëiçi äåÿêèõ âõiäíèõ ñëiâ ÌÒ íiêîëè íå ïåðåõîäèòü ó
êiíöåâèé ñòàí, i, îòæå, ôóíêöiÿ ìîæå áóòè íåâèçíà÷åíà äëÿ äåÿêèõ
âõiäíèõ ñëiâ-àðãóìåíòiâ. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó êàæåìî, ùî ôóí-
êöiÿ f : (X∗)n → Y ∗ ¹ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêùî âîíà íå
âèçíà÷åíà äëÿ äåÿêèõ íàáîðiâ àðãóìåíòiâ (x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, òîá-
òî êîëè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ f ¹ ïiäìíîæèíîþ (X∗)n. ßêùî îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ f ñïiâïàäà¹ ç (X∗)n, òî êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f ïîâíi-
ñòþ âèçíà÷åíà íà (X∗)n. ßêùî ôóíêöiÿ f íå âèçíà÷åíà íà íàáîði
(x1, . . . , xn), òî ïèñàòèìåìî f(x1, . . . , xn) =↑.

Êàæåìî, ùî ÷àñòêîâî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ f : (X∗)n → Y ∗ îá÷è-
ñëþ¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ ìàøèíè Òþðií à

MT = (Q,A = X ∪ Y ∪D, δ, s, qf ),

ÿêùî äëÿ êîæíîãî íàáîðó (x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, íà ÿêîìó f âèçíà-
÷åíà,

(s, x1 ∗ x2 ∗ . . . ∗ xn) ⇒ (qf , y),

äå y = f(x1, . . . , xn) ∈ Y ∗, à ∗ ∈ D � ñïåöiàëüíèé äîïîìiæíèé ñèì-
âîë, ÿêèé ðîçäiëÿ¹ âõiäíi àðãóìåíòè; i íà êîæíîìó íàáîði
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(x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ íå âèçíà÷åíà, ÌÒ íiêîëè
íå ïåðåéäå â êiíöåâèé ñòàí qf .

Íàäàëi íàé÷àñòiøå ðîçãëÿäàòèìåìî ÷èñëîâi ôóíêöi¨ f : (N0)
n →

N0, äå N0 = N ∪ {0}.

3.1. Ïpèêëàä. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : N0 → N0, f(n) = 0
îá÷èñëþ¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ìàøèíè Òþðií à.

Ââàæàòèìåìî, ùî íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà çàïèñàíi â äâiéêîâié ñè-
ñòåìi ÷èñëåííÿ. Äëÿ ïîáóäîâè ÌÒ, ÿêà ïðàâèëüíî îá÷èñëþ¹ äàíó
ôóíêöiþ, äîñòàòíüî âèçíà÷èòè ñòàíè, â ÿêèõ ÌÒ çàìiíþ¹ âñi öè-
ôðè âõiäíîãî ñëîâà íà ïîðîæíié ñèìâîë, äðóêó¹ öèôðó 0 i çóïèíÿ¹
ðîáîòó. Ãðàô øóêàíî¨ ÌÒ ìà¹ âèãëÿä:

// ?>=<89:;s

0,1/#;R

�� #/0;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

3.2. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ìàøèíó Òþðií à, ÿêà îá÷èñëþ¹ ôóí-
êöiþ f : N → N, f(n) = n + 1 (ââàæà¹ìî, ùî íàòóðàëüíi ÷èñëà
çàäàíi â òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ).

Íåõàé s � ñòàí, â ÿêîìó ãîëîâêà ÌÒ ðóõà¹òüñÿ â êiíåöü ñëîâà.
Äiéøîâøè äî ïåðøî¨ ïîðîæíüî¨ êëiòèíêè, ãîëîâêà ÌÒ ïåðåõîäèòü
ëiâîðó÷ ïiä îñòàííþ öèôðó ñëîâà, i êåðóþ÷èé ïðèñòðié ïåðåõîäèòü
â ñòàí q. Â ñòàíi q ÌÒ äîäà¹ îäèíèöþ äî òi¹¨ öèôðè, ÿêó âîíà àíà-
ëiçó¹ â äàíèé ìîìåíò ÷àñó. Ñïî÷àòêó íåþ ¹ îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà.
ßêùî öå öèôðà 0 àáî 1, òî êåðóþ÷èé ïðèñòðié çàìiíþ¹ ¨¨ íà 1 àáî
2 âiäïîâiäíî, i ÌÒ çóïèíÿ¹ ðîáîòó. Àëå ÿêùî äàíà öèôðà ¹ 2, òî
êåðóþ÷èé ïðèñòðié çàìiíþ¹ ¨¨ íà 0, i ãîëîâêà ïåðåìiùó¹òüñÿ ëiâî-
ðó÷, çàëèøàþ÷èñü â ñòàíi q. Òàêèì ÷èíîì, òåïåð ÌÒ äîäàâàòèìå 1
äî ïîïåðåäíüî¨ öèôðè. ßêùî íåþ ¹ öèôðà 2, òî ÌÒ ìiíÿ¹ ¨¨ íà 0 i
ïåðåìiùó¹òüñÿ ëiâîðó÷, çàëèøàþ÷èñü ÿê i äî òîãî â ñòàíi q, òîáòî
êåðóþ÷èé ïðèñòðié ïîâèíåí âèêîíàòè òó æ ñàìó äiþ � çáiëüøèòè
àêòèâíó öèôðó íà 1. ßêùî æ ãîëîâêà ïåðåìiñòèëàñÿ ëiâîðó÷, à â
àêòèâíié êîìiðöi íåìà¹ öèôðè (à ¹ #), òî ÌÒ çàïèñó¹ òóäè 1 i ïå-
ðåõîäèòü â êiíöåâèé ñòàí qf .

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîðîæíüîãî âõiäíîãî ñëîâà íàøà çàäà÷à íå
âèçíà÷åíà, òîìó íà öüîìó ñëîâi ÌÒ ìîæå ïîâîäèòèñÿ ÿê çàâãîäíî.
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Â íàøié ïðîãðàìi, íàïðèêëàä, íà ïîðîæíüîìó âõiäíîìó ñëîâi ÌÒ
çóïèíÿ¹òüñÿ i âèäà¹ 1.

Ãðàô ÌÒ ìàòèìå âèãëÿä:

// ?>=<89:;s

0/0,1/1,2/2;R

�� #/#;L // ?>=<89:;q

2/0;L




#/1,0/1,1/2;R // GFED@ABC?>=<89:;qf

Ïiä óíàðíîþ ñèñòåìîþ ÷èñëåííÿ ðîçóìiòèìåìî çàïèñ íåâiä'¹ì-
íîãî öiëîãî ÷èñëà ç äîïîìîãîþ ½ïàëè÷îê”: ìà¹ áóòè âèïèñàíî ñòiëü-
êè ïàëè÷îê, ÿêîþ ¹ âåëè÷èíà ÷èñëà, íàïðèêëàä, 2 → ||, 5 → |||||,
0 → <ïîðîæíié ñèìâîë>.

3.3. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ìàøèíó Òþðií à, ÿêà îá÷èñëþ¹ ôóí-
êöiþ f : N0 × N0 → N0, f(n,m) = n+m (ââàæà¹ìî, ùî íàòóðàëüíi
÷èñëà çàäàíi â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ).

ÌÒ ïî÷èíà¹ àíàëiçóâàòè âõiäíå ñëîâî â êîíôiãóðàöi¨

(s, || . . . |︸ ︷︷ ︸
n

∗ || . . . |︸ ︷︷ ︸
m

), àáî â êîíôiãóðàöi¨ (s, ∗ || . . . |︸ ︷︷ ︸
m

), ÿêùî n = 0.

Øóêàíà ìàøèíà Òþðií à, ÿêà ïðàâèëüíî îá÷èñëþ¹ äàíó ôóí-
êöiþ äâîõ çìiííèõ, ìîæå ïðàöþâàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì. ßê-
ùî n = 0, òî âîíà âèäàëÿ¹ ∗ i çóïèíÿ¹ ðîáîòó. Â iíøîìó âèïàäêó
� âèäàëÿ¹ ïåðøó ïàëè÷êó |, ïåðåìiùó¹òüñÿ ïðàâîðó÷ äî ∗ i íà ¨¨
ìiñöi çàïèñó¹ |. Òàêèì ÷èíîì MT = (Q,A = X ∪ Y ∪D, δ, s, qf ), äå
Q = {s, q, qf}, X = Y = {|}, D = {∗}, à ïðîãðàìà ðîáîòè δ çàäàíà ó
âèãëÿäi òàáëèöi:

δ | ∗ #
s q,#, R qf ,#, R −
q q, |, R qf , |, R −

3.4. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ìàøèíó Òþðií à, ÿêà îá÷èñëþ¹ ÷àñòêî-
âî âèçíà÷åíó ôóíêöiþ f : N0 → N0, f(x) = x− 2.

Iäåÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i òàêà æ ÿê i â ïðèêëàäi 3.2. Íåõàé s
� ñòàí, â ÿêîìó ãîëîâêà ÌÒ ðóõà¹òüñÿ âêiíåöü ñëîâà. Äiéøîâøè
äî ïåðøî¨ ïîðîæíüî¨ êëiòèíêè ãîëîâêà ÌÒ ïåðåõîäèòü ëiâîðó÷ ïiä
îñòàííþ öèôðó ñëîâà, i êåðóþ÷èé ïðèñòðié ïåðåõîäèòü â ñòàí q1.
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ßêùî â ñòàíi q1, ÌÒ àíàëiçó¹ öèôðè 2, 3, . . . , 9, òî âîíè çàìiíþþòüñÿ
íà 0, 1, . . . , 7 âiäïîâiäíî, i ÌÒ çóïèíÿ¹ ðîáîòó. Â iíøîìó âèïàäêó,
ÿêùî öå öèôðè 0 àáî 1, òî êåðóþ÷èé ïðèñòðié çàìiíþ¹ ¨õ íà 8 àáî
9 âiäïîâiäíî, i ãîëîâêà ïåðåìiùó¹òüñÿ ëiâîðó÷, êåðóþ÷èé ïðèñòðié
ïðè öüîìó ïåðåõîäèòü â ñòàí q2, â ÿêîìó ÌÒ âiäíiìà¹ 1 âiä ïîïå-
ðåäíüî¨ öèôðè. ßêùî öÿ öèôðà äîðiâíþ¹ 1, 2, . . . , 9, òî ÌÒ ìiíÿ¹ ¨¨
íà 0, 1, . . . , 8 i çóïèíÿ¹ ðîáîòó; iíàêøå � çàìiíþ¹ 0 íà 9 i ïåðåìiùó¹-
òüñÿ ëiâîðó÷, çàëèøàþ÷èñü ÿê i äî òîãî â ñòàíi q2, òîáòî êåðóþ÷èé
ïðèñòðié ïîâèíåí âèêîíàòè òó æ ñàìó äiþ � çìåíøèòè àêòèâíó öè-
ôðó íà 1 i ò.ä. ßêùî æ ãîëîâêà, ïåðåìiñòèâøèñü ëiâîðó÷, â ñòàíi
q2 àíàëiçó¹ # (öå ìà¹ ìiñöå òiëüêè äëÿ ÷èñåë 0 òà 1), òî ïîäàëüøi
äi¨ ÌÒ íå âèçíà÷åíi i äî òàêèõ ÷èñåë ÌÒ íå çàñòîñîâíà. Ïîáóäó¹ìî
ãðàô äàíî¨ ÌÒ:

// ?>=<89:;s
#/#;L //

n/n;R, n=0,9

VV
GFED@ABCq1

n/n−2;L, n=2,9 //

0/8,1/9;L

��

GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq20/9;L 22

n/n−1;R, n=1,9

::uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

3.5. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ìàøèíó Òþðií à, ÿêà îá÷èñëþ¹ ôóí-
êöiþ f : N0×N0 → N0, f(n,m) = |n−m| (ââàæà¹ìî, ùî íàòóðàëüíi
÷èñëà çàäàíi â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ).

Íåõàé ïî÷àòêîâîþ êîíôiãóðàöi¹þ ¹ (s, | . . . |︸︷︷︸
n

∗ | . . . |︸︷︷︸
m

). Iäåÿ ðîçâ'ÿ-

çàííÿ çàäà÷i òàêà. Ñïåðøó ÌÒ ïåðåìiùó¹òüñÿ ïiä ïåðøó ïàëè÷êó
äðóãîãî ÷èñëà. Äàëi ïîðiâíþ¹ ÷èñëà íàñòóïíèì ÷èíîì: ó ñòàíàõ q1
òà q2 ÌÒ âiäìi÷à¹ ïî÷åðãîâî ïî îäíié ïàëî÷öi (çàìiíþþ÷è | íà ∗) â
îáîõ ïîñëiäîâíîñòÿõ | i, âè÷åðïàâøè îäíó iç ïîñëiäîâíîñòåé, ðîáèòü
âèñíîâîê, ÿêà ç íèõ ñêëàäà¹òüñÿ iç áiëüøî¨ êiëüêîñòi ïàëè÷îê. Òîäi
â ñòàíàõ q3 àáî q4 âèäàëÿ¹ âñi ∗ i íà ñòði÷öi çàëèøà¹òüñÿ n − m

ïàëè÷îê, ÿêùî n ≥ m, àáî m− n ïàëè÷îê, ÿêùî n < m. Ãðàô ÌÒ
ìà¹ âèãëÿä:
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// ?>=<89:;s
∗/∗;R //

|/|;R

�� GFED@ABCq1

∗/∗;R



 |/∗;L
,,

#/#;L

��

GFED@ABCq2
|/∗;R

ll

∗/∗;L




#/#;R // GFED@ABCq3

∗/#,|/|;R





#/|;L

~~~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~

GFED@ABCq4∗/#;L 22
#/#,|/|;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

Ïðîiëþñòðó¹ìî ðîáîòó ÌÒ íà ïðèêëàäi. Íåõàé íà âõîäi ìà¹ìî
ñëîâî | ∗ |||. Òîäi:

(s, | ∗ |||) → (s, |∗|||) → (q1, | ∗ |||) → (q2, |∗ ∗ ||) → (q2, | ∗ ∗||) →
(q1, ∗∗∗||) ⇒ (q1, ∗∗∗||) → (q2, ∗∗∗∗|) ⇒ (q2,#∗∗∗∗|) → (q3, ∗∗∗∗|) ⇒
(q3, |#) → (qf , ||).

3.6. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ÌÒ, ÿêà îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ f : N0×N →
N, f(n,m) = ÍÑÄ(n,m).

Íåõàé öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà n òà m çàäàíi â óíàðíié ñèñòåìi
÷èñëåííÿ. Çíàéäåìî ¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé íàòóðàëüíèé äiëüíèê,
êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì Åâêëiäà. Äàíèé àëãîðèòì áàçó¹òüñÿ íà
òàêèõ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóëàõ äëÿ çíàõîäæåííÿ ÍÑÄ:

ÍÑÄ(n,m) =


ÍÑÄ(n−m,m), n > m;

ÍÑÄ(n,m− n), n < m;

n, n = m.

Ïîáóäó¹ìî ÌÒ äëÿ âiäøóêàííÿ ÍÑÄ, ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ íà
ÿêié áàçóâàòèìåòüñÿ íà ïî÷åðãîâîìó âèêîðèñòàííi öèêëiâ ïîðiâíÿ-
ííÿ i âiäíiìàííÿ.

Ïðîöåñ ïîáóäîâè ÌÒ áóäåìî ñóïðîâîäæóâàòè iëþñòðàöi¹þ êîí-
ôiãóðàöié äëÿ îá÷èñëåííÿ ÍÑÄ(4, 6). Ïî÷àòêîâà êîíôiãóðàöiÿ ìà-
òèìå âèãëÿä (s, |||| ∗ ||||||). Ñïåðøó â ñòàíàõ s òà q1 ïåðåíåñåìî ïåð-
øó ïàëè÷êó íà ìiñöå ∗. Â ðåçóëüòàòi öüîãî îòðèìà¹ìî êîíôiãóðàöiþ
(s, ||||||||||). Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è äîïîìiæíi ìiòêè a òà b â ñòàíàõ
q2 òà q3, áóäåìî ïîðiâíþâàòè ÷èñëà n i m. Ïðè öüîìó ÌÒ ïðà-
öþâàòèìå òàê, ÿê áè ïðàöþâàëà ëþäèíà, ÿêà ïîðiâíþ¹ äâi äîâãi
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ïîñëiäîâíîñòi ç |, ÿêi âiäðàçó âàæêî ïîâíiñòþ ïåðåãëÿíóòè. Ëþäè-

íà âiäìi÷àëà á ïî÷åðãîâî ïî îäíié ïàëî÷öi â îáîõ ïîñëiäîâíîñòÿõ i,

âè÷åðïàâøè îäíó iç ïîñëiäîâíîñòåé, çðîáèëà á âèñíîâîê, ÿêà ç íèõ

ñêëàäà¹òüñÿ ç áiëüøî¨ êiëüêîñòi ïàëè÷îê. Ìàøèíà æ çàìiíþ¹ ïåðøó

ïàëè÷êó äðóãîãî ÷èñëà íà b, ïîòiì çàìiíþ¹ ïåðøó ïàëè÷êó ïåðøî-

ãî ÷èñëà áóêâîþ a, äàëi çíîâó ïîâåðòà¹òüñÿ äî ïàëè÷îê äðóãîãî

÷èñëà i ò.ä. Ïiñëÿ äåêiëüêîõ òàêòiâ íà ñòði÷öi âèíèêà¹ êîíôiãóðà-

öiÿ (q3,#aaaabbbbb|), â ÿêié ïåðøå ÷èñëî âæå âè÷åðïàíå, à äðóãå �

ùå íi. Äàëi ÌÒ ïåðåõîäèòü â ñòàí q4, â ÿêîìó ¨¨ ãîëîâêà ïåðåìi-

ùó¹òüñÿ ïðàâîðó÷, âèòèðàþ÷è ìiòêè a òà çàìiíþþ÷è ìiòêè b íà |.
Ïiñëÿ öüîãî âîíà ïåðåõîäèòü â ñòàí q2 äëÿ ïîðiâíÿííÿ ÷èñåë n = 4

i m − n = 2, çíàõîäÿ÷èñü ïðè öüîìó â êîíôiãóðàöi¨ (q2, ||||||) ïiä
ïåðøîþ ïàëè÷êîþ ÷èñëà m− n = 2. Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ öèêëó ïî-

ðiâíÿííÿ âèêîíàíî öèêë âiäíiìàííÿ âiä äðóãîãî ÷èñëà ïåðøîãî, â

ðåçóëüòàòi ÿêîãî ìåíøå ÷èñëî n âèòåðòî, à áiëüøå ÷èñëî m ðîçáèòî

íà n i m− n.

Äàëi çíîâó ïðîõîäèòü öèêë ïîðiâíÿííÿ, ÿêèé íà öåé ðàç çàêií-

÷ó¹òüñÿ ½âè÷åðïàííÿì” äðóãîãî ÷èñëà (ùî çíàõîäèòüñÿ ïðàâîðó÷),

ÿêå â öüîìó âèïàäêó ¹ ìåíøèì. Ïðè öüîìó îäåðæèìî êîíôiãóðàöiþ

(q2, ||aabb#). Íàñòóïíèé òàêò ïîðîäæó¹ êîíôiãóðàöiþ (q5, ||aabb), i
ïî÷èíà¹òüñÿ öèêë âiäíiìàííÿ âiä ïåðøîãî ÷èñëà äðóãîãî, òîáòî ñòè-

ðàííÿ âñiõ áóêâ b i çàìiíà áóêâ a ïàëî÷êàìè. Ïiñëÿ öüîãî ÌÒ çíîâó

ïåðåõîäèòü â ñòàí q2 ó êîíôiãóðàöi¨ (q2, ||||). Öåé ïðîöåñ òðèâà¹ äî-
òè, äîêè çàäà÷ó íå áóäå çâåäåíî äî âèïàäêó äâîõ ðiâíèõ ìiæ ñîáîþ

÷èñåë (â íàøîìó âèïàäêó ìè âæå äîñÿãëè öüîãî). Íàñàìêiíåöü ïî-

÷èíà¹òüñÿ îñòàííié öèêë ïîðiâíÿííÿ, â ÿêîìó îäíå ç ÷èñåë âèäàëÿ-

¹òüñÿ, ÌÒ ïåðåõîäèòü ó êiíöåâèé ñòàí qf , i íà ñòði÷öi çàëèøà¹òüñÿ

÷èñëî, çàïèñàíå â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, ÿêå çãiäíî àëãîðèòìó

Åâêëiäà äîðiâíþ¹ ÍÑÄ(n,m).

Ãðàô øóêàíî¨ ÌÒ ìà¹ âèãëÿä:
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// ?>=<89:;s
|/#;R //

∗/#;R

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
?

GFED@ABCq1

|/|;R



 ∗/|;R // GFED@ABCq2

|/b;L
,,

#/#;L��

a/a, b/b;R



 GFED@ABCq3

a/a, b/b;L





|/a;R
ll

#/#;R

��GFED@ABC?>=<89:;qf GFED@ABCq5

a/|, b/#;L

TT

#/#;Roo

|/|;R

GG

GFED@ABCq4

a/#, b/|;R

TT

|/|, #/#;L

WW

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ïåðøå ÷èñëî n = 0, òî, ïåðåáóâàþ÷è â
êîíôiãóðàöi¨ (s, ∗| . . . |), ÌÒ ïåðåõîäèòü ó êiíöåâèé ñòàí i íà âèõîäi
äà¹ ÷èñëî m = ÍÑÄ(0,m), m ∈ N.

3.7. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ïåðåâîäèòü íàòó-
ðàëüíi ÷èñëà ç óíàðíî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ â äåñÿòêîâó.

Ãðàô ÌÒ ìàòèìå âèãëÿä:

// ?>=<89:;s

#/0;R

77
|/|;L // GFED@ABCq1

#/=;L

��

GFED@ABCq3
#/#;L //

n/n, =/=, |/|;R, n=0,9



 GFED@ABCq4
=/#;L //

|/#;L

��

GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq2

#/0;R
??~~~~~~~~~~~~~~~~~~ GFED@ABCq6

#/1, n/n+1;R

n=0,8

OO

9/0;L

TT
GFED@ABCq5

|/|;L

TT=/=;L
oo

Iäåÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i òàêà. Ñïåðøó çëiâà âiä óíàðíîãî çàïèñó
÷èñëà, ïåðåáóâàþ÷è â êîíôiãóðàöi¨ (s, | . . . |), â ñòàíàõ q1 i q2 äî-
ïèñó¹ìî äîïîìiæíèé çíàê = i öèôðó 0 òà ïåðåõîäèìî â ñòàí q3.
Â ðåçóëüòàòi öüîãî îòðèìó¹ìî êîíôiãóðàöiþ (q3, 0=| . . . |). Äàëi âiä
óíàðíîãî ÷èñëà, ðîçìiùåíîãî ïðàâîðó÷, âiäíiìà¹ìî îäèíèöþ (âèäà-
ëÿ¹ìî îäíó ïàëè÷êó) â ñòàíi q4, ïåðåìiùó¹ìîñÿ ëiâîðó÷ òà â ñòàíi
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q6 äî äåñÿòêîâîãî ÷èñëà äîäà¹ìî îäèíèöþ, äiþ÷è çà ïðàâèëàìè äå-
ñÿòêîâî¨ àðèôìåòèêè. Ïiñëÿ öüîãî çíîâó ïîâåðòà¹ìîñÿ äî óíàðíîãî
÷èñëà i ïîâòîðþ¹ìî öèêëi÷íî âñi îïåðàöi¨ äîòè, äîêè âñi ïàëè÷êè
íå áóäóòü âèòåðòi. Íàñàìêiíåöü çñóâà¹ìîñÿ ïðàâîðó÷, â ñòàíi q4 âè-
òèðà¹ìî çíàê = i çóïèíÿ¹ìîñÿ.

Íåõàé ìà¹ìî äâi ìàøèíè Òþðií à MT1 = (Q1, A1 = X1 ∪ Y1 ∪
D1, δ1, s0, sn) i MT2 = (Q2, A2 = X2 ∪ Y2 ∪ D2, δ2, q0, qm), ïðè÷îìó
ââàæà¹ìî, ùî âèõiäíèé àëôàâiò ïåðøî¨ ìàøèíè ñïiâïàäà¹ ç âõi-
äíèì àëôàâiòîì äðóãî¨, òîáòî Y1 = X2. Íåõàé öi ÌÒ îá÷èñëþþòü
ñëîâåñíi ôóíêöi¨ f1 : (X1)

∗ → (Y1)
∗ òà f2 : (X2)

∗ → (Y2)
∗ âiäïî-

âiäíî. Ïîáóäó¹ìî ÌÒ, ÿêà îá÷èñëþ¹ ¨õ êîìïîçèöiþ f2 ◦ f1. Íàãà-
äà¹ìî, ùî êîìïîçèöi¹þ ôóíêöié f1 òà f2 íàçèâàþòü òàêó ôóíêöiþ
f = f2 ◦ f1, ùî äëÿ êîæíîãî x ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f1 çíà-
÷åííÿ f(x) = f2(f1(x)). Ïðè öüîìó âèìàãà¹òüñÿ, ùîá ôóíêöiÿ f2
áóëà âèçíà÷åíà íà çíà÷åííi f1(x).

Ìàøèíà Òþðií à MT = (Q,A = X ∪Y ∪D, δ, s, qf ) äëÿ ôóíêöi¨
f = f2 ◦ f1 áóäó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ó ðàçi ïîòðåáè ñòàíè ìà-
øèíè MT2 ïåðåïîçíà÷à¹ìî òàê, ùîá âîíè âiäðiçíÿëèñÿ âiä ñòàíiâ
ìàøèíè MT1. Âõiäíèé àëôàâiò X ñïiâïàäà¹ iç âõiäíèì àëôàâiòîì
X1 ìàøèíè MT1, âèõiäíèé àëôàâiò Y � ç âèõiäíèì àëôàâiòîì Y2
ìàøèíè MT2, à äîïîìiæíèé àëôàâiò D = X2 ∪D1 ∪D2. Ïî÷àòêî-
âèì ñòàíîì MT ¹ ïî÷àòêîâèé ñòàí s0 ìàøèíè MT1, à êiíöåâèì �
êiíöåâèé qm ìàøèíè MT2. Ïðîãðàìè ðîáîòè δ1 i δ2 îá'¹äíó¹ìî i
çàïèñó¹ìî â îäíó òàáëèöþ, äîîçíà÷èâøè, ùî â ñòàíi sn øóêàíà ÌÒ
ïåðåìiùó¹òüñÿ ëiâîðó÷ äî ïî÷àòêó ñëîâà i ïîòiì ïåðåõîäèòü â ñòàí
q0.

Íåõàé ω ∈ (X1)
∗. Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâó êîíôiãóðàöiþ (s, ω).

Îñêiëüêè s = s0, òî íà ïî÷àòêó ðîáîòè MT ïðàöþ¹ òàê, ÿê MT1, i
ÿêùî MT1 çàñòîñîâíà äî ñëîâà ω, òî íà äåÿêîìó êðîöi áóäå îäåð-
æàíî êîíôiãóðàöiþ (sn, f1(ω)). Äàëi â ñòàíi sn ãîëîâêà ìàøèíèMT
ïåðåìiñòèòüñÿ ëiâîðó÷ ïiä ïåðøó áóêâó ñëîâà f1(ω) i êåðóþ÷èé ïðè-
ñòðié ïåðåéäå â ñòàí q0, òîáòî îäåðæèìî êîíôiãóðàöiþ (q0, f1(ω)).
ßêùî MT2 çàñòîñîâíà äî ñëîâà f1(ω), òî íà äåÿêîìó êðîöi îòðè-
ìà¹ìî êîíôiãóðàöiþ (qm, f2(f1(ω))), ÿêà ¹ çàêëþ÷íîþ äëÿ MT , áî
qf = qm. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî MT1 çàñòîñîâíà äî ω i MT2 çàñòî-
ñîâíà äî f1(ω), òî i MT çàñòîñîâíà äî ω. Ìàøèíà MT íàçèâà¹òüñÿ
êîìïîçèöi¹þ ìàøèí MT1 òà MT2 i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç MT2 ◦MT1.
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Îçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨ çàëèøà¹òüñÿ áåç çìiíè, ÿêùîMT1 òàMT2

îá÷èñëþþòü ôóíêöi¨ êiëüêîõ çìiííèõ. Âàæëèâî ëèøå, ùîá äàíi äëÿ
MT2 áóëè ó âiäïîâiäíîìó âèãëÿäi ïiäãîòîâëåíi ìàøèíîþ MT1.

3.8. Ïpèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ÌÒ, çàäàíó ãðàôîì:

// ?>=<89:;s
|/#;R //

∗/#;R

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
A

GFED@ABCq1

|/|;R



 ∗/|;R // GFED@ABCq2

|/b;L
,,

#/#;L��

a/a, b/b;R



 GFED@ABCq3

a/a, b/b;L





|/a;R
ll

#/#;R

��GFED@ABCq6

|/|;L

TT
#/#;R

��

GFED@ABCq5

a/|, b/#;L

TT

#/#;Roo

|/|;R

HH

GFED@ABCq4

a/#, b/|;R

TT

|/|,#/#;L

WW

GFED@ABCq7

#/0;R

66
|/|;L // GFED@ABCq8

#/=;L

��

GFED@ABCq10
#/#;L //

n/n, =/=, |/|;R, n=0,9



 GFED@ABCq11
=/#;L //

|/#;L

��

GFED@ABC?>=<89:;qf

GFED@ABCq9

#/0;R
>>}}}}}}}}}}}}}}}}}} GFED@ABCq13

#/1, n/n+1;R

n=0,8

OO

9/0;L

TT
GFED@ABCq12

|/|;L

TT=/=;L
oo

Äàíà ÌÒ îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ f : N0 × N → N, f(n,m) =
ÍÑÄ(n,m) i âèäà¹ ðåçóëüòàò â äåñÿòêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Âî-
íà ¹ êîìïîçèöi¹þ ÌÒ, ïîáóäîâàíèõ â ïðèêëàäàõ 3.6 òà 3.7.

Àíàëiçóþ÷è ïîïåðåäíi ïðèêëàäè, ó ÷èòà÷à ñêëàäà¹òüñÿ âðàæåí-
íÿ, ùî ïðîöåñ, ÿêèé âiäáóâà¹òüñÿ íà ÌÒ, ¹ ñïîâiëüíåíèì ïåðåãëÿäîì
ïðîöåñó îá÷èñëåííÿ, ÿêèé âèêîíó¹òüñÿ ëþäèíîþ âiäïîâiäíî äî äå-
ÿêîãî àëãîðèòìó. Ðàçîì ç òèì ðîçãëÿíóòi ïðèêëàäè íàøòîâõóþòü
íà äóìêó, ùî ç äîïîìîãîþ ÌÒ ìîæíà çàäàâàòè é iíøi âiäîìi íàì
àëãîðèòìè. Öiëêîì ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è ñïîñiá çàäàííÿ
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àëãîðèòìiâ ç äîïîìîãîþ ÌÒ ¹ óíiâåðñàëüíèì â òîìó ñåíñi, ùî áóäü-
ÿêèé àëãîðèòì ìîæíà ïîäàòè òàêèì ÷èíîì? Íà öå ïèòàííÿ ñó÷àñíà
òåîðiÿ àëãîðèòìiâ äà¹ âiäïîâiäü ç äîïîìîãîþ íàñòóïíî¨ ãiïîòåçè:

Òåçà Òþðií à-×åð÷à. Áóäü-ÿêèé àëãîðèòì ìîæíà ðåàëiçóâàòè
íà âiäïîâiäíié ìàøèíi Òþðií à.

Ïåðø çà âñå çâåðíåìî óâàãó íà íàñòóïíó õàðàêòåðíó îñîáëè-
âiñòü äàíî¨ ãiïîòåçè. Â ¨¨ ôîðìóëþâàííi ìîâà éäå, ç îäíîãî áîêó,
ïðî çàãàëüíå ïîíÿòòÿ àëãîðèòìó, ÿêå íå ¹ òî÷íèì ìàòåìàòè÷íèì
ïîíÿòòÿì; ç äðóãîãî áîêó, â öüîìó æ ôîðìóëþâàííi ãîâîðèòüñÿ ïðî
òàêå òî÷íå ìàòåìàòè÷íå ïîíÿòòÿ ÿê ìàøèíà Òþðií à. Òîìó íå ìîæå
éòè i ìîâè ïðî äîâåäåííÿ äàíî¨ ãiïîòåçè ïîäiáíî äî òîãî, ÿê äîâîäÿ-
òüñÿ òåîðåìè â ìàòåìàòèöi. Çíà÷åííÿ ãiïîòåçè ïîëÿãà¹ ñàìå â òîìó,
ùî âîíà óòî÷íþ¹ çàãàëüíå, àëå ðîçïëèâ÷àñòå ïîíÿòòÿ ½áóäü-ÿêîãî
àëãîðèòìó” ç äîïîìîãîþ öiëêîì òî÷íîãî ìàòåìàòè÷íîãî ïîíÿòòÿ
ÌÒ. Òàêèì ÷èíîì, òåîðiÿ àëãîðèòìiâ îãîëîøó¹ îá'¹êòîì ñâî¨õ äî-
ñëiäæåíü ìàøèíè Òþðií à. Òåïåð âæå ñòàþòü êîðåêòíèìè ïèòàííÿ
ìîæëèâîñòi ÷è íåìîæëèâîñòi ïîáóäîâè àëãîðèòìó äëÿ çàäà÷i òîãî
÷è iíøîãî òèïó.

Ñïðàâåäëèâiñòü ãiïîòåçè ïiäòâåðäæó¹òüñÿ ïðàêòèêîþ, ÿêà, ÿê
âiäîìî ç ôiëîñîôi¨, ¹ ¹äèíèì êðèòåði¹ì iñòèíè. Âñi âiäîìi àëãîðè-
òìè, ÿêi áóëè ïðèäóìàíi âïðîäîâæ áàãàòüîõ òèñÿ÷îëiòü iñòîði¨ ìà-
òåìàòèêè, ìîæóòü áóòè çàäàíi ç äîïîìîãîþ ÌÒ.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [1, ñ. 33�45], [8, ñ. 186�194], [11, ñ. 324�

333], [17, ñ. 319�323], [24, ñ. 83�86].

Ïèòàííÿ òà âïðàâè äî ïàðàãðàôà 3.

3.1. Äàéòå îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨, ùî îá÷èñëþ-
¹òüñÿ ÌÒ.

3.2. Ùî âè ðîçóìi¹òå ïiä êîìïîçèöi¹þ ÌÒ?

3.3. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ùî îá÷èñëþ¹ ÷èñëîâó ôóíêöiþ
f : N0 → N0, àðãóìåíòè ÿêî¨ çàäàíi â òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

á) f(x) = 0;

à) f(x) =

{
0, x = 0

1, x ̸= 0;

á) f(x) = x+ 2;
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â) f(x) = x− 2;
ã) f(x) = 2 · x+ 1;
ä) f(x) = 910 · x+ 2.

3.4. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà îá÷èñëþ¹ ÷èñëîâó ôóí-
êöiþ P 4

i : (N0)
4 → N0, P 4

i (x1, x2, x3, x4) = xi, äå i = 1, 2, 3, 4 (ââàæà-
¹ìî, ùî àðãóìåíòè xk çàäàíi â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ).

3.5. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ùî îá÷èñëþ¹ ÷àñòêîâî âèçíà-
÷åíó ÷èñëîâó ôóíêöiþ f : (N0)

2 → N0, àðãóìåíòè ÿêî¨ çàäàíi â
óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

à) f(x, y) =

{
x− y, x > y

0, x ≤ y;

á) f(x, y) =

{
x− y, x ≥ y

↑, x < y;

â) f(x, y) = xy;
ã) f(x, y) = min{x, y};
ä) f(x, y) = max{x, y};
å) f(x, y) = [xy ];
¹) f(x, y) = x− y[xy ].

3.6. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ùî îá÷èñëþ¹ ÷àñòêîâî âèçíà-
÷åíó ÷èñëîâó ôóíêöiþ f : N0 → N0, àðãóìåíòè ÿêî¨ çàäàíi â óíàðíié
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

à) f(x) =

{
x
2 , x− ïàðíå

↑, x− íåïàðíå;

á) f(x) = [x2 ].

3.7. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà îá÷èñëþ¹ ÷àñòêîâî âèçíà-
÷åíó ÷èñëîâó ôóíêöiþ f : (N0)

2 → N0.

à) f(x, y) = x+ y;
á) f(x, y) = x− y.

Ââàæà¹ìî, ùî àðãóìåíò x çàäàíèé â ÷åòâiðêîâié ñèñòåìi ÷èñëå-
ííÿ, à y � â òðiéêîâié ñèñòåìi. Ðåçóëüòàò îòðèìàòè â ÷åòâiðêîâié
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.
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3.8. Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiÿ

fp(x) =

{
1, ÿêùî x äiëèòüñÿ íà p

0, ÿêùî x íå äiëèòüñÿ íà p

îá÷èñëþ¹òüñÿ äåÿêîþ ÌÒ.

3.9. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà îá÷èñëþ¹ ñëîâåñíó ôóí-
êöiþ f : {a, b}∗ → {a, b}∗.

à) f(ω) = ωab;
á) f(ω) = ωR;
â) f(ω) = ωω;
ã) f(ω) = ωωR.

3.10. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ïåðåâîäèòü íàòóðàëüíi
÷èñëà ç òðiéêîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ â óíàðíó.

3.11. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ïåðåâîäèòü íàòóðàëüíi
÷èñëà ç ÷åòâiðêîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ â äâiéêîâó.

3.12. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ïåðåâîäèòü íàòóðàëüíi
÷èñëà ç äâiéêîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ â ÷åòâiðêîâó (ïiäêàçêà: âðà-
õóéòå, ùî â äâiéêîâîìó ÷èñëi ìîæå áóòè íåïàðíà êiëüêiñòü áóêâ).

3.13. Ñêîðèñòàâøèñü êîìïîçèöi¹þ ÌÒ, ïîáóäóéòå ìàøèíó Òþði-
í à, ÿêà çà çàïèñîì ÷èñëà â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ âèçíà÷à¹, ÷è
¹ öå ÷èñëî ñòåïåíåì 3 (1, 3, 9, 27, . . .). Âiäïîâiäü: 1 ÿêùî òàê, 0 � â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

� 4. Ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨

Áóäü-ÿêèé àëãîðèòì ñïiâñòàâëÿ¹ äîïóñòèìèì âõiäíèì äàíèì ðå-
çóëüòàò. Öå îçíà÷à¹, ùî ç êîæíèì àëãîðèòìîì îäíîçíà÷íî çâ'ÿçàíà
ôóíêöiÿ, ÿêó âií îá÷èñëþ¹. Â öüîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ
àëãîðèòìi÷íî îá÷èñëþâàíi ôóíêöi¨. Ìè ïîáóäó¹ìî êëàñ âñiõ ôóí-
êöié òàêîãî âèäó ç äîïîìîãîþ òiëüêè òðüîõ íàéïðîñòiøèõ ôóíêöié
i òðüîõ îïåðàöié íàä òàêèìè ôóíêöiÿìè. Äàíèé ïiäõiä äî ôîðìà-
ëiçàöi¨ ïîíÿòòÿ àëãîðèòìó íàëåæèòü Ãåäåëþ. Îñíîâíà iäåÿ Ãåäåëÿ
ïîëÿãàëà â òîìó, ùîá îäåðæàòè âñi îá÷èñëþâàíi ôóíêöi¨ iç íåâåëè-
êî¨ êiëüêîñòi áàçîâèõ ôóíêöié ç äîïîìîãîþ íàéïðîñòiøèõ àëãîðè-
òìi÷íèõ çàñîáiâ.
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Íàçâåìî íàéïðîñòiøèìè òàêi ôóíêöi¨:

• íóëü-ôóíêöiþ: O(x) = 0, x ∈ N0 = N ∪ {0};
• ôóíêöiþ íàñòóïíîñòi: S(x) = x+ 1, x ∈ N0;
• ôóíêöi¨ ïðîåêòóâàííÿ: Pn

i (x1, x2, . . . , xi, . . . xn) = xi, xi ∈
N0.

Äî äàíèõ ôóíêöié áóäåìî çàñòîñîâóâàòè íàñòóïíi îïåðàöi¨.

Êîìïîçèöiÿ. Íåõàém, k ∈ N i çàäàíî ÷èñëîâi ôóíêöi¨ g : Nm
0 → N0

i hi : Nk
0 → N0, äå i = 1, 2, . . . ,m. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f : Nk

0 → N0

çà ïðàâèëîì

f(n1, . . . , nk) = g(h1(n1, . . . , nk), . . . , hm(n1, . . . , nk)).

Êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f îäåðæàíà ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ç
ôóíêöié g i h1, . . . , hm. Ôóíêöiþ f ïîçíà÷èìî ÷åðåç g ◦ (h1, . . . , hm).

Ïðèìiòèâíà ðåêóðñiÿ. Íåõàé k ∈ N0 i çàäàíî ÷èñëîâi ôóíêöi¨
g : Nk

0 → N0 i h : Nk+2
0 → N0 (ó âèïàäêó, êîëè k = 0, ôóíêöiÿ

g îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ÷èñëîì iç ìíîæèíè N0). Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ
f : Nk+1

0 → N0 çà ïðàâèëîì

f(n1, . . . , nk, 0) = g(n1, . . . , nk),

f(n1, . . . , nk,m+ 1) = h(n1, . . . , nk,m, f(n1, . . . , nk,m)),m ≥ 0.

Â öüîìó âèïàäêó êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f îòðèìàíà ç ôóíêöié g
i h ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨.

Êëàñ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì
÷èíîì:

• íàéïðîñòiøi ôóíêöi¨ O, S i Pn
i ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè

ôóíêöiÿìè;
• ÿêùî g : Nm

0 → N0 i hi : Nk
0 → N0, äå i = 1, 2, . . . ,m, ¹ ïðèìi-

òèâíî ðåêóðñèâíèìè ôóíêöiÿìè, òî g ◦ (h1, . . . , hm) òàêîæ ¹
ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ ôóíêöi¹þ;

• ÿêùî g : Nk
0 → N0 i h : Nk+2

0 → N0 ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóð-
ñèâíèìè ôóíêöiÿìè, òî ôóíêöiÿ f , îäåðæàíà ç g i h çà äî-
ïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨, òàêîæ ¹ ïðèìiòèâíî
ðåêóðñèâíîþ;

• iíøèõ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié íå iñíó¹.

Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöiþ íàçèâàþòü ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ,
ÿêùî ¨¨ ìîæíà îäåðæàòè ç íàéïðîñòiøèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ
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ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çàñòîñóâàíü îïåðàöié êîìïîçèöi¨ òà ïðèìiòèâ-
íî¨ ðåêóðñi¨.

4.1. Ïpèêëàä. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Ok(n1, n2, . . . , nk) = 0 ¹ ïðè-
ìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.

Äàíó ôóíêöiþ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi êîìïîçèöi¨ äâîõ íàé-
ïðîñòiøèõ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié. Äiéñíî,

Ok(n1, n2, . . . , nk) = O(P k
1 (n1, n2, . . . , nk)).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ Ok = O ◦ P k
1 ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.

4.2. Ïpèêëàä. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöi¨ Sk
i (n1, . . . , ni, . . . , nk) = ni+1,

äå i = 1, . . . , k, ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè.
Ôóíêöi¨ Sk

i ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê

Sk
i (n1, n2, . . . , nk) = S(P k

i (n1, . . . , ni, . . . , nk)).

Îòæå, ôóíêöiÿ Sk
i = S ◦ P k

i ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ, áî âîíà
îäåðæàíà ç ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨
êîìïîçèöi¨.

4.3. Ïpèêëàä. Äîâåñòè, ùî ñòàëi ôóíêöi¨ Ck
a (n1, n2, . . . , nk) = a, äå

k, a ∈ N0, ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè.
Äàíi ôóíêöi¨ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

êîìïîçèöié ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié

Ck
a (n1, n2, . . . , nk) = S(S . . . (S︸ ︷︷ ︸

a

(Ok(n1, n2, . . . , nk))) . . .).

4.4. Ïpèêëàä. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ Suma : N2
0 → N0, Suma(n,m)

= n+m ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.
Ôóíêöiþ Suma ìîæíà âèçíà÷èòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Suma(n, 0) = n = P 1
1 (n),

Suma(n,m+1) = n+(m+1) = (n+m)+1 = S(P 3
3 (n,m, Suma(n,m))).

Îòæå, Suma ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ ôóíêöi¹þ, îñêiëüêè ¨¨ îäåð-
æàíî ç ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié P 1

1 : N0 → N0 i S ◦ P 3
3 :

N3
0 → N0 ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨.

4.5. Ïpèêëàä. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Prod : N2
0 → N0, Prod(n,m) =

nm ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.
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Ôóíêöiþ Prod ìîæíà îäåðæàòè ç ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóí-
êöié O i Suma◦ (P 3

3 , P
3
1 ) ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨

íàñòóïíèì ÷èíîì.

Prod(n, 0) = 0 = O(n),

P rod(n,m+ 1) = n(m+ 1) = nm+ n =

= Suma(P 3
3 (n,m, Prod(n,m)), P 3

1 (n,m, Prod(n,m))).

4.6. Ïpèêëàä. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ Exp(n,m) = nm ¹ ïðèìiòèâ-
íî ðåêóðñèâíîþ.

Ôóíêöiþ Exp ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê

Exp(n, 0) = 1 = S(O(n)),

Exp(n,m+ 1) = nm+1 = nmn =

= Prod(P 3
3 (n,m,Exp(n,m)), P 3

1 (n,m,Exp(n,m))).

4.7. Ïpèêëàä. Äîâåñòè, ùî ôóíêöi¨

a) Prec : N0 → N0, P rec(n) = n÷ 1 =

{
0, n = 0

n− 1, n > 0

á) Minus : N2
0 → N0, Minus(n,m) = n÷m =

{
0, n ≤ m

n−m,n > m

â) Abs(n,m) = |n−m| ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè.

a) Ôóíêöiþ Prec ìîæíà îäåðæàòè ç êîíñòàíòè i ïðîåêòóâàííÿ P 2
1 :

N2
0 → N0 ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨.

Prec(0) = 0,

P rec(m+ 1) = m = P 2
1 (m,Prec(m)).

á) Ôóíêöiþ Minus ìîæíà îäåðæàòè ç äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Prec íà-
ñòóïíèì ÷èíîì.

Minus(n, 0) = n = P 1
1 (n),

Minus(n,m+ 1) = n÷ (m+ 1) = (n÷m)÷ 1 =

= Prec(P 3
3 (n,m,Minus(n,m))).

â) Abs(n,m) = |n−m| = (n÷m) + (m÷ n) =

= Suma(Minus(n,m),Minus(m,n)).
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Îñêiëüêè ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ ïîêàçàòè, ùî êëàñ ïðèìiòèâíî
ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié ¹ äîñèòü øèðîêèì, òî ñëiä äîâåñòè, ùî áóëå-
âi ôóíêöi¨, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ìîâàõ ïðîãðàìóâàííÿ âèñîêîãî
ðiâíÿ, ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè. Â íàñòóïíèõ âïðàâàõ ÷åðåç 1
ïîçíà÷à¹ìî çíà÷åííÿ ½iñòèíà”, ÷åðåç 0 � ½õèáíiñòü”.

4.8. Ïpèêëàä. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóð-
ñèâíèìè.

a) Neg(n) =

{
0, n ≥ 1

1, n = 0

á) And(n,m) =

{
1, n ≥ 1 i m ≥ 1

0, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó

â) Or(n,m) =

{
1, n ≥ 1 àáî m ≥ 1

0, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó

ã) If -then-else(n,m, k) =

{
m,n ≥ 1

k, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Äiéñíî, äàíi ôóíêöi¨ óòâîðþþòüñÿ ç ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ
ôóíêöié íàñòóïíèì ÷èíîì:

a) Neg(n) = Minus(1, n);
á) And(n,m) = Neg(Neg(Prod(n,m)));
â) Or(n,m) = Neg(And(Neg(n), Neg(m)));
ã) If -then-else(n,m, k) =

= Suma(Prod(Neg(Neg(n)),m), P rod(Neg(n), k))).

Íàäàëi ïèñàòèìåìî ½x and y”, ½x or y” òà ½if x then y else z”
çàìiñòü And(x, y), Or(x, y) òà If -then-else(x, y, z) âiäïîâiäíî.

4.9. Ïpèêëàä. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóð-
ñèâíèìè.

a) Eq(n,m) =

{
1, n = m

0, n ̸= m

á) Gr(n,m) =

{
1, n > m

0, n ≤ m

â) Geq(n,m) =

{
1, n ≥ m

0, n < m
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ã) Ls(n,m) =

{
1, n < m

0, n ≥ m

ä) Leq(n,m) =

{
1, n ≤ m

0, n > m

Äàíi ôóíêöi¨ óòâîðþþòüñÿ ç ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié
òàê:

a) Eq(n,m) = Neg(Add(Minus(n,m),Minus(m,n)));
á) Gr(n,m) = Neg(Neg(Minus(n,m)));
â) Geq(n,m) = Gr(n,m) or Eq(n,m);
ã) Ls(n,m) = Neg(Geq(n,m));
ä) Leq(n,m) = Neg(Gr(n,m)).

4.10. Ïpèêëàä. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ

Maxk(n1, n2, . . . , nk) = max{n1, n2, . . . , nk}
¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåìî äàíå òâåðäæåííÿ iíäóêöi¹þ ïî k. Äëÿ k = 1 òâåð-
äæåííÿ âiðíå, áî Max1(n1) = P 1

1 (n1). Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k − 1 i äîâåäåìî äëÿ k:
Maxk(n1, . . . , nk) =
= if nk > Maxk−1(n1, . . . , nk−1) then nk else Maxk−1(n1, . . . , nk−1).

4.11. Ïpèêëàä. Çàñòîñóâàòè îïåðàöiþ ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ äî ïðè-
ìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié g : N0 → N0 i h : N3

0 → N0.

à) g(n) = 3n, h(n1, n2, n3) = 4n2 + n3;
á) g(n) = 2n, h(n1, n2, n3) = 3n1nn1

3 (ââàæà¹ìî, ùî 00 = 1).

à) f(n, 0) = g(n) = 3n

f(n,m+ 1) = h(n,m, f(n,m)) = 4m+ f(n,m)
f(n, 1) = 4 · 0 + f(n, 0) = 3n

f(n, 2) = 4 · 1 + f(n, 1) = 4 + 3n

f(n, 3) = 4 · 2 + f(n, 2) = 4 · 2 + 4 · 1 + 3n

Äîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî m, ùî
f(n,m) = 4((m− 1) + . . .+2+ 1)+ 3n = 4 (m−1)+1

2 (m− 1) + 3n =
= 2m(m− 1) + 3n.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ m = k, òîáòî
f(n, k) = 2k(k − 1) + 3n.
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Äëÿ m = k + 1 ìà¹ìî f(n, k + 1) = 4k + f(n, k) = 4k + 2k(k −
1) + 3n = 2k(2 + k − 1) + 3n = 2(k + 1)k + 3n.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêèõ n,m ∈ N0

f(n,m) = 2m(m− 1) + 3n

Ôóíêöiÿ f îòðèìàíà ç ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié g i h
ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ i, îòæå, ¹ ïðèìiòèâíî
ðåêóðñèâíîþ.

á) f(n, 0) = g(n) = 2n

f(n,m+ 1) = h(n,m, f(n,m)) = 3n(f(n,m))n

f(n, 1) = 3n(f(n, 0))n = 3n2n
2

f(n, 2) = 3n(3n2n
2
)n = 3n3n

2
2n

3
= 3n+n2

2n
3

f(n, 3) = 3n(3n+n2
2n

3
)n = 3n+n2+n3

2n
4

Äîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî m, ùî

f(n,m) = 3n+n2+...nm
2n

m+1
= 3

n(nm−1)
n−1 2n

m+1
.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ m = k, òîáòî

f(n, k) = 3
n(nk−1)

n−1 2n
k+1

.
Äëÿ m = k + 1 ìà¹ìî

f(n, k+1) = 3n(f(n, k))n = 3n(3
n(nk−1)

n−1 2n
k+1

)n = 3n3
n2(nk−1)

n−1 2n
k+2

= 3n+
n2(nk−1)

n−1 2n
k+2

= 3
n2−n+nk+2−n2

n−1 2n
k+2

= = 3
n(nk+1−1)

n−1 2n
k+2

.
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêèõ n,m ∈ N0

f(n,m) = 3
n(nm−1)

n−1 2n
m+1

.

Äàíà ôóíêöiÿ f îòðèìàíà ç ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié
g òà h, i òîìó ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.

Ìiíiìiçàöiÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâî âèçíà÷åíó ôóíêöiþ n çìiííèõ
f(x1, . . . , xn). Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ g(x1, . . . , xn) íàñòóïíèì ÷èíîì.
Çàôiêñó¹ìî ïåâíi n− 1 çíà÷åííÿ àðãóìåíòiâ x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . xn
ôóíêöi¨ f òà ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) =
xi. Îá÷èñëþâàòèìåìî çíà÷åííÿ f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) äëÿ
y = 0, 1, 2, . . ..

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âèïàäêè:

• çíà÷åííÿ f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) íå âèçíà÷åíî;
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• çíà÷åííÿ f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) äëÿ y = 0, 1, . . . , a−1
âèçíà÷åíi, àëå âîíè âiäìiííi âiä xi, à çíà÷åííÿ
f(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn) íå âèçíà÷åíî;

• çíà÷åííÿ f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ
y ∈ N0, àëå âîíè âiäìiííi âiä xi.

Â óñiõ öèõ âèïàäêàõ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g(x1, . . . , xn) ââàæàþòü
íå âèçíà÷åíèì. Iíàêøå, íåõàé

a = min{y ∈ N0 | f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) = xi}.

Ó öüîìó âèïàäêó çàçíà÷åíèé ïðîöåñ çóïèíÿ¹òüñÿ i äà¹ íàéìåíøèé
ðîçâ'ÿçîê y = a ðiâíÿííÿ f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) = xi, ÿêèé
¹ çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ g(x1, . . . , xn) = a. Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g äëÿ çà-
äàíî¨ ôóíêöi¨ f çàëåæèòü âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ x1, . . . , xn, òîìó
ôóíêöiÿ g ¹ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ çìiííèõ x1, . . . , xn. Êà-
æóòü, ùî ôóíêöiÿ g îòðèìàíà ç ôóíêöi¨ f ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨
ìiíiìiçàöi¨ çà çìiííîþ xi.

Ôóíêöiþ f íàçèâàþòü ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíîþ, ÿêùî âîíà ìîæå
áóòè óòâîðåíà ç íàéïðîñòiøèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi çàñòîñóâàíü îïåðàöié êîìïîçèöi¨, ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ òà
ìiíiìiçàöi¨. Âñþäè âèçíà÷åíi ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ íàçèâà-
þòüñÿ çàãàëüíîðåêóðñèâíèìè.

4.12. Ïpèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : N0 → N0, f(x) = x + 2.
Çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ìiíiìiçàöi¨ âèçíà÷èìî ôóíêöiþ g : N0 → N0.
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ y + 2 = x. Áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ g
íå âèçíà÷åíà, ÿêùî x = 0 àáî x = 1, i g(x) = x− 2, ÿêùî x ≥ 2.

4.13. Ïpèêëàä. Äîâåäåìî, ùî ÷àñòêîâî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ g : N0×
N0 → N0,

g(x1, x2) =
x2

1− x1x20122

¹ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíîþ. Çàñòîñó¹ìî îïåðàöiþ ìiíiìiçàöi¨ çà çìií-
íîþ x2 äî ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ f(x1, x2) = (1 ÷ x1)x2.
Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ (1÷ x1)y = x2. Îòæå,

g(x1, x2) =


x2, x1 = 0,

0, x2 = 0,

↑, x1 ̸= 0 i x2 ̸= 0,

=
x2

1− x1x20122

.
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Â äàíîìó ïàðàãðàôi ìè ïîêàçàëè, ùî êëàñ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâ-
íèõ ôóíêöié ¹ äîñèòü øèðîêèì. Ïîíÿòòÿ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíî¨ ôóí-
êöi¨ � îäíå ç îñíîâíèõ ïîíÿòü òåîði¨ àëãîðèòìiâ. Éîãî çíà÷åííÿ ¹
òàêèì. Ç îäíîãî áîêó, êîæíà ñòàíäàðòíî çàäàíà ÷àñòêîâî ðåêóðñèâ-
íà ôóíêöiÿ ¹ îá÷èñëþâàíà çà ïåâíîþ ïðîöåäóðîþ, ÿêà âiäïîâiäà¹
iíòó¨òèâíîìó óÿâëåííþ àëãîðèòìó, à ç iíøîãî � ÿêi á äîñi íå áóäó-
âàëèñÿ êëàñè òî÷íî âèçíà÷åíèõ àëãîðèòìiâ, çàâæäè ç'ÿñîâóâàëîñÿ,
ùî ÷èñëîâi ôóíêöi¨, ÿêi îá÷èñëþâàëèñÿ çà àëãîðèòìàìè öèõ êëà-
ñiâ, áóëè ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíèìè. Òîìó çàãàëüíîïðèéíÿòîþ ¹ òàêà
íàóêîâà ãiïîòåçà:

Òåçà ×åð÷à. Êëàñ àëãîðèòìi÷íî îá÷èñëþâàíèõ ÷àñòêîâî âèçíà-
÷åíèõ ÷èñëîâèõ ôóíêöié çáiãà¹òüñÿ ç êëàñîì óñiõ ÷àñòêîâî ðåêóð-
ñèâíèõ ôóíêöié.

Ó ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ òåçè âõîäèòü iíòó¨òèâíå ïîíÿòòÿ îá÷è-
ñëþâàíîñòi, òîìó ¨¨ íå ìîæíà íi äîâåñòè, íi ñïðîñòóâàòè â çàãàëü-
íîìàòåìàòè÷íîìó çíà÷åííi. Öå ôàêò, íà êîðèñòü ÿêîãî ñâiä÷èòü áà-
ãàòîði÷íà ìàòåìàòè÷íà ïðàêòèêà. Ïðîòå ñïðàâåäëèâîþ ¹ íàñòóïíà
òåîðåìà, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè â [11]:

4.14. Òåîpåìà. Ôóíêöiÿ ¹ îá÷èñëþâàíîþ çà Òþðií îì òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âîíà ¹ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíîþ.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [8, ñ. 195�202], [11, ñ. 333�354], [14], [17,

ñ. 323�327], [21, ñ. 194�207].

Ïèòàííÿ òà âïðàâè äî ïàðàãðàôà 4.

4.1. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨.

4.2. Îïèøiòü îïåðàöiþ ìiíiìiçàöi¨ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨.

4.3. ßê ïîâ'ÿçíàíi ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ i ìàøèíè Òþði-
í à?

4.4. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ ¹ ïðèìiòèâíî ðå-
êóðñèâíèìè:

à) f(n) = 3n+ 4;
á) f(n) = 2n + n2;
â) f(n) = n!;
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ã) sg(n) =

{
0, n = 0

1, n > 0.

4.5. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ôóíêöi¨ f : N2
0 → N0 ¹ ïðèìiòèâíî

ðåêóðñèâíèìè:

à) f(n,m) = min{n,m};
á) f(n,m) = max{n,m}.

4.6. Çàñòîñóâàòè îïåðàöiþ ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ äî ôóíêöié g :
N0 → N0 i h : N3

0 → N0. Çàïèñàòè ðåçóëüòóþ÷ó ôóíêöiþ f : N2
0 → N0

àíàëiòè÷íî.

à) g(n) = 2n, h(n1, n2, n3) = 3n2 + n3;
á) g(n) = 2012n2012, h(n1, n2, n3) = 5n2 + n3;
â) g(n) = 3n, h(n1, n2, n3) = 2n1 + 5n3;
ã) g(n) = 2012n, h(n1, n2, n3) = 5n1nn1

3 (ââàæà¹ìî, ùî 00 = 1);
ä) g(n) = 2n + n2, h(n1, n2, n3) = n1 + 3n3;
å) g(n) = 1, h(n1, n2, n3) = n3(sg|n1 + 2− 2n3|).

4.7. Çàñòîñóâàòè îïåðàöiþ ìiíiìiçàöi¨ äî ôóíêöi¨ f çà âñiìà ¨¨
çìiííèìè. Ïîäàòè âèõiäíi ôóíêöi¨ g àíàëiòè÷íî.

à) f(n) = 2;
á) f(n) = [n3 ];
â) f(n,m) = n+m;
ã) f(n,m) = 2− n−m;
ä) f(n,m) = P 2

1 (n,m);
å) f(n,m) = max{n,m};
¹) f(n,m) = min{n,m};
æ) f(n,m) = n÷m.

4.8. Çàñòîñóâàâøè îïåðàöiþ ìiíiìiçàöi¨ äî âiäïîâiäíî¨ ïðèìiòèâíî
ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ f , äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ g ¹ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâ-
íîþ.

à) g(n) = 3− n;
á) g(n) = n

3 ;
â) g(n,m) = n− 2m;
ã) g(n) = 1

n+1 ;
ä) g(n,m) = n

m+2 .
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4.9. Äîâåñòè, ùî çàñòîñóâàâøè îäèí ðàç îïåðàöiþ ìiíiìiçàöi¨ äî
âñþäè âèçíà÷åíî¨ ÷èñëîâî¨ ôóíêöi¨, îòðèìà¹ìî ôóíêöiþ, ÿêà âèçíà-
÷åíà ïðèíàéìíi â îäíié òî÷öi.

4.10. Íàâåñòè ïðèêëàä ôóíêöi¨ f : N0 → N0, çàñòîñóâàâøè äî ÿêî¨
îïåðàöiþ ìiíiìiçàöi¨ äâi÷i, îòðèìà¹ìî íiäå íå âèçíà÷åíó ôóíêöiþ.

4.11. Ñôîðìóëþâàòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî ôóí-
êöiÿ g, îòðèìàíà ç ôóíêöi¨ f ç äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ìiíiìiçàöi¨, ¹

à) âñþäèâèçíà÷åíîþ;
á) íiäå íå âèçíà÷åíîþ.

� 5. Íîðìàëüíi àëãîðèòìè Ìàðêîâà

Â äàíîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ùå îäèí âàæëèâèé ïiäõiä äî
óòî÷íåííÿ ïîíÿòòÿ àëãîðèòìó, ðîçðîáëåíèé À.À. Ìàðêîâèì. Íîð-
ìàëüíi àëãîðèòìè Ìàðêîâà (ÍÀÌ) áàçóþòüñÿ íà ïåðåòâîðåííi ñëiâ
â äåÿêîìó ñêií÷åííîìó àëôàâiòi â âiäïîâiäíîñòi ç ïåâíèì ÷èíîì âè-
çíà÷åíèìè ïðàâèëàìè. Â ÍÀÌ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òiëüêè îäíà åëå-
ìåíòàðíà äiÿ � ïiäñòàíîâêà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ÷èíîì.
Íåõàé A = {a1, a2, . . . , an} � àëôàâiò. ßêùî α i β � ñëîâà â àëôàâiòi
A, òî âèðàçè α → β i α 7→ β íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè ïiäñòàíîâêè
â àëôàâiòi A (ââàæà¹ìî, ùî ñèìâîëè→ òà 7→ íå íàëåæàòü àëôàâiòó
A). Ïðè öüîìó ôîðìóëà α → β íàçèâà¹òüñÿ çâè÷àéíîþ ôîðìóëîþ
ïiäñòàíîâêè, à ôîðìóëà α 7→ β � çàêëþ÷íîþ ôîðìóëîþ ïiäñòàíîâ-
êè. Ñàìà ïiäñòàíîâêà (ÿê äiÿ) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ ïiäñòàíîâêè i
çàñòîñîâó¹òüñÿ äî ñëiâ ω â àëôàâiòi A. Ñóòü îïåðàöi¨ α → β (α 7→ β)
ïîëÿãà¹ â âiäøóêàííi â ñëîâi ω íàéëiâiøîãî âõîäæåííÿ ïiäñëîâà α i
çàìiíi éîãî íà ñëîâî β. Ïðè öüîìó iíøi ÷àñòèíè ñëîâà ω çàëèøàþòü-
ñÿ íåçìiííèìè. ßêùî ëiâà ÷àñòèíà ôîðìóëè ïiäñòàíîâêè âõîäèòü ó
ñëîâî ω, òî êàæóòü, ùî äàíà ôîðìóëà ¹ çàñòîñîâíîþ äî ñëîâà ω.
Â iíøîìó âèïàäêó êàæåìî, ùî ôîðìóëà ïiäñòàíîâêè ¹ íåçàñòîñîâ-
íîþ äî ñëîâà ω, i â öüîìó âèïàäêó ïiäñòàíîâêà íå âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî
ïðàâà ÷àñòèíà ôîðìóëè ïiäñòàíîâêè � ïîðîæí¹ ñëîâî (ÿêå â ÍÀÌ
íå ïîçíà¹òüñÿ íiÿêèì ñèìâîëîì), òî ïiäñòàíîâêà α → çâîäèòüñÿ äî
âèäàëåííÿ ïiäñëîâà α â ñëîâi ω. ßêùî â ëiâié ÷àñòèíi ôîðìóëè
ïiäñòàíîâêè ¹ ïîðîæí¹ ñëîâî, òî ïiäñòàíîâêà → β ïîëÿãà¹ â äîïè-
ñóâàííi çëiâà äî ñëîâà ω ñëîâà β. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî îçíà÷åííÿ
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ôîðìóëà ç ïîðîæíüîþ ëiâîþ ÷àñòèíîþ çàñòîñîâíà äî áóäü-ÿêîãî
ñëîâà.

5.1. Ïpèêëàä. Íåõàé äëÿ ñëiâ â àëôàâiòi A = {a, b, c} çàäàíi íà-
ñòóïíi ïiäñòàíîâêè:

à) ab → ac;
á) abc → ba;
â) ba →;
ã) b 7→ c.

Çàñòîñó¹ìî êîæíó ç íèõ äî ñëîâà abbacba.

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìàðêiâñüêî¨ ïiäñòàíîâêè äî ñëîâà ω íåîáõi-
äíî çíàéòè íàéëiâiøå âõîäæåííÿ â ω ëiâî¨ ÷àñòèíè ïiäñòàíîâêè. Ó
âèïàäêó a) ñëîâî ab òiëüêè ðàç âõîäèòü ó ñëîâî abbacba, òîìó â ðå-
çóëüòàòi ïiäñòàíîâêè îäåðæó¹ìî ñëîâî acbacba. Îñêiëüêè ñëîâî abc

íå ¹ ïiäñëîâîì ñëîâà abbacba, òî ïiäñòàíîâêà ç ïóíêòó á) ¹ íåçàñòî-
ñîâíîþ äî äàíîãî ñëîâà. Ó ïóíêòàõ â) òà ã) ëiâi ÷àñòèíè ïiäñòàíîâîê
âõîäÿòü äåêiëüêà ðàç ó ñëîâî abbacba, à òîìó çàñòîñîâó¹ìî ïiäñòà-
íîâêè äî ïåðøîãî âõîäæåííÿ ¨õ ó âõiäíå ñëîâî. Îòðèìà¹ìî ñëîâà
abcba i acbacba âiäïîâiäíî.

5.2. Ïpèêëàä. Çàñòîñóâàòè êîæíó ç ïiäñòàíîâîê iç ïîïåðåäíüîãî
ïðèêëàäó äî ñëîâà abbacba ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü ðàçiâ.

Çàñòîñóâàâøè îäèí ðàç ïiäñòàíîâêó ab → ac äî ñëîâà abbacba,
îäåðæèìî ñëîâî acbacba, ÿêå âæå íå ìiñòèòü ïiäñëîâà ab, à òîìó
äàíà ïiäñòàíîâêà äàëi ¹ íåçàñòîñîâíîþ. Ïiäñòàíîâêà ç ïóíêòó á) ¹
íåçàñòîñîâíîþ äî ñëîâà abbacba. Ïiñëÿ ïåðøîãî çàñòîñóâàííÿ ïiä-
ñòàíîâêè ba → äî ñëîâà abbacba îòðèìó¹ìî ñëîâî abcba, äî ÿêîãî
ùå ðàç ìîæíà çàñòîñóâàòè äàíó ïiäñòàíîâêó. Îñòàòî÷íî îäåðæó¹-
ìî ñëîâî abc, äî ÿêîãî âæå íåçàñòîñîâíà ïiäñòàíîâêà ç ïóíêòó â).
Îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà b 7→ c ¹ çàêëþ÷íîþ, òî âîíà çàñòîñîâó¹òüñÿ
òiëüêè ðàç äî âõiäíîãî ñëîâà i ¨¨ ðåçóëüòàòîì ¹ ñëîâî acbacba.

Íîðìàëüíèì àëãîðèòîì Ìàðêîâà íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (A,P ), äå
A � àëôàâiò, à P � ñêií÷åííà âïîðÿäêîâàíà ïîñëiäîâíiñòü ôîðìóë
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ïiäñòàíîâêè: 
α1 → β1

α2 → β2 ,

. . .

αk → βk

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ñõåìîþ ïiäñòàíîâîê. Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî â
P âèäiëåíî äåÿêó ïiäìíîæèíó Pf ⊂ P çàêëþ÷íèõ ôîðìóë ïiäñòà-
íîâêè.

Ðîáîòó ÍÀÌ ìîæíà îïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé çàäàíî
äåÿêå âõiäíå ñëîâî ω (ó ÍÀÌ íå âàæëèâî, äå ñàìå âîíî çàïèñàíî).
Äàëi âñi ôîðìóëè ñõåìè ïiäñòàíîâîê ïðîãëÿäàþòüñÿ çâåðõó âíèç,
îáèðà¹òüñÿ ïåðøà ç ôîðìóë, ÿêà çàñòîñîâíà äî ñëîâà ω, i âèêîíó¹-
òüñÿ ïiäñòàíîâêà âiäïîâiäíî äî çíàéäåíî¨ ôîðìóëè ïiäñòàíîâêè. Â
ðåçóëüòàòi îäåðæó¹òüñÿ íîâå ñëîâî ν. Ïîòiì òi æ ñàìi äi¨ âèêîíó-
þòüñÿ ç ñëîâîì ν i ò.ä. Ïðè öüîìó çàóâàæèìî, ùî íà êîæíîìó êðîöi
ôîðìóëè â P çàâæäè ïðîãëÿäàþòüñÿ çâåðõó âíèç, ïî÷èíàþ÷è ç ïåð-
øî¨ ôîðìóëè! ßêùî íà ÷åðãîâîìó êðîöi áóëà çàñòîñîâàíà çâè÷àéíà
ôîðìóëà ïiäñòàíîâêè, òî ðîáîòà ÍÀÌ ïðîäîâæó¹òüñÿ, ÿêùî æ � çà-
êëþ÷íà ôîðìóëà, òî ïiñëÿ ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ðîáîòà ÍÀÌ çóïèíÿ¹òü-
ñÿ i îäåðæàíå ñëîâî íàçèâà¹òüñÿ âèõiäíèì ñëîâîì àáî ðåçóëüòàòîì
çàñòîñóâàííÿ ÍÀÌ äî âõiäíîãî ñëîâà ω. Ó âèïàäêó, ÿêùî íà äåÿêî-
ìó êðîöi êîæíà ç ôîðìóë ñõåìè P ¹ íåçàñòîñîâíîþ äî ïðîìiæíîãî
ñëîâà, òî ðîáîòà ÍÀÌ òàêîæ çóïèíÿ¹òüñÿ i âèõiäíèì ñëîâîì ââàæà-
¹òüñÿ äàíå ïðîìiæíå ñëîâî. Â îáîõ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ êàæóòü,
ùî ÍÀÌ çàñòîñîâíèé äî âõiäíîãî ñëîâà ω.

5.3. Ïpèêëàä. Çàñòîñóâàòè êîæåí ç ÍÀÌ

à)

{
ab → ba

ba →
á)

{
ba →
ab 7→ ba

â àëôàâiòi A = {a, b} äî ñëîâà abbbbaa.

a) Ñïåðøó çàñòîñîâó¹ìî ïåðøó ïiäñòàíîâêó ìàêñèìàëüíó ìî-
æëèâó êiëüêiñòü ðàçiâ: abbbbaa ⇒ babbbaa ⇒ bbabbaa ⇒ bbbabaa ⇒
bbbbaaa. Ïîòiì çàñòîñó¹ìî äî ñëîâà bbbbaaa ïiäñòàíîâêó ba → :
bbbbaaa ⇒ bbbaa ⇒ bba ⇒ b. Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî ñëîâî b.
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Îñêiëüêè êîæíà ç ôîðìóë ñõåìè a) ¹ íåçàñòîñîâíîþ äî ñëîâà b,
òî ÍÀÌ çàñòîñîâíèé äî ñëîâà abbbbaa.

á) Çàñòîñó¹ìî ÍÀÌ äî ñëîâà abbbbaa: abbbbaa ⇒ abbba ⇒ abb ⇒
bab. Îñêiëüêè ìè âèêîðèñòàëè çàêëþ÷íó ïiäñòàíîâêó ab 7→ ba, òî
ðîáîòà ÍÀÌ çóïèíÿ¹òüñÿ i àëãîðèòì ç ïóíêòó á) çàñòîñîâíèé äî
ñëîâà abbbbaa.

Ïðîòå ìîæå òðàïèòèñÿ òàê, ùî ÍÀÌ íiêîëè íå çóïèíèòüñÿ, òîá-
òî íà êîæíîìó êðîöi äî ïðîìiæíîãî ñëîâà çàñòîñîâíà çâè÷àéíà
ôîðìóëà. Â öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ÍÀÌ ¹ íåçàñòîñîâíèì äî
âõiäíîãî ñëîâà ω àáî çàöèêëþ¹òüñÿ íà âõiäíîìó ñëîâi ω. Îáëàñòü
çàñòîñóâàííÿ ÍÀÌ � öå ìíîæèíà âñiõ ñëiâ, äî ÿêèõ çàñòîñîâíèé
äàíèé ÍÀÌ.

5.4. Ïpèêëàä. Âèçíà÷èìî îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ ÍÀÌ âiäíîñíî àë-
ôàâiòó A = {a, b}: {

a → a

b 7→ a

Ïåðøà ôîðìóëà çàñòîñîâíà äî áóäü-ÿêîãî âõiäíîãî ñëîâà, ÿêå
ìiñòèòèòü õî÷à á îäíó áóêâó a, ïðè÷îìó âîíà íå çìiíþ¹ äàíîãî ñëî-
âà. Òîìó íà òàêèõ ñëîâàõ ÍÀÌ çàöèêëþ¹òüñÿ. ßêùî æ ó âõiäíîìó
ñëîâi íåìà¹ áóêâ a, àëå ¹ õî÷à á îäíà áóêâà b, òîäi ïåðøà ôîðìóëà
íå áóäå çàñòîñîâóâàòèñÿ, à âiäðàçó âèêîíó¹òüñÿ äðóãà ïiäñòàíîâêà
i ÍÀÌ çóïèíèòü ñâîþ ðîáîòó. Äî ïîðîæíüîãî âõiäíîãî ñëîâà êî-
æíà ôîðìóëà ïiäñòàíîâîêè ¹ íåçàñòîñîâíîþ, à òîìó ÍÀÌ äî íüîãî
çàñòîñîâíèé. Îòæå, îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ äàíîãî ÍÀÌ � âñi ñëîâà
bn (n ≥ 0).

5.5. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ÍÀÌ, ÿêèé çàñòîñîâíèé äî âñiõ ñëiâ â
àëôàâiòi A = {a, b}, êðiì ñëiâ aa òà ab.

Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî ÍÀÌ ìà¹ çàöèêëþâàòèñÿ íà ñëîâàõ
aa òà ab. Îäíàê àëãîðèòì {

aa → aa

ab → ab

íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i, îñêiëüêè âií çàöèêëþ¹òüñÿ íå òiëüêè íà
äàíèõ ñëîâàõ, àëå é íà áóäü-ÿêèõ iíøèõ ñëîâàõ, ÿêi ìiñòÿòü ïiäñëî-
âî aa àáî ab. Çàçâè÷àé çàäà÷i òàêîãî òèïó ðîçâ'ÿçóþòü íàñòóïíèì
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÷èíîì: ïî÷àòîê i êiíåöü âõiäíîãî ñëîâà ω âiäìi÷àþòü ñïåöiàëüíèìè
ìiòêàìè (íàïðèêëàä, ∗ω+), à ïîòiì âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëè ïiä-
ñòàíîâêè, â ëiâié ÷àñòèíi ÿêèõ âêàçóþòüñÿ ïîòðiáíi ñëîâà i öi ìiòêè.
Äëÿ çóïèíêè àëãîðèòìó íà iíøèõ ñëîâàõ ìîæíà âèêîðèñòàòè, íà-
ïðèêëàä, ôîðìóëó ∗ 7→ . Òàêèì ÷èíîì, øóêàíèé ÍÀÌ ìà¹ âèãëÿä:

+a → a+

+b → b+

∗aa+ → ∗aa+
∗ab+ → ∗ab+
∗ 7→
7→ ∗+

Äâà ÍÀÌ íàä îäíèì i òèì æå àëôàâiòîì A íàçèâàþòüñÿ ðiâíî-
ñèëüíèìè, ÿêùî ¨õ îáëàñòi çàñòîñóâàíü ñïiâïàäàþòü i íà îäíàêîâèõ
âõiäíèõ ñëîâàõ âîíè âèäàþòü îäíàêîâi ðåçóëüòàòè.

5.6. Ïpèêëàä. Âèçíà÷èòè, ÷è ¹ ðiâíîñèëüíèìè íàñòóïíi ïàðè ÍÀÌ
âiäíîñíî àëôàâiòó A = {a, b}:

à) P1 :
{
bb → ab P2 :

{
bb → ba

á) P3 :

{
a → ab

b → aab
P4 :

{
a → b

b → ba

â) P5 :
{
b 7→ ba

P6 :


+a → a+

+b 7→ ba

→ +

Ðîçãëÿíåìî ñõåìè P1 i P2 ÍÀÌ ç ïóíêòó a). Ó íèõ îäíà i òà æ
îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ � ìíîæèíà âñiõ ñëiâ â àëôàâiòi A = {a, b}.
Îäíàê äðóãà óìîâà ðiâíîñèëüíîñòi (îäíàêîâi ðåçóëüòàòè íà îäíàêî-
âèõ âõiäíèõ ñëîâàõ) íå âèêîíó¹òüñÿ. Äiéñíî,

P1 : abbb ⇒ aabb ⇒ aaab, P2 : abbb ⇒ abab.

Îòæå, ÍÀÌ ç ïóíêòó a) íå ðiâíîñèëüíi.
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Ó ÍÀÌ P3 i P4 îáëàñòi çàñòîñóâàííÿ ñïiâïàäàþòü i ìiñòÿòü òiëü-
êè ¹äèíå ñëîâî � ïîðîæí¹. Íà íåïîðîæíiõ ñëîâàõ äàíi àëãîðèòìè çà-
öèêëþþòüñÿ, ïðè÷îìó ïî-ðiçíîìó. Îäíàê òàêà ðiçíà ïîâåäiíêà ïðè
çàöèêëþâàííi íå âiäiãðà¹ æîäíî¨ ðîëi â îçíà÷åííi ðiâíîñèëüíîñòi
àëãîðèòìiâ. Âàæëèâî òiëüêè, ùîá ó âèïàäêó çóïèíêè àëãîðèòìè
âèäàâàëè îäíàêîâi âèõiäíi ñëîâà. À äëÿ ïàðè ç ïóíêòó á) öÿ óìîâà
âèêîíó¹òüñÿ: íà ¹äèíîìó ñëîâi (ïîðîæíüîìó), äî ÿêîãî âîíè çàñòî-
ñîâíi, ÍÀÌ âèäàþòü îäíó i òó æ âiäïîâiäü � ïîðîæí¹ ñëîâî. Òàêèì
÷èíîì, äàíi àëãîðèòìè ðiâíîñèëüíi.

Â àëãîðèòìiâ ç ïóíêòó â), ÿêi çàìiíþþòü ïåðøå âõîäæåííÿ áó-
êâè b íà ba, íå ñïiâïàäàþòü îáëàñòi çàñòîñóâàííÿ: P5 çàñòîñîâíèé äî
âñiõ ñëiâ â àëôàâiòi A, à P6 çàöèêëþ¹òüñÿ íà ñëîâàõ, ÿêi íå ìiñòÿòü
áóêâè b. Îòæå, àëãîðèòìè ç ïóíêòó â) íå ¹ ðiâíîñèëüíèìè.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [1, ñ. 45�53], [5, ñ. 362�365], [11, ñ. 354�

356], [15, ñ. 138�146], [20, ñ. 18�21].

Ïèòàííÿ òà âïðàâè äî ïàðàãðàôà 5.

5.1. Äàéòå îçíà÷åííÿ ôîðìóëè ïiäñòàíîâêè â àëôàâiòi A. ßêà
ôîðìóëà ïiäñòàíîâêè íàçèâà¹òüñÿ çàêëþ÷íîþ?

5.2. ßêi ÍÀÌ íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè?

5.3. Íîðìàëüíèé àëãîðèòì Ìàðêîâà ({a, b}, P ) çàäà¹òüñÿ ñõåìîþ

P :


ba → a

bb → b .

ab →
7→ b

Çàñòîñóéòå éîãî äî ñëiâ bbab, aaaab, bbaabba.

5.4. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ðîáîòà ÍÀÌ (A,P ), äå A = {a, b}, à ñõåìà P
ìà¹ âèãëÿä:

P :


a →
b →
7→ baba
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5.5. Âèçíà÷èòè îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ ÍÀÌ ç àëôàâiòîì
A = {0, 1, 2}, ÿêùî:

à) P1 :


1 →
2 → 2

0 →

â) P3 :


1 → 0

2 → 1

00 →
0 → 0

á) P2 :


1 →
22 → 2

000 → 00

ã) P4 :


2 → 1

1 7→ 0

00 →
0 → 0

5.6. Çíàéòè îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ òà âèçíà÷èòè, â ÷îìó ïîëÿãà¹
ðîáîòà ÍÀÌ ({a, b}, P ), äå

P :


a → aa

bb →
b 7→ ab

5.7. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ â àëôàâiòi A = {0, 1}, ÿêèé çàñòîñîâíèé
òiëüêè äî ïîðîæíüîãî ñëîâà òà ñëîâà 1000.

5.8. Çi ñõåìè

P :


1 → 0

01 → 111

0 → 1

âèêðåñëèòè ðiâíî îäíó ôîðìóëó ïiäñòàíîâêè, ùîá îäåðæàòè ÍÀÌ,
ÿêèé çàñòîñîâíèé äî âñiõ ñëiâ â àëôàâiòi A = {0, 1}.

5.9. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ÍÀÌ âèçíà÷èòè, ÷è ðiâíîñèëüíi âîíè âiä-
íîñíî àëôàâiòó {0, 1}:

à) P1 :
{
1 → 1

P2 :

{
+1 → 11

1 → +1

á) P3 :

{
10 → 01

01 →
P4 :

{
01 →
10 →
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â) P5 :



+1 → 1⋆

+0 → 0+

⋆1 7→
⋆0 → 0+

⋆ 7→
→ +

P6 :


+0 → 0+

+1 7→
+ 7→
1 → 1+

5.10. Ç ÍÀÌ â àëôàâiòi {0, 1}, çàäàíîãî ñõåìîþ

P :


010 → 001

10 → 01

0101 → 0011

01 →

âèêðåñëèòè ÿêîìîãà áiëüøå ôîðìóë ïiäñòàíîâêè òàê, ùîá îäåðæà-
íèé àëãîðèòì áóâ ðiâíîñèëüíèé äàíîìó.

5.11. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà ðiâíîñèëüíà âêàçàíîìó
ÍÀÌ â àëôàâiòi {0, 1}:

à) P :


+1 → 0+

+0 7→ 0

→ +

á) P :


01 7→ 01

10 7→ 10

→

5.12. Ïðîàíàëiçóâàòè ðîáîòó íîðìàëüíîãî àëãîðèòìó Ìàðêîâà,
çàäàíîãî íàä àëôàâiòîì A = {a1, a2, . . . , am} çi ñõåìîþ

P :



∗∗ → #

#a → a#, äå a ∈ A

#∗ → #

# 7→
∗ab → b ∗ a, äå a, b ∈ A

→ ∗
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� 6. Ñèíòåç íîðìàëüíèõ àëãîðèòìiâ Ìàð-

êîâà

Ó öüîìó ïàðàãðàôi íà ïðèêëàäàõ ïîÿñíþþòüñÿ îñíîâíi ïðèéîìè
ïîáóäîâè íîðìàëüíèõ àëãîðèòìiâ Ìàðêîâà.

6.1. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ, ÿêèé çàñòîñîâíèé äî âñiõ ñëiâ â
àëôàâiòi A = {a, b, c} i âèäàëÿ¹ iç âõiäíîãî ñëîâà ïåðøå âõîäæåííÿ
áóêâè a (ÿêùî òàêå ¹), à áóêâè b çàìiíþ¹ íà c.

Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî â ÍÀÌ, íà âiäìiíó âiä ìàøèíè
Òþðií à, ëåãêî ðåàëiçóþòüñÿ âñòàâêè, çàìiíè òà âèäàëåííÿ áóêâ.
Íàïðèêëàä, çàìiíà áóêâè b íà áóêâó c çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè ïiäñòàíîâêè b → c, à âèäàëåííÿ áóêâè a ðåàëiçó¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ a →. Ïðè öüîìó ïðîìiæíå ñëîâî ðîçòÿãó¹òüñÿ àáî ñòèñêà¹-
òüñÿ àâòîìàòè÷íî. Øóêàíèé àëãîðèòì ñïåðøó ìà¹ âñi áóêâè b çàìi-
íþâàòè íà c, òîìó ïåðøîþ ôîðìóëîþ ìà¹ áóòè b → c. ßêùî áóêâ b
ó ñëîâi âæå íå çàëèøèòüñÿ, òî ïîòðiáíî âèäàëèòè ïåðøå âõîäæåííÿ
áóêâè a, âèêîðèñòàâøè çàêëþ÷íó ïiäñòàíîâêó a 7→. Òàêèì ÷èíîì,
ÍÀÌ ìàòèìå âèãëÿä: {

b → c

a 7→

6.2. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ, ÿêèé ½ñîðòó¹” íåïîðîæí¹ ñëîâî
â àëôàâiòi A = {0, 1} (ïîñëiäîâíiñòü ç öèôð 0 i 1) â ïîðÿäêó íåçðî-
ñòàííÿ.

Äàíà çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ ÍÀÌ, ÿêèé ìiñòèòü ¹äè-
íó ôîðìóëó ïiäñòàíîâêè 01 → 10. Äàíà ôîðìóëà ìiíÿ¹ ìiñöÿìè 0
ç êîæíîþ 1 äîòè, äîêè ó ñëîâi ïðàâîðó÷ âiä õî÷à á îäíi¹¨ öèôðè
0 ¹ öèôðà 1. Ôîðìóëà ñòà¹ íåçàñòîñîâíîþ, êîëè ïðàâîðó÷ âiä êî-
æíîãî 0 íåìà æîäíî¨ 1, òîáòî êîëè âõiäíå ñëîâî âiäñîðòîâàíå ïî
íåçðîñòàííþ. Íàïðèêëàä,

0110 → 1010 → 1100.

6.3. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ, ÿêèé çàñòîñîâíèé äî âñiõ ñëiâ â
àëôàâiòi A = {a, b} i âèäàëÿ¹ îñòàííþ áóêâó íåïîðîæíüîãî âõiäíîãî
ñëîâà.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïîòðiáíî ïîìiòèòè îñòàííþ áóêâó, ïî-
ñòàâèâøè ïiñëÿ íå¨ íîâèé ñïåöçíàê *. Àëå ÿê ïîìiñòèòè öåé çíàê â
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êiíåöü ñëîâà? Ðîáèòüñÿ öå íàñòóïíèì ÷èíîì: ñïî÷àòêó äîïèñó¹ìî
ëiâîðó÷ äî âõiäíîãî ñëîâà *, à ïîòiì ½ïåðåãàíÿ¹ìî” ¨¨ â éîãî êiíåöü.
Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî ½ïåðåñêàêóâàííÿ” çiðî÷êè ÷åðåç áóêâó � öå
çàìiíà ïàðè ∗x íà ïàðó x∗, ÿêà çäiéñíþ¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ ôîðìóëè
ïiäñòàíîâêè ∗x → x∗. Ïiñëÿ òîãî ÿê * îïèíèòüñÿ âêiíöi ñëîâà, ïî-
òðiáíî âèäàëèòè îñòàííþ áóêâó i * òà çóïèíèòè ðîáîòó àëãîðèòìó.
Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé ÍÀÌ:

→ ∗
∗a → a∗
∗b → b∗
a∗ 7→
b∗ 7→

Ïðîàíàëiçó¹ìî éîãî ðîáîòó íà ñëîâi abb:

abb → ∗abb → ∗ ∗ abb → ∗ ∗ ∗abb → . . .

Áà÷èìî, ùî öåé àëãîðèòì ïîñòiéíî äîïèñó¹ çëiâà çiðî÷êè. ×î-
ìó? Íàãàäà¹ìî, ùî ôîðìóëà ïiäñòàíîâêè ç ïîðîæíüîþ ëiâîþ ÷àñòè-
íîþ çàñòîñîâíà çàâæäè, òîìó ïåðøà ôîðìóëà áóäå çàñòîñîâóâàòèñÿ
íåñêií÷åííî, áëîêóþ÷è äîñòóï äî íàñòóïíèõ ôîðìóë. Çâiäñè âèïëè-
âà¹ äóæå âàæëèâå ïðàâèëî: ÿêùî â ÍÀÌ ¹ ôîðìóëà ç ïîðîæíüîþ
ëiâîþ ÷àñòèíîþ, òî âîíà ìà¹ ìiñòèòèñÿ âêiíöi ÍÀÌ. Ç óðàõóâà-
ííÿì öüîãî àëãîðèòì ïåðåïèøåòüñÿ òàê:

∗a → a∗
∗b → b∗
a∗ 7→
b∗ 7→
→ ∗

Îäíàê öå ùå íå âñå: àëãîðèòì çàöèêëþ¹òüñÿ íà ïîðîæíüîìó âõi-
äíîìó ñëîâi, áî îñòàííÿ ôîðìóëà çàâæäè áóäå çàñòîñîâíà. Â ÷îìó
ïðè÷èíà ïîìèëêè? Ði÷ ó òiì, ùî ìè ââåëè çíàê * äëÿ òîãî, ùîá ïîìi-
òèòè îñòàííþ áóêâó âõiäíîãî ñëîâà, à ïîòiì âèäàëèòè * i öþ áóêâó.
Ùîá âðàõóâàòè âèïàäîê ïîðîæíüîãî ñëîâà, òðåáà ïåðåä îñòàííüîþ
ôîðìóëîþ çàïèñàòè ùå îäíó ôîðìóëó, ÿêà âèäàëÿ¹ ½îäèíîêó” çi-
ðî÷êó i çóïèíÿ¹ àëãîðèòì. Òàêèì ÷èíîì, îñòàòî÷íî ÍÀÌ ìàòèìå
âèãëÿä:
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

∗a → a∗
∗b → b∗
a∗ 7→
b∗ 7→
∗ 7→
→ ∗

6.4. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ íàä àëôàâiòîì A = {a, b}, ÿêèé
ïîäâîþ¹ êîæíå âõîäæåííÿ áóêâè b òà äîïèñó¹ âêiíöi ñëîâà ñóôiêñ
baba.

Íà ïåðøèé ïîãëÿä, ùîá ïîäâî¨òè êîæíó áóêâó b, äîñèòü çàñòîñó-
âàòè ôîðìóëó b → bb. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öå íå òàê, ðîçãëÿíåìî
ïðèêëàä:

bab → bbab → bbbab → . . .

Ïîìèëêà òóò ó òîìó, ùî ïiñëÿ çàìiíè ïåðøîãî âõîäæåííÿ áó-
êâè b íà bb ìè íå ìîæåìî âiäðiçíèòè âæå çàìiíåíi áóêâè b âiä òèõ,
ÿêi ùå íå ìiíÿëèñÿ. Äëÿ âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè ìîæíà ïîìiòèòè
çëiâà ñïåöçíàêîì * òó áóêâó b, ÿêó ïîòðiáíî â äàíèé ìîìåíò çàìi-
íèòè, à ïiñëÿ òîãî ÿê òàêà çàìiíà âæå çäiéñíåíà, ñïåöçíàê òðåáà
ïåðåìiñòèòè äî íàñòóïíî¨ áóêâè.

Òàêèì ÷èíîì, ñïåðøó ñëiä ðîçìiñòèòè ëiâîðó÷ âiä âõiäíîãî ñëî-
âà ñïåöçíàê *, à ïîòiì ½ïåðåñêàêóâàòè” ÷åðåç êîæíó íàñòóïíó áó-
êâó, íå çìiíþþ÷è ¨¨, ÿêùî öÿ áóêâà a, àáî ïîäâîþþ÷è, ÿêùî íåþ ¹ b.
ßêùî ïðàâîðó÷ âiä * âæå íå âèÿâèòüñÿ æîäíî¨ áóêâè, òî ñïåöçíàê
ïîòðiáíî çàìiíèòè íà ñëîâî baba.

Îòæå, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ÍÀÌ:
∗a → a∗
∗b → bb∗
∗ 7→ baba

→ ∗
Ïåðåâiðèìî éîãî íà âõiäíîìó ñëîâi bab:

bab → ∗bab → bb ∗ ab → bba ∗ b → bbabb∗ → bbabbbaba.

6.5. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ íàä àëôàâiòîì A = {a, b}, ÿêèé
âèäàëÿ¹ îñòàíí¹ âõîäæåííÿ áóêâè b (ÿêùî òàêå ¹).
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Äëÿ òîãî ùîá ïîìiñòèòè * ïîðó÷ ç îñòàííiì âõîäæåííÿì áóêâè

b, ìîæíà ñïåðøó ïåðåìiñòèòè * â êiíåöü ñëîâà, à ïîòiì ïåðåíåñòè

* ñïðàâà íàëiâî ÷åðåç áóêâè a äî íàéáëèæ÷î¨ áóêâè b. Ïðè öüîìó

ïîòðiáíî âðàõóâàòè, ùî âõiäíå ñëîâî ìîæå íå ìiñòèòè áóêâè b: ÿêùî

çiðî÷êà çíîâó îïèíèòüñÿ íà ïî÷àòêó ñëîâà, òî ¨¨ ïîòðiáíî âèäàëèòè

i çóïèíèòèñÿ. Ðåàëiçó¹ìî äàíó iäåþ ç äîïîìîãîþ íàñòóïíîãî ÍÀÌ:



∗a → a∗
∗b → b∗
a∗ → ∗a
b∗ 7→
∗ 7→
→ ∗

Ïåðåâiðèìî ðîáîòó äàíîãî àëãîðèòìó íà âõiäíîìó ñëîâi aba:

aba → ∗aba ⇒ aba∗ → ab∗a → aba∗ → . . .

ßê áà÷èìî, çàìiñòü òîãî, ùîá ðóõàòèñÿ ñïðàâà íàëiâî äî íàé-

áëèæ÷î¨ áóêâè b, çiðî÷êà ïî÷àëà ½êðóæëÿòè” íàâêîëî îñòàííüî¨ áó-

êâè ñëîâà. ×îìó? Ði÷ ó òiì, ùî ïåðøi äâi ôîðìóëè, ÿêi ïåðåìiùóþòü

* ïðàâîðó÷, çàâàæàþòü òðåòié ôîðìóëi. Çàóâàæèìî, ùî ïåðåñòàíîâ-

êà öèõ ôîðìóë íå ïðèâåäå äî ïîòðiáíîãî ðåçóëüòàòó, áî òîäi * ïî÷íå

½áiãàòè” íàâêîëî ïåðøî¨ áóêâè âõiäíîãî ñëîâà. Ïîìèëêà ïîëÿãà¹ â

òîìó, ùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñïåöçíàê * ÿê äëÿ ðóõó ëiâîðó÷, òàê

i äëÿ ðóõó ïðàâîðó÷. Ùîá âèïðàâèòè öþ ïîìèëêó, ïîòðiáíî ïðîñòî

ââåñòè ùå îäèí ñïåöçíàê, íàïðèêëàä #, ïîäiëèâøè ìiæ öèìè ñïåö-

çíàêàìè îáîâ'ÿçêè: íåõàé * ïåðåìiùó¹òüñÿ ïðàâîðó÷, a # � ëiâîðó÷.

Ç'ÿâèòèñÿ æ ñïåöçíàê # ìà¹ òîäi, êîëè * äiéäå äî êiíöÿ ñëîâà, òîáòî

êîëè ñïðàâà âiä * íå âèÿâèòüñÿ iíøèõ áóêâ. Îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

òàêèé ÍÀÌ:
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

∗a → a∗
∗b → b∗
∗ → #

a# → #a

b# 7→
# 7→
→ ∗

6.6. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ, ÿêèé çàñòîñîâíèé äî âñiõ ñëiâ â
àëôàâiòi A = {a, b, c} i âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü ðiçíèõ áóêâ ó âõiäíîìó
ñëîâi. Âiäïîâiäü îäåðæàòè â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ (íàïðèêëàä:
aabbab → ||).

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ñïî÷àòêó âiäñîðòó¹ìî âõiäíå ñëîâî
òàêèì ÷èíîì, ùîá ñïåðøó áóëè âñi áóêâè a, ïîòiì � b, à âêiíöi �
c. Äàëi âèäàëèìî çàéâi áóêâè òàê, ùîá çàëèøèëàñü ìàêñèìàëüíà
êiëüêiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ áóêâ. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëà-
ìè ïiäñòàíîâêè âèäó xx → x. Íàñàìêiíåöü çàìiíèìî âñi áóêâè íà
ïàëè÷êè. Øóêàíèé ÍÀÌ ìàòèìå âèãëÿä:

ba → ab

ca → ac

cb → bc

aa → a

bb → b

cc → c

a → |
b → |
c → |

Íàïðèêëàä,

aabbab → aababb → aaabbb → aabbb → abbb → abb → ab → |b → ||.

6.7. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ íàä àëôàâiòîì A = {0, 1, 2}, ÿêèé
äîïèñó¹ ïðàâîðó÷ äî íåïîðîæíüîãî âõiäíîãî ñëîâà (òðiéêîâîãî ÷è-
ñëà) çíàê ½= ” i ñòiëüêè ïàëè÷îê, ñêiëüêè öèôð ìiñòèòü òðiéêîâå
÷èñëî.
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Ðîçâ'ÿæåìî äàíó çàäà÷ó íàñòóïíèìè ÷èíîì. Ñïåðøó çà êîæíîþ
öèôðîþ âõiäíîãî ñëîâà âñòàâèìî ïàëè÷êó |. Äëÿ öüîãî äîïèøåìî
çëiâà äî âõiäíîãî ñëîâà ñïåöçíàê *, à ïîòiì ïåðåíåñåìî éîãî ÷åðåç
êîæíó öèôðó òàê, ùîá çëiâà âiä íüîãî çàëèøàëàñÿ öÿ öèôðà i âiä-
ïîâiäíà ¨é ïàëè÷êà. Íàïðèêëàä,

10 → ∗10 → 1| ∗ 0 → 1|0|∗

Â îäåðæàíîìó ñëîâi ïåðåñòàâèìî öèôðè i ïàëè÷êè òàê, ùîá çëi-
âà îïèíèëèñÿ âñi áóêâè, à ñïðàâà � ïàëè÷êè, çáåðiãàþ÷è ïðè öüîìó
âèõiäíèé âçà¹ìíèé ïîðÿäîê ÿê áóêâ, òàê i ïàëè÷îê:

1|0|∗ → 10||∗

Âêiíöi ñëîâà çàìiíèìî * íà íîâèé ñïåöçíàê = i ïåðåìiñòèìî éîãî
ëiâîðó÷ äî ïåðøî¨ öèôðè:

10||∗ → 10|| =→ 10| = | → 10 = ||

Âñi âêàçàíi äi¨ îïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì àëãîðèòìîì Ìàðêîâà:

∗n → n|∗, n ∈ A

|n → n|, n ∈ A

∗ →=

| =→= |
n =7→ n =, n ∈ A

→ ∗

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [11, ñ. 354�356], [15, ñ. 146�180], [20, ñ. 21�

32], [22, ñ. 178�189].

Ïèòàííÿ òà âïðàâè äî ïàðàãðàôà 6.

Ó çàäà÷àõ 6.1-6.21 ïîáóäóâàòè ÍÀÌ, ÿêèé çàñòîñîâíèé äî âñiõ
ñëiâ â àëôàâiòi A i âèêîíó¹ íàñòóïíó ðîáîòó:

6.1. A = {Í, Ï, Ó}. Äîïèñó¹ ñïðàâà äî âõiäíîãî ñëîâà ω ñëîâî
ÏÍÓ (ω → ωÏÍÓ).

6.2. A = {a, b}. Çàëèøà¹ ó ñëîâi òiëüêè ïåðøó áóêâó (ïîðîæí¹
ñëîâî íå ìiíÿ¹).
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6.3. A = {a, b}. Çàëèøà¹ ó ñëîâi òiëüêè îñòàííþ áóêâó (ïîðîæí¹
ñëîâî íå ìiíÿ¹).

6.4. A = {a, b, c}. Çà ïåðøîþ áóêâîþ íåïîðîæíüîãî âõiäíîãî ñëîâà
âñòàâëÿ¹ áóêâó c.

6.5. A = {a, b}. ßêùî ó âõiäíîìó ñëîâi ¹ ïðèíàéìíi äâi áóêâè, òî
ìiíÿ¹ ìiñöÿìè ïåðøi äâi áóêâè.

6.6. A = {a, b}. ßêùî âõiäíå ñëîâî ìiñòèòü áiëüøå áóêâ a, íiæ
áóêâ b, òî âèäà¹ âèõiäíå ñëîâî ç îäíi¹¨ áóêâè a; ÿêùî îäíàêîâà
êiëüêiñòü áóêâ a i b, òî âèäà¹ ïîðîæí¹ ñëîâî; iíàêøå � ñëîâî b.

6.7. A = {a, b}. Ó âõiäíîìó ñëîâi âñi áóêâè a çàìiíþ¹ íà b, à âñi
(ïîïåðåäíi) áóêâè b � íà a.

6.8. A = {a, b, c}. Ïîäâîþ¹ êîæíó áóêâó ó âõiäíîìó ñëîâi.

6.9. A = {a, b}. Äîïèñó¹ ïðàâîðó÷ äî âõiäíîãî ñëîâà ñòiëüêè ïà-
ëè÷îê, çi ñêiëüêîõ ïiäðÿä çàïèñàíèõ áóêâ b ïî÷èíà¹òüñÿ öå ñëîâî.

6.10. A = {a, b}. Çi âñiõ âõîäæåíü áóêâè a ó âõiäíå ñëîâî çàëèøà¹
òiëüêè îñòàíí¹ âõîäæåííÿ, ÿêùî òàêå ¹.

6.11. A = {a, b}. ßêùî âõiäíå ñëîâî ìiñòèòü îäíî÷àñíî áóêâè a i
b, òî çàìiíþ¹ éîãî íà ïîðîæí¹ ñëîâî.

6.12. A = {a, b}. ßêùî âõiäíå ñëîâî íå ¹ ñëîâîì aabba, òî çàìiíþ¹
éîãî íà ïîðîæí¹ ñëîâî.

6.13. A = {a, b}. Âèçíà÷à¹, ÷è âõîäèòü ïåðøà áóêâà íåïîðîæíüîãî
âõiäíîãî ñëîâà ùå ðàç ó öå ñëîâî. Âiäïîâiäü: ñëîâî a, ÿêùî âõîäèòü,
àáî ïîðîæí¹ ñëîâî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

6.14. A = {a, b}. Ïåðåíîñèòü îñòàííþ áóêâó íåïîðîæíüîãî âõi-
äíîãî ñëîâà íà éîãî ïî÷àòîê.

6.15. A = {a, b}. Â íåïîðîæíüîìó âõiäíîìó ñëîâi ïåðåñòàâëÿ¹ ìi-
ñöÿìè ïåðøó òà îñòàííþ áóêâè.

6.16. A = {a, b}. ßêùî â íåïîðîæíüîìó âõiäíîìó ñëîâi ñïiâïàäà-
þòü ïåðøà òà îñòàííÿ áóêâè, òî âèäàëÿ¹ öi áóêâè, â iíøîìó âèïàäêó
ñëîâî íå çìiíþ¹.
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6.17. A = {a, b, c}. ßêùî âõiäíå ñëîâî íå ìiñòèòü áóêâè c, òî çàìi-
íþ¹ âñi áóêâè a íà b. Â iíøîìó âèïàäêó âèäà¹ ñëîâî ç îäíi¹¨ áóêâè
c.

6.18. A = {a, b}. Ïîäâîþ¹ âõiäíå ñëîâî (äîïèñó¹ ñïðàâà éîãî êî-
ïiþ).

6.19. A = {a, b}. Îáåðòà¹ âõiäíå ñëîâî (íàïðèêëàä, aab → baa).

6.20. A = {a, b}. Âèçíà÷à¹, ÷è ¹ ñëîâî ïîëiíäðîìîì. Âiäïîâiäü:
ñëîâî a, ÿêùî ¹, àáî ïîðîæí¹ ñëîâî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

6.21. A = {a, b}. Íåõàé âõiäíå ñëîâî ìà¹ íåïàðíó äîâæèíó. Âèäà-
ëÿ¹ ç íüîãî ñåðåäíþ áóêâó.

� 7. Íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíi ôóíêöi¨

Â äàíîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿäàþòüñÿ ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ iñíó¹
íîðìàëüíèé àëãîðèòì Ìàðêîâà, ùî ¨õ îá÷èñëþ¹. Çàóâàæèìî, ùî
ïðè àíàëiçi äåÿêèõ âõiäíèõ ñëiâ àëãîðèòì Ìàðêîâà ìîæå íiêîëè
íå çóïèíèòèñÿ (çàöèêëþ¹òüñÿ), i òîìó ôóíêöiÿ ìîæå áóòè íå âè-
çíà÷åíà äëÿ äåÿêèõ âõiäíèõ ñëiâ-àðãóìåíòiâ. Ó çàãàëüíîìó âèïàä-
êó êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : (X∗)n → Y ∗ ¹ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ
ôóíêöi¹þ, ÿêùî âîíà íå âèçíà÷åíà äëÿ äåÿêèõ íàáîðiâ àðãóìåíòiâ
(x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, òîáòî êîëè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ f ¹ ïiäìíî-
æèíîþ (X∗)n. ßêùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ f ñïiâïàäà¹ ç (X∗)n, òî
êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f âñþäè âèçíà÷åíà íà (X∗)n. ßêùî ôóíêöiÿ f
íå âèçíà÷åíà íà íàáîði (x1, . . . , xn), òî ïèñàòèìåìî f(x1, . . . , xn) =↑.

×àñòêîâî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ f : (X∗)n → Y ∗ íàçèâà¹òüñÿ íîð-
ìàëüíî îá÷èñëþâàíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé íîðìàëüíèé àëãîðèòìÌàð-
êîâà, ùî äëÿ êîæíîãî íàáîðó (x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, íà ÿêîìó f âè-
çíà÷åíà, ÍÀÌ ïåðåòâîðþ¹ âõiäíå ñëîâî x1 ∗ x2 ∗ . . . ∗ xn ó âèõi-
äíå ñëîâî y, äå y = f(x1, . . . , xn) ∈ Y ∗, à ∗ � ñïåöiàëüíèé äîïîìi-
æíèé ñèìâîë, ÿêèé ðîçäiëÿ¹ âõiäíi àðãóìåíòè; i íà êîæíîìó íàáîði
(x1, . . . , xn) ∈ (X∗)n, äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ íå âèçíà÷åíà, ÍÀÌ çàöè-
êëþ¹òüñÿ.

Íàäàëi íàé÷àñòiøå ðîçãëÿäàòèìåìî ÷èñëîâi ôóíêöi¨ f : (N0)
n →

N0, äå N0 = N ∪ {0}.
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7.1. Ïpèêëàä. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : N0 → N0, f(n) = 0
îá÷èñëþ¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ äåÿêîãî ÍÀÌ.

Ââàæàòèìåìî, ùî ÷èñëà çàïèñàíi â äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåí-
íÿ. Äëÿ ïîáóäîâè ÍÀÌ, ÿêèé îá÷èñëþ¹ äàíó ôóíêöiþ, äîñòàòíüî
â éîãî ñõåìó ïiäñòàíîâîê âêëþ÷èòè ôîðìóëè äëÿ âèäàëåííÿ âñiõ
áóêâ (öèôð 0 i 1) âõiäíîãî ñëîâà i çàêëþ÷íó ôîðìóëó äëÿ çàìiíè
ïîðîæíüîãî ñëîâà íóëåì. Òàêèì ÷èíîì, ñõåìà ÍÀÌ ìàòèìå âèãëÿä:

0 →
1 →
7→ 0

7.2. Ïpèêëàä. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : N0×N0 → N0, f(n,m) =
|n − m| ¹ íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíîþ (ââàæà¹ìî, ùî íåâiä'¹ìíi öiëi
÷èñëà çàïèñàíi â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ).

Íàãàäà¹ìî, ùî

|n−m| =

{
n−m, n ≥ m

m− n, n < m

Íà ïî÷àòêó ðîáîòè âõiäíå ñëîâî ìà¹ âèãëÿä || . . . |︸ ︷︷ ︸
n

∗ || . . . |︸ ︷︷ ︸
m

. Îñêiëü-

êè |n −m| = |(n − 1) − (m − 1)|, òî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i äîñèòü
îäíî÷àñíî âèäàëÿòè ïî îäíié ïàëè÷öi çëiâà i ñïðàâà äîòè, äîêè â äå-
ÿêié ÷àñòèíi íå çàëèøèòüñÿ æîäíî¨ ïàëè÷êè. Îòæå, ÍÀÌ çàäà¹òüñÿ
ñõåìîþ: {

| ∗ | → ∗
∗ 7→

Íàïðèêëàä, || ∗ |||| → | ∗ ||| → ∗|| → || i f(2, 4) = |2− 4| = 2.

7.3. Ïpèêëàä. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : N0 → N0, f(n) = n
mod 4, ÿêà îá÷èñëþ¹ îñòà÷ó âiä äiëåííÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 4,
¹ íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíîþ (ââàæà¹ìî, ùî íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà
çàïèñàíi â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ).

Îñêiëüêè îñòà÷i âiä äiëåííÿ ÷èñåë n i n − 4 íà 4 îäíàêîâi, òî
äëÿ çíàõîäæåííÿ îñòà÷i äîñèòü âiä ÷èñëà âiäíiìàòè 4 äîòè, äîêè
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íå îòðèìà¹ìî íåâiä'¹ìíå ÷èñëî ìåíøå 4 � âîíî i áóäå øóêàíîþ
îñòà÷åþ. Òàêèì ÷èíîì, ñõåìà ÍÀÌ áóäå ìiñòèòè ¹äèíó ôîðìóëó
ïiäñòàíîâêè: {

|||| →
Íàïðèêëàä, ||||||||| → ||||| → | i f(9) = 1.

7.4. Ïpèêëàä. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : N0 → N0, f(n) = [n/4],
¹ íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíîþ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ öiëî¨ ÷àñòèíè âiä äiëåííÿ ÷èñëà n íà 4, äîñèòü
ñïåðøó ïiäðàõóâàòè, ñêiëüêè ÷åòâiðîê ïàëè÷îê ìiñòèòü öå óíàðíå
÷èñëî, à ïîòiì âèòåðòè ïàëè÷êè, ÿêi âiäïîâiäàþòü îñòà÷i. Äàíi ìið-
êóâàííÿ ðåàëiçóþòüñÿ òàêîþ ñõåìîþ ÍÀÌ:

∗|||| → |∗
∗| → ∗
∗ 7→
→ ∗

Íàïðèêëàä, f(9) = 1 i ||||||||| → ∗||||||||| → |∗||||| → ||∗| → ||∗ → ||.

7.5. Ïpèêëàä. Êîìáiíóþ÷è ïîïåðåäíi äâà ïðèêëàäè, ïîêàæåìî, ùî
ôóíêöiÿ f : N0 → N0 × N0, f(n) = ([n/4], n mod 4), ¹ íîðìàëüíî
îá÷èñëþâàíîþ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äàíà ôóíêöiÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ ÍÀÌ ç ñõåìîþ:
∗|||| → |∗
∗ 7→ ∗
→ ∗

7.6. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ÍÀÌ, ÿêèé îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ f : N →
N, f(n) = n+2 (ââàæà¹ìî, ùî íàòóðàëüíi ÷èñëà çàäàíi â òðiéêîâié
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ).

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñïåðøó ââåäåìî ñïåöçíàê * i ïåðåìiñòè-
ìî éîãî âêiíåöü ñëîâà, ùîá ïîìiòèòè éîãî îñòàííþ áóêâó (òðiéêîâó
öèôðó). Äàëi äîäàìî 2 çà ïðàâèëàìè òðiéêîâî¨ àðèôìåòèêè. ßêùî
îñòàííüîþ öèôðîþ ¹ 0, òî çàìiíèìî ¨¨ íà 2 i çóïèíèìî ðîáîòó, iíà-
êøå ìiíÿ¹ìî 1 íà 0, 2 íà 1 i ïåðåìiùó¹ìîñÿ ëiâîðó÷ äëÿ äîäàâàííÿ 1
äî ïîïåðåäíüî¨ öèôðè ç äîïîìîãîþ íîâîãî ñïåöçíàêó # (ïðè öüîìó
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âðàõîâó¹ìî, ùî öi¹þ öèôðîþ ìîæå áóòè 2, ÿêó òðåáà çàìiíèòè íà
0 i ïåðåìiñòèòèñÿ ëiâîðó÷ äëÿ äîäàâàííÿ 1).

Âñi ðîçãëÿíóòi äi¨ îïèñóþòüñÿ òàêèì ÍÀÌ:

∗0 → 0∗
∗1 → 1∗
∗2 → 2∗
0∗ 7→ 2

1∗ → #0

2∗ → #1

0# 7→ 1

1# 7→ 2

2# → #0

# 7→ 1

→ ∗

7.7. Ïpèêëàä. Íåõàé âõiäíèé àëôàâiò A = {0, 1, 2, 3}. Ââàæàþ÷è
âõiäíå ñëîâî çàïèñîì ÷èñëà â ÷åòâiðêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, ïåðå-
âåñòè öå ÷èñëî â äâiéêîâó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ.

ßê âiäîìî, äëÿ ïåðåâåäåííÿ ÷èñëà ç ÷åòâiðêîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëå-
ííÿ â äâiéêîâó, ïîòðiáíî êîæíó ÷åòâiðêîâó öèôðó çàìiíèòè íà ïàðó
âiäïîâiäíèõ ¨é äâiéêîâèõ öèôð: 0 → 00, 1 → 01, 2 → 10, 3 → 11,
äèâ. � ?? ïåðøîãî ðîçäiëó. Êîðèñòóþ÷èñü öèì ôàêòîì, ñõåìó ÍÀÌ
çàïèøåìî òàê: 

∗0 → 00∗
∗1 → 01∗
∗2 → 10∗
∗3 7→ 11∗
∗ 7→
→ ∗

Íåõàé çàäàíî äâà íîðìàëüíi àëãîðèòìè Ìàðêîâà ÍÀÌ1 i ÍÀÌ2

â îäíîìó i òîìó æ àëôàâiòi A, ÿêi îá÷èñëþþòü ñëîâåñíi ôóíêöi¨
f1 : A∗ → A∗ òà f2 : A∗ → A∗ âiäïîâiäíî. Íàñ öiêàâèòèìóòü ÍÀÌ,
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ÿêi îá÷èñëþþòü ¨õ êîìïîçèöiþ f2 ◦ f1. Íàãàäà¹ìî, ùî êîìïîçèöi¹þ
ôóíêöié f1 òà f2 íàçèâàþòü òàêó ôóíêöiþ f = f2 ◦ f1, ùî äëÿ êî-
æíîãî x ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f1 çíà÷åííÿ f(x) = f2(f1(x)).
Ïðè öüîìó âèìàãà¹òüñÿ, ùîá ôóíêöiÿ f2 áóëà âèçíà÷åíà íà çíà÷åííi
f1(x). Âèõiäíå ñëîâî ÍÀÌ1 ìîæíà ïîäàòè íà âõiä ÍÀÌ2. Òàêå ïî-
ñëiäîâíå âèêîíàííÿ àëãîðèòìiâ íàçèâà¹òüñÿ êîìïîçèöi¹þ ÍÀÌ1 òà
ÍÀÌ2 i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÍÀÌ2(ÍÀÌ1). ßêùî áóäü-ÿêèé ç àëãîðèòìiâ
çàöèêëþ¹òüñÿ, òî çàöèêëþâàòèñÿ ìà¹ i ¨õ êîìïîçèöiÿ.

Äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà: äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ íîðìàëüíèõ àë-
ãîðèòìiâ â àëôàâiòi A, ÿêi îá÷èñëþþòü ôóíêöi¨ f1 : A∗ → A∗ òà

f2 : A∗ → A∗ âiäïîâiäíî, iñíó¹ ÍÀÌ, ÿêèé îá÷èñëþ¹ êîìïîçèöiþ

f2 ◦ f1, äèâ. [15]

7.8. Ïpèêëàä. Ïîáóäó¹ìî íîðìàëüíèé àëãîðèòì, ÿêèé ¹ êîìïîçè-
öi¹þ íàñòóïíèõ äâîõ àëãîðèòìiâ ÍÀÌ1 i ÍÀÌ2 ç ñõåìàìè P1 i P2

âiäïîâiäíî âiäíîñíî àëôàâiòó {a, b}:

P1 :


∗a → a∗
∗b → ab∗
∗ 7→
→ ∗

P2 :
{
b →

Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ìîæíà áóäóâà-
òè êîìïîçèöiþ ïðîñòèì âèïèñóâàííÿì îäíà çà îäíîþ ôîðìóë ïiä-
ñòàíîâêè ç ÍÀÌ1 i ÍÀÌ2. Íàïðèêëàä, ÿêùî ñïî÷àòêó âèïèñàòè
ôîðìóëè ç ÍÀÌ1, à ïîòiì ç ÍÀÌ2, òî îòðèìà¹ìî àëãîðèòì ÍÀÌ12,
à ÿêùî ñïåðøó âèïèñàòè ôîðìóëè ç ÍÀÌ2, à ïîòiì ç ÍÀÌ1, òî
îòðèìà¹ìî àëãîðèòì ÍÀÌ21, ÿêi çàäàíi ñõåìàìè:

P12 :



∗a → a∗
∗b → ab∗
∗ 7→
→ ∗
b →

P21 :



b →
∗a → a∗
∗b → ab∗
∗ 7→
→ ∗
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Àëå íi ÍÀÌ12, íi ÍÀÌ21 íå ¹ êîìïîçèöi¹þ àëãîðèòìiâ ÍÀÌ1 i
ÍÀÌ2. Íàïðèêëàä, äëÿ âõiäíîãî ñëîâà aaa ìà¹ìî:

ÍÀÌ12 : aba → ∗aba → a ∗ ba → aab ∗ a → aaba∗ → aaba

ÍÀÌ21 : aba → aa → ∗aa → a ∗ a → aa∗ → aa,

òîäi ÿê ÍÀÌ2(ÍÀÌ1(aba))=ÍÀÌ2(aaba) = aaa.
Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè êîìïîçèöi¨ ÍÀÌ,

äèâ. [15, c. 198]. Îäíàê öåé ñïîñiá äîñèòü ãðîìiçäêèé i äëÿ ïðîñòi-
øèõ ÍÀÌ êðàùå âèêîðèñòîâóâàòè iíøèé ïiäõiä: ïåðø çà âñå òðåáà
çðîçóìiòè, ÿêó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçó¹ êîæåí ç àëãîðèòìiâ ÍÀÌ1 i ÍÀÌ2,
à ïîòiì ïîñëiäîâíiñòü öèõ çàäà÷ îá'¹äíàòè â ñïiëüíó çàäà÷ó i ïîáó-
äóâàòè àëãîðèòì äëÿ öi¹¨ çàãàëüíî¨ çàäà÷i.

Â íàøîìó ïðèêëàäi àëãîðèòì ÍÀÌ1 çàìiíþ¹ êîæíó áóêâó b
ñëîâîì ab, à ïîòiì àëãîðèòì ÍÀÌ2 âèäàëÿ¹ áóêâè b. Çðîçóìiëî,
ùî ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàííÿ ñïåðøó ÍÀÌ1, à ïîòiì ÍÀÌ2 çàìiíþ¹
êîæíó áóêâó b âõiäíîãî ñëîâà áóêâîþ a. Øóêàíà êîìïîçèöiÿ ÍÀÌ1

i ÍÀÌ2 çàäà¹òüñÿ ïðîñòîþ ñõåìîþ ÍÀÌ:{
b → a

Ìè ïîêàçàëè, ùî êëàñ íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíèõ ôóíêöié ¹ äî-
ñèòü øèðîêèì. Ïîíÿòòÿ íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíî¨ ôóíêöi¨ � îäíå ç
îñíîâíèõ ïîíÿòü òåîði¨ àëãîðèòìiâ. Çàçíà÷èìî, ùî ç îäíîãî áîêó,
êîæíà íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíà ôóíêöiÿ ¹ îá÷èñëþâàíîþ çà ïåâíîþ
ïðîöåäóðîþ, ÿêà âiäïîâiäà¹ iíòó¨òèâíîìó óÿâëåííþ àëãîðèòìó, à ç
iíøîãî � ÿêi á äîñi íå áóäóâàëèñÿ êëàñè òî÷íî âèçíà÷åíèõ àëãîðè-
òìiâ, çàâæäè ç'ÿñîâóâàëîñÿ, ùî ÷èñëîâi ôóíêöi¨, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ
çà àëãîðèòìàìè öèõ êëàñiâ, ¹ íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíèìè. Òîìó çà-
ãàëüíîïðèéíÿòîþ ¹ òàêà íàóêîâà ãiïîòåçà:

Òåçà Ìàðêîâà-×åð÷à. Áóäü-ÿêèé àëãîðèòì ìîæíà ðåàëiçóâàòè

ç äîïîìîãîþ ÍÀÌ.

Ó ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ òåçè âõîäèòü iíòó¨òèâíå ïîíÿòòÿ àëãîðè-
òìó, à òîìó ¨¨ íå ìîæíà íi äîâåñòè, íi ñïðîñòóâàòè â çàãàëüíîìà-
òåìàòè÷íîìó çíà÷åííi. Ñïðàâåäëèâiñòü ãiïîòåçè ïiäòâåðäæó¹òüñÿ
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ïðàêòèêîþ: âñi âiäîìi àëãîðèòìè, ÿêi áóëè ïðèäóìàíi âïðîäîâæ áà-
ãàòüîõ òèñÿ÷îëiòü iñòîði¨ ìàòåìàòèêè, ìîæóòü áóòè çàäàíi ç äîïî-
ìîãîþ ÍÀÌ. Ïðîòå ñïðàâåäëèâîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåííÿ
ÿêî¨ ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè â [11]:

7.9. Òåîpåìà. Äëÿ ôóíêöi¨ f íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

• ôóíêöiÿ f ¹ îá÷èñëþâàíîþ çà Òþðií îì;
• ôóíêöiÿ f ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíà;
• ôóíêöiÿ f ¹ íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíîþ.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [11, ñ. 356�361], [15, ñ. 180�186, 198�219].

Ïèòàííÿ òà âïðàâè äî ïàðàãðàôà 7.

7.1. Ùî âè ðîçóìi¹òå ïiä êîìïîçèöi¹þ ÍÀÌ?

7.2. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ, ÿêèé îá÷èñëþ¹ ÷èñëîâó ôóíêöiþ f : N0 →
N0, f(n) = n mod 2, ÿêùî àðãóìåíòè çàäàíi:

à) â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ;
á) â äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ;
â) â òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

7.3. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ, ÿêèé îá÷èñëþ¹ ÷èñëîâó ôóíêöiþ f : N0 →
N0, àðãóìåíòè ÿêî¨ çàäàíi â äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

à) f(n) = 410 · n;
á) f(n) = [n3 ];
â) f(n) = [n+3

4 ] + 2.

7.4. Ïîáóäóâàòè ÍÀÌ, ÿêèé îá÷èñëþ¹ ÷èñëîâó ôóíêöiþ f : N0 ×
N0 → N0, àðãóìåíòè ÿêî¨ çàäàíi â óíàðíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

à) f(n,m) = n+m;
á) f(n,m) = max{n,m};
â) f(n,m) = min{n,m}.

7.5. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi ÷àñòêîâî âèçíà÷åíi ÷èñëîâi ôóíêöi¨
f : N0 → N0, àðãóìåíòè ÿêèõ çàäàíi â ÷åòâiðêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ,
¹ íîðìàëüíî îá÷èñëþâàíi:

à) f(n) = n+ 1;
á) f(n) = n+ 2;
â) f(n) = n− 2.



68 ÅËÅÌÅÍÒÈ ÒÅÎÐI� ÀËÃÎÐÈÒÌIÂ

7.6. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíèé ÍÀÌ îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ f : N0 ×
N0 → N0, f(n,m) = ÍÑÄ(n,m), àðãóìåíòè ÿêî¨ çàäàíi â óíàðíié
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ: 

|a → a|
| ∗ | → a∗
|∗ → ∗b
b → |
a → c

c → |
∗ →

7.7. A = {0, 1, 2, a}. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ âõiäíå ñëîâî çàïèñîì ÷èñëà â
òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Âiäïîâiäü: 1 � ÿêùî ¹, 0 � â ïðîòèëå-
æíîìó âèïàäêó.

7.8. A = {0, 1, 2}. Ââàæàþ÷è âõiäíå ñëîâî çàïèñîì ÷èñëà â òðié-
êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, âèäàëèòè ç íüîãî âñi íåçíà÷óùi íóëi.

7.9. A = {0, 1}. Ââàæàþ÷è íåïîðîæí¹ ñëîâî çàïèñîì äâiéêîâîãî
÷èñëà, âèçíà÷èòè, ÷è ¹ âîíî ñòåïåíåì äâiéêè. Âiäïîâiäü: 1 � ÿêùî
¹, 0 � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

7.10. A = {0, 1}. Ââàæàþ÷è íåïîðîæí¹ ñëîâî çàïèñîì äâiéêîâîãî
÷èñëà, ïåðåâåñòè éîãî â ÷åòâiðêîâó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ. (Çàóâàæåí-
íÿ: âðàõóâàòè, ùî â äâiéêîâîìó ÷èñëi ìîæå áóòè íåïàðíà êiëüêiñòü
öèôð.)

7.11. A = {|}. Ïåðåâåñòè ÷èñëî ç óíàðíî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ â òðié-
êîâó. (Ðåêîìåíäàöiÿ: ìîæíà ó öèêëi âèäàëÿòè ç óíàðíîãî ÷èñëà ïî
ïàëè÷öi i êîæåí ðàç äîäàâàòè 1 äî òðiéêîâîãî ÷èñëà, ÿêå íà ïî÷àòêó
ïîêëàñòè ðiâíèì 0.)

7.12. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ÍÀÌ ïîáóäóâàòè ¨õ êîìïîçèöi¨ âiäíîñíî
àëôàâiòó {0, 1}:

à) P1 :
{
01 → 10 P2 :

{
1 → 0
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á) P3 :


∗0 → ∗
∗1 → 1∗
∗ 7→
→ ∗

P4 :
{
1 → 0

â) P5 :


∗0 → 1∗
∗1 → 0∗
∗ 7→
→ ∗

P6 :
{
01 →

7.13. ×è ¹ ÍÀÌ çi ñõåìîþ P3 êîìïîçèöi¹þ íîðìàëüíèõ àëãîðè-
òìiâ çi ñõåìàìè P1 i P2 âiäíîñíî àëôàâiòó {0, 1, 2}?

P1 :
{
01 → 10 P2 :

{
02 → 20

P3 :

{
01 → 10

02 → 20

� 8. Ñêëàäíiñòü àëãîðèòìiâ

Â çàãàëüíié òåîði¨ àëãîðèòìiâ âèâ÷à¹òüñÿ ëèøå òåîðåòè÷íà ìî-
æëèâiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷. Ïðè ðîçãëÿäi êîíêðåòíèõ çàäà÷ íå
çâåðòà¹òüñÿ óâàãà íà ðåñóðñè ÷àñó i ïàì'ÿòi äëÿ âiäïîâiäíèõ àëãî-
ðèòìiâ-ðîçâ'ÿçêiâ. Àëå òåîðåòè÷íà ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i
íå ãàðàíòó¹ ¨¨ ïðàêòè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨.

Ââåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ, âiäøòîâõóþ÷èñü âiä ìàøèí Òþði-
í à. Íåõàé ìàøèíà Òþðií à îá÷èñëþ¹ ñëîâåñíó ôóíêöiþ f(ω). Âè-
çíà÷èìî ôóíêöiþ tT (ω), çíà÷åííÿ ÿêî¨ äëÿ ñëîâà ω äîðiâíþ¹ êiëü-
êîñòi òàêòiâ ìàøèíè Òþðií à T , ÿêi âèêîíóþòüñÿ ïðè îá÷èñëåííi
f(ω), ÿêùî f(ω) âèçíà÷åíå. ßêùî f(ω) íå âèçíà÷åíå, òî çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ tT (ω) òåæ ââàæà¹òüñÿ íå âèçíà÷åíèì. Ôóíêöiÿ tT (ω) íàçè-
âà¹òüñÿ ÷àñîâîþ ñêëàäíiñòþ ìàøèíè Òþðií à T .

Àêòèâíîþ çîíîþ ïðè ðîáîòi ìàøèíè Òþðií à íà ñëîâi ω íàçè-
âà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ êîìiðîê ñòði÷êè, ÿêi ìiñòÿòü íåïîðîæíi áóêâè
àáî âiäâiäóâàëèñü ãîëîâêîþ ìàøèíè Òþðií à â ïðîöåñi îá÷èñëåííÿ.
Ââåäåìî ôóíêöiþ sT (ω), çíà÷åííÿ ÿêî¨ äîðiâíþ¹ äîâæèíi àêòèâíî¨
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çîíè ïðè ðîáîòi ìàøèíè Òþðií à T íà ñëîâi ω, ÿêùî f(ω) âèçíà÷åíå.
Â iíøîìó âèïàäêó çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ sT (ω) íå âèçíà÷åíå. Ôóíêöiÿ
sT (ω) íàçèâà¹òüñÿ ¹ìíiñíîþ ñêëàäíiñòþ ìàøèíè Òþðií à T .

Ââåäåíi ôóíêöi¨ tT (ω) i sT (ω) ¹ ñëîâåñíèìè. Çðó÷íî ââåñòè äëÿ
ðîçãëÿäó ôóíêöi¨ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó, ïîêëàâøè:

tT (n) = max
|ω|=n

{tT (ω)} i sT (n) = max
|ω|=n

{sT (ω)}.

Öi ôóíêöi¨ òåæ íàçèâàþòüñÿ ôóíêöiÿìè ÷àñîâî¨ i ¹ìíiñíî¨ ñêëàäíî-
ñòi (â íàéãiðøîìó âèïàäêó) ìàøèíè Òþðií à T .

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ ÷àñîâî¨ òà ¹ìíiñíî¨ ñêëàäíîñòi äëÿ àëãîðè-
òìiâ Ìàðêîâà. Íåõàé àëãîðèòì ÌàðêîâàM îá÷èñëþ¹ ñëîâåñíó ôóí-
êöiþ f(ω). Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ tM (ω), çíà÷åííÿ ÿêî¨ äëÿ âõiäíîãî
ñëîâà ω äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïiäñòàíîâîê, ÿêi âèêîíóþòüñÿ â ïðîöåñi
îá÷èñëåííÿ âèõiäíîãî ñëîâà f(ω) ç âõiäíîãî ñëîâà ω, ÿêùî àëãîðèòì
çàñòîñîâíèé äî âõiäíîãî ñëîâà ω. ßêùî æ àëãîðèòì çàöèêëþ¹òüñÿ
íà âõiäíîìó ñëîâi ω, òî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ tM (ω) ââàæà¹òüñÿ íå âè-
çíà÷åíèì. Ôóíêöiÿ tM (ω) íàçèâà¹òüñÿ ÷àñîâîþ ñêëàäíiñòþ àëãîðè-
òìó Ìàðêîâà M .

Ââåäåìî ôóíêöiþ sM (ω), çíà÷åííÿ ÿêî¨ äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíié
ç äîâæèí ñëiâ, ÿêi âèíèêàþòü ïðè îá÷èñëåííi ç âõiäíîãî ñëîâà ω
âèõiäíîãî ñëîâà f(ω), ÿêùî f(ω) âèçíà÷åíå. ßêùî f(ω) íå âèçíà-
÷åíå, òî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ sM (ω) òåæ íå âèçíà÷åíå. Ôóíêöiÿ sM (ω)
íàçèâà¹òüñÿ ¹ìíiñíîþ ñêëàäíiñòþ àëãîðèòìó Ìàðêîâà M .

Àíàëîãi÷íî, ÿê i äëÿ ìàøèíè Òþðií à, çðó÷íî ââåñòè ôóíêöi¨
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó, ïîêëàâøè:

tM (n) = max
|ω|=n

{tM (ω)} i sM (n) = max
|ω|=n

{sM (ω)}.

Öi ôóíêöi¨ òåæ íàçèâàþòüñÿ ôóíêöiÿìè ÷àñîâî¨ i ¹ìíiñíî¨ ñêëàäíî-
ñòi (â íàéãiðøîìó âèïàäêó) àëãîðèòìó Ìàðêîâà M .

Ãðàíè÷íà ïîâåäiíêà ôóíêöié tT i tM (âiäïîâiäíî sT i sM ) ïðè
çáiëüøåííi ðîçìiðó n çàäà÷i íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ÷àñîâîþ
(âiäïîâiäíî ¹ìíiñíîþ) ñêëàäíiñòþ. Äëÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷ ðîçãëÿ-
äàþòüñÿ, ÿê ïðàâèëî, àñèìïòîòè÷íi ôóíêöi¨ ñêëàäíîñòi.

Íåõàé f i g � äâi ôóíêöi¨ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó. Êàæóòü, ùî
f(n) = O(g(n)) (÷èòà¹òüñÿ: ½åô âiä åí ¹ î âåëèêå âiä æå âiä åí”),
ÿêùî iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà c > 0, c ∈ R i òàêå ÷èñëî n0 ∈ N0, ùî
0 ≤ f(n) ≤ cg(n) äëÿ âñiõ n ≥ n0. Çàïèñ f(n) = Θ(g(n)) îçíà÷à¹,



� 8. ÑÊËÀÄÍIÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌIÂ 71

ùî iñíóþòü òàêi êîíñòàíòè c1, c2 > 0, c1, c2 ∈ R i òàêå n0 ∈ N0, ùî
0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n) äëÿ âñiõ n ≥ n0.

Êàæóòü, ùî ìàøèíà Òþðií à (àëãîðèòì Ìàðêîâà) ðîçâ'ÿçó¹
çàäà÷ó çà ïîëiíîìiàëüíèé ÷àñ, ÿêùî tT (n) = O(p(n)) (tM (n) =

O(p(n))) äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà p. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êà-
æóòü, ùî ìàøèíà Òþðií à (àëãîðèòì Ìàðêîâà) ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó çà
åêñïîíåíöiàëüíèé ÷àñ.

×àñîâà ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó âiäîáðàæà¹ ïîòðiáíi äëÿ éîãî ðî-
áîòè âèòðàòè ÷àñó. Àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ ìàøèíè Òþðií à i àëãîðè-
òìiâ Ìàðêîâà, äëÿ áóäü-ÿêèõ àëãîðèòìi÷íèõ ìîäåëåé ÷àñîâà ñêëà-
äíiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ôóíêöiÿ, ÿêà êîæíié ïîñëiäîâíîñòi âõiäíèõ
äàíèõ äîâæèíè n ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìàêñèìàëüíèé (çà âñiìà
iíäèâiäóàëüíèìè çàäà÷àìè äîâæèíîþ n) ÷àñ t(n), ÿêèé âèòðà÷à¹
àëãîðèòì äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ çàäà÷ iç öi¹þ äîâæèíîþ.
Ïðî êîíêðåòíó çàäà÷ó êàæóòü, ùî âîíà ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà ïîëiíîìi-
àëüíèé ÷àñ, ÿêùî iñíó¹ àëãîðèòì (íàïðèêëàä, ìàøèíà Òþðií à ÷è
àëãîðèòì Ìàðêîâà), ÿêèé ðîçâ'ÿçó¹ öþ çàäà÷ó çà ïîëiíîìiàëüíèé
÷àñ. ×åðåç P ïîçíà÷à¹òüñÿ êëàñ âñiõ çàäà÷, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ çà ïî-
ëiíîìiàëüíèé ÷àñ. Â iíøîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹-
òüñÿ çà åêñïîíåíöiàëüíèé ÷àñ. Çàäà÷ó íàçèâàþòü âàæêîðîçâ'ÿçíîþ,
ÿêùî íåìà¹ ïîëiíîìiàëüíîãî àëãîðèòìó äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî ïîëiíîìiàëüíi àëãîðèòìè âiäïîâiäàþòü øâèä-
êèì, åôåêòèâíèì íà ïðàêòèöi àëãîðèòìàì, à ïîëiíîìiàëüíî ðîçâ'ÿ-
çíi çàäà÷i âiäïîâiäàþòü ëåãêèì çàäà÷àì, ÿêi ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçà-
íèìè çà ïðèéíÿòíèé ÷àñ íà âõîäàõ äîâæèíè, ùî ìà¹ ïðàêòè÷íèé ií-
òåðåñ. ×àñòî ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì ñïðàâäi çàäîâîëüíÿ¹ âñi ïðà-
êòè÷íi ïîòðåáè. Â ãiðøîìó æ âèïàäêó éîãî ìîæíà ââàæàòè øâèä-
êèì ëèøå àñèìïòîòè÷íî, à íà âiäíîñíî íåâåëèêèõ âõîäàõ àëãîðèòì
ìîæå ïðàöþâàòè äîâãî. Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî êëàñ ïîëiíîìiàëüíî
ðîçâ'ÿçíèõ çàäà÷ íå çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêà ñàìå ç áàãàòüîõ ìî-
æëèâèõ ôîðìàëiçàöié àëãîðèòìó âèáðàíà. Öåé ôàêò ìîæíà ñòðîãî
äîâåñòè ÿê òåîðåìó äëÿ áóäü-ÿêèõ îçíà÷åíü àëãîðèòìó.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ¹ åêñïîíåíöiàëüíi àëãîðèòìè, ÿêi äîáðå çà-
ðåêîìåíäóâàëè ñåáå íà ïðàêòèöi. Ði÷ ó òiì, ùî ÷àñîâó ñêëàäíiñòü
îçíà÷åíî ÿê ìiðó ïîâåäiíêè àëãîðèòìó â íàéãiðøîìó âèïàäêó. Íà-
ñïðàâäi ìîæå âèÿâèòèñü, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ áiëüøîñòi êîíêðåòíèõ
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çàäà÷ ïîòðiáíî çíà÷íî ìåíøå ÷àñó, i öå äiéñíî òàê äëÿ äåÿêèõ äî-
áðå âiäîìèõ àëãîðèòìiâ. Íàïðèêëàä, ñèìïëåêñ-ìåòîä äëÿ ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ çàäà÷ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíó ÷àñîâó
ñêëàäíiñòü, àëå äóæå äîáðå ïðàöþ¹ íà ïðàêòèöi.

8.1. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à, ÿêà â àëôàâiòi A =

{0, 1} äëÿ áóäü-ÿêîãî ñëîâà P = p1p2 . . . pn âèçíà÷à¹, ÷è ¹ âîíî ñè-
ìåòðè÷íèì, òîáòî P = p1p2 . . . pn = pnpn−1 . . . p1 = P ′. Âiäïîâiäü:
ñëîâî 1, ÿêùî ñëîâî P ñèìåòðè÷íå, 0 � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.
Îöiíèòè ÷àñîâó òà ¹ìíiñíó ñêëàäíiñòü ïîáóäîâàíî¨ ìàøèíè Òþði-
í à.

Ãðàô øóêàíî¨ ìàøèíè Òþðií à ìà¹ âèãëÿä:

GFED@ABCq1

0/0, 1/1;R




#/#;L // GFED@ABCq2

0/#;L

��

1/#;L

��

#/1;R

��
// ?>=<89:;s

0/#;R

: :

#/1;R //

1/#;R

$$

GFED@ABC?>=<89:;f GFED@ABCq6 0/#, 1/#;Lll#/0;R
oo GFED@ABCq3 0/0, 1/1;Lll

#/#;R

ii

GFED@ABCq5

0/0, 1/1;R

TT #/#;L
// GFED@ABCq4

1/#;L

DD

0/#;L

SS

#/1;R

[[

Ðîáîòà ìàøèíè Òþðií à çäiéñíþ¹òüñÿ öèêëàìè. Âïðîäîâæ ïåð-
øîãî öèêëó ìàøèíà ïåðåâiðÿ¹, ÷è âèêîíóòüñÿ ðiâíiñòü p1 = pn. Äëÿ
öüîãî â ñòàíi s çàïàì'ÿòîâó¹òüñÿ áóêâà p1 i ãîëîâêà ìàøèíè Òþði-
í à â ñòàíàõ q1 àáî q5 çìiùó¹òüñÿ ïðàâîðó÷ äîòè, äîêè íå çíàõîäèòü
áóêâó pn i ïîðiâíþ¹ ¨¨ ç p1 â ñòàíàõ q2 àáî q4. ßêùî öi áóêâè ðiçíi,
òî ìàøèíà ïåðåõîäèòü â ñòàí q6, âèäàëÿ¹ ñëîâî íà ñòði÷öi i äðóêó¹
áóêâó 0, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìàøèíà çäiéñíþ¹ äðóãèé öèêë,
âïðîäîâæ ÿêîãî ïîðiâíþ¹ áóêâè p2 òà pn−1 i ò. ä. Çðîçóìiëî, ùî íàé-
áiëüøó êiëüêiñòü òàêòiâ ìàøèíà Òþðií à âèêîíó¹ íà ñèìåòðè÷íèõ
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ñëîâàõ äîâæèíè n. ßêùî ñèìåòðè÷íå ñëîâî P ìà¹ ïàðíó äîâæè-
íó, òî áóäå ïðîâåäåíî n/2 ïîâíèõ öèêëiâ ïîðiâíÿíü áóêâ, âïðîäîâæ
ÿêèõ áóäå çäiéñíåíî ÷èñëî òàêòiâ, ÿêå äîðiâíþ¹

(2n+ 1) + (2(n− 2) + 1) + . . .+ 5 =
(2n+ 1) + 5

2
· n
2
=

(n+ 3)n

2
.

Ïiñëÿ öüîãî ìàøèíà çäiéñíþ¹ ùå îäèí òàêò i çóïèíÿ¹ ðîáîòó.
ßêùî æ ñèìåòðè÷íå ñëîâî P ìà¹ íåïàðíó äîâæèíó, òî áóäå ïðî-

âåäåíî (n−1)/2 ïîâíèõ öèêëiâ ïîðiâíÿíü áóêâ, âïðîäîâæ ÿêèõ áóäå
çäiéñíåíî ÷èñëî òàêòiâ, ÿêå äîðiâíþ¹

(2n+1)+(2(n−2)+1)+. . .+7 =
(2n+ 1) + 7

2
·n− 1

2
=

(n+ 4)(n− 1)

2
.

Äàëi ÌÒ çäiéñíþ¹ ùå òðè òàêòè i ïåðåõîäèòü ó êiíöåâèé ñòàí.
Ç ïðîâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü i àíàëiçó ãðàôà ìàøèíè Òþðií à

âèïëèâà¹, ùî sT (n) = n+ 1 ≤ 2n, sT (n) = O(n), à ôóíêöiÿ ÷àñîâî¨
ñêëàäíîñòi ìà¹ âèãëÿä

tT (n) =

{
(n+3)n

2 + 1, n = 2k, k ∈ N
(n+4)(n−1)

2 + 3, n = 2k − 1, k ∈ N
=

n2 + 3n+ 2

2

Îñêiëüêè n2+3n+2
2 ≤ n2+3n2+2n2

2 = 3n2, òî tT (n) = O(n2) i çàäà÷à
ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà ïîëiíîìiàëüíèé ÷àñ, òîáòî íàëåæèòü êëàñó P.

8.2. Ïpèêëàä. Ïðîàíàëiçóâàòè ðîáîòó àëãîðèòìó Ìàðêîâà, çàäà-
íîãî íàä àëôàâiòîì A = {a1, a2, . . . , am}, òà îöiíèòè éîãî ñêëà-
äíiñòü: 

∗∗ → #

#a → a#, äå a ∈ A

#∗ → #

# 7→
∗ab → b ∗ a, äå a, b ∈ A

→ ∗
ßêùî P = b1b2 . . . bn, òî îáåðíåííÿì ñëîâà P íàçèâà¹òüñÿ ñëîâî

P ′ = bnbn−1 . . . b1. Ïîêàæåìî, ùî àëãîðèòì çäiéñíþ¹ îáåðíåííÿ ñëiâ
â àëôàâiòi A. Äiéñíî, íåõàé ìà¹ìî äåÿêå ñëîâî P â àëôàâiòi A. Òîäi:

P → ∗P → b2 ∗ b1 . . . bn → b2b3 ∗ b1b4 . . . bn → . . . → b2b3 . . . bn ∗
b1 → ∗b2b3 . . . bn∗b1 → . . . → b3b4 . . . bn∗b2∗b1 → . . . → ∗bn∗bn−1 . . .∗
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b2∗b1 → ∗∗bn∗bn−1 . . .∗b2∗b1 → #bn∗bn−1 . . .∗b2∗b1 → bn#∗bn−1 . . .∗
b2 ∗ b1 → bn#bn−1 . . . ∗ b2 ∗ b1 → . . . → bnbn−1 . . . b1# 7→ bnbn−1 . . . b1

Îöiíèìî ÷àñîâó òà ¹ìíiñíó ñêëàäíiñòü öüîãî àëãîðèòìó. Îñêiëü-
êè êiëüêiñòü ïiäñòàíîâîê, ÿêi âèêîíóþòüñÿ ïðè îá÷èñëåííi âèõiäíî-
ãî ñëîâà P ′ ç âõiäíîãî ñëîâà P , çàëåæèòü òiëüêè âiä äîâæèíè ñëîâà,
òî ôóíêöiÿ ÷àñîâî¨ ñêëàäíîñòi tM (n) = tM (ω) äëÿ áóäü-ÿêîãî ñëî-
âà ω äîâæèíè n. Çíàéäåìî êiëüêiñòü ïiäñòàíîâîê ïðè àíàëiçi ñëîâà
P = b1b2 . . . bn äîâæèíè n. Íà ïåðøîìó åòàïi àëãîðèòì äîïèñó¹ çëi-
âà äî ñëîâà ∗ i ïåðåíîñèòü ¨¨ ðàçîì ç ïåðøîþ áóêâîþ âêiíåöü ñëîâà,
âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó n ïiäñòàíîâîê. Äàëi àëãîðèòì äîïèñó¹
çëiâà äî îäåðæàíîãî ñëîâà ∗ i ïåðåíîñèòü ¨¨ ç äðóãîþ áóêâîþ ïî÷à-
òêîâîãî ñëîâà ω äî ïîïåðåäíüî¨ ∗, âèêîðèñòîâóþ÷è n−1 ïiäñòàíîâîê
i ò.ä., äîêè íå îòðèìà¹ìî ñëîâî âèãëÿäó ∗bn ∗ bn−1 . . . ∗ b2 ∗ b1. Ïðè
öüîìó êiëüêiñòü ïiäñòàíîâîê äîðiâíþ¹ n+(n− 1)+ . . .+1 = n(n+1)

2 .
Äàëi çëiâà äî ñëîâà äîïèñó¹òüñÿ ùå îäíà ∗ i ∗∗ ìiíÿ¹òüñÿ íà #, ïi-
ñëÿ ÷îãî ðåøiòêà ïåðåíîñèòüñÿ âêiíåöü ñëîâà, çíèùóþ÷è ïðè öüîìó
âñi çiðî÷êè. Íàñàìêiíåöü âèêîíó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà # 7→ i àëãîðèòì
Ìàðêîâà çóïèíÿ¹ ñâîþ ðîáîòó. Òàêèì ÷èíîì, íà äðóãîìó åòàïi âè-
êîíó¹òüñÿ 2 + 2n ïiäñòàíîâîê. Îòæå,

tM (n) =
n(n+ 1)

2
+ 2 + 2n =

n2 + 5n+ 4

2
= O(n2).

Ç âèâåäåííÿ âèäíî, ùî ∗ ∗ bn ∗ bn−1 . . . ∗ b2 ∗ b1 � ñëîâî ìàêñèìàëüíî¨
äîâæèíè, òîìó sM (n) = 2n+ 1 = O(n).

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà ïîëiíîìiàëüíèé ÷àñ i íà-
ëåæèòü êëàñó P.

8.3. Ïpèêëàä. Çíàéòè äîâæèíó (êiëüêiñòü öèôð) íàòóðàëüíîãî ÷è-
ñëà, çàïèñàíîãî â m-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, òîáòî çíàéòè ôóíêöiþ,
ÿêà êîæíîìó ÷èñëó n = akm

k + ak−1m
k−1 + . . . a1m+ a0, äå ak ̸= 0

i 0 ≤ ai < m, ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî |akak−1 . . . a0| = k + 1.
Îñêiëüêè ìà¹ìî, ùî mk ≤ akm

k + ak−1m
k−1 + . . .+ a1m+ a0 ≤

(m−1)mk+(m−1)mk−1+. . .+(m−1)m+(m−1) = mk+1−1 < mk+1,
òî k ≤ logm n < k + 1. Òàêèì ÷èíîì, k = [logm n] i äîâæèíà íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n, çàïèñàíîãî âm-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, äîðiâíþ¹
1 + [logm n] = 1 + [ lnn

lnm ] = O(lnn). Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèäíî, ùî
àñèìïòîòè÷íà îöiíêà äîâæèíè ÷èñëà íå çàëåæèòü âiä òîãî, â ÿêié
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ âîíî çàïèñàíå.
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8.4. Ïpèêëàä. Ïîáóäóâàòè ìàøèíó Òþðií à äëÿ âèçíà÷åííÿ ñóìè
÷èñåë, çàäàíèõ ó ñiìêîâié òà òðiéêîâié ñèñòåìàõ ÷èñëåííÿ (ðåçóëü-
òàò îòðèìàòè â ñiìêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ) i îöiíèòè ¨¨ ñêëàäíiñòü.

// ?>=<89:;s

+/+, n/n;R n=0,...,6

�� #/#;L // GFED@ABCq1

+/#;R

zzuu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu

0/2;L




2/1;L

1/0;L
// GFED@ABCq2

0/0, 1/1, 2/2;L





+/+;L

��

GFED@ABCq52/#;R
,,

#/#;L

��

GFED@ABCq4

+/+, n/n;R n=0,...,6

TT

#/#;L

OO

GFED@ABCq3

6/0;L

TT#/1;R

n/n+1;R n=0,...,5oo

GFED@ABC?>=<89:;f

Î÷åâèäíî, ùî àëôàâiò A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,+}. Ìíîæèíà ñòà-
íiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç ñåìè åëåìåíòiâ: Q = {s, q1, q2, q3, q4, q5, f}. Íåõàé
äîäàíêè âiäîêðåìëþþòüñÿ çíàêîì +, ïîðîæíi ñåêöi¨, ÿê i ðàíiøå,
ïîçíà÷àòèìåìî #. Íà ñòði÷öi ëiâîðó÷ âiä çíàêà + ðîçìiùåíî äîäà-
íîê ó ñiìêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, à ïðàâîðó÷ � äîäàíîê ó òðiéêîâié
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Iäåÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i òàêà: ñïî÷àòêó â ñòàíi s
ïåðåìiùó¹ìîñÿ äî îñòàííüîãî ñèìâîëó, ïîòiì âiä ðîçìiùåíîãî ïðà-
âîðó÷ òðiéêîâîãî ÷èñëà â ñòàíi q1 âiäíiìà¹ìî îäèíèöþ, äiþ÷è çà
ïðàâèëàìè òðiéêîâî¨ àðèôìåòèêè, ïiñëÿ ÷îãî â ñòàíi q2 ïåðåìiùó-
¹ìîñÿ ëiâîðó÷ òà äî ñiìêîâîãî ÷èñëà äîäà¹ìî îäèíèöþ â ñòàíi q3,
äiþ÷è çà ïðàâèëàìè ñiìêîâî¨ àðèôìåòèêè. Äàëi ïîâåðòà¹ìîñÿ äî
ïðàâîãî ÷èñëà ç äîïîìîãîþ ñòàíó q4 i ïåðåõîäèìî â ñòàí q1. Ïî-
âòîðþ¹ìî âñi îïåðàöi¨ äîòè, äîêè ðîçìiùåíèé ïðàâîðó÷ âiä çíàêà +
äîäàíîê íå áóäå âè÷åðïàíî.

Îöiíèìî ñêëàäíiñòü äàíîãî àëãîðèòìó. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ
tT (ω) áóäå ïðèéìàòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ íà ñëîâàõ ω äîâæè-
íè n âèäó: a+ b1b2 . . . bn−2. Îöiíèìî, íà ñòiëüêè ìîæå çáiëüøèòèñÿ
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äîâæèíà ñëîâà â ïðîöåñi äîäàâàííÿ. Îñêiëüêè

b1b2 . . . bn−2 = b13
n−3 + b23

n−4 + . . .+ bn−33 + bn−2 < 3n−2,

òî ïðè äîäàâàííi öüîãî ÷èñëà â ëiâó ÷àñòèíó çàãàëüíà äîâæèíà ñëî-
âà çáiëüøèòüñÿ íå áiëüøå, íiæ íà log7 3

n−2 = (n − 2) log7 3. Âðàõî-
âóþ÷è êðàéíi ïîðîæíi êëiòèíêè i òîé ôàêò, ùî êiëüêiñòü öèêëiâ,
ÿêi çäiéñíèòü ìàøèíà Òþðií à ïðè äîäàâàííi, íå ïåðåâèùó¹ 3n−2,
ìà¹ìî, ùî ¹ìíiñíà ñêëàäíiñòü

sT (n) ≤ n log7 3− log7 9 + n+ 2 = O(n),

à ÷àñîâà ñêëàäíiñòü

tT (n) ≤ 2(n log7 3− log7 9 + n+ 2)3n−2 = O(n3n).

Îòæå, äàíà ìàøèíà Òþðií à ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó çà åêñïîíåíöiàëü-
íèé ÷àñ.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà : [5, ñ. 374�384], [13, ñ. 129�204], [17, ñ. 330�

353].

Ïèòàííÿ òà âïðàâè äî ïàðàãðàôà 8.

8.1. Äàéòå îçíà÷åííÿ (àñèìïòîòè÷íî¨) ÷àñîâî¨ i ¹ìíiñíî¨ ñêëàäíî-
ñòi ìàøèíè Òþðií à òà àëãîðèòìó Ìàðêîâà.

8.2. Êîëè êàæóòü, ùî ïåâíà çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà ïîëiíîìiàëü-
íèé ÷àñ?

8.3. ßêà çàäà÷à íàçèâà¹òüñÿ âàæêîðîçâ'ÿçíîþ?

8.4. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî à) 2n+1 = O(2n); á) 22n = O(2n)?

8.5. Äîâåñòè, ùî äëÿ ïîëiíîìà f(n) = amnm + . . . + a1n + a0, äå
am > 0, ai ∈ R, i = 1,m, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü f(n) = Θ(nm).

8.6. Äîâåäiòü, ùî f(n) = nO(1) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå
äîäàòí¹ m, äëÿ ÿêîãî f(n) = O(nm) (ââàæà¹ìî, ùî f(n) > 1).

8.7. Ïîðiâíÿòè ÷àñ ñîðòóâàííÿ ìàñèâó ç 1 ìëí. ÷èñåë íà äâîõ êîì-
ï'þòåðàõ, ïåðøèé ç ÿêèõ âèêîíó¹ 100 ìëí. îïåðàöié çà ñåêóíäó, à
äðóãèé � 1 ìëí. Äëÿ ïåðøîãî êîìï'þòåðà ñêëàäåíèé àëãîðèòì ç
ñêëàäíiñòþ 2n2 îïåðàöié, à äëÿ äðóãîãî � 50nlog2n.
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8.8. Ïðè ÿêîìó íàéìåíøîìó çíà÷åííi n àëãîðèòì, ùî âèìàãà¹
100n2 îïåðàöié, åôåêòèâíiøèé çà àëãîðèòì, ùî âèìàãà¹ 2n îïåðà-
öié?

8.9. Äîñëiäèòè, ÿêîþ áóäå äâiéêîâà äîâæèíà ÷èñëà, îäåðæàíîãî
à) äîäàâàííÿì, á) ìíîæåííÿì n äîäàòíèõ ÷èñåë, äâiéêîâà äîâæèíà
êîæíîãî ç ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ k.

8.10. Íåõàé A i B � m1×m2 i m2×m3 ìàòðèöi âiäïîâiäíî. Âèçíà-
÷èòè êiëüêiñòü àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ îá÷èñëåííÿ
¨õ äîáóòêó çà çâè÷àéíèì àëãîðèòìîì. Îöiíèòè ñêëàäíiñòü.

8.11. Âèçíà÷èòè íàéåôåêòèâíiøó ïîñëiäîâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü
A, B, C, ÿêùî ¨õ ðîçìiðíîñòi âiäïîâiäíî

à) 10× 5, 5× 50, 50× 1;
á) 20× 50, 50× 10, 10× 40.

8.12. Âèçíà÷èòè íàéåôåêòèâíiøó ïîñëiäîâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü
A, B, C, D, ÿêùî ¨õ ðîçìiðíîñòi âiäïîâiäíî

à) 10× 2, 2× 5, 5× 20, 20× 3;
á) 20× 5, 5× 10, 10× 40, 40× 3.

8.13. Ïîáóäóâàòè ïîëiíîìiàëüíèé íîðìàëüíèé àëãîðèòì Ìàðêî-
âà â àëôàâiòi {a, b} ç ÷àñîâîþ ñêëàäíiñòþ O(1), ÿêèé âèäàëÿ¹ ó
âõiäíîìó ñëîâi, ÿêå ìiñòèòü íå ìåíøå íiæ òðè áóêâè, òðåòþ áóêâó?

8.14. Ïîáóäóâàòè åôåêòèâíi íîðìàëüíèé àëãîðèòì Ìàðêîâà òà
ìàøèíó Òþðií à, ÿêi îá÷èñëþþòü ôóíêöiþ f(n) = n− 3 íàòóðàëü-
íèõ ÷åòâiðêîâèõ àðãóìåíòiâ. Îöiíèòè ¨õ ÷àñîâó òà ¹ìíiñíó ñêëà-
äíiñòü.

8.15. Íîðìàëüíèé àëãîðèòì Ìàðêîâà (A,P ) çàäà¹òüñÿ ñõåìîþ

P :



ba# → a#b, äå a, b ∈ A

∗a → a#a∗, äå a ∈ A

# → +

+ →
∗ 7→
→ ∗

Îöiíèòè éîãî ÷àñîâó òà ¹ìíiñíó ñêëàäíiñòü.
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8.16. Îöiíèòè ÷àñîâó òà ¹ìíiñíó ñêëàäíiñòü ÌÒ, çàäàíî¨ ãðàôîì:

// ?>=<89:;s
0/a;R //

b/b;R

��

GFED@ABCq1

0/0, b/b;R




1/b;L // GFED@ABCq2

0/0, b/b;L





a/a;R

ff

GFED@ABCq3b/b;R
,, #/#;L // GFED@ABC?>=<89:;qf

8.17. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíèé ÍÀÌ îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ f : N0 ×
N0 → N0, f(n,m) = nm, àðãóìåíòè ÿêî¨ çàäàíi â óíàðíié ñèñòåìi
÷èñëåííÿ: 

b| → |b
a| → |ba
a →
|∗ → ∗a
∗| → ∗
∗ →
b → |

.

Îöiíèòè éîãî ÷àñîâó òà ¹ìíiñíó ñêëàäíiñòü.
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