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Ïåðåäìîâà

Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê íàïèñàíî íà ïiäñòàâi äîñâiäó âèêëàäàííÿ ïðàêòè-

÷íîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó íà ôàêóëüòåòi ìàòåìàòèêè òà iíôîðìà-

òèêè i ôiçèêî-òåõíi÷íîìó ôàêóëüòåòi Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåð-

ñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà äëÿ ñòóäåíòiâ ìàòåìàòè÷íèõ òà òåõíi÷íèõ

íàïðÿìiâ ïiäãîòîâêè.

Ìàòåðiàë äðóãî¨ ÷àñòèíè ïîñiáíèêà îõîïëþ¹ ãðàíèöþ òà íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ÷àñòèííi ïîõiäíi i äèôåðåíöiàëè ïåðøîãî òà âèùèõ

ïîðÿäêiâ äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, íåÿâíi ôóíêöi¨ òà äîñëiäæåííÿ

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ íà åêñòðåìóì i óìîâíèé åêñòðåìóì.

Íà ïî÷àòêó êîæíîãî ðîçäiëó ïîäàþòüñÿ êîðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ç

êîæíî¨ òåìè, ÿêi ìiñòÿòü îñíîâíi îçíà÷åííÿ, ôîðìóëþâàííÿ âàæëèâèõ òåîðåì

òà îñíîâíi ôîðìóëè. Äàëi ïîìiùåíî ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷. Îñòàííÿ

÷àñòèíà êîæíîãî ðîçäiëó ìiñòèòü çàäà÷i i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Â êiíöi ïîñiáíèêà ïîäàíi âàðiàíòè iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü, à òàêîæ çðàçîê

ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâîãî âàðiàíòà.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ äîñêîíàëîãî âèâ÷åííÿ ìàòåðiàëó ïåðåä òèì, ÿê ïî-

÷èíàòè ðîçâ'ÿçóâàòè âïðàâè, íåîáõiäíî äîáðå çàñâî¨òè òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

ç êîæíî¨ òåìè. Ïîòiì ðîçiáðàòè íàâåäåíi âïðàâè ç ðîçâ'ÿçêàìè i îáîâ'ÿçêîâî

çàêðiïèòè çíàííÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿì âïðàâ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ.



ÐÎÇÄIË I. Ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ

�1.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè

Íàçâåìî m-âèìiðíîþ òî÷êîþ M âïîðÿäêîâàíó ñèñòåìó iç m äiéñíèõ ÷è-

ñåë (x1, . . . , xm), à ÷èñëà x1, . . . , xm � êîîðäèíàòàìè òî÷êè M. Ìíîæèíó âñiõ

m-âèìiðíèõ òî÷îê íàçèâàþòü m-âèìiðíèì ïðîñòîðîì i ïîçíà÷àþòü Rm .

×èñëî %(M1, M2), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

%(M1, M2) =

√√√√ m∑
i=1

(yi − xi)2, (1)

íàçèâà¹òüñÿ âiäñòàííþ ìiæ äâîìà òî÷êàìè M1(x1, . . . , xm), M2(y1, . . . , ym)∈

Rm.

Öÿ âiäñòàíü çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) %(M1,M2) ≥ 0, ∀M1,M2, (íåâiä'¹ìíiñòü);

2) %(M1,M2) = 0⇐⇒M1 = M2, (ðiâíiñòü íóëþ);

3) %(M1,M2) = %(M2,M1), ∀M1,M2, (ñèìåòðè÷íiñòü);

4) %(M1,M3) ≤ %(M1,M2) + %(M2,M3), ∀M1,M2,M3 ∈ Rm, (íåðiâíiñòü

òðèêóòíèêà).

Ïðîñòið Rm ¹ ïðèêëàäîì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó , âiäñòàíü, ââåäåíà çà

ôîðìóëîþ (1) � ìåòðèêîþ, à âëàñòèâîñòi 1)-4) � àêñiîìàìè ìåòðè÷íîãî

ïðîñòîðó .



� 1.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè 7

Òî÷êà A(a1, . . . , am) íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê

{Mn} = {(xn1 , xn2 , . . . , xnm)}, ÿêùî lim
n→∞

%(Mn, A) = 0.

Ïîçíà÷åííÿ: lim
n→∞

Mn = A, àáî Mn → A ïðè n → ∞. Ïðè öüîìó ïîñëi-

äîâíiñòü {Mn} íàçèâàþòü çáiæíîþ äî òî÷êè A, àáî ïðîñòî çáiæíîþ.

Ïiä îêîëîì òî÷êè M0(x
0
1, . . . , x

0
m) áóäåìî ðîçóìiòè áóäü-ÿêó iç äâîõ ìíî-

æèí:

1) {M : x0
1 − δ1 < x1 < x0

1 + δ1, . . . , x
0
m − δm < xm < x0

m + δm} = (x0
1 −

δ1, x
0
1 + δ1; . . . ;x

0
m− δm, x0

m + δm) � âiäêðèòèé ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïiïåä, äå

δi ∈ R, δi > 0, i = 1,m;

2) {M : 0 < %(M, M0) < δ, δ > 0} � âiäêðèòà ñôåðà ç öåíòðîì ó òî÷öi

M0 i ðàäióñîì δ. Îñòàííþ íàçèâàþòü ùå δ-îêîëîì òî÷êè M0.

Âiäìiòèìî, ùî îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê {Mn} ⊂ Rm  ðóí-

òó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi ãðàíèöi ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi. Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ

ãðàíèöi ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi ñëiäó¹, ùî (∀ε > 0) (∃N(ε) ∈ N) òàêå, ùî

(∀n > N(ε)) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà {%(Mn, A) < ε}. Ãåîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹,

ùî â áóäü-ÿêîìó ε-îêîëi òî÷êè A çíàõîäÿòüñÿ âñi òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi {Mn},

ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà N(ε) (çàëåæíîãî, âçàãàëi êàæó÷è, âiä ε).

Íàçâåìî òî÷êó M(x1, . . . , xm) âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè D,

ÿêùî âîíà íàëåæèòü ìíîæèíi D ðàçîì ç äåÿêèì äîñòàòíüî ìàëèì ¨¨ îêîëîì.

Ìíîæèíó òî÷îê, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç âíóòðiøíiõ òî÷îê, áóäåìî íà-

çèâàòè âiäêðèòîþ îáëàñòþ.

Òî÷êà M0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ ìíîæèíè D, ÿêùî â

áóäü-ÿêîìó ¨¨ îêîëi ìiñòèòüñÿ õî÷ îäíà òî÷êà ìíîæèíè D, âiäìiííà âiä

M0. Òî÷êè ñêóï÷åííÿ äëÿ âiäêðèòî¨ îáëàñòi, ÿêi íå íàëåæàòü ¨é, íàçèâàþòü

ìåæîâèìè òî÷êàìè öi¹¨ îáëàñòi. Ñóêóïíiñòü óñiõ ìåæîâèõ òî÷îê

óòâîðþ¹ ìåæó îáëàñòi . Âiäêðèòà îáëàñòü ðàçîì ç ¨¨ ìåæåþ íàçèâà¹òüñÿ

çàìêíåíîþ îáëàñòþ. Ìíîæèíà òî÷îê D íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî

âîíà öiëêîì ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó ïðÿìîêóòíîìó ïàðàëåëåïiïåäi.

Â m-âèìiðíîìó ïðîñòîði ìîæíà ðîçãëÿäàòè íåïåðåðâíi êðèâi. Íåõàé
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x1 = ϕ1(t), . . . , xm = ϕm(t), t0 ≤ t ≤ t1, ϕj(t) � íåïåðåðâíi ôóí-

êöi¨, j = 1,m. Òîäi ìíîæèíà òî÷îê (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕm(t)), ùî îäåð-

æó¹òüñÿ ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà t, ïðèéìà¹òüñÿ çà íåïåðåðâíó

êðèâó â m-âèìiðíîìó ïðîñòîði, ÿêà ç'¹äíó¹ òî÷êè M0(ϕ1(t0), . . . , ϕm(t0)),

M1(ϕ1(t1), . . . , ϕm(t1)). ßêùî âñi ôóíêöi¨ ϕj(t) � ëiíiéíi, êðèâà ïåðåõîäèòü â

ïðÿìó: x1 = α1t+β1, . . . , xm = αmt+βm, äå êîåôiöi¹íòè α1, . . . , αm íå ïîâèííi

îäíî÷àñíî ïåðåòâîðþâàòèñü â íóëü, à t ∈ (−∞; +∞). Áóäåìî ââàæàòè, ùî òî-

÷êè ñëiäóþòü îäíà çà äðóãîþ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ïàðàìåòðà t. Ðiâíÿííÿ ïðÿ-

ìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè M ′(x′1, . . . , x
′
m) i M ′′(x′′1, . . . , x

′′
m) î÷åâèäíî

ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi x1 = x′1 + t(x′′1−x′1), . . . , xm = x′m + t(x′′m−x′m),

−∞ < t < +∞. ßêùî t ∈ [0; 1], òî áóäåìî ìàòè ïðÿìîëiíiéíèé âiäðiçîê, ùî

ç'¹äíó¹ öi òî÷êè.

Ëiíiÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðÿìîëiíiéíèõ âiäðiçêiâ, íà-

çèâà¹òüñÿ ëàìàíîþ.

Îáëàñòü íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêi ¨¨ äâi òî÷êè ìîæíà ç'¹äíà-

òè ëàìàíîþ, ùî ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â öié îáëàñòi.

ßêùî ìà¹ìî ìíîæèíó òî÷îê {M} ⊂ Rm i êîæíié òî÷öi M(x1, . . . , xm) ïî-

ñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêå ÷èñëî u ∈ R, òî ãîâîðÿòü, ùî íà ìíîæèíi {M}

âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ m çìiííèõ i ïèøóòü u = f(M), àáî u = f(x1, . . . , xm).

Íåõàé ôóíêöiÿ u = f(M) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi {M} i òî÷êà A � òî-

÷êà ñêóï÷åííÿ äëÿ {M}. ×èñëî b íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(M)

â òî÷öi A ïðè M → A, ÿêùî (∀ε > 0) (∃δ > 0) òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨

òî÷êè M, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì 0 < %(M, A) < δ, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(M)− b| < ε.

Öå îçíà÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ôóíêöi¨ çà Êîøi àáî �ìî-

âîþ ε− δ �.

Îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ â òî÷öi A çà Ãåéíå àáî �ìîâîþ ïîñëiäîâíî-

ñòåé� ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ÷èñëî b íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóí-

êöi¨ f(M) â òî÷öi A, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ çáiæíî¨ äî A ïîñëiäîâíîñòi {Mn}



� 1.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè 9

òàêî¨, ùî Mn ∈ {M}, Mn 6= A âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü ôóíêöi¨

{f(Mn)} çáiãà¹òüñÿ äî b.

Ïîçíà÷åííÿ: lim
M→A

f(M) = b, àáî lim
x1→a1
...

xm→am

f(x1, . . . , xm) = b.

Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ f(x1, . . . , xm) â òî÷öi A çà Êî-

øi i çà Ãåéíå ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ f(M) i g(M) âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi {M} i

íåõàé lim
M→A

f(M) = b, lim
M→A

g(M) = c. Òîäi:

lim
M→A

(f(M)± g(M)) = b± c, lim
M→A

f(M) · g(M) = b · c, lim
M→A

f(M)

g(M)
=
b

c
,

ïðè÷îìó â îñòàííüîìó âèïàäêó ïðè óìîâi, ùî c 6= 0.

Ó âèïàäêó b = +∞, àáî b = −∞ â îçíà÷åííi ãðàíèöi ôóíêöi¨ çà Êîøi

íåðiâíiñòü |f(M)−b| < ε çàìiíþ¹òüñÿ âiäïîâiäíî íåðiâíiñòþ âèäó f(M) > E ,

àáî f(M) < −E , äå E � äîâiëüíå íàïåðåä âèáðàíå äîäàòíå ÷èñëî.

Ôóíêöiÿ u = f(M) íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïðè M → A (â

òî÷öi A), ÿêùî lim
M→A

f(M) = 0.

Ìîæíà ïîøèðèòè ïîíÿòòÿ òî÷êè ñêóï÷åííÿ M0(x
0
1, . . . , x

0
m) îáëàñòi D i

íà òîé âèïàäîê, êîëè õî÷ îäíà iç êîîðäèíàò ÷è âñi êîîðäèíàòè öi¹¨ òî÷êè

íåñêií÷åííi. Íàïðèêëàä, òî÷êà (+∞, . . . ,+∞) ¹ òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ äëÿ ìíî-

æèíè D , ÿêùî â öié ìíîæèíi çíàéäóòüñÿ òî÷êè ç óñiìà ÿê çàâãîäíî âåëè-

êèìè äîäàòíèìè êîîðäèíàòàìè. Òî÷êà (a1, . . . , ak−1,+∞, ak+1, . . . , am) íàçè-

âà¹òüñÿ òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ äëÿ ìíîæèíè D , ÿêùî â öié ìíîæèíi ¹ òî÷êè

M(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xm), â ÿêèõ xj ÿê çàâãîäíî áëèçüêi äî aj , j 6= k

i xk � k -òà êîîðäèíàòà ÿê çàâãîäíî âåëèêà.

Ôóíêöiÿ f(M) ìà¹ ãðàíèöåþ ÷èñëî b ïðè ïðÿìóâàííi âñiõ çìiííèõ

x1, . . . , xm äî +∞, ÿêùî äëÿ (∀ε > 0) (∃4 > 0) òàêå, ùî íåðiâíiñòü

|f(M) − b| < ε ìà¹ ìiñöå ÿê òiëüêè x1 > 4, . . . , xm > 4. Â òàêîìó âèïàäêó

âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ lim
x1→+∞

...
xm→+∞

f(M) = b.
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Ñèìâîëîì ∞ áóäåìî ïîçíà÷àòè òî÷êó ñêóï÷åííÿ òî÷îê ïðîñòîðó Rm, â

ÿêîìó õî÷à á îäíà ç êîîðäèíàò ðiâíà +∞ ÷è −∞.

Äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, êðiì ðîçãëÿíóòî¨ âèùå ãðàíèöi, ïðè îäíî-

÷àñíîìó ïðÿìóâàííi âñiõ àðãóìåíòiâ äî âèçíà÷åíèõ çíà÷åíü, äîñèòü ÷àñòî ìà-

þòü ñïðàâó ç ãðàíèöÿìè äðóãîãî ðîäó, ÿêi îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ðÿäó

ïîñëiäîâíèõ ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ ïî êîæíîìó àðãóìåíòó çîêðåìà â òîìó ÷è

iíøîìó ïîðÿäêó. Ïåðøà ãðàíèöÿ íàçèâà¹òüñÿ m-êðàòíîþ, ãðàíèöi äðóãîãî

ðîäó � ïîâòîðíèìè .

Ðîçãëÿíåìî öå ïîíÿòòÿ íà ïðèêëàäi ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ u = f(x, y).

Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü çìiíè çìiííèõ x òà y òàêà, ùî x (íåçàëåæíî âiä

y) ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ â äåÿêié ìíîæèíi X, äëÿ ÿêî¨ a ñëóæèòü òî-

÷êîþ ñêóï÷åííÿ, àëå a íå îáîâ'ÿçêîâî íàëåæèòü ìíîæèíi X. I àíàëîãi÷íî y

(íåçàëåæíî âiä x) ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ â äåÿêié ìíîæèíi Y, äëÿ ÿêî¨ b

� òî÷êà ñêóï÷åííÿ, àëå b íå îáîâ'ÿçêîâî íàëåæèòü ìíîæèíi Y. Òàêó îáëàñòü

ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷èìî X×Y. ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y iñíó¹ lim
x→a

f(x, y), òî

öÿ ãðàíèöÿ áóäå çàëåæàòè âiä íàïåðåä çàôiêñîâàíîãî y : lim
x→a

f(x, y) = ϕ(y).

ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
y→b

ϕ(y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y),

òî ¨¨ íàçèâàþòü ïîâòîðíîþ ãðàíèöåþ.

Ìîæíà ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íi ïåðåõîäè i â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, à ñàìå:

lim
x→a

lim
y→b

f(x, y).

Òåîðåìà 2. ßêùî:

1) iñíó¹ (ñêií÷åííà àáî íåñêií÷åííà) ïîäâiéíà ãðàíèöÿ p = lim
x→a
y→b

f(x, y),

2) äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y iñíó¹ ñêií÷åííà çâè÷àéíà ãðàíèöÿ ïî x

lim
x→a

f(x, y) = ϕ(y),

òî iñíó¹ ïîâòîðíà ãðàíèöÿ lim
y→b

ϕ(y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y), ÿêà ðiâíà ïîäâiéíié

ãðàíèöi.
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Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ðàçîì ç óìîâàìè 1), 2) äëÿ êîæíîãî x ∈ X iñíó¹ i

ñêií÷åííà çâè÷àéíà ãðàíèöÿ ïî y : ψ(x) = lim
y→b

f(x, y), òî iñíó¹ i äðóãà ïîâòîð-

íà ãðàíèöÿ

lim
x→a

ψ(x) = lim
x→a

lim
y→b

f(x, y),

ÿêà ðiâíà òîìó æ ÷èñëó p. Â öüîìó âèïàäêó

lim
x→a

lim
y→b

f(x, y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y).

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ

1. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ â òî÷öi (çà Ãåéíå i çà Êîøi). Ùî

îçíà÷à¹ åêâiâàëåíòíiñòü öèõ îçíà÷åíü?

2. Äëÿ êîæíîãî iç äâîõ îçíà÷åíü ãðàíèöi ôóíêöi¨ â òî÷öi ñôîðìóëþéòå çàïå-

ðå÷åííÿ îçíà÷åííÿ.

3. ×è ìîæå áóòè òàê, ùî lim
M→A

f(M) = b, lim
M→A

g(M) = c, à lim
M→A

(f(M) +

g(M)) 6= b+ c?

4. Äàéòå îçíà÷åííÿ íåñêií÷åííî ìàëî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi M . Íàâåäiòü ïðèêëàä

íåñêií÷åííî ìàëî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi O(0, . . . , 0).

5. Äàéòå îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ f(M) ïðè M →∞.

6. Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨, âiäìiííî¨ âiä ñòàëî¨, äëÿ ÿêî¨ lim
M→∞

f(M) = 1.

7. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïîâòîðíî¨ ãðàíèöi ôóíêöi¨ f(x, y) â òî÷öi M0(x0, y0).

8. Âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ f(x, y) ìà¹ â äàíié òî÷öi ïîäâiéíó i ïîâòîðíi ãðàíèöi.

×è ìîæå áóòè, ùî ÿêiñü äâi iç íèõ íåðiâíi?

9. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ ïîâòîðíî¨ ãðàíèöi:

lim
x→x0

lim
y→+∞

f(x, y),

lim
y→+∞

lim
x→x0

f(x, y),

lim
x→+∞

lim
y→−∞

f(x, y).
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�1.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x, y) = (x+ y) sin
1

x
sin

1

y
¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ

â òî÷öi O(0, 0)

Ðîçâ'ÿçîê. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì íåñêií÷åííî ìàëî¨ ôóíêöi¨, ïîòðiáíî äî-

âåñòè, ùî lim
x→0
y→0

f(x, y) = 0. Âiäìiòèìî, ùî ôóíêöiÿ f(x, y) íå âèçíà÷åíà íà

îñÿõ êîîðäèíàò, àëå òî÷êà O(0, 0) ¹ òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ äëÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ f(x, y) i òîìó ìîæíà ñòàâèòè ïèòàííÿ ïðî ãðàíèöþ ôóíêöi¨ â òî÷öi

O .

Âèêîðèñòà¹ìî îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ â òî÷öi çà Êîøi. Çàäàìî äîâiëüíå

ε > 0. Òîäi, ÿêùî |x| < δ , |y| < δ , òî

|f(x, y)| = |x+ y|
∣∣ sin 1

x

∣∣∣∣ sin 1

y

∣∣ ≤ |x|+ |y| < 2δ.

Ïîêëàâøè δ =
ε

2
, îäåðæèìî |f(x, y)| < ε. Öå i îçíà÷à¹, ùî lim

x→0
y→0

f(x, y) = 0. I

2. Îá÷èñëèòè ãðàíèöþ

lim
x→0
y→2

(1 + xy)
2

x2+xy .

Ðîçâ'ÿçîê. Çîáðàçèìî ôóíêöiþ ó âèãëÿäi[
(1 + xy)

1
xy

] 2xy

x2+xy
.

Îñêiëüêè z = xy → 0 ïðè x→ 0 i y → 2, òî

lim
x→0
y→2

(1 + xy)
1
xy = lim

z→0
(1 + z)

1
z = e.

Äàëi lim
x→0
y→2

2y

x+ y
= 2 (â ñèëó òåîðåìè 1). Òîìó øóêàíà ãðàíèöÿ ðiâíà e2 . I

3. ×è iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
?

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé òî÷êà M(x, y) → O(0, 0) ïî ïðÿìié y = kx, ùî ïðî-

õîäèòü ÷åðåç òî÷êó O(0, 0). Òîäi îòðèìà¹ìî

lim
x→0

y→0 (y=kx)

xy

x2 + y2
= lim

x→0

kx2

x2 + kx2
=

k

1 + k
.
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Ïðè ðiçíèõ k îäåðæèìî ðiçíi çíà÷åííÿ âèðàçó. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðà-

íèöi äàíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi O(0, 0) íå iñíó¹. I

4. Îá÷èñëèòè ãðàíèöþ

lim
M→∞

x+ 2y

x2 − 2xy + 2y2
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò x = r cosϕ,

y = r sinϕ. Òîäi

x+ 2y

x2 − 2xy + 2y2
=

1

r

cosϕ+ 2 sinϕ

cos2 ϕ− 2 cosϕ sinϕ+ 2 sin2 ϕ
=

1

r

f(ϕ)

g(ϕ)
,

äå 0 ≤ ϕ ≤ 2π i 0 ≤ r < +∞.

Óìîâà M → ∞ åêâiâàëåíòíà óìîâi r → +∞, òîìó 1

r
→ 0. Äîâåäåìî

îáìåæåíiñòü ñïiâìíîæíèêà
f(ϕ)

g(ϕ)
. Î÷åâèäíî, ùî |f(ϕ)| ≤ 3, à g(ϕ) = (cosϕ−

sinϕ)2 + sin2 ϕ > 0 äëÿ ϕ ∈ [0, 2π] i íåïåðåðâíà íà öüîìó âiäðiçêó. Òîìó

çà ïåðøîþ òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà ïðî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ g(ϕ) ≥ α > 0.

Îòæå,

∣∣∣∣f(ϕ)

g(ϕ)

∣∣∣∣ ≤ 3

α
, ϕ ∈ [0, 2π], òîìó lim

M→∞

x+ 2y

x2 − 2xy + 2y2
= 0. I

5. Çíàéòè ãðàíèöi:

1) lim
x→+∞
y→+∞

x+ y

x2 − xy + y2
, 2) lim

x→∞
y→∞

x2 + y2

x4 + y4
, 3) lim

x→0
y→a

sinxy

x
.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îñêiëüêè x2 − xy + y2 ≥ xy, äëÿ äîñèòü âåëèêèõ x òà y

x+ y > 0, òî
x+ y

x2 − xy + y2
≤ x+ y

xy
=

1

x
+

1

y
→ 0

ïðè x→ +∞ i y → +∞. Òîìó

lim
x→+∞
y→+∞

x+ y

x2 − xy + y2
= 0.

2) Ñïðàâåäëèâà îöiíêà

x2 + y2

x4 + y4
≤ 1

x2
+

1

y2
,

çâiäêè lim
x→∞
y→∞

x2 + y2

x4 + y4
= 0.
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3) Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî lim
x→0

sinx

x
= 1, ìà¹ìî

lim
x→0
y→a

sinxy

x
= a. I

6. Çíàéòè ãðàíèöi:

1) lim
x→+∞
y→+∞

(x2 + y2)e−x−y, 2) lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2 + y2

)x2
, 3) lim

x→0
y→0

(x2 + y2)x
2y2.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Ïðè x > 0, y > 0 îòðèìà¹ìî

(x2 + y2)e−(x+y) =
x2

exey
+

y2

exey
≤ x2

ex
+
y2

ey
.

Îñêiëüêè lim
x→+∞

x2

ex
= 0, lim

y→+∞

y2

ey
= 0 (çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ), òî

lim
x→+∞
y→+∞

(x2 + y2)e−x−y = 0.

2) Îñêiëüêè x2 + y2 ≥ 2xy i xy > 0, òî(
xy

x2 + y2

)x2
≤
(

1

2

)x2
→ 0

ïðè x→ +∞.

3) Îñêiëüêè x→ 0 i y → 0, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî x2 + y2 ≤ 1.

Òîäi ç íåðiâíîñòi
1

4
(x2 + y2)2 ≥ x2y2 ìà¹ìî

1 ≥ (x2 + y2)x
2y2 ≥ (x2 + y2)

1
4 (x2+y2)2 = e

1
4 (x2+y2)2 ln(x2+y2).

Ïîçíà÷èìî x2 + y2 = t. Îäåðæèìî

lim
x→0
y→0

1

4
(x2 + y2)2 ln(x2 + y2) =

1

4
lim
t→0

t2 ln t.

Âèêîðèñòà¹ìî ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ:

lim
t→0

t2 ln t = lim
t→0

ln t

t−2
= lim

t→0

1

t
: (−2t−3) = 0.

Òîìó lim
x→0
y→0

e
1
4 (x2+y2)2 ln(x2+y2) = 1.

Çà òåîðåìîþ ïðî ãðàíèöþ ïðîìiæíî¨ çìiííî¨ áóäåìî ìàòè, ùî

lim
x→0
y→0

(x2 + y2)x
2y2 = 1. I
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7. Îá÷èñëèòè ãðàíèöi:

1) lim
x→0
y→0

x2 + y2

x4 + y4
, 2) lim

x→0
y→0

√
x2y2 + 1− 1

x2 + y2
.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü

1

x2 + y2
≤ x2 + y2

x4 + y4
.

Îñêiëüêè
1

x2 + y2
→ +∞ ïðè x→ 0 i y → 0, òî

lim
x→0
y→0

x2 + y2

x4 + y4
=∞.

2) Ïåðåòâîðèìî äðiá

√
x2y2 + 1− 1

x2 + y2
, ïîìíîæèâøè ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê

íà âèðàç, ñïðÿæåíèé äî ÷èñåëüíèêà. Îäåðæèìî âèðàç
x2y2

(
√
x2y2+1+1)(x2+y2)

.

Îñêiëüêè

lim
x→0
y→0

1√
x2y2 + 1 + 1

=
1

2
,

òî ïåðåéøîâøè äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò, îòðèìà¹ìî, ùî

lim
x→0
y→0

x2y2

x2 + y2
= lim

r→0

r4 cos2 ϕ sin2 ϕ

r2
= lim

r→0

r2

4
sin2 2ϕ = 0.

Òîìó lim
x→0
y→0

√
x2y2 + 1− 1

x2 + y2
= 0. I

8. Îá÷èñëèòè ïîâòîðíi ãðàíèöi ôóíêöi¨ f(x, y) =
ax+ by

cx+ dy
â òî÷öi O(0; 0)

ïðè óìîâi, ùî c 6= 0 i d 6= 0 îäíî÷àñíî.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìà¹ìî

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

(
lim
y→0
x 6=0

ax+ by

cx+ dy

)
= lim

x→0
lim
y→0
x 6=0

a+ byx
c+ dyx

=
a

c
.

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî, ùî lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) =
b

d
. I

9. ×è iñíóþòü ïîâòîðíi ãðàíèöi ôóíêöi¨ f(x, y) = (x + y) sin
1

x
sin

1

y
â

òî÷öi O(0; 0)?
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Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî âíóòðiøíþ ãðàíèöþ lim
x→0
y 6=0

f(x, y) ó ïîâòîðíié ãðà-

íèöi lim
y→0

lim
x→0

f(x, y). Çàïèøåìî f(x, y) ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîäàíêiâ:

f(x, y) = x sin
1

x
sin

1

y
+ y sin

1

y
sin

1

x
.

Ïðè ôiêñîâàíîìó y 6= 0 ïåðøèé äîäàíîê x sin
1

x
sin

1

y
→ 0 ïðè x → 0.

Ó äðóãîìó äîäàíêó äîáóòîê y sin
1

y
¹ ñòàëèì, âiäìiííèì âiä íóëÿ, ÿêùî

y 6= 1

πn
, (n ∈ Z), à ñïiâìíîæíèê sin

1

x
íå ìà¹ ãðàíèöi ïðè x → 0 (â ÿê

çàâãîäíî ìàëîìó îêîëi òî÷êè x = 0 ôóíêöiÿ sin
1

x
ïðèéìà¹ âñi çíà÷åííÿ

âiä −1 äî 1). Îòæå, äðóãèé äîäàíîê y sin
1

y
sin

1

x
, à çíà÷èòü i âñÿ ôóíêöiÿ

f(x, y) íå ìà¹ ãðàíèöi ïðè x→ 0 i ôiêñîâàíîìó y íå ðiâíîìó 0 i
1

πn
. Òàêèì

÷èíîì, øóêàíà âíóòðiøíÿ ãðàíèöÿ íå iñíó¹, à òîìó íå iñíó¹ ïîâòîðíà ãðàíèöÿ

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y). Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî íå iñíó¹ lim
x→0

lim
y→0

f(x, y). I

10.Îá÷èñëèòè ïîâòîðíi ãðàíèöi ôóíêöi¨ f(x, y) =
xy

x2 + y2
â òî÷öi O(0; 0).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìà¹ìî

lim
x→0

lim
y→0

xy

x2 + y2
= lim

x→0

(
lim
y→0
x 6=0

xy

x2 + y2

)
= 0.

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî lim
y→0

lim
x→0

xy

x2 + y2
= 0. I

Çàóâàæåííÿ. Â ïðèêëàäi 3 áóëî äîâåäåíî, ùî ãðàíèöÿ ôóíêöi¨

f(x, y) =
xy

x2 + y2
â òî÷öi O(0, 0) íå iñíó¹. Òàêèì ÷èíîì, íà îñíîâi ïðèêëàäiâ

3 i 10 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê: iç iñíóâàííÿ i ðiâíîñòi ïîâòîðíèõ ãðàíèöü â

äàíié òî÷öi ùå íå âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ â öié òî÷öi. ßêùî æ

ïîâòîðíi ãðàíèöi iñíóþòü i ðiçíi (ïðèêëàä 8), òî iç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî

ãðàíèöÿ f(x, y) â òî÷öi M(a, b) íå iñíó¹.
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�1.3. Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x, y) íåñêií÷åííî ìàëà â òî÷öi O(0, 0), ÿêùî:

1) f(x, y) =
x2

(|x|+ |y|)
, 2) f(x, y) = sin (x+ y) ln (x2 + y2).

2. Îá÷èñëèòè ãðàíèöi:

1) lim
x→0
y→0

tg 2xy

x2y2
, 2) lim

x→0
y→3

(1 + xy2)
y

x+y+xy2 ,

3) lim
x→0
y→∞

ax+ by

x2 + xy + y2
, 4) lim

x→∞
y→∞

x2+y2

|x|3+|y|3 ,

5) lim
x→∞
y→∞

(x+ y)e−(x2+y2), 6) lim
x→0
y→0

(x2 + y2)|x|.

3. Äîâåñòè, ùî íå iñíóþòü ãðàíèöi:

1) lim
x→0
y→0

x2 + xy + y2

x2 − xy + y2
, 2) lim

x→1
y→0

ln (x+ y)

y
,

3) lim
x→0
y→0

sin (x+ y)√
x2 + y2

, 4) lim
x→0
y→0

x− y + x2 + y2

x+ y
.

4. Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiÿ f(x, y) =
x2y

x4 + y2
ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

à) ïðè M(x, y) → O(0, 0) ïî áóäü-ÿêié ïðÿìié, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó

O(0, 0) ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ íóëþ;

á) ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi O(0, 0) íå iñíó¹.

5. Îá÷èñëèòè ïîâòîðíi ãðàíèöi lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) i lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y), ÿêùî:

1) f(x, y) =
x2 + xy + y2

x2 − xy + y2
, x0 = 0, y0 = 0,

2) f(x, y) =
sinx+ y

2x+ 3y
, x0 = 0, y0 = 0,

3) f(x, y) =
cosx− cos y

x2 + y2
, x0 = 0, y0 = 0,

4) f(x, y) =
sin |x| − sin |y|√

x2 + y2
, x0 = 0, y0 = 0,

5) f(x, y) =
sin 3x− tg 2x

6x+ 3y
, x0 = 0, y0 = 0,
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6) f(x, y) =
x2 + y2

x2 + y4
, x0 =∞, y0 =∞,

7) f(x, y) =
xy

1 + xy
, x0 = +∞, y0 =∞,

8) f(x, y) = sinπ
x+ y

2x+ 3y
, x0 =∞, y0 =∞.

6. ×è iñíóþòü ïîâòîðíi òà ïîäâiéíà ãðàíèöi ôóíêöi¨ f(x, y) â òî÷öi

(x0, y0), ÿêùî:

1) f(x, y) =
x2 − y2

x2y2
, x0 = 0, y0 = 0,

2) f(x, y) = ln(x+ y), x0 = 1, y0 = 0,

3) f(x, y) =
sinx+ sin y

x+ y
, x0 = 0, y0 = 0,

4) f(x, y) =
x sin 1

x + y

x+ y
, x0 = 0, y0 = 0,

5) f(x, y) =
x− y + x2 + y2

x+ y
, x0 = 0, y0 = 0,

6) f(x, y) = x sin
1

y
, x0 = 0, y0 = 0,

7) f(x, y) =
2xy

x2 + y2
, x0 = 0, y0 = 0,

8) f(x, y) = x2e−x
2−y, x0 =∞, y0 =∞,

9) f(x, y) = log2(x+ y), x0 = 1, y0 = 0,

10) f(x, y) =
xy√

xy + 1− 1
, x0 = 0, y0 = 0,

11) f(x, y) =
x2 − y2

x2 + 2x− xy − 2y
, x0 = 2, y0 = 2,

12) f(x, y) = (xy + 1)(|x|+|y|)−1

, x0 = 0, y0 = 0,

13) f(x, y) =
x2 − y2

|x|+ |y|
, x0 = 0, y0 = 0,

14) f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
, x0 = 0, y0 = 0,

15) f(x, y) =
x− y
x+ y

, x0 = 0, y0 = 0,

16) f(x, y) =
y − x2

x2
, x0 = 0, y0 = 0,

17) f(x, y) =
x2 + y2√

x2 + y2 + 1− 1
, x0 = 0, y0 = 0,

18) f(x, y) =
sin (x2 + y2)

x2 + y2
, x0 = 0, y0 = 0,

19) f(x, y) =
1− cos (x2 + y2)

(x2 + y2)(x2y2)
, x0 = 0, y0 = 0,



20) f(x, y) =
e
− 1

x2+y2

x4 + y4
, x0 = 0, y0 = 0,

21) f(x, y) = (1 + xy2)
− 1

x2+y2 , x0 = 0, y0 = 0,

22) f(x, y) =
x2y2

x2 + y2
, x0 = 0, y0 = 0,

23) f(x, y) =
x4 − y4

x4 + y4
, x0 = 0, y0 = 0,

24) f(x, y) =
x3y3

x2 + y2
, x0 = 0, y0 = 0,

25) f(x, y) =
x2y2

x4 + y4
, x0 = 0, y0 = 0.

ÐÎÇÄIË II. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ áàãàòüîõ

çìiííèõ

�2.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè

Íåõàé ôóíêöiÿ m çìiííèõ u = f(x1, x2, . . . , xm) = f(M) âèçíà÷åíà íà

ìíîæèíi {M} i íåõàé òî÷êà A(a1, . . . , am) � òî÷êà ñêóï÷åííÿ ìíîæèíè {M}

i A ∈ {M}.

Ôóíêöiÿ f(M) íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi A, ÿêùî

lim
M→A

f(M) = f(A). (2)

Ïðèðîñòîì (àáî ïîâíèì ïðèðîñòîì) ôóíêöi¨ u = f(M) â òî÷öi A

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ 4u = f(M)− f(A), M ∈ {M}.

Íåõàé 4xi = xi− ai, i = 1,m, òî 4u = f(a1 +4x1, . . . , am +4xm)−

f(a1, . . . , am). Î÷åâèäíî, ùî óìîâà íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f(M) â òî÷öi A
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åêâiâàëåíòíà óìîâi

lim
M→A

4u = 0 àáî lim
∆x1→0
...

∆xm→0

4u = 0. (3)

Òî÷êè ñêóï÷åííÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(M), â ÿêèõ íå âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (2) ÷è (3), íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ðîçðèâó ôóíêöi¨ .

Çàôiêñó¹ìî âñi àðãóìåíòè ôóíêöi¨ f(M), êðiì îäíîãî, íàïðèêëàä, xk,

âçÿâøè xi = ai, ïðè i 6= k. Àðãóìåíòó xk íàäàìî äîâiëüíîãî ïðèðîñòó 4xk
òàê, ùîá (a1, . . . , ak−1, xk + 4xk, ak+1, . . . , am) ∈ {M}. Ôóíêöiÿ u = f(M)

îòðèìà¹ ïðèðiñò 4xku = f(a1, . . . , ak−1, ak+4xk, ak+1, . . . , am)−f(a1, . . . , am).

Öåé ïðèðiñò íàçèâàþòü ÷àñòèííèì ïðèðîñòîì ôóíêöi¨ f(M) â òî÷öi A,

ùî âiäïîâiäà¹ ïðèðîñòó 4xk àðãóìåíòó xk.

Ôóíêöiÿ u íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ â äåÿêié òî÷öi ïî çìiííié xk ,

ÿêùî lim
4xk→0

4xku = 0.

Ôóíêöiÿ f(x1, . . . , xm) íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ ïî çìiííié xk â òî÷öi

A(a1, . . . , am), ÿêùî ôóíêöiÿ f(a1, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , am) îäíi¹¨ çìiííî¨ xk

íåïåðåðâíà â òî÷öi ak.

Çàóâàæèìî, ùî äâà ïîïåðåäíi îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié â òî÷öi

ïî çìiííié xk ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà â òî÷öi A, òî âîíà íåïåðåðâíà ïî

êîæíié çìiííié, ïî êîæíié ïàði çìiííèõ, ïî êîæíié ãðóïi çìiííèõ.

Ôóíêöiÿ f(M) íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi {M}, ÿêùî âî-

íà íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè.

Íåõàé ôóíêöi¨ x1 = ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , xm = ϕm(t1, . . . , tk) âèçíà÷åíi

íà ìíîæèíi {T (t1, . . . , tk)} ⊂ Rk i êîæíié òî÷öi T (t1, . . . , tk) ∈ {T}

ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êà M(x1, . . . , xm) ∈ Rm . Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó

âñiõ òàêèõ òî÷îê ÷åðåç {M}. Íåõàé íà ìíîæèíi {M} âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ

u = f(x1, . . . , xm). Òîäi êàæóòü, ùî íà ìíîæèíi {T} âèçíà÷åíà ñêëàäåíà

ôóíêöiÿ u = f(ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , ϕm(t1, . . . , tk)).
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Òåîðåìà 1 (ïðî íåïåðåðâíiñòü ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨). Íåõàé ôóí-

êöi¨ x1 = ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , xm = ϕm(t1, . . . , tk) ¹ íåïåðåðâíèìè â òî÷öi

A(a1, . . . , ak), à ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) íåïåðåðâíà ó âiäïîâiäíié òî÷öi

B(b1, . . . , bm), äå bi = ϕi(a1, . . . , ak), i = 1,m. Òîäi ñêëàäåíà ôóíêöiÿ

u = f(ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , ϕm(t1, . . . , tk)) íåïåðåðâíà â òî÷öi A.

Ôóíêöiÿ u = f(M) íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi {M}, ÿêùî

iñíóþòü ñòàëi ÷èñëà c i C òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè M ∈ {M} âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü c ≤ f(M) ≤ C.

×èñëî α íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ âåðõíüîþ ìåæåþ ôóíêöi¨ u = f(M)

íà ìíîæèíi {M}, ÿêùî:

1) (∀M ∈ {M}) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(M) ≤ α,

2) (∀α′ < α), (∃M ′ ∈ {M}) òàêà, ùî f(M ′) > α′.

Ïîçíà÷åííÿ: α = sup
{M}

f(M).

Àíàëîãi÷íî äà¹òüñÿ îçíà÷åííÿòî÷íî¨ íèæíüî¨ ìåæi ôóíêöi¨ íà ìíî-

æèíi {M}. �¨ ïîçíà÷àþòü inf
{M}

f(M).

Òåîðåìà 2 (ïåðøà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàñà). Íåïåðåðâíà íà çàìêíó-

òié îáìåæåíié ìíîæèíi ôóíêöiÿ îáìåæåíà íà öié ìíîæèíi.

Òåîðåìà 3 (äðóãà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàñà). Íåïåðåðâíà íà çàìêíóòié

îáìåæåíié ìíîæèíi ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ íà öié ìíîæèíi ñâî¨õ òî÷íèõ ìåæ.

Ôóíêöiÿ u = f(M) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà ìíîæè-

íi {M}, ÿêùî (∀ε > 0) (∃ δ(ε) > 0) òàêå, ùî (∀M1, M2 ∈ {M}), ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü ρ(M1, M2) < δ, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(M1)− f(M2)| < ε.

Òåîðåìà 4 (òåîðåìà Êàíòîðà). Íåïåðåðâíà íà çàìêíåíié îáìåæåíié

ìíîæèíi ôóíêöiÿ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ

1. Äàéòå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi.
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2. Ùî òàêå ïîâíèé ïðèðiñò ôóíêöi¨ u = f(M) òî÷öi A? ßê çàïèñàòè óìîâè

íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ â òî÷öi A, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèðiñò ôóíêöi¨ â òî÷öi?

Çàïèøiòü ïðèðiñò ôóíêöi¨ u = xy â òî÷öi A(1; 2) ÷åðåç ïðèðîñòè 4x i 4y

¨¨ àðãóìåíòiâ.

3. ßêi òî÷êè íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ðîçðèâó ôóíêöi¨ u = f(M)? Íàâåäiòü

ïðèêëàäè òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ äâîõ i òðüîõ çìiííèõ.

4. Ùî íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòèííèì ïðèðîñòîì ôóíêöi¨ u = f(M) â òî÷öi

A(a1, . . . , am)? ßê îäåðæàòè ÷àñòèííèé ïðèðiñò ôóíêöi¨ iç ¨¨ ïîâíîãî

ïðèðîñòó? Çàïèøiòü ÷àñòèííi ïðèðîñòè ôóíêöi¨ u = xy â òî÷öi A(1; 2)

÷åðåç ïðèðîñòè ¨¨ àðãóìåíòiâ.

5. Ñôîðìóëþéòå äâà îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ u = f(M) òî÷öi A ïî

îêðåìèõ çìiííèõ i äîâåäiòü ¨õ åêâiâàëåíòíiñòü.

6. ßê ïîâ'ÿçàíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ â òî÷öi ïî ñóêóïíîñòi àðãóìåíòiâ i

íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ â öié òî÷öi ïî îêðåìèõ çìiííèõ?

7. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨ íàä íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè.

Äîâåäiòü öþ òåîðåìó, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1 ç ðîçäiëó I.

8. Ñôîðìóëþéòå ïîíÿòòÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ i òåîðåìó ïðî íåïåðåðâíiñòü

ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨.

9. Äàéòå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ íà äàíié ìíîæèíi ôóíêöi¨. ×è ¹ ôóíêöiÿ

u =


sin (x+ y)

x+ y
, x+ y 6= 0,

0, x+ y = 0

íåïåðåðâíà íà âñié ïëîùèíi?

10. Äàéòå îçíà÷åííÿ îáìåæåíî¨ íà äàíié ìíîæèíi ôóíêöi¨. ×è ¹ ôóíêöiÿ

u =


sin (x+ y)

x
, x 6= 0,

0, x = 0

îáìåæåíîþ: à) â êðóçi {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}; á) íà îñi OX.

11. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ íåîáìåæåíî¨ íà äàíié ìíîæèíi ôóíêöi¨.
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12. Ñôîðìóëþéòå ïåðøó òåîðåìó Âåé¹ðøòðàñà ïðî âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíî¨

ôóíêöi¨.

13. ×è ¹ ñïðàâåäëèâèì òâåðäæåííÿ: �Íåïåðåðâíà â ε-îêîëi òî÷êè A ôóíêöiÿ

u = f(M) îáìåæåíà â öüîìó îêîëi�?

14. ×è ìîæå íåîáìåæåíà íà ìíîæèíi {M} ôóíêöiÿ áóòè íåïåðåðâíîþ íà öié

ìíîæèíi, ÿêùî: à) {M}�m-âèìiðíà ñôåðà; á) {M} = {(x, y) : x2+y2 ≤ 1};

â) {M} = {(x, y) : x2 + y2 < 1}.

15. Äàéòå îçíà÷åííÿ òî÷íî¨ âåðõíüî¨ i òî÷íî¨ íèæíüî¨ ìåæ ôóíêöi¨ íà äàíié

ìíîæèíi. ×è ìà¹ ôóíêöiÿ u =
xy

x2 + y2
òî÷íi ìåæi íà âñié ïëîùèíi?

16. Ñôîðìóëþéòå äðóãó òåîðåìó Âåé¹ðøòðàñà.

17. ×è ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ: �ßêùî ôóíêöiÿ u = f(M) äîñÿãà¹ íà ìíî-

æèíi {M} ñâî¨õ òî÷íèõ ìåæ, òî âîíà íåïåðåðâíà íà öié ìíîæèíi�?

18. ×è âiðíå òâåðäæåííÿ: �Íåïåðåðâíà â ïàðàëåëåïiïåäi ôóíêöiÿ ìà¹ â öüîìó

ïàðàëåëåïiïåäi ìàêñèìàëüíå i ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ�?

19. Äàéòå îçíà÷åííÿ ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨. ßê ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñî-

áîþ íåïåðåðâíiñòü i ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ íà äàíié ìíîæèíi?

20. Äàéòå çàïåðå÷åííÿ îçíà÷åííÿ ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi.

21. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó Êàíòîðà.

22. ×è âiðíå òâåðäæåííÿ: �Íåïåðåðâíà â ε-îêîëi òî÷êè M ôóíêöiÿ u = f(M)

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â öüîìó îêîëi�?

�2.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéòè òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöi¨ u =
x− y
x3 − y3

.

Ðîçâ'ÿçîê. Äàíà ôóíêöiÿ íå âèçíà÷åíà â òèõ òî÷êàõ, äå çíàìåííèê äðî-

áó ðiâíèé íóëþ, òîáòî íà ïðÿìié y = x. Â iíøèõ òî÷êàõ ïëîùèíè ôóíêöiÿ

âèçíà÷åíà. Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà ïðÿìî¨ y = x ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ i â íié ôóíêöiÿ íå âèçíà÷åíà, òî â êîæíié òî÷öi ïðÿìî¨ y = x

ôóíêöiÿ ìà¹ ðîçðèâ. Â áóäü-ÿêié iíøié òî÷öi ïëîùèíè ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà.
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ßêùî òî÷êà A(a; a) 6= O(0; 0), òî

lim
x→a
y→a

x− y
x3 − y3

= lim
x→a
y→a

1

x2 + xy + y2
=

1

3a2
.

Òîìó òî÷êó A(a; a), a 6= 0, ìîæíà íàçâàòè òî÷êîþ óñóâíîãî ðîçðèâó. ßêùî

äîîçíà÷èòè u(a, a) =
1

3a2
, òî ôóíêöiÿ u(x, y) áóäå íåïåðåðâíîþ â òî÷öi

A(a; a). Â òî÷öi O(0; 0)

lim
x→0
y→0

x− y
x3 − y3

= lim
x→0
y→0

1

x2 + xy + y2
= +∞.

Òî÷êà O(0; 0) � òî÷êà íåóñóâíîãî ðîçðèâó. I

2. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ

u = f(x, y) =


xy

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0

¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi O(0; 0) ïî êîæíié çìiííié, àëå íå ¹ íåïåðåðâíîþ â öié

òî÷öi ïî ñóêóïíîñòi çìiííèõ.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòèííèé ïðèðiñò ôóíêöi¨ f(x, y) â òî÷öi

O(0; 0), ùî âiäïîâiäà¹ ïðèðîñòó 4x àðãóìåíòó x :

4xu = f(4x, 0)− f(0, 0) = 0− 0 = 0.

Î÷åâèäíî, ùî lim
4x→0

4xu = 0, à öå îçíà÷à¹, ùî f(x, y) íåïåðåðâíà â òî÷öi

O(0; 0) ïî çìiííié x. Àíàëîãi÷íî îäåðæèìî, ùî f(x, y) íåïåðåðâíà â òî÷öi

O(0; 0) ïî y .

Ùîá äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x, y) íå ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi O(0; 0) ïî

ñóêóïíîñòi àðãóìåíòiâ, âèêîðèñòà¹ìî ïðèêëàä 3 ç §1.3. Â öüîìó ïðèêëàäi

áóëî äîâåäåíî, ùî ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ u =
xy

x2 + y2
â òî÷öi O(0; 0) íå iñíó¹.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ íå ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi O(0; 0). I

3. Äîñëiäèòè ôóíêöiþ

u(x, y) =


cos (x− y)− cos (x+ y)

2xy
, xy 6= 0,

1, xy = 0
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íà íåïåðåðâíiñòü ïî îêðåìèõ çìiííèõ i ïî ñóêóïíîñòi çìiííèõ: à) â òî÷öi

O(0; 0); á) â òî÷öi A(1; 0).

Ðîçâ'ÿçîê. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ ðiçíèöi êîñèíóñiâ, çàïèøåìî

ôóíêöiþ u(x, y) ó âèãëÿäi

u(x, y) =


sinx

x

sin y

y
, xy 6= 0,

1, xy = 0.

à) Îñêiëüêè

lim
x→0
y→0

u(x, y) = lim
x→0

sinx

x
lim
y→0

sin y

y
= 1 = u(0, 0),

òî u(x, y) íåïåðåðâíà â òî÷öi O(0; 0), à îòæå i íåïåðåðâíà ïî êîæíié çìiííié

çîêðåìà.

á) Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ u(x, 0), ÿêà ðiâíà îäèíèöi äëÿ âñiõ x. Òîäi ôóí-

êöiÿ u(x, 0) â òî÷öi x = 1 íåïåðåðâíà, áî lim
x→1

u(x, 0) = 1 = u(1, 0). Îòæå,

u(x, y) íåïåðåðâíà â A(1; 0) ïî x.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

u(1, y) =


sin 1

sin y

y
, y 6= 0,

1, y = 0.

Îñêiëüêè

lim
y→0

u(1, y) = lim
y→0

sin 1
sin y

y
= sin 1 6= 1 = u(1, 0),

òî u(1, y) ðîçðèâíà â òî÷öi y = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ u(x, y) ðîçðèâíà

â òî÷öi A(1; 0) ïî ñóêóïíîñòi àðãóìåíòiâ. I

4. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ u(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2
îáìåæåíà íà ìíîæèíi

Ω = {(x, y) : 0 < x2 + y2 ≤ 1}. Çíàéòè ¨¨ òî÷íi ìåæi íà öié ìíîæèíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ äîñëiäæåííÿ çðó÷íî ïåðåéòè äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò:

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. Òîäi u = ρ2(cos4 ϕ + sin4 ϕ) = ρ2(1 − 1
2 sin2 2ϕ).

Îñêiëüêè 0 < ρ ≤ 1, òî 0 < u ≤ 1, òîáòî u(x, y) îáìåæåíà íà ìíîæèíi Ω.

Ïðè ρ = 1, ϕ = 0, òîáòî â òî÷öi ç êîîðäèíàòàìè x = 1, y = 0 ôóíêöiÿ

u(x, y) äîñÿãà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ sup
Ω
u(x, y) = 1. Îñêiëüêè u→ 0
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ïðè ρ → 0, òî u(x, y) ïðèéìà¹ ÿê çàâãîäíî ìàëi äîäàòíi çíà÷åííÿ: (∀ε > 0)

(∃(x0, y0) ∈ Ω) òàêà, ùî u(x0, y0) < ε. Iç íåðiâíîñòi u(x, y) > 0 âèïëèâà¹, ùî

inf
Ω
u(x, y) = 0, àëå u(x, y) íå äîñÿãà¹ ñâîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ íi â îäíié

òî÷öi Ω. Çíà÷èòü u(x, y) íå ìà¹ ñâîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ â Ω. I

5. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ u = x + 2y + 3 ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà âñié

ïëîùèíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòà¹ìî îçíà÷åííÿ ðiâíîìiðíî¨ íåïå-

ðåðâíîñòi ôóíêöi¨. Çàäàìî äîâiëüíå ÷èñëî ε > 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê

M1(x1, y1), M2(x2, y2), ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü ρ(M1, M2) < δ, áóäóòü

âèêîíóâàòèñü íåðiâíîñòi |x1 − x2| < δ, |y1 − y2| < δ.

Îòæå,

|u(M1)− u(M2)| ≤ |x1 − x2|+ 2|y1 − y2| < δ + 2δ = 3δ.

Ùîá |u(M1)−u(M2)| áóëî ìåíøèì çà ε, äîñòàòíüî âçÿòè δ ≤ ε

3
. Iç îçíà÷åííÿ

ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹, ùî u(x, y) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà âñié

ïëîùèíi. I

6. Äîñëiäèòè íà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ u(x, y) =
x3 + y3

x2 + y2
íà

ìíîæèíi Ω = {(x, y) : 0 < x2 + y2 ≤ 1}.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà îçíà÷åííÿì òóò ñêëàäíî ïåðåâiðÿòè íà ðiâíîìiðíó íåïå-

ðåðâíiñòü. Îáëàñòü Ω íå çàìêíåíà, òîìó íå ìîæíà âèêîðèñòàòè òåîðåìó Êàí-

òîðà, àëå u(x, y) ìîæíà ïî íåïåðåðâíîñòi äîîçíà÷èòè â òî÷öi O(0; 0). Ïåðå-

éøîâøè äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, ìà¹ìî u = ρ(cos3 ϕ + sin3 ϕ), òîìó

u→ 0 ïðè ρ→ 0. Îòæå, lim
x→0
y→0

u(x, y) = 0.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ u∗(x, y) =

 u(x, y), (x, y) 6= (0; 0),

0, (x, y) = (0; 0).

Ôóíêöiÿ u∗(x, y) íåïåðåðâíà â êðóçi Ω = {(x, y) : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1}. Çà

òåîðåìîþ Êàíòîðà u∗(x, y) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà. Òîìó u(x, y) ðiâíîìiðíî

íåïåðåðâíà â ïðîêîëåíîìó êðóçi Ω = {(x, y) : 0 < x2 + y2 ≤ 1}. I
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�2.3. Çàäà÷i i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéòè òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöié:

1) u =
1

x2 + y2
, 2) u = ln (4− x2 − y2),

3) u =
1

x2 + y2 − z2
, 4) u = sin

x

y
,

5) u =
sinx sin y

xy
.

2. Äîñëiäiòü ôóíêöiþ u(x, y) íà íåïåðåðâíiñòü â òî÷öi O(0; 0) i â òî÷öi

A(x, y) ïî êîæíié çìiííié i ïî ñóêóïíîñòi çìiííèõ, ÿêùî:

1) u =


x2y2

x4 + y4
, x4 + y4 6= 0,

0, x4 + y4 = 0,

A(1; 2),

2) u =


x3y2

x4 + y4
, x4 + y4 6= 0,

0, x4 + y4 = 0,

A(10−4; 10−5),

3) u =


x2 − y2

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

1, x2 + y2 = 0,

A(0; −1),

4) u =


x2 + y2

x+ y
, x+ y 6= 0,

0, x+ y = 0,

A(0; 1),

5) u =


sinx+ sin y

x+ y
, x+ y 6= 0,

1, x+ y = 0,

A(π3 ; −π
3 ),

6) u =


cosx− cos y

x− y
, x− y 6= 0,

0, x− y = 0,

A1(
π
4 ; π

4 ), A2(π; π).

3. ×è îáìåæåíi äàíi ôóíêöi¨:

1) u = x2 − y2 â êðóçi {(x, y) : x2 + y2 ≤ 49},

2) u = x2 − y2 ççîâíi êðóãà {(x, y) : x2 + y2 ≥ 49},
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3) u =
ax2 + by2

x2 + y2
ïðè x2 + y2 6= 0, a, b ∈ R,

4) u =
cos (x+ y)− cos (x− y)

xy
ïðè xy 6= 0,

5) u =
sin (x+ y)− sin (x− y)

xy
ïðè xy 6= 0,

6) u =
lnx− ln y

x− y
ïðè x 6= y?

4. Äîâåäiòü îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ íà âêàçàíié ìíîæèíi, çíàéäiòü ¨¨ òî÷íi

ìåæi òà âñòàíîâiòü, ÷è äîñÿãà¹ ôóíêöiÿ ñâîãî íàéìåíøîãî i íàéáiëüøîãî çíà-

÷åíü:

1) u =
x2 − y2

x2 + y2
ïðè x2 + y2 6= 0,

2) u =
x6 + y6

x2 + y2
íà ìíîæèíi {(x, y) : 0 < x2 + y2 ≤ 9},

3) u =
x2y2

x4 + y4
ïðè x4 + y4 6= 0,

4) u = xye−xy íà ìíîæèíi {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0},

5) u =
a(x2 + y2) + bz2

x2 + y2 + z2
ïðè x2 + y2 + z2 6= 0, a > b.

5. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi, äîâåäiòü ðiâíî-

ìiðíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ íà äàíié ìíîæèíi:

1) u = ax+ by + c íà âñié ïëîùèíi R2, a 6= 0 i b 6= 0 îäíî÷àñíî,

2) u = x2 + y2 â êðóçi {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1},

3) u =
√
x2 + y2 + z2 â R3,

4) u = x3 − y3 â êâàäðàòi {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1}.

6. Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü íà çàäàíié ìíîæèíi:

1) u =
x4 + y4

x2 + y2
íà ìíîæèíi {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 25},

2) u =

√
x4 + y4

x2 + y2
íà ìíîæèíi {(x, y) : 0 < x2 + y2 ≤ 1},

3) u =
x2y2

x4 + y4
íà ìíîæèíàõ Ω1 = {(x, y) : 1 < x2 + y2 < 2} i Ω2 =

{(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1},



4) u =
x2 + y2 − z2

x2 + y2 + z2
íà ìíîæèíàõ Ω1 ={(x, y, z) : 10−2<x2 +y2 +z2<100}

i Ω2 = {(x, y, z) : 0 < x2 + y2 + z2 < 10−2},

5) u = x sin
1

y
íà ìíîæèíi {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}.

ÐÎÇÄIË III. ×àñòèííi ïîõiäíi i

äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨

�3.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè

Íåõàé M(x1, . . . , xm) � âíóòðiøíÿ òî÷êà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ f(x1, . . . , xm). Íàäàìî ïðèðîñòó ∆xk çìiííié xk òàê, ùîá òî÷êà

M(x1, . . . , xk−1, xk + ∆xk, xk+1, . . . , xm) íàëåæàëà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ f(x1, . . . , xm). Ðîçãëÿíåìî ÷àñòèííèé ïðèðiñò öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi

M(x1, . . . , xm), ùî âiäïîâiäà¹ ïðèðîñòó ∆xk àðãóìåíòó xk :

∆xku = f(x1, . . . , xk−1, xk + ∆xk, xk+1, . . . , xm)− f(x1, . . . , xm).

Âiäíîøåííÿ
∆xku

∆xk
¹ ôóíêöi¹þ îäíi¹¨ çìiííî¨ ∆xk ïðè ôiêñîâàíié òî÷öi

M(x1, . . . , xk, . . . , xm).

×àñòèííîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ u = f(x1, . . . , xm) ïî àðãóìåíòó xk â

òî÷öi M íàçèâàþòü ãðàíèöþ

lim
∆xk→0

∆xku

∆xk

ïðè óìîâi, ùî âîíà iñíó¹.

×àñòèííà ïîõiäíà ïîçíà÷à¹òüñÿ áóäü-ÿêèì iç ñèìâîëiâ:

∂u

∂xk
(M),

∂f

∂xk
(M), u′xk(M), f ′xk(M).
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Ðîçãëÿíåìî ïîâíèé ïðèðiñò ∆u=f(x1+∆x1, . . . , xm+∆xm)−f(x1, . . . , xm)

ôóíêöi¨ f(x1, . . . , xm) ó âíóòðiøíié òî÷öi M(x1, . . . , xm) îáëàñòi âèçíà÷åííÿ,

∆u � ôóíêöiÿ àðãóìåíòiâ ∆x1, . . . ,∆xm . Ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) íàçèâà-

¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi M(x1, . . . , xm), ÿêùî ¨¨ ïîâíèé ïðèðiñò â

öié òî÷öi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

∆u = A1∆x1 + A2∆x2 + . . .+ Am∆xm + α1∆x1 + . . .+ αm∆xm, (4)

äå Ai, i = 1,m, � äåÿêi ÷èñëà, αi � ôóíêöi¨ àðãóìåíòiâ ∆xi, íåñêií÷åííî ìàëi

ïðè ∆x1 → 0, . . . ,∆xm → 0 i ðiâíi íóëþ ïðè ∆x1 = 0, . . . ,∆xm = 0.

Óìîâó äèôåðåíöiéîâíîñòi (4) ìîæíà ïîäàòè i â iíøié åêâiâàëåíòíié ôîðìi

∆u = A1∆x1 + . . .+ Am∆xm + α(ρ), (5)

äå ρ =
√

(∆x1)2 + . . .+ (∆xm)2 � âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè M(x1, . . . , xm),

M1(x1 + ∆x1, . . . , xm + ∆xm), α(ρ) = o(ρ) ïðè ρ→ 0, α(0) = 0.

Òåîðåìà 1. ßêùî ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi

M , òî âîíà íåïåðåðâíà â öié òî÷öi.

Îáåðíåíà òåîðåìà íåâiðíà, òîáòî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ â òî÷öi ¹ òiëüêè

íåîáõiäíîþ óìîâîþ äèôåðåíöiéîâíîñòi.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ u = f(x) iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0 ¹

íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ â òî÷öi.

Òåîðåìà 2 (íåîáõiäíà óìîâà äèôåðåíöiéîâíîñòi). ßêùî ôóíêöiÿ u

äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi M , òî âîíà ìà¹ â öié òî÷öi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî

êîæíîìó àðãóìåíòó. Ïðè öüîìó
∂u

∂xk
(M) = Ak, k = 1,m, äå Ak � ÷èñëà iç

ðiâíîñòi (4) ÷è (5).

Óìîâó äèôåðåíöiéîâíîñòi (4) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∆u(M) =
∂u

∂x1
(M)∆x1 + . . .+

∂u

∂xm
(M)∆xm + α1∆x1 + . . .+ αm∆xm.

Îáåðíåíà òåîðåìà íå âiðíà, òîáòî iñíóâàííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ íå çàáåç-

ïå÷ó¹ äèôåðåíöiéîâàíîñòi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 3 (äîñòàòíÿ óìîâà äèôåðåíöiéîâíîñòi). ßêùî ôóíêöiÿ

u = f(x1, . . . , xm) = f(M) ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî êîæíîìó àðãóìåíòó
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x1, . . . , xm â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè M i öi ÷àñòèííi ïîõiäíi íåïåðåðâíi â

òî÷öi M, òî öÿ ôóíêöiÿ äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi M.

Çàóâàæèìî, ùî íåïåðåðâíiñòü ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ¹ òiëüêè äîñòàòíüîþ,

àëå íå íåîáõiäíîþ óìîâîþ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨. Ôóíêöiÿ áóäå äèôå-

ðåíöiéîâíîþ â òî÷öi, ÿêùî ¨¨ ïðèðiñò â öié òî÷öi ìîæíà ïîäàòè ó ôîðìi

∆u(M) =
∂u

∂x1
(M)∆x1 + . . .+

∂u

∂xm
(M)∆xm + o

(√
∆x2

1 + . . .+ ∆x2
m

)
.

Ôóíêöiÿ u = f(x, y), âèçíà÷åíà â äåÿêié îáëàñòi D ⊂ R2, çàäà¹ â D

ïîâåðõíþ S. ßêùî u = f(x, y) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi M0(x0, y0), òî â òî-

÷öi N0(x0, y0, f(x0, y0)) iñíó¹ äîòè÷íà ïëîùèíà äî ïîâåðõíi S (ãðàôiêà öi¹¨

ôóíêöi¨), ïðè÷îìó ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè çàïèñó¹òüñÿ ó òàêîìó âèãëÿäi

∂u

∂x
(M0)(x− x0) +

∂u

∂y
(M0)(y − y0)− (u− f(x0, y0)) = 0.

Âåêòîð ~n íîðìàëi äî äîòè÷íî¨ ïëîùèíè, òîáòî

~n =

{
∂u

∂x
(M0),

∂u

∂y
(M0),−1

}
íàçèâàþòü âåêòîðîì íîðìàëi (àáî íîðìàëëþ) äî ïîâåðõíi S â òî÷öi

N0(x0, y0, f(x0, y0)).

Òåîðåìà 4. Íåõàé ôóíêöi¨ x1 = ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , xm = ϕm(t1, . . . , tk)

äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi A(a1, . . . , ak), ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) äèôåðåí-

öiéîâíà ó âiäïîâiäíié òî÷öi B(b1, . . . , bm), äå bi = ϕi(a1, . . . , ak), i = 1,m.

Òîäi ñêëàäåíà ôóíêöiÿ u = f(ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , ϕm(t1, . . . , tk)) äèôåðåíöiéîâ-

íà â òî÷öi A(a1, . . . , an) i ¨¨ ÷àñòèííi ïîõiäíi â öié òî÷öi âèðàæàþòüñÿ

ôîðìóëàìè

∂u

∂ti
(A) =

∂f

∂x1
(B)

∂ϕ1

∂ti
(A) +

∂f

∂x2
(B)

∂ϕ2

∂ti
(A) + . . .+

+
∂f

∂xm
(B)

∂ϕm
∂ti

(A) =
m∑
j=1

∂f

∂xj
(B)

∂ϕj
∂ti

(A), i = 1, k. (6)
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Ïåðøèì äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ u = f(x1, . . . , xm) â òî÷öi M íàçèâà-

¹òüñÿ ëiíiéíà ôóíêöiÿ àðãóìåíòiâ ∆x1, . . . ,∆xm âèãëÿäó

du =
∂u

∂x1
(M)∆x1 + . . .+

∂u

∂xm
(M)∆xm.

Äèôåðåíöiàë dxi íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ xi ðiâíèé ∆xi. Òîäi äèôåðåíöiàë

ôóíêöi¨ u = f(x1, . . . , xm) â òî÷öi M ìîæíà çàïèñàòè:

du =
∂u

∂x1
(M)dx1 + . . .+

∂u

∂xm
(M)dxm. (7)

ßêùî àðãóìåíòè xi íå íåçàëåæíi çìiííi, à äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨, òî

dxi � äèôåðåíöiàëè ôóíêöié xi = ϕi(t1, . . . , tk), àëå ôîðìóëà (7) ìà¹ òîé æå

âèãëÿä, ùî é ó âèïàäêó, êîëè xi � íåçàëåæíi çìiííi. Òàêà âëàñòèâiñòü äèôå-

ðåíöiàëà íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíiñòþ ôîðìè ïåðøîãî äèôåðåíöiàëà .

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ

1. Äàéòå îçíà÷åííÿ ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ u = f(x1, . . . , xm) ïî àðãó-

ìåíòó xi ó âíóòðiøíié òî÷öi îáëàñòi.

2. Äàéòå îçíà÷åííÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ â äàíié òî÷öi. Äîâåäiòü åêâi-

âàëåíòíiñòü óìîâ äèôåðåíöiéîâàíîñòi (4) i (5). Äîâåäiòü äèôåðåíöiéîâíiñòü

ôóíêöi¨ u = x1x2 â òî÷öi (0; 0), çîáðàçèâøè ïðèðiñò ôóíêöi¨ â öié òî÷öi ó

âèãëÿäi (4).

3. Äîâåäiòü,ùî äèôåðåíöiéîâíà â äàíié òî÷öi ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà â öié òî÷öi.

Ïðèâåäiòü ïðèêëàä,ùî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå.

4. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó ïðî äîñòàòíi óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi.

5. Íåõàé äàíà ôóíêöiÿ

u(x, y) =

 0, íà îñÿõ êîîðäèíàò,

1, â iíøèõ òî÷êàõ ïëîùèíè .

Âîíà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi: u′x(0, 0) = u′y(0, 0) = 0 â áóäü-ÿêié òî÷öi

M(x, 0), äå x 6= 0,
∂u

∂x
= 0, à

∂u

∂y
íå iñíó¹; â áóäü-ÿêié òî÷öi M(0, y),

y 6= 0,
∂u

∂y
= 0, à

∂u

∂x
íå iñíó¹ â iíøèõ òî÷êàõ ïëîùèíè

∂u

∂x
=

∂u

∂y
= 0
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(îá ðóíòóéòå öþ âëàñòèâiñòü). Ðàçîì ç òèì ôóíêöiÿ ðîçðèâíà â òî÷öi

O(0; 0) (ïîÿñíiòü ÷îìó), à çíà÷èòü i íå äèôåðåíöiéîâíà â öié òî÷öi.

Ïîÿñíiòü iëþçîðíå �ïðîòèði÷÷ÿ� öüîãî ïðèêëàäó ç òåîðåìîþ ïðî äîñòàòíi

óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi.

6. ßêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ â òî÷öi? Äàéòå îçíà-

÷åííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî ïîâåðõíi u=f(x, y) â òî÷öi M(x0, y0, f(x0, y0)).

Íàïèøiòü ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè â öié òî÷öi.

7. Ùî òàêå äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ u = f(x1, x2, . . . , xm) â äàíié òî÷öi? Âiä

ÿêèõ àðãóìåíòiâ âií çàëåæèòü?

8. ßêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò äèôåðåíöiàëà ôóíêöi¨ â òî÷öi M(x, y)?

9. Ùî ðîçóìi¹ìî ïiä iíâàðiàíòíiñòþ ôîðìè ïåðøîãî äèôåðåíöiàëà?

�3.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ

u =


x3 + y3

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0

â òî÷öi O(0; 0) ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi, àëå íå äèôåðåíöiéîâíà â öié òî÷öi.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè ∆xu(0, 0) = ∆x, ∆yu(0, 0) = ∆y, òî

lim
∆x→0

∆xu

∆x
= 1 = u′x(0, 0), lim

∆y→0

∆yu

∆y
= 1 = u′y(0, 0).

Îòæå, ôóíêöiÿ ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi â òî÷öi (0; 0). Äîâåäåìî, ùî u(x, y)

íå äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi O(0; 0). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi ∆u(0, 0) =

u(∆x,∆y)− u(0, 0) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ∆u = u′x(0, 0)∆x+ u′y(0, 0)∆y +

o(ρ), äå ρ =
√

∆x2 + ∆y2. Îñêiëüêè u′x(0, 0) = u′y(0, 0) = 1, òî iç óìîâè

äèôåðåíöiéîâíîñòi ìà¹ìî

∆x3 + ∆y3

∆x2 + ∆y2
= ∆x+ ∆y + o(ρ),

àáî
∆x3 + ∆y3

∆x2 + ∆y2
−∆x−∆y = o(

√
∆x2 + ∆y2).
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Òóò
o(
√
x2 + y2)√
x2 + y2

→ 0 ïðè ∆x → 0, ∆y → 0 íåçàëåæíî îäíå âiä äðóãîãî.

Ïîêàæåìî, ùî â íàøîìó âèïàäêó öå íå òàê. Äiéñíî, âçÿâøè ∆y = k∆x, k 6= 0

ìà¹ìî

lim
∆x→0
∆y→0

(
∆x3 + ∆y3

∆x2 + ∆y2
−∆x−∆y

)
:
√

∆x2 + ∆y2 =
−(k2 + k)

(k2 + 1)
3
2

, k 6= 0,

òîáòî ãðàíèöÿ âçàãàëi íå iñíó¹. Îòæå ïðèïóùåííÿ, ùî ôóíêöiÿ u(x, y) â òî÷öi

O(0; 0) äèôåðåíöiéîâíà � íåâiðíå. I

2. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ

u(x, y) =


(x2 + y2) sin

1√
x2 + y2

, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0

ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi â îêîëi òî÷êè O(0; 0) i äèôåðåíöiéîâíà â öié òî÷öi, àëå

÷àñòèííi ïîõiäíi ðîçðèâíi â òî÷öi O(0; 0).

Ðîçâ'ÿçîê. Ó âñiõ òî÷êàõ, êðiì O(0, 0), ÷àñòèííi ïîõiäíi îá÷èñëþþòüñÿ

çà ïðàâèëàìè îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ, íå âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ÷àñòèííî¨

ïîõiäíî¨. Òîìó

u′x(x, y) = 2x sin
1√

x2 + y2
+ (x2 + y2) cos

1√
x2 + y2

·
(
− 2x

2(x2 + y2)3/2

)
=

= 2x sin
1√

x2 + y2
− x√

x2 + y2
cos

1√
x2 + y2

,

ïðè x2 + y2 6= 0.

Â òî÷öi O(0; 0) öÿ ôîðìóëà âòðà÷à¹ ñåíñ, àëå öå íå îçíà÷à¹, ùî u′x(0, 0) íå

iñíó¹. Äëÿ çíàõîäæåííÿ u′x(0, 0) âèêîðèñòà¹ìî îçíà÷åííÿ ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨.

×àñòèííèé ïðèðiñò ïî x

∆xu(0, 0) = ∆x2 sin
1

| ∆x |

Çâiäñè lim
∆x→0

∆xu(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0
∆x sin

1

| ∆x |
= 0, òîáòî u′x(0, 0) = 0. Àíàëî-

ãi÷íî îäåðæó¹ìî, ùî u′y(0, 0) = 0. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ u(x, y) äèôåðåíöi-

éîâíà â òî÷öi O(0; 0), òîáòî

∆u(0, 0) = u′x(0, 0)∆x+ u′y(0, 0)∆y + o(
√

∆x2 + ∆y2),
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äå o(
√

∆x2 + ∆y2)→ 0 ïðè ∆x→ 0, ∆y → 0.

Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿìè îäåðæó¹ìî

∆u(0, 0) = (∆x2 + ∆y2) sin
1√

∆x2 + ∆y2
.

Ç óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi ìà¹ìî, ùî

(∆x2 + ∆y2) sin
1√

∆x2 + ∆y2
= o(

√
∆x2 + ∆y2).

Ïåðåâiðèìî, ÷è o(
√

∆x2 + ∆y2)→ 0 ïðè ∆x→ 0, ∆y → 0. Äiéñíî

lim
∆x→0
∆y→0

o(
√

∆x2 + ∆y2) = lim
∆x→0
∆y→0

(∆x2 + ∆y2) sin
1√

∆x2 + ∆y2
= 0.

Òàêèì ÷èíîì, u(x, y) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi O(0; 0). Äîâåäåìî, ùî

u′x(x, y) ðîçðèâíà â òî÷öi O(0; 0). Îñêiëüêè
x√

x2 + y2
cos

1√
x2 + y2

íå ìà¹

ãðàíèöi ïðè x→ 0, y → 0, òî u′x(x, y) ðîçðèâíà â òî÷öi O(0; 0). Àíàëîãi÷íî

çíàõîäèìî u′y(x, y) â îêîëi òî÷êè O(0; 0) i ïîêàçó¹ìî, ùî âîíà ìà¹ ðîçðèâ ó

öié òî÷öi.

Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî óìîâà íåïåðåðâíîñòi ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äîñòà-

òíÿ äëÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨, àëå íå íåîáõiäíà. I

�3.3. Çàäà÷i i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéäiòü ÷àñòèííi ïîõiäíi òàêèõ ôóíêöié:

1) u = x2 + y3 + 3x2y3, 2) u = xyz +
x

yz
, 3) u = sin(xy + yz),

4) u =
cosx

cos y
, 5) u = tg(x+ y) exp

x
y , 6) u = arcsin

x√
x2 + y2

,

7) u = arctg
y

x
, 8) u = xy ln(xy), 9) u =

(x
y

)z
,

10) u = z
x
y , 11) u = xy

z

, 12) u = xyyzzx.

2. ×è iñíó¹ ÷àñòèííà ïîõiäíà u′x(0, 1) ôóíêöi¨ u =
√

1− x2 − y2?

3. Äîñëiäiòü, ÷è ìà¹ ôóíêöiÿ u(x, y) ÷àñòèííi ïîõiäíi â òî÷öi (0; 0) i ÷è

äèôåðåíöiéîâíà âîíà â öié òî÷öi, ÿêùî:
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1) u =
√
x2 + y2, 2) u =

√
x4 + y4,

3) u = 3
√
xy, 4) u = 3

√
y2x2,

5) u = 4
√
x4 + y4, 6) u = 3

√
x3 + y3,

7) u = 3
√
x4 + y4, 8) u = 5

√
x3 + y3,

9) u =

 e
− 1

x2+y2 , x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0,
10) u = 3

√
x sin y,

11) u = 3
√
x th y, 12) u = 3

√
y tg x,

13) u =


x4 + y4

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0,

14) u =


x3 + y3

|x|+ |y|
, |x|+ |y| 6= 0,

0, |x|+ |y| = 0.

4. Ñêëàäiòü ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî ïîâåðõíi z = f(x, y) â òî÷öi

N(x0; y0; z0), ÿêùî:

1) z = xy, N(1; 0; 0), 2) z = x+ y2, N(0; 1; 1),

3) z = x3 + y3, N(1;−1; 0), 4) z = sin(xy), N
(

1;
π

3
;

√
3

2

)
,

5) z = ex+y, N(1;−1; 1).

5. ×è ¹ ïëîùèíà z = 0 äîòè÷íîþ â òî÷öi O(0; 0; 0) :

1) äî ïàðàáîëî¨äà îáåðòàííÿ z = x2 + y2,

2) äî êîíóñà z =
√
x2 + y2,

3) äî ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà z = xy?

6. Çíàéäiòü ÷àñòèííi ïîõiäíi ñêëàäåíèõ ôóíêöié (f(u, v) i g(u, v) � äèôå-

ðåíöiéîâíi):

1) u = f(x+ y, x2 + y2), 2) u = f
(x
y
,
y

x

)
,

3) u = f(x− y, xy), 4) u = f(xy)g(yz),

5) u = (f(x− y))g(x−y) , 6) u = f(x− y2, y − x2, xy),

7) u = f
(√

x2 + y2,
√
y2 + z2,

√
z2 + x2

)
.



ÐÎÇÄIË IV. Ïîõiäíà ôóíêöi¨ çà íàïðÿìîì.

�ðàäi¹íò

�4.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè

Íåõàé f(M) âèçíà÷åíà â äåÿêié âiäêðèòié îáëàñòi D ⊂ R3. Ðîçãëÿíåìî

äîâiëüíó òî÷êó M0 ∈ D i áóäü-ÿêó íàïðÿìëåíó ïðÿìó `, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç

öþ òî÷êó. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó M(x, y, z) ∈ `. Äîâæèíó âiäðiçêà M0M

âiçüìåìî iç çíàêîì ïëþñ, ÿêùî íàïðÿì M0M ñïiâïàäà¹ ç íàïðÿìîì ` i çi

çíàêîì ìiíóñ â iíøîìó âèïàäêó.

ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
M→M0

f(M)− f(M0)

M0M
,

òî ¨¨ íàçèâàþòü ïîõiäíîþ âiä ôóíêöi¨ f(M) ïî íàïðÿìó ` (àáî âçäîâæ

îñi `) i ïîçíà÷àþòü
∂f(M0)

∂`
=
∂f(x0, y0, z0)

∂`
.

Öÿ ïîõiäíà õàðàêòåðèçó¹ �øâèäêiñòü çìiíè� ôóíêöi¨ â òî÷öi M0 çà íàïðÿ-

ìîì `. ×àñòèííi ïîõiäíi
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïîõiäíi çà íàïðÿ-

ìîì êîîðäèíàòíèõ îñåé. ßêùî âiñü ` óòâîðþ¹ ç êîîðäèíàòíèìè îñÿìè êóòè

α, β, γ, òî ïðè iñíóâàííi íåïåðåðâíèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ â òî÷öi M0 ìà¹ìî

∂f(x0,y0,z0)

∂`
=
∂f(x0,y0,z0)

∂x
cosα+

∂f(x0,y0,z0)

∂y
cos β +

∂f(x0,y0,z0)

∂z
cos γ. (8)

ßêùî

∂f(x0, y0, z0)

∂x
= a,

∂f(x0, y0, z0)

∂y
= b,

∂f(x0, y0, z0)

∂z
= c (9)
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îäíî÷àñíî íå ðiâíi íóëþ, òî (8) ìîæíà ïåðåïèñàòè

a cosα + b cos β + c cos γ =
√
a2 + b2 + c2×

×
(

a√
a2 + b2 + c2

cosα +
b√

a2 + b2 + c2
cos β +

c√
a2 + b2 + c2

cos γ

)
.

Äðîáè â äóæêàõ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íàïðÿìíi êîñèíóñè äåÿêîãî âåêòîðà

~g. Òîäi
∂f

∂`
= |~g| cos(~̂g, `). (10)

Âåêòîð, ùî ìà¹ ïðîåêöi¨ (9) íà êîîðäèíàòíi îñi, íàçèâà¹òüñÿ  ðàäi¹íòîì

ôóíêöi¨ f(M) â òî÷öi M0.

Âií âèçíà÷à¹ íàïðÿì íàéáiëüø øâèäêîãî çðîñòàííÿ ôóíêöi¨, à éîãî äîâ-

æèíà äà¹ âåëè÷èíó âiäïîâiäíî¨ ïîõiäíî¨.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ

1. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ çà íàïðÿìîì.

2. Äàéòå îçíà÷åííÿ  ðàäi¹íòà ôóíêöi¨ â òî÷öi.

3. Âèçíà÷èòè, ÷è ïðàâèëüíi äàíi òâåðäæåííÿ:

1) ÷àñòèííèé ïðèðiñò ∆yf(M0) ¹ ïðèðîñòîì ôóíêöi¨ f â òî÷öi M0 â íà-

ïðÿìi îðòà ~j,

2) iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨
∂f(M0)

∂`
¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ íåïåðåðâíîñòi â òî÷öi

M0 ôóíêöi¨ f(M), ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà ïðÿìié M0M, ïàðàëåëüíié äî

ïðÿìî¨ `,

3) ÿêùî ôóíêöiÿ f(M) â òî÷öi M0 ìà¹ ïîõiäíó çà íàïðÿìîì ~̀, òî â öié

òî÷öi iñíó¹ ïîõiäíà i çà áóäü-ÿêèì iíøèì íàïðÿìîì,

4) ç iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f(M) â òî÷öi M0 çà áóäü-ÿêèì íàïðÿìîì

âèïëèâà¹ äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ f(M) â òî÷öi M0,

5) ÿêùî ôóíêöiÿ f(M) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi M0, òî â öié òî÷öi âîíà

ìà¹ ïîõiäíó çà áóäü-ÿêèì íàïðÿìîì.

4. Ç'ÿñóâàòè õàðàêòåð çìiíè ôóíêöi¨ f(x, y) = x2y + 2y2 − 5 ó íàïðÿìi âiä

òî÷êè (2; 1) äî òî÷êè (0; 0).



� 4.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ 39

5. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ z = x3 + 8x2 + 8xy + y2 ìà¹ ðiâíi íóëþ ïîõiäíi â

òî÷êàõ (0; 0),
(16

3
;
64

3

)
äëÿ áóäü-ÿêîãî íàïðÿìó ~̀.

�4.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. ×è ïðàâèëüíèì ¹ òâåðäæåííÿ: iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨
∂f(M0)

∂`
çà áóäü-ÿêèì

íàïðÿìîì ~̀ ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ íåïåðåðâíîñòi â òî÷öi M0 ôóíêöi¨ f(M),

ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â îêîëi òî÷êè M0.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(x, y) =

 5, ÿêùî y = x2, (x, y) 6= (0; 0),

0, â iíøèõ òî÷êàõ ïëîùèíè.

Öÿ ôóíêöiÿ íà äîâiëüíié ïðÿìié, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (0; 0) íàáóâà¹

íóëüîâèõ çíà÷åíü, çà âèíÿòêîì ìîæëèâî ëèøå îäíi¹¨ òî÷êè, ÿêà ëåæèòü íà

ïàðàáîëi. Òîìó ìîæíà âêàçàòè îêië òî÷êè O(0; 0) òàêèé, ùî ïðèðiñò ôóí-

êöi¨ â òî÷öi O(0; 0) âçäîâæ áóäü-ÿêî¨ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê

êîîðäèíàò, äîðiâíþ¹ íóëþ.

Îòæå,
∂f(0, 0)

∂`
= 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî íàïðÿìêó ~̀. Ðàçîì ç òèì, êîëè òî÷êà

(x, y) ðóõà¹òüñÿ ïî ïàðàáîëi äî òî÷êè O(0; 0), òî ôóíêöiÿ f(x, y), áóäó÷è

òîòîæíî ðiâíîþ 5, ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi O(0; 0) òàêîæ ðiâíó 5, ùî íå ñïiâïàäà¹

iç çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ â òî÷öi, òîáòî ôóíêöiÿ â òî÷öi O(0; 0) ìà¹ ðîçðèâ. I

2. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ z = x2y + y2x â òî÷öi M0(1; 1) çà íàïðÿìîì ~̀,

ùî óòâîðþ¹ êóò 135◦ ç äîäàòíiì íàïðÿìîì îñi Ox.

Ðîçâ'ÿçîê. Çãiäíî ôîðìóëè (8)

∂z(1, 1)

∂`
=
∂z(1, 1)

∂x
cosα +

∂z(1, 1)

∂y
cos β.

Â íàøîìó âèïàäêó α = 135◦, β = 45◦,
∂z

∂x
= 2xy + y2,

∂z

∂y
= x2 + 2xy.

Îòæå,

∂z(1, 1)

∂`
= (2xy + y2)

∣∣∣
(1;1)

cos 135◦ + (x2 + 2xy)
∣∣∣
(1;1)

cos 45◦ = 0. I
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�4.3. Çàäà÷i i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ â òî÷öi M0 çà íàïðÿìîì ¯̀ :

1) z = yx2 − xy2, M0(3; 1), ¯̀ óòâîðþ¹ ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñi Ox êóò

α = 120◦;

2) z = arctg xy, M0(2; 1), ¯̀ çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìîì áiñåêòðèñè ïåðøîãî

êîîðäèíàòíîãî êóòà;

3) u = xyz, M0(1; 1; 1), ¯̀ ñïiâíàïðÿìëåíèé ç âåêòîðîì ¯̀
1 = ī+ k̄;

4) u = x2 + y2 − z2, M0(1; 1; 1), ¯̀ ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèé äî âåêòîðà

¯̀
1 = −j̄ + k̄;

5) u = x2y+y2z+z2x, M0(2; 1; 1), ¯̀ óòâîðþ¹ ç êîîðäèíàòíèìè îñÿìè êóòè

âiäïîâiäíî 60◦, 45◦, 60◦;

6) u = ln
√
x2 + y2 + z2, M0(2; 1; 3), ¯̀ óòâîðþ¹ ç êîîðäèíàòíèìè îñÿìè

îäíàêîâi êóòè.

2. Çíàéòè êóò ìiæ  ðàäi¹íòàìè ôóíêöié:

1) z = arcsin
x√

x2 + y2
ó òî÷êàõ (1; 1) i (2; 3),

2) u = x3 + y3 + z3 ó òî÷êàõ (0; 1; 0) i (0; 0; 1),

3) z = y(x2 + 1) i u = x2y + x ó òî÷öi (1; 1),

4) u = xy + yz + xz i v = x3yz2 − x+ z ó òî÷öi (1; 1; 1).



ÐÎÇÄIË V. ×àñòèííi ïîõiäíi i äèôåðåíöiàëè

âèùèõ ïîðÿäêiâ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ

�5.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè

×àñòèííi ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ. Íåõàé ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm)

ìà¹ ÷àñòèííó ïîõiäíó
∂u

∂xi
, i = 1,m (âîíà íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ

ïåðøîãî ïîðÿäêó) â êîæíié òî÷öi äåÿêîãî îêîëó òî÷êè M .

ßêùî
∂u

∂xi
ìà¹ â òî÷öi M ïîõiäíó ïî àðãóìåíòó xk, k = 1,m, òî öÿ

ïîõiäíà íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó (àáî äðóãîþ

÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ) i ïîçíà÷à¹òüñÿ îäíèì iç ñèìâîëiâ

∂2u

∂xk∂xi
(M),

∂2f

∂xk∂xi
(M), uxkxi(M), fxkxi(M).

ßêùî i 6= k , òî ÷àñòèííà ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ çìiøà-

íîþ. ßêùî i = k, òî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ïîçíà÷åííÿ äëÿ äðóãî¨ ÷àñòèííî¨

ïîõiäíî¨
∂2u

∂x2
i

(M),
∂2f

∂x2
i

(M), ux2i (M), fx2i (M).

×àñòèííi ïîõiäíi òðåòüîãî ïîðÿäêó îçíà÷àþòüñÿ ÿê ïîõiäíi âiä ïîõi-

äíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó i ò.ä. ×àñòèííà ïîõiäíà n-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨

f(x1, . . . , xm) ïî àðãóìåíòàõ xi1, xi2, . . . , xin âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

∂nu

∂xin∂xin−1
. . . ∂xi1

=
∂

∂xin

( ∂n−1u

∂xin−1
. . . ∂xi1

)
.

ßêùî íå âñi iíäåêñè i1, i2, . . . , in ðiâíi ìiæ ñîáîþ, òî ÷àñòèííó ïîõiäíó n-ãî

ïîðÿäêó íàçèâàþòü çìiøàíîþ.
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Òåîðåìà 1. ßêùî âñi çìiøàíi ïîõiäíi n-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ m-çìiííèõ

u = f(x1, . . . , xm) iñíóþòü â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè M0 i íåïåðåðâíi â òî÷öi

M0, òî âîíè íå çàëåæàòü âiä ïîðÿäêó äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ n ðàç â òî÷öi

M0, ÿêùî âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi (n−1)-ãî ïîðÿäêó äèôåðåíöiéîâíi â öié òî÷öi.

Òåîðåìà 2. ßêùî u = f(x, y) äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi M0(x0, y0),

òî

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

Äèôåðåíöiàëè âèùèõ ïîðÿäêiâ. Íåõàé ôóíêöiÿ u(x, y) äèôåðåíöi-

éîâíà â îêîëi òî÷êè M0(x0, y0) i äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi M0. Ïåðøèé

äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨

du =
∂u

∂x
(x, y)dx+

∂u

∂y
(x, y)dy

çàëåæèòü âiä ÷îòèðüîõ çìiííèõ x, y, dx, dy. Äðóãèé äèôåðåíöiàë (àáî

äèôåðåíöiàë äðóãîãî ïîðÿäêó) â òî÷öi M0 îçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèôåðåíöiàë â

òî÷öi M0 âiä ïåðøîãî äèôåðåíöiàëà. Ïðè öüîìó ïîâèííi âðàõîâóâàòèñÿ òàêi

óìîâè:

à) du ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ôóíêöiÿ òiëüêè íåçàëåæíèõ çìiííèõ x i y , à dx i

dy ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ñòàëi ìíîæíèêè,

á) ïðè îá÷èñëåííi äèôåðåíöiàëiâ âiä u′x i u
′
y ïðèðîñòè íåçàëåæíèõ çìiííèõ

x i y áåðóòüñÿ òàêèìè, ÿê ó âèðàçi äëÿ du, òîáòî ðiâíèìè dx, dy.

Òîìó

d2u(M0) =
∂2u

∂x2
(M0)dx

2 + 2
∂2u

∂x∂y
(M0)dxdy +

∂2u

∂y2
(M0)dy

2,

äå dx2 = (dx)2, dy2 = (dy)2. Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèñó ââåäåìî ñèìâîë, ÿêèé

íàçâåìî îïåðàòîðîì ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ ïî çìiííié xk :
∂

∂xk
. Âiäïîâiäíî îïå-

ðàòîðîì çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ (k+l)-ãî ïîðÿäêó l ðàç ïî xj i k ðàç ïî xi íàçâåìî

ñèìâîë
∂x+l

∂xki ∂x
l
j

=

(
∂

∂xi

)k (
∂

∂xj

)l
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à ñèìâîë d =
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy � îïåðàòîðîì äèôåðåíöiàëà ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ.

Äiÿ îñòàííüîãî îïåðàòîðà íà u(x, y) äà¹ ïåðøèé äèôåðåíöiàë

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy.

Äèôåðåíöiàë n-ãî ïîðÿäêó dnu âèçíà÷à¹òüñÿ iíäóêòèâíî çà ôîðìóëîþ

dnu = d(dn−1u).

Äëÿ äèôåðåíöiàëà n-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ u(x, y) ñïðàâåäëèâà îïåðàòîðíà

ôîðìóëà

dnu =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
u,

äå dn =
( ∂
∂x
dx +

∂

∂y
dy
)n

� îïåðàòîð n-ãî äèôåðåíöiàëà. ßêùî x i y íå

íåçàëåæíi çìiííi, à ôóíêöi¨, äèôåðåíöiéîâíi (ïîòðiáíó êiëüêiñòü ðàçiâ) ïî

íåçàëåæíèõ çìiííèõ t1, . . . , tk, òî äðóãèé äèôåðåíöiàë ìà¹ âèãëÿä:

d2u =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

u+
∂u

∂x
d2x+

∂u

∂y
d2y,

äå dx, dy, d2x, d2y � äèôåðåíöiàëè ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ ôóíêöié

x(t1, . . . , tk), y(t1, . . . , tk). Ó âèïàäêó ôóíêöié m íåçàëåæíèõ çìiííèõ

u = f(x1, . . . , xm) äèôåðåíöiàë n-ãî ïîðÿäêó âèçíà÷à¹òüñÿ iíäóêòèâíî

ïðè âèêîíàííi óìîâ, àíàëîãi÷íèõ óìîâàì à), á) äëÿ äèôåðåíöiàëà ïåðøîãî

ïîðÿäêó. Îïåðàòîð äèôåðåíöiàëà ìà¹ âèãëÿä

d =
∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xm
dxm,

i ñïðàâåäëèâà îïåðàòîðíà ðiâíiñòü

dnu =

(
∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xm
dxm

)m
u.

Òåîðåìà 3 (ôîðìóëà Òåéëîðà). ßêùî ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) äè-

ôåðåíöiéîâíà n + 1 ðàç â äåÿêîìó ε-îêîëi òî÷êè M0(x
0
1, . . . , x

0
m), òî äëÿ

áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M(x0
1 + ∆x1, . . . , x

0
m + ∆xm) iç öüîãî îêîëó ìà¹ ìiñöå ðiâ-

íiñòü

f(x0
1 + ∆x1, . . . , x

0
m + ∆xm)− f(x0

1, . . . , x
0
m) = du(M0) +

1

2!
d2u(M0) + . . .+
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+
1

n!
dnu(M0) +

1

(n+ 1)!
dn+1u(N), (11)

äå N � äåÿêà òî÷êà, ùî íàëåæèòü âiäðiçêó M0M, dxi = ∆xi, i = 1,m.

Ôîðìóëà (11) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Òåéëîðà . Ïðè n = 0 iç (11) îäåð-

æó¹ìî ôîðìóëó Ëàãðàíæà ñêií÷åííèõ ïðèðîñòiâ äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìií-

íèõ. Âèðàç

f(x0
1, . . . , x

0
m) + du(M0) + . . .+

1

n!
dnu(M0) = Pn(x1, . . . , xm)

íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà . f(M) − Pn(M) = Rn+1 � çàëèøêî-

âèé ÷ëåí ôîðìóëè Òåéëîðà, Rn+1 =
1

(n+ 1)!
dn+1u(N) � çàëèøêîâèé ÷ëåí,

çàïèñàíèé ó ôîðìi Ëàãðàíæà . Çàëèøêîâèé ÷ëåí ìîæå áóòè çàïèñàíèé i ó

ôîðìi Ïåàíî: Rn+1 = o(ρ). Ôîðìóëà Òåéëîðà iç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì ó ôîð-

ìi Ïåàíî ìîæå áóòè çàïèñàíà ïðè ñëàáøèõ óìîâàõ, íiæ ó òåîðåìi 3, çîêðåìà

ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) ïîâèííà áóòè n−1 ðàç äèôåðåíöiéîâàíà â äåÿêîìó

ε-îêîëi òî÷êè M0 i äèôåðåíöiéîâàíà n ðàç â ñàìié òî÷öi M0.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ

1. Âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) ìà¹ âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi n-ãî ïî-

ðÿäêó â òî÷öi M0 . Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî iñíóâàííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

íèæ÷îãî ïîðÿäêó â òî÷öi M0 i â îêîëi öi¹¨ òî÷êè?

2. Äîâåäiòü, ùî êîëè ôóíêöiÿ u = f(x1, . . . , xm) ìà¹ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè

M0 âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi äî n-ãî ïîðÿäêó i öi ÷àñòèííi ïîõiäíi íåïåðåðâíi

â òî÷öi M0 , òî ôóíêöiÿ äèôåðåíöiéîâàíà n ðàç â öié òî÷öi.

3. Ùî òàêå ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà? ×îìó äîðiâíþþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi âiä ìíî-

ãî÷ëåíà Pn(x1, . . . , xm) â òî÷öi M0?

4. Êîëè çáåðiãà¹òüñÿ iíâàðiàíòíiñòü ôîðìè äðóãîãî äèôåðåíöiàëà ôóíêöi¨

u = f(x, y), ÿêùî x = x(t1, . . . , tm), y = y(t1, . . . , tm)?
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�5.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ

f(x, y) =

 xy
x2 − y2

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0

ìà¹ â òî÷öi O(0; 0) çìiøàíi ÷àñòèííi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó, àëå ïðè öüîìó

fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0).

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî f ′x(x, y). Ó âñiõ òî÷êàõ, êðiì O(0; 0) ìî-

æíà öå çðîáèòè, áåçïîñåðåäíüî äèôåðåíöiþþ÷è ïî x ôóíêöiþ

u(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
. Îäåðæèìî

f ′x(x, y) = y
x2 − y2

x2 + y2
+ yx

2x(x2 + y2)− 2x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

= y
x2 − y2

x2 + y2
+ yx

4xy2

(x2 + y2)2
=
yx4 − y5 + 4x2y3

(x2 + y2)2

ïðè x2 + y2 6= 0.

Çíàéäåìî f ′x(0, 0). Îñêiëüêè ∆xf(0, 0) = 0, òî f ′x(0, 0) = 0. Äëÿ çíàõîäæå-

ííÿ f ′′xy(0, 0) ïîòðiáíî ìàòè f ′x(0, y) â òî÷öi y 6= 0. Î÷åâèäíî, ùî f ′x(0, y) = −y

äëÿ âñiõ y 6= 0. Îòæå, f ′′xy(0, 0) =
d

dy
f ′x(0, y)

∣∣∣
y=0

= −1. Àíàëîãi÷íî øóêà¹ìî

f ′y(x, y) = x
x2 − y2

x2 + y2
+ xy

(x2 + y2)(−2y)− (x2 − y2)2y

(x2 + y2)2
=
x5 − y4x− 4y2x3

(x2 + y2)2
,

ïðè x2 + y2 6= 0, f ′y(0, 0) = 0.

Äëÿ âñiõ x 6= 0 ìà¹ìî, ùî f ′y(x, 0) = x. Îòæå, f ′′yx(0, 0) = 1. Òîäi

f ′′yx(0, 0) 6= f ′′xy(0, 0). I

2. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ f(x, y) äèôåðåíöiéîâíà â îïóêëié îáëàñòi

G, i ¨ ¨ ÷àñòèííi ïîõiäíi f ′x(x, y), f ′y(x, y) îáìåæåíi â öié îáëàñòi, òî f(x, y)

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â îáëàñòi G.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |f ′x(x, y)| ≤ C, |f ′y(x, y)| ≤ C, C = const, ó îïóêëié

îáëàñòi. Çàäàìî äîâiëüíå ε > 0 i ïîêëàäåìî δ =
ε

2C
. Íåõàé M1(x1, y1),
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M2(x2, y2) � áóäü-ÿêi òî÷êè îáëàñòi G, äëÿ ÿêèõ ρ(M1,M2) < δ. Iç îçíà÷åííÿ

îïóêëîñòi ñëiäó¹, ùî âiäðiçîê M1M2 ïîâíiñòþ ëåæèòü â G (äëÿ öüîãî äîñèòü

ε âèáðàòè ìàëèì), òîìó äî ðiçíèöi f(M1) − f(M2) ìîæíà çàñòîñóâàòè

ôîðìóëó Ëàãðàíæà:

f(M1)− f(M2) = f ′x(N)(x1 − x2) + f ′y(N)(y1 − y2).

Îñêiëüêè ρ(M1M2) < δ, òî |x1 − x2| < δ i |y1 − y2| < δ.

Îòæå, |f(M1) − f(M2)| < 2Cδ = ε. Çãiäíî îçíà÷åííÿ ðiâíîìiðíî¨ íåïå-

ðåðâíîñòi öå îçíà÷à¹, ùî f(x, y) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â îáëàñòi G. I

3. Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiÿ

u =


x3 + y3

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà âñié ïëîùèíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äàíà ôóíêöiÿ ìà¹ îáìåæåíi ïîõiäíi

u′x, u
′
y íà âñié ïëîùèíi. Äiéñíî

u′x =
x4 + 3x2y2 − 2xy3

(x2 + y2)3

ïðè x2 + y2 6= 0 i u′x(0, 0) = 1.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, îäåðæèìî

u′x = 3 cos2 ϕ sin2 ϕ+ cos4 ϕ− 2 cosϕ sin3 ϕ

ïðè ρ 6= 0 i u′x(0, 0) = 1.

Çâiäñè âèäíî, ùî u′x(x, y) îáìåæåíà ôóíêöiÿ íà âñié ïëîùèíi. Àíàëîãi÷íî

ïîêàçó¹ìî, ùî u′y(x, y) îáìåæåíà. Ôóíêöiÿ u(x, y) íå äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi

O(0; 0), òîìó íå ìîæåìî âèêîðèñòàòè ïîïåðåäíié ïðèêëàä. Àëå ïðîñòi ìiðêó-

âàííÿ äîçâîëÿþòü äîâåñòè ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü. ßêùî òî÷êè M1 i M2

òàêi, ùî òî÷êà O(0; 0) íå ëåæèòü íà âiäðiçêó M1M2, òî ìîæíà âèêîðèñòàòè

ôîðìóëó Ëàãðàíæà. ßêùî æ òî÷êà O ëåæèòü íà âiäðiçêó M1M2, òî ðiçíèöÿ

u(M1)− u(M2) ìîæå áóòè îöiíåíà ñóìîþ äâîõ ðiçíèöü

(u(M1)− u(M3)) + (u(M3)− u(M2)),
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ïðè÷îìó M3 âèáðàíà òàê, ùîá òî÷êà O íå ëåæàëà íà âiäðiçêàõ M1M3, M2M3.

Êîæíó ç ðiçíèöü ìîæíà îöiíèòè ç äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ëàãðàíæà. Â îáîõ

âèïàäêàõ îäåðæèìî |u(M1) − u(M2)| < ε, ÿêùî ρ(M1,M2) < δ =
ε

4C
, äå

C = const, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì |u′x| < C, |u′y| < C. Öå i äîâîäèòü, ùî

u(x, y) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà âñié ïëîùèíi. I

�5.3. Çàäà÷i i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîñëiäiòü íà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü òàêi ôóíêöi¨:

1) u = sinx cos y, 2) u = e−(x2+y2),

3) u =
√
x2 + y2, 4) u =


x2 − y2√
x2 + y2

, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0,

5) u =


x3 + y3√
x4 + y4

, x4 + y4 6= 0,

0, x4 + y4 = 0.

2. ×è iñíó¹ f ′′xy(0, 0), ÿêùî f(x, y) =


2xy

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0?

3. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ u = f(x, y) ìà¹ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè

M0(x0, y0) ÷àñòèííi ïîõiäíi f ′x(x, y), f ′y(x, y), f ′′xy(x, y) i çìiøàíà ÷àñòèííà

ïîõiäíà íåïåðåðâíà â òî÷öi M0, òî â öié òî÷öi iñíó¹ çìiøàíà ÷àñòèííà ïîõiäíà

f ′′yx(x0, y0) i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0).



ÐÎÇÄIË VI. Ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ôóíêöi¨

áàãàòüîõ çìiííèõ

�6.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè

Îçíà÷åííÿ i íåîáõiäíi óìîâè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó. Íåõàé

ôóíêöiÿ u = f(M) âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè M0 . Êàæóòü, ùî

ôóíêöiÿ u = f(M) ìà¹ â òî÷öi M0 ëîêàëüíèé ìàêñèìóì (ìiíiìóì),

ÿêùî iñíó¹ òàêèé îêië òî÷êè M0, â ÿêîìó ïðè M0 6= M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(M) ≤ f(M0) (f(M) ≥ f(M0)). ßêùî ôóíêöiÿ ìà¹ â òî÷öi M0 ëîêàëüíèé

ìàêñèìóì àáî ìiíiìóì, òî êàæóòü, ùî âîíà ìà¹ â öié òî÷öi ëîêàëüíèé

åêñòðåìóì (àáî ïðîñòî åêñòðåìóì).

Òåîðåìà 1 (íåîáõiäíà óìîâà åêñòðåìóìó). ßêùî ôóíêöiÿ u = f(M)

ìà¹ â òî÷öi M0 ëîêàëüíèé åêñòðåìóì i â öié òî÷öi iñíó¹ ÷àñòèííà ïîõiäíà

ïî àðãóìåíòó xk, òî
∂u

∂xk
(M0) = 0.

Íàñëiäîê. ßêùî ôóíêöiÿ u = f(M) ìà¹ â òî÷öi M0 ëîêàëüíèé åêñòðå-

ìóì i äèôåðåíöiéîâíà â öié òî÷öi, òî

du(M0) =
∂u

∂x1
(M0)dx1 + . . .+

∂u

∂xm
(M0)dxm = 0

ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ äèôåðåíöiàëiâ íåçàëåæíèõ çìiííèõ dx1, . . . , dxm.

Òî÷êè, â ÿêèõ ïåðøèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ íóëþ, íàçèâàþòü

òî÷êàìè ìîæëèâîãî åêñòðåìóìó àáî ñòàöiîíàðíèìè òî÷êàìè .
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ìîæëèâîãî åêñòðåìóìó ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ñè-

ñòåìó ðiâíÿíü 
f ′x1(x1, . . . , xm) = 0,

. . . . . . . . . . . .

f ′xm(x1, . . . , xm) = 0.

ßêùî ôóíêöiÿ ìà¹ åêñòðåìóì, òî ÷àñòèííi ïîõiäíi â öié òî÷öi ìîæóòü íå

iñíóâàòè. Òî÷êè, â ÿêèõ ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà, àëå õî÷à á îäíà ç ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ íå iñíó¹, òàêîæ ¹ ïiäîçðiëèìè íà åêñòðåìóì.

Êâàäðàòè÷íi ôîðìè. Ôóíêöiÿ âèãëÿäó

Q(x1, . . . , xm) = a11x
2
1 + a12x1x2 + . . .+ ammx

2
m =

m∑
i,j=1

aijxixj,

äå aij � ÷èñëà, ïðè÷îìó aij = aji, íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ âiä

çìiííèõ x1, . . . , xm, à ìàòðèöÿ

A =


a11 . . . a1m

a21 . . . a2m

. . . . . . . . .

am1 . . . amm


� ìàòðèöåþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè .

Âèçíà÷íèêè

δ1 = a11, δ2 =

∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ , . . . , δm = |A|,

íàçèâàþòüñÿ êóòîâèìè ìiíîðàìè ìàòðèöi A.

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ (âiä'¹ìíî âè-

çíà÷åíîþ), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü çìiííèõ x1, . . . , xm, îäíî÷àñíî íå

ðiâíèõ íóëþ, âîíà ïðèéìà¹ äîäàòíi (âiä'¹ìíi) çíà÷åííÿ.

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàçèâà¹òüñÿ çíàêîâèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà àáî äî-

äàòíî àáî âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà.

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà Q(x1, . . . , xm) íàçèâà¹òüñÿ çíàêîçìiííîþ, ÿêùî âî-

íà ïðèéìà¹ ÿê äîäàòíi òàê i âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ.
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Çàóâàæèìî, ùî Q(0, 0, . . . , 0) = 0.

Êðèòåðié Ñèëüâåñòðà äëÿ çíàêîâèçíà÷åíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Äëÿ òîãî, ùîá êâàäðàòè÷íà ôîðìà áóëà äîäàòíî âèçíà÷åíà, íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá óñi êóòîâi ìiíîðè ¨¨ ìàòðèöi áóëè äîäàòíi:

δ1 > 0, δ2 > 0, . . . , δm > 0,

à äëÿ òîãî, ùîá êâàäðàòè÷íà ôîðìà áóëà âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà, íåîáõiäíî i

äîñòàòíüî, ùîá çíàêè ãîëîâíèõ ìiíîðiâ ÷åðãóâàëèñÿ, ïðè÷îìó

δ1 < 0, δ2 > 0, δ3 < 0, δ4 > 0, . . . .

Äîñòàòíi óìîâè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó. Äðóãèé äèôåðåíöiàë ôóí-

êöi¨ â òî÷öi M0 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

d2u(M0) =
m∑

i,j=1

∂2u

∂xi∂xj
(M0)dxidxj,

äå ÷àñòèííi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó
∂2u

∂xi∂xj
(M0) � êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨

ôîðìè, ÿêó çàäà¹ äðóãèé äèôåðåíöiàë.

Òåîðåìà 2 (äîñòàòíi óìîâè åêñòðåìóìó). Íåõàé ôóíêöiÿ u = f(M)

äèôåðåíöiéîâíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè M0 i äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi

M0 i òî÷êà M0 � ñòàöiîíàðíà (df(M0) = 0). Òîäi ÿêùî äèôåðåíöiàë äðóãîãî

ïîðÿäêó d2u(M0) ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ (âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ) êâàäðàòè-

÷íîþ ôîðìîþ âiä çìiííèõ dx1, . . . , dxm, òî ôóíêöiÿ f(M) ìà¹ â òî÷öi M0

ëîêàëüíèé ìiíiìóì (ìàêñèìóì). ßêùî d2u(M0) � çíàêîçìiííà êâàäðàòè÷íà

ôîðìà, òî â òî÷öi M0 ôóíêöiÿ f(M) íå ìà¹ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó. ßêùî

æ êâàäðàòè÷íà ôîðìà êâàçiçíàêîâèçíà÷åíà, òî â òî÷öi M0 ôóíêöiÿ f(M)

ìîæå ìàòè ëîêàëüíèé åêñòðåìóì, à ìîæå i íå ìàòè ëîêàëüíîãî åêñòðå-

ìóìó.

Ó âèïàäêó, êîëè òåîðåìà íå äà¹ âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ïðî íàÿâíiñòü ÷è

âiäñóòíiñòü åêñòðåìóìó â äîñëiäæóâàíié òî÷öi, çàñòîñîâóþòü iíøi êðèòåði¨.

Íàïðèêëàä, äëÿ ôóíêöié u1 = x4 + y4, u2 = x3y3 òåîðåìà �íå ïðàöþ¹� â
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òî÷öi O(0; 0), îäíàê u1(x, y) ìà¹ â òî÷öi O(0; 0) ìiíiìóì, áî â ïðîêîëåíîìó

îêîëi òî÷êè ïðèéìà¹ äîäàòíi çíà÷åííÿ, à â ñàìié òî÷öi ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ

ðiâíå íóëþ. Ôóíêöiÿ u2(x, y) â ïðîêîëåíîìó îêîëi òî÷êè O(0; 0) ïðèéìà¹ ÿê

äîäàòíi òàê i âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, à â ñàìié òî÷öi ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü, òîìó

â öié òî÷öi åêñòðåìóìó íåìà¹.

Âèïàäîê ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

a11 =
∂2u

∂x2
(M0), a12 =

∂2u

∂x∂y
(M0), a21 =

∂2u

∂y∂x
(M0), a22 =

∂2u

∂y
(M0).

Iç êðèòåðiþ Ñèëüâåñòðà i òåîðåìè 2 âèïëèâàþòü òàêi òâåðäæåííÿ:

1. ßêùî D = a11a22 − a2
12 > 0, òî â òî÷öi M0 ôóíêöiÿ u = f(x, y) ìà¹

ëîêàëüíèé åêñòðåìóì (ìàêñèìóì ïðè a11 < 0 i ìiíiìóì ïðè a11 > 0).

2. ßêùî D = a11a22 − a2
12 < 0, òî â òî÷öi M0 ôóíêöiÿ u = f(x, y) íå ìà¹

åêñòðåìóìó.

3. ßêùî D = a11a22 − a2
12 = 0, òî â òî÷öi M0 ôóíêöiÿ u = f(x, y) ìîæå

ìàòè ëîêàëüíèé åêñòðåìóì, à ìîæå i íå ìàòè éîãî.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ

1. Äàéòå îçíà÷åííÿ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨.

2. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó ïðî íåîáõiäíi óìîâè åêñòðåìóìó i íàñëi-

äîê ç öi¹¨ òåîðåìè. Ïðèâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨ u = f(x, y), ùî â äåÿêié

òî÷öiM0 f
′
x(M0) = 0, f ′y(M0) = 0, à ôóíêöiÿ â öié òî÷öi íå ìà¹ åêñòðåìóìó.

3. ßêi òî÷êè íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ìîæëèâîãî åêñòðåìóìó? Íàâåäiòü ïðè-

êëàä ôóíêöi¨ u = f(x, y), ùî ìà¹ ëîêàëüíèé åêñòðåìóì â äåÿêié òî÷öi M0,

ïðè öüîìó u′x(M0) = 0, à u′y(M0) � íå iñíó¹?

4. ßêà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ? Ùî òàêå ìàòðèöÿ êâà-

äðàòè÷íî¨ ôîðìè? Âèïèøiòü ìàòðèöþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

Q(x1, x2, x3) = ax2
1 − 4x1x2 + 8x2x3 − x2

2 + 2x3x1 + 3x2
3.

Îá÷èñëiòü ¨¨ êóòîâi (ãîëîâíi) ìiíîðè.

5. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðié Ñèëüâåñòðà. ×è ¹ çíàêîâèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íà

ôîðìà Q(x1, x2, x3) = x2
1 − 2x1x2 + 2x2

2 + 4x3x2 + 8x2
3?
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6. Çàïèøiòü âèðàç äëÿ äðóãîãî äèôåðåíöiàëà ôóíêöi¨ u = f(x1, . . . , xm) â

òî÷öi M0. Êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ âiä ÿêèõ çìiííèõ ¹ d2u(M0)?

7. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó ïðî äîñòàòíi óìîâè åêñòðåìóìó. ×è ¹ âîíè i íåîá-

õiäíèìè óìîâàìè åêñòðåìóìó?

8. Ñôîðìóëþéòå äîñòàòíi óìîâè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó) i âiäñó-

òíîñòi åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ u = f(x, y) â òî÷öi M0(x0, y0).

9. Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨ u = f(x, y), ùî â äåÿêié òî÷öi M0 çàäîâîëüíÿ¹

óìîâàì du = 0, D = 0, ïðè÷îìó öÿ ôóíêöiÿ â òî÷öi M0 : à) ìà¹ ëîêàëüíèé

åêñòðåìóì; á) íå ìà¹ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó.

�6.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéäiòü òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨

u = 2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2.

Ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ìîæëèâîãî åêñòðåìóìó çíàéäåìî ÷à-

ñòèííi ïîõiäíi i ïðèðiâíÿ¹ìî ¨õ äî íóëÿ:
u′x = 4x− y + 2z = 0,

u′y = −x− 1 + 3y2 = 0,

u′z = 2x+ 2z = 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó, îäåðæèìî: M1

(1

3
;
2

3
;−1

3

)
, M2

(
− 1

4
;−1

2
;
1

4

)
. Ñêî-

ðèñòà¹ìîñÿ äîñòàòíiìè óìîâàìè åêñòðåìóìó. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî ÷àñòèííi

ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó: u′′x2 = 4, u′′xy = −1, u′′xz = 2, u′′yz = 0, u′′z2 = 2,

u′′y2 = 6y.

Ñêëàäåìî ìàòðèöþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè â òî÷öi M1

A =


4 −1 2

−1 4 0

2 0 2


Ãîëîâíi ìiíîðè δ1 = 4 > 0, δ2 = 15 > 0, δ3 = 14 > 0. Îòæå ôóíêöiÿ u(x, y, z)

ìà¹ ëîêàëüíèé ìiíiìóì â òî÷öi M1.
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Äîñëiäèìî òåïåð òî÷êó M2. Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè d2u(M2) ìà¹

âèãëÿä

A =


4 −1 2

−1 −3 0

2 0 2

 .

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî δ1 = 4 > 0, δ2 = −13 < 0, δ3 = −14 < 0. Çíà÷èòü

ôóíêöiÿ u(x, y, z) â òî÷öi M2 íå ìà¹ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó. I

2. Çíàéòè òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ u = x2 − 2xy + 4y3.

Ðîçâ'ÿçîê. Îá÷èñëèìî ïåðøi ÷àñòèííi ïîõiäíi i ïðèðiâíþ¹ìî äî íóëÿ: u′x = 2x− 2y = 0,

u′y = −2x+ 12y2 = 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó, îäåðæó¹ìî, ùî M1(0; 0), M2

(1

6
;
1

6

)
� ñòàöiîíàðíi òî÷êè.

Çíàéäåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó: u′′x2 = 2, u′′xy = −2, u′′y2 = 24y.

Â òî÷öi M1 : u′′x2 = 2, u′′xy = −2, u′′y2 = 0, D = −4 < 0. Â òî÷öi M2 : u′′x2 = 2,

u′′xy = −2, u′′y2 = 4, D = 4 > 0, a11 = 2 > 0.

Îòæå, â òî÷öi M1 ôóíêöiÿ íå ìà¹ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó, à â òî÷öi M2

ìà¹ ëîêàëüíèé ìiíiìóì. I

3. Çíàéòè òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ u = 3x2y − x3 − y4.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ïåðøi ïîõiäíi i ïðèðiâíþ¹ìî ¨õ äî íóëÿ: u′x = −3x2 + 6xy = 0,

u′y = 3x2 − 4y3 = 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó, çíàõîäèìî ùî òî÷êè M1(0; 0), M2(6; 3) � ïiäîçðiëi

íà åêñòðåìóì. Çíàéäåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó äàíî¨ ôóíêöi¨:

u′′x2 = −6x+ 6y, u′′xy = 6x, u′′y2 = −12y2.

Â òî÷öi M1 : a11 = a12 = a22 = 0, D = a11a22−a2
12 = 0, òîìó ïîòðiáíî ïðî-

âåñòè ùå äîäàòêîâå äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè M1(0; 0).

Ïðè x < 0, y = 0, ìà¹ìî u(x, 0) = −x3 > 0, à ïðè x = 0, y 6= 0, �

u(0, y) = −y4 < 0. Îòæå, â áóäü-ÿêîìó îêîëi òî÷êè M1(0; 0) ôóíêöiÿ ïðèéìà¹
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ÿê äîäàòíi, òàê i âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, òîìó â öié òî÷öi íåìà¹ åêñòðåìóìó. Â òî÷öi

M2 : a11 = −18, a12 = 30, a22 = −108, D = 64 > 0. Îñêiëüêè a11 < 0, D > 0,

òî â òî÷öi M2 ôóíêöiÿ ìà¹ ëîêàëüíèé ìàêñèìóì. I

�6.3. Çàäà÷i i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéäiòü òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöié:

1) u = x2 − xy + y2, 2) u = x2 − xy − y2,

3) u = x2 − 2xy + 2y2 + 2x, 4) u = x3 + y3 − x2 − 2xy − y2,

5) u = x3 − 2y3 − 3x+ 6y, 6) u = x3 − 2x2y2 + y4,

7) u = xy +
1

2(x+ y)
, 8) u = ex+2y(x2 − y2),

9) u = ex−y(x2 + 2y2 − 2xy), 10) u =
x

y
+

1

x
+ y,

11) u = (x2 + 2y2)e−(x2+y2), 12) u = (x− 2y)e−(x2+y2),

13) u = x2 − 2y2 − z2 + 2x− 4y + 6z − 1, 14) u = xy ln (x2 + y2),

15) u = 2x2 + y2 + z2 − 2xy + 4z − x, 16) u = xyz(1− x− y − z),

17) u = x3 + xy − y2 − 2xz − 2z2 − 3y − 1, 18) u =
2x2

y
+
y2

z
− 4x+ 2z2,

19) u = (x+ y + 2z)e−(x2+y2+z2).

2. Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiÿ u = (x− y2)(2x− y2) ìà¹ â òî÷öi O(0; 0) ëîêàëü-

íèé ìiíiìóì âçäîâæ êîæíî¨ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó, àëå íå ìà¹

ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó â ñàìié òî÷öi.



ÐÎÇÄIË VII. Íåÿâíi ôóíêöi¨

�7.1. Íåÿâíi ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Íåõàé çíà÷åííÿ äâîõ çìiííèõ x i y çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiâíÿííÿì

F (x, y) = 0. (12)

Êàæóòü ùî â ïðÿìîêóòíèêó (a, b, c, d) ðiâíÿííÿ (12) âèçíà÷à¹ y ÿê

ôóíêöiþ âiä x, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ (a, b) iñíó¹ îäíå ÷è êiëüêà çíà÷åíü

y ∈ (c, d), ÿêi ðàçîì ç x çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (12), òî öèì âèçíà÷à¹òüñÿ

îäíîçíà÷íà ÷è ìíîãîçíà÷íà ôóíêöiÿ y = f(x), äëÿ ÿêî¨ ðiâíiñòü

F (x, f(x)) = 0 (13)

¹ òîòîæíiñòþ.

Òåîðåìà 1 (ïðî iñíóâàííÿ òà íåïåðåðâíiñòü íåÿâíî¨ ôóíêöi¨). Íå-

õàé:

1) ôóíêöiÿ F (x, y) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â äåÿêîìó ïðÿìîêóòíèêó D =

[x0 −∆, x0 + ∆, y0 −∆′, y0 + ∆′] ç öåíòðîì â òî÷öi (x0, y0);

2) F (x, y) â öié òî÷öi ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü: F (x0, y0) = 0;

3) ïðè ôiêñîâàíîìó x ôóíêöiÿ F (x, y) ìîíîòîííî çðîñòà¹ (àáî ìîíîòîííî

ñïàäà¹) iç çðîñòàííÿì y.

Òîäi

à) â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè (x0, y0) ðiâíÿííÿ (12) âèçíà÷à¹ y ÿê îäíîçíà÷íó

ôóíêöiþ âiä x : y = f(x);
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á) ïðè x = x0 öÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ y0 : f(x0) = y0;

â) ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà.

Òåîðåìà 2 (ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü íåÿâíî¨ ôóíêöi¨). Íåõàé:

1) ôóíêöiÿ F (x, y) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â äåÿêîìó ïðÿìîêóòíèêó D =

[x0 −∆, x0 + ∆, y0 −∆′, y0 + ∆′] ç öåíòðîì â òî÷öi (x0, y0);

2) F (x, y) â öié òî÷öi ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü: F (x0, y0) = 0;

3) ÷àñòèííi ïîõiäíi F ′x, F
′
y iñíóþòü i íåïåðåðâíi â D;

4) ïîõiäíà F ′y(x0, y0) âiäìiííà âiä íóëÿ.

Òîäi

à) â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè (x0, y0) ðiâíÿííÿ (12) âèçíà÷à¹ y ÿê îäíîçíà÷íó

ôóíêöiþ âiä x : y = f(x);

á) ïðè x = x0 öÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ y0 : f(x0) = y0;

â) ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà;

ã) ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ íåïåðåðâíó ïîõiäíó â òî÷öi x0.

�7.2. Íåÿâíi ôóíêöi¨ âiä êiëüêîõ çìiííèõ

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

F (x1, x2, . . . , xm, y) = 0. (14)

Ïðè ïåâíèõ óìîâàõ öèì ðiâíÿííÿì âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íà ÷è áàãàòîçíà÷íà

ôóíêöiÿ y = f(x1, x2, . . . , xm) òàêà, ùî F (x1, x2, . . . , xm, f(x1, x2, . . . , xm)) = 0

¹ òîòîæíiñòþ.

Êàæóòü, ùî â (m+ 1)-âèìiðíîìó ïàðàëåëåïiïåäi (a1, b1, . . . , am, bm, c, d)

ðiâíÿííÿ (14) âèçíà÷à¹ y ÿê îäíîçíà÷íó ôóíêöiþ âiä x1, . . . , xm, ÿêùî äëÿ

êîæíî¨ òî÷êè (x1, . . . , xm), ùî ìiñòèòüñÿ â m-âèìiðíîìó ïàðàëåëåïiïåäi

(a1, b1, . . . , am, bm) ðiâíÿííÿ (14) ìà¹ îäèí i òiëüêè îäèí êîðiíü â ïðîìiæêó

(c, d).
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Òåîðåìà 3. Íåõàé:

1) ôóíêöiÿ F (x1, x2, . . . , xm, y) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â (m+ 1) âèìiðíîìó

ïàðàëåëåïiïåäi D = [x0
1 − ∆1, x

0
1 + ∆1, x

0
2 − ∆1, x

0
2 + ∆1, . . . , x

0
m − ∆1, x

0
m +

∆1, y
0 −∆′, y0 + ∆′] ç öåíòðîì â òî÷öi (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m, y

0);

2) ôóíêöiÿ F (x1, x2, . . . , xm, y) â òî÷öi (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m, y

0) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ

â íóëü;

3) ÷àñòèííi ïîõiäíi F ′x1, F
′
x2
, . . . , F ′xm iñíóþòü i íåïåðåðâíi â D;

4) ïîõiäíà F ′y â òî÷öi (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m, y

0) íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü.

Òîäi

à) â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m, y

0) ðiâíÿííÿ (14) âèçíà÷à¹ y ÿê

îäíîçíà÷íó ôóíêöiþ âiä x1, x2, . . . , xm : y = f(x1, x2, . . . , xm);

á) ïðè x1 = x0
1, x2 = x0

2, . . . , xm = x0
m öÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ y0 :

y0 = f(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m);

â) ôóíêöiÿ f(x1, x2, . . . , xm) íåïåðåðâíà ïî ñóêóïíîñòi ñâî¨õ àðãóìåíòiâ;

ã) ôóíêöiÿ f(x1, x2, . . . , xm) ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi.

Â áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæå áóòè çàäàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü iç n ðiâ-

íÿíü ç n+m çìiííèìè

F1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0,

F2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

Fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0.

(15)

Êàæóòü, ùî â (n + m)-âèìiðíîìó ïàðàëåëåïiïåäi (a1, b1, . . . , am, bm,

c1, d1, . . . , cn, dn) ñèñòåìà (15) âèçíà÷à¹ y1, . . . , yn ÿê îäíîçíà÷íi ôóíêöi¨

âiä x1, . . . , xm, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (x1, . . . , xm) â m-âèìiðíîìó ïàðà-

ëåëåïiïåäi (a1, b1, . . . , am, bm) ñèñòåìà ðiâíÿíü (15) ìà¹ îäíó i òiëüêè îäíó

ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ (y1, . . . , yn), ùî íàëåæèòü n-âèìiðíîìó ïàðàëåëåïiïåäó

(c1, d1, . . . , cn, dn).

Â ïèòàííi ïðî iñíóâàííÿ îäíîçíà÷íèõ íåÿâíèõ ôóíêöié y1, . . . , yn, ùî

âèçíà÷àþòüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü (15) âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ âèçíà÷íèê
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Îñòðîãðàäñüêîãî-ßêîái

J =
D(F1, . . . , Fn)

D(y1, . . . , yn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂y1
∂F1

∂y2
. . . ∂F1

∂yn

∂F2

∂y1
∂F2

∂y2
. . . ∂F2

∂yn

. . . . . . . . . . . .

∂Fn

∂y1
∂Fn

∂y2
. . . ∂Fn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(16)

Òåîðåìà 4. Íåõàé:

1) âñi ôóíêöi¨ F1, . . . , Fn âèçíà÷åíi i íåïåðåðâíi â (n + m)-âèìiðíîìó

ïàðàëåëåïiïåäi D = [x0
1 − ∆1, x

0
1 + ∆1, x

0
2 − ∆2, x

0
2 + ∆2, . . . , x

0
m − ∆m, x

0
m +

∆m, y
0
1 − ∆′1, y

0
1 + ∆′1, y

0
2 − ∆′2, y

0
2 + ∆′2, . . . , y

0
n − ∆′n, y

0
n + ∆′n] ç öåíòðîì â

òî÷öi (x0
1, . . . , x

0
m, y

0
1, . . . , y

0
n);

2) òî÷êà (x0
1, . . . , x

0
m, y

0
1, . . . , y

0
n) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (15);

3) iñíóþòü i íåïåðåðâíi â D ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöié F1, . . . , Fn ïî âñiõ

àðãóìåíòàõ;

4) âèçíà÷íèê Îñòðîãðàäñüêîãî-ßêîái (16) â öié òî÷öi âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Òîäi:

à) â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè (x0
1, . . . , x

0
m, y

0
1, . . . , y

0
n) ñèñòåìà (15) âèçíà÷à¹

y1, . . . , yn ÿê îäíîçíà÷íi ôóíêöi¨ âiä x1, . . . , xm :

y1 = f1(x1, . . . , xm), y2 = f2(x1, . . . , xm), . . . , yn = fn(x1, . . . , xm);

á) ïðè x1 = x0
1, x2 = x0

2, . . . , xm = x0
m öi ôóíêöi¨ ïðèéìàþòü âiäïîâiäíî

çíà÷åííÿ y0
1, . . . , y

0
n :

y0
1 = f1(x

0
1, . . . , x

0
m), y0

2 = f2(x
0
1, . . . , x

0
m), . . . , y0

n = fn(x
0
1, . . . , x

0
m);

â) ôóíêöi¨ f1(x1, . . . , xm), f2(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm) íåïåðåðâíi;

ã) ôóíêöi¨ f1(x1, . . . , xm), f2(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm) ìàþòü íåïå-

ðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi.

�7.3. Îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ íåÿâíèõ ôóíêöié

Íåõàé ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (12), â ÿêîìó F (x, y) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.

ßêùî íåÿâíó ôóíêöiþ y = f(x) ïiäñòàâèòè â (12), òî îäåðæèìî òîòîæíiñòü
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F (x, f(x)) = 0. Ñêëàäåíà ôóíêöiÿ â ëiâié ÷àñòèíi òîòîæíî ðiâíà íóëþ, òîìó

i ¨¨ ïîõiäíà ðiâíà íóëþ. Äèôåðåíöiþþ÷è ¨¨ ÿê ñêëàäåíó ôóíêöiþ, ìà¹ìî

F ′x(x, y) + F ′y(x, y)y′x = 0. (17)

Çâiäñè

y′x = −F
′
x(x, y)

F ′y(x, y)
, (18)

îñêiëüêè F ′y(x, y) 6= 0.

ßêùî ôóíêöiÿ F (x, y) ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó,

òî äèôåðåíöiþþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó (18) i ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü y′x âèðàç (18)

äëÿ íå¨, ìàòèìåìî

y′′x2 =
(F ′′xy + F ′′y2y

′
x)F

′
x − (F ′′x2 + F ′′xyy

′
x)F

′
y

(F ′y)
2

=
2F ′xF

′
y − (F ′y)

2F ′′x2 − (F ′x)
2F ′′y2

(F ′y)
3

.

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèìî, ùî iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ ÷à-

ñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ F (x, y) äî k -ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî (k > 1) çàáåçïå-

÷ó¹ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ïîõiäíî¨ k -ãî ïîðÿäêó íåÿâíî¨ ôóíêöi¨.

Íà ïðàêòèöi çðó÷íiøå çíàõîäèòè ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨

øëÿõîì ïîâòîðíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òîòîæíîñòi (17) ç âðàõóâàííÿì òîãî,

ùî y ¹ ôóíêöi¹þ âiä x.

Ïîäiáíó ñèòóàöiþ ìà¹ìî i ó âèïàäêó íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ

íåâiäîìèõ. Ââàæàþ÷è âèêîíàíèìè óìîâè òåîðåìè 4.3, äèôåðåíöiþ¹ìî (14),

íàïðèêëàä, ïî x1, ìàþ÷è íà óâàçi, ùî çàìiñòü y ïiäñòàâèëè f(x1, . . . , xm) i

ðiâíiñòü (14) ñòàëà òîòîæíiñòþ F ′x1 + F ′yy
′
x1

= 0. Çâiäcè y′x1 = −
F ′x1
F ′y

.

ßêùî ïîòðiáíî çíàéòè âñi ïîõiäíi ïåðøîãî i âèùèõ ïîðÿäêiâ, òî ïðîñòi-

øå çðàçó ðàõóâàòè dy, d2y, . . . . Äèôåðåíöiþþ÷è (14) i âðàõîâóþ÷è iíâàðiàí-

òíiñòü ôîðìè ïåðøîãî äèôåðåíöiàëà, ìà¹ìî

∂F

∂x1
dx1 +

∂F

∂x2
dx2 + . . .+

∂F

∂xm
dxm +

∂F

∂y
dy = 0,

çâiäêè

dy = −
∂F
∂x1
∂F
∂y

dx1 − . . .−
∂F
∂xm
∂F
∂y

dxm.
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Ç iíøîãî áîêó

dy =
∂y

∂x1
dx1 + . . .+

∂y

∂xm
dxm.

Îñêiëüêè dx1, . . . , dxm äîâiëüíi, òî ìàòèìåìî, ùî

∂y

∂x1
= −

∂F
∂x1
∂F
∂y

, . . . ,
∂y

∂xm
= −

∂F
∂xm
∂F
∂y

.

Äèôåðåíöiþþ÷è ùå ðàç, îäåðæèìî[
∂2F

∂x2
1

dx1 + . . .+
∂2F

∂x1∂xm
dxm +

∂2F

∂x1∂y
dy

]
dx1 + . . .+

∂F

∂y
d2y = 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè âèðàç äëÿ dy, òà âèçíà÷àþ÷è d2y, îäåðæèìî âèðà-

çè äëÿ
∂2y

∂x2
1

,
∂2y

∂x1∂x2
,
∂2y

∂x2
2

. Ïîäiáíèì ÷èíîì çíàõîäèìî âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ

òðåòüîãî i âèùèõ ïîðÿäêiâ.

Íåõàé ôóíêöiÿ F (x, y, z) â îêîëi òî÷êè (x0, y0, z0), ÿêà íàëåæèòü îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè iñíóâàííÿ òà äèôåðåíöiéîâ-

íîñòi íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ z = f(x, y), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì F (x, y, z) = 0.

Òîäi ãðàôiê öi¹¨ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ â òî÷öi (x0, y0, z0) äîòè÷íó ïëîùèíó i

íîðìàëü, ðiâíÿííÿ ÿêèõ ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä

F ′x(x0, y0, z0)(x− x0) + F ′y(x0, y0, z0)(y − y0) + F ′z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0,

x− x0

F ′x(x0, y0, z0)
=

y − y0

F ′y(x0, y0, z0)
=

z − z0

F ′z(x0, y0, z0)
.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ

1. Äàéòå îçíà÷åííÿ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨.

2. Äàéòå îçíà÷åííÿ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ êiëüêîõ çìiííèõ.

3. Äàéòå îçíà÷åííÿ ñèñòåìè íåÿâíèõ ôóíêöié êiëüêîõ çìiííèõ.

4. Âèçíà÷èòè ÷è ïðàâèëüíi äàíi òâåðäæåííÿ:

1) êîæíå ðiâíÿííÿ (12) çàäà¹ õî÷à á îäíó íåÿâíó ôóíêöiþ;

2) ðiâíÿííÿ y3 − y = 0 çàäà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó íåÿâíèõ ôóíêöié

y = f(x), x ∈ R;

3) ðiâíÿííÿ (12) çàäà¹ îäíó íåÿâíó ôóíêöiþ;
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4) ðiâíÿííÿ x3 + y3 − 4axy = 0 â îêîëi òî÷êè x0 = a 3
√

9, y0 = a 3
√

3 çàäà¹

¹äèíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ y = f(x);

5) ñèñòåìà  8x2 − z3 − 3y4 = 0,

x3 + 5y − z2 + 3 = 0

çàäà¹ ¹äèíó ïàðó ôóíêöié y = y(x) òà z = z(x), íåïåðåðâíèõ â äîñòàòíüî

ìàëîìó îêîëi òî÷êè x0 = 1 i òàêèõ, ùî y(1) = 0, z(1) = 2.

�7.4. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Äîñëiäèòè ÷è âèçíà÷à¹ ðiâíÿííÿ F (x, y) = x(x2 + y2)− a(x2 − y2) = 0

â îêîëi òî÷êè M0(0; 0) ¹äèíó íåïåðåðâíó íåÿâíó ôóíêöiþ y = f(x).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x, y) íåïåðåðâíà â îêîëi òî÷êè (0; 0) ðàçîì iç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè F ′x = 3x2 + y2 − 2ax òà F ′y = 2xy + 2ay. Îñêiëüêè

F ′y(0; 0) = 0, òî çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ íå ìî-

æíà.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

F (x, y) = 0⇔ x3 + xy2 − ax2 + ay2 = 0⇔ x2(x− a) + y2(x+ a) = 0⇔

⇔ y2 =
x2(a− x)

a+ x
⇔ y = ±x

√
a− x
a+ x

,

ÿêùî a > 0 i x ∈ (−a; a). ßêùî a = 0, òî ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

x(x2 + y2) = 0, òîìó íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó âiäíîñíî y. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî

a ðiâíÿííÿ F (x, y) = 0 àáî íå çàäà¹ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ y = f(x), àáî çàäà¹

áiëüøå íiæ îäíó òàêó ôóíêöiþ. I

2. Ïîêàçàòè, ùî äàíå ðiâíÿííÿ â îêîëi äåÿêî¨ òî÷êè âèçíà÷à¹ ¹äèíó íåÿâíó

äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ z = f(x, y), òà çíàéòè âêàçàíi ïîâíi äèôåðåíöiàëè:

x+ y + z = ez, dz, d2z.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè äàíå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

x+ y+ z− ez = 0, òî F (x, y, z) = x+ y+ z− ez. Öÿ ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà â R3
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ðàçîì ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè F ′x = 1, F ′y = 1 i F ′z = 1− ez, ïðè÷îìó F ′z 6= 0,

ÿêùî z 6= 0. Òî÷êè (x0, y0, z0), â ÿêèõ F (x0, y0, z0) = 0, iñíóþòü. Íàïðèêëàä,

òàêîþ òî÷êîþ ¹ (1; e; 1). Îòæå, iñíóþòü òî÷êè, â îêîëi ÿêèõ âèêîíàíî âñi

óìîâè òåîðåìè iñíóâàííÿ òà äèôåðåíöiéîâíîñòi íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ z = f(x, y).

Çà öi¹þ òåîðåìîþ

z′x = −F
′
x

F ′z
= − 1

1− ez
, z′y = −

F ′y
F ′z

= − 1

1− ez
⇒ dz = − 1

1− ez
(dx+ dy)⇒

⇒ d2z = d(dz) = d

(
− 1

1− ez
(dx+ dy)

)
= (dx+ dy)

d(1− ez)
(1− ez)2

=

= (dx+ dy)
−ezdz

(1− ez)2
=

ez

(1− ez)3
(dx+ dy)2. I

3. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè òà íîðìàëi äî çàäàíî¨ ïîâåðõíi

x2 + y2 + z2 = 3 ó òî÷öi M0(1; 1; 1).

Ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ äàíî¨ ïîâåðõíi ìà¹ìî F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3, òîìó

F ′x = 2x, F ′y = 2y, F ′z = 2z, i ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè ìà¹ âèãëÿä:

2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0⇒

⇒ 2(x− 1) + 2(y − 1) + 2(z − 1) = 0⇒ x+ y + z = 3.

Ðiâíÿííÿ íîðìàëi ìà¹ âèãëÿä:

x− 1

2
=
y − 1

2
=
z − 1

2
. I

�7.5. Çàäà÷i i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîñëiäèòè, ÷è âèçíà÷à¹ ðiâíÿííÿ F (x, y) = 0 â îêîëi òî÷êè M0(x0; y0)

¹äèíó íåïåðåðâíó íåÿâíó ôóíêöiþ y = f(x), ÿêùî:

1) F (x, y) = x3 + y3 − 3axy, x0 = a 3
√

4, y0 = a 3
√

2,

2) F (x, y) = xe2y − y lnx− 8, (x0, y0) : F (x0, y0) = 0 i y0 6=
1

2
ln

lnx0

2x0
,

3) F (x, y) = ln
√
x2 + y2 − arctg

y

x
, (x0, y0) : F (x0, y0) = 0 i y0 6= x0,

4) F (x, y) = x2 ln y − y2 lnx, (x0, y0) : F (x0, y0) = 0 i y2
0 6=

x2
0

lnx2
0

.



2. Ïîêàçàòè, ùî äàíå ðiâíÿííÿ â îêîëi äåÿêî¨ òî÷êè âèçíà÷à¹ ¹äèíó íåÿâíó

äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ z = f(x, y), òà çíàéòè âêàçàíi ÷àñòèííi ïîõiäíi àáî

ïîâíi äèôåðåíöiàëè:

1) z3 + 3x2z = 2xy, z′x, z
′
y,

2) cos2 x+ cos2 y + cos2 z = 1, z′′x2,

3) x2 + y2 + z2 = a2, dz, d2z,

4)
x

z
= ln

z

y
+ 6, dz, d2z,

5) z = x− arctg
y

z − x
, d2z.

ÐÎÇÄIË VIII. Íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨. Óìîâíèé åêñòðåìóì

�8.1. Íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

Ïðè çíàõîäæåííi íàéáiëüøîãî i íàéìåíøîãî çíà÷åíü ôóíêöi¨ êiëüêîõ çìií-

íèõ, ÿêà íåïåðåðâíà íà çàìêíóòié ìíîæèíi, ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî öi çíà÷åííÿ

äîñÿãàþòüñÿ àáî â òî÷êàõ åêñòðåìóìó, àáî íà ìåæi öi¹¨ ìíîæèíè. Òîìó äëÿ òî-

ãî, ùîá çíàéòè íàéáiëüøå (íàéìåíøå) çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u = f(x1, x2, . . . , xn)

â îáëàñòi D íåîáõiäíî çíàéòè âñi âíóòðiøíi òî÷êè, ïiäîçðiëi íà åêñòðåìóì, îá-

÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â íèõ, ÿêùî öå ìîæëèâî i ïîðiâíÿòè iç çíà÷åííÿìè

ôóíêöi¨ â ìåæîâèõ òî÷êàõ îáëàñòi, ÿêùî öå òàêîæ ìîæëèâî.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó íàâiòü äëÿ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ çàäà÷à äîñëiäæå-

ííÿ íà ìåæi îáëàñòi ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ. Çíàõîäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü

ñïðîùó¹òüñÿ, ÿêùî äîñëiäæó¹òüñÿ îïóêëà ôóíêöiÿ.

Ïiäìíîæèíó D n-âèìiðíîãî ïðîñòîðó áóäåìî íàçèâàòè îïóêëîþ, ÿêùî
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äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê A òà B ùî íàëåæàòü D, âiäðiçîê, ùî ¨õ ñïîëó÷à¹,

òàêîæ ïîâíiñòþ íàëåæèòü D.

Ôóíêöiÿ z = f(x, y) çàäàíà íà îïóêëié ìíîæèíi D íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ

âíèç (îïóêëîþ ââåðõ), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê (x1, y1), (x2, y2) ∈ D

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f
(x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
≤ f(x1, y1) + f(x2, y2)

2(
f
(x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
≥ f(x1, y1) + f(x2, y2)

2

)
.

Äëÿ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ ðiâíiñòü íóëþ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ¹ íå òiëüêè

íåîáõiäíîþ, àëå i äîñòàòíüîþ óìîâîþ åêñòðåìóìó. Áiëüø òîãî, åêñòðåìóìè

îïóêëî¨ ôóíêöi¨ ¹ ãëîáàëüíèìè, òîáòî íàéìåíøi çíà÷åííÿ äîñÿãàþòüñÿ, êîëè

ôóíêöiÿ îïóêëà âíèç, íàéáiëüøi � îïóêëà ââåðõ.

�8.2. Óìîâíèé åêñòðåìóì. Ìåòîä ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà

Äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ ñïåöèôi÷íîþ ¹ çàäà÷à, êîëè ¨¨ åêñòðåìóì

øóêà¹òüñÿ íå íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, à íà ìíîæèíi, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïåâ-

íié óìîâi. Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ

z = f(x, y), àðãóìåíòè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó g(x, y) = C, ÿêó íàçèâàþòü

ðiâíÿííÿì çâ'ÿçêó .

Òî÷êà (x0, y0) íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ óìîâíîãî ìàêñèìóìó (ìiíiìó-

ìó), ÿêùî iñíó¹ òàêèé îêië öi¹¨ òî÷êè, ùî äëÿ âñiõ òî÷îê (x, y) ç öüîãî îêîëó,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó g(x, y) = 0, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(x0, y0) ≥ f(x, y) (f(x0, y0) ≤ f(x, y)).

Íàéáiëüø ïðîñòèì ñïîñîáîì çíàõîäæåííÿ óìîâíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨

äâîõ çìiííèõ ¹ çâåäåííÿ äî çàäà÷i âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìií-

íî¨. ßêùî ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêó g(x, y) = C âäàëîñü ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî îäíi¹¨ iç

çìiííèõ, íàïðèêëàä, y âèðàçèòè ÷åðåç x : y = ϕ(x), òî ïiäñòàâëÿþ÷è îäåðæà-

íèé âèðàç ó ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ, îäåðæèìî z = f(x, y) = f(x, ϕ(x)), òîáòî
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îäåðæèìî ôóíêöiþ îäíi¹¨ çìiííî¨. �¨ åêñòðåìóì i áóäå óìîâíèì åêñòðåìóìîì

ôóíêöi¨ z = f(x, y). Áiëüøå òîãî, ó âèïàäêó ôóíêöi¨ òðüîõ i áiëüøå çìiííèõ

ðiâíÿíü çâ'ÿçêó ìîæå áóòè êiëüêà.

Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiþ m çìiííèõ y = f(x1, . . . , xm). Òðåáà äîñëiäèòè

íà åêñòðåìóì öþ ôóíêöiþ, ÿêùî çìiííi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêó

ϕi(x1, . . . , xm) = 0, i = 1, n, n < m. Îçíà÷åííÿ óìîâíîãî ìàêñèìóìó

(ìiíiìóìó) äëÿ n çìiííèõ äà¹ìî àíàëîãi÷íî âèïàäêó äâîõ çìiííèõ. ßêùî

iç ñèñòåìè ðiâíÿíü çâ'ÿçêó m − n çìiííèõ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ðåøòó

çìiííèõ, òî ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ öèõ çìiííèõ ó ôóíêöiþ, çàäà÷ó íà

óìîâíèé åêñòðåìóì ìîæíà çâåñòè äî çàäà÷i íà çâè÷àéíèé åêñòðåìóì ôóíêöi¨

n çìiííèõ. Ó áiëüø ñêëàäíiøèõ âèïàäêàõ åôåêòèâíèì ¹ìåòîä ìíîæíèêiâ

Ëàãðàíæà. Ìà¹ ìiñöå òåîðåìà, ÿêà âèðàæà¹ ñóòü ìåòîäó.

Òåîðåìà 1. ßêùî òî÷êà (x0
1, . . . , x

0
m) ÿê òî÷êà óìîâíîãî åêñòðåìóìó

ôóíêöi¨ y = f(x1, . . . , xm) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

ϕj(x1, . . . , xm) = 0, j = 1, n, n < m,

òî iñíóþòü ñòàëi ìíîæíèêè λj, j = 1, n, îäíî÷àñíî íå ðiâíi íóëþ òàêi,

ùî òî÷êà (x0
1, . . . , x

0
m, λ

0
1, . . . , λ

0
n) ¹ òî÷êîþ åêñòðåìóìó ôóíêöi¨

L(x1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xm) +
n∑
j=1

λjϕj(x1, . . . , xm).

Ôóíêöiþ L ÷àñòî íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ Ëàãðàíæà. Öÿ òåîðåìà âèðàæà¹

íåîáõiäíó óìîâó óìîâíîãî åêñòðåìóìó . Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðèâî-

äèòü íàñ äî íåîáõiäíîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü
∂L

∂xi
= 0, i = 1,m,

∂L

∂λj
= 0, j = 1, n.

Ðiâíÿííÿ ç (m+ 1)-ãî äî (n+m)-ãî ñïiâïàäàþòü ç ðiâíÿííÿìè çâ'ÿçêó.

Åêîíîìi÷íi çàäà÷i ïðî îïòèìàëüíèé ðîçïîäië ðåñóðñiâ, âèáið îïòèìàëüíî-

ãî ïîðòôåëþ öiííèõ ïàïåðiâ òà ií. ¹ ïðèêëàäàìè çàäà÷ çíàõîäæåííÿ óìîâíîãî

åêñòðåìóìó.
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Äîñòàòíi óìîâè óìîâíîãî åêñòðåìóìó. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ f i

ϕj äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi. Ïèòàííÿ íàÿâíîñòi óìîâíîãî åêñòðåìóìó

çàëåæèòü âiä çíàêó ðiçíèöi

∆ = f(x1, . . . , xm)− f(x0
1, . . . x

0
m)

ïðè óìîâi, ùî òî÷êè (x1, . . . , xm), (x0
1, . . . , x

0
m) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ çâ'ÿç-

êó â äîñèòü ìàëîìó îêîëi òî÷êè (x0
1, . . . x

0
m), ïiäîçðiëî¨ íà åêñòðåìóì. Äëÿ

òàêèõ òî÷îê ïðèðiñò ôóíêöi¨ f ìîæå áóòè çàìiíåíèé ïðèðîñòîì ôóíêöi¨ L,

äå âñi ìíîæíèêè λj ââàæà¹ìî ðiâíèìè λ0
j . Â òàêîìó âèïàäêó ïðèðiñò íàáëè-

æåíî äîðiâíþ¹ äðóãîìó äèôåðåíöiàëó (áî ïåðøi ïîõiäíi ðiâíi íóëþ). Ðiçíèöÿ

ìiæ íèìè � íåñêií÷åííî ìàëà âèùîãî ïîðÿäêó, íiæ dxi, i = 1,m. Äðóãèé

äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà � êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiäíîñíî dx1, . . . , dxm,

ïðè÷îìó öi äèôåðåíöiàëè çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü
∂ϕ1

∂x1
dx1 +

∂ϕ1

∂x2
dx2 + . . .+

∂ϕ1

∂xm
dxm = 0,

. . . . . . . . . ,
∂ϕn
∂x1

dx1 +
∂ϕn
∂x2

dx2 + . . .+
∂ϕn
∂xm

dxm = 0,

ßêùî äðóãèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà, ÿê êâàäðàòè÷íà ôîðìà, äî-

äàòíî âèçíà÷åíèé, òî ìà¹ìî óìîâíèé ìiíiìóì, âiä'¹ìíî âèçíà÷åíèé � óìîâíèé

ìàêñèìóì, ÿêùî íå çíàêîâèçíà÷åíèé, òî óìîâíîãî åêñòðåìóìó íå iñíó¹.

�8.3. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéòè íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ z = sinx + sin y − sin (x+ y) â

òðèêóòíèêó, îáìåæåíîìó âiññþ OX, âiññþ OY i ïðÿìîþ x+ y = 2π.

Ðîçâ'ÿçîê. Âñåðåäèíi îáëàñòi ìà¹ìî
∂z

∂x
= cosx− cos (x+ y) = 0,

∂z

∂y
= cos y − cos (x+ y) = 0.
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Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó, çíàõîäèìî, ùî âñåðåäèíi îáëàñòi çíàõîäèòüñÿ ¹äèíà

òî÷êà
(2π

3
;
2π

3

)
. Íà ïðÿìèõ x = 0, y = 0 i x + y = 2π íàøà ôóíêöiÿ ðiâíà

0, òîìó â òî÷öi
(2π

3
;
2π

3

)
íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ðiâíå

3
√

3

2
. I

2. Äîñëiäèòè íà óìîâíèé åêñòðåìóì ôóíêöiþ z = x2 + y2, àðãóìåíòè ÿêî¨

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ 3x+ 2y = 11.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêó âiäíîñíî çìiííî¨ y. Ìà¹ìî

y =
11− 3x

2
. Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ôóíêöiþ, îäåðæó¹ìî z = x2 + 2(11−3x

2 )2 �

ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨.

Äîñëiäèìî äàíó ôóíêöiþ íà åêñòðåìóì, ÿê ôóíêöiþ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨.

Çíàéäåìî ïîõiäíó i ïðèðiâíÿ¹ìî ¨¨ äî íóëÿ:

z′ = 2x+ 4
11− 3x

2
·
(
− 3

2

)
= 2x− 33 + 9x = 11x− 33 = 0.

Îòðèìà¹ìî, ùî x = 3, ïðè÷îìó öå òî÷êà ìiíiìóìó. Òîäi y = 1.

Îòæå, òî÷êîþ óìîâíîãî ìiíiìóìó ¹ òî÷êà (3; 1). I

3. Äîñëiäèòè íà óìîâíèé åêñòðåìóì ôóíêöiþ z = x2 + y2, àðãóìåíòè ÿêî¨

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ 3x+ 2y = 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêëàäà¹ìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L(x, y, λ) = x2 + y2 + λ(3x+ 2y − 1).

Ç íåîáõiäíèõ óìîâ åêñòðåìóìó

∂L

∂x
= 2x+ 3λ = 0,

∂L

∂y
= 4y + 2λ = 0,

∂L

∂λ
= 3x− 2y − 1 = 0,

ìà¹ìî x = 3, y = 1, λ = −2.

Òî÷êîþ óìîâíîãî åêñòðåìóìó ìîæå áóòè (3;1). Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ äî-

ñòàòíiõ óìîâ. Çíàõîäèìî, ùî

∂2L

∂x2
= 2,

∂2L

∂y2
= 4,

∂2L

∂x∂y
= 0.

Îòæå, d2L = 2dx2 + 4dy2 ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ,

òîìó â òî÷öi (3; 1) ìà¹ìî óìîâíèé ìiíiìóì. I



�8.4. Çàäà÷i i âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì çàäàíó ôóíêöiþ:

1) z = y3 − x2 − 27y + 3x+ 16,

2) z =
√
ex(x+ xy + y2),

3) z = 2 ln x+ 4 ln y + ln(7− x− y),

4) z =
1

x2 + y2
,

5) z = sin(x+ y),

6) z = 1−
√
z2 + y2,

7) u = x2 + y2 + 2x+ 4y − 6z,

8) u = x3 − 2y2 − z2 − 3x+ 8y + 2z − 9.

2. Çíàéòè óìîâíèé åêñòðåìóì äàíî¨ ôóíêöi¨:

1) z = xy, ÿêùî
x

a
+
y

b
= 1, a > 0, b > 0,

2) z =
1

x
+

1

y
, ÿêùî x+ y = a, a > 0,

3) u = sinx sin y sin z, ÿêùî x+ y + z =
π

2
, x > 0, y > 0, z > 0,

4) u = xy + yz, ÿêùî x2 + y2 = 2, y + z = 2, x > 0, y > 0, z > 0.

Âàðiàíòè iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü

1. Çíàéòè i çîáðàçèòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ âêàçàíèõ ôóíêöié:

1) z =
3xy

2x− 5y
, 2) z =

2

6− x2 − y2
,

3) z =
√
x2 − y2, 4) z = ln(4− x2 − y2),

5) z = arcsin(x− y), 6) z =
√
x2 + y2 − 5,
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7) z =
4xy

x− 3y + 1
, 8) z = 3x+

y

2− x+ y
,

9) z =
√

9− x2 − y2, 10) z = ln(x2 + y2 − 5),

11) z =
√

2x2 − y2, 12) z = arccos(x+ y),

13) z =

√
xy

x2 + y2
, 14) z = arcsin

x

y
,

15) z = ln(y2 − x2), 16) z = ln(2x− y),

17) z = arccos(x+ 2y), 18) z = arcsin(2x− y),

19) z = ln(9− x2 − y2), 20) z =
√

3− x2 − y2,

21) z = 4x+
y

2x− 5y
, 22) z =

1√
x2 + y2 − 5

,

23) z =
5

4− x2 − y2
, 24) z =

√
3x− 2y

x2 + y2 + 4
,

25) z =
x3y

3 + x− y
, 26) z =

7x3y

x− 4y
,

27) z = e
√

1−x−y, 28) z = e
√
x2+y2−1,

29) z =
1

x2 + y2 − 6
, 30) z =

4xy

x2 − y2
.

2. Çíàéòè ÷àñòèííi ïîõiäíi i ÷àñòèííi äèôåðåíöiàëè ïî êîæíié çìiííié âiä

òàêèõ ôóíêöié:

1) z = ln(y2 − e−x), 2) z = tg(x3 + y2),

3) z = arctg(x2 + y2), 4) z = e−x
2+y2,

5) z = sin

√
y

x3
, 6) z = cos

√
y

x
,

7) z = ctg
√
xy3, 8) z = cos

√
x2 + y2,

9) z = ln(3x2 − y4), 10) z = tg(x3y4),

11) z = sin
√
x− y3, 12) z = e2x2−y5,

13) z = arcctg(xy2), 14) z = arcsin(2x3y),

15) z = ctg(3x− 2y), 16) z = cos(x−
√
xy3),

17) z = ln(
√
xy − 1), 18) z = e−

√
x2+y2,

19) z = arctg
x2

y3
, 20) z = tg

2x− y2

x
,

21) z = sin
x+ y

x− y
, 22) z = arcctg

x3

y
,



70 Âàðiàíòè iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü

23) z = ctg

√
x

x− y
, 24) z = sin

√
y

x+ y
,

25) z = ln(3x2 − y2), 26) z = cos(y2 − e−x),

27) z = arcsin
√
x3y, 28) z = arccos(x− y2),

29) z = ecos(x3−2xy), 30) z = e−(x3+y3).

3. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ f ′x(M0), f ′y(M0), f ′z(M0) äëÿ

çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y, z) â òî÷öi M0(x0, y0, z0) ç òî÷íiñòþ äî äâîõ çíàêiâ ïiñëÿ

êîìè:

1) f(x, y, z) =
z√

x2 + y2
, M0(0;−1; 1),

2) f(x, y, z) = ln
(
x+

y

2z

)
, M0(1; 2; 1),

3) f(x, y, z) = (sin x)yz, M0

(π
6

; 1; 2
)
,

4) f(x, y, z) = ln(x3 + 2y3 − z3), M0(2; 1; 0),

5) f(x, y, z) =
x√

y2 + z2
, M0(1; 0; 1),

6) f(x, y, z) = ln cos(x2y2 + z), M0

(
0; 0;

π

4

)
,

7) f(x, y, z) = 27 3
√
x+ y2 + z3, M0(3; 4; 2),

8) f(x, y, z) = arctg(xy2 + z), M0(2; 1; 0),

9) f(x, y, z) = arcsin

(
x2

y
− z
)
, M0(2; 5; 0),

10) f(x, y, z) =
√
z sin

y

x
, M0(2; 0; 4),

11) f(x, y, z) =
y√

x2 + z2
, M0(−1; 1; 0),

12) f(x, y, z) = arctg
xz

y2
, M0(2; 1; 1),

13) f(x, y, z) = ln sin
(
x− 2y +

z

4

)
, M0

(
1;

1

2
; π
)
,

14) f(x, y, z) =
y

x
+
z

y
− x

z
, M0(1; 1; 2),

15) f(x, y, z) =
1√

x2 + y2 − z2
+ z, M0(1; 2; 2),

16) f(x, y, z) = ln(x+ y2)−
√
x2 − z2, M0(5; 2; 3),

17) f(x, y, z) =
√
zxy, M0(1; 2; 4),

18) f(x, y, z) = − z√
x2 + y2

, M0(
√

2;
√

2;
√

2),
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19) f(x, y, z) = ln(x3 + 3
√
y − z), M0(2; 1; 8),

20) f(x, y, z) =
z

x4 + y2
, M0(2; 3; 25),

21) f(x, y, z) = 8 5
√
x3 + y2 + z, M0(3; 2; 1),

22) f(x, y, z) = ln( 5
√
x+ 4
√
y − z), M0(1; 1; 1),

23) f(x, y, z) = − 2x√
y2 + z2

, M0(3; 0; 1),

24) f(x, y, z) = ze−
x2+y2

2 , M0(0; 0; 1),

25) f(x, y, z) =
sin(x− y)

z
, M0

(π
2

;
π

3
;
√

3
)
,

26) f(x, y, z) =
√
z ln(
√
x+
√
y), M0(4; 1; 4),

27) f(x, y, z) =
xz

x− y
, M0(3; 1; 1),

28) f(x, y, z) =
√
x2 + y2 − 2xy cos z, M0

(
3; 4;

π

2

)
,

29) f(x, y, z) = ze−xy, M0(0; 1; 1),

30) f(x, y, z) = arcsin(x
√
xy)− yz2, M0(0; 4; 1).

4. Çíàéòè ïîâíi äèôåðåíöiàëè âêàçàíèõ ôóíêöié:

1) z = 2x3y − 4xy5, 2) z = x2y sinx− 3y,

3) z = arctg x+
√
y, 4) z = arcsin(xy)− 3xy2,

5) z = 5xy4 + 2x2y7, 6) z = cos(x2 − y2) + x3,

7) z = ln(3x2 − 2y2), 8) z = 5xy2 − 3x3y4,

9) z = arcsin(x+ y), 10) z = arctg(2x− y),

11) z = 7x3y −√xy, 12) z =
√
x2 + y2 − 2xy,

13) z = ex+y−4, 14) z = cos(3x+ y)− x2,

15) z = tg
x+ y

x− y
, 16) z = ctg

y

x
,

17) z = xy4 − 3x2y + 1, 18) z = ln(x+ xy − y2),

19) z = 2x2y2 + x3 − y3, 20) z =
√

3x2 − 2y2 + 5,

21) z = arcsin
x+ y

x
, 22) z = arccos

x− y
y

,

23) z =
√

3x2 − y2 + x, 24) z = y2 − 3xy − x4,

25) z = arccos(x+ y), 26) z = ln(y2 − x2 + 3),
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27) z = 2− x3 − y3 + 5x, 28) z = 7x− x3y2 + 5x,

29) z = ey−x, 30) z = arctg(2x− y).

5. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨ u = u(x, y), äå x = x(t),

y = y(t), ïðè t = t0 ç òî÷íiñòþ äî äâîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè:

1) u = ex−2y, x = sin t, y = t3, t0 = 0,

2) u = ln(ex + e−y), x = t2, y = t3, t0 = −1,

3) u = yx, x = ln(t− 1), y = e
1
2 , t0 = 2,

4) u = ey−2x+2, x = sin t, y = cos t, t0 =
π

2
,

5) u = x2ey, x = cos t, y = sin t, t0 = π,

6) u = ln(ex + ey), x = t2, y = t3, t0 = 1,

7) u = xy, x = et, y = ln t, t0 = 1,

8) u = ey−2x, x = sin t, y = t3, t0 = 0,

9) u = x2e−y, x = sin t, y = sin2 t, t0 =
π

2
,

10) u = ln(e−x + ey), x = t2, y = t3, t0 = −1,

11) u = ey−2x−1, x = cos t, y = sin t, t0 =
π

2
,

12) u = arcsin
x

y
, x = sin t, y = cos t, t0 = π,

13) u = arccos
2x

y
, x = sin t, y = cos t, t0 = π,

14) u =
x2

y + 1
, x = 1− 2t, y = arctg t, t0 = 0,

15) u =
x

y
, x = et, y = 2− e2t, t0 = 0,

16) u = ln(e−x + e−2y), x = t2, y =
1

3
t3, t0 = 1,

17) u =
√
x+ y2 + 3, x = ln t, y = t2, t0 = 1,

18) u = arcsin
x2

y
, x = sin t, y = cos t, t0 = π,

19) u =
y2

x
, x = 1− 2t, y = 1 + arctg t, t0 = 0,

20) u =
y

x
+
x

y
, x = sin t, y = cos t, t0 =

π

4
,

21) u =
√
x2 + y + 3, x = ln t, y = t2, t0 = 0,
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22) u = arcsin
x

2y
, x = sin t, y = cos t, t0 = π,

23) u =
x

y
− y

x
, x = sin 2t, y = tg2 t, t0 =

π

4
,

24) u =
√
x+ y + 3, x = ln t, y = t2, t0 = 1,

25) u =
y

x
, x = et, y = 1− e2t, t0 = 0,

26) u = arcsin
2x

y
, x = sin t, y = cos t, t0 = π,

27) u = ln(e2x + ey), x = t2, y = t4, t0 = 1,

28) u = arctg(x+ y), x = t2 + 2, y = 4− t2, t0 = 1,

29) u =
√
x2 + y2 + 3, x = ln t, y = t3, t0 = 1,

30) u = arctg(xy), x = t+ 3, y = et, t0 = 0.

6. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ z(x, y), çàäàíî¨ íåÿâ-

íî, â äåÿêié òî÷öi M0(x0, y0, z0) ç òî÷íiñòþ äî äâîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè:

1) x3 + y3 + z3 − 3xyz = 4, M0(2; 1; 1),

2) x2 + y2 + z2 − xy = 2, M0(−1; 0; 1),

3) 3x− 2y + z = xz + 5, M0(2; 1;−1),

4) ez + x+ 2y + z = 4, M0(1; 1; 0),

5) x2 + y2 + z2 − z − 4 = 0, M0(1; 1;−1),

6) x3 + 3xyz + 3y = 7, M0(1; 1; 1),

7) cos2 x+ cos2 y + cos2 z =
3

2
, M0

(π
4

;
3π

4
;
π

4

)
,

8) ez−1 = cosx cos y + 1, M0

(
0;
π

2
; 1
)
,

9) x2 + y2 + z2 − 6x = 0, M0(1; 2; 1),

10) xy = z2 − 1, M0(0; 1;−1),

11) x2 − 2y2 + 3z2 − yz + y = 2, M0(1; 1; 1),

12) x2 + y2 + z2 + 2xz = 5, M0(0; 2; 1),

13) x cos y + y cos z + z cosx =
π

2
, M0

(
0;
π

2
; π
)
,

14) 3x2y2 + 2xyz2 − 2x3z + 4y3z = 4, M0(2; 1; 2),

15) x2 − 2y2 + z2 − 4x+ 2z + 2 = 0, M0(1; 1; 1),

16) x+ y + z + 2 = xyz, M0(2;−1;−1),
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17) x2 + y2 + z2 − 2xz = 2, M0(0; 1;−1),

18) ez − xyz − x+ 1 = 0, M0(2; 1; 0),

19) x3 + 2y3 + z3 − 3xyz − 2y − 15 = 0, M0(1;−1; 2),

20) x2 − 2xy − 3y2 + 6x− 2y + 2z2 + 20 = 0, M0(0;−2; 2),

21) x2 + y2 + z2 = y − z + 3, M0(1; 2; 0),

22) x2 + y2 + z2 + 2xy − yz − 4x− 3y − z = 0, M0(1;−1; 1),

23) x2 − y2 − z2 + 6z + 2x− 4y + 12 = 0, M0(0; 1;−1),

24)
√
x2 + y2 + z2 − 3z = 3, M0(4; 3; 1),

25) x2 + 2y2 + 3z2 = 59, M0(3; 1; 4),

26) x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz = 17, M0(−2;−1; 2),

27) x3 + 3xyz − z3 = 27, M0(3; 1; 3),

28) ln z = x+ 2y − z + ln 3, M0(1; 1; 3),

29) 2x2 + 2y2 + z2 − 8xz − z + 6 = 0, M0(2; 1; 1),

30) z2 = xy − z + x2 − 4, M0(2; 1; 1).

7. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè i íîðìàëi äî çàäàíî¨ ïîâåðõíi S

â òî÷öi M0(x0, y0, z0) :

1) S : x2 + y2 + z2 + 6z − 4x+ 8 = 0, M0(2; 1;−1),

2) S : x2 − 4y2 + z2 = −2xy, M0(−2; 1; 2),

3) S : x2 + y2 + z2 − xy + 3z = 7, M0(1; 2; 1),

4) S : x2 + y2 + z2 + 6y + 4x = 8, M0(−1; 1; 2),

5) S : 2x2 − y2 + z2 − 4z + y = 13, M0(2; 1;−1),

6) S : x2 + y2 + z2 − 6y + 4z + 4 = 0, M0(2; 1;−1),

7) S : x2 + z2 − 5yz + 3y = 46, M0(1; 2;−3),

8) S : x2 + y2 − xz − yz = 0, M0(0; 2; 2),

9) S : x2 + y2 + 2yz − z2 + y − 2z = 2, M0(1; 1; 1),

10) S : x2 + y2 − z2 − 2xz + 2x = z, M0(1; 1; 1),

11) S : z = x2 + y2 − 2xy − y, M0(−1;−1;−1),

12) S : z = y2 − x2 + 2xy − 3y, M0(1;−1; 1),
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13) S : z = x2 − y2 − 2xy − x− 2y, M0(−1; 1; 1),

14) S : x2 − 2y2 + z2 + xz − 4y = 13, M0(3; 1; 2),

15) S : 4y2 − z2 + 4xy − 3z = 9, M0(1;−2; 1),

16) S : z = x2 + y2 − 3xy − x+ y + 2, M0(2; 1; 0),

17) S : 2x2 − y2 + 2z2 + xy + xz = 3, M0(1; 2; 1),

18) S : x2 − y2 + z2 − 4x+ 2y = 14, M0(3; 1; 4),

19) S : x2 + y2 − z2 + xz + 4y = 4, M0(1; 1; 2),

20) S : x2 − y2 − z2 + xz + 4x = −5, M0(−2; 1; 0),

21) S : x2 + y2 − xz + yz − 3x = 11, M0(1; 4;−1),

22) S : x2 + 2y2 + z2 − 4xz = 8, M0(0; 2; 0),

23) S : x2 − y2 − 2z2 − 2y = 0, M0(−1;−1; 1),

24) S : x2 + y2 − 3z2 + xy = −2z, M0(1; 0; 1),

25) S : 2x2 − y2 + z2 − 6x+ 2y + 6 = 0, M0(1;−1; 1),

26) S : x2 + y2 − z2 + 6xy − z = 8, M0(1; 1; 0),

27) S : z = 2x2 − 3y2 + 4x− 2y + 10, M0(−1; 1; 3),

28) S : z = x2 + y2 − 4xy + 3x− 15, M0(−1; 3; 4),

29) S : z = x2 + 2y2 + 4xy − 5y − 10, M0(−7; 1; 8),

30) S : z = 2x2 − 3y2 + xy + 3x+ 1, M0(1;−1; 2).

8. Çíàéòè äðóãi ÷àñòèííi ïîõiäíi âêàçàíèõ ôóíêöié. Ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó,

ùî z′′xy = z′′yx.

1) z = sin(x2 − y), 2) z = ln(3xy − 4),

3) z = arccos(2x+ y), 4) z = tg
x

y
,

5) z = arcsin

(
x− y

2

)
, 6) z = − tg

(y
x
− π

2

)
,

7) z = ctg(x+ y), 8) z = arcctg(x− 3y),

9) z = ln
√

3x2 − 2y2, 10) z = e2x2+y2,

11) z = arctg(2x− y), 12) z = cos(x2y2 − 5),

13) z = cos(xy2), 14) z = arccos(4x− y),
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15) z = arcsin(x− 2y), 16) z = tg
√
xy,

17) z = arccosx− 5y, 18) z = arctg(5x+ 2y),

19) z = sin
√
x3y, 20) z = cos(3x2 − y3),

21) z = ln(4x2 − 5y3), 22) z = e
√
x+y,

23) z = ln(5x2 − 3y4), 24) z = arcsin(4x+ y),

25) z = sin
√
xy, 26) z = ex

2−y2,

27) z = arctg(3x+ 2y), 28) z = tg(xy2),

29) z = arctg(x+ y), 30) z = arcctg(x− 4y).

9. Ïåðåâiðèòè, ÷è çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíå ðiâíÿííÿ çàäàíà ôóíêöiÿ u(x, y) :

1) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 2u, u =

xy

x+ y
,

2) x2∂
2u

∂x2
+ y2∂

2u

∂y2
= 0, u = exy,

3)
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, u = arctg

y

x
,

4) a2∂
2u

∂x2
=
∂2u

∂y2
, u = sin2(x− ay),

5) x2∂
2u

∂x2
− y2∂

2u

∂y2
= 0, u = y

√
y

x
,

6) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0, u = arctg

x

y
,

7) x2∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2∂

2u

∂y2
= 0, u =

y

x
,

8) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 3(x3 − y3), u = ln

x

y
+ x3 − y3,

9)
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, u = ln(x2 + (y + 1)2),

10) y
∂2u

∂x∂y
+ (1 + y lnx)

∂u

∂x
= 0, u = xy,

11)
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0, u =

1√
x2 + y2 + z2

,

12) a2∂
2u

∂x2
=
∂2u

∂y2
, u = ecos(x−ay),

13)
∂u

∂x
+
∂u

∂y
+
∂u

∂z
= 0, u = (x− y)(y − z)(z − x),

14) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u, u = x ln

y

x
,
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15) y
∂u

∂x
− x∂u

∂y
= 2u, u = ln(x2 + y2),

16) x2∂
2u

∂x2
− xy∂u

∂y
+ y2 = 0, u =

y2

3x
+ arcsin(xy),

17) x2∂
2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2∂

2u

∂y2
+ 2xyu = 0, u = exy,

18)
∂2u

∂x∂y
= 0, u = arctg

x+ y

1− xy
,

19)
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, u = ln(x2 + y2 + 2x+ 1),

20) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ u = 0, u =

2x+ 3y

x2 + y2
,

21)

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

= 1, u =
√
x2 + y2 + z2,

22) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 2u, u = (x2 + y2) tg

x

y
,

23) 9
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, u = e−(x+3y) sin(x+3y),

24) x2∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2∂

2u

∂y2
+ 2xyu = 0, u = xe

y
x ,

25)
∂u

∂x

∂2u

∂x∂y
− ∂u

∂y

∂2u

∂x2
+ 2xyu = 0, u = ln(x+ e−y),

26) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0, u = arcsin

x

x+ y
,

27)
1

x

∂u

∂x
+

1

y

∂2u

∂y2
=

u

y2
, u =

y

(x2 − y2)5
,

28)
∂u

∂x
+
∂u

∂y
=
x+ y

x− y
, u =

x2 + y2

x− y
,

29)
∂u

∂x
+
∂u

∂y
=

2y

u
, u =

√
2xy + y2,

30)
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0, u = ln(x2 − y2).

10. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì òàêi ôóíêöi¨:

1) z = x3 + y3 − 3xy, 2) z = y
√
x− 2y2 − x+ 14y,

3) z = 2xy − 2x2 − 4y2, 4) z = 1 + 15x− 2x2 − xy − 2y2,

5) z = xy(12− x− y), 6) z = 1 + 6x− x2 − xy − y2,

7) z = xy − x2 − y2 + 9, 8) z = 2x3 + 2y3 − 6xy + 5,

9) z = x3 + 8y3 − 6xy + 1, 10) z = 3x3 + 3y3 − 9xy + 10,
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11) z = xy(6− x− y), 12) z = x2 + xy + y2 + x− y + 1,

13) z = (x− 1)2 + 2y2, 14) z = 6(x− y)− 3x2 − 3y2,

15) z = xy − 3x2 − 2y2, 16) z = x2 + xy + y2 − 6x− 9y,

17) z = x2 + 3(y + 2)2, 18) z = x
√
y − x2 − y + 6x+ 3,

19) z = 2(x+ y)− x2 − y2, 20) z = 2xy − 5x2 − 3y2 + 2,

21) z = x3 + 8y3 − 6xy + 5, 22) z = 2xy − 3x2 − 2y2 + 10,

23) z = 4(x− y)− x2 − y2, 24) z = y
√
x− y2 − x+ 6y,

25) z = (x− 2)2 + 2y2 − 10, 26) z = x2 + y2 − xy + x+ y,

27) z = (x− 5)2 + y2 + 1, 28) z = x2 + xy + y2 − 2x− y,

29) z = x3+y2−6xy−39x+18y+20, 30) z = x2−xy+y2+9x−6y+20.

11. Çíàéòè íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ z = z(x, y) â îáëàñòi

D, îáìåæåíié çàäàíèìè ëiíiÿìè:

1) z = 3x+ y − xy, D : y = x, y = 4, x = 0,

2) z = xy − x− 2y, D : x = 3, y = x, y = 0,

3) z = x2 + 2xy − 4x+ 8y, D : x = 0, x = 1, y = 0, y = 2,

4) z = 5x2 − 3xy + y2, D : x = 0, x = 1, y = 0, y = 1,

5) z = x2 + 2xy − y2 − 4x, D : x− y + 1 = 0, x = 3, y = 0,

6) z = x2 + y2 − 2x− 2y + 8, D : x = 0, y = 0, x+ y − 1 = 0,

7) z = 2x3 − xy2 + y2, D : x = 0, x = 1, y = 0, y = 6,

8) z = 3x+ 6y − x2 − xy − y2, D : x = 0, x = 1, y = 0, y = 1,

9) z = x2 − 2y2 + 4xy − 6x− 1, D : x = 0, y = 0, x+ y − 3 = 0,

10) z = x2 + 2xy − 10, D : y = 0, y = x2 − 4,

11) z = xy − 2x− y, D : x = 0, x = 3, y = 0, y = 4,

12) z =
1

2
x2 − xy, D : y = 8, y = 2x2,

13) z = 3x2 + 3y2 − 2x− 2y + 2, D : x = 0, y = 0, x+ y − 1 = 0,

14) z = 2x2 + 3y2 + 1, D : y =

√
9− 9

4
x2, y = 0,

15) z = x2 − 2xy − y2 + 4x+ 1, D : x = −3, y = 0, x+ y + 1 = 0,
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16) z = 3x2 + 3y2 − x− y + 1, D : x = 5, y = 0, x− y − 1 = 0,

17) z = 2x2 + 2xy − 1

2
y2 − 4x, D : y = 2x, y = 2, x = 0,

18) z = x2 − 2xy +
5

2
y2 − 2x, D : x = 0, x = 2, y = 0, y = 2,

19) z = xy − 3x− 2y, D : x = 0, x = 4, y = 0, y = 4,

20) z = x2 + xy − 2, D : y = 4x2 − 4, y = 0,

21) z = x2y(4− x− y), D : x = 0, y = 0, y = 6− x,

22) z = x3 + y3 − 3xy, D : x = 0, x = 2, y = −1, y = 2,

23) z = 4(x− y)− x2 − y2, D : x+ 2y = 4, x− 2y = 4, x = 0,

24) z = x2 + 2xy − y2 − 4x, D : x = 3, y = 0, y = x+ 1,

25) z = 6xy − 9x2 − 9y2 + 4x+ 4y, D : x = 0, x = 1, y = 0, y = 2,

26) z = x2 + 2xy − y2 − 2x+ 2y, D : y = x+ 2, y = 0, x = 2,

27) z = 4− 2x2 − y2, D : y = 0, y =
√

1− x2,

28) z = 5x2 − 3xy + y2 + 4, D : x = −1, x = 1, y = −1, y = 1,

29) z = x2 + 2xy + 4x− y2, D : x+ y + 2 = 0, x = 0, y = 0,

30) z = 2x2y − x3y − x2y2, D : x = 0, y = 0, x+ y = 6.

12. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i:

1) Ç óñiõ òðèêóòíèêiâ ç îäíi¹þ i òi¹þ ñàìîþ îñíîâîþ i îäíèì i òèì ñàìèì

êóòîì α ïðè âåðøèíi çíàéòè òîé, ó ÿêîãî ïëîùà íàéáiëüøà.

2) Óñåðåäèíi ÷îòèðèêóòíèêà çíàéòè òî÷êó, ñóìà êâàäðàòiâ âiäñòàíåé ÿêî¨ âiä

éîãî âåðøèí ¹ íàéìåíøîþ.

3) Ìiæ ñòîðîíàìè äàíîãî êóòà, ùî äîðiâíþ¹ α, ïðîâåñòè âiäðiçîê çàâäîâæêè

` òàê, ùîá òðèêóòíèê, óòâîðåíèé íèì i ñòîðîíàìè êóòà, ìàâ íàéáiëüøó

ïëîùó (çíàéòè ¨¨).

4) Ç óñiõ ïðÿìîêóòíèõ ïàðàëåëåïiïåäiâ, ïîâíà ïîâåðõíÿ ÿêèõ äîðiâíþ¹ S,

çíàéòè òîé, ó ÿêîãî íàéáiëüøèé îá'¹ì.

5) Ç óñiõ ïðÿìîêóòíèõ ïàðàëåëåïiïåäiâ, ñóìà ðåáåð ÿêèõ äîðiâíþ¹ L, çíàéòè

òîé, ó ÿêîãî îá'¹ì íàéáiëüøèé.
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6) Âèçíà÷èòè çîâíiøíi ðîçìiðè çàêðèòîãî ÿùèêà, ùî ìà¹ ôîðìó ïðÿìîêóòíî-

ãî ïàðàëåëåïiïåäà, òîâùèíà ñòiíîê ÿêîãî äîðiâíþ¹ α, à îá'¹ì V, òàê, ùîá

íà éîãî âèãîòîâëåííÿ ïiøëà íàéìåíøà êiëüêiñòü ìàòåðiàëó.

7) Ç óñiõ êðóãîâèõ öèëiíäðiâ ç îäíi¹þ é òi¹þ ñàìîþ ïîâåðõíåþ S çíàéòè òîé,

ùî ìà¹ íàéáiëüøèé îá'¹ì.

8) Ó ïðÿìèé êðóãîâèé êîíóñ ç ðàäióñîì îñíîâè R i âèñîòîþ H âïèñàòè ïà-

ðàëåëåïiïåä íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.

9) Ç óñiõ êðóãîâèõ êîíóñiâ iç çàäàíîþ ái÷íîþ ïîâåðõíåþ S çíàéòè òîé, ùî

ìà¹ íàéáiëüøèé îá'¹ì.

10) Ïiâêîëî ïîäiëèòè íà òðè äóãè òàê, ùîá ñóìà ñèíóñiâ ¨õ ãðàäóñíèõ ìið áóëà

íàéáiëüøîþ.

11) Ó êîëî ðàäióñà R âïèñàòè òðèêóòíèê òàê, ùîá ñóìà êâàäðàòiâ éîãî ñòîðií

áóëà íàéáiëüøîþ.

12) Ó êîëî ðàäióñà R âïèñàòè ÷îòèðèêóòíèê, îäèí ç êóòiâ ÿêîãî äîðiâíþ¹ α,

òàê, ùîá éîãî ïëîùà áóëà íàéáiëüøîþ (çíàéòè ¨¨).

13) Ç óñiõ òðèêóòíèêiâ ç îäíi¹þ i òi¹þ ñàìîþ ïëîùåþ, ùî äîðiâíþ¹ S, çíàéòè

òîé, ó ÿêîãî íàéìåíøèé ïåðèìåòð.

14) Ç óñiõ åëiïñiâ, ñóìà îñåé ÿêèõ äîðiâíþ¹ 2l, çíàéòè òîé, ó ÿêîãî ïëîùà

íàéáiëüøà.

15) Ç óñiõ âïèñàíèõ ó êîëî ðàäióñà R òðèêóòíèêiâ çíàéòè òîé, ùî ìà¹ íàéáiëü-

øó ïëîùó.

16) Ç óñiõ âïèñàíèõ ó êîëî ðàäióñà R ÷îòèðèêóòíèêiâ çíàéòè òîé, ùî ìà¹

íàéáiëüøó ïëîùó.

17) Ç óñiõ òðèêóòíèêiâ ç îäíèì i òèì ñàìèì ïåðèìåòðîì 2p çíàéòè òîé, ùî

ìà¹ íàéáiëüøó ïëîùó.

18) Îá'¹ì ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà äîðiâíþ¹ V. Çà ÿêèõ ðîçìiðiâ êîíóñà éîãî

ái÷íà ïîâåðõíÿ áóäå íàéìåíøîþ?

19) Ó ñôåðó ðàäióñà R âïèñàòè öèëiíäð, ùî ìà¹ íàéáiëüøó ïîâíó ïîâåðõíþ.
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20) Çíàéòè òiëî íàéáiëüøîãî îá'¹ìó, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî îäíi¹¨ çi

ñâî¨õ ñòîðií òðèêóòíèêà, ïåðèìåòð ÿêîãî äîðiâíþ¹ 2p.

21) Çíàéòè âiäñòàíü âiä òî÷êè (p; 4p) äî ïàðàáîëè y2 = 2px.

22) Çíàéòè âiäñòàíü ìiæ òî÷êîþ (5; 1) i êðèâîþ y = 3− x− x2.

23) Íàâêîëî ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäà çi ñòîðîíàìè 2a, 2b, 2c îïèñàòè åëi-

ïñî¨ä íàéìåíøîãî îá'¹ìó.

24) Ç óñiõ ïðÿìîêóòíèõ ïàðàëåëåïiïåäiâ, îá'¹ì ÿêèõ äîðiâíþ¹ V, çíàéòè òîé,

ïëîùà ïîâåðõíi ÿêîãî íàéìåíøà.

25) Çíàéòè âiäñòàíü ìiæ òî÷êîþ (−2; 3) i êðèâîþ y = lnx.

26) Ç óñiõ ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ, ïëîùà ÿêèõ äîðiâíþ¹ S, çíàéòè òîé, ùî

ìà¹ íàéìåíøèé ïåðèìåòð.

27) Ó ïiâñôåðó ðàäióñà R âïèñàòè ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïiïåä òàê, ùîá éîãî

îá'¹ì áóâ íàéáiëüøèì.

28) Çíàéòè âiäñòàíü ìiæ òî÷êîþ (1; 0) i êðèâîþ 9x2 + 16y2 = 144.

29) Íà êðèâié y =
4

x
çíàéòè êîîðäèíàòè äâîõ òî÷îê, ðiâíîâiääàëåíèõ âiä òî÷êè

B(5; 5).

30) Çíàéòè âiäñòàíü ìiæ òî÷êîþ (4; 1) i êðèâîþ y = x3 + 1.

13. Çíàéòè ïîõiäíó ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y, z) â òî÷öi M çà íàïðÿìîì

íîðìàëi äî ïîâåðõíi S, ùî óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñi

Oz :

1) u = 4 ln(3 + x2)− 8xyz, S : x2 − 2y2 + 2z2 = 1, M(1; 1; 1),

2) u = x
√
y + y

√
z, S : 4z + 2x2 − y2 = 0, M(2; 4; 4),

3) u = −2 ln(x2 − 5)− 4xyz, S : x2 + 2y2 − 2z2 = 1, M(1; 1; 1),

4) u =
1

4
x2y −

√
x2 + 5z2, S : z2 = x2 + 4y2 − 4, M

(
− 2;

1

2
; 1
)
,

5) u = xz2 −
√
x3y, S : x2 − y2 − 3z + 12 = 0, M(2; 2; 4),

6) u = x
√
y − yz2, S : x2 + y2 = 4z, M(2; 1;−1),

7) u = 7 ln
( 1

13
+ x2

)
− 4xyz, S : 7x2 − 4y2 + 4z2 = 7, M(1; 1; 1),

8) u = arctg
(y
x

)
− 8xyz, S : x2 + y2 − 2z2 = 10, M(2; 2;−1),



9) u = ln(1 + x2)− xy
√
z, S : 4x2 − y2 + z2 = 16, M(1;−2; 4),

10) u =
√
x2 + y2 − z, S : x2 + y2 = 24z, M(3; 4; 1),

11) u = x
√
y − (z + y)

√
x, S : x2 − y2 + z2 = 4, M(1; 1;−2),

12) u =
√
xy −

√
4− z2, S : z = x2 − y2, M(1; 1; 0),

13) u =
(
x2 + y2 + z2

) 3
2 , S : 2x2 − y2 + z2 − 1 = 0, M(0;−3; 4),

14) u = ln(1+x2+y2)−
√
x2+z2, S : x2−6x+9y2+z2 = 4z+4, M(3; 0;−4).

Çíàéòè ïîõiäíó ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y, z) â òî÷öi M çà íàïðÿìîì âåêòîðà

` :

15) u =
(
x2 + y2 + z2

) 3
2 , ` = i− j + k, M(1; 1; 1),

16) u = x+ ln(z2 + y2), ` = −2i+ j − k, M(2; 1; 1),

17) u = x2y −
√
xy + z2, ` = 2j − 2k, M(1; 5;−2),

18) u = y ln(1 + x2)− arctg z, ` = 2i− 3j − 2k, M(0; 1; 1),

19) u = x(ln y − arctg z), ` = 8i+ 4j + 8k, M(−2; 1;−1),

20) u = ln(3− x2) + xy2z, ` = −i+ 2j − 2k, M(1; 3; 2),

21) u = sin(x+ 2y) +
√
xyz, ` = 4i+ 3j, M

(π
2

;
3π

2
; 3
)
,

22) u = x2y2z − ln(z − 1), ` = 5i− 6j + 2
√

5k, M(1; 1; 2),

23) u = x3 +
√
y2 + z2, ` = j − k, M(1;−3; 4),

24) u =

√
x

y
− yz

x+
√
y
, ` = 2i+ k, M(4; 1;−2),

25) u =
√
xy +

√
9− z2, ` = −2i+ 2j − k, M(1; 1; 0),

26) u = 2
√
x+ y + y arctg z, ` = 4i− 3k, M(3; 2;−1),

27) u = z2 + 2 arctg(x− y), ` = i+ 2j − 2k, M(1; 2;−1),

28) u = ln(x2 + y2) + xyz, ` = i− j + 5k, M(1;−1; 2),

29) u = xy − x

z
, ` = 5i+ j − k, M(−4; 3;−1),

30) u = ln(x+
√
z2 + y2), ` = −2i− j + k, M(1;−3; 4).
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâîãî âàðiàíòà

1. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ z = ln(x2 − 3y + 6).

Ðîçâ'ÿçîê. Ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà òiëüêè äëÿ äîäàòíèõ çíà-

÷åíü àðãóìåíòó, òîìó x2 − 3y + 6 > 0, àáî y <
1

3
x2 + 2, à öå îçíà÷à¹, ùî

ìåæåþ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ áóäå ïàðàáîëà.

Íåïåðåðâíà êðèâà y =
1

3
x2 + 2 äiëèòü ïëîùèíó íà äâi ÷àñòèíè (D1) i

(D2). ßêùî êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè, íàïðèêëàä ç (D1) çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíiñòü y <
1

3
x2 + 2, òî i âñi òî÷êè (x, y) ∈ (D1) çàäîâîëüíÿþòü öþ íåðiâ-

íiñòü. Îòæå, îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ¹ ìíîæèíà âñiõ òî÷îê, ÿêi

çíàõîäÿòüñÿ ïiä ïàðàáîëîþ (äèâ. ðèñ. 1). I

−2 2

(D1)

(D2)

y

2

0 x

Ðèñ. 1

2. Çíàéòè ÷àñòèííi ïîõiäíi i ÷àñòèííi äèôåðåíöiàëè ïî êîæíié çìiííié âiä

ôóíêöi¨ z = e−
3
√
x2+5y2.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà íà âñié ïëîùèíi. Ïðè çíàõîäæåííi ïîõi-

äíî¨ ïî çìiííié x iíøà çìiííà ââàæà¹òüñÿ ôiêñîâàíîþ (ñòàëîþ), à òîìó çàñòî-

ñóâàâøè ôîðìóëó äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨, îòðè-

ìà¹ìî

∂z

∂x
= e−

3
√
x2+5y2

(
−1

3
(x2 + 5y2)−

2
32x

)
= − 2xe−

3
√
x2+5y2

3 3
√

(x2 + 5y2)2
.

Ïðè öüîìó âðàõîâó¹ìî
∂

∂x
(− 3
√
x3 + 5y2) iñíó¹ ó âñiõ òî÷êàõ ïëîùèíè, êðiì

O(0; 0).

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî ÷àñòèííó ïîõiäíó ïî çìiííié y (â öüîìó âèïàäêó

çìiííà x ââàæà¹òüñÿ ñòàëîþ):

∂z

∂y
= e−

3
√
x2+5y2

(
−1

3
(x2 + 5y2)−

2
310y

)
= − 10ye−

3
√
x2+5y2

3 3
√

(x2 + 5y2)2
.

Òåïåð çíàõîäèìî ÷àñòèííi äèôåðåíöiàëè

dxz =
∂z

∂x
dx = e−

3
√
x2+5y2

(
−1

3
(x2 + 5y2)−

2
32x

)
dx = − 2xe−

3
√
x2+5y2

3 3
√

(x2 + 5y2)2
dx.

dyz =
∂z

∂y
dy = e−

3
√
x2+5y2

(
−1

3
(x2 + 5y2)−

2
310y

)
dy = − 10ye−

3
√
x2+5y2

3 3
√

(x2 + 5y2)2
dy,

êðiì òî÷êè O(0; 0). I

3. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ f ′x(M0), f
′
y(M0), f

′
z(M0) äëÿ

ôóíêöi¨ f(x, y, z) =
√
xy cos z â òî÷öi M0

(
1; 1;

π

3

)
ç òî÷íiñòþ äî äâîõ çíàêiâ

ïiñëÿ êîìè.

Ðîçâ'ÿçîê.Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ òî÷îê (x, y, z), â ÿêèõ êîîðäèíàòè

x òà y ìàþòü îäíàêîâi çíàêè, àáî õî÷ îäíà ç íèõ ðiâíà íóëþ. Ðîçãëÿíåìî

ìíîæèíó òî÷îê ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ äëÿ ÿêèõ x > 0, y > 0, z ∈ R. Öié

ìíîæèíi íàëåæèòü M0

(
1; 1;

π

3

)
ðàçîì ç äåÿêèì îêîëîì. Çíàõîäèìî ÷àñòèííi

ïîõiäíi çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ïî êîæíié çìiííié, à ïîòiì îá÷èñëþ¹ìî ¨õ çíà÷åííÿ â

òî÷öi M0

(
1; 1;

π

3

)
:

f ′x(x, y, z) =

√
y

2
√
x

cos z, f ′x

(
1; 1;

π

3

)
=

1

2
cos

π

3
=

1

4
= 0, 25,
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f ′y(x, y, z) =

√
x

2
√
y

cos z, f ′y

(
1; 1;

π

3

)
=

1

2
cos

π

3
=

1

4
= 0, 25,

f ′z(x, y, z) = −√xy sin z, f ′z

(
1; 1;

π

3

)
= − sin

π

3
= −
√

3

2
≈ −0, 86. I

4. Çíàéòè ïîâíèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ z = arctg

√
x

y
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà ó âñiõ òî÷êàõ (x, y) ïëîùèíè, êîîðäèíàòè

ÿêèõ ìàþòü îäíàêîâi çíàêè àáî àáñöèñà ÿêèõ ðiâíà íóëþ. Ïîâíèé äèôåðåíöiàë

ôóíêöi¨ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy. (19)

×àñòèííi ïîõiäíi øóêàòèìåìî ÿê ÿê ïîõiäíi ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨. Ïîõiäíà√
x

y
ÿê ïî x òàê i ïî y íå iñíó¹ â òî÷êàõ, àáñöèñà ÿêèõ ðiâíà íóëþ, òîìó

îáìåæèìîñü òî÷êàìè, êîîðäèíàòè ÿêèõ ìàþòü îäíàêîâi çíàêè.

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ÷àñòèííi ïîõiäíi

∂z

∂x
=

1

1 + x
y

· 1

2
√

x
y

· 1

y
=

1

(x+ y)2
·
√

y
x√

x
y

√
y
x

=

√
y
x

2(x+ y)
,

∂z

∂y
=

1

1 + x
y

· 1

2
√

x
y

·
(
− x
y2

)
= − 1

1 + x
y

· 1

2
√

x
y

·

√
x
y√
x
y

· x
y2

= −

√
x
y

2(x+ y)
,

ùî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ó ôîðìóëó (19) äà¹

dz =

√
y
x

2(x+ y)
dx−

√
x
y

2(x+ y)
dy. I

5. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ u = arccos
x2

y
, äå

x = 1 + ln t, y = −2e−t
2+1, ïðè t0 = 1, ç òî÷íiñòþ äî äâîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêëàäåíà ôóíêöiÿ áóäå ôóíêöi¹þ îäíi¹¨ çìiííî¨:

u = arccos
(1 + ln t)2

−2e−t2+1
. Çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t0 = 1 âiäïîâiäà¹ x0 = 1,

y0 = −2. Â îêîëi òî÷êè (1;−2) ôóíêöiÿ u = arccos
x2

y
ìà¹ íåïåðåðâíi

÷àñòèííi ïîõiäíi, à ôóíêöi¨ x = 1 + ln t òà y = −2e−t
2+1 äèôåðåíöiéîâíi â

òî÷öi t0 = 1. Ó öüîìó âèïàäêó ïîõiäíó çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ

du

dt
=
∂u

∂x

dx

dt
+
∂u

∂y

dy

dt
.
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Òóò
∂u

∂x
= − 1√

1− x4

y2

· 2x
y
,

∂u

∂y
= − 1√

1− x4

y2

·
(
−x

2

y2

)
,

dx

dt
=

1

t
,

dy

dt
= −2e−t

2+1(−2t) = 4te−t
2+1.

Òîäi

du

dt
= − 1√

1− x4

y2

· 2x
y
· 1
t
− 1√

1− x4

y2

·
(
−x

2

y2

)
· 4te−t2+1,

à

du

dt
(1) = − 1√

1− 14

(−2)2

·(−1)− 1√
1− 14

(−2)2

·
(
− 12

(−2)2

)
·4·e−12+1 =

4√
3
≈ 2, 31. I

6. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ z(x, y), çàäàíî¨ íåÿâ-

íî ðiâíÿííÿì 4x3− 3y3 + 2xyz− 4xz = 3− z2 â òî÷öi M0(0; 1;−1) ç òî÷íiñòþ

äî äâîõ çíàêiâ ïiñëÿ êîìè.

Ðîçâ'ÿçîê. Ó öüîìó âèïàäêó F (x, y, z) = 4x3− 3y3 + 2xyz − 4xz + z2− 3

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ íåÿâíî çàäàíî¨

ôóíêöi¨ z(x, y).

F ′x = 12x2 + 2yz − 4z, F ′y = −9y2 + 2xz, F ′z = 2xy − 4x+ 2z,

ïðè÷îìó F ′z(0; 1;−1) = −2 6= 0, îòæå âiäìiííà âiä íóëÿ i â äåÿêîìó îêîëi.

×àñòèííi ïîõiäíi ïî x i y âiä íåÿâíî çàäàíî¨ ôóíêöi¨ z(x, y) çíàõîäèìî çà

ôîðìóëàìè

∂z

∂x
= −F

′
x

F ′z
= −12x2 + 2yz − 4z

2xy − 4x+ 2z
,

∂z

∂y
= −

F ′y
F ′z

= − −9y2 + 2xz

2xy − 4x+ 2z
.

Òåïåð îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ öèõ ïîõiäíèõ â òî÷öi M0 :

∂z

∂x

∣∣∣
M0

= −12 · 02 + 2 · 1 · (−1)− 4 · (−1)

2 · 0 · 1− 4 · 0 + 2 · (−1)
= 1,

∂z

∂y

∣∣∣
M0

= − −9 · 12 + 2 · 0 · (−1)

2 · 0 · 1− 4 · 0 + 2 · (−1)
= −4, 5. I

7. à) Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè i íîðìàëi äî çàäàíî¨ ïîâåðõíi

S : z = x2 − y2 + 3xy − 4x+ 2y − 4 â òî÷öi M0(−1; 0; 1);
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á) Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè i íîðìàëi äî çàäàíî¨ ïîâåðõíi

S : x2 + y2 + z2 + xz − yz = 5 â òî÷öi M0(1;−1; 1).

Ðîçâ'ÿçîê. à) ßêùî ïîâåðõíÿ çàäàíà ðiâíÿííÿì z = f(x, y), òî ðiâíÿííÿ

äîòè÷íî¨ ïëîùèíè â òî÷öi M0(x0, y0, z0) äî öi¹¨ ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä

z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0), (20)

à êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ íîðìàëi �

x− x0

f ′x(x0, y0)
=

y − y0

f ′y(x0, y0)
=
z − z0

−1
. (21)

Ó íàøîìó âèïàäêó ïîâåðõíÿ çàäàíà ÿâíî, à òîìó âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëè (20)

i (21). Äëÿ öüîãî çíàõîäèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi âiä ôóíêöi¨ z ïî x i y :

∂z

∂x
= f ′x(x, y) = 2x+ 3y − 4,

∂z

∂y
= f ′y(x, y) = −2y + 3x+ 2.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â îòðèìàíi âèðàçè êîîðäèíàòè òî÷êè M0(−1; 0; 1), îá÷è-

ñëþ¹ìî
∂z

∂x
(M0) = f ′x(−1; 0) = 2 · (−1) + 3 · 0− 4 = −6,

∂z

∂y
(M0) = f ′y(−1; 0) = −2 · 0 + 3 · (−1) + 2 = −1.

Îòæå, z − 1 = −6 · (x+ 1)− 1 · (y − 0), àáî

6x+ y + z + 5 = 0

� ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè, à

x+ 1

−6
=
y − 0

−1
=
z − 1

−1

àáî
x+ 1

6
=
y

1
=
z − 1

1

� ðiâíÿííÿ íîðìàëi.

á) Ó âèïàäêó êîëè ðiâíÿííÿ ãëàäêî¨ ïîâåðõíi çàäàíî â íåÿâíîìó âèãëÿäi:

F (x, y, z) = 0, i F ′z(x0, y0, z0) 6= 0, òî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè â òî÷öi

M0(x0, y0, z0) ìà¹ âèãëÿä

F ′x(x0, y0, z0)(x− x0) + F ′y(x0, y0, z0)(y − y0) + F ′z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0, (22)
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à ðiâíÿííÿ íîðìàëi �

x− x0

F ′x(x0, y0, z0)
=

y − y0

F ′y(x0, y0, z0)
=

z − z0

F ′z(x0, y0, z0)
. (23)

Òóò ïîâåðõíÿ çàäàíà íåÿâíî

F (x, y, z) = 0,

äå F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 + xz − yz − 5.

Îòæå çàñòîñîâó¹ìî ôîðìóëè (22) i (23). Çíàõîäèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi

F ′x = 2x+ z, F ′y = 2y − z, F ′z = 2z + x− y

i îá÷èñëþ¹ìî ¨õ çíà÷åííÿ â òî÷öi M0(1,−1, 1) :

F ′x(M0) = 2 + 1 = 3, F ′y(M0) = −2− 1 = −3, F ′z(M0) = 2 + 1 + 1 = 4.

Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi çíà÷åííÿ ó ôîðìóëó (22), ìà¹ìî

3(x− 1)− 3(y + 1) + 4(z − 1) = 0.

Ïiñëÿ ñïðîùåíü îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè

3x− 3y + 4z − 10 = 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ â òî÷öi M0(1;−1; 1) ó ôîðìóëó (23), îòðè-

ìà¹ìî ðiâíÿííÿ íîðìàëi

x− 1

3
=
y + 1

−3
=
z − 1

4
. I

8. Çíàéòè äðóãi ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöi¨ z = arccos

√
x

y
. Ïåðåêîíàòèñÿ â

òîìó, ùî z′′xy = z′′yx.

Ðîçâ'ÿçîê.Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà ó âñiõ òî÷êàõ ïëîùèíè, ùî çàäîâîëüíÿþòü

ñèñòåìè íåðiâíîñòåé
x ≥ 0,

x− y ≤ 0,

y > 0,

àáî


x ≤ 0,

x− y ≥ 0,

y < 0.
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Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî ïåðøi ÷àñòèííi ïîõiäíi âiä ôóíêöi¨ z ïî êîæíié çìií-

íié:

z′x = − 1√
1− x

y

· 1

2
√

x
y

· 1

y
= − 1

2y

|y|√
(y − x)x

ïðè äîäàòêîâié óìîâi x 6= 0 òà y − x 6= 0. Ïiñëÿ ñïðîùåíü ìà¹ìî, ùî

z′x = − 1

2x

√
x

y − x
ïðè


x > 0,

x− y > 0,

y > 0,

àáî


x < 0,

x− y < 0,

y < 0.

Ïðè öèõ æå óìîâàõ

z′y = − 1√
1− x

y

· 1

2
√

x
y

·
(
− x
y2

)
=

1

2y

√
x

y − x
.

Çíàõîäèìî òåïåð äðóãi ÷àñòèííi ïîõiäíi

z′′x2 =
1

2x2

√
x

y − x
− 1

2x
· 1

2
√

x
y−x

y − x+ x

(y − x)2
=

y − 2x

4x
√
x(y − x)3

,

z′′y2 =
1

2y2

√
x

y − x
+

1

2y

1

2
√

x
y−x

(
− x

(y − x)2

)
=

2x2 − 3xy

4y2
√
x(y − x)3

,

z′′xy = − 1

2x

1

2
√

x
y−x

−x
(y − x)2

=
1

4
√
x(y − x)3

,

z′′yx =
1

2y

1

2
√

x
y−x

y − x+ x

(y − x)2
=

1

4
√
x(y − x)3

.

Î÷åâèäíî, ùî çìiøàíi ÷àñòèííi ïîõiäíi z′′xy i z
′′
yx îäíàêîâi. I

9. Ïåðåâiðèòè ÷è çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∂2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+
∂2u

∂y2
=

4y2

x2 + y2

∂u

∂x

ôóíêöiÿ u = ln(x2 + y2).
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Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà, íåïåðåðâíà i ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïî-

õiäíi ó âñiõ òî÷êàõ ïëîùèíè, êðiì òî÷êè O(0; 0). Çíàõîäèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi

ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêó:

∂u

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

2y

x2 + y2
,

∂2u

∂x∂y
= − 4xy

(x2 + y2)2
,

∂2u

∂x2
=

2(x2 + y2)− 2x · 2x
(x2 + y2)2

=
2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
,

∂2u

∂y2
=

2(x2 + y2)− 2y · 2y
(x2 + y2)2

=
2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi çíà÷åííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ â ëiâó ÷àñòèíó âè-

õiäíîãî ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
+

8x2y2

(x2 + y2)2
+

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

8x2y2

(x2 + y2)2
,

à ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ äà¹

4y2

x2 + y2

2x

x2 + y2
=

8xy2

(x2 + y2)2
.

Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî çàäàíà ôóíêöiÿ

u íå çàäîâîëüíÿ¹ âèõiäíå ðiâíÿííÿ. I

10. Äîñëiäèòè íà ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ôóíêöiþ

z = xy(x+ y − 2).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà, íåïåðåðâíà i ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi ó âñiõ

òî÷êàõ ïëîùèíè. Çíàõîäèìî ïåðøi ÷àñòèííi ïîõiäíi çàäàíî¨ ôóíêöi¨:

∂z

∂x
= 2xy + y2 − 2y,

∂z

∂y
= x2 + 2xy − 2x.

Ïðèðiâíþþ÷è ¨õ äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü y(2x+ y − 2) = 0,

x(x+ 2y − 2) = 0,
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ç ÿêî¨ çíàõîäèìî êîîðäèíàòè ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê çàäàíî¨ ôóíêöi¨: M1(0; 0),

M2(2; 0), M3(0; 2), M4

(2

3
;
2

3

)
. Ùîá âèÿñíèòè, ÿêi ç öèõ òî÷îê ¹ òî÷êàìè åêñ-

òðåìóìó, íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè äîñòàòíi óìîâè åêñòðåìóìó.

Îòæå, äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ íà åêñòðåìóì çíàõî-

äèìî äðóãi ÷àñòèííi ïîõiäíi

∂2z

∂x2
= 2y,

∂2z

∂x∂y
= 2x+ 2y − 2,

∂2z

∂y2
= 2x.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â îòðèìàíi âèðàçè äëÿ äðóãèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ êîîðäèíàòè

çíàéäåíèõ ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê i âèêîðèñòîâóþ÷è äîñòàòíi óìîâè åêñòðåìóìó,

îòðèìà¹ìî

äëÿ òî÷êè M1 :

a11 =
∂2z

∂x2
(M1) = 2 · 0 = 0, a12 =

∂2z

∂x∂y
(M1) = 2 · 0 + 2 · 0− 2 = −2,

a22 =
∂2z

∂y2
(M1) = 2 · 0 = 0, 4 = 0 · 0− (−2)2 = −4 < 0,

òîìó åêñòðåìóìó íåìà¹;

äëÿ òî÷êè M2 :

a11 =
∂2z

∂x2
(M2) = 2 · 0 = 0, a12 =

∂2z

∂x∂y
(M2) = 2 · 2 + 2 · 0− 2 = 2,

a22 =
∂2z

∂y2
(M2) = 2 · 2 = 4, 4 = 0 · 4− 22 = −4 < 0,

òîìó åêñòðåìóìó íåìà¹;

äëÿ òî÷êè M3 :

a11 =
∂2z

∂x2
(M3) = 2 · 2 = 4, a12 =

∂2z

∂x∂y
(M3) = 2 · 2 + 2 · 0− 2 = 2,

a22 =
∂2z

∂y2
(M3) = 2 · 0 = 0, 4 = 4 · 0− 22 = −4 < 0,

òîìó åêñòðåìóìó íåìà¹;

äëÿ òî÷êè M4 :

a11 =
∂2z

∂x2
(M4) = 2 · 2

3
=

4

3
> 0, a12 =

∂2z

∂x∂y
(M4) = 2 · 2

3
+ 2 · 2

3
− 2 =

2

3
,
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a22 =
∂2z

∂y2
(M4) = 2 · 2

3
=

4

3
, 4 =

4

3
· 4

3
−
(

2

3

)2

=
12

9
> 0,

òîìó ìà¹ìî òî÷êó ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨, â ÿêié

zmin =
2

3
· 2

3
·
(

2

3
+

2

3
− 2

)
= − 8

27
. I

11. Çíàéòè íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ z = xy− y2 + 3x+ 4y

â îáëàñòi D, ÿêà îáìåæåíà ëiíiÿìè x = 0, y = 0, x+ y = 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàõîäèìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè iç ñèñòåìè ðiâíÿíü
∂z

∂x
= y + 3 = 0,

∂z

∂y
= x− 2y + 4 = 0.

Òàêîþ òî÷êîþ ¹ M(−10;−3). Öÿ òî÷êà çíàõîäèòüñÿ ïîçà îáëàñòþ D (äèâ.

ðèñ. 2).

1

1

y

O x

B

A

Ðèñ. 2

Äîñëiäèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà ìåæi îáëàñòi D. Íà ñòîðîíi OA (y = 0,

0 ≤ x ≤ 1) òðèêóòíèêà OAB ôóíêöiÿ z ìà¹ âèãëÿä z = 3x (ëiíiÿ ïåðå-

òèíó ïîâåðõíi ç ïëîùèíîþ xOz ). Îòæå íà âiäðiçêó OA ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç

ôóíêöi¹þ îäíi¹¨ çìiííî¨. Äëÿ ôóíêöi¨ z = 3x, z′ = 3 6= 0, à öå îçíà÷à¹, ùî

ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê íà âiäðiçêó OA íåìà¹. Îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà

êiíöÿõ âiäðiçêà: â òî÷öi O, z(0) = 0, à â òî÷öi A, z(1) = 3. Îòæå, íà âiäðiçêó

OA íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 0, à íàéáiëüøå � 3.
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Àíàëîãi÷íî íà ñòîðîíi OB (x = 0, 0 ≤ y ≤ 1) òðèêóòíèêà OAB ìà¹ìî

ôóíêöiþ îäíi¹¨ çìiííî¨ z = −y2 + 4y. Çíàõîäèìî ñòàöiîíàðíó òî÷êó ç óìîâè

z′ = 0, à îñêiëüêè z′ = −2y + 4, òî ç ðiâíÿííÿ −2y + 4 = 0 ìà¹ìî, ùî

y = 2, 2 /∈ [0; 1]. Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi O z(0) = 0, à â òî÷öi B z(1) = 3.

Îòæå, íà âiäðiçêó OB íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 0, à íàéáiëüøå

� 3.

Çàëèøèëîñÿ çíàéòè íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà ñòîðîíi

AB, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ x + y = 1. Çâiäêè çíàõîäèìî, ùî y = 1 − x, x ∈ [0; 1].

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ôóíêöiþ, ìà¹ìî

z = x(1− x)− (1− x)2 + 3x+ 4(1− x) = −2x2 + 2x+ 3.

Òîäi z′ = −4x+ 2 i ç ðiâíÿííÿ z′ = 0 âèïëèâà¹, ùî x =
1

2
.

Îñêiëüêè ïîõiäíà çëiâà âiä öi¹¨ òî÷êè ¹ äîäàòíîþ, à ñïðàâà � âiä'¹ìíîþ,

òî òî÷êà M2 ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó íà âiäðiçêó AB i z
(1

2

)
= 3, 5.

Ïîðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà êiíöÿõ öüîãî âiäðiçêà z(0) = 3 òà z(1) = 3

i çíà÷åííÿ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó, îòðèìà¹ìî, ùî íà âiäðiçêó AB íàéìåíøå

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 3, à íàéáiëüøå � 3, 5.

Òåïåð, âèáèðàþ÷è ñåðåä íàéìåíøèõ çíà÷åíü, çíàéäåíèõ íà êîæíîìó âiä-

ðiçêó, íàéìåíøå, ñåðåä íàéáiëüøèõ � íàéáiëüøå, îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî, ùî

zmin = 0, zmax = 3, 5. I

12. Ç óñiõ òðèêóòíèêiâ ç îäíèì i òèì ñàìèì ïåðèìåòðîì 2p çíàéòè òîé, ó

ÿêîãî ïëîùà íàéáiëüøà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ Ãåðîíà äëÿ ïëîùi òðèêóòíèêà

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c), äå p � ïiâïåðèìåòð. Îñêiëüêè ïëîùà � äîäàòíà

âåëè÷èíà, òî äëÿ çðó÷íîñòi âðàõó¹ìî òå, ùî ÿêùî âîíà ïðèéìà¹ íàéáiëüøå

çíà÷åííÿ, òî ¨¨ êâàäðàò òàêîæ áóäå ïðèéìàòè íàéáiëüøå çíà÷åííÿ. Îòæå

äîñëiäæóâàòèìåìî ôóíêöiþ u = S2 = p(p− a)(p− b)(p− c).
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I ñïîñiá. Ç ðiâíîñòi a + b + c = 2p îäíó ç ñòîðií âèðàçèìî ÷åðåç iíøi,

íàïðèêëàä, a = 2p− b− c i ïiäñòàâëÿ¹ìî â íàøó ôóíêöiþ

u = p(−p+ b+ c)(p− b)(p− c).

Ìà¹ìî ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ, ÿêó äîñëiäèìî íà åêñòðåìóì. u′c = p(p− b)(p− c+ p− b− c) = 0,

u′b = p(p− c)(p− b+ p− b− c) = 0.

Æîäíà ç ñòîðií òðèêóòíèêà íå ìîæå áóòè ðiâíîþ ïiâïåðèìåòðó, òîìó ìà¹ìî 2p− 2c− b = 0,

2p− 2b− c = 0.

Çâiäñè c =
2p

3
, b =

2p

3
.

Çíàõîäèìî äðóãi ïîõiäíi

u′′c2 = p(p−b)(−2), u′′b2 = p(p−c)(−2), u′′bc = p(2p−2b−c)(−1)+p(p−c)(−1).

u′′c2
(2p

3
;
2p

3

)
= −2p2

3
< 0, u′′b2

(2p

3
;
2p

3

)
= −2p2

3
< 0,

u′′bc

(2p

3
;
2p

3

)
= −p

(
2p− 4p

3
− 2p

3
+
p

3

)
= −p

2

3
.

Îñêiëüêè ∆ =
4

9
p4 − p4

9
=
p4

3
>, a11 = −2

3
p2 < 0, òî ìà¹ìî ìàêñèìóì.

Îáëàñòü îïóêëà, ôóíêöiÿ îïóêëà, òîìó â öié òî÷öi ìà¹ìî íàéáiëüøå çíà-

÷åííÿ Smax =
p2
√

3

9
.

Îòæå, íàéáiëüøó ïëîùó ïðè çàäàíîìó ïåðèìåòði ìà¹ ðiâíîñòîðîííié òðè-

êóòíèê.

II ñïîñiá. Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêó a + b + c = 2p i ôóíêöiþ u = S2 =

p(p− a)(p− b)(p− c). Óòâîðèìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà.

L = p(p− b)(p− c)(p− a) + λ(a+ b+ c− 2p).
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L′a = p(p− b)(p− c)(−1) + λ = 0,

L′b = p(p− c)(p− a)(−1) + λ = 0,

L′c = p(p− b)(p− a)(−1) + λ = 0,

L′λ = a+ b+ c− 2p = 0.

Ç ïåðøèõ òðüîõ ðiâíÿíü ìà¹ìî, ùî p − b = p − c = p − a, òîáòî a = b = c.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî, ùî a = b = c =
2p

3
. Çíàõîäèìî

λ = p(p− b)(p− c) =
p3

9
.

Çíàéäåìî äðóãèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà:

L′′a2 = L′′b2 = L′′c2 = 0, L′′ab = p(p− c), L′′ac = p(p− b), L′′bc = p(p− a),

d2L = 2p(p− c)dadb+ 2p(p− b)dadc+ 2p(p− a)dbdc.

Äèôåðåíöiàëè da, db, dc äîâiëüíi i çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ âèäó

da+db+dc = 0. Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ îòðèìà¹ìî, íàïðèêëàä, dc = −da−db.

Ïiäñòàâèìî â äðóãèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà

d2L = 2p(p− c)dadb+ 2p(p− b)da(−da− db) + 2p(p− a)db(−da− db),

d2L
(2p

3
;
2p

3
;
2p

3

)
=

2p2

3
dadb+

2p2

3
(−da2 − dadb) +

2p2

3
(−dadb− db2) =

=
2p2

3
(dadb− da2 − dadb− db2 − dadb) = −2p2

3
(da2 + dadb+ db2) < 0

� ìà¹ìî ìàêñèìóì.

Îáëàñòü îïóêëà, ôóíêöiÿ îïóêëà, òîìó â öié òî÷öi ìà¹ìî íàéáiëüøå çíà-

÷åííÿ Smax =
p2
√

3

9
.

Îòæå, íàéáiëüøó ïëîùó ïðè çàäàíîìó ïåðèìåòði ìà¹ ðiâíîñòîðîííié

òðèêóòíèê. I

13. Çíàéòè ïîõiäíó ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y, z) â òî÷öi M çà íàïðÿìîì

íîðìàëi äî ïîâåðõíi S, ùî óòâîðþ¹ êóò ç äîäàòíiì íàïðÿìîì îñi Oz, ÿêùî:

u = (x2 + y2 + z2)
3
2 , S : x2 − 6x+ 9y2 + z2 = 4z + 4, M(5; 1; 5).
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Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ u = f(x, y, z) çàäà¹ â îáëàñòi U = D(u) =

{(x, y, z) ∈ R3} äåÿêå ñêàëÿðíå ïîëå. Ïîâåðõíÿ S çàäàíà íåÿâíî ôóíêöi¹þ

F (x, y, z) = x2 − 6x + 9y2 + z2 − 4z − 4. Êîîðäèíàòè âåêòîðà íîðìàëi äî

ïîâåðõíi S çãiäíî ôîðìóëè (23) ðiâíi âiäïîâiäíî F ′x(M), F ′y(M) òà F ′z(M).

Òîäi

F ′x(M) = (2x−6)
∣∣∣
M

= 4, F ′y(M) = 18y
∣∣∣
M

= 18, F ′z(M) = (2z−4)
∣∣∣
M

= 6.

Çíàéäåìî äîâæèíó âåêòîðà íîðìàëi:

|~n| =
√

42 + 182 + 62 =
√

376.

Ïîõiäíà ôóíêöi¨ f(x, y, z) çà íàïðÿìîì ` â òî÷öi (x0, y0, z0) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ

∂f(x0, y0, z0)

∂`
=
∂f(x0, y0, z0)

∂x
cosα +

∂f(x0, y0, z0)

∂y
cos β +

∂f(x0, y0, z0)

∂z
cos γ.

Çíàéäåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöi¨ u òà ¨õ çíà÷åííÿ â òî÷öi M :

∂u

∂x

∣∣∣
M

=
3

2
(x2 + y2 + z2)

1
2 · 2x

∣∣∣
M

=
3

2
(52 + 12 + 52)

1
2 · 2 · 5 = 15

√
51,

∂u

∂y

∣∣∣
M

=
3

2
(x2 + y2 + z2)

1
2 · 2y

∣∣∣
M

=
3

2
(52 + 12 + 52)

1
2 · 2 · 1 = 3

√
51,

∂u

∂z

∣∣∣
M

=
3

2
(x2 + y2 + z2)

1
2 · 2z

∣∣∣
M

=
3

2
(52 + 12 + 52)

1
2 · 2 · 5 = 15

√
51.

Îòæå,

∂f(M)

∂`
= 15

√
51 · 4√

376
+ 3
√

51 · 18√
376

+ 15
√

51 · 6√
376

= 204

√
51

376
. I
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