
Ïåðâiñíà ôóíêöi¨

Â öié ÷àñòèíi ëåêöiéíîãî ìàòåðiàëó îñíîâíîþ áóäå çàäà÷à, îáåðíåíà äî

çàäà÷i âiäøóêàííÿ ïîõiäíî¨, à ñàìå âiäøóêàííÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ çà ¨¨ ïîõi-

äíîþ.

Ðîçâ'ÿçêîì êîæíî¨ òàêî¨ çàäà÷i ¹ ôóíêöiÿ (ïåðâiñíà), ÿêà ïîäà¹òüñÿ â ñêií-

÷åííîìó âèãëÿäi ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨ i ïîõiäíà ÿêî¨ íà ïåâíîìó çàäà-

íîìó ïðîìiæêó äîðiâíþ¹ ïî÷àòêîâié ôóíêöi¨.

Çàäà÷à ââàæà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàíîþ, ÿêùî çíàéäåíî âñi ðîçâ'ÿçêè (íåâèçíà÷å-

íèé iíòåãðàë). Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó íå âèíèêà¹, ÿêùî çíàéäåíî õî÷

îäíó ïåðâiñíó. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïåðåâiðÿ¹òüñÿ óìîâà íàëåæíîñòi ïî-

÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ äî êëàñó ôóíêöié, iíòåãðóâàííÿ ÿêèõ ¹ ìîæëèâèì.

Òàêèì ÷èíîì, íàéâàæëèâiøèìè ¹ ìåòîäè iíòåãðóâàííÿ i âèäiëåííÿ êëà-

ñiâ ôóíêöié, ïåðâiñíi ÿêèõ ïîäàþòüñÿ â ñêií÷åííîìó âèäi ÷åðåç åëåìåíòàðíi

ôóíêöi¨.

�1.1. Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ôóíêöiÿ F (x) â äàíîìó ïðîìiæêó X íàçèâà¹òüñÿ ïåð-

âiñíîþ ôóíêöi¨ f(x) àáî iíòåãðàëîì âiä f(x), ÿêùî íà âñüîìó öüîìó ïðî-

ìiæêó f(x) ¹ ïîõiäíîþ äëÿ F (x), àáî, ùî îäíå i òå æ, ùî f(x)dx ¹ äëÿ

F (x) äèôåðåíöiàëîì, òîáòî ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ:

F ′(x) = f(x) àáî dF (x) = f(x)dx.
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Âiäøóêàííÿ äëÿ ôóíêöi¨ âñiõ ¨¨ ïåðâiñíèõ íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ iíòåãðóâàííÿì

i ¹ îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ.

Òåîðåìà 1.1. ßêùî â äåÿêîìó (ñêií÷åííîìó àáî íåñêií÷åííîìó, çàìêíå-

íîìó àáî íi) ïðîìiæêó X ôóíêöiÿ F (x) ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ f(x), òî i ôóíêöiÿ

F (x) + C, äå C � ñòàëà, òàêîæ áóäå ïåðâiñíîþ. Íàâïàêè, êîæíà ôóíêöiÿ,

ïåðâiñíà äëÿ f(x) â ïðîìiæêó X, ìîæå áóòè çîáðàæåíà â òàêié ôîðìi.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî
(
F (x) + C

)′
= F ′(x) = f(x).

Íåõàé òåïåð Φ(x) ¹ áóäü-ÿêîþ ïåðâiñíîþ äëÿ f(x) ôóíêöi¹þ, òîäi â ïðî-

ìiæêó X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Φ′(x) = f(x).

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ F (x) òà Φ(x) â çàäàíîìó ïðîìiæêó X ìàþòü îäíó i òó

æ ïîõiäíó, òî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ íà ñòàëó

Φ(x) = F (x) + C,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. •

Â ñèëó öi¹¨ òåîðåìè âèðàç F (x) +C, äå C = const, ÿâëÿ¹ ñîáîþ çàãàëüíèé

âèãëÿä ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹ ïîõiäíó f(x) àáî äèôåðåíöiàë f(x)dx. Öåé âèðàç

íàçèâà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f(x) i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèì-

âîëîì
∫
f(x)dx.

Âèðàç f(x)dx íàçèâà¹òüñÿ ïiäiíòåãðàëüíèì âèðàçîì , à f(x) � ïiäií-

òåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ.

Äëÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) d

∫
f(x)dx = f(x)dx.

2) Îñêiëüêè F (x) � ïåðâiñíà äëÿ F ′(x), òî∫
F ′(x)dx = F (x) + C àáî

∫
dF (x) = F (x) + C.

Òàáëèöÿ îñíîâíèõ iíòåãðàëiâ

Äëÿ çàïèñó òàáëèöi îñíîâíèõ iíòåãðàëiâ âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó∫
f(x)dx = F (x) + C,
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ââàæàþ÷è, ùî iíòåãðàë òàêî¨ ôóíêöi¨ iñíó¹.

1)
∫

0 · dx = C;

2)
∫

1 · dx = x+ C;

3)
∫
xµdx =

xµ+1

µ+ 1
+ C, (µ 6= −1);

4)
∫
dx

x
= ln |x|+ C;

5)
∫

dx

1 + x2
= arctg x+ C;

6)
∫

dx√
1− x2

= arcsinx+ C;

7)
∫
axdx =

ax

ln a
+ C,

∫
exdx = ex + C;

8)
∫

sinxdx = − cosx+ C;

9)
∫

cosx = sinx+ C;

10)
∫

dx

sin2 x
= − ctg x+ C;

11)
∫

dx

cos2 x
= tg x+ C;

12)
∫

shx = chx+ C;

13)
∫

chx = shx+ C;

14)
∫

dx

sh2 x
= − cthx+ C;

15)
∫

dx

ch2 x
= thx+ C.

�1.2. Íàéïðîñòiøi ïðàâèëà iíòåãðóâàííÿ

1) ßêùî a = const, òî∫
af(x)dx = a

∫
f(x)dx.

Äiéñíî, äèôåðåíöiþþ÷è âèðàç ñïðàâà, îòðèìà¹ìî

d
[
a

∫
f(x)dx

]
= a d

[ ∫
f(x)dx

]
= af(x)dx,



4 Ïåðâiñíà ôóíêöi¨

òîáòî öåé âèðàç ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ äèôåðåíöiàëà af(x)dx.

Îòæå, ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà.

2)

∫
(f(x)± g(x))dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx.

Äèôåðåíöiþþ÷è âèðàç ñïðàâà â ïîïåðåäíié ðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî:

d
[ ∫

f(x)dx±
∫
g(x)dx

]
= d

∫
f(x)dx± d

∫
g(x)dx = (f(x)± g(x))dx,

òîáòî öåé âèðàç ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ îñòàííüîãî äèôåðåíöiàëó.

Îòæå, íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë âiä ñóìè (ðiçíèöi) äèôåðåíöiàëiâ ðiâíèé ñóìi

(ðiçíèöi) iíòåãðàëiâ âiä êîæíîãî äèôåðåíöiàëà çîêðåìà.

3) ßêùî

∫
f(t)dt = F (t) + C, òî

∫
f(ax+ b)dx =

1

a
F (ax+ b) + C.

Äiéñíî, d
dt F (t) = F ′(t) = f(t). Àëå òîäi d

dxF (ax + b) = F ′(ax + b) · a =

a ·f(ax+b) i d
dx

[
1
aF (ax+b)

]
= f(ax+b). Îòæå, 1

aF (ax+b) äiéñíî ¹ ïåðâiñíîþ

äëÿ ôóíêöi¨ f(ax+ b).

Çîêðåìà,

ÿêùî a = 1, òî
∫
f(x+ b)dx = F (x+ b) + C,

ÿêùî b = 0, òî
∫
f(ax)dx =

1

a
F (ax) + C.

Ïðèêëàä 1.1. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè

1)

∫
(6x3 − x+ 5)dx;

2)

∫
(x−

√
x)(1 +

√
x)

3
√
x

dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå âèâåäåíi ïðàâèëà, îòðèìà¹ìî:

1)

∫
(6x3 − x+ 5)dx =

∫
6x3dx−

∫
xdx+

∫
5dx =

= 6

∫
x3dx−

∫
xdx+ 5

∫
dx =

3

2
x4 − x2

2
+ 5x+ C.

2)

∫
(x−

√
x)(1 +

√
x)

3
√
x

dx =

∫
x
√
x−
√
x

3
√
x

dx =

=

∫
x

7
6dx−

∫
x

1
6dx =

6

13
x

13
6 − 6

7
x

7
6 + C =

6

13
x2 6
√
x− 6

7
x 6
√
x+ C.
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Çàóâàæèìî, ùî íà îñíîâi âèâåäåíèõ ïðàâèë ìîæåìî ïðîäîâæèòè òàáëèöþ

îñíîâíèõ íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ:

16)
∫

dx

x− a
= ln |x− a|+ C;

17)
∫

dx

(x− a)k
=

∫
(x− a)−kdx = − 1

(k − 1)(x− a)k−1
+ C;

18)
∫

sinmxdx = − 1

m
cosmx+ C, m 6= 0;

19)
∫

cosmxdx =
1

m
sinmx+ C, m 6= 0;

20)
∫

dx√
a2 − x2

=
1

a

∫
dx√

1−
(
x
a

)2 dx = arcsin
x

a
+ C;

21)
∫

dx

a2 + x2
=

1

a2

∫
dx

1 +
(
x
a

)2 =
1

a
arctg

x

a
+ C;

22)
∫

dx

x2 − a2
=

1

2a

(∫
dx

x− a
−
∫

dx

x+ a

)
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C.

�1.3. Çàìiíà çìiííèõ ó íåâèçíà÷åíîìó iíòåãðàëi

Òåîðåìà 1.2. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∫
g(t)dt = G(t) + C,

òî

∫
g(ω(x))ω′(x)dx = G(ω(x)) + C, ïðè óìîâi, ùî âñi ïiäiíòåãðàëüíi

ôóíêöi¨ ¹ íåïåðåðâíèìè.

Öÿ òåîðåìà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäå-

íî¨ ôóíêöi¨
d

dx
G(ω(x)) = G′(ω(x))ω′(x) = g(ω(x)) · ω′(x),

ÿêùî âðàõóâàòè, ùî G′(t) = g(t). ßêùî òåïåð âiä îáèäâîõ ÷àñòèí âçÿòè íå-

âèçíà÷åíèé iíòåãðàë, òî îòðèìà¹ìî ïîòðiáíó ðiâíiñòü

G(ω(x)) + C =

∫
g(ω(x)) · ω′(x)dx.

Ïðèêëàä 1.2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

∫
sin3 x cosxdx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè d sinx = cosxdx, òî∫
sin3 x cosxdx =

∫
sin3 xd(sinx) = |t = sinx| =
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=

∫
t3dt =

t4

4
+ C =

sin4 x

4
+ C.

�1.4. Ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

Íåõàé U = f(x), V = g(x) � äâi ôóíêöi¨, ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi

U ′ = f ′(x) i V ′ = g′(x). Òîäi çà ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó îòðèìà-

¹ìî

d(UV ) = UdV + V dU.

Äëÿ âèðàçó d(UV ) ïåðâiñíà áóäå ðiâíîþ UV, òîìó ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:∫
UdV = UV −

∫
V dU.

Öÿ ôîðìóëà âèðàæà¹ ïðàâèëî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. Âîíà çâîäèòü ií-

òåãðóâàííÿ âèðàçó UdV = UV ′dx äî iíòåãðóâàííÿ âèðàçó V dU = V U ′dx.

Ïðèêëàä 1.3. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

∫
x cosx dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îòðè-

ìà¹ìî: ∫
x cosx dx =

∣∣∣∣∣∣ U = x, dU = dx,

dV = cosx dx, V = sinx

∣∣∣∣∣∣ =

= x sinx−
∫

sinxdx = x sinx+ cosx+ C.

Ïîâòîðíå ïðàâèëî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ïðèâîäèòü äî óçàãàëüíåíî¨

ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. Íåõàé ôóíêöi¨ U òà V ìàþòü ïîõiäíi âñiõ

ïîðÿäêiâ äî (n+ 1)-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî:

U ′, V ′, U ′′, V ′′, . . . , U (n), V (n), U (n+1), V (n+1),

òîäi îòðèìà¹ìî∫
UV (n+1)dx =

∫
UdV (n) = UV (n) −

∫
V (n)dU = UV (n) −

∫
U ′V (n)dx.

Àíàëîãi÷íî ∫
U ′V (n)dx = U ′V (n−1) −

∫
U ′′V (n−1)dx,
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U ′′V (n−1)dx = U ′′V (n−2) −

∫
U ′′′V (n−2)dx,

. . . . . . . . .∫
U (n)V ′dx = U (n)V −

∫
U (n+1)V dx.

Ïîìíîæèâøè öi ðiâíîñòi ïî÷åðãîâî íà +1 òà −1 i äîäàâøè ¨õ, îñòàòî÷íî

îòðèìà¹ìî ∫
UV (n+1)dx = UV (n) − U ′V (n−1) + U ′′V (n−2) − . . .+

+(−1)nU (n)V + (−1)n+1

∫
U (n+1)V dx.

Îñîáëèâî çðó÷íî êîðèñòóâàòèñü öi¹þ ôîðìóëîþ, êîëè îäíèì iç ìíîæíèêiâ

ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó ¹ ìíîãî÷ëåí. ßêùî U � ìíîãî÷ëåí n-ãî ñòåïåíÿ, òî

U (n+1) ≡ 0 i äëÿ iíòåãðàëà âèïëèâà¹ îñòàòî÷íèé âèðàç.

Ïðèêëàä 1.4. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

∫
x3 ln2 x dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-

ìè, îòðèìà¹ìî:∫
x3 ln2 x dx =

∣∣∣∣∣∣ U = ln2 x, dU = 2 lnx
x dx,

dV = x3 dx, V = x4

4

∣∣∣∣∣∣ =
1

4
x4 ln2 x− 1

2

∫
x3 lnx dx =

=

∣∣∣∣∣∣ U = lnx, dU = dx
x ,

dV = x3 dx, V = x4

4

∣∣∣∣∣∣ =
1

4
x4 ln2 x− 1

8
x4 lnx+

1

8

∫
x3dx =

=
1

4
x4 ln2 x− 1

8
x4 lnx+

x4

32
+ C.

Ïðèêëàä 1.5. Âèâåñòè ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ iíòåãðàëà

In =

∫
dx

(x2 + a2)n
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îòðèìà¹ìî

In =

∣∣∣∣∣∣U = 1
(x2+a2)n , dU = − 2nx dx

(x2+a2)n+1

dV = dx, V = x

∣∣∣∣∣∣ =
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
x2

(x2 + a2)n+1
dx =
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=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
dx

(x2 + a2)n
− 2na2

∫
dx

(x2 + a2)n+1
=

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1.

Çâiäñè

In+1 =
x

2na2(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In.

�1.5. Iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ

I. Ïðîñòi äðîáè òà ¨õ iíòåãðóâàííÿ. Îñêiëüêè âiä íåïðàâèëüíîãî ðà-

öiîíàëüíîãî äðîáó ìîæíà âèäiëèòè öiëó ÷àñòèíó, iíòåãðóâàííÿ ÿêî¨ íå âèêëè-

êà¹ òðóäíîùiâ, òî ìè ðîçãëÿíåìî îäðàçó ñïîñîáè iíòåãðóâàííÿ ïðàâèëüíèõ

ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ. Ñåðåä öèõ äðîáiâ âèäiëÿþòüñÿ ïðîñòi äðîáè ÷îòèðüîõ

òèïiâ:

1)
A

x− a
, 2)

A

(x− a)n
, 3)

Mx+N

x2 + px+ q
, 4)

Mx+N

(x2 + px+ q)m
, n,m = 2, 3, . . .

Â öèõ äðîáàõ A,M,N, p, q � äiéñíi ÷èñëà i ââàæà¹òüñÿ, ùî x2 + px+ q íå ìà¹

äiéñíèõ êîðåíiâ, òîáòî
p2

4
− q < 0 àáî q − p2

4
> 0.

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðóâàííÿ êîæíîãî ç íàâåäåíèõ ïðîñòèõ äðîáiâ.

1) A
∫

dx

x− a
= A ln |x− a|+ C;

2) A
∫

dx

(x− a)k
= − A

k − 1
· 1

(x− a)k−1
+ C.

Â 3) i 4) iíòåãðóâàííÿ ïîëåãøó¹òüñÿ øëÿõîì âèäiëåííÿ ïîâíîãî êâàäðàòó

â çíàìåííèêó:

x2 + px+ q = x2 + 2 · p
2
· x+

p2

4
+ q − p2

4
=
(
x+

p

2

)2
+ q − p2

4
.

Çðîáèìî çàìiíó x+
p

2
= t, dx = dt, a =

√
q − p2

4
, òîäi

x2 + px+ q = t2 + a2, Mx+N = Mt+N − Mp

2
.

Îòæå, ó âèïàäêó 3) áóäåìî ìàòè∫
Mx+N

x2 + px+ q
dx =

∫ Mt+
(
N − Mp

2

)
t2 + a2

dt =
M

2

∫
2tdt

t2 + a2
+
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+

(
N − Mp

2

)∫
dt

t2 + a2
=
M

2
ln(t2 + a2) +

1

a

(
N − Mp

2

)
arctg

t

a
+ C =

=
M

2
ln(x2 + px+ q) +

2N −Mp√
4q − p2

arctg
2x+ p√
4q − p2

+ C.

Äëÿ ïðîñòîãî äðîáó 4) öÿ æ ñàìà ïiäñòàíîâêà äàñòü òàêèé ðåçóëüòàò:

∫
Mx+N

(x2 + px+ q)m
dx =

∫ Mt+
(
N − Mp

2

)
(t2 + a2)m

dt =

=
M

2

∫
2tdt

(t2 + a2)m
+

(
N − Mp

2

)∫
dt

(t2 + a2)m
.

Ïåðøèé ç iíòåãðàëiâ îá÷èñëþ¹òüñÿ ëåãêî:

M

2

∫
d(t2 + a2)

(t2 + a2)m
=
∣∣t2 + a2 = U

∣∣ =
M

2

∫
dU

Um
=

= − M

2(m− 1)
· 1

Um−1 + C = − 1

m− 1
· 1

(t2 + a2)m−1
+ C.

Äî äðóãîãî iíòåãðàëà

(
N − Mp

2

)∫
dt

(t2 + a2)m
çàñòîñîâó¹ìî ðåêóðåíòíó

ôîðìóëó, âèâåäåíó â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi.

Âêiíöi, ùîá îòðèìàòè îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò, ïîâåðòà¹ìîñü äî çìiííî¨ x,

çàñòîñîâóþ÷è çâîðîòíþ çàìiíó t =
2x+ p

2
.

II. Ðîçêëàä ïðàâèëüíèõ äðîáiâ íà ïðîñòi.

Òåîðåìà 1.3. Êîæíèé ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá
P (x)

Q(x)
ìîæå áóòè

çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi ñóìè ïðîñòèõ äðîáiâ.

Ðîçêëàä ïðàâèëüíîãî äðîáó íà ïðîñòi äðîáè áåçïîñåðåäíiì ÷èíîì ïîâ'ÿçà-

íèé ç ðîçêëàäîì çíàìåííèêà Q(x) íà ïðîñòi ìíîæíèêè. Òîáòî â çàãàëüíîìó

âèïàäêó

Q(x) = (x− a)k · . . . · (x2 + px+ q)m · . . . ,

äå k,m � íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Ïåðåä òèì, ÿê äîâåñòè öþ òåîðåìó, íàâåäåìî äåÿêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.

à) Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ìíîæíèê x−a, ùî âõîäèòü â ðîçêëàä çíàìåííèêà

iç ñòåïåíåì k ≥ 1 òàê, ùî Q(x) = (x − a)kQ1(x), äå Q1(x) âæå íà x − a íå
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äiëèòüñÿ. Òîäi äðiá
P (x)

Q(x)
=

P (x)

(x− a)kQ1(x)
ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

ñóìè ïðàâèëüíèõ äðîáiâ
A

(x− a)k
+

P1(x)

(x− a)k−1Q1(x)
, ç ÿêèõ ïåðøèé äðiá ¹

ïðîñòèì, à çíàìåííèê äðóãîãî äðîáó ìiñòèòü ìíîæíèê x−a ìåíøîãî ñòåïåíÿ.

Äiéñíî, äëÿ ðîçêëàäó äîñòàòíüî ïiäiáðàòè ÷èñëî A i ìíîãî÷ëåí P1(x) òàê,

ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

P (x)− AQ1(x) = (x− a)P1(x).

Çà òåîðåìîþ Áåçó ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà x−a áåç îñòà÷i,

òîáòî A =
P (a)

Q1(a)
. Çàóâàæèìî, ùî öåé äðiá ìà¹ çìiñò, áî Q1(x) 6= 0.

Çíàþ÷è A ëåãêî ç ðiâíîñòi çíàéòè ìíîãî÷ëåí P1(x).

á) Íåõàé òåïåð x2 + px + q âõîäèòü â ðîçêëàä çíàìåííèêà iç ñòåïåíåì

m ≥ 1, òîáòî Q(x) = (x2 + px + q)mQ1(x), äå çíîâó Q1(x) íå äiëèòüñÿ íà

x2 + px + q. Òîäi äàíèé äðiá
P (x)

Q(x)
=

P (x)

(x2 + px+ q)mQ1(x)
ìîæå áóòè çîáðà-

æåíèé ó âèãëÿäi ñóìè ïðàâèëüíèõ äðîáiâ

Mx+N

(x2 + px+ q)m
+

P1(x)

(x2 + px+ q)m−1Q1(x)
,

ïåðøèé ç ÿêèõ áóäå ïðîñòèì äðîáîì, à äðóãèé ìiñòèòü â çíàìåííèêó òðè÷ëåí,

íèæ÷îãî íà îäèíèöþ ñòåïåíÿ.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ öüîãî ðîçêëàäó äîñòàòíüî ïiäiáðàòè ÷èñëà M i N òà ìíî-

ãî÷ëåí P1(x), ùîá âèêîíóâàëàñü òîòîæíiñòü

P (x)− (Mx+N)Q1(x) = (x2 + px+ q) · P1(x). (1)

Âèçíà÷èìî ÷èñëà M i N òàê, ùîá öüîãî ðàçó ëiâà ÷àñòèíà äiëèëàñü íà

x2 + px+ q. Íåõàé îñòà÷àìè âiä äiëåííÿ P (x) i Q1(x) íà öåé òðè÷ëåí áóäóòü

âiäïîâiäíî âèðàçè αx+β i γx+δ. Òîäi âñå çâåäåòüñÿ äî ïèòàííÿ, ÷è äiëèòüñÿ

íà òðè÷ëåí âèðàç

αx+ β − (Mx+N)(γx+ δ) = −γMx2 + (α− δM − γN)x+ β − δN.

Âèêîíàâøè äiëåííÿ âèðàçó íà x2 + px+ q, îòðèìà¹ìî îñòà÷ó

((pγ − δ)M − γN + α)x+ qγM − δN + β.



�1.5. Iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ 11

Ïðèðiâíþ¹ìî îáèäâà êîåôiöi¹íòè äî íóëÿ i îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ç äâîõ ðiâ-

íÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ M i N :(pγ − δ)M − γN = −α,

qγM − δN = −β.

Âèçíà÷íèê ∣∣∣∣∣∣pγ − δ −γqγ −δ

∣∣∣∣∣∣ = δ2 − pγδ + qγ2 6= 0,

áî γ2
((
− δ

γ

)2
+ p
(
− δ

γ

)
+ q
)
6= 0. Íàâiòü, ÿêùî γ = 0, òî δ 6= 0,

Îòæå, ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ç ÿêîãî çíàõîäèìî M i N. Òîäi ç

ðiâíîñòi (1) çíàõîäèìî ìíîãî÷ëåí P1(x).

Â ðåçóëüòàòi íàøà òåîðåìà ëåãêî äîâîäèòüñÿ øëÿõîì ïîâòîðíîãî çàñòîñó-

âàííÿ ìiðêóâàíü à) òà á), ÿêå çàáåçïå÷ó¹ ïîñëiäîâíå âèäiëåííÿ ïðîñòèõ äðîáiâ

iç ïðàâèëüíîãî äðîáó àæ äî ïîâíîãî ðîçêëàäó.

Òîáòî, ÿêùî ìíîæíèê x− a âõîäèòü â Q(x) ëèøå â ïåðøîìó ñòåïåíi, òî

âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ à), ìè ñòàâèìî éîìó ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé ïðîñòèé

äðiá
A1

x− a
, ÿêùî ïîêàçíèê x−a ¹ k > 1, òî âèäiëèâøè ïðîñòèé äðiá

Ak

(x− a)k
,

ìè äî çàëèøåíîãî äðîáó çàñòîñó¹ìî à) i âèäiëèìî ïðîñòèé äðiá
Ak−1

(x− a)k−1
, i

ò.ä., ïîêè ìíîæíèê x − a íå çíèêíå ó çíàìåííèêó. Òîäi ìíîæíèêó (x − a)k

áóäå âiäïîâiäàòè ñóìà ïðîñòèõ äðîáiâ

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ . . .+

Ak

(x− a)k
.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ âèêîðèñòà¹ìî, êîëè ìà¹ìî â çíàìåííèêó òðè÷ëåí

(x2 + px+ q)m, äå m > 1. Òîäi â öüîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî

M1x+N1

x2 + px+ q
+

M2x+N2

(x2 + px+ q)2
+ . . .+

Mmx+Nm

(x2 + px+ q)m
,

à öå i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

III. Ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Çíàþ÷è ôîðìó ðîçêëàäó ïðà-

âèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó
P (x)

Q(x)
, äå Q(x) � ìíîãî÷ëåí n-ãî ñòåïåíÿ, éîãî
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çàïèñóþòü ñïðàâà ó âèãëÿäi ñóìè ïðîñòèõ äðîáiâ ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè

â ÷èñåëüíèêó êîæíîãî ç íèõ. Ñïiëüíèì çíàìåííèêîì äëÿ âñiõ äðîáiâ áóäå

ìíîãî÷ëåí Q(x). Çâîäÿ÷è âñi äðîáè äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà îòðèìó¹ìî ïðà-

âèëüíèé äðiá. ßêùî âiäêèíóòè ç îáîõ êðàéíiõ ÷àñòèí ðiâíîñòi çíàìåííèêè,

òî îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ (n − 1)-ãî ñòåïåíÿ. Êîåôiöi¹íòàìè

ïðè ðiçíèõ ñòåïåíÿõ x ìíîãî÷ëåíà ñïðàâà áóäóòü ëiíiéíi îäíîðiäíi ìíîãî÷ëå-

íè âiäíîñíî íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ, ïîçíà÷åíèõ áóêâàìè. Ïðèðiâíþþ÷è ¨õ

äî âiäïîâiäíèõ ÷èñëîâèõ êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà P (x) îòðèìó¹ìî ñèñòåìó

n ðiâíÿíü, ç ÿêî¨ öi êîåôiöi¹íòè îäíîçíà÷íî çíàõîäÿòüñÿ. Îñêiëüêè íàïåðåä

âñòàíîâëåíà ìîæëèâiñòü ðîçêëàäó ïðàâèëüíîãî äðîáó íà ïðîñòi äðîáè, òî öÿ

ñèñòåìà çàâæäè áóäå ìàòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïðèêëàä 1.6. Çíàéòè iíòåãðàë

∫
xdx

(x− 1)2(x2 + 2x+ 2)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çãiäíî òåîðåìè ìà¹ìî:

x

(x− 1)2(x2 + 2x+ 2)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx+D

x2 + 2x+ 2
=

=
Ax3 + Ax2 − 2A+Bx2 + 2Bx+ 2B + Cx3 − 2Cx2 + Cx+Dx2 − 2Dx+D

(x− 1)2(x2 + 2x+ 2)
.

Çâiäñè

(A+ C)x3 + (A+B − 2C +D)x2 + (2B + C − 2D)x+ (2B − 2A+D) = x.

Îòæå, ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

A+ C = 0,

A+B − 2C +D = 0,

2B + C − 2D = 1,

2B − 2A+D = 0,

ç ÿêî¨

D = − 8

25
, C = − 1

25
, B =

1

5
, A =

1

25
.
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Òîäi∫
xdx

(x− 1)2(x2 + 2x+ 2)
=

1

25

∫
dx

x− 1
+

1

5

∫
dx

(x− 1)2
− 1

25

∫
x+ 8

x2 + 2x+ 2
dx =

=
1

25

∫
dx

x− 1
+

1

5

∫
dx

(x− 1)2
− 1

50

∫
d((x+ 1)2 + 1)

(x+ 1)2 + 1
− 7

25

∫
d(x+ 1)

(x+ 1)2 + 1
=

=
1

25
ln |x− 1| − 1

5
· 1

x− 1
− 1

50
ln(x2 + 2x+ 2)− 7

25
arctg(x+ 1) + C.

Îòæå, iíòåãðàë âiä áóäü-ÿêî¨ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ âèðàæà¹òüñÿ â ñêií÷åííîìó

âèãëÿäi � çà äîïîìîãîþ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨, ëîãàðèôìà i àðêòàíãåíñà.

IV. Âèäiëåííÿ ðàöiîíàëüíî¨ ÷àñòèíè iíòåãðàëà. Iñíó¹ ñïîñiá, ùî íà-

ëåæèòü ìàòåìàòèêó Îñòðîãðàäñüêîìó Ì.Â., çà äîïîìîãîþ ÿêîãî çíàõîäæåííÿ

iíòåãðàëà âiä ïðàâèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ. Öåé ñïî-

ñiá äîçâîëÿ¹ àëãåáðà¨÷íèì øëÿõîì âèäiëèòè ðàöiîíàëüíó ÷àñòèíó iíòåãðàëà.

Âæå âiäîìî, ùî ðàöiîíàëüíi ÷ëåíè â iíòåãðàëi îòðèìóþòüñÿ ïðè iíòåãðó-

âàííi ïðîñòèõ äðîáiâ 2) i 4). Â ïåðøîìó âèïàäêó iíòåãðàë îäðàçó ìîæíà çà-

ïèñàòè ó âèãëÿäi∫
A

(x− a)k
dx = − A

(k − 1)
· 1

(x− a)k−1
+ C.

Âèçíà÷èìî òåïåð, ÿêèé âèãëÿä áóäå ìàòè ðàöiîíàëüíà ÷àñòèíà iíòåãðàëà∫
Mx+N

(x2 + px+ q)m
dx, (m > 1, q − p2

4
> 0).

Íà ïåðøîìó êðîöi, ÿêùî âèêîðèñòà¹ìî çàìiíó x+
p

2
= t i ðåêóðåíòíó

ôîðìóëó, áóäåìî ìàòè∫
Mx+N

(x2 + px+ q)m
dx =

M ′x+N ′

(x2 + px+ q)m−1
+ α

∫
dx

(x2 + px+ q)m−1
,

äå M ′, N ′ i α � äåÿêi ñòàëi êîåôiöi¹íòè.

Äàëi â öié ôîðìóëi çàìiíèìî m íà m− 1. ßêùî m > 2, òî îòðèìà¹ìî∫
α dx

(x2 + px+ q)m−1
dx =

M ′′x+N ′′

(x2 + px+ q)m−2
+ β

∫
dx

(x2 + px+ q)m−2
.

Öåé ïðîöåñ âèäiëåííÿ ðàöiîíàëüíî¨ ÷àñòèíè çàñòîñîâó¹ìî äîòè, ïîêè â

îñòàííüîìó iíòåãðàëi íå îòðèìà¹ìî ñòåïiíü x2 + px+ q, ÿêèé ðiâíèé îäèíèöi.

Îá'¹äíàâøè òåïåð âñi êðîêè, îòðèìà¹ìî:∫
Mx+N

(x2 + px+ q)m
dx =

R(x)

(x2 + px+ q)m−1
+ λ

∫
dx

x2 + px+ q
,
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äå R(x) � ìíîãî÷ëåí ìåíøîãî ñòåïåíÿ çà m− 1, λ � ñòàëà.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðàâèëüíèé äðiá
P (x)

Q(x)
ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

∫
P (x)

Q(x)
dx =

P1(x)

Q1(x)
+

∫
P2(x)

Q2(x)
dx.

Öå ñïiââiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Îñòðîãðàäñüêîãî.

Ðàöiîíàëüíà ÷àñòèíà iíòåãðàëà
P1(x)

Q1(x)
, óòâîðåíà âiä äîäàâàííÿ âèäiëåíèõ

âèùå ðàöiîíàëüíèõ ÷àñòèí. Îòæå, âîíà ¹ ïðàâèëüíèì äðîáîì, çíàìåííèê ÿêî-

ãî Q1(x) = (x− a)k−1 · . . . · (x2 + px + q)m−1 · . . . Äðiá, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ïiä

iíòåãðàëîì òàêîæ ¹ ïðàâèëüíèì i óòâîðþ¹òüñÿ âiä äîäàâàííÿ äðîáiâ
A

x− a
, . . .

i
Mx+N

x2 + px+ q
, . . . , òîáòî Q2(x) = (x− a) · . . . · (x2 + px+ q) · . . . Î÷åâèäíî, ùî

Q(x) = Q1(x) ·Q2(x).

Äèôåðåíöiþþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ôîðìóëè Îñòðîãðàäñüêîãî, îòðèìà¹ìî

P (x)

Q(x)
=

[
P1(x)

Q1(x)

]′
+
P2(x)

Q2(x)
.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîãî÷ëåíè Q1(x) i Q2(x) ìîæóòü áóòè çíàéäåíi i áåç

ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà Q(x). Äiéñíî, îñêiëüêè ïîõiäíà Q′(x) ìiñòèòü âñi ïðîñòi

ìíîæíèêè, íà ÿêi ðîçêëàäà¹òüñÿ Q(x), ç ïîêàçíèêàìè íà îäèíèöþ ìåíøèìè,

òî Q1(x) = ÍÑÄ(Q(x), Q′(x)). Òîäi Q2(x) =
Q(x)

Q1(x)
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ P1(x) òà P2(x) âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êî-

åôiöi¹íòiâ. Íåõàé n1, n2, n � âiäïîâiäíi ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ Q1(x), Q2(x) i

Q(x), òîáòî n = n1 +n2. Òîäi ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ P (x), P1(x), P2(x) áóäóòü

âiäïîâiäíî íå âèùå ÷èñåë n− 1, n1− 1 i n2− 1. Ïiäñòàâèìî çàìiñòü P1(x) òà

P2(x) ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ n1− 1 i n2− 1 ç áóêâåííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âñüî-

ãî öèõ êîåôiöi¹íòiâ áóäå n1 + n2 = n. Âèêîíà¹ìî äèôåðåíöiþâàííÿ ôîðìóëè

Îñòðîãðàäñüêîãî, òîäi

P (x)

Q(x)
=
P ′1(x) ·Q1(x)− P1(x) ·Q′1(x)

Q2
1(x)

+
P2(x)

Q2(x)
.
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Ïîêàæåìî, ùî ïåðøèé äðiá ñïðàâà ìîæíà çâåñòè äî çíàìåííèêà Q(x).

Äiéñíî,

P ′1(x) ·Q1(x)− P1(x) ·Q′1(x)

Q2
1(x)

=
P ′1(x) ·Q2(x)− P1(x) · Q

′
1(x)·Q2(x)
Q1(x)

Q1(x) ·Q2(x)
=

=
P ′1(x) ·Q2(x)− P1(x) ·H(x)

Q(x)
,

äå ÷èñåëüíèê ìíîãî÷ëåíà H(x) íàöiëî äiëèòüñÿ íà çíàìåííèê Q1(x). Òîäi

P ′1(x) ·Q2(x)− P1(x) ·H(x) + P2(x) ·Q1(x) = P (x).

Çâiäñè ìà¹ìî ñèñòåìó n ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ n íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ.

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîáòî âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

�1.6. Iíòåãðóâàííÿ äåÿêèõ âèðàçiâ, ÿêi ìiñòÿòü ðàäèêàëè

I. Iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ âèäó R
(
x, m

√
αx+β
γx+δ

)
. Âèùå ìè íàâ÷èëèñü ií-

òåãðóâàòè ðàöiîíàëüíi äèôåðåíöiàëè. Â ïîäàëüøîìó îñíîâíèì ñïîñîáîì ií-

òåãðóâàííÿ òèõ àáî iíøèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëiâ áóäå âiäøóêàííÿ òàêèõ ïiä-

ñòàíîâîê t = ω(x), ÿêi çâîäèëè á ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç äî ðàöiîíàëüíîãî

âèäó. Òîäi âèêîðèñòàâøè îáåðíåíó ïiäñòàíîâêó, iíòåãðàë ìîæíà âèðàçèòè â

ñêií÷åííîìó âèãëÿäi ó ôóíêöiÿõ, çàëåæíèõ âiä çìiííî¨ x.

Íåõàé çàäàíî
∫
R
(
x, m

√
αx+β
γx+δ

)
dx, äå R � îçíà÷à¹ ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ

âiä äâîõ àðãóìåíòiâ m � íàòóðàëüíå ÷èñëî, α, β, γ, δ � ñòàëi.

Ïîêëàäåìî

t = ω(x) = m

√
αx+ β

γx+ δ
, tm =

αx+ β

γx+ δ
, x = ϕ(t) =

δtm − β
α− γtm

.

Òîäi iíòåãðàë ïåðåòâîðèòüñÿ äî âèãëÿäó
∫
R(ϕ(t), t)ϕ′(t)dt. Ïiäiíòåãðàëüíèé

âèðàç ìà¹ ðàöiîíàëüíèé âèä, îñêiëüêè R,ϕ, ϕ′� ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨. Îá÷è-

ñëþþ÷è öåé iíòåãðàë ïîïåðåäíiìè ìåòîäàìè i ïîâåðíóâøèñü äî çìiííî¨ x,

îòðèìà¹ìî ïåðâiñíó.
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Äî iíòåãðàëà öüîãî âèäó çâîäÿòüñÿ i áiëüø çàãàëüíi iíòåãðàëè∫ (
x,
(αx+ β

γx+ δ

)r
,
(αx+ β

γx+ δ

)s
, . . .

)
dx,

äå âñi ïîêàçíèêè r, s, . . . � ðàöiîíàëüíi. Ïîòðiáíî çâåñòè âñi ïîêàçíèêè äî

ñïiëüíîãî çíàìåííèêà m, ùîá ïiä çíàêîì iíòåãðàëà îòðèìàòè ðàöiîíàëüíó

ôóíêöiþ âiä âiä ðàäèêàëà m

√
αx+β
γx+δ .

Ïðèêëàä 1.7. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

∫
dx

3
√

(x− 1)(x+ 1)2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ, îòðèìà¹ìî:∫
dx

3
√

(x− 1)(x+ 1)2
=

∫
3

√
x+ 1

x− 1
· dx

x+ 1
=

∣∣∣∣∣∣ t = 3

√
x+1
x−1 , x = t3+1

t3−1 ,

dx = − 6t2dt
(t3−1)2

∣∣∣∣∣∣ =

= −3

∫
dt

t3 − 1
=

∫ (
− 1

t− 1
+

t+ 2

t2 + t+ 1

)
dt =

= −
∫

dt

t− 1
+

1

2

∫
d(t2 + t+ 1)

t2 + t+ 1
+

1

2

∫
dt(

t+ 1
2

)2
+ 3

4

=

= − ln |x+ 1|+ 1

2
ln |t2 + t+ 1|+ 1√

3
arctg

2t+ 1√
3

+ C =

=
1

2
ln
t2 + t+ 1

(t+ 1)2
+

1√
3

arctg
2t+ 1√

3
+ C,

äå t = 3

√
x+1
x−1 .

�1.7. Iíòåãðóâàííÿ áiíîìiàëüíèõ äèôåðåíöiàëiâ

Áiíîìiàëüíèìè íàçèâàþòüñÿ äèôåðåíöiàëè âèãëÿäó xm(a+bxn)pdx, äå a, b

� áóäü-ÿêi ñòàëi, à ïîêàçíèêè m,n, p � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà. Âèÿñíèìî, â ÿêèõ

âèïàäêàõ öåé âèðàç ìîæíà ïðîiíòåãðóâàòè.

Ïåðøèé âèïàäîê çðîçóìiëèé: ÿêùî p � öiëå, òî ïîçíà÷èâøè ÷åðåç λ � íàé-

ìåíøå ñïiëüíå êðàòíå çíàìåííèêiâ äðîáiâ m i n, çðîáèìî çàìiíó â iíòåãðàëi

t = λ
√
x àáî x = tλ.

Òîäi ∫
xm(a+ bxn)p dx = λ

∫
tλm(a+ btλn)p · tλ−1dt
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¹ iíòåãðàëîì âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Ïåðåòâîðèìî òåïåð âèðàç ïiäñòàíîâêîþ z = xn, òîäi

xm(a+ bxn)pdx =
1

n
(a+ bz)pz

m+1
n −1dz.

Ïîçíà÷èâøè q = m+1
n − 1, îòðèìà¹ìî∫
xm(a+ bxn)pdx =

1

n

∫
(a+ bz)pzqdz.

ßêùî q � öiëå ÷èñëî, òî çíîâó ïîâåðòà¹ìîñü äî âæå âèâ÷åíîãî òèïó iíòå-

ãðàëà. Äiéñíî, ÿêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç ν çíàìåííèê äðîáó p, òî ïiäiíòåãðàëü-

íèé âèðàç ìàòèìå âèãëÿä R(z, ν
√
a+ bz). Öåé âèðàç çâîäèòüñÿ äî ðàöiîíàëüíî¨

ôóíêöi¨ çàìiíîþ t = ν
√
a+ bz = ν

√
a+ bxn.

ßêùî ïåðåïèøåìî iíòåãðàë
∫

(a+ bz)pzqdz ó âèãëÿäi
∫ (a+ bz

z

)p
zp+qdz,

òî ïðè p+ q ∈ Z çíîâó ìà¹ìî âiäîìèé âèïàäîê, áî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ìà¹

âèãëÿä R
(
z, ν

√
a+bz
z

)
. Çíîâó öþ ôóíêöiþ çâîäèìî äî ðàöiîíàëüíî¨ ïiäñòàíîâ-

êîþ t = ν

√
a+bz
z .

Îòæå, iíòåãðàë âiä áiíîìiàëüíîãî äèôåðåíöiàëà iíòåãðó¹òüñÿ â ñêií÷åííî-

ìó âèãëÿäi, ÿêùî öiëèì áóäå îäíå ç ÷èñåë p, q, p + q, àáî îäíå ç ÷èñåë p,
m+ 1

n
,
m+ 1

n
+ p.

Ïðèêëàä 1.8. Çíàéòè iíòåãðàë

∫
3
√

1 + 4
√
x√

x
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ, çàïèøåìî∫
3
√

1 + 4
√
x√

x
dx =

∫
x−

1
2 (1 + x

1
4 )

1
3dx =

=

∣∣∣∣∣∣ m = −1
2 , n = 1

4 , p = 1
3 ,

m+1
n =

− 1
2+1
1
4

= 2 ∈ Z

t = (1 + x
1
4 )

1
3 , x = (t3 − 1)4, dx = 4(t3 − 1)3 · 3t2dt

∣∣∣∣∣∣ = 12

∫
(t6 − t3)dt =

= 12
(t7

7
− t4

4

)
+ C = 12

(
3
√

(1 + 4
√
x)7

7
−

3
√

(1 + 4
√
x)4

4

)
+ C.
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�1.8. Iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ âèäó R(x,
√
ax2 + bx+ c). Ïiäñòàíîâêè

Åéëåðà

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó iíòåãðàëiâ âèãëÿäó
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî êâàäðàòíèé òðè÷ëåí ïiä êîðåíåì íå ìà¹ îäíàêîâèõ

ðîçâ'ÿçêiâ, áî â òàêîìó âèïàäêó âií ìîæå áóòè çàìiíåíèé íà ðàöiîíàëüíèé

âèðàç. Âèâ÷èìî òðè ïiäñòàíîâêè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ïiäñòàíîâêàìè Åéëåðà,

i çà äîïîìîãîþ ÿêèõ çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî ðàöiîíàëüíîãî ïiäiíòåãðàëüíèé

âèðàç.

Ïåðøó ïiäñòàíîâêó ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òîäi, êîëè a > 0. Òîäi âèêîðè-

ñòîâóþòü çàìiíó
√
ax2 + bx+ c = t−

√
ax àáî t+

√
ax.

Ïiäíiñøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äî êâàäðàòó, îòðèìà¹ìî

ax2 + bx+ c = t2 − 2
√
atx+ ax2, bx+ 2

√
atx = t2 − c.

Çâiäñè

x =
t2 − c

b+ 2
√
at
,
√
ax2+bx+c =

√
at2 + bt+ c

√
a

2
√
at+ b

, dx = 2·
√
at2 + bt+ c

√
a

(2
√
at+ b)2

dt.

Òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ âèçíà÷åííÿ x îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî

ñòåïåíÿ, i ðàäèêàë
√
ax2 + bx+ c âèðàæà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíî ÷åðåç t. Ïiñëÿ

iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ t âêiíöi çàìiñòü t ïiäñòàâëÿþòü

âèðàç
√
ax2 + bx+ c+

√
ax.

Äðóãà ïiäñòàíîâêà çàñòîñîâó¹òüñÿ, ÿêùî c > 0. Â öüîìó âèïàäêó ìîæíà

ïðîâåñòè çàìiíó
√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c àáî xt−

√
c.

ßêùî çíîâó îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi ïiäíåñòè äî êâàäðàòó, òî îòðèìà¹ìî

ax2 + bx+ c = x2t2 + 2
√
cxt+ c,

çâiäñè

xa+ b = xt2 + 2
√
ct, x =

2
√
ct− b

a− t2
,

√
ax2 + bx+ c =

√
ct2 − bt+

√
ca

a− t2
, dx = 2 ·

√
ct2 − bt+

√
ca

(a− t2)2
dt.
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Ïiäñòàâèâøè öi çíà÷åííÿ â ïî÷àòêîâèé iíòåãðàë çíîâó îòðèìà¹ìî iíòå-

ãðàë âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨. Â íüîìó ïiñëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðâiñíî¨ ðîáèìî

çâîðîòíþ çàìiíó t =

√
ax2 + bx+ c−

√
c

x
.

Âèïàäêè äëÿ a > 0 òà c > 0 çâîäÿòüñÿ îäèí äî äðóãîãî ïiäñòàíîâêîþ

x =
1

z
.

Òðåòÿ ïiäñòàíîâêà Åéëåðà çàñòîñîâó¹òüñÿ òîäi, êîëè êâàäðàòíèé òðè÷ëåí

ax2 + bx+ c ìà¹ ðiçíi äiéñíi êîðåíi λ i µ. Òîäi ìîæíà çàïèñàòè

ax2 + bx+ c = a(x− λ)(x− µ).

Â öüîìó âèïàäêó ïðîâîäèìî çàìiíó
√
ax2 + bx+ c = t(x− λ) àáî t(x− µ).

Îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi çíîâó ïiäíåñåìî äî êâàäðàòó. Òîäi îòðèìà¹ìî

a(x− µ) = t2(x− λ). Çâiäñè

x =
λt2 − aµ
t2 − a

,
√
ax2 + bx+ c =

a(λ− µ)t

t2 − a
, dx =

2a(µ− λ)t

(t2 − a)2
dt.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî êâàäðàòíèé òðè÷ëåí ìà¹ äiéñíi ðiçíi êîðåíi λ i µ,

òî √
ax2 + bx+ c =

√
a(x− λ)(x− µ) = (x− λ)

√
a · x− µ

x− λ
,

òîáòî R(x,
√
ax2 + bx+ c) = R

(
x,
√
a · x−µx−λ

)
i ìè çíîâó ìà¹ìî ñïðàâó ç ðàíi-

øå âèâ÷åíèì òèïîì iíòåãðàëà.

Ïîêàæåìî, ùî ïåðøî¨ i òðåòüî¨ ïiäñòàíîâîê Åéëåðà äîñòàòíüî, ùîá ïðîâå-

ñòè ðàöiîíàëiçàöiþ ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó ó âñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêàõ. Äié-

ñíî, ÿêùî ax2 + bx+ c ìà¹ äiéñíi êîðåíi, òî çàñòîñîâíà òðåòÿ ïiäñòàíîâêà.

ßêùî äiéñíèõ êîðåíiâ íåìà¹, òîáòî b2 − 4ac < 0, òî âèðàç

ax2 + bx+ c =
1

4a

(
(2ax+ b)2 + 4ac− b2

)
ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨ x ìà¹ çíàê a. Âèïàäîê a < 0 íàñ íå öiêàâèòü, áî

òîäi ðàäèêàë âçàãàëi íå ìàâ áè äiéñíèõ çíà÷åíü. Ó âèïàäêó a > 0 çàñòîñîâó-

¹òüñÿ ïåðøà ïiäñòàíîâêà Åéëåðà.

Ïðèêëàä 1.9. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

∫
dx

x+
√
x2 − x+ 1

.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ çàäàíîãî iíòåãðàëà âèêîðèñòîâó¹ìî ïåðøó ïiäñòàíîâ-

êó Åéëåðà:

∫
dx

x+
√
x2 − x+ 1

=

∣∣∣∣∣∣
√
x2 − x+ 1 = t− x,

x = t2−1
2t−1 , dx = 2 · t2−t+1

(2t−1)2 dt

∣∣∣∣∣∣ =

∫
2t2 − 2t+ 2

t(2t− 1)2
dt =

=

∫ (2

t
− 3

2t− 1
+

3

(2t− 1)2

)
dt = 2 ln |t| − 3

2
ln |2t− 1| − 3

2
· 1

2t− 1
+ C,

äå t = x+
√
x2 − x+ 1.

�1.9. Iíøi ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëiâ, ùî ìiñòÿòü ðàäèêàë
√
ax2 + bx+ c

Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïiäñòàíîâêè Åéëåðà ïðèâîäÿòü äî áiëüø ñêëàäíèõ

âèïàäêiâ. Òîìó ðîçãëÿíåìî iíøi ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ.

Äëÿ çðó÷íîñòi çðîáèìî çàìiíó Y = ax2 + bx+ c i y =
√
Y . Ðàöiîíàëüíà

ôóíêöiÿ R(x, y) ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi ÷àñòêè äâîõ öiëèõ ìíîãî÷ëå-

íiâ âiäíîñíî x òà y. Çàìiíþþ÷è âñþäè y2 íà Y ìè çâåäåìî R(x, y) äî âèðàçó

R(x, y) =
P1(x) + P2(x)y

P3(x) + P4(x)y
, äå Pi(x), (i = 1, 4) � öiëi ìíîãî÷ëåíè.

Ïîìíîæèâøè ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê öüîãî äðîáó íà âèðàç P3(x)−P4(x)y

i çíîâó çàìiíþþ÷è y2 íà Y, ïðèéäåìî äî íîâî¨ ôîðìè çàïèñó äëÿ R(x, y) :

R(x, y) = R1(x) +R2(x)y.

Iíòåãðàë âiä ïåðøîãî äîäàíêà ìè âæå âìi¹ìî çíàõîäèòè, òîìó ðîçãëÿíå-

ìî ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëà âiä äðóãîãî äîäàíêà. Ïîìíîæèâøè i ïîäi-

ëèâøè éîãî íà y îòðèìà¹ìî âèðàç âèäó R∗(x) · 1

y
= R∗(x) · 1√

ax2 + bx+ c
,

iíòåãðóâàííÿ ÿêîãî i ðîçãëÿíåìî.

Ç ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ R∗(x) âèäiëÿ¹ìî öiëó ÷àñòèíó i îòðèìàíó ïðàâèëü-

íó äðîáîâó ÷àñòèíó ðîçáèâà¹ìî íà ïðîñòi äðîáè. Â öüîìó âèïàäêó iíòåãðóâà-

ííÿ îòðèìàíîãî âèðàçó çâåäåòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ òðüîõ òèïiâ:

I.
∫

P (x)√
ax2 + bx+ c

dx,
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II.
∫

Adx

(x− α)k
√
ax2 + bx+ c

,

III.
∫

Mx+N

(x2 + px+ q)m
√
ax2 + bx+ c

dx,

äå âñi êîåôiöi¹íòè äiéñíi, à êîðåíi ìíîãî÷ëåíà x2+px+q � óÿâíi. Çóïèíèìîñü

íà êîæíîìó ç âèïàäêiâ îêðåìî.

I. Ïîçíà÷èìî (äëÿ m = 0, 1, 2, . . .)

Vm =

∫
xm√

ax2 + bx+ c
dx =

∫
xmdx√
Y
.

Ëåãêî âèâåñòè ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ. Äëÿ m > 1

âiçüìåìî ïîõiäíó(
xm−1

√
Y
)′

= (m− 1)xm−2
√
Y +

xm−1Y ′

2
√
Y

=

=
2(m− 1)xm−2(ax2 + bx+ c) + xm−1(2ax+ b)

2
√
Y

=

= ma · x
m

√
Y

+
(
m− 1

2

)
b · x

m−1
√
Y

+ (m− 1)c · x
m−2
√
Y
.

Ïðîiíòåãðóâàâøè êðàéíi ÷àñòèíè ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî

xm−1
√
Y = maVm +

(
m− 1

2

)
bVm−1 + (m− 1)cVm−2.

Áåðó÷è m = 1, îòðèìà¹ìî V1 =
1

a

√
Y − b

2a
V0. Ïiäñòàâëÿþ÷è m = 2 i

çàñòîñîâóþ÷è âèðàç äëÿ V1, îòðèìà¹ìî

V2 =
1

4a2
(2ax− 3b)

√
Y +

1

8a2
(3b2 − 4ac)V0.

Çà àíàëîãi¹þ îòðèìà¹ìî çàãàëüíó ôîðìóëó

Vm = pm−1(x)
√
Y + λmV0,

äå pm−1(x) � ìíîãî÷ëåí (m−1)-ãî ñòåïåíÿ, à λm = const. Îòæå, âñi iíòåãðàëè

Vm çâîäÿòüñÿ äî V0.

ßêùî â iíòåãðàëi âèäó I ìíîãî÷ëåí P (x) áóäå n-ãî ñòåïåíÿ, òî iíòåãðàë áó-

äå çîáðàæàòèñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ iíòåãðàëiâ V0, V1, . . . , Vn. Îòæå,

iíòåãðàë çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi∫
P (x)√
Y
dx = Q(x)

√
Y + λ

∫
dx√
Y
,



22 Ïåðâiñíà ôóíêöi¨

äå Q(x) � ìíîãî÷ëåí (n− 1)-ãî ñòåïåíÿ, λ = const. Ìíîãî÷ëåí Q(x) i ñòàëà

λ çíàõîäÿòüñÿ çà ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Äèôåðåíöiþþ÷è îáè-

äâi ÷àñòèíè ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi i ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îòðèìàíîãî

ñïiââiäíîøåííÿ íà
√
Y , îòðèìà¹ìî

P (x) = Q′(x)(ax2 + bx+ c) +
1

2
Q(x)(2ax+ b) + λ.

Â îáèäâîõ ÷àñòèíàõ áóäåìî ìàòè ìíîãî÷ëåíè n-ãî ñòåïåíÿ.

Öåé ìåòîä çàáåçïå÷ó¹ âèäiëåííÿ àëãåáðà¨÷íî¨ ÷àñòèíè iç iíòåãðàëà∫
P (x)√
Y
dx.

II. Iíòåãðàë
∫

dx

(x− α)k
√
Y

çâîäèòüñÿ ïiäñòàíîâêîþ x−α =
1

t
äî ðîçãëÿ-

íóòîãî ðàíiøå âèïàäêó. Äiéñíî, ìà¹ìî

dx = −dt
t2
, ax2 + bx+ c =

(aα2 + bα + c)t2 + (2aα + b)t+ a

t2
.

Îòæå, ÿêùî ðàõóâàòè x > α i t > 0, òî∫
dx

(x− α)k
√
ax2 + bx+ c

= −
∫

tk−1dt√
(aα2 + bα + c)t2 + (2aα + b)t+ a

.

III. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó îñîáëèâèé âèïàäîê, êîëè òðè÷ëåí ax2 + bx + c

ëèøå ìíîæíèêîì a âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òðè÷ëåíà x2 + px + q. Òîäi øóêàíèé

iíòåãðàë ìà¹ âèãëÿä
∫

Mx+N

(ax2 + bx+ c)
2m+1

2

dx. Éîãî ëåãêî çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ:

M

2a

∫
2ax+ b

(ax2 + bx+ c)
2m+1

2

dx+
(
N − Mb

2a

)∫ dx

(ax2 + bx+ c)
2m+1

2

,

ç ÿêî¨ ïåðøèé áåðåòüñÿ ïiäñòàíîâêîþ t = ax2 + bx+ c.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãîãî iíòåãðàëà çðó÷íî çàñòîñóâàòè ïiäñòàíîâêó Àáåëÿ

t =
(√

Y
)′

=
Y ′

2
√
Y

=
ax+ b

2√
ax2 + bx+ c

.

Ïiäíiñøè êðàéíi ÷àñòèíêè ðiâíîñòi äî êâàäðàòó i ïîìíîæèâøè íà 4Y, îòðè-

ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ 4t2Y = 4a2x2 + 4abx + b2, ÿêå âiäíiìåìî âiä ðiâíîñòi

4aY = 4a2x2 + 4abx + 4ac. Òîäi îòðèìà¹ìî 4(a − t2)Y = 4ac − b2, çâiäêè

Y m =

(
4ac− b2

4

)m
· 1

(a− t2)m
.
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Äèôåðåíöiþþ÷è òåïåð ðiâíiñòü t
√
Y = ax+

b

2
, çíàéäåìî

√
Y dt+ t2dx = adx,

çâiäñè
dx√
Y

=
dt

a− t2
. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

dx

Y
2m+1

2

=

(
4

4ac− b2

)m
(a− t2)m−1dt.

Îòæå, ∫
dx

Y
2m+1

2

=

(
4

4ac− b2

)m ∫
(a− t2)m−1dt,

ÿêèé ëåãêî çíàéòè.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ââàæà¹ìî, ùî ax2 + bx + c = a(x2 + p′x + q′), äå

p′ 6= p, q′ 6= q. Òîäi iíòåãðàë âèäó III ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè

x =
µt+ ν

t+ 1
, äå ÷èñëà µ i ν ¹ ðîçâ'ÿçêàìè êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

(p− p′)z2 + 2(q − q′)z + (p′q − pq′) = 0.

Öå âèïëèâà¹ ç ïiäñòàíîâêè x =
µt+ ν

t+ 1
â ìíîãî÷ëåíè x2 +px+ q i x2 +p′x+ q′

òà ïiäáîði çíà÷åíü µ òà ν òàêèõ, ùîá êîåôiöi¹íòè ïðè çìiííié t áóëè ðiâíi

íóëþ, òîáòî

µ+ ν = −2 · q − q
′

p− p′
, µ · ν =

p′q − pq′

p− p′
.

Ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ äàíî¨ ïiäñòàíîâêè îòðèìà¹ìî iíòåãðàë∫
P (t) dt

(t2 + λ)m
√
αt2 + β

,

äå P (t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ 2m− 1 i λ > 0.

Ðîçêëàâøè äðiá
P (t)

(t2 + λ)m
íà ïðîñòi äðîáè, çâåäåìî çàäà÷ó çíàõîäæå-

ííÿ ïåðâiñíî¨ äî çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëiâ âèäó
∫

At+B

(t2 + λ)k
√
αt2 + β

dt,

k = 1,m.

Äëÿ âèïàäêó k = m ìà¹ìî∫
At+B

(t2 + λ)m
√
αt2 + β

dt =
A

α

∫
αtdt

(t2 + λ)m
√
αt2 + β

+B

∫
dt

(t2 + λ)m
√
αt2 + β

.
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A

α

∫
αtdt

(t2 + λ)m
√
αt2 + β

=

∣∣∣∣∣∣U =
√
αt2 + β

αtdt = UdU

∣∣∣∣∣∣ =
A

α

∫
UdU(

U2−β
α + λ

)m
· U

=

=
A

α

∫
dU(

U2−β
α + λ

)m � iíòåãðàë âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨.

B

∫
dt

(t2 + λ)m
√
αt2 + β

=

∣∣∣∣∣∣∣
U = αt√

αt2+β

dt√
αt2+β

= dU
α−U2

∣∣∣∣∣∣∣ =

= Bαm
∫

(α− U 2)m−1

((β − αλ)U 2 + λα2)m
dU � iíòåãðàë âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 1.10. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

∫
x+ 3

(x2 − x+ 1)
√
x2 + x+ 1

dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â çàäàíîìó iíòåãðàëi ïðîâåäåìî çàìiíó x =
µt+ ν

t+ 1
. Òîäi

x2 ± x+ 1 =
(µ2 ± µ+ 1)t2 + (2µν ± (µ+ ν) + 2)t+ (ν2 ± ν + 1)

(t+ 1)2
,

çâiäêè

2µν ± (µ+ ν) + 2 = 0, µ+ ν = 0, µ · ν = −1.

Îòæå, µ = 1, ν = −1. Ìà¹ìî x =
t− 1

t+ 1
, dx =

2dt

(t+ 1)2
, òîäi∫

x+ 3

(x2 − x+ 1)
√
x2 + x+ 1

dx =

∫
8t dt

(t2 + 3)
√

3t2 + 1
+

∫
4 dt

(t2 + 3)
√

3t2 + 1
.

∫
8t dt

(t2 + 3)
√

3t2 + 1
=
∣∣∣√3t2 + 1 = U

∣∣∣ =
√

8 arctg

√
3t2 + 1

8
+ C1,∫

4 dt

(t2 + 3)
√

3t2 + 1
=

∣∣∣∣U =
3t√

3t2 + 1

∣∣∣∣ =

= 18

∫
dU

27− 8U 2
=

1√
6

ln

∣∣∣∣∣3
√

3 + 2
√

2U

3
√

3− 2
√

2U

∣∣∣∣∣+ C2.

�1.10. Iíòåãðàëè, ùî ìiñòÿòü äèôåðåíöiàëè R(sinx, cosx)dx

Äèôåðåíöiàëè òàêîãî âèäó çàâæäè ìîæóòü áóòè çâåäåíi äî ðàöiîíàëüíî¨

ôóíêöi¨ ïiäñòàíîâêîþ t = tg x
2 , −π < x < π. Äiéñíî,

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2 x
2

1 + tg2 x
2

=
1− t2

1 + t2
,
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x = 2 arctg t, dx =
2dt

1 + t2
,

òîäi

R(sinx, cosx)dx = R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
· 2dt

1 + t2
.

Îòæå, iíòåãðàëè âèäó
∫
R(sinx, cosx)dx çàâæäè áåðóòüñÿ ó ñêií÷åííîìó

âèãëÿäi. Äàíà ïiäñòàíîâêà íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ ïiäñòàíîâêîþ i â

äåÿêèõ âèïàäêàõ ïðèâîäèòü äî ãðîìiçäêèõ iíòåãðàëiâ.

Îäíàê, ìîæíà ðîçãëÿíóòè îêðåìi âèïàäêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿêi âäàñòüñÿ

äåùî ñïðîñòèòè çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëiâ, ùî ìiñòÿòü äèôåðåíöiàëè âèäó

R(sinx, cosx)dx.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìîñòi ç êóðñó àëãåáðè. ßêùî öiëà àáî äðîáîâà ðà-

öiîíàëüíà ôóíêöiÿ R(U, V ) íå çìiíþ¹ ñâîãî çíàêó ïðè çìiíi çíàêó îäíîãî iç

àðãóìåíòiâ, íàïðèêëàä U, òîáòî ÿêùî R(−U, V ) = R(U, V ), òî âîíà ìîæå

áóòè çâåäåíà äî âèãëÿäó R(U, V ) = R1(U
2, V ), ùî ìiñòèòü ïàðíi ñòåïåíi U.

ßêùî íàâïàêè, ïðè çìiíi çíàêó U ôóíêöiÿ R(U, V ) òàêîæ çìiíþ¹

çíàê, òîáòî R(−U, V ) = −R(U, V ), òî âîíà çâîäèòüñÿ äî ôóíêöi¨ âèãëÿäó

R(U, V ) = R2(U
2, V )U. Öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü, ÿêùî

ðîçãëÿäàòè ôóíêöiþ
R(U, V )

U
.

Ââàæà¹ìî òåïåð, ùî R(U, V ) íå çìiíþ¹ ñâîãî çíàêó ïðè îäíî÷àñíié çìiíi

çíàêiâ U òà V, òîáòî R(−U,−V ) = R(U, V ). Â öüîìó âèïàäêó, çàìiíþþ÷è U

íà
U · V
V

, áóäåìî ìàòè R(U, V ) = R
(U
V
· V, V

)
= R∗

(U
V
, V
)
. Çà âëàñòèâiñòþ

ôóíêöi¨ R, ÿêùî çìiíèòè çíàêè U òà V, òî R∗
(U
V
,−V

)
= R∗

(U
V
, V
)

à òîäi, ÿê ìè çíà¹ìî R∗
(U
V
, V
)

= R∗1

(U
V
, V 2

)
. Îòæå, äëÿ äèôåðåíöiàëà

R(sinx, cosx)dx ìîæëèâi òðè âèïàäêè.

I. Íåõàé R(sinx, cosx)dx çìiíþ¹ çíàê ïðè çìiíi çíàêó sinx, òîäi

R(sinx, cosx)dx = R0(sin
2 x, cosx) sinxdx = −R0(1− cos2 x, cosx)d(cosx),

i ðàöiîíàëiçàöiÿ iíòåãðàëà äîñÿãà¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ t = cosx.
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II. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî R(sinx, cosx)dx çìiíþ¹ çíàê ïðè çìiíi çíàêó cosx,

òî

R(sinx, cosx)dx = R1(sinx, cos2 x) cosxdx = R1(sinx, 1− sin2 x)d(sinx),

i ðàöiîíàëiçàöiÿ iíòåãðàëà äîñÿãà¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ t = sinx.

III. Íåõàé R(sinx, cosx)dx íå çìiíþ¹ çíàêó ïðè îäíî÷àñíié çìiíi çíàêiâ

sinx i cosx. Òîäi R(sinx, cosx) = R2(tg x, cos2 x) = R2

(
tg x, 1

1+tg2 x

)
, òîáòî

R(sinx, cosx) = R̃(tg x). Îòæå, ðàöiîíàëiçàöiÿ iíòåãðàëà äîñÿãà¹òüñÿ ïiäñòà-

íîâêîþ t = tg x, −π
2 < x < π

2 .

Çàóâàæèìî, ùî ÿêà á íå áóëà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ R(U, V ), ¨¨ çàâæäè

ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ñóìè òðüîõ âèðàçiâ, òîáòî

R(U,V ) =
R(U,V )−R(−U,V )

2
+
R(−U,V )−R(−U,−V )

2
+
R(−U,−V )+R(U,V )

2
.

Ïåðøèé ç äîäàíêiâ çìiíþ¹ çíàê ïðè çìiíi çíàêó U, äðóãèé çìiíþ¹ çíàê ïðè

çìiíi çíàêó V, à òðåòié çáåðiãà¹ çíàê ïðè îäíî÷àñíié çìiíi çíàêiâ U òà V.

Ðîçáèâøè âèðàç R(sinx, cosx) íà âiäïîâiäíi äîäàíêè, ìîæíà äî ïåðøîãî äî-

äàíêà çàñòîñóâàòè ïiäñòàíîâêó t = cos x, äî äðóãîãî � ïiäñòàíîâêó t = sin x

i äî òðåòüîãî � ïiäñòàíîâêó t = tg x. Îòæå, äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âèäó∫
R(sinx, cosx)dx äîñòàòíüî ïðîàíàëiçîâàíèõ âèùå âèïàäêiâ.

�1.11. Iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ sinν x cosµ xdx

Ââàæà¹ìî, ùî ν i µ � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, à x ∈
(

0,
π

2

)
. Çðîáèâøè ïiäñòà-

íîâêó z = sin2 x, dz = 2 sin x cosxdx, ïåðåòâîðþ¹ìî âèðàç

sinν x cosµ xdx =
1

2
sinν−1 x(1− sin2 x)

µ−1
2 · 2 sinx cosxdx =

1

2
(1− z)

µ−1
2 z

ν−1
2 dz.

Òîäi ∫
sinν x cosµ xdx =

1

2

∫
(1− z)

µ−1
2 z

ν−1
2 dz

i âñå çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ áiíîìiàëüíîãî äèôåðåíöiàëà. Çîêðåìà, öåé

iíòåãðàë áåðåòüñÿ ó ñêií÷åííîìó âèäi: 1) ÿêùî
µ− 1

2
(àáî

ν − 1

2
) ¹ öiëèì
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÷èñëîì, òîáòî, ÿêùî µ àáî ν ¹ íåïàðíå öiëå ÷èñëî; 2) ÿêùî
µ+ ν

2
� öiëå

÷èñëî, òîáòî µ+ ν � ïàðíå.

Ñþäè æ âiäíîñèòüñÿ âèïàäîê, êîëè îáèäâà ïîêàçíèêè µ òà ν ¹ öiëèìè.

Â òàêîìó âèïàäêó âèðàç sinν x cosµ x ¹ ðàöiîíàëüíèì âiäíîñíî sinx i cosx.

ßêùî ν (àáî µ) � íåïàðíå, òî ðàöiîíàëiçàöiÿ îäðàçó äîñÿãà¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ

t = cosx (àáî t = sinx). ßêùî îáèäâà ïîêàçíèêè ν òà µ ¹ ïàðíèìè (àáî

íåïàðíèìè), òî çàñòîñîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà t = tg x àáî t = ctg x.

Îäíàê, ÿêùî ïîêàçíèêè ν òà µ îáèäâà äîäàòíi ïàðíi ÷èñëà, òî çðó÷íiøèì

¹ iíøèé ñïîñiá, â ÿêîìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôîðìóëè ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿ:

sinx · cosx =
sin 2x

2
, sin2 x =

1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
.

À ñàìå, ÿêùî ν = 2n, µ = 2m, òî ïðè ν ≥ µ çàïèñóþòü

sin2n x cos2m x = (sinx · cosx)2m sin2(n−m) x =

(
sin 2x

2

)2m(
1− cos 2x

2

)n−m
,

à ïðè ν < µ

sin2n x cos2m x = (sinx · cosx)2n cos2(m−n) x =

(
sin 2x

2

)2n(
1 + cos 2x

2

)m−n
.

Â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi ïiä iíòåãðàëîì îòðèìó¹òüñÿ ñóìà åëåìåíòiâ âè-

ãëÿäó C sinν
′
2x cosµ

′
2x, äå ν ′ + µ′ ≤ n + m = ν+µ

2 . Òi åëåìåíòè, ó ÿêèõ õî÷à

á îäèí iç ïîêàçíèêiâ ν ′ àáî µ′ ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì, ëåãêî iíòåãðóþòüñÿ âè-

ùå íàâåäåíèì ñïîñîáîì. Ðåøòà äîäàíêiâ ðîçêëàäàþòüñÿ çíîâó çà ôîðìóëàìè

ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿ i ò.ï.

Ïðèêëàä 1.11. Çíàéòè iíòåãðàëè: 1)

∫
sin7 x

cos4 x
dx, 2)

∫
dx

sin4 x cos2 x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1) Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ, áà÷èìî, ùî

äëÿ ôóíêöi¨ R(sinx, cosx) =
sin7 x

cos4 x
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà R(− sinx, cosx) =

−R(sinx, cosx). Òîäi äëÿ çíàõîäæåííÿ çàäàíîãî iíòåãðàëà çðó÷íî çàñòîñóâà-

òè çàìiíó t = cosx :∫
sin7 x

cos4 x
dx = −

∫
(1− cos2 x)3d(cosx)

cos4 x
= |t = cosx| =
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= −
∫

(t−4 − 2t−2 + 1)dt =
t−3

3
− 2

t
− t+ C =

1

3 cos3 x
− 2

cosx
− cosx+ C.

2) Îñêiëüêè äëÿ ôóíêöi¨ R(sinx, cosx) =
1

sin4 x cos2 x
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), òî çðó÷íîþ ¹ ïiäñòàíîâêà t = tg x :∫
dx

sin4 x cos2 x
=

∫
(1 + t2)2

t4
dt =

= t− 2

t
− 1

3t3
+ C = tg x− 2 ctg x− 1

3
ctg3 x+ C.

�1.12. Iíøi âèïàäêè iíòåãðóâàííÿ

Ìè âæå çíà¹ìî, ÿê iíòåãðóþòüñÿ âèðàçè âèäó P (x)ebxdx, P (x) sin bx dx,

P (x) cos bx dx, äå P (x) � öiëèé ìíîãî÷ëåí. Îäíàê, ñëiä âiäìiòèòè, ùî äðî-

áîâi âèðàçè
ex

xn
dx,

sinx

xn
dx,

cosx

xn
dx, n = 1, 2, 3, . . . , óæå íå iíòåãðóþòüñÿ â

ñêií÷åííîìó âèäi.

Çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë, âîíè ìîæóòü áóòè çâåäåíi

äî òðüîõ îñíîâíèõ iíòåãðàëiâ:

I.
∫
ex

x
dx =

∫
dy

ln y
= li y � iíòåãðàëüíèé ëîãàðèôì;

II.
∫

sinx

x
dx = Six � iíòåãðàëüíèé ñèíóñ;

III.
∫

cosx

x
dx = Cix � iíòåãðàëüíèé êîñèíóñ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëè∫
eax sin bx dx =

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + C,∫

eax cos bx dx =
b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax + C,

ëåãêî çíàéòè â ñêií÷åííîìó âèäi iíòåãðàëè
∫
xneax sin bx dx i

∫
xneax cos bx dx.

À ñàìå, iíòåãðóþ÷è ¨õ ÷àñòèíàìè, îòðèìà¹ìî∫
xneax sin bx dx = xn

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax−

− na

a2 + b2

∫
xn−1eax sin bx dx+

nb

a2 + b2

∫
xn−1eax cos bx dx,
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xneax cos bx dx = xn

b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax−

− nb

a2 + b2

∫
xn−1eax sin bx dx+

na

a2 + b2

∫
xn−1eax cos bx dx.

Öi ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äîçâîëÿþòü çâåñòè iíòåãðàëè äî âèïàäêó n = 0.

ßêùî ïiä P (. . .) ðîçóìiòè öiëèé ìíîãî÷ëåí, òî ÿê çàãàëüíèé ðåçóëüòàò,

ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî â ñêií÷åííîìó âèãëÿäi áåðóòüñÿ iíòåãðàëè∫
P (x, ea

′x, ea
′′x, . . . , sin b′x, sin b′′x, . . . , cos b′x, cos b′′x, . . .)dx,

äå a′, a′′, . . . , b′, b′′, . . . � ñòàëi.

Äiéñíî, âñå çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ

xneax sink
′
b′x · sink′′ b′′x · . . . · cosm

′
b′x · cosm

′′
b′′x · . . .

ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëè

sin2 b′x =
1− cos 2b′x

2
, sin b′x · sin b′′x =

1

2
(cos(b′ − b′′)x− cos(b′ + b′′)x)

i ¨ì ïîäiáíi, òî ëåãêî ðîçáèòè âèðàçè íà äîäàíêè âèäó Axneax sin bx dx,

Bxneax cos bx dx, ÿêi âæå âìi¹ìî iíòåãðóâàòè.


