
Iíòåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà

Íåõàé f(x, y) � ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ, âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ x ∈ [a; b] òà

y ∈ Y, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y iñíó¹ iíòåãðàë

F (y) =

b∫
a

f(x, y)dx.

Öåé iíòåãðàë ¹ ôóíêöi¹þ âiä çìiííî¨ y, ÿêó íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì. Ïðè-

ðîäíüî ïîñòà¹ ïèòàííÿ: çà ÿêèõ óìîâ âèêîíó¹òüñÿ êîæíå iç ñïiââiäíîøåíü:

1) lim
y→y0

f(x, y) = g(x) =⇒ lim
y→y0

F (y) =
b∫
a

g(x)dx;

2) f ∈ C[a;b]×Y =⇒ F ∈ CY;

3) F ′(y) =
b∫
a

f ′
y(x, y)dx;

4)
d∫
c

F (y)dy =
b∫
a

( d∫
c

f(x, y)dy
)
dx.

1.1. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ äî ãðàíè÷íî¨

ôóíêöi¨

Íåõàé E,Y ⊂ R, f : E×Y → R � ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ, à y0 � ãðàíè÷íà

òî÷êà ìíîæèíè Y. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
o

Uδ (y0)
def
= {y : 0 < |y − y0| < δ} �

ïðîêîëåíèé îêië òî÷êè y0.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé g : E → R � äåÿêà ôóíêöiÿ. Ôóíêöiþ f(x, y) íà-

çèâàþòü ðiâíîìiðíî çáiæíîþ ùîäî x ∈ E ïðè y → y0 äî g(x) i çàïèñóþòü

f(x, y)
y→y0
⇒
E

g(x), ÿêùî (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ E)(∀y ∈ Y : y ∈
o

Uδ (y0)) :

{|f(x, y)− g(x)| < ε}.
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Çàïèñ f(x, y)
y→y0
⇒
E

g(x) ðiâíîñèëüíèé òàêîìó

lim
y→y0

sup
x∈E

|f(x, y)− g(x)| = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹ ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü, àëå

íå íàâïàêè.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ f(x, y) ïðè y → y0 ðiâíîìiðíî ùîäî x ∈ E çáiãà¹-

òüñÿ äî ôóíêöi¨ g(x) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

{yn} ⊂ Y\{y0} òàêî¨, ùî yn → y0 ïðè n → ∞, ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü

{fn}, äå fn(x) = f(x, yn) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi E äî ãðàíè÷íî¨

ôóíêöi¨ g.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé f(x, y) ïðÿìó¹ äî g(x) ðiâíîìiðíî

íà E ïðè y → y0, à ïîñëiäîâíîñòi {fn} òà {yn} òàêi, ÿê â óìîâi òåîðåìè.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ÷èñëî ε > 0 i âèáåðåìî δ = δ(ε) òàê, ùîá

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ E)(∀y ∈ Y : y ∈
o

Uδ(y0)) : {|f(x, y)− g(x)| < ε} .

Îñêiëüêè yn → y0, òî

(∃N = N(δ))(∀n > N) : {|yn − y0| < δ},

çâiäñè i ç ïîïåðåäíüî¨ óìîâè âèïëèâà¹, ùî

(∀x ∈ E)(∀n > N) : {|f(x, yn)− g(x)| < ε}.

Îòæå, fn(x)
n→∞
⇒
E

g(x)

2) Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {yn}, ÿêà çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè òåîðåìè, ïîñëiäîâíiñòü fn(x) = f(x, yn) ðiâíîìiðíî íà E çáiãà¹òüñÿ

äî ôóíêöi¨ g(x). Ïðèïóñòèìî, ùî f(x, y) íå ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ íà E äî

g(x) ïðè y → y0, òîáòî

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃xδ ∈ E)(∃yδ ∈
o

Uδ(y0)) : {|f(xδ, yδ)− g(xδ)| ≥ ε}.

Íåõàé δn � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, çáiæíà äî íóëÿ. Òîäi äëÿ

ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {xn}, äå yn = yδn, xn = xδn âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

0 < |yn − y0| < δn i |f(xn, yn)− g(xn)| ≥ ε.
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Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {yn} çáiãà¹òüñÿ äî y0, à ïîñëiäîâíiñòü fn, äå

fn(x) = f(x, yn), íå çáiãà¹òüñÿ äî g ðiâíîìiðíî íà E. Îòæå, ìè ïðèéøëè äî

ñóïåðå÷íîñòi. Òåîðåìó äîâåäåíî. •

Òåîðåìà 2. (Êðèòåðié Êîøi): Ôóíêöiÿ f(x, y) ïðè y → y0 ðiâíîìiðíî

ùîäî x ∈ E çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ g(x) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ E)(∀y, y′ ∈ Y∩
o

Uδ(y0)) : {|f(x, y′)− f(x, y)| < ε}.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé lim
y→y0

f(x, y) = g(x) ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî ùîäî x ∈ E. Çìiíèâøè â îçíà÷åííi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ε íà

ε
2 ïåðåêîíó¹ìîñü â iñíóâàííi ÷èñëà δ > 0 òàêîãî, ùî äëÿ âñiõ x ∈ E òà

y, y′ ∈
o

Uδ(y0) ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|f(x, y)− g(x)| < ε

2
, i |f(x, y′)− g(x)| < ε

2
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|f(x, y)− f(x, y′)| < ε.

2) Äîñòàòíiñòü. Ç óìîâè òåîðåìè òà ç êðèòåðiþ Êîøi iñíóâàííÿ ãðàíèöi

ôóíêöi¨ â òî÷öi ñëiäó¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
y→y0

f(x, y) = g(x). Ïåðåõîäÿ÷è â óìîâi

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ E)(∀y, y′ ∈ Y∩
o

Uδ(y0)) : {|f(x, y′)− f(x, y)| < ε}

äî ãðàíèöi ïðè y′ → y0 i ôiêñîâàíîìó y ∈ Y∩
o

Uδ(y0) îòðèìó¹ìî, ùî

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ E)(∀y ∈ Y∩
o

Uδ(y0)) : {|f(x, y)− g(x)| < ε},

òîáòî f(x, y) ïðè y → y0 i x ∈ E ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g(x). •

Íàñëiäîê. (Íåïåðåðâíiñòü ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨): ßêùî ôóíêöiÿ

f(x, y) äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Y ¹ íåïåðåðâíîþ çà çìiííîþ x íà ïðîìiæêó

E = [a; b] i ïðè y → y0 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g(x), òî

g(x) ∈ C[a;b].
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Òåîðåìà 3. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà íà ïðÿìîêóòíèêó

Π = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, −∞ < c < d < ∞.

Òîäi äëÿ êîæíîãî y0 ∈ [c; d] âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

f(x, y)
y→y0
⇒
[a;b]

g(x).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Êàíòîðà:

(∀ε>0)(∃δ>0)(∀x′, x′′ ∈ [a; b] : |x′ − x′′| < δ)

(∀y′, y′′ ∈ [c; d] : |y′ − y′′| < δ) : {|f(x′, y′)− f(x′′, y′′)|<ε}.

Íåõàé x′ = x′′ = x, y′ = y, i y′′ = y0. Òîäi

(∀x ∈ [a; b])(∀y ∈ [c; d] : |y − y0| < δ) : {|f(x, y)− f(x, y0)| < ε}.

À öå îçíà÷à¹, ùî f(x, y) ïðÿìó¹ äî f(x, y0) ðiâíîìiðíî ùîäî x ∈ [a; b] ïðè

y → y0.•

1.2. Âëàñíi iíòåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà

Ââàæà¹ìî, ùî f : [a; b]×Y → R, (−∞ < a < b < +∞, Y ⊂ R) � ôóíêöiÿ

äâîõ çìiííèõ, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y iñíó¹ iíòåãðàë

F (y) =

b∫
a

f(x, y)dx.

Ôóíêöiþ F (y) íàçèâàþòü iíòåãðàëîì, çàëåæíèì âiä ïàðàìåòðà y.

Ðîçãëÿíåìî ðÿä âëàñòèâîñòåé öüîãî iíòåãðàëà.

Òåîðåìà 4. (Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà): Íåõàé

y0 ∈ Y � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Y. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ

x → f(x, y) ¹ iíòåãðîâíîþ íà [a; b] i lim
y→y0

f(x, y) = g(x) ðiâíîìiðíî ùîäî

x ∈ [a; b], òî ôóíêöiÿ g ¹ iíòåãðîâíîþ íà [a; b] i ìîæíà ïåðåõîäèòè äî

ãðàíèöi ïiä çíàêîì iíòåãðàëà:

lim
y→y0

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

g(x)dx.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé yn ∈ Y \ {y0}, n ∈ N i yn → y0. Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî

f(x, yn)⇒
[a;b]

g(x), òîìó g(x) ¹ iíòåãðîâíîþ íà âiäðiçêó [a; b] i ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

b∫
a

g(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

f(x, y)dx.

Ç òîãî, ùî lim
n→∞

yn = y0, îòðèìó¹ìî, ùî

b∫
a

g(x)dx = lim
y→y0

b∫
a

f(x, y)dx. •

Íàñëiäîê. Íåõàé y0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Y. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

y ∈ Y ôóíêöiÿ x → f(x, y) íåïåðåðâíà âiäíîñíî x íà [a; b], à äëÿ áóäü-ÿêîãî

x ∈ [a; b] ôóíêöiÿ y → f(x, y) ìîíîòîííà ùîäî y i lim
y→y0

f(x, y) = g(x), äå

g(x) ∈ C[a;b], òî

lim
y→y0

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

g(x)dx.

Òåîðåìà 5. (Íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìå-

òðà): Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, y) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi

Π = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, (−∞ < c < d < +∞).

Òîäi ôóíêöiÿ F (y) =
b∫
a

f(x, y)dx ¹ íåïåðåðâíîþ íà [c; d].

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà òà ïðî

ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ôóíêöi¨ f(x, y) ïðè y → y0 íà âiäðiçêó [a; b] ìà¹ìî, ùî

lim
y→y0

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

lim
y→y0

f(x, y)dx =

b∫
a

f(x, y0)dx,

òîáòî ôóíêöiÿ F (y) ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi y0. Îñêiëüêè y0 � äîâiëüíà òî÷êà

âiäðiçêà [c; d], òî F (y) � íåïåðåðâíà íà öüîìó âiäðiçêó. •
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Òåîðåìà 6. (Iíòåãðîâíiñòü iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìå-

òðà): ßêùî ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà â ïðÿìîêóòíèêó Π, òî ôóíêöiÿ

F (y) � iíòåãðîâíà íà [c; d], ïðè÷îìó

d∫
c

F (y)dy ≡
d∫

c

dy

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy. (1)

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè F (y) íåïåðåðâíà íà [c; d], à, îòæå, F (y)

iíòåãðîâíà íà öüîìó ïðîìiæêó. Ñïiââiäíîøåííÿ (1) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî

ðiâíiñòü ïîâòîðíèõ iíòåãðàëiâ, ÿêi ðiâíi ïîäâiéíîìó. •

Òåîðåìà 7. (Äèôåðåíöiéîâíiñòü iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä

ïàðàìåòðà): Íåõàé ôóíêöi¨ f(x, y) i f ′
y(x, y) íåïåðåðâíi íà ïðÿìîêóòíèêó

Π. Òîäi ôóíêöiÿ F (y), âèçíà÷åíà ÿê F (y) =
b∫
a

f(x, y)dx, äèôåðåíöiéîâíà íà

[c; d], ïðè÷îìó

F ′(y) =
d

dy

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

f ′
y(x, y)dx. (2)

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå y0 ∈ [c; d]. Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ïðî

ñêií÷åííi ïðèðîñòè äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ R, òàêîãî, ùî y0 + h ∈ [c; d] iñíó¹

0 < θ < 1 òàêå, ùî

F (y0 + h)− F (y0)

h
=

b∫
a

f(x, y0 + h)− f(x, y0)

h
dx =

b∫
a

f ′
y(x, y0 + θh)dx.

Äàëi, çà òåîðåìîþ Êàíòîðà, ôóíêöiÿ f ′
y ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà [c; d],

òîáòî

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x′, x′′ ∈ [a; b] : 0 < |x′ − x′′| < δ)

(∀y′, y′′ ∈ [a; b] : 0 < |y′ − y′′| < δ) : {|f ′
y(x

′, y′)− f ′
y(x

′′, y′′)| < ε}.

Âçÿâøè â ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi x′ = x′′ = x, y′ = y0, y
′′ = y0+θh, |h| < δ,

îòðèìó¹ìî, ùî |f ′
y(x, y0 + θh)− f ′

y(x, y0)| < ε, òîáòî

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ [a; b])(∀h ∈ R : |h| < δ) :
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h
− f ′

y(x, y0)

∣∣∣∣ < ε

}
.

Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f(x,y0+θh)−f(x,y0)
h ïðè h → 0 ðiâíîìiðíî

ùîäî x ∈ [a; b] çáiãà¹òüñÿ äî f ′
y(x, y0). Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî

çàñòîñóâàòè òåîðåìó ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. •

Ôîðìóëó (2) íàçèâàþòü ïðàâèëîì Ëåéáíiöà .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ìåæi iíòåãðóâàííÿ â F (y) =
b∫
a

f(x, y)dx

çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà. Ââàæà¹ìî, ùî f(x, y) âèçíà÷åíà íà ïðÿìîêóòíèêó

Π = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

i ãðàôiêè êðèâèõ x = α(y), x = β(y), (c ≤ y ≤ d), íå âèõîäÿòü çà ìåæi Π.

Òåîðåìà 8. Íåõàé f(x, y) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà Π, à ôóíêöi¨

α, β ∈ C[c;d]. Òîäi iíòåãðàë F (y) =
β(y)∫
α(y)

f(x, y)dx ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà

[c; d].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y0 ∈ [c; d]. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ [c; d] ìà¹ìî

F (y) =

β(y0)∫
α(y0)

f(x, y)dx+

β(y)∫
β(y0)

f(x, y)dx−
α(y)∫

α(y0)

f(x, y)dx.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà,

çàïèøåìî

lim
y→y0

β(y0)∫
α(y0)

f(x, y)dx =

β(y0)∫
α(y0)

f(x, y0)dx = F (y0).

Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié α(y) òà β(y), çàïèøåìî

∣∣∣ α(y)∫
α(y0)

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ max

(x,y)∈Π
|f(x, y)| · |α(y)− α(y0)| → 0,

∣∣∣ β(y)∫
β(y0)

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ max

(x,y)∈Π
|f(x, y)| · |β(y)− β(y0)| → 0
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ïðè y → y0.

Îòæå, lim
y→y0

F (y) = F (y0), òîáòî ôóíêöiÿ F (y) ¹ íåïåðåðâíîþ íà [c; d]. •

Òåîðåìà 9. (Óçàãàëüíåíå ïðàâèëî Ëåéáíiöà): Íåõàé ñïðàâäæóþ-

òüñÿ âñi óìîâè ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè i, êðiì òîãî, iñíóþòü ïîõiäíi f ′
y ∈ CΠ,

α′, β′ ∈ C[c;d]. Òîäi ôóíêöiÿ F (y) äèôåðåíöiéîâíà íà [c; d], ïðè÷îìó

F ′(y) =

β(y)∫
α(y)

f ′
y(x, y)dx+ β′(y) · f(β(y), y)− α′(y) · f(α(y), y).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè, ìà¹ìî, ùî

F (y) =

β(y0)∫
α(y0)

f(x, y)dx+

β(y)∫
β(y0)

f(x, y)dx−
α(y)∫

α(y0)

f(x, y)dx.

Ïåðøèé ç öèõ iíòåãðàëiâ ìà¹ ïîõiäíó
β(y0)∫
α(y0)

f ′
y(x, y)dx. Äëÿ äðóãîãî iíòåãðà-

ëà ç òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ ìà¹ìî:

1

y − y0

β(y)∫
β(y0)

f(x, y)dx =
β(y)− β(y0)

y − y0
f(ξ, y), äå ξ ∈ (β(y0), β(y)).

Òîìó ïîõiäíà âiä äðóãîãî iíòåãðàëà ïðè y = y0 äîðiâíþ¹ β′(y0) · f(β(y0), y0).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî ïîõiäíà âiä òðåòüîãî iíòåãðàëà áóäå ðiâíîþ

−α′(y0) · f(α(y0), y0). •

1.3. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ, çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðà i âè-

âåäåìî ïîíÿòòÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ.

Íåõàé f(x, y) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a; +∞), y ∈ Y},

Y ⊂ R i äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Y iñíó¹ iíòåãðàë

I(y) =

+∞∫
a

f(x, y)dx.



1.3. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ 9

Iíòåãðàë I(y) íàçèâà¹òüñÿ íåâëàñíèì iíòåãðàëîì I-ãî ðîäó, çàëå-

æíèì âiä ïàðàìåòðà. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì çàïèøåìî, ùî

+∞∫
a

f(x, y)dx = lim
t→+∞

t∫
a

f(x, y)dx.

Îòæå, iíòåãðàë F (t, y) =
t∫
a

f(x, y)dx ¹ ôóíêöi¹þ äâîõ çìiííèõ, ÿêà äëÿ

ôiêñîâàíîãî y0 ∈ Y çáiãà¹òüñÿ äî I(y) ïðè t → +∞.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåâëàñíèé iíòåãðàë I(y) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çái-

æíèì íà ìíîæèíi Y, ÿêùî F (t, y)
t→+∞
⇒
Y

I(y), òîáòî

(∀ε > 0)(∃t0 ≥ a)(∀t > t0)(∀y ∈ Y) :
{∣∣∣ t∫

a

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε

}
.

Çðîçóìiëî, ùî

F (t, y)
t→+∞
⇒
Y

I(y) ⇐⇒ lim
t→+∞

sup
y∈Y

∣∣∣ t∫
a

f(x, y)dx
∣∣∣ = 0.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà îçíàê ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi iíòåãðàëà.

Òåîðåìà 10. (Êðèòåðié Êîøi): Iíòåãðàë I(y) ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì

íà ìíîæèíi Y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(∀ε > 0)(∃t0 ≥ a)(∀t′, t′′ ∈ (t0; +∞))(∀y ∈ Y) :
{∣∣∣ t′′∫

t′

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε

}
.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâiñòü öüîãî êðèòåðiþ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè � êðèòå-

ðiþ Êîøi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöi¨ f(x, y), çàñòîñîâàíî¨ äî iíòåãðàëà

F (t, y) =
t∫
a

f(x, y)dx. •

Òåîðåìà 11. (Îçíàêà Âåé¹ðøòðàññà): Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü

x ∈ [a; +∞) òà y ∈ Y ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |f(x, y)| ≤ φ(x) òà iíòå-

ãðàë
+∞∫
a

φ(x)dx � çáiæíèé. Òîäi I(y) =
+∞∫
a

f(x, y)dx � ðiâíîìiðíî çáiæíèé

íà ìíîæèíi Y.
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè i

íåðiâíîñòi ∣∣∣ t′′∫
t′

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ t′′∫

t′

φ(x)dx. •

Òåîðåìà 12. (Îçíàêà Äiðiõëå): Íåõàé ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ f òà g

âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi [a; +∞)× Y, ïðè÷îìó:

1) iíòåãðàë
t∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî îáìåæåíèé, òîáòî

(∃K > 0)(∀t ≥ a)(∀y ∈ Y) :
{∣∣∣ t∫

a

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ K

}
;

2) äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ g(x, y) ìîíîòîííà íà [a; +∞) i

g(x, y)
x→+∞
⇒
Y

0. Òîäi iíòåãðàë
+∞∫
a

f(x, y) · g(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà

Y.

Òåîðåìà 13. (Îçíàêà Àáåëÿ): Íåõàé ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ f òà g âè-

çíà÷åíi íà ìíîæèíi [a; +∞)× Y, ïðè÷îìó:

1) iíòåãðàë
t∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé ùîäî y ∈ Y;

2) äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ g(x, y) ìîíîòîííà ïî x íà [a; +∞) i

ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà [a; +∞)× Y, òîáòî:

(∃M > 0)(∀x ≥ a)(∀y ∈ Y) :
{∣∣∣ t∫

a

g(x, y)dx
∣∣∣ ≤ M

}
.

Òîäi iíòåãðàë
+∞∫
a

f(x, y) · g(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà ìíîæèíi Y.

Äîâåäåííÿ îñòàííiõ äâîõ òåîðåì ïðîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i äî-

âåäåííÿ îçíàê Äiðiõëå òà Àáåëÿ äëÿ çâè÷àéíèõ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ.

1.4. Âëàñòèâîñòi íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ, çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðà

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, y) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi [a; +∞) × Y, Y ⊂ R, à íå-

âëàñíèé iíòåãðàë I(y) =
+∞∫
a

f(x, y)dx.
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Òåîðåìà 14. (Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà): Íåõàé:

1) äëÿ äîâiëüíîãî b > a : f(x, y)
y→y0
⇒
[a;b]

g(x), äå y0 � ãðàíè÷íà òî÷êà

ìíîæèíè Y;

2) iíòåãðàë I(y) =
+∞∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà ìíîæèíi Y.

Òîäi

lim
y→y0

I(y) = lim
y→y0

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

g(x)dx.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî g(x) íåâëàñíî iíòåãðîâíà íà [a; +∞).

Ç óìîâè 2) òåîðåìè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ÷èñëî t0 > a

òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t′ > t0, t
′′ > t0 i äëÿ âñiõ y ∈ Y âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∣∣∣ t′′∫
t′

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε.

Çâiäñè i ç òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, çàëåæíîãî

âiä ïàðàìåòðà òà óìîâè 1) âèïëèâà¹

∣∣∣ lim
y→y0

t′′∫
t′

f(x, y)dx
∣∣∣ = ∣∣∣ t′′∫

t′

g(x)dx
∣∣∣ ≤ ε.

Çà êðèòåði¹ì Êîøi çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëà îòðèìà¹ìî iíòåãðîâ-

íiñòü ôóíêöi¨ g(x) íà [a; +∞).

Íåõàé {tn} � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî tn → +∞, n → ∞. Ðîç-

ãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü {In(y)}, äå In(y) =
tn∫
a

f(x, y)dx. Ïîñëi-

äîâíiñòü {In(y)} ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi Y çáiãà¹òüñÿ äî iíòåãðàëà I(y), òîäi

äëÿ êîæíîãî n ∈ N ìà¹ìî:

lim
y→y0

In(y) = lim
y→y0

tn∫
a

f(x, y)dx =

tn∫
a

lim
y→y0

f(x, y) dx =

tn∫
a

g(x)dx.

Çâiäñè

lim
y→y0

I(y) = lim
y→y0

lim
n→∞

In(y) = lim
n→∞

tn∫
a

g(x)dx =

+∞∫
a

g(x)dx,

ùî i äîâîäèòü òåîðåìó. •
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Òåîðåìà 15. (Íåïåðåðâíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà): Íåõàé:

1) ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà íà [a; +∞)× [c; d];

2) iíòåãðàë I(y) =
+∞∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà âiäðiçêó [c; d].

Òîäi iíòåãðàë I(y) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà [c; d].

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü b > a òà y0 ∈ [c; d] ìà¹ìî, ùî

f(x, y)
y→y0
⇒
[a;b]

f(x, y0). Òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî

lim
y→y0

I(y) = lim
y→y0

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

f(x, y0)dx = I(y0).

Ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. •

Òåîðåìà 16. (Iíòåãðîâíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà): Íåõàé:

1) ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà íà [a; +∞)× [c; d];

2) iíòåãðàë I(y) =
+∞∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà âiäðiçêó [c; d].

Òîäi I(y) iíòåãðîâíà íà [c; d], ïðè÷îìó

d∫
c

I(y)dy =

d∫
c

dy

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 15 âèïëèâà¹, ùî I(y) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó

[c; d], îòæå, ¹ iíòåãðîâíîþ íà íüîìó. Äîâåäåìî ðiâíiñòü. Äëÿ ôóíêöiîíàëüíî¨

ïîñëiäîâíîñòi {In(y)}, äå In(y) =
tn∫
a

f(x, y)dx ìà¹ìî

d∫
c

In(y)dy ≡
d∫

c

dy

tn∫
a

f(x, y)dx =

tn∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy.

Îñêiëüêè íà [c; d] ïîñëiäîâíiñòü {In(y)} ðiâíîìiðíî çáiæíà äî I(y), òî ïiä

çíàêîì iíòåãðàëà, ùî ñòî¨òü çëiâà, ìîæåìî çðîáèòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè

n → ∞. Îòæå,

lim
n→∞

d∫
c

In(y)dy =

d∫
c

I(y)dy = lim
n→∞

tn∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy =

+∞∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy. •
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Òåîðåìà 17. (Äèôåðåíöiéîâíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà): Íåõàé:

1) ôóíêöi¨ f(x, y) òà f ′
y(x, y) íåïåðåðâíi íà [a; +∞)× [c; d];

2) iíòåãðàë I(y) =
+∞∫
a

f(x, y)dx çáiæíèé íà [c; d];

3) iíòåãðàë
+∞∫
a

f ′
y(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà [c; d]. Òîäi ôóíêöiÿ I(y)

äèôåðåíöiéîâíà íà [c; d], ïðè÷îìó

I ′(y) =
d

dy

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

f ′
y(x, y)dx.

Äîâåäåííÿ. ßêùî In(y) =
tn∫
a

f(x, y)dx, äå tn → +∞ ïðè n → ∞, òî

I ′n(y) =
tn∫
a

f ′
y(x, y)dx. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü In(y) çáiæíà íà [c; d] äî ôóíêöi¨

I(y), à ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié I ′n(y) ðiâíîìiðíî çáiæíà íà [c; d], òî

I ′(y) =
(
lim
n→∞

In(y)
)′
= lim

n→∞
I ′n(y) = lim

n→∞

tn∫
a

f ′
y(x, y)dx =

+∞∫
a

f ′
y(x, y)dx. •

Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó ïðî iíòåãðîâíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà âçäîâæ

íåñêií÷åííîãî ïðîìiæêà çìiíè ïàðàìåòðà y.

Òåîðåìà 18. Íåõàé:

1) ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi [a; +∞)× [c; +∞);

2) äëÿ äîâiëüíîãî η > c : F (y) =
+∞∫
a

f(x, y)dx � ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà

[c; η];

3) äëÿ äîâiëüíîãî b > a ôóíêöiÿ Φ(x) =
+∞∫
c

f(x, y)dy ¹ ðiâíîìiðíî çái-

æíîþ íà [a; b];

4) çáiæíèé îäèí iç iíòåãðàëiâ
+∞∫
c

dy
+∞∫
a

|f(x, y)|dx àáî
+∞∫
a

dx
+∞∫
c

|f(x, y)|dy.

Òîäi çáiæíi i äîðiâíþþòü îäíîìó äâà iíòåãðàëè
+∞∫
c

F (y)dy i
+∞∫
a

Φ(x)dx.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë
+∞∫
a

dx
+∞∫
c

f(x, y)dx, c < η < +∞. Çàâ-

äÿêè óìîâàì 1), 2) i òåîðåìè ïðî iíòåãðîâíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà îòðèìó-
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¹ìî, ùî
η∫

c

dy

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

dx

η∫
c

f(x, y)dy.

Äîâåäåìî, ùî ìîæëèâèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà â îñòàí-

íié ðiâíîñòi ïðè η → +∞. Ôóíêöiÿ Φ(x, η) =
η∫
c

f(x, y)dy ç óìîâè 3) ðiâíî-

ìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî Φ(x) íà ïðîìiæêó [a; b] ïðè η → +∞, äå b > a. Iíòåãðàë
+∞∫
a

Φ(x, η)dx =
+∞∫
a

dx
η∫
a

f(x, y)dy � ðiâíîìiðíî çáiæíèé ùîäî η íà [c; +∞),

îñêiëüêè çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàññà ìà¹ìî

sup
c≤η<+∞

|Φ(x, η)| ≤ sup
c≤η<+∞

η∫
c

|f(x, y)|dy ≤
+∞∫
c

|f(x, y)|dy,

à
+∞∫
a

dx
+∞∫
c

|f(x, y)|dy � çáiæíèé çà ïðèïóùåííÿì.

Îòæå, çà òåîðåìîþ ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà ìà¹ìî

lim
η→+∞

+∞∫
a

Φ(x, η)dx =

+∞∫
a

lim
η→+∞

Φ(x, η)dx =

+∞∫
a

dx

+∞∫
c

f(x, y)dy,

ùî i äîâîäèòü òåîðåìó. •

Ôóíêöiþ I(y) =
b∫
a

f(x, y)dx, äå f(x, y) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi [a; b] × Y i

äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ y ∈ Y çàäàíà ôóíêöiÿ f(x, y) → +∞ ïðè

x → a+0, íàçèâà¹òüñÿ íåâëàñíèì iíòåãðàëîì äðóãîãî ðîäó, çàëåæíèì

âiä ïàðàìåòðà. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè x = a+
1

t
öåé iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó

çâîäèòüñÿ äî íåâëàñíîãî iíòåãðàëà ïåðøîãî ðîäó, òîáòî:

I(y) =

b∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
1

b−a

f
(
a+

1

t
, y
)
· 1
t2
dt.

Òîäi íà öåé iíòåãðàë ìîæóòü áóòè ïîøèðåíi îñíîâíi òåîðåìè ïðî ãðàíè-

÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, ïðî óìîâè éîãî íåïåðåðâíîñòi,

ïðî iíòåãðîâíiñòü òà äèôåðåíöiéîâíiñòü çà ïàðàìåòðîì.

Iíòåãðàë âèäó

+∞∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

f(x, y)dx+

+∞∫
b

f(x, y)dx,
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äå ïåðøèé äîäàíîê ¹ iíòåãðàëîì âiä íåîáìåæåíî¨ ôóíêöi¨, à äðóãèé � iíòåãðàë

I-ãî ðîäó, íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèì , ÿêùî ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ

îáèäâà iíòåãðàëè, ùî ñòîÿòü ñïðàâà.

1.5. Iíòåãðàëè Åéëåðà

Iíòåãðàëîì Åéëåðà I-ãî ðîäó àáî �áåòà-ôóíêöi¹þ� íàçèâà¹òüñÿ ií-

òåãðàë

B(α, β) =

1∫
0

xα−1(1− x)β−1dx.

Ó öüîìó iíòåãðàëi α i β ¹ ïàðàìåòðàìè, i ÿêùî α < 1, β < 1, òî iíòåãðàë

B(α, β) áóäå íåâëàñíèì, ïðè÷îìó ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìà¹ äâi îñîáëèâi

òî÷êè x = 0 i x = 1.

Iíòåãðàëîì Åéëåðà II-ãî ðîäó àáî �ãàìà-ôóíêöi¹þ� íàçèâà¹òüñÿ ií-

òåãðàë

Γ(α) =

+∞∫
0

xα−1e−xdx.

Ïðè α < 1 iíòåãðàë Γ(α) ìà¹ äâi îñîáëèâi òî÷êè x = 0 òà x = +∞. Äîñëiäèìî

ñïî÷àòêó ãàìà-ôóíêöiþ.

1) Ôóíêöiÿ Γ(α) íåïåðåðâíà íà (0;+∞).

Äiéñíî

Γ(α) =

1∫
0

xα−1e−xdx+

+∞∫
1

xα−1e−xdx = I1 + I2.

Îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ f(x, α) = xα−1e−x ¹ íåïåðåðâíîþ íà

[0; +∞) × (0;+∞), 0 ≤ xα−1e−x ≤ xα0−1 äëÿ x ∈ [0; 1], α ≥ α0 > 0,

0 ≤ xα−1e−x ≤ xα1−1e−x äëÿ x ∈ [1; +∞) i α ≤ α1 < +∞, òî çà îçíàêîþ

Âåé¹ðøòðàññà iíòåãðàëè I1 òà I2 ðiâíîìiðíî çáiæíi ùîäî α íà [α0;α1]. Ç

îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü âèáîðó α0 > 0 i α1 < +∞ îòðèìà¹ìî íåïåðåðâíiñòü

ãàìà-ôóíêöi¨ íà (0;+∞).
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2) Ôóíêöiÿ Γ(α) ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ íà ïðîìiæêó (0;+∞),

ïðè÷îìó

Γ(n)(α) =

+∞∫
0

xα−1 lnn xe−xdx.

Öå òâåðäæåííÿ äîâîäèìî àíàëîãi÷íî äî âëàñòèâîñòi 1), ïðè öüîìó âèêî-

ðèñòîâóþ÷è òàêi îöiíêè ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ (ε > 0, δ > 0, η > 0) :∣∣∣ lnn x · xα−1e−x
∣∣∣ ≤ xα0−ε−1, x ∈ (0; δ), α ≥ α0 > 0,∣∣∣ lnn x · xα−1e−x
∣∣∣ ≤ xα1e−x, x ∈ [η; +∞), α ≤ α1,

ÿêi âèïëèâàþòü ç ðiâíîñòåé

lim
x→0+

(
xε lnx

)
= 0, lim

x→+∞

lnx

xε
= 0.

3) Ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà çâåäåííÿ

Γ(α+ 1) = αΓ(α), α > 0.

Ñïðàâäi, ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè, ìà¹ìî

Γ(α+ 1) =

+∞∫
0

xαe−xdx = −xαe−x
∣∣+∞
0

+ α

+∞∫
0

xα−1e−xdx = αΓ(α).

ßêùî n − 1 < α < n, òî çàñòîñóâàâøè ïîñëiäîâíî ôîðìóëó çâåäåííÿ,

îòðèìà¹ìî

Γ(α+ 1) = α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)Γ(α− n+ 1).

Öÿ ðiâíiñòü ïîêàçó¹, ùî äîñòàòíüî çíàéòè Γ(α) íà ïðîìiæêó (0; 1), ùîá

îá÷èñëèòè ¨¨ çíà÷åííÿ äëÿ äîâiëüíîãî α > 0.

Äëÿ α = n ∈ N ìà¹ìî

Γ(n+ 1) = n(n− 1) · . . . · 2 · 1 · Γ(1) = n!,

îñêiëüêè Γ(1) =
+∞∫
0

e−xdx = −e−x|+∞
0 = 1.
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Äîñëiäèìî òåïåð áåòà-ôóíêöiþ. Âèêîíà¹ìî çàìiíó x =
t

t+ 1
. Òîäi

t =
1

1− x
− 1, dx =

1

(1 + t)2
dt, i òîìó

B(α, β) =

+∞∫
0

tα−1

(t+ 1)α−1
· 1

(1 + t)β−1
· dt

(t+ 1)2
=

+∞∫
0

tα−1

(1 + t)α+β
dt.

ßê i äëÿ ãàìà-ôóíêöi¨ íåâàæêî äîâåñòè, ùî:

1) Ôóíêöiÿ B(α, β) íåïåðåðâíà ïðè α > 0 i β > 0.

2) Ôóíêöiÿ B(α, β) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ïðè α > 0 i β > 0.

3) Ôóíêöiÿ B(α, β) � ñèìåòðè÷íà, òîáòî B(α, β) = B(β, α) äëÿ âñiõ

α > 0 i β > 0.

4) Ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà çâåäåííÿ

B(α + 1, β) =
α

α+ β
B(α, β), α > 0, β > 0.

Âëàñòèâiñòü 3) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áåòà-ôóíêöi¨ (ïîòðiáíî â iíòåãðàëi

çðîáèòè çàìiíó t = 1− x). Äàëi:

B(α + 1, β) =

1∫
0

xα(1− x)β−1dx = −1

β
xα(1− x)β

∣∣∣∣1
0

+
α

β

1∫
0

xα−1(1− x)βdx =

=
α

β

1∫
0

xα−1(1− x)β−1dx− α

β

1∫
0

xα(1− x)β−1dx =
α

β
B(α, β)− α

β
B(α+ 1, β).

Îòæå,
(
1 +

α

β

)
B(α+ 1, β) =

α

β
, çâiäêè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó çâåäåííÿ äëÿ

ôóíêöi¨ B(α, β). Ç âëàñòèâîñòi ñèìåòði¨ äëÿ äîâiëüíèõ α > 0 i β > 0 ìà¹ìî

ôîðìóëó

B(α, β + 1) =
β

α+ β
B(α, β).

Ó ðàçi çàñòîñóâàííÿ ïîñëiäîâíî öèõ ôîðìóë çâåäåííÿ ìîæíà âèðàçèòè

äîâiëüíå çíà÷åííÿ B(α, β) ÷åðåç çíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ó ïðÿìîêóòíèêó

Π = {(α, β) : 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1}.

Âëàñòèâîñòi 1), 2) âèïëèâàþòü ç òåîðåìè, ÿêà ïîâ'ÿçó¹ iíòåãðàëè Åéëåðà.
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Òåîðåìà 19. Äëÿ α > 0, β > 0 ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü:

B(α, β) =
Γ(α) · Γ(β)
Γ(α + β)

.

Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî çàìiíó x = (1 + ν)t, ν > 0. Òîäi

Γ(α + β) =

+∞∫
0

xα+β−1e−xdx = (1 + ν)α+β

+∞∫
0

tα+β−1e−(1+ν)tdt.

Çâiäêè

Γ(α+ β) · να−1

(1 + ν)α+β
=

+∞∫
0

tα+β−1e−(1+ν)tνα−1dt.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî α > 1, β > 1 i ðîçãëÿíåìî äëÿ çíà÷åíü t ≥ 0,

ν ≥ 0 ôóíêöiþ f(t, ν) = tα+β−1να−1e−(1+ν)t. Î÷åâèäíî, ùî f(t, ν) ≥ 0, i âîíà

¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ âêàçàíèõ t i ν.

Iíòåãðàë

F (ν) =

+∞∫
0

f(t, ν)dt = Γ(α+ β) · να−1

(1 + ν)α+β

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ ν ≥ 0, à iíòåãðàë

Φ(t) =

+∞∫
0

f(t, ν)dν = tβ−1e−t

+∞∫
0

(νt)α−1e−tνd(tν) = tβ−1e−tΓ(α)

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ t ≥ 0. Íàðåøòi, iñíó¹ iíòåãðàë

+∞∫
0

Φ(t)dt =

+∞∫
0

dt

+∞∫
0

f(t, ν)dν =

+∞∫
0

Γ(α)tβ−1e−tdt = Γ(α) · Γ(β).

Îòæå, ñïðàâåäëèâîþ ¹ ðiâíiñòü

+∞∫
0

F (ν)dν =

+∞∫
0

Φ(t)dt.

Òîäi îòðèìà¹ìî

+∞∫
0

F (ν)dν = Γ(α + β) ·
+∞∫
0

να−1

(1 + ν)α+β
dν = Γ(α+ β) ·B(α, β),
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òîáòî Γ(α + β) · B(α, β) = Γ(α) · Γ(β), ùî i äîâîäèòü ôîðìóëó ó âèïàäêó

α > 1 i β > 1.

Íåõàé òåïåð α > 0 i β > 0. Çà äîâåäåíèì ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà

B(α + 1, β + 1) =
Γ(α+ 1) · Γ(β + 1)

Γ(α + β + 2)
. (3)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó çâåäåííÿ, îòðèìó¹ìî

B(α + 1, β + 1) =
α

α + β + 1
B(α, β + 1) =

α

α+ β + 1
· β

α+ β
B(α, β),

Γ(α + 1) = αΓ(α), Γ(β + 1) = βΓ(β),

Γ(α + β + 2) = (α + β + 1)Γ(α + β + 1) = (α + β + 1)(α+ β)Γ(α + β).

Ïiäñòàâèâøè öi âèðàçè ó (3), îòðèìà¹ìî ôîðìóëó çâ'ÿçêó ìiæ iíòåãðàëàìè

Åéëåðà äëÿ α > 0 i β > 0.

Òåîðåìà 20. Äëÿ 0 < α < 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà äîïîâíåííÿ:

Γ(α) · Γ(1− α) =
π

sin πα
.
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