
Ñïîñîáè çàäàííÿ ãðàôiâ. Ñòåïåíi âåðøèí.

Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi.

Íåõàé V � äîâiëüíà ìíîæèíà, åëåìåíòè ÿêî¨ íàçâåìî âåðøèíà-
ìè, E � ñóêóïíiñòü ïàð âèãëÿäó (v, w), ÿêi íàçèâà¹ìî ðåáðàìè, äå
v, w ∈ V. Òåðìií ñóêóïíiñòü îçíà÷à¹ ìîæëèâiñòü íàÿâíîñòi êiëüêîõ
îäíàêîâèõ ïàð âèãëÿäó (v, w) i (v, v). Âïîðÿäêîâàíó ïàðó G = (V,E)
íàçèâà¹ìî ãðàôîì ç ìíîæèíîþ âåðøèí V òà ìíîæèíîþ ðåáåð E.
Ãðàô íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì, ÿêùî ñêií÷åííèìè ¹ ìíîæèíè éîãî
âåðøèí i ðåáåð. Íàäàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî òiëüêè ñêií÷åíííi ãðà-
ôè. ßêùî v, w ∈ V i e = (v, w) ∈ E, òî êàæåìî, ùî "ðåáðî e ç'¹äíó¹
âåðøèíè v òà w"àáî "ðåáðî e iíöèäåíòíå âåðøèíàì v òà w". Ñàìi
æ âåðøèíè, ìiæ ÿêèìè iñíó¹ ðåáðî íàçèâàþòü ñóìiæíèìè.

ßêùî ïàðè (v, w) ∈ V ââàæàþòü âïîðÿäêîâàíèìè, òî ãðàô ¹
îði¹íòîâàíèì àáî îðãðàôîì. Iíàêøå ãðàô íàçèâàþòü íåîði¹íòîâà-
íèì àáî çâè÷àéíèì. Ðåáðà îði¹íòîâàíîãî ãðàôà ïðèéíÿòî íàçèâàòè
äóãàìè.

Êiëüêiñòü âåðøèí n(G) ãðàôà íàçèâàþòü éîãî ïîðÿäêîì. Êiëü-
êiñòü ðåáåð ïîçíà÷àþòü m(G).

Êiëüêiñòü ðåáåð ãðàôà, iíöèäåíòíèõ äåÿêié âåðøèíi v, íàçèâà-
þòü ëîêàëüíèì ñòåïåíåì, àáî ïðîñòî ñòåïåíåì, âåðøèíè v i ïîçíà-
÷àþòü deg(v). Äëÿ âåðøèí îði¹íòîâàíîãî ãðàôà ðîçðiçíÿþòü íà-
ïiâñòåïåíi âõîäó òà âèõîäó, ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ indeg(v) òà outdeg(v)
âiäïîâiäíî . Íàïiâñòåïåíåì âõîäó âåðøèíè v ¹ ÷èñëî âñiõ ðåáåð âè-
ãëÿäó (v, w) ∈ E, à íàïiâñòåïåíåì âõîäó � ÷èñëî âñiõ ðåáåð âèãëÿäó
(w, v) ∈ E. Iñòîðè÷íî ïåðøîþ òåîðåìîþ òåîði¨ ãðàôiâ ¹ íàñòóïíà
òåîðåìà, çàïðîïîíîâàíà Åéëåðîì:

Òåîðåìà. Ñóìà ñòåïåíiâ óñiõ âåðøèí ãðàôà äîðiâíþ¹ ïîäâî¹-

íié êiëüêîñòi ðåáåð.

Ó ãðàôi ìîæóòü áóòè ðåáðà âèãëÿäó e = (v, w) i e′ = (v, w),
ÿêi iíöèäåíòíi îäíié i òié ñàìié ïàði âåðøèí. Òàêi ðåáðà íàçèâà¹ìî
êðàòíèìè. Ãðàô, ó ÿêîìó ¹ êðàòíi ðåáðà, íàçèâà¹ìî ìóëüòèãðàôîì.
ßêùî ðåáðî ç'¹äíó¹ äåÿêó âåðøèíó ñàìó ç ñîáîþ,òîáòî e = (v, v),
òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ ïåòëåþ. Ãðàô ç ïåòëÿìè òà êðàòíèìè ðåáðàìè
íàçèâà¹ìî ïñåâäîãðàôîì. Íàäàëi â öié êíèçi îði¹íòîâàíi, íåîði¹íòî-
âàíi, ìóëüòèãðàôè òà ïñåâäîãðàôè íàçèâàòèìåìî ïðîñòî ãðàôàìè,
ÿêùî íå áóäå ïîòðåáè ïiäêðåñëèòè ¨õ îñîáëèâiñòü.
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� äåêiëüêà ñïîñîáiâ çàäàííÿ ãðàôiâ. Íàé÷àñòiøå ¨õ áóâà¹ çðó-
÷íî çîáðàæóâàòè ãðàôi÷íî, ùî i çóìîâèëî ïîÿâó ¨õ íàçâè. Ïðè öüî-
ìó åëåìåíòè ìíîæèíè V çîáðàæó¹ìî òî÷êàìè íà ïëîùèíi, à ðåáðà
(v, w)� âiäðiçêàìè (ïðÿìîëiíiéíèìè àáî êðèâîëiíiéíèìè), ÿêi ç'¹ä-
íóþòü òî÷êè v òà w. Â îðãðàôi äóãó (v, w) ïîçíà÷àþòü ñòðiëêîþ,
ùî âåäå ç âåðøèíè v ó âåðøèíó w.

Ùå îäíèì ñïîñîáîì çàäàííÿ ãðàôà ¹ ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi.
Íåõàé v1, v2, ..., vn� âåðøèíè ãðàôà G; e1, e2, ..., em� éîãî ðåáðà. Âiä-
íîøåííÿ iíöèäåíòíîñòi ìîæíà îçíà÷èòè ìàòðèöåþ I = ∥εi,j∥, ùî
ìà¹ m i n ñòîâïöiâ. Ñòîâïöi âiäïîâiäàþòü âåðøèíàì ãðàôà, à ðÿäêè
� éîãî ðåáðàì. ßêùî ðåáðî ei ¹ iíöèäåíòíèì âåðøèíi vj, òî εi,j = 1;
ÿêùî ðåáðî ¹ ïåòëåþ, òî εi,j = 2. Â iíøîìó âèïàäêó εi,j = 0. Ó ìà-
òðèöi iíöèäåíòíîñòi I = ∥εi,j∥ îði¹íòîâàíîãî ãðàôà G, ÿêùî âåðøè-
íà vj � ïî÷àòîê ðåáðà ei, òî εi,j = −1; ÿêùî vj � êiíåöü ei, òî εi,j = 1;
ÿêùî ei� ïåòëÿ, iíöèäåíòíà âåðøèíi vj, òî ïîêëàäåìî εi,j = ±1.

Ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ãðàôà � öå êâàäðàòíà ìàòðèöÿ S = ∥δi,j∥,
ñòîâïöÿì i ðÿäêàì ÿêî¨ âiäïîâiäàþòü âåðøèíè ãðàôà. Äëÿ íåîði¹í-
òîâàíîãî ãðàôà δi,j äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðåáåð, iíöèäåíòíèõ îäíî÷à-
ñíî âåðøèíàì vi òà vj. Äëÿ îðãðàôà öåé åëåìåíò ìàòðèöi ñóìiæíî-
ñòi âêàçó¹ êiëüêiñòü äóã, ïî÷àòêîì ÿêèõ ¹ vi, à êiíöåì � vj.

Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà çàâ-
æäè ìà¹ ñèìåòðè÷íèé âèãëÿä, à îði¹íòîâàíîãî � íå îáîâ'ÿçêîâî.

Ùå îäèí çðó÷íèé ñïîñiá çàäàííÿ ãðàôà � ñïèñîê ñóìiæíîñòi,
äå êîæåí ðÿäîê ñïèñêó âiäïîâiäà¹ âåðøèíi ãðàôà i â íüîìó çàïèñà-
íî âñi âåðøèíè, ñóìiæíi äàíié (äëÿ îðãðàôà � âñi âåðøèíè, ÿêi ¹
êiíöåì äóãè, ùî âèõîäèòü ç äàíî¨ âåðøèíè ).

Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

1. Ùî òàêå ãðàô, ðåáðî, äóãà, ïîðÿäîê ãðàôà?
2. Äàéòå îçíà÷åííÿ içîëüîâàíî¨ âåðøèíè.
3. Ùî òàêå êðàòíi ðåáðà?
4. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïåòëi.
5. ×è ìîæå ñóìà ñòåïåíiâ óñiõ âåðøèí ãðàôà áóòè íåïàðíèì

÷èñëîì?
6. ßêèé ãðàô íàçèâà¹ìî ïñåâäîãðàôîì, ìóëüòèãðàôîì?
7. ßê çàäàòè ãðàô çà ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi?
8. ßê çàäàòè ãðàô çà ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi?
9. ßê, âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðèöþ iíöèäåíòíîñòi, âèçíà÷èòè ñòå-

ïåíi âñiõ âåðøèí?
10. ßê çà ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi çíàéòè ñòåïåíi óñiõ âåðøèí òà

êiëüêiñòü ðåáåð ãðàôà?

Çðàçêè òèïîâèõ çàäà÷ ç ðîçâ'ÿçêàìè

1. Çàäàòè ãðàô G ìàòðèöÿìè iíöèäåíòíîñòi, ñóìiæíîñòi òà ñïè-
ñêîì ñóìiæíîñòi.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó äàìî íàçâè âñiì âåðøèíàì òà ðåáðàì
ãðàôà:

G a• e1 •b e5

c•

e2
e3

|||||||| e4 •d
Ñòîâïöi ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi âiäïîâiäàòèìóòü âåðøèíàì, à ðÿä-

êè � ðåáðàì. Ñòàâèìî 1, ÿêùî ðåáðî iíöèäåíòíå âåðøèíi, 2 � ÿêùî
âîíî ¹ ïåòëåþ i 0 � â iíøîìó âèïàäêó.

I =



a b c d

e1 1 1 0 0
e2 1 0 1 0
e3 0 1 1 0
e4 0 0 1 1
e5 0 2 0 0


Îñêiëüêè äàíèé ãðàô ìà¹ 4 âåðøèíè, òî ðîçìiðíiñòü ìàòðèöi

ñóìiæíîñòi áóäå 4 × 4. Ñòàâèìî 1, ÿêùî âåðøèíè ñóìiæíi i 0 â
iíøîìó âèïàäêó:

S =


a b c d

a 0 1 1 0
b 1 1 1 0
c 1 1 0 1
d 0 0 1 0


Ñïèñîê ñóìiæíîñòi ãðàôà G äëÿ çðó÷íîñòi çîáðàçèìî ó âèãëÿäi

ãîðèçîíòàëüíî¨ òàáëèöi, â ïåðøîìó ðÿäêó ÿêî¨ âèïèñó¹ìî óñi âåðøè-
íè, à â äðóãîìó � âiäïîâiäíi ñóìiæíi âåðøèíè Γ(v) â àëôàâiòíîìó
ïîðÿäêó.

v a b c d
Γ(v) b, c a, b, c a, b, c c
2. Çà ìàòðèöÿìè iíöèäåíòíîñòi òà ñóìiæíîñòi âèçíà÷òå ñòåïåíi

âåðøèí ãðàôà G ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.
Êîæåí ñòîâïåöü ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi ïîêàçó¹ ñêiëüêè ¹ ðåáåð,

iíöèäåíòíèõ äàíié âåðøèíi. Ïåòëÿ ¹ äâi÷i iíöèäåíòíîþ îäié âåðøè-
íi. Òîìó, ùîá çíàéòè ñòåïiíü âåðøèíè, ïîòðiáíî äîäàòè âñi åëåìåíòè
âiäïîâiäíîãî ðÿäêà. Ó íàøîìó âèïàäêó ìà¹ìî:
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deg(a) = 1 + 1 + 0 + 0 + 0 = 2; deg(b) = 1 + 0 + 1 + 0 + 2 = 4;
deg(c) = 0 + 1 + 1 + 1 + 0 = 3; deg(d) = 0 + 0 + 0 + 1 + 0 = 1.

Çàäà÷i
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2. Çàäàòè îðãðàôè 1)-3) ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi:
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3. Çàäàòè ãðàôè çàäà÷i 1 çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi.
4. Çàäàòè îðãðàôè çàäà÷i 2 çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi.
5. Çàäàòè ïñåâäîãðàôè ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi:
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6. Çàäàòè îði¹íòîâàíi ïñåâäîãðàôè ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi:
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7. Çàäàòè ãðàôè çàäà÷i 1 ñïèñêîì ñóìiæíîñòi.
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8. Çàäàòè ãðàôè çàäà÷i 2 ñïèñêîì ñóìiæíîñòi.
9. Çîáðàçèòè íåîði¹íòîâàíi ãðàôè, ÿêùî âiäîìi ¨õ ìàòðèöi iíöè-

äåíòíîñòi:

1)



1 1 0 0 0
0 1 0 0 1
0 1 1 0 0
1 0 0 0 1
0 0 0 1 1
0 0 1 1 0
1 0 1 0 0


2)


0 0 2 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1


10. Çîáðàçèòè îði¹íòîâàíi ãðàôè, ÿêùî âiäîìi ¨õ ìàòðèöi iíöè-

äåíòíîñòi:

1)



−1 1 0 0 0
0 1 0 0 −1
0 −1 1 0 0
−1 0 0 0 1
0 0 0 1 −1
0 0 −1 1 0
−1 0 1 0 0


2)


−1 0 1 0
−1 1 0 0
0 1 −1 0
0 1 0 −1
0 0 ±1 0


11. Çà ìàòðèöÿìè ñóìiæíîñòi çîáðàçèòè íåîði¹íòîâàíi ãðàôè:

1)

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 2)


0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1

 3)


0 1 0 2
1 0 1 0
0 1 1 3
2 0 3 0


12. Çà ìàòðèöÿìè ñóìiæíîñòi çîáðàçèòè îði¹íòîâàíi ãðàôè:

1)

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 2)


0 1 0 1
1 0 0 0
1 0 1 0
0 1 1 1

 3)


0 2 0 0
0 0 3 1
2 1 0 1
4 0 0 1


13. Çîáðàçèòè íåîði¹íòîâàíi ãðàôè, çàäàíi ñïèñêîì ñóìiæíîñòi:

1)
v v1 v2 v3 v4 v5 v6

Γ(v) v2 v1, v3, v6 v2, v4 v3, v5, v6 v4 v2, v4

2)
v v1 v2 v3 v4 v5 v6

Γ(v) v2 v1 v4, v5 v3, v5, v6 v3, v4, v6 v4, v5

14. Çîáðàçèòè îði¹íòîâàíi ãðàôè, çàäàíi ñïèñêîì ñóìiæíîñòi:

1)
v v1 v2 v3 v4 v5 v6

Γ(v) v3 v1, v3 v2, v5 � v2, v6 v2

2)
v v1 v2 v3 v4 v5 v6

Γ(v) v2 v2 v1, v2 v3, v5 v4 v6
15. Âèçíà÷òå ñòåïåíi âåðøèí íåîði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ:
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16. Âèçíà÷òå ñòåïåíi âõîäó i âèõîäó îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ:
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17. Ñêiëüêè ðåáåð ìà¹ ïðîñòèé ãðàô, âåðøèíè ÿêîãî ìàþòü òàêi
ñòåïåíi: 4,3,3,2,2 ?

18. ×è iñíó¹ ïðîñòèé ãðàô ç âåðøèíàìè äàíèõ ñòåïåíiâ:
1) 1,1,1,1,1; 2) 1,1,1,1,2; 3) 0,1,2,2,3; 4) 3,3,3,3,2;
5) 1,2,3,4,4?
ßêùî òàê, òî çîáðàçiòü éîãî.
19. Çà ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi âèçíà÷òå ñòåïåíi âåðøèí íåîði-

¹íòîâàíîãî ãðàôà:

1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 0 0 1 0
0 0 1 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1


20. Çà ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi âèçíà÷òå ñòåïåíi âåðøèí îði¹í-

òîâàíîãî ãðàôà:

1 −1 0 0
1 0 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1
0 0 −1 1
0 0 1 −1
0 0 0 ±1


21. Çà äàíèìè ìàòðèöÿìè ñóìiæíîñòi âèçíà÷òå ñòåïåíi âåðøèí

íåîði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ:
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1)


0 1 1 1 0
1 0 1 0 0
1 1 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 2)


1 2 0 2
2 0 3 0
0 3 0 1
2 0 1 2


22. Çà äàíèìè ìàòðèöÿìè ñóìiæíîñòi âèçíà÷òå ñòåïåíi âõîäó i

âèõîäó âåðøèí îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ:
0 1 2 0
2 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1



1 1 1 0
0 1 1 3
2 1 0 2
4 0 1 1


23. � 25 ñòóäåíòiâ. Âiäîìî, ùî êîæåí ñòóäåíò çíàéîìèé ç ï'ÿ-

òüìà iíøèìè. ×è ìîæå òàêå áóòè?
24. Ó÷àñíèêè ñòóäåíòñüêî¨ îëiìïiàäè, ïîçíàéîìèâøèñü, îáìiíÿ-

ëèñü êîíâåðòàìè ç àäðåñàìè. Äîâåäiòü, ùî:
1) âñüîãî áóëî ïåðåäàíî ïàðíó êiëüêiñòü êîíâåðòiâ;
2) êiëüêiñòü ó÷àñíèêiâ, ÿêi îáìiíÿëèñü êîíâåðòàìè íåïàðíó êiëü-

êiñòü ðàçiâ, ïàðíà.
25. ×è iñíó¹ ãðàô ç ï'ÿòüìà âåðøèíàìè, ó ÿêîãî îäíà âåðøèíà

içîëüîâàíà, à iíøà - ñòåïåíÿ 4?
26. Äåâ'ÿòü øàõìàòèñòiâ ïðîâîäÿòü òóðíið çà êðóãîâîþ ñõåìîþ(

êîæåí ç ó÷àñíèêiâ ìà¹ çiãðàòè ç êîæíèì ç ðåøòè ïî îäíîìó ðàçó).
Äîâåäiòü, ùî ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó çíàéäóòüñÿ äâî¹, ÿêi çiãðàëè
îäíàêîâó êiëüêiñòü ïàðòié.

27. Äåâ'ÿòü øàõìàòèñòiâ ïðîâîäÿòü òóðíið çà êðóãîâîþ ñõåìîþ.
Â äåÿêèé ìîìåíò âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðiâíî (!) äâî¹ ó÷àñíèêiâ çiãðàëè
îäíàêîâó êiëüêiñòü ïàðòié. Äîâåäiòü, ùî ó öüîìó âèïàäêó àáî ðiâíî
îäèí ó÷àñíèê ùå íå çiãðàâ æîäíî¨ ïàðòi¨, àáî ðiâíî îäèí çiãðàâ óñi
ïàðòi¨.



Äi¨ íàä ãðàôàìè. Içîìîðôiçì.

Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Íåõàé ìè ìà¹ìî ãðàô G = (V,E). Òîäi êîæåí ãðàô G′ = (V ′, E ′),
äëÿ ÿêîãî V ′ ⊂ V i E ′ ⊂ E íàçèâà¹ìî ïiäãðàôîì äàíîãî ãðàôà
G. Ïiäãðàô ìîæåìî îòðèìàòè, âèêîíóþ÷è îïåðàöi¨ âèëó÷åííÿ âåð-
øèí ÷è ðåáåð. Ïiä îïåðàöi¹þ âèëó÷åííÿ âåðøèíè áóäåìî ðîçóìiòè
îïåðàöiþ, ùî ïîëÿãà¹ ó âèäàëåííi äåÿêî¨ âåðøèíè ðàçîì ç iíöèäåí-
òíèìè ¨é ðåáðàìè. Îïåðàöiÿ æ âèëó÷åííÿ ðåáðà íå âåäå çà ñîáîþ
âèëó÷åííÿ âåðøèí, ÿêi ¹ êiíöÿìè äàíîãî ðåáðà.

Äîïîâíåííÿì (äîïîâíÿëüíèì ãðàôîì) Ḡ ãðàôà G ¹ ãðàô, ÿêèé
ìà¹ òó ñàìó ìíîæèíó âåðøèí, ùî é G, ïðîòå äâi âåðøèíè ó Ḡ ¹
ñóìiæíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè íå ¹ òàêèìè ó G.

Îá'¹äíàííÿì ãðàôiâ G(V,E) òà G′(V ′, E ′) íàçèâà¹ìî ãðàô G ∪
G′(V ∪ V ′, E ∪ E ′). Àíàëîãi÷íî, ïåðåðiçîì áóäå ãðàô G ∩ G′(V ∩
V ′, E ∩ E ′).

Ìè óæå ðîçãëÿäàëè ðiçíi ñïîñîáè çàäàííÿ ãðàôiâ. Ìàþ÷è ìà-
òðèöþ ñóìiæíîñòi àáî ìàòðèöþ iíöèäåíòíîñòi, ìè ìîæåìî âèêîíàòè
ðèñóíîê (äiàãðàìó) ãðàôà. Î÷åâèäíî, ùî âèãëÿä ãðàôà çàëåæèòü
âiä ôîðìè ëiíié òà âiä ðîçìiùåííÿ âåðøèí íà ðèñóíêó. Iíîäi íå
òàê ëåãêî çðîçóìiòè ÷è îäèí i òîé ñàìèé ãðàô çîáðàæåíèé íà íà
ðiçíèõ ðèñóíêàõ. Âèãëÿä ìàòðèöü òà ñïèñêó ñóìiæíîñòi çàëåæèòü
âiä íóìåðàöi¨ âåðøèí i ðåáåð ãðàôà.

Íåõàé iñíó¹ ái¹êöiÿ ϕ, ÿêà äi¹ ç ìíîæèíè âåðøèí ãðàôà G íà
ìíîæèíó âåðøèí ãðàôà G′ òàê, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåðøèí v, w ∈
V (G) ¨õ îáðàçè ϕ(v) òà ϕ(w) ¹ ñóìiæíèìè ó G′ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè v òà w ¹ ñóìiæíèìè ó G. Òàêó ái¹êöiþ íàçèâàþòü içîìîðôi-
çìîì ãðàôàG íà ãðàôG′, à ñàìi ãðàôè íàçèâàþòü içîìîðôíèìè. Öå
îçíà÷åííÿ ãîäèòüñÿ i äëÿ îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ, àëå ïîòðiáíî âðàõî-
âóâàòè ùå é íàïðÿì äóãè îðãðàôà. Òîáòî, âåðøèíà ϕ(v) ¹ ïî÷àòêîì,
à ϕ(w) êiíöåì äóãè â G′ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïî÷àòêîì i êiíöåì
¹ âiäïîâiäíî v i w ó ãðàôi G.

Íàïðèêëàä, íèæ÷å íà ðèñóíêó çîáðàæåíî içîìîðôíi ãðàôè:

a1•

FF
FF

FF
FF

•a2

a3•

xxxxxxxx
•a4

b1• b2• •b3

b4•
8
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Îòæå, ãðàôè ¹ içîìîðôíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ òiëüêè
íóìåðàöi¹þ (iìåíàìè) âåðøèí.

Ìàòðèöi ñóìiæíîñòi içîìîðôíèõ ãðàôiâ ëåãêî ïåðåõîäÿòü îäíà
â îäíó øëÿõîì ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ.

Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äâà ðèñóíêè çîáðàæóþòü îäèí i òîé ñà-
ìèé ãðàô, ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè:

1. ×è îäíàêîâà êiëüêiñòü âåðøèí ó îáîõ ãðàôiâ.
2. ×è îäíàêîâà ó íèõ êiëüêiñòü ðåáåð.
3. ×è ñïiâïàäà¹ ó íèõ ÷èñëî âåðøèí, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó ñòå-

ïiíü.
Ñôîðìóëüîâàíi âèùå óìîâè ùå íå ¹ äîñòàòíiìè äëÿ òîãî, ùîá

ãðàôè áóëè içîìîðôíèìè.Ùîá äîâåñòè içîìîðôíiñòü, ïîòðiáíî âñòà-
íîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíàìè âåðøèí
îáîõ ãðàôiâ, ÿêà çáåðiãà¹ ðåáðà.

ßêùî ãðàô G içîìîðôíèé ñâî¹ìó äîïîâíåííþ Ḡ, òî éîãî íàçè-
âàþòü ñàìîäîïîâíÿëüíèì.

Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

1. ßêèìè ìàþòü áóòè ãðàôè G1 òà G2, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâ-
íiñòü G1 ∪G2 = G1 ∩G2?

2. ßê çà ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi ãðàôà ïîáóäóâàòè éîãî äîïîâ-
íÿëüíèé ãðàô?

3. ×èì ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ içîìîðôíi ãðàôè?
4. Ñêiëüêè ðåáåð ¹ ó äîïîâíåííi Ḡ ñàìîäîïîâíÿëüíîãî ãðàôà G,

ÿêèé ìà¹ m ðåáåð?
5. ×è ìîæå áóòè ãðàô iç òðüîìà âåðøèíàìè i äâîìà ðåáðàìè

ñàìîäîïîâíÿëüíèì?
6. ×îìó äîðiâíþ¹ ñòåïiíü âåðøèíè v ó ãðàôi Ḡ, ÿêùî â ãðàôi G

ç n âåðøèíàìè:
1) deg(v) = 1;
2) deg(v) = n− 1;
3) deg(v) = 0;
4) deg(v) = k?
7. ßêi âëàñòèâîñòi ìà¹ âiäíîøåííÿ içîìîðôíîñòi íà ìíîæèíi

ãðàôiâ?

Çðàçêè òèïîâèõ çàäà÷ ç ðîçâ'ÿçêàìè

1. Çíàéäiòü îá'¹äíàííÿ òà ïåðåðiç ãðàôiâ:
G1 a b

c d

G2 a b

e

��������
f

Ðîçâ'ÿçàííÿ.
Çíàéäåìî ìíîæèíó âåðøèí ãðàôà G1 ∪G2 :
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V (G1 ∪G2) = {a, b, c, d} ∪ {a, b, e, f} = {a, b, c, d, e, f}.
Àíàëîãi÷íî V (G1 ∩G2) = {a, b, c, d} ∩ {a, b, e, f} = {a, b}.
Êîæíå ðåáðî ãðàôiâ ïîçíà÷èìî ÿê ïàðó (v, w), äå âåðøèíè v i w

¹ êiíöÿìè ðåáðà. ÒîäiE(G1∪G2) = {(a, b), (a, c), (a, d)}∪{(a, b), (b, e), (e, f)} =
{(a, b), (a, c), (a, d), (b, e), (e, f)} òà E(G1∩G2) = {(a, b), (a, c), (a, d)}∩
{(a, b), (b, e), (e, f)} = {(a, b)}

Îòðèìà¹ìî ãðàôè:
G1 ∪G2 : e

==
==

==
==

f

a b

c d

G1 ∩G2 :

a b

2. Äîñëiäiòü ãðàôè íà içîìîðôíiñòü:
1)G1 a

��
��
��
��

>>
>>

>>
>>

b c

ppp
ppp

ppp
ppp

pp

d e

G2

a′ b′ c′ d′ e′

2)G1 a

��
��
��
��

>>
>>

>>
>>

��
��
��
��
��
��
��

b

NNN
NNN

NNN
NNN

NN c

d e

G2

a′ b′ c′ d′ e′

3)G1 a

��
��
��
��

>>
>>

>>
>>

��
��
��
��
��
��
��

..
..
..
..
..
..
..
.

b

NNN
NNN

NNN
NNN

NN c

d e

G2

a′ b′ c′ d′ e′

Ðîçâ'ÿçàííÿ.
1) Ïåðåâiðÿ¹ìî âèêîíàííÿ íåîáõiäíèõ óìîâ. Â îáîõ ãðàôàõ ¹ ïî

5 âåðøèí òà 7 ðåáåð, àëå ó G1 ¹ äâi âåðøèíè a òà e ñòåïåíÿ 2,à ó G2

òiëüêè îäíà âåðøèíà. Òîìó äàíi ãðàôè íå ¹ içîìîðôíèìè.
2) Â îáîõ ãðàôàõ ¹ ïî 5 ðåáåð òà ïî 5 âåðøèí, ñåðåä ÿêèõ ïî

îäíié âåðøèíi ñòåïåíÿ 1, òðè âåðøèíè ñòåïåíÿ 2 òà îäíié âåðøèíi
ñòåïåíÿ 3. Ïðîòå öi ãðàôè íå ¹ içîìîðôíèìè, îñêiëüêè ó G1 âå-
øèíà ñòåïåíÿ 1 ñóìiæíà ç âåðøèíîþ ñòåïåíÿ 3, à ó G2 àíàëîãi÷íà
âåðøèíà ñóìiæíà ç âåðøèíîþ ñòåïåíÿ 2.
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3) ßê âèäíî, ÷èñëî âåðøèí, ÷èñëî ðåáåð òà ñòåïåíi âåðøèí â
îáîõ ãðàôàõ ñïiâïàäàþòü. Ñïðîáó¹ìî ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì ϕ :
G1 → G2. Î÷åâèäíî, ùî ϕ(a) = b′, îñêiëüêè öå ¹äèíi âåðøèíè ñòå-
ïåíÿ 4 â îáîõ ãðàôàõ. Àíàëîãi÷íî ϕ(d) = a′ òà ϕ(e) = d′. Âåð-
øèíàì b i c ñòåïåíÿ 2 âiäïîâiäàþòü âåðøèíè c′ i e′. Ïîêëàäåìî
ϕ() = c′, ϕ(b) = e′. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ìíîæèíà âåðøèí, ñóìi-
æíèõ ç b ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ âåðøèí, ñóìiæíèõ ç c, òî îäíàêîâî
âiðíèì áóäå ïîêëàñòè ϕ(b) = c′, ϕ(c) = e′ òà ϕ(c) = c′, ϕ(b) = e′.

Âñòàíîâèòè âiäïîâiäíiñòü äâîõ ðèñóíêiâ îäíîìó ãðàôó ìîæíà i
ãåîìåòðè÷íî:

a

��
��
��
��

==
==

==
==

��
��
��
��
��
��
��

..
..
..
..
..
..
..
. d a

==
==

==
==

��
��
��
��

..
..
..
..
..
..
..
.

b

NNN
NNN

NNN
NNN

NN c ⇒ b

NNN
NNN

NNN
NNN

NN c ⇒

d e e

d a

��
��
��
��

..
..
..
..
..
..
..
. c d a

��
��
��
��

c e ⇒

b

OOO
OOO

OOO
OOO

OO ⇒ b

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

e

d a c e b

Çàäà÷i

1. Ïîáóäóâàòè ãðàô, ÿêèé îòðèìà¹ìî âíàñëiäîê âèëó÷åííÿ ç äà-
íîãî ãðàôà âåðøèíè c.

a

>>
>>

>>
>>

b

c

��������

==
==

==
==

d

e

��������
f g

��������

2. Çíàéòè âñi ïiäãðàôè çàäàíîãî ãðàôà, ÿêi ìàþòü òó ñàìó ìíî-
æèíó âåðøèí, ùî i äàíèé ãðàô:

•

@@
@@

@@
@ •

• •
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3. Çíàéäiòü äîïîâíåííÿ äî ãðàôiâ 1)-4):
1) • •

• •

2) • •

•

~~~~~~~
•

3) •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~

4) •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~
•

• •
4. Äëÿ ãðàôà, çàäàíîãî ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi, çíàéòè ìàòðèöþ

ñóìiæíîñòi äîïîâíÿëüíîãî ãðàôà.


0 1 0 1 0
1 0 1 1 0
0 1 0 0 1
1 1 0 0 1
0 0 1 1 0


5. Çíàéäiòü îá'¹äíàííÿ òà ïåðåðiçè ïàð ãðàôiâ:
1) a b

c

��������

d

�������
e

a

>>
>>

>>
>>

b

c

��������

>>
>>

>>
>>

d

�������
e

2) a b

c

��������
d

e

��������
f

a b

c e

f d

6. Ïîÿñíiòü ÷îìó äàíi ïàðè ãðàôiâ íå ¹ içîìîðôíèìè:
1) •

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~
•

•

@@
@@

@@
@

• • •

2) •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~

•

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~
•

• •
3) •

@@
@@

@@
@ • •

•

~~~~~~~
•

•

@@
@@

@@
@ • •

•

~~~~~~~
•

4) •

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~
•

•

OOO
OOO

OOO
OOO

OO •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

oooooooooooooo • • •

5) • •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

oooooooooooooo

@@
@@

@@
@ •

• •

~~~~~~~

• •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

��������������
•

~~~~~~~
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6) • •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

• •

~~~~~~~

•

//
//
//
//
//
//
//

•

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

��������������
•

~~~~~~~

7) •

@@
@@

@@
@ •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~
•

~~~~~~~

•

@@
@@

@@
@ •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

~~~~~~~
•

•

~~~~~~~
•

~~~~~~~

7. Äîñëiäiòü íà içîìîðôíiñòü íàñòóïíi ïàðè ãðàôiâ:
1) •

• •

• •

•

//
//
//
//
//
//
//

•

UUUU
UUUU

UUUU
UUUU

UUUU
U •

•

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

��������������
•

2) •

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~

OOO
OOO

OOO
OOO

OO •

~~~~~~~

•

•

//
//
//
//
//
//
//

•

@@
@@

@@
@ •

•

��������������

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii •

~~~~~~~

3) •

OOO
OOO

OOO
OOO

OO

•

oooooooooooooo •

•

@@
@@

@@
@ •

• •

~~~~~~~

•

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@

•

//
//
//
//
//
//
//

•

•

UUUU
UUUU

UUUU
UUUU

UUUU
U

~~~~~~~~~~~~~~~~~~
•

•

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii •

��������������

4) • • • • • •

• •

• • • • • •

• •
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5) •

@@
@@

@@
@ •

• •

~~~~~~~

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

• •

~~~~~~~

• • •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

• • •

~~~~~~~

6) •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~
•

• •

• • • • •

7) •

@@
@@

@@
@

//
//
//
//
//
//
//

•

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

��������������

~~~~~~~
•

•

//
//
//
//
//
//
//

•

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

��������������
•

~~~~~~~

8) •

//
//
//
//
//
//
//

•

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

��������������
•

~~~~~~~

•

@@
@@

@@
@ •

•

OOO
OOO

OOO
OOO

OO •

~~~~~~~

•

oooooooooooooo •
9) •

//
//
//
//
//
//
//

OOO
OOO

OOO
OOO

OO

•

UUUU
UUUU

UUUU
UUUU

UUUU
U

oooooooooooooo

@@
@@

@@
@ •

•

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

��������������
•

~~~~~~~

• • • • •

10) •

@@
@@

@@
@ •

• •

• •

@@
@@

@@
@

• •

•

@@
@@

@@
@ •

• •

~~~~~~~

• •

• •
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11) •

''
''
''
''
''
''
''
''
''
''
''
''
''
''

•

**
**
**
**
**
**
**
**
**
**
*

•

//
//
//
//
//
//
//

•

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~

��������������

���������������������

����������������������������
•

•

OOO
OOO

OOO
OOO

OO

//
//
//
//
//
//
//

•

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@ •

•

��������������

oooooooooooooo •

12) • •

•

~~~~~~~
•

~~~~~~~

• •

•

~~~~~~~
•

~~~~~~~

• •

@@
@@

@@
@

•

~~~~~~~
•

•

@@
@@

@@
@ •

• •

~~~~~~~

8. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ïàðà 1)-3) ìàòðèöü ñóìiæíîñòi çàäà¹ ãðà-
ôè, içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ.

1)

0 1 1
1 0 0
1 0 0

 0 0 1
0 0 1
1 1 0

 2)


0 0 1 1
0 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0



0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 0 0 0


3)


0 0 1 0
1 1 0 1
1 1 0 1
0 0 0 0



0 0 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
1 0 1 1


9. Äîâåäiòü, ùî äàíèé ãðàô � ñàìîäîïîâíÿëüíèé.

• •

• •

10. Äîâåäiòü, ùî êîæåí ñàìîäîïîâíÿëüíèé ãðàô ìà¹ 4k àáî 4k+1
âåðøèí.

11. Ñêiëüêè iñíó¹ íåiçîìîðôíèõ ïðîñòèõ ãðàôiâ ç n âåðøèíàìè,
ÿêùî:

1) n = 2;
2) n = 3;
3) n = 4?
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12. Ñêiëüêè iñíó¹ íåiçîìîðôíèõ ïðîñòèõ ãðàôiâ ç 5 âåðøèíàìè
i 3 ðåáðàìè?

13. Âèçíà÷èòè ÿêi ïàðè îðãðàôiâ ¹ içîìîðôíèìè.
1) • //

��

•

• // •

OO •

��@
@@

@@
@@

•

��~~
~~
~~
~

oo

• •oo

2) •99

��

•

��
•

??~~~~~~~
// •

__@@@@@@@

VV •

��

(( •oo

•
%% //

??~~~~~~~
•

OO

3) •

��

•

��
• //

HH ??~~~~~~~%%
•

OO •

��@
@@

@@
@@

•

• //

OO ??~~~~~~~%%
•hh

4) •

�� ��@
@@

@@
@@

•oo

•

??~~~~~~~
•oo

OO •

��

•oo

��
• //

??~~~~~~~
•

__@@@@@@@

5) •
��

��@
@@

@@
@@

•
��

��

��~~
~~
~~
~

•

��~~
~~
~~
~

•

OO

EE • YY

__@@@@@@@

•
��

�� ��@
@@

@@
@@

•
%% //

��@
@@

@@
@@

• // •
yy

•EE

OO

6) •

��

��/
//
//
//
//
//
//
/

•

��~~
~~
~~
~

��@
@@

@@
@@

• //

GG��������������
•

•

•

OO

��@
@@

@@
@@

•

??~~~~~~~

GG��������������
•oo

WW//////////////

14. Â øàõìàòíîìó òóðíiði çà êðóãîâîþ ñõåìîþ áåðóòü ó÷àñòü
ñiì ñòóäåíòiâ. Âiäîìî, ùî Iâàí çiãðàâ øiñòü ïàðòié, Òàðàñ � ï'ÿòü,
Àíäðié i Äìèòðî � ïî òðè, Ñòåïàí i Îëåã � ïî äâi, �âãåí � îäíó. Ç
êèì çiãðàâ Àíäðié?



Ìàðøðóòè, öèêëè. Çâ'ÿçíiñòü.

Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Íåõàé ìà¹ìî íåîði¹íòîâàíèé ãðàô G.
Ìàðøðóòîì ó ãðàôi G íàçèâà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü éîãî âåðøèí

v1, v2, ..., vn, â ÿêié êîæíi äâi ñóñiäíi âåðøèíè ñóìiæíi. Âåðøèíà v1
¹ ïî÷àòêîì ìàðøðóòó, à âåðøèíà vn � êiíöåì. ßêùî ïåðøà òà îñòàí-
íÿ âåðøèíè ìàðøðóòó ñïiâïàäàþòü, òî âií íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì.
Ìàðøðóò íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì, ÿêùî âñi éîãî ðåáðà ðiçíi, i ïðî-
ñòèì ëàíöþãîì, ÿêùî âñi éîãî âåðøèíè (à çíà÷èòü i ðåáðà) ðiçíi.
Çàìêíåíèé (ïðîñòèé) ëàíöþã ùå íàçèâàþòü (ïðîñòèì) öèêëîì.

Îçíà÷åííÿ ìàðøðóòó ìîæíà ïåðåíåñòè íà îði¹íòîâàíèé ãðàô.
Ìàðøðóò â îñòàííüîìó íàçèâàòèìåìî øëÿõîì. Îòæå, øëÿõîì â îð-
ãðàôi ¹ ïîñëiäîâíiñòü âåðøèí v1, v2, ..., vn, â ÿêié êîæíi äâi âåðøèíè
vi, vi+1 ¹ ñóìiæíèìè, ïðè÷îìó vi ¹ ïî÷àòêîì, à vi+1 � êiíöåì ñïiëüíî¨
äóãè. Âiäïîâiäíî ìîæíà ïåðåíåñòè òàêîæ îçíà÷åííÿ ëàíöþãà, ïðî-
ñòîãî ëàíöþãà, öèêëó òà ïðîñòîãî öèêëó. Ïðîñòèé öèêë â îðãðàôi
ùå íàçèâàþòü êîíòóðîì.

Îäíi¹þ ç íàéïðîñòiøèõ âëàñòèâîñòåé ãðàôiâ ¹ çâ'ÿçíiñòü. Íàçè-
âà¹ìî ãðàô çâ'ÿçíèì, ÿêùî êîæíi äâi éîãî âåðøèíè ç'¹äíàíi ëàíöþ-
ãîì. Â iíøîìó âèïàäêó ãðàô � íåçâ'ÿçíèé. Ìàêñèìàëüíèé çâ'ÿçíèé
ïiäãðàô çàäàíîãî ãðàôà ¹ éîãî êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi. Òàêèì ÷è-
íîì, íåçâ'ÿçíèé ãðàô ìà¹ ÿê ìiíiìóì äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi.
Çâ'ÿçíèé æ ãðàô ìà¹ îäíó êîìïîíåíòó � ñåáå ñàìîãî.

Äëÿ îði¹íòîâàíîãî ãðàôà ââîäèìî ïîíÿòòÿ ñëàáêî¨, ñèëüíî¨ òà
îäíîái÷íî¨ çâ'ÿçíîñòi.

Îðãðàô íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêîçâ'ÿçíèì, ÿêùî ìiæ êîæíèìè äâîìà
éîãî âåðøèíàìè iñíó¹ øëÿõ õî÷à á â îäèí áiê.

Îðãðàô íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíîçâ'ÿçíèì, ÿêùî ìiæ êîæíèìè äâîìà
éîãî âåðøèíàìè iñíó¹ øëÿõ â îáèäâà áîêè.

Îðãðàô íàçèâà¹òüñÿ îäíîái÷íîçâ'ÿçíèì, ÿêùî ìiæ êîæíèìè äâî-
ìà éîãî âåðøèíàìè iñíó¹ øëÿõ ðiâíî â îäèí áiê. Çâè÷àéíèé (áåç
ïåòåëü òà êðàòíèõ ðåáåð) îäíîái÷íîçâ'ÿçíèé ãðàô ùå íàçèâàþòü
ìåðåæåþ.

ßêùî ç âåðøèíè vi ó âåðøèíó vj iñíó¹ ìàðøðóò (øëÿõ), òî êà-
æåìî, ùî âåðøèíà vj äîñÿæíà ç âåðøèíè vi.

Äîâæèíîþ ìàðøðóòó ¹ êiëüêiñòü ðåáåð â íüîìó. Ðåáðî � öå ìàð-
øðóò äîâæèíîþ 1.Îòæå, ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ïîêàçó¹ ìiæ ÿêèìè

17
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âåðøèíàìè ¹ ìàðøðóò äîâæèíîþ 1. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè êiëüêiñòü
âñiõ ìàðøðóòiâ äîâæèíîþ n ó ãðàôi G, ïîòðiáíî éîãî ìàòðèöþ ñó-
ìiæíîñòi S ïiäíåñòè äî ñòåïåíÿ n. Îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ Sn = [si,j],
äå åëåìåíò si,j ïîêàçó¹ êiëüêiñòü ìàðøðóòiâ äîâæèíîþ n iç i -¨ âåð-
øèíè ó j-òó âåðøèíó.

Âåðøèíó ãðàôà, âèëó÷åííÿ ÿêî¨ çóìîâëþ¹ çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi
êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi, íàçèâàþòü ðîç'¹äíóâàëüíîþ.

Ðåáðî ãðàôà, âèëó÷åííÿ ÿêîãî çóìîâëþ¹ çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi
êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi, íàçèâàþòü ìîñòîì. ßêùî ðåáðî e íå íàëå-
æèòü æîäíîìó öèêëó, òî âîíî ¹ ìîñòîì.

Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

1. Äàéòå îçíà÷åííÿ êîíòóðà â îðãðàôi.
2. ßêi âëàñòèâîñòi ìà¹ âiäíîøåííÿ äîñÿæíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ

âåðøèí ãðàôà?
3. ×è ìîæíà ç áóäü-ÿêîãî çàìêíåíîãî ìàðøðóòó âèëó÷èòè ïðî-

ñòèé ëàíöþã?
4. Ñêiëüêè ðåáåð ìà¹ ïðîñòèé öèêë ç n âåðøèíàìè?
5. ×è ìîæå áóòè òàê, ùî ó ãðàôi iñíó¹ ïðîñòèé ëàíöþã ç âåðøèíè

v1 ó âåðøèíó v2 òà ç v2 ó v3, àëå íå iñíó¹ ïðîñòîãî ëàíöþãà ç v1 ó
v3 ÷åðåç âåðøèíó v2?

6. ×è ìîæå ìiñò áóòè ðåáðîì öèêëó?
7. ßêå íàéìåíøå ÷èñëî ðåáåð ìà¹ ìàòè ãðàô, ùîá âií áóâ çâ'ÿ-

çíèì?

Çðàçêè òèïîâèõ çàäà÷ ç ðîçâ'ÿçêàìè

1. Çàäàíî ãðàô:

v1

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn

||
||
||
||

BB
BB

BB
BB

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP

v2 v3 v4 v5
×è êîæíà ç ïîñëiäîâíîñòåé âåðøèí 1)-6) çàäà¹ ìàðøðóò? ßêùî

òàê, òî ÷è ¹ âií ëàíöþãîì, öèêëîì, ïðîñòèì ëàíöþãîì, ïðîñòèì
öèêëîì?

1) v2, v3, v5, v4;
2) v2, v3, v4, v5, v1, v4, v3;
3) v3, v1, v4, v5, v1, v2;
4) v2, v3, v1, v4, v3, v1, v2;
5) v2, v3, v1, v4, v5, v1, v2;
6) v2, v3, v4, v5, v1, v2.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.
1) íå ¹ ìàðøðóòîì, îñêiëüêè âåðøèíè v3 òà v5 ñòîÿòü ïîðó÷, àëå

íå ¹ ñóìiæíèìè;
2) ìàðøðóò, àëå íå ëàíöþã, òîìó, ùî äâi÷i ìiñòèòü ðåáðî (v3, v4);
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3) ìàðøðóò, ÿêèé ¹ ëàíöþãîì, îñêiëüêè æîäíå ðåáðî íå ïîâòî-
ðþ¹òüñÿ.

v0 v1

||
||
||
||

BB
BB

BB
BB

v2 v3 v4

{{
{{
{{
{{

DD
DD

DD
DD

v5 v6 v7 v8

CC
CC

CC
CC

v9 v10

zz
zz
zz
zz

v11

v12
1. Ç âåðøèíè v0 ó âåðøèíó v11 äàíîãî ãðàôà çíàéòè:
1) ïðîñòèé ëàíöþã;
2) ëàíöþã, ÿêèé íå ¹ ïðîñòèì;
3) ìàðøðóò, ÿêèé íå ¹ ëàíöþãîì.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.

Çàäà÷i

1. ×è iñíó¹ ëàíöþã âiä a äî d, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç óñi âåðøèíè?
À ïðîñòèé ëàíöþã?

b

==
==

==
==

a

��������

>>
>>

>>
>>

c d

e

��������

2. Çàäàíî ãðàô:

v1

BB
BB

BB
BB

v2

v3

||||||||

BB
BB

BB
BB

v4

||||||||
v5

×è êîæíà ç ïîñëiäîâíîñòåé âåðøèí 1)-6) çàäà¹ ìàðøðóò? ßêùî
òàê, òî ÷è ¹ âií ëàíöþãîì, öèêëîì, ïðîñòèì ëàíöþãîì, ïðîñòèì
öèêëîì?

1)v1, v4, v2, v3;
2)v1, v3, v1, v4;
3)v1, v3, v5, v2, v3, v4;
4)v1, v4, v3, v2, v5;
5)v1, v3, v5, v2, v3, v4, v1;
6)v1, v3, v4, v1.

3. Çíàéäiòü óñi ïðîñòi ëàíöþãè ç v0 ó v7:
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v0 v1 v2

v3 v4 v5

v6 v7

4. v10

v1 v2

BB
BB

BB
BB

v6 v7

BB
BB

BB
BB

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ

mmmmmmmmmmmmmmm
v11

v3

||||||||
v4 v5 v8

||||||||
v9 v12

zzzzzzzz

1) Çíàéòè âñi ëàíöþãè, ùî âåäóòü ç v1 ó v12;
2) Çíàéòè âñi ïðîñòi ëàíöþãè, ùî âåäóòü ç v1 ó v12;
3) Çíàéòè ëàíöþã ç v1 ó v12, ÿêèé ìiñòèòü óñi âåðøèíè;
4) ×è iñíó¹ ïðîñòèé ëàíöþã ç v1 ó v12, ÿêèé ìiñòèòü óñi âåðøèíè?
5) Çíàéòè ìàðøðóò ç v1 ó v12, ÿêèé íå ¹ ëàíöþãîì;
6) Çíàéòè ìàðøðóò ç v1 ó v12, ÿêèé ìiñòèòü óñi âåðøèíè i íå ¹

ëàíöþãîì;
7) Çíàéòè óñi ïðîñòi öèêëè.
5. Â äàíîìó ãðàôi çíàéäiòü öèêëè äîâæèíîþ 3, 4, 5, 6, 10.

a

..
..
..
..
..
..
..
.

NNN
NNN

NNN
NNN

NN

b

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTTT
T

oooooooooooooo

==
==

==
==

c

d

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

��������������
e

��������

6. ×è ìà¹ ãðàô ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i öèêë äîâæèíîþ 9? Âiäïî-
âiäü îáãðóíòóéòå.

7. Äëÿ ãðàôiâ 1)-2) çíàéäiòü êiëüêiñòü óñiõ øëÿõiâ äîâæèíîþ 2,
3, 4.

1) •

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~

@@
@@

@@
@

• •

2) •

OOO
OOO

OOO
OOO

OO • •

• • •

8. Äëÿ îðãðàôiâ 1)-2) çíàéäiòü êiëüêiñòü óñiõ øëÿõiâ äîâæèíîþ
2, 3, 4.
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1) • //

��/
//
//
//
//
//
//
/

��

•

•

__@@@@@@@

•

KK

// •

OO

??~~~~~~~

2) • //

��

•vv

��

ee

ww

•

��~~
~~
~~
~

•
%%

77

•

__@@@@@@@
•
%%

9. Äëÿ ãðàôiâ çàäà÷i 7 çàïèøiòü ìàòðèöi äîñÿæíîñòi.
10. Äîâåäiòü, ùî áóäü-ÿêèé íàéêîðîòøèé øëÿõ ç âåðøèíè v ó

âåðøèíó w ¹ ïðîñòèì ëàíöþãîì.
11. Ãðàô çàäàíèé ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi. Äîâåäiòü, ùî ó íüîìó

¹ öèêë äîâæèíîþ 3.


0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0



12. Âêàæiòü, ÿêèé ç ãðàôiâ çâ'ÿçíèé. Ñêiëüêè êîìïîíåíò çâ'ÿ-
çíîñòi ìà¹ êîæíèé ãðàô?
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13. Çíàéäiòü ðîç'¹äíóâàëüíi âåðøèíè, ìîñòè i áëîêè.
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14. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ãðàô G íåçâ'ÿçíèé, òî ãðàô Ḡ � çâ'ÿçíèé.
13. ßêèé ç îðãðàôiâ ¹ ñèëüíîçâ'ÿçíèì, ñëàáêîçâ'ÿçíèì, îäíîái-

÷íîçâ'ÿçíèì?
1) •
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•
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4) •

�� ��/
//
//
//
//
//
//
/

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO

•

??~~~~~~~
•

•

__@@@@@@@
// •

??~~~~~~~

14. Äëÿ êîæíîãî ç ãðàôiâ çàäà÷i 13 çàïèøiòü ìàòðèöþ äîñÿæíî-
ñòi.

15. Äëÿ êîæíîãî ç ãðàôiâ çàäà÷i 13 çàïèøiòü ìàòðèöþ ñèëüíî¨
çâ'ÿçíîñòi.

16. Äàâåäiòü, ùî ÿêùî âåðøèíà a çâ'ÿçíîãî ãðàôà G ¹ ðîç'¹ä-
íóâàëüíîþ, òî ìíîæèíó âñiõ âåðøèí ãðàôà ìîæíà ðîçáèòè íà äâi
ïiäìíîæèíè V1 òà V2 òàê, ùîá øëÿõ ç áóäü-ÿêî¨ âåðøèíè ç V1 ó
áóäü-ÿêó âåðøèíó ç V2 ïðîõîäèâ ÷åðåç âåðøèíó a.

17. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî v ¹ ðîç'¹äíóâàëüíîþ âåðøèíîþ ó ãðàôi
G, òî âîíà íå ìîæå áóòè ðîç'¹äíóâàëüíîþ ó Ḡ.



Òèïè ãðàôiâ: ïîâíèé, äâîäîëüíèé, ðåãóëÿðíèé,

ïëàíàðíèé.

Çàäà÷i

1. Çîáðàçiòü ïîâíèé íðàô Kn, ÿêùî:
1) n = 2;
2) n = 3;
3) n = 5.
2. Çàïèøiòü ìàòðèöþ ñóìiæíîñòi äëÿ ãðàôà Kn.
3. Âèâåäiòü ôîðìóëó, çà ÿêîþ ìîæíà çíàéòè êiëüêiñòü ðåáåð

ãðàôà Kn.
4. Ñêiëüêè ðåáåð ïîòðiáíî äîäàòè äî ãðàôà, ùîá âií ñòàâ ïîâ-

íèì?
1) • • •

• •

2) • • •

• • •
5. ×è iñíó¹ ïîâíèé ãðàô, ó ÿêîãî êiëüêiñòü ðåáåð äîðiâíþ¹
1) 15;
2) 18;
3) 19...90...0 (n äåâ'ÿòîê i n íóëiâ);
4) 8k2 + 2k, k ∈ N.
6. Ñêiëüêè ðåáåð ¹ ó ãðàôi Ḡ, ÿêùî ãðàô G ìà¹ n âåðøèí i k

ðåáåð?
7. Ãðàô G ìà¹ 15 ðåáåð, ãðàô Ḡ ìà¹ 13 ðåáåð. Çíàéäiòü êiëüêiñòü

âåðøèí ãðàôà G.
8. ×è ìîæíà ç ïîâíîãî ãðàôà K17 âèëó÷èòè äåÿêi ðåáðà òàê, ùá

ñòåïiíü êîæíî¨ âåðøèíè äîðiâíþâàëà
1) 15;
2) 2;
3) 1?
9. Äîñëiäiòü ãðàôè íà äâîäîëüíiñòü:

24
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10. Çàïèøiòü ìàòðèöþ ñóìiæíîñòi ãðàôà K4,3.
11. ßêèé ç ãðàôiâ ¹ ðåãóëÿðíèì?
1) •

OOO
OOO

OOO
OOO

OO • •
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~~~~~~~
•

~~~~~~~
•

2) • • •

•

~~~~~~~
•

~~~~~~~
•

3) • • •

• • •
12. Äîïîâíiòü äàíèé ãðàô òàê, ùîá âií ñòàâ ðåãóëÿðíèì ñòåïåíÿ

n, äå n = 3; 4; 5.

• • • •

• • • •
13. Çîáðàçiòü êîæåí ç ïëàíàðíèõ ãðàôiâ áåç ïåðåòèíó ðåáåð.
1) •
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14. ×è ¹ ïëîñêèì äàíèé ãðàô?
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• •

•

~~~~~~~
•

~~~~~~~

• •

•

~~~~~~~
•

~~~~~~~

.
15. ×è ìîæíà äî çàäàíîãî ãðàôà äîäàòè íîâi ðåáðà òàê, ùîá

îòðèìàíèé ãðàô çàëèøàâñÿ ïëîñêèì? ßêùî ìîæíà, òî ÿêi?

• •

@@
@@

@@
@ •

•

~~~~~~~
• •

16. Äîñëiäiòü âëàñòèâîñòi ãðàôiâ: çâ'ÿçíiñòü, ïîâíîòà, äâîäîëü-
íiñòü, ïëàíàðíiñòü, ðåãóëÿðíiñòü, ñàìîäîïîâíÿëüíiñòü.

1) • •

• •
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5) • •

•

~~~~~~~
•

6) • •

• •

7) • •

•

~~~~~~~
•

8) •
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•

~~~~~~~
•

9) •

@@
@@
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• •

10) •

@@
@@

@@
@ •

• •

11) • •

• •
16. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä 6 ëþäåé çàâæäè çíàéäóòüñÿ àáî 3 ïîïàð-

íî çíàéîìèõ, àáî 3 ïîïàðíî íåçíàéîìèõ.
17. Êîæåí ó÷åíü 9-À êëàñó äðóæèòü ç òðüîìà ó÷íÿìè 9-Á êëàñó,

à êîæåí ó÷åíü ç 9-Á äðóæèòü ç òðüîìà ó÷íÿìè ç 9-À. Äîâåäiòü, ùî
êiëüêiñòü ó÷íiâ â îáîõ êëàñàõ îäíàêîâà.

18. Â òåíiñíîìó òóðíiði êîæåí ãðàâåöü êîìàíäè "ñèíiõ"çóñòði÷à¹òüñÿ
ç êîæíèì ãðàâöåì êîìàíäè "÷åðâîíèõ". ×èñëî ãðàâöiâ ó êîìàíäàõ
îäíàêîâå i íå áiëüøå 8. "Ñèíi"âèãðàëè ó 4 ðàçè áiëüøå çóñòði÷åé,
íiæ "÷åðâîíi". Ñêiëüêè ëþäåé ó êîæíié êîìàíäi?

19. Êîæåí ç ÷îòèðüîõ ñóñiäiâ ç'¹äíàâ ñâié äiì ç òðüîìà iíøè-
ìè ñòåæêàìè, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ. Äîâåäiòü, ùî äiì
ï'ÿòîãî ñóñiäà íåìîæëèâî ç'¹äíàòè ç iíøèìè íåïåðåòèííèìè ñòåæ-
êàìè.

20. � 3 áóäèíêè i 3 êðèíèöi. Âiä êîæíîãî äîìó äî êîæíî¨ êðè-
íèöi âåäå ñòåæêà. Êîëè âëàñíèêè áóäèíêiâ ïåðåñâàðèëèñü, âîíè âè-
ðiøèëè ïðîêëàñòè øëÿõè äî êðèíèöü òàê, ùîá íå çóñòði÷àòèñü ïî
äîðîçi. Äîâåäiòü, ùî ¨õ áàæàííÿ íå ìîæå çäiéñíèòèñÿ.



Åéëåðîâi òà ãàìiëüòîíîâi ãðàôè.

Çàäà÷i

1. ×è iñíó¹ åéëåðîâèé öèêë ó ãðàôàõ? ßêùî òàê, òî çíàéäiòü
éîãî.

1) • •

• •

• •

2) • •

•

• •

3) • •

• •

• •

• •
2. Íà ìàëþíêó ñõåìà ìóçåþ, äå ðåáðà îçíà÷àþòü âèñòàâêîâi çà-

ëè, à âåðøèíè - âõiä ç îäíi¹¨ çàëè â iíøó . ×è ìîæå åêñêóðñîâîä
ïðîâåñòè âiäâiäóâà÷iâ òàê, ùîá ïîáóâàòè â êîæíîìó çàëi ðiâíî îäèí
ðàç?

• • • • • •

• • • • •

• • • • • •
Ó ÿêèõ âåðøèíàõ ñëiä çðîáèòè ïî÷àòîê òà êiíåöü åêñêóðñi¨?
3. Äîäàéòå äî ãðàôà ðåáðà òàê, ùîá âií ñòàâ åéëåðîâèì.

• • •

• • • • •

• • • •
4. Çîáðàçiòü âñi íåiçîìîðôíi åéëåðîâi ãðàôè ç 5 âåðøèíàìè.
5. Ìà¹ìî ñõåìó ìiñò (âåðøèíè) i äîðiã (ðåáðà) ìiæ íèìè. ×è

ìîæíà îá'¨õàòè óñi ìiñòà ðiâíî ïî îäíîìó ðàçó i ïîâåðíóòèñÿ íàçàä?

27
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6. Äîñëiäiòü ãðàôè íà íàÿâíiñòü åéëåðîâîãî òà ãàìiëüòîíîâîãî
öèêëiâ.
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7. ×è ¹ åéëåðîâèìè íàñòóïíi îðãðàôè?
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