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Справжтй економгст, знавецъ свое! справи, мае бути надглений ргзно-
маттними обдаруваннями — певною мгрою вгн мае бути математи-
ком, {стариком, державным дгячем, фглософом... Повинен умгти роз-
мгрковувати про окремгшностг у поняттях загального та скеровува-
ти лгт своег думки однаковою мгрою до абстрактного г конкретного.
Вш мае вивчати сучастстъ у свгтлг минулого зароди майбутнъого.
Жадна риса людськог натуры або створених людиною шституцш не
повинна залишатися поза його увагою.

Джон Мейнард Кейнс

Розвиток економ!чно1 теори у XX ст. зумовив превалювання в шй
юльклсних анал!тичних метод!в та моделей дослщження господарських
явищ 1 процес!в 1з використанням апарату математичного анал!зу, алгеб-
ри, геометр!!', теорп ймов!рностей та статистики.

В останш десятил!ття значною м!рою зн!велювалася в!дмшн!сть м!ж
описово-!нструментальним ! математичним напрямами економ!чних досл!-
джень.

Ц1 дослщження нин! мають переважно комплексний характер: спочат-
ку економ!чне явище (чи процес), яке вивчаеться з використанням емш-
ричних даних та спостережень, докладно описуеться, пот!м будуеться на-
ближена вербальна або граф!чна його модель, на основ! яко! розробляеться
к!льк!сна анал!тична (тобто математична) модель, що анал!зуеться !з засто-
суванням формальних математичних метод!в. Отриман! анал!тичн! ре-
зультати !нтерпретуються зм!стовно, що дае змогу пор!вняти гх !з наявни-
ми емп!ричними даними та спостереженнями ! зробити висновки щодо
адекватност! побудованоТ мод ел! реальшй д!йсност!. У раз! адекватност!
модель включаеться до в!дпов!дно! теор!!', а якщо н!, то переробляеться та
вдосконалюеться або ж замшюеться шшою моделлю.

Економ!чний анал!з — це напрям сучасно!" економ!чно!' теор!!', який перед-
бачае побудову к!льк!сних аналггичних моделей р!зних економ!ко-ф!нан-
сових явищ та процеав, що пот!м вивчаються математичними методами.
Залежно в!д масштаб!в досл!джуваних явищ розр!зняють м!кроеконом!ч-
ний та макроеконом!чний анал!з.
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Зазначен! процеси математизацп економ!чноУ теорп позначилися також
на методах П викладання. За два останн! десятил!ття у розвинених крашах
з'явилися тдручники з м!кро- та макроекономпш, в яких основну увагу
придшено саме анал!тичним методам та моделям економ!чних явищ ! проце-
с!в, а граф!чн! и вербальн! модел! в!д!грають другорядну роль як пояснен-
ия в!дпов!дних анал!тичних висновюв. До них насамперед можна вщнести
гвдручники X. Вар!ана, X. Гревела та Р. Рисса, А. Мак-Коллела, М. Ушстона
1 Дж. Грша, А. Такаями, О. Бланшарата С. Ф!шера, Т. Сарджента, Д. Роме-
ра, як! вже витримали юлька видань 1 за якими викладаються курси м!кро-
та макроеконом!чно! теорп в захщних крашах. Фах!вщ, викладач! та сту-
денти нових незалежних краш, що з'явилися теля розпаду СРСР, ще мало
ознайомлен! з такими шдручниками та навчальними поабниками. Це зу-
мовило значний розрив м!ж р!внями економ!чно1 осв!ти у цих крашах 1
крашах бвропейського Союзу та США.

Мета цМ книги — дати якомога повшше уявлення про основш прин-
ципи побудови 1 досл!дження анал!тичних моделей економ!чних явищ та
процеав, розглянути низку найпоширешших економ!ко-математичних
моделей, пов'язаних з теор!ями споживання, виробництва, заощаджень та
швестування, зниження економ!чних 1 фшансових ризиюв, ринково! взае-
модп економ!чних агент!в, загально! економ!чно1 р!вноваги, економ!ки не-
визначеносп, з ф!нансовими та страховими ринками, балансовими, статистич-
ними та динам!чними багатогалузевими моделями економ!ки, а також мо-
делями економ!чного зростання 1 розподшу 1нвестувань. На жаль, через
обмежений обсяг поабника багато напрям!в сучасного економ!чного ана-
л1тичного моделювання не висв!тлено на його сторшках.

Припускаеться, що читач! об1знан! з основними поняттями та методами
стандартних курс!в анал!тично1 геометрИ", математичного анал!зу, Л1н1йно1
алгебри, теор1\' ймов!рностей 1 математичноК статистики. Бажаним (але не
обов'язковим) е також гхне ознайомлення з! вступним або пром!жним кур-
сом описово-шструментальноУ економ)чно1 теор!Т. Основш математичш факти,
що використовуються у поабнику або подаються безпосередньо в надежно-
му м!сщ викладу, або висв!тлюються в математичному додатку.

При написанш пос1бника використано досв!д автор!в 1з викладання
курс!в м1кро- та макроекономжи, ф1нанс!в та страхування, а також сум!жних
ДИСЦИПЛ1Н для студентов, як! навчаються за спец!альн1стю «Математична
економ!ка и економетрика», «Ф1нансова та актуарна математика» на меха-
шко-математичному факультет! (статистичне в1дд1лення) Кшвського нащо-
нального ун1верситету 1мен1 Тараса Шевченка, а також за спец1альн!стю
«Економ1чна кибернетика» на економ!чному факультет!. Розробка згада-
них вище курс!в здшснювалася за пщтримки м!жнародних нроект!в, зок-
рема таких, як «Математична економша», яким оп!кувалася Агенц!я з м!ж-
народного розвитку США (115 АГО), та «Статистичн! аспекти економ!ки»
ОЕР-10353-97), у межах програми ТЕМРи5-ТАС15 бвропейського
Союзу.

ВСТУП

Математична економгка вчитъ строгостг мислення г свободг м1рку-
вань там, де ще пануе мгшанина стилгв та доказгв, що грунтуютъся
тглъки на авторитетг. Бона дае пояснения основным поняттям, а
також гх взаемозв''язкам г водночас е тдгрунтям для гх застосуванъ.
Можливо, вона е зразком того, якими будутъ сустлът науки в май-
бутнъому. Краще за будъ-яку дисциплту вона об'еднуе два стимулы
науки, якг висував свого часу Френеле Бекон: на славу Господу г для
полгпшення людсъкого гснування.

1вар Екланд

Мшроекономша е основною складовою економ!чно1 теори. Вона вивчае
господарськ! р!шення та поведшку окремих одиниць економ!чно"1 систе-
ми — економ!чних агент!в, у рол! яких виступають споживач! (домашн!
господарства або с!м"0 ! виробники товар!в та послуг (пщприемства або
ф!рми), дослщжуе економ!чн! передумови формування св!домого вибору
д!й окремими господарюючими суб'ектами за умов обмеженост! ресурав,
наслхдки в!дпов!дно! господарсько'1 д!яльност! та взаемодп економ!чних
суб'ект!в, як! виявляються у функцюнуванш ринку, явищах економ!чно1'
кооперац!! та !нших типах координацп господарськоГ активност!, анал!зуе
позаринкову д!яльн!сть, визначае сутн!сть зовн!шн!х ефект!в, що вплива-
ють на р!шення ! результати п!дприемницьких зусиль, дослщжуе роль
власност! в економ!чн!й систем!.

Внутр!шн!ми мотивами, що спонукають людей до господарсько! д!яль-
ност!, виступають так! потреби, як вщчуття нужди, нестатку, дефщиту, як!
задовольняються за допомогою благ. Прагнення отримати блага е моти-
вац!йним механ!змом економ!чно! д!яльност!, руш!йною силою економ!ки
як господарсько'1 системи.

Ус! блага под!ляють на в1льш (як! !снують у надлишку ! не е предме-
том економ!чноТ д!яльност!) та економ1чн1 (обмежен! за к!льк!стю, що
потребують видатк!в на Тх виробництво ! забезпечення ними). Економ!чн1
потреби виступають як конкретизован! потреби в економ!чних благах !
класиф!куються за ступеней нагальност! на потреби першо!' необх!дност1
(або потреби у засобах !снування) та потреби вибору. За видами задово-
лення економ!чн! потреби розпод!ляють на шдив^дуальш та колективн!.
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Стан р!вноваги

О

Попит на екопом]чис бла-
го — це потреба, що вплинае
па його виробиицтво через си-
стему 1снуючого господарсько-
го порядку. При моделювапш
попиту в1н характеризуемся
функцхею попиту споживача
або виробничого п1дприемства,
що вщображуе обсяг попиту на
благо як функцно Ц)ни блага,
ц!н на шш! блага, як! викорис-
товуються водночас з ним, до-
ходу екопом1чного агента, умов
споживання, очшувань тощо.

Товари е економ^чними бла-
гами, що задоволышють еко-
ном1чн1 потреби 1 призначеш

для обм!ну або продажу, а отже, мають щну. Товари розподшяють на
речов! (або матергальш) та послуги. Осташп, на вщмшу В1Д речових
товаров, неможливо складувати, а гх виробництво, як правило, зб!гаеться з
1'х споживанням. Товари, як! безпосередньо задоволышють життев! по-
треби людей 1 виступають у форм! закушвель домашн1х господарств, на-
зивають споживчими. Товари, що використовуються для виробництва
шших товар!в 1 виступають у форм! закуп!вель шдприемств для забезпе-
чення процес!в виробництва, називають 1нвестиц1Йними.

Пропозиц!я - це шльюсть певного товару, яка пропонуеться на ринку.
Пропозиц1я певного товару характеризуеться функщею пропозицИ, тобто
обсягом пропозици як функц!ею ц1ни товару, цш 1нших товар!в, витрат
виробництва, виробничо! технолог!!', оргаихзацИ ринку та шших чинншав.

Поняття ринку включае сп1вв1дношення м!ж попитом 1 пропозищею на
товари. Конкурептн! сили при цьому дшть у напрям! синхрошзаци щи
попиту та пропозицИ. Найпроспшу математичну модель ринку певного
товару — граф!чну модель взаемод!! попиту 1 пропозицП, представлену
кривими сукупного (тобто сумариого) попиту (̂  — в!д англ. Аетапй —
попит) та сукупно! пропозицП (5 — в!д англ. шрр1у ~ пропозищя), -
зображено на рис. В.1. Ця модель називаеться «хрестом», або «ножиця-
ми» Альфреда Маршалла1.

Крива О зображуе обернену функц!ю попиту р = Д^), яка характеризуе
залежшсть м!ж К1льк1стю попиту ^ на товар 1 його цшою р, а крива 5 -
обернену функцпо пропозицП' р = $Кд), що вщображуе залежнхсть м!ж
к1льк1стю пропозицП <7 на товар та його цшою р. Йвноважна цша ре -
це цша, за яко! обсяг попиту дор1вшое обсягу пропозицП (<7е). Якщо

'Маршалл Альфред (1842—1924) — вщомий англ!йський сконом!ст, засновник
кембриджсько! школи економ1ки, засновник описово-1нструмснтального напряму
сконом1чно1 науки (есопописв) та м1кросконом1ки.

/->! < ре, то виникае надлишок попиту та конкуренщя серед покупщв через
дефщитшсть товару; якщо р^ < ре, то е надлишок пропозицп, що зумов-
люе появу конкуренцп серед продавщв. За наявпост! конкуренцп и сили
сприяють змшам нер1вноважних цш у б!к наближенпя до р1вноважиого
стану (де,ре).

Основними суб'ектами мшроекономши е др!бш самостшш економ1чш
одинищ у вигляд! окремих домашшх господарств та шдприемств (ф!рм),
а також держава.

Необхщшсть вибору способ}в економ1чно1 д1ялыюст1 (тобто господарю-
вания) зумовлюеться пасамперед 1снуванням протир!ччя м!ж обмежешстю
ресурс!в для виробпицтва благ (рщюсшсть благ) 1 необмежешстю потеп-
цшних потреб як окремих економ1чних агешчв, так 1 сусшльства в щлому.
ГМшення економ1чних суб'еюпв щодо цього вибору мають бути рацюналь-
ними (виваженими та розумиими) \ спрямовуватися на максим1зацио гос-
подарського усшху (рацюналыго-оптим1зацшпий критерш д1ялыюсп).

Домашш господарства у мшроекономщ! е власниками р1зномаштних
фактор!в виробництва (або ресурс!в), завдяки чому вони отримують до-
ходи 1 приймають р1шення про споживання вироблених благ, заощадження
коптив та страхування в!д будь-яких ризшив, пов'язаних 1з функцюну-
ванням. Шдприемства (або ф!рми) е виробничими шститущями - влас-
пиками виробиичого капиталу (иасамперед засоб^в виробництва), як! ви-
робляють товари та послуги, а також здшснюють швестици (кап!таловкла-
дення) у В1дновлення виробництва (амортизации), його модер!пзац1ю та
розширення (чист! 1нвестищ1). Пщприемства приймають рЛшення про
страхування в!д ризик!в, пов'язаних 1з 1'хпьою д1ялыпстю.

Трет1м типом господарських одиниць у М1кроеконом1ц1 е держава 1
громадськ! орган1зац11 - власники централ!зованих та сусп1лышх фондов,
1цо використовуються для реал!зац11 р!шень про задоволення колектив-
иих потре'б з урахуванням сустлыю! корисност! та перерозпод!л доход!в
у сусп!льств1. До найважлив1ших функц1й держави належать також роз-
робка правил господарського порядку в сусшльств! (правил «економ!ч-
ПО1 гри») 1 контроль за 1х дотриманням.

Р1шення, як! приймають економ1чт суб'екти, спрямовагп на розв'язання
п'яти основних економ!чних проблем, що стоять перед будь-якою економ!-
кою як господарською системою: 1) що виробляти? 2) хто виробляти-
ме? 3) як виробляти? 4) для кого виробляти? 5) сюльки виробляти
тепер 1 сюльки ресурс!в направляти на майбутне виробництво (ск!льки
заощаджувати та витрачати на запоб1гаиня господарським ризикам)?

С чотири фундаменталыгах п!дходи до вир1шення базових екоиом!ч-
пих проблем (координацп господарсько! д1яльност1) у р!зних сусп1льст-
нах. Це - шстинкт, традиц!! та звича'1, херарх^я та ринкова взаемод1я
(рис. В.2). Вивчення цих принцип1в е одним 1з головиих завдань еконо-
М1ЧНО1 1сторп та сучасио! ПОЛ1ТИЧ1Ю1 економи.

ГсНуЮТЬ ДВ1 р13НОПОЛЯр1П КОИЦеПЦ11 фуНКЦ1ОНуВаННЯ СОЦ10ПОЛ1ТИЧН01,

а також економ1чно1 структури сустльства, побудовазп на дом1нуванн1
принципу шдивщуальност! (з паданиям певних економ1чних 1 пол!тичних
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Рис. В.2

свобод особистост!) або принципу колектив^зму (переважаиня сусшль-
ного над шдивадуалышм). За першим принципом функщонуе багатопла-
нова економ!чна система, що регулюеться конкуренщею (суто ринкова
економша), за другим — одиоплаиова з централ!зованим регулюванням
економши (централ!зовано-командна екопомжа). У дшсност! ж екопом!ч-
н1 системи е зазвичай системами зм1шано! економши, де в певних про-
порщях, зумовлених особливостями иацшнальних екопомш, поедну-
ються припципи економ1чно1 свободи особистост! та державного регулю-
ваиня.

У поабнику розглядаються ринков!-та зм!шан! економ!чш системи. У
таких системах осповна взаемод!я екопом!чних агатв здшсшоеться на
ринках двох тишв: кшцево!' продукци (тобто споживчих товар!в 1 по-
слуг) 1 фактор!в виробництва (тобто виробничих ресурсов). Особливо
важливими економ1чними послугами е ф1иансово-кредит1Й, а також страхов!,
що налагаться р!зпим економ1чним агентам ф1нансовими та страховими
оргашзащями (1нституц1ями) па ф1нансових 1 страхових ринках. Щ 1нсти-
тущ1 нагромаджують (акумулюють) тимчасово В1лып кошти и здшсню-
ють 1нвестуванпя р1зпих економ1чних 1 комерц!йних проект!в.

Найпрост1шу граф^чну модель взаемодИ основних м1кроеконом1чних
суб'ект!в зображено на рис. В.З.

Головним 1нструментом впливу держави на мшроеконом1чш процеси е
фискальна та монетарна пол!тика, що зумовлюе так! параметри економ1ч-
ного середовища (в якому д!ють окрем! макроеконом1ч1п агеити), як зов-
1ПШНЯ та внутр1шня варисть нац1оналы1О1 валюти, р1вн11 темни шфляцп,
розм!ри В1дсоткових ставок, система оподаткування та п к1льк1сн1 харак-
теристики тощо. Значения цих параметр!в 1 тенденцп 1х зм!ни впливають
на виб!р способ!в д1ялыюст1 економ1чних агент!в 1 тому мають бути вра-
хован! у В1ДПОВЩНИХ моделях прийняття господарських р!шеиь.

Виробнкч! видатки

Фактори виробництва
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Страхов!
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Силов! шституцп'
держави
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Податки

Регулювання вщхилень в!д
правил «економ1чно! гри»

Рис. В.З

При вивчешп та моделювапш екоиом1чних явищ 1 процеыв сл!д зважа-
ти на те, що довготривал! процеси под!лу прац! посту ново призвели до
.чначного ускладпення сучаспо! екопом1чпо1 системи та И структури. Так,
иац1оналышй рипок як сукупшсть пац1оналы1о-економ1чних в1дносин, за
допомогою яких здшснюються реал1защя товаров, об!г капиталу, куп!вля-
продаж робочо! сили тощо, складаеться з р!зпих ринюв з! складиими
нзаемозв'язками м!ж ними.

Спрощену структурну схему пац1опалыюго ринку наведено на рис. В.4.
Кожен 1з показаних на нш ринюв мае сиециф1чну структуру та учасник1в,
повед1ика яких потребуе розгляду моделей 1хиьо1 д1ялыюст1. Наприклад,
суб'ектами, як! д!ють на ринку щнних наперев (фондовому ринку), е:
1) ем!тенти, тобто орган1защ1, що випускають цшш папери; 2) 1нвесто-
ри - власники, як! вкладають кап!тал у цшш папери; 3) посередники, як!
беруть участь у рус! цшпих папер1в в!д ем1тент1в до швестор!в та 1х
перепродаж!. Посередницькими операщями займаються переважно бро-
керськ! та дилерськ! контори, що виконують доручення кл1ент!в на фон-
дових 61ржах, а також !нвестицшн! фонди, банки, страхов! компанп, пенс!йн!
фонди тощо.

Моделювання та вивчення д!й економ!чних агент!в зумовило появу
зпачно']' к!лькост! нових ф!нансово-економ!чних дисципл!н ! теорш (в!д
ф1иансово1 !нженер!1, техничного та фундаментального аиал!зу ф!нансо-
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I них ришив до дуже складних моделей сучаспо! стохастичпо! фшансовсл
математики 1 теорп ринку), а також нових професш (финансов! та актуар-
1й анал!тики, ризик-експерти та ш.).

Сукупшсть засоб!в та способ!в шзнапня сутпост! економ!чних явищ 1
процеав на р!вп! окремих господарюючих суб'ект!в становить методоло-
гию м!кроеконом!чного аиал!зу, що охоплюе як загальионауков! методи
сучасного прикладного системного апал!зу (наукова абстракщя, аналопя,
иор!внялышй анал!з, моделювання, шдукщя та дедукщя, синтез, висуваи-
ня та перев!рка гшотез), так 1 специф!чш методи досл!дження та моделю-
вапня мшроеконом!чних явищ 1 процеав. Докладне висв!тлення мето-
долопчних питань системного шдходу та моделювання в економ!чних !
сум!жних досл!дженнях моститься в книз! [43].

Економ1чш теорИ представлен! загалышми рамковими конструкщями, що
дають змогу зрозум!ти взаемозв'язки м!ж причинами 1 насл!дками тих чи
тих процеав та явищ. Економ1чш модел! е спрощеним воображениям кон-
кретних екопом1чних феиометпв 1 В1дтворюють певн! властивост! та ха-
рактеристики оригшалу, як! становлять штерес для досл!дника. Цей метод
мае 1СТОТШ переваги перед 1ншими методами дослщження. Модель, як пра-
вило, груптуеться на певних економ!чиих змшних, що е показииками та
параметрами певного феномену, а також певних припущеннях щодо сп!вв1дио-
ШеНЬ М1Ж ЦИМИ ЗМ1ПНИМИ.

Оск1льки для р1зних ц!лей потреби! р!зн! модел!, то можлива побудова
к!лькох моделей одного об'екта. Цей принцип багатомодельност! вщобра-
жеиня об'екта (явища) е одним 1з головних у сучасн1й науковш методо-
ЛОП1.

Пгзнавальш моделг е формою оргашзаци та зображения зиань, а також
засобом поеднания нових зиань 1з наявними.

Прагматичт моделг — це зас!б орган1зац11 практичних д!й та процес!в
керування.

Особливе М1сце серед абстрактзшх моделей пос!дають моет моделг.
Иеоднозпачн1сть, неч1тк!сть природних мов може перешкоджати в деяких
ситуащях досл!дженню 1 практичному застосуваншо отриманих резуль-
тат!в. Для запоб1гання цьому створюють б!льш точи! професшш мови,
формал1зовану мову сучасно! математики та спещальш машишп мови
для ЕОМ.

Для описово-шструменталыюго напряму економ1чноГ науки характерце
панування вербальных моделей (в!д лат. уегЪаНз — словесний), як! Груи-
туються на використашп засоб!в звичайно!' мови \ лопки. Звичайно, це не
виключае введения в так! модел! певиих елемент!в к1льк1сних анал1тичних
та граф!чних математичних моделей, але як допом!жного засобу. Недолша-
ми вербалышх моделей е неч1тк1сть, недостатия наочнхсть 1 складшсть для
опрацювання та анал!зу. Висиовки, зроблен! на 1'х основ!, е суб'ективними.
Використовуючи вербалып модел!, неможливо оперувати злачною к!льк!стю
ггезалежних змшних параметр!в, тому тут, як правило, застосовуеться в!до-
мий принцип «семеня раг!Ьи5» («за !нших однакових умов»). Використан-
пя вербалыгах моделей зумовлено складшстю ! неч!тк!стю об'ект!в моде-
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лювання, пов'язаними з иепередбачуваною та неоднозначною поведшкою
окремих людей, сшлытот 1 сустльства в щлому.

Потреба в точних юлькшних моделях при господарювант та ведепш
Д1'лових операцш була усвщомлепа дуже давно. Пригадаемо вщомий прин-
цип Леонардо да Впто : «нема шяко! в1ропдност1 в науках, де не можна
прикласти жодно! з математичних наук, 1 в тому, що не мае зв'язку з матема-
тикою». Саме Леонардо спонукав 1талшського математика, францисканського
монаха Луку Пачол! до розробки питань фшансово! математики та створення
кшьшспих моделей бухгалтерського облшу. Пращ Л. Пачол! були покла-
деш в основу вчеиия меркантшп'зму, яке передувало класичшй полтгапй
економп. II засиовиик — англшський учений У1лъям Петп — назвав роз-
роблену ним екоиом1чну науку та основи економ1чно! статистики пол!тич-
ною арифметикою. Вш зазначав, що його способ дослщжень «незвичайний,
оск!льки зам!сть того щоб вживати слова тшьки в пор1вняльному та найви-
щому ступенях 1 користуватися умоглядними аргументами, я став па шлях
викладання сво'^х думок мовою чисел, ваг та м!р, ... давно намагався шти
цим шляхом, щоб показати приклад полггично! арифметики».

Одиак, мабуть, першою працею з економши, в якш систематично вико-
ристовуються математичш методи, була книга французького математика
А. Курно «Дослщження про математичш принципи теорп багатства», що
вийшла друком 1838 р. у Париж!.

Математична школа в економщ! виникла в рамках неокласичиого напря-
му, головну роль в якому вццгравала теор!Я гранично! корисност! (маржи-
нал!зм). К В1домими представниками були X. Госсен у Шмеччиш, В. Дже-
вонс та Ф. Еджворт у Великш Британп, Л. Вальрас у Швейцарп, Г. Кас-
сель у Швецп, В. Парето в 1тали, В. Дмитр1ев та 6. Слуцький у Росп,
Наибольший вплив на економ1чну теор!ю мали прац! Л. Вальраса, чия
теория конкурентно! р!вноваги впродовж багатьох десятил!ть була руш!й-
ною силою економшо-математичних досл1джеиь.

Переломними в екопом1чиш теорИ стали 30-т1 роки XX ст. Поява модел!
«витрати — випуск» В. Леонтьева, модел! багатосекторно! зростаючо! економ!-
ки та динамично! р!вноваги, перш! докази 1снування економ1чно! рхвноваги
А. Вальда, а також теор!я 1гор Дж. фон Неймана, економетрика Р. Фр1ша,
л1н1йне програмування Л. Канторовича тощо докоршно зм!нили економ!Ч-
ну теор!ю. Збулося передбачення Л. Вальраса, висловлене ним у 1874 р.:
«Чиста теор!я екоиом1ки е наукою, що нагадуе в усьому ф1зико-математичш
пауки». Математична економ!ка стала потужним джерелом вииикнення \
розвитку нових математичних теор!й та дисциплш, таких як математичне
програмування, опуклий анал!3, багатокритер!альна оптим1зац1я, теор!я ко-
оперативних р1шень, теор!я часових ряд!в та ш.

Досл1дження характеру роб!т з екоиом1чно! теорИ, як! реферувалися в
«Атепсап Есопот1с КеУ1е\у» у 70-т1 роки та на початку 80-х роюв XX ст.,
показало, що роботи з математично! економ!ки та економетрики пос!ли
пан1вн1 позиц11 в наукових досл1дженнях пор[вняно з минулим периодом,
тод! як роб!т емшричного характеру або статей, де досл!джуються конкретн!
проблеми 31 звичаиним шструменталыю-описовим П1дходом, поменшало.
12

1>1льш1сть Нобел1вських прем!й з економ!ки, що вперше почали присуджу-
натися з 1969 р., надано саме за роботи економ1ко-математичного спряму-
Ваиня.

Сл1д наголосити, що реальн! економ1ч!п процеси в сучасному ев т на-
( пльки складн! 1 багатогранн!, що вивчення 1'х потребуе застосувания ве-
ликого комплексу наук — в!д психологи, сощологп, пол!толог11 до 1нфор-
матики 1 системного анал1зу. При математичному моделюванн! економ!ч-
иих процесхв 1 явищ використовуеться надзвичайно широкий Д1апазон
математичних метод!в, теорш 1 способ!в, оск!льки можливост! експеримеи-
ту в економщ! досить обмежегп. Так, у моделях поведшки економ!чних
лгент1В в умовах визначеиост! застосовуються методи математичпого аиа-
.;йзу, алгебри 1 геометр!!. Особливо важливу роль тут в1д!грають два типи
анал1тичних моделей: оптим^защшп та р1виоважн1.

Оптим1зац1йн1 модел! рационального прийняття р!шень економ1чними
агентами будують, виходячи або з принципу використання м1н1муму засо-
й1в при досягненш заданого результату, або з принципу отримания макси-
мального результату при використанш заданих засоб1в та коптв. При
ньому широко застосовують апарат математичпого програмування 1 тео-
ра оптимального керувания.

Р1вноваж1п модел! використовують П1Д час досл!дження взаемозв'яз-
к1в М1Ж економ1чними суб'ектами и при опис! пристосувания економ!чних
агент1в до умов навколишнього економ1чного середовища. Як правило,
пони пов'язагп з розв'язанням певних систем р!внянь та вивченням 1хн!Х
иластивостей. При цьому застосовуеться такий математичний апарат, як
Т(ч>р1я неявних функц1й, теореми про 1снувапня нерухомих точок у тих чи
тих В1дображепнях тощо.

При вивченш питань повед!нки економ1чних агент1в в умовах невизна-
ченост! широко використовуються методи теорЯ ймов!рностей, теорИ ви-
надкових процес!В 1 математично! статистики. Досл1дження коикуренцИ
и кооперацИ економ1чних агент!в потребуе застосування методов теорп
1гор, багатокритер1алыю! оптим1зац11, теор!'! корисност! та 1нших розд1л!в
сучасно! прикладно'Г математики.



ТЕОР1Я
СПОЖИВАННЯ

Спожывачг е одними з основных елементгв будь-яког економгчно! системы.
У цьому роздглг розглянуто математичт моделг поведгнки окремого спожи-
вача, в ролг якого можуть виступати гндывгд, сгм'я або домашне господарство,
члени яких маютъ стлъний споживчий бюджет г разом формують систему
переваг вгдносно наявних споживчих благ.

Сучасний математичний аналгз споживання в математичнгй економгцг ви-
ник на основг описово-гнстру ментально! економгки, вгдомог як теоргя гранич-
но! (маржинально!) корисностг, що з'явилася в 70-х роках XIX ст. К головным
недолгком була наявтстъ неадекватных дшсноспп гдей про можливгстъ точно!
кглькгсно! (кардинально!) вимгрностг корисностг та надмгрне акцентування
на маржинальных (граничных) поняттях. Позбавлена у математичнгй еко-
номщг подгбних обмеженъ класична гдея корисностг перетворилася на сучасну
теоргю споживчих переваг.

1.1. ПРОСТ1Р ТОВАР1В 1 В|ДНОШЕННЯ ПЕРЕВАГИ

Шд товаром падал! розумггимемо споживче благо або послугу, що над!-
йшли у продаж у певний час, у певному м!сщ, а п!д споживачем — трупу
шдив!дуум!в, як! сшльно розпод!ляють свш дох!д на закушвлю товар!в
(не виключаеться, що ця трупа може складатися з одного члена). Головна
проблема рацюнального ведения господарства споживачем полягае у ви-
р!шенн! питания про те, яку к!льк!сть наявних товар!в в!н повинен при-
дбати за певний пром!жок часу при заданих цшах 1 споживчому доход!.
Математичн! модел! под!бноТ повед!нки та результати анал!зу 1'х утворю-
ють теорию особистого споживання.

Вважаеться, що !снуе ск!нченне число п наявних товар!в, як! мають вла-
стив!сть к!льк!сноТ вим!рносп. Це припущення не е обмежувальним, оск!льки
в економщ! завл<ди можна перейти до щнового !ндексу к!лькост! будь-
якого товару чи будь-якоТ групи товар!в. Под!бна операц!я робить к!льк!сно
пор!внянними (сум!рними) вс! як!сно р!зн! товари (до них застосовуються
т! сам! единиц! вим!ру) ! дае можлив!сть довшъно агрегувати сукупност!
товар!в, коли це потр!бно, розглядаючи \'х як один комплексний (склад-
ний) товар. При цьому щновий !ндекс певного товару е його цшою в пев-
ний базисний перюд часу р , а ц!новий !ндекс кшькост! комплексного това-
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1 > у , що складаеться з кшькостей ^ / -х товар!в, / = 1, 2, ..., т, становить
т п

/ = ^|р^^^, Де р -~ щна единиц! /то товару в базисному пер!од! часу.
У=1

Виб!р споживача характеризуеться набором товарйв х = (х1,...,хп)=
* (х/);=1 П' де х' ~~ к!льк!сть г-го товару, придбаного споживачем. Тод! вс!
можлив! товари е точками, або векторами, простору товар!в X, що е пщмно-
жиною п-вим!рного простору Кп . При цьому додатне значения компонен-
ги Х{ товарно'Г парта х=(^)(._1 п означав, що споживач одержав х/ оди-
пиць гто товару у свое користування, а вщ'емне — що вш в!ддав в!дпо-
и|дну к!льк!сть товару.

Щодо к!льк!сноТ характеристики товар!в розр!зняють дискретн! това-
ри, к!лькост! яких набувають окремих числових значень, та необмежено
под1льш товари, кшькост! яких можуть бути виражеш довшьними дшсними
числами. В к!льк!сн!й теор!!' споживчого вибору, як правило, розгляда-
ються простори товар!в, що складаються з необмежено под!льних товар!в.
Задача споживчого вибору в просторах дискретних товар!в малощкава з
математичного погляду ! практично зводиться до перебору з! скшченно!
миожини альтернатив.

Формально загальна порядкова теор!я споживчого вибору, яка розгля-
даеться дал!, охоплюе також випадок дискретних товар!в, якщо над!ляти
прост!р товар!в X дискретною тополопею. Це саме стосуеться випадку,
коли частина товар!в необмежено под!льна, а частина — дискретна. Однак
читач, не знайомий !з такими математичними тонкощами, в подальшому
може припускати, що вс! товари е необмежено под!льними ! прост!р то-
иар!в X е деякою областю в К" (як це подаеться у звичайних курсах
м!кроеконом!ки, де теор!я споживання пояснюеться на геометричних або
слементарних анал!тичних моделях). При цьому сл!д зауважити, що, як
правило, через др!бн!сть грошових одиниць припускаеться, що щни на
говари можуть змшюватися практично безперервно, як ! значения ц!но-
них !ндекс!в юлькост! товар!в.

Виб!р споживачем певного набору товар!в залежить не т!льки в!д його
потреб, а и частково в!д його смак!в. В!н характеризуеться суб'ективним
в!дношенням переваги, яке позначаеться ^ ! е парним пор!внянням мож-
ливих парт!й товар!в. Запис х ^ у, х, у 6 X означае, що споживач
тддае перевагу набору товар!в х перед набором у (х "?- у) або вважае Тх
|)1вноцшними (х ~ у). У першому випадку говорять, що х строго пере-
пажае у (тод! х ^ у, але вщношення у ~ х не виконуеться), а в друго-
му — вщношення - називаеться В1дношенням байдужост!! х ~ у озна-
чае, що одночасно х ^ у та у ^ х.

Нагадаемо к!лька математичних понять, як! тут використовуватимуться.
Множина вс!х можливих пар (х, у) набор!в товар!в х та у !з простору X
упюрюе декартовий добуток простору X самого на себе, що позначаеться
як X х X ! е шдмножиною 2н-вим!рного евкл!дового простору К . Мно-
жила № у простор! К" е в!дкритою, якщо вона м!стить кожну свою точку
(вектор) разом !з деяким околом ц!е1' точки. Множина Р в К" е замкне-
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ною, якщо 'Я доповнення (тобто множина точок з Кп , як! ш не належать)
е вщкритими. Замкнена множина м!стить ус! сво! граничш точки, тобто
точки, кожпий ок!л яких м!стить нескшчеину юльюсть точок ще'Г мпожи-
ни. Тому кожна зб!жна послщовшсть точок замкнеиоГ мпожини Р мае
границю, що належить цш множиш.

У математичшй теорп споживания вважаеться, що вщношення перева-
ги задоволыше низку вимог (аксюм), як! вт!люють природа! властивост!
вибору споживача 1 забезпечують можлив!сть дедуктивного розвитку пов-
ноцшно!" теори. Основну трупу аксюм переваги стаиовлять так!:

А1. Вгдношення переваги е повним квазторядком у просторг
товаргв.

АИ. Вгдношення переваги ^ е неперервним, тобто множина
{(х,у)е ХхХ \ х > у}е вщкритою у декартовому добутку X х X .

Аксюма А1 означав, що Ь е бшарним вщношенням (тобто вщпошенням
м!ж парами точок) у простор! X, яке мае так! властивост!:

(а) вщпошення >; рефлексивно, тобто х ^ х для кожного х е X;
(Р) вщношення ^ транзитивне, тобто з вщношень х ^ у та у ^ 2 для

х, у, 2 е X вишшвае, що х ^ г;
(у) для будь-яко! пари набор!в х та у з X або х ^ у, або у > х.
Зауважимо, що формально властив!сть (о.) е наслщком властивост!

(у). Властивост! (а), (Р), (у) вибору переваг споживачем е природними 1
не потребують особливого коментаря. Неперервшсть переваг АИ означае,
що коли споживач вщдае перевагу набору х перед набором у , то вш
вщдаватиме перевагу набору х перед набором у, якщо х та у досить близью
вщповщно до х° та у .

Властивост! (а) 1 (р) визначають вщношення квазшорядку, властив!стъ
(у) — повноту вщношення переваги.

Пара (X, >;), тобто проспр товар!в з вщношенням переваги >; певного
споживача, називають полем переваг цього споживача.

Теорема 1.1. (I) Вгдношення строгог переваги мае такг властивостг:
(О для жадного х е X не може бути х > х;
(и) якщо х ^ у, у > г для х, у, г е X, причому або х > у, або у > г, то

х >- 2/ зокрема, якщо одночасно х > у та у >• 2, то х > г;
(Ш) для довглъних х, у & X або х > у, або у Ь х.
(II) Вгдношення байдужостг ~ е вгдношенням еквгвалентностг на

просторг товаргв X, тобто:
(О х ~ х для кожного х & X (рефлексивтстъ);
(И) для довглъних х, у € X з х ~ у маемо у ~ х (симетричтсть);
(ш) для довглъних х, у, г&Хзх~утау~г маемо х ~ 2 (тран-

зитивтстъ).
V 1 (1). (г): з х > х випливало б, що вщношення х > х не виконуетъ-

ся, що суперечитъ (а).

'Знак V означае початок доведения твердження, теореми або леми, а знак Д -
його заюнчення.
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(и): якщо б не виконувалося х >- 2, то 2 ^ х; через ( Р ) з у Ь г,
1 ^ х випливае у ^ х, а з г ^ х, х ^ у —2 ̂  у, отже, неможливо, щоб
.V >- у або у > 2, що суперечить строгий переваз! м!ж х та у або у 1 2.

(ш): це випливае з означения.
(II). Ця властив!сть безпосередиьо випливае з означения вщношення

байдужост! - . А
Згздно з властивостями в!дношеная екв1валентиост1 - простор товаров

споживача розбиваеться на класи екв1валентност1 / , що попарно не пере-
тинаються 1 кожен з яких складаеться з усах пабор!в товар!в у, байдужих
заданому наборов! х !з цього класу / т = {у е X : у ~ х, х е 1Х}.

Класи екв!валентност! /т пазиваються класами байдужост! спожива-
ча, а 1'х сукутпсть утворюе фактор-прост!р (Х/~ ) простору X вщносно
вщношення байдужост! ~ . 3 погляду геометр!] у практично важливих
випадках при зв'язному простор! товар!В X класи байдужост! при п = 2
утворюють ъХ крив! байдужост!, при п = 3 — поверхн! байдужост!, а при
п > 3 — пперповерхн! байдужост!.

Нижченаведепа теорема характеризуе властивост! неперервност! Вгдно-
шення переваги.

Теорема 1.2. Неперервтстъ вгдношення переваги ^ еквгвалентна
властивостг (А2) : (а) множина (у : а > у] вгдкрита в X при кожному
а е X; (б) множина {х : х > Ь} вгдкрита в X при кожному Ь е X. У
свою чергу, (А^), а отже, неперервнгстъ <:, еквгвалентна властивостг
( А ' 2 ) : (а) множина {х : х Ь а] замкнена при кожному и Е X; 6) множи-
на (у : Ь ^ у] замкнена при кожному Ь е- X.

V 3 аксюми АИ випливае властив!сть А2 . Доведемо обернену !мпл!ка-
цпо Л2 =* АИ. Нехай е Л2 . Покажемо, що тод! для кожно!" точки (а, Ь)
6 С = {(х, у) : х > у} !снують в!дкрит! шдмножини 1У(а) ! ТД/(Ь) в X ,
що м!стять вщповщно а та Ь \ х > у для вс!х х е У/(а) та у е "№(Ъ), тобто
С е вщкритою миожиною в XхX ! виконуеться акс!ома АИ. Для цього
розглянемо випадки (г) та (гг).

(г). Нехай !снуе елемент с в X, так що а > с > Ь. Тод! мпожини \У(а) -
= {х : х > с], №(Ь) - {у : с > у} е шуканими в!дкритими шдмножипами
внаслщок иеперервност! вщношення ^ у розумшн! Л2.

(гг). Нехай в X не !снуе такого елемеита с, що а > с > Ь. Покладемо
= {х : х > а] ! М/(Ь) = (у : Ь > у}. Тод! X = \У(а) и
п И/(Ь) = 0 , а е М/(й), Ь е М/(Ь). При цьому множила

замкнена в X через неперервп!сть ^ у розумипй Л2 , так що Р1/(Ь) як
доповнения №(а) в X е вщкритою множипою в X. Аналопчно \У(а) в!д-
крита множина в X. Таким чином, встановлено екв!валентн!сть АИ та Л2 .

Екв!валентшсть АИ г Л2 випливае з того, що властивост! Л2 та Л2 е
екв!валентними, оск!льки множини {х : х > Ь} та {у : Ь Ь у ] , а також
множини (у : а > у] та {х : х Ь а] е взаемодоповшовальними в X. А

Множина Рх = {у е X : у ^ х} при х е X називаеться переважною
вщносно набору х, а множина ЫРХ = {у е X : х ^ у} -- непереважною
вщносно цього набору. Вщповщно до аксюми АИ ! теореми 2 це замкне-
ш множини простору товар!в X , що м!стять ус! сво! граничн! точки для
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Множина

точок х =

ДОВ1ЛЫЮГО х е X, причому сп!льн1
для обох множин граничш точки
утворюють клас байдужост! 1Х =

Множина \;
точок (х1,х2) \!

з властивштю N1

V V \ \ N. ' ПОрШНЯТИ 3 \Х^ , ̂ 2/

Множина
ТОЧОК (Х|,Х2),

яких не можна

Ч-

Розглянемо низку приклад!в по-
л!в переваг споживача. У цих при-
кладах роль простору товар!в X
в!д!граватиме нев!д'емний ортант

К" простору К", що складаеться
з вектор!в (точок) х = (х^ ..., хп},
як! мають нев!д'емн! координата
^, X; >0 для вс!х г = 1, ... , п. Роб-
лячи виб!р у такому простор!, спо-

0\ N N \ ^ л, г- г•Х1 Х1

Рис. 1.1

живач одержуе нов! товари ! не вщдае заборгованих.
Введемо в простор! Кп вщношення часткового порядку > м!ж векто-

рами, вважаючи, що х > у (вектор х б!лыпий за вектор у або дор!внюе
йому), якщо вс! компонента ^ вектора л: = (хД. _ не меиш! за в!д-

повщш компоиеити вектора у = (*/;)•< _, тобто X: > у? для вс!х г = 1 п.
I—1, Л

Такс в!дпошенпя, очевидно, е рефлексивним, транзитивним, але неповним -
не вс! пари вектор!в перебувають в такому вщношенш. Кр!м того, воно
е асиметричним: з того, що одиочасно х>у та у>х, випливае р!вшсть

х = у. Очевидно, К", складаеться з таких х е К", для яких х > 0, де 0 -

нуль-вектор (тобто вектор з ус!ма нульовими компонентами), 1?" =
= {х е Кп : х > о). На рис. 1.1 зображено геометричну !нтерпретац!ю в!дно-

«л

шення > для вектор!в (точок) на площин! К .
У розглядувапих прикладах идеться про монотонт вщношення пере-

ваги споживача ^:, для яких !з вщношення х > у випливае, що х ^ у
(тобто зб!льшення к!лькост! товар!в у споживчому набор! робить його
б!льш переважним).

3 викладеного вище зрозум!ло, що геометрично поле переваг спожива-

ча [К",^) можна задати сукупюстю клас!в байдужост!, як! при п = 2
утворюють карту кривих байдужост! в першому квадрат! площшш /?+, а

о

при и = 3 — карту поверхонь байдужост! в першому октант! К+ про-
о

стору /? .

Приклад 1.1. Нсхай карта кривих байдужоси К\/~ в пол! переваг (я+, и;) мае

вигляд мм'! ппербол { (х\, х-2)= = х^х2 = а, а>0 (рис. 1.2). Тут через кожну точ-

ку простору товар!в (х®, х®) проходить т!льки одна крива байдужост!, р!зт крив!
(що в!дпов!дають р!зним а) не перетинаються, а крив! байдужост!, як! в!д]юв!дають
кращим наборам товар!в, лежать вище ! праворуч в!д криво!', що задаеться набором
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Нахил криво! байдужост!
Х1 (Х\)< Х\ -

"*1 Дг, ̂ 0 1̂

де 3 • - кут нахилу дотичноУ
и точц! (х®, х2) до криво! бай-
дужост! характсризуе граничну
норму зам!щення (таг^та! ̂ е
п( аиЬзШиНоп, або МК8 ^2 )
товару 1 товаром 2, оск!льки
:1мсншення к!лькост! товару 1 на
Л.Г) мае бути компснсованс зб!ль-

(а > ас)

Рис. 1.2

тениям споживання товару 2 на в!дпов!дне значения Аж2 = лг2 (х^ - Дл^ )- х% (х® ),

МК5,

Оск!льки вздовж криво!

дx

= а повний дифсренц!ал функцп /

^М-с1ху =0,

|<| д г / „ 0 0\о/ 1Х\ ,Х2 I

Эл:1
-1Г/ 0 0\ '

Щх^)
дх2

= а матимсмо

1

Отже, у випадку криво!

Приклад 1.2. Нсхай поле переваг споживача (/?+, Ь) з монотонною неперервною
мсревагою :̂ характеризуемся картою поверхонь байдужост! К ^ /~ , що складаеться

1зс!м"!шющин а,, х{ + а-2х2 + а3х3 = а, а>0,деа1,а2,а3>0,(х1,х2,х3)еК^ (рис. 1.3).

'Год! товари 1 , 2 1 3 е взаемозам!нними для споживача в пропорц!ях, що задаються
коеф!ц!ентамий1,й2.аз- Под!бн! товари також називають субститутами. При
и] = в2 = а3 = 1 товари е повними замшниками один одного (осшльки зам!нюють
один одного в одиничнш пропорцп).

Приклад 1.3. Нехай поле переваг (^+, ~) з монотонною неперервною перева-

гою >: характеризуемся картою л!н!й байдужост! К\/~ , що мае вигляд с!м"! л!н!й

т!п(й1л:1, а2х2) = а, а > 0 , Дс в), а2 > 0 , (х^,х2)еК^ (рис. 1.4). Тод! товари 1

1 2 е взаемодоповнювалышми для споживача (або комплементарними товара-
ми) в пропорщ! х2 / X} - а\ / а2 , оск!льки зайва к!льк!сть будь-якого товару щодо 1х
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Промшь

= а'

Рис. 1.3 Рис. 1.4

К1лькост1, що знаходиться в щи пропорци, не змшюе щнтсть набору для споживача:

(а, (л:] + 6), «2*2) ~ (аЛ> а2 (Х2 + с)) ~ (а\х\- а2х2) ПРИ Ь > 0, с > О I (а\х\ = «2*2)-
При я, = #2 = 1 товари досконало доповнюють один одного. Цс пояснюе той факт, що
лшп байдужост! е прямокутними ламаними, вершини яких лежать на промен!

«1*1 = «2*2 •

1.2. ЗАГАЛЬНА ПОРЯДКОВА ТЕОР1Я
СПОЖИВЧОГО ВИБОРУ

Нижче описуетъся загальний п!дх!д до задач! споживчого вибору 1 по-
будови фуикщй попиту споживача в термшах в!дношень переваги спожи-
вача. Вш пов'язаний !з досить високим ступеней абстрактност! побудов.
Тому доведения в!дпов!дних результат!в може бути опущене читачами,
як! не мають достатнього р!вня математично! шдготовки. Б!льш звичний
шдх!д до побудови рацюнальних ранень споживача, що Груптуеться на
функцп корисност! споживача, розглядаеться в п. 1.3 1 1.4.

Зпдно з теор!ею економ!чно1 поведшки споживача вважаеться, що спо-
живач! вибирають найкращий щодо пор!вняльних переваг наб!р товар!в,
який вони можуть соб! дозволити. 3 цього погляду у зазначенш теорп
важливим е таке означения.

Означения 1.1. Нехай (X, ^) — поле переваг г С -- тдмножина X.
Елемент х множини С називаетъся найбглъш (найменш) переважним в
С, якщо х *& у (у ^ х) для всгх у е С.

Нагадаемо поияття компактно! множини (компакту) С в Кп : це обме-
жена и замкнена множина. Бона мае таку властив!стъ, що з дов!льно! с!м'1
в!дкритих множин, як! в сукупност! м!стять С (утворюють покриття мно-
жини С), можпа вибирати скшченну к!льк!стъ множин, що теж покрива-
ють С.

Теорема 1.3. Якщо вгдношення > в уловах з означения 1.1 неперерв-
не г множина С компактна, то С мгстить хоча б один найбглъш (най-
20

шдукщю за чис-

~-> ц

фшсовшюм'у

ч „ , м(С) (т(О) всгх найбглъшНенш) переважнии елемент, а множина 1у'^'
(гк/йменш) переважних елементгв у С е компактно^ ^

А О ^ • -,1/-1ттт!Э 1^ • * — * т ' Ф < 5Зауважимо, що будь-яка скшчениа м:ножина I-
V "^- / ^ \ ^ож-ний елемент М (. х ..... х )I \ завжди мютить найошьш (найменш) ггереважш'

5 \ \ тт „„„„\т\х,...,х5}}. Цеможна легко довести, викори
'шм елемент1в 5.

Розглянемо для кожного у е С множину
гг що \х : х С у} е замкиеною множиною в
V, то Р = (х : х> у} п С теж е замкпеною мгюжипою в С при кожному у.

( !Ы'я мпожип {Р- у е С} мае влаСТив1сть скшченпого перер1зу: для будь-
{ • \ с перер!з П;_, р , не е

я кого скшчениого числа елемент!в у : г - 1 ..... V
**(\ ,,5\ Чв1дси через компакти1сть

ИОрОЖШМ, ОСК1ЛБКИ В1Н М1СТИТЬ М \у , ..., У )• ^
^пппVЧ ЩО> очевидно, е сукуп-множини С маемо, що „,Г р, * 0. Перери лшоруч, ̂

о,. #ес У х,7 ле компактом як перерьзтетю ВС1Х паибхльш переважних елементш, оудс
^ \ п „пицц! м!ркувшшя можна за-мамкнених пщмиожин Р компакту С . дпалс

стосувати до найменш переважних елементш. А
г\ • " • •, ттий ппостш товарш А може 1Оск1льки достушши споживачев! дов1лыши

„,, оггрмрнта, доц1лыю дати такене мати наиб1лын переважного для нього еле
означения.

. „ „ / ч/ > "1 нлйбглыи переважнии еле-
Означения 1.2. Для поля переваг (X, Нй

 про

Р

стгр Х не мае
мент х в X називаетъся точкою насичення.
точки насичення, то маемо явище ненсгсиченост • ̂  - и\ +

Множииа вектор!в у Кп вигляду г = ах + (1 - а)У ' ^* г'пД<1 л
,-.г1 ,• тттпс"гьГЯ и» прим 1л\.г\.у | и,

та у -задан! вектори з Я а число а 3^"7П* ае вектори \ та у !
()<«<!, пазиваетъся В1ДР13КОИ у К*, якиимшолу ^ ^ у^
Позначаеться як |дг, г/1. При цьому х та г/ е кшци» ...

,тг,т грометрп описи под!6нихо.чначення узагальнюе вщом! з анал1Тйчно1 I си'V
И1ДР13К1В па площиш (я = 2) та у простор! (я = •̂

Множина /1 в 7?" називаеться опуклою, якщо ву
будь-якими сво'Гми векторами х та г/ також в!др!зок I .'"•'•.

'Тл < о г г - л^ „ прпсваг (X, с ) е опуклою.Означения 1.3. Нехаи множина X поля перк " ^
Поле (X, ^) називаетъся: (I) опуклим, якщо
чипливае, що ах + $у > у для а, (3>0,а + (3 = ̂  '
лмл, якщо з х > у для х, у е X випливае,
(х, р > 0, а + Р = 1; (III) строго опуклиМ, якщо з х

. . ПМТ11ЙНИМИ. Вони в!добража-
Припущення опуклост! в економпц е ̂ "2" ають ваЖливУ техн!ч-

ють певн! економ!ЧН1 закономфност!, а також вщ^р . .
ну роль в економшо-математичних моделях та 1х аи •

,_, . • -,,-ь ттд П6РСВ«1 СИОЖИВаЧо.. О.6~Розглянемо екопом1чнии зм!ст опуклост! поля
. / Т Ч * _ А - 1 / 2 у ~ х. {от споживач

аи у сп1ВВ1Дношенш (I) означения 1.3 (X = Р ~ У/' 5„, _ п

Що : + ру>у0ля
У для двох ргзних*



х та у дае йому тшьки один 1з цих товар!в. Отже, опукл!сть квазшорядку
переваги виражае прагнення споживача бути представлении на вс!х рин-
ках, робити свш розподш м!ж ус1ма товарами. Зокрема, це в!дображае
ефекти насиченосп, зпдно з якими, починаючи з певного р!вня, бажашсть
споживання лише одного товару спадае, а також розширення кшькост!
потреб, коли первинш потреби починаютъ задовольнятися.

Теорема 1.4. Ргзт поняття опуклостг поля переваг пов'язанг таки
ми стввгдношеннями: (г) з (III) випливае (I); (и) з (III) випливае (II);
(ш) якщо вгдношення > неперервне, то з (II) випливае (I).

V (О Припуспмо, що х ^ у для х, у 6 X. Якщо х = у, то ах + $у = х Ъ: у.
Якщо х Ф у, то зпдно з (III) ах + $у > у \ от + 3# ~ г/ при а, 3 > 0, а + 3 =
= 1. При а = 1, 3 = 0 або а = 0, 3 = 1 сшввщношення ах + 3# ^ у вико-
нуеться трив!ально, тобто з (III) завжди випливае (I).

(И) Припуспмо, що х > у для х, у & X. Це виключае випадок у ^ х, то-
му х * у. 3 х > у випливае, що х ^ у, отже, зпдно з (III) ах + $у > у при
а, 3 > 0> а + 3 = 1, чим доведено (п).

(ш) Нехай х ^ у для х, у е X та [х, у] = {г = ох + (1 - а) у : ее 6 [0,1]} -
в1др1зок 1з кшцями х та у. (ш) буде доведено, якщо встановити, що
[х,у}Г({ио : у > &>} = 0. Множина {ж : у > по] е вщкритою в X унаслщок
неперервност! вщношення ^. Тому якщо оказаний вище перер!з непо-
рожнш, то вш мютить в!др1зок 1 хоча б дв! р!зн1 точки а та Ь. Через
х,у& {по: у > к>}, то щ дв! точки а \ Ь в1др1зняються вщ х та у. Можна
вважати, що точки вибрано таким чином, що

а = \у + цЬ, X, ц > О, Я. + ц = 1;

Ь - ах + та, а, т > 0, а + т = 1.

(1.1)

(1.2)

Тод! з умов у > Ь та (1) зпдно з (II) випливае а > Ь. 3 х ^, у > а
через твердження (I) (и) теореми 1 випливае х > а, що разом 1з (1.2)
означае Ь > а. Отже, маемо суперечшсть а > Ь 1 Ь > а, яка показуе, що
[х, г / ]с{да :ау>; у}. Д

Теорема 1.5. (г) Якщо (X, ^) — опукле поле переваг г С — опукла
пгдмножина X, то М(С) е опуклою тдмножиною в С.

(и) При цъому, якщо (X, ^ ) — строго опукле поле, то в М гснуе не
бгльше одного найбглъш переважного елемента. Зокрема, в X е не бгльше
однгег точки насичення.

V (О Якщо а, Ь е М (С), то а, Ь Ь х для кожного х е М, а отже, через
опуклклъ (X, ^,) маемо а а + 3^ ~ х для будь-яких х е С, а, 3 ̂  О,
а + 3 = 1 • Тому ( а я + 3 ^ ) е С — також найбшьш переважний елемент у С.

(п) Якщо (X, ^ ) — строго опукле поле, то для р!зних а, Ь & М (С)
через а, Ь ̂  а мали б а а + З ^ - ^ я при а , 3 > 0 , а + 3 = 1 > Щ ° означало б
1снування в С б!льш переважного елемента, шж а. Отримана суперечн!сть
завершуе доведения теореми. Д

Зауважимо, що для опуклого поля переваг {X, ^) маемо таке твер-
дження: якщо х ~ у, х, у е X, то ах + $у ^ х ~ у при а, 3 - 0, а +
+ 3 = 1 .
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Бюджетш пряма

Вектор нормали

/ Симплекс
52

У////,
./_*!

Р\

Рис. 1.5

При застосуванн! пол!в переваг споживачгв (X, > ) найчаст4ше спосте-
р1гаеться ситуащя, коли простором товар!в X е невщ'емний ортант К"
простору Кн, К1= {х = (х{ ).=1 п е К" : х{ > 0, г = 1, ...,и|, а виб!р спожи-
нача обмежений бюджетом. До бюджетних фактор!в належать цши р1 на
1-овари виду г, г = 1, ..., п та р!вень споживчого доходу/. Якщо ввести в
розгляд вектор цш р = (р\, ..., рп)

#1 =(р.)
г=1'", що записуеться як век-

тор-стовпець, то споживач при вибор! набору товар!в х повинен врахову-
иати бюджетне обмеження

хр =
Рпх„ = (1.3)

1=1

Таким чином, допустим! набори товар!в (парт!! товаров, або споживч!
меню) у простор! товар!в К" задовольняють обмеження (1.3) и утворю-
ють споживчий симплекс

5„={хеКТ1:х-р<1}, (1.4)

що е замкненою обмеженою опуклою множиною в Кп (опуклим компак-
том у К").

1нод1 симплекс 5П називають бюджетною множиною споживача, а ппер-
млощину хр = I — його бюджетною пперплощиною.

У випадку п = 2 симплекс 52

 е трикутником, що вщокремлюеться в
К+ бюджетною прямою р^ + р2х2 = / (рис. 1.5, а), а при п =3 симплекс

Л"3 е тетраедром, який лежить в /?^ нижче бюджетно! площини
+Рзхз = ^ (рис. 1.5, б).

'Знак # використовуеться для позначення операцГГ транспонування вектора або
матриц!.
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Зростання доходу / веде до
з61льшення бюджетного симп-
лексу, оскшьки бюджетна пло-
щина при цьому паралелыю
зсуваеться в напрямку свое!

нормал! р = (р1 )1= ' ", 1 иавпаки,
спадания доходу I веде до змен-
шення 5п . Шдвищенпя цш веде
також до зменшешш бюджет-
ного симплексу (рис. 1.6).

Слщ зауважити, що стосов-
но дов!лыюго простору товар!в
X шдхщ, описаний вище, дае
т!льки загалышй принцип спо-
живчого вибору в ринкових
умовах: тут немае гаранта, що

1снуе наб!р товар!в у X, який задовольняе бюджетне обмеження (1.3).

Навить коли обмежения (3) сум!сне з X, тобто С% = {х е X : х • р < 1} Ф 0,
апрюр! невщомо, що 1слгуе найбшыд переважний наб1р споживчих благ.

Розглянемо вс! можлив! пари (р, /), коли вектор цш змшюеться в про-
стор! цш Р, Р с К"„, а р!вень доходу / — на певному в1др1зку [/-(,/2] = ^-
Кожхгу пару (р, /)е Рх! з!ставимо з множиною М(С|*) найб1лыя пере-
важиих елемент1в з С^ , тобто миожиною набор!в товар!в з X, що задо-
волышють бюджетне обмежеиня. Вщповщтсть

Рис. 1.6

Р х / е (р, 7) -> М с[ б С[ с X

задае багатозначну функщю (вщображення) ф : Рх! —- > 2х)1, яка нази-
ваеться функц^ею попиту, або, точнгше, функц1ею попиту, що породжу-
еться оптим1зац!ею переваг споживача.

Нижче розглянуто менш загалышй тдхщ до задач вибору споживача,
який, проте, мае певш аиал1тичи1 переваги 1 в якому використовуються чис-
лов! 1ндикатори в1дпошень переваги — функци корисност! споживача.

Розгляиемо кшька простих приклад!в задач споживчого вибору, що
виходять за рамки звичайно!' теорп споживчих р1шень, в якш застосо-
вуеться П1ДХ1Д 13 використанням гладких (диференцшованих) функц!й
корисност! споживача, и 1люструють важлив!сть загалыю! порядково! теор!)
споживчого вибору.

Приклад 1.4 (споживчий вибгр шж повними субститутами). Нсхай поле псреваг

споживача \К+, ̂ ) з монотонною нсперсрвною перевагою ^ мае карту кривих бай-

дужост! К\/~ 1з с1м"1 прямих Л1Н1Й х\ + х2 = а, а. > 0. Тод! крив! байдужост! мати-

муть нахил — 1, а отже, гранична норма зам!щення МК5\2 = 1 (че вцгповщае тому

'Для множини X запис 2х означав множину вс!х тдмножин (булеан) множини X.

Л1нп байдужост!
(прям! з нахилом = — 1)

| | ' . и I у , що кожна к!льк!сть товару 1 повшстю
. гчмпоеться для споживача такою самою
и ш.мело товару 2).

< >с1альки через монотоншсть ^ б!льшо-
м у значению параметра а в!дпов!дае крива
(мйдужост! з б!льш переважними наборами
ш п а р и в , задача споживчого вибору полягае
п млксим13ащ1 функцп х^ + х2 за умов р\х\ +

• / ' , . \ 2 = /, х\ > 0, х2 > 0. Якщо р, < р2, то з
п'омстричного тлумачення задач! (рис. 1.7)
имиливае, що оптимальний виб!р споживача
нолигае у витрат! вс!х грошей / на придбан-
и)| товару 1, тобто його оптимальний наб!р

( | | , х'2) = (1/р],0). Аналог!чно при р2 < р1

маг.мо (х^, Х 2 ) = ( 0 , 1 / р 2 ) . Якщо р\ = р2, то
|гпуе множина оптимальних набор!в товар!в,

то складаеться з будь-яких кыькостей х\

та х2 товар!в 1 ! 2, як! задовольняють бюджетне обмеження
/'I =Р2> -^1^0, х'2>0.

Таким чином, функц!'! попиту споживача на товари 1 ! 2 мають вигляд:

[ I / р \ , якщо р1 <р2;

О

Рис. 1.7

при

Р2* будь-яке

О, якщо

Р2-

^ б [О, I
> р2;

7 / Р2 , якщо

якщо р\ =

р\',

якщо

О, якщо р2 > р\.

У розглянутому приклад! споживчий оптимум досягаеться на меж! д К ^ простору
шпарив К+ I е межовим оптимумом.

Приклад 1.5 (споживчий вибгр у просторг комплементарных товаргв). 1з шфор-
мацп, наведено! у приклад! п. 1.1 ! попередньому приклад!, випливае, що цей виб!р
пмодиться до розв'язання оптим1зацшно! задач!

т!п {в]*), а2х2}—> тах;

р^Х] + р2д:2 = I , х^>0, х2>0 .

* *Тут споживач повинен купувати оптимальн! к!лькост! х\ та х2 товар!в 1 ! 2 у

пропорцп а\х\ = а2х2 , або -Ц- = —^-. Це разом !з бюджетним обмсженням
х2

 а\
•( 1НХч = I дае так! функцп попиту споживача на товари 1 ! 2:

/
Р2- х*2(р\. Р2,

:м

1з геометрично! 1нтерпретац!1 ц!е! задач! (рис. 1.8) випливае, що тут оптимум дося-
|аеться у точц! зламу в!дпов!дно! л!н!'1 байдужост!, дс ця л1н!я не е диферснцшова-
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Промшь

*2

* — I * *Лх — \х\,хг) ЛШЦ

байдужост!

Бюджетна лшш

Рис. 1.8

ною. Також сл!д зауважити, що оптимум ( .г, , л:2 ) досягаеться у внутр!шнш точщ
2 /• * * 2 •вщповщного простору товар!в к^ , (х\ , лг2 ) е гп( К+ 1 е, таким чином, внутрнишм

оптимумом.

1.3. ПОРЯДКОВ! ФУНКЦП КОРИСНОСТ!.

ТЕОРЕМА ДЕБРЕ

Нехай (X, ^.) — деяке поле переваг, X с К" з вщношенням переваги,
що задовольняе акс!ому А1.

Означения 1.4. Числова функцгя V : X —> К, визначена на X, назива-
еться тдикатором переваги ^, або функцгею корисностг, що зобра-
жуе вгдношення переваги Ь, якщо для всгх х, у е X виконуетъся у нова

и{х) ^ и(у) тодг г тглъки тодг, коли х ^ у, (1.5)

або, використовуючи логгчну зв'язку <=> еквгвалентностг (ргвнознач-
ностг висловлюванъ), (V (х*) > V (у)} <=> (х Ь у}.

Таким чином, функщя корисност! — це числове вт!лення порядковоУ
структури поля переваг.

Пропозищя 1.1. Якщо функцгя корисностг V зображуе квазторя-
док переваги *&, то множини ргвтв функцп V е класами байдужостг
для ^,, тобто

(и(х) = и(у))&(х~у), х, г / е X. (1.6)

V Л1ва частииа твердження (1.6) означае, що одночасно 1}(х)>11(у)
та 1} ( х } < II ( у ) . Отже, зпдно з визначеиням функцп корисносп (1.5) це
екв!валентно двом стввщношешшм х *& у и у ^ х, тобто х ~ у. А

Теорема 1.6. (I) Якщо и(х),х& X - функцгя корисностг для поля
переваг (X, Ь) г / " : V (X) —» /? — строго зростаюча функцгя, то супер-
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позицгя / ° 1 / ( х ) = / Ш (х)) також е функцгею корисностг, що зображуе
поле переваг (Х,^).

(II) Якщо 0(х) та У(х), х е X - двг функцп корисностг, то гснуе
пшка строго зростаюча дгйсна функцгя ДО, визначена на 11(Х), що
КШ^/ЧУОО^О/Ог)), х&Х. "

V Твердження (I) очевидце. Доведено (II). Шукану функцию ДО
можна побудувати в такий споаб. Покладемо для ^ е 11(х) ДО = У(дг)
для будь-якого х 13 множиии (7"1 (О = {х : II (л:) = О. Значения ДО таким
чином буде визначеие однозначно, осюльки V (О — це клас байдужост!
ма вщношенням еквгвалентпост! -, а отже, У ( х ) ~ У(у) для будь-яких х,
у е II ~ (О. Функщя С — строго зростаюча, бо якщо х , ^ е С / О с ) , 5

~
то

х > у для будь-яких х е (У" (5), г / е II ~ (О, тож Дх) = У(х) > У{у) =
- ДО. Сшввщношення У(х) = Д[7(х)), хе X виконуеться автоматично
.ча побудовою функцп /". Л

1з теореми 1 випливае, що коли для будь-якого поля переваг 1спуе хоча
6 одна функщя корисност!, то е безл!ч функц!Й корисност!, як! можна
отримати одну з одно! за допомогою строго монотонно зростаючих пере-
твореиь; 1з точн1стю до будь-яких под1бних перетворень функц!я корис-
ност! для задагюго поля переваг е единою.

Зауважимо також, що афшш перетворення ДО = а^ + Р з додатними
коеф1ц1ентами а утворюють, очевидно, шдмножину вс!х строго зростаю-
чих скалярних перетвореиь. Якщо вважати дв! функцп корисност! екв1-
валеитними, коли вони пов'язащ м!ж собою аф!нними перетвореннями
зазначеного типу, то вс! функцп корисност! для заданого поля переваг
розпод!ляться на класи екв1валентност1. Це означае, що про вим1рщсть у
числах корисност! вибору споживача можна говорити лише тод!, коли
!сиуе така властив!сть поля переваг, яка збер!гаеться при вс!х аф!нних
строго зростаючих перетвореннях функц!й корисност! ! за допомогою яко!
нодночас з ус!х клас!в екв!валентност! функц!й кориспост! виокремлюеться
сдиний клас. У под!бному випадку вим!рно! корисност! для чиселыгого
иим!рювання потр!бно вибрати одиницю масштабу ! початок в!дл!ку.

Приклад 1.6 (лгтйна функцгя корисностг). Ця функц!я мае вигляд
п

V (х)= ]СаЛ; х = (д:!);=1 „ 6 К",де парамстри а; > 0 означають граничт корис-
1=1

ноет! споживача за товаром 1

<(*) =

Оскыьки МС/,(х) = — при малих Аж,-, гранична корисшсть характеризуе в
Ал;,-

точц! х простору товар!в вщносний прир!ст корисност! споживача, що вщповщае до-

'Позначення М(7 походить в!д англ1йсько1 назви гранично! корисност! — тагдта!
иШИу.
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датковш малш одинищ приросту товару г. Ця функщя водночас е нестрого опуклою

та ув1гнутою в .К".
Псретворення функцп [/(*) за догюмогою квадратно! функщУ {(г) = г , г > 0 , яка

е строго зростаючою, дае квадратичну функщю корисност!

,2

=5в^2+2^й.^..г.^.1=1 К}

Остання характеризуе те самс вцщошсння переваги на К" , що и функщя 1}(х), \ е
шшим вариантом рспрезснтацп поля переваг споживача.

Приклад 1.7 (мультипликативна функцгя корисностг). Ця функщя мае вигляд

ри хе /?+. Звщси

> 0, х б ш* К1.

При цьому граничш корисносп

МЦ (*) = «;-

*|

Псретворення (7(* ) за допомогою функцп /" (г) = гу, г > 0, де у = •

щю корисностей Кобби — Дугласа

дае функ-

що зображуе те самс поле псрсваг споживача.
Зауважимо, що для функцп корисност! У(х) граничт корисноси МУ; (х) е спад-

ннми функц!ями аргументу x^ , оск!льки

дМУ,(х)_д'2У(Х) -
К".

Приклад 1.8 (функцгя корисностг зг сталою еластичтстю замши). Ця функщя
мае вигляд

П (дг, , д:2 ) = (х^ + х% } , (х\, х2 ) е К \ , де параметр р задовольняе умову 0 < р < 1 .

Осюльки функц!я С (г) = гр , г>0 е зростаючою, то функщя корисноеп

17 (*) = *{> + х%, (Х„ х2)еК2

+

е порядковою скв!валентною всрсдею 11(х) (зображае те саме поле переваг спожи-
вача).

При р = 1 функцп 11(х) 1 У(х) стають лшшною функц!ею корисност! х^ + .г2. Для
функц1\' V маемо

28

мкз,
р-1

МУ2 (х)

л параметр р визначае еластичшсть замши товару 1 товаром 2:

е(.г) = 1

Економ1чне значения поняття еластичност! подано в п. 1.10.

Шдсумовуючи все викладене вище, можна констатувати, що функщя
корисносп споживача виражае пор1вняльну, або ординал1стсъку (але не
абсолютну чи кардинал1стську), юльюсну м1ру цшност! р1зпих спожив-
чих набор!в товару з простору товар!в для конкретного споживача.

Одним 1з осиовних результат!в теорп споживанпя та сучаснсн теорП
корисност! в задачах прийияття рииень, е така теорема, сформульована
Ж. Дебре1.

Теорема 1.7. Якщо множина X поля переваг (X, ~&) е зв'язною, а
(пдношення переваги ^ - неперервним (тобто задоволъняе аксюму
АИ або еквгвалентнг гй вимоги), то гснуе функщя корисностг 11(х),
х& X, що зображуе (X, Ь).

Доведения теореми Дебре загалом дуже гром!здке2. Тому обмежимося
тут доведениям ще! теореми у випадку, коли А' = К" 1 виконуеться таке
спрощувальне припущення (Б), яке до того ж переважно викоиуеться в
практично важливих випадках.

(Б) 1снуе така неперервна крива д : (0, °°) —> К", що перетинае кож-
иий клас байдужостг вгдношення переваги в о'дтй точцг.

Доведения грунту ватиметься на лет, яка показу е, що в умовах припу-
щення (Б) точки криво! д(1) можпа впорядкувати за перевагого (за зро-
станням або спаданиям).

Лема. За умови (Б) справедливым е хоча б одне з таких тверджень:

з 1<(' випливае д(1) > д(Ъ') для всгх (,('', (1.7)

(1.8)

V Розглянемо вектори ^(1) 1 д(2). Сшввщношення ^(1) - д(2) хибне,
оск1льки в цьому раз! крива д проходила б через дв! точки того самого
класу байдужостк Тому або^(2) >- д(\}, або^(1) > д(2).

Припустимо, е перший випадок. Розглянемо швпряму С+ ={(:(> 1}, що
не м1стить точок г>1, для яких д(1) ~д(\). Частина п1впрямо1 О+ =
- { ^ : ^ > 1, д(1) > д(\)} зб^гаеться з П'+ = {I : I > \, д(1) ^ д(\)}. 1\ до-

'Дебре Жерар (нар. 1921 р.) — вщомий американський спсц1ал1ст 1з математич-
ноТ СКОНОМ1КИ, лауреат Нобел1вськоУ прем!У з економ!ки за 1983 р., присудженоУ за
розробки, що стосуються тсор1У загальноУ економ1чно1 р1вноваги.

2Див. [11].
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повненням на С+ е Е+ ={1~ : 1; > 1, #(1) <: д(1)}. Оскшьки квазшорядок ^

неперервний, множини {х : хе К", х ^ #(1)} та \у :е К", д(\~) ^ г/} замк-

нет в .К". Через те, що вщображення д : [1, °°) — > /?" е неперервним, Гхш
(/-преобрази теж будуть замкнеиими. Отже, 1>+ та Е+ замкнеш в С+.
Таким чином, О+ — одночасно в!дкрита та замкнена в С+ частина твпря-
МО1, звщки або О+ -0, або В+ = С+. Однак О+ м!стить точку ^ =1\
тому не е порожньою частиною. Отже, О+ = С+, тобто з I > 1 випливае, що

.
Розглянемо тепер множини С_ ={(:(> 1] та О_ = {̂  : ^ > 1, д(.1) -< (/(!)}.

Под1бно до попереднього можна показати, що або О_ - 0, або Д_ = С_ .
Припуслчмо, що О_ =0, тобто #(0 >- #(1) для вах I > 1. Розглядаючи
множину {̂ ' 'Л' > ^, д(1) > д(^}, встановлюемо, що вона зб!гаеться
з твпрямою {(':1'>1]. Прийнявши г' = 2, знайдемо, що д(1)> д(2) для
вс1х ^ < 1. Нехай ^ прямуе до 1. Оскшьки квазшорядок ^ та функ-
щя I] - иеперервш, маемо д(\) ^ д(2), що суперечить припущенню
д(2) > #(1). Таким чином, ^_-С_,э^з^<\ випливае #(1) > <ДО.

Якщо а е деякою точкою з (0, °°), то ва точки ^, для яких <?(0 >- д(а) ,
будуть розмщеш по один б!к в1д а, а вс! точки, для яких д(а) >- д{1) , — по
1НШИЙ. Розм1щепня точок по один б!к в!д а зумовлюеться положениям 1'х
щодо 1: якщо 1 < а, то д(а) > д(1) 1 точки ^, для яких д(а) > д(1), лежати-
муть л!воруч; якщо а < 1, то #(1) >- д{а) 1 точки ^, для яких ^(0 X д(а),
лежатимуть праворуч. Отже, 1> а екв!валентне сп1вв!дношенню д({) > д(а).
Оск1льки I та а вибирались довшыго, доведено, що виконуеться твердження
(1.8). Якщо д{\) > д(а), то, розм!рковуючи аналопчпо, можна показати,
що справджуеться випадок (1.7). Л

Спираючись на отримаш результати, можна довести теорему Дебре у

припущенш (Б) та для X = К".
Вважатимемо, що е ситуац!я (1.8) леми. Тод! визначимо функцхю ко-

рисност! II таким чином. Нехай х€ К^. За припущенням, 1снуе едина
точка д({) криво! д, для яко! д(1)~х. Приймемо 11(х) = 1 (у випадку
(1.7) 1}(х) = -(). Перев1римо властив!сть (1.5). Якщо х та г/ — два векто-
ри з /?" , то 1снують так! М 5, що единим чипом х ~ д{С) та г/ ~ д(з).
Отже, (х ^ г/) о (д(х) ^ ^(0) <=? (х > О, звщки отримуемо формулу (1.5),
прийнявши 5 = 11(х) \ I •= и(у). Лишаеться т!льки перев!рити неперервгпсть
функца II. Для цього досить переконатися, що для V прообраз будь-
якого сегмента [ а, Ь] з К замкиений в Я":

Ь}={х: а < Щх)}п>{х: П(х) <Ь} =

Кожна мпожина праворуч замкнена через неперервшсть кваз1порядку,
отже, 1х перер!з теж замкнений. Теорему Дебре доведено.
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.4 ног ляду геометра лшшного простору К" — невщ'емний ортант. /?"
| 1.1МКПСПИМ опуклим конусом в К" , тобто це замкпена множина, така що
м и ч оудь-яких вектор1в х, у 1з ц1е! множини 1'х Л1н1йна комбшащя ах + Рг/,
с, |! > 0 теж належить К" . Цей конус породжуе в К" та в п шдмножиш

\ ч.ктковий порядок > , причому х > у, якщо (х - у) 6 К" .
Я к правило, вважаеться, що вщиошення переваги ^ задоволыше умову

монотонное™ (Л/ТУ): якщо х > у (х > у), то х >: у(х > г/).
Нластивгстъ (А1П) означав, що споживач надаватиме перевагу

ч/ и, шш кглъкостг товаргв: якщо г> 0, то х + г > х для всгх х при х + г,
. . X.

Очевидно, що перевага ^ е монотонною тодг г тгльки тодг, коли
<1>ункцгя корисностг, що зображуе поле переваг (X, ^;), е монотонною:
икщо х > у (х > у), то П(х) > 1/(у) (и(х) > С/(г/)) (Л3) . При цьому
икщо функц1я корисност! е диференц1йованою, так що 1снуе похщна

V г' Я=\,п

мка називаеться граничною корисн1стю (при цьому М(/г-(дг) = дЦ(х) / дх^
маливаеться г'-ю частинною граничною корисшстю), то з властивост! (А^) >
ск1пвалентн1Й монотонност! (АП1), випливае, що вектор гранично! корис-
иост! е додатним: М11(х) > 0 (МП^х) > 0, г = 1, ..., п), х е X.

У випадку, коли X = К^, властив!сть монотонност! (АП1) або ( .̂3)
ма:>иваеться ненасичуван!стю споживача.

Пропозищя 1.2. Вгдношення переваги ^ в (X, ^ ) е опуклим тодг г
ппльки тодг, коли функцгя корисностг, що зображуе (X, ^), е квазг-
Ч/нутою, тобто для довглъного а Е К множина

в = { х е Кп : 17(х) > а] (1.9)

( опуклою. Вгдношення ^ е строго опуклим тодг г тглъки тодг, коли
чк^ювгдна функцгя корисностг V е строго квазгугнутою, тобто для
<)оиглъного Хе (0,1) г довглъного х Е X

(1 - К)у) > СДг/)}. (1.10)

V Нехай квазшорядок ;̂ е опуклим. Прийнявши а = [/(г/), знайдемо з
о;шачення опуклосп ^, що коли у та х належать 5а, випливае, що це
си1)авджуеться також для точок в1др!зка з к!нцями у 1 х, тобто миожииа
Л'Г( — опукла. Обернене тверджепня е очевидним. Стввщношення (1.10)

«• буквальним перекладом на мову функцш корисност! пункту (III) означен-
ии 1.3. А

На жаль, кваз1ув1гнут1 функци незручн! для роботи: вони утворюють
клас, занадто великий для того, щоб успешно застосовувати низку добре
(ю.фоблених метод!в. Значно зручшше працювати з угнутими та строго
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угнутими функщями, що в!дпов!дно визначаються умовами: для дов!ль-
иих х, уе /?" виконуються умови

), А е [О, 1]

), А е (О, 1).

Неважко переконатись, що кожиа угнута (строго угнута) функщя е
кваз!угнутою (строго кваз!угпутою).

Надал!, кр!м окремо обумовлеиих випадк!в, вважатимемо, що функщя
корисност! споживача 11(х) е строго угнутою (умова (Л4)) 1 що ви-
конуеться б1льш сильна умова (А^): функщя II (х) е дв!ч! неперерв-
но диференцшованою, П матриця Гессе -- в!д'емно визначена, тобто
170г)<0, х&К1\

Зауважимо, що з (А'^) випливае умова ( А 4 ) , а також той факт, що, зокрема,

(1.11)
Ъх*

Умова (1.11) виражае перший закон Госсена1, зпдно з яким гранична
корисн!сть будь-якого товару зменшуеться з! зб!льшеиням його спожи-
вапня.

Наведемо найпоширен!ш! приклади в застосуваниях функцш корисност!,
що задовольняють указан! вище умови.

Приклад 1.9 (загальна квадратична функцгя корисностг). Ця функщя мае вигляд

де матриця В=(Ь;у)"у — вщ'емно визначена, В < 0, а вектор а + хВ — додатний,
а + хВ > 0. Зм1ст останшх обмсжснь очсвидний, ооильки М1!(х) = (1и(х)(1х = а + хВ,
И(х) = с121}(х)/с1х2 = В.

Приклад 1.10 (логарифмгчна функцгя корисностг, або функцгя корисностг Бер-
ну 'ЛЛ О

де параметри а- та х,- задовольняють умови а > 0, х .• > X; > 0, / = 1, ..., п.
Приклад 1.11 (функцгя корисностг зг сталою еластичнгстю) . Ця функшя мае

виг ляд

де параметри я.-, Ь.-, X; задовольняють обмеження

«у > 0, 0 < Ь;- < 1, дгу > X] > 0 , / = 1 , ..., п.

Тоссен Херман Хейнрих (1810— 1858) — н!мецький економ!ст, чш прац! присвя-
чен! теорп корисносп.
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Приклад 1.12 (функцгя корисностг Леонтьева)

... , апхп],

дг мирамстри (I] > 0, / = 1, ..., п.
11|>иклад 1.13 (загальна мультипликативна функцгя корисностг). Ця функвдя

1 . Ц И М Г Л Я Д п

к илрамстри а,- , с та X: задовольняють умови с > 0 , 0 < а,- < 1 , Ху > .Гу > 0 .

У I [аведених вище прикладах функцш корисност! параметри х • , / =г 1 , . . . , п
мають економ1чне тлумачеппя як ртвн! автономного (тобто м1н!мально
нсобх!дного) споживання товару ; упродовж певного перюду часу для
споживача.

Зауважимо, що для того щоб задовольнялась аксюма ненасичуваност!,
гможивч! набори товар!в у приклад! 1 .9 мають бути обмеженими, а функщя
кориспост! з1 сталою еластичн1стю прямуе до логарифм1чно1 функцп ко-
риспост!, коли вс1 Ь/ прямують до одингаи; у цьому випадку М^^(x)-
ч 1(\1 :-Х])~1,] = 1,...,п.

Задач! п!дбору функц!онального типу функц!!' корисност! та визпачен-
ия и иараметр!в у копкретних випадках е задачами сучасно!' економетрп.

1.4. НЕОКЛАСИЧНА ЗАДАЧА СПОЖИВАННЯ

1.1д задача пов'язана з рац!ональним вибором набору благ ! послуг
споживачем при заданих функци корисност! та бюджетному обмеженн!.

Якщо функция корисност! споживача [/(.г), х 6 .К" е дв!ч! диференц!-
моканою ! строго угнутою, а бгоджетне обмежепня мае вигляд хр < /, де

\> вектор-стовпець ц!н, а / - дох!д (кап!тал) споживача, що може бути
микористаний на придбания товаров, то рац!ональна повед!нка споживача
шппачаеться такою задачею опуклого програмування:

и(х) -> тах, хр < I , , гб/?^(х>0). (1.12)

Оск1льки допустима миожина вектор!в для ц1е1 задач! е компактною та
опуклою, вона мае единий розв'язок х* .

У розгорпутш форм! задачу споживання (1.12) можна записати у вигляд!

(У(*1, ^2> •••> хп) ~^ глах;
п

•-. +х<1; (1.13)

11собх!дн! та достатн! умови оптимальност! розв'язку х, задач! (1.12)
1 . И теорема Куна —Такера. Визначимо функщю Лаграижа Ь задач!

(1.14)
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де X — множник Лагранжа, 1 запишемо необхщш умови оптималыюст!
розв'язку х» ! множника А,*:

г>, , . „п- И(х») -Х*р < 0, = / -х*р > 0;

с», X»)

(1.15)

1з наведених умов випливае, що справджуються так] стпввщношення:

(/Ос,) = М [/,•(*„) < Х*р,-, *=.!, 2, ...,.«,
0; (1.16)причому М : Г ф = *р,-, при д

М [/,•(**) < Х*рг-, при **; = 0.

Таким чипом, для вс!х закуплених товар!в, коли х^ > 0 в!дношенпя
частинних граничних корисностеи до в!дпов!дних щи е сталим:

Р^
= X * , VI, я*; > 0. (1.17)

Зв!дси, вважаючи деяк! товари купленими, маемо, що оптимальна зна-
чения X* множника Лагранжа е додатним, X» > 0, а отже, зпдно 1з четвер-
тою умовою (1.15), при оптимальному споживашй весь дох!д I мае бути
витрачений (/ = х„р), тобто розв'язок задач! лежить на граничит гшер-
площиш симплексу допустимих значень споживчих набор!в.

Без утрати загалыюст! можна вважати, що споживач закуповуе во
види товар!в (в 1ншому випадку можна зменшити розм!ршсть простору
товар!в, вилучивши з розгляду товари, як! не купуються). Тод! умови
оптималыюсп (1 .15) набувають вигляду системи р1вняпь, що у векторн!й
форм! записуеться так:

- Х = 0 * / - * * = 0, (1.18)

а в розгорнут!й координатгпй — так:

= 0 , г =1, п,

(1-19)
=

Оптимальний множпик Лагранжа X*, що за (1.17) дор!внюе загально-
му в1диошенню частипних граиичпих корисностеи для оптимального спо-
живаиня до в1дпов1дних цш, можна хнтерпретувати на основ! загалыю!
теорИ гладких задач математичного програмування як граничну ко-
рисн1сть доходу споживача

X. =
Э/

(1.20)
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( | у г позначення х* = х*(р, 1) вказуе, що оптималышй розв'язок задач!
( 1 . 1 2 ) залежить в!д параметр!в р та /). Величину (1.20) також часто
и;|:1пнають граничною корисн!стю грошей споживача.

Система р!впянь (1.18) або (1.19) складаеться з п + 1 р!вняння !
имражае не т!льки иеобх1дн1, а и достатш умови оптималыюст! задач!
( 1 . 1 2 ) або (1.13). 3 не! однозначно можна визпачити п + 1 иев!доме

* 4 I . - • у "̂ * ' * '

За ними остаин! (п - 1 ) головних м!нор!в ц!е!' матриц! мають зм!пювати
:шак, тод! як перший мшор мае бути додагаим, що викоиуеться, оск!льки
ма'гриця И(х+) е в!д'емно визначеною.

Задач! оптимального вибору споживача (1.12) або (1.13) можна легко
дати геометричне тлумачення. Розглянемо випадок двох товар!в (п =2) .
Тод! оптимальна споживаппя (х^^, х^) задовольпяе систему р1внянь

, достатш умови оптималыюст! другого порядку для задач! (1.12)
ормулюються в терм!пах обрамлено!' ц!нами матриц! Гессе

Я = (1.21)

р2х*2 =0.

~
(1.22)

Розв'язок лежить па бюджетнш прям!й, що описуеться трет!м р!внян-
пям в (1.22) ! е точкою дотику п до криво'! байдужост!

V(х^, дг2) = V (х*1, х*2) = сопз1 (1.23)

(рис. 1.9). При цьому нахил (кутовий коеф!п!ент) бюджетно!' прямо!
дор!внюе ~(р1/р2), а нахил в!дпов!дно! криво!' байдужост! с1х2/(1х]
можна знайти з р!внянпя

2 дх^ 1 дх2

 2

то с наслщком р!вняиня криво!' байдужост! (1.23). 1з (1.24) маемо

Оск!льки в точц! дотику, що е оптималышм розв'язком задач! спожи-
иача, нахили л!н!й однаков!, то

р2
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Угнута поверхня, що е граф!ком
функци корисност! О(хг, х2)

Проспр
г товар!в

Рис. 1.9

Лши р!вня функцп
корисност!

(крив! байдужост!)

а отже,

Остаиню умову можна знайте з р!впянь (1.22), виключивши множник
Лаграижа.

Под!бну геометричну !нтерпретац!ю оптимального розв язку задач!
живача можна дати також у випадку довольного п.

1.5. ФУНКЦН ПОПИТУ ГРАНИЧНО* КОРИСНОСП ГРОШЕЙ

У н . 1.4 було розгляиуто рацюнальпу поведшку споживача п!д час
вибору споживчого набору товар!в протягом певиого часового пром!жку
при незм!нних цшах ! доход!. Якщо ц1ни р та дохщ / зм!нюються шдпс
в!дно в деяк!й облает! Р ортант К" та на пром!жку [/,, 12\ с К+, то спо-
живач мае справу !з с!м'ею задач

>0, (р, (1-25)

За тих самих припущень в!дносно функц!! корисност! И, що и у
п. 1.4, кожна !з задач (1.25) мае единий розв'язок вщносно вектора спо-
живаиня х*(р, 1) з в!диов!дним оптимальиим множпиком Лагранжа

*ФункциЧ(р, /) = **(Р. ОтаЛ(р, /) = А,(р, / )при(р, /)еРх[/„ /2] =
= 1) називаються в!дпов!дно функциями попиту та гранично! кориснос
грошей споживача.

Формально ц! функцп можна розглядати як розв'язки сш 1 сие
р!внянь типу (1.19), а саме:

ф(Х+ >
= О,
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р, / ) е Г > (1.26)

(поит! функцН аргумепт!вр, /). Тод! функцп ^ = х+ (р, I) та Л = А*(р, /)
и мують, оскшьки в!дпов!дна матриця Якоб! / дор!внюе матриц! Гессе
< 1 . 2 1 ) , т о б т о

=

а отже, визначник |/| не дор!внюе нулю, оск!льки {/(-г*)< 0. Таким чи-
н о м , ус! п+ 1 р!в11яння системи (1.26) мають единий розв'язок <^(р, /),
Л ( р , /), який мае неперервн! перш! частинн! пох!дн! в деякому малому
п м м п розв'язк!в системи (1.26) за теоремою про неявш функци.

()дн!ею з иайважлив!ших властивостей функци попиту ^(р, /) е н
одж>р!дшсть нульового степепя вщносно вс!х цш ! доходу. Це означав,
що значения попиту Е, !нвар!антн! в!дносно пропорц!йних зм!н цш та
•юходу:

4(ар, а/) = ̂ (р, /) при вс!х а > 0. (1.27)

Под!бна властив!сть випливае з постановки задач! (1.25) про опти-
мальне споживаиня, оск!льки пропорцшна змша вс!х ц!н ! доходу не зм!нюе
допустиму множипу задач! (1.25) та п ц!льову функцпо.

Через однор!дн!сть попит на будь-який вид товару залежить т!льки в!д
шдпошенпя цш, як! називаються В1дносними цшами, а також в!д в!дно-
ик'пня грошового доходу до певно! цши, що називаеться реальним дохо-
дом споживача. Обравши будь-який товар за одиницю рахунку, иапри-
I. '1ад товар 1, ! прийнявши коеф!ц!ент пропорц!йпост! а = ^/ р\, функщю
попиту можиа подати у вигляд!

^=^.(1, ъ/н, ..., рп/к, ///»,). (1.28)

Цей вираз показуе залежн!сть попиту в!д в!дносних ц!н р2 / р\, Рз / Р\>
. . , рп / Р] та реального доходу I / р\, коли перший товар прийнятий за

и шмищо рахунку (а = 1/р1). Формально у так!й рол! може висту пати

будь-який товар/ (а = \/рЛ. Трапляються випадки, коли за а дощ'лыю

П | > а т и величину \/п або 1/^"=1рг- •
Мауважимо, що функщя попиту споживача ^(р, /) також досить часто

м.1 шиаеться маршалл1анською функщею попиту, щоб в!др!знити и в!д
(мню!' функц!!' — х1кс1ансько1 функцп попиту споживача, пов'язаио!' з
лх'.'к'пяюю задачею споживанпя, яка розглядатиметься в п. 1.6.

Функщя

)), (р,1)еБ (1.29)

и л шиаеться непрямою функц!ею корисност! споживача. Бона характе-
р п л у с р!вень корисност! (а отже, и ступшь переважност!) його вибору
малсжпо в!д р!вня ц!н р ! доходу /.
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Пропозиция 1.3. Маршаллгансъка функщя попиту ^(р, 1) та функ-
щя корисностг грошей споживача А(р, I) пов'язаш з непрямою функ-
щею корисностг споживача У(р, 7) стввгдношеннями

А(Р, /) = • э/

(1.30)

(1.31)

V Диференцоюючи ровность (1.29) за змшною Р] та використовуючи
умову (1.26), зиаходимо

дУ(р, !)_$ 317 (лг.)
-- =

(1.32)

А диференщооючи бюджетну ровность рх„ (р, I) = / за змшною р, маемо

( /Л ч-V п *' - п (1 33)

1з ровностей (1.32) та (1.33) випливае, що

^—^-=-А,*** • (р, 1)--А(р, 1)^}-(р, I)

для всох / = 1, 2 п. Це о доводить ровность (1.30).
Диференщ'юючи ровность (1.29) та бюджетне обмеження за змшоюю /,

отримуемо

1 =

Р!вн!сть (1.31) е безпосередщм насл!дком останн!х сп!вв!дношень. А
Оск1льки ^,(р,1) е однородною функщею огульового степеня водносно

своо'х аргументов, то таку саму властивость мае непряма функцоя корисност!
споживача У(р, I).

Коли не обумовлюеться строга опуклость функцоо корисносто V спо-
живача, розв'язок задач! (1 .25) е взагал! огеоднозотачним, тобто оснуе ц!ла
множила наборов товару, одошково переважошх для споживача о найбажа-
ноших для нього при заданих цопах та бюджетному обмежешп.

Позначимо через %(р) множиооу всох можливих наборов товаров, до-
ступошх споживачев! при цонах р та споживчому бооджето Кр):

де ( X , ^ ) — поле переваг споживача.
Називатимемо функщею попиту Е (р) споживача багатозначоое водо-

браження простору всох можливих цон Р, Р с К" у простор товаров X, що
задаеться так:
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х, хе%(р), и(х)

якщо максимум досягаеться;
0 у протилсжному випадку,

(1.34)

/ и 1 ' / — фуоокцоя корисооосто, яка зображуе поле переваг (X, >;).
Мри використуванно больш загалыюо функцоо попиту Е(р) можуть ви-

п и к д т и труднощо, пов'язаоп з тим, що множииа %(р) може бути необме-
(М'пою о максимум Е(р) може оое осооувати, отавоть якщо припускаеться
Ш'игрервность фуоокщо II. Справдо, якщо цона на певооий товар доровиюе О,
и! .1 (1.34) випливае, що водповодна координата вектора л: е %(р) може
Луги як завгодооо великою оз збережеопоям бюджетного обмеження. При-
м \ (ключи, що для споживача виконуеться аксоома ненасичуваност! А3 ,
тримуемо, що фуошцоя 1}(х) необмежена, а максимум Го на множино Х ( р )
Не нбов'язково е досяжошм.

1снують розно методи подолаооооя цоео складоюсто. Опишемо огайпросто-
и | и Г | :\ них. Вважатимемо, що мооожиооа X побудоваооа таким чином, що
Ы1./Ш у послодовооост! ооаборов х , х е Хдеяка координата х± прямуе до
исскшчеоооюст! при Н —» <»; то до нескшчеошост! прямуооть також ус! онш!
ноордиооати векторов х , Ъ = 1, 2, ... Це озооачае: коли споживачево пот-
|»1бпа велика колькость одооого товару, вон також бажае большоо колькосто
рсшти товаров, як! його цокавлять. Цю гопотезу можооа розглядати як пев-
це шдсилеошя аксооми ненасичуваносто.

Припускаоочи подобоое про структуру множин товаров X, зогайдемо, що
п р и будь-якому ооенульовому вектор! цон р о сталому доход! /(р) множи-
ма /(р) е обмеженою. Тодо фуо!кцоя попиту Е(р) стае визооаченооо на
|н'||'| мооожиоо! можливих цон р е К", р > 0.

Я к правило, припускаеться, що функцоя доходу соооживача е одооородооою
исрпюго степеня, тобто / (ар) = ос/ (р) для всох а > 0. Тод! во'дображеошя х(р)
(а Е (р) також маооть властивость однородоюсто пульового степеош % (оср) = % (р),
Е (ар) = Е (р), а > 0. Це виражае той факт, що вибор споживача залежить не
пи масштабу цон, а тольки вод ох сповводооошення на розооо товари.

У загальооой теороо вважаеться, що поведшка споживача описуеться
|| |\ 'пкцоеоо Е(р), а остаточооий вибор споживача зводиться до вибору век-
и > 1 > . | х оз множиоои Е(р).

1.6. МОДЕЛЬ СПОЖИВАННЯ СТОУНА.
ТОВАРИ ПЕРШО'1 НЕОБХ1ДНОСТ1, ВИБОРУ ТА РОЗКО1Ш

1'о:)гляооемо низку важливих прикладов, що розкривають особливост!
• чпммального вибору споживача в розооих ситуащях.

Мочнемо з простого прикладу споживчого вибору в простор! двох то-
и ч и м К+ (яко можуть бути о комплексними) при корисносто, що задаеть-
| и фупкщеоо Бернулло

\пх2, \, х2)е а>0.
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Тод! маршаллшкька функцщ попиту *, = §(Л /) та фупкц!я гранично?
корисност! доходу споживача X, =Л(р, 7 ) , як! характерцзують спожив-

и вибф, що веде до максим!зацп корисност! при стандартному бюджет-
ному обмеженш

Р\х\ + Р2Х2 ^ !,
зпдно з умовами оптималыюст! (1.13) задоволышють р!вняппя

Я*Л = г1- ~ Х*Р* = 0 , г = 1, 2; (1.35)л*гдХ

Переписавши перил два р!вняння у вигляд!

Щх-\ =Я,р1, а2х~\=\^Рг, (136)

можемо виключити нев!доме Я, делениям першоГ р!вност! (1 36) на дру-
гу и отримати сшвв!дношення

МК5 , 2

1з третьего р!вияпня (1.35) знаходимо, що

Пщставивши (1.38) в (1.37), отримаемо фуикцпо попиту на товар 1:

**1=§10>, !} = -—— —• (1.39)

Пщставивши (1.39) в (1.38), отримаемо функщю попиту на товар 2:

а-, т
х*2^ЫР. П = —-*——*• (1.40)

а\ + Й2 ^2

Зв!дси в!дпов!дна непряма фуикщя корисиост! споживача мае вигляд

= а{ 1п а,/
-й (1.41)

1з першого Р1ВНЯННЯ системи (1.35) знаходимо функвдю гранично!
рисност! доходу споживача

Розглянемо б!льш загалыши п!дх!д до задач! вибору !ндив!дуалыюго
споживача. При цьому функщя корисност! спол<ивача мае включати для
I и,иного товару також мппмалыгу к!льк!сть х^ цього товару на певний
П|)ом1жок часу, яка не е об'ектом вибору споживача и купуеться ним
| р ( м ) 1 | ' я з к о в о (при в1дпов1дних бюджетних можливостях). Якщо х± > О, то
И1ДПОВ1ДНИЙ товар е товаром першо'1 потреби для споживача.

Паб!р ус!х товар!в першо! потреби х утворюе м!Н1мальний спожив-
чий кошик споживача. Усередпений за певною методикою м!н1малышй
сноживчий кошик типового споживача е одним !з головних показник!в
с и»и'ми нацюналышх економ1чних рахунк1в, що визпачае р!вень б)дностп
для ц!е! економ!ки як варт!сть цього котика для одного шдивщуума па
иибраний пер!од часу. Товари г, для яких х^ = 0 , називаються товарами
нибору для споживача. 1под! ц! товари трактуються як товари в!дносно1
розкотш для споживача. Товари вибору характеризуются швидшими тем-
пами зростання попиту на них при збшьшеш-п доходу, н!ж товари першо!
потреби, попит на як! е обмежеиим. Серед товар!в вибору шод! вид!ляють
трупу товаров розконп, попит на як! необмежено зростае при необмеженому
;|б!льшенн1 доходу /, причому в б!льших пропорщях, шж зростання /.

У модел! споживаиня Стоуна1 розглядаеться споживач !з загалыюю
мультипликативною функщею корисност!

та додатиими параметрами с, а,- , г = 1, . . . , п, дох!д якого / перевищуе
п.ф'пслъ м1н!малыюго споживчого котика х=(5 г ,)^ 1 _>0 у заданому
простор! товар!в К^.

Споживач робить св!й виб!р, максим!зуючи корисгисть V (х\, ... , ^„)
|.'| умов

'Год! фуикщя Лагранжа (лагранж!ан) задач! оптимального споживан-
\\» мае вигляд Ь(х, А) = 1}(х) + ̂ (1 - хр).

Умови оптималыюст! першого порядку виражаються р!вняннями

- Ъ*р{ = 0, 1 = 1 , . . . , и;
ко- дх{

дх-

_

Такий самий результат дае пряме диференц!ювання функцп (1 41) за
ЗМ1ШЮЮ / внасл!док тотожпост! с/У /<11 = Л
40

'Стоун Джон Р1чардс (нар. 1913 р.) — англшський економшт 1 статистик, лауреат
ПпЛе.'пвсъко! прсмп з сконом!ки 1984 р., присуджено! за розроблення систем нацю-
и,|,11,кого рах!вництва.
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Розв'язавши перш! р!вняння вщносно х*^ , маемо

•V- _ -у- 1 __ *.

*1 ~ Лг 1л*
(1.43)

Знайдемо значения (/(л:,.) /Л* . Якщо помножити кожне р!вняння (1.43)
на А*рг- 1 додати вс! добутки, то д!станемо р1вн1сть

2 0,-Г/ (л, )
г=1

яку можна подати у вигляд!

п п
Я* ̂  ?,-*,- - X» 5)

г=1 1=1

3 останньоГ р!вност! випливае, що

*; = 0 ,

(1.44)

Подставивши (1.44) в (1.43), знайдемо функц!! попиту

= г- + (1.45)

Отриманий результат можна штерпретувати так: спершу споживач вит-

рачае суму грошей '^^

п

^^р^x^ на придбаиня м!н!мального кошика х =

= (л^г );=! я ' П1сля цього в нього залишаеться сума грошей / -^"^Р^,

яку в!н розпод!ляе пропорцшно параметрам а,- (тобто з ваговими коеф!-

ц!ентами аЛ^"=1аЛ | для закушвл! додатково! К1лькост! товар!в, то-

вар!в першо! потреби або товар!в вибору, для яких x^ =0. В!дношення
останньо! суми грошей, вид!лених на придбання товару г, до цши Р} вира-
жае додаткову к!льк!сть товару г.

В окремому випадку розглянуто! модел! Стоуна, коли вс! товари е това-
рами вибору (тобто серед них немае товар!в першо! потреби, вс! .гг- = 0)
и ус! параметри о^ р!вп1 м!ж собою (а,- = а, г = 1, ... , п), функц!! попиту
мають вигляд

1 п < > ;. • • - . .
"гг

тобто дохщ розпод!ляеться на п однакових частин, попит на кожний то-
вар обернений до ц!ни на нього ! необмежено зростае при / — > +°°. Кр!м
того, у пьому випадку ус! товари е нейтральними один до одного в тому
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розумшш, що попит на кожиий товар не залежить в!д зм!ни ц!н на шш!
товари:

У модел! споживаиня Стоуна функц!я непрямо! корисност! мае вигляд

У(р,
1=1

а функщя гранично! корисност! доходу споживача -

. О С ;

- /)•

Розглянемо приклад вибору товаров першо!' потреби 1 товар!в розкош!,
об'еднуючи 1'х за необх1дност1 в комплексн! товари 1 1 1 в1дпов1дно до
юльшспих 1ндекс1в х^ та х2- Такий виб!р може зображатися функщями
корисност! вигляду

де параметри а 1 Ъ задовольняють умови а > 0 , Ь > а .
Пропонуемо читачев! самост!йно переконатися в тому, що при стандарт-

ному бюджетному обмеженш

- р2Х2 < I

в!дпов!дш маршалл!анськ! функц!! гюпиту для задач! споживчого вибору
мають БИГ.ЛЯД

При /-^+оо попит на товари першо! потреби залишаеться обмеженим
1 прямуе до асимптотичио! величини а, тод! як попит на товари розкоип
необмежено зростае.

1.7. ДУАЛЬНА ЗАДАЧА СПОЖИВАННЯ.
ХЖС1АНСЫШЙ ПОПИТ I ФУНКЦ1Я ВИДАТК1В

Дуальною (або двоТстою) задачею споживання до неокласично! задач!
споживания, описано! в п. 1 .4, е задача м!шм!защ! видатк!в споживача на
придбання набору товар!в х !з р!внем корисност!, не меншим в!д заданого
значения и, яка записуеться у вигляд!

(х)>и,хеК", (1.46)

де р — вектор цш на товари, а с/ — функщя корисност! споживача.
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Ця задача т!сно пов'язана з неокласичиою задачею споживання, 1 разом
вони дають повнии анал!тичний опис рацюнально! поведшки споживача.

Передус!м устаиовимо основш сшввщношення м!ж задачею (1.46) 1
неокласичною задачею споживання

11(х)-> тах, хр <1, х е К" (1.47)

при виконанш минимального комплексу умов.
Теорема 1.8. Нехай виконуються такг припущення: а) функцгя 11(х)

неперервнана К" г задоволъняе умову локально! ненасичуваностг:
для довглъног внутргшнъог точки х з /?" (х > 0) г як завгодно малых
е > О гснуе такий набгр товаргв у, \\х - у\ < е, що V (г/) > V (х\, б) розе' яз-
ки задач (1.46) и ( 1 . 4 7 ) гснуютъ. Тодг е правильными тат твердження.

I. Якщо х* е розв'язком задачг ( 1 . 4 7 ) г и = 11(х^), то х* е також
розв'язком задачг (1.46).

П. Якщо х* е розв'язком задачг (1.46) г I = х*р >0, то х* також е
розв'язком задачг ( 1 , 4 7 ) .

V Доведемо спочатку твердження I. Припуспмо, що при виконанш
його умов х* не е розв'язком задач! (1.46) и !снуе шший и розв'я-
зок х'. Тод! х'р < х^р \ 11(х')>11(х^. Зпдно з властив!стю локальное
ненасичуваност! !снуе наб!р товар!в х", досить близький до х' ! такий, що
х'р < х*р = I та V (х") > V (хф). Однак тод! х* не може бути розв'язком
задач! (1.47). Отримана суперечшсть доводить I.

Доведемо в!д оберненого твердження П. Нехай х* не е розв'язком за-
дач! (1.47), незважаючи на виконання умов твердження II, а х' е розв'яз-

ком задач! (1.47), так що V ( х ) > &(х*) 1 х'р = Х*Р = I- Осюльки х*р > О
! V — иеперервпа фуикц!я, то !снуе {, 0 < I < 1, таке, що 1х'р < х*р = I !
С/(^х') > и(х*\. Тому х* не може бути розв'язком задач! (1.47). А

Знайдемо аиал!тичн! умови оптимуму в задач! (1.46). Спочатку подамо
цю задачу в стандартней форм! для застосування теореми Куна —Такера:

-хр->тах, -и(х)<-и, х е К". (1.48)

Лагранж!ан задач! (1.48) мае вигляд

Ь(х, Х) = -хр + Х ( 1 / ( х ) - и ) .

Отже, умови оптималыюст! набору товар!в х*, що мае р!вень корисиост!,
не менший в!д заданого и ! м!н!м!зуе видатки, задаються сп!вв!дношеннями

\ X*)

дх

( х\ X*)
(1.49)

-м =0

(у припущенн! про диференц!йован!сть функцН V ) .
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Уважаючи, що вс! товари сиоживаютъся, х^ > 0 , ! =1 ..... п'\ беручи до
уваги, що X* > 0, отримуемо так! умови найкращого вибору спожива-
ча х*:

рг., г =1, ...,п, (1.50)

• \ „
Якщо цши р = (рг-) ~ ' зм!ин! так само, як ! р!вень корисност! и, тобто

коли маемо с!м'ю задач (1.46) з! змшними параметрами/;, и, р!вняпня
(1.50) задають оптимальний наб!р х* ! в!дпов!дне значения множника
Лагранжа Я* як неявш функц!!' парам етр!в р, и.

При цьому функц!я

(1.51)

називаеться функщею хшсханського попиту споживача на товари г,
I = 1, ..., п. В!дпов!дне значения оптимальних видатк!в х р визначае
функщю видатк!в споживача

е(р, и) = х*(р, и)р = Н(р, м)р = ^/г,-(р, и)р±. (1.52)
1=1

1з означень (1.51) та (1.52) випливае, що функцп Н(р, и) та е(р, и)
пов'язан! м!ж собою тотожшстю

—, (1.53)

яка в координатнш форм! мае вигляд

де(р, и)
. г =1-- . , " (1.54)

(тобто х!кс!анський попит е граничними видатками споживача за цшами).
1з перших р!внянь умов оптималыюст! (1.50) випливае, що

РгX (р,и) = (1.55)

для будь-якого I, г = 1, ..., п. Якщо х* — розв'язок неокласично!' задач!
споживання (1.47)! и = V (ж„), то з теореми 1.8 та умов оптимальност! х*
(1.49) випливае в!ршсть сшввщношення

,(дУ(р,
(1.56)

де V (р, I) — непряма функщя корисност! споживача, або

^(р,У (р, 1)) = [А(р, 7)]-1.

Основн! тотожност!, що нов'язують м!ж собою функц!!' маршалл!анського
^(р, /) та х!кс!анського Н(р, и) попиту, а також непряму функцию ко-
рисност! V ( р , I) та функцпо видатк!в споживача е(р, и), наведено в
такш теорем!.
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Теорема 1.9. Дшсними е такг стввгдношення мгж функциями е(р, и),
У(р, I), Ь(р, 1 ) т а Н ( р , и):

(I) е(р, V (р, /)) = 7 , тобто мгтмалънг споживчг витрати, необхгдт
для того, щоб досягти ргвня корисностг V (р, /), доргвнюютъ I;

(II) V (р, е(р, и)) = и , тобто максимальна користстъ доходу е(р, и)
доргвнюе и;

(III) ^(р, 1)^1г(р, У ( р , 1 ) ) , тобто маршаллгансъкий попит при до-
ходг I е таким самим, що и хтсгансъкий попит при ргвт корисностг

(IV) 1г(р, и) = ^,(р, е (р, и ) ) , тобто хтсгансъкий попит при ргвт
корисностг и е таким самим, що и маршаллгансъкий попит при доходг
е ( р , и).

Тверджешш теореми 1.9 е безпосередшми наслщками озпачень функ-
цш, як! в них ф1гурують.

На завершения паведемо кшька приклад!в обчислепня 1 використаппя
функщй споживача, пов'язапих 1з дуальною задачею споживання.

Приклад 1.14. Використовуючи функцп е(р, и)тз.!1(р, и), довести тотожшсть Рея

Справд!, якщо и„ — максимально значения корисноси споживача при параметрах р
та / нсокласично! задач! споживання, то за теоремами 1.8 и 1.9 маемо так! сп!вв!дношсння:

и+У(р, е(р, «»)); ^(р, /) = /г(р, и,).

Зв!дси диференц!юванням за параметром р^ отримаемо р!вн!сть

0 = дУ(р,1) | ВУ(р,Г) де(р,г1,) = ВУ(р,1) { ЭУ(р,1)

з яко! випливае, що

А С ) = Е С /)= ду(Р-1)(ду(Р-1)

при будь-якому I, г - 1, . . ., п.
Приклад 1.15. Знайти функци х!кс!анського попиту ! функцш видатк!в для спо-

живача з функщею корисност! Бернулл! ^(x\, ,г7) = й11пл'1 +а21ч-> :2' а\>а2 >® У
•}

двовим!рному простор! товар!в (дг^,^) 6 !п(;/^^ .
Ураховуючн, що оптимальний попит х* = (х\,х"[) при заданому р!вн! корисност! в

дуальн!й задач! споживання е розв'язком системи р!внянь (1.50), як! тут мають вигляд
, * а-,

I/ ~^-р2, (1-57)
Х-)

«11п.т* + (/2 1п ^2 = и,

знаходимо, що
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(1.58)

3 останнього р!вняння систсми (1.57) випливае, що

(*1*)Й

або, враховуючн (1.58),

*\°2 ы=«

/г, (р, и) = ** = «

Таким чином,

(р,и) = х*2 =

'1а\ !+"2

1.8. ПОРШНЯЛЬНА СТАТИКА СПОЖИВАННЯ.
ОСНОВНЕ Р1ВНЯННЯ ТЕОРН СПОЖИВАННЯ

Метою пор!впяльно! статики споживапия е вивчення чутливост! розв'яз-
ку задач! рацюналыю! поведшки споживача до змш параметр!в р та /,
тобто поведшки функцш попиту ! гранично!' вартост! грошей при змпп
цш та доходу.

За означениям функщй попиту ^(/?, /), а також гранично! вартост!
грошей А(р, /) вони е розв'язком системи р!внянь

= 0. (1.59)

Основш показники пор!вияльпо! статики споживання можна отримати
диференцноваппям тотожностей (1.59) за параметрами р та /.

Для розгляду впливу змш доходу / продиферепцноемо (1.59) по /.
Отримаемо систему р!впянь

V 3^_ . V Э21/ ^ эл
э/ (1.60)

В1Д1ЮСНО частиниих ПОХ1ДНИХ Э^г- /31, г = 1, ..., п та ЭЛ /Э/, що вщобража-
ють ступ1нь чутливост! фуикц!Й ^ 1 Л До ЗМ1Н доходу /. Використовуючи
векторио-матричн! позиачеппя, де Э^/Э/ = (Э^ /Э/)- , можемо записа-
ти (1.60) у вигляд!

= 0. (1.61)

Р!вняння (1.61), у свою чергу, можна подати у вигляд! одного вектор-
ного р!вняння

ЭЛ/Э/ ^ (о -р

#] ( ЭЛ/Э/ ^ _ ^ _ г
о Г (1.62)

Для розгляду питапь, пов'язаних 1з впливом зм1ни од1пе1 щни рг- при
пезм1нних !нших Ц1Пах та доход!, продиферепц1юемо (1.59) по р^. Отри-
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маемо таку систему р!внянь вщносно Э^ / Эр^ , Н = \, ..., п \ ЭЛ дс с та (ЭЛ/Э^)СОП визначаються стпввщиошеннями

(1.63)

де о/. дельта Кронекера, що дор!вшое 1, коли / = г , та 0, коли / * :.

Якщо ввести матричну Э^ / Эр - (Э^ • / Эр, )̂  '̂  ! векторпу пох!диу

ЭЛ/Эр = (ЭЛ/Эр,-),.=1 й , то р!вняння (1.63) для значень 1 = 1 п можна
записати у вигляд! векторних р!внянь

Г1* <^ _ ?• !_П-М", #<?| _ дг- ( 1 6 4 )—Р —— — —С , V -. т С' — — /У.С , V 1 . О ч У
Эр Эр Эр

де /Г = (8,-,-) — единична матриця розм!ром пхп.
\ ч Н=\,п

У свою чергу, систему р!внянь (1.64) можна переписати у вигляд! од-
ного матрично-векторного р!вняння

'дА/'др'} ( О -I
7/

Дослщимо вплив компенсованоУ змши цши, за якою дох!д компен-
суеться таким чином, щоб корисн1сть залишалася пезм1нною.

Оск!льки повн! диференщали функц!й (/ та / мають вигляд

с1 и = — ̂  йх = МИ (х ) их = \р*йх ,

и] = и (хр) = (<1.х)р + х ((1р), (1 .66)

для того щоб корисшстъ V залишалася незмшною (тобто щоб виконува-
лась р!вшстъ сШ = 0), необх]дно, щоб р^ их = 0, а це можливо за умови,
якщо <Н = х((1р). Зокрема, якщо Ц]на р,-зростае до значения р^ +^р,, то
додатковий дох^д Л1 - ^ (^р,-) забезпечуе незм!нну корислпсть. Диферен-
щюючи (1.59) по р,- при (II - x^ (г/р,-), знаходимо

Эр,
,, =0,

/ = 1, ... , п. (1.67)

Р!вняиня (1.67) для !ндекс!в 1 = 1 , 2 , ..., п у векторн!й форм! можна
записати у вигляд! системи

-Р ЗГ
/сотр

(1.68)

ЭлЛ
Усотр ^-=1_и V ' усотр ^ ' ' усотр ̂ =1|„

за умови компенсованих зм!н ц!н, коли дох!д компенсуеться таким чином,
що корисшсть залишаеться незм!нною. Систему р!внянь (1.68) можна
записати у вигляд! одного векторно-параметричиого р!впяння вигляду

О
АЕГ

(1.69)( 0 -рМ[^/ор,сотр

(-р и |(Э^/Эр)сотр^

Таким чином, маемо три векторно-матричних р!вняння (1.62), (1.65) та

(1.69) для ПОХ1ДПИХ Э Л / Э / , ЭЛ/Эр, (дЛ/др}. Э^/Э/, Э^/Эр,
/~ус, / л \
(ос,/ ор;сотр, як!, у свою чергу, можна подати у вигляд! одного векторно-
матричного р!вняпня вигляду

О

и
ГЭЛ/Э/ ЭЛ/Эр (ЭЛ/ЭР)сот/

Э^/Эр (Э^/Эр)сотр

1

о
о

(1.70)

Це р!вняння називаеться основним векторно-матричним р!внянням
геор!1 споживання.

Осюлъки обрамлена ц!иами матриця Гессе Н е невиродженою, р1внян-
ня (1.70) можна розв'язати в1дноспо показник1В (псшдних) пор1вняль-
но1 статики. В]дпов1дний розв'язок мае вигляд

'ЭЛ/ЭУ эл/Эр (эл/Ф)сотР'1
Э^/Эр (Э^/Эр)сотр -

О

-р
~р
и

- 1
О ^ оЛЕ„ ЛЕ.

(1.71)

Матрицю Я , обернену до обрамлено! ц1нами матриц! Гессе Н, можна
обчислити за правилом обертання блокових матриць, осюльки матриця
Гессе и в1д'емно визпачеиа, а отже, е невиродженою. При цьому

(1.72)

Ураховуючи р!вняння (1.71) ! вираз (1.72), знаходимо

ц = (1.73)
Э7 Э7 ^ Э/

тобто скаляр (1 можна трактувати як коеф!Ц1ент зменшення гранично!'
вартост! грошей.
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Користуючись явним виразом матриц! Я 1 (1.72) 1 шдставляючи його
в р!вшсть (1.71), д!станемо явиий вигляд показпик!в пор!внялыюУ стати-
ки споживання

м =
д!

(1.74)

1.9. Р1ВНЯННЯ СЛУЦЬКОГО I КЛАСИФЖАЦ1Я ТОВАР1В

Головним р!вняпиям у неокласичнш теор!!' споживання е р!вняння Слуць-
кого1, виведене в [48]. Це р!вняння, яке в матричшй форм! мае вигляд

;, (1.75)

описуе загалышй ефект в!д впливу щи на функцп попиту через вплив
компенсовапо'Г змши цш па попит 1 вплив змши доходу на попит. Р!внян-
ня (1.75) е безпосередшм насл!дком вираз!в перших трьох иоказниюв
пор!внялыю1 статики споживання.

Записавши р!вняння Слуцького (1.74) поелементно для кожного това-
ру та кожно'1 цши, матимемо таку систему скалярних р!впянь, екв!валептну
матричному р!внянню:

ЭР;. ~ 1 эр;.
Матриця

сотр

(1.76)

називаеться матрицею Слуцького. Бона характеризуе ефекти замш од-
них товаров шшими при ЗМ11П цш. Член (Э^/Э/)^.- р!вняння (1.76)
в!дображае вплив зм!ни доходу на попит на г'-й товар в1дносно змш ц1пи

( ЭЕ ^
на /-Й товар. Перший член р1вняння (1.76) -~- характеризуе вплив

V 1 )сотр
замени в попит! па г'-й товар, що в!дбуваеться при зм!н! щни на;'-й товар,

так що р!вняння Слуцького (1.76) розд!ляе загалышй ефект змши щни
на товар у на два ефекти, описан! вище.

'Слуцький бвген бвгенович (1880—1948) — вщомий математик, статистик та еконо-
м!ст, навчався у Ки'шському ушверситет!, в 1913—1926 рр. внкладав у Кишському комер-
ц1йному 1нститут1. Один 1з засновник1в сучасноУ теорЛ та статистики випадкових процсс!в.
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Наведений метод розв'язання р!вияння Слуцького Груптуеться на до-
сить важкому для сприйняття матер!ал! пор!вняльно1 статики споживан-
ня. Тому для розкриття ще! теми спииимося на найпрост!ийй верш цього
рпшяння, що виражатиме розкладання впливу зм!ни ц!ни товару ] на
попит на товар г па ефекти замши та доходу у кшцево-р!зницев!й форм!.

Для виведення под!бно1 дискретно! вере!!' р!вняння Слуцького почнемо
:( просто!' алгебрично!' тотожпост! для функц!й попиту

де р = (р^г~'п - вектор ц!н; / -- дох!д споживача; Ар та А/ - мал!
прироста цих параметр!в.

Припуст!мо, що змша ц!н мае вигляд

Др =(0, ...,0, Др;., 0, ..., 0).

Тод! компенсуюча зм!иа у доход! споживача (у розумшш Слуцького)
мае вигляд Д/ = ^ • (р,/)Др-. Якщо под!лити кожну частицу наведено!'
вище тотожност! на Др.- и урахувати той факт, що Др.- = А//^.- ( р , 1 ) , то
отримаемо р!вшсть

Др, Д/

1нтерпретуючи перший член праворуч в остапшй р!вност! як вщношення
змши попи-ту до зм!пи цши па товар г в умовах компенсаци, а другий
член — як добуток ^ • на вцщошенпя зм!ни попиту на товар г, сиричиие-
но1 компепсуючою зм!ною доходу Д/ до ще! зм!ни Д/, заиисуемо р!внян-
ня Слуцького в кшцевих р!зницях

/ \ъ \
(1.78)

Л!ва частина цього р!вияппя показуе, як зм!на цши Др.- вплинула на
попит па товар г. Права — вказуе на те, що цей вплив розкладаеться на
ефект зам!ни, який характеризуе змшу попиту на товар г при змш! цши
Ару ! водночас доходу на Д/, що компеисуе цю зм!пу, та на ефект доходу,
який характеризуе змшу попиту на товар г при сталш ц!ш р + Др • через
зм!ну доходу.

Р!вняпня (1.76) можна розглядати як граничиу форму р!вняння (1.78)
при А р - -> 0.

Дамо геометричпу !нтерпретац!ю ефект!в зам!ни та доходу при змш! цши,
як! в!докремлюються р!внянпям Слуцького п;одо двох товар!в.
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Рг

АС — вплив замши
СВ — вплив доходу

АВ — затальний ефект
змши щни

Стара бюджетна лш!я

Нова бюджетна лшш

и
'Б.

Компенсована
бюджетна лшм

Крив!
оайдужоеп

Якщо цша на товар 1 зб!ль-
шиться В1д /?! до р\, то бю-
джетна л1шя пересунеться вщ
положения 1 до положения 2
(рис. 1.10). Год! точка А на
старш бюджетшй лнш 1, що е
точкою дотику криво! байду-
жост! I, змшиться на нову точ-
ку оптимуму В, яка лежить на
новш кривш байдужосп II та
е и точкою дотику до ново! бю-
ДЖеТНО! ЛШИ 2.

Якщо компенсувати втрату
добробуту споживача, збшыну-
ючи його дохщ, то вщповщна
нова бюджетна лппя 3 (пара-
лельна лпш 2) дотикатиметь-
ся до криво!' байдужост! I у

деякш точщ С. При цьому вектор АС показуватиме ефект замши при
збыьшешп щни та шдтримщ старого р1вня добробуту споживача компен-
суючим зб1лыленням доходу. Вектор СВ показуе ефект доходу, тобто
змшу попиту споживача, коли вс! цши т! сам!, а дохщ змшюеться.

Загальний ефект зростання цши (при вцдсутност! компенсацп) вщобра-
жае вектор АВ, причому АВ = АС + СВ. Ще раз наголосимо, що вектор
АС характеризуе змшу споживання через змшу щни в умовах збережения
корисност! на сталому р!вш (через компенсуючу змшу доходу).

Наведемо числов! приклади анал!зу компенсащйних ефект!в та в!дпо-
вщпого р1вняння Слуцького.

Приклад 1.16. Нехай споживач мае логарифм!чну функщю корисност! С/(дГ],л:2) =

= 1пх\ + [пх2 1 дох!д 7 = 60, а щни на товари р\ =10, р2 = 2. Тод! за формулами
(1.39) и (1.40) визначимо функцн попиту на ц! товари:

- / ,ч 1 7 60 • / ,\ - 1 / 60•V- — р- | П / 1 — . . _ . . . . — — -{• -у >• / п / 1 — -- . — V
"̂  * 1 Ч>1 V/' '•*/ п •-» л г ч — ' *') — ^) \г ' / "~ *~\ — *л 12 Р] 2 • 10 2 р2 2 • 2

Для спрощсння розрахунюв за допомогою перстворення /(г) = е2, г > 0 функц!!
корисност! V псрейдсмо до р!внозначноУ функц!! корисност! V(х\,х2) = {(и^х^х^)) =
= х\х2, що задае тс самс поле переваг споживача. Тод! оптимальний р!вень корисност!

К = лг„1л:,2=45.
Нсхай тспср ц!на на товар 2 р2 зростае з 2 до 7 грошових одиниць. Щоб придбати

той самий наб!р *„, споживачев! додатково потр!бно мати (7 - 2 ) - 15 = 75 грошо-
вих одиниць . ГТроте стара структура споживання не е оптимальною при нових цшах,
тому мш!мально необх!дна компснсац!я будс менше н!ж 75. Нехай компенсуюче зро-

стання доходу дор!внюе Д7. Тод! ~ - ~ •

= 15.

(60 + А7)^
4 - 7 - 1 0 = У * = 45-

Зв!дси Л7 = 52,25.

2 - 1 0 2 - 7

Приклад 1.17. Розглянемо поперсдшй приклад у загальному виг ляд! . Нсхай функщя
корисност! споживача У(х^, л'2) = х\, х2, дох!д /, цши на товари р^ I р2- Тод!

•Л- ^1„ -Х_ ^1-_1_
" 2Р,-' дрг 2 п 2 ' д1~2р{'•чй

Нсхай ц!на р^ зросла в & (и > 1) раз!в, ! споживач отримуе нсобхщну компенса-
ц!ю доходу Д/. Тод! 7 + Д7 = 7, а новий попит

? - Т • ? Т

^~Ыр^' ^2~~2р~2'
3 умови компснсацн

на товар 2 зб!лыииться в /г ' раз!в.
.чнаходимо, що 7 =

товар 2 зб!льш>

Шдрахуемо (§- | ! | ̂

Отримаемо

тобто

= /г ^1> ?2 = ^ ^2 > т°бто попит на товар 1 зменшиться, а

_

1 /со
= Нт -— = — Пт

тр -1)
= ^Нт

У раз! зростання ц!ни в & раз!в на товар 2 ситуащя будс аналог!чною.
Приклад 1.18. Запишемо и перев!римо р!вняння Слуцького для попсреднього при-

кладу. Осюльки

2р,- '

2 '
Усотр 4р^

при I = / та г # / в!дпов!дно матимсмо

сотр

2р2
= 0-
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Поверн1мося до вивчення загалыюго р1вияння Слуцького (1.76) та його
елемегтв, а також розгляиемо застосування отриманих результатов.
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1з третьо! р!вност! (1.74) випливае, що матриця Слуцького С (матриця
впливу замши) е симетричною та вщ'емно нашввизначеною:

/сотр Лотр Усотр
з= \

г# < О для будь-якого вектора г =
г /сотр

.,

Урахувавши симетричшсть матриц! С, з р!вняння Слуцького (1.76)
отримаемо таку умову симетричност!:

' ' Е У ,.^* I . ^_ $• — / I ^1 & « 1 = 1 и
г -, , Ц/ — -, Г „ (,; , *, у !,...,«.

Эру Э/ Эрг- Э/ -7
(1.79)

3 вщ'емпо! нашввизпаченост! матриц! С випливае, що ва частков! зна-
чения впливу замши е вщ'емними:

Эрг.
<0, г = 1, ...,п. (1.80)

сотр

Це означав, що компенсоване зростання цши товару завжди призво-
дитъ до зменшення попиту на цей товар. Р!вняння ж Слуцького вима-
гае, щоб викопувалася р!вп!сть

ЪР{ сотр э/ (1.81)

За ЯК1СНОЮ поведшкою пох!дних

Осюльки перший вираз у иравш частин! (1.81) — власний вплив заме-
ни — е в!д'емним, вираз у л!в!й частиш (1.81), що характеризуе загальний
ефект, теж е вщ'емним тод!, коли другий вираз у правш частин! досить
малий та в!д'емний:

/д? л ^д» \
<0. (1.82)

* /сотр

)р ,•, Э^; / Э/ та (Э^ • / Эр •)
^ ' 'сотр

визначаеться класиф!кац!я товар!в за попитом, що в!д!грае важливу роль
в економ!ц!.

Визначимо р!зш типи товар!в таким чином. Товар г називаеться нор-
малыгам (товаром Пффена1), якщоЭ^г- /Эрг- < О (Э<;,- /Эр,- <; 0), тобто при
зростанн! ц!ни попит на нормалыши товар змепшуеться, а на товар Пффе-
на зб!льшуеться. Товар г пазиваеться ц1нним (малоцшним), якщо
Э^г-/ Э/ >0 (Э^,-/Э/ <0), тобто при зб!льшенн! доходу попит на цшний
товар зростае, а на малоц!шгай падае.

1з сп!вв!дношеиь (1.82) випливае, що товари Пффена мають бути ма-
ЛОЦ1ННИМИ. При зб!льшепи! доходу попит на малоцшш товари зменшу-

'Пффен Роберт (1837 — 1910) — англшський статистик та сконом!ст.
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пься, що потребуе зам!ни 1х ц!шшми товарами. Тому при иекомпенсо-
нан|й зм!н! ц!ии може спостер!гатися парадокс Пффена, коли з тдви-
щсмшям ц!ни на товар попит на нього зростае. Для економ!чно иеблаго-
получних краш або для категорш споживач!в !з низькими доходами ха-
рактерним е явище, коли зростания ц!н на малоц!нн! товари (картопля,
хл1б, маргарин тощо) може спричипити зб!льшенпя попиту на ц! товари
через в!дмову в!д закушвл! б!льш ц!нних товар!в (масла, м'яса тощо).

Поеднавши дв! наведен! класифшаци товар!в за реакц!ею попиту на
них, можна отримати загальну класифшащю 1'х, иаведену в табл. 1.1.

За характером взаемозалежпост! попиту на пари товар!в вони под!-
ляються па пари взаемодоповнювальних ! взаемозам!шшх товар!в (супут-
них товаров та субститутов).

Товари г та/ е взаемозамшними (взаемодоповнювальними), якщо

>0
сотр

<0
/сотр

(1.83)

тобто два товари е взаемозам!пними (взаемодоповпювалыгими), якщо ком-
пенсоване зростання цши па один товар зумовлюе зб!льшення (зменшен-
ня) попиту на шший.

3 урахуванням (1.74) маемо

'л. (1.84)

Оск!льки ц = —1р V р] , то помноживши р!втсть (1.84) для матриц!

(Э^/Эр)сотр справа на вектор цш р, отримаемо умову (Э^/Эр)сотр р = О,
або в розгорнутому вигляд!

р{ =0, }=\, ... , п. (1.85)
сотр

Оск!льки вс! цши додатш, то для того щоб ця умова викоиувалася, необ-
хщно, щоб хоча б один елемент рядка матриц! Слуцького, який характери-
зуе вплив замши, мав в!дм!шшй в!д !нших знак. Однак елемент на головшй

Таблиця 1.1. Класиф!кац1я товар!в за реакц!ею попиту на них

Вплив зм1ни
частковоУ Ц1ни

Нормальн! товари
(ЭЕг./ЭР,.<0)

Товари Пффена
(Э^/Эр,.>0)

Вплив ЗМ1НИ доходу

Щнш товари (Э ;̂- / Э/ > 0)

Нормальш шин! товари
(масло, м'ясо)

Малоцшш товари
(д^/дКО)

Нормальн! малоц1нн! товари
(хл!б, маргарин у сприятлив!й
ситуацп)

Товари Пффена малоц1нн] (кар-
топля, хл!б в 1рланди в середин!
XIX ст.)
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д!агонал! матриц] Слуцького е вщ'емним зпдно з (1.80). Тому щонаймен-
ше один елемент кожного рядка матриц! Слуцького е додатпим. Таким
чином, можиа сформулювати таку пропозицию.

Пропозиция 1.4. При виконант основных аксюм споживання та гладкгй
функцп корисностг споживача для будъ-якого товару гснуе товар}, / ^ 1,

> 0, г = 1, ... , п, тобто кожному товару вгдпо-таки, що

вгдае хоча б один такий товар, який складае з ним взаемозамгнну пару.
Зокрема, щодо двох товаргв вони обов'язково маютъ бути взаемоза-
мтними.

1.10. ЕЛАСТИЧШСТЬ ПОПИТУ И УМОВИ АГРЕГАЦН

На практиц! використання частинних похщних функцп з метою анал!-
зу 1 прогнозування реакцп споживача на змшу цш та доход!в е незручним
з двох причин. По-перше, ц! показники важко зютавляти, осюльки вони
вим!рюються в р!зних ф!зичних одиницях: прир!ст попиту на тканини -
у метрах, на молоко — у лгтрах, на м'ясо — у юлограмах тощо. По-друге,
значения цих показник!в змшюеться разом !з змшою одиниць вим!ру.
Якщо, иаприклад, при визначенн! попиту в тоннах його прирост в одшй
ситуацп становить одну одинищо, то при переход! до к!лограм!в у тш
сам!й ситуацп прир!ст становитиме 1000 одиниць.

Щоб иозбавитися цих недол!к!в, для характеристики чутливост! змши
залежноУ змшно!' у = /"(•*) в!д зм1Н пезалежно! зм!пно1 х зам!сть пох!дно1
<1у / Ах = а1/ ( х ) / (1х в економ!ц! широко використовують коеф!ц!енти
еластичпост! .

Середшм коеф!ц!ентом еластичност! вд.,. (х) функцп /(я) у точц! х
при зм!н! п аргументу х на значения х + Дл: називаеться. частка в!д д!леи-
ня вщпоспого приросту фуикцп А/"//"(Л-) = ({ (х + &х) - / (х)) / { (х) на
В1ДНОСНИЙ прир!ст Г! аргументу Ат / х :

А/ . (1.86)

Якщо перейти у вираз! (1.86) до границ!, коли Ая: -» 0, то отримаемо
коефпцент еластичност! е(.г) функцп / у точц! х:

,} / /,- ̂
X {'(г\ П Я7")7~7 \ / \Х). V I - О / )

/ ( х ) <1х /(.г) '

Коли функщя /е фупкц!ею багатьох зм!ниих, тобто / = /" (.т,,
користуються частковими коеф1ц!ентами еластичност!

{(х)
(1.88)

як! е безрозм!рними величинами ! як! легко з!ставляти один з одним.
Оск!льки при малих приростах Аг маемо в(д') ~ Е^ (х), можна дати

такс економ!чне тлумачення еластичност! : еластичтсть фуикц!! { (х) у
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точц! х е в!дсотковою змпюю /"при одновщсотковш зм!н! х. 1з математич-
пого боку, еластичн!сть е(лг) е логарифм»чною похгдною (тобто пох!дною,
що визначаеться при переход! до логарифм!чно!' шкали вим!рювапня зна-
ченъ х та { (х})\

е.(х) х

/ ( х ) с 1 х сИпх
(1.89)

Неважно помггити, що в р!вност! (1.89) зам!сть натуральних логарифм!в
можиа використовувати логарифми з довольною основою а > 0, а ^ О,
оск!льки

д. 1о§й х с1(1пх/\па)

Числения еластичпостей наг аду е звичайне диференц!альне числения
(числения похщних), але мае сво! особливост!.

Основнг правила числения еластичностей:
I. Еластичтстъ шваргантна вгдносно лгншних перетворенъ змтних

Ця властив!сть характеризуе иезалежн!сть еластичност! в!д вибору
масштаб!в вим!рювання змшних.

II. Еластичностг взаемно обернених функцш у-у(х) та х=х(у)
( х ( у ( х ) ) = х, у ( х ( у ) ) = г/)е алгебрично оберненими одна до одног вели-
чинами:

} — ~ .
у их у йх^ и ( х ; у )

х с!у
Наприклад, еластичн!сть попиту ^ на деяний товар за цшою р е обер-

неною величиною до еластичност! ц!ни р за обсягом попиту ц, тобто
Е(д;р) = [е(р;<7)] .

III. Еластичтстъ добутку двох функцш и ( х ) г V(x) того самого
аргументу х е сумою еластичностей цих функцш:

Д1йсио,

ии ах ах
х аи , х аг) / ч / ч_ + „_ = е (м; л:) + е (V; х)
и ах V ах

I V . Еластичтстъ вгдношення двох функцш и ( х ) г V(x} доргвнюе
ргзницг еластичностг цих функцш:

&,х) = г(и;х) -
Дшспо,

и ( V2а^x

Г) 7



V. Еластичтстъ су ми двох функцш и ( х ) г V(x)мае вигляд

VI. Еластичтстъ при змтг нулгв шкал вимгрювання змгнних у та х,
у — •> у + с, х — > х + <7, с, д € /?, г/ = у (х) обчислюетъся за формулою

,
е(г/

ч х + а а"у
х + д)= -т- •

у + с ах

Правила V \ VI читачев! пропонуеться перев!рити самостшно, як 1 табли-
цю еластичностей основних елемептарних функцш, що подаеться нижче.

1. е(с;.г) = 0, с = сопз!;.

2.

3.

5. е(а.г

х\п а,(а > О, а Ф 1) , зокрема е(ех;х) = х.

д:) = (1пд:)"1, (а > 0, в * 1 ) .
ах

ах
-,а, Ье К.

Под1бно до ПОХ1ДП01 еластичшсть мае просту геометричну штерпрета-
щ'ю. Розгляпемо це щодо деяких пайтиповших в економ1чних застосу-
ваннях кривих.

I. Нехай у = у ( х ) е спадною опуклою функщею (рис. 1.11). Знайдемо
еластичтпсть у у дов!лыпй точц! С — (х, у) П графхка.

Якщо АВ -- дотична до у = у(х) у точщ С, то з трикутника АСХ
СХзнаходимо АХ = - — , де ос — кут ОАВ. Пох1дна

У

) 1 тому

ОТЧГР А У —УЛ-тК, ЛЛ — , , . — т/ \ •

-У (*) У (^
3 под1бносп трикутник1в СВУ та С АХ

випливае, що

= СУ = ОХ = ху'(х) =

=у(х)

О
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Рис. 1.11

СЛ

Таким чипом, е(г/;дг) = -%тг, тобто

еластичтстъ спадног опуклог функцп
у = у(х) у точцг х доргвнюе вгдношен-
ню вгдстаней на дотичнш до графгка
функци у вгд точки С = ( х , у ( х ) ) до гг
перетитв з осями ОУ та ОХ, узято-
му зг знаком «мгнус».

В

Рис. 1.12

О х

Рис. 1.13

II. Нехай у = у(х) е зростаючою опуклою функщею (рис. 1.12) або
зростаючою угнутою функщею (рис. 1.13). Тод! абсолютпе значения елас-

*~> Г5

тичност! |е(г/;л:)| = ̂ ~ \ знак еластичиост! залежать в!д иапрямку вщр1зк1в
СВ \ СА.

Якщо точки Л та Б лежать по один бж вщ точки С на дотичнш, то
^

(тобто береться знак «плюс»).ел
Якщо ж точки Л 1 В лежать по р!зш боки вщ точки С на дотичиш (як

на рис. 1.11), то г ( у ; х ) = -%гг (тобто береться знак «мшус»). Зауважи-

мо, що еластичшсть функцп у на рис. 1.12 бшьша вщ 1 (тому що СВ > СА),
а на рис. 1.13 — меиша вщ 1 (СВ < СЛ).

Знайдемо загальний вигляд функцп у = у (х) 1з сталою еластичшстю
ЕО = сопзЬ в ус!х точках х. Така функщя е розв'язком диференщалыюго
р1вняння з вщокремлюваними змшними

— -г- = ъ<\, або — = ЕО—.
у а х у х

1нтегруючи осташпо р1вшсть, зиаходимо

1пг/ = Е01п.г + 1пс, (1.90)

де с — дов!льна додатна стала штегрування.
3 р1виост1 (1.90) потенщюваниям визначаемо

у (х) = ехр (ЕО 1п х + 1п с) = Сх*°. (1.91)

В шдивщуалыпй теорИ споживанпя, де описуеться повед!нка спожи-
вача, який максим!зуе свою користпсть II(х^, ... , хп) при бюджетному
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обмежеиш "_!/',••*,• ̂_!

фупкци попиту

,•, , головними характеристиками е маршаллшгськ!

Р\, ..-, Рп, П> / = 1. ••• . п-
Чутлив!сть реакцп споживача иа змшу цш рг- и доходу / виражають

еластичност! попиту до цш та доходу:

п- ЭЬ

(1.92)

Наприклад, коли переваги споживача характеризуются функщею ко-

рисносп Берну лл1 I/ (^,^2) = Й1 'ПХ1 + а2 \ПХ2> а\> а2 > ® > то 3"ДПО 3 фор-
мулами (1.39) 1 (1.40) функцп попиту

с/ч т с/п 11\ Ил т с/п РО

Отже, еластичност! попиту такого споживача за цшами мають вигляд

а еластичност! попиту за доходом -

Важливу роль у м!кроеконом!ц! вццграють еластичност! за цшами рин-
кового попиту на р!зп! товари. Припустимо, що на ринку присутш г спо-
живач!в, поведшка кожного з яких описуеться в!дпов!дними функщями
попиту &(р\, ••• , рп, /,•), 1 = 1, ••• , г, / = 1, ... , п, де г — номер спожи-
вача; ) — шдекс товару; /г- — дох!д г-го споживача. Тод! ринковий (або
агрегований) попит Е • = АО • на товар у е сумою 1ндив1дуальних попит!в
споживач!в на ней товар:

1 = 1

Розглянемо ринок деякого фшсованого товару, що мае ринкову ц!ну р
\ вщповщну аф1ниу функцИо ринкового попиту д = а - Ьр, де д — юлькють
товару в попит!; а та Ь — параметри ц!е! функци попиту (як! залежать в!д
!пших змшних агреговаиого попиту). Тод! еластичи!сть попиту за ц1ною

, , _ р <1д -Ьр
^ д <1р а-Ьр'

обернена функщя попиту р - р (д) - ——- теж афиша !

Р>9 Ьр

Змшу значень еластичност! афш-
Н01 функцп попиту д = а - Ьр 1лю-
пруерис. 1.14. Еластичшсть е не-
< кшчепною на вертикалыпй коор-
дилатшй ос! (д - 0; за традищею,
ииеденою А. Маршаллом, верти-
кальна в1сь е В1ссю змшпо'Г р, а го-
ризонтальна — В1ССЮ ЗМШНО1 д),
осюльки вщповщае значению р =
•-а/Ь \ пот1м поступово спадае
за абсолютным значениям уздовж
ЛПШ ПОПИТу ДО ПуЛЯ 1Ш ГОрИЗОН-

талыпй ос! (р = 0, д = а). У точщ

= , (- маемо г ; р = -\.

Р

а/Ь

а!2Ь

е|<1

а/2

Рис. 1.14

Загалом у мжроекопомщ! прий-
]1ято класиф!кувати попит ц иа товар щодо змпш ц!ии р на нього. Класи-
ф!кац!ю, що груитуеться на значениях в!дпов!дно! еластичност! е(д;р),
наведено в табл. 1.2.

Як приклад розглянемо дох!д К (р) ус!х продавщв на ринку за рипко-
вою щною р, де К (р) = рд (р), а д (р) — функщя ринкового попиту. При-
пускаючи, що дох!д зб!лыпуеться при зростанш ц!ии р, зпаходимо
с1К Ац / \ Р Лп с1а ^^т— = Р-Г- + д > О, ЗВ1ДКИ г(д;р) = ---— > -1. Враховуючи, що ~ < 0, мае-
ар (1р ц Ар ар

мо |е(с/;р)| < 1. Таким чином, щоб дох!д зб!льшувався при зростанш цши,
потр!бно знаходитися на нееластичшй частил! криво! попиту.

3 економ!чного тлумачення еластичност! е(г/; х} як в!дсотково! зм!ни
залежно! екоиом!чпо1 зм!нно1 у при однов!дсотков!й змпп х випливае, що:

1) додатна еластичгпсть попиту за доходом е(^; 1) характеризуе ц!нп!
(або як!сн!) товари, а в!д'емна еластичн!сть Е(!;;/) -- малоц!пп! (не-
як!сн!) товари;

2) додатн! перехресн! еластичиост! попиту на одн! товари за щною па
шип товари (крос-еластичност!) е(^; р •} (г Ф }) будуть тод!, коли товари
г та У деякою м!рою зам!нюють один одного, а пер!вшсть е кг-; р .• 1 < 0 (г Ф /)
свщчить про те, що товари г та; е деякою м!рою комплементарними.

Еластичн!сть попиту визиачають так! чинники:
1) зам!нюван!сть блага у споживанш;

Таблица 1.2. Класиф!кащя попиту на товар

Тип попиту

Значения
еластичност!
Е(?;Р)

Ц1лком
еластичний

|е(<7;р)| = °°

Еластичний

1<|е(^;р)|<~

3 единичною
еластичшстю

е(9;р)| = 1

Нееластичний

0< е(<7;р)|<1

Ц1лком
нееластичний

е(^;р)| = 0
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2) частку видатк!в па певне благо в доход! споживача;
3) суб'ективиу необхщшсть певлого блага;
4) фактор часу.
Д!я вищезгаданих фактор!в така:
1) що вища замшювашсть (субституцюнальшсть) блага, то б!льша ела-

стичшсть попиту на нього за цшою;
2) що б!льша частка блага в доход!, то б!льша еластичшсть попиту па

нього за цшою;
3) що нижча суб'ективиа необх!дшсть блага, то б!льша еластичн!сть

попиту на нього за цшою;
4) еластичшсть попиту за цшою, як правило, тим вища, чим б!льший

пром!жок часу.
У раз! дискретних товар!в або в раз! приблизного визначешш еластич-

пост! на основ! дискретних сностережень у± та .г,- змшиих у ! х викорис-
товують так! дискретн! еластичност!:

1) кшцеву (або в!дсоткову)

2) середшо (дугову)

1(у;х)= (у2~У\}/:

3) логарифм!чну

х

1п г/п - 1п у,
= =

Установимо основш сп!вв!дношення м!ж еластичностями (1.92) та
сшввщношення м!ж пов'язаними з ними частшшими пох!дними (умови
агрегацп). Переду с!м встановимо р!вност!

(1.93)

Для цього па шдстав! р!вняипя Слуцького (1.75) та сшвв!дпошен-
ия (1.84), помноживши (1.75) на вектор р, можна записати векторну
р!вшсть

(1.94)

(1.95)

1 = 0,
I

яка в розгориутш форм! мае вигляд

т!Н'-*'••' "•
Зауважимо також, що ц! залежност! можна вивести з одноршюст! ну-

льового степеня функц!й попиту, використовуючи теорему Ейлера про
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однор!дн! функцп. Сп!вв!диошення (1.93) можна встановити д!леиням
кожноТ 1з залежностей (1.95) на 4у-

Таким чипом, установлено, що для кожного товару сума вс1х еластич-
иостей мае бути нулъовою, тобто сума всгх еластичностей за цтами
доргвнюе вгд'емтй еластичностг за доходом.

Встановимо умови агрегацп. 3 щею метою розглянемо перший та третш

в (1.74) ! помножимо 1'х зл!ва напирази пох!дпих
#

со

вектор р
тепля

враховуючи, що ц = . Тод! матимемо сп!вв!дно-

Р Э/
% = 0. (1.96)

/сотр

Перше з них називаеться умовою агрегацп Енгеля1. Сп!вв!диошення
(1.96) можна записати в розгорнутому вигляд! так:

= 0, п. (1.97)
Усотр

Пропозиц!я 1.5. Усг товары з котика споживача одночасно не мо-
жуть бути малоцшними. .

V Ця пропозищя випливае з першо! умови агрегацп у (1.96), за якою
зважена з додатними коеф!ц!ентами р^ сума пох!дних Э г̂- / Э/ е додат-
иою. Отже, одпочасно ц! иох!ди! не можуть бути в!д'емпими, !снуе деяке
г ' з г = 1 , . . . , и , таке що Э г̂- / Э/ > 0 . А

Об'еднуючи сп!вв!дношения (1.96) з р!вняпням Слуцького (1.75) мпо-
женпям останнього на вектор р# зл!ва, встановлюемо умову агрегац!!

(1.98)

(1.99)

Таким чином, доведено таку пропозищю.
Пропозицая 1.6. Значения попиту на товар г доргвнюе вгд'емно зва-

женгй сумг змт значенъ попиту щодо цгни товару г, в якш як ваги
фггуруютъ цгни товаргв.

др

яку в координатшй форм! можна подати у вигляд!

Д %;

'Енгель Ернст (1821 — 1896) — н!мсцький статистик та економ!ст, вщомий досл!-
джснням с1мейного бюджету. З'ясував роль продукт!в Уж! як предмет1в першо! потре-
би в економ1чному сене!, тобто як товар!в з додатною, але меншою вщ 1 еластичн1стю
за доходом.

2Курно Антуан Огюстен (1801 — 1877) — французький математик 1 фшософ, член
Паризько! АН, один 1з перших досл1дник1в економ!чних явищ математичними методами.
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1.11. ГНДХ1Д ВИЯВЛЕНО! ПЕРЕВАГИ
В ТЕОРП' СПОЖИВАННЯ

Неокласичний виклад теори споживания дос! залишаеться найпошире-
1пшим 1 докладно розробленим. Одпак 1снують и шип шдходи до матема-
тичного моделювания споживання. Одним 1з них е тдх!д виявлено! пере-
ваги. Вш Грунтуеться на спостереженнях ринкового вибору, зокрема на
спостереженнях сум цш, 1 висв!тлений у [45, 53].

Основним поняттям шдходу виявленоТ переваги е вщношеппя явно!
переваги м!ж парами споживчих набор!в. Якщо споживач купус наб1р

1 / 1\ / 1\'=1'п

товарш х =1*Л. за цшами р Г-~(Р{} ТОД1, коли вш може купити

за таких цш шший наб1р товар!в х2 =(Х- ) , то вважаеться, що х
> м=1, я

' ) 1 2
явно переважае х , 1 цей факт записуеться як бшарне вщпошенпя х ©х

на простор! товар!в /2" . Таким чином, х © х <=> х р > х р , це остання
умова вказуе на те, що витрати на перший наб1р, який був справд! купле-
ний за певних цш, не мендп, шж витрати, потр1бш на кушвлю шшого
набору за тими самими цшами.

Геометричио це вщношення означав, що коли наб1р х належить впут-

р1шност1 бюджетного симплекса споживача 5„ = \х е К* : хр < 1\, обме-

женого граничною бюджетною пперплощипою хр = / = х р , на якш спо-
живач вибирае наб1р х ,х ©х , то х > х .

Слабка аксюма виявлено! переваги стверджуе, що коли наб4р х пе-
реважае наб!р х , осташпй ие може бути явно переважним перед х ,

1 ?тобто В1дношеппя явно! переваги е асиметричним: х ©х не означае, що
х ©х (тобто вщношення х ©х - хибне).

Якщо використати означения вщношення явно! переваги, то слабку
аксюму виявлеиоГ переваги можна сформулювати так: з х р > х р ви-
пливае х2р2 < .г1»2. Отже, слабка аксюма виявлежл переваги означае, щоУ
коли за цш р споживач мав можлившть купити наб!р х , але вибрав на-
б1р х , то у випадку, коли за цш р вибраио наб!р х , наб!р х не може
бути куилепий споживачем.

Виявляеться, що майже вс! результати теорп попиту, встановлеш дос1,
можна отримати 1з слабко! аксломи виявлено!' переваги. Для прикладу
розглянемо вщ'ем1псть гласного ефекту зам1щенпя (1.39). Якщо два на-
бори товар!в д:1 та х2 належать до одше! множини байдужост!, то жод-

7 1 7 1 1 7
ний 1з них явно не переважае шшого: х р < х р , х р < х р . Покладе-

мо р ~р + А р , х =х +Аг. Тод! з нер1вностей (1.39) випливае, що

Дхр* > 0, А д ; ( р 1 + Д р ) < 0 1 тому ДгДр < 0. Остання иер1вн!сть означае
в!д'емтсть ус!х власних ефект!в замещения.

Однак сл!д зауважити, що 1з слабкоУ акс!оми виявлено! переваги не
випливае важлива уиова штегрованост!, яка озпачае, що матриця Слуць-
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I кого (матриця ефект!в зам1щення) е симетричною. Под1бну умову, необ-
х1 дну для побудови фупкцИ корисност!, дае сильна аксюма виявлено]
переваги.

За щею акаомою, якщо наб!р товар!в х явно переважае наб!р х ,
остапнш переважае иаб1р х , ... , наб!р х явно переважае наб!р х", то
останн1й не може бути явно переважним, гпж х , тобто для вах п з х © х ,
х2©х3, ... , х"~1©хп не випливае х"©х^.

Сильна аксюма виявлено! переваги включае слабку аксюму (як окре-
мий випадок для п =2) . За певних додаткових умов регулярносп щ дв!
аксюми е екв1валентними. Сильна акс!ома за деяких умов неперервност!
характеризуе таку посл1довну множину переваг, що задоволышються умови
1нтегрованост1, пеобхщн! для побудови функцп корисност!.

Задач! та вправи

1.1. Нехай б!нарне вщношення < на множин! X — транзитивне 1 повне, а вщно-
шення X та - визначсно так: (х •< у) <=>, коли стввщношення у < х не виконуеть-
ся, х ~ у <=> (х ^ у) л (у > х). Довести, що вщношення •< е слабким упорядкуванням
наX (тобто -< е асиметричним, Ух, у е Х(х -< у) л (у •< х) => (х = у), 1 в1д'емно тран-
зитивним: (V х, у, г е X) : —> (х •< у) л ( у < г) =* (х < г). Довести, що
В1ДНОШСННЯ - е екв1валентн1стю.

1.2. Якщо Ч — бшарнс вщнощення на множин! X, то його транзитивним замикан-
ням називаеться вщношення -< , для якого х -< у <=» х < у, або ж знайдуться так!
х\, х-}, ... , хт е. X, що х -< х\, х\ < х-}, ... , хт_\ -< хт , хт< у. Показати, що ко-
ли вщношення Ч* е асиметричним, то воно е строгим частковим упорядкуванням (тобто
транзитивним I нерефлексивним).

1.3. Розбиттям множини X називаеться с!м'я таких негюрожтх тдмножин X,
коли довшышй елемент хе X належить одному слсменту розбиття. Довести, що будь-
яке розбиття множини X е множиною Х/~ клас!в скв1валентност1, породженою дея-
ким вщношенням екв1валентност1 - на X.

1.4. Нехай вщношення -< е слабким упорядкуванням на X, тобто х — асиметрич-
не та вщ'емно транзитивне вщношення. Псрсконатися в тому, що: а) Ух, у е X вико-
нуеться одне з трьох вщношень: х Ч у, у < х, х ~ у, де (х ~ у) о -1 (х -< у) л ->(г/ -< х);
б) В1дношення -< — транзитивне; в) вщношення - е скв!валентшстю (тобто воно
рефлексивно, симетричне та транзитивне); г) (х •< у) л (у ~ х) => (х < у), (у ~ х) л
л (у -< г) => (х •< г); д) вщношення (х ^ у) о (х < у) V (х - у) е транзитивним 1 пов-
ним; е) якщо вщношення -<' на Х/~ (множина клас!в екв1.валентност1 на X вщнос-
но ~) визначаеться як (а <' Ь) <=* (Вх б а, у б Ь ) : (х<у), то -<' на X/- е строгим
упорядкуванням.

1.5. Нехай вщношення Ч на X е слабким упорядкуванням, а множина Х/~ -
зл!ченна або скшченна. Показати, що 1снуе числова функц!я корисност! и : X —> К ,
для яко! (х -< у) => (и(х) < и(у)Ух, уеХ).

Вказ1вка. Занумерувати елсменти Х/~ у виг ляд! послщовност! а\,а^ ... \ покласти:
1) и(а,) = 0 ; 2) и(ат) = т, коли а± <' ат для вс!х г ' < ш ; 3) и(ат) = -т, коли
ат •<' йг- для всхх г < т ; 4) якщо в; <' ат <' а: для деяких г, / < т \ ш для жодно-
го Ь < т, Н # г, ;' не виконуеться а^ <' а}> <' ву , то и (ат ) = г/,, де г/, — перше число з
перелхчсння г\, г^, ... множини рац1ональних чисел (3, для якого и(а,) <г/г < и(аЛ.
Дал! визначити и : X —> К, поклавши и(х) = и(а), коли х е а.

1.6. Функщя II називаеться адитивною, якщо V(х^, х2 хп) = 17\ (х\) +
+ и2х2 + ... + ц„(х„).
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1. Показати, що стосовно двох товар!в з граничною нормою замщення К(х^ , х2) =

= -(ЭЦ / Эх\)(Эи /Эх2) функщя корисност! адитивна тод! 1 ильки тод!, коли

К (Э27? / дх^9х2 ) = (дК / Элг, ) (дК /дх2).

2. Показати, що коли функщя корисност! адитивна, то попит на кожний товар
заложить т!льки в!д щни на нього, цши на будь-який шший товар та загальних ви-
датк!в на щ два товари.

3. Показати, що коли V — адитивна функщя, то в економщ! не буде малоцшних 1
взаемодоповняльних товар!в.

4. Показати, що адитивна функщя корисност! допускае тшьки монотонно, строго
зростаючс лшшне перстворення корисност!.

1.7. Функцп попиту Торнкв!ста визначаються р!вностями х^ = ос/ / (7 + Р),
х2 = а (/ - у )/(/ + р), х3 = а.1 (1 - у)/(/ + Р) для товар!в першо!' необх!дност!, товар!в
вспоено! розкоин, товар!в розкоин в!дпов!дно, де параметри а, Р, у залсжать в!д щн.

1 . Знайти еластичност! цих функшй за доходом.
2. Нсхай для двох товар!в попит на перший е функщею для товар!в першо! нсобх!д-

ност! при а = а, Р = Ьр\ та р2 = 1 (другий товар е единицею вим!рювання). Псрсв!ри-
ти, що вцщовигнг функщя корисност! мае вигляд 11 (х\, х2) = х"х2~

а (х\ +Ъ -а)
1.8. Показати, що коли в межах певно'Г групи товар!в цши змшюються пропорцш-

но, то таку трупу товар!в можна розглядати як один товар, який називаеться складним
(досить розглянути три товари, причому цши на два з них завжди змшюються в однш
пропорщ'О .

1.9. Довести, що еластичност! за в!дносними щнами та доходом дор!внюють в!дпо-
в!дним еластичностям за грошовими цшами 1 доходом.

1.10. Псрсв!рити, що товар е товаром Пффена, якщо вш малощнний, а частка
доходу, витрачсного на цей товар, псревищуе в!дношсння сластичност! в!д'емноУ ком-
пснсовано'1 цши до сластичност! за доходом цього товару.

1.11. 3!ставити критерш (1.83) взаемозамшност! та взаемодоповняльност! товар!в
за знаком впливу компенсовано! цши. 3!ставивши цей критерш з критср!ем корис-
ност!, за яким товари г та ;' е взаемозамшними (взаемодоповняльними), коли

Э (7/Эдг ;-дх^ < 0 {Эи/дх.-дх{>0}, та критср!ем впливу некомпенсовано! ц!ни, за

яким товари I та ) е взаемозамшними (взаемодоповнювальними), коли ЭЕ,у/Эру >

Як! погляди виражають щ критера? Коли вони дають протилежш результати? Чи
е вони швараантними щодо монотонно строго зростаючого перстворення корисност!?

1.12. Показати, що коли гранична корисшсть доходу Я» виражаеться як функщя
параметров, тобто Я., = Я» (р, /), то вона е однор!дною степеня -1 .

1.13. Товар У називаеться валовим замшником товару г, якщо Э^у /Эр,- > 0. Гово-
рять, що функщя попиту 2Цр, /) мае властив!сть валово! зам!нюваност! , коли з!
зростанням Ц1ни на будь-який товар попит на ва шип товари не спадае, тобто

Э^у/Эр,- > О, I # ]'. У такому раз!, коли Э^у/Эр,- 0, / Ф г, говорять про сильну валову
замшюватсть .

Показати, що функщя попиту ^(р, /) , яка визначаеться як розв'язок задач! (1 .25)

13 функщею корисност! и (х) = ̂ "=] V^xУ ,дс VI > 0, 0 < у, < 1, г = 1, ... , п, х = (*г-)г-=1 п'

мае властивост! сильно!' валово! зам!нюваност1.

1.14. Оптимальний р!вснь корисност! непрямо заложить в!д цш р та доходу /,

оск!льки (С/* = V (х*) = С/»(р, /)), де х* = хг (р, I) •- функц!я попиту. Функция
{/, = 17* (р, 7) називаеться непрямою функщею корисност! .
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1. Перев1рити, чи е (7» спадною функщею вс!х ц!н \ зростаючою функщею доходу.
ЭЦ»/Эр

2. Показати, що л-»у = - -.,. ,-.. , / = 1 п.

3. Принцип вилучення податюв типу р!вност! «жертв» вимагае, щоб С'» (р, /)-
-17» (р, / - Г(/)) = сопя! для вс1х /, де ТО) — частина доходу, що береться як податок
на дохщ /. Показати, що зпдно з цим принципом розм!ри податку зростатимуть 1з
пщвищенням доходу. Знайти залежн1сть податк!в в!д доходу для функц!й корисност!,
заданих у прикладах 1.6—1.8.

1.15. Можна розглядати проблему вибору м!ж зароб!тком 1 в!льним часом (дозв!л-
лям) з погляду тсор!1 споживання. Тод! в1дпов!дна проблема стае такою задачею:
II (х, /) —> тах , хр = I + т/г, I + Н = </, де х — наб!р товар!в, / — дозв!лля (наприклад,
у годинах), причому 911/91 > 0, /г — робочий час, ге — р1вснь зароб1тно1 плати, / -
нетрудовий ДОХ1Д, с/ — загальний наявний час. Параметри задач!: р, /г, ю та с/; ко-
рисн1еть II максим!зуеться за аргументами х та /.

1. Знайти функщю попиту для товар}в х та дозв^лля /. Чи може дозвхлля бути
малоц1нним типу товаров Пффена?

2. Вивести показники пор1вняльно1 статистики для х* та 4-
1.16. Щоб урахувати в теорп споживання грошовий кап4тал, потр!бно припустити,

що функц!я корисност! заложить не т!льки в!д набору товар!в, а и в!д ц1нност! грошо-
вого катталу та вс!х цш, оскшьки характер попиту на грош! заложить в!д ц!н. Вихо-
дячи з того, що 1} = V (х, рдК, р), де х — наб!р товар!В, К — грошовий кап!тал, р0 -
щна грошей, р — вектор цш на товари, вважати, що функщя корисност! (7 е одно-
рщною нульового степеня виносно вс!х п + 1 ц!н.

Бюджетне обмежсння споживача мае вигляд хр - I + г (IV - р0К), де г — норма
вщсотка на нсгрошов! активи, а И7 — багатство.

1. Знайти умови оптимального споживання х та К при зазначсних функцп корис-
ност! та обмсженш.

2. Знайти функцп попиту для товар1в 1 грошей та визначити показники пор!вняль-
Н01 статистики.

1.17. В економщ! з Я споживачами загальний ринковий попит на товари фор-
муеться як узагальнення шдив!дуальних функц1й попиту. Якщо попит на то-

вар I споживача /г, який мае дох!д 7 , описуеться функц!ею х/ = х{ (р, 74,

Л = 1, 2, ... , Н , то ринковий попит на товар г мае вигляд X^ = ̂  х\' (р, 7 1 =

я ''='
= Хг (р, 7), де 7 - сукупний дох!д, 7 = ̂  7 '.

А=1 п
1. Показати, що загальн! видатки дор!внюють сукупному доходу '^Iр^X^ = I.

(=1
2. Показати, що функцп ринкового попиту е однорщними нульового степеня

Х,(ар1, ... ,ар„, а7) = Ху(р1, ... ,р„, 7), а > 0, / = 1, ... , п.
3. Обернещ функцп попиту виражають ринков! продажи! щни як функц!! ринко-

вого попиту та доходу р, = р, (X, 7), тобто р»; = р„,- (Х^, ... , Хп, 7), г = 1, 2, ..., п, де
Х.-(р*(Х, 7), 1) = Х.-, У = 1, ... ,п, I = Хр,. Показати, що обернет функци попиту е
однорщними першого степеня вщносно доходу, ! визначити пох!дн! Эр» /ЭХ та Эр„/Э7.

1.18. Використовуючи аксюму виявлено! псрсваги, довести:
а) !снування функц!й попиту (тобто що будь-який наб!р ц!н ! доходу призводить

до вибору певного набору товар!в);
б) однор!дн!сть функшй попиту нульового степеня.



ТЕОР1Я
ВИРОБНИЦТВА

Теоргя виробництпва разом [з тпеоргею споживання е фундаментом мгкроекономг-
ки. В центрг твори виробництва знаходитъся тдприемство обо фгрма як деяка
оргатзацгя, що здшснюе витрати економгчних факторов (таких як земля, пра-
ця, каттал, природнг ресурсы тощо) для виготовлення продукцп, яку вона продан
споживачам або тшим тдпрыемствам (фгрмам), а таком надання послуг. Завдан-
ня рационального ведения господарства, яке мае виргшувати тдприемство
в умовах ринковог або змгшаног економгки, полягае у вызначенш кглъкостг про-
дукци та в розрахунках необхгдних для и выпуску витрат виробничих факторов
з урахуванням технологгчних зв'язкгв мгж ними та цш для максимгзацп власних
прибуткгв та тод1 выпуску продукцп при заданому ргвт виробничих видаттв,
а також мгнгмгзацп видаттв при заданому ргвнг выпуску продукци.

2.1. ПРОСТ!? ВИТРАТ 1 ВИРОБНИЧ1 ФУНКЦП'

Для спрощення розгляду вважатимемо, що шдприемство (ф!рма) ви-
пускае т!льки один вид продукцп, використовуючи т виробничих фак-
тор!в або виробничих витрат. Таке тдприемство називаеться однопро-
дуктовим. Багатопродуктове шдприемство, яке виробляе юлька вид!в
продукцп', розглянемо наприкшщ цього розд!лу з використанням резуль-
тата математичного моделювання д!яльност! однопродуктового тдпри-
емства.

Загальн! виробнич! витрати тдприемства за певний перюд часу можна

схарактеризувати за допомогою те-вим!рного вектора витрат х - (^г-)^=1 т, де

X} вщображае к!льк!сть витрат г-го виробничого фактора. В припущенш, що
вс! витрати можуть неперервно змшюватися, простор витрат X, який склада-
еться з ус!х можливих вектор!в витрат, можна вважати невщ'емним ортантом

К™ т-вим!рного простору X = К™= \х = (^)^=] т б Кт : х± > 0, г = 1, ... , т\.

Переходячи в раз! потреби, що пов'язано з ц!лями моделювання, до
цшових 1ндекс1в к!лькост1 фактор!в виробництва, Гх можна робити сум!р-
ними та агрегувати у потр16н1 для задано!' модел! групи. Так, досить часто
факторами виробництва (або виробничими ресурсами) вважають так!
агрегован! фактори:
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1) виробничий каттал К, що е вт!ленням нагромаджено'Г пращ у форм!
основних виробничих фонд!в (засоб!в прац! — обладнання, виробничо!'
1нфраструктури тощо);

2) сучасну (або живу) нрацю Ь;
3) матерхали М, що е предметами прац! ! належать до оборотних

фоНД1В.

Залежно в!д ц!лей моделювання праця Ь та шип фактори можуть вира-
жатися в натуральних одиницях. У гранично агрегованих моделях вико-
ристовують двовим!рний прост!р виробничих фактор!в (або витрат),
що складаеться з прац! Ь та виробничого каш талу К, який включав вс!
виробнич! фонди (основн! и оборотн!).

При формуванн! виробничо! програми п!дприемство повинне вибрати
точку в простор! витрат, що е певною комбшащею витрат ус!х виробни-
чих фактор!в, як! воно використовуватиме. За виробничою технолопею
пщприемства кожн!й точц! х простору витрат X в!дпов!дае единий мак-
симальний випуск продукц!"! ^ при використанн! цих витрат. Технолог!ч-
ний зв'язок м!ж випуском продукцп ^, що виражаеться в деяких одини-
цях, та виробничими витратами х характеризуеться виробничою функ-
щею Р, яка з!ставляе з кожним вектором витрат х к!льк!сть випуску
продукци д = Р(х) = Р(х\,х2, ... ,хт). За означениям Р вщображае X в
К+, оск!льки ^ > 0.

При використанн! виробничих функцш вважаеться, що вони мають за-
довольняти певн! умови (аксюми), як! в!дображають основн! економ!чн!
законом!рност! виробництва.

Основн! припущення про виробнич! функцп м!кроеконом!чно!' единиц!
(п!дприемства або ф!рми), що використовуються у в!дпов!дних моделях
виробництва в тих чи тих сполученнях, подаються дал! у вигляд! акс!ом
А1-АЗ.

Акс!ома'А1 вщсутност! «рогу достатку» стверджуе, що для нульово-
го вектора витрат О б / ? ™ в!дпов!дний випуск /-"(0) продукц!!' е нульовим
(неможливо виробити щось !з шчого), Р(0) = 0.

1нод! ця акс!ома використовуеться у тдсиленому вар!ант! А'\, коли
вважаеться, що прост!р витрат не е надм!рним ! туди входять т!льки
необх!дн! в комплекс! для випуску певноТ продукц!!' види витрат. Тод!
для вектор!в витрат х, як! належать до меж! дК™= дХ простору витрат X,
дХ = \х е К™ '. !снуе хоча б одна координата „гх- така, що Х{ = 0}, викону-
еться р!вн!сть Р(х)-0, х& дХ. Ця акс!ома означав, що, не витрачаючи
необх!дних у комплекс! для випуску продукци виробничих фактор!в г =
= 1, ..., т, неможливо забезпечити додатний и випуск.

Аксшма А2 монотонности стверджуе, що !снуе п!дмножина ё. просто-
ру витрат X, яка називаеться економ^чною областю, де збыьшення будь-
якого виду витрат не призводить до зменшення випуску продукци, тобто

з х1, х2 6 Р, .г1 > х2 випливае р(х1}>р(х2}.
Аксюма АЗ угнутост! стверджуе, що !снуе особлива область О, яка е

опуклою П1ДМНОЖИНОЮ економ!чно!" облает! 5, О с Б, сои?; О = О, де
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звуження виробничо! функцп Р(х), хе О е угнутою (опуклою вгору)
функщею. Ця аксюма в!дображае економ!чний закон спаднсн В1ддач1
(спадно! дох1дност1): коли витрати виробничого фактора одного виду
поступово додаються до встановлепих обсяпв шших витрат фактор!в, то
в кшцевому результат! досягаеться особлива область, де прир!ст продуктив-
иост! спадае1. Кр!м того, угнут!сть функцп Р в!д!грае в математичпому
досл!дженш виробництва велику техшчну роль, даючи змогу застосовува-
ти до теорп виробництва добре розвинений апарат сучасного опуклого
анал!зу.

Для пояснения зм!сту закону спадно! в!ддач! наведено класичн! при-
клади, пов'язан! з виробництвом зерна на фжсованш д!лянц! земл!. Шсля
досягнення певно! точки & тут додатковий випуск продукцп завдяки
збшыненню витрат прац! новими пращвниками спадатиме через вичерпання
можливостей спец!ал!зацп та труднощ! координацп зусиль. Або ж додат-
кове внесения в грунт нових порцш добрив при незмшних шших факторах
виробництва спочатку сприяе деяким приростам врожаю, але ц! прирости
поступово зменшуватимуться 1 при досягненш певно! точки насичения
припиняться. Подальше внесения добрив призводить до шюдливого впливу
на врожайшсть, тобто виводить П за меж! економ!чно! облает!.

При моделюванш виробництва в межах неокласичного п!дходу вважа-
еться, що виробнича функция Р е дв!ч! диференц1йовною за сукупшстю
аргумент!в. Це дае змогу використати маржинал!стський анал!з !з засто-
суванням апарату класичного математичного анал!зу. Год!

Ах. 1=1, т
= МР (х) (2.1)

!нтерпретуеться як граничний продукт МР (х)2, а частинн! пох!дн!

д4& = МР{(Х),г = 1,...,т (2.2)

називаються граничними продуктами фактор1в (частинними гранични-
ми продуктами). На мов! граничних продукт!в (2.1), (2.2) аксюма моно-
тонност! А2 означав, що в економ!чн!й облает! В с. X

а отже, В = {х е X : МР (х) > 0}.
Дал! аксюма угнутост! АЗ шдсилюеться до вимоги А'З в!д'емно! визна-

ченост! матриц! Гессе виробничо'! функцп

(2.4)

'Закон спадно! в1ддач1 був сформульований н!мецьким економ!стом 1 землевласником
Йоганом Хайнрихом Тюненом (1783 — 1850), який займався теор!ею продуктивное!!.

2Позначення граничного продукту МР (д:) пов'язане з його англШською назвою
тагдта1
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для вс!х х з особливо! облает! О. Це забезпечуе строгу угнут!сть вироб-
ничо'! функцп Р у О та опукл!сть в О виробничих множин

Таким чином, при аксюм! А'З О = {х е & : Р(х) < 0}.
1з (2.4) випливае закон спадно! в1ддач!:

дх?
(2.6)

При анал!тичному моделювашп ринку, п!дрозд!л!в економ1чно! системи
и усього виробничого сектора економжи часто вдаються до використання
неокласичних виробничих функцхй агрегованих нев1д' емких фактор!в
виробництва К, Ь або К, Ь, М. В!д под!бних виробничих функцш фак-
тор!в К, Ь потребують виконання таких вимог:

1) неперервно! диференц!йованост! за сукупн!стю аргумент!в;
2) за В1дсутиост! одного з ресурс!в К або Ь виробництво стае неможли-

вим, тобто Р (0, 1} = Р (К, 0) = 0 ;
3) граничн! продукти мають бути додатними, тобто -^— • > 0, -̂ — > 0 ;

о/С дь

4) мають виконуватися умови - — -^ < 0, . тобто з! зб!льшенням
дК дЬ

використання кожного фактора швидюсть зростаиня випуску продукц!!

спов!льнюеться;

5) мають задовольнятися умови Р (+°°, Ь) = Нт Р(К, Ь) = Р(К, +°°) =
К— >+=<>

= 1!т Р( К, Ь) = +°°, тобто при необмеженому зб!льшенн! одного з ресур-
/,—>+<«=

с!в випуск -продукцп необмежено зростае.
1нод! в!д неокласично'1 виробничо! функц!!" ще вимагаеться однор!дн!сть

першого степеня за аргументами: Р(аК, аЬ) = аР(К, Ь) при вс!х а > О,
К, 1>0.

Прикладом неокласично'1 виробничо! функцН е функщя Кобби — Дуг-

ласа д = Р(К, 1) = АК®1}~®, 0 < ( 3 < 1 з параметром А > 0. Для не!

Оск!льки — та — е в!дпов!дно середгпми фондовщдачею ! продуктив-
X Ь

Н1стю пращ, останш иер!вност! показу ють, що при технологи Кобби —
Дугласа граничн! вщдач! фактор!в виробництва менш! за середш. Пара-

метр (3 характеризуе еластичшсть випуску за кап!талом (р = п I, а
V и ш К I

параметр 1-(3 -- еластичшсть випуску за працею I I -|3 = п I.
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Якщо^0, К0 ! 1<) -- значения випуску та витрат факторов у базисний
перюд часу (<70 = АК$1^~*'), то у в!дносних показниках виробнича функ-

щя Кобби — Дугласа мае вигляд

звщки
а -
' ~

Таким чином, коеф1щент А = а °. „
К'Р/1"

з!ставляе витрачеш ресурси з

випуском продукц!!. Цей масштабний коефщ!ент випуску продукцп шод!

ще називають коеф!ц!ентом нейтрального техн!чпого прогресу у виробничш
технологи, осюльки вш сталий ! такий самий, як ! в базисному перюд!.

Перев!рку !иших властивостей пеокласичио! виробничо! фупкцп для
фупкцп Кобби — Дугласа залишаемо як вправу для читача.

За допомогою виробничо! функцп можна побудувати крив! продукци,
як! наочпо в!дображають стад!! виробництва та закон спадно! дох!диост!.
Якщо х ( х ^ ) — вектор витрат, в якому заф!ксовано вс! компоненти, кр!м
г-1, х • = X : , / * г, то крива Р^ продукци для витрат г-го типу, крива АР{

середнього 1-го продукту та крива МРг 1-го граничного продукту визна-
чаються в1дпов1д1ю виразами

Д-.' Л^

Перший вираз показуе залежшсть випуску в!д витрат г-го типу при
незмшних 1нших витратах. Другий -- характеризуе випуск продукц!!,
вироблеио! на одиницю витрат г-го виду, трет!й вираз — додатковий дох!д,
одержаний при використанн! додатково! юлькост! витрат г-го типу.

Типову поведшку кривих продукц!! показано на рис. 2.1.

Ш

За повед!нкою кривих продукц!! розр^зняють три стади виробництва
та критичн! його точки. Перша критична точка %1 — це точка, де Рг (х1 )
мае точку перегину, коли МР^(х^ досягае максимуму; друга критична
точка X} — це точка, де промшь, проведений з початку системи координат
(х±, ц), дотикаеться до криво! Р^ (я,-) ! де АР1 (х^ досягае максимуму та

дор!внюе МР± (х± ) ; третя критична точка х± — це точка, де Р^ (х^ ) досягае

максимуму та МР^(хЛ = 0. Закон спадпо! дох!дпост! геометрично вира-
жаеться в тому, що МР^ (х^ спадае шсля першо! критично! точки х-.

Перша стад1я виробництва починаеться в точщ х^ =0 ! простягаеться
до точки X} . На ц!й стад!! граиичиий продукт перевищуе середн!й:

МР 0, 0

Друга стад!я виробництва знаходиться м!ж другою та третьою кри-
тичними точками, де середн!й продукт перевищуе граиичний, а останшй -
додатгшй:

А?1 (Х; ) > МР} (Х; ) > 0, ^ < Х{ < .?; .

Третя стад!я виробництва розм!щуеться п!сля третье! критично! точ-
ки, де граничиий продукт в!д'емний:

2.2. ЕЛАСТИЧНОСТ1 ВИПУСКУ

ТА МОЖЛИВОСТ1 ЗАМЩЕННЯ ВИТРАТ

Якщо в1дбуваеться пролорцшна зм!на вс!х витрат, то говорять про змшу
масштаб!в виробництва. 3 цим пов'язана певна класиф!кац!я технолопч-
пих процеслв виробництва.

Припустимо, що у певши точц! простору витрат X ус! витрати зб!ль-
шуються в масштаб! а (а > 1), набуваючи значень ах - (со:,-)., . Вироб-

ництво характеризуеться сталим доходом в1д розширення масштабу, якщо
випуск продукц!! зростае у т!й сам!й пропорци, що и витрати:

Р (ах) = аР(х), а>1. (2.7)

Аналогично виробпицтво характеризуеться зростаючим (спадним) до-
ходом в!д розширеиня масштабу, якщо його виробнича функщя зростае
у б!лын!й (менш!й) м!р!, шж зм!нюються вс! витрати:

Р(ах)>аР(х) (Р (ах) < аР (х)), а > 1 . (2.8)

72

У р!зних точках простору витрат X виробпича функц!я може поводити
себе по-р!зиому: в одних точках мати зростаючий дох!д, в !иших — спадний,
у трет!х — сталий. Локалышм показником доходу в!д розширення масшта-
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бу виробництва, визначеним у деякш точщ х простору витрат, е еластич-
шсть виробництва (або сумарна еластичшсть виробництва)

а дР(ах) Э1п.Р(си:)
е(д:)= Ит " —^—'= Ьт ч—'-,

а->\Р(ах) да а-И Э1па
(2.9)

тобто еластичшсть випуску щодо параметра масштабу а. 3 означения
(2.9) 1 стввщношень (2.7), (2.8) випливае, що в раз! сталого (зростаючо-
го, спадного) доходу вщ розширення масштабу виробництва еластичшсть
г(х) ВЩПОВ1ДНО дор1виюе (б!льше, мепше) одинищ. Враховуючи, що

дР (ах) _ Д. Э^ (ал)
да

маемо
а дР(ах)

7—\—2—ах Эа

а

тобто

(2.10)

(2.11)

Визначимо еластичшсть випуску щодо змши витрат 1-го виду (елас-
тичшсть випуску за фактором 1) е^ (х) як

^МР{(х). (2.12)
(х)

(2.13)

^1 \л ) г- / \ ЛР(х) дх{

Тод! р!вшсть (2.11) набуде вигляду

1=1

тобто еластичшсть випуску в довыьнш точц! е сумою еластичностей ви-
пуску за вс1ма факторами в щи точщ.

Приклад 2.1. Нсхай виробнича функщя Р е однорщною функщею степеня и, тобто
для вах х маемо Р(ах) = а!'Р(х). Тод! за теоремою Ейлера про однор1дщ фунющ
виконуеться р1вн1сть

Е(х) = Т(х)^ - Ш{

Таким чином, сумарна еластичшсть однор!дних виробничих функцш не заложить
в!д комбшацш витрат 1 при и > 1 маемо зростаючу, при 6 < 1 — спадну, а при 6 = 1-
сталу ефсктившсть в!д розширення масштабу виробництва.

Зокрема, оск!льки виробнича функщя Кобби — Дугласа е однор!дною
функц!ею степеня 1, бо для дов!лыюго а > О
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А (аК)® (аЬ)^

то вона описуе технолопю з! сталою ефектившстю в!д розширення'масшта-
бу виробництва.

Можливост! зам!щення витрат характеризують технолог1чний процес
виробництва, а отже, и функщю Р \з боку р!зних комб1нац1й витрат факто-
р!в, що породжують одиаков! умови випуску продукцп. Локальною харак-
теристикою зам!щення м!ж витратами х± та х . - , коли вс! 1нш1 витрати
залишаються сталими в точц! х з О, е еластичшсть зам!щення с^- (х)
м!ж витратами г та /, що визначаеться виразом

(1\п(х{
, г, у = 1, ... , т. (2.14)

Еластичшсть зам1щепня о;- (х) дае вщсоткову зм!ну сшввщношення
витрат, под!лену на в!дсоткову змшу сп1вв1дношення 1х граничних про-
дукт!в. При цьому знак м!нус у р1вност1 (2.14) забезпечуе виконання
нер!вност1 о- (х) > 0 в особлив!Й облает! Б.

Геометрично еластичност! зам1щення характеризують кривииу 1зоквант,
що е множинами витрат, необх1дних для забезпеченпя того самого р1вня
виробництва

Ю(д°) = {хеХ :Р(х) = д°}, (2.15)

де <7 - заданий р!вень виробництва. Таким чином, 1зокванти е гшерпо-
верхнями р!вня функцИ Р у простор! X.

Диференцновання вздовж 1зокванти дае сп1вв1дношення
III

у дР(х)1 1x1 =МР(х)(с1х)# . = 0. (2.16)
1=1 1=1

Якщо вс! витрати ф1ксован1, кр!м витрат фактор!в г та у, то з (2.16)
маемо МР{ (х)(1х{ + МР^ (х)Лх^ = 0, звщки кривини йх{1д.х.: на 1зоквант1
мають вигляд

Ах* { (х)'
(2.17)

Таким чином, 1з виразу (2.14) випливае, що

<*]*(*>/*,-)
(2.18)

Зауважимо, що 1зокванти 1нод1 називаються ще виробничими г1перпо-
верхнями байдужост!.

Аналогично теорН споживання абсолютн! значения кривил с1х; 1(1х • па
13оквант1 можна 1нтерпретувати як граничн! норми технолог!чного замх-
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щення фактора } фактором *':

МРу О) _ дР (

Приклад 2.2. Для технологи Кобби — Дугласа Р(К, I) граничш норми замещен-
ия $1 к пращ кашталом (виробничими фондами) 1 катталу (фонд!в) 5К [^ працею

(Я.
(11 дР/дК Р I

к>1 с/К дР/дЬ

Кде — = /г — коеф1ц!ент фондоозброеносп прац!, що характеризуе юльюсть фонд!в

(виробничого кащталу), яка припадае на одиницю пращ.

Розглянемо питания про еконоднчну ефектившсть виробничо! техно-
логи, що описуеться виробничою функщею д = Р(К, Ь, М). Осшльки
показники ефективност! — це вадношеипя результату до витрат, маемо

три окремих безрозм1риих показиики ефективност!: ^ фондовхд-
/ о

дача, ® продуктившсть прац!, /I матер1алов!ддача (тут<70,]и / ]ип IV! / 1-^г\
К0, 10, М0 — значения вщповадних характеристик у базисному перюдО.

Загальну ефективн!сть виробничо! технологи Е можна ввести як се-
редн1й 1ндекс окремих показниюв ефективпост!. Зокрема, для технолог!!
Кобби —Дугласа

Р(К, , а, (3, у > 0, а

доц1лыю Е визначити як середне геометричне окремих частинних показ-
ник1в в ефективност! факторхв виробництва:

К/К0 I/I0 М

1зокл!налями виробиичо! функщТ д = Р (х^ , х2 ) називаються лш!!' най-
п

большого зростания Р у простор! витрат К+ , що проходять ортогонально
до лшш 1зоквант (як лшш нульового зростання функцИ Р). Осшлъки
напрямок найб1льшого зростання Р задаеться вектором граничного про-

/" -Ч |~т ^ ГГ Л

дукту МР (х^, х2} = \ ^— , -| — , що е град1ентом функца Р, диференпдаль-

({Х-)

не Р1ВНЯННЯ 13оклшалеи мае вигляд

^х\
(дР/дх,)

Апалог1чно визначаються 13окл1нал1 для випадк!в трьох та б1льшо\'
юлькост! виробничих фактор!в.
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Приклад 2.3. Для мультиплша-
тивно! виробшгчо! функцй/1" (К, Ь) = К
= АКа!?, а, Р > О, А > 0 при(/С, I) б
Ё К+ 13окванти е степеневими гшср-

болами вигляду АКа1У = </0 = сопз1,

або

Кр1м того,

_
ЭК К'д1~Ь'

тому 1зокл1нал1 е розв'язками ди-
ференц!ального р!вняння

тобто мають вигляд

Тзоклшал!

Ьокванти

Рис. 2.2

де С — стала штегрування цього р!вняння. Слм'1 !зоквант та 1зокл1налей мультипл!-
кативно! виробничо! функц!! зображено на рис. 2.2.

Зауважимо, що для 13оклшал1, яка проходить через задану точку простору витрат

(К0, Ьо), стала С= К0 ~ — Ь0. Найпрост1ша хзоклшаль при С = 0 мае вигляд промс-
| —

ня К = ^Л-п-, I. > 0, що виходить з точки (0, 0) (див. рис. 2.2).

2.3. ОСНОВЫ ТИПИ ВИРОБНИЧИХ ФУНКЦШ

Наведемо приклади найпоширешших тишв виробничих функц!й. Заува-
жимо, що под1бш функщ! також широко використовуються в макроеконо-
м1чному моделюванн!, але в просторах агрегованих (збшьшених) витрат.

Приклад 2.4 (лшгйна виробнича функцгя). Ця функц!я мае вигляд ^ = Р(x) =

= а\х\ + а2х2+ ... +апехт , х = (*;);=1 д б К™ , де коефщ1енти (парамстри) а,- мають

сене граничного ф!зичного продукту г'-х витрат, причому в; = МР; (х) = ̂ - >
>0, 1 = 1 ..... т. дх*

Бона одночасно е опуклою та угнутою в нестрогому розумшш функц!ею. 1зоквантами

функцн р е пперплощини вигляду а\х\ + ... + атхт = ̂ 0, ^0 > 0, а 1зоклшал1 е проме-

нями в К'" , паралсльними променю {а^, а2г, ... , ашг}, г > 0 , осюльки вектор («,-)._. _
е нормаллю до г!перплощин — !зоквант функцп Р.

Еластичн1сть виробництва при лшшшй технолог!! единична:

а еластичност! зам!щення — нескшченш:
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Приклад 2.5 (виробнича функцгя моделг «витрати — выпуск» Леонтьева (вироб-
функц1я Леонтьева))'. Ця функция мае вигляд

С2 '-

де параметр с; е юлыйстю витрат виду г , необхЦгних для виробництва одше\' единиц!
продукцп (с; > 0).

Таким чином, для функцп Леонтьева одночасно

х± > од = С{Р(х), 1 = 1, 2, ... , т.

Гзоквантами функци Леонтьева е ппсрповерхш -- паралельш зсуви меж!

ЭК™ = б К'" : ВЗД°ВЖ променя Леонтьева \х = К" . х± =

При технологи Леонтьева сластичноеп зампцсння а^, г ^ ] & нульовими, а елас-
тичшсть виробництва е(.г) = 1.

Приклад 2.6 (виробнича функцгя аналгзу способгв виробничог дгяльностг (вироб-
нича функцгя Канторовича))* . Ця функщя мае вигляд

Р

дс ЗМШН1 у^ задовольняють умови

р

6=1

Бона пов'язана 1з задачею максим!зацп випуску продукцН пщприемством шляхом
вибору нсвщ'емних витрат (ресурс!в) при анал!з1 виробничо! д!яльноет1 в межах
лшшного програмування Л. В. Канторовича:

тах; < х-, г = 1, ... , т, у^ > 0, и = 1 ..... р.

Параметр р характсризуе число способ!В виробничо! д1яльносп; змшна у^ показуе
р!вень штенсивносп використання способу Л, де /г = 1, ..., р', параметр а^ характеризуе
випуск продукцИ' при одиничнш штенсивност! способу й(г= 1, ..., т); сс^ — к1льк!сть
фактор!в виду г, нсобхщних при одиничн!й 1нтенсивност1 способу и.

Карту ]зоквант виробничо! функцп Канторовича при р = 2 та т = 2 показано на
рис. 2.3. Для виробничо! функцп Канторовича сластичшсть виробництва е(.г) = 1, а
о у = 0 (I*;)-

Приклад 2.7 (мультиплгкативна виробнича функщя). Ця функщя мае вигляд

? = Р (.г) = Рох*5' .г̂  . . .дА» , х = (.г, )г=1_ т б К»' ,

'Леонтьев Василь Васильевич (нар. 1906 р.) — американський сконом!ст росш-
ського походжсння, лауреат Нобел1всько1 прсмН з економ!ки 1973 р., присуджено! за
метод «витрати -випуск».

2Канторович Леонид В1тал!йович (1912 — 1986) -- росшський математик та ско-
НОМ1СТ, розробив теор!ю лппйного програмування 1 його сконом!чних застосувань.
Лауреат Нобел1вськоЧ премИ з скономши 1975 р., присуджсноГза тсор!ю оптимально-
го використання ресурав.
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де параметр (30 > 0 е коеф1ц1ентом шкали ви-
м!рювання продукцИ, а парамстри Рг- > 0 -
сластичностями випуску продукцп за фак-
торами г, г = 1, . . . , т??:

Для Ц1е1 функцн еластичн!сть виробництва

одночасно е степенем однор1дност1 функцЛ
Р, 1 тому при е(лг) > 1 маемо зростаючу сфек-
тившсть В1Д зм1ни масштабу виробництва. О

Еластичност! замещения витрат

/ Нахил
' а22

«12
Нахил

а 21
«11

Рис. 2.3

а 1п х

сИп\

Приклад 2.8 (загальна виробнича функцгя Кобби— Дугласа). Цс функщя

що е окрсмим випадком мультипликативно! виробничо! функцп, який в1дпов1дае оди-
ничнш еластичност! виробництва

Розглянемо задачу зпаходжеиня апал1тич1юго вигляду виробпичсм
функцп 1з сталою еластичшстю замещения для випадку двох фактор1в
виробництва, як! вважатимемо працею /^ та кагиталом К. Под1бпа фупк-
Ц]я в1д!грае важливу роль у р1зномаштпих застосуванпях I в англомовшй
литератур! називаеться функщею СЕ8 (в!д апгл1йського терм1иа сопз1ап1;

Пасамперед зауважимо, що вщноспо однор]дпих виробничих фупкц!й
Р можна отримати проевший вираз еластичност! замши факторов. Справд!,
якщо Р — однор1дна функшя степеня у ^ 1 , то

де нова змшпа 6 е фондоозброешстю прац!.
Отже, маемо так! вирази граничних продукт!в:

К
(/г) - 1Т(*)- =
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звщки, зокрема,

Таким чином,

(2.19)

(2.20)

Аналопчно, визначаючи о1 к , легко перев!рити, що

Клас однорщних СЕГ5-функц!й задовольняе диференщальне р!вняння

ль /ь
— = О = СОП31,

ЗВ1ДКИ

, С > 0 ,

де С — стала штегрування.
Шдставляючи осташпй вираз у (2.19), знаходимо

або
Г(*)
у

к,

Тнтегруючи останнш вираз, маемо

де С} — дов1льна додатна стала (стала штегрування).
Огже,

уо
- с —

або, повертаючись до змшних К та Ь, отримуемо

Позначивши

матимемо такий загальний вигляд виробничо! фуикцИ СЕ5:

^ = Р(К, 1) =

80

(2.21)

де параметр масштабу вим!рювання А - - додатна величина (осшлъки
^ — випуск продукцп ! </ > 0 ); у — степшь однорщност! функцп (у > 0),

1 — оа параметр р = > —1 е параметром замщення. Параметри а та 1 - а
о

е параметрами розподшу.
Зауважимо, що при 0 < у < 1, р > -1 фупкщя СЕ5 задовольняе вимоги

3 ! 4 неокласично! виробничо! функцп.
3 урахуванням попередиього для фуикцп СЕ5 (2.21) показники елас-

тичност! е та о визначаються як

г(К, 1) = г, о - акь = о^к = т^.

Кр1м того, еластичност! випуску за факторами мають вигляд

= у .

^ Р дЬ
що знову дае наведений вище результат

е ( К , 1)-ек +

Випикнення теор!! виробничих функц!й пов'язують з появою статт!
американських учеиих — економ!ста П. Дугласа та математика Д. Коб-
би1. У щи статт! емп!ричним шляхом дослщжувалась залежн!сть м!ж
затрачуваними працею та обсягом продукца в оборошпй промисловост!
США. Були використап! статистичн! дан! за 1899 — 1922 рр. та постав-
лен! так! задач!:

1. Визначити параметричний клас функцш, який найб!лын точно иабли-
жае к!льк!сн! сп!вв!дношения м!ж вибрапими характеристиками вироб-
иичо! д!ялЫюст!.

2. За допомогою метод!в математично! статистики знайти числов! па-
раметри, що задають конкретиу функц!ю цього класу.

3. Пор!впяти теоретичи! результати значения функц!!' з фактичними
даними.

Д. Кобб запропонував функц]ю вигляду (} = АКа1?', де С? -- обсяг
вироблено! продукц!']'; К - основний кап!тал; Ь •- витрати пращ; А, а,
Р - числов! параметри, як! в!дпов!дають умовам А > 0, а > О, Р > О,
и + Р = 1. Було складено систему регресшних р!виянь ^(З^ - 1п А + а\пК± +

де (^(, К(, 1^. - фактичн! значения в!д-
Е{ - випадков! похибки спостережень. Оц!-
проводилося методом найменших квадрат!в,

+ г/., 1899<^<1922,
ПОВ1ДИИХ величи]! у р!к I, а
пювання параметр!в А, а, Р
тобто м!н!м!зац!ею виразу

1922
X (1пС>, -Ы

<=1899

*СоЪЬ С. ]У., Ооид1а5 Р. Я. А (;Ьеогу
МагсЬ. - Р. 139-165.

ргос!ис(;юп // Агасг. Есоп. КСУ. — 1928. -
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Оцшки мали вигляд А = 1,01, а = 0,25, р* = 0,75, 1, таким чином, функ-
щя (^ набувала вигляду (^ = Р(К, I) = 1,01.К0'2510'75. Пор1впяння вели-
чини Р(К(, Ь;) 13 фактичними значениями (^^ та Р(К^, Ь^ були пов'я-
заш з перюдами депресп та пожвавлення д1лово! активность

Щ результаты привернули увагу екоиом1ст1в 1 математиков та стали
поштовхом для розвитку математичного моделювання економ!чиих явищ
и економетрищ.

3 найпростпного пор1впяльпого анал!зу тишв вироб]шчнх фупкцш, на-
ведеиих у прикладах 2.4 — 2.8, випливають таю висновки. Лшшпа вироб-
нича функщя припускав лшшну залежшсть випуску в!д витрат, а мульти-
плшативла виробнича функция виражае логарифм випуску як лшшну
функцию логарифма витрат. Виробнича функщя Леонтьева е одшею 13
заданих пропорций, якими визиачаеться к1льк!стъ витрат кожного виду
для виробництва одше! одинищ продукцп. Виробнича функщя аиалхзу
виробничо! д1яльност1 узагалыпое функцйо Леонтьева }1а випадок, коли
1снують р елементарних лроцес1в (активностей), кожний з яких може
вщбуватися при будь-якш певщ'емшй штенсивносп. Випуск при оди-
ничшй штенсивносп та витрати, необхщш на одиницю штенсивпост!, фжсо-
ваш, а загальний випуск 1 загалып витрати зиаходять простим шдсумовуван-
ням випуску та витрат в1дпов1дно для кожно! активност! при вибраних
штенсивностях.

Виробничу функцйо СЕ5 можна розглядати як певне узагальнения
виробпичих функц1й Леонтьева, лшшних та мультипл!кативних у випадку
двох фактор!в вироб}шцтва.

Так, якщо параметр р прямуе до -1, то функщя СЕ5 наближаеться до
л1ншно1 виробничо! функцп (а = °°); якщо р —> 0, то функщя СЕ5 пря-
муе до мультишпкативно'Г виробничо! функцп (0 = 1); якщо р->°о, то
функц1я СЕ5 наближаеться до функцп Леонтьева (а = 0).

2.4. МОДЕЛ1 ПОВЕДШКИ Ф1РМИ

Математичие моделювання виробиицтва мае враховувати як внутршш
З'мови виробпичих процес!в, так 1 зовп1шн1 умови — середовище прямо! дп
та середовище непрямо! дп. Це зумовлюе появу складного комплексу мо-
делей д1ялыюст1 п1дприемства (ф!рми) у тих чи тих умовах, при тих чи
тих припущеннях. Важливе значения тут мае увага до рацюнал1заци по-
вед!ики шдприемства — об'ективпий б!к оптим1зац11 процеав виробницт-
ва, оптималышй розпод!л коитв та використання р!зних фактор!в вироб-
ництва.

Найпоширешшими е модел! р^вноваги ф!рми, що будуються на таких
припущеннях.

1. Технолопчш умови виробництва описуються виробничою фупкц^ею
^ = Р' ( х ) , яка мае певний комплекс властивостей.

2. Враховуеться можлив!сть ф!рми впливати на цшу свое! продукц!!' та
па цши фактор!в виробництва. При цьому випикають р1з!п модели, пов'я-
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заш як з умовами досконалоУ конкуренцИ, так 1 з р!зними типами недо-
сконало! конкуренц!!.

3. Враховуеться иаявшсть ресурсних обмежень. При цьому зазвичай
розр1зияють короткостроков! иодел! повед1нки ф!рми, коли д!ють ре-
сурсн! обмеження, та довгостроков! модел!, коли так! обмеження прак-
тично не беруться до уваги.

4. Метою д1ялы1ост1 ф!рми е забезпечения максималышх прибутк!в
або м1п1м1зац1я збитюв, якщо ф!рма ор!ентуеться на досягнення суто ф1нан-
сового усп!ху в!д свое! д1ялы-юст1. Якщо ф!рма защкавлена в завоюваин!
зиачного сегмента ринку задано! продукцп, то и метою може бути макси-
м!зац1я випуску продукцп при обмеженнях на в1дпов!дний р1вень вироб-
ничих видатк!в. Для ф!рми, ор1ентовано! на забезпечеиия певного р!вня
попиту, метою може бути мппм!защя виробничих видатк!в при заданому
р!вш випуску продукц!!.

При побудов! конкретних моделей повед1нки ф!рми можуть вводитися
також р!зш доповнювальн! припущепня. Наприклад, анал!з може вестися
з урахуваниям фактора часу, не тшьки граничних, а и середгпх величин,
може детальшше описуватися технолопя виробництва тощо.

Розглянемо як приклад одну з найпростших за формою моделей д!яль-
ност! ф!рми. При задашй виробнич1й функцп ^ = Р(х\, ... , хт), заданш
Ц11П на продукц1ю (умова досконало! конкуренцИ) та заданих цшах на
фактори виробництва, що визначають функц!ю виробничих видаткхв
С (ц] ! в!д обсягу випуску продукц!! ^, потр!бно спрямувати роботу вибо-

ром ^, а отже, и вектора витрат виробничих фактор!в х = (*Д-=1 т, Щоб

отримати максимальней прибуток я , який е р1зпицею м!ж доходом К та
видатками С. Вважатимемо, що розглядаеться довгострокова задача вироб-
ництва без.обмежепь на доступний обсяг виробничих факторов.

Таким чином, задача полягае в максим!зацп функцИ прибутку

= РЯ ~ тах

вибором оптимально! к!лькост1 випуску продукц!! ^ за умови

(2.22)

(2.23)

Вводячи в розгляд грапичш видатки
маемо умову оптимальности випуску ^^^, першого порядку с!п(<7*) / <1() = О,
так що для оптимального випуску продукцп <7* цша мае Дор1вшовати
граничним видаткам:

1^-1/ \

(2.24)

'В1д англ. со<;1 — видатки.
2В1д англ, геюепие — дох!д.
3Вщ англ, гпагдта! со$1 — граничт видатки.



При цьому за умов достатност! другого порядку для оптимуму <7* гра-
ничш видатки в точц! д* мають зростати:

(2.25)
с1д

Таким чином, оптималып витрати фактор!в х* в задач! (2.22), (2.23)
можна отримати як розв'язок р!вияпня г/* = Р(х*)> № <?* визиачаеться
умовами (2.24), (2.25).

Розглянемо випадок, коли С(д) = Ад / , що е характерним для одно-
рцщих виробничих функщй. Тод! л (д) = рд - Ад / . Якщо забезпечуеться
стала ефектившсть в!д зб!льшення масштаб!в виробиицтва (Ъ = 1), то за-
лежио в!д значень цши р та параметра А можлив! так! випадки:

1) р < А. Тод! прибуток в!д'емний 1 ф!рма мае тим б!лыш збитки, чим
больший випуск продукцп. При цьому оптималышм ршгенням е не виробляти
продукщю (до здшснення змш у структур!, технологи та ддялыюст! ф!рми,
що полшшують П стан), що дае нульов! збитки 1 прибутки;

2) р = А. Прибуток дор!вшое нулев! незалежно в!д обсягу випуску
продукцп. Необхщна умова екстремуму виконуеться в кожн!й точц!;

3) р > А. Прибуток тим больший, чим больший обсяг випуску продукцп.
Необхщпа умова екстремуму, як 1 у випадку р < А, не виконуеться в жодшй
точц!, тобто за обмеженост! фактор!в виробництва задача не мае розв'язку.
Додаючи обмеження на можливий обсяг випуску через обмежешсть фак-
тор!в виробництва, сл!д вибирати максимально можливе значения д та х.

Якщо забезпечуеться ефектившсть в!д зб!льшення масштаб!в вироб-
пицтва (6 > 1), то точка, що задовольняе необх1дн! умови оптимальност!,
1снуе, але це точка м!н!муму прибутк!в, а не максимуму. Прибуток у точц!
вщ'емшш. Чим больший випуск продукцп праворуч в!д ц!е'! точки, тим
б!льший прибуток. Задача не мае розв'язку, якщо обсяг випуску продук-
цп не обмежений зверху.

Якщо мае м!сце спадна ефектившсть в!д зб1льшеиня масштаб!в вироб-
ництва (& < 1), то т!льки в цьому раз! при вс!х значениях р та А необхщн!
умови оптималыюст! визначають едииу точку максимуму прибутку.
В цьому випадку функщя пропозицИ, що з!ставляе Ц11П продукцИ р обсяг
випуску д (при фжсованих ц1нах фактор!в), виявляеться добре визначеною.

Заслуговуе на увагу той очевидний факт, що функщя пропозицп зб!гаеть-
ся формально 1з функц1ею, обериеною до функцп витрат. Для однородно!
виробиичо! функцп при и < 1 функщя пропозицп задаеться формулою

Слщ зауважити, що виб!р оптимального обсягу випуску продукцп - це
лише частина решения про планувапня виробництва. Друга частина ршен-
ня полягае у визначенш обсяг!в витрат фактор!в виробництва з задач!
м1п1м1зац11 загалышх витрат. На практиц! загальне ршення е единим
р1шенням про виробництво продукцИ та споживання фактор!в виробниц-
тва на основ! вих1д1Ю1 шформацп про технолопю виробництва 1 ринков!
цши иа продукц!ю та фактори.
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Розглянемо зв'язки м!ж задачами поведшки ф!рми ! результатами су-
часного опуклого апал!зу, включаючи те<эр«ю дво!стост1 для виробничих
функц!й. Щкаво, що деяким формалышм поняттям опуклого анал!зу можна
дати економ1чне тлумачення.

В!зьмемо дов!льну угнуту виробничу функщю Р : К+—> К+ (не обов яз-
ково гладку). Ц!ну вих!дно! продукц!!' приймемо за одиницю, ц!на на ;-й
фактор дор!внюе да •, / = 1, ... , т. Розглянемо задачу

[(х Ж)-.Р(*)]-мг1г, хеК?, (2.26)

де вектор к' = (ю;)._ е вектором Ц1Н1 фактор!в виробництва, а (• •)

позначае скалярний добуток вектор!в. Отже, (х \ да) = 2^у=1х^} =

функц!ею загальпих виробничих витрат- Задачу (2.26) можна штер-
претувати як задачу м!н!м!защ1 збитк!Р виробництва, що дор!вшоють
С-К=-п, осюльки за умовою К = Р(х) (це е екв!валентним задач!
максим!зацп прибутку п). Значения задач! (2.26), тобто значения !нф!муму
в (2.26), позначимо через Р* (да) ! пазиватимемо функц!ею, спряженою
В1ДНОСНО фуНКЦ11 Р(х), або фуНКЦ1еЮ ЗОИТК1В .

Зауважимо, що задачу (2.26) не мае сенсу розглядати для вс!х тип!в
виробничих функцш, наприклад для цевШ'емних л!н!йно-однор!дних ви-
робничих функщй Р, коли Р(ах) = аР(л) при дошльних ос > 0. Справд!,
для таких функц!й значения шГ у (2.26) при дов!лыюму ж е К не пе-
ревищуе 0, осюльки Р(х) > Р(0) = 0. Якщо !снуе х е К™, для якого
(х\и>)-Р(х)<0,то, очевидно, на проме.1« ах.« > ° ПРИ а ~> °° величина
(ах\м')-Р(ах) = а ( ( х \ Ы } ) - Р ( х ) ) пря>муе до -«. Таким^чином, для
лшшно-однорщпих виробничих функц!й Р функщя збитюв Р (ш) у будь-
як!й точц! ш е К™ набувае значения 0 або ~°° •

Накладаючи деяк! обмеження на клас функцш Р ! розглядаючи т!льки
додатн! ц!ни на фактори, можна уникнутР ситуац!!', описано! вище. Проте
з математичного погляду можна д!яти ! 1?авпаки - допустити до розгля-
ду функц!'!, що приймають значения -« , и одержати таким чином б!льш
загальиу теор!ю, яка, до того ж, мае знач'П техшчн! переваги.

Позначимо через К розширену д!йсйУ пряму (множину Д1Йсних чи-
сел), доповнену певласним числом -«,, ^ = К У {-°°}, таким чином, що для
кожного I е К викопуються сп!вв!дношет1Я I > -°°, I + (~°°) = ~°°' 0(~°°) =
= 0, ^ (-о») = -°° при I > 0. П!д фуикщею Р на множиш Л розум!тимемо

в1дображення Р : Кт —* К.
Для под!бних функций Р визначають ефективну множину ПотР ! суб-

граф (шдграф!к) 5иЬР:

е Кт : Р(х)>-°°}; 5иЬР={(х, {)& Кт *К : I < Р (х)}.

'3 визначення випливае, що спряжена функшя Р* (&) (яка також називаеться
перетворенням Юнга-Фенхеля функцп Р) е нижньою межею сш 1 афшних функцш,
а отже, сама е угнутою функщею.



Функшя Р иазиваеться угнутою (замкненою), якщо П п!дграф!к ЗиЬР
е опухлою (замкненою) множиною в Кт хК.

Неважко переконатися, що неперервна функщя Р е замкненою. Надал!
основним об'ектом вивчеиня будуть угнут! замкнет функцп Р, як! е власни-
ми в тому розумшш, що ОотР * 0 (тобто не дор!внюють тотожно -°°).

1з теорп опуклого анализу випливають так! основш властивост! фупкца
збитюв Р* для власно'Г угнутоГ замкпеиоГ виробничо! функцп Р:

Г. Нер1вн1сть Юнга—Фенхеля: Р(х) + Р* (по) < (х \ да).
2°. Р - власиа замкнена угнута функщя.

3°. Р** = (Р*) = Р (теорема Фенхеля—Моро).
1з властивост! 3° безпосередньо випливае, що коли функц!! збитк!в зб!га-

ються (р^ = Р^}, в!дпов!дн! виробнич! функцп теж зб!гаються (Р\ ~ Р2).
Зазначений наслщок теореми Фенхеля —Моро свщчить про те, що ви-

робнича функщя Р(х) повшстю характеризуемся своею функщею збитшв
Р (да), яка е власною замкненою опуклою функщею, що шдтверджуе важ-
лив!сть застосувань в економ!чн!й теорп виробництва як показнюив внпус-
ку, так 1 1хшх варт!сиих ощнок, а також особливе м!сце, яке пос!дають
опукл! математичш структури в економ!чнш теорп.

Оск!льки поняття нев!д'емно!' лшшио-однорщноТ виробничо!' функцп
широко використовуеться в математичному моделюваин! як м!кро-, так 1
макроеконом!чпих явищ, непридатшсть конструкцИ (2.26) для таких функ-
ц!й потребуе шших форм вивчепня сп1вв1диошень витрати —випуск. Зок-
рема, Г. Б. Клейнером [18] було запропоиовано такий П1дх1д.

Розгляиемо клас У нев1д'емних неперервних угнутих фупкц1й Р на
ортант! К™. Припускаеться, що множини X (Р) = [д: е К™ : Р (х) > о} Ф 0,
Р е У, а цши на фактори да — невщ'емш.

Розгляиемо задачу планування виробництва з виробничою фуикщею
Р 6 У-', що мае на мет! досягти мш!муму витрат иа виробництво к!лькост!
продукцп варт!стю в одну грошову одипицю (ц!ну продукту, який випус-
каеться, прийнято за одиницю). Тод! математичио таку задачу можна за-
писати у вигляд!

Х(Р). (2.27)

Значения екстремальноУ задач! (2.27) позначимо Рх (ю) ! називатиме-
мо спряженою функц1ею Клейнера в!диосно виробничо! функц!! Р з у ,
або функц1ею витрат на одну одиницю продукц!!.

Теорема 2.1. Спряжена функщя Клейнера Рх (т) вгдносно функцп Р
з У мае гпакг властивостг:

(О Рх е невгд'емною функцгею, визначеною на К1

(Ю Рх - лшгйно-одноргдна та угнута функцп;
х(т) Рх(ш)Р(х)<(х\ге) для всгх х, та Рх(ш)ФО..

V (г) Нер!вшсть Рх (х) > 0 е безпосередшм насл!дком означения Рх

та щлъово! функц!'! задач! (2.27). Осюльки Р (х) Ф 0, прийпявши х б К™,
для якого Р(х)>0, маемо Р* (да) < (х \ гю)/ Р (х ) < °°.
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(п) Для дов!лыюго а > О

г*/„.„л _ ;„Д* I а^) да)

Нехай да1, да2 е К"1, а, Р > О ! а + р = 1. Тод!

^х (ада1 + Рда2
(х | ада1 + Рда2)

:-И ' = ш *
Р(х) Р(х) Р(х)

х \ да

(ш) Перша нер!вшсть е очевидним насл!дком визначення фупкц!!' Рх.
Доведемо друге твердження. Оск!льки функц!я Р неперервна, П шдграфж
5иЬР — замкнеиа опукла множила. Тому для дов!лыю'! гранично'! точки
(х , Р (х П множини 8иЬР !снуе опорна гшерплощина. Через л!н!йну
однор!дн!сть функц!'! Р 5иЬР е конусом у простор! Кт хК, ! тому опорна
гшершющина мае проходити через вектор 0. Отже, !снуе така пара
(да, Р)е КтхК,що (д:0 |да) + р/г(д:0) = 0, (х\ю) + &>0 для вс!х (х, /:)е

б 5иЬР. Тод!, очевидно, да > 0 . Звщси Р < 0. Таким чином, для т =
~ да

да) > Р (х) для вс!х д: е К ™. Отже, коли Р (х) > О,

д - 1 гю)/ Р(х}} > 1, тобто Рх (т) > 1. Д

маемо (д:0 | да) = Р(Х°], О

то (х \ да)/Р (х)> 1 и !пГ

Теорема 2.2. Функцгя Рх(и>), х& К™ е неперервною.
V Для доведения теореми покажемо, що Рх е одночасно нап!внеперерв-

{ 1 Т °°
да > - будь-

-* &~1
яка посл!дбви!сть у К™, що прямуе до вектора дае К™. За визначенням

Р* (да ) < (х \ да }/Р (х) для вс!х х е X ( Р ) . Отже, при кожному х

Таким чином,

[(х \ да) / Р(х)] ,

< Рх (ж) ! Рх - нашвнеперервна зверху функц!ятобто Ит/г_^аа

в точц! да.
Доведемо, що ^х е нашвнеперервною знизу функц!ею в дов!ль-

н!й точц! да з К™. Спочатку зауважимо, що неперервн!сть р* у
точц! да = 0 очевидна, тому достатньо довести Г! нап!внеперервн!сть
знизу в точках да Ф 0. Позначимо через {^}^ ортопормований базис

у простор! К™. Розглянемо дов!лып набори вектор!в вигляду а =

= [да, е5 , е^ , ... , е5 ] ! виберемо серед них лшшно незалежи!. Побу-
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дуемо для кожного лшойно незалежного набору його кошчну оболонку

м « г ' V а/ - = . *> ••• > ю
Оскольки всього коогус!в Сопе(о) скшчеипе число, хоч один !з них

мостить нескшченну к!льк!сть члешв послщовиост! (да }, Пт^^ да = да.

Для опрощения вважатимемо, що послодовшсть |да | повшстю лежить у

Сопе(а), де а = (да, б], ... , ет_-1} (цього можна завжди домогтися пере-
нумеруваипям векторов базису). Розкладемо кожний вектор да за бази-

е;- Оскольки ^х - угнута та лшшно-одно-

(2.28)

сом о: да = а0да +
родна функщя, то

1=1

для всох и = 1, 2,... .3 того, що а - базис у К™, о з умови '. да = да
випливае, що Нт^_>00 а0 (А) = 1, Нт^^ а^ (К) = 0. У такому раз!, переходя-

чи в (2.28) до границ! при &—>«>, маемо Нпц^^ Рх (т \> Рх (да), тобто

Рх - иаповнеперервооа знизу функщя в точц! да, да ^ 0. А
Наслгдок. Клас функцш У§, що складаетъся з усгх невгд'емних

лтшно-одноргдних у гнутых неперервних функцш на К™ , якг не доргвню-
ютъ тотожно нулю, е замкненим вгдносно операцп спряжения х .

Насл!док безпосередпьо випливае з теорем 2.1 1 2.2.
Зоставимо тепер задач! (2.27) та двоосту до не!' задачу:

Р*Х(Х)= ы &1±1. (2.29)

За доведениям Р** (х)е ^Р0. Економ1чна 1нтерпретац1я задач! близька
до тлумачення задач! (2.27): серед ус!х виробничих функц!й, що характе-
ризуются однаковою залежшстю витрат на одну грошову одиницю про-
дукц!!', знайти ту, яка при найг!ршому стввщношешп ц!н иа фактори за-
безпечуе наибольший випуск продукц!!.

1з властивост! (т) теореми 2.1 випливае, що Р**(х)> Р(х).
Теорема 2.3. Якщо виробнича функщя Р належитъ до класу '^, то

Р** = Р.
V Припустимо, що !снуе х, для якого Р** (х) > Р(х). Год! п!дграф!к

5иЪР як опуклу замкнену множину в Кт хК можна строго в!докремити
в!д точки (х, Рхх(х)\ за допомогою оп!рно! до 5иЬР г!перплощини.

Отже, !сиуе пара (х, да) е Кт х К така, що ( х \ г а ) + $Р** (х) < 0, (х \ да) +
+ (3^ > 0 для вс!х (х, ^)б 5иЬР . Зв!дси випливае, що Р < 0, да > 0. Позна-
чивши да = |
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да , загшшемо

(х | да) <

(х и))>

(2.30)

(2.31)

для вс!х х& К™. 1з (2.31) випливае, що Р* (да) = 1п^ [(х \ да)/ Р(х)]>
х^Х(Р)

> 1. Тод!, зпдпо з (2.30), (х \ да) < Р** (х)Р* (да), а це суперечить власти-

вост! (ггг) теореми 2.1. Л
1з доведено! теореми дво'!стост! для виробничих функцш з класу ̂

випливае таке тверджепня.
Наслгдок. Якщо для двох виробничих функцш Р\ та К, з класу 3^

виконуетъся ргвшстъ Р* = Р%, то Р^ = Т^-
Цей факт означав, що виробнич! функц!! з класу ^ повн!стю характе-

ризуються своши варт!спими показниками -- фуикщею витрат на одну
грошову одиницю продукцп. Це теоретично обгрунтовуе практику засто-
сування подобиях характеристик виробництва.

1з теореми 2.3 ! теореми Фенхеля — Моро 3° випливае, що угнута вироб-
нича функщя Р в певному розумшш е иайкращою виробничою функц!ею
серед класу вс!х функц!й, як! характеризуються однаковими економ!чни-
ми показниками: значениями максимального прибутку та мш!муму витрат
на одну грошову одипицю продукц!!' за ц!н да.

Таким чином, г!потеза про угнут!сть виробничо] функц!!' Р(х) = ^ вклю-
чае припущення про оптимально використання иаявиих ресурсов основ-
ного виробничого кап!талу ! пращ, що описуеться вектором витрат х при
випуску обсягу ^ продукцп.

1з математичного погляду, наведена теор!я дво1стост! виробничих функц!й
е певним аналогом теор!1 дво!стост! в лшшному програмуваин!. Наведемо
приклад, який пов'язуе л!н!йну модель планування виробництва з угнути-
ми варт!сними характеристиками.

Нехай е виробпича система, що випускае п вид!в нродукц!!, використо-
вуючи т вид!в ресурсов. Коеф!ц!енти д,? позначають необх!дн! витрати

/. \1—Л,т
ресурсу г-го виду для випуску одинищ;-! продукцп. Нехаи о = (щ)
вектор-стовпець наявних ресурсов (Ьг- -- к!льк!сть г'-го ресурсу, який е в

паявност!), с = (сЛ._ - вектор щи на продукщю, а х = \хЛ
вектор випуску продукц!!. Тод! задача максим!зац!'1 доходу в!д вироб-
пицтва мае вигляд задач! лшшного програмування в основной форм!:

^ С:Х^ = (с | х) —> тах;
/=1

п
]Г а^^x^ < Ъ„ г = \, ... , т, х}->0, / =
/=1

або у векторно-матричних позогачено1ях

(с | х) -> тах; Ах <Ь, х > 0.

(2.32)

(2.33)

Позначимо цю задачу, яку докладно дослодив Л. В. Каоггорович, через
3(6), водмочаючи таким чином п залежность в!д заданого вектора ресур-
сов Ь.
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Нехай х - розв'язок ще! задач! (оптималышй план випуску про-
дукцп). Позиачимо значения екстремалыго! задач! (2.33) при заданому
вектор! Ь через / (Ь), причому /"(Ь) = (с | х°) е максимально можливим
доходом при вектор! наявних ресурсов Ь.

Легко перев!рити, що /"(Ь) е у гнутою фуикщею Ь. Нехай Ь', Ь"е К™ !
ае [О, 1]. Потр!бно довести, що

Нехай х' та дг'так! вектори, що /" (Ь') = (с \ х ' ) , / (Ь") = (с \ х"). Тод!

Оск!льки х' та х" е припустимими в!дпов!дио для задач З(Ь') та
3(Ь*) , Ах'<Ь', Ах" < Ь", зв1дки А(ах' + (1-а)*') > аЬ' + (\ -а)Ь", тобто
вектор ах' + (1 - а ) х" е припустимим для задач! 3 (аЬ' + (1 - а) б") . Зв!дси
випливае, що значения щльово!' функц!!' на цьому вектор! не перевищуе п
максимального значения. Це доводить нер!вшсть (2.34).

Зауважимо, що коли за плановий випуск продукцп вибрати дов!ль-
ний вектор х ( Ь ) , який задовольняе обмеження задач! 3(Ь), то функщя
ф(Ь) = (с | х (Ь)} не обов'язково буде угпутою.

2.5. НЕОКЛАСИЧНА ТЕ9Р1Я ПОВЕДШКИ
ОДНОПРОДУКТОВО1 Ф1РМИ

Неокласична теор!я повед!ики одиопродуктово! ф!рми за певний (в!днос-
но невеликий) перюд часу (скаж!мо, п!вр!ччя або р!к) полягае в максим!-
зацп прибутку при заданш виробнич!й функцп (технолопчш зм!ни ви-
робництва в!дсутн!), заданих цшах випуску продукцп та цшах фактор!в

виробництва тю = (да.- ) (це трактуеться як умови досконалоУ конкуреи-
ц!Г, коли ф!рма, регулюючи св!й попит на к!льк!сть фактор!в х = (^),-=1 т

та свою пропозиц!ю продукцп д = Р(х), не намагаеться впливати на цши
у виг!дному для себе напрям!).

У цих умовах дох!д ф!рми К ! загальн! витрати С задаються вираза-
ми К=рд=рР(х), С = ^т_.ж^Х: -хгю, отже, прибуток ф!рми п(х) =

= рР (х)~ XV).

Розв'язуючи довгострокову задачу (щодо можливост! придбати ресур-
си), як вважаеться в неокласичшй теорп, ф!рма може використовувати
будь-який вектор !з простору витрат. Тому така задача мае вигляд

п(х) = рр(х)-хгю —> тах, )П1
' +-

або у б!льш розгорнен!й форм!
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—> тах, х\ > 0, д:2 ^ 0, ... , хт > О

(2.35)

(2.36)

Це задача нелшшного програмування, точн!ше — задача опуклого про-
грамування, де як шструментальш зм!ин! виступають компоиепти вектора
витрат х, а единим обмеженням е умова нев!д'емпост! зм!иних (х > 0).
Розв'язок задач! залежить в!д (те + 1) параметра: р та гю\, ... , гют.

На в!дм!ну в!д довгостроково!' задач!, де можна дов!льно вар!ювати
вс!ма витратами, при короткостроковш задач! (щодо можливост! при-
дбаипя ресурс!в) з'являються обмеження щодо вибору витрат ресурс!в
(наприклад, через знижеш л!м!ти, певн! догов!рн! зобов 'язання тощо).
В короткостроков!й задач! ф!рма повинна вибирати вектор витрат х !з
задано! множиии простору витрат, ! тому до задач! (2.35) тут додаються
обмеження типу

д(х)<Ь, (2.37)

де д : /?"г— > К", або в коордииатшй форм!

</,-(*! ..... хт)<Ь;, г = 1, 2, . . . , п. (2.38)

Останн! п нер!вностей виражають обмеження на витрати ресурав для
певного короткострокового пер!оду.

Як приклад задач! прийняття ф!рмою виробничих р!шень в коротко-
строковому перюд! за наявност! ресурсних обмежень розглянемо задачу
(2.32) максим!зацп доходу багатопродуктово! ф!рми в умовах виробничо!
технолог!!' з! сталими пропорц!ями витрат фактор!в виробництва при змшах
його масштаб!в.

Двохстою до ц!е! задач! л!н!йного програмування, що мае векторно-
матричиий запис

(с | х) -> тах, Ах < Ь, х > 0, (2.39)

/ \ ,цех - вектор продукцп; с - вектор щи на продукцпо; А = («,/).

технолопчна матриця витрат ресурав; Ь — вектор ресурав (див. кшець
п. 2.4), буде задача

(Ь | р) -> т!п; рА > с, р>0, (2.40)

де р = (рг)-=1 - вектор-рядок об'ективно зумовлених оцшок ресурс!в

(або Т1ньових ц1н ресурав).
За основиими результатами теор!! дво!стост! л!н!йного програмуваиня

Л. В. Канторовича, якщо задач! (2.39) ! (2.40) е припустимими (тобто
1хш системи обмежень е сум!сними), то обидв! вони мають розв'язки х*
та р* и однаков! значения ( с \ х* \ = \Ъ \ р* 1 . Якщо хоч одна з цих задач
не е припустимою, то шша задача не мае розв'язку. Зв!дси щльова функ-
ц!я ДВ01СТО1 задач! (2.40) мае розм!рн!сть грошей, а отже, компоиенти
вектора р мають розм!ршсть грошей, що припадають на одиницю в!дпо-
в!дних ресурав. Це пояснюе назву вектора р як вектора тшьових ц!н на
ресурси.

Таким чином, задачу (2.40) можиа штерпретувати як задачу м!н!м!-
зац!1 т!ньових видатк!в на вектор ресурав за умови, що для кожного виду
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продукц!!' ;' тшьова ц!па П единиц! пе менша в!д реально!' ц!-
ни с,- 1=1

3 теореми р!вноваги теора дво'!стост! л!н!йного програмування випли-
п

вае, що в раз! виконапня нер!вност! р* > 0 маемо ]Г а^х* = Ь^, тобто г-й
;=1

ресурс при оптимальному план! використания ресурс!в е дефщитним (ви-
користовуеться пови!стю). Якщо р* = 0 , то г'-й ресурс не е дефщитним.

п
Кр!м того, при x^ > 0 маемо р!вн!сть ]̂  /?,*«;• = с-, тобто оптимальна цша

1 = 1

единиц! ;'-! продукц!!' зб!гаеться з и реальною цпюю.

Тшьов! ц!ни р (або об'ективно зумовлеш оц!нки ресурс!в) характери-
зують щншсть ресурс!в ! в !ншому розумшш. Якщо вектор Ь е змшним,
так що розв'язок задач! (2.39) е функщею Ь, х' - х* (Ь}, то пох!дна

=р{, 1 = 1, ... , т.

Отже, оптимальн! тшъов! ц!ни е ор!ентиром для вир!шення питания,
зб!льшення використання яких вид!в ресурс!в зумовлюе пайб!льше зро-
стання доходу ф!рми (оск!льки вектор р* е град!ентом функца доходу
ф!рми як функцп запасу ресурс!в Ь) .

Для неокласично! теор!1 характерним е припущення про дв!ч! дифе-
ренц!йоваиу виробничу функц!ю Р, що задоволыше акс!оми А1, А2, АЗ з
п. 2.1. Зокрема, виконуються вимоги (2.3) та (2.4), так що граничиий
продукт невщ'емний:

Ах \ Э;

\д2Р(х)
(дх^х;

(1

Г1»=1,

-
М=\,т

,т

, хе
т

У,

О

> О, хе&,

а матриця Гессе

е вщ емно визиаченою.
При цих припущениях в умовах довгостроковост! необх!дними умова-

ми оптим!заци прибутку ф!рми першого порядку в задач! ращонально!
д!ялыюст! ф!рми п(х)—> тах, хе К™ е так! умови:

Гих
.

Ах
-̂  V,

Таким чином, для вс!х фактор!в виробництва

рМР; (х) = р т

(2.41)

(2.42)
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рМР1 (X) = Щ, КОЛИ *; > 0 , (2.43)

рМР{ (х) < щ, коли *; = 0, г = 1, ... , т, де рМР1 (х) - вартклъ г-го гра-
ничного продукту в точщ х, тобто варт!сть додаткового випуску, отрима-
ного при використанн! витрат г-го виду.

Якщо припустити, що вс! фактори виробництва були використаш, тобто
х > 0, то оптималып умови першого порядку матимуть вигляд

Ах

тобто варт!сть граничних продукта дор!внюе плат! за витрати фактор!в
виробництва в единичному розм!р!, або

(*,)
го. Й'Ь

^ = 1. (2.45)
VI ЧУ2

 дат Р

Точка х„ з особливо! облает! О простору витрат, де похвдна Р (х)
вщ'емно визначена, яка задовольняе р!вняння (2.44), е единим розв'язком
задач! ф!рми для довгострокового перюду, осшльки вона задовольняе умови
оптималыюст! першого порядку та достатн! умови оптималыюст! другого
порядку, що виконуються автоматично (останпе встановлюеться м!рку-
вашгями, под!бними до тих, як! наводились у задач! оптимального спожи-
вання в п. 1.4).

Розгляиемо ситуащю, коли ц!на р на продукщю ф!рми зм!нюеться
у деякому пром!жку
ва -- у деякш облает!
задач

р2], а вектор цш на фактори виробницт-
К™. Тод! ф!рма матиме справу !з ам'ею

(2.46)

(2.47)

хе К™, (р, о у ) е У х ! У

з умовами оптимальное!!, що мають вигляд системи р!виянь

т.

Формально систему р!внянь (2.47) можна розв'язати в!дносно вектора
онтимальних витрат фактор!в х*, якщо матриця Якоб! I функцш \|/;,
тобто матриця

т _

невироджепа, йе! I = III ̂  0. Якщо х* е О, то I (х*) =рР (х*), х* е О, р е Т
[ через вщ'емну визиачешсть Р оптималып р!вн! витрат фактор!в х* справд!
можуть бути виражей! як функцп (т + 1) аргумепт!в р, ге\, ... , дат:

, т, (2.48)
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аоо 1 Н . ( / ) , ,1 •). (ЛЛУ)

Под!6ш ф у п к ц и ^(р, да) пазиваються функциями попиту на витрати
(фактори виробництва) для ф!рми. Вони виражаютъ оптимальш набори
витрат як функцп цш продукцп та фактор!в виробництва.

Функцп попиту на витрати ^(р, да) е однорщними нульового степеня,
осюльки, помножуючи р та да на додатний елемент шкали цш ос (тобто
змшюючи (р, да) на (ар, ада), в (2.46) п(х) замшюеться на ал(.г), а > О,
що не змшюе розв'язок екстремалыго'Г задач!, оскшьки максим!зац!я ая
екв!валентна максим!зацп тс за умови х&К™).

Таким чипом,

^(ар, ада) = ^(/;>, да) для вс!х ос > 0. (2.50)

Шдставляючи функцп попиту па витрати ^(р, да) у виробничу функ-
ц!ю Р, отримуемо обсяг випуску продукцп як функцпо цш продукцп та
фактор!в виробництва

да). (2.51)

Функщя (^(р, да), визначена р1вшстю (2.51), називаеться функщею
пропозиц!! випуску. Оск1льки функщя 4(^1 и>) е однорщною нульового
степеня, функщя пропозицп випуску (^(р, тю) теж мае таку властив!сть:

0(ар, ада) = (?(/>, да) для вс!х а>0. (2.52)

Таким чином, пропорщйш зм1ни в цшах продукцИ та фактор!в вироб-
ництва не впливають на витрати фактор!в 1 випуск продукцИ'.

На завершения наведемо геометричне тлумачення неокласично! задач!
ф!рми. Розглянемо випадок двох фактор!в виробництва (т = 2) . Геомет-
рично виробничу функщю ф!рми Р (х\, х^) характеризують 1зокванти, що
е геометричними мюцями витрат (х^, х2) з! сталим випуском продукцН д.
Для строго угнуто! диференцшовано! функцц Р 1зокванти утворюють поле
опуклих в облает! О кривих, як! в облает! & мають вщ'емний нахил (куто-
вий коеф!щент дотичпо'О, р!зн1 !зокванти не перетинаються ! через кожну
точку (X] , х2 ) проходить т!льки одна !зоквапта. Геометричио функц!ю за-
галышх витрат С(х) = характеризують 13окости', що е геомет-
ричпими М1сцями точок простору витрат * 31 сталими загалышми витратами:
!зокоста = {х = (х^, х2): С = тю\х\ + и>2х2 = сом!}. Оскшьки да1 тада2 вва-
жаються заданими, !зокости е с!м'ею паралельних л!н!й !з нахилом

= -В_. (2.53)
11 13окоста 2

3 урахуванням результатов п. 2.2 ! сп!вв!д1юшення (2.53) !зокванти
мають нахил

'В1д англ, слова

их,
МР2(х},

(2.54)

л умой о и т п м а л ы х н и
тира нитрат х* ф!рми рМ1\ х
х (х*\, х^ = и>^, г = 1, 2 мае-
мо умови дотику !зоквант та
1.чокост у точках оптимальних
витрат:

Ах,

Гшкости

Довгостроковий
шлях розширення

Ьокванти

13<жвапта

О **, XI

(рис. 2.4). Рис 2 4

Геометричне м!сце вс!х точок
дотику !зоквант та !зокост е
кривою в простор! витрат, яка називаеться довгостроковим шляхом роз-
ширення. Бона вщображае витрати, що максим!зують випуск продукцп
при певному р!вш видатюв або витрати, як! м!шм!зують видатки на ви-
робництво при певному р!вш випуску, де р!вень видатк!в визначаеться
!зокостою, а р!вень випуску -- !зоквантою.

Використовуючи шлях розширеиня, !зокванти та !зокости, можпа отри-
мати криву видатк!в С(д), що в!дображае видатки на виробництво як
функщю випуску, тобто С (д) - С (Р (х^, х2)) = да^^ + ы>2х2 = С^ (^, х2), а
також крив! середшх А С (д) ! граничних нидаткт МС ( д ) : АС (д) =
= С(д)/д, МС (д) = (1С(д)/(1д. Зауважимо, що ц! крив! стосуються дов-
гостроковоУ задач! ф!рми. Под!бпий п!дх!д можна також застосувати
! для короткостроково! задач! ф!рми.

2.6. ПОР1ВНЯЛБНА СТАТИКА Ф1РМИ

Осиовними проблемами статики ф!рми е досл!дження чутливост! фуикц!!'
оптимальних витрат (попиту на фактори) та випуску продукцп ф!рмою
(пропозицп випуску) до змши цшових параметр!в задач! оптимально!
повед!пки ф!рми.

П!дставивши функщю попиту па витрати ^(р, да) та функщю пропо-
зицп випуску продукцп О(р, да) у р!впяння, що в!дображають умови
оптималыюст! (2.44) та виробничу функщю Р, матимемо (т + 1) тотож-
ностей

и»)).

да. (2.55)
• ах -

Показники чутливост! ^ ! С* до параметр!в р та да можна отримати
диференщюванням тотожностей (2.55) по р ! да.
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Розглянемо спочатку вплив змш цши випуску р. Диференщюючи (2.55)
по р, д!стаемо (т + 1) р!вняння

/ у Л -1 )

др ~ от,- дрг=1 г "

ЯП. + „V _о__г_ Г51 - п » = 1 т О ̂
-Ч Г ^_1 *\ *\ • "\ ' У * • > ' • • ) "* V «^ • ̂  \-7 /

Э^г ~^ Э.Г -ЛТ;- (9р

вщносно похщних Эр/Эр та Э^г- /Эр, г = 1, ... , те , як! можна подати у
векторно-матричних позначеннях як

Эр их
+ „р _ 0

Лх) + (2.57)

Пох!дна д(^ / др характеризуе вплив змши ц!ни випуску на його опти-
мальний обсяг, а пох!дна Э^/ др - вплив змши цши продукци на опти-
мальн! витрати:

т
Р1ВНЯННЯ (2.57) можна записати у вигляд! одного векторного р!вняння

0 рГ

Эр

Ф
(2.58)

Розглянемо вплив змш у щш фактора /-го виду () 1 ̂ . Диференц!юючи
(2.55) по а>у, д1станемо систему л1н!йних р!внянь:

_
ди> •

(2.59)

де 8у^ - дельта Кронекера.
У векторн!й форм! р!вняння (2.59) можна подати у вигляд!

оу _ ог_ и^_ р с«, _ Г , ,
^ - ^ ^Г | Р^ -, — С'п, , \&.\>\))
ода дх ди> ди>

' • ) . характеризуе вплив змши в щнах
]„:.т.„ Г... ]»=!,«

1/ЭдаЛ.
^ ']=\,т

де похщна

фактор!в на продукщю, похщна

ц!н фактор!в на витрати фактор!в, а

т х т , Ет
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вплив змш

единична матриця розм!ром

'=1,1Я

Зауважимо, що р!вняння (2.60) можна записати, користуючись блоко-
вими матрицями у вигляд! одного р!вняння

гР V (2.61)

„Эда,
Можна об'еднати р!вняння (2.58) ! (2.61), подавши 1'х у форм!

Эр Эда

Э|ч*
Эр

О
(2.62)

Р!вняння (2.62) називаеться основним р^внянням теори ф!рми.
Оскшьки в особливш облает! В матриця Р - вщ'емно визначена 1

невироджена, застосовуючи правило обертання блокових матриць, уста-
новлюемо, що в О 1снуе обернена матриця

(2.63)

Тому в облает! ^ !снуе розв'язок р!вняння (2.62) щодо показник!в
пор!вняльно! статики ф!рми:

-1

0

с1Г]
Ах
РР\

-1

0

_1_

Р ахР

1^1
Р

др Эда

ди>

О о
(2.64)

Використовуючи р!вн!сть (2.63), розв'язок (2.64) р!вняння (2.62) можна
записати в явному вигляд!:

Эр р д:/

дт р\(1х1
(2.65)

Оск!льки ,Р е в!д'емно визначеною пох!дною в облает! О, матриця Р
також е вщ'емно визначеною в щи облает!, а отже, з першоТ р!вност! (2.65)
випливае, що д(} / др > 0 . Таким чином, зростання цгн на продукцгю зав-
жди зумовлюе збгльшепня оптимального ргвия и випуску, тобто крива
пропозицгг випуску продукцгг е зростаючою.

4 97



3 того факту, що

п
">

(2.66)
др а'х др г^. дх^ с

випливае, що в особлив!й облает!, де вс! граничи! продукти невщ'емш,
деяк! з похщних Э^ /др , г = 1, ... , т мають бути додатними, тобто !снуе
таке г, що

^->0. (2.67)
др

Таким чином, зб!льшення ц!ни па продукцию мае зумовлювати зростап-
ня п пропозици, а отже, ! шдвищенпя попиту на деяк! види витрат.

За означениям витрати г'-го виду (виробнич! фактори 1-го виду) нази-
ваються малоцшними, коли Э^ г -/Эр<0, тобто коли Тх споживания при
шдвищеиш цш на продукц!ю спадае.

1з (2.67) випливае, що не всг фактори виробництва одночасно мо-
жугпъ бути малощнними. Друга та третя р!впост! у сп!вв!дпошеииях
(2.65) показують, що

др
т. (2.68)

Тому зростания щни на продукцш зумовлюе шдвищення (спадания)
попиту на певш види фактор!в виробництва тод1, 1 т!льки тод!, коли
зб!лыденпя плати за цей вид фактор!в спричинюе скорочення (зб!льшен-
ня) оптимального випуску продукцп. Зокрема, зб!льшення плати за ма-
лоцшн! фактори зумовлюе зростания випуску.

1з (2.66) та (2.68) випливае, що

=

др их др

тому в особливш областг Эр/Эда,- < 0для деякого г, г = 1, ... , т , тоб-
то збглъшення плати на деякий вид факторгв мае призвести до змен-
шення випуску продукцгг.

3 останньо! р1вност1 (2.65) випливае, що матриця Э^/Эда - симет-
рична та В1д'емно визначена. Зокрема, п елементи на головтпй д1агонал1 е
в1д'емпими (Э^г- /дно ,-< 0 , г = 1, ... , т).

Таким чином, шдвищенпя плати за витрати фактора деякого виду зав-
жди призводить до змеишепия попиту па ц! витрати. На в!дмшу в!д теор!1
споживапня для ф!рми не можуть 4снувати витрати типу Пффеиа, оск!ль-
ки ф!рма, на вщм!ну в!д звичайиого споживача, не повинна задовольня-
ти бюджетне обмеження, тому крив! попиту на витрати завжди е спад-
ними.

Матриця Э^/Эш -- симетрична: Э^ /Эда-= Э^ • /Эгг>,-, г, } = 1, ... , т,
тому вплив змши плати за фактори /-го виду на попит фактора г'-го виду
одпаковий.
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За означениям, фактори г'-го та/-го вид!в е взаемозамшними (взаемо-
доповнювалышми), якщо Э^ /Эда •> 0 (д^/ди>.-< 0). Через це у випад-
ку, коли плата за фактори г-го виду зростае так, що обсяг попиту на ц!
фактори спадае, попит на фактори/-го виду зб!льшуеться (зменшуеться),
якщо фактори е взаемозамшними (взаемодоповпювалышми).

2.7. ЗАДАЧ1 МАКСИМ13АЦП ВИПУСКУ ПРОДУКЦН
ТА МШ1М13АЦ11 ВИДАТК1В Ф1РМИ

Задача максим!зацп випуску продукц!! ф!рмою в довгостроковому пе-
р!од! !з задании обсягом виробничих видатк!в с ! техиолог!ею, що опи-
суеться виробпичою функц!ею Р(х), х е /?" , мае вигляд

Р(х)->тах; хгю<с,х>0, (2.69)
/ N/=1,"!

де да = ( ш - ) — вектор-стовпець щи фактора виробпицтва.
Це задача угнутого програмування, зпдно з теор!ею якого пеобх!дн!

умови першого порядку оптималыюст! вектора витрат х у термшах
функцп Лагранжа задач!

Ь(х, Х) = Р(х) + Х(с-хш)

мають вигляд
*, А*)

>
дх

*, X*}
I

Э*
х =

.
(мР( х - =0;

(2.70)

(2.71)

х > 0, с = х да, К > О,

де X* - в!дпов!дне значения множника Лагранжа А..
3 умов (2.70) ! (2.71) випливае, що для тих фактор!в виробництва/, як!

використовуються в дшсност!,

(2.72)

а оптимальний вектор х. лежить па г!перплощин!, що в!дпов!дае повпо-
му використанню заданого р!впя видатк!в:

гау »..*:= с.*: >о. (2.73)

Розв'язок системи р!впянь (2.72), (2.73) при змшних г» та с е функ-
щею попиту ф!рми на фактори виробництва, що максим!зуе випуск про-
дукцп при р!вн! видатюв с:

V, с), / = 1, ... , т
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ЛШ1Я ВИДЭТК1В

! визначае функщю пропозиц!!
продукцп ц!ею ф!рмою:

1зокванти
С» (да, с) = , с));

**(С) , х ^ , ,
Геометричио у випадку двох

факторов виробництва (т = 2)
умови (2.72) та (2.73) озиача-
ють, що вектор оптимального
використанпя ресурс!в х е
точкою дотику !зокости х*т = с
до !зокванти, яка проходить че-

рез точку х*, осюльки в х* гранична норма технолопчного зам!щепня:

Рис. 2.5

задовольняе умову

(рис. 2.5).
Пор!вияемо розв'язок х* неокласично! задач! ф!рми на максим!зац!ю

прибутку та розв'язок задач! ф!рми на максим!зац!ю випуску продукц!!
х*. Зауважимо, що при сталш цш! на продукцию р вектор х* також мак-

сим!зуе дох!д ф!рми рр(х*\.
Пропозищя 2.1. Якщо неокласична задача фгрми на максимгзацгю

прибутку мае единый розв'язок х* > 0 (це виконуетъся, коли виробни-
ча функцгя Р строго у гну та), то вгдповгдна задача на максимгзацгю
випуску продукцп за умови, що заданий ргвенъ видаткгв с = лг*да, також
мае единий розв'язок х*, причому х* = х*.

V Справд!, з одного боку,

а з другого —

= Я да; х да = с;

= хт = с, маемо

Оск!льки

( \ I- / \ Т ^ / * \ * / *х^) = рр(х^)-х^ю>рр\х \-хгю = т1{х

> р(х*\. Однак ^(^*) ̂  Р(х*) 1 тому через едии!сть розв'язку х* = х*. А
Наслгдок. Миожник Лагранжа X* (да, с) задач! ф!рми на максим!защю

випуску продукцп пов'язаний з п ц!ною сп!вв!д1юшеииям Я* (да,
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Справд!, цей факт випливае з пропозицп 2.1, р!вняння (2.72) та р!внян-
ня (2.44).

Розглянемо дво!сту до попереднъо) задач! максим!защ! випуску про-
дукци задачу оптимально! повед!нки ф!рми, ор!ентовапо1 на м!н!м!зац!ю
виробничих видатк!в при заданому р!вн! ^ пропозицП (обсяз! виробництва)
ф!рми. Ця задача е задачею угиутого програмувания:

Рx = , х>0. (2.74)

Використовуючи лагранжиан ц!е!' задач!

Ь(х, Х) = хт + Х(д-Р(х)),

маемо так! умови оптималыюст! вектора витрат х :

дх •

дЬ\Х* , X*
=0,

(2.75)

(2.76)

= </, **>0.

Це означае, що у випадку, коли вс! фактори виробництва були викори-
стан! (х* > О, у = 1, ... , т\ , виконуються умови

(2.77)

Розв'язуючи систему р!внянь (2.77) при змшних параметрах да та ^,
знаходимо в!дпов!дну функцию попиту ф!рми на ресурси

фунКЩЮ ВИДЭТК1В ф}рМИ

С (да, д) = С

та функщю прибуткгв ф!рми

як функц!! параметр!в да ! ц задач! (2.74).
Розглянемо геометричну !нтерпретац!ю задач! м!н!м!зац!1 видатк!в для

двох фактор!в виробництва (те = 2). У цьому раз! в!дношення перших
двох р!впянь системи (2.77) дае умову

МР

МР2(х*]
(2.78)

яка е умовою дотику !зокванти, що проходить через точку х простору

витрат К + , до !зокости щх^ +
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Пор!внюючи здобут! результати для задач! мш!м!заци видатюв ф!рми
з розв'язком х* неокласично! задач! максим!зацп прибутшв ф!рми, бачи-
мо, що в раз! оптимально! пропозицп ^ = д* - Р (х*) для останньо'1 задач!
розв'язок задач! м!шм!заци видатк!в х задовольнятиме сп!вв!дношення

х* (па, ̂ ) = ̂ (ю, ^) = ̂ (да),
так що

Спишмося на взаемозв'язку задач максим!зацп випуску продукцп (2.69)
та мш!м!зацп видатюв (2.74). Припуст!мо, що ц!ни и> в цих задачах

е фжсованими и однаковими. Якщо х* (с) ! ^* = <2(с) = р{х*(с)} — роз-

в'язок задач! максим!зацп випуску продукца (2.69) та х (</), С^) =
= х* ^)ге> — розв'язок задач! мш!м!зацп видатюв (2.74), то при с = С(д)
в задач! (2.69) маемо ^* =0(с) = д , якщо ^ = ^(с) в задач! (2.74), то

Розглянемо к!лька приклад!в, пов'язаних !з вивченими вище задачами
оптимально! повед!нки ф!рми в р!зних умовах.

Приклад 2.9. Знайти аналггичну форму зв'язку множника Лагранжа А* задач!
максим!зацн випуску продукцп (2.69) та в!дпов!дно'! функцн пропозиц!!' <2(ю, с).

Обчислимо частинну пох!дну - -̂  — - . 3 означения функцп (Э(к>, с) випливае, що

Эс
; = Е ^

/=1

' с)

Осюльки за умовою оптимальност! (2.72)

У = 1, ... , т,

Эс

1з р!вняння (2.73) випливае, що

_ ,
Эс

Таким чином,

1>у
7=1

^у (»".
Эс

. = \

Эс

а отже, множник Лагранжа задач! (2.69) може бути штерпретований як граничний
випуск за видатками ф!рми, що максим!зуе випуск продукци.

Приклад 2.10. Знайти аналггичну форму зв'язку множника Лагранжа А, задач!
м!н!м!зац!У видатк!в (2.74) та в!дпов!дно! функцп видатк!в ф!рми С(да, (/).

Обчислимо частинну пох!дну —3 . 1з визначсння функцп С (да, д) випливае, що

дС(и>,

: = ̂ : дд
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Оск!льки за першою умовою оптимальност! (2.77)

Диферснц!юючи другу умову оптимальност! (2.77) за параметром ц, знаходимо

Таким чином,
ЭС(ш, ?)

а отже, множник Лагранжа задач! (2.74) може бути штерпретований як граничн!
видатки випуску ф!рми (тобто додатков! видатки, як! припадають на додаткову малу
одиницю випуску продукцп).

Зауважимо також, що з означения функцп видатк!в С(ге, д) безпосередньо ви-
пливае

Приклад 2.11. Нехай ф!рма мае мультиплшативну виробничу функщю Р(К, V) =
= АКаЦ, Л > 0 , д > 0 , 4 > > 0 в двовим!рному простор! агрегованих фактор!в вироб-
ництва (К, Ь) к ор!ентована на максим!зац!ю прибутку за певний довгостроковий
перюд часу. Знайти функцп попиту ф!рми на каттал ! працю.

У нсокласичн!й задач! максим!зацп прибутку ф!рми умови оптимальност! першого
порядку мають вигляд

де щ - цша единиц! виробничого кап!талу, а ю2 ~ Ц'на единиц! прац!. Помно-
живши перше р!вняння на К ! друге р!вняння на /,, отримаемо

раАК"1ь - = 0; рЬАКаЬь - = 0 .

Зв!дси

1з тотожност!

/С. = (2.79)

} =

випливае, що ця функц!я пропозиц!! ф!рми мае вигляд

\-а-Ь \-а-Ь
(2.80)

(зокрема, вона не е визначеною для випадку виробничо! функц!!' Кобби —Дугласа,
коли а + Ь = 1, ! це пояснюе нсобх!дн!сть такого узагальнення функци Кобби — Дугла-
са як мультишикативно! виробничо! функци).
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Пщставляючи (2.80) у (2.79), знаходимо функцп попиту ф!рми на каштал та працю:
а Ь

ра \\-а-Ь ( Ьр 11-в-Ь

Приклад 2.12. Розглянемо задачу максим1защ1 випуску продукцп при заданому
р!вш витрат с для ф!рми з мультипликативною виробничою функщею, заданою в
попсредньому приклад! ^ - АКа1. — > тах; щК + и>2^

 = с> К, 1,>(1.
Лагранхаан задач! мае вигляд

Л (К, I, Х) = АКа1ь+Х(с-щК-и>2Ь).

Умовами оптимальное?!, зпдно з (2.72) та (2.73), е так! р!вняння:

- с =

1з вщношення перших двох ргвнянь випливае, що Ь = — -К. Пщставляючи цей
вираз у трете ршняння, знаходимо

с —

Зв1дси функцЛ попиту ф!рми на фактори виробництва мають вигляд

., ,, = - -- -т-
да, а + Ь

Тому функц!я пропозицЛ ф!рми

п>2а

са+Ь ааЬъ

Приклад 2.13. Розглянемо задачу мш1М1зацп видатюв ф!рми при заданому рхвш ̂
випуску продукц!!, коли технолопя виробництва описуеться С/?5"-функц1ею

Р(К, 1}

13 параметром р > -1. Ця задача мае вигляд

ив^К. + к>21- —> т!п; /^Р +

Лагранж1ан задач! задаеться р!вн1стю

а умови оптимальност! зпдно з (2.77) е р!вняннями

Розв'язавши перип два р!вняння в!дносно Кр \ I?, д!станемо

р р_ р р_

(Яр) (^Р) (2.81)
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р_
р-1

Подставивши (2.81) у трете р!вняння умов, знайдемо вираз для (Ар) , а шдста-

вивши його в (2.81) — функцп попиту ф!рми на ресурси:

р^Г _е_ _р_Т1 / р

-1/р
(2.82)

Подставивши (2.82) у вираз видатмв, матимемо таку функцш видатюв ф1рми:

р-1

Якщо позначити г = , то функщя видатюв для технолог!! СЕ5 матиме ту саму

функшональну форму, що и СКГ-функидя:

С(щ, иъ, д)=

У загалъшшому випадку, коли

под1бн1 пщрахунки дають

2.8. Ф1РМА В УМОВАХ МОНОПОЛП ТА МОНОПСОН11

Попередн1й розгляд побудований на класичному припущенн! про до-
сконалу конкуренц!Ю, тобто на тому, що ф!рма розробляе л11ню свое! по-
вед!нки, виходячи 1з заданих ц!н продукцИ та цт фактор!в виробництва, 1
не намагаеться своТми д!ями впливати па ц! ц!ни. Однак на практиц! у
б1лыиост1 випадк!в ц! припущеипя не виконуються, тобто виникае ситуа-
щя, яка називаеться недосконалою конкуренц^ею. До найпрост!ших (з
погляду можливостей 1х анализу) р)зновид1в недосконало! конкуреицИ
належать монопол!Я та монопсон!я. Ф1рма волод!е деякою монополь-
ною владою, якщо вона здатна впливати на ц!ну продукци, а моиопсоп1я
дае владу впливати на ц1ни фактор1в виробництва.

Ф1рма-монопол1ст може впливати на ц!ну продукцп вар1юванням обся-
пв випуску свое! продукцп, для яко!' криву попиту можна записати як
функц1ю вигляду р = р^). Ця функц!я характеризуе ц!ну, яку ф!рма
може призначити за р!зних умов пропозиц!! продукцИ. Ф1рма-монопол1ст
може також дотримуватися р!зних политик, одна з них полягае у зб!ль-
шепн! виробництва та пропозицп випуску продукц!\' разом 1з деяким зни-
жеппям цши на не1, друга -- у вплив! на тдвищення ц1ии продукц!Г
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разом з1 зменшенням п випуску та пропозицп, третя — може полягати
у певному чергуваиш перших двох пол!тик. Дотримапня будь-яко! 1з за-
зиачених вище политик означав, що для функцп р^) виконуеться умова

$<0. (2.83)

а^
Валовий дохщ ф1рми-монопол1ста К е функщею випуску ^ вигляду

К (д) = р (<7)д > а граничний дох!д МК — характеристикою змши валово-
го доходу залежно в!д змши випуску продукцп:

(2.84)

Ураховуючи характерцу для монополиста умову (2.83), у випадку мо-
нополп граничний дохгд вивляеться меншим за цту, тобто МК (<7) < р ((]).

Монопсон1ст може вплинути на цшу фактор!в виробництва, оск!льки
вш зд1йсиюе закуп!влю фактор!в у досить значних розм!рах, вар!юючи
обсяги покупок тих чи тих вид1в фактор!в. Таким чином, для монопсон!-
ста цши на фактори е функщями його попиту на них: ж - =гюАх:\,
У = 1, ... , т. Ц] функщТ характеризують плату ф!рми за витрати при
р1зних р!внях попиту на них. Взагал! ф!рма може закуповувати б!льшу
к1льюсть конкретного фактора виробництва, запропонувавши вищу плату
за нього, або впливати иа зменшеппя щн на фактор, скоротавши попит на
нього.

Таким чином, для монопсошста характерним е стввщношення

й1Ю:
-~>0, У = 1, ... , т. (2.85)
О.Х:

Оск1льки варт!сть витрат ;'-го виду (видатки та фактори ;'-го типу)
можна подати у виг ляд! С.- (х.-) = да.- (х^-^х^, а гранична варпсть витрат У-
го виду в1дображае зм!ни у вартост! цих витрат, то

ас аи):
1

(IX:
(2.86)

Згщно з (2.85), у випадку монопсонп гранична вартгстъ витрат пере-
вищуе гх оплату, тобто

Ураховуючи викладене вище, можна сформулювати задачу ф!рми, яка
випускае досить значку к1льк!сть продукци заданого типу, займаючи знач-
ний сегмент ринку подхбно! продукц!) 1 використовуючи чималу к!льк!сть
необхддних для под1биого виробиицтва тип!в факторов. Для тако! ф!рми,
що д!е в умовах недосконало! конкуренцИ, задача оптимально!' поведшки
полягае в максим!зац11 прибутку варшванням випуску ^ та витрат фак-
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тор!в х\, ... , хт за умови Тх залежност! через виробничу функщю ф!рми:

}- -> тах;

д = Р(х1, ... , хт). (2.87)

Вводячи множник Лагранжа А. та функщю Лагранжа /, задач! (2.87)

можна записати необхщш умови оптимальност! першого порядку для ще'Г
задач! у вигляд! р!внянь

с/с/

Э.Р

Таким чином, необхщш умови оптимальност! матимуть вигляд

хт)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(тут використано р1вносп (2.84) 1 (2.86)).
Поеднуючи умови (2.88) та (2.89), маемо сшввщношеиня

] (х) = V;

Остання умова (2.90) в!дображае виробничу функц!ю.
Таким чипом, для визначення п вид!в затрат 1 випуску продукц!!' для

ф!рми в умовах описано! вище недоскоиало! конкурентцТ маемо (те + 1)
умову:

де граничний дох!д МК та граничн! видатки А/С.- визначаються р!внос-
тями (2.84) 1 (2.86).
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Урахувавши, що для вс!х/, / = 1, ... , от,

_ дС] / Эху _дС/ дх} _
= мс

можемо переписати умови оптимальности для фгрми в ситуацп недоско-
налог конкуренци у вигляд! МК (^) = МС (д_), Р (х^ = д* .

2.9. ОЛ1ГОПОЛ1Я ТА ОЛ1ГОПСОШЯ

Важливим випадком недоскопало!' коикуренц!!' е конкуренция серед
небагатьох. Остання визначаеться як ринкова ситуащя та механ!зм, коли
д!е невелика к!льк!сть ф!рм. Визначалыюю властив!стю конкуреиц!!' се-
ред небагатьох е той факт, що вс! конкуруюч! ф!рми певною м!рою мо-
жуть впливати на ц!ни продукцП та виробничих фактор!в. Отже, прибу-
ток кожно! ф!рми залежить в!д пол!тики решти конкуруючих ф!рм. Тому,
щоб визначити оптимальну пол!тику, спрямовану на максим!зац!ю при-
бутку, кожна ф!рма повинна врахувати не т!льки св!й безпосередн!й вплив
на ринки товар!в, послуг (продукцп)! ресурав (фактор!в), а и поб!чний -
через взаемодпо сво!'х конкурент!в.

Така ринкова структура, коли на ринку продукцп пропозицн небагатъох
ф!рм заповнюють весь ринок ! к!лька з цих ф!рм займають значп! части-
ни ринку, иазиваеться ол1гопол1ею. Под!бна ситуащя на ринку ресурс!в,
коли попит на певн! ресурси розпод!лений серед небагатьох ф!рм, на окрем!
з яких припадають значн! частки попиту, иазиваеться олшшсошею.

Для побудови математичних моделей под!бних вид!в недосконало'! кон-
куренцп застосовують р!зний математичний апарат, що в!дображае р!зи!
пол!тики агент!в та ситуацп на ринках з конкуренщею серед небагатьох.
Значну роль при цьому в!д!грають математичш модел! конфл!кту, зокре-
ма, модел! теорп стратег!чних !гор. Тут обмежимося класичними резуль-
татами для дуополп (ол!гополп з двома конкурентами).

Нехай дв! копкуруюч! ф!рми виробляють однотипиу продукц!ю, вико-
ристовуючи технолог!чн! процеси, що в!дображаються !'хшми виробничи-
ми функщями

а • — Р• (х! х^ I 1 — 1 9 О <}1 ^Ч] * ] I "Ч > ••• > лщ / > ] ~ *> А \А.У\.)

де ^^ - випуск продукцп ;'-ю ф!рмою, а х1 = (х{\ - и витрати.
\ '1=1, т

Тод! ц!ни на продукцию визначаються обома р!внями випуску р -
-р(ч"]> ^2)- Наприклад, якщо обидва випуски зростуть, то цша р спаде:
др / дд\ < 0, др /Э(72 < 0. Ц!на будь-якого виду витрат залежатиме в!д '!х

закушвл! обома ф!рмами, тобто да,- = даЛ^, хЛ, 1=1, 2, ... , те. Напри-
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клад, коли ф!рми зб!льшують попит па витрати г, то ц!на на них зростае:
д№1 дщ
—|- > 0; —~ > 0, г = 1, ... , т.
дхг дх{

Якщо вважати першу ф!рму оперуючою стороною, а дп друго!' ф!рми -
неконтрольованими факторами для оперуючоГ сторони ! прийняти за кри-
терий ефективност! д!й першо! ф!рми и функцпо прибутку щ, то завдання

першо! ф!рми полягае у знаходженн! стратеги \а\, х\, ... , х^Л, що по
можливост! максим!зуе функц!ю прибутку

Щ = Р (Я\> (х\ > х\ ) А (2.92)

за умови (2.91). Функц!я Лагранжа Ь подхбно!' екстремалыю!' задач! мае
вигляд

(2.93)

де X - в!дпов!дний множник Лагранжа.
Умови екстремальност! першого порядку тод! мають вигляд

дЬ / \ др др дд2 . „
+ + *

"~\Т . п70) • л п70) (УХ г) р*
П1 1 *-'С*У, 1 1/СК/. . (У2 1 . / г\ л I \

~ = -ш; -х]—\-х\—%—\-+Ъ—[ =0; г = 1, ... , т; (2.94)

Виключаючи з р!внянь (2.94) множник А , можна записати (от + 1) умову
екстремалыюст!

др др Эс^2 | др) ]
' -Л, ч

4 '

=/7,(д;1). (2.95)

Екстремальпа задача, що розглядаеться, е задачею багатокритер!алыю1

оптим!зацп, оск!льки критерш (2.92) залежить вщ стратег!!'(<72, х^, ... , х^Л
друго! ф!рми. Вирази

д^2/д^1^', дх^/дХ}, г = 1, ... , от, (2.96)

що входять в умови (2.95), називаються гаданими вар!ащями, оск!льки
перша ф!рма повинна при розгляд! свого завдання зробити деяк! припу-
щення про повед!нку конкурента та його реакщю на обрану нею пол!тику,

109



а отже, 1 на поведшку вираз!в (2.96), перший з яких показуе змши у
випуску продукцп другою ф!рмою щодо змш (?), а другий — у витратах
щодо змш В1ДПОВ1ДНИХ витрат першо'Г ф!рми.

Поддльший анал!з залежить в!д р!зних припущень про поведшку ви-
раз!в (2-96), кожний з яких зумовлюе окремий анал!з конкурентно!' ситу-
ацн. Розглянемо деяк! з под1биих альтернатив для найпрост1ших випадк1в,
коли товар, що виробляеться, е однорщиим, граиичш видатки — сталими,
функц1я попиту --• лшшпа, тобто р = а - Ь(д^ + д2}, а > О, Ь > 0, а функцп
видатюв мають вигляд С; = с^ + с/, с > 0, с/ > 0 , г = 1, 2 , де с — граничш
видатки, А •- ф1ксован1 видатки. Тод! перша ф!рма мае прибуток

•со,~</, (2.97)

який вона хоче максим!зувати вибором випуску свое! продукца ^.
Умова екстремалыюст! першого порядку для (2.97) мае вигляд

Эс/,
(2.98)

Ана;пз дуополп Курно грунтуеться на припущешп, що гадай! вар1ацп
Э<72 /Э<71 та дд\ /Эд2 - пульов!, тобто кожний з дуопол1спв вважае, що
змши у випуску його продукца не впливають на конкурента. Тод! р^вно-
вага Курно -- це пара р!вшв випуску (д^, <72) • яка задовольпяе умови

= 0. (2.99)

3 урахуваиням (2.98) умови (2.99) иабувають вигляду а-Ъ(с{\
- Ь^^ - с = 0, 1=1, 2 , ЗВ1ДКИ р!вновага Курно задаеться р1вностями

1-е . а + 2с . __
-уГ'р=~^-^' 36

(2.100)

Под1бш результати можна поширити на випадок дов!лыюТ к!лькост1
ф4рм (, Пвновага Курпо (2.100) для ц!е1 ситуацн мае вигляд

а + /"с.а - с

/•
(2.101)

Якщо юльюсть ф!рм /необмежено зростае, то р1вновага Курпо прямуе
до р!вповаги в умовах досконален копкуренцИ. Коли / —> «>, то^- —> 0, а
р —> с, то е граничивши видатками.

При бшын складному анал1з1 припускаються ненульов! гадан! вар!а-
ца. Под1бним прикладом е анализ дуопол!! Стекельберга, коли одна або
дв! ф!рми вважають, що конкурент поводитиме себе як дуопол!ст Курно.
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Нехай перша ф!рма вважае, що друга реагуватиме зпдно з функщею ре-
акца Курпо, тобто

а - с -

2Ь
(2.102)

Тод! гадана вар!ащя д^2/д^] =-1/2. Використовуючи (2.98), маемо
а -Ъ^\ + <72)-Ь<71 -с + (Ьд}}/2 = 0, зв!дки реакция першо! ф!рми на

(2.102) буде ц\ = 2(й-с-й^2)/ЗЬ. Отже, результата для обох ф!рм за-
лежать в!д повед1ики друго"! ф!рми. Якщо вона вибирае реакц!ю Курно,
як вважае перша ф!рма, то решениям е р!вновага Стекельберга для пер-
шо! ф!рми: <7, = (а - с)/2Ь, </2 = (а -с)/4Ь. Таким чином, перша ф!рма
мае ВДВ1Ч1 б)льший прибуток, н!ж друга. Проте коли друга ф!рма не вико-
ристовуе реакцпо Курно, а д!е згщно з реакц!ею Стекельберга, тобто кож-
на ф!рма неправильно вважае, що шша використовуе нашпе припущення
Курно, маемо нер!вновагу Стекельберга д} = д2 = 2 (а -с)/5Ь , зпдпо з
якою ф!рми отримують менший прибуток, п1ж за р!вновагою Курно.

Серед 1НШИХ можливостей розглянемо ще кооперативне р!шення обох
ф!рм в дуополЛ максим!зувати загалышй прибуток (утил!тарне р!шен-
ня). Вопо описуеться екстремалыюю задачею

тах.

Розв'язок мае задовольняти умову

зв1дки ^\+ ^2= (а -с)/ 2Ъ.
Зауважимо, що деяк! з наведеиих тут класичних р!шень суперечать

висиовкам сучасно'! теора 1гор.

2.10. ТЕОР1Я ПОВЕДШКИ
БАГАТОПРОДЖТОВО'1 Ф1РМИ

Теор1ю повед!нки однопродуктово! ф1рми, розглянуту вище, можна по-
ширити па б!льш загальний випадок багатопродуктово! ф!рми, яка вироб-
ляе дов1льну к!льк1сть п вид!в продукцН (п > 1) , використовуючи при цьому
т вид1в витрат.

Якщо позиачити через ^^ р]веиь випуску продукцп виду г, то загалышй

випуск продукц!! ^ е и-вим1рним вектором <7 = (^)1-_|п- Гснують р1з!Й
п1дходи до опису технолопчних зв'язк!в М1Ж векторами випуску продук-

цЛ ^ багатопродуктово'Г ф!рми та а' вектором витрат х = \х^ ] ._ , тобто

ДО ОПИСу ВИробнИЧО! фуНКЦ11 ф!рМИ. ЗПДНО 3 ОДНИМ 13 НИХ П1ДХОД1В, ВИ-
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робнича функщя У задаехься як векторна функщя у просхор! вихрах ф!рми
К™, значениям яко? е векхор максимально можливого кшцевого випуску
при заданому векхор! вихрах х:

7- = /^ (д;Ч, г - 1, ... , п - окрем! виробнич! функцп, а

п
V4* 1 * л

X • — У X • / -— 1 ТН

1 = 1

1=1 И
Якщо позначихи через р — (р^) ~' векхор ц!н продукци, де

одшел И продукцп, то функц!я доходу Л махиме вигляд

а функщя прибухку ф!рми -- вигляд

- х-ио =

(2.104)

ц!на

(2.105)

(2.106)

де да = (^у) - векхор цш на вихрахи.
Шдкреслимо, що в модел! багахопродукхово! ф!рми (2.103) —(2.106)

кожиий вид продукцп ф!рми вважаеться к!нцевим ! не використовуехься
на виробницхво шших вид!в продукц!!'. У випадку, коли це не хак (часхи-
на продукщ I кожного виду може вихрачахися на вигоховлення !нших вид!в
продукци), похр!бно розглядахи б!льш складну модель, в якш виключаехься
можлив!схь крахного рахунку вихрах ресурсов ! продукцп.

У довгостроковш задач! багахопродукхова ф!рма з моделлю (2.103) -

(2.106) вибирае векхор вихрах (х1, х2, ... , х"\, де х1 = (хгЛ] = 1; т -
вектори окремих витрат на /-ту продукщю, щоо максим!зувати прибухок:

за умов х > 0, х2 > 0, ... ,хп > 0 . Необх!дними умовами ексхремуму е:

' \ I
• — и~

дх]- дхг

}

дп
- т

дх}
Рг' -да,- с1- = О-Су V,

х]- > 0; г = 1, ... , п; ;' = 1, ... , т.
.7

Таким чином, для кожноГ виробничо! функц!'! Р^ (хг\, пов'язано! !з ви-
пуском г-го виду продукцп, виконуюхься неокласичш умови опхималь-
ност!.
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1ншим б!льш агрегованим пщходом до опису повед!нки багахопродук-
тово! ф!рми при викорисханн! т вид!в вихрах е задания функцн випуску
у вигляд! неявно! функщ! вихрах

1( ... , ^п• хг (2.107)

причому, щоб в!добразихи загалып законом!рносх! виробницхва, як прави-
ло, вважаехься, що

= 1, ... , п; / = 1 т.

Фуикц!я прибутку п визначаеться ход! як

п т

(2.108)

(2.109)

Умови р!вноваги ф!рми з моделлю (2. 107) -(2. 109) знаходять у дов-
госхроковому перюд! як розв'язок екстремалыкл задач!

(2.110)*) = 0; ̂  0; х > 0 .

Викорисховуючи функцию Лагранжа Ь^, х, Я) задач! (2.110)

1^, х, А,) = ^р-xи) + XФ(^, х), (2.111)

де А •- множник Лагранжа, можна записахи необхщн! умови р!вноваги у
вигляд!

^ = (р)#+А^ = 0; ̂  = -(ш)# + А^ = 0; (2.112)
Э<7 Эд Эд: Эх

якщо вважахи, що вс! види вихрах використовуються, а вс! види продукц!!
випускаються.

Ураховуючи, що перш! два р!вняння в умовах р!вноваги (2.112) е век-
торними ! мають вим!рносх! п ха от, усього маемо (п + пг + 1) р!вняння для
визначення невщомих \, х\, ... , хт, ^<^, ... , ^п. У скаляршй форм! умо-
ви р!вноваги (2.112) маюхь вигляд

г = 1, ... , п , } - 1, ... , т. (2.113)

Задач! та вправи

2.1. Для приклад1в 2.4 — 2.8 обчисленням перев!рити наведен! в них значения ела-
стичностей виробництва 1 зам!щсння е та о.
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2.2. За економетричними оцшками на щдстав! даних економ!чно!' статистики 1960 —
1995 рр. виробнича функщя валового внутр!шнього продукту (СОР) США мала
вигляд

Р(К, 1) = 2,248К°'ШЬ°-Ш.

Розрахувати окрсм! ефективност! ресурсов та загальну ефектившсть виробництва.
Знайти масштаб виробництва як середне геомстричнс тсмп!в зростання ресурсов, ура-
ховуючи, що СОР США в щ'нах 1987 р. зр!с з 1960 по 1995 р. у 2,82 раза, виробнич!
фонди зб!льшилися в 2,88 раза, а чисельшсть зайнятих шдвищилася в 1,93 раза.

2.3. Псрсв!рити, що виробнича СЕ5-функц!я при (3 — > -1 прямуе до лшшно!' ви-
робничо!1 функцн, при (3 — > 0 - до виробничо!' функци Кобби — Дугласа, а при
Р _» оо - до виробничо!' функщ!' Леонтьева. Знайти зв'язки парамстр!в граничних
функщй та СЕ5-функци.

2.4. Псрев!рити, що для виробничо!' функцп Р\(х\, .г2) = х2 №х\ + Х2} '• \^х\ + Х2)
граничний продукт МР2 спадае, середнш продукт АР 2

 нс спадае, для функцп

^"2 (•*•!> Х2) ~ Х2 И*/ + Х2) I \$х\ + Х2 ) серсдшй продукт АР 2 спадае, а граничний

МР2

 не спадае. Таким чином, трактування деякими економ!стами закону спадно!'
В1ддач1 як зменшення середнього, а не граничного продукту е незалсжною концепщею
цього закону в!дносно класично!' концслцп, наведено!' в п. 2.3.

2.5. Нехай (2 = Р(К, V) — виробнича функщя в агрегованому простор! витрат
двох виробничих фактор!в: /, — пращ та К — виробничого катталу (основних ви-
робничих фонд!в). Якщо Р е л!н!йно-однор!дною функшею, то вона заложить т!льки
в!д фондоозброеност! Н = К / Ь . Введемо функцию { (Н) = Р(К / 1., I) = (^ / Ь = у, ас

у — середня лродуктившсть пращ. Знайти через /так! показники, як: 1) граничну
продуктивщсть пращ V = дР/д^; 2) граничну фондовщдачу г = дР/дК; 3) кос-
фщ!ент еластичност! за фондами а = (дР /дК)(К / (}); 4) еластичшстъ за працею

2.6. Довести, що коли хоч один 1з коефщ!ент1В еластичност! а, (3 за ресурсами
виробничо'1 функцп Р(К,Ь) (див. полередню задачу) не заложить вщ и, то Р е функ-
ц!ею Кобби — Дугласа.

2.7. Л1н1йно-однор1дна виробнича функщя, для яко! {'(К) > 0 , {"(К) < 0 , /'(О) = 0 ,

Нт^_)„/'(А) = <«> , Нт^.^о /"'(А) = °° , Нт/,^^ ('(К) = 0 (див. вправу 2.5), називаеться
неокласичною. Показати, що функщя Кобби — Дугласа е неокласичною за умов
6,-е (О, 1), 1 = 1, 2, Ь{ +Ь2 = 1 .

2.8. Граничною нормою замши .5^ прац! Ь та зам!ни 5̂  кап!талу К для виробни-
чо! функцИ (3 = Р(К, Ь) називаються величини 5К = -(Ж /Э1) 1 5/_ = -(31 /дК) за
умови (} = сопк1. Знайти 5̂ , та 5/_ для однорщноУ виробничо! функцп через / (див.
вправу 2.5).

2.9. Довести, що коли норма замши 5 лшшно-однорщно! функцн Р е сталою (не
заложить в!д фондоозброеност! 6), то Р(К, Ь) = АК + В1* , де А, В — константи.

2.10. Довести, що для лшшно-однораджи виробничо! функцН' Р з функщею про-
дуктивност! пращ { (див. вправу 2.5) розв'язок диференц1ального р!вняння

а ^ 1, дае СЕЗ-функщю, а при а = 1 — функщю Кобби — Дугласа. При цьому пока-
зати, що параметр ст е сластичтстю зам!ни.

2.11. Знайти виробничу лшшно-однорщну функц!ю Р, для яко! коеф!щент елас-
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тичност! за фондами а = (&/"')//" мае вигляд:

«(*) = Ч—

2.12. Нсхай виробнича функция (^ = Р(х^, д;2) мае стадий дохщ в!д розширсння
масштабу виробництва. Перев1рити, що: 1) р1внопропорц1йна зм!на витрат не впли-
вае на граничний та серсднш продукти, як! залежать титьки вщ сп1Вв!дношення витрат
х\ / х-} • 2) граничн! та середт продукти обох вид!в витрат е спадними функщями

витрат; 3) еластичщсть зам!щення о мае вигляд причому а

е функц!ею х2/ %\', 4) при заданих ц!нах шлях розширсння е променом, що прохо-
дить через початок координат, а функщя видатив — лшшна.

2.13. Виробнича функщя (} = Р(х) е суперадитивною, якщо Р(х + у) > Р(х) +
+ Р(у), х, у е К"' . Довести, що: 1) Р дае зростаючий штегральний дох!д в!д
розширення масштаб!в виробництва, тобто /г(ссг) > аР(х) , алс не мае просто зростаючо-
го доходу вщ розширення масштаб!в виробництва; 2) коли додатково Р(х + у) =
= Р(х)+ Р(у) при х = су, с = сопз1 , то Р мае стадий дохад вщ розширення масштаб!в
виробництва.

2.14. Знайти функцп попиту на витрати виробництва та функцп пропозицн на
випуск проду кцп для ф!рми з двома видами витрат 1 виробничою функщею: 1) Коб-
би— Дугласа; 2) Леонтьева; 3) СЕ5.

2.15. Дослщити пор!вняльну статику для випадку компенсовано!' змши в оплат!
одного виду витрат, де компенсащя, що мае форму змши щн продукцн, гарантуе
незм1нн1сть оптимального р!вня и випуску. Показати, що загальний ефект в оплат!
одного виду витрат можна под!лити на вплив замши, коли випуск продукци зали-
шаеться незмшним, та на вплив масштабу виробництва, за якого обсяг випуску про-
дукци змшюеться.

2.16. Ф!рма персбувае в умовах конкуренци гз вказаним нормуванням, якщо вона
поряд !з платою за виробнич! витрати повинна сплачувати держав! вказану плату йг-

за одиницю'використаного виду витрат г, причому < /, де загальний

обсяг кошт!в, що надаються ф!рм!. Розглянути задачу ф!рми в умовах конкуренц!! !з

вказаним нормуванням, вважаючи !нш! умови такими самими, як ! в неокласичнш
задач! однопродуктовоТ ф!рми. Вивчити нов! умови р!вноваги, функцН попиту на ви-
трати та функцп пропозицп на випуск, а також пор!вняльну статику ф!рми.

2.17. Функц!я виробничих видатмв С(<2) характеризуе м!н!мальн! видатки ф!рми
при виробництв! р!зних обсяг!в продукц!!' (^, дс витрати закуповуються на конкурент-
ному ринку. Знайти С(()) для ф!рми !з виробничою функщею Кобби — Дугласа в
умовах досконало'Г конкуренцп. Показати, що С((}) = А(}'1, де е — сластичшсть
виробництва, ! що оптимальний випуск продукц!!' зд!йснюеться при 0 < 6 < 1.

2.18. Одним !з поширених п!дход!в до опису виробничо!' технолог!'! в концспци
«складов! витрати — складовий випуск» е анал!з способ!в виробничо! д!яльност!, за
яким багатопродуктова ф!рма вибирае нев!д'емн! р!вн! !нтенсивност! способ!в вироб-
ничо! д!яльност! г/1, ... , у,, для випуску п вид!в продукцп 0|, ... , <2п , дс вектор

пов'язаний !з вектором способ!в виробничо! д!яльност!

' '

випуску (2 = ( {

У = \У]} ' лшшною Функщею О = Лг/ , в як!й матриця А = (а;,)._'
випуск продукц!!' при одиничних !нтенсивностях способ!в ( а^ е к!льк!стю продукцИ
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виду г, що виробляе ф!рма, застосовуючи одиничну штенсившсть/-го способу вироб-

ництва). При цьому ф!рма використовуе вектор витрат хп = (хг~)*^ вигляду

х =Ву , де В = (ЬГ,)'!1 - задана матрица. Дослщити оптимальш р!вш способ!в

ВИробнИЧО! Д1ЯЛЫШСТ1 ф!рМИ И умОВИ, 33 ЯКИХ р1В6НЬ Д1ЯЛЫЮСТ1 6 НуЛЬОВИМ.

2.19. Нехай ф1рма-монопол1ст характеризуеться афшною функщею граничного
валового доходу МК (а) та квадратичною функщею граничних видатмв МС (а),
причому МК^) = а-Ъд, МС (</)= с-Лц + еа2, де вп параметри а, Ь, с, и, е -
додатш. Знайти: 1) валовий дохщ К, видатки С, попит 1 ссредш видатки АС; 2) при-
буток, що максим!зуе випуск продукцп, та максимальний прибуток; 3) ставку акциз-
ного збору (податку з единиц! товару, що продаеться), яка максим1зуе дохщ вщ по-
датеив; 4) найб!лыпу цшу, що максим!зуе випуск продукцп.

2.20. У ф1ри1 Баумоля метою мснеджер1в е максим!защя обсягу продажу при
обмеженнк не можна знижувати прибуток нижчс заданого р!вня. Визначити р!вно-
важш витрати та випуск 1 дата опис результате пор1вняльно1 статики для ф]рми
Баумоля. Провести пор!вняльне дослщження впливу акцизного збору, податку на
валовий дохщ вщ продажу та податку на прибуток для ф!рми Баумоля 1 класично!
ф!рми з аналопчними показниками, що прагне до звичайно! максим1зацп прибутку.

2.21. Знайти оптимальну множину вибору змшних для дискрии1нуючого монопо-
листа, який продае свою продукц!ю на двох р^зних ринках 1з заданими функциями
попиту. В якого монопол!ста буде б1льший випуск - у дискримшуючого чи у нсдис-
крим1нуючого?

2.22. Витрати на рекламу можуть зб!лыпити валовий дохщ К, але при цьому змен-
шити загальний прибуток п = К ( д , А)-С(д)-А , де с/ ~~ випуск продукцп, А -
витрати на рекламу, причому (дК/дА)>0 . Знайти умови оптимальних витрат на
рекламу.

2.23. € г конкуруючих ф!рм, причому функщя попиту ф*рми з номером /'на витра-

ти 1-го виду мае такий виг ляд: '̂ =^'(р, щ ют), г = 1, ... , те; ( = 1, ... , г, де

шна продукцп, а ~ ц!на витрат. Загальний попит Е = (а Л
V 1>]=\,т

т ВИД1В витрат е сумою шдивщуальних функцш попиту Е • =

Показати, що виконуються стввщношення —— = ——^-, г, / = 1,

МОДЕЛ1 РИНКУ
I ТЕОР1Я ЗАГАЛЬНО!
Р1ВНОВАГИ

На основг математичних моделей споживання та виробництва, розгляну-
тих у попереднъому роздглг, можна сконструювати математичт моделг рин-
ковог економши, об'еднавши повестки споживачгв та фгрм в едину систему.
Тат ринковг економгчнг агенти, як споживачг, в ролг яких виступаютъ до-
машт господарства, а також виробничг тдприемства — ргзномангтнг фгрми,
корпорацп тощо, взаемодгютъ на двох типах ринкгв — ринку продуктов (то-
варгв та послуг, що виробляютъся I пропонуються фгрмами) та ринку факта-
ргв виробництва (працг, виробничих ресурсгв, наприклад грошового катталу,
землг, власниками яких е домашнг господарства).

Домашнг господарства (споживачг) отримуютъ доходи вгд продажу фак-
торгв виробництва на ринку факторгв г використовуюгпь гх для придбання
споживчог продукцгг на ринку товаргв та послуг. Фгрми застосовують при-
дбанг факторы для виробництва продукцгг. Задачг теоргг загалъног економгчног
ргвноваги полягаютъ в аналгзг взаемодгг домашнгх господарств та тдприемств
у термгнах цгн, обсяггв товаргв г витрачених ресурсгв. При вивченнг економгч-
ног взаемодгг мгж споживачами та виробнгжами чгльне мгсце посгдають опис
г дослгдження умов, необхгдних для гснування ргвноваги мгж попитом та про-
позицгею на-обох типах ринкгв, встановлення обставин, за яких подгбна ргвно-
вага гснуе та е единою, а також аналгз гг стшкостг.

3.1. НАЙПРОСТ1Ш1 АГРЕГОВАШ МОДЕА1 РИНКОВОУ ЕКОНОМ1КИ

(КЛАСИЧНА ТА КЕЙНС1АНСБКА)

При моделюванн! ринк!в та ринково! взаемодИ економ!чних агент!в
використовують дв! основн! концепцИ. Одна з них пов'язана з агрегуван-
ням окремих тишв агент!в у вщповццп сектори економ!ки, зг!дно з шшою,
економ!ка розглядаеться як дезагрегована система, компонентами якоТ е
окрем! економ1чш агенти. 3 анал!тичного боку, агреговаш модел! е 61льш
простими 1 доступними для вивчення та анал!зу.

Обидва типи моделювання використовують модел! виробництва та спо-
живання, розглянут! в попередшх роздхлах.

Для ознайомлення з основними принципами вщповщного моделювання
розглянемо на концептуальному р!вн1 два найпрост!ших вар!анти гранич-
но агрегованих моделей ринково! економ!ки -- класичноТ модел! та мо-
дел! Кейнса.
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Класична модель ринкогнм екоиомши Грунтуеться на опис! економши
з досконалою копкуренщею и охоплюе описи взаемодп ринк!в робочо!
сили (пращ), грошей 1 товар!в.

Ринок пращ, як 1 шил ринки, описуеться за допомогою фупкщй попиту
та пропозицП цього агреговапого фактора, а також умов р!вноваги м!ж
попитом 1 пропозищею. Фуикщя иопиту будуеться на таких припущен-
нях: 1) ф!рми е повшстю конкурентними при пропозицП товар!в та най-
му пращ; 2) за шших однакових умов граничний продукт прац! спадае з!
зростанням юлькост! прац!.

Розглядаючи весь виробничий сектор економши як одне велике тдпри-
емство 1 позначаючи через П його прибуток, припускаемо, що вс! факто-
ри виробиицтва, кр!м прац! Ь, е ф!ксованими:

П = рр (К, (3.1)

де р -- цшовий шдекс агреговано! продукцП; р - виробнича функщя
економ!ки; да — шдекс цши агреговано! прац! Ь; К •- агрегован! вироб-
нич! фонди економ!ки.

Тод! необх!дпа умова першого порядку максимуму прибутку мае вигляд

эп-,,эр; _ 0ъь~ръь ю~
1 е достатиьою, оск!льки за припущенням 2)

Подавши сп!вв!диошення (3.1) у вигляд!

ЭТТ „д2Р

дГ

п ^ V/ .

дЬ2

та продиферешцю-

вавши його за параметром
зарплати, отримаемо

ЗВ1ДКИ

/ р, який можна вважати !пдексом реально!

д'2г}(
\Ъ(и/р)\

4

——.—г < О (ОСК1ЛЬКИ :

Таким чином, попит на працю Ьо =Ьр(ио/р) е спадною функшею
реалыю'Г зарплати. Для пропозицп прац! Ь5 - Ь5 ( г ю / р ) прилустимо, що
вона зростае при зб!льшепн! т/р.

Взаемод!ю 1^о та Ь5 на ринку прац! граф!чно зображуе модель Мар-
шалла (рис. 3.1), в!дома як <<маршалл!в хрест», або «ножиц! Маршал-
ла». Р1вповажиий р!вепь реально! зарплати (то / р) визначаеться зб!гом
Ьо ((гю/р)*\ ! 1^ ( ( г ю / р ) * \ , що встаповлюе р!вноважний р!вень викори-

стаиня прац! Ц (або р!веиь зайнятост!). При (гв /р} > (ш/ р)* виникае
иадлишок пропозицИ над попитом Ь$ (гю / р) > Ь^ (иа / р], що призводить
до падшия и)/р п!д впливом безроб!ття, ц!ии також знижуються, але в
мешшй пропорцп, шж гю /р, яка прямуе до р!вноважного значения (гю/ р)*'.
При ( г ю / р ) < (и>//?)*ринков1 сили змушують пщприемщв пщвищувати
гю/р через нестачу робочо! сили, що штовхае гю/р до (гю/р)*.
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Рис. 3.1 Рис. 3.2

Ринок грошей описуеться функщею попиту на грош! Мо , яка визна-
чаеться р!внянням П!гу

(3.2)

де У - шдекс валового внутр1шпього продукту (ВВП - - СВР); р -
середнш шдекс цш; Ъ — коеф!ц!ент пропорц!йност! («кембриджський кое-
ф!ц!ент>>), а також екзогепно задацим значениям пропозицИ грошей М$.

Граф!чно Л11П1 попиту та пропозицИ грошей зображено на рис. 3.2,
причому для кожного У маемо свою лшио попиту, р* позначае р!вноваж-
ний !ндекс цш. Якщо при заданому ВВП У цша р < р*, то спостер!гаеться
надлишок пропозицИ грошей М5 - Мо (р) > 0, ! ц!ни починають зростати
до р1вня р*.

На ринку товаров розглядаються два типи товаров — споживч! и 1нве-
стивдши, попит на як! С = С(г) та / = /(г) в!дпов!дно е функщею норми
(або ставки) в!дсотка г, причому С (г] ! I (г) е спадними функц!ями г,
осюльки при зростанн! г стають б!льш виг!дними заощадження. Загаль-
ний попит на товари (планов! видатки) Е(г) = С(г) + 1(г), а пропозищя
товар!в У е функщею р!вня зайпятост! У = У (Ь) . Отже, р!вноважш р!вн!
використання прац! 1», ставки г„ та ВВП У„ визначаються р!вн!стю

Об'еднавши р!вняння та умови, що описують ринки прац!, грошей 1
товар!в, маемо повну класичну модель ринково! економ!ки в найпрост!ш!й,
гранично агрегован!й версН:

(3.3)

(3.4)
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де ст'ввщношеиня (3.3) описують ринок пращ, стввщношення (3.4) -
ринок грошей, а стввщношення (3.5) -- ринок товар!в. Тут кожний 1з
ринюв задаеться функщями попиту 1 пропозицп, а також точкою р!внова-
ги. Вел точки р!вноваги разом |(ю/р)*, р^, г*, 1„, У.) характеризують
стан загально'1 р!вноваги економши.

Розглянута вище класичпа модель давала змогу розв'язувати задачу
пошуку р!вноваги в економщ! в умовах повно! зайнятост!. Модель Кейн-
са, розроблепа в 1936 р., пропонувала вщповш на проблеми, що вииикли
у зв'язку з кризою перевиробництва та масового безробптя у перюд Ве-
лико! депресп 1929— 1933 рр. Головне питания полягало в тому, як досяг-
ти р!вповаги, коли економша далеко вщшшла вщ р!вноважного стану 1
сталося масове безроб!ття. Вщповщь полягала в особливш регуляторшй
екопом!чшй полшед! держави, осюльки автоматично д!юч! ринков! сили
без утручання держави були не в змоз! гараптувати досягнеиия р!вноваги
(в загалыюму випадку за наявност! безробггтя).

Розглянемо найпростший вар!ант модел! Кейнса 1 порхвняемо його з
класичною моделлю. В модел! Кейнса д!ють три типи активов: грош!, обл!-
гацп та ф!зичний капитал К. Тут вщносну цшу грошей, виражену в обл1-
гащях, характеризуе ставка в!дсотка за обл1гац!ями, 1 припускаеться, що в
умовах р!вноваги норма прибутку на К (тобто на запас швестицшних
товаров) дор!вшое ставц! доходу за обл!гащями. Таким чином, модель дае
змогу простежити, як грошово-кредитна политика впливае на виробництво.
Наприклад, ем!с!я грошей зумовлюе збыьшення грошовоГ маси, що змшюе
пропорцн обм!ну м!ж грошима и облигациями. При зб!льшенн! грошей !х
збер!гатимуть пльки за умови зниження норми вщсотка на обл!гацп, при
цьому норма прибутку теж мае спадати через зв'язок м!ж о6л!гащями та
кап!талом.

Ум.ова максимуму прибутку П = рР(К, Ь)-гК мае вигляд ~^- =
о дК

Отже, гранична продуктившсть капиталу (фонд!в) у варт!сному вим!-
эс4

рюванн! дор!внюе норм! прибутку (ставц! вщсотка) г, тобто р ~- = г.

Зниження г спричинюе спад дР /дК , а оскьтьки дР /дК зменшуеться
при зростапн! К, спад г припускае зб1льшения попиту на 1нвестиц!йн1
товари, а отже, и на вс! товари в щлому. Це означае, що пом!рне зб!льшеи-
ня грошово! маси зумовлюе зростання попиту па товари ! в)дповщно
зб!льшепня пропозицп товар!в, тобто зростання к!нцевого продукту.

Якщо з якихось причин загалышй попит Е на продукщю виявився
меншим вщ пропозиц!!' У,, при повшй зайнятосп, то, як вважав Д. М. Кейнс,
фактично вироблений к!пцевий продукт У дор1внюватиме попиту Е, тобто
У < У*, що негайно вплине на обсяг використано! прац! 1^, який буде мен-
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тним за !„ = 1\(ио/р)*} в класичшй модел!. При цьому р!зниця I* -Ь
визпачить р!вень безроб!ття.

Отже, основн! особливост! моде л I Кейиса поргвпяно з класичною мо-
деллю так!: 1) р!вновага на ринку товаров досягаеться при р!впост! попи-
ту та фактично! пропозицп; 2) фактичиий попит на працю визпачаетъся
фактично затребувапим продуктом, ! р!вновага на ринку пращ може бути
досягнута тод!, коли ринок товар!в перебуватиме в р!вноваз!.

У класичзпй модел! р!вновага встаиовлювалася при пови!й зайнятост!
та р1вн! реально! плати за працю (но/ р}* , то визначався умовою
Ь[) ((»//>)*) = Ь*, де /^ -- обсяг пращ при повшй зайпятост!. При цьо-
му р!вповажний обсяг кшцевого продукту У* визначався р!вшстю

Якщо позначити через ^^(^) функц!ю попиту па обл!гац!1 залежно вщ
в1дсотково1 ставки, то в щлому розглянутий найпросгпший вар!аит модел!
Кейнса можиа подати як таку систему сшввщношень:

», =1-0 (У);

М5=М5,

У -У(1), У = Е,

(3.6)

(3.7)

(3.8)

де сгпввщношепня (3.6) описують ринок пращ, сшввшюшення (3.7)
ринок грошей, а сп1вв1дношення (3.8) -- ринок товар!в.

Розглянемо р!вновагу па ринку товар!в у найпрост1ш1й модел1А ко-
ли функци С (У) та 1(г) е аф1иними, тобто С(У) = С + с'У , де С
автопомне споживання, с - гранична схилыпсть до споживання,
с = (1С / (1У , 0 < с < 1 , причому I (г) = I - {г , де I - автономш швес-
тиц1йн1 видатки, С -- чутлив!сть 4нвестищйнйх видатк1в до порми про-
цента г, тобто /' = -—-> 0 .

аг
У фазов!й ПЛОЩИ1П сташв економши, що характеризуються парою па-

раметр!в (У, г ) , умова р1вноваги У = Е па ринку товар!в мае вигляд

У = Г-/г,

тобто лппя р1вноваги на ринку товар!в (л!Н1я 1нвестиц1Й та заощаджень
/5 ) е прямою, яка описуетъся аф!нною функц!ею

У =
1-е'; ^1-^

спадною за г, а отже, при фшсованому г !снуе едине р!вноважне значения
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Рис. 3.3

Розгляиемо тепер р!вновагу
на ринку грошей у припущешй,
що попит на обл!гаци Ь^(^) е
афппгою функгцею г, тобто ̂ ^ (г) =
= 1г-]г, де Н - автономний
р!вень видатк!в на обл!гац!!', а
} — чутлив!сть ^^ до г, причо-

с1Ьп(г}
му ; = > 0. Тод! умо-

ва р!виоваги М$ = Мо матиме
вигляд:

Мг-1г /у _

тобто лппя р!вноваги на ринку грошей (лш1я грошей ЬМ ) е зростаючою
афшною функщею г, а отже, при фшсоваиому г !снуе едине р!вноважне
значения Ум (г).

Загальна р!вновага на ринках грошей I товар!в досягаеться при

^ ( г } = ^М\Г*}~У* (ТУТ г* " р!вноважне значения норми в!дсотка

г), причому точка р!вноваги (у*, г *) (тобто точка перетину лшщ 15 та

ЬМ) - - едина. Сукупна р!вновага на ринках грошей та товар!в одно-
значно визпачае фактичну потребу у пращ 1$ , тобто У * = Р (К, 1$).

Загальну граф!чну !люстрац!ю встановлення р!вноваги у модел! Кейнса
показано на рис. 3.3. У першому квадрант! зображено лш!!' /5 та ЬМ, у
четвертому квадрант! - - виробничу функщю економ!ки ВФ як функщю
змшно! Ь, у третьему квадрант! -- крив! попиту та пропозицп на пращо.

Отже, причини! (каузалып) зв'язки спрямовано тут в!д ринку товар!в !
грошей до ринку пращ через ВФ, причому ринок пращ не е визначальним.

Якщо класична модель припускае автоматичну тенденцию до повно!'
зайнятост!, то в модел! Кейнса вона в!дсутня, ! р!вновага може встановлю-
ватися при неповн!й зайнятост!. Для переходу до стану повно'! зайнятост!
потр!бна спец!альна державна пол!тика.

3.2. МОДЕЛ1 ВАЛЬРАС1ВСЬКОГО ТИПУ

За допомогою цих моделей вивчають економ!ку в дезагрегованому вигля-
д!. 1х складовими компонентами е окрем! виробники (тдприемства, ф!рми)
та окрем! споживач! (домашн! господарства, привата! особи). Тсторично
модель Вальраса1 була першою великою економшо-математичною моделлю,
що формулювалась автором на формал!зовашй мов!, близьк!й до сучас-
но1. 1деГ, покладен! в 'и основу, справили великий вплив на моделювання
екоиом!чних процес!в. Наприклад, поняття конкурентно! р!вноваги, що е

'Вальрас Леон Еспр! (1834 — 1910) — видатний швейцарський еконолпст, заснов-
ник сучасного математичного напряму в економ!ць
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ядром модел! Вальраса, дал! трапсформувалося у поняття динам!чно1 р!в-
понаги в модел! фон Неймана, а опис виробничих процес!в у моделях
Леонтьева «витрати —випуск» також пов'язаний з !деями, що беруть свш
початок у модел! Вальраса.

Спишмося опечатку на класичному вар!аит! модел!, де розглядаеться
сконом!ка з Я споживачами, Е шдприемствами, п типами продукц!'! та т
типами виробничих ресурс!в (витрат). Нехай р± позначае ц!ну г-го типу
нродукц!!', а ж> - щ'иу ;'-го типу витрат. Припускатимемо, що екоиом!ка
с конкурентною у тому розумшш, що вс! споживач! та ф!рми д!ють за
наданими ц!нами. Споживач!, перебуваючи у межах сво'!х бюджетних обме-
жеиь, намагаються отримати максимум задоволення сво1'х потреб в!д при-
дбання продукц!!', а виробники прагнуть до максим!зац!1 прибутюв в!д
виробництва.

Нехай ге: - к!льк!сть первинних ресурс!в виду /, що закуповуються
ф!рмою е, а ^1 - обсяг випуску продукц!!' г, який продаеться ц!ею ф!рмою.
Тод! прибуток пе ф!рми е визначаеться як

(3.9)
1=1

або у векторн!й форм! пе = ̂ ер -гею, е - 1, ... , Е. Кожпа ф!рма максим!-
зуе св!й прибуток при обмеженн! у форм! виробничо! функц!!', яка в не-
явшй форм! записуеться так: Фе \ае, г \ = 0, е = 1, ... , Е.

Год!, зпдно з (2.112), (2.113), необхщн! умови оптимального вибору
обсягу продукцп та витрат ресурс!в ф!рми е мають вигляд

(3.10)

де Xе - йевщ'емний множник Лагранжа задач! ф!рми.
Таким чином, для визначення (т + п + 1) нев!домого ^<^ , г = 1, ... , п , г? ,

7 = 1 , ... , т, Xе маемо р!вняння. Оск!льки р!вняння (3.10)

описують виб!р кожно! ф!рми, загалом виходить Е(п + т + \) р!вняння.
В економщ! д!ють також Я споживач!в, кожей з яких волод!е певним

набором виробничих фактор!в (наприклад, робочою силою), як! вш може
продати па ринку фактор!в виробництва и отримати дох! д. Кр!м того,
кожиий споживач може мати свою частку у ф!рм! та отримувати в!дпо-
в!дну частицу П прибутк!в. Загалышй дох!д в!д продажу фактор!в вироб-
ництва и участ! у справах ф!рм споживач використовуе для закуп!вл!

товар!в ! послуг на ринку продукцн. Нехай х\ - к!льк!сть г-\ продукц!!,

закуплено!' споживачем, а у • - к!льк!сть ;'-го фактора, проданого спожи-
вачем /г. Тод! корисшсть, отриману споживачем /г в!д товар!в та послуг, а
також в!д продажу фактор!в, можна охарактеризувати функц!ею корис-

у*), да **-(*?).. ,УН=(У'])., •/ \ /1=1, я ' ' ' ]=\,т
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Бюджетне обмеження для споживача /г мае вигляд

+
Е п

**••** - (зло

де перша сума зл!ва виражае загалышй дохщ в!д продажу фактор!в ви-
робництва, друга — дох!д споживача як власника виробництва (тут з 'е

частка участ! споживача Н у ф1рм1 е}, права частина показуе загалып
видатки споживача.

Якщо ввести вектори 5Л = (^''е] е=1'-Б

) л = (пе } е=1 Е, то бюджетне обме-

ження (3.11) у зектортпй форм! мае вигляд у п> + тк =х р. Задачею
рационально! повед1пки споживача е

; /а; + го*=л*р. (3.12)

Функшя Лагралжа щел задач! задаеться виразом $ =11>1(х1г, г/ Л ) +

+ ц (у да + Л5 г - х р ] , де ц г - множник Лагранжа для споживача Н.
Поведшка споживача описуеться системою р1вняиь, що виражають умови

максим1зацп корисност! в задач] (3.12):

-х1гр = 0.

Це дае (п + т + 1) скалярне р!вняння з (и + те
'. Р1вняння (3.13) можна переписати у б!льш зручному вигляд!

(3.13)

невщомими х11, у1г,

<эц _ н п. о Ц _ _ -п"тп- и ш + га -XV ( 3 1 4 )
Э.г А Эг/ '

Осюльки щ р1вняння виконуються для кожного з Н споживач1в, зага-
лом маемо (п + те + 1)7/ р1внянь з такою самою к1льк1стю невадомих.

Системи р1вняиь (3.10) 1 (3.14) описують р1вновагу виробниюв та спо-
живач!в окремо. Наступна трупа р]внянь пов'язана з 1'х ринковою взае-
мод!ею 1 виражае 1хню взаемну рхвновагу як р!вшсть загалыюго попиту
на будь-який товар або фактор загалыюГ пропозицп цього товару чи
фактора. Така взаемна р1вновага на товарному ринку породжуе п р1вняш>

н Е
Е П \"* С / о л г- \

X• ~ 7 П • 1 — п | " \ 1 л )Л1 ^Чг> ' ~ 1> ••• ) '*) у ^ . ^ ^ У
А=1 е=\

а взаемна р1вновага на ринку фактор!в породжуе т р!внянь

Я Е
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Таким чином, маемо ще п + т р!впянь взаемно! р1вноваги.
Загалом системи р1вняиь (3.10), (3.14) —(3.16) описують р1вноважний

стан ринково! економ!ки 1 складаються з (п + т + \)(Е + Я)+ (п + т) ска-
лярних р!внянь.

Однак, зпдно з основною р1вшстю теорИ загально! економ1чно1 р!вно-
ваги (закон Вальраса), загалышй попит мае дор1внювати загалыпй про-
ПОЗИЦ11 за будь-яко! системи цш. 1з цього випливае, що одне з цих р1внянь
не е незалежним в!д 1нших.

Для шюстрацп закону Вальраса розглянемо бюджетне обмежеиня (3.11).
Якщо п!дсумувати р1вност1 (3.11) по вс!х Н, ураховуючи, що сума часток
5^'е дор!вшое 1 для кожноГ ф!рми, то матимемо

Н т Е Н п

А=1/=1 е=1 Н=М=\

Р1ВПЯННЯ (3.17) означае, що загалышй доххд всдх споживач!в разом 1з
загальпим прибутком ус!х ф!рм дор!внюе загалыпй вартост! товар!в (цей
висновок використовуеться при тдрахунках нацюнального доходу еко-
номжи).

Користуючись визначенням прибутку (3.9), маемо

н т

А=1;=1

або, трупуючи вирази,

6=1(^=1

Е
А=1

Н п

/г=11=1

е=1

(3.18)

1з виразу (3.18) закону Вальраса випливае, що одне з р5внянь загаль-
Н01 р1вноваги залежить в!д 1нших. Нехай, наприклад, ус! фактори, кр!м
останнього, а також ус! товари е зр!вноваженими:

Шдставляючи щ вирази у (3.18), д!стаемо

С Н Е \

^ 2 ^ - 2 ^ = ° -
^/г=1 е=1 ^

Отже, при гат * 0 мае виконуватися р1вповага на ринку останнього
фактора, а останне р!вияння у (3.16) може бути виведене з шших р1внянь
системи.

Таким чином, зпдно 1з законом Вальраса е (п + т + !)(// + Е) + (п + т - 1)
незалежних р1впянь загалыю! р!вноваги. Розглянемо к!льюсть нев!до-
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мих. Для кожно! ф!рми е !снуе наб!р ^е з п обсяпв продукцп, що прода-
еться, наб!р ге з т фактор!в, що купуються, та множник Лагранжа X е ,
тобто всього е (п + т + \)Е невщомих. Кожний споживач Н характеризу-

еться набором х зп куплених товар!в, набором у \зт проданих фактор!в
та множником Лагранжа ц г , тобто (и + т + \)Н е нев!домими. Кр!м того,
!снують ще щни на товари 1 фактори р та да. Осюльки в умовах модел!, що
розглядаеться, вс! функцп попиту 1 пропозицп е однорщними нульового
степеня (розв'язки задач! рацюнально! поведшки ф!рми при цшах (р, да)
е також розв'язками для цш (ар, ада), а > 0), то вибираючи, примером,
перший товар як одиницю вим!рювання (а = \/Р\) 1 переходячи до в!д-
носнихцш ( р / р < , да/>!)=(!, р2/Р1, ..-, Рп/Р\, Щ/Р\, ••• , ™т/Р\\
маемо (п + т - 1) в!дносних цш. Тому загальна к!льк!сть невщомих (пр'и
В1ДНОСНИХ щнах) дор!внюе (п + т + !)(// + Е)+ (п + т - 1). Таким чином,
система р!внянь загально! р!вноваги (3.10), (3.14) —(3.16) е замкненою
в тому розумшш, що вона мае однакову к!льк!сть незалежних р!внянь
та змшних. Звичайно, це не е ш необхщною, ш достатньою умовою !снування
розв'язку ц!е! системи Оснування загально!' економ!чноТ р!вноваги).

Зауважимо, що щни на продукщю та первинн! фактори виробництва
називаються р!вноважними цшами, якщо виробники I споживач!, ддачи
найкращим чином 1 враховуючи бюджета! та виробнич! обмеження, забез-
печують такий стан справ в економщ!, коли попит на кожний продукт та
фактор не перевищуе його пропозицИ.

Р1вноважними називають також в1дпов1дш р!шення економ!чних
агент!в. Сукуптсть щн р!вноваги та р1вноважних р!шень називають ста-
ном р!вноваги в екоиомщ!.

Основна проблема в загальних моделях економ!ки — 1снування р!вно-
важних ц!н -- чекала на свш розв'язок б!льш як швстол!ття. Були отри-
ман! решения для р!зних вар1ант!в под!бних моделей (якщо не враховува-
ти роб!т А. Вальда, який досл!джував найпрост!ш1 модел! ран!ше). По-
ряд 1з питаниям 1снування загальноТ економ!чноТ р!вноваги, тобто 1сну-
вання для певно! системи переваг 1 виробничих технолог!й такоУ системи
ц!н, що в1дпов1дн1 р!шення економ1чних агентов — виробник1в та спожи-
вач!в — е сумюними, в теор1\' загально! економ!чно1 р!вноваги розгляда-
ються и 1нш1 питания.

Чи досяжний стан р!вноваги, тобто чи досягне економ!ка стану р!вно-
ваги, якщо вона в ньому не перебувала спочатку? Це проблема стшкост!
р1вноваги. Для п дослщження потр!бно мати модел! механ!зм1в реакцп
на розб!жност1 попиту та пропозицп.

Якщо стан р!вноваги 1снуе, е единим 1 досяжним, то як вш змшювати-
меться при змшах технолог!й виробництва та переваг споживач!в? Цим
питаниям займаеться пор!вняльна статика.

Насюльки ефективним 1з погляду загального добробуту в сустльств! е
стан р!вноваги, тобто наск!льки виправданою е гшотеза А. См1та', коли

'См!т Адам (1723— 1790) — шотландський економ!ст, один !з засновник1в класич-
но! пол1тично1 економИ, родоначальник л!берального напряму в економ1чи!й теорИ.
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д!точи з егоТстичних м!ркувань, економ!чн1 агенти досягають максималь-
П01Ч) пщвищення загального добробуту, хоча безпосередньо це не входило
и 1хн1 нам!ри?

В1дм1тимо, що зазначен! питания великою м!рою е незалежними. Мо-
дель економши мае бути досить багатою та складною, щоб з П допомогою
можна було отримати в1дпов1д1 на вс! вказаш вище питания.

Перейдемо до гюбудови б!лыд сучасно! модел! економ!ки вальрас!всь-
кого типу. Нин! для моделювання виробничих процес!в в економщ! за-
стосовуються виробничо-технолопчн! иножини. Цей п!дх!д е б!лып за-
гальним, н!ж використання виробничих функщй. У сучасн!й математичн!й
економщ! кожний конкретний спос!б функц!онування виробництва пред-
ставляють парою вектор!в (г, х), що складаеться з вектора витрат г \
вектора випуск!в х виробництва; така пара називаеться виробничим про-
цесом, або скорочено — процесом. Чисельно г та х е в!дпов!дно к!лько-
стями тишв фактор!в та продукт!в.

У загальному випадку задана виробнича технолопя дае змогу реал!-
зувати багато р!зних процес!в (г, х), Тому ця технолопя, з економ!чно-
го погляду, повшстю описуеться виробничо-технолопчною множиною Т,
що е множиною вс!х виробничих процес!в, можливих за ц!е'Г технолог!!'.

Для деякого процесу (г, х) можуть знайтися продукти як т!, що витра-
чаються, так ! т!, що випускаються (в шших випадках таких продукт!в
може ! не бути - - це залежить в!д конкретно! ситуацп). Важливим е
випадок, коли кожний продукт може витрачатися та випускатися. Тод!
вектори г ! х мають однакову вим!ршсть, а !'хн! компоненти в!дпов!дають
тим самим продуктам, тобто д: = (л^)._, , г = ( гг) г =)п- Р!зниця х^-г^ е
чистим (кшцевим) випуском г'-го типу продукту у виробничому процес! !
мае характер потоку, тобто юлькост! за одиницю часу. При такш ситуац!!
шд технолог!чною множиною Т сл!д розумгги не множину вс!х пар век-
тор!в витрат та випуску (г, х), а множину вс!х вектор!в чистих випуск!в
х — г. Тод! вектор чистого випуску називаеться процесом 13 потоками;
його додатн! та вщ'емн! компоненти зображують реальн! чист! випуски !
чист! витрати в!дпов!дно.

Таким чином, маемо два вар!анти виробничих множин: перший — ва-
риант 13 запасами Т = {(г, х)}', другий — вариант 1з потоками Т = {х - г].

Приклад 3.1. Розглянемо виробничу систему, що складаеться з тдроздтв, кож-
ний з яких виробляе за певною технолог!ею певний вид продукцп, який частково
витрачаеться як пром1жний продукт при виготовленн! вах або частини вид1в про-

дукцп. Якщо А = [а(Л. - матриця виробничих витрат, де а^ -- витрати 1-\

продукцП' на виготовлення одиниц! /-1 продукцН, а х = (•*;);=! „ ~ вектор випуску

продукцп, то виробнич! витрати г = Ах . Таким чином, виробничо-технолопчна мно-

жина Т; для 1-го гпдрозд1лу мае вигляд 7) =|(х;а', хЛ:х^ > 0>, де аг е г'-м рядком
матриц! А. Цю технолог!чну множину описано в термшах запас!в. Очевидно, 7",- е

променем у простор! К , що виходить з початку координат у напрямку вектора

(а1, 1). 1накше кажучи, Т^ е виродженим випадком баг;атогранного опуклого конуса.
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Описана модель виробництва називаеться статичною моделлю «витрати—випуск»
Леонтьева. Бона може використовуватись як в м1кроеконом1чному (шдприемство),
так 1 в макроеконом!чному вар!антах (национальна економ1ка, де тдрозд!лами е
и галузО. Остантй вар!ант модел! буде детально дослщжений у друпй частиш ще!
книги.

Розглянемо модель Леонтьева у вар1ант! з потоками. Якщо А — матрица витрат
виробничо! системи, Еп — единична матриця розмфом пхп, х>0 ~ вектор вало-

вого випуску, то х* - г* = (Еп - Л) х# 1 технолопчна множина мае вигляд Т-

= \(Еп - А) х : х > 0|, тобто е багатогранним опуклим конусом.

Фундаментальш економ!чн! закони виробницхва досить легко сформу-,
лювахи в термшах певних схрукхурних власхивосхей виробничо-техно-
лопчних множин. Оскшьки Т завжди е шдмножиною ск!нченновим!рно-
го евкл!дового просхору, деяк! под!бн! структурн! властивосх! можна оха-
ракхеризувахи, не вказуючи, який вар!анх Т маехься на уваз!.

I. Нездшснентсть «рогу достатку» (неможлившхь виробихи щось !з
н!чого): (1) у вар!анх! з запасами: якщо (г, х)&Т ха г = 0 , хо х = О ; (п)
у вар!анх! з похоками: якщо х & Т и л: > 0 , хо х = 0 .

II. В1дсутжсть зовшшньо! нееконом1чност1, виражена опукл1стю
иножини Т. (Зауважимо, що зовшшня нееконом!чн!сть визначаехься як
взаемний вплив двох одночасних виробничих процеав, що призводихь до
збыьшення вихрах 1 зменшення випуску, 1 навпаки, зовшшня економ!я
зумовлюе шдвищення ефекхивност! процеыв).

Опукла лшшна комбшащя двох процеав з вагами а, Р > О, а + 3 = 1
описуе одночасне ха незалежне функцюнування цих процес1в з шхенсив-
носхями а 1 Р. Якщо для будь-яких процесхв хаке сп1льне функц]онуван-
ня хехнолопчно зд!йсненне, хо в межах хехнолопчно!" множини Т можна
здшснихи не менш як зважену суму вихщних випуск!в завдяки не б1лып
н1ж в1дпов1дно зваженоУ суми вихщних вихрах.

III. Необоротшсть виробничих процес!в (якщо процес виробницхва хех-
нолопчно здшсненний, хо обернений процес, що виробляе як ародукхи по-
чахков! вихрахи з почахкових випусюв, незд!йсненний): (1) у вар1анх! з за-
пасами: (х, у) необоротний, якщо (х, у)еТ , але (у, х)& Т; (п) у вар!анх1
з похоками: х необоротний, якщо х е Т , але (-дг)й Т.

На пракхищ причиною необорохносх! виробничих процес!в е наявшсхь
хаких факхор!в виробництва, без яких воно неможливе. Наприклад, хаким
факхором е праця (нульовий процес, хобхо безд!яльшсхь, е оборотним до
самого себе).

IV. Замкнешсть технолопчноТ множини. У б1льшост! економ!чних
сихуац!й дощлыго вважахи, що коли деякии векхор вихрах 1 випусюв можна
з будь-якою точшстю апроксимувахи хехнолог!чно можливим векхором,
хо 1 сам цей векхор буде хехнолопчно можливим.

V. Закон сталост! питомого випуску незалежно В1Д масштаб!в ви-
робництва. Цей закон означав, що Т е конусом, хобхо Т э аТ для будь-
якого числа сс>0. Таким чином, пропортцйне зб!льшення а> 1 (змен-
шення а < 1) вихрах щодо а зумовлюе вщповщне зб!льшення (зменшен-
128

ня) випуску у хому самому в!дношенн1. Якщо закон схалосг! питомого
нипуску порушуехься, хо деяк! додатн! крахи! хехнолог!чного процесу
можухь бухи недопусхимими, хоч з махемахичного, а не з хехнолопчного
НОГЛЯДу ВОНИ ПОХеНЦ1ЙНО МОЖЛИВ1.

Зауважимо, що завжди Т с: К5 для деякого 5 1 нульова хочка в Л5 в!д-
повщае безд1яльносх1, яка можлива при будъ-якш реальн!й технолог!!.
Охже, дощльно вважати, що завжди Т мютигь нульовий векхор. Кр!м того,
у вар!ант! з похоками вщсухшсть «рогу досхахку» можна записахи як
р!вн!схь Т г*К1 = {0}, а необорохтсть процес!в у Г - як р!вшсхь Т п (-Г) =
= {0}.

Поряд !з виробничо-технолог!чними множинами в сучаснш матемахичнш
економ!ц! застосовуеться и шший загальний вар!ант опису виробницхва

(або виробника) за допомогою багатозначного в!дображення У : К™ —> 2 +.
Тод! довшьна хочка граф!ка Г(^7) цього воображения, хобхо пара (г, х),
де ге К™, хе У (г), е виробничим процесом у попередньому розум!нн!.

При векхор! цш р на продукгцю у випадку, коли розглядаехься хакий
р!вень загальност! (агрегац!!) моделювання, що продукция та фактори
виробництва як!сно не розр!зняються, тобто розглядаеться один ринок, де
вони пролагаться та купуюхься, ! е п вид!в товар!в, прибуток виробника в!д
процесу (г, х) становить (х - г}р . Виробник вибирае кожного разу такий
виробничий процес (г, х)& Г(^р), щоб (х-г)р = тах^г^х^еГ (х -г')р.

Називатимемо под!бний процес (г, х) оптимальним при ц!нах р. Тод!
функщею пропозиц!! виробника називаеться багатозначне в!дображен-

ня Т (р) = {х - г, де (г, х) оптималышй процес при цшах р}. Техно-
лопчна множина Т виробництва в розглянухому шдход! визначаехься

р!вн!стю Т = \х-г : г б К™, .те ^(г)}. Елементи множини Т шод! на-
зивають виробничими планами. При розумних обмеженнях здеб!льшого
не мае значения, чи розглядати граф!к Г (.У) багатозначного вщображен-
ня У (г), чи в!дпов!дну технолог!чну множину Т, оск!льки нас гпкавихь
х!льки чисхий (кшцевий) продукт виробницхва у статичному вар!ант!
модел!.

Кожного споживача /г характеризуватимемо його функц!ею доходу
К^ (р) при цшах р та багатозначною функщею попиху 5Л (р) (див.

(1.34)). Виробник е харакхеризуеться множиною Тв с. К" своТх вироб-
ничих плашв ! функщею пропозицп ^Уе(р), е = \, ... , Е. Множина Те

вважатиметься компактною (п замкнен!сть пояснювалась у властивост!
IV, а обмежешсть означае просто неможлив!схь виробницхва у великих
масшхабах). Дох!д К^(р) споживача Н складаехься з плахи за продаж
ним початкового запасу благ Ь1г (нагадаемо, що розглядаеться агрегована
модель) Ь^р, та деякого доходу /л (р), оск!льки споживач е власником
певно! частки виробництва. Таким чином,

(Р) = <>нР + 1ь (Р), А = 1, - . . , Е.
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Технолопчною множимою економши називаеться алгебрична сума
технолопчних множин Те ус!х виробншав:

а функщею сукупноГ пропозицп виробничого сектора економжи V (р) —
Е

сума V (р) = X Уе (Р)- Нехай У* (р) = {г : г е Т, гр = тахг-бГ г'р] - мно-
е=\

жина плашв, оптимальних для всього виробничого сектора.
Пропозищя 3.1. Планы, оптималънг для всього виробничого сектора,

Е
е оптимальными I для кожного виробника, тобто Т» (р) = ̂  4/

е (р) =
= У(р). е=\

V Справд!, нехай 20 е У, (р), 20 = ̂ =12е> 2е&Т

е'^е^ У е (р). Тод!

аотже,

е=1 е=1

Оск!льки гер < г'ер , маемо гер = г'ер , е = 1, ... , 5 та 2е е Уе (р) для

вс!х е. Звщси 20 е У* (р), тобто У» (р) с У (р), а обернене включения е
очевидним.

Таким чином, можна схарактеризувати весь виробничий сектор економши
сукупною технолопчною множиною Г ! функц!ею сукупно! пропозиц!'!
У(р), забувши про окремих виробнюав.

У модел! вважаеться, що весь дох!д виробничого сектора под!ляеться

м!ж споживачами, тобто ^ 1Н (р) = гр , г е У (р).
А=1

Означения 3.1. Набгр (г* г*Е, ^, ... , ^*н, р*}невгд'емних век-
торге називаетъся конкурентною ргвновагою в економгцг, якщо

<еУ е (р*), е = \, ..., Е, ^еН / г (р*), /г = 1, ... , Я (3.19)

г при цъому виконуютъся умови балансу попиту та пропозицп

Е_ II Н

(3.20)

р = (3.21)
=1

Означения 3.2. Компонент р* конкурентно! ргвноваги в означеннг
(3. 1 ) називаетъся вектором ргвноважних цт. Багатозначне вгдобра-

н
ження Н (р) = 5} Ел (р) називаетъся функщею сукупного попиту,

а вгдображення~
Е н

(р(р) = Ь+'*?1Ч'е(Р), Ь=^ЬН — функщею сукупног пропозицп.
е=\ Л=1

Пропозиц1я 3.2. Функцп Н (р) та ф(р) пов'язат мгж собою стввгдно-
шенням

(3.22)

Якщо Е ( р ) , ?, = е Е1г(р), Ь = 1, ... , Я, то за визначен-

ням Е1г маемо ^нр < Ь/гр + I/, (р) , зв!дки ^р < Ьр + ̂ ^ /А (р) . Якщо

2 6 ф(р) , то 2 = 6 + 2*=1 ге, 2е& Те (р) . Нехай г0 = ̂ =^е. Тод! 20 е

е Ч* (р) та 2^=1

 11г (Р) = 20 (Р)Р- 3в1Дси ?Р = Ър + ̂ "=1 1Н (р), шо дово-
дить (3.22).

Сп1вв1дношення (3.22) називаеться законом Вальраса в широкому
розумшш. Вш означав, що варт!сть попиту не перевищуе вартост! пропо-
зицп за будь-яких цш р > 0 , р Ф 0 . Змша нер!вност1 на р!вшсть (3.22)
дае закон Вальраса у вузькому розумшш.

Цим завершено побудову загально! модел! р!вноваги Вальраса. Вкажемо
на економ!чне тлумачення основних елемент!в модел!. Умова (3. 19) означае,
що економ1чн! агенти, розглядаючи цши р* як задан!, д!ють найкращим
для себе чином. Нер!вн!сть (3.20) означае, що сукупний попит на товари
(блага) не-перевищуе сукупно! пропозиц!'!. 3 р!вност! (3.21) випливае, що
варт!сть куплених благ дор!внюе вартост! проданих благ. Зокрема, якщо в
(3.20) для деякого компонента г виконуеться строга нер!вн!сть, тобто про-
позиц1Я г-го блага перевищуе попит на нього, то в!дпов!дний компонент р
вектора р!вноважних цш дор!внюе 0, тобто г'-те благо е в!льним.

Використовуючи функц!'! Н та ф, можна переформулювати визначення
конкурентно! р!вноваги.

Означения 3.3. Набгр (2*, ^*, р*) е конкурентною ргвновагою, якщо
/ * \ г * „/ *\ « * - * * - * * * * /о ОО\

ф^р ], ^ е 5(р ), ^ < 2 , ^ р = г р .г е
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3.3. УМОВА 1СНУВАННЯ Р|ВНОВАГИ
ЗА ВААЬРАСОМ ПРИ НЕОКААСИЧНОМУ П1ДХОД1

У неокласичнш модел! економжи, що розглядалася вище, споживач! та ви-
робники однозначно встановлюють своТ плани споживання х^ =(х^ (р)). ,

I ч \ '1—1, П

Н = 1 ..... Я I плани виробництва ^е = (д1! (р}) , е = 1, ... , Е за будь-
/ ч1=1, Л 'У=1,Пяких цш р = (рг- )
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Векторна функщя
н

^А=1 е=1

називаеться функщею надм!рного попиту ! щодо не'Г приймаються так!
припущення.

I. Функцгя &(р) -- одноргдна нулъового степеня вгдносно всгх мож-
ливих цт, тобто ё(ар) = &(р) для всгх а > 0. Це означае, що при про-
порцшнш зм!н! вс!х ц!н попит та пропозиц!я не змшюються (мають зна-
чения т!льки вщносн! цши), що узгоджуеться з неокласичними моделями
поведшки споживач!в ! виробниюв. Ця властив!сть дае змогу обмежити-
ся розглядом множини.ц!н у вигляд! стандартного цшового симплекса

1=1

II. Функцгя &(р) однозначна та неперервна щодо р. Тут одно-
значшсть узгоджуеться з неокласичними моделями споживання 1 вироб-
ництва, а умова неперервност!, що в!д!грае важливу техшчну роль у дове-
денн! !снування р!вноваги, не узгоджуеться з аксюмою ненасичуваност!
модел! поведшки споживач!в. Справд!, можна вважати, що щни належать
симплексов! 5„, який е опуклим компактом в /?". Тому образ &(5п] е
обмеженою множиною в Кп ! при р± -> 0 для деяких г образ &1 пряму-
ватиме до скшченно!' границ!, що не в!дпов!дае акс!ом! ненасичуваност!.

п
III. Функцгя & (р) задоволъняе закон Валъраса: &(р)р = ]Г Б^ (р)р{ -

= 0 для р е 5п . Ця властив!сть узгоджуеться з неокласичною моделлю
економжи, де весь сумарний дох!д дор!внюе сумарним витратам.

Означения 3.4. Система цт р* у моделг, що розглядаетъся, нази-
ваеться ргвноважною, якщо виконуютъся у моей

р*>0, е(р*)<0. (3.24)

1з (3.24) випливае, що при р* надюрна пропозиц!я можлива т!льки в

раз! нульово! цши, коли для деякого ^, при якому & (р*}<0, маемо

р^ =0. Справд!, з (3.24) випливае, що вс! доданки суми ^р*€,(р*) е

недодатними. Якщо р*^ > 0, то р^6:(р*\ < 0 ! вся сума вщ'емна, тобто

&(р*\р* < 0, що суперечить закону Вальраса (III).

Оск!льки !снування товар!в з надм!рною пропозиц!ею при нульовш
ц!н! вважаеться економ!чно безглуздим, допущения нер!вност! в означен-
н! р!вноваги (3.24) не суперечить економ!чному зм!сту.

Теорема 3.1. Якщо в неокласичтй моделг ринковог економжи функ-
цгя надмгрного попиту Б-(р) задоволъняе умови I —III, то системаргвно-
важних цт р* гснуе.
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Доведения спираеться на теорему Брауера1 про нерухому точку, зпдно
:) якою неперервне в!дображення /компактно! опукло! множини X у себе,

X с /?", мае нерухому точку х* , х* = {\х*\

Розглянемо цшовий шдикатор А(р) = (А,-(р))1 ''", поклавши Д,- (р) =

- тах(0, &1(р)}. Тод! Д(р) мае так! властивост!: 1) (А,- (р) > 0) « (^(р) > 0);
2) А,-(р) = 0, якщо ё{(р) = 0; 3) д + Д г -(/?)>0; г = 1, ... , п. Функщя
Д(р) вказуе на тенденцию зм!ни ц!н. Ц!на г-го товару зростае, коли попит
на нього не задовольняеться ! Дг- (р) > 0, та не змшюеться, коли попит
дор!внюе пропозицп ! Дг-(уо) = 0. Змшеш цши ур,-+Д,-(р) залишаються
нев!д'емними.

Розглянемо нормовану функцш скоригованих ц!н.

Функц!ю / (р) визначено коректно, осюльки для ре 5п маемо

1=1 1=1

3 означения / (р) випливае, що /" е неперервною функц!ею, що вщобра-
жуе ц!новий симплекс 5„ у себе; / : 5П — > 5„ , тому що { (р) > 0 !

1=1 1

Застосовуючи теорему Брауера до функцН /", бачимо, що !снуе си-

стема щн р* , яка е нерухомою точкою /", р*=/(р*), Р* е 5п , або

р* + д(р*)"= |Д.(р*)р* . Перев!римо, чи е р* р!вноважною системою щн,

тобто чи Е (р* ) < 0 . Покладемо а = (\л(р*\-\\. Тод! ар* = Д (р* ) . Помно-

живши що р!вн!сть на 6.(р) зл!ва, д!станемо аб(р*)р* = ё(р*)&(р*),
зв1дки &(р*)р* = 0 , за законом Вальраса (III). За означениям функцп
Д (р) , завжди &1(р)р1 > 0 , тому остання р!вн!сть можлива т!льки тод!, коли

6{(р*)р1 =0, г = 1, ... , п. Очевидно, ё.Ар*\< 0, г = 1, ... , п , оскшьки шак-

ше з властивост! 1) функцп Д(р) випливало б, що 6^р*)Дг-р* > 0.
Якщо з припущень I — III вщносно функци надм!рного попиту випливае

!снування р!вноважних ц!н р* , то для доведения 1'х едност! цих припу-
щень замало. Виявляеться, що р!вновага р* е единою, коли загальна функ-
щя попиту задовольняе слабку аксюму виявлено'1 переваги2.

'Брауер Лейтзен (1881 —1966) — голландський математик-тополог, засновник штуУ-
Ц1он1стського напряму в математищ.

2Див. №аЫ А. Оп Зогае ЗузЬетз оГ ЕциаНоп о{ Ма1Ьета11са1 Есопописк //
ЕсопотеЫса. - 1951. - 19. - Р. 368-403.
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1ншою додатковою умовою, яка забезпечуе едшсть р!вноважних цщ р*,
е «умова стшкост! Хшса1», який розглядав цю умову при досл1дженш
стшкост! р!вноваги. Умова Х!кса формулюеться для диференщйованих
функцш надм!рного попиту в термшах вцпювщно! матриц! Якоб!.

Виберемо як одиницю вим!рювання товар п ! припустимо, що надм!р-
ний попит &п (р) -> оо, коли рп -> 0 незалежно в!д цш на шип товари.
Матриця Якоб! иод1бноГ нормованоУ системи визначаеться р!вн!стю

/ = (Э&,(р)/ЭруУ ^ . Р!вновага р* е единою, коли головн! мшори матри-

ц! / змшюютъся за знаками так, що мшори парних (непарних) номер!в
рядюв та стовпцдв / е додатними (вщ'емними)2.

3.4. Р1ВНОВАГА У МОДЕЛ1 ЕРРОУ-ДЕБРЕ

У мод ел!, яку розглядали Ж. Дебре 1 К. Ерроу3 щодо кожного сложи -
вача И, 1 < Н < Н на в!дм!ну в!д узагальненоТ модел! валърас!вського типу
з п. 3.2 додатково робляться так! припущення.

1. Функцш доходу споживача Н мае вигляд
Е

кн(р} = Ьнр+^Ъъе(гер),
е=\

де Ъ^ - початковий запас благ; а/, е - частка доход!в споживача у

виробництв! (ф!рм!) е; ^ а.1г е = 1; ге - випуск виробника е у термшах
А=1

поток!в. Отже, дох!д споживача складаеться з продажу початкового запа-
су благ та участ! у прибутках виробничого сектора.

2. Множина Х^ с К", Н = 1, ... , Н , на якш визначено функщю корис-
ност! 17^ споживача Н е опуклою, замкненою та необмеженою, причому
для посл1довност1 х е Х^, Н = 1, 2, ..., деяка координата яко! х^ прямуе
до нескшченност!, вс! 1нш1 координати також прямують до нескшчен-
НОСТ1.

3. Функщя 1/л -- неперервна та угнута на Х^ , Н=\, ... , Н.
4. Для кожного Н 1снуе такий вектор х^ 6 ХГг, що х^ < Ь^, Н = 1, ... , Я.
5. Кожний споживач задовольняе аксюму ненасичуваносп.
Зауважимо, що з припущення 4 випливае наявшсть у кожного спожи-

вача ненульового початкового запасу благ.

'Х1кс Джон (нар. 1904 р.) — англшський економ!ст математичного напряму, лау-
реат Нобел1всько'Г премп 1972 р., присуджено! за досл!дження економ!чно1 р!вно-
ваги.

2Див. Агготя К. ^. Есопогшс Е^и^1^Ьг^ит // 1п1егпа(;1опа1 Епсус1орес11а о^ 5ос1а1
5с1епсез. — Ме\у Уог1с: ТЬе Маст111ап Сотрапу апс! ТЬе Ргее Ргезз, 1958. — Уо1. 4. —
Р. 376-388.

3Ерроу Кеннет (нар. 1912 р.) — видатний американський математик-економ1ст,
лауреат Нобел1всько1 прем!) з економ!ки 1972 р., присуджено! за дослщження еконо-
м1чно1 р!вноваги та теор!'] добробуту.
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Щодо виробничого сектора економши (що розглядаеться у вар!ант1
поток1в) припускаеться такс:

А. Множина Те плашв виробника е е компактною 1 0 е Те, е = 1, ... , Е.

Б. Множина Т = ̂ Те е опуклою.
е=\

Зауважимо, що окремим випадком модел! Ерроу — Дебре, як 1 модел!
вальраавського типу, е модель чистого обмшу, тобто випадок, коли ви-
робництво в!дсутне.

Надал! буде потр!бна допом!жна лема, що п!дкреслюе роль закону Валь-
раса (3.22) при моделюванн! под!бного типу.

п
Леиа Гейла1. Нехай 5п = \р : р > 0, ^рг- = И -- стандартный симп-

( 1 = 1 „]

леке, Г - деяний компакт в Кп ! ф : 5„ -» 2 - багатозначне вгдоб-
раження, для якого виконуютъся такг у моей: 1) ф е натвнеперервним

зверху (тобто з того, що р* -> р°, рн е 5п, у* е ф(рА), уН -* у° ви-

пливае, що г/ °еф(/з°) ; 2) для кожного ре5п образ ф(р) е непорож-
нъою опуклою пгдмножиною в Г ; 3) виконуетъся закон Валъраса ц ши-
рокому розумгнш, тобто ир>0для довглъного ы е ф ( р ) . Тодг гснуе

такий вектор р*, що ф(р*1п/?" ^0.
Введемо для кожного и е Г множину

Г)(и) = \Vе 5 •.иV = тш ир (3.25)

Нехай ц — багатозначне в!дображення декартового добутку Г х 5п у
себе, що мае вигляд

ц(и, р) = ф(^)хл(р), (и, /?)еГх5„.

Кожна з множин Г та 5п опукла и компактна, ! тому Гх5„ теж опук-
лий компакт. Множини г\(и) с 5П для дов!льного ие Г ! ф(р), ре 5п

задовольняють умову 2). Тому множина \л(и, р) - теж е непорожньою
та опуклою при довшьному (и, р). 3 умови 1) та означения (3.25) ви-
пливае, що \л е натвнеперервним зверху вщображенням.

Скористаемося теоремою Какутан!2 про нерухому точку багатозначних
в!дображень, зпдно з якою нашвнеперервне зверху в!дображення

V : X -> 2х опуклого компакту X в К" у себе, для якого множини V(x) -
непорожн! и опукл!, мае нерухому точку х* е X, для яко!' х* е ц>(х* V За-
стосовуючи теорему Какутан! до в!дображення ц., доходимо висновку, що

!снуе така точка (и*р*\е Гх5п, що и* е ф(р*), р* е Т](и*|. 3 (3.25) ви-

1Са1е О. ТЬе 1а\у о^ зирр!ау апё йетапс! // Ма1Ь. 5сапс1. - 1955. - 3. - Р. 155-169.
2Какутан! Сизю (нар. 1911 р.) - японський математик, який працював у США.
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пливае, що и*р* <и*р для вс!х р& 5п. 1з припущення 3) 1 того, що

«* е Ф (/?*)> и*Р* ^ 0- Отже, для вс!х ре 5п буде и*р>0, звщки м* > О,
тобто м* 6 ф^*1п-К". А

Тепер можемо здобути основний результат у вигляд! такоГ теореми
Ерроу — Дебре.

Теорема 3.2. У моделг Ерроу -Дебре, описатй вище, гснуе стан ргвно-
ваги.

V За допомогою функцш сукупного попиту та пропозицп Е(р) \
Ф0)визначимо багатозначну функцию надгшрно? пропозицп" У ( р ) ' =

-- ( р ( р ) - Е ( р ) , У:3„ ->2Л . Укажемо опуклий компакт Г в К", що
М1стить У (р) при вс!х р е 5п . Маемо ф(р) < Ь + Т , де Т, за припущенням

А та Б, •- опуклий компакт, 1 Е(р)с [^ НХН (р), де Хн (р) - множина
набор!в благ X/,, що задовольняе бюджетне обмеження споживача
/* : хр < К!г (р).

Таким чином, при р е $п

Установимо обмежешсть множини [^ ре5пХ1г (р) при вах И. Оск!лыш

Те - компакта, з (3.25) випливае, що функщя Кн (р) обмежена, тобто
!снуе така константа С, що Кн (р) < С при вах р е 5п , ге е Те , е = 1, . . . , Е .
Отже, Хн (р) с Хн (р) = {х е Хн : хр < С], тобто достатньо довести обме-

жешсть множини у ре5 хь(р).
Припустимо супротивне. Тод! )снують так! посл!довност1 р5 б 5п та

х* е %н (р3}, з = \, 2, ... , що послщовшсть [жх] _ е необмеженою. 3 при-

пущення 2 про структуру множини Хн випливае, що починаючи з деяко-
го номера 50 , виконуеться нер1вн1сть х? > 2С, г = 1, . . . , п . Вибравши 5 > 50,

з умови х5 е Хн (р5} маемо х*р3 < С, зв!дки 2С = 2С^ р- < х*р5 < С. Отри-
•1

мана суперечн!сть доводить обмежешсть множини У ? Х1г (р). Ос-
?

(р) також е ск!нчен-к!льки Я скшченне число, множина (_)?.{
ною.

Таким чином, !снуе опуклий компакт М в К", для якого при вс!х р е 5
Н

За шуканий компакт Г можна взята опуклий компакт Г = Ь + Т - М,
тод!, очевидно, У(р)е Г при вс!х р& 5п.
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Доведено, що множини 3(р) та ф(^) - непорожн!, опукл! и замкнем!,
I вщображення Н(р) 1 ф(р) - нап!внеперервн! зверху. Наведемо в!д-
гов!дн! м!ркування для Е (доведения для ф(р) аналопчне). Очевидно,
|ри кожному ре 5„ множина Х^(р) - опукла, замкнена и обмежена.
Непорожн! сть ГГ е насл!дком припущення 4 модель 3 неперервност! функц!!
хр - К^ (р) щодо (х, р) випливае, що вщображення Х^ (р) е нашвнепе-
рервним в!дносно р зверху та знизу. Зв!дси вщображення

х, х 6 Х/г (р), и,г (х) =
п0 в хнших випадках

С7

також е нап!внеперервним зверху, а множини Е/г (р) — непорожн!, опукл! и
замкнет. Вщображення 2 мае под!бн! властивост! як сума вщображень Н^.

Таким чином, можна зробити висновок, що функщя У надм!рного по-
питу -- нашвнеперервна зверху, а образ У ( р ) е непорожньою опуклою
множиною при будь-якому р е 5п . Як було показано у п. 3.2 (3.22), вщоб-
раження У задовольняе закон Вальраса.

Отже, функщя У надм!рного попиту задовольняе вс! вимоги леми Гейла,
вщповщно до яко'Г !снують так! цши р* , що множина У(Я*) м!стить не-

вщ'емний вектор и*. За визначенням У, маемо и* = г*- с,* , де г* е (р(р*\,

^* е Е (р* }, причому 2* > ^*, тобто при щнах р* попит не перевищуе пропозиц!!.
Виконання закону Вальраса у вузькому розумшн! ((3.23) з п. 3.2)

випливае з припущення 5 модел!. Справд!, з ненасичуваност! випливае,
що споживач, максим! зуючи свою функцш корисност!, витрачае весь св!й
дох!д, тобто хр - К}1(р) при дов!льному /г = 1, ... , Я. Млркування ана-
лог!чн! тим, що наводили ся при виведенн! закону Вальраса в широкому
розумшш, дають р!вн!сть ^р = гр при дов!льних 5,е Е ( р ) , ге ф(р). А

Детальн!ший виклад теорп р!вноваги Ерроу — Дебре можна знайти в
Тхшй прац! 1 .

3.5. МОДЕЛЬ Р1ВНОВАГИ ВАЛЬДА-КАССЕЛЯ

Спин!мося ще на одн!й модел! згадано'Г економ!чно'Г р!вноваги, що е
окремим випадком загально'Г модел! вальрас!вського типу, запропонова-
ним Г. Касселем2. Наведений нижче сучасний вар!ант ц!е'1 модел! близь-
кий до моделей, як! розглядались А. Вальдом3.

'Аггож К., ОеЪгеи С. Ех!з(.епсе о{ а еяиШЬгшшп 5ог а сотре(;11;1Уе есопоту //
Есопоте(:пса. - 1954. - Уо1. 22. ~ Р. 265-290.

гКасселъГ. Основные идеи теоретической экономики. — М.; Л., 1929.
3Вальд Абрагам (1902 — 1950) — американський математик угорського походження,

один 1з творщв сучасно! математично! статистики; Див. \№аШ А. ОЬег с11е Ргойик-
Ноп5я1е1сЬип§еп с!ег оЬопот1зЬеп ШегИеЬге. — ЕгдеЬп. Ма1Ь. СоПод. — 1934. — 35,
7; \Уа1(1 А. ОЬег Ле е1пс1еп118е рО51(;1уе ЬояЬагкеЛ; с!ег пеипеп Ргос1иЫ1ОП8§1е1сЬип-
деп. - Ег#еЪп. Ма*:Ь. СоНоя. - 1933. - 34, 6.
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У модел! Вальда — Касселя розр!зняють продукти I фактори виробницт-
ва. Нехай е т вид!в первинних фактор!в виробництва, що е власшстю
споживач!в, та п вид!в продукт!в виробництва. Сукупний запас первинних
фактор!в описуеться вектором Ъ - (Ь^) .=1 > 0, а виробничий сектор у

щлому •- лшшною статичною моделлю Леонтьева (див. приклад 3.1),

тобто характеризуеться лшшною моделлю з матрицею витрат А - («:,•) •
\ ч >1=\,т

де а^ > 0 и а^ е к!льк!стю г-го фактора виробництва, необхадного для

виробництва одте'1 одиниц! /-го продукту.

Якщо х = \ Х ; ) - вектор штенсивностей роботи виробничого сек-
тора, де X: - обсяг продукщ'Г /-го типу, яка виробляеться за однаковою
технолопею, що характеризуеться елементами матриц! витрат А, то сукуп-
на пропозищя виробничого сектора також описуеться вектором х.

Нехай р — (рЛ - вектор ц!н на вироблеш продукти, а да =

= (да;) - вектор цш на первинш фактори виробництва. Тод! поведш-
ка споживчого сектора характеризуеться функщею сукупного попиту

Е ( р , ы>) = ( Е ] ( р , да))._ , де 5 • (р, да) - функщя сукупного попиту на

;'-й продукт. Спишмося тепер на основних припущеннях модель
1. Виробнича матриця А економ!ки не м!стить нульових стовпщв та

рядк!в.
2. Функщя сукупного попиту Е(/7, да) е однозначною ! неперервною.
3. Функщя Е ( р , да) задовольняе закон Вальрасау вузькому розумшш,

тобто Н(р, да)/? = Ьда.
4. Попит на кожний товар дор!внюе його пропозицп. Зокрема, це озна-

чае, що виробничий сектор закуповуе вс! початков! запаси первинних
фактор!в виробництва Ь. Отже, доходи цього сектора при цшах р, и>
становлять хр-Ьгю, де видатки Ьда не залежать в!д р. Тому оптимальна
поведшка виробничого сектора полягае в максим!зацп доходу хр за умов
обмеженост! виробничих витрат Ах < Ь, де х > 0.

Означения 3.5. Набгр (х*, р*, да*) е конкурентною ргвновагою у
моделг Вальда —Касселя, якщо виконуються такг у моей: а) вектор х
е розв'язком задачг рацгональног поведении виробничого сектора

хр —> тах, Ах <Ь, х > О, (3.26)

яка е стандартною задачею лгнгйного програмування в основнгй формг;
б) векторы х*, р*та но* пов'язатмгж собою умовою х* = а(р*, да*), що

описуе поведтку споживчого сектора економгки.
Розглянемо двоТсту задачу до задач! лшшного програмування (3.26);

Ьгю —> т!п, да А > р, (3.27)

Неважко зрозум!ти економ!чний зм!ст дво1сто'1 задач! (3.27): р!вноваж-
н! ц!ни да мають бути такими, щоб м!н!м!зуваги видатки Ьда виробничого
сектора ! водночас не дозволити йому мати додатний прибуток.

Основним результатом анализу модел! Вальда — Касселя е така тео-
рема.

Теорема 3.3. Для моделг Валъда—Касселя у припущеннях 1—4 гснуе
конкурентна ргвновага (х*, р*, да*), в якгй ргвноважт цти на факто-

ри виробництва е розв'язком двогстог задачг (3.27) до задачг рацго-
налъного виробництва (3.26).

Доведения ц!е\' теореми Грунтуеться на використанн! теореми Какутан!
для належним чином побудованого багатозначного в!дображення, але воно
досить гром!здке ! тут не наводиться. Детальний виклад цього доведения
можна знайти в [2]. Слщ зауважити, що в доведенш, на вщмшу в!д попе-
редн!х теорем !снування економ!чно'Г р!вноваги, не використовуеться одно-
р!дн!сть функщ! попиту Н (р, да), а застосовуеться закон Вальраса у вузь-
кому розумшш. Досить спор!днену, але б!лын складну модель загально!'
економ!чно! р!вноваги щодо модел! Вальда —Касселя, пов'язану з шдхо-
дом «витрати — випуск» до моделювання економ!ки, розглянуто в друпй
частин! книги.

3.6. ВЛАСТИВОСТ! КОНКУРЕНТНО? Р1ВНОВАГИ

Теорема Ерроу —Дебре з п. 3.4 не гарантуе !снування единого стану
р!вноваги економ!ки. Наявн!сть множинних стан!в спонукае до вивчення
шших 1хн!х властивостей.

У багатьох абстрактних математичних побудовах у сучасшй теор!Т вибору
та прийняття р!шень (зокрема, у теорп !гор, теор!У багатокритер!ально!
оптим!зацп тощо) одним !з важливих понять е оптимальность Парето1.
В!дпов!дно до наших потреб це поняття формулюеться так.

Нехай е Н споживач!в !з функщями корисност! (7 : Х^ —> К, Н = 1,
Я

... , Я, а X = ]̂ [ А'д - декарт!в добуток пол!в переваг цих спожи-
Н=\

вач!в ! в X вид!лено в гпдмножину Х0, яка називаеться множиною допусти-

моет!. Наб!р благ .г = (^)й=1 н , х^& Х/{ називатимемо допустимим на-

бором, або розпод1лом благ, якщо .г б Х0.

Означения 3.6. Розподгл х = (х/, )л=] н називаеться Парето-опти-

мальним, якщо не гснуе розподглу х' = (^/г)/2=1 н, для якого и(г(х'^г)>
> Ц (х/,), п = 1, ... , Н, причалу хоча б для одного зг споживачгв вико-
нуеться строга нергвшстъ.
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'Парето В!льфредо (1848—1923) — видатний ггал![!ський економют 1 соц!олог,
один 1з засновник^в сучасноТ математичиоТ економ!ки.
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Зм1ст Парето-оптимальноеп простий 1 наочний: доброю е така д!я (решен-
ия), щоб декому стало краще, але жодному з шших не ставало прше.

Приклад 3.2. Проыюструемо можлив! штерпретацп множини припустимост! Х0

для узагальнення модел! вальрас!вського типу. Розглянемо множину Ь + Т , де Т
сукупна технолопчна множина економжи, а Ь — сукупний початковий запас благ.
Тод! Ь + Т е множиною вах наборов благ, як! можуть у принцип! бути виробленими
економшою.

Основною умовою, що забезпечуе можлив!сть функщонування економ!ки, яка опису-
еться загальною моделлю Вальраса, е вимога, щоб попит не перевищував пропозицп.
Зрозумшо, що неможливий шякий розпод!л благ, при якому сумарний обсяг продукту,
який розпод!ляеться, б!лыпий в!д обсягу, що у принцип! не може бути виготовлений.
Тому для узагальненоТ модел! Вальраса множина допустимост! Х0 мае вигляд:

(3.28)

Одним 1з факпв, яю пов'язують поняття конкуренци р!вноваги та Па-
рето-оптимальносп, е результат, що формулюеться такою теоремою.

Теорема 3.4. Якщо (х*,г*,р \ -- конкурентна ргвновага в моделг

Ерроу—Дебре, то розподгл х*=(х^\ е Парето-оптималъним.

V Нехай 1снуе такий розпод!л х = (х^)А=1 н е Х$, що иг(х^)>

> V11 (х*}, Н = 1, ... , Я, причому нер!вшсть для /2л е строгою. Через нена-
,

сичуван!сть кожного споживача 1снуе такий елемент V^^ Е Х^, що V (^/г)>

10^. Тод! через угнутклъ

> (\-1)иЬ (хн) + ШН (»л) >

А = 1, -•• - Я при

> Ц (*/,). Припуепмо, що х/1^) = (1-^

функцИ корисност! ин маемо [7/г (хн

>иН(хн) при 0 < * < 1 . Зв1дси (7/!(д

О < ^ < 1 . Значения С/ (л:̂  ) е максимально можливим для споживача /г з

його бюджетним обмеженням х^ 6 Х^, 1 при вибор! г*, ... , г*Е вироб-

ник1в одержана нер1вн!сть означае, що х^ (^)й Х^, або х^ (1)р > Ь^р +

(3-29)

У граничному переход! при ^ —» 0 маемо

Е

е=\
Хоча б одна з нерхвностей (3.29) е строгою (наприклад, при Н = Н^).

Пщсумовуючи нер1вност! (3.29) 1з використанням того, що ^л=1С1Ле = 1,
е = 1, ... , Е, д!стаемо нер!вшсть

* 1 *

Р >ЬР (3.30)
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Осюльки вектор 2* = Хе=1 ге е оптимальним вибором виробничого
сектора при ц!нах р , виконуеться нер!вшсть г р > гр для довольно-
го ге Г. Тод! з (3.30) випливае

Я

А=1
1г \Р (3.31)

Наб1р
Vя г, <

(.*/; )^_, г, е розпод!лом благ 1 задовольняе нер!вшсть
г для деякого 2 1з Т. Помноживши останню нер!вшсть справа

на вектор цш р*, д!станемо нер1вшсть, протилежну нер1вносп (3.31).
Отримана суперечшсть доводить теорему. Д

1ншим цшавим фактом е те, що будь-який Парето-оптимальний роз-
под1л у деякому розумшш може брати участь у конкурентны р!вноваз1.

Теорема 3.5. Нехай розподгл благ х* = \х*Л е Парето-оптималъ-
* * ̂

ним. Тодг гснуютъ такг вектор цгн р I набгр випускгв продукци
Н * Е

г* = (г*е\ _ , 2*е е Те, е = 1, ... , Е, що: (г)^ х*н < Ь + ̂ г*е; (и) вектор
~ ' Л=1 е=\

г* максимгзуе гер* при всгх ге&Те, е = 1 Е; (гп) вектор х^ мг-

тмгзуе х^р при всгх х^ е Хл, для яких V (х^)> V (х*Л, /2 = 1, ... , Н.
V Нер1вшсть (г) е очевидною. Перейдемо до доведения (и). Не-

хай Мл = 1х^ е Х^ : V (х^) > [/ (х*^ )|. Через ненасичуван!сть споживач!в

Д/л Ф 0. Неважко переконатися, що множина С = Ь + Г-^, ,Мл не
м!стить додатних вектор!в. Справд!, якщо вектор у > 0 та у 6 С, то

у = Ъ + г ->5\_1*/1 ^ О, 2€.Т, х^е М^. Остання нер1вн!сть означае, що

наб!р (х{,\-\ н е допустимим, тобто е розподшом, а з означения Мл

випливае, що вш е кращим розпод!лом, шж (х*^ \ , що суперечить Па-
рето-оптимальност! останнього.

Оск1льки множини Хй, п = 1, ... , Я - опуюп, а вс! функцИ 13
угнут!, множини Мл, /г = 1,..., Я, а отже, 1 множина С, також опуюп. Засто-
совуючи теорему про вщокремлювашсть опуклих множин, установлюемо,
що 1снуе такий невщ'емний вектор р*, що ур* < 0 для вах у е С. Тому
для вах х^ е Мл , Н = 1, ... , Н 1 вах ге 6 Те , е = 1, ... , Е виконуеться
нер!вшсть

II Н

/г=1 е=1

Ця нер1вн1сть виконуеться також для будь-якого набору ^л 6 Мл =

Ъ = \, ... , Н (тут Мл е замиканням мно-
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жини Мл). Справд!, нехай х^еМ/г, ,гл е Мл 1 л:л (^) = (1 ~0*

О < ^ < 1 . Через угнупсть функцп (7 маемо х^(^)е М/, , а отже, нер!вн!сть
(3.32) залишаеться правильною при замш! вс!х х/{ на х^ (I). Переходячи
до границ! при { — » 0, доводимо нер!вн!сть. Е

Наб!р

е = 1, . . .

е розподыом, 1 тому !снуе вектор г =
н=\,н

, при якому

Ге,

/г=1 е=1 А=1

Помноживши (3.33) справа на вектор р* , отримуемо нер!вшсть, проти-
лежну (3.32). Оск!льки х^ б М^ , И - 1,

но, виконуеться (3.32), то ̂  (&йР*) + Е (
А=1 е=1

3 щеТ р!вност! та (3.32) випливае, що

Н ! для них, як було показа-

Е
I
е=1

Е

-I
е=1

Я

А=1

Л=1

Я

-I
Л=1

(3.34)

для будь-яких х/2 е М^ , ге 6 Ге. Тепер властив!сть (и) теореми можна

встановити, якщо в (3.34) припустити, що х^ = х*г, Н = \, ... , Н, 2е = ге для
вс!х е, кр!м одного. Отже, (и') доведено, (ш) Доводиться аналог!чно. А

На додаток до тверджень теореми 3.5 можна показати, що набгр

(.г*, г*, р*\ е конкурентною ргвновагою, якщо перерозподглити участь

споживачгв у прибутках таким чином, щоб а/ге -\/Н, а початкову
власнгстъ так, щоб нова початкова власнгстъ споживача була

Ъ' =х*- 1 Т/
е=\

В!домий японський математик-економ!ст X. Н!кайдо так коментуе прак-
тичне значения теореми 3.5 та а насл!дк!в:

«Прихильники економ!чно'1 теор!!' добробуту... надають великого зна-
чения теорем! та под!бним до не!' твердженням, вважаючи, що вони об-
Грунтовують досяжн!сть Парето-оптимальних розпод!л!в за допомогою
конкурентного мехашзму ц!н. Однак не зрозум!ло, чи справд! так! розпо-
д!ли можуть бути реал!зован! суто конкурентним способом, адже при цьо-
му припускаються перерозпод!л початковоТ власност! та належний роз-
под!л прибутк!в, ! немае н!яко!' гарант!!', що вони здшснюються п!д д!ею
конкурентного механ!зму. Деяк! Парето-оптимальн! розпод!ли можуть
виявитися нездшсненними за допомогою механизму конкуренц!!', якщо !нди-
в!дуальн! учасники системи утримуватимуть сво!' прив!леТ, що !сторично
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склалися, - початкову власн!сть та частки участ! у прибутках. Тому
потребно визнати, що хоч поняття Парето-оптималъност! може бути пл!дним
при розробц! повед!нки планувального органу, який прагне до «б!льш
1сонкурентного та децентрал!зованого характеру функц!онування еконо-
м!ки», це поняття все ж недостатньо вщображае справжню суть конку-
ренц!Т у ириватновласницькш економщ!»1.

3.7. Р1ВНОВАГА 3 ГАРАНТОВАНИМИ ДОХОДАМИ

Анал1з припущень, за яких досягаеться загальна економ!чна р!вновага
в модел! Ерроу — Дебре, показуе, що головна складн!сть у побудов! модел!
вальрас!вського типу полягае в тому, щоб забезпечити кожному спожива-
чев! додатний дох!д при дов!льному неиульовому вектор! ц!н.

Так, у модел! Ерроу —Дебре необх!дшсть вимоги 4 про додатний по-
чатковий запас благ у кожного споживача зумовлюеться неможлив!стю
забезпечити йому додатний дох!д у виробничому сектор!. Справд!, може
статися, що вс! т! п!дприемства, де споживач мае ненульову частку а/ге

участ! у прибутках при цшах р, е нерентабельними - !'х оптимальний
спослб д!!' полягае у припиненн! виробництва (тод! прибуток дор!внюе 0).
Таким чином, умову 4 в теорем! Ерроу —Дебре можна було б замшити на
припущення, що кожне гпдприемство е рентабельним за будь-яких цш
р > 0 , р Ф 0, тобто на умову !снування вектора 2е (р) е Те, для якого
гер > ОУе.

Багато хто з сучасних економ!ст!в вважають, що такс припущення не е
реал!стичним, адже в реальних економ!ках практично завжди !снують
нерентабельн! п!дприемства и орган!зац!'1, без яких сусшльство не може
обштися ! як! отримують р!зн! субвенцп, субсидЛ та !нш! прив!ле!' (на-
приклад, протекц!он!стський захист в!д зовшшньо! конкуренц!! тощо).
Водночас припущення про рентабельность сукупного виробництва у всш
економ!ц! в ц!лому при дов!льних щнах р е /?" вважаеться досить допу-
стимим.

Розглянемо модель змшшнсн економ!ки, або економ!ки з участю дер-
жави, що здшснюе економгчне регулювання частковим перерозпод!лом
доход!в на корпеть малозабезпечених верств населения. Часто и ще нази-
вають социально ор!ентованою ринковою сконом!кою.

Для формального опису модел! введемо так! позначення:

ке (р) = гаах гвр, е = 1, ... , Е;

е=\ ге Т

1Никайдо X. Выпуклые структуры и математическая экономика.
1972. - С. 365.

(3.35)

(3.36)

М.: Мир,
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Величина а = п(р)/ Н називаеться середтм р!внем доходу, що при-
падае на одного споживача при цшах р. Шдприемство е вважаеться рен-
табельним при цшах р, якщо пе > 0. Множина номер!в услх рентабель-
них шдприемств позначаеться через I, (р), а нерентабельних - через
ЫР).

При цшах р > 0 визначаеться значения д. середнього р!вня доходу 1
вибираеться м1шмальний його р!вень \и1, де нормувальний множник
це (0,1]. Щоб забезпечити кожному учасников! економ1чно\' системи ш-
шмальний дох1д \и1, держава бере з кожного рентабельного шдприемст-
ва податок (1 - ц) • 1 00 % . Тод! реальний прибуток пе (р) шдприемства е,
з якого сплачуються частки споживачам, яю беруть участь у ньому, визна-
чаеться р1ВНОСТЯМИ

пе (р) = \тв (р) , якщо ее 1{ (р) ;

пе (р) = 0 , якщо ее 12(р). (3.37)

У такому раз! дохщ кожного споживача Н становить

Е Е Л
КН (Р) = Е аАвйе (Р) + тах °- V* ~ Е а/гА О) \ •

е=\ I е=\ }

Нормувальний множник ц, що визначае мппмальний дохщ, похргбно
вибирати так, щоб забезпечити загальний фшансовий баланс, який вира-

я
жаеться законом Вальраса у вузькому розумшш: ^ К^ (р) = п(р).

А=1 я
Перетворюючи вираз для К!1(р) з урахуванням р1вност! ^ аЛе = 1 та

/7 = 1

позначень (3.35) 1 (3.37) маемо таке р!вняння для визначення множника

Н Н Е Н

Е
/г=1

Е

Е
е=1

Я
тах

ЗВ1ДКИ
Я

Е гпах -| О, А -
А=1 «=/,(;»)

1з припущення, що загальний дохщ п(р) > 0 при вах р>0, р * 0 та

очевидно! нер1вност1 п(р) < ^ п

е (Р)> випливае, що 0 < \ь(р) < 1. Заува-

««Л (Р)
г

жимо, що дотац!я тах^О, \\Л - V о./1епе (р)\ сплачуеться кожному спо-
,=1
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живачев!, чий дохщ Е а/ге^е (Р) В^Д Участ1 у прибутках виробничого сек-
е=\ .

тора меншии вщ середнього ршня доходш а.
Зауважимо також, що функцп ц(р) е неперервними при вс!х р>0 ,

р^О, осюльки функцп пе(р) - неперервн!, а для кожного р 1снуе
такий ок!л У ( р ) , що при р& V ( р ) множини /) (р) та 1\(р} зб!гаються.
3 неперервност! \ь(р] випливае неперервшсть пе (р) , е = \, ... , Е \ не-
перервшсть функц!й К^(р), 1г = \, ... , Н , що мають властивють одно-
рщност! першого степеня.

Функцп сукупного попиту В (р) та пропозицп ф(р)визначаються так
само, як 1 в загальн!й модел! вальрас!вського типу. Нехай V (р) = 1 - ц (р) —
число, що визначае податок на прибутки для рентабельних пщнриемств.
Осюльки сукупний попит Е залежить в!д о(р), введемо позначення
Е(р, г>(р)).

Означения 3.7. Набгр (х*, г*, р*, V*} називаетъся станом ргвноваги

в економщг з гарантованими доходами, якщо виконуютъся стввгдно-
* „ / * * / * \ \ * / * \ * . * * * * *

шення х <= с,1р , V (р II, г е ф ( р \, х < г , х р = г р .

Теорема 3.6. Нехай виконуютъся тат припущення: 1) множина

Х!г е К" опукла г замкнена, причому якщо х5 е Хл, Ьсх —> °°, 5 = 1, 2 ... ,

то х* —> °° при з—>°°, г - 1, ... , п ; 2) функцп корисностг V (х) -
неперервт йугнутг на Х^, Н = 1, ... , Н; 3) Ое Х/г для всгх Н = 1, ... , Н;
4) для кожного споживача викопуетъся аксюма ненасичуваностг; 5) всг

Е
технологгчт множини Те е компактными; 6) множина Т - ^ Тс е опук-

е=1
лою; 7) генуе такий загалъпий випуск г&Т, що г > 0 (випускаютъся
всг виды продукцп). Тодг в економщг з гарантованими доходами гснуе

стан загалъног ргвноваги, для якого К^ (р* 1 > 0 при вах /г = 1, ... , Н.
Цю теорему можна довести м!ркуваннями, под)бними до тих, як! вико-

ристовувалися при доведенн! теореми Ерроу —Дебре.

3.8. Р1ВНОВАГА 3 Ф1КСОВАНИМИ ДОХОДАМИ.
БЮДЖЕТНИЙ ПАРАДОКС

Вальраавська схема моделювання економ!ки стала прототипом багатьох
Р13НОВИД1В моделей економ1чних систем, у яких звертаеться увага на т! чи т!
особливост! економ!чноТ д!яльност1. Прикладом ще одного типу моделей
може бути модель економши з фшсованими доходами, коли вважаеться, що
дох1д кожного учасника е сталим 1 не залежить вщ ц!н. Особливютю п е те,
що вона не е замкненою: у нш закон Вальраса для функцш сукупного попиту
та пропозицп виконуеться не для вах цш.
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Перейдено до опису тако! модель Вважаеться, що е п тишв продуктов и
Я споживач!в з функщями корисност! V ', Н = 1, ... , Я, визначеними на
множинах набор!в продуктов Х^ с /?" та фжсованим значениям доходу
/С^. Виробничий сектор економ!ки характеризуеться сукупною техноло-
пчною множиною Т. Функщя попиту Е (р) споживача Н при заданих
цшах ре К1 е множиною розв'язк!в задач! ращонального споживання
и (х) -> тах при бюджетному обмеженн! хр < К^, хеМ^. Функщя
пропозицп ср(/?) виробничого сектора е множиною розв'язк!в задач! рацио-
нального виробництва гр —» тах, геТ. Означения стану р!вноваги те
саме, що 1 в загальнш модел! вальрапвського типу (означения 3.3).

Под]бна модель вивчалась у працях Полтеровича ! Сшвака1. Сформу-
льована ними теорема 1снування р!вноваги мае такий вигляд.

Теорема 3.7. Нехай для моделг економгки з фтсованими доходами
виконуються тат умови: 1) функцп корисностг II' ~ угнут! та непе-
рервш на Х^, /г = 1, ... , Я; 2) множини Х1г - замкнет и опуклг та
Ое ХА; 3) доходи додатт, К^ > О, Н = 1, ... , Я; 4) технологична мно-
жипа економгки Т е опуклим компактом в /?"; 5) гену с додатний вы-
пуск 2, г > 0, ге Т. Тодг в моделг економгки з фтсованими доходами
гснус ргвновага.

Пор1внюючи вимоги теореми Ерроу — Дебре 1 теореми 3.7, бачимо, що в
останшй не ф!гуруе аксюма ненасичуваност! \ не накладаються умови на
структуру множини Х^, а припускаеться, що Т с /?". Якщо додати до
умов теореми 3.7 припущення про спец1альну структуру множини Х^
(умови 2 та 5 теореми Ерроу —Дебре), то теорему 3.7 легко довести за
допомогою теореми Ерроу —Дебре.

Вважатимемо, що споживач Н мае частку ул у прибутках виробничого

сектора у/г = К/} / ^ К/г, Н-\, ... , Н, \ позначимо К/{ = ул ( г р ) , де г -
А=1

дов!льний вектор з ф(р). Тод! модель з ф!ксованими доходами е частко-

вим випадком модел! Ерроу —Дебре, коли а/1е = у/,, /г = 1, ... , Я, е = 1,
... , Е. Зазначимо, що теорема 3.7 м!стить мало ппотез про характер
споживання.

Модель економши з ф!ксованими доходами е зручною для досл!джен-

ня пор!вняльно1 статики споживання. Нехай (х*, г*, р*} - единий стан

) е 2/, (р*}. Тод!, очевидно, м!ру задоволення

споживача п : (/* =11 (х ) можна вважати функщею доход!в: (У* =

р!вноваги модел!, х" - ^ х*,
Н=\

^Полтерович В. М. Равновесные траектории экономического ростаУМетоды функ-
ционального анализа в математической экономике. — М.: Наука, 1978. — С. 56-
97; Полтерович В. М., Спивак В. А. Бюджетный парадокс в модели экономического
равновесия // Экономика и математич. методы. — 1979. — 15, № 1. — С. 115 — 127.
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-= ГУ* (К\, ... , /?//). Отже, виникае проблема дослщження V* при зм!н1
доход1в К/г, 1г = 1, ... , Я. Наприклад, припустимо, н!О дохщ К\ першого
споживача зр!с до значения ^С) , К\ > К^, а доходи шших залишилися
на попередньому р!вн1 К'^-К^, /г = 2, ... , Я. Чи виконуваметися нер!в-

»1сть и1(к\— к'н}>и\(к^ ..., кн)7
Досить прост! приклади показують, що при цьому можливими е ситу-

ацп, коли споживання першого учасника спадае 1 С7% також спадае, а вигра-
ють деяк! шш! споживач!. Це явище називаеться бюджетним парадоксом.
У [2] докладно анал!зуеться приклад, коли у двопродуктов!й економщ! з
трьома споживачами через зб!льшення доходу першого учасника зростае
попит на перший продукт, що веде до шдвищення цши на нього. Третш
учасник, для якого цей продукт е товаром Пффена, також шдвищуе св!й
попит на нього, що веде до ще бшыхюго зростання цши, внасл!док чого
перший споживач програе.

При дослщженн! питань пор!вняльно! статистики в моделях загально!
економ!чно! р!вноваги важливу роль вццграе поняття валовоТ зм!нюва-
НОСТ1.

Означения 3.8. Функщя шдмгрного попиту &(р) = ' Е ( р ) - ( р ( р ) , яку
для простоты викладу вважатимемо однозначною, мае властивостг
валовог замтюваностг, якщо для цгн р, р' е К", р> р', р± = р\ вико-
нуеться нер!вн!сть ^(р)>^(р').

Це означения мае такс економ!чне тлумачення: якщо цши на окрем!
товари зросли, то надм!рний попит на той товар, щна якого залишилася
незм!нною, може т!льки зростати. Якщо функщя ё (р) е диференщйованою,

то властивють валово'Г зам!нюваност! означае, що (Эег- /дрЛ > 0 при / ^ г.
Д!йсною е така теорема, доведения яко! можна знайти в [2].
Теорема 3.8. Нехай для моделг економгки з фгксованими доходами

виконуються тат умови: 1) функцп V (.г) для всгх Н — неперервнг и
у гнутг; 2) кожний учасник задоволъняе аксюму ненасичуваностг
г для кожного продукту г, \<г<п знайдеться учасиик, який не наси-
чуегпься ним; 3) будъ-який продукт е цгнним для першого споживача;
4) технологична множина Т е опуклим компактом, що мгститъ строго
додатний вектор; 5) функщя надмгрного попиту мае властивгстъ ва-
ловог замгнюваностг. Тодг в цгй моделг бюджетний парадокс гцодо пер-
шого споживача неможливий.

3.9. ПРОЦЕСИ ФОРМУВАННЯ ЩН

3 економ!чного погляду, стан р!вноваги е необх!дною умовою стаб!ль-
ного та нормального функцюнування економ!ки. 3 наведених вище факт!в
про конкурентну р!вновагу не випливае, що вона може бути досягнута
автоматично и через неузгоджеш ди економ!чних агент!в (учасник!в еко-
ном!чних процес!в виробництва та споживання) у власних штересах. По-
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Крива пропозици стае така проблема: чи 1снуе можлив!сть
досягнення стану р!вноваги в реальних
економ!чних системах?

Свого часу Л. Вальрас, висунувши кон-
цепц!ю економ!чно! р!вноваги, запро-
понував процес поступово! зм!ни ц!н у
напрямку р!вноваги, який в!н назвав «на-
мацуванням» (ШоппетепО. 1з погляду
сучасно! теорп динам!чних систем, щоб
процес «намацування» ц!н Вальраса шля-
хом проб ! похибок в!в до щл!, необх!дно,
щоб стан р!вноваги був глобально стшким.

Як приклад найпрост!шого процесу
формування щн розглянемо павутинопо-
д!бну модель1 «намацування» р!вноваж-

НО1 ц!ни. Нехай е один продукт, попит та пропозищя якого описуються
функщями сукупних попиту Е ( р ) ! пропозици ф(р), що е однозначними,
неперервними та визначеними для вс!х р > О, причому Н (р) монотонно
спадае, а ф(р) монотонно зростае; 1!щ„^п 2(р) = <», Нт

( = 0, 1ип„_,

Рис. 3.4

Для единого товару у стан! р!вноваги, очевидно, р # 0, отже цей стан

характеризуемся р!вн!стю 2мз*) = ф(я*) > Де Р* ~ р!вноважна щна. Че-

рез припущення вщносно функц!й Н та ф ця р!вн!сть мае единий роз-

в'язок, так що стан р!вноваги (р*, х*, г*\ описуеться р!вностями х* =

= Е (р*\ = (р(р*\ = 2*. У раз! порушень цих припущень стан р!вноваги мо-
же не досягатися. В!дпов!дний приклад показано на рис. 3.4.

Процес «намацування» для розглядувано'Г модел! такий. У початковий

момент на продукт встановлюеться щна р . Якщо Е(р ) > ф(р°) (попит

перевищуе пропозиц!ю), то цша зб!льшуеться до р , щоб виконувалася

р!вн!сть 2(/>Ч = ф(р ). Якщо ж л(р }<ц>(р ) (надм!рна пропозищя),

то щна знижуеться так, щоб попит зб!лынився до пропозиц!!'. Якщо I -
дискретн! моменти часу, в як! в!дбуваються зм!ни щн, то р!зницеве р!внян-
ня, що описуе павутинопод!бний процес «намацування», мае вигляд
Е(/) = Ф(/-'и = 1, 2 , .

Коли 1!т р = р*, павутина називаеться збгжною, або динамгчнощ
{—*<*>

(рис. 3.5, а). Проте така стаб!льн!сть павутини досягаеться не завжди.

Коли пропозищя е еластичшшою вщносно попиту, павутина може бути

'Назва нов'язана з тим, що в1дпов!дна граф!чна 1люстравдя процесу нагадуе паву-
тину.
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розбгжною (рис. 3.5, б). Гнший випадок пов'язаний 1з ситуащею, коли на-
хили прямол!н1Йних функцш попиту та пропозиц!Т однаков! (рис. 3.5, в).
Тод! павутина не зб!гаеться 1 не розб!гаеться, а утворюе один замкнений
цикл (досконала павутина).

У модел! Еванса час ^ та щна р(1) на продукт змшюються неперервно
1 вводяться так! позначення для сукупних попиту та пропозицп, як функцн
часу: а = а(1) = Е ( р ((:)), 5 = 5(^) = ф (р(0)- У модел! постулюеться, що
попит та пропозищя е афшними функщями цши:

Е ( р ) = а-Ьр, а > О, Ъ > 0 (попит спадае при зростанш цши); О (р) =
= ос + (3р, а>0, $ > 0 (пропозищя зростае при збшьшенш ц!ни). Вважаеть-
ся також, що а > а (при р = 0 попит перевищуе пропозищю).

Головне припущення модел! полягае в тому, що змша цши пропорщйна
перевищенню попиту над пропозищею:

у > 0. (3.38)

Отже, цша неперервно «пристосовуеться» до ринково! ситуацИ: при
а — 5 > 0 зростае, а при а - 5 < 0 спадае.

Под1ливши обидв! частини р1вноеп (3.38) на А ^ 1 перейшовши до
границ! при Д^ —> 0, д!станемо такс диференщальне р!вняння в!дносно
цши р(1):

Тут функщя мае стащонарну точку р , де

(3.39)

(3.40)
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1з (.3.39) випливае, що при

< р° (ар/а1)>0, а при

> Р° (с1р / (И) < 0 , 1 тому

Нт р(1) - р . Очевидно, що р

е р!вноважною цшою, оск!ль-

Ро Р\РтРг Р

Рис. 3.6

Так! сам! результати можна
отримати, якщо використати
розв'язок р!вняння (3.39)

'Ч

Дискретний аналог мод ел! Еванса зображено на рис. 3.6, де показано
механизм виникнення посл!довност! рп наближень р!вноважно1 щ-
ни р°. Тут пром!жок часу подьтено на р!вщ штервали завдовжки Д^, !
щна рп у момент часу Ъп = пМ визначаеться р!зницевим р!внянням

Рп =РЯ-1+УД Йя-1.

де 5„_! =(а-а)-(Ь-р)ря.1.
Для загального випадку наявност! п вид!в товар!в на ринку П. Са-

муельсон1 [44] запропонував схему моделювання динамши ц!н у непе-
рервному час! на реальному ринку товар!в. У щи модел! припускаеться,
що функщя надм1рного попиту &(р) е однозначною та неперервною при
вс!х р > 0. Модель описуеться системою диференщальних р!внянь

г = (3.41)

де додатне число А.,- називаеться коеф1щентом шдстроювання цши на г'-й
товар. Система (3.41) моделюе динам!чний процес формування цш на
товари таким чином: якщо 6г-(р)>0 (тобто попит на товар г перевищуе
пропозищю), то щна на товар г зростае; якщо ж ^(р) < 0, то щна спадае.

1з теор!!' диферешп'альних р!внянь в1дносно системи вщомо такс, (г)
Для кожноТ точки р з ц]дкрито! множини Р, Р с /?+ 1снуе розв'язок р ( 1 ]
задач! Кош! (1р1 / (И - А.,- ^(р), р, (0) = р®, г = 1, ... , п визначений на дея-

кому пром!жку [0, е], Е > 0 ! при цьому р(0е Р, ^6 [0. е]. Розв'язок не
обов'язково единий2. (и) Якщо локальний розв'язок р ( 1 ) задач! Кош!

'Самуельсон Пол (нар. 1915 р.) — американський економ!ст математичного на-
пряму, лауреат Нобел1вськоТ премп 1970 р., присуджено! за поглиблення паукового
анал!зу в економ1чних науках.

2Наприклад, для одновим!рно1 задач! Кош) /') =р 1 / 3

) р(0) = 0 1снують два розв'язки
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на вс!й облает! свого визначення набувае значения з деяко! обмежено!'
1ПДМНОЖИНИ Г множини Р, то р ( { ) можна продовжити на всю швв!сь
[О,-]-

Означения 3.9. Процес формування цгп (3.41) називаеться глобально
стшким, якщо при довольному р > 0 !снуе границя 1!тг^тс р({.) = р, де

•-, о
р - - оеякии вектор ргвноважних цгн, залежнии его р .

Означения 3.10. Функцгя надмгрного попиту &(р) називаетъся не-
розкладною, якщо для будъ-яких векторгв р, р 6 К" з того, що

р > р', р Ф р та I - \1 : р^= р\}^ 0, випливае, що ̂  (р) > ̂  (р') для всгх
г е / та хоча б для одного такого, г ця у нова мае вигляд строгог не-
ргвностг.

Зрозум!ло, що нерозкладн!сть е шдсиленням вимоги валовоУ зам!нюва-
НОСТ1.

Теорема 3.9. Нехай для моделг динамгки цгн (3.41) виконуютъся такг
г/мови: 1) цти р належать множит Р=={реКп : р > 0}; 2) функцгя
Е. (р) - однозначна, неперервна на Р та нерозкладна; 3) виконуетъся
закон Валъраса у вузькому розумппп &(р)р = 0; 4) функцгя &(р) -
однородна нулъового степеня, ё. (ар) = &(р) при а > 0; 5) гспуе ргвно-
важний вектор цгн р е Р; 6) функцгя Е- (р) обмежена знизу на Р.

Тодг процес формування цгн (3.41) — глобально сгпшкий.
Доведения ще'Г теореми можна знайти у [2].

3.10. МОДЕЛЬ Р1ВНОВАГИ МАКАРОВА

1деУ, закладен! в моделях загально'Г р!вноваги вальрас!вського ти-
пу, в!дкривають можливост! 1'х подальшого розвитку та вдосконалення.
Як приклад под!бних можливостей розглянемо загальну модель загаль-
но! р!вноваги В. Л. Макарова1, окремими випадками яко'{ е узагальнена
модель Вальраса, модель Ерроу — Дебре та модель з ф!ксованими дохо-
дами.

У модел! Макарова немае под!лу економ!чних агент!в (учасник!в еко-
номши) на споживач!в ! виробник!в -- кожний з агент!в може виступати
! як спол-сивач, ! як виробник. Нехай в економ!ц! е п вид!в товар!в та /
економ!чних агент!в. 3 агентом/ пов'язаш дв! множини X • с К", У^ с К",

де Х.-е мнол<иною стратег!й агента/ як споживача, а У- - множиною
його виробничих молсливостей. Отже, множиною альтернатив (вибор!в
стратепй) агента/ е декартовий добуток 2- = Х - х У - . У модель входять
множина Р допустимих ц!н Р с К" ! мноясина стан!в економ!ки 2. =
= 7.\ х 22 х ... х 2\ х Р, елементи якоТ 2 називаються станами економ!ки;
2 = (2), ... , 2;, р), де 2у е 7.:, ] - \, ... , 1. 1нтереси агента/ моделюються

'Макаров Валерш Леон!дович (нар. 1937 р.) — росшський математик-економ1ст.

151



за допомогою багатозначного вщображення 5- : 2. — > 22, де 5 -(г) - е
множиною тих статв 2 ', як!, на думку учасника/, е б!льш переважними,
шж стан г.

Особлив!стю модел! е те, що штереси агента залежать не т!льки вщ
того, що вш отримуе (вектор х}- ), а и в!д стратеги у- з У-. Оск!льки У;-
характеризуе працю /-го учасника, то його оцшка 5 • стану г залежить та-
кож в!д отримуваного набору благ х • I вщ того, яких зусиль це коштува-
ло. Вщображення 5- залежить не тшьки вщ стану г.- учасника/, а и вщ
статв 2; , г ̂  ; шших економ!чних агентов. Отже, кожний агент д!е пев-
ним чином, ураховуючи дп шших агент!в, тобто враховуються сощалъш
фактори (так!, як традицп, мода, заздр!сть тощо).

Мехашзм розпод!лу доходов вщ виробничо'Г д!яльност! онисуеться функ-
щ'ями а^ : 2 -» К , ; - 1, ... , / , де ос у (г) - дохщ агента _/' у стан! г. Якщо
стан 2 несприятливий для ;', то дохщ а • (г) може бути вщ'емним (забор-
говашсть /).

Иехай для стану економжи г = (г^, ... , г,, р) символ (г \ ?•} позначае

( V _ V •/ /

•?!> ••• , 2у_1, 2у, 2у+1, ... ,?[, р ) 1 5}- & багатозначним вщобра-

женням, що визначаеться р!вшстю $ • (г) = |г е: 2 • (г \ ?• ) е 5 • (г)}. Вщоб-

раження 5у е зкуженням вщображення 5 • на компоненту 2 • простору
сташв економжи 7, \ мае таку економ!чну штерпретац!ю: якщо склався
стан економ1ки г, то за умови, що 1нш1 учасники збер1гають сво! стратег!'!
г^(^ * /), будь-який стан (г ! гу) при г}- е 5;- (г) е для агента /' б!льш
переважним, н!ж г.

Бюджетн! обмеження агента / задаються багатозначним вщображен-

ням В}- : 2 1 ' , де
;- (г) = {?у б 7. • : х}- • р < а,] (г | г;-)|. При цьому

В^ (г) називаеться бюджетною множиною агента / у стан! г, осюлъки

е доходом агента/ у стан! г г - , а х-р - варт!стю товар!в-

^ у стан! г (тобто коли вектор ц!н зб!гаеться з р).
Означения 3.11. Функщею надм!рного попиту називаетъся функцгя

I I

(г) = Х д ; ~Х#/> й с/иди економгки г, г&2 збалансовани.ч, якщо
г=1 г=1

Означения 3.12. Стан економгки г*, 2* е 7. називаетъся станом еко-
номгчног ргвноват, якщо виконг/ютъся умови

3; У = 1, . . . , / ; (3.42)

0; (3.43)

= 1, . , /. (3.44)
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Ролглянемо зм!стовну штерпретацда цих умов. Умова (3.44) означае,
и 1,о у стан! р!вноваги 2*виб!р агента } зроблено з урахуванням його
бюджетних можливостей: видатки не перевищують доходу. Умова (3.43)
с вимогою збалансованост! попиту та пропозицп. Умова (3.42) озна-
чае, що кожний агент д!е найкращим для себе чином в!дпов!дно до си-
гу ац!!, що склалася: жоден з агентов не може перевести стан г у стан,

бьтыл переважний для себе (г г? |, вибором !ншо!' стратепГ г.-, якщо !нш!

агенти залишають сво! стратеги незмшними. Зауважимо, що для читача,
знайомого з теор!ею !гор ! загальною теор!ею прийняття р!шень, достат-
иьо зрозум!лими е т! факти, що в модел! Макарова широко застосовуеть-
ся математичний !нструментар!й моделювання цих теор!й, ! що умови за-
гальноТ економ!чно! р!вноваги (3.42) — (3.44) е означениям розв'язку
гри / ос!б за Нешем, тобто р!вновага г е оптимальною у розумшн!
Неша1.

Означения 3.13. Якщо замлеть (3.43) в означеннг (3.12) справджу-

етъся нерштстъ &(г*}<0, то стан г* називаеться швр!вновагою.
Основним результатом в узагальненш модел! економжи, що розгля-

даеться, е таке твердження.
Теорема 3.10 (Макарова). Нехай у моделг Макарова виконуютъ-

ся так1 умови: 1 ) множина допустимых цт Р е опуклим компактом,
що мгсгпить точку р = 0 як внутргшню; 2) множини X.-, У.- е опукли-

ми компактами; 3) функцп а - - неперервнг и угнутг по г •; 4) мно-

жина Гу = <(г, 2 Л : 2 6 2, 2 - Е ^ ' - ( г ) | - вгдкрита; 5) для кожного
г е 2 вектор г : не належить опуклому замиканню множини Р- (г) =

= {?.• : 2: = а! • + (1 - а) г.-, г • 6 Р/(г), 0 < а < 1}; 6) викоиуетъся закон

Валъраса у вузькому розумтт, тобто вс1Х

7) а • (г) = 0 для всгх / = 1, ... , /, якщо р = 0; 8) для будъ-якого ге 2.

при р ^ 0 знайдетъся X: е X • , для якого х :р < а.: (г) ; 9) кожний з еко-
номгчних агентгв задоволъняе умову ненасичуваностг, тобто якщо
€.(г) = 0, то Р: (г) Ф 0 . Тодг в моделг гснуе стан загалъног економгчног
ргвноваги.

Докладн!шу !нформац!ю про модель Макарова читач знайде в [25].
Зауважимо, що наведена теорема дае досить широк! можливост! для

вивчення питань !снування оптимальних сташв р!вноваги у конкрети-
зованих моделях. При цьому низка умов !з теореми 3.10 мае техн!чний
характер ! для менш загальних моделей може випливати з шших при-
пущень.

'Неш Джон — американський математик, фах!вець 1з теорИ 1гор, лауреат Нобел1в-
сько! премГГ з економжи 1994 р.
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Задач! та вправи

3.1. Економ!ка чистого обмшу характеризуеться тим, що в шй в!дсутне виробництво,
1 кожний споживач мае певний перв!сний (до початку обмшу) запас кожного з! спожив-
чих товар!в. 1. Описати умови р!вноваги в загальному випадку Н споживач!в та п
споживчих товар!в. Чи буде при цьому к!льк!сть р!внянь зб!гатися з к!льк!стю не-
в!домих? 2. Описати умови р!вноваги у випадку, коли Я = п = 2 1 кожний споживач
мае квадратичну функцш корисност!.

3.2. Нехай для економши чистого обмшу Н = п = 3 (див. задачу 3.1) 1 початковий
розподьч благ О0

 та матриця гранично! корисност! М1] задаються виразами

(а О (А
О0= О Ь 0

0 0 с
Ми =

1/.Г,
\/х\

О

Цс-х3)/4

О

1/*,

де рядки стосуються сноживач!в, а стовпц! — товар!в. Знайти р!вноважш цши та
кшцевий розподш благ. Описати обман зм!стовно. Чи е розв'язок розумним?

3.3. Класична модель вальраавського типу, описана у п. 3.1, побудована на прйпу-
щенш, що кожна ф!рма виробляе вс! типи товар!в та використовуе фактори вс!х вид!в
1 що кожний купуе вс! товари та продае вс! фактори. Ослабления цих припущень
веде до появи нер!вностей в умовах р!вноваги. 1. Вивести умови, як! складаються з
нер!вностей, 1 показати, що серед сшвв!дношень, як! залишаться, нер!вностей не буде.
2. З'ясувати, яку форму матиме закон Вальраса у цьому випадку.

3.4. Нехай споживач /г в економщ! характеризуеться логарифм!чною функщею

корисност! и11 = а!} =1 У/г . Довести, що
1=1

ас1, Л = 1, ... , Н, а* >0\Н, Н;
»=1

при ф!ксованш пропозицп вс! товари е явно замшюваними. Знайти р!вноважн! цши.

3.5. Нехай шдив!дуум мае функщю корисност! для надм!рного попиту ё. на два

товари вигляду С/ = Я] ехр(-Ь1Е])-а2 ехр (-<>>&)), де а\, й2, Ь\, Ь^ — додатш констан-
ти. В1н максим1зуе корисн!сть при виконанн! бюджетного обмеження вигляду

Р\&\~* ' Рт&1 ~ 0' де Р\ > Р1 ~~ Ц'ни на в1дпов1дн1 товари. Знайти надм!рний попит як

функц!ю вщношення р^/р\- Чи е товари явно замшюваними? За якого сшвв!дно-
шення Ц1Н 1снуе економ!чна р!вновага?

3.6. Прикладом економ!ки з нест!йкою р!вновагою е економ!ка чистого обм!ну з
трьома споживачами 1 товарами, де початков! запаси товар!в характеризуються матри-

цею Е 3 = ( 8 ц У ', (единичною матрицею), а функцп корисност! споживач!в мають

вигляд (71 =т!п(д:1

1, х\\; 172 = тт(х2, х%}; 11Э = т'т(х1, х{

2\ и3 = тт(х^, х^\ .
1. Знайти функцп попиту та надм!рного попиту для споживача. 2. Знайти вектор
ринкового надм1рного попиту 1 показати, що р!вновага 1снуе та е единою, коли ва ц1ни
зб!гаються.

3.7. Довести в модел! Ерроу — Дебре натвнеперервшсть зверху вадображення ф(р).
3.8. Нехай у неокласичнш задач! споживання (7 (х) — > тах , хр < /, х > 0 функцш

корисност! — ненерервна и угнута, р > 0, / > 0. Чи е правильним твердження, що ця
задача або мае розв'язок при дов!льному / > 0, або не мае розв'язку при вс!х I > О?

Вказ!вка. Розглянути функц!ю и(х\, Х2\ = тт(\, (лг2 -!)/(! + *])). Якщо вима-

гати ненасичуваност! споживача, то сл!д розглядати функц!ю V ( х^ , х2 ) = V I х1 , х% ) + Х2 •
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3.9. Розглянути таку модель типу Ерроу — Дебре. В економщ! е два типи товаров
та один споживач, а технолопчна множина виробничого сектора 7' = {(г^, г2):

: 0 < г1 < 1, .?2 = 0}- Функщя корисност! споживача мае вигляд V (х\, д^) = х\ + Д"2

1 низначена на миожин! X = \(х\, Х2 ) : х\ > 0, х2 ^ 0, .г2 - 1 5 х\ < ,г2 + 1 \. Увесь дох!д

/'|71 + Р'121 виробничого сектора надходить у розпорядження споживача. Перев1рити,
що в ц!й модел! виконуються вс! умови теореми Ерроу — Дебре, за одним винятком: у
споживача немае ночатково) власност!.

3.10. Довести, що в модел! задач! 3.9 не !снуе конкурентно! р!вноваги.
•)

3.11. Довести, що коли в модел! задач! 3.9 покласти X = К+, то р!вновага також не
!сиуе.

3.12. Для дов!льних вектор!в х, у е Л™, у Ф 0 введемо нозначення х // у =
= тах (8 : &у < х}. Називатимемо вектор х, допустимий для задач! (3.42) у модел!
Вальда — Касселя (див. п. 3.4), ефективним, якщо Ь //Ах = 1. Довести, що: 1) мно-
жина О. вс!х ефективних вектор!в задач! (3.42) е, замкненою; 2) для ефективиого
вектора х !снуе такий вектор ре К", р Ф 0, що х е розв'язком задач! (3.42).

к'13.13. Нехай вщображення Р : и — > 2 + для модел! Вальда — Касселя з!ставляе

кожний вектор .г б и з множиною хР вс!х вектор!в ре К", !снування яких стверджу-
Кп

валось у п. 2 попередньо! задач!, вщображення V : К+ — > 2 + з!ставляе дов!льний

ре К" з множиною р"1*/ розв'язмв задач! (II) в модел! Вальда — Касселя, ! для в!доб-

раження К : и — > К" х К™ хК = {(р, V): ре. хР, V е рУ} для дов!льного х е О. . Пе-
рев!рити, що при кожному х е О, множина хР е конусом ! вщображення Р, V та К е
нашвнеперервними зверху.

3.14. Нехай для модел! р!вноваги з ф!ксованими доходами на додаток до умов !з
теореми 3.7 кожний учасник задовольняе умову пенасичуваност!, а для кожного това-
ру г, 1 < г < п знайдеться учасник, який е ненасиченим саме за цим товаром. Довести,

що тод! р!вноважн! ц!ни р* е строго додатними ! &(р*} = 0.

3.15. Нехай функщя надм!рного попиту &(р), ре К", р>0 визначаеться р!вн!стю

де р = (р:\ ' > 0 — деякий ф!ксований вектор. Перев!рити так! властивост! функц!!

ё - ( р } ' . О для не! виконуеться закон Вальраса у вузькому розумшн!; 2) В(р) -
нерозкладна функц!я; 3) &(р) — однорщна функц!я нульового степеня; 4) якщо
р •- вектор р!вноважних ц!н для &(р), то р - ар для деякого а > 0; 5) мш!мум
функц!! \|/(р) = В(р)р досягаеться у будь-яюй точц! променя ар, а > 0 ! т!льки в
цих точках.

3.16. Нехай функщя надм!рного попиту &(р) задовольняе умови 1—5 !з теореми

3.9. Довести, що: 1) областю визначення функц!! Е(р)е множина Р = \ре К" : р > 0[;
2) будь-який р!вноважний вектор ц!н е додатним; 3) вектор р е р!вноважним тод! !
т!льки тод!, коли В(р) = 0', 4) якщо р •- р!вноважний вектор ц!н, то р = ар для
деякого а > 0 .



МЖРОЕКОНОМЖА
НЕВИЗНАЧЕНОСП.
ФШАНСОВ1
ТА СТРАХОВ! РИНКИ

Основы мтроекономжи невизначеностг, в якш моделюетъся поведтка мгкро-
економгчних агентгв в умовах невизначеностг стохастичного характеру, були
закладет Дж. фон Нейманом та О. Моргенштерном в монографп [30]. По-
дальший и развитой буе пов'язаний з роботами Ерроу та Пратта у 60-тг
роки XX ст., наслгдком чого стали численнг дослгдження з прийняття економгч-
них г финансовых ргшень в умовах ринку.

Базовый пгдхгд до вгдповгдних проблем використовуе низку припущенъ (гто-
тез) сподгваног корисностг. Незважаючи на деякг заперечення проти цих гто-
тез, вони даютъ можливгстъ розвинути доситъ потужний аналгтичний апа-
рат для дослгдження в^дповгдних проблем. 1стотну роль невизначетстъ вгдгграе
в моделях, пов'язаних з финансовыми та страховими ринками. Це спричинило
бурхливий розвиток дослгдженъ з фгнансовог еконошки, аналгтичною основою
яког е сучасна фтансова та актуарна (страхова) математика.

4.1. ПРИПУЩЕННЯ СПОД1ВАНО1 КОРИСНОСТ1.
ТЕОРЕМА ФОН НЕЙМАНА-МОРГЕНШТЕРНА

У звичайшй теорп економо'чного вибору в дете.рмшованих умовах не
припускаеться шякоо принциповоо вщмшност! м!ж окремими актами
вибору. Проте в умовах невизначеносп акти вибору та гхш наслщки
залежать вщ зовшшшх обставин, як! трактуються як стани природи, ста-
ни св!ту, або просто стани.

Множина альтернатив, з яко'Г робиться виб!р, називаеться проспектом,
або лотереею.

Розглянемо випадок ск1нченноТ множини станхв, яка складаеться з 5
. . , 1 2 5елементш, так що кожнии проспект мае 5 насл1дк!в вибору х , х , ... , х

в деяк1й пщмножин! X простору К". Вважаеться, що кожний насладок х1

може бути отриманий з деякою Ймов1рн1стю р^ (яка розглядаеться як
суб'ективна ймов1рн1сть, що приписуеться цьому наслщку агентом, який
робить виб1р). Множина вс!х под!бних 1мов1рностей утворюе деякий дис-

кретний 1мов1рн1сний розпод!л {р^, ... , рп} , тобто рг- > 0 , ̂  рг- = 1. Описа-

ний проспект (або лотерея) у в подальшому позначатиметься як

X = ~2,

Зауважимо, що припущення про ск1нч(енн!сть множини сташв 5 та в!дпо-
1ндну дискретность проспекту не е приждиповим, 1 вцщовщш конструкцИ
можуть бути поширет також на 1нш1 випадки.

Позначимо через V множину вс!х про'спекпв для окремого агента (або
шдивщуума), який сто'йь перед проблемсэю вибору в умовах описано! вище
невизначеность Припускаеться, що аген:т може робити виб!р з У за допо-
могою деякого вщношення переваги ^ , що е повним кваз!порядком на V
(тобто повним бшарним транзитивним 1 рефлексивним вщношенням).
Кр1м того, вважаеться можливим утворення складних проспект!в (або
лотерей), компонентами (наслщками) я(ких е також проспекта

1=1

т.

Тод! складний проспект

'У^

пов'язаний з наслщками у,- , що отримулоться згщно з дискретним розпо-
1 т

д1лом 1мов1рностей ^\, ... ,дт}, с^>® , ^ 9; = 1-
У=1

До найпроспших належать проспекти з двома и одним насл!дками, тобто
проспекти вигляду

= 10^9002,

(4.1)

(4.2)

де г - деякий наслщок з X. При цьому бднарний проспект (4.1) характери-
зуемся трьома параметрами р, х\ * и шод! скорочено позначаеться як

у = (р; х\ х2\, а унарний проспект (4.2), в якому з 1мов1ршстю 1 реал!-
зуеться насл1док х, практично може бути ототожнений з елементом х 1з
множини X, у = 1 о х = (1, х, х) = х .

Основы! ирипущення щодо поставлено! вище проблеми вибору окремо-
го агента з множини проспектов У, В1ДОМ1 як аксгоми фон Неймана —
Моргенштерна сподовано! корисност! , описано нижче.

Аксшма 4.1. Агент мае на множим У усгх проспектгв вг'дпошепня
переваги ^ (поении квазгпорядок), а отже, (У, ^ ) е полем переваг у
задачг вибору ргшення агентом.

Як насл!док ще! аксюми, вщношення переваг >: також е автоматично
визначеним на множин! X ус!х наслщк1в проспектов, оскольки, зокрема
(р, х, х) = х для вс1х х е X , а отже, ( X , ^ ) також е деяким полем пе-
реваг..

Аксшма 4.2 (неперервтстъ) . Для всгх у , у , у е У гз властивгс-
тю > у2 > у3 гспуе таке а, 0 < а < 1 , що © (1-а)г/3 =
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1накше кажучи, для середнього проспекту оснуе можло-тость його штер-
поляцп деякою 1мов1ршсною сумшплю крайних проспектов.

Аксюма 4.3 (редукцгя складного проспекту). Для складного проспек-

ту у — Ф <?г- о г/,;, де у; = © р1: ° х1 •- звичайнг проспекти, г = 1, ... , т ,
2=1 /=1

гснуе звичайни проспект у = • ° х1 , еквгвалентний у, у ~ у.

Аксюма фактично означае, що при обчисленно ймоворностей наслодков
х1 складно! лотерео можна користуватися водомою формулою повноо
ймоворносто. Так, формальну еквовалентшсть лотерей з двома наслодками

у = [а; х2, (я; х\ .г2)] ~ [(1 -ос)я; х1, х2]

можна пояснити застосуванням звичайних правил обчислень омоворно-
" т-. 1 2стеи Рг подш х та х :

Рг(х^ = Рг(п\ х1, .г2) Рг(х^/(п; х\ л:2)) = (1 -а)я , де Рг(А/В)

позначае умовну ймов!ршсть поди А за умови В, и аналопчно Рг(х \ =

= Рг(х1 /у} + Рг(х2 /(я; х\ х2)) Рг((я; х1, х2}/у} = а + (1-а)(1-я) =

= 1-(1-а)я.
Зауважимо, що аксюма 4.3 дае змогу конструювати довшьш проспекти

з проспектов, що мають т!льки два наслщки. Так,

Тому акс!ома 4.3 екв!валентна и окремому випадку для проспектов з
двома наслодками

х\ х2), (п'; х\ х2))-

де а , я та я' належать водрозку дойсних чисел [О, 1]. Цю форму редукци
складних проспектов пояснюе така доаграма:

ая + (1 - а)я' х

1-я'
Складна лотерея Проста лотерея

Наслодкам лотерей водповодають двое плечей, на яких позначено ймовор-
носто цих наслодюв.
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Акс1ома 4.4 (незалежшстъ). (1) Для вс!х у^, г/2 6 V , у\ > г/2 оснуе а,
О < а < 1, такс що для довольного у е У а ° у\ © (1 - а) г/ > а° г/2 Ф (1 - а) г/.
(2) Для всох г/1, #2 6 У , у\ ~ г/2 оснуе а , 0 < а < 1, такс що для довольно-

го // е У а о у\ ® (1 - а)у ~ а ° г/2 © (1 - а) г/. (Тобто будь-яка третя альтер-
натива не порушуе строгу перевагу або еквовалентшсть двох альтернатив).

Аксшма 4.5 (монотонтсть). Нехай х1, х2 е X 1 ж1 >: х2 , 0 < я, л' < 1.

(я; х1, х2\>(п; х1, х 2 ) < = > я > я ' ,

(я; х1, х

10Д1

(4.3)

(4.4)

юбто перевага воддаеться лотерео з большою ймоворностю отримання бшьш
переважноо альтернативи.

Зауважимо, що аксюма 4.5 не е незалежною о може бути отримана з
ооопередшх аксюм.

Сформулюемо твердження, яке водограе головну роль у цьому роздоло.
Теорема 4.1 (теорема фон Неймана—Моргенштерна). За умови ви-

конання наведених вище аксюм гснуе така дгйсно значка функцгя и на
множит проспектов У, що:

(1) для У], г/2 е У виконуетъся вгдношення у^ > г/2 тодг г тглъки
тодг, коли и (уЛ > м(г/ 2 );

5 . ( 5 Л

(2) для будь-якого проспекту у = ®р;°х! маемо и\ @р;°х! =

= |̂ ( '̂)- ;=1 1/=1 *

V Розглянемо випадок 5 = 2 о позначимо х = (х1, х2 1, а через Ь та да -
водповщно найбольш переважний 1 найменш переважний проспекти в У,
тобто Ь ^ у та у ^ да. Якщо Ь ~ да, то переворка твердження теореми е
тривоальною. Тому дал! розглядатимемо випадок, коли Ь > да.

Розглянемо проспект у = (я; х), де х = (х1, х2\& X2, яе [О, 1]. За ак-
соомою неперервносп оснують тако ймоворносто щ, я2 6 [О, 1], що

(1; х\ х^ = х1 ~ (я^ Ь, да), ^1, х2, х2} = х2 ~ (я2; Ь, да).

3 припущення (2) аксооми незалежносто маемо

г/ = (я; х)~[п; (щ; Ь, но], (я2; Ь, да)].

Використовуючи аксюму 4.3, встановлюемо, що

[я; (л,; 6, да), (я2; Ь, да)] ~ (р; Ь, да),

де р = ЯЯ] + (1 - л)я2 . Тодо за властивостю транзитивносто водношення
переваги в аксюм! 4.1

у = (я; д-) - (р; Ь, да).
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Нехай у = (п; х')е У , де л'е [О, 1] та л'е (х'1, х'2 )е X 2 . Враховую-
чи наведен! вище аргументи, маемо

у = (п; х ) ~ (р; Ь, IV),

де р = л'л', + (1 - л')я'2, л^, л'2 е [О, 1].
За аксюмою монотонност! (р; Ь, да) ̂  (р'; Ь, да) тод!! т!льки тод!, коли

р>р'.
Отже, за властив!стю транзитивност! вщношення с встановлюемо, що

У ^ у' ТОД1 1 ТШЬКИ ТОД1, КОЛИ р > р'.

5

Позначимо для проспекту у=® р.-°х} через т\(у) дискретний ви-

падковий вектор, що набувае значения X: з !мов!рностями р.-. Тод! для
будь-яко'Г функци / " : X —» К математичне спо/цвання Е випадковог вели-
чини С (ц(у)) задаеться виразом

м(и») =

М = Л|, и(

Тод}

= р.

Ураховуючи вищевикладене, потр!бно побудувати таку функц!ю и: X -*
—> К, щоб для споддвань Е[и(у)] = Е[и(г\(у)] та Е [ и ( у ' ) ] - Е[и(г\(у')]
виконувалося сшввщношення

Е[и(у)]>Е[и(у')] (4.5)

тод! ! т!льки тод!, коли р> р'.
Для введених вище насл!дк!в 6, да, х1, х2, хл, х'2 припустимо, що

Аналогично маемо Е [ и ( у ' ) } - р'. Це доводить твердження (4.5) для
випадку 5 = 2. Виходячи з доведеного, легко поширити здобут! результа-
та на загальний випадок 5 > 2. А

Функщя и, що характеризуе вщношення переваги на множиш проспект!в
(лотерей) У, називаеться функщею корисност! фон Неймана—Морген-
штерна, або скорочено ЫМ-функцдею корисност! чи КМ-корисн!стю.

Згщно з доведеною теоремою «рацюнальний» агент в умовах невизна-
ченост!, описаних вище, серед р!зних проспект!в (альтернатив) вибирати-
ме той, що максим!зуе його спод!вану корисн!сть
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Тому теорему фон Неймана — Моргенштерна також часто називають
теоремою спод1вано1 корисност!.

Зауважимо, що для теореми спод!вано1 корисност! справедливою е обер-
мсна теорема, тобто якщр 1снуе функция корисност! и : У — > К , що задо-
иольняе умови (1) та (2) теореми спод!вано! корисност!, то виконуються
аксюми 4.1 —4.4 для вщношення переваги на У. Щоб про!люструвати це,
иокажемо, наприклад, що з тверджень (1) ! (2) теореми спод!вано! корис-
иост! випливае акс!ома 4.3 для випадку 5 = 2, х = (х , х I.

Опечатку встановимо таке стввщношення для вс!х х , х е X, а, я, п' е
6 [О, 1]:

и [а; (п; х{, х2), (п; (п;

(1-а)л'; л:1, д:2).

-а)и (п,

За твердженням (4.3) це означав, що [а; (л; х), (п; х)] ~ (ал +
+ (1-а)л'; х). Тобто виконуеться аксюма 4.3. Аналопчно можна пе-
реконатися у виконанш и !нших аксюм спод!ваноТ корисност! як насл!дк!в
тверджень (4.1) та (4.2) теореми спод!вано! корисност!.

Теорема 4.2 (про едшсть ММ-функцп корисност!). Якщо и: У -* К е
ММ-функцгею корисностпг, то вона визначена з точшстю до довгльного
афгнного перетворення з додатним коефщгентом одноргдностг, тоб-
то: 1) Эля довглъного а > 0 та с е / ? функцгя V(у) = аи(у) + с, уеУ
також е НМ-функцгею корисностг, що зображуе таке саме вгдношен-
ня переваги на У; 2) для ЫМ-функцп корисностг и будъ-яке монотонне
перетворення и, яке зберггае властивгсть сподгваног корисностг (4.2),
е афгнним перетворенням.

V Нехай для Л^М-функци корисност! и (у), г / е У функц!я у(г/) =
= аи(у) + с, г / е У , д > 0 , се К. Тод! V(у) також збер!гае вщношення пе-
реваги, оск!льки для дов!льних у, г/'е У {у >- у'} <=> {и (у) > и (у1)} <=*
<=*{аи(у) + с>аи (у) + с} <̂ > {V (у) > V (г/')}.

Зв!дси отримуемо

г; (а; у, у') = аи(а; у, у") + Ь =

Отже, V мае властив!сть спод!вано!' корисност! (4.2). Тим самим твер-
дження 1) теореми доведено.

Доведемо твердження 2). Нехай ф(ы) - монотонне перетворення и,
що збер!гае властивост! спод!вано'! корисност!: (О и(у)>и(у') тод! !
т!лькитод!, коли ф(ы(г/)) > ф(гг(г/')); (п) ф{м[аг/ + (1-а)г/']}= аф[гг(г/)] +
+ (1-а)ф(м(г/')), ае [О, 1]. Тод! и також мае властивост! типу (п), ооальки,
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записавши ровность (и) у виглядо

О < а < 1,

отримаемо, що ф переводить опукло ло'шйно комбшаци сво'о'х аргументов у
подобно комбшацо'о значень функцоо цих аргументов, а отже, ф е афо'нним
перетворенням. А

Розглянемо основш заперечення проти наведених припущень сподова-
ноо корисносто. Щодо аксоом 4.1 1 4.3, то вони сприймаються як припус-
тим!. Як заперечення до уно'версальносто аксооми 4.2 неперервносто при
виборо в умовах невизначеносто М. Алле1 у 1953 р. висунув такий контр-
приклад. Нехай е лотерея (проспект) з наслодками: л1 = $ 100, х = $ 1,

х3 - отримати смертельнии построл. Тодо, очевидно, е строг! переваги
? ях > х > х . Чи можна постулювати 1снування додатноТ ймов!рност1

р е (О, 1), для яко! р ° х ® (1 - р) ° х ~ х27 Навряд чи знайдеться рацю-
нальний о'ндиво'дуум, який погодиться на таю правила гри, коли вон з пози-
тивною ймово'рностю отримуе смертельнии постр!л заради виграшу одного
долара.

Подобно заперечення можна усунути, якщо не розглядати екстремальш
ситуацп вибору 1 включати у простор насло'дков X т!льки нормально подоо.

Найсерйозношо заперечення висунуто проти аксооми 4.4 (незалежно-
еп). Наприклад, розглянемо лотерео у\ = (1; $ 3000, 0); у2 = (4/5;
$ 4000,0).

Припустомо, що ондиводуум воддае перевагу г/} перед у2, У\ > У 2 • Не-
хай у - (1; 0, 0). Тодо не зрозумо'ло, чи можна стверджувати, що при
всо'х ае(0, 1) (а; у\, у)>(а; у2, у}. Наприклад, при а = 1/4 г/3 =
= (1/4; г/1, у) ~ (1/4; $ 3000, 0),а г/4 = (1/4; у2, у)~ (1/5; $ 4000, 0).
Тут ондиводуум може воддати перевагу г/4 перед #3 (оскольки при бага-

торазовш гро в лотерео вон у середньому виграватиме при лотерео г/3 суму

^ • 3000 = $ 750, а при г/4 - суму -| • 4000 = $ 800), що суперечить аксоомо

4.4. Цей парадокс називаеться парадоксом Алле.
Зауважимо, що при порушенно аксооми 4.4 властивость сподованоо ко-

ро!сносто також порушуеться. Так, у наведеному прикладо, оскольки г/} >- у2 ,
для сподованоо корисносто

и ( ̂  ) = \и (3000) + Ои (0) > (4 / 5) и (4000) + Огг (0) ,

тобто гг(ЗООО) > (4/5) и (4000) . Без утрати загальносто можна вважати,
що м(0) = 0, о тодоз г/4 > у3 маемо и(у4) = (4/5) и (4000) + (4/5) ы(0) =
= (1/5)ы(4000) > (1/4)и(3000) = (1/4)и(ЗООР) + (3/4)м(0) = гг(г/3),аце
суперечить неровност! гг(ЗООО) > (4/5) и (4000).

'Алле Мор1с (нар. 1911 р.) — французький економост, лауреат Нобел1всько1 премп
з економ1ки за 1988 р., присуджено! за внесок у теор!ю ринк!в 1 використання ресурав.
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4.2. ПОВЕД1НКА В УМОВАХ РИЗИКУ.
М|РИ ЕРРОУ-ПРАТТА УНИКАННЯ РИЗИКУ

Нехай у = ° х1 - лотерея з виплатами грошей х} , / = 1 ..... 5 .

Тодо сподованим значениям у (сподованим виграшем) е Е (г/) = ]Г р^х1'.
,=\

Якщо економочний агент мае ондивщуальну функцою корисносто и, ви-

значену на множино активов у з невизначеним ефектом У, то вон нази-
ваеться нейтральным до ризику, якщо

;=1
(4.6)

де припускаеться, що и е строго монотонно зростаючою функщ'ею аргу-
менту х б X . Якщо агент е нейтральним до ризику для всо'х проспектов у ,
то легко переконатися в тому, що вон мае функцою корисносп

п

и(х)= ^СС;.Гг- +С, СС; >0, 1 = 1, ... , П,

г=1

Агент е не схильним до ризику, якщо його Л^М-функцоя корисносто -
строго угнута, тобто

1,?,̂ Г;?/'"И «•»
для #; е X", р1 е (О, 1), у = 1, ... , 5 . Зокрема, при п = 1 (X с 7?) м(дг) е

строго угнутою функцоею при г/(.г) = ш' и/с1х ) < 0 , тобто агент е не
схильним до ризику при и"(х) < 0.

Навпаки, агент е схильним до ризику, якщо його Л^М-функцоя корис-
носто — строго опукла. При X с К , якщо и"(х) > 0, то и е строго опук-
лою функцоею и агент схильний до ризику.

Зауважимо, що для строго угнутоо функцоо и необов'язково и"(х} < О,
оскольки и"(х) може доровнювати нулю для деяких точок. Тгноруючи
подобно випадки, о'нодо дають бо'льш обмежуюче поняття несхильносто до
ризику, вважаючи, що агент не схильний до ризику тодо о то'льки тодо, коли
и"(х) < 0, о схильний до ризику тодо о тольки тодо, коли и"(х) > 0.

А^М-функцою корисносто ухильника ризику наведено на рис. 4.1, де
сподоване значения проспекту у = (л; х^, х2), що визначаеться виразом
Еу = пх1 + (1 - п)х2 , зображено водрозком ОА (вважаемо, що X = К+), спо-

довану корисность Еи(у) = тш(х^) + (\ -п)и(х2) •- водрозком АВ, а корис-
но'сть сподованого виграшу и(Еу) - водрозком Л С. Положения точки С
над точкою В сводчить про те, що агент не схильний до ризику, оскольки
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Еи(у)

Е(у)

Рис. 4.1

це в!дпов!дае нер!вност! 1енсена

ы(лдГ) + (\-п)х2) = и(Еу) >

> Ей (у) = пи(х\) + (\-п)и(х2),

де 0 < л < 1! *], х2 > 0, х\ Ф х2, яка
е екв!валентною стропи угнутш
функци и(х), х>0.

Для шюстраци наступних важ-
ливих понять, що характеризують

^ поведшку в умовах ризику, а саме:
екв!валента визначенос/п та ри-
зиково! премп р, розглянемо та-
кий приклад.

Нехай агент стопъ перед вибором одше! з двох альтернатив:
(О отримати суму $(.г0 + А) з !мов!рн!стю 1/2 ! суму $(х0 -А) з !мо-

в!рн!стю 1/2, де 0 < А < х§\
(и) отримати суму $Хд з !мов!рн!стю 1.
Не схильний до ризику агент в!ддасть перевагу альтернатив! («) перед

альтернативою (г), хоча в останнш вш мав шанс отримати б!льшу суму
$(х0 + А ) . Для його функци корисност! виконуеться нер!вн!сть

Це шюструе рис. 4.2, де строга угнут!сть функц!!' и(х) означав, що дуга
АОВ, яка сполучае точки и(х^-1г) та и ( х 0 + / г ) на графшу и, лежить
вище хорди АСВ, що сполучае т! сам! точки, а ОР > ОЕ, де ОЕ = Ей (у) =
= (0,5)и(х0 + А ) + (0,5)г/(д;0 -А).

Припускаючи, що функщя и е дв!ч! неперервно диференцшованою, строго
угнутою та зростаючою, маемо 1снування едино'! точки 2$ , 20 < х$, тако'!,
що (0,5)и(х0 + Н) + (0,5)и(х0 -А) = Ей (у) = м(г0). Величина г0 назива-
еться екв!валентом визначеност! для випадково!' величини д:0, вказано!' в
альтернатив! (г).

Визначимо величину р з р!вност! г0 = х$ - р. Легко побачити, що р > О,
коли агент не схильний до ризику, ! р < 0, якщо вш схильний до нього.
У припущенш, що агент не схильний до ризику, так що р > 0, величина р
називаеться ризиковою премнею. Таким чином, ризикова прем!я р е
максимальною сумою грошей, яку не схильний до ризику агент готовий
сплатити, щоб мати в!рог!дний дохщ на в!дм!ну в!д спод!ваного доходу
в!д невизначеного проспекту (лотере'О. На рис. 4.2 р дор!внюе довжин!
сегмента ОС. Очевидно, що р залежить в!д х0 та А, тому можна записати

3 означения ризиковоГ преми р(х, А) у випадку, коли альтернатива (г)
виражаеться загальним проспектом г/ = (л; х + А, х - А), 0 < л < 1, маемо
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и<у тотожшстъ: "

Застосовуючи розклад Тейлора до
>жного з члешв останньо'Г тотож-
>сп, маемо

и(х -р(х, А)) =

~и(х)-р(х, Н)и'(х);

и(х + Ь)~ °

,

Аг*

Х0-Н 2

•—•"^

^/

X

о л

Рис. 4

1

,̂ ^

*С

о хо

.1

)̂

1-й Л

и (х)

при малих А. Шдставляючи ц! розклади в тотожшсть, знаходимо таку
наближену р!вшсть у випадку, коли л = 0,5:

и(х)-р(х, , Н)и'(х},

ЗВ1ДКИ

(4.9)

тобто р(х, А) при сталому А як функщя х наближено пропорщйна функци

К (*) = -*& (410)*^п \ л ) — 77 С - \1Л\))
и(х)

Функц!ю (4.10) було введено Праттом1 та Ерроу2 як м!ру абсолютно-
го уникання ризику, або коефщгент абсолютного уникання ризику.
Зг!дно з (4.10) м!ра Ерроу —Пратта абсолютного уникання ризику про-
порц!йна показников! угнутост! и"(х) функц!!' корисност! и(х). Знак
«м!нус» уведено для того, щоб м!ра Ка (х) була додатною. Нормуваль-
ний множник (и'(х)}~ забезпечуе !нвар!антн!сть м!ри Ка (х) щодо змши
масштабу вим!рювання корисност! и (докладн!ше це буде з'ясовано дал!).

1ншою м!рою уникання ризику, яку також було введено Ерроу та Прат-
том, е коеф!щент в!дносного уникання ризику, або м!ра Ерроу —Пратта
В1ДНОСНОГО уникання ризику

.__хи'(х)_ ( .
и'(х) ' 'ка{х)'

(4.11)

т 1Ье 5та11 апс! 1п
1964. - 32. - Р. 122-136.

2Аггоа> К. /. АзресЬ оГ 1Ье ТЬеогу о
Ие181п1с1, 1965.
1/2+6

Есопоте(;г1са -

Веаппд. Уг]о ^аЬп55оп Ьес(;иге5,
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Зауважимо, що зв'язок (4.9) м!ж ризиковою прем}ею р(х, /г) 1 м!рою
Ка (х) можна подати у виг ляд!

Ка(х)~(2/п2) р(х, /г). (4.12)

Припустимо, що е дв! р!зш ММ-функца корисносп щ ( х ) , г = 1, 2 та

Р (г\- Н"^Х">ка \х> ~ ~/—\'аг Щ (X)

а р,- (х, /г) - ризикова прем!я, що вщповщае щ, г = 1, 2. Користуючись
стввщношенням (4.12), неважно переконатися в тому, що для досить ма-
лих /г

{Яв, (х) > Ка2 (х)} <=> {Р1 (л:, А) > Р2 (х, /г)}.

Виявилося, що под!бний монотонний зв'язок м!ж Ка (х) [ р(х, /г) для
досить малих Н виконуеться також глобально для вс!х п. Точшше, е пра-
вильним таке твердження.

Теорема 4.3. (Теорема Пратта). Якщо фупкцп корисностг щ ( х ) , г =
1, 2 е двгчг неперервно диференцшованими, монотонно зростаючими та
строго у гнутыми, то наступнг три умови е еквгвалентними:

(а) Ка^(х)>Ка2(х);
(Ь) р1 (х, /г) > р2 (х, /г) для всгх /г;
(с) щ е бгльш у гну тою, нгж и2, тобто гснуе монотонно зростаюча

строго угнута функцгя ф, така що щ (х) = ф(г/2 (х)).
Доведения щи' теореми можна знайти у зазначен1й вище прац! Дж. В. Прат-

та, опублжованш у 1964 р.
Теорема 4.4. Мгри уникання ризику Ка (х) та Кг(х) е гнваргантни-

ми щодо афгнних перетворень фупкцп корисностг и(х), тобто якщо
щ (х) — двгчг неперервно диференцгйована, строго угнута г зростаюча
функцгя корисностг, м2 (

х) ~ аи\ (х)+ &> а > О, Ь е К - и афгнне пере-
творення та Ка^ К^,г = 1, 2 -- мгри уникання ризику, що вгдповгда-
ютъ цим функциям, то

V Поеднаемо перев!рку твердження теореми з геометричною штерпре-
тащею м!р Ка(х) и Кг(х). На рис. 4.3 в1др!зок ОА вщображуе величи-
ну х0 , так що в1др!зок С А мае довжину и (х^). 3 цього рисунка випли-
вае, що

Р 1„ ^- и'(хо)_СА/АВ _ 1
и'(х0) С А АВ'

\ _ хои \хо) _ ОА
и(х0)

 = АВ-

и'2(х)

и\(х)

Рис. 4.3 Рис. 4.4

Таким чином з'ясовано геометричний зм!ст м!р Ка (х) та Кг (х). 1нва-
р!антн1сть цих м!р щодо афшних перетворень корисност! 1люструе рис. 4.4.
Осюльки за означениям и2 (х) = ащ (х) + Ь, а > 0, маемо и'2 = аи\ и и2 - аи\.

Отже, з рис. 4.4 випливае, що (С А / АВ) = а(СА/СВ} \ виконуються
р!вност1

-СА/СВ_ 1 _С'А/АВ „ , .
- ~~ - ~

Для введения такоГ характеристики, як В1дносна ризикова прем!я р*,
розглянемо задачу вибору р!шення в умовах невизначеност!. Нехай агент
стохть перед альтернативою:

(г") отримати суму $ Х0(\ + И* ) з 1мов1рн1стю 1 /2 та суму $ х0 (\ - Н* )
з 1мов1ршстю 1/2;

(г") отримати суму $ х^ з 1мов1ршстю 1.
Для агента, не схильного до ризику, альтернатива (Г) бшьш переважна,

1 ВЩПОВ1ДНИЙ коефщ!ент визначеност! 20 величини х0 задовольняе
сгпввщношення
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м(20). (4.13)

Тод! величина р* в1дносно'Г ризиково! прем!!' р* > 0 визначаеться
стввщношенням

20=(\-р*)х0, де р*=р*(д: 0 , /г*). (4.14)

Для геометрично! штерпретаци величини р* скористаемося рис. 4.2.

Якщо на ньому замшити х0 - 1г, г0, х0 та х0 + Н вщповщно (\-п*\хй,

(1-р*)л:0, .г-0 и (1 + /г*).т0,томатимемо (ОС / ЕС) = (р*х0/ х0}= р*, тоб-

то вщношення ОС / ЕС в!дображае вцщосну ризикову прем!ю.
Под1бно до теореми 4.3 виконуеться таке твердження.

167



Теорема 4.5. Якщо функцп корисностг щ (х) , г = 1 , 2 е двгчг неперервно
диференцшованими, строго угнутими та монотонно зростаючими, то
наступнг двг умови е еквгвалентними:

(а) К^(х)>Кг2(х);
(в) рЦ#, /г*]> р2 (*, А*) для всгх Н* , де Кг{ та р* вгдповгдно коефг-

цгенти вгдносного уникання ризику г вгдносног ризиковог премп, що
вгдповгдаютъ корисностг щ ( х ) , г = 1 , 2 .

К. Ерроу та Дж. В. Пратт посту лювали так! ппотези про шдив!дуаль-
ну поведшку агента щодо ризику.

Гшотеза А. Коефщгент абсолютного уникання ризику е монотонно

спадною функцгею, тобто К'г(х)< 0 для всгх х.

Гшотеза В. Коефщгент вгдносного уникання ризику е монотонно
зростаючою функцгею, тобто К'^ (х) > О для всгх х.

За теоремою 4.3 гшотеза А виконуеться тод! ! т!льки тод!, коли
(Эр (л:, /г)/Эл) < 0 для дов!льного фшсованого /г, тобто ця гшотеза е екв!-
валентною твердженню, що ризикова прем!я агента спадае з! зб!льшен~
ням х. Це означае, що багатг агенти е бглыи толерантними до ризику,
тж бгдт.

Аналопчно теорем! 4.5 г!потеза В виконуеться тод! ! т!льки тод!, коли
(Эр* (х, !г*}/дх) > О для будь-якого ф!ксованого Н* , тобто вгдносна ризи-
кова премгя зростае при збглъшент х.

Шдсумовуючи викладене вище, констатуемо, що типов! А/М-функци ко-
рисност! и(х) для не схильного до ризику агента мають так! властивост!:

(г) и'(х) > 0, и"(х}< 0 для вс!х хе X с К;
(и) К'а(х)<0; (Ш) К'г(х)>0.
Розглянемо к!лька приклад!в, пов'язаних з перев!ркою под!бних влас-

тивостей для деяких поширених функцш корисност!.

Приклад 4.1. Квадратична функщя корисност!
и (х) = а + Ьх - сх , де Ъ > 0, с > 0, мае властивост! и'(х)>0 та и"(х)<0 при

0<х<Ь/2с. Осюлъки м"(х) = 0, легко переконатися в тому, що К'а (х) > О 1

Справд!, прямий п!драхунок дае

Дал!

а отже,

Аналогично

и"(х)~\ и и"-(и)2

'«'(*)] (и")2

(Ь-2с*Г

К, (х) =
(Ь-2сх)2

> 0.
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Через нер!вн!сть К'а (х) > О б!льш багат! агенти е менш толерантними до ризику,
шж 6!дш, що веде до усунення квадратичних функц!й корисност! в серйозних моде-
<1ях повед!нки економ!чних агент!в в умовах ризику (наприклад, К. Ерроу назвав
кнадратичн! припущення корисност! в умовах невизначеност! абсурдними).

Приклад 4.2. Логарифм!чна функц!я корисност!

и ( х ) = а + Ь\п(х + с), Ь>0, с > О, х>- с

надовольняе умови и ( х ) > 0 , и" (х) < О . Прямий тдрахунок показуе, що

ЗД = ̂ ; К« = -^<о;
П / — \ X - гч' / _ \ С . л .

X + С (х + с)

тобто типов! властивост! (О —(и'г) виконуються.
Приклад 4.3. Гшербол!чна функц!я корисност!

и ( х ) = а -, де а > О, Ь > 0, а-\ ^ 0, задовольняе умови и (х) > 0, и"(х) < 0 та

Отже, типов! властивост! (О — (»'0 виконуються.
Приклад 4.4. Знайдемо вигляд функц!й корисност! з! сталою м!рою уникання ри-

зику.
Припустивши Ка (.г) = а = сопз(: , !нтегруванням р!вняння -и* (х) - сш'(х) знахо-

димо, що и (х) = -е"0" при а > 0 , а отже, и > 0, и" < 0 .
Аналопчно для випадку Кг (х) = а = сопя*: штегруванням установлюемо, що

и(х) = х*~а при 0 < а < 1;
и(х) = \пх при а = 1;

и (х) = х~^а~^ при а > 1 .

Перейдемо до вивчення кривих байдужост! спод!ваноТ корисноеп. Якщо
п

е лотерея у = Ф р^ ° х^ , х^ е X с К та агент з .ММ-функщею корисност!,
г=1

то його спод!вана корисн!сть

т
Еи(у}= ^р{и(х{).

При ф!ксованому розпод!л! рт } множина насл!дк!в

е Хт , для яких Еи(у)е сталою функщею, утворюе клас байдужост! в
умовах ризику, який при т = 2 е кривою байдужост!.

Таким чином, клас байдужост! мае вигляд

1=1
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Якщо агент не схильний до ризику (тобто и" < О ), то легко показати,
що крив! байдужост! (т = 2) е строго опуклими. Диференцшванням
р!вност! Ей (у) = и знаходимо диференщалып характеристики криво'! бай-
дужост!

их.
их,

\-р

Ри"(х2)г2

\-р
и(х2)

(4.15)

(4.16)

де (р, \-р) = (р\, р2) - розпод!л лотере!', а г = и ( х ^ ) / и ( х 2 ) .
1з (4.16), зокрема, випливае, що при и" < 0 (6. х2 / йх\ ] > О, так що кри-

ва байдужост! — справд! строго опукла. Навпаки, якщо ш х2 / йх\ \ > О,
то и < 0, а отже, агент не схильний до ризику.

Якщо розглянути похщну (4.16) на лшп х\ = Х2, то р!вн!сть (4.16)
матиме вигляд

с12х2

Ас?
(4.17)

що виражае нову штерпретащю м!ри Ерроу — Пратта Ка абсолютного
уникання ризику.

Отриман! результати п!дсумовуе таке твердження.
Пропозиция 4.1. Кривг байдужостг сподгваног корисностг агента е

строго опуклими тодг г тгльки тодг, коли агент не схильний до ризику.
Кривина кривог байдужостг сподгванъ корисностг на бгсектрисг х\ = х2

з коефгцгентом р/(\-р) пропорцшна коефгцгенту Ка(х^ абсолют-
ного уникання ризику.

4.3. ЗАСТОСУВАННЯ ДО ЗАДАЧ СТРАХУВАННЯ.
попит НА СТРАХОВ! ПОСАУГИ
Розглянемо агента, який волод!е деяким активом вартютю а певних

грошових одиниць. Наприклад, це може бути будинок. Припустимо, що
агент стопъ перед ризиком утратити частину вартост! Ь через деяку ви-
падкову под1ю (наприклад, унаслщок пожеж! будинку).

У рамках загальноТ формально! схеми, викладено!" у п. 4.1, маемо два
стани природи 51 (коли вщбулася несприятлива под!я) та 52 (коли та-
коТ под!!' не було). При ̂  варт!сть активу дор!внюе а - Ь, а при ̂  вона
залишаеться т1ею самою. Це екв!валентно лотере!' у = (я; а - Ь, а), де я -
ймов!ршсть поди.

Якщо агент д!е рацюнально (тобто дотримуеться результатов формаль-
но!' теор!!', розвинено!' в п. 4.2), то максимальною сумою, яку вш пого-
170

джуеться сплатити за уникання втрат через ризик, е иого ризикова пре-
м!я р, що визначаеться сшввщношенням

м(а-р) = ии(а-Ь) + (\-т1)и(а),

дс и — функщя корисност! агента; (а — р ) — величина екв!валента визна-
чсност! лотере!.

Якщо агент не схильний до ризику, то р > 0. Якщо р = 0, то вш нейтраль-
ний до ризику, а при р > 0 агент схильний до ризику.

Приклад 4.5. Нехай и ( х ) = \ъх, а = $ 90 000, Ь = $ 80 000 та п = 0,01.
ТодПп(90 000-р) = (0,01)1п(10 000) + (0,09)1п(90 000), що дае р =$ 1,57. Якщо
л = 0,05, то р= $ 9,18.

Припустимо, що агент може купити у деякш страховш компан!!' страхо-
ний пол!с як захист в!д несприятливо! под!!'. Нехай х — сума, яку страхо-
на компан!я зобов 'язуеться сплатити агентов!, якщо настав стан 5̂  (под!я
вщбулася), а Р -- прем!я за страхування. Тод! оч!куваний дох!д агента
виражатиметься сумою

а\ -а-Ь-Р + х, якщо вщбувся стан !̂ ;
а2 = а - Р , якщо вщбувся стан 52.
Це екв!валентно лотере!' (л; а\, а2) = (п; а-Ь-Р + х, а - Р). Спод!ва-

на корисшсть тако!' лотере! для агента е величиною пи(а -Ь -Р + х) +
+ (1- п)и(а - Р). В!н буде страхуватися, коли ця величина перевищуе
спод!вану корисшсть без страхування, тобто значения пи(а — Ь) +

Припустимо, що
О < а -Ъ < < а (4.18)

або 0<а-Ь<а-Ь-Р+х<а-Р

(зауважимо, що нер!вн!сть а -Ь < а\ означав, що Р < х, тобто страхова
прем!я Р менша в!д страхового покриття х, а нер!вн!сть а\ < а2 • - що
х<Ь, тобто виплата, яка надаеться страховою компашею, не повн!стю
вщшкодовуе втрати Ь).

Для не схильного до ризику агента (коли и -- строго угнута функ-
щя)

тш(д1) + (1- п)и (4.19)

як це випливае з рис. 4.5, а, що !люструе попит на страхов! послуги.
Таким чином, при зроблених вище припущеннях (4.18) не схильний до

ризику агент купуватиме страхов! послуги.
Якщо и -- строго опукла функщя (тобто агент, схильний до ризику),

нер!вн!сть (4.19) замшюеться на зворотну и агент не буде страхуватися.
У раз! нейтральност! до ризику агент купуватиме страховий пол!с (х > 0)
залежно вщ виконання умови пх > Р (пропонуемо з'ясувати це самостш-
но). В щ'лому, агент страхуватиметься (незалежно в!д значень пх та Р)
тод!! тшьки тод!, коли вш не схильний до ризику (тобто коли його функ-
щя корисност! и е строго угнутою).
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Нехай д =• Р / х - цша страхування за одиницю страхового покриття
х. Припустимо, що Р — стала цша для р1зних значень х та д, екзогепно
задана для кожного, хто страхуеться. Тод! економ1чний агент вибиратиме
х так, щоб максим!зувати свою спод!вану корисшсть

ф(д:) = тем (а -Ь - дх + х)+ (1 -п)и(а - дх).

Припускаючи, що оптимальне значения х* > 0, маемо умову першого
порядку оптимальност! вигляду ф'(д:*) = 0. Це дае сшввщношення

т^-А(-1*?)-
Ця умова означае, що гранична норма зампцення м!ж а\ та а2, зважена

з вщповщними ймов1рпостями, дор1виюе премп за одиницю страхового нет-
то-покриття (чистого страхового покриття х - Р). Можна також пщраху-
вати, що

Отже, ф* - завжди вщ'емна похщна в припущешп про несхильшсть
агента до ризику. Таким чином, р!втсть (4.20) е необхщною и достатньою
умовою глобального максимуму спод1ваноТ кориснос'п ф.

Використовуючи (4.20) та означения Ка, з (4.21) знаходимо такс
сшввщпошення:

Для того щоб отримати граф!чну штерпретацпо розглянуто! проблеми,
зауважимо спочатку, що з означень величин ^, а\ и а2 випливае р!вшсть
д = (а -«2)/(а, - а2 + Ь ) , або

да}+(1-д)а2 = а-^Ь. (4.22)

Зазначимо, що т! величини а\, а\, як! задоволышють (4.20), також за-

довольняють сшввщношення (4.22). Дшсно, а\ та а2 можуть бути знайдеш

вибором а\ и й2, що максим!зуе тш(а\) + (\ - л) м («2) за умов (4.22), коли
и! > 0 , Й2 > 0.

Пвновагу агента, описану вище, 1люструе рис. 4.5, 6. А позпачае почат-
кову точку А = (а-Ь, а ) , або ОА^ =а-Ь, ОА2 =а. Л1н1я С^С2 прохо-
дить через точку А з нахилом -- ^/(\-^). Бона зображуе положения
тих величин (а\, а2), як! задоволышють (4.22), 1 тому називаеться Л1н!ею
можливостей, оск!льки агент може вибирати значения а1 та а2 уздовж
Ц1е1 Л11Ш.

Координатами точки В е (а^, а2), 1 вона е оптимальною точкою для

агента. Осюльки нахил криво! байдужоеп

(4.23)

Нахил дор!внюе — д/(1 - д)

У

О а-Ъ а,

визначаеться виразом

аг а О А, В, С, А3 а1

Рис. 4.5

\-пи'(а2)'

умова (4.20) вимагае, щоб крива байдужост! була дотичною до л1нп мож-
ливостей у точц! В. Оскшьки агент не схильний до ризику, то крив! бай-
дужост] •- опукл!. Зауважимо також, що

= а* = а - Ь - дх* + х*; ОВ2 = а2 = а - дх*.

Таким чином:,

= ОВ\ - В2А2 - ОА2 - ОВ2 = дх* = Р*
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= х - дх

де х та Р* - в1дпов1дно валов! страхов! покриття та прем!я.
Нехай О/ е променем !з нахилом 45°, що описуе р1вняипя й| = а2, тоб-

то М1сцезнаходження точок, де агент отримуе т! сам! активи. Оск!льки

ОА2 = ОА3, маемо А3А\ = ОЛ3 - ОА\ = ОА2 - ОА^ =а-(а-Ь) = Ь, тобто

в1др1зок А3Л( зображуе витрати в!д страхового випадку.
Розглянемо страхову компашю. Нетто-виплатою, яку компания спла-

чуе агенту, коли вщбувся випадок, зазначений у страховому пол1с1, е
х - Р = (1-д)х . Якщо страховий випадок не в!дбувся, то компания отри-
муе премпо Р = дх як варт!сть страхового пол!су. Спод1ваиий прибуток
компанП дор1внюе -п(\~ д)х + (1-п)дх. При конкуренцп у страховш
галуз! загалып прибутки нульов!, 1 тому я (1 - д) = (1 - л) д, або и = ^ .

За таких припущень кажуть, що компап1я призначае актуарно спра-
ведливу премию. Для кл1ента страхувапня забезпечуе справедливий ри-
зик або гру в тому розумшш, що його спод1ваний виграш дор!внюе нулю.
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Подставляючи отриману ровность у (4.20), отримуемо

и'(а-Ь- ^x* + х*} = и (а ~^x*\. (4.24)

Оскольки и" < О , з (4.24) випливае, що х* - Ь, тобто страхове покрит-
тя х* доровнюе втратам Ь. Таким чином, клоент буде повшстю захищений
вод утрат (покриття е повним).

Шдсумовуючи викладене вище, отримуемо таке твердження.
Теорема 4.6 (г). Попит на страховг послуги е додатним (незалежно

вгд значень л та ^) тодг г тглъки тодг, коли агент не схилъний до
ризику.

(и). Аналгтично попит на страховг послуги визначаетъся умовою
(4.20).

(Иг). Якщо страхова компатя пропонуе страхову полгтику проти
втрат, що г'рунтуетъся на актуарно справедливш премп, то клгент
цгег компанп вгддаватиме перевагу полгтицг поеного покриття втрат.

Зауважимо, що, використовуючи умови першого порядку, як! забезпечу-
ють единий глобальний оптимум у задач! страхування, можна дослодити
ефекти змши параметров задач!, таких як д, п, а, Ка, побудовою звичайноо
поровняльноо статики водповодноо задач! за зразками, наведеними у пер-
ших двох роздолах книги.

У ц!лому анал!тичними задачами страхування, страхових ринк!в, взае-
модн страхування з фшансовими ринками, моделювання поведшки стра-
хових компанш тощо займаеться сучасна актуарна математика, з основа-
ми яко! можна ознайомитись у пос!бниках [8], [38], [41], [57].

4.4. СТОХАСТИЧНА ТЕОРШ Ф1РМИ

Як зазначалося у п. 4.1, припущення про скшченность множини насл!дк!в
проспекту та дискретность в!дпов!дного розпод!лу в теори сподованоо ко-
рисност! не е принциповими ! в!дпов!дн! конструкцп можуть бути огоши-
рен! на проспекти з нескшченними множинами насл!дк!в за допомогою
стандартних конструкц!й теор!!' ймов!рностей, коли в!д дискретних випад-
кових величин або вектор!в з! оконченною множиною значень переходять
до випадкових величин або векторов !з зл!ченною кшьюстю значень чи
континуальною множиною значень.

Таким чином, для проспекту у з континуальною множиною насл!дк!в X,
що утворюе деяку область у Кп, ! неперервним розпод!лом цих насл!дк!в,
який мае щдльшсть розпод!лу ф(л:), Д"6 X, в!дпов!дний проспект можна
записати у вигляд! у = ® х ° <р(х), а в!дпов!дна спод!вана корисшсть, по-
в'язана з функц!ею корисност! и, може бути подана у вигляд!

Еи(у)= (и(х)у(х)с1х.
X

Розглянемо конкурентну форму, здатну продавати довольну колькость
своео продукцо'1 за встановленою ринковою цоною р. Прио1устимо, що о^она р
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не е сталою, а утворюе випадкову величину з водомою ощльшстю розподо-
•"У Ф(Р). 1 не можна створювати запаси продукцп. Сдиний вид продукцп
// пипускаеться з використанням п типов факторов виробництва з вектором
ц!н да-(да,, ... , да„) за допомогою технолог!!, що описуеться виробни-
чою функщею Р ( х ) , х = (Х{, ... , хп )

#, де х{ - колькость використаного
/'-го фактора, причому

1=1, я

/=!,«

<0

для всох х е тЪК".
Вважатимемо, що випадкова цона р та вектор да задано екзогенно (осколь-

ки форма е конкуреоггною). Тодо функцоя прибутку форми мае вигляд
п (х) = рр (х) - да* - а, де а — стала вартость фоксованих виробничих ви-
датков.

Припустимо, що форма мае ^М-функцою корисност! и на множино мож-
ливих значень випадкового прибутку л о вибирае вектор виробничих
витрат х так, щоб максимозувати сподовану корисность прибутку

Ей (л) = Е [и (рР(х) - дал: - а)] =

Якщо використати правило диференщювання онтеграла за параметром,
то отримаемо так! умови першого порядку оптимальност! вектора витрат х*':

-1гЕи(п) = Е\и'(п)

або

Е
дР(х*\

,,'/'^т.\л \ /

&(*•)
р-^-1-^

г, Г / / \ п
= Л [и (я|]даг-, 1 = 1, ... , п, (4.25)

де вважаеться, що х* > 0.
Тодо остання умова оптимуму другого порядку е строгою вод'емною

визначешстю матриц! С = {о,-.-У~ '" з елементами
I Ч >{-\,П

9 и =Е\и(т1) Р- ..
ОХ:

и(п)р
дx^дx^

175



Проведемо пор!вняльиий анал!з повед!нки ф!рми при випадковш щ-
н! р та п повед!нки при стал!й ц!ш.

Через складн!сть анал!зу в загалыюму випадку обмежимося ситуащею,
коли п = 1, тобто !снуе один змшний фактор виробництва, який вважати-
мемо працею. Позиачивши для скорочення х^ = х , а^ = по в припущепн!,
що х* > 0, матимемо таку форму умов оптималыюст!:

(4.26)

<0. (4.27)

I
Е[и(п)рР'(х*)] = Е[и'(п)]а>;

Зауважимо, що умова (4.27) виконуватиметься, якщо ф!рма не схильна

до ризику, тобто и' < 0 (за звичайних припущень, що и' > 0 та Р"\х*)< 0).

Позначивши через р = Е (р) середню цшу (тобто спод1вання випадко-
во! величини р), можна переписати умову (4.26) як

(4.28)

Осшльки Е(п) = Е [рР' (х*) - тюх* - а] = рр (х*) - тюх* - а, то п - Е (л) =

= (р-р)р(х*\. Через нер!вн!сть р(х*}>0, що випливае з припущеиня

х* > 0, в точц! оптимуму

п>Е(п), коли р > р; л < Я (л), коли р < р .

Тод! ! т!льки тод!, коли ф!рма не схильна до ризику, матимемо

и'(п)<и'(Еп), коли р > р; и'(п) > и'(Еп), коли р<р.

Для ф!рми, що уникае ризику, з наведених нер!вностей випливае таке
сшввщношення:

и'(п)(р-р)<и'(Еп)(р-р), (4.29)

де р!вшсть виконуеться т!льки тод!, коли р = р .
Застосовуючи до обох частин нер!вност! (4.29) оператор математичио-

го спод!вання Е з урахуванням того, що Е(р-р) = 0 , отримуемо

Б[и'(п)(р-р)]<0

при р Ф р . Зв!дси, беручи до уваги р!вшсть (4.28) ! припущення, що

Р'(х*}>0,
V ' „ Г / / мГ —г-'/ *М . п / / ОПЛЯ[г/(л)][ау-рТ'(**)]<0.

Ураховуючи, що и' > 0, Ей'(п) < 0, а отже,

(4.31)

Якщо ж невизначеност! в ц!нах немае, тобто р = р , то замють нер1вност1
(4.30) буде р!вшсть, так що

те = рр'(х*}. (4.32)

Таким чином, для не схилыкн до ризику ф!рми оптимальн! виробнич!
витрати х* в умовах невизначеност! задовольняють умову (4.31), а в
умовах визначеносп — умову (4.32), тобто оптималът виробничг витра-
ти в умовах невизначеностг е меншими, тж в умовах визначеностг
(через нергвтстъ Р"(х)<0).

Для подальшого анал!зу використаемо випадкову цшу р у вигляд!
р = р + уг, де е - випадкова величина з нульовим середн!м (^е = 0).
Параметр у тут е шдикатором невизначеноеп, оскхльки при у = 0 не-
визначен1сть зникае, р = р, а при у * 0 вона е.

Шдставивши р = р + уе в (4.28), д!станемо

(4.33)
Е[и'(п)] '

1з (4.33) випливае, що р - ^ > 0 , оскыьки да > 0 та Р'(х*\ > 0 .
Використовуючи (4.29) з р = р + уе , доходимо висновку, що ф!рма е не

схилыюю до ризику тод!! т!льки тод!, коли гг'(л)уе < и (Еп)(р -р), при-
чому за щею умовою р!вн!сть виконуеться т!льки при р = р .

Узявши математичне спод!вання в!д обох частин останньо'1 нер!вност!,
матимемо

уЯ [и(п)е] < и(Еп)Е(р - р) = 0. (4.34)

3 останньо! нер!вност! и означения ^ (4.33) випливае, що <7 > 0 тодг г
тглъки тодг, коли фгрма уникае ризику. Застосовуючи аналопчш м!рку-
вання, можпа також дшти висновку, що фгрма е нейтральною до ризику
тодг г тглЬки тодг, коли ^ = 0.

При ц > 0 р!вн!сть (4.33) означае, що не схильна до ризику ф!рма в
умовах невизначеност! мае менш! виробнич! витрати (а отже, и випуск про-
дукцп), н!ж в умовах визначеност!. Це той самий висновок, який вже було
сформульовано вище. В останньому гпдход! до анал!зу величина р - д > О
може бути штерпретована як «ефективна цша» випуску в умовах невизна-
ченост!, де ц штерпретуеться як «плата за ризик».

Розглянемо випадок двох фактор!в виробництва, коли х = (х^, х2).
Зауважимо, що в раз! фшсованого другого фактора, позначивши а = №2х2,
матимемо попередню модель. Умови оптимальност! виробничих витрат х*,
що максим!зують спод!ваний прибуток, мають вигляд (4.25) при г =1, 2.
П!дставляючи в них р = р + уе, д!стаемо

"(*') = щ, г =1, 2, (4.35)
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де д визначаеться 1з (4.33). 1з (4.35) випливае, що в умовах невизначе-
НОСТ1 «ефективне» значения гранично! продуктивное!! кожного фактора
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дор!внюе його щи!. Якщо спостер!гаетъся стала ефектившсть в!д розши-
ренпя масштабу виробництва, то з р!вняпня Ейлера для однорщпих фупкцш
матимемо

Тод!

Отже,

*,+•
дх

Е(л) = рр\х (4.36)

Як уже зазначалося, ф!рма е не схилыюю до ризику тод! 1 т!льки тод!,
коли <7 > 0. 3 (4.36) випливае, що Е(п) > 0.

Цей результат контрастуе з тим фактом, що в умовах визначеност!
в довгостроковш класичшй задач! ф!рми з технолопею, яка мае сталу ефек-
тившсть в!д розширенпя масштабу виробництва, прибуток нульовий.
Нер!вн!сть Е(и) > 0 означав, що в умовах невизначеностг подобный довго-
строковий прибуток е додатним, у тому числг додатним у середнъому,
що е ефектом функци кориспост!, яка в!дпов!дае пол!тиц! уникнення ризику.

Шдсумовуючи викладепе вище, сформулюемо таку теорему.
Теорема 4.7. Нехай е задача максимгзацгг сподгваного прибутку для

конкурентно! фгрми, яка виробляе один тип продукцп в умовах стоха-
стичного ринку з випадковою цтою, що мае щглъшстъ розподглу. Тодг
виконуетъся такг твердження.

I. Якщо фгрма вибирае оптималъний ргвенъ використання тглъки
одного фактора виробництва та е не схилъною до ризику, то ргвнг
витрат г выпуску фгрми в умовах невизначеностг меншг, тж в умовах
визначеноспп.

II. Якщо фгрма використовуе два фактори виробництва з техноло-
ггею, що дав сталий ефект при розширент масштабу виробництва, то
довгостроковий сподгваний прибуток не схильног до ризику фгрми е
додатним.

4.5. ЗАДАЧА ВИБОРУ ПОРТФЕЛЯ 3 ДВОХ АКТИВ1В:

РИЗИКОВОГО ТА БЕЗПЕЧНОГО

Розглянемо задачу вибору !пвестиц!йпого портфеля, який складаеться
з двох фшансових актив!в для шдивщуума з початковим кап!талом А, що
була дослщжеиа К. Ерроу.

Припускаеться, що е два типи актив!в: один тип не дае прибутку, але е
безпечним, шший — дае прибуток за випадковою ставкою нарощення г,
яка може набувати також в!д'емних значеиь, що веде до втрат. Перший
тип актив!в називаеться безпечним, а другий — ризиковим. Позпачивши
через т та а в!дпов!дпо початков! вкладення капиталу шдив!дуумом в
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активи обох тишв ! через И/ - сумарний кап!тал шдивщуума наприк!нц!
•1дпов!диого пер!оду часу, матимемо V/ = т + а (1 + г).

Для опрощения розгляду припускатимемо, що е т!льки два стали при-
роди 5, та 52. Якщо настае 5,, то г = г, > 0, а якщо настае 52, то г = г2 < 0.
Пехай р -- ймов!ршсть появи 5,, а Щ - значения кап!талу при 5-
1=1, 2 . Тод!

Беручи до уваги, що А=т + а, можна записати останню р!вн!сть у
нигляд!

Щ = А + г{а, 1 = 1, 2. (4.37)

Ситуац!я, описана вище, екв!валентна так!й лотереГ: V/ = (р; Щ, И/2) =
= ( р ; А + г,й, А + г2а]. Спод!ване значения лотереГ

(4.38)

а спод!вана корисн!сть для шдивугуума

р)и(А
де и -- функц!я корисност! !идив!дуума.

1ндив!дуум вибирае юльюсть ризикового активу а так, щоб максим!-
зувати спод!вану корисн!сть <р(й) для 0 < а < А. Припускаючи, що опти-
мальне значения а > 0 , умови першого порядку оптимальное™ набува-
ють вигляду ф'(о*) = 0 , або

де
1-я «'(IV;)

^ }

(4.39)

Друга пох!дна

Ф' (а) = рг?и' (IV,

завжди в!д'емна, якщо шдив!дуум не схилышй до ризику (тобто и" < 0)
Отже, величина а , що визначаеться умовою (4.39), забезпечуе глобалыгай
максимум спод!вано! корисност!. Зауважимо, що умова (4.39) аналогична
умов! (4.20) в задач! страхування.

Для отримання граф1чно! !люстрац!Г наведених вище результат!в заува-
лсимо, що з (4.37) випливае р!вшсть

А - г

Щ-А

яку можна переписати у вигляд!

де (4.40)
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Зазиачимо також, що умо-
ву (4.39) можна дютати з ш-
див!дуалыюго вибору 1У| та
\У2, який максим!зуе ри(\\\) +
+ (1 - р)и(]У2) при обмежен-
нях(4.40) ! Щ >0, ТУ2 >0 .
Тод! для впутр!шнього роз-
в'язку (Щ* > О, И/2 > 0) умо-
ви оптималыюст! першого
порядку дають (4.39), так що

IV] ! И 2̂ , визначен! (4.39),
задовольняють (4.40).

Л!н!я С}С2 е м!сцем точок
(11̂ , \У2), що задовольняють

(4.40), и ОС( = А(1 + <7)/(/, ОС2 = Л(1 +д) (рис. 4.6 ). Ця л!шя под!бпа
до лпш С^С2 на рис. 4.5, б в задач! страхування, 1 тому е лппею можливо-
стей для проблеми вибору портфеля. Точка Л е перетином лпш можливо-
стей та бюектриси О/ кута ТЛ^ОМ^. Тод!, як випливае з (4.40), в!др!-
зок ОА] (що дор!внюе ОЛ2) визиачае початкове значения актив!в (Л).
Як насл!док (4.37), у точц! А шдив!дуум не мае ризикових актив!в (а = 0),
так що линя О/ иазиваеться ще лшгею визначеност!.

Нахил криво! байдужост!

{(Щ, \У2):ри(Щ)+(\~р)

Рис. 4.6

задаеться виразом

Р (4.41)

3 умови (4.39) випливае, що оптимальна точка В е точкою, де крива
байдужост! дотикаеться до лши можливостей (див. рис. 4.5, б). Зауважи-
мо, що

Р * = А + га ОВ2 =

0).

Якщо а* > 0 , то М/]* >
пливае, що [д([- р)/ р]
датна:

. звщки «'(Н^*) < и'(\У2*)- Тод! з (4.39) ви-
Таким чином, спод!вапа ставка доходу до-

(4.42)

> 0.Навпаки, якщо виконуеться (4.42), то \У\ > \У2, так що и*
Висновком !з викладеного вище е такс твердження.
Теорема 4.8. 1ндивгдуум, який уникае ризику, вкладае грошг в ризи-

ковий актив тодг г тглъки тодг, коли сподгвана ставка чистого доходу
вгд цього активу с додатною.
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У наведен!й вище модел! припускалося, що безпечний актив не давав
ирибутку. В принцип! можлива и пила ситуащя, коли безпечний актив дае
деякий прибуток з! ставкою нарощення г. Тод!

V/] = т(\ + I) + а (1 + ту) = т + а + а (ту - г) при ; = 1, 2,

де

Позначивши А' - т + а ', г.' = ту - г , маемо

1 - = Л' + Гв, ; = 1, 2. (4.43)

3 цими позначеннями подальший аиал!з зм!нено1 модел! провадити-
меться так само, як ! анал!з перв!сно! модел! з т, Л зам!сть т та А'. Тому
розгляд продовжуватиметься з використапням позначень т к А (тобто
штрихи пропускатимуться).

Оптимальне значения вартост! ризикових актив!в а залежить в!д пара-
метра Л, р та г в!дпов!дио1 модел!. Для досл!дження ефекту змнш кожного
з них параметр!в па а* можна стандартним чином розвинути в!дпов!дну по-
р!вняльну статику. Розглянемо як приклад вплив змши Л на значения а*.

Диферепщюючи вирази (4.39) ! (4.40) по зм!ин!Й Л, д!стаемо р!вност!

^а^V*
^)с1А,

де = 1-
Зв!дси

АУ/1
~ИА

(4.44)

(1А

де Д =

Очевид]ю, що А < 0 , (IV/* / (1А | > 0, ^ 2̂* /с/Л > 0 тод! ! т!льки тод!,

коли и* < 0 , тобто коли шдив!дуум не схилышй до ризику.
1з (4.37) випливае, що

а'А '
(4.45)

П!дставляючи (4.44) у (4.45) ! враховуючи (4.39) та означения Ка,
можна д!стати р!вн!сть

(4.46)
а" А А (ц - г2 )

Припускаючи, що и" < 0 и абсолютне уиикання ризику спадае (К'а < 0),

знаходимо, що (йа* / АА ) > 0, оск!льки та г\ - г2 > 0.
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Використовуючи р!виост! (4.44), (4.45) 1 враховуючи (4.39) и означен-
ня Кг, можна показати, що

А аа*

Осюльки А < 0 тод! 1 т!льки тод!, коли и" < 0 , доходимо такого виснов-
ку: попит на ризиковий актив за змшним початковим капиталом неелас-

> К , тобтотичний тод! 1 т!льки тод! , коли Кг

Отже, припускаючи зростапия коеф!ц!ента в1диосиого уиикапня ризи-

ку (К'г> 0), маемо (А/а\ (йа /<1А}<\.
Шдсумовуючи викладене вище, сформулюемо такс твердженпя.
Теорема 4.9. Нехай шдивгдуум, який вкладае кагптал А у два типы

активгв: ризиковий та безпечний, не схилъний до ризику. Тодг маемо
тат пропозицп.

I. У припущеннг про спадний коефщгенпг абсолютного уникання ри
зику тдвищення А збглъшуе гнвестування в ризиковий актив.

II. У припущеннг про зростаючий коефщгент вгдносного уникання
ризику тдвищення А зменшуе пропорцию ризикового активу у порпгфе-
лг та збглъшуе пропорцгю безпечного активу.

Подалыш дослщжепня показали, що наведен! результати К. Ерроу
не поширюються на випадок багатьох ризикових актив!в у портфель
О. Д. Харт1 дов!в, що необх!дною и достатньою умовою узагальненпя ре-
зу льтат!в К. Ерроу на випадок багатьох ризикових актив!в у портфел! е
вщокремлювана властив!сть функцп корисгюст! швестора, яка полягае в
тому, що з нею ризиков! активи купуються у ф!ксованих пропорциях пеза-
лежно в!д р1вня початкового кап!талу. Клас под!бних функц1й корис-
1юст1 е дуже вузьким.

4.6. ДОМАШШ ГОСПОДАРСТВА В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТ1:
РШЕННЯ ПРО ЗАОЩАДЖЕННЯ I СПОЖИВАННЯ

Розглядатимемо домашне господарство як единого споживача, який ви-
користовуе св1й бюджет на щл! споживання та заощадження. Досл)димо
модель в]дпов1дних р1шень на пром)жок часу, що складаеться з двох перЬ
од!в: першого (теиер1шиього) та другого (майбутнього). Почнемо з еле-
ментарного анализу ситуацп, запропоиованого I. Фнцером2 (под!бний анал!з
без особливих ускладнеиь може бути поширеиий також на випадок доволь-
но!' к1лькост! перюд!в).

Ч1аг1 О. О. Зогпс Ыс^аиус КсзиНз оп 1Ьс Ех1$(;епсе о^ СотрагаНуе 5(:а11сз
т РотИоНо ТЬеогу // Ксу!е\у о5 Есопот1с ЗЬийхеа. — 1975. — 42. — Р. 615-621.

2Ф1шер 1рк!нг (1867 — 1947) — видатний американський сконом!ст, в1домий пра-
цями з теорп грошей 1 фтнансово! математики.
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Нехай С\ 1С2 -- вщповодю р!вш тепершнього та майбутнъого спожи-
вання, а м (С], С2) — вадповщне значения функци корисноеп споживача.
Через ^ та /2 позиачимо його зовн1ш1пй дох!д в1дпов1дно для першого 1
другого перюд1в. Тод! заощаджеппя споживача 5 (як! можуть бути додат-
пими, нульовими або в1д'емними) для першого периоду становитимуть:

5 = /,-^. (4.47)

Дох1д споживача за другий пер!од (який вважаеться зб1жиим з пер!о-
дом кап1тал1зац1'1 заощаджень за в!дсотковою ставкою /-) становитиме
/2 + (1 + г)5, так що виконуватп меться нер!вшсть

С (4.48)

Комб!нуючи сп!вв!дношення (4.47) ! (4.48), д!стаемо

(1 + г)С, + С2 <(1 + г)/! +/2. (4.49)

Споживач повинен вибирати р!вн! споживаиня С^ та С2 так, щоб мак-
сим!зувати корисн!сть и (С,, С2) при бюджетному обмеженн! (4.49), де
^ > 0 ! С2 > 0.

Для розв'язания ц!е!' задач! математичного програмуваиия запишемо и
лагранж!ан

^ /.'-^ /~1 \\ л, (С^ /"* \ _1_ ^ Г 1 ' Л _1_ г\ Т _ 1 _ Г /' 1 Л_ Г\ (~* (~* 1
1О-1, ^-'0, Л | — 1 / 1 О 1 , 1 _ / о / ~ ' " ' * Н 1 - г / 1 1 1 т 1 2 ^ 1 " Т / у ч > ^ 2 1 *

Припускаючи, що в точц! оптимуму С* > 0 , С2 > 0 (внутренний опти-
мум), маемо так! умови оптимальност! першого порядку:

ди т /ч , „\ _ п. ди ч _ А.
ЭС

г)С1*-С2* >0;

де Х > 0 1 Эи/ЭС,- =Эм(с,*, С2)/ЭС,-, * = 1, 2.
Умову (4.50) можна подати у вигляд!

Эм/ЭС,

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)
Эм/ЭС2

вилучивши множник Лаграпжа А .
Ураховуючи, що на гпдстав! (4.50) Л > 0 (ди /дС2 > 0), можна перепи-

сати (4.51) V вигляд!

Р]внянпя (4.53) в!доме як закон Ф1шера для двопер1одно1 задач! спожи-
ГЭм/ЭС,

вання и заощадження. Вираз -̂ —, _ ' - иазиваеться граничною нормою
I ди / 0С2 I

часових переваг (закон Ф!шера вимагае, щоб ця норма дор!впювала ре-
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алыпй норм! в!дсотка). Припускаючи, що и е строгою кваз!угнутою функ-
щею 1 враховуючи, що обмеження (4.49) лшшне, встановлюемо, що (4.53)
1 (4.54) е необхщними и достатшми умовами !снування едино! точки гло-
бального максимуму.

Р!вняння (4.53) та (4.54), що визначають оптимальш р!вш споживання
С\ ! С2, залежать в!д параметр!в /,, /2 та г. Дослщження ще! залежност!
можна провести, вдаючись до стандартного анал!зу пор!внялыго1 статики.
Наприклад, неважно показати, що

(4.55)

Знак ПОХ1ДН01 ЭС] /Э/,, взагал! кажучи, невизначепий. Однак в умовах
ди

-(1 + 0
ЭС,
э/,

э2« Г1
ЭС,ЭС2

Э2" ТЛ1 + И Э2"
9 *• V ^ ' / ->/-> -)/-•

ЭС/ ЭС,ЭС2

| г 1 Э 2 г г

эс|

(1 4- г)2 Э2"
эс2]

ненасичуваност!
ЭС,

>0 можна додатково припускати, що

ЭС,2

Э2и д2и
ЭС,ЭС21 ЭС2ЭС,

(4.56)

За цих припущепь !з (4.55) вишшвае, що (ЭС 1 /Э/ 1 )>0, тобто зб!ль-
шення тепер4шнього доходу веде до збыьшення тепер1шнього спожи-
вання.

Як зазначалося вище, з припущення ди/дС^ > 0 випливае, що Л > 0, а
отже, в точщ оптимуму бюджетна умова виконуеться з р1вн1стю (4.54).
Це, у свою чергу, веде до того, що нерхвшсть (4.48) виконуеться як р1вшсть,
тобто

С 2 = / 2 + ( 1 + г)5 (4.57)

при С2 = С2.
3 умови (4.57) можна розглядати корисшсть споживання як функщю

р!вня заощадження 5:

Тод! споживач може вибирати 5 так, щоб максимхзувати Г (5). В1дпо-
в!дна умова оптималыюст! першого порядку мае вигляд

ЭС

що дае знову закон Ф1шера (4.53). Враховуючи, що

ЭС/ ЭС,ЭС2 Э17|

при припущеннях (4.56) Г'(5*1<0, так що (4.53) визначае необхщн! и
достатн! умови единого глобального максимуму.
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Уведемо тепер у модель, яка розглядаеться, невизиачетсть, припускаю-
ч и , що майбутшй дох!д /2, не пов'язаний з иарахуванням в!дсотк1в, е не-
мизпаченим, тобто е випадковою величиною з! щ!лыйстю розпод!лу /(/2)-
11од1бна невизначе!псть доходу /2 називаеться ризикои доходу для спо-
живача. В цих припущеннях спод!вапа функц!я корисност! споживача
мае вигляд

(4.58)

де / 7 пром!жок значень /2.
Споживач вибиратиме оптималышй р!вень заощадження 5 так, щоб

максим!зувати у (5). Умова оптималыюст! у' (5*1 = 0 мае вигляд

\ може бути переписана як
ди

/_Эи_
•!эс2

(4.59)

Це не що шше, як верс!я закону Ф1шера для випадку певизначеноеп.
Бона означае, що середня гранична норма часових переваг при невизиа-
ченост! [^(Эм/ЭС1)/^(Эм/ЭС2)]-1 дор1внюе реальшй норм! вщсотка.

В умовах (4.56) друга похщна

= Е
ЭС2

д2и
ЭС,ЭС2

так що (4.59) е умовою единого глобального максимуму.
Припустимо, що /2 мае вигляд

/2 =7 2 +(Зе, |3>0, /2 =Е12, (4.60)

де е — випадкова величина з нульовим середшм се = 0._
Зауважимо, що при (3 = 0 невизначетпсть зникае, /2 = / 2 - Визначимо

функщю

ч ч _ (4.61)

Тод!

-Е
(4.62)
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Оск1льки -=г= > О, значения 5* единим чином визпачаеться перетином

8-криво! г-лппею, що задае р!вень ставки г.

Для здобуття результате пор1внялыга1 статики можна показати, що

Эв

э/

ди
ЭС,

„( ди
[Е(дс-2

т2

<0; (4.63)

-2

>0. (4.64)

Отже, збыыиення 1\ або спад /2 змщуе криву 6(5) вниз, що зумов-
люе зросташш оптимальното споживання 5*, як це показано на рис. 4 7
Тому Э5/Э/, > 0 , а Э5/Э/2 < 0.

Неважко показати, що

Э5
Э/1

= Е ^и_
ЭС2 0-

д2и
(у')"1

Тому з припущеиь (4.56) 1 нер1виост1 у*(5)< 0 випливае, що

э Э5
Э/,

тобто зб1льшення тепер1шнього доходу шдвищуе тепер1шн1 споживання
та заощадження. Це веде до того, що гранична схилыпсть до споживання
лежить м!ж 0 та 1 через р1вшсть (Э^/Э/]) + (Э5/Э/1) = 1.

Шдрахупок дае

г

Отже, при зб1лыпенш г ©-крива (див. рис. 4.7) зм!щуеться вгору, як 1
г-лппя, тому безпосередньо ефект збыынеипя г е невизначеним. Це потре-
буе додаткових досл!джень в1дпов1диоТ пор1впялыю! статики.

Диференщюючи (4.64) за змшною Р, отримуемо

Эв

(4.65)

Припускаючи, що

д2и
Е ~г\<0;Е

ЭС2

Э2»
ЭС1ЭС2

е <

матимемо (Эв/Эр)< 0, так що в-крива па рис. 4.7 зсуваеться вниз при
збыьшешп Р, тобто попит на заощаджеипя зростае при шдвищенш ризи-
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к у доходу, або зб1льшенпя не-
иизначеносп щодо майбутньо-
| ( > доходу призводить до зро-
стання заощаджень.

Умови (4.65) вщпрають важ-
ливу роль у пор1вняльшй ста-
тищ. Для пояснения цих умов
можна розглянути функцию

, (г- г \- I Э2"(С}, С2) ]

эс|

, с2)
эс,

иод1бну до м!ри Ерроу —Пратта абсолютного уиикання ризику з тлею
р1зницею, що вона залежить в!д двох зм1иних С\ \ С2.

Виявляеться, що умови

-\^ ^ "' С!/"1

С/Оо С/О1

забезпечують виконання нер1вностей (4.65).
Розглянемо випадок, коли доходи /( та /2 визначено, але реальна вщсот-

кова ставка г («норма врожаю») е невизначеною, наприклад через шфля-
щю (або «погоду»). Невизпачешсть величини г називаеться ризиком ка-
П1талу, на в1дм1пу в!д ризику доходу, розглянутого вище.

Припустимо, що випадкова величина г мае вигляд

г + г + ре, Р > 0, г = Ег, (4.66)

де е -- випадкова величина (Ег = 0) з! нцлыпстю розпод!лу д(г).
Вважатимемо, що г > -1. Це екв!валентно припущенню

р = 0.

Споживач вибирае р!вепь заощаджеиня 5, щоб максим!зувати спод!-
вану корисн1сть

Тод! умова оптимальност! першого порядку Т' (5* \ = 0 матиме вигляд

ЗВ1ДКИ

ди
дС,

Е-1 ди } к( ди ,Ь\ г̂?г \- И\ -^т- \ +
аСч

= 0,

ди
ЭС,

. Эй
ЭС,
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Таким чином,

де
Е(ди/дС2)

т = —(:

Прямий шдрахунок дае

. ди
'ЭС,

-1 = г - т,

ди

(4.67)

(4.68)

ЭС/ ЗС2

3 урахуваипям (4.56) \ за умови, що р > 0 завжди 4х* < 0, так що р!вшсть
виражае необхщну \ достатню умову единого глобального максимуму.

-\

Осюлъки Е <0, через (4.68) т > 0. Зауважимо, що под!бне т

може бути штерпретоване як «плата за ризик». Тому умова оптималь-
ност) (4.67) означае, що в точщ оптимуму середня гранична норма часо-
во! переваги при ризику капиталу дор1внюе ефектившй ставщ в!дсотка,
що е розницею середиьоГ ставки та «плати за ризик», тобто 7—1.

Позначивши через 9 середню граничну норму часово! переваги при
ризику кашталу, матимемо

эе \

Я —

-Е
ЭС,

Е • д2и
дС2дС{

+ Р эс,2

/

\дС2

3 урахуванням припущень (4.56) та р > 0 доходимо висиовку, що
)в/Э5)>0. Оптималышй р!вень заощадження 51* при ризику кашта-

лу визиачаеться перетином
0> ^ _ т т у в -криво! та (г - т) -криво!,

як це зображено на рис. 4.8
(при цьо>гу знак Э (7 - т) / Э5
може бути або додатним, або
вщ'емним). Значения заоща-
дження при ризику кап!талу
5* завжди менше, и1ж в умо-
вах визначеност! 5 , оск!ль-
ки Т -т < г .

Можна розвинути пор!в-
ияльну статику розглянуто!
задач! дифереиц!юванням
умови оптималыюсп (4.67).
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1Пдсумовуючи викладене вище, сформулюемо такс твердження.
Теорема 4.10. I. В умовах ризику доходу при невизначеному майбупг-

пьому доходг, не пов'язаному з нарощенням вгдсоткгв, правильными е
нк/кг пропозицп:

а) збглыиення тепершнього доходу зумовлюе зростання тепер1шнъого
споживання г тепергштх заощаджень, гранична схильнгстъ до спожи-
41/пня лежить у промгжку (0,1);

б) збглъшення сподгваного значения майбутнъого безвгдсоткового
доходу зменшуе заощадження;

в) ефект збглыиення г для заощаджень е невизначеним;
г) збгльшення невизначеностг щодо майбутнъого безвгдсоткового до

ходу тдвищуе заощадження у припущенных (4.65).
II. В умовах ризику катталу, коли ставка г е невизначеною, збглыиен-

ня невизначеностг зменшуе заощадження.

4.7. ЕКОНОМ1КА 1НФОРМАЩ1: АСИМЕТР1Я ШФОРМАЩ1,
ПРИНЦИП «АИМОНЧИК1В», СИГНАЛ13АЩЯ, ЗВОРОТНА СЕЛЕКЦ1Я.

ЗАСТОСУВАННЯ ДО СТРАХУВАННЯ

На проблему 1нформащйно1 асиметрн в екопом1Ц1 та 1Г вплив на пове-
д!ику економ!чних агент1в 1 ринки товаров уперше звернув увагу американ-
с.ький економ1ст Джордж Акерлоф1. За дослщження цього питания через
три десятки рок!в вш отримав Нобел1вську премпо з екотгомжи (2001).

Асиметр1я 5нформац11 -- це ситуация, коли одна трупа агент!в волод!е
иеобхщною для ведения справ шформащею, а 1нша -- ш. 3 ц1е'1 позици
стаи досконало! конкуренцИ, коли ц1ни визпачаються попитом та пропо-
зиц1ею 1 точно вщповщають альтериативпим видаткам, тобто точно пере-
дають 1нформац1Ю про них власникам та покупцям благ, е випадком си-
метричного розпод!лу шформацп, що дае змогу ефективпо коордииувати
економ1чну д1ялыйсть. Однак у дшсност! екоиом1сти здеб!льшого стика-
ються з нер1вном1рпим розпод!лом 1иформац11.

Дж. Акерлоф уперше поставив проблему асиметрп 1нформац1Т па рин-
ку, ЩО ПрИЗВОДИТЬ ДО ЗВОрОТНО! СеЛСКЦ11 -- ВЩТИСНеПНЯ 3 ПЬОГО ЯК1СНИХ
товар!в товарами з прихованими вадами («лимончиками»). Розглянемо
докладп1ше проблему «лимончик1в» (поганих товар!в) на ринку продажу
та кушвл! використаиих автомоб1л!в в умовах, коли 1снують дв! групп
автомоб1л1в, абсолютно однаков! зови!, але 1стотно вщмшш за як!стю.

Нехай як1сн1 автомобт продаватимуться за середиьою щиою $ 20 тис.,
а купуватимуться за $ 24 тис., неяк1сш (з прихованими вадами) -- про-
даватимуться за $ 5 тис., а купуватимуться за $ 6 тис. Якщо яюсних ав-
томоб1л!в 1 <<лимончик1в>> приблизно одпакова к1льк!сть, то середня спод!-
наиа ц!па Ер дов!льного автомоб!ля для покупця становила б $ 15 тис.
(Ер = 0,5 • 24 + 0,5 - 6 = 1 5 тис. дол.). Однак за $ 15 тис. яюсш авто-

С. ТЬе МаЛе1 (Ъг Ьетопя: ОиапИипо ипсегЧатЬу апс! (;Ье Маг1сс(:
МссЬашзт // Оиаг1сг1у ^. Есоп. - 1970. - 84. - Р. 488-500.
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моб!л1 не продаватимуться, оск!льки 1хн1 власники 1'здитимуть на них сам!,
тобто через 1нформащйну асиметр!ю на ринку залишаться переважно не-
як1сн1 товари (принцип «лимончиюв»).

У США феномен ди принципу «лимончик!в>> набув особливо!' гостроти
наприк1нц! 60-х -- на початку 70-х рок!в XX ст. на ринку використаних
автомоб1л!в, поки масований 1мпорт японських автомоб1л!в у 70-т1 роки,
серед яких було мало «лимончик!в», не розв'язав проблему. Зв1сно, фено-
мен «лимончик1в» трапляеться на багатьох шших ринках. Зокрема у страху-
ванн! цей принцип ф!гуруе як зворотна селекц!я.

Проблема асиметрп шформаци мае р1зноман1тн1 ц!кав1 застосування.
Розглянемо приклад, пов'язаний 1з сигналами та сигналхзащею. Щодо
ринку використаних автомоб1л!в, оц!нка автомоб!ля автомехан!ком сигна-
л!зуе про як!сть товару. Коли такий сигнал 1снуе, то щна як!сних товар!в
зростае. На ринку можуть бути одночасно як пошформоваю, так 1 непо-
1нформован1 покупщ. 3 плином часу непо!нформован1 покупщ можуть
д!знатися про значения сигналу з цш, осильки ц!ни поступово в!добража-
тимуть повну 1нформац1ю про товар (у припущенш, що е люди, як! купу-
ють под!бну 1нформац1ю). 1снуе багато обставин, за яких сигнал про як!сть
товару пропонуеться екзогенно (зовшшньо). Оц1нювання автомобыя ме-
хан!ком е таким прикладом.

1снують також обставили, за яких сигнал про товар пропонуеться учас-
никами ринку ендогенно (тобто внутр!шньо). Такий випадок називаеть-
ся самоселекщею. Як приклад можна навести ринок пращ, де осв!та
часто е важливим сигналом про квал1фжащю пращвника.

Припустимо, що наймач на ринку пращ не впевнений у продуктивних
зд!бностях пращ'вниюв (це досить типова ситуащя) 1 що е два типи прац1в-
ник!в: А 1 В. Значения гранично! продуктивного кожного прац!вника
типу А дор!внюе а, а пращвника типу В — в, причому а < в. Припусти-
мо також, що наймач не може безпосередньо оцшити цю граничну про-
дуктившсть до факту наймання 1 використання пращвника. Вважатиме-
мо, що наймач нейтральний до ризику (так що все визначаеться т!льки
значениям гранично! продуктивноеп), з урахуванням минулого досвцгу
1снуе сильна корелящя м!ж зд!бностями пращвника та р!внем його осве-
ти. Нехай варт!сть освптн пропорц1йна р1вню осв!ченост1 у, так що С, = Ъ^у,
г = А, В, причому ЪА> йв.

Таким чином, особа з меншими зд!бностями потребуе б1лыде кошт1в,
н!ж особа з большими зд1бностями, для досягнення одного и того самого
р!вня осв1ченост! у. Оск1льки у е величиною, яка може бути оцшена (на-
приклад, спец!альним тестуванням), наймач може пропонувати прац!вни-
кам р!вень оплати, що залежить в!д !хнього р!вня осв!ченост1. Постае
запитання: чи може наймач усщшно диференщювати пращвниюв за !хшми
зд!бностями, використовуючи 1хн1 р!вн1 осв!ченост1?

М. Спенс1 вважае, що вщповщь позитивна и юнуе р!вновага сигналю-
вання, за яко! сигнал 1 видатки на осв!ту е д!йсними витратаии на сигна-

г
Л13ЭЦ1Ю

мацп, п
онлаток

М. ]оЪ Маг1се1 // <ЭиаЛе\у ]. Есоп. - 1973. - 87. - Р. 355-374.

Найманий пращвник повинен розглядати себе як джерело шфор-
мацп, що сигналюе, 1 вибирае сигнали, щоб максим!зувати р1зницю м!ж
шлатою, яка пропонуеться, та видатками на сигнал1защю. Под1бний щдх!д

М. Спенс застосовуе також для шших випадюв.
У подальшому обмежимося докладнгшим дослгдженням асиметрп

(пформацп, превентивною активтстю г проблемою морального ризику
н контекстг страховых рипкгв.

Як 1 в п. 4.3, розглянемо агента, який розм!рковуе про кушвлю страхо-
иого полша. Припуепмо, що е два стани природи 5] та 52 , 1 при 51 агент
мае втрати 6, а при 52 вш не зазнае втрат. Нехай а -- початкове значен-
ия активу, який вш хоче застрахувати, х — сума виплати страховой ком-
пани (страхове покриття), у випадку, якщо станеться под!я 5}, а Р -
иремтя за под!бне страхування. Припуспмо також, що агент може вибира-
ти р!вень страхового покриття х.

На вщмшу вщ п. 4.3, припускатимемо, що агент може впливати на
ймов1ршсть втрат я превентивною д!яльшстю, витрати на яку 2 вим1рюються
в грошах, так що л = л(г), причому п < О 1 п" > 0. Вважатимемо, що витра-
ти на превентивну актившсть становлять одну грошову одиницю за одини-
цю 1 що страховик не може спостер!гати г. Ход! перед агентом постае пробле-
ма вибору р!шення в лотере! {я (г); а-Ь-г-Р + х, а - г - Р}.

Наведену вище ситуащю, зокрема, можна штерпретувати як страхуван-
ня автомоб!ля, де ймов1ршсть страхового випадку залежить вщ р!вня д!яль-
ност! агента, спрямованоТ на запоб!гання подхбному випадку. Асиметр1я
шформацп полягае в тому, що агент знае про таку д!яльюсть, а страхо-
вик -- т.

Агент повинен вибрати р!вень страхування х. Спочатку вш мае ви-
значити суму 2 при кожному заданому х, що максим!зуе його спод!вану
корисшсть

ф(г) = п (г)и (а - Ь - г - Р + х) + (1 - п(г))и (а - г - Р)

при 2 > 0.
Умови першого порядку оптимальносп тут мають вигляд

(4.69)

(4.70)=0, г* > 0,
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де а\ = а - Ь - г* - Р + х, а2 = а - г* - Р .
Якщо х = Ь (випадок повного покриття), то м(й1) = ы(а 2 ) , тому

с/ф/с?2 < 0 , що дае г* - 0 (граничний екстремум). Таким чином, агент 1з
повним покриттям не звертае уваги на превентивну д!яльшсть. Також 1з
сшвв1дношення (4.69) випливае, що Ар/с/2 < 0 для деякого х, меншого
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за Ъ, коли 2* = О . Для тих х, що дають г* > О як оптимум, умови (4.69),
(4.70) зводяться до рхвност! (Ар/с/г) = 0 . Тому

прсмп до актуарно справедливого р!вня

(а2)- (4.71)

Це, у свою чергу, визначае г* як функцш х, тому г* = г* (х) , де припус-
каеться, що (г*} < 0 . Зауважимо, що прямий пщрахунок дае

{я' (и (в,) - и (а2))} + [пи (а,) + (1 - я) и (а2)}'

де знаменник завжди вщ'емний, а чисельник може бути додатним або
вщ'емним, осюльки п < О.

Припущення (г*} <0 означае, що агент може знижувати р!вень пре-
вентивно! активносп, коли страхове покриття зростае. Якщо г*(х) = 0,
тобто В1дсутня превентивна д!яльн1сть, що вщповщае страховому покрит-

тю х, то (2*1 = 0.

Нагадаемо, що 2* е р1внем активност! для кожного значения х, тобто
г* = 2 ( х ) , який визначаеться умовою (4.71). Тод! агент вибирае р!вень
покриття х, що максим!зуе спод!вану корисн!сть для х > 0 .

Нехай Р = Р(х) -- вщпов1дна страхова премия. 3 урахуванням того,
що 2* = 2* (х) та Р = Р(х), спод!вана корисн!сть стае функц!ею х, тобто

У (х) = п(г*(х))и(а-Ь- / (х) -Р(х) + х) +

+ (1-я(/(*))и(а-/(*)-Р(*))).

Таким чином, маемо другу задачу агента, яка полягае у вибор! х, що
максим!зуе Ч'(.г) при х > 0. Припускаючи, що в точц! оптимуму х* вико-
нуеться умова х > 0 (внутр1шнш оптимум), отримуемо стандартну умо-
ву першого порядку Ч?'[х*} = 0 , яка набувае вигляду

(4.72)

[ям' Ц

3 урахуванням (4.71) останш два члени право! частини (4.72) мають
нульову суму, що дае р!вшсть

С1 ± / / ч Г / / \ /л \ / / \"| 1 / / ~7оЛ
г^ 712/ ( а* ] I ТСи \ (1\ I *4~ (1 — ТС 1 и 1 (I'} ) \ 4 / у )

Якщо страховик мае можлив!сть спостер!гати 2, то страхова прем!я
призначаеться вщповщно до 2, що впливае на я.

Щоб вивчити проблему в умовах конкуренцн, припустимо таке: вс!
агенти е щентичними в тому розумшн!, що вони купують однакову кыыисть
страхових послуг при заданих ц!нах 1 що конкуренция в страхуванн! при-
зводить до нульових спод!ваних прибутк!в, тобто конкуренщя зводить
192

( * \
х - Р} + (1 - я) Р = 0, або/

(4.74)

Тому Р' = я + п г* х*. ГОдставивши цей вираз у л!ву частику р!вност1
(4.73), д!станемо

я + П2 х = пи'(а\)[яг/(й^) + (1 — я)м'«2] = О\х ), (4.75)

де О (х*} - попит на страхове покриття х*.

Страхова компашя не знае, який р!вень превентивно! активност! г вибрав
'п кл!ент. 1нод1 заперечуеться, що компашя, спостер!гаючи х, здатна ош'нити
г 13 г(х) 1, таким чином, встановити вщповщну цшу за одиницю страхового
покриття. Однак цей аргумент не спрацьовуе, оскшьки компашя знае лише,
пальки страхових послуг (у грошах) вона продае кл!ентов1. Якщо компа-
шя збшыдуватиме премш за одиницю вщповщно до х, то ращонально дшчий
кл!ент звернеться до шшо! компанп з кращими умовами через припущення
про конкурентшсть страхового ринку.

Неоптимальшсть конкурентносп виникае через те, що конкурентна
прем!я за одиницю страхових послуг АР / с1х мае бути однаковою для
вс!х кл1ент1в, тод! як сума 2 для них е разною. Осюльки страхова компа-
шя не знае р!вня 2, вона продае кожну одиницю страхових послуг за ту
саму цшу, скаж^мо, р. Шдставивши П у (4.74), матимемо

(4.76)

Зауважимо, що п менше, н!ж вираз я + я'г х , записаний л!воруч у (4.74),

ооильки я' < 0 1 2* < 0. Отже, припускаючи, що попит о(х*), який пла-
нуеться, мае спаднии нахил, установлюемо, що попит на страхування мае
бути 61лылим, юж визначений у (4.75). Таким чином, конкурентна р!вно-
вага може бути схарактеризована перевиробництвом страхових послуг.

У проблем!, що розглядалася, агент знав р!вень свое! превентивно!' д!яль-
носп 2, а страховик — т. Це призводило до того, що страхова премия не
впливала на р!вень 2. При цьому кл!ент м!г вибирати б!льш низьк! р!вт
превентивно! активност! в раз! зростання страхового покриття, тобто страху-
вання спонукало агента до низького р!вня 2 без зм!ни прем!!, внаслщок
чого страхова компан!я втрачала грош!. Таке явище називаеться пробле-
мою морального ризику. Важливу роль тут в1д1грае асиметр!я 1нформащ!.
У випадку, коли страхова компашя може спостер!гати г 1 вардавати стра-
хову премда вщповщно до г, проблема морального ризику не виникае.

Щоб не виникала проблема морального ризику, пропонуються два спосо-
би дш. За першим — треба застосовувати як пол!тику неповне покриття
втрат, за другим -- вести спостереження за заходами безпеки проти стра-
хових випадюв.

Докладшше проблеми шформацшно! асиметрп, несприятливого вибо-
ру, сигнал!зацп, морального ризику для ф!нансових ф!рм 1, зокрема, банк!в
розглядаються в [34].
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4.8. РИНОК СТРАХОВИХ ПОСЛУГ.
ПОВЕДШКА СТРАХОВИХ КОМПАНШ

Разом !з ринком цшних напер!в ринок страхових послуг е найризико-
ваи!шим серед ус!х тишв рипк!в. Тому основною частииою актуарно! (стра-
хово'О математики, що забезпечуе аиал!тичиу п!дтримку вибору та прий-
няття р!шень щодо страхування, е теор!я ризику. Розглянемо стандартний
для сучасно! м!кроеконом!ки п!дх!д до проблеми теори страхового ризи-
ку, що грунтуеться на використанн! функц!й корисност! в!дпов!дних еко-
ИОМ1ЧГШХ агепт!в (зокрема страхових компашй).

Щоб уиикнути використання г!потез спод!ваио1 корисност! та в!дпов!д-
них складностей, розгляпутих у п. 4.1, вважатимемо, що фупкцпо корис-
ност! в!дпов!дного економ!чного агента задано на множин! X значень
його суми багатства, доход!в або прибутку, як! можуть бути як детермшо-
ваними змшними величинами, так ! випадковими величинами, так що зна-
чения и(х) характеризуе !ндив!дуальну ц!нн!сть (корисн!сть) суми кат-
талу х, виражену в грошах.

Скористаемося звичайними припущеннями про !снування друго! пох!д-
1Ю1 у функцп и ( х ) , х е X та властивост! и (х) > 0, и" (х) < О, як! означають,
що и е зростаючою строго угнутою функщею.

В!дпов!дну функц!ю Ерроу —Пратта, що в цьому контекст! е функщею
уникання ризику або функщею несхилыгост! до ризику, позиачатимемо
як

# / \ ,

х). (4.77)

ному багатств! х. Спсщальний випадок с = 1 приводить до квадратично! функщ!

Моделышми прикладами функц!й корисност!, що використовуються в
страхуванн!, е три типи функцш, зм!ст яких розкриваеться в таких при-
кладах.

Приклад 4.6. Експоненщальна функщя корисност! з параметром а > О

(4.78)

При х — > со функщя и ( х ) , залишаючись обмсженою, прямуе до границ! 1 /а. Бона
мае стаду функщю нссхильност! до ризику

г(д-)= а, (4.79)

ЕНд'емне значения х штсрпретуеться як борг \х\.
Приклад 4.7. Степснева функщя корисност! першого роду з параметрами

: > 0, о О
г.с+1 _ / _ \с+1

и(х} = - ^—^—,х<з. (4.80)

В1дповщний вираз не може бути моделлю корисностей для значень х > 5. бдиний
шлях продовження и (х) для х > х 1з збер!ганням нестрого! угнутост! та монотон-

ност! — припустити и (х) = для х > 5 . Тод! параметр 5 може бути штерпрето-

ваний як р!вснь насичення: максимальний р!вень корисност! досягаеться при скшчен-
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корисност!

Для функцИ (4.80)

г ( х ) = - X < 6',

(4.81)

(4.82)

тобто г(х) зб!льшуеться 1з значениям х 1 прямуе до нескшчснносп при х —> 5 (коли
багатство наближаеться до р!вня насичсння.?, дуже незначне тдвищення корисносп може
бути досяжним при збшьшенш х, а отже, не 1снуе потреби в ризиков!й поведшщ агента).

Приклад 4.8. Степснева функщя корисност! другого роду з параметром с > О
„1-е

-, х>0.
1-е

Для с = 1 вважаеться, що и(х) е логарифм!чною функц!ею

и(х) = 1пх, х>0

(вираз (4.84) е границею (4.83) при с—»1).
Для функцп (4.83)

г ( х ) = -, х>0,

(4.83)

(4.84)

(4.85)

тобто нссхильшсть до ризику спадае при зростанш х (агент стае б1льш схильним до
ризиковоУ повед!нки).

Зауважимо, що при а — > 0 у приклад! 4.6 або 5 — > °° у приклад! 4.7
и(х)- х , яка не е функщею корисност! через порушення припущень и > 0 ,
и" < 0. Аналопчно при с — > 0 у приклад! 4 . 8 м (х) = х - 1.

У подалыпому вважатимемо, що х < 5 для степенево! функцп корис-
ност! першого роду та х > 0 для степенево! функцп другого роду. Ана-
лопчш припущення приймаються щодо функцп корисност! випадкового
аргументу.

Осюльки афшш перетворення функц!! корисност! и(х) вигляду

и (х) = Аи(х) + В, А>0, В е и1 (4.86)

дають екв!валентну корисшсть катталу х (у пор!внялыюму розумшш
значень корисност!) для визначеност! застосовують операц!ю стандарти-
зац!1 функц!!' корисност! и(х), х& X накладанням на не! умов

у деяк!й вибратпй точц! ^е X.
Щодо приклад!в 4.6, 4.7 дощлыю покласти ^ = 0, а щодо прикладу

4.8 -- \ = \.
Як зазначалося вище, фуикщя иесхилыюст! до ризику г(х) е !ивар!-

антною до екв!валентних перетворепь корисност! (4.86). За згаданою
функц!ею г(х} можна в! диовити функщю корисност! и(х), розв'язавши
в!дпов!дне диференц!альне р!вияния другого порядку

и(х) + г(х)и'(х) = 0. (4.88)

Загалыгай розв'язок цього р!вняння залежить в!д двох параметр!в, визна-
чити як! можпа за допомогою умов типу (4.87) для деякого ^. Тод! роз-
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в'язок (4.88) матиме вигляд

и (х) = I ехр

5

(4.89)

Для двох агент!в 1 1 2 можна пор!вняти гхню несхилъшсть або схилынсть
до ризику, якщо розглянути в!дпов!дно 1хш функцп ^ та г2.

Припустимо, наприклад, що

^ (х) < г2 (х) для вс!х х (4.90)

(тобто агент 2 не б!лыде схильний до ризику в нестрогому розумшш, н!ж
агент 1). Нехай и\ (х) та и2(х) •- функци корисност! цих агент!в. У за-
галыюму випадку не можна пор!вняти корисност! агент!в, що в!дпов!дають
одному и тому самому р!вню Ьшього добробуту х, осшльки щ, и2 визна-
чено з точшстю до екв!валептност! (афшного перетворення 1хшх зна-
чень). Однак, якщо припустити, що ы, (х) та и2 (х) стандартизовано у т!й
самш точц! ^ , тобто щ (^) = 0 , и\ (^) = 1 , г = 1, 2 , то з (4.89) випливае, що

щ(х) > и2(х) для вах х (4.91)

(тобто р!вепь добробуту х для агента 1 не менш корисний, шж для аген-
та 2).

Розгляпемо питания введения порядку переваги, коли доходи агент!в е
випадковими. Якщо Г) 1 Г2 - два випадкових доходи для агента, який
вибирае один !з них, магочи р!венъ добробуту (багатства) гю, то вважатиме-
мо, що в1н вщдаватиме строгу перевагу Г^ перед Г2, Г] >- Г2, коли

Е[и(т + Г^]>Е[и(№ + Г 2 ) ] , (4.92)

тобто коли спод1вана корисшсть Г1 б!льша в!д спод!вано1 корисност! Г2 .
Якщо спод!ван! корисиост! однаков!, то Г^ ! Г2 байдуж! для агента, Г| ~

Г2. Це дае повне в!дношеиня переваги ;̂ на множип! випадкових
ДОХОД1В.

При аф!нному перетворенн! корисност! и вигляду (4.86) нер!вшсть
(4.92) збер!гатиметься для перетворено! корисност! и, так що и(х) та
и (х) визначатимуть саме в!дношепня переваги м!ж випадковими доходами.

Приклад 4.9. Нехай агент мае експонснщальну функщю корисност! з параметром
а \ вибирае один 1з двох випадкових доход!в Г] та Г2, що е нормально розпод1леними

{ = а~ , г = 1, 2.

| I, маемо Е[и(ы> + Г,-)] = — (1 -ехр х

2
-аа\ >

1з середшми диспераями

-ааО с ю л ь к и Е\е~а ' \ = ехр(

( / 1 ? ? \1 -ехр(-ак) -ааг- + — а а^ I. Отжс, Г| X Г7 тод! т!льки тод1, коли

1а2 -

Зпдио з нер!вшстю Генсеиа, для будь-якоТ випадково! величини Г ви-
конуеться сшввщношення

и(ю + ЕГ)>Е[и(и> + Г)]. (4.93)
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Зпдно з (4.82) можна подати (4.97) у вигляд!

Отже, якщо агент вибиратиме м!ж випадковим доходом Г ! сталим
доходом, що е середшм значениям Г(1ГГ), то в!н вщдаватиме перевагу
останньому. Екв1валент визначеносп с;, пов'язаний з Г, визначаеться т!ею
умовою, що агент байдужий до вибору м!ж Г та фпссованим доходом <;,
тобто и (ш + с;) = Е [и (да + Г)]. 3 (4.93) випливае, що с, < ЕГ .

Приклад 4.10. Для експоненщально! функцп корисност! екв!валент визначеност!
не залежить в!д по \ визначаеться виразом

5 = -—1п^[ехр(-йГ)1. (4.94)
а

Розкладаючи вираз праворуч за степенями в, отримуемо таку просту апрокси-
мацш:

$»ЕГ--ОГ. (4.95)

Приклад 4.11. Для квадратично! функцп корисност! пошук С, вводиться до роз-
в'язання квадратного р!вняння 13 розв'язком

4 / 1 1

(4.96)

Застосувавши розклад Тейлора до квадратного кореня праворуч при величинах 5,
матимемо наближення

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)
^

Зауважимо також, що коли для двох функщй корисност! щ (х) та и2 (х)
виконуеться нер!вн!сть г\ (х) < г2 (х) для вс!х х, то для екв!валент!в визна-
ченост! 5| 1 ^2 > як^ вщповщають цим корисностям, матимемо

?1^^2- (4.101)

Розглянемо визначення страхов»! премИ при страхуванш ризику у
випадку компани з початковим кап!талом по. Нехай компан!я страхуе
ризик ! повинна сплатити загальний страховий позов 5 (випадкову вели-
чину) наприкшц! певного перюду. Якою мае бути страхова прем!я Р для
под!бного страхового контракту?

В!дпов!дь можна отримати, використовуючи функщю корисност! и(х)
та виходячи з умови справедливост! р!вня преми в терм!нах корисност!.
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що нагадуе наближення (4.95).

Для загально! функц!!" корисност! виконуеться р!вшсть

<; = и"1 (Е [и (ао + Г)]) - и>.

Щодо доход!в Г з «малим» ризиком це дае наближення



Це означав, що спод^вана користсть капиталу при виконанш контракту
мае дор1внювати корисност! без контракту:

Така умова лазиваеться принципом екв!валентност1 корисностг
Р1вняння (4.102) визначае Р единим способом, але взагал! його точного

розв'язку не 1снуе. Винятком е, наприклад, випадки експоненталыго! функ-
ци корисност!, коли

>), (4.103)

та квадратично! функцп корисиост!, для яко!

Р = Е5 + (5 -ю){\ -(\ -Г>(5)(5 -да)~2)1/21. (4.104)
\ /

У випадку, коли 5 в1дпов!дае «малому» ризику, р1вняння (4.102) мае
наближений розв'язок

Р = Е5 + ̂ г(гю)Б5 (4.105)

(щоб показати це, потр!бно зобразити 5 у вигляд! ц + гУ, ц = сопз!, ЕУ = О
1 розкласти Р = Р(г) за степенями г). Здебыыного реал1стичзпшим при-
пущенням е те, що кат тал без нового контракту сам по соб! е випадковою
величиною ]У. Ход! Р можна знайти з р1вняння

(4.106)

Р залежатиме в!д сшлыюго розподыу величин 5 та

Приклад 4.12. Якщо и(х) = -(\-е'ах), то

(4.107)

При малому а розкладом цього виразу праворуч за степенями и можна отримати
таке наближення страховоУ премп:

(4.108)

Зауважимо, що (4.107) зводиться до (4.103) у випадку, коли 5 та УР'е незалежними
випадковими величинами. Зазначимо також, що наближення (4.108) стае точним для
випадку сумшного нормального розподдлу 5 та И7.

Приклад 4.13. Якщо и (х) = х
25 '

~ 2 1

(4.109)

Цей вираз зводиться до (4.104) при зам!ш ив на Е\У у випадку, коли 5 1 V/ е
некорельованими випадковими величинами. Для великих значень 5, виходячи з вира-
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зу (4.109), можна д!стати таке наближення:

Р - Е5 - 1 °5 - 2Соу (5, IV)). (4.110)

Розглянемо питания оптимальност! страхового контракту 13 припи-
ненням утрат. Нехай е страхова компашя, яка повинна сплачувати випад-
кову суму 5 власникам пол1с1в наприк1нц1 року. Пор1вняемо два типи
страхових угод:

1) контракт 1з припииенням утрат на р!вш с?, коли перестраховик спла-
чуватиме наприкшвд року суму

(4.111)
якщо 5<

2) загальний контракт перестрахування задаеться функщею Ь(х), так
що перестраховик виплачуе суму /г(5) наприк1нц1 року, вдине обмежен-
ня, яке накладаеться на функщю Н, полягае в тому, що 0 < И (х) < х.

Припустимо, що обидва контракта е пор1виянними в тому розумшт, що
спод1ват виплати перестраховика — однаков!, тобто

(4.112)

Вважатимемо також, що обидв! прем!! за перестрахування однаков!. Тод!
в терм!нах корисност! контракт 1з припиненням утрат е быын переважним:

-(5-^)+)], (4.113)

де ю -- кат тал теля одержанпя премш за перестрахування.
Для доведения (4.13) зауважимо спочатку, що угнута крива лежить шд

своею дотичною, тобто и(у) < и(х) + и (х)(у - х) для вс!х х \ у.

Використовуючи це для у = да - 5 + /г (5) та х = т - 5 + (5 -Л)+, маемо

и (т - 5 + < и (тю - 5 + (5 - </)+ ) +

5 + (5 -< (4.114)

Щоб перев!рити другу нер1в1псть, розгляиемо випадок 5 > с/, коли ви-
конуеться р1вн!сть, I випадок 5 < с/, коли

ы'(а> - 5 + (5 - </)+)(А (5) - (5 - </)+) = "'(» ~

(5-с1\}}. (4.115)

Узявши математичне спод^вання в (4.115) 1 використавши (4.112), д!ста-
немо (4.113).
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4.9. ОПТИМАЛЬН! СТУП1НЬ ПЕРЕСТРАХУВАННЯ

ТА ОБМ|Н РИЗИКАМИ

Розглянемо знову компашю, яка повинна сплатити випадкову загальну
суму 51 наприк1нщ року. У цш ситуацп може бути куплене пропорцшне
покриття перестрахування. Якщо Р — лрем!я перестрахування для пов-
ного покриття (звичайно, Р > Е5), то припускатимемо, що при премн сумою
фР(0<ф<1) забезпечуеться частина ф5 зобов'язань. Тод! оптимальне
значения ф величини ф мае максим!зувати вираз

(4.116)

де и(х) - вщповщна функщя корисноеп, а початковий надлишок тю
включае отримаш преми.

В окремому випадку експоненщально!' функцп корисност! з парамет-
рами а та 5, розпод!лено1 за нормальним законом 1з середшм ц \ диспер-
аею ст2, можливий точний розрахунок ф. При цьому спод!вана корисшсть
мае вигляд

а"1 [1-Е ехр (-атю + снрР + а (1 - ф)5)] =
/ 1 ? 2 ?\1= а 1-ехр -дда + йфР+ а(1-ф)|1 + -^а (1-ф) о I .

Вщповщний максимум и досягаеться при

1-ф = (Р-ц)(яа2)~1, (4.117)

тобто оптимальна частина премн, що утримуеться, пропорцшна частщ пов-
ного покриття у перестраховш преми та обернено пропорцшна несхиль-
ност! компанп до ризику 1 дисперсп позиву. Зауважимо, що в теорп ф!нансо-
вого ризику формула, под!бна до (4.17), вщома як вщношення Мертона1,
встановлене для показниково!' функцИ" корисност! та логнормально роз-
под!леноТ суми 5.

Розглянемо п компашй (або економ!чних агента). Припустимо, що ком-
пан!я г мае наприк!нц1 року кап!тал Н -̂ та приймае р!шення, грунтуючись
на функцп корисност! м,-(д:).Тут 1̂ , ... , И „̂ випадков! величини з вщо-
мим сум!сним розпод!лом. Позначимо через ТУ = И^+ ... + \Уп загаль-
ний каштал компанш. Процес обману ризиком веде до перерозподыу за-
гального кап!талу, внасл!док чого компан!я { матиме кап!тал Х±, де

I

Хп - так! випадков! величини, що

1̂  = + ... + Х (4.118)

тобто загальний кап!тал залишаеться таким самим. Спод1вана корисн!сть
под!бного обману для компани г визначаеться величиною Ещ(Х^.

'Мертон Роберт — лауреат Нобел1всько'Г прем:1 з економши 1997 р., присудже-
НО1 за методи розрахунку дохщпост! пох!дних цшних папер!в.
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Обм1н ризиками (Х^ ..., Хй) називаеться Парето-оптимальним, якщо
неможливо полшшити ситуац!ю для одн1е'1 компан!!' без утрат для шшсп.
1накшекажучи, не 1снуетакогообм!ну (Х\, ..., Хп),що Еи^(Х^> Еи^Х^,
г = 1, ..., п, де хоча б одна 1з нер!вностей була строгою. Якщо компанн
погоджуються на кооперативн! д!!', то вони мають вибирати обм!н ризика-
ми, який е Парето-оптимальним.

Одним 1з основних результате сучасно'Г теорп ризику е така характе-
ристика Парето-оптимальних обм!шв ризиками.

Парето-оптимальш обмши ризиками утворюють с1м'ю, що залежить вщ
га -1 параметрхв. Вони можуть бути знайдеш методом максим1защ! виразу

Ы.-ГХ,-) (4.119)
1=1

з 1^ > 0 Нп > 0, де максимум береться по вах обмшах ризиками
(X], ..., Хп). Розв'язок останньо! проблеми визначае таке твердження.

Теорема 4.11 (теорема Борха). Обмгн ризиками (Х\, ..., Хп) макси-
мгзуе (4.119) тодг г тглъки тодг, коли випадковг величини ^м'(Х^) е
гдентичними для г = \, 2,_..., п. _

V Припустимо, що (Х^ ..., Хп) максим!зуе (4.119). Нехай / Ф Н 1
V - довольна випадкова величина. Визначимо величини Хг- виразами
Хг- = XI для г Ф ] , /г, X • = X: + IV, Х^ = Х^ - IV, де { е параметром. По-
значимо

щ(ХА (4.120)
1=1

В1дповщно до припущень функц!я (4.120) мае максимум при I = 0.
Отже, /"'(О = ° ПРИ ^ = 0. аб«

Подамо це р1вняння у вигляд!

Оск1льки це р!вняння виконуеться для дов!льно1 величини V, доходи-
мо висновку, що з 1мов1ршстю 1

Це означае, що з точтстю до екв1валентност1 випадкових величин (як!
ототожнюемо) &г-г^(Хг-) незалежн! вщ г.

Навпаки, нехай (Х\, ..., Хп} •- такий обмш ризиками, що

.^и-(Х,-) = Л (4.121)

е т!ею самою випадковою величиною для вс!х г. Нехай (Х1; ..., Хп)
1нший обм!н ризиками. 3 угнутост! функцН щ випливае, що г/г-(Хг-)<
7 201



< щ (Хг-) + и\ (Х^(Х; - Хг-). Якщо помножити цю нер!вюсть на 6г- 1 взяти
суму по г, використовуючи (4.121), то матимемо

Е *л (*,- ) * Е *л- (*,- ) + лЕ (̂  - хг- ) = Е *,-«,• (х,- ).
1=1 1=1 1 = 1 1=1

Отже,

1 = 1

Шдсумовуючи останню р1вн!сть по /, отримаемо р1вняння для визначення Л:

1 = 1

тобто вираз (4.119) справд! досягае максимуму для (Х\, ..., Хп). А
Розглянемо кллька приклад!в.

Приклад 4.14. Припустимо, що дв! компанп використовують експоненщальну функ-
ЦШ КОрИСНОСТ!

-ах = !,..,, я.

(4.122)

Тод! з умови (4.121) випливае, що Ъ^е ' ' = Л або

Шдсумовуючи щ вирази по вах/, отримаемо р!вняння, що визначае Л:

М/ = -]>>у~11пЛ+5>у-'1п/гу. (4.123)

Нехай <Г1 = а,~1+ ... + а~'. Тод! з (4.123)

и

Шдставляючи це в (4.122), маемо

для У = 1, ..., п.
Отже, компашя / отримуе квоту ^^ = иву загального кашталу IV плюс плату с/у

(яка може бути и негативною). Легко переконатися в тому, що

^\ +... +^п=\', А\ + ... + с/„ = 0. (4.124)

Зауважимо, що квота </у обернено пропорцшна несхильност! до ризику г и одна-
кова для впх Парето-оптимальних обмш!в ризиком.

Приклад 4.15. Нехай ус! компанЛ використовують степенев! функцИ корисност!
першого роду

с+] / чс+1

и.(х-)= *}_ _1^_^__, ; = 1, ..., п, (4.125)

де 5; — р!вень насичення компан!! ].
1з (4.121) маемо
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(4.126)

ЗВ1ДКИ

л1/с = (5-и
Шдставляючи ц! р!вняння в (4.126), маемо

(4'127)

;=1, .... га, (4.128)

причому тут квота ^^ та додатковий плат!ж А: пов'язат м!ж собою р1вн1стю

1з (4.128) випливае, що вираз 5 • - X.- (= с/у (5 - IV п е т!ею к1льк1стю кашталу, якоУ
не вистачае для максимального задоволення та яка е фжсованою часткою 5-^ (за-
галыюУ шлькост! кап!талу, якого не вистачае для вс!х комнан!Й).

Приклад 4.16. Нехай е п швестор!» з щентичними степеневими функц!ями корис-
ност! другого роду

1з (4.121) маемо

Ъ;Х-:С = Л, або X^ = ^/с^

ГПдсумовуванням останньоУ р!вност] по / отримуемо

Шдставивши (4.130) у (4.129), матимемо

(4.129)

(4.130)

(4.131)

тобто кожний 1нвестор отримуе ф!ксовану квоту ^^ загального кап!талу IV, а додатков!
платеж! тут е нульовими.

Приклад 4.17. Нехай п - 2_та и\(х]=_х, и^(х) = и(х), де и"(х)<0. Тод! умова
(4.121) означав, що /^ = ̂ «'(^з)' т°бто Х2 - стала 1, скаж!мо, дор!внюе Л. Отже,
X, =1У-«?.

Результат ц!лком зрозум1лий: компан1я 1 е схилыюю до ризику 1 бере його на
себе.

Приклад 4.18. Нехай п = 2 та и^(х) , и2(х) е степеневими функциями корисно-
ст! другого роду з параметрами с( = 1 1 с2 = 2 , тобто «)(д:) = 1пд:, «2 (•*) = ' ~
-1/лг, .г >0. 2

1з умови (4.121) маемо К\ Х\ = К^ (-^2) • Звщси та з р!вност1 X] + А^> = И7 ви-
пливае, що

де « = 1- Тут А', е нел1нп"щими функщями

203



Приклад 4.14 допомагае зрозум!ти структуру Парето-оптималыюго
обмшу ризиками в загалыюму_випадку. Нехай и} (х), ..., ип(х) -- до-
в1лып функцп кориспосп, а (Х^ ..., Х„] •- Парето-оптималышй обмш
ризиком, що максишзуе вираз (4.119) при заданому И7 = да. Тод! X,- = X; (да)
е функщею загалыюго катталу да.

Для ) * П, зпдно з теоремою Борха,

)). (4.132)

(4.133)

у (да)) =

Диференщюванням (4.132) по да отримуемо р!вшсть

Вщношення р1вностей (4.132) та (4.133) дае р!вшсть

Звщси з очевидно! р1вност1 + ... + (1Хп = знаходимо

п. (4.134)

Таким чипом, можна отримати ам'ю Парето-оптималышх обмппв ри-
зиком. Для частинного значения да, скаж!мо да0, вибираються значения
Х^дао), ..., Х„(да0).Тод1 ХДда), ..., Хга (да) визначаються як розв'язок
системи р1внянь (4.134) з граничною умовою в точщ да = да0.

Для 1люстращ1 застосувания (4.134) повернемося до приклад!в 4.15 1

4.16, припускаючи для зручност! розгляду, що
У = 1, .-., п. Перев1римо, що

Х;- = д}-\У + д.), або (IX^ = ^^(^ю

для множини квот ^•[, ..., ^п та додаткових платеж!в
1з (4.134) у наших припущеннях маемо

(4.135)

с/Х, = Ч ' ̂ -йгю.

де р = Р1 + ... + р„.
Отже, з (4.135) випливае, що

С/Ху
+

204

Щоб показати, що останне в1дношення дор1внюе Ц:, розгляиемо два
иипадки:

1 ) якщо Р # 0, то досить прийняти

Ш / - + Р -
• = — } — -̂ - ; = 1, ..., я;

2) якщо Р = 0 , то <71; ..., <7П ~ Д°Б1ЛЬ1П квоти, а додатков! платеж!
Л; =-Ру/а, у = 1, ..., и.

За теоремою Борха, Парето-оптималышй обмп! ризиком (Х^ ..., Х„)
характеризуеться 1снуванням випадково! величини Л, для яко'1 Л =
= ^г-м1'(Хг-) при 1=1, ..., п. Осюльки Х г -=Х ; -(да) е функщею загалыюго
кашталу да, то функщя Л = Л (да) також е функщею да. Звщси, диферен-
цпоючи р1вн1сть для Л по да, маемо Л' = /гг-м*(Хг-)Хг' , так що

Л

н=\
3 останньо! р1вност1 випливае, що Л е спадпою функц!ею загалыюго

кап!талу да.
Припустимо, що розподы загалыюго кашталу И^вигляду (И/,, ..., \Уп)

серед п компашй е Парето-оптималышм. Тод! постае запитання: ск!льки
вигоди компан!Я може мати в!д кооперац!!?

Для В1ДПОВЩ1 на це запитаиня скористаемося поняттям потенц!ал си-
нерг!1 т] (зупегду ро1;еп11а1). Це найб!льше значения х, яке можна вилучи-
ти 13 системи без шкоди для компазпй, тобто таке х, що 1снуе обм1н ризи-
ком (X, , . . . , Хп), для якого X, + Х2 + . . . + Хп = V/ - х та

Ещ(Х^>Еи{(Щ},1 = \, ..., п. (4.136)

Зрозум1ло, що при х = г) (4.136) стае рхвшстю, так що (X,, ..., Х„)
мае бути Парето-оптималышм обм!ном ризиком для IV -г\.

Приклад 4.19. Цсй приклад е продовжснням прикладу 4.14, в якому вс! компанИ

використовували експоненщальну функц!ю. Оск1льки (Х\, ..., Хп) е Парето-опти-

мальним обм!ном ризиком для V/ -1\, маемо X - = — (IV -г\) + <

Використавши умову Ей] ( х ] ) = Еи^ (и^-) , отримуемо

(Е ехр(-а№))ехр(ат! - П]({]) = Е ехр(-а;-1Уу) або

Пщсумовуючи останню р!втсть по /, записуемо вираз потснщалу синсргЛ
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Парето-оптимальний обмш ризиком можна описати за допомогою рин-
ку випадкових платеж!в У !з щною платежу Я (У) = Е(Ч'У), де Ч*
деяка додатна випадкова величина, та умов р!вноваги цього ринку.

Припускаючи, що Я (У) - цша наприкшц! року, встановлюемо, що
щна сталого платежу е щею самою сталою, 1 тому ЕУ = 1. Тод!
Н ( У ) = ЕУ + ЕЧ'У-(ЕЧ')(ЕУ) = ЕУ + соч(У, Ч*), тобто цша платежу е
його спод!ванням !з поправкою на ринков! умови у вигляд! ковар!ацп У
та V.

Альтернативно можна штерпретувати щну платежу Я (У) як спод!-
вання щодо модифшованоТ ймов!рн!сно! м!ри () (зам!сть первинно!' м!ри),
що визначаетьсл стввщношенням Е(~, (У) = Е^УУ для вс!х У, тобто Ч* е
похцшою Радона — Шкодима м!ри (^ за перв!сною ймов!рн!сною м!рою.
Таким чином, Т можна штерпретувати як деяку цшову щ1льшсть.

Компашя у прагне купити такий плат!ж У- , щоб максим!зувати спод!ва-
ну корисшсть в!д нього

I

Платгж У.- е оптимальным тодг г тглъки тодг, коли вт задоволъняе

(4.137)

Плат!ж У;- е единим з точнютю до адитивно!" стало! г, тому Уу - Я \У^
визначаеться однозначно и штерпретуеться як оптимальний плат!ж за
нульовою цшою (нетто-попит компани'У).

Для задано! Ч' випадкова величина

(4.138)
У=1

е надм!рним попитом сшвтовариства компанш.
Цшова щ!льн!сть Ч7 та платеж! У1; ..., У„ утворюють ринкову р!вно-

вагу, якщо (4.138) дор!внюе нулю ! р!вняння (4.137) виконуються для
вс!х у = 1, ..., п. _

Така р!вновага визначае обмш ризиком (Х\, ..., Хп}, для якого

Умова (4.137) означае, що

п.

= ,...,„.
1з цього факту та теореми Борха випливае, що под!бний обм!н ризиком

е Парето-оптимальним, а р!вшсть (4.121) виконуеться з Л = Ч*. Зокрема,
це означае, що Ч7 е спадною функщею загального кап!талу.

Зворотне твердження буде справедливим у такому розумшн!. Припусти-
мо, що (1̂ , ..., \Уп) уже е Парето-оптимальним обманом; тод! \^, ..., \№п

[ Ч* утворюють р!вновагу, якщо прийняти Ч7 = и^ (и^- ) \Еи^ (^V^ ̂  . Б!льше
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того, У; - я(Уу) = 0 при у = 1 ..... п . Це випливае з (4.121) (!з замшою
) та (4.137).на

Приклад 4.20. Цсй приклад е продовженням прикладу 4.14. Якщо вс! компани
використовують скспоненц1альну функвдю корисност!, то з (4.137) випливае, що

де — деяк! стал!.
Отже, нстто-попит компанп/ визначаеться як

У стан! ринково'1 р!вноваги сума нетто-попит1в е нульовою. Отже,

дс д — стала.
Оскшьки Е = 1 , р1вноважна ц!нова Щ1льн1сть

Звщси у стан! р!вноваги

X] = •- Н У = -5- I

— ̂  ЕУЩ = -2- IV + Я (1̂ , ) - -3- Н (IV ) .О в- V • 7 / а.

4.10. РИНОК БАНЮВСЬКО-КРЕДИТНИХ ПОСЛУГ

Ринок 6анк!всько-кредитних послуг — це рипок, де основными товара-
ми е грош!, банк!вськ! кредити та цшш папери (наприклад, вексел!, обл!-
гац!!' тощо). Банювсько-кредитн! установи виступають посередниками м!ж
р!зними економ!чними агентами ! надають ш ф!нансов! послуги. В!дпов!ди!
послуги виступають у форм! р!зиих ф!напсових операцш або угод, що
потребують к!льк!сних моделей для прийняття в!дпов!дних р!шень.

Ц! модел! е динам!чними (тобто залежними в!д часу), оск!льки вартост!
ф!наисових актив!в залежать в!д часу та змшюються з часом. При цьому
розр!зняють модел! з дискретним часом (коли стан ф!нансовоГ операци
зм!нюеться в окрем! дискретн! моменти часу) ! з неперервним часом
(коли стан змшюеться неперервно з плином часу), а також модел! з пря-
мим (коли час змппоеться в!д минулого через сучасне до майбутнього) та
!з зворотним часом (час змшюеться в!д майбутнього моменту через су-
часн!сть до минулого моменту).

Розглянемо найпрост!ш! модел! фшансових операщй або угод, коли
загалышй стан ф!нансового агента в момент часу ^ характеризуеться од-
ним числом -- загалыюю сумою його фшансових актив!в (у грошовому
вираз!) 5(1). Операщя описуеться часовими параметрами: ^0 - момен-
том П початку, и термнюм або перюдом Т; моментом зак!нчення Ц = ̂  + Т .
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Абсолютиий результат операци дае прир!ст суми актив!в 5 (^) - 5 (^0) =
= / Со> Т, 5 (^о))> який називаеться штересом, або вщсотком, в1дпов1дпо-
го финансового агента щодо операцП (1п1еге51,ге1;игп). 1нтерес / е платою
за вщповшгу фшансову послугу 1 водночас певною компенсащею за мож-
ливий ризик, пов'язаиий з операщею.

Одним 13 пайпоширешших тишв операц!й е надання кредиту або пози-
ки. Тод! 1нтерес е платою за використання грошових кошт!в одн1е1 особи
(ф1зично1 чи юридично'О, яка називаеться кредитором, шшою особою (по-
зичальником, чи дебитором), а також усередненою прем!ею за можливий
ризик неповернепня грошей по множшп под1бних позик.

Показниками ефективност! операц!! в моделях прямого часу е ставка
в1дсотка (ш!еге5(; га1;е)

1 (+ ТV 0' '

^Со)

а в моделях зворотного часу — в!дносна знижка, або дисконт (оЧзсоип!;

Т,

Т) Г)

М1ж уведешши величинами початково! суми 5(^0) (шШа! уа!ие), на-
рощено! суми 5(^0 + Г) (асситиЫеа1 уа!ие), ставками в!дсотка та дис-
конту г(1й, Г) 1 </(г0, Г) 1снують таю сшвв1дношення:

т} г '1 -\ + г(^,ту

г(;0, Г)];

^(^ Г)].

Перев1рка цих сшввщпошень пропонуеться читачев! як вправа.
Здеб1лыпого зручними для використання е ще два показники: дис-

конт-фактор (сНзсоип!

та коеф!Ц1ент нарощення (ассити1айоп

Зауважимо, що в иаведених вище формулах г 1 д. е десятковими дроба-
ми, але у фшансовш практиц! 1х досить часто виражають у в!дсотках.
Кр1м того, в1дсоток, або 1нтерес, у практиц! банювсько-кредитних операц!й
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параховують один раз за певну одипицю часу (штервал часу), яку нази-
вають базисною (рш, квартал, м!сяць, день). В1дпов1диий [нтервал ча-
су, чи перюд, називають пер!одом кап1тал!зац11, конверс!! або нараху-
вання.

Для нарахувания в1дсотк!в (або 1нтересу) використовують схеми про-
стих В1дсотк1в (51тр1е 1н(;еге51) (для короткострокових операцш, що три-
вають не б!льше року), складних вщсотюв (сотроин<1 1п1еге51;) та р1зн1
Ух комб1нацп.

Якщо прийияти момент ^ за початок в1дл1ку часу ( 0̂ = 0), то ^ = Т
7) = </г , I схема прос-

в!д часу Т:
), г(<0, Т) = гт,

тих в1дпов1дае випадку лшшно! залежност! гт 1

= гТ; й = ат,

облшова ставка за

гт = г; т

де г •- ставка вщсотка за один перюд конверсп; (I
той самий перюд.

Тод! основш формули нарощення суми за простими вщсотками мають
вигляд

гГ]; (4.139)

а формули дисконтування за простими в!дсотками, що визначають 5(0)
за майбутпьою варт!стю (нарощеиою сумою) 5 (Г), •- вигляд

; (4.140)

Зауважимо, що формули (4.139), (4.140) використовують не т!льки в
моделях 1з дискретним часом для щлого числа Т перюд!в конверсИ, а и у
моделях з довшыгам Т, тобто в моделях 1з неперервним часом.

Якщо ставка простих в!дсотк1в через шфляцно та 1пш1 обставини е
змшиою протягом 1нтервалу угоди (г0 , ̂  + Т), причому п зм!ни в!дбува-
ються у момента часу т,-:

^0 <Т1 <Т2 < ••• < т

т-1 <^0 +т< а па пщштервал! (т^^, т^) значения
ставки е р^, А = 1, ... , т , де т0 = ̂ 0, тт = ̂  + Т, то коефщ1ент нарощення
на всьому штервал! (^0, ^ + Г) визначаеться виразом

9 (% 1
= = 1

Нарощення простих вадсотюв на початкову суму 5 (т0 ) = 5 (10 ) на кож-
ному шдштервал! (т^^, тй) вщбуваеться незалежно в!д нарощення на
попередшх шдштервалах, а вщповщний абсолютний прир!ст суми (1идекс)
1 (Ч-\> Ч' ^Со)) е функц!ею т!льки тй_1? т^ та 5(^ 0 , так що

Т> л_1> тй (5(т0)> (4.142)
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Подшивши обидв! частили (4.142) на
т т

= 5(т0), дютанемо

6=1 А=1

де г (т^ , т/, ) = / (тА_1 , тл , 5 (*0 )) [5 (т0 )]"
1 - вщсоткова ставка на штер-

вал! (т.̂ , тл), що доводить (4.141).
Якщо в момент кожпо! змши ставки вщсотка нарощена до цього моменту

сума знову вкладаеться шд новий простий вщсоток (тобто вщбуваеться
решвестування або кап!тал!защя в!дсотк!в), то

Зокрема, коли тй - т^ = 1 для вс!х & 1 рА-1 = г - стала величина, то
нарощена сума вщповщае схем! складних вщсотюв за складною став-
кою вщсотка г, коли вщсотки при кожному перюд! конверсп нарахову-
ються на нарощену попередню суму (вщсотки нараховуються на вщсотки),
а не на одну и ту саму початкову суму, як у схем! простих вщсотюв. При
цьому

тобто при схем! складних вщсотюв ставка вщсотка гт за час Т визна-
чаеться так:

гт = (1 + г)Г ~1.

де г - складна ставка вщсотка за один перюд коиверсп.
Така схема нарахування складних вщсотюв називаеться декурсивною

(наступною) ! вщповщае методиц! нарахувания вщсотка (!нтересу) на-
прик!нц! кожного пер!оду конверсп.

Гншим вар!антом схеми складних в!дсотк!в е антисипативна (поперед-
ня) схема, коли вщсоток (штерес) нараховуеться на початку кожного
перюду конверсп. К!льк!сно вона вщповщае використанню дисконту с1т,
що мае вигляд

<1Т = 1 - (1 - </)Г,

де с/ •- складна обл!кова ставка.
Тод!

У практиц! баиювсько-кредитних розрахунк!в за базову одиницю часу
найчастше приймають один р!к, але часто бувае и так, що перюд кон-
верс!й становить 1/ти частину року, тобто нарахування вщсотк!в 1 дис-
контування виконуеться т раз!в на р!к (особливо на велик! суми). В
такому раз! р!чна ставка вщсотюв г або обл!кова ставка А е номшальни-
ми, а практичи! розрахунки виконуються !з застосуванням релятивних та
екв!валентних ставок.
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Релятивн! ставки в!дсотк!в г^"' ! релятиви! обл!ков! ставки ег"Ч що
в!дпов!дають ном!налыгам ставкам г та (1, визначаються виразами

г(т~} -!-• л(т) -А.
1 » " 1т т

так що парощеш суми за Т рок!в при 1'х використаин! мають вигляд

5(Г) = 5(0)(1 + ̂ )Ш7;

5(Г) = 5(0)(1-^)~™

(4.143)

(4.144)

Використання релятивних ставок спрощуе обчислення, але призводить
до порушення принципу екв!валентност1 фшансових угод, за якими зм!на
умов финансово! операц!! не повинна зм!нювати результат!в. Так, викори-
стання формул (4.143), (4.144) при те ^ 1 и т = 1 дае р!зш нарощен!
суми за той самий час Т, осюльки, як вщомо з математичного аиал!зу,
права частина них формул як функц!я т е монотонно зростаючою по-
слщовшстю в!д т, що при т — > °° прямуе до границ!

! в!дпов!дае неперервному нарахуванню вщсотюв в описан!й схем!.
Щоб уникиути под!бного ефекту використання релятивио! ставки

в!дсотк!в, зам!сть не! використовують екв!валентну, або зр1вноважувальну,
В1дсоткову ставку г
коеф!ц!епт!в нарощення:

що визначаеться умовою р!вност! в!дповщних

звщси

ж-,. . т
Ьфективна р!чна ставка т\ ' для номшалыго! ставки г при иараху-

ванн! в!дсотк!в т раз!в на р!к визначаеться з умови р!вност! коеф!ц!ент!в
парощення за р!к:

1
тобто

(4.145)

Описан! вище схеми простих ! складних в!дсотк!в широко застосову-
ються для складання к!льк!сних моделей р!зних ф!иансових операцш у
банк!всько-кредитн!й сфер!, таких як визначення середнього терм!ну по-
гашения позики, ломбардний та споживчий кредити, ведения розрахунко-
вих ! поточних рахунк!в, дисконтувания вексел!в тощо. К!льк!сш модел!
ф!нансових операц!й з! складшшою структурою будуть висв!тлен! в на-
ступних розд!лах.
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Спишмося на врахуванш впливу оподаткування та шфляци на наро-
ЩеННЯ В1ДСОТК1В.

Якщо отримаш в!дсотки (штерес) оподатковуються, то це призводить
до зменшения иарощено! суми. Якщо позначити, як 1 рашше, нарощену
суму до сплати податшв (1ах-ггее) через 5 (Г) за час Т, а з урахуванням
сплати -- через 5* (Г), то при ставщ податку на вщсотки д у схем! про-
стих в1дсотк1в матимемо

5*(Г) = 5(Г)-(5(Г)-5(0))<7 =

тобто оподаткування призводить до скорочення реально! вщсотково! став-
ки: зам!сть г фактично д!е ставка (\-д)г.

У довгострокових операщях при нарахуванн! податку на складш вщсот-
ки можлив! так! вар!анти: податок нараховуеться в!дразу за весь термш
(тобто на всю суму штересу) або ж послщовно, наприкшц! кожного перюду
(наприклад, року). У першому випадку сума податку становить 5(0) х

х (1 + г) - 1 д, а нарощена сума п!сля сплати податку

У другому випадку податок С{ за перюд ^ задовольняе рекурентне
в1дношення

Темни шфляцп вим1рюються за допомогою системи шдекс!в шфляци,
що характеризують середпю змшу р!вня цш для фшсованого набору (ко-
шика) товар!в та послу г за певний перюд часу. Якщо споживчий кошик
складаеться з /г благ, причому благо 5 входить до нього в юлькост! ^5 в!дпо-
в1дних одиниць, а Ц1па за в1дпов1дну одиницю в момент I становить р5 (^)
грошових одиниць, то вартшть Р(1} кошика в момент ^ визначаеться як

5=1

1ндексом 1нфляц11 (або пщвищення споживчих щи) за пром!жок часу
в!д 1\ до Т2 називаеться безрозм!рна величина

Я(т„ т,<т2,

а темпом шфляцп за цей пром!жок часу -- величина
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часу (1) , т2 для трьох довыышх момент!в часу
ланцюгове сп1вв1дношення

Зауважимо, що формально це под1бне до визначення ставки в1дсотк!в.
Розглянемо повед!нку коеф1Ц1ент1в марощення за зм!нними ставками
вщсотюв. Насамперед зазначимо, що коефвдент нарощення а(^\, ^2)-

при т1<т2 суми 5 за складними вщсотками за пром!жок
< т2 < т3 задовольняе

а(Ъ- Тз) = й('с1. ^2)Й(Т2. тз). (4.146)

що безпосередньо випливае з означения коефщ1ента а.
Отже, враховуючи те, що а(т1; т2) = (1 + г)Т2~11 при сталш ставщ вщсот-

ка г на пром!жку часу (т^, т2) 1 змшних в^дсоткових ставках г\, г2, ... ,
що дйоть в1дпов1дно на пром!жках часу (т0, т^, (т^ т2 ) , . . . ,
т < т < ... <0

чаеться як
, коеф!щент нарощення за весь термш часу (т0, визна-

У раз! довшышх темп!в шфляци (включаючи и зм1нн1 темпи) маемо
таке ланцюгове правило: якщо моменти часу т0 < 1\ < т2 < ... < т^
монотонн!, то 1идекс !нфляц!1 Я(т0, т^) е добутком 1ндекс1в шфляцп
Я(тх_], 15 ) = 1 + И (тх_! , 15) на складових пщштервалах (т,;_1,тх), тобто

5 = 1

Зв!дси, зокрема при сталому темп! шфляцп за одиницю часу /г, шдекс
шдвищення цш за час Т визначаеться як

Нт = (1 + /г ) Г .

1ндекс кушвельноУ спроможност! грошей за пром!жок часу (т^, т2)

Лгс(т1> т2) пов'язаний з Я(т1; т2) вщношенням 1пс (^, т2) = [Я(т17 т2)]~ .

Реальна кушвельна спроможн!сть нарощеноУ суми грошей 5(Г) за час
Т визначаеться як

(О, Т) =
Нт '

Отже, у випадку нарощення за простою ставкою вщсотка г маемо

5 (Г) = 5(0)- гГ

при сталому темп! шфляцп Н, а у випадку нарощення за складною став-
кою г отримуемо

Дос1, розглядаючи схему складних в!дсотк!в, ми вважали, що час е дис-
кретним, тобто набувае ц!лочисельних значень, а за одиницю часу було
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прийнято один перюд каштал!зацп (конверс!!'). Проте виведен! за таких
припущень формули можна застосовувати також у випадку неперервного
часу для неперервного нарахування вщсотюв та неперервного дисконту-
вання !з надежною штерпретащею ставок, як! там ф!гурують.

Так, формула нарощення при неперервному нарахуванш вщсотюв за
ефективною неперервною ставкою г для дов!льного дшсного пром!жку
часу Т > О набувае стандартного вигляду

5&+Г) = 5(*0)(1 + г)г=5&)е

Пп(1"). (4.147)

При цьому величина 1п (1 + г) = 8, що вщображае номшальну неперерв-
ну ставку вщсотюв за базисну одиницю часу, називаеться силою зрос-
тання (гогсе о^ !п1егезО. Дшсно, неперервному нарахуванню вщсотюв та
довшьному часу Т > О вщповщае граничний випадок розглянутоУ вище
схеми нарахування вщсотюв т раз!в за одиницю часу при т —> °°. Тод!,
переходячи у формул! (4.145) до границ! при т —» °° ! позначаючи гра-

ничне значения Нт гу' ефективно!' ставки через г (що е ефективною
т-»°° '

неперервною ставкою), а в!дпов!дну ном!нальну ставку за базисну одини-
цю часу -- через 8, можна записати

(1 + г)= Нт
т—»<*

Це вщповщае формул! (4.147). Очевидно, при цьому

Залежно в!д умов конкретно! модел! з використанням неперервного
нарахування вщсотюв (таку модель можна застосовувати при частому,
наприклад що денному, нарахуванш вщсотюв упродовж досить великого
базисного перюду часу -- кварталу, року) як вихщний можна прийняти
один 1з чотирьох основних параметр!в: 8 , г, д., V (тут и - неперервна
облшова ставка, а V — неперервний дисконт-фактор у номшальному зна-
ченш за одиницю часу) 1 виразити через нього значения 1нших трьох
параметр!в.

Наведемо пор!вняння коеф1ц1ент!в нарощення за схемами простих 1
складних вщсотюв для р!зних перюд!в часу Т. Дшсними е так! сп!вв!дно-
шення:

1 + гТ > (1 + г)т при 0 < Т < 1;

1 + гТ < (\ + г)Т при Г > 1,

а при Т = 1 коеф!ц!енти нарощення зб!гаються ! дор!внюють 1 + г. Граф!ч-
но це зображено на рис. 4.9, що пояснюе поширешсть схеми простих
в!дсотк!в у короткострокових ф!нансових операц!ях для Т < 1 .

Розглянемо загальну модель неперервно! зм!ни стану фшансово!' опе-
рац!! в час!. Нехай цей стан у дов!льний момент часу I е загальною сумою
актив!в 5(1}, причому 5(^) е неперервно диференцшовною функц!ею
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часу {. Динам!ку операц!! ха-
рактеризуе швидк!сть зм!ни
5(1), тобто похцгяа (15 / сИ .
В!дношення (15 / сИ до поточ-
ного значения 5(^) назива-
еться загальною силою зрос-
тання, або штересу, 8(^) в мо-
мент часу С:

"

Якщо зм!нна сила зростан-
ня 8(^) в!дома на пром!жку
часу (^0, ^0 + Г), то нарощена
за цей пром!жок сума мае ви-
гляд

при ^0 = 0 ставка !нтересу

гт =

При стал!й сил! зростання 8(^) = 8 = сопз1

=е
87"

що зб!гаеться з наведеними вище результатами.
Зв!дси дисконт-фактор V-}- за час Т визначаеться як

( о
! при сталому значенн! 8(^) становить

так що за одиницю часу V = е .

4.11. ПОТОКИ ПЛАТЕЖ1В. РЕНТИ АБО АНУ1ТЕТИ

Ф!нансов! операцп часто мають тривалий за часом характер ! склада-
ються не з разового платежу, а з деякоТ посл!довност! виплат, тобто е
потоком платеяов (сазЬ ЙО\У), можливо, р!зних знак!в, наприклад, е пога-
шения позики частиками, орендна плата, швестица у виробництво тощо.
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Нехай фшансова операщя за угодою починаеться в момент часу 10 , а
закшчуеться в момент ^п, причому виплати суми Ул вщбуваються в мо-
мент ^, & = 0,1, ... , п, де

ним нарахуванням в1дсотк!в за ставкою г. При цьому

Якщо вс! члени У^ потоку платеж!в мають один знак 1 виплати вщ-
буваються через однаков! штервали часу т = ̂  - ^_1 , & = 1, 2, . . . , « , то
така послщовшсть платеж!в иазиваеться фшансовою рентою, або ану!'-
тетом (аппшЬу), незалежно в!д призначення цих виплат, а т — перюдом
ренти.

Кр1м указаних параметров потоку платеж1в, для його опису потр!бно
мати базисну одиницю часу та ефективну ставку г складного вщсотка, за
якою здшснюються вс! розрахунки, а також споаб нарахування в1дсотк!в.

Виплата ренти може вщбуватися / (/ > 1) раз!в на р!к, а иарахування
вщсотив -- т раз!в на р!к (т > 1) . Це дискретш (/, яг)-кратш ренти.
Коли виплати и нарахування вщсотюв вщбуваються досить часто, так!
потоки платеж!В проспите анал!зувати як неперервш. Якщо виплата зд!йс-
шоеться паприкшщ кожного перюду, то рента називаеться звичайною,
або постнумерандо (огйшагу аппш!у), а якщо на початку перюду, то пре-
нумерандо, або авансованою (аппшгу с1ие).

За значениям сво1'х члешв ренти под1ляються на стал! (Уй = У = сопз!)
та змшш, за Ймов1рн1стю виплати -- на В1рш (аппиНу сегЫп) И умовш
(соп1;1п§еп1; аппи11;у). В1ри1 ренти тдлягають безумов!пй сплат! (наприк-
лад, погашения кредиту), причому к!льк!сть члешв тако! реити заздалепдь
вщома. Виплата умовнсн ренти залежить в!д настання деяко! випадково!
под!!. Тому юльюсть и' членив наперед невщома. До такого типу рент
належать страхов! ануггети -- р!зш посл1довн1 платеж! в особистому !
майновому страхуванш.

За к1льк1стю член!в розр!зняють ренти з! ск1нченним числом членив,
тобто обмежеш за терм!ном (Тхн1й термш наперед визначений), та не-
скшченш, або дов!чн1, ренти (регре1;и11у). Щодо початку терм!ну ренти I
певиого моменту часу, що передуе и початку (наприклад, початок д1'1 кон-
тракту), ренти розподшяють на негайш та вадкладен! (1п51ап1; апс! сИтгегес!

Анал1з потоку платеж!В передбачае розрахунок таких його узагальне-
иих характеристик, як нарощена варт!сть (АУ) або майбутия варт!сть
( Г У ) потоку (суми вс1х члегпв потоку з нарахованими на них до кшця
терм!ну вщсотками) I сучасна вартють (РУ) потоку (суми вс!х його члешв,
дисконтованих на початок термшу або ж на деякий попередшй момент
часу). Щ характеристики важлив! для правильного визначення ц!ни про-
дажу або кушвл! ренти.

Розглянемо спочатку прямий метод розрахунку РУ (ги!;иге уа!ие) та
РУ (ргезеп!; уа!ие) потоку платеж!в У- , що сплачуються у щлочисельш
момента часу П; п!сля початкового моменту часу (:0 = 0 протягом п перю-
д!в часу единично! тривалоеп, коли пер!од потоку зб!гаеться з пер!одом
конверсИ (кап1тал1зац!1). Це випадок простого потоку платеж!в з декурсив-
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)" =РУ(п);

Тепер розглянемо випадки простих рент. Нехай 50 (^) — сумариа варт1сть
уах виплат ренти пренумерандо Ж0, зведена до моменту часу I, а 5} (^)
аналог1чна величина для ренти постнумерандо Щ, 0 < ^ < п. Виведемо фор-
му ли для РУ 1 РУ цих рент, застосовуючи позначення

:=50(я);

Зводячи вс! виплати рент до моменту часу ^ = 0 та застосовуючи фор-
мулу для суми члетв геометрично'1 прогресп, отримуемо

(о) = У = У

- -
1 — V

(4.149)

Знаменником вщповщних прогреай е коефвдент дисконтування V =

Переходячи вщ вартост! рент у момент часу ^0 = 0 до 1хньоТ вартост! в
момент часу п, отримуемо

Л т

5, (я) = (1 + 0*5! (0) = Уъ~п^-^- = У ——, (4.151)

де 5 = (1 + 0 = гГ1.
Для вартост! рент з одиничними виплатами V = 1 у фшансах 1 страху-

вашп прийнято спец!алып м!жнародн1 позначення. Так, РУ рент И\ та
Ж0 позначаються як

е^ / г\ \ п . •п

(4.152)

(4.153)

(4.154)
а РУ — як

5 .
п\г '

?0 («) _ .,-« 1-Ря _ . 5" -
у =0 —~5— (4.155)
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Величини д- та а-.
п\т називаються в!дпов!дио коеф1щентами дис-

, а 5 |̂ г та 5-1 — коеф}щентами нарощення
т г п\г

контування рент Щ !
цих рент. Якщо ефективна в!дсоткова ставка г — фжсована, то в нижиьому
!ндекс! часто пишуть п\ зам!сть п\г.

3 означения коеф!ц!епт!в дискоитування та парощуваиня рент випли-
вають так! прост! властивост!:

а-, = 1 + а—л , п > 1;
п\г п—\\г

а—I = (1 + г)а-1 , 5—1 = (1 + г)5—1 ;п\г ^ ' п\г п\г ^ ' п\г

5—-л = 1 + 5-1 , а'-| = ЛЧ .
п+\\г п\г п\г п\г

Сучасну варт!сть дов!чних рент постнумерапдо ! пренумерандо легко
визпачити, переходячи у в!дпов!дних формулах для обмежених рент до
границ! при п -> °° з урахуванням того, що Нт V" =0, оск!льки V < 1.

Тод!, зокрема, в!дпов!дн! коеф!ц!енти дисконтування дов!чних рент мають
вигляд

= 1!т а-1 =<г „_^„ п\г

= 1!т а-| = -̂  = -—

тобто РУ нав!ть необмежеиого числа виплат — ск1нченна («далек!» грош!
сьогодш ц!няться дуже мало). Мехашзм дов!чного отримання доходу з!
ск!иченно1 суми гранично простий -- прир!ст суми за пер!од м!ж плате-
жами рента повшстю компенсуе виплату.

В!дкладена рента — це негайна рента, зсунута в час! на перюд в!дстроч-
ки. Тому РУ в!дкладено! ренти е РУ негайио! ренти, дисконтовано! на
!нтервал часу, що дор!вшое пер!оду в!дстрочки т. В!дпов!дш коеф!ц!енти
дисконтувания в!дкладено1 ренти визначаються як

= Vта-™ /а—| = V а—| ; „, /а—\ = V а—\ .т/ п\г п\г' т/ п\г п\г

Розглянемо питания, пов'язан! з розрахунком терм!ну ренти та п доход-
пост!. При розв'язуваин! задач створення ф!нансового фонду або при
погашенш заборговапост! частицами, коли через обмежен! ф!нансов! мож-
ливост! розм!р перюдичного платежу не може перевищувати значения У,
виникае запитания: протягом якого часу п може бути створений фонд або
погашена заборговашсть задано! суми 5? Неважко переконатися в тому,
що для ренти Щ термш створеиня фонду

1п(5г/Уч
п =

г)
оск!льки у = 5
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а термш погашения заборгованост!

1п (1 - 5г/У)
г) '

п = • тому що У =
а-1п\г

У раз! потреби ощнити ефективи!сть (дох!дн!сть) ф!наисово-банк!всь-
ких операцш або !нвестиц!йних проектов розв'язуеться задача визначеи-
ня ставки дох!дност! ренти г за в!домими У, п, 5§(п) або 5| (и), 5д (0) чи
51 (0). Для ренти Щ задача вводиться до розв'язання трансцендентного
р!внянпя

5ч (п) = У5П або ^ (0) = УЙ-,1 ч ' п\г п\г

В1ДНОСНО г числовими методами.
Розглянемо т-кратш ренти, що виплачуються т раз!в па р!к. При цьо-

му розрахунок РУ ! РУ виконуеться аналог!чно випадку щор!чних рент
!з використаиням релятивно! ставки / = г/т за пер!од 1/т року (де
г •- номшалъна р!чна ставка). Якщо к!льк!сть члетв стало!' ренти дор!в-
нюе М, то для ренти К\ з одиничними членами маемо

(4.156)

Коеф!ц!енти нарощення та дискоитування (4.156) е стандартиими для
типових фшапсових ! страх ових розрахунк!в, IX табульовано, а познача-
ються вони так:

Для ренти пренумерандо М^ з У = 1 маемо аналопчно

N-1
(4Л57)

Для визначення член!в ут> ш-кратио!' ренти Щ, екв!валентно1
в!дпов!дн!й р!чн!й рент! з одиничними платежами, пеобхщно замшити и
платеж! протягом року одним одиничпим платежем наприк!нц! року. Тод!
цей плат!ж дор!внюватиме РУ тга-кратноУ реити Щ тривал!стю в 1 р!к:

де

т-\
5т ' = —
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Звщси

У тег

Значения члешв те-кратноТ ренти
ничшй р!чшй рент!, визначаеться як

, екв!валентно! в!дпов!дн!й оди-

1

де
1/т

т = Г5
1/т

Нехай на штервал! часу в!д початкового (нульового) до к!нцевого мо-
менту п > 0 рента сплачуеться досить часто, так що П можна вважати
практично неперервною. Очевидно, що при неперервн!й виплат! р1зниця
м!ж рентами М0 та Щ зникае. РУ неперервноУ ренти, що сплачуеться 31
сталою 1нтенсив1пстю в одну грошову одиницю за одиницю часу при не-
перервному нарахувашп в1дсотк1в з! сталою 1нтенсивн1стю 8 , позпачимо
через а 8. Оск1льки за штервал (I, 1 + М) мало! довжини А1 буде ви-

грошей, а зведена на початковий момент варпсть ц!е1 сумиплачено

дор!внюе е Д^, то розбиваючи !нтервал (0, п) на под!бн! мал! пром!жки
та шдсумовуючи в!дпов!дн! РУ, д!стаемо !нтегральну суму для штеграла
в!д функщГ е на пром!жку (0, п).

Перейшовши до границ! в ц!й сум! при Д^ —» О, матимемо

~Ы(И. (4.158)

Зауважимо, що у формул! (4.158) п може бути дов!льним певщ'емним
числом, необов'язково щлим. Якщо 8 = 0, то а §= О, що узгоджуеться з

п\
фшансовими М1ркуваннями. Оск!льки при неперервному нарахувашп

в!дсотк!в V = е" , при 8 > 0 з (4.158) випливае, що РУ единично! непе-
рервно! ренти

в-,8 =
п\

-п8 1 - У" 1 - у" уп -1
(4.159)

або

Нехай Н -- дов!льне невщ'емне число (необов'язково ц!ле), з. иа 5 е

РУ в!дкладеио! на Н одиниць часу ренти, що сплачуеться неперервно з
штенсившстю 1 на штервал! (и, /г + п). Тод!

Н+п Н п
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Отже, в!дкладену неперервну ренту можна виразити через негайну:

Розм!рковуючи так, як ! при виведепп! формули (4.158), ддстаемо вираз
коефщ!ент!в нарощення 5"-|,, неперервно! негайно'1 ренти:

(4.161)

(4.162)

Отже, РУ неперервно! негайно! ренти визначаеться як

55йЬ 8Г г | 8 1п5
де 5 = 1 +г, V - з -\.

Зауважимо також, що формула (4.162) випливае з фшансових м!рку-
вань, осшльки 3~-1„ = зпа-\,.л!8 п\Ь

3 урахуванням (4.159) для дов!чно! неперервно! ренти при 8 > 0 маемо

а—\, = 1!т а-\, =1/8.
°°18 п—>°° п'&

У моделях прийняття р!шеиь щодо !потечного кредитування (позик
шд заставу нерухомост!), страхувапня життя, планування прямих швес-
тицш тощо досить широко застосовують ренти з! змшними членами.

Розрахунок РУ! РУ под!бних рент та фощцв виконуеться за рекурепт-
ними формулами, що пов'язують значения в!дпов!дних показник!в за два
сум!жн! пер!оди (роки). Використовують розрахунков! схеми в прямому
! зворотному час!.

Якщо в!дома накопичена варт!сть РУ ф!нансового фонду наприкшц!
(/г-1)-го року ^^г_1 ! плат!ж У^, що вноситься наприкищ! ^-го року, то
сума на кшець ^-го року

ВЬ=ПН_^+УН, (4.163)

де 5 = 1 + г - р!чиий миожник нарощення (схема прямого часу).
Якщо ж, иавпаки, задано РУ фонду Б^, то п поточне значения

^|^^=V(^ъ-Уь} (4.164)

(схема зворотного часу).
Розглянемо ф!иансовий фонд, в якому розм!щепо початковий кап!тал

^0 ! куди наприкшц! кожного року протягом п рок!в вносяться додатков!
суми У^ , Ъ = 1, 2, ... , п, що утворюють змшну ренту Щ. Тод! О^ =

Щоб визпачити иакопичепу наприк!нц! ^-го року суму О{ ,помножимо
обидв! частипи рекурептного сп!вв!дношення (4.163) на дисконтний множ-
ник V та шдсумуемо по вс!х Ъ в!д 1 до I:

Ь=\
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Ход! шсля певних перетворень д!станемо

(4.165)

Формулу (4.165) називають ретроспективною, оскшьки вона виражае
О/, через початковий каштал ! вже внесен! платеж! У^. Як правило, рет-
роспективний метод застосовуеться для розрахуику А V рент та фопд!в.

Якщо задано варт!сть фонду в момент закшчення потоку платеж!в, то
зручн!ше використовувати перспективнии метод, виражаючи поточи! зна-

чения показнишв через майбутш. Домножуючи (4.164) на о*4 та шдсу-
мовуючи по вс!х Н в!д I + 1 до п, маемо

п
— /~) 71 X V 71 { А 4 О^\I - ипъ • 2_, *ъР • (4.166)

Формулу (4.166) називають перспективною. Легко з'ясувати, що фор-
мули (4.166) ! (4.167) е екв!валентними, для цього досить тдставити в
(4.167) Оп !з (4.166) (при 1 = п).

При перспективному метод! вс! показники виражаються не через час ^,
що минув в!д початку потоку платеж!в, а через час 1 = п-1,. який зали-
шився до його зак!нчення. Це стае очевидним, якщо переписати (4.166) у
вигляд!

т-1

<7=0

1з формули (4.165) та (4.166) легко д!стати вс! попередн! результати
для сталих щор!чних рент.

Стандартна зростаюча рента ^ е сукупн!стю виплат, що зростають
за арифметичною прогреаею, починаючи з единично! виплати наприкшц!
першого року: У^ = Ъ, Ь = \, 2, ... , п. РУ тако! ренти

При виведенн! ще! формули застосовуеться формула для визначеиня
суми арифметичпо-геометрично! прогреси

Стандартна зростаюча рента Щ е сукушпстю виплат, що зб!льшуються
за арифметичною прогреаею, починаючи з одииичноГ виплати на початку
першого року: У^ = 1 + &, Ъ = О, 1, ... , я -1. РУ щеГ ренти е

6=0
РУ цих рент пов'язан! з РУ сп!вв!дношеннями, под!бними до випадку

сталих рент.
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У стандартшй спадн!й рент! М^ виплати зменшуються за арифметич-
ною прогреаею, що завершуеться единичною сплатою паприк!нц! и-го
року: УЪ= п + \-Ъ, /г = 1, 2, ... , п. Якщо додати виплати стандартно! зро-
стаючо! та спадно! рент, то отримаемо сталу ренту з виплатами п + 1. Зв!дси

п-а
3. (4.167)

Ъ=\
Виплати стандартно! спадно!' ренти К$ зменшуються за арифметичною

прогреаею, що завершуеться единичною сплатою на початку и-го року:
у^ = п - Ъ, Н = О, 1, . . . , п - 1. РУ ц!е! ренти

РУ

V,,*
п-а

'п\

^V

(4.168)

4.12. ОЦШЮВАННЯ ВАРТОСТ1 ОБД|ГАЦШ ТА АКЦШ,

А ТАКОЖ КНЬОК ДОХ1ДНОСТ1

О6л!гацП та акца — це иайпоширешш! типи основних (або первинних)
цшних папер!в, що е товарами фондового ринку. Ф!нансово-екоиом!чн!
р!шення учасник!в цього ринку значною м!рою залежать в!д метод!в !
моделей оц!нки вартост! та дох!дност! цих ц!пних папер!в.

Обл1гац11 (Ьопйз) е найпоширен!шим типом цшних папер!в з ф!ксованим
доходом (г!хес! !псоте 5есиг!1!ез), до ем1са (випуску) яких вдаються держа-
ва, мунщипал!тети, банки, !нш! фшансов! шституцп, а також окрем! компани
та 1х об'еднання при потреб! залучеппя значних грошових ресурс!в (для
фшансування великих проект!в, покриття поточиих видатшв тощо).

Основн! параметри обл!гац!'1: номшальна Ц1на, або ном!нал (гасе уа-
1ие), — указана на шй сума, яку позичальник (ем5тент обл!гац!'0 зобов'я-
зуеться повернути и власпику (утримувачу) на терм!н зак!нчепня П ди
(па дату погашения — сЫ;е о? таШг!1у); викупна цша (гес!етр1;!оп уа!ие)
або правило и визначення; норма дох!дност1, або купонна в!дсоткова
ставка (сироп га!;е), - - вщпошепня суми в!дсотк!в за р!к до ном!налу
обл!гац!!'; дати виплати В1дсотк1в.

Оц!нювання обл!гац!!' на поточний момент часу полягае у визначенн!
поточно!' вартост! вс!х майбутн!х виплат за обл!гац!ею з урахуванням
момент!в часу, коли вони зд!йснюватимуться. Як правило, при цьому ви-
користовують ринкову (поточну) ставку в!дсотка, що встановилася на
риику Ц1ИИИХ папер!в на момент оц!нюванпя. Поточна варт!сть купонно!
обл!гац!\' дор!внюе сум! РУ номшалу та РУ потоку купониих виплат.

'Зауважимо, що символ О в позначенш РУ ренти походить в!д англ. Аесгеа$е -
спадати, а символ / — в!д англ, гпсгеазе — зростати.
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Номшали Р131ШХ обл!гащй можуть хстэтно в1др1знятися, тому для Ух
зштавлення потр1бен вим1рювач ринкових цш обл1гащй. Це курс обл1-
гац!1 К, що е в!дсотковим вццюшенпям ринково! цаш обл1гаца Р до а

р
номшалу М: К = — -100. Так, якщо облн-авдя номшалом у $ 1000 про-

даеться за $ 930, то П курс 93 %.
Розглянемо оцшювання курсу обл!гащ1 термшом на п рок!в у момент а

ем!са. Сукупшсть р1чних виплат за купонами е рентою Щ 1з членом
С = сМ, де с — купонна ставка. Поточна вартшть ще! ренти на момент
ем1са „

Рс=сМа-^=сЫ^-, (4.169)
л I

де V = (1 + г)' - дисконтами множник.
Поточна варт!сть номшалу, що сплачуеться в момент погашения обл1-

гащй через п рок!в теля П ем!са,

РN=VпN. (4.170)

На шдстав! (4.169), (4.170) курс обл1гащ1 в момент ем!са визначаеться як

-)о^|. (4.171)

1з (4.171) випливають так! висновки: 1) якщо поточна ставка г дор!в-
нюе купоншй ставщ, то курс обл!гащй становить 100 % (цша дор1вшое
номшалу); 2) якщо г > с, то К < 100 % (цша нижча номшалу), обл!гащя
купуеться з дисконтом (при пизькш ставщ с для швестора переважним е
вкладання коптв у б!льш дохщш фшансов! шструменти 1 продаж обл1-
гаца за щною, меншою в!д номшалу, що дае змогу отримувати додатков!
кошти); 3) якщо г < с, то К > 100 % (цша вища за номшал) 1 облЛгащя
продаеться з прем!ею (для зр1вноваження дохщгюст! з ринковою щною
цша обл1гаца мае бути бшыпою в!д номшалу).

Оц1шовання обл1гац11 проводиться у будь-який момент часу т до моменту
а" погашения, \ в цей момент обл!гащя може бути продана або куплена на
ринку цшних папер!в за ринковою щною. Найпроспшим е оц1нювання
обл!гац11 в остапньому перед погашениям купонному перюд!, коли мае
бути викоиаиа одна виплата (с + 1)М - останшй купон плюс ном!нал.

Якщо штервал часу в!д моменту оц1нювання до моменту погашения
дор!внюе I, то, дископтуючи виплати на цей штервал часу, маемо поточиу
варт!сть обл!гаца

(4.172)}Л.

Курс обл1гац1'1 в!дразу п!сля передостаиньо! купонпо! виплати ((: = 1)

Курс обл!гац11 па момент часу безпосередньо п!сля чергово! купонно!
виплати («чиста курсова варт!сть») легко визначити зам1ною в (4.171) п
па. Т -- к1льк1сть рок!в в!д моменту оц1нювання до моменту погашения:

(4.173)

1з (4.173) випливае, що К змшюетъся в час! при наближенш до дата
погашения обл!гаца при стал!й поточн1й ставц! вщсотка. Якщо обл1гац!я
куплена з дисконтом, то його абсолютна значения, зпдно з (4.173), спадае
в м!ру наближення до дати погашения обл1гаца, а 11 курс зростае (в!дбу-
ваеться пакопичеппя дисконту). Аналог1чно, якщо обл1гащя куплена з
прем!ею, то з плином часу а курс спадае (в1дшкодування прем!\').

Якщо час I в1д моменту оц1нювання до моменту погашения обл!гаца не
е щлим ( I = Т + 9, де Т = [^] — щла частина ^, а в = {(} — дробова части-
на I, 0 < 0 < 1), то поточний курс обл1гац11 визпачаеться як

(4Л74)
100

Для анал!зу динам!ки ц1ни обл!гаца та розрахуику податку па повну а
Ц1иу, за якою обл1гащя реал!зуеться (брутто-ц1на), а зображують у вигля-
д! нетто-ц!ни (чисто! цши) та купонного доходу, иакопичеиого з моменту
останньо! купонио! виплати (або з моменту ем!са). У момента часу без-
посередньо шсля чергово'1 купонпо! виплати (або в момент емюа) нетто-
ц1па зб!гаеться з повною 1 визначаеться виразами (4.173), (4.171).

Сума купонного доходу А , иакопиченого з моменту виплати попереднього
купона до моменту придбання обл!гавд1, А (в) = Мс(\ -в). Нетто-щна е
р1зницею повно! ц!ни та А:

1-в. (4.175)

Саме ця цша публжуеться у заруб1жшй прес! за результатами торпв
Ц1ПНИМИ паперами.

За аналог1ею з щною можна ввести «нетто-курс» 1 «накопчепий курсо-
ВИЙ КуПОННИЙ ДОХ1Д»:

КА =100с(1-( Кп - К -КА. (4.176)

Якщо купони виплачуються т раз!в на р!к, то сума одше!" виплати
сN /т.

Поточна варт!сть номшалу, що сплачуеться в момент погашения обл1-
гацИ, визпачаеться виразом (4.170), а поточна вартшть купонпих виплат
на момент безпосередиьо п!сля черговоУ виплати в!дпов1дно до (4.156) -
виразом

Р =
т

1
1П;

•Л/т -1; Ь шльюсть купоп1в, що залишилися до пога-де =
шения.

Тод! оцшювання курсу о6л1гаца на цей момент визначаеться виразом

100
=

-т
. + ±.

т
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Курс обл!гаци та накопичений купонний дох!д для дов!лыюго моменту
часу I = (I / те) + в (0 < в < 1 / те) визначаються як

ОО
\К(Ь/т)
-

0

т

(4.177)

(4.178)

З'ясуемо, як змшюеться цша обл!гацп при «миттевш» змпп поточно!
в!дсотково! ставки г. Цша обл!гац!! (як неточна варт!сть потоку пла-
теж!в) для довольного моменту часу

де 1^ — момент сплати суми С , в!дл!чений в!д поточного моменту часу.
Якщо г змшиться на А г, то змша цши обл!гацп становитиме

.
аг

(4.179)

Обчислення В1ДПОВЩНИХ похщпих дае:

(Ь

ЗВ1ДКИ

иг

Таким чином,

АР = -

(4.180)

(4.181)

Щоб з'ясувати суть величини О, визначено! р!вн!стю (4.180), перепи-
шемо останню у вигляд!

О = /Р,

Тут а^ е вагою, яку вносить плат!ж у момент часу ^ . Отже, О е се-
редньою зваженою протяжн!стю потоку платеж!в, або дюращею (сЬгатлоп).

Дюрац!я для безкупонно! обл!гац!1 в точност! дор!внюе терм!ну до п
погашения:

Шт)Р = (4.182)

Дюращя купогаго! обл!гац!1 в момент ем!сн або безпосередньо п!сля
виплати чергового купона (з урахуванням формули для визначеиня стан-
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дартно! зростаючо! ренти)

т

Vх + С
«И

т
V + СЙ^Г]

де Т - - к!льк!сть рок!в до погашения обл!гац!1. Зокрема, якщо купонна
ставка с дор!вшое поточшй рипков!й в!дсотков!й ставц! г, то

1-1/с). (4.183)

В !нтервал! часу м!ж купонними виплатами варт!сть обл!гац!1 визнача-
еться виразом (4.174), подставивши який у сп!вв!дношення (4.180),

(4.184)
<ИпК(Т-

= -5 г

1з (4.184) випливае, що в штервал! часу м!ж купонними виплатами
дюращя спадае з часом вщ значения О(Т + \) при © = 1 до значения
О (Т + 1) -1 через р!к (в = 0). Шсля купошгоУ виплати дюрац!я стрибка-
ми збыынуеться до значения О (Т), пот!м знову зменшуеться до значения
Г)(Г) —1 наприк1нц1 року 1 т. д. Шсля терм1ну погашения обл1гащ1 п
дюрац1я — иульова, тому з (4.184) маемо /)(1) = 1.

Сформулюемо загалып висновки, що випливають з формули (4.179) та
и насл!дк1в:

1. Осюльки дюрац!я додатпа, зб1лыдення поточно! вщсотково! ставки
призводить до зменшення поточно! цши обл1гац1! 1, навпаки, якщо ставка
г спадае, то варт!сть обл1гацп зростае.

2. Чим б!льша дюрац1я, тим силыпша чутливхсть цши до змши в!дсот-
ково! ставки. Це пояснюе повед1пку 1нвестор1в у ситуацп, коли на ринку
очшуеться зм1на ставки г. Якщо очжуеться зиижения г, то найб1льше
шдвищення вартост! зазиае обл1гац!я з великою дюращею, тобто для дов-
гострокових обл!гацш. Тод! 1нвестори намагаються придбати !х, щоб <<за-
ф!ксувати» високий р!вень г. I навпаки, якщо очшуеться зростання г, то
иайменше зниження ц1ни буде у короткострокових обл1гац1й, тому 1нвестори
прагнуть позбавитися в!д довгострокових обл!гац1Й 1 швестують кошти на
коротк! терм1ни, оч!куючи максимального пщйому г, коли можна буде
купити довгостроков! обл1гац1! за мппмалыгою цпгаю.

Для спрощення р1вияння (4.181) вдаються до модиф1ковано! дюрацп
МО = Въ. Тод! (4.181) набувае вигляду АР = -Р^V&^ = -МОР&г. Звщси
МО е показником еластичност! ц4ни за поточною ставкою г. Однак МО
не мае такого зрозум!лого ф1иансового сенсу, як дюращя О, введена Мак-
кол!. Б!лып важливою характеристикою швидкост! зростання !нвестиц!й-
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них коитв е не г, а сила зростання, або «миттева» в!дсоткова ставка 5,
В1ДНОС1Ю яко! АР = —.ОРД8. Щодо 5 еластичшстю цши обл1гацП е О.

Найважлив1шою характеристикою обл1гацп е и здатшсть пршюсити
дохщ власнику — дохщшсть. Розр1зняють три види дохщносп: 1) купон-
ну, що визначаеться при випуску обл1гаци як вщношепня р!чноГ суми
купошв до номшалу обл1гацп; 2) поточну — вщношення доход!в за ку-
понами за р!к до ринково'1 цши облшщп; 3) повну, або дохщшсть до
погашения, що визначаеться з урахуванням ус!х грошових надходжеиь -
перюдичних купонних виплат 1 виплати номшалу при погашепш обл1-
гаци.

Зв'язок М1Ж варт!стю обл1гацп та п дохщшстю в деякий момент часу
виражаеться р1вияшшми (4.174) або (4.177). Якщо задано поточну
дохщшсть, то (4.174) дае оцшку поточно! вартосп майбутнього грошово-
го потоку; якщо о6л!гащя придбана за вщомою щною, то р1вняння (4.174)
дае змогу оцшити повиу дохщшсть. Одиак ця задача досить складна,
осюльки (4.174) мостить г у степеш вище другого, тому можиа зиайти
т!льки наближений числовий розв'язок, який зазвичай визначаеться мето-
дом 1теращй.

Задача 1стотно спрощуеться, якщо вважати, що неточна вщсоткова ставка
близька до купоиио! як у момент ем!сп, так 1 впродовж усього термшу дп
обл1гацп. Якщо до моменту П погашения залишаеться цдле число роюв Т',
то залежшсть дох1дпост1 в!д курсу К, за яким придбано обл!гащю безпо-
середиьо п!сля чергово! купонно! виплати, така:

_, ,
~ С Л 1 + 1-^/100

1 -!/(! + с)7
(4.185)

Формула (4.185) е вар1аитом зображеиня стввщношення (4.181), осюль-
ки, якщо в пьому з урахуванням (4.183) прийняти Аг = г-с, АР/Р =
= [К - К (с)]/К (с) = (К/100) -1, Г>(с)/(1 + с) = й;-| (с), то отримаемо
(4.185).

Зауважимо, що сшввщношення (4.181) можна використати для довщь-
ного моменту часу 1 тод1, коли поточна вщсоткова ставка помтго вщ-
р1зняеться в!д купонноТ. Досить т!льки знати наближене значения дохщ-
ност! у (наприклад, за результатами попередшх торг!в). Год!

, \-Р/Р(у),.

о (у}
(4.186)

Формули для визиачення дох1дност! в останньому купонному перюд! е
досить простими. Якщо до погашения облхгацп залишаеться час, корот-
ший за купонний пер!од, а обл1гацпо придбано за ц1пою Р за час { до
термпгу п погашения, то р1вняння для визначення и дох1дност! мають
вигляд

(4.187)
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При цьому дох1дн1сть у вигляд! ставки простих вщсотюв г$ визна-
чаеться як

*• — _дГ*~Л р П Х/100

а дохщгпсть у вигляд! р1чно1 ставки складних вщсотк!в — як

г =
Л/(

-1.

(4.188)

(4.189)

При оцшюванш вартост! обл!гац11 у розрахунках використовують не
лови!, а чист! (за в1драхуванням податк!в) потоки платеж!в.

Оподаткуванню пщлягають: 1) купонний дохщ; 2) прир!ст кап!та-
лу (якщо чиста цша куп1вл1 обл1гац11 нижча, н!ж ц!на п наступного про-
дажу).

Якщо купонний дох1д оподатковуеться за ставкою Тахс, то чистий по-
точний дох1д за вама купонами, кр!м чергового, е добутком повиого по-
точного доходу па (1 - Тахс). Оподатковуеться не весь дох!д вщ чергово-
го купона, а т!льки його прир!ст (С - А) з моменту кушвл! обл1гаци до
моменту купонно! виплати, де А — купонний доххд, накопичений 13 почат-
ку чергового купонного перюду. Наступи! купони оподатковуються пов-
1ИСТЮ. Податок з поточного купона зпдно з р1в1пстю А (Э) = Мс (1 - в)
визначаеться як

(С - Л)Тахс = Л^с0Тахс.

Податок на прир!ст кап!талу становить (Ы -Р„)Тах, де Тах — ставка
податку на прир1ст кап!талу.

3 урахуванням того, що податок 13 купогпв сплачуеться в момент 1х
виплати, а податок з приросту кап!талу — в момент погашения обл1гацн,
поточна варт!сть потоку чистих надходжеиь за час I = Т + ® до моменту
погашения становить

Рп + А = Vв
0;

1 т
Тах

Зауважимо, що спочатку проводиться оц1нювання поточно! вартост!
обл1гац!1 з урахуванням податку з купошв, а пот!м, якщо одержана чиста
цша нижча вщ номшалу, враховуеться також податок на прир!ст каш-
талу.

Шдсумовуючи тему оц1нювання вартост! та дохщноеп обл1гац1й за до-
помогою апарата поток!в платеж!в, слщ зазначити, що отримаш результа-
ти не е вичерпними при прийнятт! остаточних р!шень щодо 1нвестування
кошт1в у обл1гаци. Тивестиц!! в ц1нн1 папери пов'язаш з певним ризиком.
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Основными видами ризику е кредитний (сгесН!; пзЮ 1 ринковий (тагке!
пзк). Перший пов'язапий з можлив!стю в!дмови у оплат! в!дсотк!в та
осиовно! суми боргу (викупно! цши), а другий — з коливашгами рииково!
цши обл!гацп, що злачною м!рою зумовлено змшами вщсотковоУ ставки
на грошово-кредитному ринку. Ц! ризики залежать в!д термшу обл!гацп:
ним вш б!льший, тим вшщ ризики.

Кредитний ризик характеризуе кредитоспроможшсть та иадшшсть са-
мого емггента. Тому державш зобов'язання прийлято вважати найб1лъш
надшпими. Щнш папери комерщйних шститущй е менш надшними, оскшь-
ки завжди залишаеться деяка ймов!ри!сть 1х банкрутства. Як!сть обл!гац!й
щодо кредитного ризику ощшоеться спещалышми агентствами в!днесен-
ням конкретних обл!гац!й до т!е1 чи шшо'1 категорп (тобто визначаеться
рейтинг обл!гацп). Наприклад, у США рейтинг обл!гац!й здшснюеться
головним чином компашями 5г,апс1агс1 апс! Роогз 1 Моосгу'з.

У ЩЛОМу Ж ДОХ1Д В1Д обл!гаЦШ НИЖЧИЙ, ШЖ В1Д ШШИХ ВИД1В ЦШНИХ

папер!в, але водночас вш падшшший, осюльки менше залежить в!д кон'юнк-
турних коливань та фази економ1чного циклу, н!ж, наприклад, дох!д в!д
акц!й. У зв'язку з цим в обл1гацП переважно швестують в!лып резерви
так! шституци, як пенс1йн1 фонди, страхов! компан!!, р!зного типу !нвес-
тиц!йн! фонди. У деяких крашах у закоиодавчому порядку передбачеи!
обов'язков! вкладапня частили актив!в у держави! облхгац!!".

Розглянемо елемеитарн! методи оц!нювання вартост! акцш та 1'х дох!д-
ност!. Акца (51оск5) е цпншми паперами, що випускаються акц!онерними
товариствами для фшансуванпя свое! д!ялыюст!. Розр!зняють два основ-
них типи акц!й: прив1лейован! (ргеггегес! 51оскз) ! звичайн! (соттоп
$1оск5). Власник прив!лейовано! акц!1 мае право отримувати фшсований
дохщ (див!денд), причому сплата див!денд!в за цими акщями зд!йснюеться
до розпод!лу див!денд!в за звичайпими акц!ями.

Проте прив!лейован! акцп не дають права голосу на зборах акц!онер!в,
тобто ВОЛОД1ННЯ цими акщями не дае права управляти акцюнерним това-
риством. Прив!лейован! акцп аналог!чн! обл!гац!ям, але на в!дмшу в!д
осташпх терм!п 1'х дп необмежеиий.

Акц!я (в класичному розумшш) е ц!нпим папером, що не тдлягае по-
гашению. Осповиу масу акцш становлять звичайн! акц!!', власиики яких е
сп!ввласниками частки акцюнериого товариства, що дор!внюе в!дношенпю
суми тих акц!й до загалыюго випуску акщй.

1з погляду теор!1 потоков платеж!в, прив!лейован1 акц!1 можпа розгля-
дати як довгов!чн! репти постнумерандо. Якщо акц!я куплена па початку
року, то и варт!сть дор!внюе поточн!й вартост! дов!чно! ренти па цей мо-
мент часу:

Р = Оа-,=О/г, (4.190)
оо|

де О — гарантована сума див!депду за прив!лейован! акц!1, а г — р!чна
ставка дохщиост!.

Як правило, формулою (4.190) користуються для оцшювання дохщ-
иост! акц!й за результатами торг!в, коли ц!на куп!вл! акц!й в!дома.
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Якщо прив!лейовану акц!ю куплено за час 0 до чергово! виплати ди-
в!денд1в, то и варт!сть визначаеться як

(4.191)

За аналопею з ц!пою обл!гаци ц!ну акц!1 можна подати у вигляд! суми
«чисто!» ц!ни акщ'Г, що визначаеться формулою (4.190), та «накопичено-
го» доходу з див!делд!в

(4.192)

Тод! для визначения дохщност! акц!1 сл!д вщняти в!д щни, за якою и
куплено, иакопичений дох!д для сплати чергового див!денду:

1 (4.193)

Дох!д в!д волод!ння звичайними акц!ями можна розглядати як нескшчеи-
ний пот!к див!денд!в (з погляду теорп поток!в платеж!в). Тому варт!сть
акц!1 дор!внюе поточгпй вартост! иескшчешю! зм!нно1 ренти

(4.194)
/г=1

Див!депди звичайног акц!1 можуть спадати, зростати або залишатися
лезмшлими. Перший випадок нец!кавий для анал!зу. У випадку звичайно!
акц!1 з нульовим зростанпям див!денди е сталими, ! при О\ = Г)^ = ••• — О
маемо Р = Оа-^\ = О /г.

Реальна цша акц!1 може не зб!гатися з ц!ею оц!нкою, оск!льки прогнози
р!зиих !нвестор!в — неоднаков!. За вщомою ринковою ц!ною акц!1 можна
оц!нити и спод!вану дох!дн!сть г = О / Р.

Звичайн! акцп нормального (або сталого) зростання -- це акцп, за
якими оч!куеться щор!чний прир!ст див!денд!в з! сталим темпом

де -- помер року.
Ц!иа акцп визначаеться як неточна варт!сть нескшчешюго потоку див!-

денд!в:

1-а>'
= V(\

Таким чином,

Ця модель називаеться моделлю Гордона.

231



4.13. СТРАХУВАННЯ ЖИТТЯ I ПЕНСШНЕ СТРАХУВАННЯ

Як приклади умовних рент, у яких ф!гурують !мов!риост! появи в!дпо-
в!дних под!й (надходжень або виплат грошей), розглянемо найпоширен!ш!
страхов! ануггети, коли виплата члена ренти залежить в!д настання страхо-
воГ поди. До страхових, паприклад, належать ус! ануггети, що застосову-
ються в особистому страхуванш. В!дпов!дн! грошов! суми сплачуються
пльки за життя (наприклад, пепси) або, иавпаки, в раз! смерт! застрахова-
но! особи. Заздалепдь передбачити к!льк!сть платеж!в у таких ануггетах
та 1Х1ПЙ терм!и неможливо.

В!дпов!дно до страхово! угоди страхувальник сплачуе наперед страхови-
ку деяку суму — страхову премпо (ргетшт). У свою чергу, в!н або його
правонаступники маготь право отримати страхову суму 5 п!сля настання
страхово! поди. Якщо ймов!ршсть настання страхово! под!'! ^ задано (иа-
приклад, на п!дстав! минулого досв!ду, за аналопею тощо), то теоретично,
без урахування шших фактор!в, актуарно справедлива прем!я Р визна-
чаеться як спод!вана величина страхово!' виплати а, що набувае значения
5 з !мов!ршстю ц та значения 0 з !мов!рн!стю \-ц\

Р = Еа = 5д.

Це в!дпов!дае принципу екв!валентних зобов'язань страховика ! страху-
валышка. На практиц! реальна страхова прем!я б!льша в!д 5д на суму
навантаження (1оао'!п§), що складаеться з видатк!в на ведения справи та
деякого прибутку страхово!' компаип.

Простежимо, як цей принцип реал!зуеться при розрахунку тарифно'] став-
ки (цши страхування), тобто щни зобов'язання сплатити ф!ксовану суму
при иастаин! страхово! под!! в розрахунку на певну круглу суму страхово!
виплати (наприклад, 1000 грошових одиниць) при страхувани! життя.

Нехай Р — сума нетто-премп (без страхового навантаження), а ^п

!мов!ршсть смерт! застрахованого через п рок!в. Ураховуючи те, що у
випадку, коли страхова под!я вщбудеться на першому роц! страхування,
страхувальник отримае суму Р (вважатимемо, що прем!! сплачуються на
початку року), а коли на другому роц!, то сума прем!! становитиме Р (1 + V)
тощо, спод!вана виплата такого ряду премш з урахуваниям часово! вар-
тост! грошей

<*-!

де V — дисконтний множник за певною ставкою г.
Якщо вважати, що страхова сума сплачуеться наприкшц! року, коли

стався страховий випадок, то спод!ванням виплати в першому роц! е 5V^\,
у другому — 5у <72 тощо. Отже, спод!ваиия виплат з урахуванням часу
платежу
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Ход! зг!дно з принципом екв!валентност! зобов'язань страховика ! страху-
валышка маемо р1вн!сть Е(А)- Е(5), що дае змогу знаходити шукану
суму нетто-прем!1 та тариф страхування без урахування навантаження.

У страхуванш майна можна припускати, що ймов!рност! появи страхо-
вого випадку - - стал! (<7 = <7& ) > тод! маемо таке базове сп!вв!дношеиня
для розрахунку нетто-премш ! тарифних ставок за п рок!в:

Ъ-\

=Е (5).

У страхуванн! життя використовуються значения ймов!риостей щодо
життя до певного в!ку або, навпаки, смерт! в певному в!ц!. Система таких
характеристик визначаеться за допомогою таблиць смертност! (тог1;а1!1:у
1:аЫе), що дають змогу побудувати числову модель процесу вимираиня
деяко! сукупност! людей. Щ таблиц! використовують у демограф !чн!й
статистиц! ! м!стять для кожного в!ку х так! дан!, як: к!льк!сть 1Х ос!б
кожного в!ку, як! залишилися живими з початково!' к!лькост! в 100 тис.
людей; к!льк!сть йх ос!б, як! померли у кожнш в!ков!й труп! п!сля в!ку х
протягом року; емп!ричну ймов!рн!сть ^x померти протягом року теля
в!ку х рок!в. Ц! показники пов'язан! такими сп!вв!дношеннями:

На п!дстав! числових даних таблиць смертност!, як! складають окремо
для жшок ! чолов!к!в, визначають ймов!рн!сть рх = 1х+\1^ для кож-
но1 стат! прожити ще один р!к особ! у вщ! х рок!в та ймов!ршстъ прх -
- 1х+п1х дожити з в!ку х до в!ку х + п (тут п — к!льк!сть рок!в майбут-
нього життя).

За числовими даними таблиць смертност! можиа знайти також !мов!р-
пост! померти у певному в!щ. Так, !мов!рн!сть померти протягом року для
особи у вщ! х рок!в

Яхг=1-Рх =

а у в!ц! в!д х до х + п рок!в

п<7* = 1 -пР* = 1-

х+п-\
+п _

~
_

I
X ]=Х

Для спрощения запису страхових апу'1тет!в та формул застосовують
техшчний апарат комутац!йних функцш двох тип!в. До першого нале-
жать функци т

)=Х

де V — дисконтиий множник за ставкою г; т — граничний в!к, що вико-
ристовуеться у розрахунку.

Другий тип включав функци М^"' ! М^"> , як! застосовуються, коли е т
виплат на р!к.
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Для розрахунку платеж!в постнумерандо використовуеться функция

2т
а платеж1в пренумерандо -- функщя

2т
До другого типу комушкацшних функцш належать також фуикцп

Сх =
/=*

Найпрост!шим випадком особистого страхування е страхування на до-
життя (риге епс!о\утепО, яке можна розглядати як спрощений вар!ант
пенсшного страхування з одшею пеисшною виплатою. Якщо людина у
вщ! х рок!в домовляеться 31 страховою компащею, що при досягнешп
нею в!ку, скаж!мо, 60 рок!в вона отримае суму 5, то розм!р премп визна-
чаеться математичиим спод!ваниям суми страховки, дисконтованоГ на термш
страхування.

60-х Ех =

де 60-хРх - !мов!ршсть дожити до 60 рок!в особи у в!ц! х рок!в.
У загалыюму випадку дожиття до в!ку х + п рок!в

7,п\-У ]- О,

Розгляпемо страхування життя, коли страхова сума 51 виплачуеться в
раз! смерт! застраховаиого, який уклав угоду у вщ! х рок1в. Якщо в1н
помре на першому роц! страхування, то варт!сть виплати на момент укла-
дання контракту становитиме ^Хъ5, а при страховому випадку на другому

2г> /
рощ • - 2(1хг> ^ Т°Щ° (.вважаеться, що виплата здшснюеться наприкищ!
року).

Одноразовий нетто-тариф дор1виюе РУ страхового ануггету або мате-
матичному спод1ваз1ню суми дисконтоваиих виплат

Лю

/я-

Помноживши та под!ливши доданки цього виразу на V
ши комутацшт функцп Рх та Мх, матимемо

(1Г г-И < ,̂-_1̂  г*-~> <̂ -

! використав-

А = 5
Р

Розглянемо модел! д1ялыюст1 недержавних пенс1йних фондов, як! в
крашах з розвиненою ринковою економ1кою акумулюють велик! кошти 1
значною м1рою впливають на 1пвестиц1шп пронеси в економщь
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Забезпечепня пенаями за в!ком з цих можна розглядати як довгостро-
ковий швестицшпий процес, на першому етап! якого здшсшоються вкла-
дения (внески до фонду) 1 послщовне нарощення коитв завдяки дохо-
дам вщ швестищй внеск1в, а на другому — отримуеться вщдача в!д нако-
пичепь у вигляд! перюдичиих пенс!й. Особливост! цього процесу зумов-
люються прийнятими в конкретному фонд! правилами, що регламентують
внески та виплати пенсш.

Пенс1йне страхування, очевидно, можна розглядати як страхування на
дожиття, що послщовно повторюеться. На практиц!, однак, краще корис-
туватися в1д11ов1дним страховим анугтетом.

Розглянемо найпрост1ший ануТтет, що складаеться з негайних р1чних
ДОВ1ЧНИХ виплат постпумерандо. При цьому варт!сть страхового анухтету
для особи у вщ1 х рок!в при щор1чшй виплат! обумовлено! кругло! суми
(наприклад, 1000 грошових одиниць) становитиме

й =
1 1х

таких круглих сум, де ы> -- максималышй в!к, що враховуеться в роз-
рахупку.

Помноживши 1 под1ливши цей вираз на V , отримаемо

Й

А- = —
(4.195)

Варт1сть вщкладеиого на п рок!в ануТтету постнумерандо становитиме

пйл=^±д±1 (4196)^х

Па практищ виплати проводиться иайчастше щом!сяця в розмхр! 1/12
р1чно1 суми. Тод! зам!сть формул (4.195) 1 (4.196) сл!д застосувати так!
формули:

02, _ А®. ».

Пенс!!, як правило, сплачують у вигляд! рент пренумерандо. При цьому
варт!сть негайного дов!чного ану'1тету пренумерандо

^ /.- , .. АГ.

»х'

а в!дкладеного на п рок!в апуТтету
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При щом!сячних платежах

Якщо виплати здшснюються негайно, але не дов!чно, тобто протягом
^ рок!в, то маемо негайн! обмежен! ^-р!чн! (^ — уеаг г.етрогагу Ме аппшгу)
ануггети. Варт!сть такого ануггету постнумерандо

Аналопчна для ану1тет1в пренумерандо

Щодо в!дкладених на п рок!в ану!'тет!в постнумерандо та пренумерандо
маемо

пп;1
_ •** х+п~ х+п+1

У схемах пенсшного страхування, де за вих!дну величину приймаеться
розм!р пенен, основною задачею е розрахунок нетто-тарифу на обумовле-
ну круглу суму пенса.

Щодо разового внеску нетто-тариф дор!внюе вартост! ануггету, що в!дпо-
в!дае умовам виплати пепси, а нетто-прем!я — добутку вартост! ануГтету
па розм!р пенс!!' V. Наприклад, для иегайних 1 в!дкладених рент пост-
иумерандо маемо

; Е = 7

У практиц! страхування преми найчаст!ше виплачуються к!лькома по-
слщовними платежами (тобто в розстрочку). Деяк! з цих платеж!в е страхо-
вим ану'1'тетом, як 1 сам! пеней. Через екв!валентшсть фхнансових зобов'я-
зань учасник!в вартост! вщповщних ану1тет1в мають бути р!зними. Напри-
клад, коли премдальний ануГтет е негайним, обмеженим, пенс!йний — дов!ч-
ним, вщкладеним, а щор1чн1 платеж! за обома ануггетами зд!йснюються
постнумерандо, маемо р!вшсть Рах; ( = У (пах), зв!дки нетто-прем!я

р — у пах _ у N
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4.14. ОЦШЮВАННЯ I ПОР1ВНЯАЬНИЙ АНАЛ13
ШВЕСТИЦШНИХ ТА КОМЕРЩЙНИХ ПРОЕКТОВ

Теор!я !нвестиц!й (кап!таловкладень) е складним ! щкавим розд!лом
сучасного фшансового апал!зу та финансово!' математики. Ми обмежимо-
ся розглядом деяких вцщосно простих метод!в апал!тичного оцшювання
ефективност!, а також пор!внялыюго аиал!зу швестицшних та !нших ко-
мерц!йних проект!в, коли спочатку вкладаються кошти в деяку сферу
екоиомжи чи фшашлв (виробництво, буд!вельну галузь, торг!влю, ц!нн!
папери тощо), а пот!м вони поступово повертаються, приносячи !нвестору
певпий прибуток. Завдання !нвестора — грунтуючись на даних про проек-
ти (до 1х початку) ! в!дпов!дному прогноз! на пер!од 1'х реал!зацп, вибра-
ти оптимальний вар!ант вкладеиня сво!'х грошей, оц!нивши дох!дн!сть
проект!в. Це складне завдання, що м!стить моменти невизначеност! та
ризику. У в!дпов!дному ф!пансовому анал!з! доц!льно йти в!д простих
моделей до складшших, щоб урахувати якомога б!льшу к!льк!сть фак-
тор!в ! параметр!в. Розраховаш на широке застосування модел! не по-
винн! бути занадто складними. Нерщко пор!вняно прост! модел! разом з
експертними оц!нками дають змогу мати достатню базу для прийняття
р!1ленпя про !нвестування.

Нижче будуються модел! детерм!нованих потоков грошових видатюв
та надходжень в !нвестиц!йному проект!, як! розглядаються з р!зними
знаками ! розм!рами платеж!в у дискретному та неперервиому вар!антах.

Нехай е швестицшний проект, що починаеться в момент часу 1^ =0
э кашталовкладенням х (0), у момент часу ^ (0 = ^0 < ̂  < ... < ^„)
ваються додатков! видатки х(^) або иадходження (доходи)
трансакцп, при цьому взагал! ^ -1^_\ Ф сопк!;. Уведемо вектори 1 =
= (0,^,..,, 1п], х = (х(в),х&),...,х(^)), у = (0,у(«,),..:,у(*в)) тапо-

значимо потоки видатюв ! надходжень в!дпов!дно через я(?, х) та тг(?, ^).
Для швестора видатки вважаються вщ'емними величинами, а доходи -
додатними. Тод! С(0) = -х(0) — початкова швестищя, а С(^)=г/(^)-

- х (^) — нетто-плат!ж !нвестора в момент ^, 5 = 1, ... , п (при С (^5) < 0 -
це видаток, а при С(^5) > 0 — дох!д).

Можнарозгля]гутиодиннетто-пот!к я(?, СV С = (С(0), С(^), ..., С(^))

з чистою варт!стю МРУ (Мейо Ргезеп! Уа1ие):

МРУп(1, с) = РУп(1 у}-РУп(1, г) = -лг(0)+ХС(^)(1 + г)~**
х=1

та чистою нарощеною варт!стю МАУ (МеНо Ассита1а1ес1 Уа1ие) в момент
I > 0:

I, С)= X С(*,)(! +г/-*'.
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За велико! юлькост! др!6них платеж!в доцдльно наближено описувати
1х пот1к неперервною моделлю з кусково-неперервною штенсивтстю нет-
то-потоку р(0 = Р+(0~Р_(0> Де Р- (0 - штенсившсть видатк!в, а
р+ (0 - штенсившсть доход!в, так що на малому штервал! часу (I, { + Д^)
чистий дох!д приблизно дор!внюе р(^)Д^.

Тод! сума М чистого доходу в!д потоку платеж!в на штервал! (0, т),
О < т е штегралом:

а МРУ потоку я
о

< т] нетто-платеж!в визначаеться як

О

Модель неперервного потоку дае змогу анал!зувати проекти без знач-
них вкладень та доход!в на вщносно коротких пром!жках часу. Для се-
редньо- та довгострокових проекта потр!бно застосовувати модель зм1ша-
ного^потоку коигпв: поряд !з вщносно рщкими великими негго-платежа-
ми С = (С(0)),С(г;1), . . . , (С (*„)), 0 = *о <*,<... <1п<Т на пром!жних
штервалах часу платеж! можна вважати неперервними з штенсивтстю
нетто-потоку р(0- Позначимо такий пот!к через я Г?, с, р, ^ < Т].

Для вибору найкращих вар!ант!в вкладення коыгпв у проекти використо-
вують р!зн! методи. Найчаепше вони Грунтуються на застосуванн! таких
основних показник!в пор!вняння: 1) чистог потоковог вартостг МРУ;
2) внутргшнъог нормы дохгдностг 1КК ПпЬегпа! КаЬе оС КеЬптО; 3) пе-
рюду окупностг катталовкладень (рауЬас!с репосО; 4) тдексу рента-
бельностг (Ьепей(; соз(; гаИо).

Найчаст!ше як першу характеристику проекту розглядають його МРУ,
що зб!гаеться з МРУп вщповцщого потоку платеж!в я. Нер1вшсть
ЫРУп < 0 вказуе на недощльшсть застосування 1нвестором В1ДПОВЩНО-
го вар!анта потоку платежхв п{1, с, р, I < Г) при заданих параметрах I, с, р

и г. Серед вар1ант1в з МРУп > 0 потр!бно вибрати той, де МРУл бшьша,
1 пор!вняти його 1з вкладенням грошей на банк!вський депозит, що може
бути 61льш рентабельним 1 до того ж значно менш оизиковим вар!антом.

Для цього використовують показник 1КК г0 = е ° - 1, де г0 е коренем
р!вняння

г)-*Л = 0 (4.197)
5=0 О

(при г > 0 ), яке називаеться р!внянням вартост! або дохщносп проекту
на момент часу 0.

Суть р!вняння (4.197) полягае в тому, що РУ на момент ^0 = 0 потоку
видатк!в та потоку доход 1в зб!гаються, тобто проект при ставц! г0 е без-
прибутковим. Якщо р!вняння (1.197) мае единий додатний коршь г0, то
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в!н називаеться 1КК за базисну одиницю часу. При г0 < г, де г - ринко-
ва вщсоткова ставка, проект потр!бно вщхилити, а при г < г0 вш потенпшно
придатний, але серед под!бних вар1ант!в сл!д вибрати 1з найбшьшим зна-
чениям г0.

Якщо потщ я задано, то ДО) е недисконтованою сумою вс!х нетто-
платеж!в на терм!н проекту. 3 фшансових м!ркувань 1 сут! /випливае, що
сл!д вщхилити вс! вар!анти з /(0)<0 1 розглядати т!льки вар!анти з
/Х0)>0. Зауважимо також, що /'(~)= Нт Дг) = С(0) = -дг(0).

г— >°°
Приклад 4.21. Нехай в момент часу ^0 = 0 инвестор вкладае у проект суму грошей т,

розраховуючи отримувати наприкшщ кожного року 1, 2, 3, . . . , п сталу суму доходу
ш, де г - норма дохщност! за один р!к, 1 наприкшщ термшу повернути суму вкладу
т. Обчислимо г0 .

Р1вняння (4.197) мае вигляд

Дг) = -т + й я ) (1 + г)~5 + т(\ +г)~" =-т + ̂ т^V5 + т»~", (4.198)
5=1 5=1

де V — коефщ1ент дисконтування.

Осшльки ^ V5 = (\ - V" )г~', теля тдстановки цього виразу в (4.198) та скорочен-
5=1

ня на т > 0 отримаемо

(4.199)

Очевидно, що г0 = г е единим коренем полшома в л!вш частин! (4.199), тобто 1КК
проекту дор!внюе г.

Приклад 4.22. Нехай е схема погашения боргу т, взятого на п рок!в за р!чною
ставкою г з умовою виплати наприкшщ кожного року 1, 2, ..., п вщсотюв у сум! гт 1
повернення наприкшщ року п перв!сно1 суми боргу то. Це е шшою штерпретащею
прикладу 4.21, коли за допомогою ренти постнумерандо р!вняння (4.198) можна по-
дати в екв!валентшй форм! т = ша—1 + тсп .

Виконуеться такс твердження про достатт умови 1снування 1КК.
Пропозищя 4.2. /. Якщо в потоцг всг вгд'емнг платежг передуютъ

усгм додатним, г навпаки, то г0 визначено. II. Нехай 10 < ̂  < . . . < 1п

п
та Сп = 2) С(^), п = 1, 2, ..., и, - накопичена сума всгх нетто-пла-

тежгв твестора вгд моменту ^0 = 0 до 1п включно. Якщо С0 Ф О, С^ ^ О
г теля выключения нулъових значенъ послгдовтстъ (Сц, С^, ..., С^)
мае тглъки одну змту знака, то ргвняння дохгдностг (4. 197) мае еди-
ний додатний коргнь1.

Трет1м показником ефективност! 1нвестиц1йних проект!в е перюд окуп-
ност!. Розглянемо дискретний пот1к платеж!в (С^, С|,...,С/, С^+1, ..., Сп)
1 припустимо, що вони вщнесеш до середини базисно!" единиц! часу (на-
приклад, м!сяця), причому перш! / + 1 члени потоку платеж!в е суто шве-
стищйними, а !нш! -- суто дохщними.

'Доведения цього факту можна знайти в книз! МсСШНеоп ^. }., 5соИ IV. Р. Ап
1п(;го<1ис1;юп 1о 1;Ье та(;Ьета11сз о^ Ппапсе. — Охгого!: Не1петап, 1986.
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Тод! загальний обсяг швестищй К = ̂  . „ с • , а перюд окупност! т без
зведення сум грошей до одного моменту часу можна знайти посл!довним
акумулюванням щом!сячних доход!в, коли вони не перевищують К

(4.200)

тобто перюд окупност! т е розв'язком нер!вност!

Наприклад, у найпрост!шому випадку, коли швестицп в розм!р! |С0| = К
здшснюють т!льки один раз, а вс! надходження дор!внюють С\ , умова
(4.200) мае вигляд (т - 1)С, < К < гпС\.

У складшшому, але краще обгрунтованому вар!ант! потр!бно спочатку
звести вс! грошов! суми до одного моменту часу - моменту закшчення
швестицш, а пот!м визначити перюд окупност! проекту. Це уточнене зна-
чения (ргезеп! уа!ие рауЬаск репоо1) буде большим за перв!сне.

Четвертий показник - - шдекс рентабельное^ ВСК проекту е в!дно-
шенням суми вс!х дисконтованих грошових доход!в в!д швестицш до суми
вс!х дисконтованих швестицшних видатк!в. Якщо В С К < 1, то проект
вщхиляеться, а серед проеюпв з шдексом > 1 перевага надаеться проекту
з наибольшим шдексом ВСК, але вш може мати не найбшьшу МРУ.

Приклад 4.23. Нехай е два проекти А \ В. Для проекту А РV ус!х доход!в дор!в-
нюе $ 10 , а швестицшш витрати 1С становлять $ 4 • 10 . Для проекту В вщповщно
РУВ = $ 245-10 та 1Сд =$ 10 . Вщомо, що МРУп проекту Л б!льша за аналопч-
ний показник для проекту В. 1ндекси рентабельност! цих проект!в

ВСК (В) = РУВ/1СВ = 245 • 103/105 = 2,45;

ВСК(А) = РУА/1СА = 106/(4 • 105) = 2,25.

Тому за рентабельшстю проект В кращий. Проте проект А дае змогу швестувати
б!льше кошт1в 1 мае 61льшу МРУ , тобто економ!чно в!н може бути випдшшим. Отже,
1ндекс рентабельност! не е однозначним критер!ем ефективност! проекту.

Розглянемо простий випадок, коли швестор може отримати або дати
кредит тд однаковий вщсоток, причому його можливоеп щодо взяття
кредиту необмежеш. Р}вень 1нфляцп для р!зних компонент майбутньо-
го потоку платеж!в може бути р!зним (наприклад, зарплата може зроста-
ти пов!льн1ше, н1ж цша на матер!али).

Розглянемо випадок, коли вс! компоненти платеж!в за перюд (О, Т)
мають однакову шфлящю з прогнозним темпом Н за базисну одиницю
часу. Припустимо, що вс! платеж! шдексуються з урахуванням Н так, що
прогнозш ощнки С/г ((0 ) , Сн(Ц),...,Сн(1п}, 0 = ̂  < Ц < . . . < 1п < Т \ рл (О,
О < { <Т для параметр!в дискретно-неперервного потоку платеж!в набу-
вають вигляду Сл(^) = (1 + /г)
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Тод! дисконтована на момент ^0 = 0 варт!сть потоку платеж!в при ставц!
в1дсотк1в г за базисну одиницю часу становитиме

(4.201)
О

де ] визначаеться р1вн1стю 1 + ;' = (1 + г) / (1 + /;), тобто / можна
1нтерпретувати як ставку вщсотюв з урахуванням 1нфляц11.

Очевидно, що при Н > г швестицп' не мають сенсу. Якщо Н < г, причому
А та г досить мал! (наприклад, не перевищують 0,05 ... 0,1), то/ = г — Н.

Пор1вняння формул (4.201) 1 (4.197) дае р!вшсть АГРУ/( (г) = МРУ (/),
де праворуч шфлящю враховано переходом в!д г до /. Позначаючи ШК

(Н)в Л1вш частин! останньо! р1вност1 через г0 , а у правш — через г0, маемо

(г0

(А -/г)/(1 + /г) = г0. Звщси г^ = г0(1 + /г) + /г, де г0 - ставка дохщ-
ност! проекту без урахування шфляци. Якщо г0/г досить мале, то

1Ь( А )-^+А.
Зробимо к!лька загальних зауважень щодо методики вибору швестищй-

ного проекту.
Насамперед ус! суми, що враховуються, зв!льняють в!д податюв. Пот1м,

якщо для ф1рми-1нвестора особливо важливим е перюд окупност!, вщхи-
ляють ус! неприпустим! вар!анти. Якщо цей показник неважливий, то його
часто зовам не враховують. Дал! застосовують два з трьох показниюв
МРУ, 1КК \ ВСК. Анал1тики ф!рми на пщстав! досв!ду ф!рми ранжують
щ показники. Наприклад, у США найчастше в!ддають перевар пар! 1КК —
МРУ або пар! МРУ — 1КК. Якщо при вибор! проекту за допомогою вибра-
но! пари показниюв трапляються пом1тн1 розб1жност1, то застосовують ще
и третш показник або проводять поглиблений анал!з проблеми.

У щлому захщний досв!д показуе, що велик! ф!рми використовують
описаний вище апарат ф!нансового анал!зу значно часпше, н!ж мал! (щодо
останн!х проекти е др!бномасштабними та б!льш очевидними для ана-
л!зу).

4.15. АНАЛ13 ПОРТФЕЛЬНИХ 1НВЕСТИЦ№.
ТЕОР1Я ПОРТФЕЛЯ. МОДЕЛЬ САРМ

Портфельн! 1нвестиц11 полягають в швестуванн! коитв !нвестора у
певну сукупшсть ф!нансових актив!в тим чи шшим розпод!лом кап!талу
м!ж активами. Отже, вони не пов'язан! з швестуванням, наприклад, в один
тип акцш або в певну галузь економжи, ф!рму тощо. Як правило, в!дпов!д-
ними ф!нансовими активами е ц!нш папери (переважно звичайн! акщ'Г,
що е ф!нансовим !нструментом 1з плаваючою дох!дн!стю). Ось чому тут
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щлком природним е застосування стохастичного апарата теорИ имов!рно-
стей 1 математично!' статистики для анал!зу характеристик цих шстру-
мент!в та портфеля з них.

В основ! такого пщходу лежать стохастична модель ринку цшних папер!в
и анал!з середшх ! ковар!ац!й, як! вперше були запропонован! Г. Марко-
вгцем1 и нин! широко застосовуються в теора !нвестиц!й. Сутн!сть цього
анал!зу2 полягае в дослщженш дох!дностей актив!в як випадкових вели-
чин за допомогою таких гхшх характеристик, як середю, дисперси та ко-
вар!ацп.

Основна стохастична модель ринку цшних папер!в будуеться на припу-
щеннях про визначешсть !нвестиц!йного горизонту, наявшсть скшченно!
к!лькост! ф!нансових !нструмент!в з нефшсованою дох!дн!стю, !гноруванн!
ком!с!йних брокерам ! витрат на перереестрац!ю прав власност! тощо.

У мод ел! припускаеться, що швестор, маючи певний початковий каттал
/0, використовуе його в момент часу 10 =0 на придбання портфеля з ус!х
доступних йому актив!в на термш !нвестиц!йного горизонту Т. Наприкшц!
пер!оду !нвестор реал!зуе (за ринковою цшою) вс! активи портфеля, пе-
ретворюючи його на кап!тал 1Т . При цьому вщносна дох!дн!сть порт-
фельно! !нвестиц!Г К = (1Т - /0)/^ , де 1^ е детерм!нованою величиною, а
1Т — випадковою величиною, як ! дохщшсть К.

Ринков! ц!ни акц!й (через сшввщношення попиту та пропозиц!!) визна-
чаються багатьма факторами економ!чного, пол!тичного, !нформац!йного
та !ншого характер!в. Сукупшсть цих фактор!в формуе певний стан ринку
в щлому. Кожен стан е елементарною под!ею у стохастичному простор!
О. вс!х можливих стаюв ринку. Кожен стан ринку визначае дохщшсть
ус!х актив!в, певну сукупшсть яких А = {а1, ..., ап} !нвестор може залу-
чити до портфеля. Вектор дохщност! актив!в 7? е випадковим вектором
на О., К = {К^, ..., Кп], де /^ — дохщшсть активу а^ г = 1, ..., и, що е
випадковою величиною на (О,, В, Р). Тут В — алгебра випадкових подш
на О., а Р — ймов!ршсна м!ра на В.

В швестора е можлившть вибирати портфель тг з певно! сукупност!
допустимых портфел!в П. П!д портфелем розумшть и-вим!рний вектор
я = (х^, ..., хп), що характеризуе розпод!л кап!талу !нвестора (в частках

п
единиц!) м!ж активами а\,...,ап, так що ^ х . = 1. Дох!дн!сть (ефек-

;'=) ;
тившсть) портфеля ^п е л!н!йною комбшащею дохщностей К^,...,Кп,

тобто Кп = + ... + хпКп.
Отже, стохастична модель ринку, пов'язаного з портфельними швести-

ц!ями, е впорядкованою сукуптстю об'ект!в {(О, В, Р), А, К, П}, де
(и, В, Р) — ймов!рн!сний проепр сташв ринку.

'Марков!ц Гарр! (нар. 1927 р.) — американський економ1ст, лауреат Нобел1всько1
премп 1990 р., присудженоУ за розробку теорп портфеля в теорп ф1нанс1в.

2МагЪошйг Н. М. Рог^оПо 5е1есиоп // }. оГ Ппапсе. - 1952. - 7, № 1.-
Р. 77 — 91; МагЬоюИг Н. М. Меап Уапапсе Апа1у515 1п РогЙоНо СЬо1зе апс! СарНа!
МагЬ:е(;5. - Ваз11; В1асЬше11, 1990.
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Задача швестора полягае у знаходженн! оптимального портфеля я,
який дае найкращ! (для цього швестора) характеристики Кп.

Математичн! спод!вання дох!дностей т.- = ЕК. (У = 1, ... , п) харак-

теризують середню ефектившстъ в!дпов!дних актив!в а.;, дисперсп

Оу = V:: = Е(К- -Ет-Г вар!абельн!стъ вцщосних дохщностей К}- актив!в
а - , а отже, 1 ризиков!сть вкладення кошт!в у них.

Тнвестор защкавлений в отриманш б!лыио1 спод!вано\' ефективност!
вкладу, але водночас для нього важливим е бажання зменшити ризик.

Наприклад, якщо е виб!р м!ж двома видами цшних папер!в, причому
2 2тщ > ти2, а с?| = ст2, то рацюнальнии швестор вкладае гронп у цшш папе-

ри першого виду. Якщо, навпаки, т^ = те2, а а1 > а2, то швестор вибере
шший вид як менш ризиковий (з яким пов'язана менша невизначешсть).

Однак у загальному випадку, коли щ < т2 та о1 < а2 (або т\ > те2 I

О] > а2), однозначного ранения немае. В щлому кожен швестор, який
вкладае грош! в акцп або шший ризиковий вид щнних папер!в, е свого
роду гравцем, поведшка якого зал ежить в!д його схильност! до ризику.

Будь-яка система заход!в, спрямована на зниження ризику, називаеться
хеджуванням (в!д англ, слова НеЛде — огорожа). 1дея саме портфельних
швестицш полягае у комбшованому вклад! кошт!в у р!зн! активи, що дае
змогу диверсикувати ризик 1 оптим!зац!ею портфеля додатково знизити
показники ризиковост! швестування.

Спод!ваний ефект портфельной швестици з портфелем л = (д^,..., хп)
визначаеться як

Ризикован1сть такого портфеля характеризуеться дисперс!ею його
ефекту

1=1 /=1

де Уу = Е(К1 -т^О?] -те.-), / = 1, ... , п е ковар!ащями випадкових ве-
личин /?г- та К:, тобто Уг-;- = СОУ (К^К:). Зокрема, У,у = Е(К- -те,-) = о
е дисперс!ями К, , } = 1, . . . , п .

Розглянемо приклади, пов'язаш з ефектом диверсифжащТ (р1зномашт-
ност!) портфеля.

Приклад 4.24. Нехай випадков! ефекти вщ р!зних вид!в ц!нних папер!в у порт-
фел! л е некорельованими, тобто У^ = 0 , гФ / (зокрема, взаемно незалежними). Тод!

Уп = ^д:-а.-, 1 за основний показник ризиковост! портфеля можна прийняти його
/=1 I —

середне квадратичне в!дхилення стя = ̂ Уп .
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Якщо швестор вклав грош! однаковими частками в ус! щнш папери (х: = 1 / и,
}' = 1, ..., п\ то

•Л/2

Звщси

Отже, при зростанш кыькосп вид!в актив!в п ризик портфеля обмежений 1 прямуе
до нуля при т-^>°° (за законом великих чисел теорп ймов!рностей). Це 1люструе
ефект диверсифнсацп та практичне правило фшансового ринку: для шдвищення надш-
ност! швестування в цшш папери слщ складати портфель, що ипстить велику р!зно-
маштшсть папер!в, ефект в!д яких випадковий, але випадков! в!дхилення — якомога
незалежш.

Приклад 4.25. Нехай до портфеля входять два типи цшних папер!в (п = 2), вщносш
V,

дохщност! яких обернено корельоваш: р12 =

V = С!2Х2 + <32Х2 "" '- - ч2

Отже, ризик вщсутнш.

12 = -1. Тод!

т°бто якщо х^ = — = 0.

Приклади з додатно корельованими щнними паперами, як! складають
портфель, показують, що в цьому раз! диверсиф!кац!я вкладу може бути
даремною.

Одним 1з можливих тдход!в до оптимально! повед1нки швестора щодо
портфельних 1нвестиц1й може бути бажання: 1) максим13аци спод1вано!
дохадност! портфеля тк при заданому р!вт ризику Уп~, 2) м1н1м1зацп
ризику, вираженого через Уп, при заданому р!вн! спод!вано! ефективносп
тп. Под1бт оптим1зац1йн1 задач! е сутн!стю анал!зу середн!х та дисперс!й,
запропонованого Г. Марковщем у теорп портфеля.

Розглянемо докладно другу задачу пошуку оптимального портфеля
тг* = (х\,..., X}}, що м1н1м1зуе дисперс!ю ефективност! портфеля

за умови забезпечення заданого значения тп спод!ваноТ ефективност!

У хм< = т„ (4.203)

та стандартно! умови

(4.204)

яка виражае факт розподшу кап!талу !нвестора на частки серед актив!в,
що входять до портфеля.

При цьому розв'язок задач! з х* > 0 означае рекомендащю швестору
вкласти в актив а.- частку х* наявного в нього кап!талу, а з X; < 0 -
рекомендащю взяти в борг цей актив у юлькост! -х* на одиницю наявно-
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го кашталу, тобто брати участь в операцп типу зЬог! за!е. Проте це часто
е неможливим, ! тод! доводиться вводити в оптим!зацшну задачу швестора
додатков! обмеження

х}-> 0, / = ! , . . „я. (4.205)

Задача (4.202) — (4.204) е класичною задачею на умовний екстремум,
що дае змогу д!стати и розв'язок в явному вигляд!, ! в!дома як задача
Марков!ца. Задача (4.202) — (4.205) е задачею квадратичного програмуван-
ня, яка не завжди мае явну форму розв'язку.

Вводячи позначення V = (К-Л Для матриц! ковар!ац!й, т = (т. •).-. ,
V ч ^г^ у=1 ] ^-^> "

для вектора-стовпця спод!ваних ефективностей та / = (Оу=1 п для векто-
ра-стовпця з одиниць, а також х = (-Ху)у=1 п для вектора, що зображуе
портфель л, задачу (4.202) — (4.204) можна подати в матричнш форм!

Уп = х#Ух -» т!п; т* х = тп; 1#х = 1, (4.206)

де тп — ф!ксована величина, а У та те задан!.
Функщя Лагранжа задач! (4.206) мае вигляд

(4.207)

, Д2 , х) = х#Ух + ;ц (1#х - 1) + Х2 (т*х -

Умова оптимальност! першого порядку

Э.с
= 0

разом з умовами дЬ /ЭА,1 = ̂  ! дЬ/дХ2 = ̂ ^ Щ° виражають обмеження
задач! в раз! додатно'Г визначеност! ковар!ац!йно"1 матриц! V, е достатньою
для оптимуму я. Р!вняння (4.207) мае явний вигляд

2Ух = -А,)/ - А.2?и,

зв!дки (враховуючи, що матриця V - додатно визначена, а отже, мае
обернену матрицю I7"1)

^=Ау-17_^у-1т. (4.208)

Шдставляючи (4.208) в обмеження (4.203) та (4.204), отримуемо систему
лшшних р!внянь для визначення значень А,^ ! ̂  множник!в Лагранжа:

-Х*/*^"1/ - \г1*у-1т = 2; (4.209)

-^т#У^1 - Ъ*2™
#У~1т = 2тп.

Розв'язавши (4.209) та поставивши знайден! Х\, Х2 в (4.208), мати-
мемо явне зображення оптимально'! структури портфеля

л = х =

де ^ = 1#У~]1; /2 = т#у-*т; /12 = 1*У~1т.

(4.210)
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Отже, оптималышй розв'язок е афшною функщею параметра тл. Звщси

оптимальна значения показника ризику V* = (х* ) Ух е угнутою функ-
щею тп, ! це саме стосуеться середнього квадратичного в!дхилення порт-

феля а* =
Якщо на портфель накладено умову иев!д'емност1 (4.205) (тобто отри-

мапня актив!в у борг е неможливим), то для в1дпов!дно1 задач! квадратич-
ного програмуваиня доводиться застосовувати спещалъш обчислювальш
методи, щоб знайти х* . Один !з можливих шдход!в тут полягае в тому, що
спочатку розв'язуеться задача без обмежень (4.205). Якщо в здобутому
розв'язку деяк! х*- < 0, то з портфеля вилучаються вщповщш цшш папе-
ри а.:, а задача розв'язуеться знову.

Зауважимо, що розв'язання задач! (4.210) значно спрощуеться, коли
ефективност! е некорельованими, тобто матриця V — д1агональна:

V =

Тод!

0

о о

0

т,
/ = У • у = У —• /

/=1 Оу ;=1 у 7=1 у

Уяву про властивост! розв'язку х можна отримати за допомогою уза-
гальненого методу Лагранжа, вводячи додатков! миожники ц = (ц,). ,
що вщповадають кожшй нер!вност1 х • > 0.

Розв'язок, виражений через ц! множники, мае вигляд

а множиики ц та х задовольняють умови додатково!' нежорсткост!

ц;а*=0, Ц у ^ О , х*>0, ;=!,..., п.

Розглянемо тепер модиф!кац!ю портфеля щнних папер!в, коли швес-
тор поряд !з ризиковаиими вкладеннями кап!талу може робити також
безризиков!. Позначивши через х$ та г§ в1дпов1дно частку и ефективн!сть
безризиково! частини портфеля, отримаемо таку задачу формування опти-
мального портфеля:

т# х + гх = т; 1#х + х=\, (4.211)

вщому як задача Тобша1.

'Тобш Джеймс (нар. 1918р.) — амсриканський сконом!ст математичного напряму,
лауреат Нобсл1всько1 прсмп з економжи 1981 р., присуджено! за анал!3 ф!нансових
ринк!В та 1х впливу на пол!тику, пов'язану з безробтям, виробництвом та ц!нами.
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Застосувавши функщю Лагранжа

= х#Ух 0 -тп\

и умови оптимальност! дЬ/дх = 0, дЬ/дх0 = 0, отримаемо систему лшшних
р1внянь

2Ух* +Я*/ + У^т =0; А,* + Х*2г0 = О,
ЗВ1ДКИ

"\ * г„ т, *_, „* _ т/~1 //у «7^ /Я* /2) ^ 4 9 1 9 ^

Виключивши дгд 3 обмежень задач!, маемо (т-г01) х* = тп-г0.

Надставивши х* з (4.212), отримаемо р!вняння для К2 , з якого зиахо-
димо

л* 2(Мп-го)
А? = ~~—~——^ ; ,

що дае змогу перетворити (4.212) на явний вираз розв'язку

(4.213)

1з (4.213) випливае, що структура ризикових вкладень не залежить в!д
л" * 1/~^ (т —гТ\__* = V (т Г01)_^ (4_214)

М11пмальна вар!ац!я портфеля мае вигляд

Г* /п =( \2 -2) 9 ;

Звщси випливае аф!нна залежшсть тп в!д ая:

При Яд = 0 оптималышй портфель складаеться т!льки з ризикових ц!нних
папер!в 1 е найоптималыпшим серед можливих вар!ант!в таких папер!в.

Под!бн! властивост! мае розв'язок задач! Тоб1на при обмеженнях не-
в!д'емност! зм!нних х > 0. Тут розв'язок можна подати у вигляд!

х* = (пгп - (т - г07)

(4-215)

де ц = ( ц - ) . - множники, що разом з компонентами х* задовольня-
\ У / у —\,П

ють умови додатково! нежорсткост!.
Ненульов! множники визначаються сум!сно з иеиульовими компонента-

ми х* !з лшшноГ системи р!вняиь, права частина яко! пропорц!йна тп - г0.
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Тому и розв'язок х* пропорщйний тп -г0, а отже, структура ризикових
вкладень не повинна залежати вщ цього скалярного множника.

Зауважимо, що хоча гшотеза Тобша про можлив!сть чисто безризико-
вих вкладень практично некоректна, але можна довести, що за наявност!
слабкоризикових вкладень (з малим а ) розв'язок задач! Марковща близь-
кий до розв'язку задач! (4.211), побудовано! з урахуванням нехтування
слабким ризиком.

Розглянемо оцшювання внеску кожного цшного паперу, що ввшшов до
оптимального портфеля, щодо загально! сподхваноУ його ефективносп.

Ефектившсть оптимального портфеля е випадковою величиною

"=1 ? = '0*0 + ******

#Звщси з урахуванням умови тп = г0х0 +т х маемо

* *Кп - тп =
К#х* =

- "О

Характеристикою внеску активу а • в оптимальний портфель е величина
Ру , яка називаеться «бетою внеску У в п »• 1 визначаеться р!вшстю

Уп "я

Звщси вектор Р* з компонентами Р*- мае вигляд

Р* =— Е(К-т)(К-т)# х* = —
V* у* п уп

або з урахуванням вираз!в V* та р!вност1 теяг0 = да*п — вигляд
\

(4.217)

Сшввщношенпя (4.217) записують у скаляршй форм! як р1вн1сть

(4.218)

Величини те- -г0 трактуються як премп за ризик активу а , включено-
го в оптималь1шй портфель. 1з (4.218) випливае, що така прем1я для
будь-якого цшного паперу пропорцшна премп за ризик, пов'язашй з порт-
фелем у щлому, тобто тп - г0.

Практичне використання теорИ оптимального портфеля потребуе знания
вектора математичних спод!вань те 1 матриц! ковар!ацп ефективностей V.
1снують р!зн! п!дходи до вир!шення в!дпов!дно! проблеми за допомогою
статистичних даних про ф!наисовий ринок.

У крашах !з розвинутою ринковою економ!кою ведеться статистика
ринку ц1нних папер!в, що включае посл!довн! дан!, як! вщображують !сто-
р!ю курс!в цшних папер!в та див!денд!в в!д них за досить тривалий пе-
рюд. Маючи под!бн! дан!, можна побудувати послщовност! реальних ефек-
тивностей щнних папер!в за кожний квартал, користуючись правилом:
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якщо Щ — ефектившсть папер!в а^ за пер!од часу {, то

(4.219)

де Су - щна паперу на початку перюду ^, а с/у - дивщенди за цей
пер!од.

Трактуючи послщовност! (4.219) як спостереження за випадковими
величинами К^ протягом !нтервалу часу 1 < I < Т, можна побудувати оцшки
величин тиу та У^ в!дпов!дно до стандартних правил математично!' ста-
тистики:

- т? \ 1к( ' - т • } 1 використати оц!нки т • та У^ для

розрахушав оптимального портфеля як емп!ричн1 значения т • та У^.

На завершения розглянемо модель р!вноваги на ринку цшних папер1в,
що вщображае взаемод!ю попиту та пропозицп на под1бн! ризиков! акти-
ви. Така модель була розроблена У. Ф. Шарпом1, Лшчером та Мосс1ном
шд назвою «модель щноутворення на ринку актив!в, пов'язаних 1з кап!та-
ловкладеннями (СарНа! АззеЬ Рпс1п§ Мос1е1, або САРМ)». Обмежимося
викладом простого вар!анта опису ще'Г модел!.

Нехай на ринку цшних папер!в д!е скшченна к!льк!сть 1нвестор1в / з
номерами г = 1, 2, ..., /; безризиковим паперам вщповщае шдекс / = 0, а
ризиковим — шдекси/ = 1, 2, ..., п. Припустимо, що в початковий момент
швестор г мае частку х®- к!лькост1 ризикових Ц1нних папер!в виду / , а

початкова ринкова варпсть ц!е1 к!лькост1 (ринкова оцшка ем!тента) дор!в-

нюе \У^ . При фжсованш к!лькост1 щнних папер!в вона пропорц1йна Ц1Н1
одного паперу. Нехай також 1нвестор мае суму Ьг- , вклад ену в безризи-
ков! ц1нн1 папери.

Таким чином, початковий каштал 1нвестора

Поведшка 1нвестор1в визначаеться, виходячи з таких основних припу-
щень:

1. Ус! 1нвестори однаковою м!рою шформоваш про ефективн!сть вкла-
день у дов1льш щнн! папери, виражену через в1дом! значения сподхваних
ефективностей т: та ковар1ац!й У^.

'Шарп У1льям Ф. (нар. 1934 р.) — американський економ!ст, лауреат Нобел1всько1
премИ з економ1ки за 1990 р., присуджено! за розробку модел! цшоутворення актив!в
корпорац!й.
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2. Кожен швестор намагаеться придбати портфель ризикових цшних
папер1в, оптималышй за своею структурою, а частку безризиково!" частики
вкладень вш визначае максим!защею середнього значения квадратично!
функцп корисност!

щ (ЪК) = )2 , тк = ЕК

(тут Л — випадкова ефективгпсть при вибрашй структур! портфеля,
каштал), тобто максим!зац1ею середнього

г = 1, ...,/. (4.220)

Коеф!ц!енти А^ > 0 характеризують схилыпсть 1нвестор!в до ризику
так, що при малому Лг- схильн!сть велика (тобто м!рою схилыюст! до
ризику сл!д вважати величину А^).

1з наведених припущень випливае, що вс! !нвестори прагнуть придбати
однаков! за структурою иортфел! ризикових ц!нних папер!в, тобто ефек-
тивност! ризиково! частини у вс!х !нвестор!в однаков! ! дор1внюють К .

Якщо г'-й 1нвестор вкладае частку х^ свого перв!сного кап1талу в безри-
зиков! ц!нн! папери, то наприк!нц! штервалу часу, для якого визначено вс!
ефективност!, його кап!тал становитиме

де г0 -- ефективн!сть безризикового вкладення.
Спод!вана корисн!сть цього кашталу

де т = ЕК , а V - дисперс!я
Оск!льки

максимум спод!вано1 корисност! досягаеться при вибор! частки безризи-
кових вкладень

* -1 Ш ~Г0Х;(\ — I /\ .̂  г

тобто вс! !нвестори вкладають у ризиков! ц!нн! папери такий каштал:
( * [

т -Гп-4-> 1

Р!вновага фшансового ринку визначаеться зазвичай як р!вшсть попиту
та пропозиц!!':

т - ГА лО

2у* ^ А1
де V/0 - сумарна вих!дна варт!сть ризикових ц!нних папер!в.
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(4.221)

За визначенням ефективностей

_
Л; — , К ~

И7, V/0

де и7;0, М7/ - сумарш вих!дпа 1 майбутня вартост! цшних папер!в г'-го
п

виду; VI7 = ^М7/ -- сумарна майбутня вартють ризикових цшних па-
I _ л

пер!в ( И7; та И7 - невипадков! величини).

Звщси

-\У : т ;
IV,

К)
СОУ (Я,, Я) _ ^

V/0

= Т7*;

(4.222)

Шдставивщи останн! вирази в р!внягшя (4.218) ! розв'язавши кожие з
них щодо Ж0, матимемо

Аналопчно, пщставивши вирази т, V з (4.222) в р!вняння балансу
(4.221), знайдемо

1
Ч) 1=1

Тому остаточний вираз р!вноважного значения загально!' вартост! па-
пер!в /-виду

\-Г
1 -2СОУ(IV/,ту1

1=1

Якщо ризик вщсутшй, тобто

V// = ЕЩ], СОУ (V// ,V/-) = О,

то р!виоважш ц!ни з61гаються з цшами в майбутньому, дисконтованими
в!дпов!дно до ефективност! безризикових вкладеиь:

251



Наявшсть невизначеност! змшюе картину. Р1вноважна цша цшних
папер!в збыыпуеться щодо спод1вано!, якщо пеня ефектившсть перебувае
у зворотшй кореляцп до ринку, та знижуеться, якщо ефектившсть папер1в
додатно корельована щодо ринку. Чим б!льше середне вщхилення вщ
ризику А, тим чутлив1шими будуть ц1ни до ринкових випадковостей.

1пшим напрямом у теорп р1вноважних фшансових ринк!в е теор1я арбит-
ражу. Арб1тром на ринку цшних папер!в називаеться особа, яка система-
тично виграе завдяки быьшш, шж в шших учасниюв, 1нформованосп про
стан ринку. Виявляеться, що лише одного припущення про неможлив!сть
арб!тражу (тобто неможлившть под1бпого систематичного виграшу) досить
для апал1зу властивостей ринку 1, зокрема, для встановлення справедли-
вост! основного сшввщношення пропорцшносп премш за ризик.

Вщмова вщ гшотези оптималыюсп е перевагою теорп арб1тражу, але
це потребуе быыл жорстких припущень про властивост! випадкових щи
та ефективностей.

Докладшше про теорпо арб!тражу при моделюванш фшансових ринк!в
можиа д1знатисл з лггератури [41], [56].

4.16. ДЕРИВАТИВИ. ОЦШЮВАННЯ ПРЕМН ЗА ОГЩЮН

(ФОРМУЛА БЛЕКА-ШОУЛСА)

Розвиток торпвл! б!ржовими товарами спричинив появу нових специф!ч-
них фшансових шструметчв, як! отримали назву похгдних цшних папер1в,
або скорочено — дериватив!в. До основних дериватив!в належать контрак-
ти на поставку в майбутньому, або ф'ючерси (тиЫгез) и опцюни (ортлош).

Ф'ючерсний контракт -- це зобов'язаиня, що мае юридичну силу,
здшснити поставку або отримати обумовлену юлыисть товару за узгодже-
иою цшою в певний день у певному м!сщ. П1д товаром можна розум!ти
матер1альиий б!ржовий товар (зерно, м'ясо, нафту тощо) або щнш папери,
паприклад акцп. Водпочас ф'ючерс також е товаром на фондовому рин-
ку 1 до дати виконання може продаватися та купуватися.

Опц1они — це цшш папери, що засв!дчують право 1'хнього власника
зд!Йснювати куп!влю або продаж певпо! к!лькост1 товару за фжсоваиою
тиною в певпий час (европейський опцЮн) чи до певного часу (амери-
канський опцюн), або вщмовитися в!д угоди. Товаром може бути довшь-
ний б!ржовий товар (акцп, обл1гац1Т, казначейськ! вексел!, валюта 1нозем-
них держав, золото тощо).

Назва «пох1дн1 ц1шп папери» (деривативи) зумовлена тим, що ц!на де-
риватив!в залежить вщ ц1ни товар!в, як! в них ф!гурують. Ф'ючерси и
опцюни на материалы!! товари з'явилися досить давно, але финансов! ф'ю-
черси та опцюни виникли тшьки на початку 70-х рок!в XX ст., а поширен-
пя вони иабули лише з 80-х рок!в, коли з'явилася 1х аналггична теор!я.

Значения опц1ону полягае в тому, що вш е фшансовим 1нструментом, у
певпому розум1н1П под1бним до страхового пол!су, оск!льки забезпечуе
захист в!д иевизначеност], пов'язано! з рииковими коливанпями щн (тобто
е шструментом хеджування). Так, купивши акци та водночас опц!он на 1х
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продаж (ри1 ор1;1оп -- опцюн-пут), 1нвестор страхуе себе вщ зпачних
утрат при пад1н1п в майбутньому цш на придбан! акцп.

Купивши опцюн на кушвлю (саП орИоп — опц!он-кол), 1нвестор га-
рантуе соб! захист в!д зростання ц1пи на акцИ, вказано'1 в опцюш. За
под1бн1 гарант!! доводиться платити, 1 кожний опщон мае ц1ну (прем1ю -
ргет!ит), що залежить вщ ступеня невизначеност!, проти яко! в!н бореться.
Б1лыне того, опцюни продаються також спец1альними трупами: один ри!
та один саИ на той самий вид акцш з однаковою ц1ною виконання опщошв
(з1г!ке рг!се) або два ргйз и один саП, або один ргп; 1 два саПз. Щ групи
В1дпов1дно мають спец1алыи назви — з^гайсИе, 51;г1р, з1гар (стредл, стр!п,
стреп), як! походять в!д жаргону гравц!в на 1подром1.

Популярним вариантом опц!ону на куп1влю е варант (шаггап!) — отцоп
на кушвлю акц!й корпорацИ, що випускаеться самою корпоращего та за-
безпечуеться и власн!стю. Основною практичною в1дм1н1пстю вараита вщ
звичайного опц1ону-колу е його значпо б!лыпа тривал!сть (5 рок!в 1
б!льше). Варант також може продаватися в поеднанш з 1ншими ц1нними
паперами, иаприклад бонами т!еТ само! корпорацИ.

Гснують дискретш та неперервн! (за часом) модел! визначення ц!ни опц1-
отпв. Тут обмежимося розглядом у стислш форм! класичних результат1в
Блека — Шоулса1, що стосуються европейських опц1оп1в у неперервному час!.

Модель Блека — Шоулса груптуетъся на пев них моделях динамши ц!н
безризикових вкладень 1 ц!н акцш. Вважаеться, що ефектившсть безризико-
вих вкладень визначаеться сталою силою зростання 8 , так що цша вкла-
дення 50(0 зм!нюеться в час! вщповщно до диференц1ального р!вняння

(4.223)

Ефективюсть вкладення в акц11 (або шни ц1нп1 папери, на як! випус-
каеться отпои) е випадковою, а встановлення ц1ни акци е випадковим
процесом; для опису динамжи якого потр1бн1 певн! знания стохастичного
аиал1зу, що е розд!лом теорп випадкових процеав. Коротко опишемо
ВЩПОВЩН! ПОНЯТТЯ.

Гаусс1в процес ^(0, ^ > 0 з нульовим середн1м, Е\У(1) = 0, та ковар!-
ахдйною фупкц!ею виг ляду Е\У (1)1У (з) = тт(^, 5) називаеться стандарт-
иим вшер1вським процесом, або процесом броунхвського руху. Цей про-
цес е недиференцшованим у звичайному розум!1пп. Узагальнена похщна
<1№ ( I } / сН е узагальненим стацюнарним процесом з! сталою спектраль-
ною щдлыпстю 1 називаеться «б1лий шум».

Динамжа випадково!' ц1ни акцИ 5(1) описуеться стохастичним дифе-
репщалышм р1внянням типу 1то2

. (4.224)

'Шоулс Майрон — лауреат Но6ел1всько1 премп з економши 1997 р., присуджсно!
за розрахунок дохщност! дсриватив!в. Див. В/йсй р., 5с/го1в5 М. ТЬс рпст^ о5 орИопз
апй согрога1с НаЬПКлез // ^. о^ РоНИса! Есопоту. — 1973. — 81. — Р. 637 — 659.
Ф1шор Блек персдчасно помер у 1995 р.

21то К1ЙОС! — японський математик, один 1з засновник!в сучасного стохастичного
анал!зу поряд з украшським математиком И. I. Пхманом.
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яке через недиференцшовшсть V/ (1;) розумштъ у спещалыюму сена,
пов'язаному з! стохастичними штегралами вхд випадкових функщй про-
цесу И/(^). Пропускаючи вцщовццп (досить складш) м1ркування стоха-
стичиого анал!зу, вкажемо, що суть р1вняшш (4.224) полягае в тому, що
З1^) е випадковим процесом (який д!став назву «геометричний броушв-
ський рух») виг ляду

(4.225)

де коефпдент ц — швидк1сть зростання, яка характеризуе тренд (тенден-
щю) змши вддсоткових ставок за акщями, а о — коефщ1ент, що вцюбра-
жае мшлив!сть (волатилыпсть) випадкових коливань цши акцп.

Модель динамжи цш акщй (4.224) була запропонована П. Самуельсо-
ном як удосконалення простшкм модел! динам!ки б'(^), запропоновано!
па початку XX ст. французьким математиком Башелье, яка в сучасшй
термшологп називаеться «арифметичиим броушвським рухом» и описуеть-
ся стохастичним р!внянням

Зауважимо, що розв'язок р1вняния (4.223) дае експоненщальний закон
зростаиня цши безризикового активу

5(0 = 5(*о)ехр{&}. (4.226)

Позначимо через Р премпо за опщон на продаж (риО, а через С -
премпо за опщон на кушвлю (саП). Нехай Е — цша виконання (${;пке
рпсе) через час Т теля випуску опцюну. Щ величини пов'язаш М1Ж со-
бою таким сшвв1дношенням:

Р = С + Ее~5Т - 5, (4.227)

де 5 — цша на момент виплати премп.
Р1вшсть (4.227) називаеться формулою Столла, або теоремою парите-

ту опцшшв.
Для доведения (4.227) проведемо два теоретичш експерименти.
1. Купимо опцюн на продаж, сплативши премпо Р, 1 водночас купимо

акщю за щною 5. Якщо цша на момент виконання опшону перевищува-
тиме Е, то збережемо акщго, а якщо ш, то продамо п, отримавши суму Е.

2. Придбаемо опцюн на кушвлю, сплативши С, а також вкладемо суму
Ее~ в безризиков! цшш папери. Якщо цша акцп перевищуватиме Е, то
продамо безризиков! цшш папери, отримавши за це (з урахуванням зро-
стання) суму Е, 1, використовуючи опщон, купимо акцда за щною вико-
нання Е. Якщо цша акцп мепша вщ Е, то залишимо соб! суму Е.

Таким чином, незалежно вщ змши цш обидва вар!анти д!й приводять
до того самого результату, тобто обидва вкладення е екв1валентними,

ХТ
Р + 5 = С + Ее~ , що и доводить (4.227).
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Аналопчним чином може м!ркувати 1 той, хто випускае опц!он:
1. Випустивши опцюн на кушвлю, продамо його з прем!ею С 1 водночас

купимо акщю за щною 5. Тод! вкладення в операц!ю дорьвнюватиме
9 — Сь.7 \_^ . ХТ1

2. Випустивши опщон на продаж 1з прем!ею Р, вкладемо суму Ее~
в безризиков! щнш папери. Тод! вкладення в операщю становитиме

Ее~5т - Р.
Обидва вар!анти р1внозначн1, осюльки, якщо 5(П > Е, то ем!тент шчо-

го не отримае, а якщо 5(Г) < Е, то збереже акщю.
Складшшою задачею е обчислення премп окремо за деякий опщон.

Прийнявши за основу модель динамши цши акцп за законом геометрич-
ного броушвського руху, Блек 1 Шоулс вивели формулу для розрахунку
премп С при щн! 5 на момент випуску опцюну з термшом виконання Т,
що мае вигляд

(4.228)

де функщя Ф виражаеться через стандартний штеграл похибок 1 е розпо-
д1лом Гаусса,

а величини ^ та с/2 визначаються як

Незважаючи на в!дносну складн!сть форму ли (4.228) та певну штучшсть
припущень, вона набула досить широкого застосування на практиц!. Важ-
ливо наголосити, що у формулу Б лека — Шоулса не входить спод!вана
сила зростання ц цши акци, а враховуеться пльки волатильн!ть а вико-
ристанням темпу зб!льшення дисперси.

Доведения формули (4.228), що грунтуеться на використанн! резуль-
тат!в стохастичного анал!зу, наводиться нижче у стислому вигляд!.

Розглянемо портфель 1нвестицш, що складаеться з опщону на кушвлю
та деяко! к!лькост1 х акщй. Тод! вкладення на придбання такого портфе-
ля дор!внюватиме С + х5. Нехай курс 5 вщомий у будь-який момент ча-
су I, ах зм!нюеться залежно вщ 5 так, що ц!на портфеля 5п=С +
не зал ежить вщ курсу, тобто

Тод! неточна щна портфеля 5Я

г
- - г ̂  ( 0 :
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Ефектившсть такого портфеля за малий штервал часу (И становить

1 /~* С*О .1 С<

с15 иг + Н<\ аС--тг^-аЛ
Я = ~ ~ С = Г л. V? = ЗГ 'О_ О + ХЗ г* С/О с

Скориставшись формулою 1то замши змшних у стохастичних дифе-
ренщалах (див. [22]), отримаемо

С

Отже,

ЭС

+ 4а252^
/^ ЭС"

(4.229)

Осюльки портфель безризиковий, його ефективн!сть мае зб!гатися з
ефективн1стю 1нших безризикових цшних папер!в, тобто (1Кп = 5с1(.

Подставивши цей вираз у сшввщношення (4.229), матимемо р1вняния з
частинними пох!дними для визначення преми С(5, I):

ЗС+15

2а2^
& 2 Э52 (4.230)

Гнтегруючи Р1ВНЯННЯ (4.230) при змий в!дл1ку часу назад в!д моменту
виконання опц1ону з урахуванням очевидно!' крайово'1 умови

Е,
О 5<Е,

отримаемо формулу Блека —Шоулса (4.228).
На завершения ще раз наголосимо, що формула (4.228) грунтуеться на

досить сильному припущенш (4.224) про повед!нку цш I, кр!м того, при-
пускае «безфрикц1йн1сть» ринку ц1нних папер!в з «безплатними» опера-
циями неперервного коригування портфеля.

У сучасн1й стохастич!пй фшансовш математиц! розробляються и 1нш1
модел! динам!ки ц!н на ф1нансов! активи (в тому числ! на акци).

I 4.3. Кл!ент протягом 5 роюв робить внески в банк шд складну в!дсоткову ставку
25 % р!чних. Грош! вносяться: а) на початку кожного кварталу; б) на початку кожно-
го М1сяця. Визначити розм!р суми, накопичсно! наприкшщ п'ятого року, якщо сума
внссшв за р!к дор!внюе 10 тис. грн.

4.4. Визначити розм!ри щоквартальних ! щом!сячних платеж!в для рент: а) постну-
мсрандо, скв!валентних р!чнш рент! постнумерандо з платежом У = 1000 грн; 6) пре-
нумерандо, екв!валентних р!чн!й рент! пренумсрандо з платежсм У = 1000 грн. Вва-
жати, що р!чна ставка складних в!дсотк!в дор!внюе 25 %.

4.5. Борг у сум! 100 тис. грн необхщно погасити за 5 роюв р!вном!рними плате-
жами наприкшщ кожного року. Визначити розм!р щор!чних виплат 1 скласти план
погашения боргу, якщо д!е 10 % ставка р!чних.

4.6. 1потечну позику розм!ром 300 тис. грн видано на термш 15 роюв п!д заставу
нерухомост!. Погашения — налрию'нц! кожного м!сяця однаковими внесками при но-
мшалыпй р!чн!й ставц! 20 %. Визначити суму щрм!сячного платежу та залишок боргу
на кшець п'ятого року погашения.

4.7. Ощнити курс обл!гацп термшом на 5 роюв з! щор!чною сплатою купонов у
розм!р! 25 % номшалу (с = 0,25): а) в момент ем!сп; б) через р!к; в) через два роки.
В!дсоткову ставку прийняти за 20 %.

4.8. У схем! з неперервним нарахуванням в!дсотк!в ! неперервним дисконтуванням
показати, що р!чна обл!кова ставка Л та сила зростання 6 пов'язаю м!ж собою сп1ввщно-
шенням \-й = V = е~й. Вибравши один 13 чотирьох основних парамстр!в 5, г, V, Л за
базисний, виразити через нього значения шших трьох параметров 1 подати вщповщш
результати у вигляд! таблиц!.

4.9. Нехай на пром!жку часу [0,5] прогнозуеться така ступшчаста функщя сили
зростання 6(0 :

[0,20, 0 < г < 2 ;
8(0 = ] 0,15, 2 < ^ < 4 ;

[0,10, 4 < ^ < 5 .

Знайти вщповщн! функци коеф1ц1ента нарощсння в(0, О 1 коефщ1ента дисконту-
вання 1)(0, I) на [0,5].

4.10. У задач! оптим1зацп портфеля цшних папер!в (4.202) —(4.205) знайти явний
вираз м1тмально1 диспсрсИ портфеля V*, що вщповщае його оптимальн!Й структур!,
у вигляд! вщношення двох вираз!в. Переконатися, що ц! вирази е додатними.

4.11. 1нвестор може скласти портфель !з трьох вид!в ц!нних папср!в, ефсктивност!
яких К\, К2, К3 е некорельованими випадковими величинами з такими характеристи-
ками:

т\=ЕК[=\\\ а, = 4; ЕК2 = 10; а2 = 3; ЕК3 = 9, ст3 = 1.

Визначити структуру оптимального портфеля при тп = 10.

Задач! та вправи

4.1. Кл!ент поклав на банювськпй рахунок суму в $ 100 тис. шд щом!сячну став-
ку в 1,6%. Ск!льки м!сяц!в йому доведеться чекати, щоб отримати прибуток !з вкладу
в $ 2000?

4.2. Контракт м!ж ф!рмою та банком персдбачае, що банк надае ф!рм! кредит
протягом трьох роюв щор!чними платежами в $ 10 на початку кожного року,
а ф!рма повсртае борг за такою схемою: наприкшп! третьего року — $ 10 , четверто-
го — $ 2 • 10 , п'ятого року — $ 10 . Чи прийнятний такий контракт для банку,
якщо д!е р!чна ставка в!дсотк!в у 8 %?
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