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УДК 539.2

Настоящая книга, написанная известным английским кристал-
лографом Дж. Наем. посвящена вопросам связи физических свойств
кристаллов с их симметрией. Изложены основы геометрической
крнсталлографин, теория электрических, магнитных, тепловых,
упругих и оптических свойств кристаллов; имеются полезные за-
дачи и упражнения. Эта книга является единственным в мировой
литературе учебным пособием по современной тензорной кристал-
лофизике, широко используемым при изучении физики твердого
тела, кристаллофизики и отдельных их разделов в ряде универси-
тетов и физико-технических вузов. Кроме того, она стала необхо-

,. димым справочным руководством для специалистов по кристал-
лофизике и физике твердого тела,

В настоящем втором издании учтены изменения, внесенные
автором при переизданиях книги в Англии.

Индекс 2-3-2.

Редакция литературы по физике



ПРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА

Потребности техники, открытие диффракции рентгеновских лучей
в кристаллах, разработка методов рентгеноструктурного анализа
и возникновение других новых методов исследования структуры
твердых тел привели к тому, что кристаллография~наука, почти
остановившаяся в своем развитии к началу этого века,-обрела затем
как бы вторую молодость и вновь стала быстро развиваться. Однако,
если ранее для. кристаллографии была характерна наибольшая бли-
зость к геолого-минералогическим наукам, то теперь кристаллогра-
фия тесно переплелась со многими разделами физических, химических
и технических наук. Центр кристаллографии все больше смещается
в сторону кристаллофизики; вместе с этим повышается роль матема-
тических методов в исследовании кристаллов, расширяются области
применения кристаллов в технике--все это выдвигает новые тре-
бования к подготовке специалистов, как исследователей, так и
инженеров, и вызывает необходимость в учебной литературе по
кристаллофизике. кристаллохимии и структурному анализу, отвечаю-
щей современному уровню науки.

К сожалению, в имеющейся учебной литературе по кристалло-
графии плохо отражено изменяюЩееся и развивающееся содержание
современной кристаллофизики. Одни учебники по кристаллографии
с этой точки зрения уже устарели; другие курсы являются слишком
краткими и имеют традиционно минералогический характер. Учебника
же по кристаллофизике, несмотря на острую его необходимость, не
появлялось со времени выхода известной книги Вустера 1) ни в отече-
ственной, ни в зарубежной литературе2).

І) М. \Уоозіег, А іехІ-Ьоок оп сгузІаІІ рйузісз, СатЬгібде, 1938.
2) Нельзя, разумеется, не упомянуть еще фундаментальный труд ФОйгта

ОУ. Уоідт, ЬейгЬисй сіег КгузІаІІрйузік, Ьеіргід, 1910), который сохранил
до сих пор известное значение как справочное издание, подытоживающее
первый этап развития кристаллофизики.
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Первой и довольно удачной попыткой создания современного
учебника по физической кристаллографии является предлагаемая чита-
телю в переводе книга английского кристаллографа Дж. Ная ,,Физи-
ческие свойства кристаллов". В основу книги положен курс лекций,
читавшихся автором для студентов Кембриджского университета. По
стилю изложения и содержанию эта книга является именно курсом
физической кристаллографии, а не курсом физики кристаллов, так как
свойства кристаллов рассматриваются в ней с кристаллографических
позиций, т. е. основное внимание уделяется симметрии явлений, их
связи с симметрией кристаллов, характеристическим поверхностям и
т. п. (Предполагается, что читатель знаком с геометрической кристалло-
графией и что основные сведения о методах и результатах экспери-
ментального исследования свойств кристаллов известны ему из общего
курса физики.)

Построение курса является весьма удачным и в общем соответ-
ствует построению раздела физической кристаллографии в известном
учебнике кристаллографии Шубникова, Флинта и Бокия 1) и курса
кристаллофизики, читаемого на физическом факультете МГУ. Автор во
введении подробно излагает план построения книги, поэтому мы не
будем на нем останавливаться. Укажем лишь, что к несомненным
достоинствам книги следует отнести последовательно проведенное
применение тензорного аппарата и подробное изложение основ матрич-
ного аппарата. Следует отметить так же как достоинство книги вклю-
чение глав, посвященных нестационарным явлениям в кристаллах (тепло-
и Электропроводности и термоэлектрическим явлениям). Некоторую
односторонность раздела кристаллооптики можно объяснить тем, что
традиционные вопросы оптической кристаллографии (двойное луче-
преломление и т. д.) автор предполагает известными читателю.

Нельзя не отметить также, что книга написана с большим педагоги-
ческим мастерством. Автор, не перегружая основного материала, вы-
носит в приложения рассмотрение многочисленных дополнительных
вопросов, заключает каждую главу очень полезными резюме, приво-
дит много упражнений и задач, а также указывает выбор глав для
первого чтения.

1) А. В. Шубников, Е. Е. Флинт, Г. Б. Боиий, Основы кри-
сталлографии, Изд. АН СССР, М., 1940.
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К сожалению, в книге имеется ряд недостатков и пробелов.
Например, в главах, посвященных магнитной восприимчивости и

электрической поляризации, следовало бы уделить внимание специ-

фике ферромагнитных свойств кристаллов и более подробно рассмо-

треть сегнетоэлектрические свойства-эти вопросы очень важны и
в теоретическом и в практическом отношении. Автор совершенно

не использует и даже не упоминает понятия антисимметрии, оказавшегося
весьма плодотворным для ряда разделов кристаллофизики. Без доста-
точных оснований автор не включил в курс вопрос о предельных груп-
пах симметрии; при этом из рассмотрения почти полностью выпали
и текстуры. Автор, к сожалению, не уделил внимания применению
методов теории групп, постепенно завоевывающих в кристаллофи-
зике все более важное место.

Следует также отметить, что автору не удалось избежать неодно-
значности в употреблении термина ,физическое свойство", понимае-

мого то как количественная характеристика вещества, то как спо-
собность тела реагировать на внешнее воздействие. Нечетко также и
употребление термина ,,тензор“, трактуемого то как физическое свой-

ство, то как математическая величина. Надо сказать, что исключить
эту неоднозначность довольно трудно.

Однако следует подчеркнуть, что отмеченные недостатки отнюдь
не снижают ни научной ценности книги, ни ее достоинств как учеб-
ного пособия.

Перевод книги сделан без сокращений и изменений, если не считать
замены некоторых не употребляющихся в советской кристаллографиче-
ской литературе терминов, что большей частью не оговаривается. Дано
несколько примечаний, хотя число их мы постарались свести к минимуму.

Библиография, приводимая автором, содержит ссылки почти
исключительно на книги и статьи на английском языке; это можно
объяснить тем, что книга является учебником для английских студен-
тов. В переводе отсутствие ссылок на литературу на русском языке,
естественно, выглядит недостатком. Поэтому ссылки автора в ряде
случаев дополнены ссылками на соответствующие курсы советских
авторов, а в конце книги приведена дополнительная библиография,
содержащая преимущественно литературу на русском языке. Эти
дополнения отнюдь не претендуют на полноту, а приводятся лишь для
облегчения ознакомления с материалом или более глубокого изучения
Отдельных вопросов.
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Книга Дж. Ная, несомненно, найдет широкий круг читателей и
будет полезным пособием не только для студентов и аспирантов
(в первую очередь физиков), но и для многих научных работников
и инженеров, желающих овладеть применяемыми в кристаллофизике
феноменологическими методами исследования физических свойств
кристаллов.

Сентябрь 1960 г.

Книга Ная и в самом деле быстро завоевала всеобщее признание
как отличный учебник и как справочное руководство, необходимое
для специалистов.

В Англии она уже выдержала еще два издания (в 1960 г. и
1964 г.). Первое русское издание (вышедшее в 1960 г.) сразу же
стало библиографической редкостыо. Настоящее второе русское из-
дание печатается с матриц первого. Поэтому в тексте учтены лишь
небольшие изменения, внесенные автором при переизданиях книги
в Англии и исправлены замеченные опечатки. По этой же причине
пришлось отказаться от расширения списка дополнительной литера-
туры за счет работ, появившихся в последние годы.

Можно надеяться. что переиздание книги Дж. Ная будет с одоб-
рением встречено быстро расширяющимся кругом читателей литера-
туры по кристаллофизике и твердому телу.

Л. Шувалов
Декабрь 1966 г.



ПРЕДИСЛОВИЕ

Цель настоящего учебника-_-дать систематическое описание
физических свойств кристаллов в тензорной записи и объяснить
таким путем, что такое тензоры и как они применяются. В данной
книге не изучаются конкретные свойства кристаллов и их связь со
структурой; в ней рассматривается главным образом единое пред-
ставление тензорных свойств кристаллов в аспектах общих матемаи
тических основ этих свойств и термодинамических соотношений
между ними.

Изложение математических основ начинается с введения поня-
тий о тензорах первого и второго рангов (часть І); затем показано,
какими тензорами может быть представлено то или иное свойство.
Тензоры более высокого ранга и матричный метод вводятся позднее
как естественное~ развитие теории. Последующее изложение разде-
лено на три части, в которых рассматриваются равновесные свойства
(часть ІІ), свойства, связанные с процессами переноса (часть Ш), и
кристаллооптика (часть Ш).

В основу настоящей книги положен курс кристаллофизики, чи-
тавшийся автором в Кембриджском университете для студентов вто-
рого курса, изучающих кристаллографию (как часть общего курса
минералогии и кристаллографии). Уровень изложения в основной
части книги рассчитан на студентов-физиков второго и следую-
щего курсов, но автор имел в виду также аспирантов и научных
работников в области физики твердого тела и металлургии, кото-
рым приходится использовать в своей работе элементы тензорного и
матричного исчисления. Автор старался излагать математические
вопросы как можно проще, особенно в первых главах, в которых
детально объясняются тензорные обозначения и математические опе-
рации. В приложениях приведены необходимые для понимания основ-
ного текста сведения о теории симметрии, хотя эти сведения и не
потребуются читателю, уже знакомому с симметрией кристаллов.
ГлаваІ посвященная термоэлектричеству, может оказаться несколько
более трудной, чем остальные. Последнее объясняется тем, что дать
удовлетворительное изложение теории термоэлектричества на уровне
остальной части книги оказалось невозможным. Однако это явление
настолько естественно укладывается в нашу схему рассмотрения,
что было, по-видимому, правильным включить его описание в книгу.

Автор не стремился дать полный обзор опубликованных работ;
в список литературы вкшочены лишь книги, которые могут быть
Рекомендованы для более детального изучения вопроса, и использо~
ванные источники.
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Во всей книге используется рационализированная система МКЅ.
Такая система единиц выбрана главным образом потому, что она
позволяет избежать появления неудобных множителей 4тг, которые
в противном случае усложняют многие формулы теории электричества
и магнетизма. Вообще говоря, можно было бы использовать любую
рационализированную систему, но мы остановились на системе МКЅ,
которая обладает особыми преимуществами и очень широко приме-
няется физиками.

Я считаю своим приятным долгом выразить благодарность д-ру
Р. Эвансу и д-ру Н. Генри (факультет минералогии и петрологии
Кембриджского университета), которые побудили меня написать эту
книгу и критически рассмотрели первые варианты всех глав. Их
советы всегда приносили мне большую пользу. Я хочу также по-
благодарить других своих друзей и коллег, прочитавших и обсуж-
давших рукопись: проф. Ф. Франка (прочитавшего гл. І-~Х), проф.
К. Лонсдейл (прочитавшую первый набросок глав І--ІІІ, \/ІІІ и ІХ)
и сэра Э. Булларда. Д-р Полдер оказал мне помощь в написании
гл. ХІІ, а д-р Ф. Фуми-гл. ХІ\/.

Эта книга была начата, когда я работал в лаборатории
фирмы »Белл телефон компани" (Нью-Джерси); я очень ценю боль-
шое содействие, оказанное мне там. Особую помощь оказали мне
трое моих коллег по работе в этой фирме: В. Бонд, познакомив-
ший меня со своим неопубликованным методом ,наименьших квадра-
тов для восьмиугольного диска" и снабдивший меня численными
примерами приложения матричного метода, использованными мной
в ё 7 гл. ІХ, д-р А. Холдейн, который также разрешил мне вос-
пользоваться результатами его неопубликованных работ, приведенными
на стр. 220-1, и прочел гл. Х, и д-р К. Герринг, который оказал
мне помощь при изложении вопроса об электрической и магнитной
энергии.

Обозначения, использованные в таблицах матриц свойств кристал-
лов всех 32 кристаллографических классов, взяты с небольшими
изменениями из неопубликованного ,Руководства по пьезоэлектри-
честву" К. Ван Дайка и Г. Гордона с любезного разрешения авторов.

Некоторые упражнения, приведенные в книге, взяты непосред-
ственно или с небольшими изменениями из сборника задач, исполь-
зуемого преподавателями факультета минералогии и петрологии Кем-
бриджского университета, которым я приношу свою благодарность.

Я хотел бы выразить мою признательность д-ру В. Вустеру, ибо
одной из причин, побудивших меня написать эту книгу, был тот инте-
рес, который вызвал его курс лекций на факультете минералогии
и петрологии Кембриджского университета, где я прежде работал.

Бристоль
Июль 1955 г. Дж. Най



ВВЕДЕНИЕ

Физические свойства кристаллов описываются соотношениями
между измеримыми величинами. Плотность, например, определяется
из соотношения между массой и объемом. Поскольку масса и объем
не зависят от направления, то плотность есть свойство. не за-
висящее от направления. Наоборот, такое свойство кристаллов, как
удельная злектропроводность, определяется соотношением между
двумя величинами (напряженностью электрического поля и плотно-
стью тока), каждая из которых характеризуется как величиной, так
и направлением. Следовательно, мы можем предполагать, что физи-
ческое свойство такого типа будет зависеть от направления, в кото-
ром оно измеряется; действительно, эксперименты показывают, что
электропроводность многих кристаллов меняется с направлением.
В таких случаях говорят, что кристалл анизотропен в отношении
рассматриваемых свойств.

Тогда возникает вопрос: как описывать физические свойства
кристаллов, которые могут зависеть от направления, поскольку оче-
видно, что с помощью обычных чисел этого сделать нельзя. Кроме

метрией кристалла. В настоящей книге даются ответы на эти вопросы
и затрагиваются некоторые связанные с ними проблемы.

Электропроводность-лишь одно из многих свойств кристаллов,
которые могут зависеть от направления измерения. Можно привести
множество других примеров: распространение тепла, вызванное гра-
диентом температур (теплопроводность); поляризация, возникающая
в диэлектриках, помещенных в электрическое поле (диэлектрическая
восприимчивость); поляризация кристаллов под действием механиче-
ского напряжения (пьезоэлектричество); деформация, вызванная механи-
ческим напряжением (упругость); двойное лучепреломление под влия-
нием электрического поля (электрооптический эффект) и под влия-
нием механического напряжения (фотоупругость) и др.

В отношении многих свойств, таких, как плотность, все кри-
сталлы изотропны. Кубические кристаллы изотропны также и в отно-
шении еще целого ряда свойств (проводимости, показателя преломле-
НИЯ И др.); это иногда приводит к ошибочному мнению, что куби-
ческие кристаллы изотропны в отношении любых свойств. Между
тем элементы симметрии кубического кристалла не совпадают
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с элементами симметрии полностью изотропного тела; так, напри-
мер, кубические кристаллы анизотропны в отношении упругости,
фотоупругости и ряда других свойств. Следовательно, мы должны
рассматривать кубические кристаллы как потенциально анизотроп-
ные; тогда мы можем продолжать считать, что для определенных
свойств эти кристаллы изотропны. Все кристаллы анизотропны
в отношении каких-либо их свойств.

В настояшей книге мы будем изучать, как описываются физиче-
ские свойства кристаллов. Большое число этих свойств описы-
вается математическими величинами, называемыми тензорами; в даль-
нейшем будут рассматриваться только такие свойства. Перечень их
дается в приложении 3; кроме того, чтобы читатель мог составить
себе более полное представление, там же дается перечень некоторых
других свойств, которые не могут быть непосредственно представ-
лены с помощью тензоров. Одной из задач физики, безусловно,
является вычисление этих тензоров для конкретных кристаллов
в зависимости от их атомной и кристаллической структуры. І-Іо это
в некотором смысле следующая ступень. Здесь мы не ставим себе
такой цели, а будем интересоваться больше формой и общими свой-
ствами тензоров, чем их реальными численными значениями. Нам
достаточно рассматривать кристалл, не учитывая его структуры,
т. е. просто как анизотропный континуум, имеющий определен-
ные свойства симметрии. Более того, во всех случаях, кроме
одного, мы будем считать кристалл однородным, т. е. предпо-
лагать, что его свойства одинаковы во всех точках (исключение
сделано для одного конкретного свойства,-~термозлектричества)І

Содержание книги. Тензоры классифицируются по их рангу.
В гл. 1 вводится понятие тензора и показывается, как тензоры нуле-
вого, первого и второго рангов могут быть использованы при изу-
чении свойств кристаллов. В гл. ІІ содержится дальнейшее развитие
математического аппарата. В гл. ІІІ-УІ тензорные методы приме-
няются к описанию различных физических свойств. В гл. УІІ и УІІІ
вводятся тензоры третьего и четвертого рангов, которые исполь-
зуются для рассмотрения пьезоэлектрических явлений и упругости.
В гл. ІХ содержится описание другого способа представления физи-
ческих свойств кристаллов-с помощью матриц; матричное исчис-
ление особенно удобно при выполнении численных расчетов. Все
физические свойства в этих главах описываются применительно
к равновесному состоянию и термодинамически обратимым измене-
ниям. Единый подход к физическим свойствам и термодинамическим
соотношениям между ними дается в гл. Х. В гл. ХІ и ХП мы пере-
ходим к изучению проводимости и термоэлектрических явлений.
Последние рассматриваются после равновесных свойств потому, что
они связаны с явлениями переноса, т. е. необратимы, и их термо-
динамика нуждается в специальном подходе. Две последние
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главы, ХІІІ и ХІУ, посвящены кристаллооптике, главным образом
электрооптическому эффекту, явлениям фотоупругости и вращения
плоскости поляризации.

Выбор глав для первого чтения. Для первого чтения книги
предлагаются следующие главы, которые содержат более или менее
цельное изложение предмета:

Гл. І. Основы кристаллофизики.
Гл. Ш. Парамагнитная и диамагнитная восприимчивости.
Гл. ІУ. Электрическая поляризация.
Гл. У. Тензор механических напряжений.
Гл. УІ. Тензор деформаций и тепловое расширение.
Гл. УП. Пьезоэлектричество. Тензоры третьего ранга.
Гл. УІІІ. Упругость. Тензоры четвертого ранга.
Гл. ХІ. Теплопроводность и электропроводность (до конца ё 4).
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5 І. Скаляры, векторы и тензоры Ьвторого ранга

а) Скаляры. В физике 'мы часто имеем дело с такими величи-
нами, как плотность или температура тела, которые не связаны
с направлением. При определении плотности или температуры бес-
смысленно говорить об измерении этих величин в каком-либо кон-
кретном направлении. Такие ненаправленные физические величины
называются скалярами. Отметим, что значение скаляра' полностью
определяется заданием одного числа. Скаляры называются также тен~
зорама нулевого ранга; причина подобного наименования будет
разъяснена ниже.

6) Векторы. В отличие от скаляров существует другой тип физи»
ческих величин, называемых векторамн, которые могут быть опре-
делены только по отношению к направлению. Механическая сила-
хорошо известный пример такой величины. Чтобы полностью опре-
делить силу, приложенную в некоторой точке, необходимо задать
как ее величину, так и направление. Силу удобно изображать стрелкой
определенной длины и направления.

Другими примерами векторов могут служить напряженность элек-
трического поля в точке, момент магнитного диполя, температурный
градиент в точке и т. д. В настоящей книге мы будем обозначать
векторы полужирными курсивными буквами: так, Е будет обозначать
напряженность электрического поля в точке. Модуль или длина век-
тора р будет обозначаться через р.

Можно определить вектор не только заданием его величины и
направления. Вместо этого можно выбрать три взаимно перпендику-
лярные оси ОхІ, Ох2 и Ох3 и задать компоненты вектора вдоль них.
Компоненты векторанэто просто проекции вектора на данные оси.
Если вектор Е имеет компоненты ЕІ, Ег, ЕЗ, то мы можем записать

Е: [51, Ег, ЕЗІ.

Таким образом, когда оси координат выбраны, вектор полностью
определяется заданием значений трех его компонент вдоль этих осей.
Векторы называются также тензорами первого ранга; подробнее
об этом будет сказано ниже.

2 Дж. Най
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Методы операций с векторами составляют предмет векторного
анализа. В дальнейшем мы почти не будем применять векторный
анализ, но время от времени будем использовать некоторые его поло-
жения. Предполагается, что читатель уже знаком с правилами ска-
лярного и векторного произведений и понятиями градиента скаляра,
дивергенции вектора и ротора вектора (см., например, [111) ). Сводка
векторных обозначений и формул дана в приложении І.

в) Тензоры второго ранга. Теперь нам необходимо расширить
понятие вектора. Рассмотрим следующий пример. Пусть электриче-

. ское поле, заданное векто-
«1 ром Е, действует на про-

водник; тогда по провод~
нику течет ток. Плотность

'і тока (ток через единицу по-
верхности, перпендикуляр-
ной направлению тока) обо-

Е Е значим через вектор 1. Если
проводник изотропен и вы-

' полняется закон Ома, то век-
а 5 тор] параллеленЕ(фиг. 1, а)

г. 1. Соотношение между плотностью и модуль _і пропорционаленФи
электрического тока 1 и напряженностыо модулю Е. Поэтому МОЖНОэлектрического поля Е. записать
а-В ИЗО'І'рОПІЮМ ПЗЅЁЗОДЁЅЅЁЁ б-В аІ-ШЗО'ЦЮШЮМ 'іабЕ' (1.1)

где 0.- удельная электропроводность. Если в осях координат Охі,
Охг, Охв вектор _і=[]1, 1'2, із] и вектор Е=[Е,, Ег, 531, то, сле.
довательно,

11:05” 12=0Е2, із=оЕз. (1.2)
Каждая компонента _і пропорциональна соответствующей компоненте Е.

Если же проводник представляет собой кристалл, то соотношение
между компонентами _і и Е не будет таким простым, `потому что
кристаллы в общем случае анизотропны в отношении электропро-
водности. (Кубические кристаллы образуют особую группу кристаллов,
электропроводность которых изотропна; однако на время, как упомя-
нуто во введении, мы будем считать кубические кристаллы потенциально
анизотропными и подобными всем другим кристаллам, а в 5 5, п. 1.
покажем, что в действительности кубические кристаллы изотропны
в отношении электропроводности.) Для кристаллов соотношения (1.2)
заменяются следующими:

11 = 01151 +б1252 + “1353»
12:021Ех+°2252+°23531 (1-3)
із= 63151 + багЕа+ бэзЕз»

1) См. также [105,_ 117].--Прим. перед.
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где ап, 012, ..._~константы. Каждая компонента _і теперь линейно
зависит от всех трех компонент Е. Отсюда следует, что вектор і
'не совпадает по направлению с Е (фиг. 1, б).

Каждый из коэффициентов ап, 012, в уравнениях (1.8) имеет
определенный физический смысл. Например, если поле приложено
вдоль х11) (фиг. 2), то Е=[Е1, О, О] и уравнения (1.3) принимают вид

1-1 =°11Еь
12:621Ег
13 = бзтЕг

Следовательно, теперь имеются компоненты _] не только вдоль х1,
а также и вдоль двух других осей. Продольная компонента _і опре-
деляется коэффициентом он,
а две поперечные~коэффи- тз
циентами 021 и вы. Анало-
гично, коэффициент 023 оп-
ределяет компоненту _і, па-
раллельную х2,, когда поле
приложено вдоль оси хз.

Итак, для того чтобы оп-
ределить - электропровод-
ность кристалла, мы должны
задать девять коэффициен-
тов ап, 0,2, Для удоб-
ства их можно записать / 150135;

'1'1
в виде квадратной таблицы
следующим образом:

_011 а12 “та Фиг. 2. Компоненты плотности тока
621 622 623 ' (ІА) при поле, приложенном вдоль Охд.

_“зж °за “зз_
Эта таблица, заключенная в квадратные скобки, обозначает тен-

зор второго ранга 2), а ап, 012, . . . представляют собой компоненты
этого тензора. Легко видеть, что первый индекс указывает строку,
а второй-столбец, в котором стоит компонента. На главной диа-
гонали стоят компоненты ап, а22 и ааа.

Сравним теперь три типа введенных величин.
а) Тензор нулевого ранга (скаляр) определяется одним числом,

не зависящим от выбора осей координат.

1) Вместо 0.261, Охг, Оха для обозначения направления осей координат
мы иногда будем использовать символы х1, х2, хз, когда последние нельзя
спутать с координатами точки, которые также обозначаются через хІ, хз, хз.

2 Те мин тензор был впервые использован Фойгтом для описаиия
механического напряжения. Термин ранг мы предпочитаем термину порядок,
который будет использоваться в его обычном значении в выражениях типа
ичлен второго порядка", ,эффект второго порядка'*.

2*
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б) Тензор первого ранга (вектор) определяется тремя числами
(компонентами), каждое из которых связано с одной из осей коор-
динат.

в) Тензор второго ранга определяется девятью числами (компо-
нентами), каждое из которых связано с парой осей координат (взятых
в определенном порядке). ` І,

Принятые нами обозначения подчеркивают это различие. Скаляр
записывается без индексов (например, плотность р); компоненты век-
тора имеют по одному индексу (например, Е2); компоненты тензора
второго ранга имеют по два индекса (например, 012). Число индексов
равно рангу тензора.

В настоящей главе мы не будем иметь дело с тензорами ранга
выше второго. Однако позднее при рассмотрении таких физических
свойств, как пьезоелектричество и упругость (см. гл. \/ІІ и \/ІІІ),
будут введены понятия тензоров третьего и четвертого рангов,
которые являются естественным расширением понятий тензоров нуле-
вого, первого и второго рангов.

Кроме электропроводности, которая была приведена в качестве
первого прим'ера, кристаллофизика имеет дело с многими другими
тензорами второго ранга. В общем случае, если свойство Т связывает
два вектора р=[р1, р2, ра] и 11=[91, 92, 93] таким образом, что

рт = Т11Чт + ТщЧа + Т1зЧз:
Ра = Т21971 + Т2292 + ТазЧз»
ра = Т3191 + ТзаЧа + ТззЧз-

(1.5)

ТАБЛИЦА 1

Некоторые примеры тензоров второго ранга, связывающих
два вектора

Тензориое свойство Заданный вектор Индуцированный вектор

Удельная
водность

Коэффициеиты
проводности

Диалектрическая
ницаемость

Диелектрическая
приимчивость

Магнитная проницае-
мость

Магнитная восприимчи-
вость

электропро-

Тепло-

про-

ВОС-

Напряженность элек-
трического поля

Температурный гради-
ент (отрицательный)

Напряженность элек-
трического поля

о же

Напряженность магнит-
ного поля

То же

Плотность электриче-
ского тока

Плотность
потока

Электрическая индук-
ция

Диалектрическая поля-
ризация

Магнитная индукция

ТЄПЛОВОГО

Намагниченность
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где Ти, Т12, .. _ -константы, то говорят, что ТН, ТШ, образуют
тензор второго ранга

“711 Т12 Т1в_
Т21 Таз Таз . (1.6)

__ Тз1 Тзз Тез__

В табл. 1 приводятся несколько примеров свойств, описываемых
тензорами второго ранга.

Полный перечень всех упоминаемых в данной книге свойств кри-
сталлов, описываемых тензорами, приведен в приложении 2 в конце
книги.

1. Запись с индексами суммирования. Теперь удобно перейти
к сокращенной записи тензорных соотношений. Уравнения (1.5) можно
ЗаПИСаТЬ В ВИДЄ

а
171 = 2 ТІіЧ/яі=1

з
р2=ё ТаіЧі, (1-7)

3

= Т. ,рЗ ,ё 319]

или еще более компактно в виде

в

рі=ёТііяі (і=1. 2, 8). (1.8)
1:

Теперь опустим Знак суммирования

Рі=ТііЧі (і. .=1, 2, 3) (1-9)

и введем следующее правило суммирования (по Эйнштейну): если
в одном и том же члене индекс повторяется дважды, то авто-
матически подразумевается суммирование но этому индексу.
В соответствии с этим правилом уравнения (1.7)~(1.9) представляют
собой эквивалентные способы записи первоначальных уравнений (1.5).
Индекс 1' в уравнениях (1.9) называется индексом суммирования
(немым индексом). Очевидно, совершенно безразлично, какую букву
мы используем для этой цели, лишь бы она не встречалась еще
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где-либо в этом же члене. Так, например,
'с Р: = Тедди = 'Гц-Ч;-

Здесь важно положение повторяющегося индекса. Индекс і в уран-
нениях (1.9) является свободным индексом 1).

В уравнении, занисанном в такой сокращенной форме, сво-
бодные и'ндексы должны быть одинаковыми во всех членах
в обеих частях, тогда как индексы суммирования должны
встречаться по два раза в каждом члене. Это логически выте-
кает из смысла обозначений. Например, мы можем иметь уравнение
ТЯКОГО ВИДЗ

Аг; + Вінсыдг; = Багги;

здесь і и і-свободные индексы, а Іг и І-индексы суммирования.
Отметим, что при таких обозначениях порядок сомножителей в про-
изведении не играет роли. Например, второй член в левой части
приведенного уравнения может быть записан в виде СыВшВц. Часто
удобно располагать индексы суммирования попарно рядом, как делаем
мы, однако это зависит исключительно от нашего выбора. [Позднее
мы будем иметь дело с матричным исчислением (см. гд. ІХ), где
порядок сомножителей в произведении уже.важен.]

Возвращаясь теперь к уравнениям (1.9), мы видим, что они сум~
мируют соотношение между векторами р и а в кристалле. Соответ~
ствующее уравнение для изотропного тела будет иметь вид

рі=Таі, (1.10)'

где Т-константа. Сокращенно мы будем записывать тензор (1.6)
в виде [Тіі]; однако в тех случаях, когда это не может привести
к недоразумениям, мы будем, следуя обычной практике, обозначать
тензор просто через 'Гіі без скобок. Таким же образом, вектор
р=[р1, р2, р31, если мы хотим обратить особое внимание на его
компоненты, можно записать в виде [рі] или просто как рі. Конечно,
безразлично. какую букву использовать в качестве индекса в сим-
волах [рі] или рі.

1) Расположение индексов в уравнениях (1.9) следует установленному
правилу: индекс при а совпадает со вторым индексом у Тіі, так что, когда
а записано после Т, между индексами суммирования не стоит никакого
другого индекса. Мы расположили индексы при Т в уравнениях (1.5) так,
чтобы обеспечить выполнение этого условия. Читатель, знакомый с книгой
Вустера [96], может заметить, что там употребляется обратный традиционному
порядок индексов: в обозначениях Вустера уравнения (1.9) запишутся в виде

Р1== ТлЧі-
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5 2. Преобразования

В уравнениях (1.5) постоянные коэффициенты Ти определяют,
как изменяются три компоненты рі при изменении значений компод
нент (11. Важно отметить, что направления осей координат выби-
раются произвольно; они должны лишь быть взаимно ортогональны.
При переходе к другой системе координат необходимо найти другую
совокупность коэффициентов для уравнений (1.5). Однако обе сово-
купности коэффициентов одинаково хорошо представляют одну
и ту же физическую вели-
чину (в нашем примере-
электропроводность). Сле-
довательно, между обеими
совокупностями коэффициен-
тов должны быть определен-
ные соотношения. Если в не-
которой выбранной системе
координат заданы все коэф-
фициенты, то тем самым рас-
сматриваемое физическое
свойство полностью опре-
делено. Поэтому можно
найти коэффициенты и в лю-
бой другой системе коорди-
нат, связь которой с перво- т,
начальной системой известна. т,
Короче ҐОВОРЯІ “Ри измене* Фиг. 3. Преобразование осей координат.
нии системы координат из-
меняется только способ представления данного физического свойства;
само по себе свойство остается неизменным.

Наша следующая задача-найти, как изменяются значения всех
девяти коэффициентов ТИ- при преобразовании системы координат.
Чтобы решить эту задачу, мы должны сначала определить правила
преобразования осей координат и затем рассмотреть, как преобра-
зуются при переходе к новым осям компоненты векторов [рд] и [(11]
(см. ё 2, п. 1 и 2).

1. Преобразования осей координат. Под преобразованием осей
координат мы будем понимать переход от одной системы взаимно
ортогональных осей координат к другой с тем же началом. Масштабные
отрезки вдоль каждой из осей всегда остаются неизменными. Обо-
значим первоначальную систему осей координат через хр х2, хз и
новую систему через хі, хё, х; (фиг. 3). Углы между новыми и
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старыми осями определяются таблицей направляющих косинусов:
Старые оси
Х] Х2 Хч1

І

161 1111 012 1113

НОВЫЕ ОШ х; а21 “22 дав (1.11)

х; 1131 авг азе-

Так, например, направляющие косинусы углов Между осью х; и
осями хІ, х2, хз равны 1121, (122, 4123, а направляющие косинусы углов
между осью ха и осями хї, хё, х; равны 4113, 4123, аэз. Первый индекс
при символе а относится к новым осям, а второй~к старым; так,
аіі-косинус угла между осями х; и х11). Таблица косинусов ай,
обозначаемая в целом через (ай), есть пример матрицы.

'из

Ф иг. 4. Преобразование компонент вектора.

Девять коэффициентов ад. не независимы друг от друга; в гл. ІІ,
5 1, п. 1, мы выведем соотношения между ними. Отметим, что ад ЧЬ ад.

2. Преобразование компонент вектора. Предположим теперь,
что мы имеем некоторый вектор р с компонентами рІ, р2, рЗ в системе
осей хІ, хе, х3 (фиг. 4). Найдем его компоненты рї, рё, р; в новой
системе осей хї, хё, хз. Компонента р; получается проектированием
р1, рг, рз (рассматриваемых как векторы, направленные соответственно
вдоль х1, ха, хз) на новую ось х; т. е.

І -- соЅ х/ЁС' + А' ^ ',01 _- р1 1 1 р2 соз хзх1 -1~р3 соз хзхї.

1) Некоторые авторы употребляют обратный порядок индексов при ад;
по этому вопрссу нет единой точки зрения.
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Отсюда, используя обозначения (1.1 1), получаем

171: а11171 + “12572 + а13173; (1- 123)
аналогично, находим

я; щ 412111, + «122112 + 1123173, (1~ 126)
р; = а31р1+ аззр2 + аззрз. (1.12в)

Используя сокращенные обозначения (см. ё 1, п. 1), переход от ком-
понент в старой системе координат к компонентам в новой запи-
сываем в виде

р; с аирі. (1.13)
Повторяя подобные рассуждения для обратного преобразования

и снова используя (1.11), получаем

р1 = апр; + а21рё+ дыра*
р2=а12рї+а22рё+азард' (1'14)

рз = атзр; +а23р; + аззра'

В сокращенной записи связь старых компонент с новыми имеет вид
рі=аіір;. (1.15)

Аналогично, для другого вектора о

аі=аііа;.. (1.16)

Заметим, что при переходе от старой системы н новой [фор-
мула (113)] индексы суммирования стоят рядом. При обрат-
ном преобразовании (1.15) индексы суммироеания отделены
друг от друга.

3. Преобразование координат точки. Координаты (хІ, хг, хз)
точки Р относительно системы осей ОхІ, Ох2, Ох:в являются одно-
временно компонентами вектора ОР. Из уравнений (1.12а)_(1.12в)
следует, что новые координаты точки (хї, хё, хз) в системе Охї,
Ох'. Ох' задаются уравнениями2 з

,__о.
х1 _ а11х1 + а12х22 + аюхз'

/х2 = ашх1 + аж):2 +ажхз, (1.17)
,тхз`_азтх1+аззх2+аззхз'

хї=аі1хч (1.18)



26 Гл. І. Основы кристаллофизики

Из уравнений (І . 14) получаем также

х1 з а11хт+ а21ха+ ашха'
х2 = а12х1+ азгх; + аззхё, (1.19)

хз = а1зх; +ааах; + аззха'

х = а ..х'.. (1.20)

4. Преобразование компонент тензора второго ранга. Вер-
немся теперь к соотношению между векторами р и а, выраженному
тремя уравнениями (1.5). Заметим еще раз, что конкретные значения
коэффициентов Тіі в этих уравнениях зависят от выбора системы
осей координат хі, х2, хз. Возьмем теперь новую систему осей
хї, хз, хё, связанных со старыми осями направляющими косину-
сами (1.11). Векторы р и 9 в новой системе будут иметь компо-
ненты р; и о; Мы хотим найти соотношения между этими новыми
компонентами'; чтобы сделать это, используем следующую последо-
вательность уравнений:

(1.16)р, (1.18) р (1.9) а 9,;

здесь стрелка заменяет слова ,,выражается через. ..“ (т. е. направлена
от функции к аргументу). Поскольку, как уже указывалось, в каче-
стве индекса суммирования можно взять любую букву, уравнение (1.18)
можно записать в виде

р; = ашрй. (1.13а)

Используя Іе в качестве свободного индекса, а І в качестве индекса
суммирования, перепишем уравнение (1.9) следующим образом:

Рь = ТыЧг (1-9а)
Аналогично, из уравнения (1.16). заменяя свободный индекс і на І,
получаем

41, = ада; (1.16а)

Теперь, комбинируя (1.9а), (1.18а) и (1.16а), получаем

ріі = “игре = аіігТыЧІ 3 аіігТыа1199,

р; = Ті'іл'і; (1.21)
І І -здесь Тіі-коэффициент при 111. в и-м уравнений. Таким образом,

ОКОНЧЗТЄЛЬНО ИМЄЄМ
ТІЁІ. = ашаЛТ,а . (1.22)
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І ІУравнение (1.21) выражает связь рі и аі. Сравним его с уравне~
нием (1.9). Мы можем сказать, что при замене осей координат де-
вять коэффициентов ТН- преобразуются в девять коэффициентов 7:1.,

І Іподобно тому как компоненты рі и аі преобразуются в рі и аі.
Итак, мы доказали, что соотношение между этими коэффициентами -
закон преобразования тензора второго ранга- записывается в виде
уравнения (1.22). Это очень важный результат, поэтому весьма су-
щественно, чтобы его значение было правильно понято; мы будем
подробно обсуждать его в 5 З.

Было уже отмечено, что в уравнении (1.22) Іс и [_индексы
суммирования, а і и 1' -свободные индексы. Об этом необходимо
помнить, например, при развертывании уравнения (1.22), которое
производится сначала по одному индексу, затем по другому (поря-
док роли не играет). Развертывая по І, получаем

І

Тіі= “шарТы+ аигдігТьг + атаізТиз-

Теперь Іс есть индекс суммирования в каждом члене. Следова-
тельно, дальнейшее развертывание даетІ _

Тіі = ацалТп+ “111112712 + ацдізтш+ аігаі1Тг1 +аігаігтгг +
+ аіадізтгз + аіздіт Ты + аіздігТза + аіздізтзз- (1-23)

Каждой паре значений і и 1' соответствует одно такое уравнение.
Легко видеть, что во всех членах расположение индексов, определяе-
мое уравнением (1.22), сохраняется (например, второй и пятый ин-
дексы всегда одинаковы). Целесообразность обозначений с индексами
суммирования теперь очевидна, потому что уравнение (1.22) пред-
ставляет собой совокупность девяти уравнений, каждое из которых
имеет девять членов в правой части.

Уравнение, выражающее старые компоненты тензора через новые,
может быть получено из обратного преобразования, которое, как
легко видеть, задается такой же самой таблицей ай, но с индексами,
стоящими в обратном порядке. В результате имеем

ТЦ- : амац-ТІЅІ. (1-24)
Предоставляем читателю в качестве упражнения доказать уравнение
(1.24) из последовательности уравнений

1›-›1г›'-›І1'~›я1
где стрелка заменяет слова ,,выражается через ...“.

Следующее правило облегчает запоминание: в преобразовании
(1.22), которое выражает новые компоненты через старые,
индексы суммирования стоят как можно ближе друг к другу,
в обратном же преобразовании (1.24), наоборот, они стоят как
можно дальше друг от друга.
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Уравнения (1.22) и (1.24) можно сравнить с законами преобра-
зования вектора (1.13) и (1.15). Мы повторно приводим эти законы
в табл. 2, куда включен также закон преобразования скаляра ср.
Для полноты здесь приведены также законы преобразования тензо-
ров третьего и четвертого рангов, однако последние будут обсуж-
даться только в гл. \/ІІ и \/ІІІ. Табл. 2 может быть неограниченно
продолжена 'для тензоров высшего ранга.

Эти законы преобразования имеют фундаментальное значение и,
как мы увидим в ё З, могут быть использованы для строгого опреде-
ления тензора. Сходство между ними является причиной отнесения
скаляров и векторов к тензорам.

т А в л и ц А 2
Законы преобразования тензоров

Закон преобразования
Наимено-
вание тензора

ь НОВЫЄ КОМПОНЕНТЫ Через СТарЫе Старые КОМПОНЄНТЫ Через нОВЫЄ

в: = ч> ч> = ч›' І
рі = аіірі (1.13) рі = іірі (1.15)

1

Тіі=ашапїт (1-22) ' Т,,-=›а,гіад,~Тїы (1.24)

Скаляр
Вектор

, .
Тііь = “датамТятл Тіів = анатіапвТітл
І

м
Р

-О
О
Ю
Р

'Ф

ТііІгІ = аітаіпаігоаІрТтпор Тіііг! = атіапіаоігаріттпор

5. Закон преобразования произведения координат. Мы нашли
(см. 5 2, п. 2), что закон преобразования тензора первого ранга

/ ' р2=аирі (1'13)

одинаков с законом преобразования координат точки
х2=аііхг (1.18)

Аналогично, закон преобразования тензора второго ранга совпадает
с законом преобразования произведения координат. Это можно до-
казать следующим образом.

Рассмотрим произведения хгїх; образованные координатами х;
некоторой точки в системе осей Охг. Координаты этой же точки
в системе осей Охі будут хд. С помощью уравнений (1.18) произве-

/ / ,дения хіхі могут быть выражены через хд. При этом получается
выражение

І І ___ __хіхі __ ашхда1їхІ _- ашаЛхдхь (1.25)
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связывающее произведения старых координат с произведениями но-
вых координат. Читатель может проверить уравнение (1.25), взяв
развернутые уравнения (1.17) и выписав полностью выражение для
какого-либо произведения, скажем хїхё. Как закон преобразования
уравнение (1.25) формально совпадает с уравнением (1.22); поэтому
можно сказать, что компонента тензора Т”- преобразуется так же;
как произведение хіхі. К этому утверждению следует добавить одно
ограничение. Записав правую часть уравнения (1.25) в развернутой
форме, можно сгруппировать попарно члены с Із +1; например,

ада/'2351352 + “шар-*32951 = (ана/'2 “І” 1112011) х1х2-

Соответствующая группировка членов в уравнении (1.22) возможна
только тогда, когда ТМ: Т”є (это будет иметь место в случае сим-
метричности тензора; см. 5 3, п. 2). Вообще говоря, произведения
координат преобразуются подобно компонентам тензора при усло-
вии, что группировка членов не произведена, т. е. учтено различие
х1х2 и х2х1 и т. д.

Аналогия ме-жду компонентами тензора и произведениями коор-
динат распространяется и на тензоры более высокого ранга, чем
второй (см. гл. УП и \/ІІІ). Мы будем широко пользоваться этим,
анализируя влияние симметрии кристалла на компоненты тензора.

ё 3. Определение тензора
Важность приведенных в табл. 2 законов преобразования тензо-

ров состоит в том, что они могут быть использованы в качестве
определений. Определим теперь вектор как величину, которая в не-
которой системе координат хі имеет три компоненты рд, преобра-
зующиеся согласно уравнениям (1.13). Исследуем это определение
более внимательно [34]. Мы имеем три числа: р1, рг, ра, которые
связываем с некоторой системой координат. Что произойдет с этими
числами при изменении системы координат? Если бы мы больше ни-
чего не задали, то такой вопрос был бы бессмысленным: коль скоро
с этими числами не" производится никаких действий, то при преоб-
разовании осей они останутся без изменений. Если же эти три числа
рассматривать как компоненты некоторой физической величины (на-
пример, электрического поля) вдоль осей координат, то тогда мы
имеем правило, указывающее, как найти эти числа при любом задан-
ном положении осей координат. Вполне законно возникает вопрос:
преобразуются ли взятые нами три числа согласно уравнению (1.13)
или нет? Существенно иметь в виду, что компоненты вектора есть
компоненты физической величины, которая остается неизменной,
тогда как оси координат могут изменяться.

Аналогично, определим теперь тензор второго ранга как
физическую величину, описываемую в некоторой системе коорди-
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нат х, девятью компонентами ТЦ, которые преобразуются согласно
уравнениям (1.22). Говоря о преобразовании компонент, мы предпо-
лагаем, что имеется независимый от уравнений (1.22) способ, позволяю-
щий найти компоненты в любой заданной системе координат. Так, для
нахождения компонент электропроводности (см. пример на стр. 18)
можно измерить компоненты плотности тока _і, когда поле Е напра-
влено поочередно вдоль каждой из осей [см. уравнение (1.8)1. Тен-
зор второго ранга, подобно вектору, описывает некоторую физиче-
скую величину (в нашем случае электропроводность), которая не
зависит от сделанного нами выбора конкретной системы координат.
Повторяем, что при замене осей физическая величина не изменяется,
а изменяется только наш способ ее представления. Подобные опре-
деления, основанные на свойствах преобразования, применимы к тен-
зорам любого ранга.

Теперь возникает вопрос: как убедиться, что уравнение (1.22)
действительно является определением? Для этого достаточно сказать,
что если в произвольной системе координат девять коэффициентов ТЦ-
линейно связывают компоненты векторов рі и оі, то при переходе от
одной системы координат к другой ТИ. преобразуются согласно (1.22)
и, следовательно, образуют тензор второго ранга.

І. Различие между преобразованиями матрицы (ад) н тен-
зора [711]. Хотя и (ад) и [Ти] представляют собой таблицы из де-
вяти коэффициентов, это в сущности единственное сходство между
ними. В других отношениях они совершенно различны. Последнее ясно
из их определений: (ат-таблица коэффициентов, связывающих две
системы осей координат; [ТЫ-физическая величина, которая в од-
ной заданной системе осей координат представляетс'эї девятью числами.
Таким образом, (ад) связывает две системы осей координат, тогда
как [Ти-1 относится только к одной системе. Нельзя, например,
говорить о преобразовании матрицы (ап) к другой системе осей ко-
ординат, так как это выражение не имеет никакого смысла.

2. Симметричные и антисимметричные тензоры. Говорят, что
тензор [Ти] является симметричным, если Т,;=Тіі. Так,

5 2 _-3`
2 8 4

__з 4 12_

есть симметричный тензор.
Говорят, что тензор [Ти] является антисимметричным, или

кососимметричным, если ТЦ =- ТІ-і. Это означает, что Т11 = Т22=
=Т33= 0. Так, например. .
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есть типичный антисимметричный тензор (причина указанного распре-
деления знаков минус в таблице будет выяснена в гл. ІІ, 2).

Важно отметить, что свойство симметричности и антисимметрич-
ности тензора не зависит от выбора осей координат, т. е. если
Ті1. = ± ТЛ, то и Т2і= ± ТЬ.. Доказательство этого достаточно про-
сто, и мы предоставляем его читателю.

5 4. Характеристическая поверхность второго порядка 1)

Мы видели на примерах` приведенных в табл. 1, что многие
свойства кристаллов, значения которых зависят от направления их
измерения, представляются тензорами второго ранга. Другие свой-
ства кристаллов описываются тензорами более высокого или более
низкого ранга (а некоторые вообще не тензорами). Найдем теперь
геометрическую интерпретацию тензора второго ранга.

Рассмотрим уравнение
Ѕц-хрсі: 1, (1.26)

где Ѕц-коэффициентьц мы не будем пока говорить, что Ѕіі-ком-
поненты тензора. Выполняя суммирование по і и по 1', получаем из
(1.26)

Ѕцхї + 812351102 + Ѕ13341363 + 821102161 + Ѕвгхё +Ѕгзхзхз+

+Ѕз1хзх1 +Ѕззхзхз +ЅззіўЁ = 1-
Положив Ѕ,1 = ЅІ.і и объединив подобные члены, получим

Ѕьхї+ згьхё+ зззхё +шахт, + 2331х3х, + 2312х1х2 = 1.
Это выражение есть общее уравнение поверхности второго порядка
(квадрики) с центром, находящимся в начале координат. Эта поверх-
ность в общем случае будет эллипсоидом или гиперболоидо`м 2).

Уравнение (1.26) может быть преобразовано к новым осям Ох;
с помощью уравнений (1.20):

___ ' _ Іхі_ат.х,г и хі~ацхъ
При этом получается уравнение

І ІЅііашаихдх1 _- 1,

1) Далее автор везде использует термин І,ква,1грика“, а не ,поверхность
второго порядка". Так как термин ,,квадрика“ не получил пока распростра-
нения в отечественной кристаллографической литературе, он при переводе
заменен термином ,поверхность второго порядка", а те ин "характери-
стическая квадрика“-термином І,характеристическая поверхность второго
порядка“, или просто .,характеристическая поверхность" (когда это не
может вызвать недоразумений). _Прим. перев.

2 войства поверхностей второго порядка см. в книгах [6] или [36].
(См. также [112]. -Прим перев.)



32 Гл. І. Основы кристаллофнзики

которое может быть записано в виде
/ І /___ЅтхдхІ __ 1,

где
І _-Ѕы _* аыаіізії

Если сравнить это выражение с уравнением преобразования тензора
второго ранга

І '__1Тіі -' аіеалТт, (1-22)
то легко видеть их идентичность в смысле относительного положе-
ния индексов, а только это и имеет значение;

Поскольку мы положили Ѕц=Ѕд, то на основании полученного
результата можно сказать, что коэффициенты Ѕії поверхности
второго порядка (1.26) преобразуются подобно компонентам
симметричкого тензора второго ранга. Таким образом, законы
преобразования симметричного тензора второго ранга совпадают
с законами преобразования поверхностей второго порядка; чтобы
найти, как преобразуются компоненты такого тензора, достаточно
рассмотреть преобразование соответствующей поверхности второго
порядка. Поэтому поверхность (1.26) называется характеристике-
ской поверхностью второго порядка для тензора Ѕц- 1)

Все тензоры второго ранга, приведенные в табл. 1, симметричны;
вообще все тензоры второго ранга, описывающие свойства кристал-
лов, упоминаемые в данной книге, симметричны; за исключением
одного-термоэлектрического тензора. Так, например, для тензора
удельной электропроводности имеем

В аіі=Оіг (1.27).
Доказательство симметричности тензора всегда включает термодина-
мическое рассмотрение, и мы отложим его до последующих глав 2).
Пока отметим, что это заключение не является очевидным. Для слу-
чая электропроводности, например, оно означает, что коэффициент
электропроводности 021, определяемый из измерения компоненты _і в на-
правлении х2 при приложении поля Е вдоль хд, равен коэффициенту 0,2,
определенному из измерения компоненты _і в направлении х1 при
поле Е, приложенном вдоль ха.

Сформулируем кратко полученный нами результат: характери-
стикеская поверхность второго порядка может быть использо-

1) Физическая размерность х1, хг, хз в уравнении (1.26) определяется
размерностью Ѕіі и равна 1/1/(Размерность Ѕіі ). Это не должно вызывать
затруднений, если вспомнить, что в физике вообще принято строить графики,
в которых вдоль осей откладываются не простые числа, а масса, скорость,
температура и т. л.

2 Термодинамически обратимые свойства рассматриваются на стр. 78-80,
96 и 222, необратимые-на стр. 246-53.
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вана для описания любого симметричного тензора второго
ранга и, в частности, для описания любого свойства кристал-
лов, представляемого таким тензором.

1. Главные оси. Важным свойством поверхностей второго по-
рядка является то, что они обладают главными осями_тремя ле-
жащими под прямыми углами друг к другу направлениями, по отно-
шению к которым (если их выбрать за оси координат) общее уравнение
поверхности второго порядка (1.26) приводится к упрощенной форме

зргї + згх; +Ѕзхё = 1. (112,83а
Мы не будем здесь доказывать, что преобразование, приводящее

к такому упрощению, существует 1), но в гл. ІІ, 5 3 покажем, как
можно найти направления осей и соответствующие им масштабные
отрезки (практический метод описывается в гл. ІХ, ё 7, п. 2).

Симметричный тензор второго ранга, так же как и любая поверх-
ность второго порядка, при приведении к главным осям принимает
простейшую форму. Так, когда тензор

_ Ѕ11 Ѕ12 531 _*
[811]: 812 822 823

_ $111 Ѕаз Ѕзз _
преобразован к его главным осям, то он записывается в виде

_Ѕд 0 О*
О 82 О ї

_0 0 Ѕз_
эта таблица образована коэффициентами уравнения (1.28). Числа ЅІ.
82, Ѕз называются главными компонентами тензора [Ѕіі] или свой-
ства, которое он описывает.

Из сравнения (1.28) с каноническим уравнением
х2 уа 22 ___ 1
ат+дт+її_

ясно, что полуоси характеристической поверхности второго порядка
имеют длину І/І/ЅІ, 1/1/82, 1/1/83 (фиг. 5. а). Когда величины ЅІ,
82 и Ѕз положительны, поверхность (1.28) представляет собой эллип-
соид (фиг. 5, а). Если два коэффициента положительны, а один отри-
цателен, поверхность (1.28) является однополостным гиперболоидом
(фиг. 5, б); нетрудно видеть, что два главных сечения этой поверх-
ности (главные сечения-это центральные сечения, перпендику-
лярные главным осям)-гиперболы, а одно-эллипс. Если один

1) Строгое доказательство существования главных осей см. в книге
Эйзенхарта [36].

3 Дж. Най
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коэффициент положителен, а два отрицательны, поверхность (1.28)
представляет собой двуполостный гиперболоид (фиг. 5, в); при этом
два главных сечения _ гиперболы, а одно- мнимыи эллипс. Если все три
коэффициента отрицательны, то поверхность есть мнимый эллипсоид.
(У симметричного тензора. отнесенного к произвольным осям, число

6 в

Фиг. 5. Характеристические поверхности для тензора 18,71.
и- эллипсоид; 6- однополостный гиперболоид; в - двуполостный

гиперболоид.

независимых компонент равно шести. Если тензор приведен к его
главным осям, то число независимых компонент уменьшается до трех;
тем не менее число ,,степеней свободы" остается равным шести, так
как три независимые величины н-ужны для определения направления
осей и три-для задания значений главных компонент.)

2. Упрощение уравнений при приведении к главным осям.
Вернемся теперь к уравнению (1.9), в котором тензор [Тіі] связывает
вектор р с вектором 11. Если [Тіі1-симметричныи тензор, мы можем
заменить его на [8,1] и записать

Рі=ЅііЧі~ (1.29)



5 5. Влияние симметрии кристаллов на их свойства 35

Если теперь привести [Ѕи] к главным осям, то уравнение (1.29)
в развернутом виде принимает вид

Р1=Ѕ1Ч1› Р2=82921 рз=ЅаЧз (1-30)

[ср. эти уравнения с уравнениями (1.5)1.
Чтобы проиллюстрировать результаты такого упрощения, рассмо-

трим снова пример с электропроводностью (см. стр. 18). Мы имеем
і1=61Е1, і2=б2Е2, із=бзЕ3, (1.31)

где аІ, 62, сз_главные компоненты тензора удельной электропровод-
ности, или сокращенно главные электронроводности. Если поле Е
параллельно оси ОхІ, так чтоЕ =Е3=0, то 12:]3=0. Следовательно.
в этом случае вектор _і также па-
раллелен осиІОхІ. Таким образом, 'гг
когда поле Е 'направлено вдоль лю- І
бой из трех главных осей, ситуа-
ция особенно проста: вектор _і па-
раллелен Е, однако вдоль каждой
из осей электропроводность раз-
лична.

Рассмотрим теперь случай, когда
поле Е не параллельно главным осям.
Предположим, что Е=[ЕІ, Е2, 0]. Фиг. 6. Двумерная схема,
Тогда І'ІІОІЕЬ 12:62Е2, і3=0_ показывающая, что при сдфе,
На фиг. 6 показано соотношение Векторы-і и Е не параллельны-
между _і и Е для этого случая. Зная
вектор Е, можно найти Е1 и Е2; умножая эти компоненты на 01
и 02, получаем 1'1 и 1'2, а по ним строим вектор _і. Непараллельность
векторов _і и Е непосредственно следует из того факта, что 01 4: 02.
В трехмерном случае (при ЕЗЧЬ О) вектор і, конечно, тоже не па-
раллелен Е. На фиг. 6 61>02, поэтому Ох1 можно считать ,напра-
влением легкой проводимости" и _і имеет тенденцию наклоняться
в сторону этой оси.

5 5. Влияние симметрии кристаллов на их свойства

Оставим на время обсуждение свойств тензоров и остановимся на
свойствах кристаллов. Рассмотрим вопрос о том, как симметрия кри-
сталла связана с симметрией его физических свойств. Ключом к этому
вопросу является фундаментальный постулат кристаллофизики, извест-
ный под названием принципа Неймани. Этот принцип можно
сформулировать следующим образом.

Элементы симметрии любого физического свойства кристалла
должны включить элементы симметрии точечной группы
кристалла.
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Точечная группа кристалла есть группа макроскопических элемен-
тов симметрии, которыми обладает его структура. Это понятие лежит
в основе разделения кристаллов на 32 класса. В дальнейшем пред-
полагается, что читатель знаком с понятиями ,,элементы симметрии",
,кристаллографический класс” и ,кристаллографическая система".
Обзор этих и других основных понятий теории симметрии кристал-
лов дается в приложении 2, в котором, кроме того, приведена
таблица элементов симметрии всех 32 кристаллических классов (см.
табл. 21).

Отметим следующее существенное обстоятельство: принцип Ней-
мана не утверждает, что элементы симметрии физического свойства
кристалла одинаковы с элементами симметрии его точечной группы.
Принцип Неймана говорит только, что элементы симметрии физиче-
ского свойства должны включать элементы симметрии точечной
группы. Физическое свойство может обладать и часто обладает более
высокой симметрией, чем точечная группа кристалла. Как пример вы-
полнения принципа Неймана вспомним тот факт, что кубические кри-
сталлы оптически изотропны. Данное физическое свойство в этом
случае полностью изотропно и, таким образом, конечно, обладает
элементами симметрии всех кубических точечных групп, как этого
требует принцип Неймана. Рассмотрим в качестве другого примера
оптические свойства кристалла класса Зт тригональной системы, ска-
жем турмалина. Известно, что изменение показателя преломления
с направлением изображается индикатрисой, которая в данном слу-
чае представляет собой эллипсоид вращения 1вокруг оси третьего
порядка (оптической оси). Этот эллипсоид обладает вертикальной
осью третьего порядка и тремя вертикальными плоскостями симме-
трии, имеющимися у точечной группы Зт, как этого и требует прин-
цип Неймана. Однако эллипсоид также обладает центром симметрии
и некоторыми другими элементами симметрии. которых нет у точеч-
ной группы Зт, что разрешается принципом Неймана. '

Рассмотрим более внимательно, что понимается под ,,симметрией
физических свойств“. Физическое свойство кристалла-это соотно-
ШЄНИЄ МЄЖДУ ОПРЄДЄЛЄННЬІМИ ИЗМЄРИМЫМИ ВЄЛИЧИНЗМИ, ХараКТЄрІ/ІЗУЮ-

щими кристалл. Например, упругость есть некоторое соотношение
между однородным напряжением и однородной деформацией в кри-
сталле. Предположим, что мы теперь желаем знать, обладает ли дан-
ное физическое свойство определенными элементами симметрии или
нет. Сначала мы измеряем это свойство по отношению к некоторым
фиксированным осям. Затем действуем предполагаемым элементом
симметрии на жристаллІ) и снова исследуем соотношение между

1) Философски настроенный читатель может возразить, что мы не мо-
жем в действительности сделать этого для операций симметрии, включающих
отражение или инверсию. Это правильно, и в этой мере наше определение
не строго. Однако, когда мы связываем физику с математической теорией
симметрии, трудно избежать использования таких невыполнимых операции.



5 5. Влияние симметрии кристаллов на их свойства 37

измеряемыми величинами, выполняя измерения в тех же самых напра-
влениях, что и раньше, относительно тех же фиксированных осей.
Если это соотношение не изменилось, мы говорим, что рассматри-
ваемое свойство в данном конкретном кристалле обладает предпола-
гавшимся элементом симметрии.

Очевидно, что не имеет значения, действуем ли мы элементом
симметрии на кристалл или на измеряемые величины. Так, например,
если мы измерили упругие свойства кристалла и хотим выяснить,
являются ли они центросимметричными, то мы можем произвести ин-
версию напряжений и деформаций вместо инверсии кристалла. Если
мы произведем инверсию деформаций и напряжений, то они совер-
шенно не изменятся, так как однородные напряжения и деформации
уже центросимметричны. Следовательно, измерения дадут такой же
результат, как и до инверсии, т, е. характеризующие упругость кон-
станты не изменятся. Так будет при любой симметрии кристалла.
Поэтому мы говорим, что упругость (описываемая тензором четвер-
того ранга) есть центросимметричное свойство.

Все свойства, описываемые тензорами второго ранга, центро-
симметричны. В самом деле, если мы возьмем определяющее урав-
нение рі: Ті-о. и изменим направления р и о на противоположные,
то знаки всех компонент рі и о, изменятся. Уравнению будут тогда
по-прежнему удовлетворять те же самые значения Тй, что и прежде,
и поэтому количественные характеристики свойства, выражаемого
тензором Тіі. не изменятся.

Таким образом, физическое свойство может иметь определенную
собственную симметрию, которая проявляется независимо от того.
какой симметрией обладает кристалл. Вместе с тем в соответствии
с принципом Неймана физическое свойство кристалла должно иметь
также и все те элементы симметрии, которыми обладает кристалл. Так,
например, упругость гексагонального кристалла не только центросим-
метрична, но имеет также все элементы симметрии этого кристалла.

І. Влияние симметрии кристалла на его свойства, описывае-
мые тензорами второго ранга. Положения, изложенные выше, при-
менимы ко всем физическим свойствам кристалла. Вернемся теперь
к свойствам, выражаемым симметричными тензорами второго ранга.
Эти тензоры, как мы уже видели, имеют шесть независимых компо-
нент, когда они отнесены к произвольной системе осей. Однако,
когда кристалл обладает симметрией, число независимых компонент
уменьшается. Легче всего исследовать этот вопрос, рассматривая ха-
рактеристическую поверхность второго порядка. Уравнение такой по-
верхности содержит столько же независимых коэффициентов, сколько
независимых компонент имеет симметричный тензор второго ранга,
и эта поверхность полностью характеризует описываемое тензором
свойство. Симметрия поверхности совпадает с симметрией данного свой-
ства кристалла. При этом следует считать, что характеристическая
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поверхность имеет фиксированную ориентацию по отношеншо к кри-
сталлу. Рассмотрим, как связана характеристическая поверхность
с элементами симметрии кристалла.

Исходя из принципа Неймана, мы должны убедиться, что каждый
элемент симметрии кристалла может быть также найден у характе-
ристической поверхности. Сделаем это теперь поочередно для каждого
класса кристаллов. (Эта задача аналогична рассматриваемой в кри-
сталлооптике задаче о связи индикатрисы с симметрией кристалла.)
Результаты сведены в табл. 3. Составление таблицы упрощается по-
тому, что ограничения, накладываемые симметрией кристалла, оказы-
ваются одинаковыми в пределах любой отдельной кристаллографиче-
ской системы. Иначе обстоит дело в случаях несимметричных тензоров
второго ранга (см. стр. 271), тензоров первого ранга (см. стр. 100)
или тензоров, имеющих ранг выше второго (см. стр. 152, 172, 294).

а) Кубическая система. Характеристическая поверхность второго
порядка имеет четыре оси третьго порядка только в том случае, когда
она является сферой. Тогда она обладает всеми элементами симмет-
рии, которые могут. иметься у кубических кристаллов (см. табл. 21).
Соответственное свойство полностью определено, когда задан радиус
сферы. При этом не существенно, к какой системе осей отнесен тензор,
так как он имеет один и тот же вид при любом выборе осей координат.

б) Группа одноосных систем (тетрагональная, гексагональная и
тригональная). Произвольная поверхность второго порядка обладает
тремя поворотными осями второго порядка, лежащими под прямыми
углами друг кдругу, тремя плоскостями симметрии, перпендикулярными
осям второго порядка, и центром симметрии (симметрия орторомбнче-
ского класса ттт). Поверхность второго порядка может обладать осью
симметрии четвертого, шестого или третьего порядков лишь в том
единственном случае, когда такая ось является главной осью, а по-
верхность второго порядка-поверхностью вращения вокруг нее.
Поверхность второго порядка будет тогда автоматически обладать
всеми остальными элементами симметрии, которые имеются у различ-
ных классов этих трех систем: поворотными осями второго по-
рядка, перпендикулярными главным осям, и плоскостями симме-
трии, параллельными и перпендикулярными главным осям. Для пол-
ного определения характеристической поверхности второго по-
рядка достаточно задать два числа_длины большой и малой
полуосей. Для записи компонент тензора выберем ось хз параллель-
ной главной оси симметрии кристалла. Все эти системы оптически
одноосны.

в) Орторомбическая система. Произвольная поверхность вто-
рого порядка уже обладает тремя взаимно перпендикулярными осями
второго порядка; мь1 должны просто расположить эти оси парал-
лельно кристаллографическим осям второго порядка. Более того.
поскольку симметрия такой поверхности второго порядка совпадает
с симметрией голоэдрического класса ттт, характеристическая по-
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верхность второго порядка обладает всеми элементами симметрии,
которые могут быть у классов орторомбической системы. Характеристи-
ческая поверхность полностью определяется длипами трех осей. Если
тензор приведен к кристаллографическим осям х, у, г, то он при-
нимает форму, указанную в табл. З.

г) Моноклинная система. Здесь мы должны направить одну из
осей второго порядка произвольной поверхности второго порядка
параллельно кристаллографической оси второго порядка; тогда
поверхность второго порядка, как легко видеть, будет обладать
всеми элементами симметрии, какие можно найти у классов моно-
кпинной системы. Если не считать одной фиксированной оси, то ха~
рактеристическая поверхность может принимать любую ориентацию.
Чтобы определить длины осей характеристической поверхности,
а тем самым и ее форму, необходимо задать три числа; для опре-
деления ее ориентации нужно задать еще одно число (например,
угол, на который указанная поверхность должна быть повернута из
некоторого произвольного положения). Расположим оси характери-
стической поверхности так, чтобы ось х2 была параллельна кристал-
лографической оси второго порядкаі). Тогда в уравнение поверх-
ности второго порядка не будут входить другие члены, содержащие ха,
кроме члена с х; Число независимых компонент тензора (коэффи-
циентов характеристической поверхности) будет, следовательно, равно 4,
как указано в табл. 8. Конечно, перейдя к главным осям, можно
уменьшить число компонент до трех, но тогда необходимо добавоч-
ное число, указывающее расположение главных осей по отношению
к кристаллографическим осям х или 2. Смысл этого дополнения ста-
новится ясным, если учесть, что для различных свойств главные оси,
перпендикулярные оси второго порядка, будут иметь в одном и том
же моноклинном кристалле различное направление. Подобное явление
имеет место в кристаллооптике: когда моноклинный кристалл нагре-
вается, то главные оси индикатрисы поворачиваются вокруг оси у;
они поворачиваются также при изменении длины волны, что приво-
дит к дисперсии угла оптических осей.

д) Триклинная система. Класс 1, который полностью асиммет-
ричен, очевидно, не налагает никаких ограничений на характеристи-
ческую поверхность второго порядка. То же самое справедливо и для
класса Т, потому что характеристическая поверхность уже обладает
центром симметрии. Следовательно, число независимых констант, не-
обходимых для определения физического свойства, равно числу не-
зависимых компонент тензора. Видно, что число таких ком-
понент равно шести: три задают масштаб вдоль осей характери-
стической поверхности, а три определяют ориентацию ее осей.

1) Иногда используется другой выбор системы координат; ось второго
порядка параллельна оси хз.
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5 6. Величина, характеризующая свойство в данном
направлении

1. Определение. При рассмотрении свойств кристаллов, описы-
ваемых тензорами второго ранга, часто употребляются такие выра-
жепия, как у,электропроводность в направлении [100]“ или ,,воспри-
имчивость в направлении [112]" (или в других направлениях). Понятие
значения свойства в заданном направлении нуждается в точном опреде-
лении, поскольку в общем случае векторы могут быть не параллельны.

Возьмем в качестве примера электропроводность (фиг. 7). При-
ложим к кристаллу поле Е. Тогда, вообще говоря, возникнут
компоненты _і как параллельная, так и перпендикулярная Е. Электро-
проводность 'с в направлении Е определяется тогда как парал-
лельная Е компонента _і, деленная на
Е, т. е. хинди/Е. Если приложено единич- 11
ное поле (Е: 1), то электропроводность с
в направлении Е просто равна 1'". Это оп-
ределение принято потому. ЧТО именно 1'"
легко находится из эксперимента. Рассмотрим
для примера эксперимент, при котором кри- Е
сталлическая пластинка помещается между
параллельными плоскими электродами сде- фиг” 7' Векторная схе'І Ма, ПОКЗЗЫВШОІЦЗЯ, ЧТО
ланными из хорошо проводящего материала. удельная электропровод-
Если мы разделим ток, текущий через грани ИОСтЬ В НапраВлЄНИИ Е
пластинки, на разность потенциалов между Равда ін/Е'
ними, то получим электропроводность, а от-
сюда и удельную электропроводность. Можно доказать, что измерен-
ная таким образом величина есть удельная электропроводность в на-
правлении, перпендикулярном граням пластинки. Теория соответ-
ствующего эксперимента для теплопроводности подробно описана
в гл. ХІ, 5 З; в книге приведено много подобных примеров.

Если р,=Ѕ,<1, то для нахождения величины Ѕ, характед
риву/ощеи свойство [ЅЦ] в определенном направлении, нужно при-
ложить с] в этом направлении и измерить величину рн/о; здесь
р"_компонента р. параллельная а. ч

2. Аналитические выражения. Взяв электропроводность в каче-
стве типичного примера, выведем теперь аналитическое выражение
для ее значения в заданном направлении.

1) Выражение для электропроводности при приведении к глав-
ным осям. Возьмем главные оси удельной электропроводности в ка~
честве осей координат. Пусть заданное направление имееет напра-
вляющие косинусы ІІ, 12, [3. Эти косинусы являются компонентами
вектора единичной длины (единичного вектора) ІІ. Приложив поле Е
в этом направлении, мы имеем

Е: [11Е, 12Е, 13231.
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Следовательно, согласно уравнениям (1.31).

_і: [0111Е, адІ2Е,оЗІзЕ].

Компонента _і, параллельная Е, равна сумме компонент _і, спроекти.
рованных на направление Е, т. е.

1" = еїщв +1362Е+ 120313.
Таким образом, о-значение удельной электропроводности в на-

правлении Іі, выражается в виде
а =1ї01+1502+1ё63. (1.32)

Важный частный случай уравнения (1.32) имеет место для группы
оптически одноосных кристаллических систем (тетрагональной, гекса-
гональной и тригональной). Используя табл. 8. получаем из уравне-
ния (1.82) о

с: а(11+1€)+<›313= 61(1~-1ё)+<›312,
с = с:1 зіп2 6 +63 соз2 6,

ИЛИ

где В-угол между І,- и главной осью симметрии Оха.
2) Уравнение для электропроводноєти при приведении к про-

извольным осям. Чтобы найти выражение, соответствующее выра-
жению (1.32) в случае произвольных осей. поступим следующим обра-
зом. Пусть теперь Іі-направляющне косинусы поля Е относительно
произвольных осей, т. е. 1=ЕІГ Компонента _і, параллельная Е,
есть (_і - Е)/Е, или в тензорном обозначении (1151)/131). Следовательно,
удельная злектропроводность в направлении Іі определяется формулой

__ 1'151 ___ чіЕіві
°“_ т _* 122 '

или
а=еиІ,І]. (1.33)

Мы получили общее уравнение для а, частным случаем которого
является уравнение (1.32). '

Иногда удобно выбрать новые оси координат х; и направить одну
из них, скажем хї, в направлении 1,, Тогда, используя таблицу на-
правляющих косинусов (1.11), мы видим, что ІІ: ап. Поэтому уравне-
ние (І.38) принимает вид

І
б=бііаііа11 = 011 (1-34)

в соответствии с уравнением (1.22). Следовательно, значение а в на-
правлении х; есть съ. Этот результат очевиден также из опреде-
ления 0:1.

1) См. определение скалярного произведения в приложении 1.
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Уравнения, подобные (1.32)-(1.34), можно написать для любого
свойства, описываемого симметричным тензором второго ранга; урав-
нения (1.33) и (1.34) справедливы и для несимметричного тензора.

5 7. Геометрические свойства характеристической
поверхности

І. Длина радиуса-вектора. Мы можем теперь найти геометри-
ческую интерпретацию о. Пусть Р_текущая точка эллипсоида

изображенного на фиг. 8. Если Ід-направляющие косинусы век-
тора ОР, то имеем

хі=гіи .
где ОР=г. Тогда, подставляя это выражение в уравнение (1.35),
получаем

2 _г оііІіІ1-_ 1
или, используя уравнение (1.33),

0'=_, Г=__-. 1.36`
гг 1/0 ( )

Мы уже встречали частный случай этого уравнения, когда полу-
чили, что радиусы-векторы в направлениях осей эллипсоида имеют
длину ІІІ/Ё- 1/'1/Є и 1/1/52-

\

Ф и г. 8. Характеристический эллипсоид
удельной электропроводности.

ЭЛЛИПСОИД ОПНСЫВЗЄТСЯ ураВНеНИеМ О'і]ХіХ]=1.

Такое же рассмотрение приложимо к любому свойству. описы-
ваемому симметричным тензором второго ранга. В общем случае

1 1
Ѕ=_- Г = ~__-; 1.37)

Ґ2 . 'І/Ѕ (

так что можно сказать, что длина г любого радиуса-вектора
характеристической поверхности второго порядка численно равна
единице, деленной на корень квадратный из величины Ѕ, харак-
теризующей физическое свойство в том же направлении.
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Случай, когда поверхность Ѕііхіх1=1 есть гиперболонд. Если
характеристическая поверхность Ѕііхіхі=1 является гиперболоидом,
приведенное выше рассмотрение остается справедливым, но длины
некоторых радиусов-векторов становятся мнимыми. Когда это имеет
место, удобно рассматривать поверхность второго порядка

Ѕііхіхі = _*1 ,

радиусы-векторы которой имеют действительные значения 1). Радиусы-
векторы этой поверхности второго порядка, очевидно, таковы, что

1 ІЅ=-~--. г=-_~. 1.38Ґ, Ґ:Ѕ ( )

Случай, когда поверхность Ѕцхдх1==1 есть мнимый ,эл/шт
соид. При этом, очевидно, также более удобно рассмотреть поверх-
ность второго порядка

Ѕі]хіхі=--1.

` которая является действительным эллипсоидом.
Итак, в общем случае мы используем действительные ветви по-

верхности второго порядка

и применяем соответственно уравнения (1.37) или (1.38) в зависимости
от того, встречает радиус-вектор действительную ветвь поверхно тей
Ѕііхіхі=+1 или Ѕ,іхіх]=--1. _

2. Свойство радиуса-вектора и нормали. Так же как в 5 6,
п. 2, мы используем в качестве примера удельную электропровод-
ность и будем считать Охі главными осями од. Как и прежде, пусть
Е= [115, 125, [35]; тогда

і: [ОІІІЕ, 02125, оЗІЗЕІ.

Следовательно, направляющие косинусы _і пропорциональны
0111, 0212, 0313.

Если Р есть такая точка на поверхности
2 2 2__оІхІ-і- о2х2+ о2х3__ І

(фиг. 9), что отрезок ОР параллелен Е, то Р=(г11, г12, гІЗ),
где ОР== . Плоскость, касательная к поверхности в точке Р, есть

г1101х1 + гІ2о2х2 + гізозх3 == 1.
Следовательно, нормаль в точке Р имеет направляющие косинусы,
пропорциональиые

[101, 1202, [803.

1) Если поверхность Ѕііхдхі=1 есть двуполостный гиперболонд, то
поверхность Ѕііхдх1==-1 будет однополостным гиперболоидом и наоборот.
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Поэтому нормаль в точке Р параллельна _і.
Этот результат, очевидно, носит общий характер. Если рі=$идў

то направление р для заданного а можно найти построением
параллельного 11 радиуса-вектора ОР характеристичесной ао-
верхности и затем восстановлением нормали к этой поверхно-
сти в точке Р.

Случай, когда поверхность Ѕііхіхі=1 является гилерболоидом.
Если поверхность Ѕііхіхі=1 является гиперболоицом, вектор, про-
ведениый из точки О параллельно о, может пересечь характеристи-
ческуго поверхность в мнимой точке. Тогда лучше, как и прежде,
рассмотреть поверхность второго порядка ЅдхіхІ--Щ- І. Если ра-
диус-вектор, параллельный вектору о, пересекает эту поверхность
в точке Р, то пормаль в точке Р параллельна р, как и в рассмотренном
выше. случае.

Ра]
нармаль

Фиг. 9. Схема, поясняющая свойство радиуса-вектора
и нормали характеристического эллипсоида.

изобраікено Центральное Сечение ХарактериСТиЧеСКОГО ЭЛЛИПСОНДЭ, С де -0 Р
жащее радиус-вектор ОР и опущепный из О перпендикуля к касательной
плоскости в точке Р. (На чертеже показан лишь след касательной плоскости.)

На фиг. 10 изображено главное гиперболическое сечение гипер-
болоида Ѕихіхі= 1. Действительная ветвь гиперболоида Ѕцхдхі= »_ 1
обозначена штриховой линией. Построение для определения направ-
ления р может быть выполнено для двух направлений (1, а именно
для направлений ОР и ОР'. Точка Р лежит на действительной ветви
поверхности Ѕихіх-=1 и нахождение направления р не вызы-
вает трудностей. Точка Р' лежит на действительной ветви поверхно-
сти Ѕдіхіх]=-1. Величина Ѕ для этого направления отрицательна
в соответствии с уравнением (1.38). Следовательно, компонента р,
параллельная о, отрицательна и поэтому вектор р направлен так,
как показано на фиг. 10. Если 11 поворачивается против часовой
стрелки от направления ОА, то, как можно видеть из фиг. 10, вектор р
поворачивается по' часовой стрелке. Когда Ч совпадает с асимпто-
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той, р становится перпендикулярным 11. После того как (1 пересечет
асимптоту, р продолжает поворачиваться (уже против часовой стрелки)
до тех пор, пока радиус-вектор не займет положения ОВ; тогда р
и к; становятся антипараллельными соответственно отрицательному
значению одной из главных компонент Ѕи.. Когда 11 продолжает
вращаться против часовой стрелки, р снова движется по часовой
стрелке; и в конце концов, когда 11 достигает ОС, оба вектора ста-
новятся параллельными; это соответствует положительному значению
одной из главных компонент Ѕді.

и г. 10. Схема, поясняющая свойства характеристической
поверхности второго порядка, являющейся гиперболоидом.

Кривая (1)-сеченне гиперболоида, описываемого уравнением

хї ё *ЁЅ 45.): =----_- ___:1'11 и 1 а а 2 '“1 “а “в

Ф

Кривая (2)-сечение гипероолоида, описываемого уравнением
2

Ѕ х х хї х: + хз == 1И * 1 а а:
Случай, когда поверхность Ѕііхіхі=1 является мнимым

эллипсоидом. Для определения направления р рассматриваем дей-
ствительный эллипсоид Ѕцх,хі=--1 и проводим такое же построе-
ние, как и прежде, за исключением того, что направление р теперь
будет совпадать с внутренней, а не с внешней нормалью.

3. Сводка геометрических свойств. Мы можем суммировать
рассмотренные два свойства характеристической поверхности второго
порядка следующим образом (см. фиг. 8 ~~10). Пусть р и 11-два
вектора, связанные через симметричный тензор второго ранга Ѕіі
соотношением рі: Ѕи-сіі. Построим действительные ветви поверхности
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второго порядка ЅЦ-хіхі: ±І. Отложим радиус длиной г, парал-
лельный а. Тогда:

1) Компопепта р, параллельная 9. задается соотношением р" =ЅЧ.
где Ѕ: ± І/гї; положительный знак берется, когда радиус отклады-
вается для поверхности Ѕііхдхі= 1. и отрицательный, когда он от-
кладывается для поверхности Ѕ,іхіх]=-І.

2) Направление р совпадает с направлением восстановленной
в конце радиуса-вектора нормали (внешней для поверхности Ѕцхіх1=1
и внутренней для поверхности Ѕихіх1= щІ)

Оба эти результата очевидны. когда вектор 11 параллелен одной
из главных осей.

РЕЗЮМЕ

І. Преобразование осей координат (5 2, п. І и З). Преобра-
зование одной ортогональной системы координат в другую задается
в сокращенной записи уравнением

,_хі-аихг (1.18)

2. Определение тензора (5 3). Тензор есть физическая величина.
КОМПОНЄНТЫ КОТОРОЙ ПреОбраЗуЮТСЯ СОГЛЗСНО уКаЗаНІ-ІЫМ НИЖЄ

ЗаКОНаМ_

3. Законы преобразования тензоров (табл. 2).
Для тензора нулевого ранга (скаляра): (р'=<р,
для тензора первого ранга (вектора): 1,12: аі 1.р 1..
для тензора второго ранга: ТЦ.: аШаЛТМ

и т. д. для тензоров высшего ранга.
Закон преобразования вектора имеет такой же вид. как и закон

преобразования координат. Закон преобразования тензора имеет
такой же вид, как и закон преобразования произведения координат
(5 2, п. 5).

4. Соотношение между векторами (5 1, п. І). Если векторы рІ
И Ч! СВЯЗЭНЬІ ЛИНЄЙНЬІМ СООТНОШЄНИЄМ

рі= ТЦЧІ, (1.9)

то коэффициенты ТЦ образуют тензор второго ранга (5 З).

Тензоры второго ранга

Б. Симметричные и антисимметричные тензоры (5 3` п. 2).
Тензор [ТЦ] симметричен, если Т,]-=Т]-і, и аптисимметричен, если
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6. Главные оси (5 4, п. І). Симметричпый тензор [Ѕи] имеет
главные оси; при приведении к этим осям тензор имеет вид

3,00*
0320 _

_оозз_

Линейные соотношения рі=8і111І в этом случае упрощаются
(5 4, п. 2) и записываются следующим образом:

Р1= 81111» ра = 52112, Ра = ЅзЧз-

7. Величина, характеризующая свойство в данном направле-
нии (5 6, п. І). Если рі=Ѕііоі, то величину Ѕ, характеризующую
физическое свойство [Ѕіі] в любом произвольно выбранном направ-
лении. можно определить, прилагая о в этом направлении и измеряя
величину рн/о, где р'І-компонента р, параллельная (1. Величина Ѕ
в направлении Іі определяется уравнением (ё 6, п. 2)

или, при приведении к главным осям,

Ѕ=Ѕл+82а+8л
Если ось Ох; направлена в выбранном нами направлении, то

ІЅ-ЪЅІІ.

8. Характеристическая поверхность второго порядка (ё 4).
Характеристическая поверхность для симметричного тензора [Ѕц]
определяется уравнением

Ѕдхдхі= 1, (1.26)

или, при переходе к главным осям (ё 4, п. 1),

ЅІхї+ЅгхЁ+ЅЗхЁ= І. (1.28)

Свойство радиуса-вектора (ў 7, п. І). Радиус-вектор г харак-
теристической поверхности связан с величиной Ѕ, характеризующей
свойство в данном направлении, соотношениями

Ѕ= -1_, Ґ = 1~.
г2 1/8

Свойство радиуса-вектора и норма/ш (5 7, п. 2). Если р1= 811.9,
и если радиус-вектор ОР характеристической поверхности проведен
параллельно 11, то направление р совпадает с направлением нормали
в точке Р.
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Появления мнимого радиуса-вектора можно избежать. выбрав
поверхность второго порядка

и изменив соответствующим образом знак (5 7, п. З).

9. Влияние симметрии кристалла (ё 5). Форма и ориентация
характеристическои поверхности второго порядка для свойства кри-
сталла, описываемого тензором второго ранга, определяется кристал-
лографической симметрией в соответствии с принципом Неймана
(см. табл. 3).

ЗАДАЧИ
1. 'Пусть р, и (11-векторьь тогда р1/є11, рг/Чв и рз/Чз-три числа, зна-

чения которых можно определить в любой системе координат. Будут ли эти
числа компонентами вектора?

. В чем ошибочность следующего умозаключения: способность вызывать
дифракцию рентгеновских лучей есть физическое свойство кристалла. С по-
мощью рентгенограммы можно определить пространственную гр пп кри-
сталла. Но принцип Неимана гласит, что симметрия физического свойства
зависит от точечной группы кристалла. Следовательно, принцип Неймана
неприменим к дифракции рентгеновских лучей.

За. Тензор удельной электропроводности [сд] некоторого кристалла имеет
следующие компоненты в системе координат х1, ха, хз:

_” 25- 107 0 0

[6111= 0 1.107 _(зУЮ- то?
о -(31/З)- то? 13- 101

Электропроводность выражена в системе МКЅ (ом-1-м-1). Затем оси
преобразованы к новой системе хї, хз, ха, заданной следующими углами:

1110111 = о°, 1:;0112 = зо°, 14011з = во°. 11;о1гз = зо°.
Составить таблицу типа (1.11) для этого преобразования и проверитьІ

что суммы квадратов щ; в каждом столбце и каждой строке равны
единице.

ІЗб. Определить значения компонент зі] и объяснить полученные ре-
зультаты.

І ІЗв. Начертить на новых осях х2 и хз сечение эллипсоида электропро-
ы ІВодности (характеристическои поверхности) плоскостью х1=0, учитывая,

что это главное сечение. Нанести на чертеж старые оси хз и хз.
Зг. Провести радиус-вектор ОР в направлении, направляющие коси-

нусы которого в старой системе координат равны (О, 1/2, Ґ3/2). Измерить
длину этого радиуса-вектора и найти отсюда электропроводность в этом
направлении.

Зд. Проверить последний результат аналитическн.
Зе. ПредположитьІ что электрическое поле напряженностью 1 в/м при-

ложеио в направлении ОР. Вычислить компоненты Е, вдоль осей хд, а отсюда
определить компоненты плотности тока 1,.

4 Дж. Нат!
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3ж. Отложить эти компоненты _ід в выбранном масштабе на осях х1, ха,
х., и затем определить графически величину и направление результирующей
[ІІЮТНОСТЦ Тока.

33. При том же заданном электрическом поле, что и в задаче Зе, повто-
І

рить те же вычисления, заменив оси хд осями хі и пользуясь зна-
І

чеинем аіі, найденным в задаче Зб. Сравнить результат с результатом,
полученным в задаче Зж.

Зи. Сравнить найденное направление результирующего тока с направ-
лением иормали к эллипсоиду электропроводности в т к .

Зн. Найти графически параллельную ОР компоненту результирующей
плотности тока и затем найти а в этом направлении. Сравнить это значение
со значениями, найденными в задачах Зг и Зд.



Глава ІІ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
И ТЕНЗОРЫ ВТОРОГО РАНГА

Эта глава составляет математическое дополнение к гл. І, И
желающие перейти прямо к физическим приложениям могут пропу.
стить ее и приступить к чтению гл. ІІІ. Здесь мы вернемся снова
к некоторым вопросам, разобранным. в гл. І, и продолжим их рас-
смотрение.

5 І. Преобразование осей координат

І. Соотношения между направляющими косинусами. В гл. І.
5 2, п. 1 было отмечено, что преобразование от одной ортогональ-
ной системы координат Охі к другой системе Ох; задается таблицей

х1 Ха хз

х; а11 а112 1113

х; а121 “за дав
І

хз а31 два аза

. (2.1)

где девять коэффициентов а, не являются независимыми. Это ясно
видно из рассмотрения числа степеней свободы преобразования. Если
оси ОхІ, Ох2, Охз заданы, то для определения направления Ох;
необходимо знать два угла, например широту и долготу. Новые оси
могут быть еще повернуты вокруг Охї, следовательно, надо знать
еще один угол-угол поворота вокруг Охї. Таким образом, для
определения преобразования нужны только три независимые величины,
поэтому должны существовать шесть независимых соотношений между
девятью коэффициентами аіі.

Так как каждая строка таблицы (2.1) представляет собой три
направляющих косинуса прямой линии по отношению к ортогональ-
ным осям ОхІ, Оха, Оха, то имеем

аї1+аї2+аїз= 1, т. е. а,,га“`,=1; (2.2а)
аёі+аїз+аёз= 1, т. е. дадите: 1; (226)

а21+а32+а23= 1, т. е. аздазд: 1. (2.2в)
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Следовательно,
аигад = 1, если 1:1. (2.3)

Так как каждая пара строк таблицы (2.1) представляет собой
направляющие косинусы двух взаимно перпендикулярных прямых, мы
имеем

,021031 + а2251132 + агзазв = 0› т- е- 0212031: = О; (2-43)
а2115511 + а324112 + азза1з = О» т- е- (із/гаи: = О; (2-46)
а115121 + а12022 + а15151211 = 01 т- е- дцазь = 0 (2-43)

(ср. скалярное произведение двух взаимно перпендикулярных векторов).
так,

а,,еа],`,=0, если іэЬІ. (2.5)
Уравнения (2.3) и (2.5), называющиеся соотношениями ортого-
нальности, могут быть сведены к простому уравнению

“недуг = 511'» (2-6)
если ввести новый символ 8,] (символ Кронекера), определяемый
следующим образом:

1 (1:1'),
8 = 2.7
ц { О (ічёі) ( )

Замечая, что каждый столбец таблицы (2.1) также содержит
направляющие косинусы трех взаимно перпендикулярных прямых, на
этот раз относительно осей Охї, мы получаем шесть аналогичных
соотношений ортогональности и для обратного преобразования

адіащ=ёіг (2.8)

Однако можно видеть, что эти соотношения не независимы от соот-
ношений (2.6), так что они не содержат по существу никаких новых
сведений.

Замечание о матрицах. Если выписать в виде таблицы значе-
ния 8,1, то получится единичная матрица

511 512 513 1 0 0
5,1: 521 522 523 == 0 1 0 . (2.9)

Мы заключаем матрицы в круглые скобки, чтобы отличить их от
тензоров, записанных в виде таблиц. Если [ТЦ] обозначает всю
таблицу компонент ТИ, то (би) означает всю таблицу компонент 81,.

Мы ввели уже две таблицы, (аіі) и (БЦ), названные нами матри-
цами. Теперь следует разъяснить различие между матрицами и тен-
зорами. Матрица-это по существу математическое понятие; она
представляет собой прямоугольную таблицу чисел. (Случайно оказа-
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лось, что обе рассмотренные нами матрицы были квадратными;
однако позднее мы встретим иные, прямоугольные матрицы.)

Наоборот, тензор есть по существу физическое понятие, ибо,
как мы уже видели (см. стр. 29), тепзор является физической вели-
чиной (например, электропроводпостью). Формальное сходство между
матрицами и тензорами возникает вследствие того, что для изобра-
жения тензора необходимо использовать матричпую таблицу коэф-
фициентов. Мы видели, что для заданного тензора второго ранга
матрица коэффициентов принимает различную форму в зависимости
от выбора осей координат. Все тензоры могут быть изображены
с помощью матриц (и для тензоров второго ранга такой способ

ї, ше 6

Ф иг. 11. Две ориентации систем координат.
а~ПраВаЯ Система; 6- ЛеВЗЯ Система.

представления особенно естествен); однако не все матрицы обяза-
тельно представляют тензоры.

Свойство матрицы (811.). Пусть рі есть і-я компонента вектора.
Образуем выражение ёіірі и произведем суммирование по і. Подстав-
ляя значения би, получаем

ВііР1=Рг
Следовательно, умножение рі на 8,1. приводит к замене индекса і
индексом 1'. Аналогично,

811171=Рг
Тем же способом получаем для компонент тензора Т]-І

БііТі1=Ти и 811Т11=Т11~
Благодаря этому удобному свойству (ВЦ) иногда называют матри-
цей замещения.

2. Значение |аи|. До настоящего момента у нас не было необ-
ходимости определять, какая система координат используется-пра-
вая или левая. Теперь нужно установить различие между ними. На
фиг. 11, а показана правая система координат, а на фиг. 11,6-левая.
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Можно видеть, что в случае правой системы при движении по пра-
вилу правого винта вдоль положительного направления оси хІ ново-
рот на 90° совмещает ось х2 с осью хз; аналогично, поворот на 90°
при движении по правилу правого винта вдоль положительного
направления х2 совмещает х3 с х1 (ииклический порядок), а поворот
на 90° при движении по правилу правого винта вдоль положитель-
ного направления хз совмещает х, с ха. Для левои системы
остается справедливым то же самое рассуждеиие, если движение по
правому винту заменить движением по левому.

Введение левой системы координат-печальиая необходимость,
связанная с тем, что мы должны рассматривать такие операции сим-
метрии, как отражение в плоскости и инверсия в точке, которые
изменяют правую систему на левую (или наоборот). Покажем теперь,
что детерминант 1) матрицы преобразования (ад), который мы запи-
шем в виде [1111], равен +1 или -І, в зависимости от того,
остается ли при преобразовании система координат правой (левой)
или изменяется на левую (правую) [58].

Мы имеем
дп' 012 “та

[ад-І: “21 “22 “23 21111 (авеазз'_ааздза)+
1131 4332 “вв

+а120123031 _ аатазз) + а13 (1121032 _ 022030- (2. Ю)

Решая (2.46) и (2.4в) относительно ап, 1112 и 1113, получаем

а'11 = а'12 = “18 = ___ _]_-_ (2 І 1)

азадазч “331122 “331121 _- дзІдвз 04311122 _- дзааат їг '

1) Детерминант матрицы с двумя строками и двумя столбцами [(2 >< 2)-
матрицы] называется детерминантом второго порядка и определяется

следующим образом. Детерминаит означает выражение (ті-де).

Детерминант (8×3)-матрицы, называемый деторминантом третьего по-
ря ка, может быть определен через детерминанты второго порядка сле-
дующим образом. Детерминант

а 11 с
а е і
5; Іт Іє

равен
ті е
8 71.

Определения детерминантов высшего порядка могут быть даны аналогично
Общее определение приведено в примечании 2 на ст . 189. Более подроб-
ные сведения о детерминаптах см. в книгах [2,381. (См. также [106, 1131.-~
Прям. переа.)

ае'і-І)
І1іс ЁЁЫ
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где Іг --константа. Следовательно, подставляя значения 012211331- (123032)
и т. 11. в уравнение (2.10), имеем с учетом (2.221)

Іаіі І І ,а (аїт + “їе +Цї3) = Іг"
Теперь уравнение (2.1 1) дает

дїт + “ї2 + “із __ _
(11321123 *~ 11331122)2 + (11331121 _ 11311123)`2 + (11311122 _ 11321121)`2 _ 112 '

Следовательно, используя (2.2а), получаем

(11321123 _* 11231122)2 + (11331121 _- 11311123)2 + (11311122 _ 11321121)2 = 112-
Иёпользуя общее тождество

(дс' _- са')2 + (са' -- ас')2 +(ао' __- аа')2 =
= (ац- д2+ а) (а/Юг аэ+ из) п- (аа/ +ы/ + 0002,

Приводим найденное выражение к виду

(0:1 + “32 + а2:3) (031 + “за + а33) _ (аташ + а326122 + аззаез)2 : *2'

Но, согласно (2.26), (2.2в) и (2.4а), левая сторона этого уравнения
равна единице. Поэтому

ЁІНЗЙ- = ± 1. (2.12)

Если две строки |аїі| меняются местами, то знак детерминанта
изменяется. Следовательно, знак [ад-І зависит от выбора нумерации
осей. Рассмотрим сначала преобразование, оставляющее оси неизмен-
ными, которое называется тождественным преобразованием:

1 0 0

(1117): 8 (1) (1) =(81і)

[согласно уравнению (2.9)1. В этом случае, очевидно, ]а,]]=+1.
Теперь представим себе, что новая система координат поворачивается
относительно старой. Так как все ай- изменяются непрерывно, то
значение [ад-І не может измениться скачком от +1 к _1; отсюда
заключаем, что при любом преобразовании, являющемся простым
поворотом осей, [ац- | =+ 1. Любая правая система координат может
быть совмещена с любой другой правой системой соответствующим
поворотом; то же самое справедливо для любых двух левых систем.
Итак, для преобразования, при котором правая система коорди-
нат остается правой, а левая-левой, |ац|=+ 1.

Рассмотрим теперь преобразование
-1 0 0

(01): 0 1 0

І 0 0 1
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которое дает х;=-- хі, х{_,= хг, х;=.›с3 и для которого Іац|=-І.
Из фиг. 11 можно видеть, что это преобразование изменяет правую
систему на левую (и наоборот). Теперь представим себе, что новая
система координат поворачивается. Детерминант Іаі | не может из-
мениться скачком и поэтому остается равным -{. Если старая
система координат-*праващ такой поворот переведет новую систему
в левую любой желательной ориентации. Аналогичное рассуждение
справедливо, если старая система является левой, а новая-правой.
Отсюда следует, что для преобразования, при котором правая
система координат становится левой. а левая-правой.
[ад = _1 1 .

Положив в уравнении (2.11) Іг==± 1, мы находим еще одно
полезное свойство

ап = ± (022033 _ джаза)

012 = ± (0235131 _ джаза): (2'13)

а'13 = ± (джаза __ аааазд~

Здесь перед скобками будет стоять знак плюс, если преобразование
оставляет правую систему правой (или левую левой), и знак минус-
в противоположном случае. В общем случае каждый коэффициент а”
равен его минору в детерминанте |ац[, взятому со знаком плюс или
минус.

5 2. Векторное произведение. Полярные и аксиальные
векторы

В векторном анализе принято для двух заданных векторов р и с]
определять вектор, называемый векторным произведением р >< а.
В связи с этим понятием возникают некоторые трудности и особен-
ности, которые нам необходимо сейчас обсудить.

В данной книге мы определим векторное произведение векто-
ров рі и о, как величину

И; = -т,+т;- (2.14)

Легко показать, что У” подчиняется закону преобразования тен-
зора второго ранга [см. (1.22)]. Мы можем также видеть, что

Уі/ = _ (_ 1711114- 171111) = _ Ул.

1) Детерминант [ад-І равен тройному произведению (а'д'о'), определен-
ному как (а'><д') ' г е а', Ь' І---единичные векторы, параллельные, ,
осям Охд. Однако для доказательства того. что |аи|= ± І, нужно опреде-
лить знак векторного произведения, поэтому мы отложим это рассмотрение
до
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Следовательно, [УЦ] есть антисимметричпый тензор второго ранга.
Выписывая его в развернутом виде, имеем

0 - (тяг_то (11301 -рщы _
[Уді] = (РІЧа_ ,0291) 0 _” (РаіІз _ Рада) . (2.15)

__ (113111 - 111113) (112113 Ц 103112) 0 _
ЭТО Выражение МОЖНО ЗаПИСаТЬ В ВИДЄ

_ 0 -г3 г2 _
га О -г1 ,

__* Ґ2 Ґ1 0 _.
где

ї1=Р2Ча_РзЧг- їа:РзЧ1-“Р1Чз› Ґ3=Р1Ч2_Р2Ч1- (2-16)

Мы приписали отрицательные знаки членам, стоящим в верхней по-
бочной диагонали, чтобы сохранить циклический порядок в (2.16).

В векторном анализе г1, г2, га рассматриваются как компоненты
вектора г, однако мы сейчас покажем, что они не образуют вектора
в смысле данного нами определения (см. стр. 29).

ІІІТри п/ереходе от осей х, к осям хі векторы рі и Чі переходят
в рі и 11,. Если уравнение (2.16), определяющее тд, продолжает
оставаться в силе для новых осей, то

ї; = рад; _" 1029; = азіргазуаі _ “зуд111219: = ааіаз; (1719;_ 13191);

[здесь использовано уравнение (І.ІЗ)]. Записывая это выражение
в развернутом виде, получаем, что каждый член, стоящий в скобках,
войдет дважды с противоположными знаками. Следовательно,

ї; : (агаазв _ агзазг) (РеЧз _" 17392) + (41235131 "_ а211133) (17391 _ Р1Чз)+

+(11211132 _” азадал) (9192 '_ 17291)-
Используя уравнения (2.13) и І(2. 16), получаем

її: ± “111.1 ± аІ2Ґ2 ± аІаҐЗ. (2.17)

Здесь положительные знаки берутся при преобразовании, оставляю-
щем правую систему правой (или левую _- левой), т. е. при [ад] І = + 1,
и отрицательные знаки-при преобразовании, переводящем правую
систему в левую (или наоборот), т. е. при |аі1|=_ 1. Аналогичные
уравнения можно написать для г; и їа. Следовательно, мы получаем

г; = ± ацгії! (2.18)

Если бы в уравнении (2.18) не были возможны отрицательные
знаки, то г1, гг, га преобразовались бы подобно компонентам вектора,
а следовательно, были бы таковыми. Однако при переходе от правой
системы координат к левой (или наоборот) компоненты гд, гг, гз
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изменяются так, что для них не выполняется закон преобразования
компонент вектора І

рі = (ІІ/р). (2.19)

Величины, которые преобразуются согласно правилу (2.18), назы-
ваются аксиальными векторама. Истинные векторы, которые пре-
образуются согласно правилу (2.19), могут быть названы полярными
векторамн, когда необходимо провести четкое различие.

Сделанные нами выводы можно суммировать следующим образом.
Векторное произведение двух полярных векторов не представляет
собой истинного (полярного) вектора, а является антисимметричным
тензором. Этого можно ожидать на основании уравнения (2.14) 1).
Три независимые компоненты антисиммегричного тензора, обозначен-

ные через гі, преобразуются согласно
/ закону (2.18) и образуют так называе-

Гэ мый аксиальный вектор.
/ Полярный вектор можно предста-

вить стрелкой, имеющей определенное
а 6 направление (фиг. 12,11). Прежде чем

фид 12 Символические и30_ изобразить подобным способом аксиаль-
6ражения полярного вектора (а) ный вектор, необходимо ввести опре-

И ИКСИШІЬНОГО ВЄ-(Тора (б ~ деление нраво- и левовинтового движе-
ния. Рассмотрим, например, как в век-

торном анализе задается направление векторного произведения двух
векторов. Векторное произведение р >< 11 определяется как ра Ѕіп 0 - І,
где д-угол между векторами р и (1, а І-единичный вектор, пер-
пендикулярный р и с] так, что р, с] и І образуют правую систему.
Иначе, векторное произведение р и с] определяется как вектор, ком-
поненты которого в правой системе координат имеют вид:

[РаЧз _рзЧг› 173111 _РтЧз: 19142 _раЧЦ-

Примерами аксиальных векторов являются угловая скорость, мо-
мент количества движения, момент силы, ротор полярного вектора.
На фиг. 12,6 дано представление аксиального вектора, не зависящее
от выбора положительного направления винтового движения. Аксиаль-
ный вектор изображается отрезком прямой определенной длины и
определенной ориентации, которому приписывается вращение в ту
или иную сторону.

Чтобы пояснить различие между величинами, символически изо-
браженными на фиг. 12,а и б, отразим каждый символ в плоскости,
перпендикулярной их длине. Легко проверить, что при этом символ,

1) Случайно оказалось, что в трех измерениях антисимметричный тензор
второго ранга имеет такое же число независимых компонент, как и вектор,
но это несправедливо для любого другого числа измерений. Так, например,
четырехмерный антисимметричный тензор второго ранга является таблицей
4>< и имеет 6 независимых компонент, тогда как четырехмерг-гый вектор
имеет только 4 компоненты.
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изображающий полярный вектор, изменит направление на обратное,
а символ аксиального вектора останется неизменным. Если же отра-
зить каждый символ в плоскости, параллельной их длине, то резуль-
тат будет обратным.

Опншем теперь способ построения символа аксиального вектора
по известным компонентам. Чтобы изобразить аксиальный вектор,
имеющий в некоторой системе координат компоненты г1, г2, га, про-
ведем из начала координат прямую, проекциями которой на оси
являются ц, гг, гз. Если система
координат правая, то положитель-
ное направление этой прямой будет
определяться движением по правилу
правого винта из начала координат.
Если система левая, то положитель-
ное направление прямой определяется
движением по правилу левого винта.
Для иллюстрации этих рассуждений
представим себе І(фиг. 13), что мы
построили символ ОН аксиального
вектора с компонентами ц, гг, їз
в некоторой правой системе осей ОхІ,
Охг' Охз' Допустим* что Зды теперь Фи г. 18. Преобразование акси-
перешли к новой, левои системе ального вектора при переходе От
координат. заданной преобразова- правой системы координатклевой.
нием аііІ- Й- (т. е. изменили на-
правление всех осей на противоположные). Новые компоненты
в соответствии с уравненнем (2.18) будут иметь вид

,___ __- __.гі _ ацїі _ 8,111. __ тд,

а следовательно, останутся неизменными. Отрезок ОІЧ', который мы
проведем из начала координат, чтобы изобразить вектор, имеющий
эти новые компоненты, будет направлен противоположно ОК, но
иметь ту же самую длину. Так как система координат теперь левая,
то положительное направление ОЁ' определяется правилом левого
винта. Легко убедиться, что построенное новое изображение не отли-
чается от первоначального (за исключением трансляции, которая нас
не интересует). Итак, символ, изображающий аксиальный вектор, дей-
ствительно остается неизменным при любом преобразовании осей коор-
динат, что, очевидно, является необходимым свойством такого символа.

5 8. Главные оси тензора
Мы отмечали без доказательства в гл. І, ё 4, п. 1, что, произ-

водя замену осей, можно упростить уравнение характеристической
поверхности второго порядка

Ѕцхіхі= І. (80:811) (2.20)
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и привести его к виду
2 2 2 ___Ѕ1.›с1 + Ѕгх2 _і-Ѕзхз _ 1.

Этот вопрос заслуживает дальнейшего обсуждения.
Для удобства будем считать определяющим свойством главных

осей то обстоятельство, что в точках их пересечения с характеристиче-
ской поверхностью нормаль к поверхности параллельна радиусу-
вектору. Обозначим через Р точку на характеристической поверх-
ности, заданной уравнением (2.20), а через Хит-вектор ОР. Тогда,
если мы образуем вектор ЅііХі, то в соответствии со свойством
радиуса-вектора и нормали характернстической поверхности этот
вектор будет параллелен нормали в точке Р. Условие того, что
радиус-вектор и нормаль должны быть параллельны, есть условие
пропорциональности их соответствующих компонент, т. е.

3,729.: хХ, (2.21)
где )\_константа. Соотношение (2.21) представляет собой систему
трех линейных однородных уравнений в переменных Хі. Эта система
имеет отличное от нуля решение лишь в том случае, если детерми-
нант, составленный из коэффициентов уравнений [обозначим его
через Р ()\)], равен нулю. Тогда получаем

Ѕ11 _- А 512 331
Р (Ж) Е 812 522 _ А 523 = 0, (2.22)

' 531 523 Ѕзз _- А
ЧТО КрЗТКО МОЖНО ЗШІИСЗТЬ В ВИДЄ

Р(х)-=-|Ѕ,і_хв,,|=0. (2.23)
Это кубическое уравнение для Ж называется вековым уравнением.
Три его корня (обозначим их через Х, Ж” и Ж'І') дают три возможных
значения А, при которых система уравнений (2.21) имеет отличное
от нуля решение 1). Каждый из корней определяет направление,
в котором радиус-вектор поверхности второго порядка параллелен
ее нормали, т. е. определяет направление одной из главных осей.

Можно показать, что эти три направления взаимно ортогональны.
Рассмотрим любые два из них, определяемые, например, корнями 7/
и Ж". Обозначим соответствующие радиусы-векторы через Хі' и Хії'.
Тогда І І І

ЅЦХ1=ЖХР (2.24)
ЅЮХ; = (ІХ1'. (2.25)

1 Можно доказать (см. [36]), что так как по определению все 8,,- веще-
ственны, то и все три корня А', А” и И” будут вещественны.
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Умножая уравнение (2.24) на ХЁ', а уравнение (2.25) на Хі' и вы-
читая одно из другого, получаем

зіі (х;.х;' _ хўхі') = (м _щ х;х;/.

Так как Ѕ-=Ѕ--, то левая часть этого авнения авна н лю.і] 11. у
Поэтому

(м ~ К') Х;Х;' = 0.

Отсюда, если Ж'ЧЬЖ", то скалярное произведение Хі' и Х; равно
нулю; следовательно, оба вектора взаимно ортогональны.

Направления главных осей. Направления трех главных осей Хі',
Х: и Х'і” могут быть найдены в конкретном случае следующим об-
разом. Сначала решаем уравнение (2.22) относительно Ж. Затем
с одним из найденных значений Ж, скажем Ж', образуем три уравне-
ния (2.24) и реш_аем их для отношений Х1:Х; : Хё. Повторяя эти
операции со вторым корнем, например Ж", находим Х'1':Х;:Х;.
Третье направление Х'1”: ХҐд” : Хё" может быть теперь найдено по-
строением перпендикуляра к первым двум.

Этот метод нахождения направлений главных осей включает реше-
ние кубического уравнения и не очень удобен при численных рас-
четах. В общем случае для получения численных результатов лучше
использовать метод последовательных приближенийІ как это описано
в гл. ІХ. Для двумерного случая задача значительно упрощается
и будет рассмотрена нами в 5 4 данной главы.

Длины главных осей. Умножим обе части уравнения (2.24)
на Хі'. Тогда получаем

І І ___ І І І_ЅиХіХі _ЖХіХі _1

согласно уравнению (2.20), так как ХІ.І есть радиус-вектор. Следо-
вательно, длина радиуса-вектора, соответствующего корню Ж, опре-
деляется выражением

_ 11/Х;х;=7ї7.

Обозначая длины главных осей, как и прежде, через І/І/Ѕї, 1/]/$_`,
1/1/ Ѕз и связывая Ж' с Ѕ1 и т. д., получаем, что

)\І=ЅІ, )\”:Ѕг, ЖІІІІЅЗ. (2.26)

Таким образом, три корня уравнения (2.22) являются тремя
главными коэффициентами ЅІ, 82, Ѕз.
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ДЛЯ ОбЛеГЧеІ-ІИЯ ЗаПОМиНаНиЯ МОЖНО ОТМеТиТЬ, ЧТО если ПОВЄРХ-

ІІОСТЬ ВТОрОГО Порядка уЖе ПриВеДеНЗ К ГЛаВНЫМ ОСЯМ, ТО ВЄКОВОЄ

уравнение УПрОЩаЄТСЯ и Принимает Вид

81-1 0 0
0 Ѕд-А О =0,
0 О Ѕз-Ъ

($1_7\)(32-7\)(Ѕз*-Ю=0.

и равенство корней коэффициентам ЅІ, 82, Ѕз очевидно.

5 4. Построение окружности Мора

Следующее полезное построение, предложенное О. Мором
(1835*1918 гг.), обычно употребляется инженерами при анализе
тензоров напряжений и деформаций (см. гл. У и УІ), однако его
удобно использовать также и для любых других тензоров второго
ранга.

1. Поворот вокруг главных осей. Часто случается, что мы хотим
преобразовать компоненты симметричного тензора второго ранга от
одной системы координат к другой, получающейся из первой про-
стым поворотом вокруг одной из осей координат. В этом случае
уравнения преобразования сильно упрощаются.

Предположим, что оси Ох; получаются из осей Охі, как пока-
зано на фиг. 14,11, поворотом вокруг Охз на угол 9, измеряемый
от Ох1 в сторону Охг. Тогда в соответствии с определением ад
(см. гл. І, 5 2, п. 1) имеем

ап 1112 ан сов 0 ЅІп 0 0
(ди) = 1121 1122 ага = -- эіп 0 сов 0 О . (2,27)

ды два дзз 0 0 1

Чтобы упростить изложение, рассмотрим сначала случай, когда
ОхІ. Ох2, Оха-главные оси тензора [811]. Тогда имеем

_Ѕд 0 О*
0520

_оозь
[Ѕіі] =

Компоненты тензора в системе Ох; вычисляются с помощью уравне-
ния (1.22)

І І ІЅ11 = ато/,18ІгІ (5,1 = 81.1). (2.28)
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Используя значения а” и Ѕц, находим, что преобразовапный тензор
имеет вид _

811 822 0
512 5.22 о .

_ 0 0 Ѕз_

8:1 = Ѕ1 соЅ2 0 +82 зіп2 0,

522 = Ѕ] зіп2 0 +82 сов2 В, (229)
8:2 = - Ѕ1 Ѕіп 0 соз 0 +82 Ѕіп 0 соз 0.

Заметим, что изменились только четыре компоненты в левой верхней
части тензора. Уравнения (2.29) можно записать в виде

1 1
8:1 = _2'(Ѕ1 +82) '_ ї(83 _- ЅІ) СОЅ 20,

1 1 1
$22=_2'(Ѕ1+82)+ї(82_81) (105 20, (230)

` 1
Ѕ;2= ї (82 *81)(305 20.

Полученный результат можно представить графически (фиг. 14,6).
Предположим, что 81 < 82. Отметим на горизонтальной оси две
точки Р и (2 на расстояниях от О, равных соответственно Ѕ1 и 52.
Проведем затем окружность с центром С, взяв РС) в качестве диа-
МЄТРЗ- Построим радиус СК так, чтобы угол между СК и СС), изме-
ренный против часовой стрелки, составлял 20 (угол 0 определяется
так же, как и на фиг. 14,11). Тогда, так как ОС=1/2(ЅІ+82) и
Сд='/2 (82-51), на основании уравнений (2.30) получаем, что
координаты точки [2 в системе координат, изображенной на чертеже,
бУдУт РЗВНЫ 522 и 812. Если продолжить КС до пересечения с окруж-
ностью в точке Т, то абсцисса Т равна 811. Это построение, назы-
ваемое построением окружности Мара, дает наглядНуЮ КаРТШ'Уизменения 811, 8'22 и 8:2 при повороте осей координат.

Когда Ох; на фиг. 14,11 поворачивается от Ох1 к Ох2, угол 0
изменяется от 0 до 1/21: и К движется вдоль верхней половины
окружности, изображенной на фиг. 14,6, от О до Р. Очевидно, что 8:1
и Ѕ;2 всегда имеют промежуточные значения между Ѕ1 и 82 и дости-
гают экстремальных значений, когда точка К совпадает с Р или (2,
т. е. когда оси Ох; совпадают с главными осями. Легко видеть
также, что (8114-8222) имеет неизменное значение при любом поло-
жении осей координат; следовательно, (ЅїІ4-Ѕё2) является инвариан
том этого преобразования

Ѕї1+Ѕза = Ѕ14” Ѕг'
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Компонента 812 достигает наибольшего значения, равного 1/2 (Ѕа-ЅІЪ
когда 20:1/2п, или 0:.-1/41т. Если Ох; вращается в обратном напра-
влении, то точка К тоже движется в обратном направлении. Значение 312
отрицательно, когда Н лежит ниже С).

1 ьТг
1.2

26 ' , ,
81 81,1 8,2 62 ЅН, 822

0 Р ' 0 Ѕг'г 0

Ф и г. 14. Построение окружности Мора.

а-поворот осей координат; 6-случай, когд Ѕ, и Ѕ, положи-
І

а
тельны: в-случай когда Ѕ1 и Ѕ,1 отрицательны; г-случай, когда

Ѕ; и Ѕ, противоположны по знаку.

На фиг. 14,6 значения 81 и Ѕ2 положительны, но построение ос-
тается справедливым и в том случае, когда оба значения отрицательны.
как показано на фиг. 14,6, а также при противоположных знаках Ѕ1

І Іи 82 (фиг. 14, а). Значения 822 и 812 по-прежнему являются коорди-
натами 12, а значение Ѕ'п-абсциссой Т; при этом во всех случаях
необходимо учитывать знаки.

Если известны значения 811, 8:2, 822, то можно использовать
окружность Мора при нахождении главных компонент Ѕ1 и Ѕг. Урав-
нения 12=(Ѕ;2, 812) и Т=(811. _Ѕїг) определяют окружность;
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точки Р и О, в которых окружность пересекает горизонтальную ось,
дают значения 81 и 82. На практике это построение полезно главным

І Іобразом как быстрый способ вывода формул. Например, если Ѕп, 812
и 822 заданы, то из фиг. 14,6 очевидно, что

1 І 1
ЅІ=ОС-СР= (11+822~Ґ,

(2.31)
І І(Ѕ,,+Ѕь›+г.ЮІН

Ю!

з,:ос+со=

2512
22 '_ Ѕ11

Ґ = СК = І/_ї($22 '_'Ѕпу + 81;

Если нужно рассмотреть две системы координат, скажем Ох; и
Охії, ни одна из которых не является главной, то, пользуясь окруж-
ностью Мора, можно написать формулы, связывающие соответствен-
ные компоненты. Кроме того, иногда нужно узнать, как быстро
изменяется некоторая компонента при повороте осей координат.
Из фиг. 14,6 ясно, например, что 812 изменяется медленнее всего
при 0:1:[4 и быстрее всего при 6:0.

При построении фиг. 14,а-г мы предполагали, что вращение
системы происходит вокруг оси Ох3 и что Ѕд<Ѕг. На практике
часто приходится применять это построение для случаев, когда поря-
док осей не соответствует рассмотренной схеме. Поэтому предла-
гается следующий общий способ построения. Из двух главных ком-
понент, участвующих в преобразовании, выбирается наибольшая и вер-
тикально вверх проводится соответствующая ось (см. фиг. 14,11).
Вправо откладывается ось для меньшей компоненты. Затем вводятся
любые удобные обозначения осей и даются соответствующие обозна-
чения осей на чертежах фиг. 14,6, в или г.

2. Поворот вокруг произвольной оси. На практике чаще всего
используется построение окружности Мора, описанное в ё 4, п. 1,
однако построение остается справедливым и в том случае, когда
ось вращения Ох3 не является главной осью тензора. Если вспомнить
свойства характеристической поверхности второго порядка (см. гл. І. ё 4),
то можно видеть, что рассмотренное выше построение тесно связано
с нахождением главных осей одного из главных сечений характери-
стической поверхности. Аналогично мы можем рассмотреть произ-
вольное центральное сечение и применить описанное построение для
нахождения его главных осей.

5 дж. Най



66 Гл. ІІ. Преобразования и тензоры второго ранга

В этом случае по-прежнему справедливо преобразование (2.27),
но, так как Ох:і не являются больше главными осями, уравнения (2.28)
содержат большее число членов. Тензор, приведенный к главным
осям Ох1 и Ох2 рассматриваемого сечения и обычной оси Оха. имеет
Вид

'_511 0 ЅзҐ
0 522 523

_Ѕз1 323 Ѕзз_
Компоненты тензора в системе координат Ох; записываются в виде

811 = Ѕ11 соз2 0 +Ѕ22 зіп2 В,

$;2 = ЅІ1 зіп2 0 + 822 2052 О,
Ѕзз = 838,

512 = Р- Ѕ11 Ѕіп бсоз 0 + 822 зіп 0 соЅ В, (2.33)

523 = _ 813 зіп 0 +823 сов В,

551 = 813 соз 0 + 823 зіп В.

Таким образом, для компонент 811, Ѕёв и 812 безразлично, является ли
Охз главной осью или нет, и построение окружности Мора одина-
ково применимо в обоих случаях.

5 5. Эллипсоид значений тензора

В гл. І. 5 4 мы видели, что характеристическая поверхность
второго порядка есть геометрическое представление симметричного
тензора второго ранга [811]. Наряду с ней имеется другая предста-
вляющая интерес поверхность, связанная с [811], а именно поверх-
ность, уравнение которой, приведенное к главным осям [811], имеет
вид

хї
Ѕї

х2

З = 1. (2.34)
55

хЁ +
ЅЁ

Эта поверхность есть эллипсоид (заметим, что она никогда не является
гиперболоидом) с полуосями [81], [82] и [83].

Рассмотрим снова в качестве примера удельную электропровод-
ность. Мы знаем (см. стр. 18), что если задано поле Е единичной
напряженности, приложенное в определенном направлении (фиг. 15),
то тем самым определена плотность тока і. Если вектор Е повора-
чивается вокруг О, причем его длина остается неизменнойІ то вектор _і
тоже будет вращаться, но при этом изменяет свою длину. Докажем
теперь, что конец вектора _і будет описывать поверхность (2.34),
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построенную для тензора удельной электропроводности [си] [поверх-
ность (І) на фиг. 151.

ї:

и) “1
(2) '
(з) 'Щ

д..

ї/ъ/д. плз,

Ґ
Щ/

Фиг. 15. Главные сечения эллипсоида удельной элек-
тропроводности (1), единичной сфе ы 2 и характери-
стической поверхности удельной электропроводности (3).

Пусть Е=їЕг 152-253]- 30Гда9і=иь іг' із]=[“1Е1' с325 - 0353]-
Так как по условию Е1+Е2+ЕЗ= 1, то

-2 ~2 -211 12 13т+*ї +1- = 1-
°1 “2 “а

Следовательно, конец вектора і лежит на эллипсоиде
1% хё хё__2' +*ї +_2 = 1-
°1 “2 “з

Эта поверхность определяет длину _і, если направление _і уже
известно; чтобы найти направление _і, мы можем использовать свой-
ство радиуса-вектора и нормали характеристическои поверхности для
удельной электропроводности [поверхность (3) на фиг. 151.

Р Е З Ю М Е

Преобразование осей (5 1). Если Охі и Ох'і-две системы
ортогональных координат и закон преобразования однои в другую
имеет вид

х; = аихі,
то между направляющими косинусами аМ имеются следующие соот-
ношения, называемые соотношеныями ортогональноєти:

атад=8“, (2.6)
атак, = ВЧ, (2.8)
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где
б __{1 0:1). 27
“_ 0 (мы). (')

Если правая (левая) система координат при преобразовании остается
правой (левой), то

Іаіі|=+ІЁ
если же при преобразовании правая система переходит в левую (или
наоборот), то

І “11 | = н 1-
Определение векторного произведения (5 2). Если рі и оі-пт

ЛЯрНЫЄ ВЄКТОрЫ, ТО ВЄКТОРНОЄ ПРОИЗВЄДЄНИЄ рі И Чі ЄСТЬ ИНТИСИМ'

метричный тензор Уіі, компоненты которого задаются в виде
УЦ = -~ ріу/«ЪрІ-оі. (2.14)

Если три независимые компоненты УИ- обозначить через гд, где

Ґ1 = РаЧз~ 173412, га == рзЧт _”РтЧз, їз = 17192 '_ 17291, (2-16)

то ї! преобразуются Согласно закону
І __- Ігі __ ± аіігі, (2.18)

знак плюс ставится при преобразовании, сохраняющем правую (левую)
систему координат правой (левой); знак минус ставится, когда правая
система переходит в левую (или наоборот).

Аксиальные векторы (5 2). Величины, преобразующиеся по
закону (2.18), образуют компоненты так называемого тссиального
вектора. Истинный (полярный) вектор может быть изображен стрел-
кой определенной длины и направления (фиг. 12, а). Аксиальный же
вектор изображается отрезком определенной длины и ориентации
с заданным направлением вращения (фиг. 12, 6).

Главные оси тензора (5 3). Главные компоненты симметричного
тензора Ѕі] являются тремя корнями кубического уравнения для Ж

ІЅІ]-~)\81]|=0, (2.23)
называемого вековым уравнением. Если Х'-корень этого уравне-
ния, то направление соответствующей главной оси можно определить,
находя из уравнений

[__ , 1І І І ЅЦ)(]-_-)\Хі (2.24)
отношения Х1: 2:Х3.

Построение окружности Мора (5 4). Если система коорди-
І снат ОхІ симметричного тензорІа второго ранга Ѕи повернута вокруг

одной из осей, например Оха (см. фиг. 14, а), то преобразованные
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компоненты 811, 82,), 8:2 находятся из построения, показанного на
фиг. 14,б~_г; при этом

К =(Ѕ;2, 512), Т=(Ѕ;1, щ312), ддсоїщ
Эллипсоид значений тензора (5 5). Пусть два вектора рі и (1і

связаны линейными соотношениями

р: = ЅцЧі (8:1 = 511)-
Тогда, если Чі имеет единичную длину и вращается вокруг начала
координат, то конец вектора рі описывает эллипсоид

2 2

х1 + 3.63
52 521 2

= 1. (2.34)за
ЗАДАЧИ
І. Доказать, используя обозначения с индексами суммирования, что

квадрат длины вектора [рі], определяемый как рірі, не изменяется при пре~
образовании координат. (Такие величины называются инварыантами.)

. оказать с помощью окружности Мора, что
'511 Ѕ12
Ѕ12 522

-инвариант для поворота вокруг оси хз. Дать геометрическую интерпре-
тацию

3.І Используя окружность Мора, решить еще ураз задачи За-Зд гл. І
(см. стр. 49

4. Привести следующие тензоры к главным осям, используя построение
окружности Мора:

'11,06 3.08 о* _-6 -зт/Тз о_
а) 3,08 18,94 о - б) _зт/Ё о о .

о о 4з_ 0 о 1о_
*2 2 о~ т 8 о _4-

в) 2 2 0 , г) О 12 0
_о о 9_ __4 о 2_

5. Необходимо повернуть тензор
8_

3 10 6
_ 8 6 2_

вокруг оси хз так. чтобы компонента 22 стала равной нулю. Найти два воз-
можных угла поворота, меньших 90°, и проиллюстрировать решение построе-
нием окружности Мора.

6. Доказать, что поверхность, радиус-вектор которой в данном напра-
влении прямо пропорционален величине Ѕ, характеризующей свойство в этом
направлении, является овалоидом

~ ($121 + згхё + 53232 = (хї + х; + 162)?
(Строго говоря, это уравнение поверхности, построенной вокруг начала
координат, вместе с самим началом координат.)





Часть ІІ

РАвновЕсныв свойствА

Гл. ІІІ-ІХ посвящены обсуждению некоторых свойств
кристаллов в свете положений, развитых в двух преды-
дущих главах. Рассматриваются лишь такие свойства,

е

жения разъясняется в гл. ХІ в которои дается единое
рассмотрение обсуждаемых физических свойств.





Глава ІІІ

ПАРАМАГНИТНАЯ И ДИАМАГНИТНАЯ
ВОСПРИИМЧИВОСТИ

Магнитная восприимчивость парамагнитных и диамагнитных кри-
сталлов является типичным анизотропным свойством, которое опи-
сывается тензором второго ранга. В данной главе мы сначала дадим
определение этого свойства и затем покажем, как из такого определе-
ния получаются выражения, описывающие свойства кристаллов в маг-
нитном поле. Мы не будем касаться ферромагнетизма; это анийзотропное
свойство кристаллов представляет большой интерес как с теоретиче-
ской, так и с Іпрактической точки зрения, но оно не подходит для
рассмотрения в пределах той схемы изложения, которая принята
в настоящей книге.

5 1. Общие соотношения
Предполагается, что читатель знаком с элементарной теорией маг-

нетизма изотропных тел. Мы будем иметь дело со следующими
тремя векторами:
Н- интенсивность магнитного поля или напряженность

поля;
І _интенсивность нимигничивиния или нимагниченность,

представляющая собой магнитный момент на единицу объема
кристалла;

В -мигнитная индукиия или плотность магнитного потока.
Эти векторы связаны между собой соотношением

В=роН+І, (3-1)
где ро_скалярная константа, магнитная проницаемость вакуума, со
значением в рационализированной системе МКЅ 1), равным 41т/107=
= 1,257- 1045. Определение векторов Н, І и В можно найти в обыч-
ных учебниках, например [1, 82, 8312).

1) В настоящей книге везде используется рационализированная
система МКЅ. Описание этой системы вместе с таблицами перехода дано
в книге Стрэттона [87]. В книге Слетера и Франка [83] имеется полезное
обсуждение систем единиц. См. также книгу Сее и Пиддака [79] и более
полную книгу Мак-Гриви [67]. (См. также [115]._-Прим. перев.)

2) СМ. также [105, 1171.-Прим. перев.
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Во многих изотропных средах намагниченность прямо пропорцио-
нальна напряженности поля (исключая область очень высоких полей).
поэтому можно записать

І= Р'офн» (3.2)
где Н -~напряженность поля в данной среде и ф-константа назы-
ваемая магнитной восприимчивостыо. Из уравнения (3.1) видно.
что І и рОН имеют одинаковую размерность; следовательно, ф-без-
размерная величина. Этим объясняется, почему величина ро включена
в уравнение (3.2) 1). Величина ф безразмерна, но поскольку І относится
кединице объема, ф в уравнении (3.2) называется объемной магнит-
ной восприимчивостыо. Если восприимчивость ф положительна, то
среда называется иарамагнитной; если же она отрицательна-среда
диамагнитна. _

Хотя ф и безразмерная величина, численное значение магнитной вос-
приимчивости для данного вещества зависит от того, употребляется ли
рационализированная или нерационализированная система единиц. Чтобы
получить введенное нами значение объемной восприимчивости в рацио-
нализированной системе единиц, надо значение ф в нерационализиро-
ванной системе умножить на 4тт. В литературе часто используются
и другие величины: ф/р_удельная магнитная восприимчивость,
или магнитная восприимчивость на единицу массы, и Аф/р-
атомная или молярная магнитная восприимчивость, где р-плот-
ность, а А-атомный или молекулярный вес. Заметим, что эти вели-
чины определены здесь в рационализированной системе единиц.

Объединяя уравнения (3.1) и (3.2), получаем
в=(1+ф)рон=рн, (3.3)

в =н<1+<н (8.4)
Величина р. ЄСТЬ магнитная прОНица/емоєть СрЄДЫ. ИНОҐДЗ Ока.

ЗЬІВНЄТСЯ ПОЛЄЗНЫМ ВВЄСТИ бЄЗРЗЗМЄрНОЄ ОТНОШЄНИЄ

_ Р __д_1+ф.
называемое относительной магнитной нроницаемостью.

В кристаллах вектор І в общем случае не параллелен Н и урав-
нение (3.2) заменяется на

11: Рофцнг (3-5)

ГДЄ

1) В отношении обозначений и терминологии разные авторы придержи-
ваются различных взглядов. Некоторые заменяют уравнение (3.1) уравнением
В=-н0 +1) и не включают ро в уравнение (3. ); при таком определении
сохраняется тот же смысл ', но смысл І изменяется. Другие авторы просто
опускают но в уравнении ( 2); в этом случае І имеет такой же смысл, как
в данной книге, но значение ф изменяется; размерность этой величины будет
теперь одинакова с размерностью ро.
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где фі1. -- компоненты тензора магнитной воспринмчивости 1).
Теперь уравнение (3.1) является общим соотношением, справедливым
независимо от того, параллелен вектор І вектору Н или нет (фиг. 16).
Можно записать в тензорном обо- В
значении, что

Ві=р0Нд+1г (3.6)
Следовательно,

'_4

дон
В:=~"Р*о(Нг+ фі1Н1)= Фн г. 16. Связь между векторами

=Ро®іу+фідн1 н' В и І'
в соответствии со свойством символа 81] (см. стр. 53). Последнее
уравнение можно записать в виде

19,: а,1.111, (3.7)
І*11=Ро(8ц+фіу)- (3-8)

Так как ро'б” и рофц~тензоры второго ранга, р” также является
тензором второго ранга-тензором магнитной проницаемости 2).
Уравнение (3.8) есть обобщение для анизотропнои среды уравне-
ния (ЗА). Выписывая его полностью, получаем

_'Рп $112 И; “ИО +ф11) нефти нофтз
$121 #22 Раз = Ро'Ё/ат РОО-14122) Рофаа .

_!*зт Рая Рез~ _ нофзт 901132 но(1+%з)_

Где

1) Так как плотность электрического тока 1 есть полярный вектор, то из
уравнения электромагнитного поля тоІН= 1+1) следует, что Н является
аксиальным вектором (различие между полярным и аксиальным векто-
рами см. в гл. ІІ, 2). Для подтверждения этого отметим, что для определения
направления Н относительно направления тока необходимо воспользоваться
правилом правого Винта. Из приведенного выше уравнения (8.1) видно, что І
и В также являются аксиальными векто ами. Читатель может легко дока-
зать, что, поскольку 11 и Ні в уравнении (3.5 п еобразуются как компо-
ненты аксиальных векторов, ф” преобразуются как компоненты обычного
(поляриого) тензора второго ранга.

Тем не менее в заключении о том, что Н есть аксиальный вектор,
имеется элемент неопределенности. Это заключение зависит от предположе-
ния о полярности вектора 1. Приведенное выше уравнение поля удовлетво~
ряется и в том случае, если 1-аксиальный вектор, а Нщполярный. Вообще
говоря, уравнения электромагнитного поля удовлетворяются как в том
случае, когда мы считаем Е, , , олярными векторами, а Н, В, І-аксиаль-
ными, так и при обратном оложении. Мы выбрали одну из двух возможно-
стеи, считая плотность электрических зарядов скаляром и, следовательно,

_ -полярным вектором. Однако мы вполне могли бы считать плотность
распределения магнитных зарядов скаляром; тогда мы пришли бы к заклю-
чению, что Н (сила на единицу магнитного заряда) является полярным век-
тором. Следует отметить, что оба способа описания приводят к одному
и тому же закону преобразования н, следовательно. к одннаковому птензор-
ному характеру" [фи- _

2 Легко показать, что сумма (или разность) любых двух тензоров одного
ранга есть другой тензор этого же ранга.
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Тензор относительной магнитной проницаемости, кристаллов
можно определить как

И
Мн = 1%/- = 8:1 +Чч1-

В 5 2 путем рассмотрения энергии намагниченного кристалла
доказывается, что р ,1 образуют симметричный тензор, т. е.

Ріі: 911- (39)
Тогда тензор [фд] также симметричен, так как из уравнения (3.8) и
соотношения (3.9) следует, что

ф _ И] __ Нл __ ф
'1 йо и Но ,і ,ІІ

Таким образом, оба тензора [ни] и [фд] могут быть приведены к общим
главным осям. Когда поле Н направлено вдоль любого из этих
трех взаимно ортогональных направлений, Н, І и Внараллельны
друг другу так же, как это имеет место для изотропных тел.
Если Н, например, лежит вдоль главной оси, обозначенной через Охі,
то мы имеем

В=н1НІ 1=ноФ1Н-
Р1=Р00 +40-

Следовательно, магнитная восприимчивость кристалла полностью опре-
деляется значениями и направлениями его главных восприимчивостей
фІ, фг, фз. Эти восприимчивости, конечно, подчиняются любым огра-
ничениям, которые может накладывать симметрия кристалла (см. табл. З).

Говорят, что кристалл парамагнитен или диамагнитен вдоль дан-
ной главной оси, если величина ф для этого направления соответ-
ственно положительна или отрицательна. Имеется несколько кристал-
лов, которые парамагнитны вдоль одной оси и диамагнитны вдоль
другой. Главные восприимчивости диамагнитных и парамагнитных кри-
сталлов обычно лежат в пределах от _ЦГБ до 4404” соответственно;
значения ф для некоторых кристаллов приведены в табл. 4.

Так как в уравнении (3.8) фд малы по сравнению с единицей,
компоненты о” мало отличаются от компонент роду. Чем меньше зна-
чения фіі, тем меньше І и тем ближе к нулю угол между В и Н
(см. фиг. 16). Благодаря малости фц можно сделать важное упроще-
ние. которое мы сейчас рассмотрим.

Когда кристалл помещен в магнитное поле, он намагничивается;
при этом возникает его собственное магнитное поле, зависящее от
восприимчивости, формы и размеров кристалла. Следовательно, дей-
ствующее магнитное поле в любой точке пространства -как внутри,
так и вне кристалла не будет равно приложенному полю. Обозначим
собственное поле кристалла через Не, а приложенное полефчерез Н .
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ТАБЛИЦА 4

Магнитная восприимчивость парамагнитных и диамагнитных
кристаллов *

Кристалл Система Фт Ф; фа

Арагонит Орторомбическая _ . . -1,44 -1,42 _-163

Кварц Тригональная. . . . . -1,51 _1,52
Кальцит ›› . . . . . -І,24 _1,38

с Кадмий Гексагональная . . . . -1,74 -2,85
Берилл ›› . . . . 2,76 1,29
Рутил Тетрагональная. . . . 10,5 11,2

Флюорит Кубическая. . . . . . -1,14
Хлорид натрия в . . . . . . -1,36

*1* Все значения, кроме значения для кадмия, пересчитаны из удельных восприим-
чивостей, взятых из таблиц [54]; значение для кадмия вычислено по атомной восприим~
чивости, взятой из работы Бейтса 31. Умножая значения, приведенные в таблице,
на 10-5, получаем объемные восприимчивости в рационализированной системе единиц.

Поле На создается источниками, внешними по отношению к кристаллу;
оно существовало бы и в отсутствие кристалла. Действующее, или
полное, поле (обозначим его Ні), существующее в любой точке про-
странства, есть сумма полей` создаваемых внешними источниками
и самим кристаллом (фиг. 17):

11,: на+н,. (3.10) “2
Поля На и Н2 будут в общем случае
изменяться от точки к точке и отли-
чаться друг от друга как внутри кри- на
сталла, так и вне его. Ф п г. 17. Связь между

В уравнения (3.2) и (3.5) входит ВЄКТОРЗМИ Нь На И На-
действующее поле Нд. Однако, так
как поле кристалла Нс пропорционально І/ро, его искажающее влия-
ние на На мало и им обычно можно пренебречь. Следовательно,
если кристалл помещен в однородпое поле, НІ почти совпадает с На,
и поле практически одинаково как внутри кристалла, так и вне его.
Таким образом, парамагнитный и диамагнитный эффекты в однород-
ном поле почти не зависят от формы кристалла. В 5 З, п. З, будет
показано, почему это утверждение справедливо только для однород-
ного поля. Необходимо подчеркнуть, что мы рассматриваем только
пара- и диамагнетики и что последний вывод несправедлив для ферро~
магнетиков.

На
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5 2. Энергия намагничивания кристалла
Энергию, запасаемую телом при его намагничивании, можно найти.

определив работу, которую необходимо совершить, чтобы намагни-
тить это тело. Последнюю в свою очередь можно получить, вычислив
сначала работу, затраченную на малое изменение намагниченности. На-
магниченность кристалла можно изменять различными способами. На-
пример, ее можно изменить, перемещая постоянные магниты или меняя
ток в соленоиде. Важно уяснить, что работа, необходимая для дан-
ного изменения намагниченности тела, может зависеть от того, как
это изменение производится. Ниже будет показано (для частного слу-
чая), что если это изменение вызывается полем, созданным током

ААА,1±\\
Уууч

І Ра
,1

-4

,_] <
(

*РЦ
Ф иг. 18. Электрическая схема для определения

энергии намагниченного кристалла.
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соленоида, и если это поле целиком заключено в кристалле, то пол-
ная затраченная работа будет (107 = рН - сіВ, где т; ~ объем кристалла.
Если же изменение поля вызывается перемещением постоянных магни-
тов, то можно показать, что произведенная работа будет 1107 = -иі - єіН.
Причина такого различия заключается в том, что работа зависит не
только от изменения намагниченности тела, но и от всех изменений
поля как внутри кристалла, так и вне его; изменения же поля раз-
личны в этих двух случаях. Хотя изменение намагниченности тела
в обоих случаях одинаково, изменение энергии системы в целом раз-
лично. Полное рассмотрение этого вопроса дано в приложении 6.
Для наших целей в настоящей главе ди... щш, кочгта _ , что:
1) выражение, которое мы собираемся вывести для (МУ, не является
единственно возможным, 2) наш конечный результат-симметрия
[р,,]-~получится какое бы из различных возможных выражений мы
ни использовали.

Рассмотрим теперь следующий простой случай. Длинный кристал-
лический стержень длиной І и поперечным сечением А разрезан на
четыре равные части, которые затем сложены так, что о_бразуют квад-
ратную рамку, показанную на фиг. 18. На рамку навит соленоид,
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имеющий сопротивление Н и п витков на единицу длины. Через со-
леноид протекает ток .І от батареи, э. д. с. которой равна ср. Если
длина І велика по сравнению с А, то поле вдоль каждой стороны
рамки практически однородно и всецело заключено в кристалле;
неоднородное поле вблизи углов рамки охватывает только очень малые
части полного объема. Найдем выражение для работы, затрачиваемой
на малое изменение намагниченности кристалла. Поле Н целиком опре-
деляется током .І и действует вдоль оси каждой стороны соленоида

Н=ІЪ.І.

В общем случае индукция В в каждой стороне рамки будет направ-
лена наклонно к оси. Пусть Вп-компонента В вдоль оси соленоида
в направлении Н. Тогда в цепи при изменении В будет индуциро-
ваться э. д. с.

11ВДАн! Щ .

Следовательно.'увеличивая э. д. с. в цепи, мы получаем

ср--Ап[ (12" =1Н.

Работа, затраченная батареей за время Щ, будет
срієіі = ЛКШ +Ап11єіВп = РНЩ +А1НєіВд = ЛКШ+оН - віВ,

где р-объем кристалла (11:141). Направления Н и В в последнем
уравнении должны быть взяты по отношению к осям кристалла, для
того чтобы можно было считать Н и В одинаковыми во всех четы-
рех сторонах рамки. Первый член в уравнении для работы предста-
вляет собой джоулево тепло. Второй член

ШУ=11Н-сіВ или сі\ї/=оНісіВ, (3.11)
мы интерпретируем как работу, затраченную на изменение намагни-
ченности.

Теперь приравняем это выражение для ШУ приращению энергии 1)
(111' кристалла

аЧҐ = оНдєіВд. (3.12)
Подставляя уравнение (3.7) в уравнение (3.12). получаем

сіШ=ррцНдсіНР (3.13)
которое можно записать в развернутом виде

(МГ = 'и (Рцнйінт+Р12Н1ЁН2 +Шантанз+Ратнаан1 +Раанаана+
+Разнаанз+Рз1НзаН1 +Рзанзана+РззНзаНзу (3-14)

1) Строго говоряІ для изотермического и обратимого изменения это
есть приращение свободнои энергии (см. приложение 6).
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Следовательно,
І дЧГ
їт:Р'пНт +Р'21Н2 +Ра1На (3-15)

1 дЧГ
717 дН2 = РШНІ "}` 922112 + Ивана (3.16)

Теперь мы получили ЧГ как функцию одних только независимых пере-
менных 1-11, Н2 и Н31); можно доказать (см.. например, [95]), что
для такой функции

і(її-ві(ї)дН1 дН2 “_ дН2 дН1 '

Отсюда. дифференцируя (3.15) по Н2 и (8.16) по Нд, получаем

Ма = 921-

Апалогичным путем можно доказать, что
Р1З=Рзт и Раз-__Р'аъг-

Следовательно, тензор [ой] симметричен.
Интегрируя уравнение (3.14), находим выражение для Энергии

памагниченного кристалла І)

к 1 2 1 2
Ч' = ї] (ї 911111 + Р12Н1Н2 +Р1аН1Нз+ї Рина +-

1 2+923Н2Нз+ї Разнз), (3-17)
или в сокращенной записи

1
т= -2- 'дуги-Ніні.

5 3. Силы и моменты сил

Определение силы и момента сил, действующих на кристалл в маг-
нитном поле, дает возможность измерять его магнитпую восприимчи-
вость [4. 621. В Общем случае сила и момент сил зависят не только
от восприимчивости кристалла. но и от его формы, ориентации
и объема, а также от напряженности поля и ее изменения вдоль
образца. Чтобы упростить изложение. мы будем рассматривать раз-
личные случаи по отдельности.

1) Так как уравнение (3.12) определяет лишь изменение Ч", сама функ-
ция Ш содержит произвольную константу. которую удобно выбрать так,
чтобы Ч! была равна нулю, когда
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1. Момент сил, действующий на кристалл в однородном маг-
нитном поле. Предположим, что магнитный диполь с моментом М
расположен в однородном магнитном поле напряженностью Н так,
что ось диполя составляет угол 0 с направлением Н (фиг. 19). Можно
представить себе, что диполь состоит из магнитных зарядов -т и т.
Если обозначить через І вектор, направленный от -т к т, то М = ті.
На рассматриваемый диполь будет действовать механический момент,
образованный двумя противоположными силами _тН и тН (пара
сил), приложенными на расстоянии Ізіпд. Величина этого момента
определяется формулой

О=тНІ зіпд = МНзіпО.

Момент действует так, чтобы по-
вернуть М параллельно Н. В век-
торном обозначении

а==м><н. (3.18)
Подчеркнем, что здесь Н - напря-
женность поля, создаваемого источ-
никами, внешними по отношению _,
к диполю' ЗаРмІа-гнъёндііардїпїїлїь ЁїдсгїсїзбїжёзФормула (8.18) справедлива как магнитном пола
в том случае, когда диполь является
постоянным, так и в том, когда он индуцирован самим полем.
Мы уже видели, что если намагничиваемый кристалл помещен в одно-
родное поле, то индуцированный момент М в общем случае не парал-
лелен Н, поэтому на такой кристалл будет действовать механический
момент. В изотропном же веществе или кубическом кристалле, если
влиянием формы можно пренебречь, вектор М параллелен Н и поэтому
механический момент равен нулю.

В тензорном обозначении формула (8.18) записывается в виде

Тензор Ош, представляющий собой антисимметричный тензор с тремя
независимыми ненулевыми компонентами, эквивалентен аксиальному
вектору (см. гл. ІІ, 5 2). Если 'инобъем кристалла, то мы имеем

Мі = “Рофі/Ні- (3-20)

01; = 'дно (Щ фтн/гн/ +ф/лньнд- (3-21)
Если за оси координат взяты главные оси фц, компоненты Ои
упрощаются и принимают вид

И 0 *- Шо (411Ш к'82) Н1На (то (фз _ *111) НзН1 щ
(то (411 щ 412) Н1На 0 *_ “Но (4/2 И фа) Нана

ш - Шо (фа “_” *Ы НзНІ (то (412 _* фл) Нана О ~
(_5 Дж. Най

Отсюда
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Таким образом, момент сил, действующих на кристалл, зависит только
от разностей между главными магнитными восприимчивостями и не
зависит от их абсолютной величины. Это еще раз показывает, что
возникновение механического момента обусловлено анизотропией.

Частный случай. Если поле действует в плоскости ф, и ф2, то
единственной компонентой момента сил будет момент относительно
оси Оха; эта компонента равна

“Но (Чё _ фа) Н1Н2 _” 'дР'о (фт "' фа) Н2 Ѕіп (Р 605 (Р _*
1 .=їщо (ф, _- фг) Н2 Ѕш за, (3.22)

где ср-угол между Н и Охі.
Малый момент, обусловленный влиянием формы а ориента-

ции образца в однородном поле. Строго говоря, Н в формуле (3.19)
есть На, в то время как Н в формуле (3.20) есть Н,. Таким обра-
зом, если принять во внимание малое поле Не, обусловленное самим
кристаллом. формула (3.21) оказывается неточной. Вследствие нали-
чия поля Н0 даже на изотропный образец в однородном поле будет
действовать момент сил, если поле Н не направлено вдоль оси
симметрии, так как вектор М, оставаясь параллельным Ні, не будет
строго параллельным На. Этот момент обусловлен влиянием формы
и ориентации. Действительно, в данном приложенном поле момент,
действующий на образцы из изотропного кристалла, имеющие одина-
ковый объем, но разную форму, или по-разному расположенные, будет
иметь различную величину. Этот момент можно оценить следующим
образом. Так как собственное поле кристалла имеет величину по-
рядка Про, угол между М,и На будет величиной порядка І/(роН)=ф.
Следовательно. момент составляет ~11Н2р0ф2. Для сравнения укажем,
что, согласно формуле (3.21), момент, действующий на анизотропный
кристалл. равен ~оН2р0ф, если считать, что разности между глав-
ными магнитными восприимчивостями имеют тот же порядок, что и сами
восприимчивости. Таким образом. отношение момента, обусловленного
влиянием формы или ориентации, к моменту, обязанному своим воз-
никновением анизотропии, имеет величину порядка восприимчивости ф,
которая, как мы знаем, составляет ~10_5.

2. Сила, действующая на кристалл в неоднородном магнитном
поле. Предположим, что магнитный диполь с моментом М помещен
в неоднородное магнитное поле. Как и прежде, мы можем считать,
что диполь образован магнитными зарядами -т и т. находящимися
на малом расстоянии І; обозначим снова вектор, направленный от -т
к т, через І. При этом І-я компонента поля, действующая на поло-
жительный магнитный заряд, будет превышать і-ю компоненту, дей-
ствующую на отрицательный магнитный заряд, на величину

дНт__1_
дх] 1
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Здесь Н,-поле, обусловленное источниками, внешними по отноше-
нию к диполю. Таким образом, _на диполь будет действовать сила,
і-я компонента которой

дН дНР,=тд_х;-1,= ,_їіі. (3.23)
Это уравнение справедливо как для постоянного диполя, так и для
диполя, индуцированного самим полем. Следовательно, если малый
объем о парамагшгтного или диамагнитного кристалла, подчиняю-
Щегося закону (8.5), помещен в неоднородное поле, на него будет
действовать сила

дн,
дтрР, = «01, (3.24)

дні
Р: = “РофілН/г а: (3-25)

(собственным полем кристалла пренебрегаем). Так как гоіН=0 и
фІ-,г = фщ, получаем окончательно

дН-
Р: = 'иРофіаНл _*дхі , (3.26)

или
1 д

РІ = ї “Рофіи д_х, (НіНіг)- (3-27)

Как частный случай для иллюстрации применения этих уравне-
ний рассмотрим пример, когда кристалл расположен так, что поле
действует параллельно направлению одной из главных магнитных
восприимчивостей (пусть это направление ОхІ). Тогда Н2=Н3=0.
и компоненты силы, согласно уравнению (3.26), будут

дН дН дН
Р1= 'дРоф1Н1-д7і, 1Ц`2: трофтн1й» Ра: '1)Роф1н1їдїзъ» (3-28)

или

и: Ёщьоф, дгаа (112). (3.29)
Направление силы в этом случае совпадает с направлением наиболь-
шего изменения Н2-вывод, который, очевидно, справедлив также
и для изотропных тел. Если величина ф1 положительна, т. е. кристалл
является парамагнетиком в направлении ОхІ, то он будет двигаться
в сторону наиболее сильного поля; наоборот, если ОхІ-диамагнит-
ное направление, кристалл будет стремиться двигаться в сторону
наиболее слабого поля.

Измерение силы, действующей на образец в неоднородном Поле,
часто используется для определения магнитной восприимчивости [4].
Расположение образца схематически показано на фиг. 20, а. Длин-
ный тонкий стержень из кристалла подвешивается так, чтобы его
ось была вертикальна и нижний конец А находился вблизи средней
точки поля между двумя плоскими полюсными наконечниками электро'

6*
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магнита, а верхний конец В был вне зазора. Интересно с помощью
уравнения (3.26) вычислить силы при таком расположении. Направим
оси так, как показано на фиг. 20,6; при этом ось х1 параллельна
полю и симметрия поля такова, что вдоль оси Ох2

Н2:Н3=О.

Следовательно, в уравнений (3.26) необходимо учитывать только члены
с Іе == 1. Дальнейшее рассмотрение показывает, что вдоль направления

а 6
Ф и г. 20. Схема расположения образца в поле при измерении

магнитной восприимчивости.

Ох2 отлична от нуля только одна первая производная дНІ/дхв:
=дН2/дх1. Следовательно, согласно уравнению (3.26), на каждый
элемент объема кристалла до действуют компоненты силы

` дН2 дН
(их: Р'офахн1 їхїди» (1122: Р'офпН1 їхё'а'д: аРз=0›

Положив (Рог-міхг, где а-площадь поперечного сечения стержня,
находим, что компоненты всей силы, действующей на стержень, выра-
жаются в виде

в в
дН дН

1:1 = Ро І ш1121Н1 (тд-Ё) а'хт Ра = РоІ оЬНР11Н1 (753111521 Ра = О.
А А

или
в

1
1:1 = Ро І афшнт аН1 = *_ -2- РООЬФщНЁ; (3.30)

А
и, аналогично,

1 9
Р2=__'2“ роафдН", (3.31)
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где Но-поле в точке А. Отрицательный знак у выражения для Ра
показывает, что когда величина фц положительна (т. е. в случае
парамагнитного кристалла), эта компонента силы направлена вниз.

Происхождение этих двух компонент силы можно объяснить сле-
дующим образом. Поле Н1 создает намап-тиченность, имеющую компо-
ненты вдоль всех трех осей. В частности, вдоль х1 действует момент,
пропорциональный фЦНг Сила 1”2 возникает в результате действия
компоненты поля Н2 на этот момент. Хотя Н2=О вдоль оси Оха,
производная д!-12/д.›с1 вдоль этой оси отлична от нуля (за исклю-
чением точки О), так как 1-12 изменяет знак. Следовательно, 112
вызывает силу Рг, действующую на момент фдН1 и пропорциональ-
ную фЦН1 (дНг/дх1)=фЦН1(дНІ/дхг). Сила РІ возникает в ре-
зультате действия Н1 на момент, пропорциональный фтН1 и на-
правленный вдоль хг. Эта сила пропорциональна ф21Н1(дН1/дх2)=
= ф21Н1 (дн2/дх1)-

З. Механический момент, действующий на кристалл в неодно-
родном магнитном поле. Мы рассмотрели момент, действующий на
кристалл в однородном поле, и силу, действующую на элемент объема
кристалла в неоднородном поле. В не-
однородном поле также возникает мо-
мент, но он лишь частично обусловлен
влиянием анизотропии, обсуждавшимся
в _5 З, п. 1. В остальном появление
этого момента объясняется влиянием
размеров и формы кристалла. Это
эффект первого порядка, совершенно
отличный от рассмотренного в 5 3, п. 1,
эффекта формы, являющегося эффек-
том второго порядка. Чтобы понять, Фиг- 21- Силы, действующие
как возникает этот эффект, нужно лишь на длинный изотропный “ара'

МШШ'ІТНЫЙ СТЄрЖЄНЬ, НаХОДЯ-учесть, что выражение (3.24) приме- щийся в поле магнитного За_
нимо к каждому элементу кристалла и ряда_
что вследствие конечных размеров кри-
сталла силы, действующие на различные части кристалла, будут
в общем случае отличаться как по величине, так и по направлению.
В результате на образец будет действовать не только сила, но и
момент.

Как частный случай, мы можем рассмотреть (фиг. 21) два эле-
мента А и В длинного изотропного парамагнитного стержня, сим-
метрично расположенных относительно свободной оси вращения О.
Пусть поле создается магнитным зарядом т, находящимся в точке Р.
Тогда силы, действующие на А и В, направлены по радиусам и про-
порциональны значениям фётасї (Н2) в точках А и В. Так как
Н =т/(4щь0г2), где г -- расстояние до точки Р, на каждый элемент
действует сила, пропорциональная фт/г'* и направленная в сторону Р.
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(Мы нренебрегаем полем, вызванным различными частями самого стерж-
ня.) Элемент А расположен ближе к Р, чем элемент В, поэтому сила,
действующая на А, больше силы, действующей на В. Более того,
из фиг. 21 можно видеть, что плечо силы, приложенной к А, отно-
сительно точки О больше, чем плечо силы, приложенной к В. По-
этому стержень будет стремиться повернуться параллельно полю.
[Читатель может легко показать, что отношение моментов отно-
сительно 'О для сил, действующих на А и В, равно соответ-
ственно (тв/где] Наоборот, если бы стержень был диамагннтным,
он стремился бы повернуться перпендикулярно полю.

5 4. Магнитная восприимчивость порошка

Если порошок, состоящий из произвольно ориентированных анизо-
тропных кристаллических зерен, помещен в магнитное поле, каждое
зерно будет в общем случае приобретать момент, направление кото-
рого не совпадает с направлением Н. Однако из соображений сим-
метрии очевидно, что результирующий момент всей совокупности
частиц должен быть направлен вдоль Н; следовательно, перпенди-
кулярные Н компоненты І, возникающие в отдельных зернах, должны
в среднем уничтожаться. Продольная компонента І для зерна опре-
деляется выражением

ыфн: и, (фпїмы: +и1%) н.

где (ІІ, 12, Іа)_-направляющие косинусы Н по отношению к направ-
лениям главных восприимчивостей зерна, а ф-восприимчивость в на-
правлении (Ід, 12, 13) (см. гл. І, 5 6). Среднее значение 1 для порошка
есть среднее значение этих продольных компонент, определенных
для всех возможных значений 1112.13. Оно должно иметь вид

Род (ф1 +ф2 +фз) Н.

где а_численный коэффициент, так как средние значения Ії, [Ё и [Ё
должны быть равны друг другу. Но формула должна быть спра-
ведлива и для изотропного случая, т. е. при

и=и=и=в
В этом случае, как мы знаем, І==р0фН, поэтому и, очевидно,
равно 1/3.

Итак, магнитная восприимчивость порошка равна 1/3 (ф1 +ф2+фз),
или при произвольном выборе осей, 1три. Последнее выражение,
конечно, является инварпантом (см. стр. 69).
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Р Е 3 Ю М Е

Общие соотношения (ё І). Во всех случаях
в,=р0н,+1,. (3.1)

ДЛЯ ПараМаГНІ/ІТНЫХ И ДИЗМЗГНИТНЫХ КРИСТЗЛЛОВ иМЄЄТСЯ ДОбаВОЧНОЄ

уравнение
11: Рофі/Н/ (3.5)

(исключая область очень сильных полей), где тензор второго ранга [фу]
есть (объемная) магнитная восприимчивость. Отсюда следует, что

В: = МН - (3-7)
где ри=р0(8“+фи). Тензор второго ранга [ри] есть магнитная
проницаемость.

Энергия намагничивания кристалла (5 2). Работа, затраченная
на изменение намагниченности кристалла, когда поле создается током,
текущим в соленоиде, и заключено в кристалле. равна оНдаВІ, где
о-объем криста'лла. С учетом (3.7) это приводит к уравнению

ат= арин, ан, (3.13)
для приращения (свободной) энергии. То обстоятельство, что ат
является полным дифференциалом, позволяет доказать симметричность
тензора [р,]], а следовательно, и [фиъ При соответствующем выборе
произвольной постоянной получаем

1т= д аритнг (з. 11)
Будучи симметричными тензорами, [ріі] и [фи] могут быть приведены
к их (общим) главным осям (5 1). Кристалл называют парамагнитным
или диамагнитным вдоль одного из направлений главных восприимчи-
востей, если величина ф вдоль этого направления соответственно
положительна или отрицательна.

Так как главные восприимчивости парамагнитных и диамагнитных
кристаллов обычно значительно меньше единицы (~10_5), поле, соз-
даваемое намагниченным кристаллом, мало по сравнению с внешним
полем, и им обычно можно пренебречь.

Силы и моменты сил (5 З). На каждый элемент объема о
кристаллаІ находящегося в магнитном поле, действуют момент (5 3. п. 1)

011 = шо (_ 'Ри/«Нвні +'Р1вНнНд (3-21)
и силы (5 З, п. 2)

1 д
Рі=ї0Рофлг _дхі (НіНв)- (3-27)

В большом кристалле изменение силы от точки к точке может при-
вести к дальнейшему возрастанию момента (5 3, п. З), зависящемдІ
от формы кристалла,
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Восприимчивость порошка (5 4). Восприимчивость порошка
равна 1[афір или при приведении к главным осям,

ём+ь+ю.

ЗАДАЧИ

1. Пусть на кристалл действует поле напряженностыо Нд, направленное
вдоль оси Ох1, а затем накладывается до авочное поле вдоль хз напря-
женностью НЗ. Вычислить произведенную работу, используя уравнения (3.7)
и (3.12). Пусть теперь эксперимент повторен, по сначала налагается поле На
вдоль оси Ох2, а затем поле Н] вдоль х1. ва вычислить произведенную
работу н показать, что п оизведенная работа при приложении полного
поля Н= [Н1,Н2,0] одинакова для обоих случаев только п и р = рщ.

2. Небольшой парамагнитный кристалл помещен в неоднородное поле
электромагнита и благодаря бифилярной подвеске образует маятник, могу-
щнй качаться в плоскости, перпендикулярной горизонтальным силовым линиям.
Длина маятника равна О см. аправление максимальной восприимчивости
кристалла параллельно магнитному полю. тклонеиие крнсталла, наблюдае-
мое при выключении магнита, равно 1,20 мм. Значение Нд х
дН/дх-градиент поля в нап авлении движения кристалла, постоянно
равно 1013 ед. МКЅ. Плотность кристалла равна 2,7 »103 кг/мЗ. Вычислить
наибольшую главную восприимчивость.

_ Монокристалл кадмня (гексагональная система) в виде длинной про-
волоки радиусом 1 мм подвешен к плечу весов таким о разом, что он
находится в продольной и поперечной плоскостях симметрии электромагнита.
Главная ось кристалла наклонена под углом 0 к оси проволоки и лежит в про~
дольной плоскости симметрии магнита. Когда магнит включен, верхний ко-
нец проволоки находится в пренебрежимо малом поле, а нижний-в поле
иапряженностью 4,,00'10з ед. МКЅ (ампервитков/м). При этих условиях най-
дено, что сила, деиствующая на проволоку, параллельна ее длине и равна
8,11 >< 10' ед. МКЅ (ньютон). Зная, что главные объемные восприимчивости

и
КадМИЯ В раЦИОНИЛИЗИрОВаННОІ/І СИСТЄМЄ Имеют Значения

ф, = ф, = ~17,4-1от”. ф, = _28,5-1о~°,
определить угол 0.

4. Маленький кристалл объемом 1 ммз, главные восприимчивости кото-
рого в рационализированной системе единиц имеют значения

ь, =1,о.1о-5, ь, = 0,6- 104, ф, = 2,0-10-5,
ПОМЄЩЄН В НЄОДНОРОДНОЄ ПОСТОЯНІІОЄ МаГНи'ПІОЄ ПОЛЄ. КОМПОНЕНТЫ ПОЛЯ И
некоторые их Ітээадиентьт вдоль направлении главных осей имеют значения
(в единицах М Ѕ)

Н1 = 1,0 '106, 1-12 = 0,5-106, На = 2,0- 100,

Ш=10.108 Еёь=12.108, Ш
дх] ц в я дхз

дхз

д_Н_2 = 0.8.108_ й __: 2'0 .1()з_
дхг дхд,

= 0,5. 108,

Определить величину и направления результирующей силы и момента,
действующих на кристалл.



ГлаваІУ

ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ

Дизлектрическая восприимчивость, характеризуюшая поляризапию
в электрическом поле.-еще один пример анизотропного свойства
кристаллов, описываемого тензором второго ранга. Формальный анализ
поляризации во многом аналогичен рассмотрению намагниченности,
проведенному в предыдущей главе, но имеются также и некоторые
различия, на которых мы должны будем остановиться.

5 І. Общие соотношения
Следующие три вектора аналогичны соответственно векторам Н.
В:
15- интенсивность электриче-

ского поля, или напряжен- В Р
ность ноля;

Р-ноляризация, равная электри-
ческому моменту на единицу
объема (или поляризационному
заряду на единицу площади,
перпендикулярной направлению
поляризации);

В-диэлектричесное смещение, 2601:-
или индукция.

Ф . 22.Соответственно уравнению (3.1) мы Вщторашїзїзъмїїу
имеем

0==×ОЕ+Р, (4.1)

где жо-скалярная константа, представляющая собой диэлектрическую
проницаемость вакуума и равная в рационализированной системе МКЅ
8,854 - 10`121). Это векторное соотношение иллюстрируется фиг. 22.

Для изотронных сред имеет место уравнение
Р=ХОХЕ, (4.2)

1) См. книги, указанные в примечании на стр. 73.
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аналогичное уравненню (3.2) (исключая область очень сильных полей),
где Е -- напряженность поля в среде, а Х -- дизлектрическая воспри-
имчивость 1). Аналогично уравнению (3.3) имеем

В = кЕ. (4.3)
где к-диэлектрическая проницаемость,

к = У~о (1 + Х)-
Часто бывает более удобно выражать диэлектрическую проницае-

мость среды через проницаемость вакуума. Для этой цели введем
безразмерную константу

И
К = _ЪБ', (4.4)

называемую относительной диэлектрической проницаемостью, или
диэлектрической постоянной.

Для анизотропных сред вместо уравнения (4.2) имеем
р, ___-,ЮХЦЕР (4.5)

где Хи-тензор диэлектрической восприимчивости; вместо урав-
нения (4.3) имеем

01: кдЕі, (4.6)
где ид-_тензор диэлектрической проницаемости, определяемый
следующим образом:

“и = *00111 +Ху)-
Для диэлектрической постоянной, которая теперь тоже является тен-
зором, имеем вместо уравнения (4.4)

1.1]
*о О

В 5 4 на основе энергетических соображений доказывается, что
ил=ии; следовательно, К,,=К/, и ХИ=ХІГ Поэтому [зо-11, [Ки]
и [Хд] могут быть приведены к общим главным осям; соотношения
между главными компонентами очевидны:

К,І = (4.1)

'›є,_--=иоКІ и т. д.

Х1=К1_'1 и т. Д.

Таким образом, диэлектрические свойства кристалла могут быть
охарактеризованы значениями и направлениями трех главных диэлек~
трических проницаемостей (диэлектрических постоянных) или диэлек-
трических восприимчивостей. Эти значения и направления будут

1) Если кристалл обладает спонтанной поляризацией (см. 5 7 и 8), Р можно
ннтрепретировать как изменение этой поляризации, вызванное полем.
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в общем случае зависеть от частоты электрического поля; кроме того,
они, конечно. должны всегда подчиняться всем ограничениям, накла-
дываемым симметрией кристаллов, в соответствии стабл. 3. Значения
диэлектрических постоянных для некоторых кристаллов приведены в
табл. 5.

т А в л и ц А в

Диглектрические постоянные кристаллов *

Кристаллы Система Кд К, К, Частота, гц

Гипс Моиоклинная . . . 9,9 5,1 5,0 3.108
Арагоннт Орторомбическая . 9,8 7,7 6,6 4.108

Кварц Тригональная . . . 4,5 4,6 50__5.10а
Кальцит » . . . 8,5 8,0 4-108
Рутил Тетрагональная . . 89 178 4'108

Хлорид цезия Кубическая _ . _ _ 6,3 2. Юг,
Хлорид натрия ъ . . . . 5.6 2-10б

* Приведенные значения взяты из таблиц [54, 611, а также из книги Квди [24].

5 2. Различие между электрической поляризацией
и намагниченностью

При принятом нами способе рассмотрения поляризации и намагничен-
НОСТЬ ЯВЛЯЮТСЯ аНаЛОГИЧНЫМИ ВеЛИЧИНаМИ. ОДНЗКО Следует ИМеТЬ В ВИДУ,

что эта аналогия иосит лишь формальный характер. В Отличие От
электрических зарядов магнитные заряды не существуют в действи-
ТеЛЬНОСТИ, ХОТЯ Введение ПреДСТаВЛеНИЯ О ТЗКИХ ЗарЯДЗХ ЗНЗЧИТЄЛЬНО

облегчает рассуждение. При физически реальном подходе следовало бы
признать с самого начала общее происхождение электрического и
магнитного полей. При этом следовало бы считать, что магнитные
поля и моменты создаются за счет движения электрических зарядов,
а ИМеННО ОрбИТаЛЬНЬІМ И СПИНОВЬІМ МОМеНТаМИ ЭЛеКТрОНОВ, а Не Не-

подвижными магнитными зарядами. Отсутствие полного параллелизма
между электрической поляризациеи и намагничепностью подчеркивается
тем фактом, что главные магнитные восприимчивости Могут быть
ПОЛОЖИТеЛЬНЬІМИ и ОТРИЦЗТЄЛЬНЫМИ, В ТО Время Как ГЛЯВНЫЄ ДиЭЛеК-

ТрИЧеСКИЄ ВОСПРИИМЧИВОСТИ ВСеГда ПОЛОЖИТеЛЬНЫ. Имеются Также

Два СЛеДУЮЩИХ ВЗЖНЫХ ПраКТИЧЄСКИХ различия.

І. Эффект деполяриаации. Если поляризуемый кристалл поме-
щен в поле Еа, то при этом возникает собственное поле кристалла
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(обозначим его через ЕС). Тогда полное поле в любой точке (фиг. 23)
ОПРОДЄЛЯЄТСЯ ВЬІраЖЄНІ/ІЄМ

в:ц+в. мы
ДЛЯ ПарЯМаГНЄТІ/ІКОВ и ДИЗМЗГНЄТИКОВ иСКаЖаЮЩЄЄ ВЛИЯНИЄ Кри-

сталла,на поле,
восприимчивос'ги. Это не имеет

Как МЫ ВИДЄЛИ , МЗЛО ВСЛЄДС'ГВИЄ Малых ЗНаЧЄНиЙ

МЄСТЗ ДЛЯ феррОМаГНЄТІ/ІКОВ, а ТЗКЖЄ

ДЛЯ ДИЭЛЄКТРИКОВ, ПОТОМу ЧТО В ЭТОМ

СЛуЧЗЄ ЗНаЧЄНИЯ Хіі НаВЄрНЯКа Не

малы по сравнению с единицей (см.
табл. 5), и, следовательно, ЕС и Еа
часто имеют одинаковый порядок ве-
личины. Поле Ес зависит от формы
кристалла. Так, если два образца
из одного и того же кристалла, отли-
чающиеся лишь формой, поместить
в идентичные поля, то ЕС, а следо-

вательно, и Еі будут различны. Так как внутри кристалла существует
поле Е, которое и определяет Р [уравнение (4.5)1, то эти два образца
будут обнаруживать различную поляризацию.

Для иллюстрации можно здесь напомнить без доказательства
выражения для ЕС, ЕІ и Р в следующих трех простых случаях,
детально разобранных в учебниках:

а) Длинный изотроиный стержень в однородном поле Еа,
пира/мельком его длине.

Ф и г. 23. Связь между векторами
Ь Ед И ЕС.

Ес = О и Ег = а;

следовательно,
Р: 'иОХЕ .

6) Плоский изотропный диск в однородном поле Еа, перпен-
дикулярном его плоскости.

Внутри диска
Р

МОЕс=_-Р И Ед: “Т-а о
Следовательно,

Р 1Р=иОХ(Еа-ї) или Р=щкОХЕҐ

в) Иаотропная сфера в однородном поле Е .
Внутри сферы

ІжОЕс=--Р и3 ц=Еа Ы '3% -
Следовательно,

Р=к0Х(Еа_-З-Р;Б) или Р=(
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В каждом случае поле внутри тела, вызванное полярнзацией,
действует противоположно приложенному полю, вследствие чего на-
блюдаемая поляризация понижается. Поэтому поле ЕС внутри тела
называется дено/іяризующим полем.

2. Утечка заряда. Измерения в диэлектриках осложняются нали-
чием ,,диэлектрических аномалий", вызываемых тем обстоятельством,
что диэлектрики не являются идеальными непроводниками. Рассмотрим
следующий пример.

Пусть тонкая пластинка диэлектрика помещена между двумя
параллельными обкладками плоского конденсатора и отделена от них
узкими зазорами. В 5 З мы покажем, что если бы диэлектрик был
идеальным непроводником, то диэлектрическая постоянная равнялась бы
отношению емкости конденсатора с диэлектриком к емкости конден-
сатора без диэлектрика. Предположим, что обкладки конденсатора
остаются подсоединенными к батарее. Сначала при введении кристалла
в конденсатор на поверхности кристалла появляются поляризацнон-
ные заряды, но свободные заряды отсутствуют. Однако с течением
времени к пластинке будут притекать заряды того же знака, что и
поляризационные. Так будет продолжаться до тех пор, пока не будет
достигнуто предельное состояние, при котором внутри пластинки
Е: О -- значит, диэлектрик в этом случае может считаться подобным
идеальному проводнику. Емкость будет теперь равна просто емкости
двух узких зазоров. Таким образом, если измерение емкости исполь-
зуется для определения диэлектрической постоянной пластинки, наблю-
даемая диэлектрическая постоянная будет зависеть от того, в какой
момент времени производились измерения, и от проводимости образца.

Если бы зазор между обкладками и пластинкой отсутствовал
(этого можно достичь, например, путем применения напыленных элек-
тродов), то в идеальном случае не было бы миграции свободных
зарядов. Однако практически кристалл никогда не бывает совершенно
однородным: в нем имеются небольшие трещины и области концен-
трации примесей, на которых могут скопляться заряды. Мигоация
заряда облегчается тем обстоятельством, что проводимость этих обла-
стей обычно выше проводимости идеальных частей кристалла. Поэтому
даже такие кристаллы, как сера или слюда, обладающие очень малой
объемной электропроводностью, могут обнаруживать значительные
диэлектрические аномалии вследствие проводимости подобных неболь-
ших областей.

Миграция зарядов происходит и в том случае, когда кристалл
подвешен в электрическом поле так, что может свободно вращаться.
При включении поля кристалл ориентируется в нем определенным
образом, но постепенно заряд стекает, и кристалл поворачивается
в иное положение. Вследствие этого факта были искажены результаты
многих первых измерений диэлектрической проницаемости, при кото-
рых она определялась по моменту, действующему на кристалл в ста-
тическом или низкочастотном поле.
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5 З. Соотношение между 0, Е и Р в плоском конденсаторе
Если между обкладками плоского конденсатора поместить пла-

стинку из диэлектрика, то емкость конденсатора возрастет. В учеб-
никах электростатики показывается, что отношение емкостей конден-
сатора с диэлектриком и без него равно диэлектрической постоянной
материала, из которого сделана пластинка:

Емкость с диэлектриком Проницаемость диэлектрика
___-*___-=Щ=
Емкость без диэлектрика Проннцаемость вакуума

=== Диалектрическая постоянная

Рассмотрим теперь случай, когда диэлектрик является анизотропным
кристаллом произвольной ориентации. Здесь уже возникает вопрос
о том, какие ,диэлектрическая проницаемость“ и ,диэлектрическая
постоянная“ входят в приведенное уравнение. При рассмотрении этого
вопроса мы должны сначала найти соотношение между В, Е и Р.

`На фиг. 24, а показаны обкладки конденсатора с введенной пла-
стинкой кристалла, а на фиг. 24, б-без нее. При этом предпола-
гается, что обкладки конденсатора и грани кристаллической пластинки
имеют достаточно большие размеры по сравнению с толщиной кри-
сталла І. Чтобы уяснить соотношение между В и Е, полезно пред-
ставить себе, что между кристаллом и обкладками конденсатора
имеются узкие зазоры. Ширина этих зазоров должна быть бесконечно
мала по сравнению с толщиной кристалла. Пусть между обкладками
приложена постоянная разность потенциалов ср. Примерное соотноше-
ние между векторами жОЕ, Р и В представлено на фиг. 24, а и б
длиной стрелок. Пусть Вс, Ес и 02,, Еї, относятся соответственно
к кристаллу и вакуумному зазору, показанным на фиг. 24, а,а В'
и Е'_-к пространству между обкладками для случая, когда между
обкладками нет кристалла (фиг. 24, 6). Далее, пусть о и с'-
заряд на единицу площади обкладок конденсатора в этих двух слу-
чаях. Так как обкладки конденсатора имеют большие размеры и
потенциал на каждой из них имеет постоянную величину, то экви-
потенциальные поверхности должны располагаться параллельно им.
Следовательно, векторы Ею, Ес и ЕІ перпендикулярны обкладкам
конденсатора. Применяя теорему Гаусса, получаем

о =_- хоЕі, и с' __- жОЕ',

и, так Как зазор очень узок,
Ѕ° 0,__ І __ .Еє-_- І Е О

Отметим, что при этом удовлетворяется требование непрерывности
тангенциальной компоненты Е (в частности, она может быть равна
нулю) при переходе через поверхность кристалла. В зазоре вектор В.
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конечно. параллелен Е, но в кристалле он направлен под углом к Е.
Согласно одной из теорем электростатики (вытекающеи непосред-
ственно из теоремы Гаусса), нормальная компонента І) непрерывна
при переходе через границу. на которой не'1` свободных зарядов.

' Віо'

` Мона »,. . . А, \..Ё \1к Мжж
а- д

а

..0" І

10.11.1514 в кидізїгі

Ф и г. 24. Соотношения между 0. ждЕ и Р в плоском конденсаторе.
а-копденсатор с кристаллической пластиикой, помещеппой между электродами;
б-конденсатор без кристаллической пластинки: а-направления Е и Р в и-
сталле относительно аллипсоида дналектрической восп иимчивоети и направле-
и Е и В в кристалле относительно аллипсопда диалектрической проницаемости.

Следовательно, если нормальную компоненту Вс обозначить через
(00)", то

(Вс п = Во= с'

Таким образом, отношение емкостей для двух рассматриваемых
случаев можно записать в виде

С а _ Компонента Вс, параллельная Іі'с
ЁТ_ о' ІОЕС

1.
=-= І

где к-диэлектрическая проницаемость и К -диэлектрическая по-
стоянная в направлении приложенного поля Ес (см. гл. І. ё 6. п. 1).
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Отсюда следует как частный случай, что, когда одна из главных
диэлектрических постоянных направлена нормально к обкладкам кон~
денсатора, отношение емкостей непосредственно равно диэлектри-
ческой постоянной.

На фиг. 24, в, которую нет необходимости пояснять, видно. как
направления векторов Е. Р и Е, В в кристалле, изображенном на
фиг. 24,-а, связаны соответственно с эллипсоидами диэлектрической
восприимчивости и диэлектрической проницаемости 1).

5 4. Энергия поляризованного кристалла
Можно доказать [20], что если электрическое поле полностью

заключено в кристалле, работа, произведенная при изменении поля-
ризации кристалла, определяется уравнением

(107 = і015,, (10,, (4.9)
где «ть-объем кристалла. Как пример вывода этого уравнения для
частного случая можно рассмотреть плоский конденсатор (см. фиг. 24, а).
подсоединенный к батарее. При изменении поляризации на обкладках
конденсатора появятся новые поверхностные заряды с плотностью єіс
и -а'о на единицу площади; при этом батареей будет произведена
работа Апр до, где А~1тлощадь обкладок конденсатора. Эту работу
можно выразить через Е и В и их изменение в кристалле. Плот-
ность зарядов с равна нормальной компоненте В в кристалле; сле-
довательно,

Аср сіВп=АЕІсіВп=оЕ сіВп=1иЕісідр
где 'и-объем кристалла, так как электрическое поле нормально
к обкладкам конденсатора.

Следовательно, приращение энергии 2) конденсатора определяется
следующим образом:

ЛЧ! = *аЕі (101; (4.10)

используя уравнение (4.6). получаем
г_..ЛЧ __шцЕ, 1113,. (4.11)

Отсюда, так же как при рассмотрении энергии намагниченного кри-
сталла (см. стр. 79), можно получить, что

и дат” дЩГ
=:----= __-=у, _І/ двідьї, дЕ,дЕ, Н

Интегрируя уравнение (4.11) и приравнивая произвольную постоян-
ную нулю, получаем выражение для энергии

чг = ё (лице). (4.12)
1) По этому вопросу см. также [103] _Прим. перев.
в) Для изотермического обратимого изменения зто-приращение сво-

бодной энергии; см. также приложение 6.
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ё б. Сила и момент сил, действующие на кристалл
в электрическом поле

Сила, действующая на небольшой образец диэлектрика в неодно-
родном поле, описывается выражением, аналогичным выражению (3.24),
а именно:

двР,=1›Р,53с71, (4.13)

где РҐ-поляризацищ определяемая, согласно уравнению (4.5), пол-
ным полем в кристалле, и Е,-поле, созданное источниками, внеш~
ними по отношению к крнсталлу. Вследствие эффекта деполяризации
сила зависит от формы образца, так как в данном внешнем поле его
форма влияет на величину Р.

При рассмотрении пара- и диамагнетиков мы вычисляли момент
сил, действующий на кристалл в однородном поле и обусловленный
анизотропией кристалла. Аналогичный момент, вызываемый непарал-
лельностью между Р и Е, действует на каждый элемент диэлектри-
ческого кристалла, помещенного в электрическое поле. Однако теперь
выражение для момента, вследствие наличия эффекта деполяризании,
будет зависеть от формы кристалла. Если в случае пара- и диамаг-
нетиков влияние формы является эффектом второго порядка, то теперь
оно играет существенную роль` Легко показать, как пример влияния
формы, что диск из изотропного диэлектрика, подвещенный в одно-
родном поле, будет стремиться повернуться так. чтобы его ось стала
параллельна полю.

Итак, появление момента, действующего на кристалл в однород-
ном электрическом поле, объясняется двумя причинами: 1) непарал-
лельностыо векторов Р и Е, обусловленной анизотропией кристалла,
и 2) непараллельностью векторов Р и Е, обусловленной влиянием его
формы. В неоднородном поле имеется и третья причина: конечность
размеров кристалла, как было показано в гл. ІІІ, ё 3, п. З, для
аналогичного магнитного эффекта. .

5 6. Электростатическое поле в однородном анизотропном
диэлектрике 1)

Электростатическая задача, рассмотренная в 5 З, была очень
упрощена, ибо предполагалось, что В и Е имеют во всем кристалле
постоянные значения. В общем же случае электростатическое поле
в кристалле может быть неоднородным. Найдем теперь, каким общим
уравнениям оно должно удовлетворять. Мы ограничимся рассмотре-
нием поля только внутри кристалла; для общности будем предпола-
гать, что в кристалле имеется непрерывно распределенный электри-
ческий заряд.

1) Этот параграф может быть опущеп при первом чтении.

7 Дж. Най
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Два уравнения Максвелла, содержащие В и Е, имеют вид
аіш=р, го±Е=_в, (4.14)

где р-плотность заряда. В случае статической задачи В: 0.
поэтому

(1і\г0=р, то±Е=0. (4.15)

Из векторного анализа известно, что если ротор вектора равен нулю,
то вектор можно выразить как градиент скалярного потенциала;
поэтому мы можем записать

дЕ=-5;га(1<р, или Ед=-д7%. (4.16)

В индексных обозначениях первое из уравнений (4.15) имеет вид
дВі _ _
дхі __р,

используя уравнение (4.6) и предполагая, что ні] не зависит от хі,
получаем дв,

7. ---= .і] дхі Р

Подставляя уравнение (4.16) для Е), находим уравнение для потен-
циала со

у. _ЁіЬ =- (4 17)'Ч дхддху р' '

Приведенное к главным осям [жд] уравнение (4.17) принимает вид
д2<е дат д2<г1. _- у. __-г и __=- . 4.18

Для тех частей кристалла, в которых объемные заряды отсутствуют
(9:0), уравнение (4.18) упрощается:

д'Д 62 62мг-Ё-«ъ-в-ёнз-ёг: . (4.19)дх] дх2 дх3

Уравнения (4.18) и (4.19) являются фундаментальными уравнениями,
на которых основано решение задач электростатики для кристаллов.
Производя в уравнениях (4.18) и (4.19) формальную замену

1 1 1

х1 = 'ті/яХь 362 == 'дам-Ха. хз = у«гз/ЕХз.

мы получаем соответственно уравнения Лапласа и Пуассона
д'Зф д'дф дзч, дв? д'дч) д'ЗдР
__.. ___., ___5=__ и ___~ __т ___:дхї + дХ5+дхд р дхї+ дх;+ дхё

Известные решения этих уравнений можно сразу же преобразовать
в решения уравнений (4.18) и (4.19). Затем из уравнений (4.16) и
(4.6) находятся соответственно Еі и і.
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Мы встретим уравнения, аналогичные (4.18) и (4.19), при изуче-
нии стационарного теплового потока в кристаллах (см. гл. ХІ, ё 4).

изотропном диэлектрике 0=жЕ. Если при этом р=0. то
уравнения электростатического поля

(їіу І) = 0 и тот Е= 0
означают, что

(їіу Е: 0 и тот В = 0. (4.20)

Следует отметить, что, когда среда анизотропна, уравнения (4.20)
не обязательно выполняются.

5 7. Пироэлектричество

Некоторые кристаллы обладают свойством приобретать электри-
ческую поляризацию при изменении их температуры. То есть в таких
кристаллах имеется спонтанная поляризация, а нагревание или охла-
ждение кристалла приводят к ее изменению. Это явление называется
пироэлектрическим эффектом. В действительности приобретенный
таким образом электрический момент не сохраняется, ибо ввиду того.
что кристалл не является идеальным непроводником, момент нейтра-
лизуется в результате миграции зарядов к поверхности кристалла.

Чтобы обнаружить пироэлектрический эффект, мы можем под~
вергнуть кристалл однородному нагреву и наблюдать изменение поля-
ризации. Этот эксперимент теоретически возможно выполнить двумя
различными способами: либо сохранять неизменными форму и раз-
меры кристалла во время нагревания, либо, наоборот, нагревать кри-
сталл при таких условиях, что его тепловое расширение будет проис-
ходить совершенно свободно. Величина эффекта при этих двух экспе~
риментах была бы различной. В первом случае, когда кристалл зажат,
наблюдаемый эффект называется первичным нироэлектрическим
эффектом. Во втором случае, при свободном расширении (которое
значительно легче осуществить практически) имеется добавочный эф-
фект, называемый вторичным пироэлектричеєким эффектом; на-
блюдаемый в этом случае эффект есть сумма первичного и вторич~
ного эффектов. Серьезное обсуждение соотношениямежду первичным
и вторичным эффектами, включающее рассмотрение пьезоэлектрических
явлений, требует учета термодинамических соотношений (см. гл. Х).
Рассмотрение, проводимое в настоящем параграфе, одинаково при-
менимо как к первичному и вторичному пироэлектрическим эффектам,
так и к их сумме 1).

1) Момент, возникающий при неоднородном нагреве, называется тре-
тгшным пироэлектрическим эффектом. Он рассматривается на стр. 231.
Термин тензориальный пироэлектрический эффект относится к эффекту
возникновения квадрупольного момента и моментов более высокого порядка.
Существование этих эффектов экспериментально точно не установлено, но
если они обнаружатся, то должны быть очень малы (см. [24]).

так
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Если происходит небольшое изменение температуры АТ, одина-
ковое во всем кристалле, то изменение вектора поляризации АРі
определяется выражением

^Р1=ттї (4.21)
где ріатри нирозлектрических коэффициента. Таким образом,
пироэлектрический эффект в кристаллах описывается вектором р.
Это первый встретившийся нам в настоящей книге пример физи-
ческого саойства кристаллов, описываемого вектором.

В некоторых кристаллах поляризация может возникнуть также
при гидростатическом сжатии; это частный случай пьезоэлектри-
ческого эффекта` который будет обсуждаться в гл. \/ІІ. Так как такая
ноляризация пропорциональна давлению, являющемуся скаляром, по-
добно АТ, то это свойство также описывается вектором. Проводимое
ниже рассмотрение влияния симметрии на пироэлектрический эффект
полностыо применимо и к пьезоэлектрическому эффекту при гидро-
статическом сжатии.

В соответствии с принципом Неймана (см. стр. 35), вектор р
должен согласовываться с точечной группой симметрии кристалла.
Отсюда сразу же следует, что пироэлектрический эффект не может
существовать (р=0) у кристаллов, обладающих центром симметрии;
на этом обстоятельство основан практический метод проверки отсут-
ствия центра симметрии. Легко сообразить, что пироэлектрический
момент может быть нараллелен только направлению, которое является
в кристалле особенным, т. е. не повторяется никаким элементом сим-
метрии (изменение направления на противоположное считается здесь
повторением). Если в точечной группе существует особенное напра-
вление, являющееся осью симметрии второго, третьего, четвертого
или шестого порядков, то оно обязательно будет направлением р.
Однако наличие такой особенной оси симметрии 1) (мы не считаем
здесь ось первого порядка осью симметрии) не является необходимым
признаком существования пироэлектрического эффекта; в качестве
примера назовем класс т, в котором р может, не нарушая прин-
ципа Неймана, лежать в любом направлении в плоскости симметрии,
и класс 12). Можно отметить, между прочим, что введенное выше по-
нятие особенного направления не есть синоним полярного направле-
ния. Полярное направление-это любое направление, два конца ко-
торого не могут быть совмещены никаким элементом симметрии
точечной группы. Так, например, ось второго порядка в классе 32
(см. стр. 338) является полярным, но не особенным направлением`

1) Особенной осью часто называют ось, присутствующую в кристалле
в единственном числе; ту ось, кото ю автор называет особенной осью,
тогда называют особенной полярной осью (см. [123]).-Прим. перев.

2 Если же не делать оговорки относительно оси первого порядка, то
наличие особенной оси будет необходимым признаком-Прим. перед.
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Все особенные направления полярны, но только некоторые полярные
направления особенны.

Ниже приведены направление пироэлектрического вектора р и
форма его компонент для 21 нецентросимметричного класса.

Триклинная система. Кла сс І: симметрия не накладывает ника-
ких ограничении на направление р; (рІ, ра, рз).

Моноклинная система. Ось х2 параллельна оси второго порядка,
поворотной или зеркальной (оси у).

Класс 2: вектор р параллелен оси второго порядка; (0, р, 0).
Класс т: вектор р имеет произвольное направление в плоскости

симметрии; (рд, 0, ра).
Орторомбическая система. Оси хІ, ха, х3 параллельны соот-

ветственно кристаллографическим осям х, у, 2.
Класс тт2: вектор р параллелен оси второго порядка; (0, 0, р).
Класс 222: (О, 0, 0)
Тетрагональная, тригональная и гексагональная системы.

Ось х3 параллельна оси 2.
Классы _4, 4тт, 3, Зт, 6, 6тт: вектор р параллелен осям

четвертого, третьего или шестого порядков; (0, 0, р.
Классы 4, 42т, 422. 32, 6, 6т2, 622: (0, 0, 0).
Кубическая система. Классы 432. 48т, 28: (0, 0, О).

Итак, следующие 10 классов теоретически могут обладать пиро-
электрическим эффектом при однородном нагревании или охлаждении
и пьезоэлектрическим эффектом при гидростатическом сжатии:

1, 2, 3, 4, 6, т, тт2, Зт, 4тт, 6тт.

Они называются полярными классами.
Численный пример. Проиллюстрируем порядок величины пиро-

электрического эффекта на примере турмалина (тригональная система,
класс Эт), являющегося наиболее известным представителем пироэлек-
трических кристаллов. Значение р несколько меняется в зависимости
от состава кристалла и температуры. При комнатной температуре
значение р, равное 1,2 ед. СОЅЕ на 1°С, соответствует сумме пер-
вичного и вторичного эффектов [24]. Таким образом, в рационали-
зированной системе МКЅ

р=1,2(-`.13-><10*5)=4,о-10-6 к/мг . град.
Чтобы более наглядно представить себе величину пироэлектрического

эффекта, определим напряженность электрического поля, которая
вызывает такую же поляризацию, как изменение температуры на І° С.
Согласно приведенному значению р, при возрастании температуры
на 1°С возникает поляризация

Р= 4,0. 10*є в/мг,
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направленная вдоль оси третьего порядка. Главная диэлектрическая
постоянная Кгурмалина в направлении, параллельном оси третьего п0~
рядка, К3:7,1. Соответствующая диэлектрическая восприимчивость

Х3:К3~ 1 :6,1.

Следовательно, искомая величина внутреннего поля, параллельного
оси хз. ес'ть

Р 4,0-кг'3Е ___ ___ З ___*__
З »ео-7,3 8.85- 10*”›6,1 ї 7,4 - 104 в/м == 740 в/см.

5 8. Сегнетоэлектричество

Имеется другая группа кристаллов, называемых сегнетоэлектри-
ками, которая в определенной степени близка к пироэлектрическим
кристаллам. Сегнетоэлектрик, подобно пироэлектрику, может обладать
спонтанной поляризацией, но он имеет дополнительное свойство: на-
прав'ление его поляризации может быть изменено на обратное при
приложении достаточно сильного электрического поля. Следовательно,
в сильных переменных полях поляризации обнаруживает гистерезис.

Изменение направления поляризации на обратное под действием
электрического поля можно объяснить тем, что поле вызывает не-
большое относительное смещение атомов в кристалле, вследствие чего
кристалл превращается в свой электрический двойник. Если все атомы
смещаются на половину этого расстояния или на это расстояние сме-
щается половина атомов, то кристалл переходит в более симметричное
и неполярное состояние. Обычно эта промежуточная конфигурация
возникает при изменении температуры; поэтому большинство сегнето-
электриков имест температуру перехода (точку Кюри), выше которой
они являются неполярными диэлектриками 1).

Известные сегнетоэлектрики выше своих температур перехода
принадлежат главным образом к трем классам:

222_-например, сегнетова соль;
Ё2т ьнапример, дигидрофосфат калия;
тЗт-нанример, титанат бария.

(Сегнетова соль отличается тем, что имеет как верхнюю, так и нижнюю
температуры перехода, т. е. обнаруживает спонтанную поляризацию
только между этими темнературными точками.) Кристалл в сегнето-
электрическом состоянии, обладая спонтанной поляризацией, должен
иметь более низкую симметрию, чем тот же самый кристалл в несег-
нетоэлектрическом состоянии, и принадлежать к одному из пироэлек-

1) Даваемое автором объяснение сегнетоэлектрических явлений неудачно
и содержит ряд неточностей. За последние годы опубликован целый
обширных обзоров по сегнетоэлектричеству, например [116, 124,126, 1271,
в которых читатель может найти строгое рассмотрение._-Прим. перев.
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трических классов, перечисленных в ё 7. Например, сегпетова соль
в сегнетоэлектрическом состоянии принадлежит к классу 2; дигидро-
фосфат калия переходит из класса 42т в класс тт2; титанат бария
при понижении температуры последовательно переходит из класса тЗт
в пироэлектрические классы 4тт, тт2 и Зт.

Сегиетоэлектрики образуют группу кристаллов. представляющую
большой теоретический интерес. Характеризующие их спонтаииая поля-
ризапия и гистерезис сопровождаются проявлением других специфи-
ческих свойств. Для датьпеишего изучения вопроса можно реко-
мендовать обзорпую статью Девоншира [31].

Р Е 3 Ю М Е
1. В любом веществе

0,.:жОЕі-і-Рі. (4.1)

В анизотропном диэлектрике (например, в кристалле)

Рі:"-03(ііЕ/' (4.5)

(за исключением области очень сильных полей); здесь [ХНІ-тензор
диэлектрической восприимчивости. Следовательно,

Ві І у-ііЕг (4.6)

71] _: І'10 (85; + 74,);
ГДЄ

здесь [и,].]-тензор диэлектрическои проницаемости. Теизор диэлек-
трической постоянной определяется выражением

'Ъіі

КііІТО . (4.7)

2. Работа, произведенная при изменении поляризации кристалла,
если поле полностью заключено в кристалле, дается выражением

ан/ = ее, 1119,., (4.9)
где о-объем кристалла. Приравнивая это выражение прирашег-гиго
энергии и учитывая, что 13,.:жііЕі, получаем

\г___ . . < _(іІ _шііЕіті/Зі. (4.11)

Так как 111? является полным дифференциалом, отсюда вытекает
что [111], а следовательно [Кіі] и [ЕД-симметричные тепзоры. І-Інте-
грируя выражение для (іЧг' и считая ироизвольную постоянную равной
нулю, находим энергию поляризованиого кристалла

_. 1\1› 1: їюиііЁіЕі. (4.12)
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З. Хотя формальное рассмотрение диэлектрической поляризации
и намагниченности парамагнетиков имеет очень много общего, депо-
ляризация в этих двух случаях имеет разный порядок величины. Дру-
гое существенное отличие состоит в том, что у диэлектриков наблю-
дается стекание заряда.

4. Дизлектрическая постоянная в направлении, перпендикулярном
обкладкам плоского конденсатора, определяется путем измерения
емкости конденсатора.

б. Сила, действующая на диэлектрический кристалл в неоднород-
ном электрическом поле, описывается выражением

дв,
РІЅЮРІ-бзсу, (4.18)

где Ріпполяризация, определяемая, согласно уравнению (4.5), пол-
ным внутренним полем в кристалле, и Е,-поле, созданное источни-
ками, внешними по отношению к кристаллу. Вследствие эффекта
деполяризации эта сила зависит от формы образца.

6. Если Р и Е в кристалле не параллельны друг другу, то на
кристалл действует момент сил. Это может объясняться влиянием
формы (эффект деполяризации) или анизотропиеи кристалла. В не-
однородном поле возникает добавочный момент, обусловленный изме-
нением силы Р, вдоль образца.

7. Электростатическое поле в анизотропном кристалле подчиняется
уравнениям

діуВшр, гоіЕ=О.

Отсюда следует, что Е можно выразить через скалярный потенциал ср
и что в однородном кристалле

д'др7.1] “дхідхі ___-р, (4.17)

ИЛИ при ПриВеДЄІ-Іии К ГЛаВНЫМ ОСЯМ

дїср д'дср дїкр
и “а_- 7. *_Т у.1 дхї + 2 дхё + з 2дхз

= _ р. (4.18)

В общем случае
(їіуЕчЬО и готВ #0

даже в областях, где заряды отсутствуют.
8. Изменение поляризации АРі, вызываемое в пироэлектрическом

кристалле малым однородным изменением температуры АТ, описы-
вается выражением

АРі = ріАТ, (4.21)

где рд-пироэлектрические коэффициенты. Они определяют вектор р,
который должен согласовываться с симметрией кристалла. Вследствие
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этого требования пироэлектрический эффект при однородном изме-
нении температуры возможен только в десяти полярных классах.

9. Сегнетоэлектрические кристаллы обладают спонтанной поляри-
зацией, направление которой можно изменить на обратное при прило-
жении достаточно сильного электрического поля. Большинство сегне-
тоэлектриков имеют температуру фазового превращения (точку Кюри),
выше которой они являются обычными неполярными диэлектриками.

ЗАДАЧИ

1. Показать, что последовательные изменения симметрии титаната бария
при понижении температуры можно объяснить, постулировав, что исходный
кубический кристалл становится сначала полярным вдоль одной кубической
оси, затем одинаково полярным вдоль двух кубических осей и, наконец,
одинаково полярным вдоль трех кубических осей.
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5 1. Понятие напряжения

Если тело находится под действием внешних сил или, в более
общем случае, если любая часть тела действует с некоторой силой
на соседние части, то говорят, что это тело находится в напряжен-
ном состоянии. Рассмотрим элемент объема, находящийся в напряжен-
ном теле. На него действуют два типа сил. Прежде всего имеются
объемные силы (например, сила тяжести), действующие на все эле-
мен'ты тела; их величина пропорциональна объему элемента. Во-вторых,
нмеются силы, действующие на поверхность элемента со стороны
окружающих его частей тела. Эти силы пропорциональньт площади
поверхности элемента. Такая сила. отнесенная к единице площади,
называется напряжением. В настоящей главе мы обсудим, как можно
дать строгое определение напряжения. Напряжение называют одно-
родным (гомогенным), если силы, действующие на поверхность эле-
мента определенной формы и ориентации, не зависят от положения
этого элемента в теле.

1. Однородное напряжение. Сначала мы ограничимся обсужде-
нием состояний, прн которых: 1) напряжение во всем теле одно-
родно, 2) все части тела находятся в статическом равновесии и
З) объемные силы и объемные моменты отсутствуют.

Рассмотрим находящийся внутри такого тела единичный куб
(фиг. 25) с ребрами, параллельными осям Ох1, Охг, Охз. Через каж-
дую грань куба будет передаваться сила, действующая на внутреннюю
часть куба со стороны внешних по отношению к нему частей тела.
Силу, нриложенную к каждой грани, можно разложить на три ком-
поненты. Рассмотрим сначала три грани, пересекающие три положи-
тельных направления осей координат. Обозначим через од компоненту
силы, действующую в направлении -}-ОхІ на грань ку а, перпенди-
кулярную Охі 1). Обратим внимание на правило знаков: например,
012 есть сила, действующая в направлении +Ох1 на грань, перпен~
дикулярную Ох2, со стороны внешних по отношению к кубу частей
тела на внутреннюю его часть. Так как напряжение однородно, силы,

1) Эта величина, конечно, совершенно не связана с удельной электро-
проводностью, которую мы также обозначили через сд.
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действующие на куб через три задние грани, должны быть равны н
противоположны силам, показанным па фиг. 25. Здесь он, 022, ааа-_
нормальные компоненты напря-
жения, а 012, 021, 623 и т. д.-
сдвиговые компоненты. В ё 2 до-
казывается, что определенные та-
ким образом компоненты ад обра-
зуют тензор второго ранга. Можно
ВИДС'ГЬ, ЧТО ДЛЯ прИНЯТОГО ПЗМИ

правила знаков положительные
значения тп, 622, 033 соответствуют
НЕІПРЯЭКЄНИЯМ раСТЯЖЄНИЯ, а Отри-

ЦЗТЄЛЬНЫЄ __ НЗҐІрЯМСЄІІИЯМ СЖЗТИЯ.

В современных учебниках теории
упругости обычно принято такое Ш
определение. Однако иногда упо-
требляется обратное правило зна-
ков (напряжения сжатия положи- ф и г. 25. Силы, действующие на грани

единичного куба в однородно напря-тЄ-ПЬНЫ), В ЧаС'ГНОС'Ги, при Рас" женном теле.
смотрении пьезоэлектрического
эффекта и фотоупругости; поэтому необходимо быть внимательным при
использовании численных значении, приводимых различными авторами.

'33

І
а'за

0-23

032
а' І22 0 ___1,2

І 022
052

023 І
0:33

Ф иг. 26. Силы, действующие на перпендикулярные Ох2 и Охз
грани единичного куба, взятого в однородно напряженном теле.

Ось Ох, нернендикулярна плоскости чертежа.

Наше предположение о том, что единичный куб должен находиться
в состоянии статического равновесия, налагает определенные условия
на од. Рассмотрим момент относительно оси, проведенной через центр
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куба параллельно Ох1 (фиг. 26). Так как напряжение однородно, то
все три компоненты силы, приложенной к любой грани, проходят
через среднюю точку этой грани. Следовательно, нормальные и сдви-
говые компоненты не создают момента на гранях, перпендикуляр-
ных ОхІ. и мы находим в качестве условия для равновесия, что

без = 032-
АНа-ПОГИ ЧНО ПОЛУЧЗЄМ, ЧТО 031 = 613 И 612 = 621, ТНК ЧТО МОЖНО

ЗЗПИСЗ'ГЬ
бит-тбл. (5.1)

2. Неоднородное напряжение. Соотношение (5.1) остается спра-
ведливым даже тогда, когда напряжение неоднородно, когда тело не
находится в статическом равновесии и когда присутствуют объемные
силы (но не объемные моменты). Это можно доказать следующим
образом.

Определим компоненты напряжения так же, как и прежде, учи-
тывая, однако, то обстоятельство, что теперь мы должны охватить

1:2

до-т (дгддїт Мг)

___* І

д'и',
_ідвд т ёїыдь(щІ дай 2 532,) 0' дщг І (О'н+ ды, 2 1)'

д “__1(612* в'їгёде) а
27. Силы в направлении 0х1, действующие на элемен-Ф и г.

тарныи параллелепипед в условиях неоднородно напряженного
состояния.

Силы, действующие па грани, перпендикулярные Оха, не показаны.

случаи, когда напряжение меняется от точки к точке. Разделим силу,
действующую на поверхность, проходящую через данную точку, на
площадь этой поверхности и устремим площадь поверхности в дан-
ной точке к нулю. Предел полученного выражения и определяет напря-
жение в точке. Так, компонента силы, действующей в направлении ОхІ
на элемент поверхности площадью (28, перпендикулярный Охі, опре~
делается как сд сіЅ при устремлеиии аїЅ к нулю. При этом сохра-
няется то же правило знаков, что и в случае однородного напряже-
ния: 61,115 означает силу в направлении +Охд, созданную действием
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частей тела с +Охі стороны элемента поверхности на части тела,
находящиеся с -Ох стороны этого элемента.

Рассмотрим теперь находящийся внутри напряженного тела эле~
ментарный прямоугольный параллелепипед с центром в начале коор-
динат и ребрами длиной Бхі, бха, ёхз, параллельными осям координат.
Пусть о” означают напряжения в начале координат. Найдем уравнение
движения этого элементарного параллелепипеда в направлении ОхІ.
Средние значения компоненты он для каждой из двух граней, пер-
пендикулярных ОхІ, указаны на фиг. 27. Силы, действующие
в направлении Ох1 на эти две грани, записываются в виде

до 1 дб 1*-ье д; М) и <+щ>
результирующая сила есть

дЅп

дх1
ёх1 8х2 ёхз.

Силы, действующие в направлении Ох1 на две грани, перпендику-
лярные Оха, выражаются в виде

до 1 к да 1 а
ц“(012” дхІ: '2- ате) ёхз 5151 и (с12+д_,::'ї же) 81638951

с резуль'гирующей силой
д°1а ~дха 0х1 'бхг бха.

Аналогично, для двух граней, перпендикулярных Оха, находим
результирующую в виде

додхі: ёх, бхг ёхз.

Если имеется еще объемная сила, компонента которой в направле~
нии Ох1 равна 31 на единицу массы (например, сила тяжести),
то мы получаем следующее уравнение движения:

дО'п д012 дО'ІЗ ___ "

д_х]--{_д_262 + дхз +Р81 _- Рхг

где р-плотность и хІ-ускорение в направлении Ох,.
Рассматривая силы, действующие в направлениях Ох2 и Оха,

получаем два аналогичных уравнения. Таким образом, в итоге имеем
631] ..днища. (5-2)

Мы получили фундаментальные уравнения, связывающие пространствен-
ные изменения напряжений в теле с ускорениями его элементов; они
являются отправной точкой при изучении упругих волн в твердых
телах. (Отметим, что мы ввели здесь новое понятие: дифференци-
рование тензора второго ранга.) Если все части тела находятся
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в статическом равновесии, уравнения (5.2) принимают более про-
стой вид

двд,щас рд, = о. (5.221)
Уравнения (5.2а) называются уравнениями равновесия и часто исполь-
зуются в ,теории упругости. у

Запишем теперь уравнение движения для случая вращения рас-
сматриваемого элемента вокруг оси Охд. Момент сил (направленный

да” 1~_-23--5.г3)

дізг.їфзг + дак2 5,6372)
___,

(0-32 _ 2%? гідшгл

(о' _Ёїгї-ідх23 д:ЮЗ 2 3)і

Фиг. 28. Силы, создающие вращающий момент вокруг
оси 0.761, действ ющий на элементарный параллелепипед

в условиях неоднородно-напряженного состояния.

на фиг. 28 против часовой стрелки), созданный сдвиговыми компо-
нентами напряжения, действующими на две грани, перпендикуляр-
ные Ох2, записывается в виде

да 1 к к 1
(аж-_ д): _2' ах2) Охт 0хзїах2+<°зг+

дат 1 і __дх2 _2- 8х2) Бхд Ѕхз 2 8352 и

::: 632 6.761 8.762 8163.

Момент сил, возникающий в результате действия сдвиговых компо-
нент 023, записывается аналогичным образом 1)

_- 023 'бх1 бхг охз.

плечо сдвиговых сил, следовательно, этими членами можно прене речь.
(В первом приближении эти силы фактически попарно уравновешиваются,
так что их о щий вклад в суммарный момент имеет еще меньшую величину_
Аналогичное рассмотрение показывает, что можно также препебречь мо-
ментом сил, возникающим вследствие слегка нецентрального расположения
сдвиговых компонент 021 и вы.
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Следовательно, уравнение движения для случая вращения вокруг
оси Ох1 имеет вид

(032 _ 023) 61616162 бх3+ 01 бхІ бхя бхз : [161,

где ІІ-момент инерции относительно оси ОхІ, 9,-угловое уско-
рение относительно той же оси, направленное против часовой стрелки,
ОҐ-объемпый момент. Момент инерции І 1 есть величина порядка р (бх)5.
Поэтому должно выполняться соотношение

032щ023+01:0, (5.3)

так как иначе при стремлении элемента объема к нулю величина 61
будет беспредельно возрастать пропорционально 1,-'(бх)2. В сплошном
материале это, конечно, невозможно; отсюда следует, что соотноше-
ние (5.3) справедливо.

Аналогично определяются уравнения движения для случаев вра-
щения вокруг Ох2 и Охз; они записываются следующим образом:

013 _ 0314- 62 = 01 (5-4)
021* 012+ Оз = 0- (5-5)

Распределенный объемный момент, т. е. момент. пропорциональный
объему, вызывается силами дальнодействия (они обозначены через
01, 02, ОЗ); он возникает, когда анизотропный кристалл намагни-
чивается или поляризуется в поле, как было показано в гл. ІІІ,
ё 3, и гл. І\/, ё 5. Однако в отсутствие электрических и магнитных
полей объемные моменты не возникаютї), и мы получаем вместо
уравнений (5.3)-(5.5) просто

оіі=оіі. (5-6)
В дальнейшем мы будем предполагать, что равенство (5.6) всегда
выполняется. Тем не менее следует помнить, что, строго говоря,
трактовка пьезоэлектрических, упругих и фотоупругих констант,
которая будет дана ниже, в случае наличия объемных моментов
всегда применима 2).

5 2. Доказательство того, что 6,, образуют тензор

Докажем теперь, что компоненты напряжения оіі, определенные
в ё 1, п. 1 и 2, образуют тензор второго ранга. Мы знаем (см.
гл. І, ё З), что если совокупность величин ТЦ связывает компоненты
двух векторов рі и (Іі уравнениями вида

Р: = ТііЧі-
І) Небольшой объемный момент может быть обусловлен эффектом вра<

щения плоскости поляризации (см. гл. ХШ).
2) Необходимость учета локальных объемных моментов при строгом

построении теории упругости является еще дискуссионной Обсуждение
этого вопроса н ссылки на литературу можно найти в [77, 5021, 58а].
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то Ту подчиняются закону преобразования тензора и, следовательно,
образуют тензор. Поэтому мы докажем, что оц- связывают два век~
тора уравнениями такого типа.

Выделим внутри напряженного тела произвольный элемент по-
верхности с площадью бЅ, содержащий точку Р. Восстановим еди-
ничный вектор І, перпендикулярный этой поверхности. Обозначим
силу, приложенную к рассматриваемой поверхности, через рбЅ
(фиг. 29). Эта сила берется так, чтобы она была направлена в ту же
сторону, что и І (по отношению к элементу поверхности). Пусть І
меняет направление так,
что элемент поверхности
получает всевозможные
ориентации, но всегда
проходит через Р. Как
будет изменяться при
этом рБЅ? Чтобы от-

РдЅ

Р \

68 а), А 0:3,

Ф и г. 29. Сила, переда- Ф и г. 30. Силы, действующие на грани тетраэдра.
ваемая через элемент образованного тремя координатными плоскостями

АВСповерхности ёЅ, взятый и гранью .
в напряженм теле. ў

ветить на этот вопрос, предположим сначала, что напряжение одно-
родно, объемные силы отсутствуют и тело находится в равновесии.
Найдем условия равновесия взятого внутри тела элемента в форме
тетраэдра ОАВС, показанного на фиг. 30. Здесь АВС представляет
рассматриваемый элемент поверхности, перпендикулярный І; сила, пере-
даваемая через него, равна р><(площадь АВС). Силы, действующие
на три другие взаимно перпендикулярные грани тетраэдра, могут быть
выражены через компоненты напряжения аіі следующим образом.
Определяя силы, параллельные Ох,, получаем

рІАВС= снВОС+оюАОС -І- оІзАОВ,

171 = апіт+ 01212 + с51313-

172 = с52111+ а2212 + 02313,

рз = “3111 + с3212 + 63313-

ИЛИ

Аналогично,
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Следовательно, мы можем записать

р,=о,]-І,. (5.7)

Уравнения (5.7) остаются справедливыми для любой заданной
точки и в тех случаях, когда напряжение неоднородно, когда дей-
ствуют объемные силы и когда тело не находится в статическом
равновесии, ибо легко видеть, что появляющимися добавочными чле-
нами можно пренебречь, когда тетраэдр делается бесконечно малым.

Так как два вектора рі и
связаны через сд линейными соот-
ношениями, то напряжения 0,1. обра-
зуют тензор. Из уравнения (5.6)
видно, что этот тензор является
симметричным и, следовательно, он
может быть приведен к главным
осям (см. гл. І, 5 4, п. І). По-
этому, переходя к главным осям,
получаем

0'11 612 631 _ _ 61 О 0 _

612 “за “из -› 0 “а 0 '
-Озъ “за 033.1 _0 0 “ад

Фиг. 31. Силы, действующие на
Где 01, 02, °з_гла8ные штря' грани единичного куба с ребрами,
ЧІСЄНЫЯ- параллельными направлениям главных

Когда направления главных на- напряжении.
пряжении выбраны в качестве осей
координат, сдвиговые компоненты напряжения исчезают; при этом
на параллельные осям грани вырезанного из тела единичного куба
будут действовать силы, показанные на фиг. 31.

5 3. Поверхность напряжений

Характеристическая поверхность второго порядка для 0,1. (см.
гл. І, 5 4) называется просто поверхностью напряжений. Ее урав-
нение имеет вид

аИ-хрсі = І.

или, при переходе к главным осям.
2 2 2....01х1+ а2х2 +сзхз _ 1.

Длины полуосей равны 1/1/61, І/І/сз, 1/1/03. Поскольку каждое из
напряжений 61, 02, 03 Может быть как положительным, так и отри-
цательным, эта поверхность второго порядка может быть действи-
ТЄЛЬНЫМ ИЛИ МНИМЫМ ЭЛЛИПСОИДОМ ИЛИ ГИПЄрбОЛОИДОМ.

3 дж. наи
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Направление результирующей силы рёЅ, действующей через эле-
мент поверхности бЅ, может быть найдено из поверхности напряже-

Ф и г. 32. Определение направления
рез льтирующей силы рБЅ, передавае-
мо `через элементарную площадку о
(используется свойство радиуса-век;
тора и нормали к характеристическои

поверхности напряжений).
І-елиничный вектор, нормальный к ц

К ПЛОСКОСТИ, КасаТЄ-УІЬНОИ

держашим р и _ .а чертеже показаны лишь
следы элементарной площадки бЅ и касатель-

ной плоскости.

ний с помощью свойства радиуса-
вектора и нормали (см. стр. 44).
Проведем радиус- вектор г(фиг. 32)
параллельно І-единичному век-
тору, перпендикулярному к 88.
Пусть этот радиус-вектор встре-
чает поверхность напряжений в
точке (2. Тогда вектор р будет
параллелен нормали к этой поверх-
ности в точке О. Когда точка (2
оказывается лежащей на одной из
трех главных осей, вектор р па~
раллелен І, т. е. сдвиговые ком~
поненты отсутствуют. Согласно
свойству, описанному на стр. 48-
47, длина вектора г определяет
нормальное напряжение о, дейст-
вующее на Элемент, показанный на
фиг. 32, а именно о=1/г2. на-
литически с: задается уравнением
(см. гл. І, ё 6, п.

62611111]-

ИЛИ, ЄСЛИ ВСЄ КОМПОНЄНТЫ ПРИВЄДЄНЫ К ГЛЯВНЬІМ ОСЯМ НаПрЯЖЄПІ/ІЯ,

ощдїч-биёчгсиё.

ё 4. Частные формы тензора напряжений
Рассмотрим теперь форму тензора напряжений, приведенного

к главным осям, для некоторых частных случаев.
1. Линейно-напряженное состояние (одноосное напряжение)

С 00”
О 0 0 '

_ О 0 0 __
Примером такого напряжения служит напряжение, создаваемое в длин-
НОМ ВЄрТІ/ІКЗЛЬНОМ стержне подвешенным к его концу грузом.
Неоднородное распределение одноосного напряжения возникает в длин-
ном стержне под действием чистого изгиба.

2. Плоско-наиряженное состояние (двуосное напряжение)
с11
062

__000_
0 І
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Примером неодпородного распределения двуосного напряжения является
напряжение в тонкой пластинке, нагружениой силами и моментами,
приложенными к ее периметру. Окружность Мора для плоско-напря-
женного состояния показана на фиг. 3

3. Обаемно-нанряженное состояние (трехосное напряжение) _-
паиболее общая система напряжений с тремя отличными от нуля
ГЛЗВНЬІМИ НаПрЯЖЄНІ/ІЯМИ.

4. Гидростатическое давление
--р 0 О _

0 -р 0 или _рбіі. 0-2
о о __р _ 0І

__
!

5. Напряжение чистого сдвига

_ “а О 0 у Ф и г. 33_ Окружность Мора
0 с 0 для плоско-напряженного

состояния_ О О О _

(частный случай двуосного напряжения). Неоднородное распре-
деление чисто сдвигового напряжения возникает в длинном стержнє:І
подвергнутом чистому кручению. Построение окружности Мора для
этого случая показано на фиг. 34. а. откуда сразу видно. что если

т /\
а_{і1<_\/

6 6

АП
:

Ф иг. 34. Напряжение чистого сдвига
а -окружность Мора; б и в -силы, действующие на элемент,
в ориентациях, отвечающих соответственно точкам В и С.

оси повернуть па 45° вокруг Оха, то нормальные напряжения исчез-
нут (отсюда название напряжение чистого сдвига) и тензор при-
мет вид

°` 0

О
О

0
0

0

О
О
О

.

Ось Охз является осью сдвига. На фиг. 34,6 и в показаны силы,
действующие на грани элемента в двух различных ориентациях.

8*
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ё Б. Различие между тензором напряжений и тензорами,
ОПИСЬІВаЮЩІ/ІМИ Свойства Кристалла

Эту главу мы закончим обсуждением важного различия между тен-
зором напряжений и всеми рассмотренными выше другими тензорами
второго ранга. Тензоры, описывающие свойства кристалла (такие,
как магнитная восприимчивость или диэлектрическая проницаемость)
и представляемые поверхностями второго порядка, имеют опреде-
ленную ориентацию в кристалле и, как мы видели, должны согла-
совываться с симметрией кристалла. Они называются материаль-
ными тензорами. Наоборот, тензор напряжений, как и тензор де~
формаций, рассматриваемый в следующей главе, Может иметь любую
ориентацию в кристалле и имеет смысл как для изотропных тел, подоб-
ных стеклу, так и для анизотропных тел-кристаллов. Тецзор на-
пряжений не описывает каких-либо свойств кристалла, а близок по
смыслу к ,силе“, приложенной к кристаллу; в этом отношении он
подобен электрическому полю, которое может, конечно, иметь про-
изво-льное направление в кристалле. Такие тензоры называются по-
левыми тензорами.

РЕЗЮМЕ

Напряжение в точке Р тела может быть определено следующим
образом (5 2). Пусть бЅ-площадь элемента поверхности, содержа-
щего точку Р. Построим единичный вектор І, перпендикулярный
этой площадке. Пусть через площадку передается сила рбЅ, которая
действует с положительной стороны площадки (определяемой напра-
влением І) на часть тела, находящуюся с отрицательной ее стороны.
Тогда статическое рассмотрение (или динамическое, если тело ие на-
ходится в статическом равновесии) показывает, что при 8890 век-
тор р связан с І соотношением

рі ї: 5111 г (5.1)

где о,]-компоненты тензора второго ранга, называемого напря-
жением в данной точке.

Чтобы дать определение каждой из девяти компонент сд, нужно
рассмотреть силы, действующие на взятый внутри напряженного тела
единичный куб с ребрами, параллельными осям хі (см. фиг. 25).
Компонентыс і: 1' называются нормальными компонентами напря-
жения (они положительны при растяжении), а компоненты с і не 1' _
сдвиговыми компонентами (ё 1, п.

Уравнения движения для случая аостунательного перемеще-
ния малого элемента (5 І, п. 2) имеют вид

дОІ' _.
'753, +9Е1=Рхи (5-2)
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ИЛИ, ЄСЛИ ВСЄ Части ТЄЛН І'ІЗХОДЯТСЯ В С'ГН'ГИЧЄСКОМ рЕІВНОВЄСІ/ІИІ

двд]-
дХі +РЁІІО'

где р-плотность и 31 ~- объемная сила на единицу массы.
Уравнения движения для случая вращения (ё 1, п. 2) записы-

ваются в виде
032- 0234- 01 = 0, (5.3)
013-0314- 02: . (5.4)
с521_*'512-1_Оз=01 (5-5)

где О,_объемный момент (на единицу объема). Следовательно, при
отсутствии объемных моментов

61; = 611- (5-6)
Так как [су] является симметричным тензором (в отсутствие

объемных моментов),его можно привести к главным осям (5 2) и ха-
рактеризовать поверхностью второго порядка с,].х,х,= 1. Напряже-
ние не есть свойство кристалла в отличие от других тензоров вто-
рого ранга (магнитной восприимчивости, диэлектрической прони-
цаемости и т. д.), введенных ранее (ё 5); оно близко по смыслу
к ,,силе“, приложенной к кристаллу. Следовательно, поверхность
напряжений не обязана согласовываться с симметрией кристалла.

ЗАДАЧИ
І. Показать, что при соответствующем выборе осей напряжение в общем

случае можно выразить как с мму гидростатического давления т. е. нап я-
жения в орме сбіі) и напряжения сдвига (т. е. напряжения, нормальные
компоненты которого равны нулю).



Глава И

ТЕНЗОР ДЕФОРМАЦИЙ И ТЕПЛОВОЕ
РАСШИРЕНИЕ

К задаче об определении деформированного состояния твердого
тела, которой посвящена настоящая глава, можно подойти, рас-
Смотрев сначала более простые одномерный и двумерный случаи.

5.1. Одномерная деформация
На фиг. 35, а изображена растяжимая струна. Зафиксируем в про-

странстве Аначало координат О и затем растянем струну. После

а? А а:

а 0' Р 0
б І х + и А ИНА и

0' Р' 0'
Ф иг. 35. Деформация растяжимой струны.

а -ДО рЗСТЯ)КЄНИЯ¦ 6- ІІОСЛЄ рЗСТЯЖЄНИЯ.

растяжения (фиг. 35, 6) произвольная точка Р перейдет в Р'. Пусть

ОР=х и ОР'=х+н.

Изменение смещения и с координатой х показано на фиг. 36,а и б.
Фиг. 36,0, на которой и есть линейная функция х, соответствует
однородному растяжению струны. Фиг. 36,6 иллюстрирует более
общий случай неоднородного растяжения. Пусть точка О, близкая
к Р, переходит в О' при растяжении и пусть РО=Ах. Тогда
Р'@'=Ах+Аи. При изучении деформации мы интересуемся не
абсолютным смещением точек, а их смещеннем друг относительно
друга. Деформация отрезка РО определяется как отношение при-
ращения его длины к первоначальной длине, т. е.

Р'@'~Р@ _ ^_и
РС) _* Ах '
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Деформация в точке Р определяется выражением
. Аи єіие: Іпп Т=Т. (6.1)

Ах~>0 'х х

Таким образом, деформация в любой точке определяется просто
угловым коэффициентом кривых, изображенных на фиг. 36,11 или б;
деформация есть производная смещения по координате и является

Ц Ц

а:
а б

Ф иг. 36. Зависимость смещения и от координаты х
астяжимой струне.

д-ОДНОРОДНОЄ растяжение; 6-НЄОДНОРОДНОЄ раСТЯЖеІ/Ше.

безразмерной величиной. Очевидно в соответствии с данным опре-
делением, что положение начала координат не существенно.

Для однородной деформации е-константа, и интегрирование
уравнения (6.1) дает

и = ио+ех, (6.2)
ГДЄ Цо-*СМЄЩЄНИЄ ТОЧКИ, НЗХОДЯІЦЄЙСЯ В НаЧаЛЄ КООРДИНЗТ.

5 2. Двумерная деформация
Рассмотрим теперь, как определяется деформация растяжимой

плоской пластинки. Так же как и в ё 1, выберем начало координат

І

ДЦ;

351
Ф иг. 37. Двумерная деформация.

и зафиксируем его в пространстве (фиг. 37). Найдем теперь, как
смешения точек меняются с координатами. Впредь мы будем огра-
ничиваться рассмотрением малых смещений. Пусть точка Р
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с координатами (х,, х2) в неподвижной системе координат пере-
ходит после деформации в точку Р' с координатами (х1+и1,
х2+и2). Следовательно, вектор иі есть смещение точки Р. Чтобы
найти деформацию в этой точке пластинки, введем сначала четыре
величины

__ ди1 днае _ди1 е __ди2 е _
11_дх11 12_дх2, 21_'дх11 22_дх2›е.

или в сокращенной записи

диі .
еі]_-щ (і, _І-_ І, 2)- (6.3)

Все е” являются безразмерными величинами, малыми по сравне-
нию с единицей. Чтобы определить их геометрический смысл, возь-
мем точку О, лежащую вблизи Р, так что РО=[Ахі]. После де-
формации (2 переходит в О'; и вектор Р'О', очевидно, равен сумме

ща

ї:
Ф иг. 38. Определение компонент деформаций при двумерной

деформации.

двух векторов [Ах,]+[Аиі]. Здесь [Ані] есть разность смещении
двух точек Р и О, первоначально отстоящих друг от друга на [Ахі].
Тогда, так как компоненты [ні] являются функциями координат, мы
можем записать

1 Ах2,ди. ди.
АЫІ = 'а_хї- АХІ +а;

ди2 611.2
АЫ2 ___ її]- АХІ + 'Ё АХ2,

или Кратко

_ Адиі .Анд; о_хі'АХІ--_ е”- АХІ. (6.5)



5 2. Двумерная деформация 121

'Гак как [Ані] и [Ахд-векторы, отсюда следует (см. стр. 30), что
[еіі] является тензором.

Рассмотрим теперь две ориентации вектора [Ахі]: параллельно Ох1
(вектор РФІ) и параллельно Ох2 (вектор РОг) (фиг. 38) и тем же
способом найдем, как исказится прямоугольный элемент с вершиной
в точке Р. Для РФІ мы положим Ах2=0; тогда уравнения (6.4)
принимают вид

диІ
АЫІ =ЙАХІ = ен АХІ,

ди
Анг = -д'ЗС-ї* Ах! = 821 Ахг

Смысл величин Ан, и АЦ2 ясен из фиг. 88. Нетрудно видеть, что е11
определяет растяжение на единицу длины отрезка РОІ, спроектиро-
ванного на ОхІ, ибо

Аи1 __ дид ___ І '\
Щ_ д_х{ _ 81” 02 \

(Р ІВеличина е21 определяет поворот О,
отрезка РСЭ1 против часовой стрелки. «р
В самом деле, тангенс угла этого р* 0
поворота определяется выражением 2

___ АЦ2

*36_ Ах1+гш1 °
'Гак как мы рассматриваем только 7 01.
малые смещения, то 111 и 112 малы 50
по сравнению с хі, а поэтому Ан,
и Аи2 малы по сравнению с АхІ.
Следовательно, Фиг. 39. Смещения при малом

повороте пластинки как одногов Аив
= = 921. ЦЄЛОГО В ее ҐПЮСКОСТИ.Й

Аналогично, величина е22 равна растяжению РО2 на единицу длины
в направлении Охг, а ею определяет (малый) поворот по часовой
стрелке Р02 и Рю;

Можно теперь спросить: правильно ли описывает тснзор [еіі]
деформацию в точке Р? Утвердительный ответ на этот вопрос можно
дать только в том случае, если при отсутствии искажений все ком-
поненты [ей] равны нулю. В действительности же это не имеет
места. Рассмотрим простой поворот пластинки как жесткого тела
в его плоскости против часовой стрелки на малый угол ср (фиг. 39).
При этом как РФР так и РО2 поворачиваются против часовой стрелки
на угол ср и поэтому в соответствии с геометрическим смыслом ви,
установленным выше, можно написать

[еіі]=|:ї _:1'
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Форма пластинки не искажается, но [еіі] не обращается в пуль.
Чтобы обойти эту трудность, мы должны найти способ вычисления
части [ей-1, соответствующей повороту тела как целого.

Любой тензор второго ранга может быть представлен как сумма
симметричного и антисимметричного тензоров; поэтому тепзор [еіі]
можно записать в виде

ен = Єіі + Щи»
1 1где єіі=72~(ец+ел) н ш,,=-2ц(ед-ел). Легко видеть, что тен-

эор [ей-1, заданный таким способом, является симметричным, ибо
1

ен = *24911- + ен) = гіі;
другой введенный тензор [шді] антисимметричен, ибо

1
Ши = щ ї (ел _ еіі) = ъ шп-

Выше мы видели, что в случае чистого вращения тензор [еи]
оказывается антисимметричным. Отсюда заключаем, что симметрич-
ная часть [еи], т. е. тензор [ад-1, описывает деформацию. Итак, в целом

І _
с'111 Єтг 911 ї (812 + гы)

ц 1
Єтя Ева ї (912 + 021) 922

Такое разделение [еді] на две части иллюстрируется фиг. 40. Диаго-
нальные компоненты тензора [ад] представляют собой растяжения на

Угал повората
\=2і (921” в,12)

.__ А ...1

Ії (912*821) =512

Ф иг. 40. Двумерный чертеж, иллюстрирующий то обстоятельство,
что произвольная деформация (слева) равна собственно деформации

(в середине) плюс поворот (справа).

единицу длины вдоль осей ОхХ и Охг. Компонента е12 измеряет тен-
зорную деформацию сдвига (тензорную сдвиговую деформацию).
Если в недеформированном теле два линейных элемента расположены
параллельно Ох1 и Охг, то после деформации угол между ними будет

Іравен _2-п-2є12 (см. средний чертеж на фиг. 40). Заметим. в част-
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ности, что тензорная деформация сдвига е12 равна половине измене-
ния угла между двумя указанными элементами.

1. Однородная двумерная деформация. Когда деформация одно-
родна, все компоненты ей являются константами и интегрирование
уравнения (6.3) дает

и1=(ио)і+ецхі (і› 1: 1. 2). (6.6)

где (ио),- смещение точки, находящейся в начале координат 1).
Если на недеформированной пластинке проведена кривая/(хр х2)=0,

то после деформации она переходит в І(х;, х;)=0, где
х; =хі+пі==(по)д+хі+ецхі.

Эта замена переменных линейна, а отсюда следуетІ что при одно-
родной деформации:

1) прямая остается прямой;
2) параллельные линии остаются параллельными;
3) все прямые линии, параллельные между собой, удлиняются

или сокращаются в одинаковой Степени;
4) эллипс переходит в иной эллипс, в частности окружность

становится эллипсом.

5 8. Трехмерная деформация
Определение деформации трехмерного тела, например кристалла,

вводится аналогично определениям, рассмотренным в двух преды-
дущих параграфах, Изменение смещения и, с координатами хі ис-
пользуется для определения девяти компонент тензора

_ ди:
е” __ дх/

(і,1'=1, 2, з).

Они имеют следующий смысл:

ен, е22. езз- растяжения на единицу длины параллельно Охд.
х2, Охз соответственно;

е12-поворот вокруг ОхЗ в сторону Ох1 линейного
элемента, параллельного Охг;

(гы-*поворот вокруг Ох3 в сторону Оха линейного
элемента, параллельного Охі.

Аналогичный смысл имеют другие ей..

1) Уравнение (6.6) справедливо и в том случае, когда не выполняется
наложенное ранее требование о малости смещения. Это уравнение опреде-
ляет однородную деформацию при смещении любой величины. Поэтом
следующие из него выводы (6.1)-(6.4) также справедливы при любой вели-
чине смещения. `
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Если тело вращается без деформации, то соответствующий тен-
зор [ец] антисимметричен, как мы сейчас докажем. Выберем начало
координат на оси вращения. Тогда

111: еііхі.

При чистом вращении смещение любой точки перпендикулярно ее
радиусу-вектору. Следовательно, идхі=0 (по правилу скалярного
произведения) или

Так как уравнение (6.7) справедливо для любых хі, все коэффи-
циенты в левой части должны быть равны нулю. Отсюда

еи=0, если і=];

еіі=-ед, если іаёу';

это и есть условия антисимметричности тензора [еі.]. Полученный
результат можно было предвидеть, учитывая, что о ычное вращение
описывается аксиальным вектором (см. гл. ІІ, ё 2), а аксиальный
вектор эквивалентен антисимметричному тензору второго ранга. Три

1независимые компоненты тензора шіі=ї(еіі-ед) в действитель-
ности являются компонентами аксиального вектора, которым описы-
вается вращение.

Тензор деформаций [ад] определяется как симметричная часть [ви-1:

є,]=_ё-(еи+ед), (6.8)

или в развернутом виде

є11 г12 Єз1_ _ е11 ё (912 + гад) ё (г1з + гы)

На Ева Єаа = 'ё (812 + е21) 022 ё (газ + ева) .

_Єа1 Баз єза _'12' (913 + 931) %“(еяв "1* ева) ева

Диагональные компоненты в” описывают удлинения. или деформации
растяжения, другие компоненты представляют деформации сдвига.
Как и в двумерном случае, здесь два линейных элемента в недефор-
мированном теле отложены параллельно Ох1 и Охг. После дефор-

1мации они образуют угол, равный -тс-2аш Аналогично можно2
'интерпретировать еда и вы.
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1. Однородная трехмерная деформация. Если деформация одно-
родна, то все компоненты в” будут константами, как и в двумерном
случае, и мы можем записать

и1=(ио)і+еііхі (і- 1:1. 2, 3), (6.9)

где (и0)і--смещение точки, находящейся в начале координат. Раз-
бивая еи на две части, получаем

ні: (до): +шііх; +Єііхі' (6-10)
При изображении деформации удобно отделить часть смещения,
вызванную перемещением или вращением тела как целого и описы-
ваемую первыми двумя членами в правой части уравнения (6.10),
от той части, которая вызывается собственно
деформацией и описывается последним чле-
ном. Поэтому мы записываем

Цд=81іхг

тем самым выражая тот факт, что её;- свя-
зывает смещение иі точки, вызванное дефор-
мацией, с положением вектора этой точки.

Так как тензор деформаций является
симметричным тензором, его можно при- Фиг. 41. Деформация еди_
вести к главным осям. Сдвиговые ком- НИЧНОГО Куба С РебргМИ.
поненты при этом исчезают, и мы получаем параллельными трем глав"ным осям деформаций.

На ЧЕрТЄЗКЄ ПОКЗЗЗНО ТОЛЬКО Сме-
щенне ад, обусловленное соб-

еш 1222 еда __› 0 52 0 - ственно деформацией; перемеще-
ННЄ И Вращение Тела Как цеЛОГО__єм 1223 євв_ _0 0 є3__ не показано.

_811 Е12 Єз1" є1 0 0_

Геометрический смысл главных деформаций ед, е2 и вв можно
понять, взяв единичный куб (фиг. 41) с ребрами, параллельными
главным осям; при деформации прямые углы между ребрами сохра-
няются, а длины ребер становятся равными (1 +е1), (1+є2), (1+є3).
Было бы ошибкой считать, что главные оси деформации лежат в на-
правлениях, которые остаются неизменными при деформации. Это
было бы справедливо лишь в случае равенства нулю вращения щи.
Определяющим свойством главных осей служит то, что они
являются тремя взаимно перпендикулярными направлениями
в теле, которые при деформации остаются взаимно перпенди-
кулярными.

Изменение объема единичного куба, изображенного на фиг. 41.
называется объемным расширением и равно

А=<1+єд<1+а><1+єв>_1=г1+ег+вз
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ввиду малости зі. В произвольной системе координат объемное рас-
ширение задается выражением А=єд и является инвариантом.

Поверхность деформаций, зллинсоид деформаций и удлине-
ние в нроизвольном направлении. Уравнение характеристической
поверхности деформаций имеет вид

Єдіхіхі = 1.

Эта поверхность идентична поверхности второго порядка еі хдх1= І,
что можно видеть, записав уравнения в развернутом виде. Таким

21

Ы*

`С1
о З-

ъ=1

5%

б в

Ф и г. 42. Однородная трехмерная деформация.
ц-обусловленное деформацией смещение и конца единичного вектора І, взятого в недеформи-
рОЕЗННОМ Теле; 6_ОПрЄДЄ-'ІЄНИЄ Направления и ПО НЗПРЗЕЛЄНИЮ 1, ОСНОЕЗННОЄ На иСПОЛЬЅОЕЗНИИ

свойства радиуса-вектора и нормали характеристической поверхности деформаций. Направление Ё
СОЕПВДЗЄТ С НЗПРЗЕЛЄНИЄМ НОрМаЛИ К ХЗРИКТЄРИСТИЧЄСКОЙ ПОВерХНОСТИ В ТОЧКЄ Р. РЗСТЯЖЄНИЄ Е В

направлении І определяется соотношением 0Р= ; в-деформацня единичной сферы в слу-
чае однородной трехмерной деформации тела

образом, характеристическая поверхность для тензора [ей] изобра-
жает только его симметричную часть.

Деформация в произвольном направлении, как это определено
в гл. І, ё 6. п. 1, есть растяжение на единицу длины, или удлине-
ние отрезка, первоначально имевшего это направление. Вектор!
(фиг. 42, а) представляет собой отрезок единичной длины в неде-
формированном теле. При деформации он изменяется как по длине,
так и по направлению. Смещение его конца вследствие деформации
ЄСТЬ

иі = ЄЪІІІ.
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удлинение 8 раВНО КОМПОНЄНТЄ и В НЗПРЗВЛЄНИИ І И, СЛЄДОВЗ'ГЄЛЬНО,

Є = Ыд-Іі З ЄііІіІі,

ИЛИ, ЄСЛИ ВЬІраЗИТЬ ЄГО ЧЄрЄЗ ГЛЗВНЫЄ ДЄфОрМаЦИИ,

___ 2 2 2е_є111+е212+е313.

Полученный результат можно представить также поверхностью де-
формаций, приведенной на фиг. 42,6. Радиус-вектор ОР в напра-
влении І имеет длину 1/1/е, а направление и совпадает с напра~
влением нормали в точке Р (см. гл. І, ё 7). На фиг. 42,6 точка Р
лежит в плоскости Ох1 и Ох2, но построение остается, конечно,
справедливым и в любых других случаях.

Для сравнения с формой поверхности деформаций на фиг. 42.в
показана деформация единичной сферы с теми же самыми значе-
ниями а, и ег. Чтобы найти уравнение деформированной сферы, под-
ставляем в ее уравнение

хї+х2+хё= 1
значения

х; = х1(1+є1), х; = х2(1+е2), х; = х3(1 +е3);

При ЭТОМ ПОЛУЧЗЄТСЯ ураВНЄНІ/ІЄ ЭЛЛИПСОИДЗ

І 2 [2 [2
1 х2 хз

І 1 __.. 1
2 Т 1 а І 1 а '_ '(1+Є1) ( +52) ( +21)

Этот эллипсоид обычно называется эллипсоидом деформаций; его
не оледует путать с характеристической поверхностью деформаций.
Так как главные деформации єІ, гг, вз могут быть и положитель-
ными и отрицательными, поверхность деформаций

еІхї + егхё + єзхё = 1 (6.12)

может быть действительным или мнимым эллипсоидом или гипер-
болоидом. Поверхность же, задаваемая уравнением (6.11), всегда
представляет собой эллипсоид.

,Техничес/ше'* деформации. Тензор деформаций [ей] часто
записывают в виде

Х
(6.11)

1 1
єх їТху їїгх

1 1
їїху єу 'ї'їуг г

1 1
їїгх їїуг 52

так что, например, 1ху=2812. В соответствии с этим определением
компонента 'уху равна уменьшению угла между двумя прямыми,
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первоначально параллельными осям Ох и Оу (фиг. 43). Компоненты т
часто называют ,сдвиговыми компонентами деформаций", ,сдвиго-
выми деформациями" или просто ,сдвигами“; однако следует ясно
понимать, что из-за наличия добавочных множителей 2 эти величины
не равны недиагональным компонентам тензора деформаций ей.
Чтобы избежать путаницы, примем установившуюся в технике термино-
логию 'и назовем ї сдвиговыми деформациями, или ,техни-
у час/сами" сдвиговыми деформациями, и

І в отличие от этого будем называть егз, вы
и ею тензорными сдвигоаыми деформа-
циямн. Следует отметить, что матрица тех-
нических деформаций

єх їху їгх
Тху Єу їуг
їгх їуг єг

не образует тензора. Если мы хотим преоб-
фиг' 43' Построение" разовать компоненты деформаций к другимиллюстрирующее смыслкомпонентытху»техничё осям координат, то проще всего это сделать,
ских.. сдвиговых деф0р_ взяв Компоненты тензора ей, для которых

маций. справедлив обычный закон преобразования
тензора второго ранга (см. стр. 26). Закон

преобразования деформаций, выраженных через ех, їху, ес-
тественно, имеет более громоздкую форму из~за появления мно-
жителей 2.

Построение окружности Мора (см. гл. ІІ. 5 4) особенно полезно
при преобразовании компонент деформаций; здесь опять удобнее
пользоваться тензорными компонентами деформаций, для которых
построение справедливо без каких-либо изменений. Вводя множители 2,
можно, конечно, применить построение окружности Мора и для
технических деформаций, но реальной необходимости в таком способе
расчета нет. Чтобы избежать путаницы, читателю рекомендуется ис-
пользовать это построение только для истинно тензорных компонент.

Плоская деформация и чистый сдвиг 1). Когда одна из главных
деформаций равна нулю, то говорят, что тело испытывает плоскую
деформацию или находится в плоско-напряженном состоянии. Чистый
сдвиг есть частный случай плоской деформации. Тензор деформа-
ций для чистого сдвига вокруг Оха имеет вид

О
т

О

О
О
Ш

О
О
О

1) См. также [118]. --Лрим. перев.
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При приведении к главным осям поворотом на 4б° вокруг Оха этот
тензор принимает вид

"_є 0 0
0 є 0 .

0 0 0_

Деформация чистого сдвига аналогична напряжению чистого сдвига,
обсуждавшемуся на стр. 115; построение окружности Мора для
поворота осей координат на 45°
в обоих случаях идентично (см.
фиг. 34,12). Важной характеристикой
деформации чистого сдвига является
равенство нулю объемного расшире-
ния. Деформация сферы при этих
условиях показана на фиг. 44. Так
как значение є мало по сравнению
с единицей, то из симметрии ясно,
что растяжение в промежуточных
45-градусных -направлениях равно
нулю.

Простым Сдвигом 1) в противо' Фиг. 44. Деформация единичной
ПОЛОЖНОСТЬ ЧИСТОМу СДВИГу ЧаСТО сферы при чистом сдвиге.

называют деформацию, изображен-
ную на фиг. 45 слева. Однако по существу эта деформация иден-
тична чистому сдвигу; единственное различие состоит в том, что
простой сдвиг включает также вращение. На фиг. 45 это показано
схематически.

\ \ _!

+ \а'7

~
"

_.
_
`

І
І

І І --- »1-1

"`
< " "

, ~ ЧТ '
1ї У

Ф и г. 45. Схема, показывающая, что простой сдвиг (слева)
равен чистому сдвигу (в середине) плюс поворот (справа).

2. Обобщение на случай неоднородной деформации. Резуль-
таты ё 3, п. 1 получены для однородной деформации, однако они
непосредственно обобщаются и на случай неоднородной деформации.
Вокруг каждой точки неоднородно напряженного тела можно вы-
делить некоторую малую область, в которой деформация практи-
чески однородна. Следовательно, для любой точки могут быть опре-
делены направления трех главных деформаций; в общем случае они

1) См. также [118]. _Прим. перев.

9 дж. Най
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будут различными для каждой точки тела. Аналогично, деформация
в любой точке неоднородно деформированного тела может быть
характеризована поверхностью деформаций, которая будет менять
свою форму, размеры и ориентацию при переходе от одной точки
тела к другой.

ё 4. Деформация и симметрия кристалла
Закончим общее изучение деформаций установлением хотя и оче-

видного, но важного различия. Деформация кристалла не есть его
свойство в том смысле, в каком является, например, диэлектрическая
постоянная. Деформация-это реакция кристалла на воздействие.
Таким воздействием может быть напряжение (явление упругости) или
электрическое поле (пьезоэлектрический эффект). В обоих случаях
величина и направление главных деформаций определяются как физи-
ческими свойствами и симметрией кристалла, так и величиной и на-
правлением воздействия. Следовательно, тензор деформаций, подобно
тензору напряжения, не обязан согласовываться с симметрией кри-
сталла (если не согласуется само воздействие). Однако деформация
может быть также вызвана изменением температуры (тепловое рас-
ширение, см. ё 5). В этом случае воздействие является ненаправлен-
ным (оно описывается скаляром), вследствие чего результирующая
деформация должна согласовываться с симметрией кристалла. Совер-
шенно то же самое относится и к электрической поляризации (гл. І\/).
Поляризация не должна согласовываться с симметрией кристалла,
когда она вызывается полем, приложенным в произвольном направле-
нии; если же она вызывается изменением температуры (пироэлектри-
ческий эффект), то должна согласовываться с симметрией кристалла.

5 5. Тепловое расширение 1)
Если температура кристалла изменяется, то деформация, возникаю-

щая при этом, может быть описана тензором деформаций [ви-1. Когда
одинаковое малое изменение температуры АТ происходит во всем
кристалле, то деформация однородна и все компоненты [сд] оказы-
ваются пропорциональными АТ, т. е.

єіі=осіі АТ, (6.13)

где сад-_константы, называемые коэффициентами теплового рас-
ширения. Так как [ецІ-тензоц то и [а,,]_тензор; более того,
так как [єц]_~симметричный тензор, то и [ац]_тоже симметричный
тензор. Следовательно, тензор теплового расширения [ад] может

1) Особенности теплового расширения кристаллов подробно рассмотрены
А. В. Шубниковым [120]. __Прим. перед.
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быть приведен к главным осям; тогда уравнения (6.13) упрощаются
и принимают вид

єІ=оп1АТ, є2=ос2АТ, єз=освАТ, (6.14)

где всі, 0:2, оаэ-главные коэффициенты расширения. Отсюда сле-
дует, что если выбрать в кристалле сферу, то при изменении темпе-
ратуры она становится эллипсоидом (эллипсоидом деформаций)с осями,
пропорциональными (1+оп1АТ), (1+ос2АТ), (1+а3АТ).

Уравнение характеристическои поверхности (см. гл. І, ё 4) для
теплового расширения имеет вид

Осцхіх] = І,

или в главной системе координат
2 2 2 __а1х1 -|- агхг + осзх8 ___ 1.

Форма и ориентация этой поверхности в соответствии с принципом
Неймана (см. стр. 35) подчиняются ограничениям, накладываемым
симметрией кристалла. [Соответствующие данные для различных кри-
сталлографических систем можно найти в табл. 3.] Поскольку
тепловое расширение кристалла должно обладать симметрией этого
кристалла, оно не может привести к исчезновению какого-либо эле-
мента симметрии (предполагается, что фазовые превращения отсут-
ствуют). Именно поэтому кристалл относится к тому или иному
кристаллографическому классу независимо от температуры,

т А в л и ц А в
Главные коэффициенты теплового расширения кристаллов *

- 10°,011 и,-10°, 013- 10°,
град* 1

'Г а аКристалл Система емпер тур град _1 град_ 1

Гипс Моноклинная . . . 40°С 1,6 42 29
Арагонит Орторомбическая . 40°С 35 17 10

60° К --2 55
Цинк Гексагональная . 150° К 8 65

300° К 13 64
Кварц Тригональная . . . Комнатная 13 8
Кальцит э . . . 40°С -5,6 25
Рутил Тетрагональная . . 40°С 7,1 9,2

Медь Кубическая . . . . Комнатная 16
Алмаз о . . . . в 0,89
Хлорид натрия э . . . _ в 40

° Приведенные значения взяты из таблиц [54].

90
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Коэффициент объемного расширения равен (а1+а2+а3), или
в общем случае они; последнее выражение является инвариантом.

Для большинства кристаллов главные коэффициенты теплового
расширения положительны, и, следовательно, характеристическая
поверхность теплового расширения является эллипсоидом, однако
у небольшого числа кристаллов некоторые коэффициенты отрица-
тельны'(например, у кальцита, берилла, йодида серебра). Измеренные
значения коэффициентов теплового расширения для ряда кристаллов

приведены в табл. 6. Эти коэффициенты
часто заметно зависят от температуры

_________ ___-__- (теоретически они должны стремиться
а_- к нулю при Оок)_

/ Тепловое расширение иногда опреде-
І ляется путем измерения увеличения тол-
, щины плоскопараллельной пластинки при

___-___-ь-Е' 1.2- ее нагревании 1). Совершенно очевидно,
что этим методом измеряется коэффициент

Фиг. 46. Тепловое расши- расширения в направлении, перпендику-
РЄНИЄ ПЛОСКОПгРг-ПЛЄЛЬНОЙ лярном пластинке. Однако в пластинке про-

“ластинки- извольной ориентации деформации отнюдь
не являются простыми. На фиг. 46 изо-
бражена пластинка, лежащая на плоском

основании. Предположим, что точка О на нижней поверхности пла-
стинки остается неподвижной. Выберем оси координат так, как пока-
зано на фиг. 46; ось Оха перпендикулярна пластинке. Так как прямые,
параллельные Ох1 и Охг, параллельны основанию, то деформация
описывается тензором

-Ъїэ

(Сильно преувеличено.)

еп е12 екҐ
[ей-1: 921 газ ева .

_0 0 ева-
Измеренное расширение равно е33=езз=иззАТ [согласно уравне-
ниям (6.8) и (6.1301: здесь изв представляет собой коэффициент рас-
ширения вдоль Охзв смысле определения, данного в гл. І. ё 6, п. 1.
Следует отметить, что при расширении прямая, параллельная Оха,
поворачивается; это подтверждается наличием компонент ею и егэ.

І. Конус нулевого расширения в кальците. В кальците (три-
гональная система) характеристическая поверхность теплового рас-
ширения является поверхностью вращения вокруг оси третьего
порядка. Из табл. 6 можно видеть, что коэффициент теплового
расширения этого кристалла в направлении оси третьего порядка
положителен, а два других (равных) коэффициента~отрицательны.

1) Этот экспериментальный метод описан Туттоном [90]. Ему формально
эквивалентен рентгеновский метод. при котором измеряется изменение рас-
стояния между параллельными атомными плоскостями.
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Следовательно, одна из осей поверхности теплового расширения
оказывается действительной и две другие_мнимыми, а сама поверх-
ность будет двуполостным гиперболоидом вращения (см. фиг. 5, в).
Асимптотический конус определяет семейство направлений, для кото-
рых радиус-вектор І/І/а бесконечен, т. е. коэффициент теплового
расширения равен нулю. Можно легко найти угол 6 между этими
направлениями и осью Оха. Если
(11, 12, [ву-направляющие косинусы
одного из направлений, для которых
коэффициент теплового расширения
равен нулю, то

(1ї+12) и +12<×з =
=(1_13)а1+12м3=0.

Так как
[3 = соЅ 6,

то
Ц

шт = _ і.
'11

Используя значения, приведенные
в табл. 6, получаем

0= 64,7°.
Тепловое расширение единичной фиг_ 47_ тепловое расширение
Сферы, ВЗЯТОЙ ВКРИСТЗЛЛЄ КЗЛЬЦИТа, единичной сферы из кристалла

представлено в сильно преувеличен- кальцита.
НОМ ВИДЄ На фИГ. 47. МОЖНО ЗЗМЄ- Видна коническая поверхность, не нспы-
тить, что хотя Длина Отрезков, ле_ тывающая растяже:еи:6')(Сильно преувели-

жащих под углом 64,7° к оси Охз,
Не ИЗМЄНЯЄ'ГСЯ При НаГрЄВаНІ/Іи, ИХ ОрИЄНТЗЦИЯ ОТНОСИ'ГЄЛЬНО ЭТОЙ ОСИ

ИЗМЄНЯЄТСЯ, ТЗК Как НОрМаЛИ В СООТВЄТСТВЄННЫХ ТОЧКЗХ Характери-

стической поверхности теплового расширения перпендикулярны радиу-
СаМ-ВЄК'ГОРЗМ.

Р Е З Ю М Е
Смещения и деформации предполагаются малыми.

1. Деформации. Общие положения. Если и, означает смещение
точки хі деформированного тела, то тензор [ец] определяется выра-
жением

диеіі = Е;- _ (6.3)

СИММЄТРИЧНЗЯ ЧЗС'ГЬ ЭТОГО ТЄНЗОра С КОМПОНЄНТЗМИ

1
ви = "5 (91/ +911)
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описывает деформацию в точке; антисимметричная часть с компо-
нентами 1

Ши = *2- (еи_~ ел)

описывает вращение.
Компоненты ем, є22, ваз называются удлинениями, или деформа-

циями Ірастяжения; они представляют собой растяжения, испыты-
ваемые при деформации элементами единичной длины, расположенными
первоначально параллельно Охі, Ох2 и Охз соответственно. Компо-
ненты егз, вы, є12 называются тензорными сдвиговыми деформа-
циями. Величина 2:52З равна изменению угла между двумя элементами,
расположенными до деформации параллельно осям Ох2 и Оха (если
угол уменьшается, то деформация положительна); аналогичный смысл
имеют вы и є12. Главные деформации єІ, є2, еЗ в данной точке являются
главными компонентами тензора [зи-1. Главные направления деформа-
ций определяют в данной точке три взаимно перпендикулярных напра-
вления, которые остаются взаимно перпендикулярными при деформации.

Деформация в точке характеризуется поверхностью деформаций,
уравнение которой записывается в виде

едхдхі = 1,

или, если в качестве осей выбрать направления главных деформаций,
е1хї+ єгхё + єзхё == І.

Величины ту: = 2623, их= 2%, 'уху = 2812 называются (птехниче-
скими“) сдвиговыми деформациями. Таблица. составленная из дефор-
маций растяжения и итехническихи сдвиговых деформаций, не образует
тензора.

2. Однородная деформация. При однородной деформации выпол-
НЯЮТСЯ СООТНОШЄНИЯ

и; == (до): + еііхі = (до): +шііхі + 611351; (6.10)
смещение за счет собственно деформации можно определить как

и,=аііх].

Единичный куб, выбранный в недеформированном теле так, что его
ребра параллельны направлениям главных деформаций, в результате
деформации превращается в прямоугольный параллелепипед с реб-
рами длиной (1+е1), (1+є2), (1~|-е3). Объемное расширение (уве-
личение объема) равно (е1+е2+е3) или ен.

Удлинение в произвольном направлении выражается в виде
8:8111111,

или
е = є11ї+ 8213 + 3312,
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Направление вектора и и значение є для любого заданного напра-
вления могут быть найдены с помощью свойства радиуса-вектора и
нормали поверхности деформаций.

Единичная сфера преобразуется при деформации в эллипсоид
2 2 2х1 І х2 + хз __

я І я а '_(не) от) (На)
называемый эллипсоидом деформаций.

Проведенное рассмотрение для однородной деформации приложимо
и к любому достаточно малому объему неоднородно напряженного
тела.

1. (6.11)

8. Деформация и симметрия кристалла. Деформация кристалла
является не его физическим свойством, а лишь реакцией кристалла
на воздействие. Деформация, вызванная напряжением (упругость) или
электрическим полем (пьезоэлектричество), не должна согласовываться
с симметрией кристалла, если сами напряжение и поле с ней не со-
гласуются. Наоборот, деформация, вызванная изменением температуры
(тепловое расширение), должна согласовываться с симметрией кри-
сталла.

4. Тепловое расширение. Если при однородном нагреве темпера-
тура кристалла возрастает на АТ, то кристалл испытывает однород-
ную деформацию, описываемую уравнением

зі] = а” АТ, (6.13)
где а,]_коэффициенты теплового расширения, [а,]]-симметричный
тензор второго ранга. Отсюда следует, что существуют три главных
коэффициента теплового расширения и три соответствующих им глав-
ных направления. Деформацию вдоль этих направлений можно записать
в виде є1=а1АТ, е2=ос2 АТ, ез=еьа АТ. Уравнение характеристиче-
ской поверхности теплового расширення имеет вид

2 2 2 _всіх1 + авха + осзх3 _ 1.

Согласно принципу Неймана, деформация при тепловом расширении
должна согласовываться с симметрией кристалла.

3 А Д А Ч И

І. Малая деформация некоторого кристалла задана тензором
_ 8 _1 -1"

[ад-1 = 1 6 о ><1о_“.
_-5 0 2_

Определить тензоры деформаций [єи] и вращения [щи] и найти отсюда зна-
чения и направления главных деформаций е1, є2, га, а также ось н угол
вращения.
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о 2. Выразить угол поворота поназанной на фиг. 46 прямой, параллель-
нои Оха, через ад.

. Показать, что температурная зависимость названного выше угла 6
характеризуется величиной

1,- (11:13 =2,4” град-1.
4. Параметры ячейки моноклинного кристалла (эфвиллита) имеют

следующую величину:
а=16,21, ь==5,вз, с: 132321, в=134°482

При рентгенографических измерениях коэффициентов теплового расширения
вдоль нормалеи к определенным плоскостям 1101 получены следующие
результаты:

0 І а п 0 ы

Ц

о 14 131.10-6 град-1 20 о ё 24,3-10*6 град-1
0 12 17,1 16 о Т2 11,8
о 8 21,4 в о ї? 8,2

18 о 1 28,2

Ф
Ф
Ф
І

Отложить в масштабе отрезки а и с соответственно вдоль осей Ох и 02 и
восстановить нормали ко всем плоскостям 1101, перечисленным выше. На
этих нормалях отложить в соответствующем масштабе точки на расстояниях
± І/ҐЁ от начала координат. Построить главное сечение характеристической
поверхности теплового расширения, параллельное (010). Определить отсюда
направления главных осей по отношению к Ох и 02 и значения главных
коэффициентов теплового расширения а] 3.

. моноклинного кристалла были найдены следующие значения
коэффициентов теплового расширения:

Направление 11-106, град”1

Параллельно оси Оу (ось Второго порядка) . . . . . . . . 41,0
ПараллельноосиОг................... 32,0
Перпендикулярно осям 02 и Оу . . . . . . . . . . . . . 15,0
Перпендикулярно оси Оу и под углом 45° к оси Ог '4* . . . 16,0

° Угол отсчитывается по часовой стрелке при повороте вокруг оси Оу.

Определить три главных коэффициента расширения и углы между главными
направлениями и осью 02. Проиллюстрировать решение построением окруж-
ности Мо а.

6. Параметры ячейки орторомбического кристалла (арагонита)
а:11:с=0,6224:1:0,7206.

При нагревании от 0 до 100 °С угол между гранями (100) и (110) умень-
шается на 1,14', а угол между гранями (001) и (011) возрастает на 2,84".
Коэффициент объемного расширения этого кристалла равен 62,0 - 10"6 град'І.
Вычислить три главных коэффициента теплового расширения.



Глава И!

ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСТВО 1).
ТЕНЗОРЫ ТРЕТЬЕГО РАНГА

5 1. Прямой пьезоэлектрический эффект
У некоторых кристаллов при приложении к ним механического

напряжения возникает электрический момент, величина которого про-
порциональна приложенному напряжению. Это явление называется
прямым пьезоэлектрическим эффектом. Например, если одноосное
напряжение растяжения приложено к кристаллу кварца (класс 32)
вдоль одной из его осей второго порядка, то величина электриче-
ского момента па единицу объема, или величина поляризационного
заряда на единицу площади, определяется уравнением

Р=аїа, (7.1)
где ацконстанта, называемая пьезоэлектрическмм модулем. Из
этого уравнения следует, что замена напряжения растяжения напря-
жением сжатия приводит к изменению направления поляризации на
обратное.

В общем случае напряженное состояние характеризуется, как мы
видели в гл. У, тензором второго ранга с девятью компонентами,
тогда как поляризация кристалла, будучи вектором, описывается
тремя компонентами. Экспериментально найдено, что когда произволь-
ное напряжение действует на пьезоэлектрический кристалл, то каж-
дая компонента поляризации РІ линейно связана со всеми компонен-
тами о” точно так же, как в любом диэлектрике каждая компонента
Рі линейно связана со всеми тремя компонентами Еі 2). Поэтому мы
можем записать для РІ уравнение

Р1 = а11111311 + а112612 + а3113513 + а1121021 + а1122022 + 41123523 +

+411з1°з1 +а1згїза +д1зз°ззт (7-2)

где 41-пос'гоянные коэффициенты; для Р2 и РЗ уравнения будут
аналогичны. Используя принятое обозначение суммирования (см. гл. І,
ё 1. п. 1) и объединяя члены в правой части (7.2), можно сокра-
ЩЄННО Записать ЭТО уравнение В ВИДЄ

Р1 = а1111011; + а12л°21г + 41132032»

1) Полное изложение вопроса см. в книгах Кэди [24] и Мэзона [66].
2) Если кристалл обладает спонтанной поляризацией, то под Р; следует

понимать изменение этой поляризации, вызванное механическим напряжением.
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или еще более кратко в виде
РІ = (111720172.

Аналогично, Р 21121111:Ле и Р3=113дгед. Итак, общее соотношение
между Р1 и 01, имеет вид

Р1=д1іь°т (7.3)

где 111,2-пьезоэлектр1шеск1ге модули.
Выясним физический смысл различных модулей. Если к кристаллу

приложено одноосное растягивающее напряжение 011, то возникающая
поляризация имеет компоненты

Р1 = 111110111 Ра= дамбы Ра= а'1311011-

Таким образом, измеряя Р1, Р2 и Ра, можно в этом случае найти
значения 11111, 11211 и 11211. Если представить себе далее, что одно-
осное растягивающее напряжение прикладывается поочередно вдоль
осей Ох2 и Оха, то можно выяснить физический смысл и других
коэффициентов 111,-1е с 1`=Іе.

Предположим теперь, что к кристаллу приложено чисто сдвиго-
вое напряжение 1:12. Выше уже указывалось, что если исключить
объемные моменты. то при приложении напряжения 012 одновременно
появляется равная компонента 021. Поэтому имеем

Р1 = а'112012 +д121°21 = (41112 +д1я1) с12;
аналогичные уравнения можно написать для Р2 и Р . Таким образом.
сумма (11112+11121) имеет определенный физический смысл, но невоз-
можно придумать эксперимент, с помощью которого можно было бы
отделить 11112 от 11121. Этот элемент произвольности в толковании физи-
ческого смысла 11121 и 11112 устраняется тем, что принимается 11112: 11121
и в общем случае

дшг = дт- (7-4)
Это допущение делается здесь без строгого обоснования; в 5 3 мы
увидим, что соотношение (7.4) согласуется с дальнейшими обоб-
щениями.

Коэффициенты 111,72. число которых равно 27, представляют собой
пример тензора третьего ранга. Определение тензора третьего ранга
получается путем обобщения определений тензоров первого и второго
рангов. которые мы дали в гл. І, ё 3. Тепзоры были определены там
путем задания законов их преобразования. Физическая величина,
описываемая группой чисел рі, была определена как тензор первого
ранга (вектор), если р1 преобразуется согласно закону

рі=аіірі~ (1.13)

Закон преобразования для тензора второго ранга [Тіі] записывается
В Биде 1

Тіі = аддаідтш. (1.22)
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Подобно этому, говорят, что 27 чисел ТЩ, описывающих некоторую
физическую величину, образуют тензор третьего ранга, если они при

Іизменении осей координат преобразуются в Тт, по следующему
закону:

І

Тіі/г = аіІа/таігптітп' (7.5)

Как и в случае тензоров более низкого ранга (см. гл. І, 5 3), мы
подчеркиваем, что это определение подразумевает наличие некоторого
способа, независимого от закона (7.5), для нахождения преобразованных
компонент тензора при изменении осей. Если бы это было не так,
то определение замыкалось бы само на себя и мы получили бы логи-
чески порочный круг.

Законы преобразования тензоров первого и второго рангов соот-
ветственно одинаковы с законами преобразования координат х1 и
произведений координат хіх1 (см. стр. 28). Аналогично, уравне-
ние (7.5) есть закон преобразования произведений трех сомножителей
типа хдхіхд. Это сразу становится очевидным, если применить ко
всем сомножителям по отдельности закон преобразования, опреде-
ляемый формулой (1.13), ибо тогда мы получаем

І / / __хІхІх,е __ алхІаІтхтадпхп,
или после перестановки

І І І ___хгхіхв “_ ааа/там (хіхтхд- (7.6)
Итак, любая заданная компонента тензора третьего ранга преобра-
зуется аналогично соответствующему произведению координат. Напри-
мер, Т112 преобразуется подобно хїх2. Однако необходимо помнить,
что. когда уравнение (7.6) записано в развернутой форме для конк-
ретной компоненты, порядок сомножителей в различных членах в пра-
вой стороне уравнения должен сохраняться. Так, коэффициент при
члене х1х2хз должен соответствовать коэффициенту при Т123 и с ко-
эффициентами при хахіхз, хахах1 и т. д. его нельзя путать.

Докажем теперь, что коэффициенты ат, из уравнения (7.3) под-
чиняются закону преобразования (7.5). Предположим, что на кри-
сталл действует некоторое фиксированное механическое напряжение,
заданное компонентами с” в системе координат Охі и компонен-
тами 62,. в системе координат Охё. Возникающая поляризация задается
компонентами Р1 в системе Охі и компонентами Р; в системе Охї.
Общая форма уравнения (7.3) сохраняется независимо от выбора
системы координат для описания поляризации и напряжений. Поэтому
для компонент в системе координат Ох; мы можем записать

І____ І ІРІ _ сішод, (7.7)

где а'їід-иная совокупность 27 коэффициентов. Выясним теперь.
Ікак аїщ связаны с сіш.
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Компоненты Р1 связаны с Р; уравнением
ІР; = “ар1» (7-8)

а 02] с си-уравнением
___ Іот” _ аітатоід. (7.9)

Уравнения (7.3), (7.8) и (7.9) образуют схему
. в .Р, (18) Р (1) 6 (19) 6,,

где стрелка заменяет слова ивыражается через...“. Поэтому Р' можно
выразить через о' следующим образом:

Р; = аіІРІ = аі! аІтпбтп = аіІаІтпаітаігп612° (7' 10)

Сравнивая (7.10) и (7.7), мы получаем

(121),: І аііаітаіт аІтм' (7-1 1)

Отсюда видно, что 1117,, преобразуются согласно уравнению (7.5) и,
следовательно, образуют тензор третьего ранга.

Приведенное доказательство тензорного характера коэффициен-
тов дш, справедливо и в общем случае. Тем же способом можно
показать, что совокупность любых величин Вт., связывающая два
тензора АІІ и СІ-,г уравнением

141: Вшеслг' (7-12)
образует тензор третьего ранга.

5 2. Уменьшение числа независимых модулей. Матричные
обозначения

В общем случае тензор третьего ранга, как мы видели, имеет
33:27 независимых компонент. Если выписать полностью все его
компоненты, то они образуют не квадратную таблицу, как в случае
тензора второго ранга, а таблицу в форме куба. Если первый индекс
в а'ііІє означает слой, к которому принадлежит данная компонента,
второй индекс-строку, а третий_столбец, то все три слоя будут
таковы:

1-й слой 2-й слой 3-й слой
і: 1 іг: і: 3

(111111112 дна дипдшга'шз дзпа'вшдзгз (7.13)
((1121) (11224123 (6221) (122201223 ((1321) (132261323

((1191) (4132) 41133 (4231) (дева) (1233 ((1331) ((1332) аазз
Благодаря тому, что тензор від-,г симметричен по _і и Іа, из числа

независимых компонент можно исключить коэффициенты, стоящие
в скобках; таким образом, остается 18 независимых компонент.
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Отсюда следует также возможность использования более коротких.
так называемых матричных обозначений.

До сих пор мы давали все уравнения в тензорной записи, так
как только такой способ записи позволяет обнаружить их действи-
тельный характер, в частности свойства преобразования. Однако при
решении конкретных задач выгодно по возможности уменьшить число
индексов. Это достигается путем введения новых символов 1111, 1112
и т. д. Таблгща (7.13) теперь принимает вид:

1 1
((11 _* ((16 ї

1 1
2 ((15 ((21 їдгв '5425 ((31 ((зв ((зві

2

((12 '_ ((14 ((22

и
Ю
ІЫ

1ї їащам)

(113 (123 аЗЗ'

а'24 а32

Так, например, мы полагаем 1121=112Ш а 4114::2дшз. Нетрудно
видеть, что первые индексы при обоих способах записи одинаковы,
а второй и третий индексы тензорного обозначения заменяются
в новой записи одним индексом, пробегающим значения от 1 до 6;
при этом имеется следующая связь между индексами:

тензорные обозначения: 11 22 33 23,32 31.13 12.21.
матричные обозначения: 1 2 3 4 5 6.

Два последних индекса в тензорной записи соответствуют индексам
компонент напряжения [см. уравнение (7.3)1; поэтому для согласо-
ванности нужно сделать следующие изменения в обозначениях компо-
нент напряжения:

*011 012 031.- 01 “в 0ь_
012 022 0яз _* 06 02 04 _ (7.15)

_031 023 032,.. _03 04 0з__

(Символы 01, 02, са были использованы также для обозначения главных
напряжений; однако всегда ясно, какое значение подразумевается.)

В новых обозначениях мы можем записать уравнение (7.2) в виде
1 1 1 1

Р1 = ((1101 +ї ((1606 +ї ((1505 +ї ((1606 + ((1202 + '2* ((1404 +
І І

+ _2' ((1505 +*2- ((1404 + ((1303'

Р1 = ((1101 + ((1202 + ((1303 + ((1404 + ((1565 + ((1606: (7-16)

для Р2 и РЗ имеются два аналогичных уравнения. Используя индексы
суммирования, мы можем записать

града] (1:1, 2, з; 1:1, 2, в). (1.11)
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Иногда возникает сомнение в целесообразности введения множите-
лей 1/2 в определения ад. Множители 1/2 вводятся в таблицу (7.14)
для того, чтобы избежать появления множителеи 2 в последних
трех членах уравнения (7.16) и ему подобных. Избежать появления
численных множителей в обоих случаях невозможно. Мы предпочи-
таем иметь множители 1/2 в таблице (7.14) для того, чтобы уравне-
ние (7.16) и сопутствующие ему уравнения для Р2 и Рз могли быть
записаны в компактной форме (7.17) 1).

Таблица ад, выписанная в виде

а11 а712 412 0314 1115 с110
1121 6122 диз 6124 0325 дав
1131 два дав два два две

(7.18)

является матрицей. Легко видеть, что строки этой матрицы соот-
ветствуют слоям в таблице (7.13).

Матричные обозначения используются потому, что по сравнению
с тензорными обладают преимуществом большей компактности и
позволяют легко расположить коэффициенты в плоскую таблицу.
Однако необходимо всегда помнить, что а” не преобразуются
подобно компонентам тензора второго ранга, несмотря на
кажущееся (благодаря наличию двух индексов) сходство с ними.

5 8. Обратный пьезоэлектрический эффект
Когда к пьезоэлектрическому кристаллу приложено электрическое

поле, форма кристалла слегка изменяется. Это явление называется
обратным пьезоэлекіприческим эффектом; его существование
является термодинамическим следствием существования прямого эф-
фекта. Найдено, что между компонентами вектора Еі, задающего
напряженность электрического поля в кристалле, и компонентами
тензора деформации ей., описывающего изменение формы кристалла,
имеется линейное соотношение. Более того, при обратном ньезо-
электрическом эффекте поле и деформаиию связывают те же
самые коэффициенты, которые связывают напряжение и поля-

1) Такой способ введения ні; согласуется с рекомендуемыми ІЕЕ
(Іпзшите оі Кадіо Епдіпеегз, ШЅА) правилами [86 . Он также согласуется
с определением Фойгта 93 . про Фойгт счи
напряжения сжатия положительными, однако он вводит знак минус в урав-
нении (7.17); в результате получается, что принятые Фойгтом коэффици-
енты ац- идентнчпы нашим.

Вустер [961 использует иные обозначения: наши ад равны коэффици-
ентам аіі в книге Вустера для 1:1, 2, 3 и равны 20” для 1:4, 5, 6. При.
этом мы предполагаем, что Вустер считает напряжения растяжения поло-
жительными; правда, в одном месте он определяет как положительное
напряжение сжатия, но это, по-вндимому, описка, так как везде в осталь-
ной части своей книги он считает положительным напряжение растяжения.
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ризацию при прямом эффекте. Аналитически это означает, что
если при прямом эффекте выполняется уравнение

Р1=д11в°іт у (7-3)
то при обратном эффекте справедливо уравнение

ад = еішгЕі. (7.19)
Доказательство этого равенства коэффициентов дается в гл. Х; оно
основано на термодинамическом рассмотрении. Так как є1д=єдг то,
следовательно, тензор аїіі,г симметричен по 1' и Іе. как было без
доказательства указано в 5 1.

Чтобы записать уравнение (7.19) в матричных обозначениях, мы
должны ввести один индекс вместо двух для компонент деформаций.
Для этого сделаем следующую замену:

›-А 1
І511 ви: Езт в1 "2-86 ї

І 1
'312 522 1газ -› їєе Е2 ї

1 1
Е31 Ева Баз ївз '554 Ев

в, _ (1.20)

Тогда уравнение для вы, получающееся развертыванием уравне-
ния (7.19),

811 = ашЕъ+ 41211524- азиЕз'

при переходе к матричным обозначениям принимает вид

81: ат1151 “14121152 +дз1Ез-
Уравнение для ваз

823 = д12зЕ1 + а22352 + 11323153
принимает вид

1 1 1 _1
“2” Є4 =ї а11151 +3- а'24132 +9* дыЕз-

Множители 1/2 сокращаются с обеих сторон, и в общем случае мы
имеем

еі=кіиЕ, (і=1, 2, З; 1:1, 2, 6). (7.21)
Теперь становится ясной причина введения множителей 1/2 в под-

становку (7.20). Так как мы использовали множители 1/2 в опреде-
лениях а” (см. стр. 141), необходимо ввести эти множители также
и в определения єі; иначе в уравнении (7.21) перед некоторыми членами
стояли бы множители 1/2 и мы не смогли бы записать его в крат-
кой форме, т. е. как сумму подобных членов. Следует отметить, что,
по счастливой случайности, благодаря множителям 1/2 в определениях єі
компоненты е4, еь и ес совпадают с компонентами ,,'гехн11ческгхх“ сдвиго-
вых деформаций, введенных на стр. 127,
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Приведем теперь схему, объединяющую пьезоэлектрические урав-
нения в матричных обозначениях. Читая таблицу по горизонтали, мы
получаем уравнения прямого эффекта, читая по вертикали_уравне-
ния обратного эффекта:

-› є1 1:2 за єд єб вв

Г*› 1:1 са 03 64 об об

ў ў
51 Рт а311 61на 0313 1114 415 416
Ее Ра а21 6122 диз 1124 дав 426
Ез Ра ды 432 два (134 два азе-

В табл. 7 сравниваются уравнения прямого и обратного пьезо-
Электрических Эффектов в тензорной и матричной записях.

ТАБЛИЦА 7

Определяющие уравнения для прямого и обратного
пьезоэлектричеєких эффектов

Тєнзорная запись Матричная записьг. і, гг= ,2, з і=1,2.з; і= , 2,---.в

Прямой эффект . . . . Рі-заіІ-,гадд Р, = (11/01
Обратный эффект . . . сд,г =атгЕд Е] = (11]'51

5 4. Уменьшение числа независимых модулей
из-за ограничений, налагаемых симметрией кристалла

1. Соображения, в основе которых лежит лишь анализ сим-
метрии. Если кристалл обладает симметрией (помимо оси первого
порядка), то имеет место дальнейшее уменьшение числа независимых
пьезоэлектрических модулей. Как крайний случай рассмотрим влия-
ние центра симметрии. Предположим, что кристалл, обладающий
центром симметрии, подвергнут воздействию механического напряже-
ния произвольного вида и поляризуется. Теперь представим себе,
что вся система-кристалл плюс напряжение~симметрично отра-
жена относительно центра симметрии. Напряжение, будучи центро-
симметричным, при этом не изменится; по той же причине не изме-
нится и кристалл; поляризация же изменит направление на противо-
положное. Итак, мы получаем, что тот же самый кристалл под
действием точно такого же напряжения имеет противоположную
поляризацию. Такая ситуация возможна лишь тогда, когда поляри-
зации равна нулю. Следовательно, кристалл, обладающий центром
симметрии, не может быть пьезоэлектриком,
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Точно так же, исходя лишь из соображений симметрии и не при-
бегая к аналитическим расчетам, можно доказать равенство друг
другу или обращение в нуль пьезоэлектрических модулей для раз-
личных кристаллографических классов. В качестве примера рассмот-
рим модуль а'36 для класса 4. Этот модуль определяет компоненту Рз
при сдвиговом напряжении, действующем в плоскости, перпендику-
лярной оси Оха (направления осей показаны на фиг. 48; ось ОхЗ
перпендикулярна плоскости
чертежа). Теперь предположим,
что указанное сдвиговое напря-
Жение индУцирует диполь, па-
раллельный Охз, с положитель-
ным концом сверху (фиг. 48, а). хз
Изменение знака напряжения
должно привести к изменению
знака диполя, как изображено
на фиг. 48, б. Но так как
кристалл имеет ось четвертого Э
порядка, то напряженное со-
стояние. показанное на фиг. 48.6. *ІІ-*_ __*
точно совпадает с состоянием,
изображенным на фиг. 48,а; а б
ЄДИНСТВЄННОЄ ОТЛИЧИЄ СОСТОИТ Фиг. 48. Построение, показывающее, что
в том, что кристалл повернут для Класса 4 Модуль (136 равен НулЮ.

на 90°. Следовательно, в обоих
случаях поляризация должна быть одинаковой, а это возможно лишь
тогда, когда она равна нулю. Таким образом, а'36=0.

`Іг

11І

Єд

2. Аналитические методы. Соображения, основанные только
на рассмотрении симметрии и подобные тем, которые были исполь-
зованы выше, дают изящный способ нахождения некоторых соот-
ношений между модулями; однако трудно быть уверенными, что при
этом мы найдем все соотношения. Поэтому опишем теперь более
систематический метод исследования рассматриваемого вопроса.
В принципе метод состоит в преобразовании осей координат тензора
одним из элементов симметрии, которыми обладает кристалл. При
этом коэффициенты, описывающие эффект, не должны меняться при
преобразовании.

а) Центр симметрии. Для иллюстрации метода опять рассмотрим
сначала кристалл, обладающий центром симметрии. Матрица этого
преобразования имеет вид

аи=--8,і.

В соответствии с уравнением (7.11) и свойством функции 8,., пре-
образованные пьезоэлектрические модули будут выражаться следую~
щим образом:

(цій = анаітамдттп = _" ёнёітб/тдттп = _* дик-
10 Дж. НайІ
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Но так как кристалл имеет центр симметрии, то
І __.-сіид_сішг.

Следовательно,
а;/,г=0.

Действия с другими операциями симметрии не так просты. Зна-
чительную помощь может оказать использование несколько отличных
обозначений для преобразований координат и применение так назы-
ваемого метода прямой проверки, разработанного Фуми [39, 41-431.
Этот метод лучше всего объяснить, взяв тот же пример с центром
симметрии и найдя результаты действия центра на различные модули.

Действие центра симметрии на оси координат изображаются сле-
дующим образом:

х1 '_›_х1, х2д_х2, х3“_›"" хз, (7.22)

где стрелка означает ,преобразуется в . . .“. Вместе с тем, соотноше-
ние (7.22) можно интерпретировать иначе, а именно считать, что
координаты произвольной точки (хІ, х2, хз) преобразуются в (_ хІ,
_х2, _хз). Мы уже видели (см. стр. 139), что компоненты тен-
зора преобразуются аналогично соответствующим произведениям
координат. Например, (1122 преобразуется подобно произведению х1х2_
Делая подстановку, определяемую соотношением (7.22), получаем, что
хдхё преобразуются следующим образом:

хІхё -› _- хіхг.
Следовательно.

дъаа*`”д1аа-

Но так как кристалл обладает центром симметрии, это преобразо-
вание не изменяет компоненты тензора: компонента (1122 должна
преобразоваться в себя, т. е.

а122 _) ашэ
а поэтому

11122 = О.

Легко видеть, что то же самое рассуждение применимо ко всем
другим компонентам тензора, и мы получаем прежний общий резуль-
тат: аип=00

6) Ось второго порядка. Для дальнейшей иллюстрации метода
прямой проверки рассмотрим теперь влияние на модули оси второго
порядка. Предположим, что ось второго порядка параллельна хз.
Тогда преобразование можно записать следующим образом;

хз _* "' хп хад,_ хз' хз _> хз»
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или более компактно

1›-›_І, 2-›-2, 3-›3. (7.23)

Будем теперь брать модули поочередно и преобразовывать их со-
гласно соотношению (7.23). Если знак модуля при этом изменится, то
модуль должен быть равен нулю; если же знак остается неизмен-
ным, то этот модуль не исчезает. Так, например, аІззч-єіізз и
поэтому а133=0, а диз-між, и поэтому (1123420. Ясно, что со-
храняются только те модули ат, которые имеют в индексах либо
одну, либо три цифры 3. Поэтому в следующей таблице отличны
от нуля только модули, выделенные жирным шрифтом:

а111 а'112 а113 а211 а212 а213 (1311 а312 а313

а122 4123 а222 а223 а322 а323 (7'24)

а133 а233 4333'

В матричном (двухиндексном) обозначении соответствующие модули
запишутся так;

о о о ам ам о
о 0 о [124 [125 о _ (7.25)
аз1 два дав 0 0 две

Соответствие между таблицами (7.24) и (7.25) проще всего устано-
вить, читая каждый слой таблицы (7.24) в таком порядке:

. Ош.

\. і

и затем записывая его как строку матричной таблицы (7.25).
в) Пример кристаллографического класса. Описанный метод

теперь можно применить к какому-либо кристаллографическому
классу; в качестве примера выберем Ё2т, класс дигидрофосфата
аммония.

Элементы симметрии этого класса показаны на фиг. 49, а. Сим-
метрия полностью определяется осью 111) и осью второго порядка,
параллельной хд. Ось Ё, параллельная оси хз, включает в себя
ось второго порядка, также параллельную хз, а мы уже нашли,
что лишь модули, выделенные жирным шрифтом в таблице (7.24),
сохраняются при действии оси второго порядка, параллельной хз.

1) Операция поворота на 90°, сопровождаемая инверсией.

10*



148 Г/ь І/ІІ. Пьезоэлектричество. Тензоры третьего ранга

Следовательно, только эти модули необходимо рассматривать дальше.
Ось 4 преобразует оси координат следующим образом:

1--›-2,у 2-› 1, 3-›-3.
Поэтому

а'пз _* '_ (1223 07213 _* а12.2 двп _) _ а322 а312 _* а'321
а112.2, _* а213 а223 _* _ дна а322 _* “_ двп (7-26)

а'ззз _> _ а'заз

Таким образом, например, 11113 преобразуется в _4223. І-Іо мы
знаем, что, так как кристалл обладает осью 4. то модуль аїпз
должен преобразовываться сам в себя. Следовательно, 4113:-11223.

Ф и г. 49. Точечные элементы симметрии класса 42т и ориентация
осей координат.

а-обычный выбор ориентации осей координат 0х-, Охі, Ох; 6 -системад д
координат, полученная из первои поворотом на 45° вокруг оси Оха.

Аналогично, все стрелки в (7.26) можно читать как знаки равен-
ства.

Теперь рассмотрим ось второго порядка, параллельную хд. Мы
видели выше, что при наличии оси второго порядка, параллель-
ной ха, обращаются в нуль все модули, не имеющие в индексах
цифру 3 или имеющие две цифры 3. Точно так же при наличии
оси второго порядка. параллельной хІ, обращаются в нуль все модули,
не имеющие в индексах цифры 1 или имеющие две цифры 1. Итак,
остаются только следующие модули:

а123 : а213» а312 (2 (1321)-

В обозначениях с двумя индексами они запишутся так:

(114 = (125, (136.
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Поэтому матрица имеет вид

0 с136

Численный пример. Элементы матрицы (а'іі) для дигидрофосфата
аммония при 0 °С в рационализированной системе МКЅ (кулон/наютон)
имеют следующие значения [64, 911:

о о о 0,11 о о
о о о о 0,17 о >< 10-11К/н.
о о о о о 5,11

Отметим, что такое распределение модулей в матрице справедливо
только при определенном положении кристалла относительно осей
координат хр Іха, хз, показанном на фиг. 49,а. Если оси координат
повернуть на 45° вокруг х3 так, чтобы ось х1 была перпендикулярна
плоскости симметрии (фиг. 49, б), то матрица принимает новую форму

о о о о 0,17 о
о о о _0,17 о о ><10_“ К/н.
2.6 _2,6 о о о о

г) Тригональная и гексагональная системы. Использованный
выше метод прямой проверки является самым удобным способом
определения условий, налагаемых на модули, во всех классах, за
исключением классов, принадлежащих к тригональной и гексагональ-
ной системам. Это объясняется тем, что во всех классах, кроме
тригональных и гексагональных, элементы симметрии просто изменяют
порядок осей, т. е. каждая ось преобразуется или в себя, или в одну
из других осей (возможно, с изменением направления) и не попадает
ни в какое промежуточное положение. В классе же 6, например,
невозможно выбрать декартовы оси координат с такими свойствами:
х1 будет преобразовываться в линейную комбинацию х1, хз, хз.
В классах 3 и Зт можно, правда, выбрать декартовы оси координат
с такими свойствами, но эти оси не будут совпадать с общеприня-
тыми. Поэтому для тригональной и гексагональной систем следует
воспользоваться более общим аналитическим методом. Мы изложим
его в общих чертах. Принцип остается точно таким же, как и прежде:
действием элемента симметрии кристалла преобразуются оси коорди-
нат и старые значения модулей приравниваются к новым.

Рассмотрим действие осей шестого и третьего порядков, парал-
лельных оси хз. Матрицы преобразования для поворотов вокруг Охз
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на 60 и 120Ф имеют соответственно внд

1 1 -ї її/З ° _
(до): _ёї/Ё

0

*і со
! ою|

›-

0 и (ди): мёд/“3 __.

І 0 о
ю

]›-
ю
р-

_1.2
о

Применяя эти преобразования к а'іід, получаем системы совместных
уравнений. Так, например, находим, что 11111 есть функция шести а'тг,

ь І ___а именно. (1111, 11112, (1122, а'ш, 11212, (1222. Полагая ДШ__11Ш, получаем
уравнение, связывающее эти шесть ат. Поступая аналогично с 01112,
І І І І(1122, (1211, 03212 и (1222, находим еще пять уравнений для тех же самых
шести от. Решая эти уравнения, получаем для оси третьего порядка
соотношения

а'111 = _ а'122 = _ а'21% ау222 = *_ а112 = “_ а'аш

а для оси шестого порядка_ соотношения

а'111 = а'112 = _ (1122 = а'211 = а'212 = а222 = О. (7-27)

Условия, накладываемые на другие модули, получаются непосред-
ственно; для осей третьего и шестого порядков они имеют вид

(1113 = а229,» а128 == __ дата» (1311 = аваа-

а'шз = дазз = а312 = дела = 11323 = 0-
Таким образом, мы нашли условия, налагаемые на модули для

классов 6 и 3. Другие нецентросимметричные гексагональные и три-
гональные классы получаются добавлением к этим двум классам
плоскостей симметрии и осей второго порядка. Дальнейшие ограни-
чения, которые накладывают на модули эти плоскости и оси второго
порядка, легко можно найти методом прямой проверки.

д) Применение теории групп. Полное число независимых ком-
понент тензора, необходимое для определения конкретного тензорного
свойства любого кристаллографического класса, можно найти также
с помощью теории групп (см. книги Уигмана [52], а также Багаван-
тама и Венкатарайуду [15] и статью Яна [57]) 1). Таким путем можно
проверить результаты, полученные другими методами. Теория групп,
приложения которой развиваются в упомянутых книгах, не опреде-
ляет, какие из модулей независимы, а дает только полное число
независимых модулей. Определение независимых компонент для
каждого класса с помощью методов теории групп было выполнено
Фуми [44], а также Фиеши и Фумп [39]; в указанных статьях приво-

1) См. также [107, 111].-Прим. перед.
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дятся ссылки на другие работы (см. также [56]). Теорию групп
удобно использовать тогда, когда нужно исследовать сразу несколько
родственных классов.

5 5. Результаты для всех кристаллографических классов

В табл. 8 приводятся результаты, полученные при применении
методов, рассмотренных в ё 4, п. 2, ко всем кристаллографическим
классам поочередно. Каждая из таблиц, стоящих в скобках, пред-
ставляет собой (під-матрицу, выписаиную в форме (7.18). В начале
табл. 8 приведены обозначения. Маленькие точки означают модули,
равные нулю. Жирные точки означают модули, отличные от нуля.
Линия, соединяющая две жирные точки, означает, что соответствую-
щие два модуля равны друг другу. Когда жирная точка соединена
линией со светлым кружком, то это означает, что соответствую-
щие два модуля численно равны, но противоположны по знаку.
Так, в классе 4 модули 1121=1122, 1115,:1124 и пі14=-:і25. Двойной
кружок всегда соединяется с жирной точкой. Если х-численное
значение модуля, обозначенного жирной точкой, то значение модуля,
обозначенного двойным кружком, будет равно _2х. Так, в классе 3
выполняются равенства дю=- 21122 141126 =- 21111 (в последнем случае
соединительная линия проходит через светлый кружок). Число неза-
висимых модулей для каждого класса указано в скобках справа
возле матрицы. Расположение осей координат относительно элемен-
тов симметрии соответствует, за исключением особо оговоренных
случаев, правилам, рекомендованным ІКЕ [86]. Эти правила сумми-
рованы в приложении 2.

Физический смысл матриц табл. 8 легче всего уяснить, определяя
поляризацию, вызываемую в выбранном кристаллографическом классе
действием различных простых напряжений. Читателю рекомендуется
проделать это самостоятельно. Для более детального рассмотрения
мы изберем пьезоэлектрические свойства кварца, имеющего большое
практическое значение.

Кварц. При комнатной температуре кварц принадлежит к классу 32.
Его (під-матрица имеет вид

а1 с12 “а “4 “в “в

Р2 '0 0 0 0 -1112 _21111 ;
Рз 0 0 0 0 0 0

здесь Р, и с, помещены для ясности.
Если напряжение растяжения с1 приложено параллельно оси хд.

являющейся осью второго порядка в кристалле (фиг. 50)` то уравне-
ние (7.17) показывает, что компоненты возникающей поляризации
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~ компонента, равная нулю,
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'_окомпонентыІ равные по величине, но противоположные

по знаку,
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Центросимметричныг классы
Ґ Все модули равны нулю 1
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задаются модулями, стоящими в первом столбце (під-матрицы,
поэтому

Р1=сїпс51, Р2=О, Р3=0.
Следовательно, поляризации направлена вдоль оси х1 1).

Напряжение растяжения 02 вдоль оси х2 не вызывает поляриза-
ции, параллельной этой оси, а вызывает поляризацию вдоль х1:

Р1=~єіпоа, Р2=0, Рз=0
(второй столбец матрицы).

Таким образом, поляризация вдоль оси второго порядка х,
может быть вызвана или напряжением растяжения вдоль хІ. или

равным ему напряжением сжатия вдоль оси х2.
У кварца ось второго порядка называется алек-
трической осью.

Взглянув на верхнюю строку матрицы мо-
дулей, мы видим, что поляризация вдоль оси х1
может быть также вызвана сдвигом 04 вокруг
оси хд; для этого напряжения

131==1аъбы, 132===0, Ръ===(л

и

Поля иза ия в оль х вто ая ст ока м -Фиг. . Точечные р Ц дмо ке 2 ё І р р аЭлементы симметрии трицы), очевидно, › т ьть вызвана двумя
а-кварца (класс 32) и путями: во-первых, сдвигом об в плоскости,
выбор ориентации перпендикулярной Охг, дающим
ОСЄИ КООРДИНЗТ
Охь Оха, Оха. Р1 = О, Р2 = __ (11405, Ра= О,

и, во-вторых, сдвигом о6 в плоскости, перпендикулярной хз, дающим

Р1=0, Р2=ы2а1101р Рз=0.

В нижней строке матрицы все модули равны нулю; отсюда сле-
дует, что никакое напряжеиие не может вызвать поляризацию вдоль
оси третьего порядка хз.

иже приведены экспериментальные значения (1,, для правого
кварца (рассчитанные по данным Кэди [24]):

_2,з 2,3 о -о.61 о о
0 о о о 0,61 4,6 ><10'12щн.
о о о о о о

1) Положительное направление х1 обычно определяется по следующему
правилу [86]: в правом кварце на грани, перпендикулярной положительному
концу оси хІ, появляется отрицательный заряд при растяжении (и, следо-
т ый заряд при сжатии); в левом кварце рани

перпендикуля нои положительному концу оси х1, появляется положительный
заряд при растяжении. При таком условии, очевидно, модуль ад отрицателен
для правого кварца и положитслен для левого. ,
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Проиллюстрируем величину прямого эффекта следующим числен-
ным примером. Предположим, что напряжение сжатия 1 кГ/см2
(= 9,81 - 104 н/мг) действует вдоль оси второго порядка кристалла
правого кварца. Возникающая поляризация будет равна

Р,=а,,б,-=(_ 2,3- 10-12) >< (_ 9,81-104)=2,з- 10-7 К/мг.
Рассчитаем теперь обратный эффект. Предположим, что электри-

ческое поле напряженностью 100 в/см (=104 в/м) действует вдоль
оси второго порядка хі. Деформация вдоль этой оси будет предста-
влять собой сжатие, которое, согласно уравнению (7.21), можно
записать в виде

г, = 111,15, = _ 2,3- 10-12- 104: _ 2,3-10-8.
Действующее поле, очевидно, вызывает также равное растяжение
вдоль х2 и сдвиг в плоскости, перпендикулярной х1 (см. первую
строку матрицы), так что мы имеем

е2=а12131 =_ 111,51: 2,3- 10~8

е, = 111,15, = _ 0,67 - 104.

5 6. Характеристические поверхности

Как мы уже видели в гл. І, ё 4, симметричный тензор второго
ранга можно представить поверхностью второго порядка (эллипсоидом
или гиперболоидом). Тензоры третьего ранга также можно предста-
вить характеристическими поверхностями, однако они не так просты,
как характеристические поверхности для тензоров второго ранга;
более того, представить тензор третьего ранга единственной поверх-
ностью невозможно.

Рассмотрим, как определяется поверхность, полезная практически.
Предположим, что на поверхность пластинки, вырезанной из кри-
сталла перпендикулярно произвольному направлению, обозначен-
ному Ох; (фиг. 51а), действует нормальное напряжение растяже-
ния 011. Возникающая поляризация будет обладать компонентами во
всех трех направлениях Охї, Охё, Охз'і. Компонента поляризации
в направлении Ох; будет задаваться выражением

І

Р; = а111611
и, в частности, І І

Р1:4111611'
Следовательно, сіїп измеряет ппродольныйи пьезоэлектрический
эффект; эта величина дает отношение заряда на единицу площади,
возникающего на поверхности пластинки, к приложенной к поверх-
ности пластинки нормальной силе на единицу площади. Рассмотрение
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условий симметрии показывает, что продольный Эффект может воз-
никать только вдоль направлений, являющихся полярными в том
смысле, как это определено на стр. 100. Поверхность, радиус-вектор
которой в направлении Ох; равен сіїц, называется поверхностью про-
дольного пьезоэлектричеєкого эффекта (фиг. 516). (Эта поверхность
представляет также деформацию растяжения, возникающую в направле-

нии приложенного поля, ибо при об-
ратном эффекте 1:11 = 11211131.) Очевидно,
можно ввести много других поверх-

Фиг. 51а. Схема, поясняю- Фиг. 516. Схема, поясняющая опре«
щая продольный пьезоэлек- деление характернстической поверх-

трический эффект. ности для продольного пьезоэлектри-
Величииа заряда на грани, перпендн- ческого Эффект.
кулярной ОхІ, определяется коэф-

фициент* 11:11, На ҐРШЩ Пер- ностей для представления конкретных
пвндикулярной Охё- коэффициен- КОМПОНЄНТ ПОЛЯрИЗаШ/ІИ, ВОЗНИКЗЮЩИХ

под действием определенно направлен-
ных напряжений (или конкретных компо-

нент деформации, возникающих под действием определенно направлен-
ных полей).

Форма поверхности продольного пьезоэлектричеєкого эффекта
для кварца. Чтобы найти форму поверхности продольного пЬезо-
электрического эффекта для кварца, мы посту'пим следующим обра-
зом. Радиус-вектор этой поверхности в произвольном направлении Ох;

ВЫРШКЗВТСЯ В ВИДЕ

г
том (1211.

__ І __

г _" а'111 __ апац'аигаі/Іа'

где, как прежде, Охі-оси координат, согласованные с симметрией
кристалла, для которых применимы таблицы модулей, данные в 5 5.
В классе 32 отличны от нуля только модули аїш, (1122, (1123, (1212
и (1213; так что мы имеем

Ґ = а11011111111111 + апаюашаю-г+2а11д1га1за1гз+
+ 2411201101211212 + 2а1га11а1за'213-

Для краткости заменим (ад, 012, 013), являющиеся направляющими
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косинусами Ох; относительно ОхІ, Охг, Оха, через (І. т, п) и,
кроме того. используем соотношения между модулями, приведенные
в 5 5. Тогда получим следующее уравнение поверхности:

г = [(12 _- 3т2) 1111. (7.28)

Заметим, что это уравнение содержит только один из двух незави-
симых модулей.

Ф иг. 52. Характеристическая поверхность продольного пьезо-
электрического эффекта для кварца.

Ц-ЦЄНТРЗЛЬНОЄ Сечение, ПерПеХШИКуЛЯрНОе ОСИ Оха, ЯВЛЯІОЩЄЙСЯ ОСЬЮ ТреТЬеГО
порядка; 6-с чение, содержащее Оха и Ох,-одну из осей второго порядка.
На схеме приведены также _ _ = пгткпияя

Чтобы найти в полярных координатах сечение этой поверхности
плоскостью. содержащей Ох1 и Оха, положим І =со$0. т=зіп 9,
где 0-~угол между радиусом-вектором и ОхІ. Тогда

г = 0311 сов 0 (сов2 0 _- 3 Ѕіп2 0) = під соз 30.

Это сечение построено на фиг. 52, а для положительного значения дп.
Как мы уже упоминали (см. примечание на стр. 154). такое значе-
ние сід соответствует левому кварцу. Таким образом, в подобном
кристалле напряжение растяжения вдоль Ох1 вызывает положитель-
ный заряд на грани. перпендикулярной положительному направлению
оси Ох1. Когда направление приложенного растягивающего напряжения
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поворачивается против часовой стрелки (фиг. 52, а), продольная
компонента поляризации уменьшается и достигает нуля при 0=ЗО°.
Затем она изменяет знак и при 0 = 60°, когда напряжение растяжения
вновь направлено вдоль оси второго порядка, достигает максимума в
+и направлении. Рассмотренную фигуру также легко интерпретиро-
вать и с точки зрения обратного эффекта.

Сечение поверхности продольного пьезоэффекта плоскостью, со-
держащей Ох1 и Охз, получается, если положить т=0 и І=созб,
где О-снова угол между радиусом-вектором и Ох,. Тогда мы имеем

г = дп совз 0;

соответствующее сечение показано на фиг. 52,6. Форма характери-
стической поверхности подобна трем миндалинам, острые концы кото~
рых встречаются в точке, лежащей на тригональной оси. Из формы
поверхности непосредственно видно, что, например, при сжатии кри-
сталла кварца вдоль оси третьего порядка продольный пьезоэлектри-
ческий эффект отсутствует. Это ясно также и из симметрии. Про-
дольный эффект, как легко видеть, имеет наибольшее значение,
когда кристалл сжимается вдоль оси второго порядка (электрической
оси).

Поверхности продольного пьезоалектрического эффекта для
других кристаллов 1). Форму поверхности продольного пьезоэлек-
трического эффекта для кристаллов других классов можно найти
аналогичным путем. Симметрия этой поверхности должна согласовы~
ваться с точечной группой симметрии кристалла. Например, поверх-
ность для кристалла цинковой обманки, принадлежащего к классу АїЗт,
имеет четыре полости, вытянутые в направлении четырех осей треть-
его порядка. І/Із симметрии кристалла и матрицы, приведенной в
табл. 8, можно видеть, что в кристаллах этого класса давление вдоль
оси второго порядка не может вызвать продольного эффекта (можно
отметить, однако, что при сдвиге вокруг оси второго порядка возни-
кает пьезоэлектрический эффект).

РЕЗЮМЕ

Определение тензора третьего ранга. Совокупность 27 чисел ТЩ,
описывающих некоторую физическую величину, образует тензор
третьего ранга, если они преобразуются согласно уравнению

І _Ті/іг _ аиарпаипттп'

Это уравнение совпадает с уравнением преобразования произведений
координат хіхіхй.

1) Дальнейшие подробности см. в книгах Фойгта [92] и Вустера [96].
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Прямой пьезоэлектрический эффект. Прямой пьезоэлектрический
эффект задается уравнением

Рі = аіікбІ-й, (7.3)

где аіід-пьезоэлектрические модули, образующие тензор третьего
ранга.

Если пренебречь объемными моментами, то о,]-==сд. и мы можем
положить апг=аїддч Благодаря этому число независимых модулей
уменьшается до 18.

Матричная запись. Второй и третий индексы у (1,1,г и оба
индекса у сд. можно объединить в один индекс, пробегающий значе-
ния от 1 до 6. по следующему правилу:

тензорные обозначения: 11 22 38 23,32 31.18 12,21.
матричные обозначения: 1 2 З 4 5 б.

Мы вводим также множители 2 в следующих случаях:

(111,2:111", когда н=1, 2, З,

2єііід=аіт когда н=4, 5, 6.
Теперь уравнение (7.3) можно записать в виде

Рд=1ііісі (і== 1, 2, З; 1'==1. 2. ..., 6). (7.17)
Коэффициенты 11.] образуют (оф-матрицу из трех строк и шести
столбцов.

Обратный пьезоэлектрический эффект. Обратный эффект
задается уравнением

с теми же самыми коэффициентами ат. что и в уравнении прямого
эффекта. Два индекса у ад, можно объединить в один согласно
вышеприведенной схеме, причем елг==еп при п= 1. 2, З и 2еід=ел
при п=4, 5, 6. При таком сокращении уравнение (7.19 записы-
вается в виде

г,=а.,в, (1:1. 2, з; 1:1, 2... 6). (7.21)

Требования, налагаемые симметрией. Кристалл с центром сим-
метрии не может быть пьезоэлектриком. Ограничения. налагаемые
симметрией кристаллов на модули а” нецентросимметричных кристал-
лографических классов. часто можно получить, исходя только из
анализа симметрии. Метод прямой проверки применим ко всем
классам. кроме классов тригональной и гексаї'оначьной систем. для
которых необходимо использовать более общий аналитический метод.
Для этой цели может быть также использована теория групп.
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Тензор третьего ранга, например 11,11" не может быть полностью
представлен одной поверхностью. Поверхность продольного пьезо-
электрического эффекта изображает компоненту поляризации, воз-
никающую параллельно приложенному напряжению растяжения.
Радиус-вектор этой поверхности в любом направлении пропорционален
продольному эффекту в данном направлении. Продольный пьезоэлек-
трический эффект может возникать только вдоль полярных напра-
влений.

ЗАДАЧИ
І. Исходя только из соображений симметрии, доказать, что для класса т

с плоскостью т, перпендикулярной Охг, выполняются соотношения

414 = дю = 421 = дав == 423 == 1125 = 434 = дав = 0-
2. Исходя из соображений симметрии, показать, что для класса 4

1114 = _ 1125-
3. Показать, что для классов 422 и 622 поверхность продольного пьезо-

электрического эффекта не существует ни в одном направлении.
4. Используя табл. 8. найти, какие классы могут обнаруживать пьезо-

электрический эффект при гидростатическом сжатии, и таким образом про-
верить компоненты пироэлектрического вектора р, приведенные в гл. ІУ, ё 7.

ния поворачивается вокруг оси третьего порядка, то вектор пьезоэлектри-
ческой поляризации, оставаясь постоянным по величине, также будет
поворачиваться вокруг оси третьего порядка, но вдвое быстрее и в проти-
воположном направлении.



Глава У!!!

УПРУГОСТЬ.
ТЕНЗОРЫ ЧЕТВЕРТОГО РАНГА

5 І. Закон Гука
Под действием напряжения форма твердого тела изменяется. Если

величина напряжения ниже определенного предельного значения, на-
зываемого пределом упругости, то деформация является обратимой,
т. е. при снятии напряжения тело принимает первоначальную форму.
Далее известно (закон Гука), что при достаточно малых напряжениях
деформация пропорциональна величине приложенного напряжения.
Предположим. например, что на изотропный твердый стержень дей-
ствует чистое растяжение с. Продольная деформация е по опре-
делению равна АІ/І, где АІ-приращение длины и І-первоначальнан
длина. Согласно закону Гука,

8:86,

где Ѕ-константа. называемая константой упругой податливости,
или подат/швостью, для данной конкретной системы напряжений и
данного направления деформаций. Вместе с тем, мы можем записать

1
0:88, 0:-5,

где сщконстанта упругой жесткости. или просто жесткость;
с называется также модулем Юнга 1).

1) Использование терминов податливость и жесткость согласуется
с п инятым в аме иканской литературе. В то же время многие английские
авторы используют соответственно термины модуль упругости и константа
упругости. При такой системе могут возникнуть затруднения, связанные
с тем обстоятельством, что модуль Юнга является не модулем упругости,
а константой упругости. Кроме того, преимуществом терминов подат/швость
и жесткость является их наглядность: жесткий кристалл имеет высокое
Значение жЄСтКОСти, ПОДЕТЛИВЫЙ~ВЫСОКОЄ Значение НОдат/Ійвости. СО-
жалению, начальные уквы английских слов .,жесткость“ (зііііпезз) и ино-
датливость” (сотрІіапсе) обратны соответствующим символам, но этот факт
ЛеГКО ЗаПОМннТЬ.

Американская
Символ литература и

настоящая книга
Английская Р зм н с ьлитература а ер о т

з Податливость Модуль (Напряжение)-1

с Жесткость Константа Напряжение

11 Дж. Най
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Обобщим теперь эти утверждения и определения. В гл. \/ и \/І
мы уже видели, что однородное напряжение и однородная деформация
определяются в общем случае тензорами второго ранга. Если к кри-
сталлу приложено произвольное однородное напряжение сд, то воз-
никающая однородная деформация такова, что каждая ее компонента зі]-
линейно связана со всеми компонентами напряжения. Так, например,

є11 = 51111611 + 51112012 + 51113613 +

+Ѕ1121521 '4* Ѕ1122522 + 51123323 +

+ 51131531 + 51132532 + 51133533;

для других восьми компонент а” имеются восемь аналогичных урав-
нений, где а_константы. Следовательно, закон Гука в обобщенной
форме запишется так:

ее; = Ѕшгг'їыї (8.1)

здесь Ѕіт-податливости кристалла. Уравнение (8.1) заменяет
девять уравнений, в каждом из которых справа стоит девять членов.
Всего имеется 81 коэффициент зіт.

Если приложена только одна компонента напряжения, скажем он,
то из уравнения (8.1) видно, что могут быть отличны от нуля все
компоненты деформации, а не только ен. Отсюда вытекает, что если
прямоугольный стержень, вырезанный из кристалла, подвергнуть
одноосному растяжению параллельно четырем его ребрам, то стержень
будет не только удлиняться в направлении растяжения, но и пре-
терпевать сдвиг. При этом все углы между ребрами становятся от-
личными от прямых углов. Естественно, что, если мы будем пытаться
изогнуть кристаллический стержень, прикладывая чисто изгибающее
напряжение к его концам, то стержень будет в общем случае не
только изгибаться, но и закручиваться. Соответственно, если попы-
таться закрутить стержень из кристалла, прилагая к его концам чисто
крутящее напряжение, то в общем случае стержень будет закручи-
ваться и изгибаться. `

Можно поступить иначе и выразить напряжения через деформации
с помощью уравнений

511 ї: Сцтеы» (8-2)
где сцы~к0нстанты жесткости кристалла, число которых равно
81. Если уравнения (8.1) решить как систему совместных уравне-
ний относительно сіі, то получится система решений в форме (8.2)
с коэффициентами сим, являющимися линейными функциями зум.
Форма соотношения между сша, и еше, рассматривается в ё 7 и
в гл. ІХ, ё 4, п. 2.

Физический смысл зііы можно понять, представив себе, что на
кристалл действуют различные простые напряжения. Если бы было
приложено сдвиговое напряжение 0,2, то, вспоминая, что в отсутствие
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объемных моментов 1) 012 не может быть приложено без 021,
мы получили бы

811 = 51112612 + 51121521 = (51112 + 51121) б12-

Коэффициенты 31112 и 31121 всегда появляются вместе; если не при-
нимать во внимание объемные моменты, то в принципе невозможно
представить себе эксперимент, при котором можно было бы отде-
лить 31112 от 31121 или, в более общем случае, 311-111- от 311.11. (Анало-
гичная ситуация имела место и с пьезоэлектрическими модулями
в гл. \/ІІ, ё 1.) Поэтому, чтобы избежать появления произвольных
постоянных, будем считать равными две компоненты:

51131: 5111::- (8-3)

Вместе с тем, если бы было приложено одноосное растягивающее
напряжение параллельно Оха, то компоненты деформации задавались
бы в виде

611 = 511333333 в22 = 52233533

и т` д. В частности,
612 = Ѕ1233533 и 821 : 52133533-

Но из определения компонент тензора деформации (см. гл. И)
следует, что е12=е21. Поэтому з1233==з2133, и в общем случае мы
получаем. что

51121: 51121- (8-4)

Благодаря соотношениям (8.3) и (8.4), только 36 из 81 компонент 311,1
являются независимыми.

Для определения конкретного физического смысла коэффициен-
тов сцт в уравнении (8.2) представим себе совокупность компонент
напряжении, приложенных к кристаллу и выбранных таким образом
чтобы все компоненты деформаций исчезали, за исключением одной
нормальной или пары сдвиговых компонент. Таким образом, чтобы
возникли компоненты тензорных сдвиговых деформаций 812 и ет,
необходимо задать напряжения

611 = с1112812 + с1121521 = (Сіу12+ с1121) Е12-
Опять мы принимаем, что коэффициенты, всегда появляющиеся вместе,
попарно равны друг другу. Тогда в общем случае

сет == ств- (8-5)
Рассматривая частные случаи, как это делалось выше для 311111, можно
найти. что

сим = сшг (8-6)

1) См. примечание 2 на стр. 111.

11*
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Благодаря соотношениям (8.5) и (8.6) число независимых ком-
понент сііт также уменьшается от 81 до 36.

Покажем теперь, что 81 коэффициент вт, образуют тензор чет-
вертого ранга. 'Гензор четвертого ранга, подобно тензорам низших
рангов, определяется его законом преобразования. Совокупность из
81 числа Тіт, описывающая некоторую физическую величину, образует
тензор четвертого ранга, если эти числа при изменении системы

Ікоординат преобразуются в Тим, где
І

Тііїгі = аітаіпапоаірттпор' (8-7)

і;Чтобы доказать, что в -М образуют такой тензор, поступим сле-
дующим образом. Мы имеем

821: ат лет. (8.8)

гы == Ѕытп°тт (89)
с =а а с' (8.10)тп от рп ор'

Эти три уравнения связаны между собой так:
е' Ё'і)+ е Ш» о (--8'10)-› о'

где стрелка заменяет слова ,,выражается через...“. Комбинируя (8.8)-
(8.10), получаем,

і _ І
еі] _ аіігаііэігітпаотарпоор'

Но
І __ 1 г
еіі_ Ѕііар°0р~

поэтому, сравнивая коэффициенты, находим
І

Ѕііор _ аі/еаііаотарпзитп'

Наконец, ЗаМЄНЯЯ ИНДЕКСЫ СУММИрОВаНИЯ, Получаем
І

ЅІ1ІгІ _ аітад'паігоаірзтпор' (8- 1 1)

т. е. приведенный выше закон преобразования тензора четвертого
ранга. Чтобы еще раз показать, насколько облегчается запись при
использовании индексов суммирования, отметим, что уравнение (8.11)
соответствует 84 уравнениям, в каждом из которых имеется 34 членов
с правой стороны, т. е. уравнение (8.11) содержит всего 38:6561
членов.

Приведенное выше доказательство носит общий характер. Если
два тензора второго ранга АЦ и Вы связаны уравнением

Аг] = Сііывгш

то величины СЕ),и образуют тензор четвертого ранга. Отсюда сле-
дует, что упругие жесткости ст, также образуют тензор четвертого
ранга.



ў 2. Матричные обозначения 165

5 2. Матричные обозначения
Благодаря симметричности Ѕііт и сііІгІ по первым двум и последним

двум индексам мы можем использовать матричные обозначения,
введенные в предыдущей главе. Компоненты напряжений и компоненты
деформаций, как и выше, записываются с одним индексом, пробегаю-
щим значения от 1 до 6:

_011 012 031~ _01 06 а-
“12 а22 023 -› 06 02 04

__631 а23 033_ __05 04 “3_

_ _ 55 8.12
Е11 Е12 в31 ( )
е12 є22 є211 -›

*031 Е23 є33..
25 -2- 24 єв

эта и сша два первых индекса можно объединить в один, про-
бегающии значения от 1 до 6; два последних можно объединить тем
же способом; в итоге получается следующая схема замены индексов:

тензорные обозначения: 11 22 33 23,32 81,13 12,21.
матричные обозначения: І 2 3 4 5 .

При этом вводятся множители 2 и 4 следующим образом:
зцы=зтт когда т и п равны 1, 2 или 3;

2зіш=зтт когда или т или п равны 4, 5 или 6;
4зиы=зтт когда и т и п равны 4, 5 или 6.

Рассмотрим теперь уравнения (8.1) для ец и 823, написанные
в развернутом виде,

811 = 51111011 + 51112012 + 51113013 + 023 = 52311011 + 52312012+ 52313013+

+ 51121021 + 51122022 + 51123023 + + 52321021 + 52322022 + 52323023 +

+ 51131031 + 51132032 + 51133033, + 52331031 + 52332032 + 52333033.

В матричном обозначении эти два уравнения принимают вид
І 1 1 1 1 1

я'31 = 51101 + “2* 51606 +ї 51303 + ї 04 = ї 51101 +71- 54606 +ї 54305 +
1 1 І 1 1

+ї 51606 + 51202 +ї 51404 + + ї 51606 + "2" 51202 + ї 54404 +
1 1 І 1 1

+ї 51305 + ї 51404 + 51303» + 74* 54503 +ї 54404. + *2* 54303.

или
81=$1ібі и 84: 84101.
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Следовательно, в общем случае уравнения (8.1) можно записать более
кратко так: _

гад-_-пвіісз1 (Е. 1:1. 2, . . ., 6). (8.13)

Множители 2 и 4 вводятся в определения ви потому, что таким
путем удается избежать появления этих множителей в уравнении (8.13)
и его можно записать в компактной форме 1).

я ст, множители 2 и 4 вводить не нужно. Поэтому, если мы
запишем просто

сііы=0тд (і. 1.» 70.1:1. 2. З; т, ІЪ=1, 2, ..., 6),

то, развертывая некоторые члены, можно показать, что уравнения (8.2)
принимают форму

еі=с,,є, (1, і=1, 2, 6). (5-14)
Таблицы зі] и с записанные в виде квадратов111

Ґ 511 512 513 514 513 516 1 Ґ 011 012 013 014 013 013
521 522 523 524 523 526 021 022 023 024 023 026
531 532 533 534 533 536 и с31 032 033 034 033 036 8 15)
541 542 543 544 543 546 041 042 043 044 043 046 ' ( '
531 532 533 534 533 536 031 032 033 034 033 036
561 562 563 564 563 566 1 \ 061 062 062 064 063 066

образуют матрицы (зи) и (сд). Заметим, что здесь, как и в слу-
чае пьезоэлектрических модулей, зі]- и сд, несмотря на наличие двух
индексов, не являются компонентами тензора второго ранга и поэтому
не преобразуются подобно таким компонентам. Для преобразования
их к другим осям координат необходимо вернуться к тензорным
обозначениям.

ё З. Энергия деформированного кристалла
Рассмотрим кристалл. имеющий в недеформированном состоянии

форму единичного куба, и предположим, что он испытывает малую
однородную деформацию с компонентами еі. Пусть теперь все ком-
поненты деформации возрастут до еі+а'еі. Докажем, что работа,
произведенная при этом компонентами напряжения 6,, действующими
на грани куба, выражается в виде

дш=адкіед (1:1, 2, ..., 6). (8.16)

1) Введение множителей 2 и 4 в определения ви. а не в уравнение (8.13)
согласуется с уетановившейся практикой (см., например, [86]) и с обозна-
чениями. введенными Фойгтом [92]. Вустер [96] применяет обратный способ.
Поскольку возможны два спосо а определения, необходимо проявлять боль-
шую внимательность при использовании численных значений.
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Сначала предположим, что компонента деформации е1 возрастает
до еІ +де1, тогда как остальные компоненты деформации и положение
центра куба остаются неизменными. При этом каждая из двух граней,
перпендикулярных Охі, сместится по направлению от центра куба
на 1/2 деІ; другие четыре грани просто увеличатся по площади, а по-
ложения их центров не изменятся. Таким образом, работа, произве-
денная силами, действующими на последние четыре грани, будет
равна нулю. Работа, произведенная силой, действующей на грани,
перпендикулярные Охх, равна их смещенню, умноженному на нор-
мальную компоненту силы, т. е. 2с11/2сіе1201є1е1. Мы получили
член с і=1 в уравнении (8.16); члены с і=2 и 1:3 находятся
аНаЛОГИЧНО.

Пусть теперь рассматриваемый нами куб претерпевает деформацию
сдвига. Будем считать, что две грани, перпендикулярные Охг, сме-
шаются в противоположных направлениях параллельно Охз так, что
компонента деформации е4 возрастает до е4+а'е4. При этой дефор-
мации (простой сдвиг) центры граней, перпендикулярных Охг, сдви-
гаются на расстояние 1/2аїе4. Компонента силы, действующая на грани
в этих направлениях, есть а4. Следовательно, работа, произведенная
рассматриваемыми силами, записывается в виде 2%- 1/2де4=одеіе4.
Члены с 1:5 и і=6 в уравнении (8.16) получаются аналогичным
путем.

В итоге мы получаем, что уравнение (8.16) в тензорном обозна-
ЧЄНИИ Принимает ВИД

аш=ецаьц (я, і= 1, 2, з).

Уравнение (8.16) аналогично уравнениям для работы намагничи-
вания (3.11) и для работы поляризации (4.9). Каждое из этих урав-
нений имеет для единичного объема форму ,,силы“ (Ні, Еі или ад),
умноженной на малое ,,смещение“ ((іВі, (ІІ)і или аеі). Так же как
в электрическом и магнитном случаях, мы теперь докажем, что
матрица, связывающая две такие величины [в данном случае матри-
ца (сд-Л, симметрична.

Если процесс деформации протекает изотермически и обратимо,
то произведенная работа равна возрастанию свободной энергии (ШТ,
и для единичного объема можно написать

ат=еій7=аідег (8.17)

Если выполняется закон Гука (8.14), то это уравнение принимает вид

ат: сііеі деі. (8.18)
Следовательно.

дчг _
де? __ снег
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(Доказательство справедливости этого уравнения аналогично при-
веденному в гл. ІІІ, ё 2). Дифференцируя обе части уравнения
по є. получаем

д (вере
дЄі дєі _ 11.-

1,

Но так ,как ЧҐ есть функция только состояния тела, определяемого
компонентами деформации, то порядок дифференцирования не имеет
ЗНаЧЄНИЯ И ЛЄВЗЯ СТОРОНЗ ЭТОГО СООТНОШЄНИЯ СИММеТрИЧНа ПО І И _І.

Поэтому

Из формы соотношения между си и Ѕіі (см. гл. ІХ. ё 4, п. 2)
следует, что и

Ѕі.=з... (8.20)

Благодаря симметричности матриц (си) и (ви), определяемой соотно-
шениями (8.19) и (8.20), число независимых жесткостеи и податли-
востей уменьшается еще больше-от 36 до 21.

І/ІН'1`ЄГР1*1РУЯ уравнение (8.18) и используя соотношение (8.19),
находим, что отнесенная к единице объема кристалла работа, необ-
ходимая для создания деформации еі и называемая энергией деформи-
ции, равна 1

_ 8.21
[ср. формулу (3.17)1.

ё 4. Влияние симметрии кристалла
Вследствие симметрии кристалла число независимых зі] и

уменьшается еще больше. Следует отметить с самого начала, что
упругость является центросимметричным свойством. Это означает,
что если оси координат преобразованы действием центра симметрии,
то компоненты зіт и еды остаются неизменными. Доказательство
этого положения весьма просто. Элементы иіі матрицы преобразова-
ния равны в данном случае -ёіг Поэтому. согласно уравнению (8.11),
мы имеем І

Ѕііщ= 8ітёіпвкоёірзпшор= Ѕііш

в соответствии со свойством 8,1- (см. стр. 53); для сіт доказатель-
ство аналогично. Однако другие элементы симметрии налагают на
упругие константы определенные ограничения, которые мы теперь
должны рассмотреть. Для нахождения этих ограничении используются
совершенно такие же методы, как в случае пьезоэлектрических
модулей.

а) Сообрижения, в основе которых лежит лишь анализ сим-
метрии кристалла. Условия, налагаемые на в” и сіі, часто можно
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получить непосредственно путем рассмотрения симметрии без при-
менения аналитических методов, как это делалось выше для пьезо-
электрических модулей. Рассмотрим, например, податливость 834 для
орторомбического класса 222. Она характеризует растяжение в на-
правлении оси Охз, когда к кристаллу приложены сдвиговые силы
в плоскости, перпендикулярной ОхІ, как показано на фиг. 53, а.
Подействуем теперь на всю систему (кристалл плюс сдвиговые силы)
осью второго порядка, параллельной Охг. Кристалл при этом остается
неизменным, так как его симметрия включает ось второго порядка;
то же будет и с растяжением, параллельным Оха. Однако силы,
приложенные к граням, заменятся на силы, показаппые на фиг. 53, б.

«Та

СЗ

а б
Ф иг. 53. Схема, показываюшая, что для класса 222

податливость вы равна нулю.

Следовательно. мы имеем тот же самый кристалл, по-прежнему
растянутый вдоль направления Охз, но под действием противополож-
ных сил. Это возможно лишь в том случае, если растяжение равно
нулю. Таким образом, $34=0. Аналогичное рассмотрение применимо
к большинству податливостей в различных кристаллографических
классах.

б) Метод прямой проверки. С помощью метода прямой про-
верки. описанного на стр. 146, можно быстрее всего определить
независимые упругие константы для всех классов, за исключением
классов, относящихся к тригональной и гексагональной системам.
Для иллюстрации этого метода достаточно одного примера. Выберем,
скажем, класс 4.

Так как ось 4 параллельна хз, то оси координат преобразуются
следующим образом:

1-›2, 2-›--1, 3->--3.
Следовательно, при четырехиндексном обозначении пары индексов
преобразуются по правилу

11622, 22ч11, 33633, 23913, 31-›-32, 124-721,
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При двухиндексном обозначены преобразования индексов имеют вид
1-›2, 2-> І, З-›3, 4-›5. 5-›-4, 6-›_6.

Таблица индексов, выписанная в виде матрицы в обычном порядке (8. 15),
преобразуется тогда так:

22 21 23 25 -24 -26
11 13 15 -14 --16

83 35 »34 *36
55 -54 _56

Мы опустили нижнюю левую половину таблицы, так как матрица
симметрична. Приравнивая эту таблицу, компоненту за компонентой,
к первоначальной, можно сразу видеть все соотношения между
КОМПОНЕНТЗМИ:

О о с\І . . І
. . .

кБ
Здесь используются те же обозначения, что и в табл. 9: маленькие
точки означают компоненты, равные нулю; жирные~компоненты,
отличные от нуля; линии, соединяющие две жирные точки, означают,
что соответствующие компоненты равны друг другу; жирная точка и
светлый кружок, соединенные линией, соответствуют численно рав-
ным, но противоположным по знаку компонентам.

в) Результаты для всех кристаллографических классов. Для
тригональной и гексагональной систем необходимо применять анали-
тический метод (так же, как и в случае пьезоэлектрических модулей).
Метод прямой проверки можно использовать во всех других слу-
чаях. Число независимых компонент может быть также установлено
с помощью теории групп. Результаты для матриц (511.) и (си) приве-
дены в табл. 9. Все обозначения даны в начале таблицы. Чтобы
пояснить смысл обозначений, обратимся к классам З и З, для которых

Ѕ15 2 “325, 546 = 2525, Ѕвв = 2 (311 _ 812);
т_ ___ 1

С15 = _025- 046 _* 025- две __ '2* (011 _* 012)-
Число независимых компонент указывается в скобках возле каждой
матрицы. Ориентация осей координат соответствует правилам, реко-
мендованным ІКЕ [86] (см. приложение 2), за исключением особо
оговоренных случаев. І
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Форма приведенной в таблице матрицы для совершенно изотроп-
ной среды получается из матрицы для кубической системы, если
потребовать, что ее компоненты не должны изменяться при повороте
на 45° вокруг осей координат (можно показать, что при выполнении
этого условия матрица не будет изменяться и при любом повороте
осей). Выше мы установили, что свойства кубических кристаллов,
описываемые тензорами второго ранга, изотропны; теперь мы видим,
что упругие свойства кубических кристаллов, описываемые тензорами
четвертого ранга, не являются изотропными.

г) Численный пример. Для численного примера выберем кристалл
дигидрофосфата аммония, принадлежащий к классу 42т. (Именно
для этого кристалла на стр. 149 приводились данные о пьезо-
электрических свойствах.) Компоненты матриц (зи) и (си) в едини-
цах МКЅ 1) при 0° С для этого кристалла, измеренные Мэзоном [64],
имеют следующие значения:

[1,8 0,7 _1,1 0
1,8 __1,1 0

4,3 0
(зи): 1'

,_
к

0
0
О

3 0
11,8 0

[0,11 _0,20 0,13 0
0,71 0,18 0

(611) = 0,088

0,070 1

1. Дополнительные ограничения, налагаемые на упругие кон-
станты. Энергия деформации кристалла, задаваемая формулой (8.21),
должна быть положительной, иначе кристалл будет неустойчивым.
Это означает, что квадратичная форма (8.21) должна быть суще-
ственно положительной, т. е. быть больше нуля для любых действи-
тельных значений ец, за исключением случая, когда все 8,] равны
нулю. Данное условие налагает на зі]- и сіі дополнительные огра-
ничения, которые можно найти обычными алгебраическими методами
(см., например, [38]).

Для гексагональных кристаллов эти ограничения для с” таковы:

вы > 01 сп >15121› (511 +012) газ > 232133.

1) В системе МКЅ сд- и Ѕд- измеряются в н/м'Ь`І 11 м'З/н соответственно:_ ,, 1 _,1
1 н = 10в дн; 1 н/м« = 10 джем-_
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Форма матриц (за) и (га)
Обозначения

Ф компонента, равная пулю,
О компонента, отличная от нуля,

Нравные компоненты,
НКОМПОНЄНТЫ, раВНЫе ПО ВЕЛИЧИНЄ, НО ПРОТИВОПОЛОЖНЫЄ ПО

ЗІ-ІаКт _
І

для з © компонента, равная по величине удвоенной компоненте. изо-
браженной жирной точкой, с которой символ соединен линией,

для с © компонента, равная по величине компонента изображенной
жирной точкой, с которой данный символ соединен линией,

для Ѕ × 2(Мг-312).
для с × ї(011_012)-

Все Матрицы СИММЄТРИЧНЫ ОТНОСИТЄЛЬНО Главной ДИЗГОНЗЛИ.

Триклинная система
0611 класса

О О О О О О

О О О О О

0 0 0 О
0 0 О

О О
О (21)

Моноклинная система
Все классы

осьгншг ° ° ° ' ° ' таит, ° ° ° ' '
(обычная О О ° 0 ° 0 0 . .

`ариектащш) . . 0 . . . .
О 0 _. О

в . и

(13) О (13)

Орторо/ибпческая система Кубическая система
Все классы Все классы

...цоц о..

...во '1..5

...с 001

'ос со

.' о

О (9) (33

172



Тетрааональнся система
Классы 4, Ії, 4/т Классы 4тт, Ії2п1,*1122, 4/ттт

'ЧІЕЕІ \І
'Х Ч

0 (7)

Трыаснольноя система
Классы 3, 3 Классы 32, Эт, Зт

'ЧІ І> 'ЧІ

Гєкссаональная система

Все классы

\І
ж

д
*~ Такой вид имеет матрица для обеих возможных ориентаций для класса 4Ёт (2 их, и

ті хд, поскольку при добавлении центра симметрии эти две ориентации неразлинимдх.

173
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Для кубических кристаллов они записываются в виде

044>0» 011 >|012|1 011 +2012>0°

На податливости зи налагаются такие же ограничения.

2. Соотношения между напряжениями и деформациями для
изотропных материалов. Используя приведенную в табл. 9 матрицу (Ѕіі)
для изотропных материалов, можно выразить зи через более при-
вычные величины: модуль Юнга и модуль сдвига. Сначала мы вы-
пишем уравнения, выражающие компоненты деформаций через компо-
ненты напряжений, и для сравнения запишем рядом те же самые
величины в форме, часто используемой в учебниках по теории
упругости:

1
Е511: Ѕ1161 + Ѕ1202 + Ѕ1232. 81 = *Ё [01 _ у (62 + бал.

І
82:812°1+Ѕ11б2+512°в» 82:73: [62 '_ У(б:›,_}“°1)]н

І
8в = Ѕ1201 "1* Ѕ1202 +Ѕ110а1 Єз = Ё (Оз _ у (01 + б2)]-

Є11.=-_2(511_512)°4» в4: “_ 04»

въ = 2 (311 “_ Ѕ12) 05. еь = _ 01,.

вв = 2(Ѕ11_' Ѕ12) бе: ее =“ св.

Здесь Е _- модуль Юнга, О _- модуль сдвига и 1; _ коэффициент
Пуассона. Сравнивая коэффициенты у выражений, выписанных слева
и справа, получаем

~ 1 _ ` 2 _- ~ 1 8 22$11-*Ё› Ѕ12--*'_Ё и (511 512)-ї1 (- )

откуда вытекает соотношение
О __ Ё

__ 2 (1 + у) '

Используя константы жесткости, запишем уравнения, выражающие
напряжения через деформации, и сравним их с аналогичными урав-
нениями, обычно используемыми в теории упругости:

с51 = 01181 + 012Є2+ 012631 б1 = (29 4* Ю В1 + 102-4- 1831

°2 = 012314* 01132 + 012Ез» а2 = М31 + (2114 + 1) Е2 + 153.

“в = 01251 + 01202 + 01152» °з ї )\€1 + “2 +' (2? + Ъ) ба:



5 5. Характеристические поверхности и модуль Юнга 175

1
б4 = 'їфп "_ с12) 54' 64 = 984»

1
65 2 *2*(011 “_ 019 851 бе = 955-

1
06 = -ё- (с11 - 012) ее, ее = рев.

Отсюда
с11=2р+Ж и 0,2: .

5 б. Характеристические поверхности и модуль Юнга
Упругие свойства кристалла нельзя полностью представить одной

поверхностью. Практически полезна поверхность, изображающая
изменение модуля Юнга с направлением. Предположим, что из кри-
сталла вырезан стержень, длина которого па-
раллельна произвольному направлению Охі. _'2 2
Если к этому стержню приложить напряжение _3'10 'дм/д"
растяжения, то в общем случае оно вызывает
не только продольную и поперечные деформа-
ции, но также и деформации сдвига. Модуль
Юнга в направлении растяжения определяется
как отношение продольного напряжения к про-
дольной деформации, т. е. равен 1/811. Обычно
используются характеристические поверхности,
радиус-вектор которых в направлении Ох; про-
порционален Ѕїї или 1/311.

В качестве примера возьмем кристалл цинка,
принадлежащий к гексагональной системе. Запи-
сываем общее выражение

їз

8:00011 ЅІ ___ о

1111 іт т 1р 19* тлрц'

используя соответствующую матрицу податли-
востей, приведенную в табл. 9, находим, пере-
ходя после некоторых упрощении к сокращен-
ным обозначениям: Фиг. 54. Центральное
І __ __ 2 2 4Ѕ11 __ Ѕ11(1 а13 + '933013 + ческои поверхности

__ 2 2 для модуля Юнга
+ (544 + 2313) (1 а'13) ап, ка [4 .

или Длина радиуса-вектора про-
І .

Ѕ11 = 811 51114 О + ЅЗЗ соЅА О + порциоиальна 5:1, т. е. об-

' 2 аТІ-Ю ІІ ПОРЦНОИІПІЬНЗ МО-ч-(з,м+ 2313) Ѕш в созге, (8.23) р гдлю ют
где Є-угол между произвольным направлением Ох; и кристалло-

Іграфической осью 2 (осью Охд). Поверхность 311 (или І/Ѕц) является
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в данном случае поверхностью вращения вокруг Оха. Податливости
кристалла имеют следующие значения [45]:

-12
$11=8141 $12=1,1, з,3=-7,8, $33=28,7. $44=26А~ІО м2/н.

Сечение получаемой при этом поверхности 311 показано на фиг. 54.
Мы приведем теперь выражение для Ѕ;І_-величины, обратной

модулю Юнга, --в направлении единичного вектора І, для различных
кристал'лографических систем.

Триклинная система:

11511 +шї [3512 + 21ї15513+(21ї1213514) + 2121313515 + (21:12516) +
+ 13322 + 2121352з + (211313824) + 21113135” + (21,13826) +

+ 11811 + (21113811) + 21113111 +(211111ё111)+
+ 1313544 + (2111213545) + 2111313546 +°

+ 12113355 + (21;31213556) +
+ 1ї113566.

Моноклинная система (обычная ориентация, см. стр. 336).
СООТВЄТСТВУЮЩЄЄ Выражение ДЛЯ МОНОКЛИННОЙ СИСТЕМЫ ИМЄЄТ 'ГО'Г Же
вид, что и для триклинной системы, если отбросить члены, взятые
в скобки.

Орторомбическая система:

1:8и + 2113135,2 + 21ї1ё$18 + 1:822 + 21213323 +1ёззз -1-1313'844 _;-
+ 1ї13855+1ї15366.

Тетрагональная система (к л а с с ы Е, 4. 4/т):

(1141* Ё) 311 +Іёзаз+ Ё І: (2312 + 56041*
+1ё(1 - 1%) (2111 +в11> +[21111(1ї ~ 1315111.

К л а с с ы 4тт, 1ї2т, 422. 4/ттт. То же, что и в предыдущем
случае, но без членов, взятых в квадратные скобки.

Кубическая система;

11, __ 2 (зи _312 _ ё 844) (1ї1ё + 1313-1- 131ї).
Тригональная система (к л а с с ы 3, Ё):

(1 --1ё)2811+111*1811 +12 (1 _- 1%) (2811 +з111+
+ 21211, (з1ї _13)Ѕ и+ [21,13 (3134 _- 1ї) $211.

Классы Зт, 32, Зт. То же, что в предыдущем случае, но без
членова взятых в квадратные скобки,
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Гекєагональная система:

(1 ~ 132511 - 131936 + ІЁ(1 _ 1%) (2513 + зи).

Отметим, что для кубической системы модуль Юнга не является
изотропным. Его изменение с направлением зависит от (ІЁІЁ-і-ІЁІЁ +-
+ІЁЁ). Эта величина равна нулю в направлениях осей куба (100) и
имеет максимальное значение, равное 1/3. в направлениях (111).
Следовательно, его величина (511-312-1/2544) положительна. как
это имеет место для всех кубических металлов, за исключением
молибденаІ то наибольшее значение модуля Юнга соответствует на-
правлениям (111), а наименьшее~направлениям (100). Поверхность,
радиусы-векторы которой прямо пропорциональны модулю Юнга,
будет тогда иметь форму куба со скругленными углами и углубле-
ниями в центрах граней. Ее центральные сечения, перпендикуляр-
ные (111). будут окружностями. Равенство (зІІ-єІ2-1/2344)=0
является условием упругой изотропии. Если (зи-_ $12-1/2544)<0,
то модуль Ю_нга имеет наименьшее значение в направлениях (111)
и |1аибольшее_~в направлениях (100). Поверхность модулей Юнга
имеет при этом выпуклости в центрах граней 1).

5 6. Объемная и линейная сжимаемости кристалла

а) Объемная сжимаемость. Вычислим относительное уменьше-
ние объема кристалла под действием единичного гидростатического
давления. называемое объемной сжимаемостью. В уравнении (8.1)
положим от=~рбт. Тогда

Єц = _- РЅііыбш = '_ РЅііыг- (8-24)

Для объемного сжатия А (см. стр. 125) имеем

А=Єн=--рзим;

таким образом. объемная сжимаемость -А/р=зіі,г,г. Это новый
пример инварианта, образуемого из тензора. В матричном обозначе-
нии объемная сжимаемость имеет вид

511-1- $22+Ѕзз+2 ($12+Ѕвз+ 531)- (8-25)

т. е. представляет собой сумму девяти коэффициентов. стоящих
в левом верхнем углу матрицы податливостей. Очевидно, что для
кубических кристаллов объемная сжимаемость равна 3(єп+ 2512);
это же справедливо и для изотропных материалов. Однако в послед-

І) Изображения поверхностей модуля Юнга и модуля кручення цилиндра
приводятся в книгах Вустера [96] и Шмида и Боаса [811.

12 Дж. Най
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нем случае обычно на основании соотношений (8.22) вводят вели-
чину, обратную объемной сжимаемости-объемный модуль

К__ 1 _ в
ц8(зп+2312)_ 8(1-2\›) '

б) Линейная сжимаемость. Линейная сжимаемость кристалла
есть относительное уменьшение длины некоторого отрезка. взятого
вкристалле, при действии на кристалл единичного гидростатического
давления. В общем случае линейная сжимаемость изменяется с напра-
влением. Удлинение отрезка, лежащего в направлении единичного
вектора Іі (см. стр. 126), под действием давления р можно. исполь-
зуя (8.24), записать в виде

81111! 3**р3штііііі
таким образом, линейная сжимаемость

В: 311131111]- (8.26)
Ниже приведены для всех кристаллографических систем выражения
для [3 в матричном обозначении.

Триклинная система:
2

В: (311 + 312 + 313)!1 + (313 + 326 +' 333) І112 + (313 + 325 + 33913114-
2 2

+ (312 + 322 + 321012 + (314+ 324+ 331) І2,3 + (313 + 323 +333)!3'
Моноклинная система [обычная установка (стр. 336)]:

2 2
В: (311 +312 + 313)11+ (312+ 322+ 323) І2 +

2
+ (313 + 323 + 333) [В +(313+ 325 + 335)!311-

Орторомбическая система:
2 '1 2

В: (311 +312+ 313)!1 + (312 +322 + 32915 +(313 +323+ 333) 13-
Тетрагональная, тригональная и гексагональная системы

(все клас сы):
2

В: (311 + 312 + 313) _ (311 + 312 _ 313 _" 333) Б3-
Кубичесісая система:

В = 311 + 2312-
Итак, линейная сжимаемость у оптически одноосных кристаллов

Обладает круговой симметрией относительно главной оси симметрии.
Для кубической системы линейная сжимаемость изотропна: сфера из
кубического кристалла при гидростатическом сжатии остается сферой.

ё 7. Соотношения между податливостями и жесткостями
Уравнения, выражающие зі] через сд, и наоборот, будут выве-

дены в следующей главе. Здесь мы дадим лишь ряд полезных_ со-
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отношений между зі] и с” Для

классов [17
НЄКО'ГОРЫХ ВЫСОКОСИММЄТРИЧНЫХ

Тригональная система (к ла ссы Зт, 32. Ёт):
_ 531; 544 3121

с11"1_4`12--_Ѕ 1 с11_'012= Ѕ/ › с1з=__Ѕ--

с ___ 514 с ___511-1-512
14* Ѕі І 33_ Ѕ г

__ 511 _-512
044__Тт-›

2
3 = 333 (311 + 312) '_ 2513

и
2

3, = 344 (311 _ 312) _ 2314-
Тетрагональная система (к л а с с ы 4тт, 42т, 422, 4/ттт):

539 1
с С = _.:- г с - с = ___-__-ІІ+ 12 Ѕ 11 12 Ѕп__$12 '

1

513
І

__ 511 + 512_ ___Ѕ ,

Ѕ
013: __

с33 044 І ' э с =844 66

Где

_ЅЁ з

3 = 333 (311 + 312) _ 25їз-
Гексагональная система (в с е к л а с с ы):

с11+312=%: 011-312:ЕІ_1__1Т31;› с1з=_%и

сза:"щ_:_312_› 344:Т,
44

Где
2

3 = 333 (311 +312)_ 2313~
Кубаческая система (в с е к л а с с ы):

с т ~__511±-_Ь512___
__ 1

и (511 _ 512) (511 + 2512)

с = ___;512___
12 (511 “512) (511 + 2512) '

644 : “ЅТЬІ о

5 8. Численные значения упругих констант
Численные значения упругих податливостей некоторых кристал-

лов приведены в табл. 10. Многие кубические кристаллы обладают
заметной анизотропией упругих свойств, тогда как вольфрам и алю-
миний лишь слегка анизотропны. У гексагональных кристаллов ани-
зотропия иногда велика; например, линейная сжимаемость цинка
равна 1,81 ~ 10-11 м2/н в направлении, параллельном оси 2,
и 0,175- 10-11 мг/н в направлениях, перпендикулярных оси 2 (эти
значения можно вычислить из выражения для [3, приведенного выше)

12*
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т А в л и ц А ю

Упругость кристаллов

(Податливость при комнатной температуре в 10-12 смг/дин.) *

Кристалл Класс в" Ѕш Ѕм Ѕзэ Ѕн Ѕн

Хлорид' натрия тЗт 2,21 -0,45 7,83 -- _-
Алюминий . . . тЗт 1,59 *0,58 3,52 -- --

_0

Вольфрам . . . тЗт 0,257 -0,073 0,660 _ _
Хлорат натрия . 2,2 _0,6 8,6 _ _

4/ттт 1,85 -0,99 5,70 1,18 -0,25

аммония . . . 42т 1,8 0,7 11,3 4,3 -1,1 _
Цинк . . . . . . б/ттт 0,84 0,11 2,64 2,87 -0,78 _
Кадмий . . . . . б/ттт 1 540 ,55 -0,93 _

. . 32 1,27 -0,17 2,01 0,97 -0,15 -0,43 -

. . Зт 0,40 -0,10 1,51 0,63 -0,016 0,058 _-

никель. . . тзт 0,799 _о,з12 0,844 _ _ : :

110130 . . . . :
Дигидрофосфат

варц .
'_Гурмалин .

* Значения Взяты из работ [17, 49, 9І]. Работа [49] содержит полную сводк зна-
чений упругих констант, известных к коиц 1944 г., а дополнения по работам 945-
1955 гг. приведены в [БОа _ водные данные имеются также в 9, 1. акоиец, отме-
тим важиый обзор [53а], в котором наряду с макроскопической теорией упругих кон-
стант рассматривается микроскопическая.

-ІУ кадмия линейные сжимаемости равны 1,69 и 0.15- 10 3. У тел-
лура, имеющего цепочечную структуру, линейная сжимаемость
в направлении, параллельном оси цепочки, отрицательна.

РЕЗЮМЕ

Закон Гука. Закон Гука для кристаллов записывается в виде

811 = Ѕшибы' (8-1)
011 = датам» (8-2)

где вт, и сны-компоненты тензоров четвертого ранга: зим-
упругие податливости и сим-упругие жесткости. Вследствие
симметричности тензора напряжении (когда отсутствуют объемные
моменты) можно положить

Ѕцт = 51111:-

Симметричность тензора деформации означает, что

Ѕц'м = Ѕіш-
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Аналогично, тензор от, симметричен по первым двум и по послед~
ним двум индексам. Благодаря этим соотношениям число незави-
симых компонент Ѕііт и сііт уменьшается до 36.

Матричные обозначения. Заменим два первых индекса при вт,
и от, одним индексом, пробегающим значения от 1 до 6, так же
как мы делали для пьезоэлектрических модулей; аналогичную замену
введем и для двух последних индексов` При этом мы ставим мно-
жители 2 и 4 перед некоторыми из сим, но не делаем этого
для еды. Используем также введенные ранее обозначения с одним
индексом для компонент напряжений и деформаций. Тогда уравне-
ния (8.1) и (8.2) принимают вид

31:51'1'0; (і›1=1, 2, -.., 6). (8.13)

<=і=сіів1 (і, 1': 1, 2, . . _, 6); (8,14)

здесь (зи) и (сЦ)---ь матрицы с шестью строчками и шестью
столбцами.

Другие соотношения. Работа на единицу объема, произведенная
при малом изменении деформации кристалла, выражается в виде

ам= 6,48, (8.16)
Когда это изменение деформации является изотермическим и обрати-
мым, сш'/ можно приравнять возрастанию свободной энергии ат.
Из того обстоятельства, что 1111? есть полный дифференциал, следует:

СЕ] "___ С” (8.19)
и

Ѕіі=5іі; (8.20)
поэтому энергия деформации, отнесенная к единичному объему,
равна

1
їсіігігі. (8.21)

Благодаря соотношениям (8.19) и (8.20) число независимых по-
датливостей и жесткостей уменьшается от 36 до 21; кроме того,
благодаря симметрии кристалла число независимых констант умень-
шается еще больше. Наконец, дополнительные ограничения налагаются
условием положительиости выражения (8.21).

Кристаллический стержень под действием простого растяжения
испытывает продольные и поперечные деформации, а также дефор-
мации сдвига. Модуль Юнга в направлении растяжения определяется
как отношение продольного напряжения растяжения к продольной
деформации. Для всех кристаллографических классов, включая куби-
ческие, модуль Юнга анизотропен; его изменение с направлением может
быть представлено соответствующей геометрической поверхностью.



182 Гл. УІІІ. Унругоєть. Тензоры четвертого ранга

Пусть к кристаллу приложено единичное гидростатическое давление.
Тогда: 1) относительное уменьшение объема, называемое объемной
сжимаемостью, есть зима, т. е. сумма девяти компонент, располо-
женных в левом верхнем углу матрицы (311); 2) относительное
уменьшение длины направленного вдоль І, отрезка в кристалле,
называемое линейной сжимаемостью, определяется как В=ЅЦМЫГ

Линейная сжимаемость кубических кристаллов изотропна.

ЗАДАЧИ
1. Исходя только из рассмотрения симметрии, определить форму мат-

рицы податливостей для класса .
2. оказать, что изменение объема кубического кристалла под дейст-

вием одноосного растяжения Т не зависит от направления растяжения и
описывается выражением (511 + 2512) Т.
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мАтРичный мвтодо

5 І. Матричные и тензорвые обозначения

Матричные обозначения, введенные в гл. \/ІІ и УІІІ при
рассмотрении уравнений пьезоэлектрического эффекта

Рі=сіиар а1=сіііЕ`і (9.1)

и уравнений упругости

еІ = ЅіІ-аі, с.:і = сііаі, (9.2)

являются удобным сокращением, которое во многих случаях можно
применять вместо тензорных обозначений. Как уже указывалось
ранее. преимущество тензорных обозначений состоит в том, что они
позволяют получить при переходе от одной системы координат
к другой простые уравнения для преобразования коэффициентов,
описывающих некоторое физическое свойство. Кроме тогоІ тензор-
ный характер свойства, т. е. ранг тензора и закон его преобразова-
НИЯ. ясно виден из числа индексов. ОднакоІ если мы всегда будем
помнить о различии законов преобразования тензоров разного ранга,
т. е. иметь в виду, что ки., (1,1 и зи. хотя и имеют одинаковый вид.
преобразуются по-разному, то возражения против уменьшения числа
индексов до двух отпадают. Введя такое сокращение, мы можем
еще больше сократить запись и в то же время взглянуть на уравне-
ния с новой точки зренияІ что, как мы увидим, окажется весьма
плодотворным. Для этой цели необходимо дать краткий обзор
некоторых правил матричной алгебры.

5 2. Матричная алгебра 2)
І. Линейные преобразования и умножение матриц. Большая

часть встречавшихся нам до сих пор уравненийІ описывающих свой-
ства кристалловІ представляла собой системы совместных линейных
уравнений. Матричная алгебра значительно облегчает операциг
с такими уравнениями.

1) При первом чтении эту главу можно опустить.
2) См. [2, 18, 381. (См. также [106, 113].-11рим. перев.)
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Предположим, что переменные хІ, х2, хт линейно связаны
с независимыми переменными уІ, у2. у” совместными уравнениями

х1=“11У1+'а12У2 + - -- +а1лУт
ха = “21311 + э(223,2 + › - - +а2пуд.

хт = тІУІ +ат2у2+ ' ' ' +атдуд:

или в сокращенной записи

хі=аііуі (і=І, т; І=І. п). (9.3)

Предположим теперь, что у, в свою очередь связаны с третьей си-
стемой переменных 21, 22, . гр уравнениями

31,:(3д2,є (1:1. ...,п; Іг=1. ....р). (9.4)

Тогда хі связаны с г,г уравнениями

151: (111311221:- (9.5)

Если теперь ввести новую систему величин 11,2, определяемых равен-
ствами

'ш щ “арт (95)
то мы сможем выразить хі непосредственно через яд:

хє=їшгг (9-7)

Рассмотрим теперь все а и В, выписанные в виде таблиц следую-
щим образом:

а111 '112 ам 311 Вы Втр
'121 '122 аьап и 321 522 32,0

ат] а[т2 Н- атп Влі [3:12 Впп

Мы можем считать, что эти таблицы образуют величины. называе-
мые матрицами ап и (3. Тогда. если все ї выписаны в виде анало-
гичной матрицы, общий член 11,2, т. е. элемент, стоящий в і-й
строке и Іг-м столбце матрицы у, определяется как:

Тт = “ЦВ/і: = “двиг 4" 0112521; + ' - -

Это выражение получается почленным умножением 1-й строки мат~
рицы а: на Іа-й столбец матрицы В и суммированием полученных
произведений. Такая операция называется умнажением матриц.
Мы можем записать

ї-ЫР- (9-8)
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обозначая этим, что матрица у получается умножением матрицы а:
на матрицу [3

Очевидно, что умножение матриц возможно лишь тогда, когда
число столбцов левой матрицы равно числу строк правой. Так,
в предыдущем примере а: являлась (тХ п)-матрицей, а В и у пред-
ставляли собой соответственно (п >< р)- и (т >< р)-матрицы. Чтобы пока-
зать это, мы можем условно записать

(тХп)=(т >< п)>< (1001)-

В правой части этого равенства п стоят рядом; можно считать, что
при умножении п вычеркиваются и остается (т>< р).

Если число столбцов в матрице А равно числу строк в мат-
рице В, то говорят, что эти матрицы могут образовать произведе-
ние АВ.

Возвращаясь к уравнению (9.8). мы видим, что х, и у'і можно
рассматривать как матрицы. Если хі записать как элементы матрицы
из т строк и одного столбца (матрицы-столбца)

[її

хт

то для того. чтобы а: и у могли образовать произведение иу. у
следует записать в виде матрицы из п строк и одного столбца

[Ух

тогда мы имеем
х = иу. (9.9)

ЗЗМЄТИМ, ЧТО ДЛЯ ЧИСЛЗ СТрОК и СТОЛбЦОВ МОЖНО НЗПИСЗТЬ СЛЄДУЮЩЄЄ

СХЄМЗТИЧЄСКОЄ рЗВЄНС'ГВОІ

(т>< 1)==(т><'1)><(п>< 1)-
Аналогично, уравнение (9.4) можно записать как

у :-__- [32, (9.10)

где 2 представляет собой (рХ1)-матрицу; тогда уравнение (9.5)
принимает вид

х=ац32. (9.11)
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2. Сложение и вычитание матриц. Если х==Ау и Ш==Ву,
где х, А, у, В и ш-матрицъг, то, записывая уравнения следующим
образом:

хі:А1іУ1 и щ:Виу;›
можно видеть, что

1614- і:(А11+Ві1)У/-
Поэтому логично ввести матрицу С с элементами Сц, задаваемыми
выражением

СЦ= Аг; +Віі›

и назвать эту матрицу суммой (А+В). Тогда рассматриваемые опе-
рации можно записать в виде

×+и=Ау+Ву=(А+В)у=Су-
Две матрицы могут образовать сумму, когда обе они имеют
одинаковое число строк и одинаковое число столбцов.

Операция вычитания одной матрицы из другой определяется
аналогичным образом.

3. Сводка свойств матриц. Символы и, [3, А, В и т. д.,
представляющие матрицы, могут складываться, вычитаться
и умное/сатъся (но не делиться) так же, как если бы они выра~
жали обычные числа 1). При умножении матриц следует, однако,
помнить, что обычно АВЧЬВА.

5 8. Свойства кристаллов в матричной записи

Приведенные в гл. Ш-УШ уравнения, описывающие свойства
кристаллов, могут быть компактно представлены в матричной записи.
Представляя электрическую индукцию и напряженность поля в виде
матриц-столбцов

[131 Е1
В = І 02 и Е = Е2 ,

да, Ее
мы можем записать

О=иЕ, (9.12)

1) Строгое доказательство этого утверждения см. в книге Феррара [38].
Другое отличие матриц А и В от обычных чисел а и Ь состоит в следующем:
уравнение ад =0 означает, что а или 11 (или а и 11) равны нулю; уравнение
АВ =0 (0 обозначает нулевую матрицу, все элементы которой равны нулю)
не обязательно означает, что А или В равны нулю.
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где ифквадратная (3 >< 3)-матрица
їїп '1-12 *зі

*12 '1-22 таз
*31 123 *331

Аналогичное выражение получается для магнитной восприимчивости
В = рН. (9.13)

Уравнение пироэлектрического эффекта (4.21)
АРі = рІ АТ

может быть записано в виде

Арт-11157". (9.14)

где АР и р__матрицы-столбцы. Отметим, что при умножении
матрицы на обычное число (АТ) все ее элементы умножаются на это
число.

Аналогично, уравнение теплового расширения (6.18)
ец=асиАТ

можно записать в виде
ад==осіАТ (і=1,..., 6),

или
є=иАТ, (9.15)

где є представляет собой (6 ×1)-матрицу, компоненты которой были
введены в гл. УП. ё 8, а и есть (6>< 1)-матрица, имеющая вид

[011] Ґ а111
“а “22
й 113 ___ за . (9.16)
ад 2а23

“а 20131
до] [2%21

Иногда при вычислении теплового расширения более удобно пользо-
ваться матрицами

[ан

ачт ана “311
“12 [122 (123 , или ц

_азІ “аз а1:13!
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Уравнения прямого пьезоэлектрического эффекта, которые мы запи-
сывали ранее в форме [см. (7.17)]

Рі=61і161 (1:1, 2, 3; _і=1,..., б),

можно представить следующим образом:
Р = ап. (9.17)

Где

С

[Р1 [411 аНа 413 1114 диз 416 62
Р=ІР2 , а: 421 422 ааа 1124 425 426 и а: из .

Ра] дзІ два дав 434 дав дав] 4

Уравнения упругости выражаются в виде
е=зс и с=сє, (9.18)

где є и с представляют собой (6><1)-матрицы, а Ѕ и с есть
(6>< 6)-матрицы. введенные в гл. \/Ш, ё 2

5 4. Две производные матрицы
1. Транспонирование матрицы. Второе из уравнений (9.1), запи-

санное в развернутой форме, имеет вид

а1 = 6111151 4412152 + дыЕз.

а2 = а12Е1 + (12252 + азаЕз»

аз = а13331 + (123152 + аазЕз-

34 = а14Е1 + є124132 +аа4Ез,

за = а1551 + аааЕа +1135Еш
дв = '11651 + дгвЕа+ аавЕз-

Чтобы представить это уравнение в сокращенной матричной записи
без индексов, мы сначала запишем его как

І Є1 а311 а21 дат 1
Е2 0312 а'22 два Е

_ а'13 дав два 1
_ а'14 а'24 1134

дг 1125 дав
дю дав дзв

531
єз
єв

и Затем сократим до
г = 1115. (9.19)
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Легко видеть, что (її-такая же матрица, как и сі, но ее строками
являются столбцы матрицы (і, а столбцами-строки матрицы сі.
Матрица сі; называется транспонированной матрицей по отношению
к матрице сі.

Это определение справедливо и в общем случае: матрица А±
является транспонированной по отношению к матрице АІ если ее
г-й столбец является г-й строкой матрицы А.

2. Обратная матрица. Предположим, что ас-произвольная
квадратная (пХп)-матрица, а х и у-матрицы-столбцы (пХ 1)
и что ,х = иу. (9.20)

или в индексном обозначении

хі=агіуі (д 1:1» ---› п)-

Если детерминант из ад, который мы обозначим через А=Іаі]|,
не равен нулю (в этом случае матрицу и называют неособой), то эти
уравнения мог'ут быть разрешены относительно уі. Умножая і-е урав-
нение на алгебраическое дополнение 1) Ад,є элемента ат и суммируя
по і, получаем

Аіьхі=Аіяаііуі (1г = 1. - - -. п);

но по теореме о разложении детерминанта 2)

Аман = Абщ'
поэтому

Атхі=А8діуР

т. е.
Ашхі=АУт

сЛЄДОВа'ГЄ-ПЬНО, ЗЗМЄНЯЯ иНДЄКСЫ, иМЄЄМ

_ АіУ! _Т х;-
Это уравнение, записанное в виде

уд=(ог1)ііхі, или у=и'1х.

1) Алгебраическим дополнением элемента ат называется умноженный
на (-1)'+'г детерминант, получаемый из [ад-І вычеркиванием і-й строки
и Іг-го столбца.

2) Эта теорема состоит в следующем. Сумма элементов строки (или
столбца) детерминанта, умноженных на свои алгебраические дополнения,
равна этому детерминант - с мма элементов строки, умноженных на соот-

нения другого столбца, равна нулю [38]. Первое из этих трех утверждений
может быть использовано в качестве определення детерминанта.
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является, очевидно, обратным но отношению к уравнению (9.20).
если мы введем определение, что агІ есть матрица, іІ-й элемент
которой, обозначенный через (пгт-і. равен Аіі/А.

Напишем теперь і/г-й элемент произведения ааа-1. Он равен
_1 __ атіАв/ _ Биг/3 _

міжш )ія_“'_Т__Т-_аиг-

Матрица, элементами которой являются бы, называется единичной
матрицей и обозначается через І. Итак,

иаг1=І.
Аналогично можно показать, что аг1и=|. Благодаря таким свой-
ствам матрица аг1 называется обратной по отношению к матрице и.
Важно отметить, что обратные матрицы имеются только у квадратных
неособых матриц.

Легко видеть, что умножение любой матрицы на І оставляет ее
неизменной. Теперь мы можем считать, что уравнение (9.20) разре-
шается относительно у путем умножения его на 1-1

и”1х==аг10иу=|у=у.
Примером двух взаимно обратных матриц являются матрица ди-

электрической проницаемости и, связывающая І) с Е.

І) = иЕ.

и матрица пдиэлектршагской непроницаемости” [5, связываю-
щая Е с О.

5:50, где р=и-1. (9.20а)
Аналогично, из уравнений упругости

е=зс и сг=се
мы видим, что $=с-1 и с=$_1. Отсюда также следует, что

5с=сЅ=І.

Вводя индексы суммирования, это же уравнение можно записать
следующим образом:

$110рг = 017311; = Биг?
наконец, в полных тензорных обозначениях оно имеет вид

Ѕітєытп = снизит” = бгтзіп- (9-21)
5 б. Величина, характеризующая свойство

В ПрОиЗВОЛЬНОМ Направлении

В гл. І, 5 6, п. 2 мы нашли, что если симметричный тензор
второго ранга Ѕи описывает некоторое свойство, то величина
Ѕ, характеризующая это свойство в произвольном направлении
(ІІ, 12, 13). определяется выражением

Ѕ = ЅІІІІІІ-
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Чтобы представить это выражение в матричной форме, пере-
С'ГЗВИМ СНЗЧЗЛЗ ЧЛЄНЬІ Так, ЧТОбЫ иНДЄКСЫ СуММИрОВаНиЯ СТОЯЛИ

рядом, т. е. преобразуем его в 118111,; тогда мы можем записать

Ѕ===11Ѕь (9.22)
или в развернутой форме

Ѕ11 512 531 І1
Ѕ=(111213) 512 522 523 12 .

531 523 Ѕзз Ів
Мы перешли к І, для того, чтобы можно было написать произве-
ДЄНИЄ МЗ'ГРИЦ СОГЛЗСНО СХЄМЄ

(1><1)=(1><3)><(3><3)><(3><1)-

5 6. Поворот осей координат
Уравнения поворота осей координат, вь1веденные в гл. І, 5 2,

легко выразить в матричной форме. Уравнения преобразования
координат точки [формула (1.18)]

х;=[1і]х]

принимают вид
х'=ах, (9.23)

где х' и х-матрицы-столбцы. Уравнения преобразования компо-
нент вектора І

рі=аі1р1
принимают вид

и=т- щи)
Два последовательных поворота: х'=ах и следующий за ним
х”=Ьх', можно заменить одним, объединяя их с помощью матрич-
ного умножения, а именно х”=(Ьа) х.

Уравнения преобразования компонент тензора второго ранга,
например тензора диэлектрической проницаемости, в записи с ин-
ДЄКСЗМИ СУММИРОВЗНИЯ ИМЄЮ'Г ВИД

І __-яі]__ италии.

Прежде чем применять правило умножения матриц, мы должны
расположить повторяющиеся индексы рядом. Это можно сделать,
поставив член а” после мы и произведя транспонирование:

І а

“ц = аигкт (ад 11›

следовательно, можно записать
и' = а'и.а±А (9.25)
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Преобразования компонент тензоров третьего и четвертого ран-
гов также могут быть представлены в виде матричных уравнений [18],
однако эти матрицы довольно громоздки.

5 7. Примеры вычислений с помощью матриц
При численных расчетах применение матричного метода часто зна-

чительно облегчает работу, Мы дадим здесь несколько практических
примеров 1).

І. Главные коэффициенты и главные направления для
моноклинного кристалла. Метод наименьших квадратов. Предпо-
ложим, что требуется найти компоненты тензора второго ранга,
описывающего некоторое свойство моноклинного кристалла. Для
определенности возьмем тепловое расширение. Если ось Ох2 напра-
влена вдоль оси второго порядка, то эти коэффициенты можно
записать в виде матрицы

и11 0 “вт
а: 0 “22 0 .

“зі 0 “за

Заметим, что сначала мы не знаем направления двух главных осей,
перпендикулярных Оха, и поэтому Ох1 и Ох3 могут быть выбраны
произвольно. Как обычно, направим Оха параллельно кристаллогра-
фической оси 2; этим определяется и направление ОхІ.

Коэффициенты аі] можно определить, измеряя продольное рас-
ширение стержней, вырезанных из кристалла в различных направле-
ниях. Для произвольного направления, задаваемого единичным век-
тором І, записанным в виде матрицы-столбца 1, такое расширение
на единицу приращения температуры можно выразить как

01,1:11611

в соответствии с уравнением (9.22). Если
0 1111 О из] 0

І= 1 ,то ос,==(010) 0 0122 0 1 =ц22;
о (131 О “за 0

это же, очевидно, вытекает из определения цггкомпоненты матрицы.
В направлении оси Ох2 расширение является максимальным или

минимальным, поэтому его значение мало зависит от небольшой не-
точности в ориентировке образца. Таким образом, величину а”
можно с удовлетворительной точностью измерить непосредственно.
Наоборот, ап и «за чувствительны к малым поворотам вокруг Охг.
следовательно, ошибки в ориентировке образцов, номинально парал-

1) “1. І.. В о по, неопубликованная работа, 1945.



,6 7. Примеры вычислений с помощью матриц 193

лельных Ох1 и Оха, сказываются весьма значительно. Поэтому мы
применим следующий метод определения ап, ааа и вы, который
сводит ошибки к минимуму.

Пусть стержни вырезаются так, что

511101

1: 0 . (9.26)
сов 01

Тогда, обозначая расширение в этом направлении через АІ, имеем
ЦІІ О 1131 Ѕіп 01

А1=($іп010с0501) 0 «122 0 0 =
из] 0 изв соз 01

зїп 81
=(зіп 01 - ап +соз 01 - мы 0 Ѕіп 01 - из, +с0501- газа) 0 =

соз 01

= зіп2 6І - ап +зіп 201-0:31 -і-соз2 01 - 0:33. (9.27)

(Этот же результат, очевидно, легко получить, используя тензорные
обозначения.)

Если для нескольких различных ориентаций 01, 62, 6,, най-
дены соответствующие значения расширений Ад, А2, . . _, Ад, то мы
получаем систему уравнений, подобных уравнению (9.27), которая
может быть записана в виде

А=®ас, (9-28)
где А] віп'2 01 зіп201 соз2 01

А 511120 зіп 20 соз'ді)А=.2,®=...2..2 _*
Ад зіп'а 0,, зіп 20,, соз2 0,, (133

0111

= (13] .

Для определения ап, ам, 0:33 достаточно измерить три значения рас~
ширения: АІ, Аг, АЗ. В этом случае 8-квадратная и, вообще го-
воря, неособая матрица; поэтому мы можем разрешить уравне-
ние (9.28) относительно и:

-1(1:8 А. (9.29)
Более точный результат получится, если измерить не три,

а больше значений Ад, А2 и т. д. и использовать эти результать
для нахождения наилучшего значения а. Поэтому рассмотрим сле~
дующую общую задачу.

Общая задача. Пусть 21, 22, .. ., 2,І представляют собой а] пе~
известных величин. которые при умножении на коэффициенты
ах, а2, а41 дают величину М, определямую равенством

М=арг1 +а222+ . .. +адга.

13 Дж. Най
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Задаваясь значениями коэффициентов аІ, аа, а , можно экспе-
риментально измерить М. Вследствие ошибок эксперимента мы по-
лучим не истинное значение М, а некоторое значение М+'0,
где оппогрешность. Проведя р таких экспериментов при различ-
ных значениях а, получаем

01: а1121+а1222+ - - - + ам; 4- Мп
02=аа1г1+02222+ - - - +а24 дщмш (9-30)

ІиД=арІгІ-|-а,7 22+ . . . +ащга-МІҐ

Если р>9, то выбрать 4 уравнений из р уравнений си-
стемы (9.30) можно несколькими способами. Полагая, что в каждом
из уравнений любой выбранной системы погрешность о равна нулю,
можно разрешить эти системы (1 уравнений относительно с] неиз-
вестных 21, 22, . . _, 29. Таким образом, мы получим несколько систем
значений 2,, 22, 2,1, но эти системы не будут точно согласо-
вываться. Принцип наименьших квадратов состоит в том, что зна-
чения 2 должны быть выбраны так, чтобы сумма ої+оё+...
.. . +11: была наименьшей (см., например, книгу Скарборо [80]).

Уравнения (9.30) можно переписать в виде
0,:аі]2/_МІ (і=1, -д-д р; _і=1, ...І Ч), (9-31)

у: аг-М. (9.82)

где Ч, 2 и М-матрицы-столбцы и а_матрица коэффициентов ад.
Так как мы положили, что сумма ода, должна иметь минимальное
ЗНЗЧЄНИЄ, ТО д

0о, ГЗ: = 0. (9.33)
или, учитывая (9.31),

ода” = О. (9.34)

Подставляя значения '01 из уравнений (9.31) в (9.84) и заменяя ин-
декс суммирования 1' на Іг, получаем

(011221: _ Ми) “ц = О»

(ад 1і (аиггіг '_ Мі) ї: 0»

а затем переходим к записи без индексов
8182 _ аім = 0.

Здесь (ща) -квадратная матрица, схематически представляемая
в виде (4 >< р) >< (р >< (1): (1] >< 4); следовательно, она обладает
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Обратной матрицей. Поэтому. умножая слева каждый член на
(ада-1, мы разрешаем уравнение относительно 2 и находим

1 = (а±а)_' а1М. (9.35)

Рассмотрим нашу схему рассуждений в целом. Мы задавались р
уравнениями с с] неизвестными, а именно а1=М. Имея лишние
уравнения, мы добавили р неизвестных 11,, определяемых к] уравне-
ниями (9.34); в итоге получили р+9 уравнений с р+11 неиз-
вестными.

Значения щ, характеризующие точность измерений, находим,
подставляя значение 1, определяемое соотношением (9.35), в урав-
нение (9.32):

у = [а (а\±а)_1 а± *- І] М. (9.36)

В рассмотренном выше примере с тепловым расширением роль
уравнения М=а2 играло уравнение (9.28), поэтому наилучшее зна-
чение и определяется формулой

и = КА, Где К = (849)_1®1.

Численный пример. Перпендикулярно оси Ох2 вырезан восьми-
угольный диск; значения теплового расширения на 1°С, измеренные
между противоположными сторонами в плоскости диска, оказались
следующими:

0,: 0° 45° 9О° 135°,
Аі-106=З2,0 16,0 15,0 31,5.

Для этого случая

юі
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(Матрица НЮ должна быть симметричнои.) Поэтому

2 С 0

о
ю\

›-

юї
ш

о

«мы
юіе

0 О Ю

0

(®:®)_1=1 _>І о
ю]

се

о
ю
І-

.1_2 юІ
се

о

юІ
с»

ю|
›-

0 2 О О

о
юІ
ы

0 0ю
[-

юі
ы

ю[
›-

юі
се

і2
где А-детерминант матрицы ЭЮ. В нашем случае А=4. Следова-
тельно,

1 з о -1
(шт-1:1! о 2 оІ,

_1 о
так что уравнение К=(®±®)_1 91 имеет вид

[-1 1 З 1
К=71ї о 2 о _2 _

з 1 _1 1;
Наконец, определяя и по формуле и=ВА, получаем

320_1 1 [16'0 т 15,13 гаи
и.106=% 0 2 0 -2 І ' -- _7,75 = 131 406.

3
15,0 __

1 --1 І [31,5] 32,13] (133]

Значение у, найденное по формуле (9.36), имеет вид

0,13
_0,ІЗ _6І 0,13 . 10 .
_0,13

Итак, наилучшие значения ап, 0:31. 0:33 задаются произведением
матрицы В на матрицу измеренных значений теплового расширения.
Если желательно сделать больше четырех измерений, то можно вычис-
лить, другие матрицы, аналогичные матрице В, для 10-. 12-. . . уголь.
ных дисков.
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Теперь мы перейдем к нахождению главных коэффициентов рас-
ширения 111 и из и ориентации главных осей. Удобное всего решать
эту задачу путем построения окружности Мора (см. гл. ІІ, ё 4).

Ха '773

Фиг. 55. Построение окружности Мора для нахождения главных
коэффициентов и ориентации главных осей теплового расширения.

На фиг. 55, построенной в масштабе, главные оси обозначены через
ХІ, Хз. Так как коэффициент 0:31 отрицателен, изображающая точка Р
находится ниже оси. Очевидно, что

2 а*2. 2ф= І 31! ;

а[зз_”111

отсюда, используя приведенные выше значения, получаем

ф=21,18°.

Радиус ї окружности определяется формулой

1
ї2::ї(осзз”_ 11)2+“Ё '

откуда находим
-вї=11,50- 10 град*-

Тогда а, и из вычисляются следующим образом:

І
щ= (щ1+°чз)_г.

ю|
›--

юІ

(0511 + ааа) + Ґ:из:

е,=12.1з-10"* град-Н
а3=35,13 - ПГ6 градч.
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На фиг. 56 показаны на той же окружности Мора четыре изме-
ренных значения теплового расширения, использованные при вычи-
слениях. Направления 6:0, 45, 90, 135° отмечены соответственно

а,з

*7:1

Ф иг. 56. Построение окружности Мора с четырьмя эксперименталь-
НЫМН ЗНаЧЄНИЯМИ ТЄПЛОВОГО расширения, испО-ПЬЗОВЗННЫМИ

при вычислениях в 5 7, п. 1.
Приведенные числа дают значения а - 10° град".

точками Рд, Р2, РЗ, Р4, а измеренные значения расширений указаны
точками АІ, ,42, Аз, ,44.

2. Главные коэффициенты и главные направления для три-
клинного кристалла. и) Нахождение коэффициентов в произволь-
ной системе координат. В качестве другой, более общей иллюстра-
ции описанных выше методов рассмотрим измерение теплового
расширения в триклинном кристалле. Так как ориентация главных
осей расширения в кристалле заранее неизвестна, выбираем произ-
вольные оси хі, х2, 1:31) и берем образец в виде куба с ребрами.
параллельными этим осям. Коэффициенты расширения измеряются
вдоль ребер этого куба и четырех его объемных диагоналей. Напра-
вляющие косинусы при этом будут следующими:

(І, О. О), (О, 1, 0), (0. 0, 1),

%У5(-1, 1, 1), ёуёа. -1. 1).
Зіуёы, 1. _1), ёуїш. 1. 1).

Используя уравнение, аналогичное (1.33).

А = Ііііац = Ёап+ Ёаза+ І50133 + 2ізіашга+ 21311%1 +2,112а12»

І) Рекомендуемая ориентация осей хд, ха, хз по отношению к кристал-лографическим осям дается в правилах, предложенных ІКЕ [86].



ў 7. Примеры вычислений с помощью матриц 199

где А~- расширение в направлении 1,, получаем в матричной форме
А=®аз,

где
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(Отметим, Что МЫ Не Введи МНО)КИТЄЛИ 2 В последние Три Компоненты

матрицы а, но оставили их в матрице 6; и то, и другое вполне

[з и2 І
т 2
І ип 4 '

15,02 / І,

Ф и г. 57. ПостроениеІ поясняющее нахождение глав-
ных осей тензора второго ранга методом последова-

тельных приближений.

допустимо.) Так как выполнено семь измерений и имеется только
шесть неизвестных, матрица 8 не является квадратной, и для реше-
ния этой задачи метод наименьших квадратов нужно видоизменить.

Согласно уравнению (9.35), наилучшие значения и определяются
формулой 1

“=(®1®)_ ЄІА.

Предположим, что измеренные расширения имеют следующие зна-
чения:

АІ А2 АЗ Ад Ай АВ А?

10 в з з Ё Ё- Ёз7~-1О'Б град-1.3 3
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Тогда мы получаем
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з 2 з;

Приведенные выше условные экспериментальные значения были
подобраны так, что все они хорошо согласовывались друг с другом.
Чтобы показать, как изменятся результаты при наличии неточпых
данных. заменим в матрице А значение 13/з на 4. Тогда получится
следующий результат:
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6) Нахождение главных коэффициентоз и главных осей. Пред-
положим теперь, что мы имеем наилучшее значение матрицы а, задан~
ное в виде (9.87). Чтобы привести эту матрицу к главным осям,
нужно решить кубическое уравнение (см. гл. ІІ, 5 3). На практике
используется метод последовательных приближении. На фиг. 7
поясняется этот метод, заключающийся в следующем.

Возьмем произвольный единичный вектор и представим его в виде
матрицы-столба 11. Тогда матрица смещении и1 для единичного при-
ращения температуры вычисляется из уравнения

и1 :: 0:11.

Из свойств характеристической поверхности второго порядка известно,
что направление и1 совпадает с направлением нормали в точке РІ,
в которой |1 пересекается с характеристической поверхностью. Затем
берется новый единичный вектор 12, параллельный 111, и вычисляется
соответствующая матрица 112. После этого берется единичный вектор 13,
параллельный 112, и т. д. Если поверхность второго порядка есть
эллипсоид, то векторы сходятся к наименьшей оси, как показано на
фиг. 57. В общем случае векторы сходятся к той оси характеристи-
ческой поверхности второго порядка, которая соответствует главному
коэффициенту, имеющему наибольшее численное значение.

Перейдем к нашему численному примеру. Сначала выбираем
[1,___ 0|,

01

поскольку наибольшую величину имеет ап [см. (9.37)]. Тогда получаем

11043 [1 по
ц,.105=|4 6 2Но|= 4\_

[32310 з;

Так как существенны только отношения компонент матрицы и,
нет необходимости приводить каждый раз длину вектора І к еди-
нице. Поэтому продолжим умножение в следующей форме:

по 4 3110 (1251
4 6 2 4: 70І;
з 2 з 31 47;

Далее, МЫ Последовательно получаем

[1611 [22134 1310681
'1014 ~+[14080 ~+193434 ._›___
, 656 ,ц 9009 1 123389 3
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чтобы ПРОДЄМОНСТРИРОВЗТЬ СХОДИМОСТЬ, НИЖЄ МЫ ДЗЄМ ПОСЛЄДОВЗТЄЛЬ-

НЫЄ ЗНЗЧЄНИЯ КОМПОНЄНТ ВЄКТОРЗ І, ПрИВЄДЄННОГО К ЄДИНИЧНОЙ ДЛИНЄ,

(1 [0,895 10,820 0,810 0,800 0,800
Іо __, 0,050 »І 0,404 -› 0,492 _, 0,499 т,[0,500].+

01 0,812 0,318 0,322 0,319

Эта последовательность направляющих косинусов сходится к наимень-
шей оси характеристической поверхности второго порядка, которая
соответствует наибольшему главному коэффициенту расширения.

Чтобы найти наименьший главный коэффициент расширения,
проделаем те же самые операции с матрицей агї. Мы имеем

14 -6 -10

0,268

-10 _в 44 1
Поскольку наибольшим значением является (0:4)33, в этот раз мы
начинаем с

'811== .
1

Последовательные умножения дают
[ 14 -6 -10 0 -10 -532 -25788

-0 21 -8 0 == -8 .._› __400 а _23208 ;
_-10 -8 44; 1 44; 21001 1014001

разделив последнее выражение на 10в и продолжив процесс,
мы получаем

-1,146 __› -55,90
4.900; 237,08]

СООТВЄ'ГС'ГВУЮЩЗЯ ПОСЛЄДОВЗТЄЛЬНОСТЬ НапраВЛЯЮЩИХ КОСИНУСОВ ИМЄЄ'Г

-1,235 { _59,47 І _,

4.175 __, _0,208 а __0,211 __0,220 __0,22з| _›,__
0,900 0,949 0,940 1 0,940 | 0,945 1

Образовав векторное произведение направляющих косинусов, соот-
ветствующих наибольшему и наименьшему коэффициентам, находим
направляющие косинусы третьей оси

[-0,544
0,834 _
0.061 і

ВИД
( 0 -0,218 1 -0,240 --0,241 -0,238 -0,237

І 0 І -› -› -›
1
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(0,803

Находим коэффициент расширения в направлении 0,500 :
0,319;

[10 4 3 0,803 [10,99
4 е 2 .10~5. 0,500 =І 6,83
3 2 3 0,319 4,311

. 10'5.

Длина этого вектора равна 13,67 - 10'5. Аналогично находятся коэф-
фициенты расширения в двух других главных направлениях; они
равны 1,776- 10”5 и 3.527 в 10%. Для проверки отметим, что при
этих значениях мы имеем

а1+а2+а3=18,973- 10-5;
это можно сопоставить со значением ап+а22+а33= 19 - 10-5, ко-
торое было получено из первоначальной матрицы. Итак, мы получаем
следующий окончательный результат для значений и направлений
главных коэффициентов расширений:

«1 = 18,7- 104* град* в направлении (0,80; 0,50; 0,32),
ааа-$353. 10*5 град* в направлении (-0,54; 0,83; 0.06).
ав=1,78-10-° арад'1 в направлении (_0,24; _022; 0,95).

Для более полного ознакомления с численными методами нахо-
ждения главных коэффициентов и главных осей см. книгу Хартри [47].

РЕЗЮМЕ

Матричная алгебра (ё 2). Сложение и вычитание (5 2, п. 2).
Две матрицы могут складываться или вычитаться, если обе они имеют
одинаковое число строк и столбцов. Сумма двух матриц А и В, обо-
значаемая через А+В. есть матрица С, элементы которой опреде»
ляются выражением

Сіі = Аіі +Віі-

Правило вычитания аналогично.
Умножение (ё 2, п. 1). Если А представляет собой (тХп)-

матрицу, а В есть (п >< р)-матрица, то произведение АВ есть (тХ р)-
матрица. Элементы матрицы АВ задаются в виде

(АВМ= АцВіп-
Линейные преобразования (ё 2, п. 1). Пусть х и у-соответ-

ственно (тХ 1)- и (их 1)-матрицы, связанные уравнением

х=аау, (9.9)
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где ы-представляет собой (т >< 11)-матрицу. Пусть матрица у в свою
очередь связана с (рХ 1)-матрицей 2 уравнением

у = 52, (9.10)
где (і есть (п >< р)-матрица. Тогда матрица х связана с 2 уравнением

х = 1,82. (9.1 1)
Общее правило. Матрицы могут складываться, вычитаться и умно-

жаться (но не делиться) подобно обычным числам, но при этом, как
правило, АВ # ВА.

Транспонированная матрица А: (5 4, п. 1) получается из ма-
трицы А взаимной заменой столбцов и строк.

Матрица сад-обратная квадратной пеособой матрице и
(ё 4, п. 2)-есть матрица, удовлетворяющая уравнению

аси-1=аг1а:: ,

где І-единичная матрица (у такой матрицы элементы, стоящие на
главной диагонали, равны І, а остальные-нулю). При этом іі-й эле-
мент матрицы аг1 равен АІ-і/А, где А-детерминант из [ад] и Ад-
алгебраическое дополнение ад.

Свойства кристаллов (5 3). Пироэлектрический эффект
АР=рАТ, (9.14)

где АР и р представляют собой (ЭХ 1)-матрицы, а АТ-обычное
число (1 >< 1).

Тепловое расширение
е=авАТ, (9.15)

где е и и есть (6>< 1)-матрицы.
Дизлектрические соотношения

І):иЕ, Е:60; р:иг1э

где І) и Е представляют собой (ЗХ 1)-матрицы, а и и р являются
(3 >< 3)-матрицами.

Магнитная индукция
В = рН, (9.13)

где В и Н представляют собой (3 >< 1)-матрицы и р. есть (З >< 8)-мат-
а.
Прямой пьезоэлектрический Іэффект

Р 1: на, (9.17)
где Р, (1 и а ~соответственно (3 >< І)-, (З >< 6)- и (6>< 1)-матрицы.

Обратный пьезоэлектрический эффект
Є = (1113,

где а, ф и Е_- соответственно (6 >< 1)~, (6 >< 3)- и (3 >< 1)-матрицы.
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Упругость
е=зс, сг=сз, с=г1,

где е и а' представляют собой (6 >< 1)~матрицы, а Ѕ и с есть (6 >< 6)-мат-
рИЦЫ.

Пусть произвольное направление задается (З >< 1)-матрицей І (ё 5).
Тогда в этом направлении величина Ѕ, характеризующая некоторое
свойство, описываемое симметричным тензором второго ранга, задан-
ным (З >< 3)-матрицей Ѕ, определяется следующим образом:

Ѕ= 1151.

Преобразование осей координат (ё 6). Преобразование осей
координат может быть представлено (З >< 3)-матрицей а= (ай). Тогда
имеем для координат [(3 >< 1)-матрица]

хІ = ах; (9.28)
для компонент вектора [(3 >< 1)-матрица]

р' = ар; (9.24)
для компонент тензора [ид]. представляемого (8×3)-матрицей и,

и' = аиаг. (9.25)

Пример применения метода наименьших квадратов (ё 7). Пред-
положим, что результаты р измерений теплового расширения некото-
рого кристалла в различных направлениях выписаны в виде (р Х 1)-мат-
рицы-столбца А. Тогда они связаны с коэффициентами теплового
расширения, записанными в виде (6>< 1)-матрицы и, уравнением

А = от, (9.28)
где Є представляет собой (рХ 6)-матрицу, образованную направляю-
щими косинусами направлений измерения. Если р=6. то это урав-
нение легко разрешается относительно и:

а= 6-1А. (9.29)
Если, однако, р > 6, т. е. число измерений больше числа неизвестных,
то результаты измерений комбинируются для получения наилучшего
значения а. На основании принципа наименьших квадратов можно
сказать, что наилучшим значением а: является

а = кА, где в = (0,0)-1 ой.
Метод последовательных приближений при нахождении глав-

ных осей (ё 7, п. 26). Предположим, что коэффициенты характерн-
стической поверхности второго порядка заданы в виде (3)<З)-ма-
трицы а: и нам нужно найти главные оси этой поверхности. Возьмем
произвольный радиус-вектор, описываемый (3 Х 1)-матриней І. Тогда
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свойство радиуса~вектора и нормали позволяет найти нормаль и
к поверхности в конце радиуса-вектора:

=ас1.

Возьмем теперь новый радиус-вектор, параллельный и, и найдем соот-
ветствующую ему нормаль. Этот процесс можно повторять сколь
угодно долго; если поверхность второго порядка-_эллипсоид, то
векторы сходятся к наименьшей оси. Наибольшую ось можно найти
таким же способом, но для обратной матрицы аг1. После этого легко
определяется третья ось.

ЗАДАЧИ
1. Образовать произведение АВ двух матриц

[01 01 д
А= ад сг'. В=(1).

аз св]
2. Вычислить произведения

2 0 2 1 2 __] [1 О 2 3

1-13×з1.(005)><[2100.
2 1 4 -2 8 1 0 -2 0

8. Пусть А и В-матрицы; показать, что в общем случае АВ Чё: ВА.
вычислив для этого два произведения

<2 3››<<т› и (от
4. Пользуясь методами матричной алгебры, проверить правильность при-

веденных на стр. 372-373 ответов к задачам 4, а_г, гл. ІІ . стр. 69);
осуществить при этом в каждом случае указанный поворот осей координат.

5. Проверить, действительно ли главные коэффициенты расширения
3)являются корнями векового уравнения (см. гл. ІІ, 9

'аіі-ЪВИІ = 0.



Глава Х

термодинамика РАвноввсных свойств
кристаллов 1)

В предыдущих главах мы имели дело с тепловыми, электриче-
скими и механическими свойствами кристалла, причем каждое из этих
свойств рассматривалось вне связи с остальными. В действительности.
эти свойства связаны друг с другом; обсуждению вопроса об их
взаимозависимостн и посвящена настоящая глава. Единое рассмотрение
этих свойств возможно потому, что все они относятся к равновес-
ному состоянию. Это означает, что при измерении таких свойств
кристалл может находиться в равновесии с окружающей средой.
так что ни состояние кристалла, ни состояние окружающей среды не
изменяются со временем; иными словами, мы можем сказать. что
эти свойства относятся к термодинамически обратимым изменениям.
В гл. ХІ и ХІІ будут обсуждаться свойства, характеризующие явления
переноса, для которых такое рассмотрение неприменимо.

5 І. Тепловые, электрические и механические
свойства кристалла

Соотношения между свойствами, которые мы будем рассматри-
вать, иллюстрируются диаграммой, представленной на фиг. 58а и 586 2).
В трех вершинах внешнего треугольника стоят символы темпера-
туры Т, напряженности электрического поля Еі и напряжений од;
эти величины можно считать псилами", приложенными к кристаллу.
В трех соответствующих вершинах внутреннего треугольника стоят
символы Ѕ-энтропия на единицу объема, В,_электрическая индук~
ния и е, _деформация. Эти величины являются прямым результатом
действия соответствующих сил. Жирные линии, соединяющие попарно
соответствующие внутренние и внешние вершины, означают три так
называемых главных эффекта.

1) При обратимом процессе возрастание температуры вызывает
в единичном объеме изменение энтропии. определяемое соотношением

аз=% ат. (10.1)
1) Эта глава может быть опущена при первом чтении.
2)Эта диаграмма является развитием диаграммы, даииой Хекманом [51].

: ` ї С 1
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где скаляр С-теплоемкость на единицу объема, а Т- абсолютная
температура.

2) Малое изменение напряженности электрического поля дБ, вызы-
вает изменение электрической индукции (101 согласно соотношению

1101: ци. сіЕі, (10.2)
где иіі-тензор диэлектрической проницаемости (см. гл. ІУ).

Электрические
величины

Напряшвннасть
поля

(ТП. эФФВІ ,Ёгщддде _
170011,”

женив ддт/е
204”

Термическое нипря

І Термоулругие эффекты [2] _І
Механические Тепловые

величиныБе/ШЧЦНЫ

Ф и г. 58а. Соотношение между тепловыми, электрическими и механическими
свойствами кристалла.

Для независимых перемеиных ранг тєпзоров указан в круглых скобках, а для свойств-
в квадратных скобках.

3) Малое изменение напряжении дат вызывает изменение деформа-
ций дед, описываемое соотношением

0551/ = Ѕитдом (10-3)
где еще, упругие податливости (см. гл. ИП).
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Рассматриваемая диаграмма иллюстрирует также эффекты, кото-
рые мы назовем сопряженными (сопрІесІ еїїесіэ). Они обозна-
чены линиями, соединяющими точки, лежащие в разных углах внеш-
него и внутреннего треугольников. Рассмотрим, например, две диа-
гональные линии в нижней части диаграммы. Одна из них обозначает
тепловое расширение (деформацию, вызванную изменением темпе-
ратуры), а другая соответствует пьезокалорическощ/ эффекту, т. е.

Ф и г. 586. Соотношения между величинами, характеризующимн
тепловые, электрические и механические свойства кристалла.

выделению тепла (изменению энтропии) под действием механического
НЗПРЯЖЄНИЯ. ДВЄ ГОРИЗОНТЗЛЬПЫЄ ЛИНИИ В ПИЖНЄЙ ЧЗСТИ ДИаГрЁІММЫ

обозначают тепло. которое выделяется при деформировании (теплота
деформации), и тврмическое напряжение, возникающее при изме-
нении температуры кристалла (и при запрещенных деформациях). Ука-
занные сопряженные эффекты выражают соотношения между скалярами
и тензорами второго ранга, а поэтому и сами представляются тен-
зорами второго ранга. Так, для теплового расширения (см. гл. Щ)
уравнение имеет вид

дей- = ай сіТ. (10.4)
Левая часть диаграммы иллюстрирует сопряженные эффекты, относя-
Щиеся к пьезоэлектрическим свойствам кристаллов (см. гл. \/'ІІ).
Прямой пьезоэлектрический эффект описывается в дифференциальной
форме уравнением

а[)і: Лин 1,611” (10.5)

111 ІІж НИИ
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Так как, согласно формуле (4.1),

Ві':жоЕі-+'РіІ
'ГО

ар, = до, __ ко 415,.
Следовательно, если электрическое поле в кристалле поддерживается
постоянным, то иРі=1іВй и мы можем записать уравнение (10.5)
В ВИДЄ

(10,. = ды, дед, (Е: сопзі). (10.6)

Для описания прямого эффекта можно использовать как уравнение
(10.5), так и (10.6).

Таким образом, прямой и обратный пьезоэлектрические эффекты
изображаются диагоналями в левой части диаграммы. Легко видеть,
что эти линии изображают две из четырех возможных зависимостей
между электрическим полем, электрической индукцией, напряжением
и деформацией в пьезоэлектрическом кристалле. Два других соотно-
шения связывают деформацию с индукцией и механическое напряжение
с напряженностью поля. Так как эти сопряженные эффекты характе-
ризуются зависимостью между тензорами первого ранга (Еі или 0,)
и тензорами второго ранга (си или ей), то сами они описываются
тензорами третьего ранга.

Правая часть диаграммы иллюстрирует сопряженные эффекты,
относящиеся к пироэлектрическим явлениям (см. гл. І\/, ё 7). Они
характеризуются зависимостями между вектором (ВІ или Еі) и ска-
ляром (Ѕ или Т) и, следовательно, выражаются тензорами первого
ранга. Уравнение пироэлектрического эффекта можно записать в виде

ар,=р,ат. (10.7)
Если теперь положить, что при изменении температуры кристалла

электрическое поле в нем поддерживается постоянным, то

(10, = р, єіТ (Е: сопзі). (10.8)

Таким образом, пироэлектрический эффект (при постоянном поле)
можно рассматривать как электрическую поляризацию, или электриче-
скую индукцию, вызванную изменением температуры. Одна из двух
диагоналей в правой части диаграммы изображает пироэлектрический
эффект, а другая~элегстрогсилорический эффект, т. е. изменение
энтропии (количества тепла), вызванное действием электрического
поля. Еще одна линия показывает, что при изменении электрической
индукции происходит выделение тепла (изменение энтропии); это
так называемая теплота поляризации; имеется также зависимость
между температурой и полем, аналогичная термическому напряжению.
Этим мы заканчиваем описание диаграмм, показанных на фиг. 58а и 586,
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Таким образом, все рассмотренные свойства кристаллов оказы-
ваются взаимосвязанными. При обсуждении зависимостей между ними
необходимо точно установить, при каких условиях должны про-
водиться измерения. Например, упругие податливости можно изме-
рять как при изотермических, так и при адиабатических условиях; при
этом получатся разные экспериментальные результаты (как правило,
расхождение составляет около 10/0). Далее, теплоемкость кристалла
обычно измеряется при постоянном (нулевом) давлении, хотя с теоре-
тической (но не с экспериментальной) точки зрения можно измерять ее
и при постоянных деформациях; значения при постоянных напряжениях
и при постоянных деформациях будут слегка различаться.

Явления первичного ивторичного пироэлектричества (см. гл. І\/, ё 7)
служат примером сильного взаимодействия между различными свой-
ствами кристаллов. Обращаясь к фиг. 58б, мы видим, что при изме-
нении температуры возникает электрическая индукция (пироэлектри-
ческий эффект, обусловленный непосредственной связью Т-›В).
Однако наряду с этим возможны и другие (косвенные) пути: например,

-›е-›В; иными словами, электрическая индукция может быть обу-
словлена комбинацией теплового расширения и пьезоэлектрического
эффекта. Возможность осуществления второго пути зависит от того,
может ли кристалл деформироваться или нет.

Из приведенных примеров ясно, что тепловые, электрические и
механические свойства кристалла следует рассматривать совместно.
Чтобы понять взаимозависимость этих свойств, надо изучить термо-
динамику соответствующих процессов. Это позволит нам получить
точные выражения для величин, характеризующих рассматриваемые
свойства. и вывести ряд новых соотношений между коэффициентами.

5 2. Термодинамика термоупругих свойств
Поясним метод термодинамического исследования на следующем

простом примере. Возьмем кристалл. не обладающий пьезо- или пиро-
электрическими свойствами (этим условиям удовлетворяет кристалл,
имеющий центр симметрии), и рассмотрим его термоупругие свойства.
Нам теперь потребуется лишь нижняя часть диаграммы, изображен-
ной на фиг. 582 и 586; она показана отдельно на фиг. 59, а и 6.

Возьмем в качестве независимых переменных девять компонент
напряжений сд и температуру Т. Тогда состояние кристалла (в част-
ности, компоненты деформаций еіі и энтропия Ѕ) будет опре-
деляться заданием десяти величин еіі и Т. С таким же правом за
независимые переменные можно принять десять величин (сд, Ѕ),
или (си, Ѕ), или (еіі, Т). Ясно, что выбор в качестве независимых
переменных только (Ѕ, Т) (число переменных равно двум) невоз-
можен. Таким образом, мы имеем:

независимые переменные (10) сіі, Т,
зависимые переменные ад, Ѕ и т. д
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в СОО'ГВЄ'ГС'ГВИИ С ЭТИМ, раССМаТрІ/ІВЗЯ ЄДИНИЧНЬІЙ Объем, МЫ МОЖЄМ

ЗЗПИСЗТЬ

упругость расширение
дЕіІ' дв.-агі, 2 (ддт нем +(ї1%)6 ат, (10.9)

пьезокалорнческий
эффект теплоемкость

аз = (53%)7 абы+ (ёхнт. (10.10)

В этих уравнениях применено обычное правило суммирования (см.
гл. І, ё 1, п. 1). Так, первый член в правой части уравнения (10.9)
представляет собой сумму девяти членов

дЕіІ' дЕі] дЕІІ'

(Гала “И= (дтп) “И + (вв) “в+ ' ' -*
здесь дифференцирование по каждой компонента напряжения прово-
дится при постоянных остальных компонентах напряжения

Теплата дефолта ии

Фиг. 59. Отпосящиеся к термоупругим свойствам частн
диаграмм, изображенных на фиг. 58а и 8 .

и постоянной температуре. Символ а, стоящий в качестве индекса при
члене (дед/дтп, означает, что дифференцирование по Т проводится
при всех э,і=сопзі. Так как і и 1' могут принимать значения 1, 2, 3,
то уравнение (10.9) заменяет девять уравнений; в целом уравнения
(10.9) и (10.10) символизируют десять уравнений, каждое из кото-
рых имеет десять членов в правой части.
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Все четыре производные, стоящие в уравнениях (10.9) и (10.10),
имеют конкретный физический смысл. Если в уравнении (10.9) поло-
жить а'Т=0 и сравнить его с уравнением (10.3), то легко видеть,
что (дай/дать. являются изотермическими упругими податливостями,
которые можно обозначить через ЅЁ'Ш; впредь верхний индекс
всегда будет обозначать величину, остаюшуюся постоянной. Полагая
дом-___О и сравнивая с уравнением (10.4), мы видим, что (дед/67"),
являются коэффициентами теплового расширения аіі, измереннымн
при постоянном напряжении. [Нет необходимости ставить индекс а
при а” и писать «Ё1., так как возможный, на первый взгляд, другой
коэффициент (дец/дПЅ оказывается бессмысленным; введение такого
коэффициента означало бы, что каждая компонента еі] есть функция

только двух переменных Т и Ѕ, а не десяти.] Коэффициент
(дЅ/даы)Т измеряет возрастание энтропии, вызванное приложенным
напряжением, при постоянной температуре. Умпоженный на Т, он
характеризует пьезокалорический эффект_тепло, выделяющееся при
изотермическом сжатии кристалла. Величина Т(дЅ/дТ),, определяет
тепло, выделяющееся при изменении температуры, при постоянном
напряжении, т. е. представляет собой теплоемкость С” на единицу
объема при постоянном напряжении (ср. теплоемкость газа при
постоянном давлении).

Вследствие взаимодействия между четырьмя только что описан-
ными эффектами четыре дифференциальных коэффициента в уравне-
ниях (10.9) и (10.10) не независимы. Для нахождения соотношений
между ними рассмотрим энергию системы. Из первого закона термо-
динамики известно, что если кристалл (считаем его объем единич-
ным) поглотит небольшое количество тепла ЛО, а внешние снлы
произведут над ним элементарную работу ЩЖ, то приращение его
внутренней энергии ЛП есть полный дифференциал, записываемый
В ВИДЄ

аи=аш+ао (10.11)
Работа на единицу объема при изменении деформаций на малые

величины сіеі] определяется уравнением (см. гл. \/ІІІ, ё )

Ііш=оіієіеіГ (10.12)

Для обратимого процесса, согласно второму закону термодина-
мики, справедливо уравнение

єЮ=ТаЅ. (10.13)

Поэтому уравнение (10.11) принимает вид

сіи е=аіідеіі+7713 (10.14)
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Вместо функции (1, которая удобна, когда независимыми переменными
являются (ей, Ѕ), мы рассмотрим теперь функцию Ф І), определяемую 2)
уравнением

Ф=Ы-о,іеи-ТЅ. (10.15)
(Член сие” обозначает сумму девяти отдельных членов.) Дифферен-
цирование дает

(їФ = [Н] - о” дед). - ви до” -_ Т сіЅ - Ѕ сіТ,

откуда. используя уравнение (10.14), получаем
тіФ=_є,ітіа,і-Ѕ(1Т. (10.16)

Теперь в уравнении (10.15) для функции Ф все величины
являются функциями параметров а” и Т, которыми, как мы условились.
определяется состояние кристалла. Поэтому Ф также является функ-
цией параметров о” и Т, и из уравнения (10.16) имеем

(Зї),=~єи- (%)а=-Ѕ- (10.17)

Дифференцируя первое из этих уравнений по Т, а второе по о”
(при постоянных Т и всех ад. кроме одного), мы получаем важное
термодинамичесное соотношение

_щддєф =(ЁЁі/_) =(_Ё_Ѕ_) , (10.18)
бидт дТ в дби т

Из уравнений (10.9) и (10.10) видно, что мы установили соотноше-
ние между коэффициентами теплового расширения и коэффициентами,
определяющими пьезокалорический эффект. Этот существенный резуль-
тат термодинамического анализа показывает, что матрицы коэф-
фициентов в правых частях уравнений (10.9) и (10.10) симмет-
ричны.

Уравнения (10.9) и (10.10) применимы независимо от того,
являются ли описываемые ими четыре свойства кристаллов линейными

1) Эту термодинамическую функцию принято называть полным термо-
динамическим потен щитом.- . е е .

2) Так как уравнения (10.11) и (10.18) описывают только изменения (1
и Ѕ, эти величины содержат произвольные постоянные, характеризующие
соответственно внутреннюю энергию и энтропию в некотором фиксированном
начальном состоянии (которое можно определить, задав начальные напряже-
ния и температуру). Однако то состояние, относительно которого следует от-
считывать деформации єіі. еще не задано. Чтобы придать определениость
значениям Ц, Ѕ и еду, будем считать, что фиксированное состояние одинаково
для всех трех величин; в частности, будем считать, что И, Ѕ и єи одновре-
менно обращаются в нуль, ког а кристалл находится в некотором
данном состоянии. Из уравнения (10.15) следует, что при этих условиях Ф
также обращается в иуль.
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или нет. Однако в достаточно малой области изменения переменных
эти свойства всегда будут линейными, поэтому для малых напряже-
ний и малых изменений температуры (т. е. для эффектов первого
порядка) уравнения (10.9) и (10.10) можно проинтегрировать. Это
дает

61; = Ѕіттсы +МАТ.
Аз =Ми 406;- Аг;І1

(10.19)

здесь коэффициенты постоянны (аді считается равным нулю при
от = АТ=0). В двухиндексных обозначениях. описанных в гл. УІІ-ІХ,
уравнения (10.19) можно записать в более краткой форме

а, = 82.0, +<×, АТ,
Са (10.20)

АЅ-аібі+-71-АТ,

здесь авг-матричные элементы уравнения (9.16). Наиболее компактно
эти соотношения записываются при использовании буквенных симво~
лов для обозначения матриц (см. гл. ІХ). Тогда мы получаем

е=$7`с+аа АТ,
10.21

АЅ=а±с+-С;-АТ. ( )

Отметим, что матрица щ (матрица-строка), стоящая во втором
уравненииІ не есть матрица и.

І. Теплота деформации и термические напряжения. Мы рас-
смотрели четыре эффекта, описываемые четырьмя дифференциаль-
ными коэффициентами, стоящими в уравнениях (10.9) и (10.10). Так
как мы условились считать независимыми переменными а” и Т, то
каждый из Этих четырех эффектов характеризуется линией, связы-
вающей величину. стоящую в верхней части фиг. 59, а или 6 с вели»
чиной в нижней ее части. Однако имеются две другие зависимости,
которые можно исследовать: между ей и Ѕ и между ад] и Т. Пер-
вый эффект состоит в выделении тепла (изменение энтропии) при
деформации; для изотермического процесса количество этого тепла
определяется коэффициентом Т (дЅ/дец)т. Второй эффект состоит
в том, что изменение температуры вызывает механические напряжения 1).

1) Некоторые авторы (напримерІ Кэди [24]) считают, что когда кристалл
деформирован за счет пьезоэлектрического э екта или наг
формации вызываются ивнутренним напряжениеш. Чтобы понять, как возни-
кает такое представление, сделаем следующее предположение: пусть свобод-
ный кристалл нагревается так, что он расширяется в определенном напра-
влении. Приложенные напряжения, а следовательно, и напряжения в кристалле
(в соответствии с нашим определением) равны нулю, хотя деформации и не
равны нулю. Можно считать, что это расширение вызывается не изменением
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Эти напряжения в случае зажатого кристалла, т. е. при отсутствии
деформаций, определяются коэффициентами (дзі./д7`)є. Названные эф-
фекты являются сопряженными, и между коэффициентами теплоты
деформации и коэффициентами термического напряжения имеется
соотношение, так же как между коэффициентами теплового расши-
рения и пьезоэлектрическими коэффициентами. Соотношение между
ниии можно получить из выражения для термодинамической функции,
называемой свободной энергией Гельмгольца:

\ІГ:Ы-ТЅ. (10.22)
Дифференцируя это выражение и используя (10.14), получаем

сіЧГ=сц а'ец_ЅсіТ. (10.28)

Условия того, что (ШТ является полным дифференциалом [ср. (10.16)
и (10.18)], имеют вид<ч>=<›~
это и есть искомое термодинамическое соотношение,

Таким образом, схема коэффициентов для свойств, представлен-
ных на фиг. 59, а, имеет такой вид, как показано на фиг. 59, б
(нижние и верхние индексы опущены). Не все коэффициенты неза-
висимы; действительно, для определения всех термоупругих эффектов
первого порядка достаточно трех тензоров: ЅіТІ-т, щ; и С°/Т, входя-
щих в уравнения (10.19).

2. Соотношение между адиабатическими и изотермическими
упругими податливостями. Выражение для разности между упру-
ГИМИ ПОДЗТЛИВОСТЯМИ, ИЗМЄРЄННЫМИ При адИабаТИЧЄСКІ/ІХ И При ИЗО'ГЄрМИ-

ческих условиях, можно получить следующим способом. Исключим

температуры, а некоторым ,,объемным“ напряжением растяжения, хотя такое
напряжение реально не существует. Это фиктивное напряжение, называемое
,,внутренним напряжением", авно по величине и п отивоположно реальному
напряжению (давлению), возникающему при изменении температуры в зажа-
том кристалле. В данной книге мы старались не применять представления
о фиктивных напряжениях. так как с нашей точки зрения оно не является
особенно полезным и приводит скорее к запутыванию вопроса, чем к его вы-
яснению. При однородном напряженном состоянии, рассматриваемом в настоя-
щей главе, напряжения н кристалле непосредственно определяются силами,
приложенными к его поверхности (кроме очень малых электрострикционных
напряжений, вызываемых поверхностными зарядами). Если на кристалл дей-
ствуют силы растяжения, то и напряжения будут напряженнями растяжения,
если действуют сжимающие силы, то возникают сжимающие напряжения;
если же поверхность кристалла свободна, то из условий равновесия следует.
что в нем нет напряжении.

Фиктивное внутреннее напряжение в вышеуказанном смысле, конечно,
совершенно отлично от реальных внутренних напряжений,возникающих в кри-
сталле при неоднородном нагреве или пластической деформации.
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віТ из уравнений (10.9) и (10.10) и положим єіЅІО. Тогда получим
дёіі (дЄіІ/дТ)б (дз/дбддТ айіы

аЕ-Зіі: (Е)Т 5,” _- *_(дї/ЁТҐ* (Ѕ -_ СОПЅЁ).

Разделив это выражение на дат, находим, учитывая соотношение
(10.18).

дєц' дгіі) дгіі) дўы (дТ) .
(дзы')$'_(д;,,, Т:”( дт ( дт ) "дї с; *1025)

Это соотношение Можно записать в форме

ЅЁШ ___ Ѕїт = _ ацаыїё. (10.26)

Поскольку обычно, хотя и не всегда (см. гл. Ш), коэффициенты
теплового расширения положительны, а С5 - величина существенно поч
ложительная, то правая часть соотношения (10.26) обычно отрица-
тельна. Следовательно, адиабатические податливости меньше изотер-
мических. Этот факт можно интерпретировать следующим образом.
При эксперименте в адиабатических условиях приложение напряжения
растяжения вызывает падение температуры, а это приводит к умень-
шению деформации. Тогда полная деформация, возникающая при дан-
ном напряжении` оказывается меньше, чем при измерении в изотер~
мических условиях; соответственно меньше и адиабатическая подат-
ливость.

Аналогичным способом можно найти выражение для разности
между теплоемкостями при постоянной деформации и при постоянном
напряжении, подобное соотношению (10.26).

5 8. Термодинамика тепловых, электрических
и упругих свойств

Термодинамические методы, описанные в предыдущем параграфе,
применимы и к более общему случаю (см. фиг. 58а и 586), когда.
кроме взаимодействия между тепловыми и упругими эффектами, сле-
дует учитывать и электрические эффекты 1).

В качестве независимых переменных ниже мы, как правило, будем
использовать (сді, Еі, Т)-величины, стоящие в вершинах внешнего
треугольника на фиг. 586; єіі, 0,., Ѕ и т. л. будут зависимыми пере-
менными. Такой выбор является удобным, хотя и не единственно
возможным; например, в некоторых случаях более естественно счи-
тать заданными деформации криста.-'1т1ческой решетки, а не напря-
жения. Другие варианты выбора независимых переменных: (еіі, Еі, Т),

1) Дальнейшее обобщение с учетом магнитных эффектов См. в книге
Кэдн [24]. В этом случае треугольная диаграмма, изображенная на фиг. Ь8а
и 586, превращается в тетраэдр.
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(си, Еі, Ѕ) или (о, , Ву, Т) и т. д.; при этом из каждого угла диа-
граммы на фиг. 586 берется по одной величине. В каждом случае
оказывается тринадцать независимых переменных. Если же выбрать
такие величины, как (Еі, 0,, Ѕ), то мы будем иметь только семь
переменных, что невозможно; по этой причине следует избегать
употребления таких не имеющих смысла коэффициентов, как
(деіі/дЕдЬ, 8.

Если в качестве независимых переменных выбрать (ой, ЕІ. Т), то
дифференциалы ец, В, и Ѕ можно записать в виде:

обратный
упругость пьезоэлектрический

эффект расширение
дБ” ( дЄ і,1 дБЦ118,1: (Тагил гаек, + т) Таз, +( дТ ) Еат, (10.27)

прямой пьезо~ диэлектрическая пироэлектрическнй
электрический проницаемость эффект

~<~>+<±>+<~>
пьезокалорический электрокалорический теплоемкостъ

эффект эффект

из= (7%)5 Тао” +(%)а' Таз, + (Ё) Быт. (10.29)

Таким образом, мы имеем 9+З+І= 13 уравнений, в каждом
из которых в правой части содержатся 9+3+1=13 членов. Ка-
ждый из дифференциальных коэффициентов характеризует опреде-
ленный физический эффект, указанный над ним. Как легко видеть,
по главной диагонали в правой части системы (10.27)-(10.29) стоят
коэффициенты, которые характеризуют главные эффекты, осталь-
ные же коэффициенты относятся к сопряженным эффектам. Применяя
тот же способ, что и в ё 2, мы найдем теперь термодинамические
соотношения между коэффициентами приведенных трех уравнений.

Чтобы уравнение (10.12) описывало работу электрических сил при
малом изменении состояния системы, к нему следует добавить еще
один член. В гл. І\/, 5 4, показано, что этим членом является 5140,- 1).
Так как все изменения предполагаются обратимыми, то из первого
и второго законов термодинамики следует

аи=сиаєц+щац+ таз. (10.30)

1) В гл. [У использовалось выражение оЕдаВІ, где о_-объем кристалла;
при этом считалось, что поле должно быть целиком заключено в кристалле.
В ПрИ-ПОЖЄНИИ 6 ВЬІЧИСЛЄНИЯ ПРОВЄДЄНЫ Так, ЧТО ЭТО ОГраНИЧЄНИЄ МОЖЄТ
быть снято.
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Если взять функцию Ф. определяемую уравнением

Ф = Ы _- ацєц -ЕІВІ - ТЅ. (10.81)

то. дифференцируя (10.31) и используя (10.30), получаем
аФ=-єца'ац-Вда'Еі-Ѕаї7`. (10.32)

В уравнении (10.31) все величины в правой части_ являются функ-
циями переменных (си, Ед, Т), определяющих состояние системы.
Следовательно, Ф также является функцией (сд, Ед, Т), и мы можем
записать

аф= ($313, Т ао” + (%)щ Тан,+ (ЁЁ, Вит. (10.33)

Сравнивая коэффициенты в уравнениях (10.32) и (10.33), получаем

(але-ч» (ет-Ву (ага
Продифференцировав первое из этих уравнений по Ей, а второе
по си, после замены индекса і на Іг находим

( д'дФ ) (дед) двд) ат 10 35

дтдЕе тв дЕв ат* дт в,т_ ш. ( ° )

АНЗЛОГИЧНЫМ СПОСОбОМ Получаем

_(д::їт)д=(%є7і1)с,г=(::1)є.г=из (10.36)

_ (ЪЁ'ЁТ) = (35%) Е= (ЁЁ) ,= и. (10.87)
Из этих трех уравнений следует, что матрица коэффициентов,
стоящих в правой части систем уравнений (10.27)-(10.29). симме-
тричиа относительно главной диагонали. В частности, из этих уравне-
ний видно. что:

а) коэффициенты прямого и обратного ньезоэлектрических
эффектов равны друг другу;

6) коэффициенты теплового расширения равны коэффициентам
аьезокалорического эффекта;

в) коэффициенты пироэлектрического эффекта равны коэффи-
циентам электрокалорического эффекта.

Эти равенства отражены на фиг. 586. где около каждой линии,
изображающей определенную зависимость. указан коэффициент, харак-
теризующий эту зависимость (индексы у коэффициентов опущены).
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В интегральной форме Уравнения (10~27)°_(10-29) МОЖНО записатьв виде 1) Е т т Е55] = Ѕіїыбы+ аІгЦЕІг _і' “Й АТ'

оі=аїнба+ 1:; Тгі+ рт. (10.38)
с, ЕАз = «56,7 +рїЕі +27~АГ

В этих уравнениях зі] и Ві должны рассчитываться относительно их
значений при нулевых напряжениях, напряженности поля и начальной
температуре.

Сводка результатов, полученных на основе термодинамт
ческого рассмотрения. Дадим теперь краткий обзор полученных
выше результатов, отбросив все индексы, чтобы отчетливее выступило
основное содержание полученных соотношений. (Очевидно, что при
этом мы проигрываем в строгости, но такова неизбежная цена,
которой мы должны расплачиваться за краткость).

Возьмем о (девять компонент), Е (три компоненты) и Т в качестве
независимых переменных, определяющих термодинамическое состоя-
ние. Тогда е (девять компонент), В (три компоненты) и Ѕ будут
функциями о, Е и Т. Следовательно,

е дв деае=%;ае+їЁаЕ+д_Т~ат,
дБ дБ дБ

дЅ дЅ дЅ

здесь частные производные имеют смысл упругих податливостей,
пьезоэлектрических коэффициентов, коэффициентов теплового рас-
ширения и т. д. Из первого и второго законов термодинамики выте~
кает, что

єіЫ=сс1е+ЕвіВ+Тс1Ѕ (10.40)
Введем функцию

Ф=Ц--се«-ЕВ-~ ТЅ.
Дифференцируя ее и используя уравнение (10.40), получаем

а'Ф=-еє1о-Ва'Е-Ѕ(ІТ. (10.41)

1) Число индексов можно несколько уменьшить, если при термодинами-
ческом исследовании использовать матричные, а не тензорные обозначения.
Тензорные обозначения выбраны потому, что они непосредственно показы-
вают ранг тензора, описывающего свойство, а также потому, что они носят
общий характер и легко мог т быть распространены на тензоры любого
ранга. Наоборот, матричные обозначения неудобны для записи тензоров выше
четтїїтоёозранга, необходимых для описания эффектов второго порядка (си,
ГЛ. , .
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Так как Ф является функцией состояния, то отсюда следует, что
дФ дФ дФ
'дт=_5- 7313:*6' їт=_5- (10-42)

откуда после дифференцирования находим
де дБ ї Ё дБ __ дЅ _ (ю 43)
дв: да* дт: да* дт _Ё'

следовательно, матрица коэффициентов, стоящих в правой части урав-
нений (10.39). симметрична 1). Поэтому прямой и обратный пьезо-
электрические эффекты описываются одними и теми же коэффициен-
ТЗМИ; ЭТО ўКЄ СПРЗВЄДЛИВО ДЛЯ ТЄҐІЛОВОГО раСШИРЄнІ/[Я и ПЬЄЗОКЗЛОРИ-

ческого, пироэлектрического и электрокалорического эффектов.
Уравнения (10.38) теперь можно записать в развернутой форме

с матричными обозначениями:

*31 = $571 Т61 31- 81262 + 51303 + 31404 Ч* 51606 + 51666 _І*

~{- 4151 +612152 + 613153 + ОСЕАТ.
є2 = 51261 + 52'262 ті* 52363 4" Ѕ24.64 “і' 52666 + 52666 +

_і* а12Е1 + а322152 + а3253 4* о12 АТ»
63 = Ѕ1361 + 52362 + 53363 ТР 53464 “1* 53666 + 53666 +

+а'13,51 + а2352 + а3353 + ш3 АТ-

64 = 51461 + 52462+ 53463 *і- 54464 “+- 54666 + 54666 +
*1* [11451 + 032452 _і" а34Е3 + о14 АТ~

86 = 51661 + 52662 + 53663 _і" 54664 + 56666 + 56666 +
+ а'16Е1 + а'26152 + а'3653 + о16 АТ:

Е6 = 51661 + 52662 + 53663+ 54664 + 56666+ 56666 + (10.44)
_і* а1651 + а2652 + а3653 + а“6 АТ:

Ц = 6117161 + 611202 + а1303 + а'1404 + а1606 + 611606 +
+ 7'5111151 +К12Е2 +`^1353+ рї АТ'

Е)2 = [12161 + (12262 +а2363 + а2464 + а2666 + а2666 +
+у~12Е1 +' к22152 + у2353+ Ра АТ.

В3 = а53161 + (13262 + а'3363 + (13464 + а[3666 + 513666 +
+ “1351 _і* *2352 + и3353 +Р3 АТ.

АЅ = 0111561 + 01202 + азсз ~{~ 01464 -І- 0%05 ~{~ 01666 + ріЕ1 +-
Сс, Е

+ 17252 + 17353 _і* т-Т* АТ.

1) Коротко говоря, якобиан матрицы є, В, Ѕ относительно а, Е, Т [мат-
рица коэффициентов в правой части уравнений (1039)] равен взятому со
знаком минус гессиану Ф относительно с, Е, Т и симметричен.
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Для краткости верхние индексы даны только у первых членов в ка-
ждой группе членов правой части. Матрица и определяется уравне-
нием (9.16). В предыдущих главах мы рассматривали по отдельности
формы различных матриц для 32 кристаллографических классов. Эти
результаты сведены вместе в приложении 5, где для каждого кри-
сталлографического класса представлены полные матрицы коэффи-
циентов, стоящих в правой части уравнений (10.44).

Если матрицы в уравнениях (10.44) обозначить просто буквами,
то мы получим следующие компактные уравнения:

г = ьЕ' Тб-І- (1:15 +“ЕАТ'
в ____ дтс+ *0,15 + 10:37", (10.45)

с”-дз= иїс+рїЕ+т7~ АТ*
Нетрудно видеть, что для доказательства термодинамических урав-
нений (10.35)-(10.37) мы использовали по существу такой же метод.
какой применялся для доказательства равенства иц=×д в гл. І\/,
5 4, и равенства Ѕи=$п в гл. \/Ш, ё 3; во всех этих случаях
брались вторые производные от термодинамического потенциала
(Ф, ЧТ и П являются термодинамическими потенциалами) по двум из
независимых переменных и менялся порядок дифференцирования.
Таким образом, для доказательства симметричности относительно
главной диагонали матрицы коэффициентов, стоящих в правой части
уравнений (10.44). достаточно провести такое же рассуждение.

Остается исследовать три прямые зависимости между Ѕ, В и а и
три такие же зависимости между Т, Е и с (см. фиг. 586). Исполь-
зуя соответствующие термодинамические потенциалы, можно найти
следующие соотношения между шестью рассматриваемыми коэффици-
ЄН'ГЗМИІ (нижние-

дВі дбід

(дав, т ”` _ (д-Еї) Т = вата;- (10.47)
(551», Е:_ (Ёдїё) В: 155. (10.48)

Эти три соотношения обозначены на фиг. 586 буквами і. е. І с внеш-
ней стороны большого треугольника и буквами _і, -е и _- І
с внутренней стороны малого треугольника.

Число коэффициентов. стоящих в правой части уравнений (10.44).
достаточно для того. чтобы определить все эффекты первого порядка.
Все другие первые производные [см., например, соотношения (10.46)-
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(10.48)] можно выразить через них. В частности, для пьезоэлектри-
ческого эффекта легко доказать, выписывая частные производные,
что '

_- Е __ Е
(1117? Ё еїїтзітііе' еіііг '_ аіітсіт13%

как при Т= сопзі, так и при Ѕ=сопзї.

5 4. Соотношения между коэффициентами, измеренными
при различных условиях

В 5 2, п. 2 мы уже видели, что упругие податливости, измеренные
при изотермических и адиабатических условиях, различны. Теперь
рассмотрим подобные различия между разными коэффициентами в общем
случае, в том числе и для коэффициентов, описывающих электриче-
ские эффекты (см. фиг. 58а и 586).

Чтобы полностью определить упругие податливости, необходимо
задать не только тепловые условия (которые могут характеризоваться
постоянством Ѕ или 7), но фиксировать и электрические условия: так.
может поддерживаться постоянным поле Е или, наоборот, индукция В.
Аналогично, теплоемкость кристалла определяется как механическими.
так и электрическими условиями, при которых она измеряется; она
зависит от того, как могут изменяться величины Еі, Вд, о” и ей.
Наиболее важными для нас условиями будут следующие.

Т==соп$± (изотермическое изменение). Это условие выполняется,
когда эксперимент проводится настолько медленно, что кристалл все
время находится в равновесии с окружающей средой.

Ѕ=соп5± (адиабатическое изменение). В этом случае кристалл
не должен ни получать, ни отдавать тепло. Такие условия реали-
зуются при упругих колебаниях кристалла. если изменения столь
быстры, что теплообмен между различными частями кристалла
пренебрежимо мал.

=соп$'г. Поле Е будет оставаться равным нулю, если вся по-
верхность кристалла находится под одним и тем же электрическим
потенциалом. Когда Е=0, то говорят, что кристалл электрически
свободен, по аналогии с описанным ниже механически свободным
состоянием.

0=соп$±. Если индукция І) в кристалле постоянна, то 110:
==к0с1Е+єіР=0; следовательно, любое изменение Р за счет пьезо-
электрического или пироэлектрического эффектов должно компен-
сироваться равным и противоположным изменением хоЕ. Такие
условия в общем случае трудно осуществить экспериментально.

Тем не менее поучительно обсудить случай полностью изолиро-
ванной тонкой кристаллической пластинки. Будем рассматривать условия
только в центральной части пластинки вдали от ее краев (фиг. 60, а),
хотя нетрудно распространить качественное рассмотрение и на гра-
ничные участки. Пусть вне кристалла 9:0. Поскольку на границе
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двух сред нормальная компонента В должна сохранять непрерыв-
ность, внутри пластинки могут существовать только компоненты В,
параллельные ее поверхностям (нижняя схема на фиг. 60, а). Наобо-
рот, напряженность поля Е должна быть перпендикулярна поверхно-
сти пластинки вследствие непрерывности на границе ее тангенциаль-
ной компоненты (равной нулю). Поляризация Р будет в общем случае
направлена под некоторым углом к поверхности 1). Соотношение

В

идЕ

Фиг. 60. Расположение векторов хоЕ, Р и В в тонкой изоли-
рованной кристаллической пластинке вдали от ее краев (а), связь

между векторами (6) и влияние изменения Р (в).

между І), Е и Р показано на фиг. 60, б. Из фиг. 60, 6 видно. что
если поляризации Р перпендикулярна поверхностям пластинки, то
индукции В будет равна нулю; при этом Е _деполяризующее поле.
созданное поверхностными поляризационными зарядами, _будет пол-
ностью компенсировать Р (иоЕ=-Р)_ Действительно, только в этом
случае в изолированной пластинке индукция В будет постоянна
(равна нулю)_ Чтобы убедиться, что в общем случае индукция В не
постоянна, рассмотрим влияние малого изменения величины и напра-
вления вектора Р. Векторы І) и яОЕ должны всегда оставаться
соответственно параллельными и перпендикуляриыми поверхностям
пластинки; следовательно, если мы перейдем от конфигурации, изо-
браженной на фиг. 60, 6, к конфигурации, изображеннои на фиг. 60, в,
то векторы В и уоЕ изменят свою величину, но останутся фиксиро-
ванными по направлению. Таким образом, при изменении Р остаются

1) На практике при статических экспериментах на поверхностях кри-
сталла будут оседать компенсирующие заряды и экранировать поляризаци-
ониые заряды. При нашем теоретическом рассмотрении мы полагаем, что
это не имеет места, так как кристалл изолирован очень хорошо. Эффект
экранировки не возникает при динамических экспериментах, при которых Р
меняет свое направление столь часто, что заряды не успевают накопиться.
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неизменными (и равными нулю) только нормальная компонента В
и 'ГаІ-ІГЄІІЦИЗЛЬНЫЄ КОМПОНЄІІТЬІ Е.

Итак, для осуществления условия Е=0 достаточно, чтобы по-
верхность кристалла была эквинотех-щиальной. Вместе с тем, для
выполнения условия 0:0 недостаточно изоляции кристалла. В об-
щем случае в изолированной пластинке больших размеров вдали от
ее краев остаются неизменными нормальная компонента В и танген-
циальные компоненты Е, тогда как условия В=сопЅ± и Е=сопзі
не выполняются. Если выполняется условие 0:0, то говорят, что
кристалл электрически зажит.

с=сопЅ± 1). (Мехиничесни) свободное состояние (оіі = О) можно
приближенно осуществить, укрепив кристалл таким образом, чтобы
деформации могли происходить как можно более свободно.

е=сопз€ 1). Чтобы деформации а” было постоянны, к кристаллу
необходимо приложить такую систему механических напряжений,
которая обеспечивала бы постоянство всех компонент деформации.
Можно считать при этом, что кристалл окружен со всех сторон
средой с бесконечной жесткостью. Когда ей.: 0, то говорят, что кри-
сталл (механически) зао/сот.

І. Главные эффекты. Ниже приводятся уравнения, из которых
видно, как влияют условия измерений на коэффициенты, описывающие
главные эффекты. Первое из этих уравнений уже было получено
в 2, п. 2. Остальные уравнения выводятся аналогично, но при
этом требуются некоторые добавочные преобразования индексов; для
иллюстрации этих преобразований в приложении 7 выведено урав-
нение (10.51). І/Із фиг. 586 можно видеть, что все эти уравнения
должны иметь одинаковую форму. Любое уравнение, включающее
величины, стоящие в соответственных вершинах обоих треугольников,
имеет симметричные аналоги для каждой другой пары величин, зани-
мающих другие соответственные вершины. Таким образом, получив одно
из этих уравнений, можно из рассмотрения фиг. 586 найти осталь-
ные (за исключением индексов).

1) Изотермические и адиибитииеские упругие подитливости
(при постоянном поле)

ТЅЁШ _ ЅІТШ = -- опцииЁ (Е: сопз'г). (10.49)

Правую часть уравнения можно интерпретировать как термоу-
пругую поправку к податливости.

2) Унругие (изотермичес/сие) нодитливости в электрически
зажитом и электрически свободном состояниях

В _ ___..__ с = Ґет, ЦЫ_ от” ишртп (Т сопє'г) (10.00)

(пьезоэлектрическая поправка к податливости).

1 В Выражениях, подобных этому, мы пишем для краткости с и в
ВМЄСТО Оіі И Би.

15 Дж. Над
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8) Дизлектрическая проницаемость в механически зажатом
и механически свободном (изотермических) состояниях

(Т: сопз'г) (10.51)є __ в ..._____мы. 1.”- (і Е
іІгІаМтсІгІтп

(пьезоэпектрическая поправка к диэлектрическои проницаемости).
4) Изотермическая и адиабатическая диэлектрическая про-

ницаемости (при постоянных напряжениях)

~Ѕ ~Т~ і -спО 10Ґ2І'іі`_/'Ц_-'"_рірі СЕ (бы О 5 ( '0)

(пироэлектрическая поправка к диэлектрической проницаемости).
5) Теплоемкость (при постоянных напряжениях) в электриче-

ски зажатом и электрически свободном состояниях
СВ _ СЕ= ~ Трірірії1 (с = сопз'г) (10.53)

(пироэлектрическая поправка к теплоемкости).
6) Теплоемкость (при постоянном попе) в механически

зажатом и свободном состояниях
Св -~С° = ~ Таііоьтсітіт (Е: сопзі) (10.54)

(термоупругая поправка к теплоемкости).
7) Упругие (изотермические) податливости при постоянных

нормальных компонентах индукции. В качестве примера промежу-
точных условии можно рассмотреть изотермические упругие подат-
ливости в электрически изолированной пластинке, длина и ширина
которой велики по сравнению с ее толщиной. Как мы уже видели,
при этих условиях остаются постоянными компонента В, нормальная
к пластинке, и тангенциальные компоненты Е. Если ОхІ-направ-
ление нормали к пластинке, то экспериментальные значения упругих
податливостеи можно записать в виде

де - _
(і) = зїш (Т: сопзі).
дат о., ЕЕ. Ез 1

Я:Можно показать, что коэффициенты зЩи
ШЄНИЯМИ

ЕСВЯЗаІІЫ С ЅЦ.т СООТНО>

а і (і
Ѕїш “_ Ѕівіы = "_Щ (Т: сопзт). (10.55)

*11

2. Сопряженные эффекты. Уравнения, подобные приведенным
в п.1, можно вывести и для коэффициентов, описывающих со-
пряженные эффекты. Все получаемые при этом уравнения также
имеют общую форму, которую легко получить, обратившись опять
к фиг. 586. '
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1) Пироэлектрические и электро/салорические коэффициенты
при постоянных напряжениях и постоянных деформациях
(см. ё 4, П. 4)

р; _- рї = _ аісўётїіаітйп. (10.56)

2) Коэффициенты теплового расширения и пьезокалорические
коэффициенты в электрически зажатом и электрически свобод-
ном состояниях

В__ Е_.__ Т а, Т с г'и” аіі_-. аміры рі. (10.07)

8) Изотермические и адиабатииеекие коэффициенты прямого
и обратного пьезоэлектрических эффектов

` Т
дїів '_ дітл; = "- РЁ її 0%- (10.58)

3. Численные значения коэффициентов. Мы говорим, что сово-
купность величин, характеризующих взаимосвязь между всеми рас-
сматриваемыми ,свойствами кристалла, количественно определена, если
известны значения частных производных-_коэффициентов в урав-
нениях (10.27)--(10.29). Некоторые численные значения были при-
ведены в предыдущих главах. Здесь мы дадим следующую схема-
тическую таблицу, суммирующую порядок величин коэффициентов при
комнатной температуре для неметаллических и несегнетоэлектрических
кристаллов, когда эти коэффициенты не обращаются в нуль из-за
симметрии:

е Е Т с Е Т

Є

В

Ѕ

в а а є кг” зло-12 10*
а в р в 3-10-12 10-10 3-10-в
а р с/т з 10* 3-10* 104.

(Значения даны в рационализированной системе МКЅ.) Эти значения
по необходимости являются весьма приближенными. Здесь не приняты
во внимание ни разброс значений различных компонент каждого
тензора, ни значительные расхождения в величине коэффициентов
у разных кристаллов. [Для сегнетоэлектрических кристаллов (см.
гл. Ш, 5 8) порядок величин некоторых из этих коэффициентов со-
вершенно отличен от приведенных выше; кроме того, некоторые из
коэффициентов обнаруживают заметную зависимость от температуры]

При определении порядка величины можно проводить вычисления
с тензорами так же, как со скалярами. Относительная разность между
адиабатическими и изотермическими упругими податливостями
(ЅЅ:1`3_-ЅТ:1“3)/$Т»Е имеет, согласно уравнению (10.49), величину
порядка аг/(С/Т) э. Это безразмерное отношение характеризует вели-

15*
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чину термоупругого взаимодействия 1); подстанляя приведенные выше
численные значения, находим, что указанное отношение должно быть

-3равно 10 . Значения ряда относительных разностей даны в табл. 11.

ТАБЛИЦАІІ

Относительные разности между значениями коэффициентов,
измеренными при различных условиях

оТІЮСиТЄЛЬНаЯ раЅІЮСТУравнение РаЗПОСТЬ и порядок ее величины

айі є, Е __ т.Е _..-(10.19) 5 Ѕ (СШЅ
ай(10.50) 50» ї _ ЅЕ, Т _
'×.Ѕ

2(10.51) и. Т _и- Т _;і;

(10.52) из. ° _ жд °

(10.53) сд: ° _ сд °

(1054) се» Е _сз Е

(10.56) ре - ра -- 1

(10.51) «В _ «Е її 10”2
(10.58) из _ ат -~,_. 10-2

Как видно из данных, приведенных в последнем столбце таблицы, раз-
ности между коэффициентами, измеренными при различных условиях
являются в общем случае лишь малыми поправками, не превышаю-
щими 1% (впрочем, следует помнить, что эти числа получены как
произведения и отношения коэффициентов, определенных лишь весьма
приближение). Отметим, однако, что относительная разность между
пироэлектрическими эффектами при постоянных напряжениях и дефор-
мациях не является малой величиной; она имеет порядок 100%. Этим
особым положением пироэлектрического эффекта и объясняется то

1) Квадратные корни из отношений, подобных этому, называются коэф-
фициентами термоупругой, электротермической и электромеханической
связи.
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внимание, которое уделено вторичному пироэлектричеству, обсуж-
даемому в следующем пункте. Не следует думать, что мы обращаем
особое внимание на пироэлектрический эффект потому, что он
принципиально отличается от других сопряженных эффектов. Можно
было бы провести аналогичное рассмотрение "вторичного" теплового
расширения, или ,,вторичного“ пьезоэлектричества, если бы это
оправдывалось величиной указанных эффектов.

4. Первичный и вторичный пироэлектрические эффекты. Будем
считать, что Е=соп5±. Так как В:/1(є, Т) и є=/2(а, Т), то
можно записать

ав:(%і:)їає+(%$)єат и ає=(%;)7нс+(ддті)оат;
(индексы опущены, но легко могут быть восстановлены). Подставив
значение а'е из второго уравнения в первое, положив а'а==0 и раз-
делив на (ІТ, получаем

первичный вторичный
эІ ект а 1 е тКдо _ до 'дв де) _(її), _ (її-ГГ(їх (дї/а (Е_ тн). (10.59)

Уравнение (10.59) описывает пироэлектрический эффект при
постоянных напряжениях, т. е. измеренный при условии, что кристалл
может свободно изменять свою
форму. Это уравнение показывает,
что измеренный эффект можно раз-
делить на два, описываемых двумя
членами, стоящими в правой части.
Первый - первичный (или ,,истин-
ный") пироэлектрический эф-
фект,_ задается членом (дБ/671.
Этот член определяет индукцию
(поляризацию), вызываемую изме-
нением температуры, при условии,
чтоформа и объем кристалласохра-
няются фиксированными. Второй
член характеризуетвторачный пи-
розлектрический эффект (или о ц
иложный пироэлектрический эф- физизёёлдївїїёїёьие Ёфзёзщтныи
фект первого рода“): это добавоч- и

Жирная линия иллюстрирует первичныи
ный пироэлектрический эффект, Эфїект (при є=сопщ штриховые_вторнч-
возникающий при свободной де_ ны эффект. вознитсстазщий всвободномкри-

формации кристалла. Легко видеть
из фиг. 61, что вторичный пироэлектрический эффект возникает вслед-
ствие зависимости Т-›е-›В. Таким образом, когда кристалл может

Свободно деформироваться, тепловое расширение вызывает деформацию.
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которая в свою очередь за счет пьезоэлектрической зависимости а-› І)
создает электрическую индукцию.

Выразив (дБ/де)Т в уравнении (10.59) как произведение двух
производных, получаем

первичный вторичный
т ектдо в дїэк до эЁ дЗ Є

(гг),“(ат),+ (ЫАЭЭТЪТХ (Быт) (10-60)
Это уравнение, эквивалентное (10.56), выражает вторичный эффект
через пьезоэлектрические коэффициенты, упругие жесткости и коэф-
фициенты теплового расширения (путь Т-›е-›о-›В на фиг. 61).

Практически вторичный эффект иногда численно превышает пер-
вичный; может даже оказаться, что первичный эффект настолько мал,
что его не удастся обнаружить. Обычно измеряемой величиной яв-
ляется именно (дВ,'дТ)0; чтобы получить из нее (дБ/д Т)Е, нужно знать
пьезоэлектрические и упругие коэффициенты и коэффициенты тепло-
вого расширения. Так как величина (дІЭ/дТ)Е относительно мала, то
небольшая ошибка в определении (дБ/137% может привести к тому,
что первичный эффект будет вообще не замечен 1).

Связь между вторичным пироэлектрическим эффектом и кристал-
лографической симметрией-вопрос, заслуживающий некоторого вни-
мания. Три главных эффекта (см. фиг. 58а и 586) наблюдаются во
всех кристаллах. У всех кристаллов наблюдаются также тепловое рас-
ширение и термоупругие эффекты. Однако пироэлектрический эффект
(первичный и вторичный) и пьезоэлектрический эффект возможны только
у кристаллов, принадлежащих к определенным классам. Далее, сим-
метрия некоторых кристаллов такова, что они могут иметь пьезоэлек-
трические свойства, но не могут иметь пироэлектрических свойств.
Тогда возникает вопрос: что при этом делается с вторичным пиро-
электрическим эффектом, появляющимся благодаря тепловому расши-
рению и пьезоэлектрическому эффекту? Согласно кристаллографиче-
ской симметрии, он не может существовать, хотя при той же сим-
метрии возможно существование теплового расширения и пьезоэлек-
тричества. Примером такого кристалла является а_кварц (класс 32).
Он имеет три оси второго порядка, причем давление вдоль любой
из них вызывает появление пьезоэлектрических зарядов. При нагре-
вании кристалл расширяется так, что вдоль каждой из трех осей
второго порядка возникают равные деформации. Эти деформации
привели бы к появлению пьезоэлектрических зарядов, если бы они
не были направлены под углом І20° друг к другу; в данном же случае
все эффекты взаимно уничтожаются. Следовательно, вторичный пиро-
электрический эффект отсутствует. Можно отметить, между прочим,
что кварц. который в силу своей симметрии не может быть пиро-

1) Дальнейшие подробности см. в книге Кэди [241.
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электриком, не может обнаруживать и вторичного пьезоэлектрического
эффекта, возникающего за счет термоупругого и пироэлектрического
эффектов [уравнение (10.58)].

Такое же рассмотрение применимо к кубическому кристаллу суль-
фида цинка (цинковая обманка, класс 4Зт), имеющему четыре поляр-
ные оси третьего порядка. Этот кристалл является пьезоэлектриком,
но пе пироэлектриком. Наоборот, гексагональная модификация (вюр-
цит, класс бтт), у которой гексагональная ось особенная, является
и пьезоэлектриком, и пироэлектриком.

При рассмотрении всех явлений, с которыми мы имели дело
в настоящей главе, состояние кристалла предполагалось одинаковым
во всех его точках. Третичный пироэлектрический эффект (или
,ложный пироэлектрический эффект второго рода“) практически
представляет собой результат неоднородно напряженного состояния.
Неравномерное нагревание создает градиент температуры, который
за счет теплового расширения вызывает появление неоднородных
напряжений и деформаций. Благодаря пьезоэлектрическому эффекту
эти напряжения и деформации в свою очередь приводят к возникно-
вению поляризации, которую можно ошибочно принять за первичное
или вторичное пироэлектричество (если эксперимент выполнен недо-
статочно тщательно).

РЕЗЮМЕ

На фиг. 58а и 586 представлена связь между тепловыми, элек-
трическими и упругими свойствами кристалла. Если величины, сто-
ящие в трех вершинах внешнего треугольника, принять за независи-
мые переменные, то эффекты первого порядка (линейные) можно
в матричной записи выразить в виде

е с 513,10- +а±ТЕ +цЕАТ,
О:аТ°-+и°› ТЕ+раАТІ (10.45)

СЗ, Е

АЅ=и5<г + РЁЕ+Т АТ'
Члены, расположенные на главной диагонали правой части этой си-
стемы уравнений, описывают главные свойства, а именно упругость,
диэлектрическую проницаемость и теплоемкость. Недиагональные
члены представляют сопряженные эффекты: прямой и обратный
пьезоэлектрические эффекты, тепловое расширение и пьезокалориче-
ский эффект` пироэлектрический и электрокалорический эффекты.
Симметрия полной матрицы коэффициентов, стоящих в правой части
этих уравнений, вытекает из термодинамических соображений, при-
веденных в ё З и суммированных на стр. 220.

Из диаграмм, приведенных на фиг. 58а и 586, видно, что свой-
ства кристалла являются формально симметричными. Так, вычисление
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разности между изотермическими и адиабатическими упругими подат~
ливостями (при постоянном поле) выполняется совершенно аналогично
вычислению разности между теплоемкостями при постоянных напря-
жениях и при постоянных деформациях (при постоянном поле). Вычи-
сление разности между изотермическими диэлектрическими проница-
емостями при постоянных напряжениях и при постоянных деформациях
также производится аналогично. Эти разности выражаются урав-
нениями (10.49)_(10_58). Уравнения (10.49)~(10.б4) выражают
соответственно термоупругие и пьезоэлектрические поправки к упру~
гим податливостям, пьезоэлектрические и пироэлектрические поправки
к диэлектрической проницаемости, пироэлектрические и термоупругие
поправки к теплоемкости. Уравнения (10.56)_(10.58) описывают вто-
ричный пироэлектрический эффект, возникающий за счет теплового
расширения и пьевоэлектрического эффекта, вторичное тепловое рас-
ширение, возникающее благодаря пироэлектрическому и пьезоэлектри-
ческому эффектам, и вторичный пьезоэлектрический эффект, возни-
кающий из-за пьезокалорического и пироэлектрического эффектов.

`Эти вторичные эффекты обычно составляют 1% или меньше от
основного эффекта. Однако вторичный пироэлектрический эффект не
является малым эффектом и обусловливает основную часть обычно
наблюдаемых пироэлектрических явлений.

ЗАДАЧИ

дТ дс'і] дЄі] ( дТ
1. Доказать, что (Защ: (їх и что (Ж) __ __ ки);

О



Часть ІІІ

свойствА, хАРАктЕРиЗь/Ющив
процессы пврвносА

Гл.ХІ и ХІІ посвящены трем свойствам кристаллов, также опи-
сываемым тензорами: теплопроводности, электропроводности и тер-
моэлеитрическим свойствам. Так как эти свойства связаны с про-
цессами переноса и термодинамически необратимыми явлениями,
они не укладываются в схему обратимых эффектов, данную в гл, Х.
Поэтому более удобно и логично рассмотреть их теперь отдельно.
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ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ
И ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТЬ

5 1. 'Гензоры коэффициентов теплопроводности
и теплового сопротивления

1) Теплопроводность. Если между различными частями тела под-
держивается разность температур, то в общем случае между ними
происходит перенос тепла путем теплопроводности. Если 111, 112,
пз-количества тепла, протекающего в единицу времени через еди-
ничные площадки, перпендикулярные соответственно ОхІ, Ох2 и Оха,
то, как легко показать, 121, Л2, ИЗ являются компонентами вектора И
(в смысле определения, данного в гл. І, 5 3). Вектор [1 лежит
в направлении потока тепла, и если единичная площадка перпенди-
кулярна Іг, то скорость теплового потока через нее есть Іг. В изо-
тропном теле процесс переноса тепла путем теплопроводности
подчиняется закону

В:-Іг8та(17`, (11.1)
где Іе-положительный коэффициент, называемый коэффициентом
теплопроводности. Таким образом, перенос тепла происходит в на-
правлении наибольшего перепада температур, причем скорость потока
прямо пропорциональна градиенту температуры. В индексном обозна-
чении мы можем записать

дТп-=~Іа~_. 11.2
І дхі ( )

В кристалле вектор І: в общем случае не параллелен Єгасі Т, и
уравнение (11.2) заменяется на

щ:_ь (мыіідТСҐ
Каждая компонента 11 зависит теперь от всех трех компонент гра-
диента температуры, а не от одной из них, как в случае изотроп-
ной среды. Так как коэффициенты [зі] связывают два вектора, то
они образуют тензор второго ранга называемый тензором коэф-
фициентов теплопроводности. Каждый из коэффициентов Ігц имеет
определенный физический смысл. Например, если единичный градиент
температуры направлен вдоль Охг, то тепловой поток 1) вдоль этой

1) В подобном контексте мы будем всегда под тепловым потоком под-
разумевать количество тепла, протекающего за единицу времени через еди-
ницу пове хности, перпендикулярной направлению потвка, т. е. скорость
потока через единичную поперечную площадку.
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оси равен-Ёп, а два поперечных потока, параллельных Ох1 и Оха,
равны соответственно -Іе12 и _Іез2.

Можно доказать (это будет обсуждаться в 5 5 и 6), что

Поэтому [їгіі] является симметричным тензором и может быть
записан в. виде

*7311 Ёп ,гы
,ета ,дав ,газ ,

“дат дав ігзз_
или, при приведении к главным осям, в виде

"Ігі 0 О"
0 Іег 0 .
0 0 Іе3_

Когда тензор Пей] приведен к главным осям, уравнения (11.3)
принимают простую форму:

дт _ дт _ дт[ту-___!ггдїа, п2_--Іг2-дх_2, пз_-іезд~хз. (11.5)

Характеристическая поверхность второго порядка для коэффи-
циентов теплопроводности описывается уравнением

КОТОРОЄ При ПерЄХОДЄ К Главным ОСЯМ Принимает ВИД

,2 ,2 ,2 ___в1и1+в2а2+взаз _ 1. (11.7)
Экспериментальные значения Ігі, 122 и Ігз всегда положительны, и
поэтому уравнение (11.7) описывает эллипсоид~характеристиче-
ский эллипсоид коэффициентов теплопроводности. Его форма
и ориентация должны согласовываться с симметрией кристалла (см.
гл. І, ё 5, п. 1). Некоторые численные значения коэффициентов
теплопроводности приведены в табл. 12.

Тепловое сопротивление. Если три уравнения (11.3) Разре-
шить относительно дТ/дхі, то получим

Тїх~і=--ті1пі, (11.8)

где гіі-функции Іеіі. Коэффициенты гіі связывают два вектора и
поэтому образуют тензор второго ранга, так называемый тензор
коэффициентов теплового сопротивления. Если этот тензор запи-
сать в виде матрицы (г=гц), то последняя, очевидно, будет обрат~
ной матрице коэффициентов теплопроводности к=(віі) (см. гл. ІХ,
5 4, п. 2):

г=к*1. (11.9)
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ТАБЛИЦА12

Коэффициенты теплопроводности кристаллов*

Кристалл Система темпїёатура' й., Ё, *3* Йа

Кварц Тригональная 30 6,5 11,8
Кальцит ,, 30 4,18 4,98
Висмут ,, 18 9,24 6,65
Графит Гексагональиая 30 355 89
Алюминий Кубическая 30 208
Медь ,, 0 410

* В таблице указаны значения главных коэффициентов теплопроводности в еди-
ницах системы МКЅ [джІм-сеюград]` Данные взяты из та лиц 54 _

Н Для всех приведенных в таблице кристаллов Іг,=!а_,; но это, конечно, не спра-
ведливо для оптически двуосных кристаллов.

.

Едва ли необходимо отмечать, что компоненты [тд-1 по отдельности
в общем случае не являются просто обратными величинами соответ-
ствующих компонент [ду/1. Так, например,

ї12 т (ІгшҐІ-
Коэффициенты 1212 и га определяются при совершенно различных
экспериментах. Коэффициент Іе12 находится при измерении компо-
ненты теплового потока вдоль х1, когда градиент температуры на-
правлен вдоль х2, т. е.

дТ=_Іг и.,11 12 дх2

Наоборот, г12 определяется из эксперимента, в котором измеряется
компонента градиепта температуры вдоль хп когда полный тепло-
вой поток направлен вдоль х2, т. е.

дТ
щ=_ їдгііг.

Так как Ігіі: то из соотношенияіг»
1Ґ _(-1›+1±ч,-

у 'ди/І

где Аи_детерминант, получаемый из |Ігіі| вычеркивапием 1-й строки
и ]'~г0 столбца (см. гл. ІХ, 5 4, п. 2), легко получить, что

ги=їд. (11.10)
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Когда симметричный тензор [гіі] приведен к главным осям (они
совпадают с главными осями тепзора коэффициентов теплопровод-
ности), то уравнения (11.8) принимают простую форму

дТ дТ__=_ [1 _:-ыїітч _~=_г11,
дх] г! 1, дхг 2 2 дХЗ 3 3

Откуда ПОЛУЧЯЮТСЯ СООТНОШЄПИЯ

Ґ 2 _- , Ґ :_ , Ґ 2 __- _1 [а] 2 ігг 3 ,га

Характеристический эллипсоид коэффициентов теплового сопротив-
ления при приведении к главным осям описывается уравнением

їїхї + г2хё + гзхё = .

Легко видеть, что длины полуосей этого эллипсоида обратно про-
порциональны длинам полуосей характеристического эллипсоида коэф-
фициентов теплопроводности.

5 2. Два частных случая стационарного теплового потока

Поучительно рассмотреть геометрические условия для двух частных
случаев стационарного теплового потока. Поток тепла является ста-
ционарным в том случае, когда величина потока и температура
в любой точке не изменяются со временем.

1) Тепловой поток через плоскую пластинку. Пусть поверх-
ности плоско-параллельной кристаллической пластинки находятся
в контакте с двумя хорошими проводниками тепла (фиг. 62, а)
и имеют разную температуру.

Положим, что длина и ширина кристаллической пластинки значи-
ТЄЛЬНО бОЛЬШЄ ее ТОЛЩИНЫ; 'ГОГДа, ЄСЛИ Не уЧІ/ІТЫВЗТЬ КраЄВЫХ

эффектов, изотермические поверхности в кристалле должны быть
параллельны поверхностям пластинки. Следовательно, градиент темпе-
ратуры должен быть направлен перпендикулярно поверхностям
пластинки, а тепловой поток в общем случае будет иметь некоторое
другое направление.

На фиг. 62, б и в показано (для двумерпого случая) расположение
векторов І: и _ЕгаоТ соответственно относительно эллипсоида
коэффициентов теплового сопротивления и эллипсоида коэффициентов
теплопроводности. Легко убедиться, что эта картина аналогична той,
которая имела место для анизотропного диэлектрика, помещенного
между двумя проводящими плоскими электродами, и была изображена
на фиг. 24.

Прежде чем выразить результат аналитически, отметим следую-
щее обс"ояте.=н.ство. Так как в рассматриваемом нами случае предопре-
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делается направление агагі Т, а не Іг, то удобнее оперировать
с коэффициентами теплопроводности, а не с коэффициентами тепло-
вого сопротивления; поэтому мы запишем

ЦТ аїТ ліТ
1 11 хІ т 112 12 дхз» 113 зъ дхз

(здесь принято, что направление х1 перпендикулярно поверхностям
пластинки). Скорость теплового потока через пластинку задается

б 6

Фиг. 62. Поток тепла через плоскопараллельную пластинку,
НЗХОДЯЩУЮСЯ МЄЖ'ІУ ДВУМЯ ХОрОШИМИ ПРОВОДНИКЗМИ ТЄПЛа.

хеме представлена ориентация векторов _дгаё Ти п но отношению
к пластинке (а), эллипсоиду коэффициентов теплового сопротивления (6) и эл-

липсоиду коэффициентов теплопроводности (а).

теперь не через іг, а компонентой 11,1. Компоненты 112 и 11.3 характе-
ризуют поперечные тепловые потоки (ниже мы рассмотрим, какие
значения имеют 112 и 11,3 на границах). Следовательно, Ігп является

наиболее легко измеримой величиной. На фиг. 62,3 величина І/І/Ёг-І:
представлена как длина радиуса-вектора в направлении х1.

2) Тепловой поток вдоль длинного стержня. Пусть образец
в форме длинного стержня, изображенного на фиг. 63,а, вырезан
из того же кристалла и ориентирован так же, как пластинка, показан-
ная на фиг. 62,а. Пусть между торцами этого стержня поддер-
живается разность температур, причем предполагается, что тепло-
проводность кристалла значительно превышает теплопроводность
окружающей среды. Тогда направление теплового потока должно
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быть параллельно оси стержня. Следовательно, градиент темпера-
туры будет направлен под некоторым углом к оси. Ориентация І:
и -ЕтаєіТ относительно эллипсоидов коэффициентов теплового сопро-
тивления и теплопроводности дана для этого случая на фиг. 63,6 и в.

Ф нг. 63. Поток тепла вдоль длинного стержня.
На схемах представлена ориентация векторов - гад Т и п по отношению
к стержню (а), эллипсоипу коэффициентов теплового сопротивления (б)

н эллинсоиду коэффициентов теплопроводности (в).

Так как на этот раз предопределено направление І: (параллель-
ное хІ), то теперь удобнее оперировать с коэффициентами тепло-
вого сопротивления. Поэтому мы можем написать

дт *щ_

На этот раз наиболее легко измеримой величиной является градиент тем-
пературы вдоль длины стержня, дТ/дхг Он связан с тепловым потоком
вдоль стержня коэффициентом гы. Величина І/І/Ґ11 есть длина радиуса-
вектора в направлении хІ, как показано на фиг. 63,6.

8) Краевыг эффекты. На краях пластинки, изображенной на
фиг. 62, а, тепловой поток должен быть параллелен х1; это в свою
очередь означает, что изотермические поверхности уже не будут
параллельны главным поверхностям пластинки. Фактическая ориента-
ция 11 и дгасїТ в точке А на фиг. 62,а и в подобных точках
будет такой же, как показано на фиг. 63. Точки В и С являются
особыми. Таким образом, в областях, ограниченных на фиг. 62,11
штриховыми линиями, будут наблюдаться краевые эффекты.

Поскольку концы стержня, изображенного на фиг. 63,41, прямо-
угольны и прилегают к хорошим проводникам тепла (как это
показано на фигуре), здесь также будут иметь место краевые эффекты.

дТ
_” 711,11» з _ гиг/71» щ= Н* гзтпг

дт
їхї
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Изотермические поверхности у торцов стержня будут при этом пер-
пендикулярны оси стержня; соответственно направление п будет таким,
как показано на фиг. 62,41. Краевые эффекты можно устранить,
если придать краям пластинки на фиг. 62,11 такую форму, чтобы они
были параллельны направлению І: в центре пластинки, а концы стержня
(фиг. 63,а) сделать параллельными изотермам в центральной части
стержня.

4) Общие замечания. Два рассмотренных нами случая лежат
в основе большинства методов измерения коэффициентов теплопровод-
ности кристалла. Когда мы имеем плоскопараллельную пластинку,
то наиболее легко измеримой величиной является, очевидно, Іецщкоэф-
фициент теплопроводности в направлении нормали к пластинке, тогда
как в случае стержня такой величиной является гп-коэффициент
теплового сопротивления стержня. Это положение аналогично встре-
чавшемуся уже при рассмотрении упругости: прикладывая известные
напряжения, мы измеряем податливость; задавая деформации, мы
измеряем жесткость.

Главные коэффициенты теплопроводности и теплового сопротивле-
ния и ориентацию их главных осей можно определить по данным,
полученным в результате измерений в различных направлениях. 'Гакое
вычисление проводится по существу так же, как для любого другого
свойства, описываемого тензором второго ранга; некоторые примеры
были даны на стр. 130 и в гл. ІХ, ё 7.

5 8. Общий случай стационарного теплового потока
Рассмотрим теперь общие уравнения, описывающие перенос тепла

путем теплопроводности в кристалле в случае стационарного состоя-
ния. Предположим для общности, что по всему кристаллу непрерывно
распределены источники и поглотители тепла, причем суммарная ско-
рость выделения тепла в единичном объеме кристалла равна 11.
Величинар может быть как положительной, так и отрицательной.
В стационарном состоянии разность между количествами тепла, вте-
кающего в любой объем и уходящего из него, равна количеству
тепла, создаваемого в этом объеме. Следовательно, мы можем запи-
сать уравнение сохранения

. __ ' дп! ___ '
он! 11 _ (1, или Гхі _~ 11.

Подставляя значение И, из уравнения (11.3), получаем
датвцщ=_г1. (11.11)

Это дифференциальное уравнение для температуры Т по форме иден~
тично уравнению для электрического потенциала ср в кристалле
с непрерывно распределенными объемными зарядами [см. (4.17)].

16 Дж. Н ай
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Используя тот` факт, что Іеі =Іе1і, и ўпереходя к главным осям
тензора [Ёііъ мы получаем для Т уравнение

дЅТ д'ІЪТ дЗТ -Ё --,- Ґг із , =- . 11.121 дхї + 2 дх: + 3 дхё Ч ( )

Общая задача формулируется следующим образом: зная значе-
ния температуры на границах и распределение источников тепла
в кристалле (если они имеются), нужно решить уравнение (11.12) и,
таким образом, найти распределение температуры внутри кристалла.

Если среда изотронна и имеет коэффициент теплопроводности Іе,
то уравнение (11.12) упрощается и принимает вид

Ё(д2т+д2т _,Г_д2т)=_д (МАЗ)
2 2 2дх1 дх2 дх3

(уравнение Пуассона). Для многих различных краевых условий и
распределении источников решения этого уравнения известны (напри-
мер, из электростатики). Теперь мы опишем простую подстановку,
посредством которой можно получить решение любой задачи о ста-
ционарном потоке тепла в кристалле из решения соответствующей
задачи для изотроппой среды.

Преобразуем уравнение (11.12) с помощью подстановок

х, = (ь1в2ва)*'/" ЫЙХІ, ха= (МЖЗҐІН ь'г/*ХЪ
м=тмющтге

Это преобразование можно представить как однородную деформацию.
Однако объем малого элемента при этом преобразовании остается
фиксированным, так как

єіХ1 сіХ2 сіХЗ =- сіх1 дхг дхз,

(11.14)

поэтому мощность источников 11 на единицу объема не изменяется.
В результате такой подстановки уравнение (11.12) переходит в

1 д'дТ д'дТ дЗТ -щнюа( )=_а2 +_Т 2дх1 дх.а дхз
Но это уравнение является уравнением распределения температуры,
создаваемого источниками о в изотропной среде с коэффициентом

1.
теплопроводности, равным (Іє1 122 Іг3)/“.

Используя полученный результат, можно предложить следую-
щий способ решения задачи для апизотропной среды. Начнем с реше-
ния соответствующей задачи о теплопроводности изотропцой среды

І гс коэффициентом теплопроводности (іе1 Ігг Ігз)/“. Гаким образом, мы
получим некоторую картину распределения воображаемых источни-
ков, границ, изотерм и линий теплового потока. Затем нсказим
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картину согласно нреобразованию (11.14). Тогда мы получим новое
распределение, соответствующее решению задачи для анизотропной
среды с коэффициентами теплопроводности ІеІ, Іег, Іез. При этом мы
ставим условие, что мощность источников и температура, соответ-
ствующая определенным изотермам, не изменяются.

Теперь необходимо убедиться в законности такой процедуры.
Справедливость этого преобразования для изотерм следует из всего
вышеизложенного. Применимость же этого преобразования для век-
торов теплового потока требует дополнительного обоснования. Легко
доказать, что если в задаче для изотропной среды Ні, На,
НЗ-компоненты теплового потока в точке ХІ, Х2, Ха, и если в со-
ответствующей задаче для анизотропной среды 11.1, 112, Ігз »_ компоненты
теплового потока в точке хІ, х2. хз, то

_Іі_ Х1 и т
Н1 __ Х] І Д.

Таким образом, компоненты теплового потока преобразуются подобно
координатам, что и требовалось доказать. Заметим, что этот резуль-
тат неприменим к векторам градиента температуры, так как они
в обоих случаях перпендикулярны изотермам.

Процесс преобразования иллюстрируется примером, приведенным
ниже.

І. Тепловой поток от точечного источника. Описанный выше
метод можно применить для нахождения распределения температуры
вокруг точечного источника кг,
тепла, находящегося в беско- ,даёт д
нечно протяженном кри-
сталле. Предварительно за- Ь
метим, что форму изотерми-
ческих поверхностей в этой
задаче можно получить
непосредственно` используя
свойства радиуса-вектора и
нормали характеристической
поверхности. Забегая вперед,
укажем, что тепло от точеч- Ф иг. 64. Пример изотермнческой поверх-
ного источника распростра- НОСТИ ВОКруГ ТОЧЄЧНОГО иСТОЧНиКа Тепла
Няется по прямым линиям в бесконечном кристалле.

(см. ё в); следовательно. Ігназазрїгаа;агентаденежная:
если построить эллипсоид
коэффициентов теплового
сопротивления с центром в этой точке (фиг. 64), то радиус-вектор
всегда лежит в направлении 12, а внешняя нормаль к поверхности
эллипсоида в конце радиуса-вектора дает направление _Шасі'і'. По-
этому сам эллипсоид подобен изотермической поверхности. Изотер-

~угад Т
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мические поверхности вокруг точечного источника тепла в беско-
нечно протяженном кристалле по форме и ориентации всегда
подобны эллипсоиду коэффициентов теплового сопротивления
кристалла.

Переходя теперь к нахождению распределения температур, начнем
с решения соответствующей задачи для изотропнои среды. Пусть
точечный источник тепла помещен в начале координат и выделяет
в единицу времени количество тепла (2. Во всех точках среды, за
исключением начала координат, (1:0, поэтому из уравнения (11.13),
используя Х, Х2, Х3 вместо х1, х2, хз, получаем

дат дат дать = 0дХї дхё + дХЁ
(уравнение Лапласа). Как известно (и как легко проверить), решение
этого уравнения записывается в виде

, Аг=7ї+тш (11.15)
І

где А _ константа, 12=(Хї+ ХЁ+ ХЁ),Я и ТОО-“температура вдали
от источника. Выбор такого вида решения объясняется тем, что изо-
термические поверхности являются сферами. Согласно уравнению
(11.15), в начале координат Т обращается в бесконечность, однако
эту трудность легко избежать, предположив, что тепло распростра-
няется не от точечного, а от малого, но конечного сферического
ИСТОЧНИКЕІ.

Значение А можно определить, вычисляя скорость теплового потока
через сферу радиусом 12 и приравнивая ее О. Таким образом,
радиальный градиент температуры равен _А/Кг, поэтому тепловой
поток через единицу поверхности равен ІгА/Кг, и, следовательно,

ІгА -___ 2_.__КЗ 41:13 __О.
Отсюда

__ О _
А__4_п~й 1.

Подставляя это значение А в уравнение (11.15), получаем следующее
выражение для распределения температуры в изотропном случае:

' _1 а 2 2. -'/т-т =%в (Хныачгх3 ї
Переход к анизотропному случаю осуществляем так, как это было

описано в ё 3. Выбирая Охд, Оха, Охз в качестве главных осей,
нолагаем

1/ .Ё :(Ё1Ё2Ёа) в.
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делая подстановку (11.14), получаем
_ о о 9 _'ІчІ _,2 хи х* х-г-тоо:%<1г,ь2лз) '(їїї+,г-:+7гі:) , (11.16)

что и является искомым распределением.
Очевидно, что вдоль любого выбранного радиуса разность (Т_`- ТОО)

падает обратно пропорционально расстоянию от источника. Нетрудно
видеть также, что наше предварительное утверждение относительно
формы изотермических поверхностей подтверждается, так как сфери-
ческие изотермические поверхности, имеющие место для изотропного
случая, искажаются в эллипсоид, подобный эллипсоиду коэффициентов
теплового сопротивления. Отметим также, что в соответствии со ска-
занным в конце ё 3, линии теплового потока остаются прямыми,
тогда как линии максимального градиента температуры искажаются.

5 4. Электропроводность

Формальное рассмотрение процесса переноса электричества в анизо-
тропных кристаллах аналогично проведенному рассмотрению переноса
тепла путем теплопроводности. Основным уравнением является обоб-
щенный закон Ома:

. д1,=_с,,ъхі;е=сі,,5,г, (11.17)

где `ід--плотность тока, си,--тензор удельной электропроводности,
(р-потенциал и Ед-напряженность электрического поля. Вместе
с тем, используя тензор удельного электрического сопротивления рт,
можно выразить компоненты напряженности поля через компоненты
плотности тока в виде ~

Еі=Риг1чг (11-18)

Матрица удельного электрического сопротивления обратна матрице
удельной электропроводности. Численные значения удельного электри-
ческого сопротивления некоторых металлических кристаллов приве-
дены в табл. 13.

Скорость выделения джоулева тепла в проводнике выражается
скалярным произведением плотности тока и напряженности поля.
Следовательно, количество тепла, выделяющегося в единице объема
кристалла в единицу времени, равно

іі51==9т1`±1`1г ЅРР. (11-19)
ГДЄ _і_ПЛОТІіОСТЬ Тока, а р-уДЄЛЫІОС СОПрО'П/ІВЛЄНИЄ В Направле-

НИИ ТОКа.



246 Гл. ХІ. Теплопроводность и злектропроводность

ТАБЛИЦАІЗ

Удельные электрические сопротивления металлических
кристаллов при 20 С*

Кристалл Система Ри 921
10-8 ом-м

Ра,
10"8 ом-м

Олово
Висмут
Кадмий
Цинк
Вольфрам
Медь

Тетрагональная
Тригональная
Гексагональная

›,
Кубическая

я

9,9
109

6,80
5,91

14,3
138

8,30
6,13

5,48
1,51

* Данные взяты из таблиц [54].

ё б. О симметричности тензора [Ігіі] 1)
Обсуждая явление переноса тепла в анизотропном кристалле, мы

считали справедливым соотношение
(11.4)

Однако законность этого предположения совершенно не очевидна.
Из него следует, например, что если градиент температуры в напра-
влении х1 вызывает некоторый тепловой поток в направлении хг
(определяемый коэффициентом Ієщ), то тот же самый градиент тем-
пературы, направленный по х2, будет вызывать тепловой поток (опре-
деляемый коэффициентом Іє12) точно такой же величины в направле-
нии хІ. Чтобы уяснить содержание рассматриваемого предположения,
полезно сначала определить, к каким следствиям привело бы невы-
полнение соотношения (11.4).

начала разложим тензор [Ісіі] на симметричную и антисиммстрич-
ную части (см. стр. 122). Затем повернем оси координат до совпа-
дения с главными осями симметричной части тензора. Вторая часть
при преобразовании осей координат остается антисимметричной (см.
гл. І, ё 3, п. 2). В итоге тензор принимает вид

и ,ап 0 о _ т 0 1212 _Ёш _ _ Іе11 1312 -їгзт __
О ,322 0 + _Ґча 0 1323 = '_Ґгтг 'ааа ,газ .

- О О Ёзз.. _ 1331 “Ёгз 0 __ _ [авт _Ёаа Ёзз._

Если кристалл обладает симметрией то, очевидно, на компоненты
тензора будут налагаться определенные ограничения. В качестве

1) 5 5 и 6 настоящей главы являются более трудными и могут быть
опущены при первом чтении.
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примера возьмем кристалл, имеющий ось (поворотную или инверсион-
ную) второго, третьего, четвертого или шестого порядков; пусть эта
ось параллельна оси хз. Если градиент температуры направлен
вдоль хз, то в силу симметрии тепловой поток также должен быть
параллелен хз. Поэтому

и тензор упрощается, принимая вид
Ёп ,ггг О

_ігш [ггг 0 (11.20)
о о в33_

Из рассмотрения симметрии очевидно также, что наличие оси (пово-
ротной или инверсионпой) третьего, четвертого или шестого порядков
обеспечивает выполнение соот-
ношения Іе11=1є22; следова-
тельно, при этих условиях мы
имеем '

гс2

Ёп [Из 0
_Ігш ,611 0 . (11.21)

0 0 1833 _

Можно доказать непосред-
ственно, что тензор, имеющий
такую форму, не изменяется при
любом повороте системы коор-
динат вокруг оси хз.

Если в кристалле присут-
ствуют плоскости симметрии,
параллельные хз, то легко до-
казать* что налагается дат” Фи г. 65. Схема, показывающая, что при
нейшее ограничение Ігц-ЧЬ Ієд распространение тепла будет

Ё12:0. (11.22) ПРОИСХОДИТЬ ПО СПИраЛІ/І.

Теперь представим себе круглую пластинку (фиг. 65) из кристалла,
принадлежащего к классу, для которого тензор [Ігіі] имеет форму
(11.21); пластинка вырезана перпендикулярно главной оси симмет-
рии х3 и нагревается в центре О. Чтобы температура по всему пери-
метру пластинки была одинаковой, поместим пластинку в круглый
ящик из хорошо проводящего тепло материала. Как мы только что
убедились, в рассматриваемом случае тензор коэффициентов тепло-
проводности. а следовательно, и уравнения, описывающие перенос
тепла, имеют круговуто симметрито относительно оси хз. Форма и
расположение пластинки при опыте таковы, что здесь сохраняется
та же Симметрия. Отсюда следует, что изотермы на плоской поверх~
ности пластинки представляют собой окружности.
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В ТОЧКЄ Р На ОСИ 261 ТЄПДОВЫЄ ПОТОКИ ОПИСЫВЁГОТСЯ ВЬІРЗЪКЄНИЯМИ

Т
Ит:_“}дпЗ_ї1› п2=_Ё21%СТ=Ё12“З_;Ч ,13:0-

Следовательно, і: составляет с Ох1 угол 0, определяемый соотно-
шением

1 11

Вследствие круговой симметрии, направление 11 должно составлять
с радиусом-вектором в любой точке пластинки тот же самый угол.
Поэтому тепло должно распространяться по раскручиватощейся спи-
рали с постоянным наклоном касательной относительно радиуса-
вектора.

Был преднринят ряд попыток обнаружить такое пспиралеобразноеи
распространение тепла в кристаллах, но все они закончились неуда-
чей (Сорет, 1893, 1894 гг. [84, 851; Фойгт, 1903 г. [92]). В связи
с`этим авторами было сделано Общее заключение, что по крайней
мере в пределах ошибок эксперимента распространение тепла от
изолированного точечного источника происходит по прямым линиям
и что соотношение (11.4) выполняется.

5 6. Термодинамическое рассмотрение. Принцип Онзагера
При установлении симметричности таких тензоров, как тензоры

диэлектрической и магнитной проницаемости и упругой жесткости,
нам не приходилось непосредственно прибегать к экспериментальным
данным. В симметричности этих тензоров мы убеждались, записывал
выражение для энергии кристалла (точнее, ее изменения) в виде функ-
ции электрического и магнитного полей и компонент деформаций. При
этом мы использовали то обстоятельство, что энергия являлась функ-
цией только этих переменных (при условии, что они не были слишком
велики). В данном случае такой способ неприменим; действительно,
здесь нельзя написать подобное выражение для энергии, поскольку
мы имеем дело с существенно отличным типом свойства кристаллов.
Выше при рассмотрении других свойств мы считали, что кристалл
находится в равновесном состоянии; например, при описании упругих
свойств кристалла мы осуществляли деформацию кристалла так, что
он сколь угодно медленно переходил из одного состояния равновесия
в другое. На языке термодинамики это означает, что изменения были
обратимы. Наоборот, процесс переноса тепла путем теплопроводности
нельзя описывать, считая, что кристалл находится в равновесном
состоянии. Тепло протекает через кристалл с конечной скоростью,
и законы термодинамики обратимых процессов в этом случае непри-
менимы. При этом кристалл может находиться в стационарном состоя-
нии, т. е. в состоянии, не изменяющемся со временем, но это состояние
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нельзя считать равновесным, потому что системы, с которыми кри-
сталл взаимодействует (тепловые источники или, если тепло создается
за счет электрической энергии, электрические батареи и т. д.), испыты-
вают непрерывные изменения. Термодинамнческая теория, применимая
к этому случаю, была впервые сформулирована Онзагером 1) [72, 73]
в 1931 г. Старую термодинамику более точно следует называть
птермостатикой" в противоположность теории Онзагера, являющейся
по существу термодинами/сой необратимых процессов.

Теперь мы рассмотрим так называемый принцип Онзагерап
общий принцип, приложимый ко всем явлениям переноса, к которым
можно отнести и передачу тепла путем теплопроводности, и перенос
электрических зарядов, и перенос вещества путем диффузии.

Уравнение` описывающее электрический ток в изотропном Мате-
риале,

_1' =-с5га(1<р,
можно записать в виде

11=Ь1Хр (11.23)
где ]1=_і и Х1=-3га(1<р. Вектор 1'1 представляет собой поток
(заряда), а Х1-силу. Аналогично, поток тепла пропорционален
силе, согласно уравнению

із = 142Х2- (11-24)

где вектор _1'2 есть плотность теплового потока, ранее обозначавшаяся
через 11, а сила Х2=--(1/Т) Етао Т. Причина введения множителя 1/Т
будет разъяснена позднее (Т-абсолютная температура).

Уравнения (11.23) и (11.24) были бы справедливы в том виде,
в каком они записаны, если бы оба процесса-перенос электричества
и перенос тепла- происходили независимо друг от друга. Однако
в общем случае это условие не выполняется; когда в цепи, состоящей
из двух различных металлов, одновременно происходят оба процесса,
они влияют друг на друга, что проявляется в возникновении различ-
ных термоэлектрических эффектов. В общем случае необходимо при-
менять более универсальные уравнения

1.1: Ь11Х1 +Ь12 2»

1.2 = І121Х1 + Ь22Х2:

в каждом из которых потоки линейно связаны с обеими силами,
а не только с одной из них. Линейиость зависимости между потоком
и силой является нредположением теории; вообще говоря, такое пред-
положение будет снраведливо лишь при достаточно малых силах.
Принцип Онзагера утверждает, что в таком случае при условии
правильного выбора потоков и сил (см. ниже)

112 : Ьзг (11.26)

(11.25)

1) Более поздние работы рассмотрены в книге де-Гроота [30].
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Можно проверить, что при нашем выборе определений _1' и Х раз~
мерности 1.12 и Ь21 одинаковы.

В более общем случае, когда количество потоков (и соответ-
ственно сил) больше двух, уравнения (11.25) записываются в следую-
щем виде:

1,:ЬііХі (і, 1:1, 2. _... п). (11.27)

Согласно принципу Онзагера,
ЬііЗЬІ-і. (11.28)

Важно отметить, что прежде чем применять принцип Онзагера,
следует правильно выбрать _і и Х в уравнениях (11.25) и (11.27).
Под словами ,,правильно выбрать” мы подразумеваем, что 1` и Х
должны подчиняться определенным правилам. Имея, например, дело
с уравнением (11.27), Мы должны прежде всего представлять себе,
какие силы соответствуют нашим потокам, для того чтобы знать,
к_акие члены расположены на главной диагонали, а какие являются
побочными. В случае уравнений (11.25) совершенно ясно, что тепло-
вой поток следует связывать с градиептом температуры, а электри-
ческий ток _ с градиептом потенциала; однако необходимо дать общее
правило для всех случаев. Сжатая сводка таких правил дана в книге
де-Гроота [30]. В рамках этих правил имеется определенная свобода
выбора _і и Х и для каждой выбранной системы і и Х соотношение
Онзагера (11.28) остается справедливым. Множитель І/Т, входящий
по определению в Х2 в уравнения (11.25), появляется именно вслед-
ствие применения этих правил.
_ Мы еще вернемся к обсуждению уравнений (11.25), когда перей-
дем в следующей главе к рассмотрению термоэлектрических явлений.
Здесь мы привели эти уравнения потому, что они могут служить
простой иллюстрацией применения принципа Онзагера, приложимого
также и к теплопроводности анизотроппых кристаллов~непосред~
ственному предмету рассмотрения в настоящей главе` Обсуждаемые
нами потоки являются тремя компонентами теплового потока, парал-
лельными трем осям координат. В общем случае они взаимодействуют
друг с другом; это ясно из того факта, что градиент температуры,
параллельный хі, создает тепловой поток не только вдоль хІ, но
также вдоль х2 и вдоль хз. Применение принципа Онзагера к этому
случаю (несколько примитивное, как мы увидим ниже) дает соотно-
шение (11.4).

Следует иметь в виду, что мы по существу не доказываем соот-
ношение (ІІА), а просто подводим его под более широкое утвер-
ждение, каким является принцип Онзагера.

Критика Казнмира. Казимир [27] обратил внимание на опре-
деленные трудности, возникающие при применении принципа Онзагера
к уравнениям (11.3). Во-первых, тепловые потоки не удовлетворяют
одному из условий правильного выбора потоков, согласно которому
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они должны быть производными по времени от переменных, опре-
деляющих термодинамическое состояние системы. Во~вторых, три
компоненты теплового потока не являются непосредственно наблю-
даемыми физическими величинами; в любом эксперименте, строго
говоря, измеряется только дивергенция потока тепла (разность между
теплом, втекающим в данный объем и вытекающим из него). Это
последнее обстоятельство означает, что мы можем добавить к [АЭИ]
произвольный тензор МЫ, не изменяющий (їіуіг, т. е. такой, что І)

д о дТ __
Е<Ёгіщ)~°'

д/гї- дТ д~2т1 9 ___ _
дхі дхі + Ё” дхі дХі '__-0-

Это уравнение удовлетворяется для любых распределений температур
при условии, что

а?,=~1г2.~. (11.29)
д/гї1 _дхі __0. (11.30)

Таким образом, тензор [Іги] определен не вполне однозначно, так как
добавление антисимметричного тензора [дэ-1, удовлетворяющего усло~
вию (11.30), не приводит к изменению (Ну/1, а следовательно, не
может быть обнаружено экспериментально. Поэтому мы пе можем
рассчитывать, что нам удастся каким-либо методом доказать симме' -
ричность Над-1. В соответствии с этим, Казимир показал, что кор-
ректное применение теории Онзагера приводит не к соотношению

ь,,_-ь,.,=0,
а скорее к соотношению

дтн* 1:) __дхі о. (11.31)
Если никаких добавочных предположений не вводится, то можно
исходить только из утверждения (11.31). Однако мы видели, что
наличие антисимметричной части в тензоре принципиально приводит
к ненаблюдаемым физическим следствиям при условии, что эта часть
удовлетворяет соотношению (11.30). Далее, согласно принципу Онза-
гера [соотношение (11.31)], антисимметричная часть [Ієіі] действительно
удовлетворяет условию (11.30). Отсюда вытекает, что антисимметрич-
ная часть [Ігіі] не может быть обнаружена экспериментально. Ввиду

1) Мы должны считать, что [Ігі1_] и [ІгЁі] могут быть функциями координат,
поскольку мы хотим в дальнейшем получить уравнения, применимые при
переходе через границу кристалла.
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этого мы вполне можем положить антисимметричную часть [Ігд]
равной нулю 1) и записать

Ёіі = ,Ёп- (1 1-4)
Мы не обязательно должны делать так, но Это допустимо.

Предноложим, что соотношение (11.4) не выполняется. Тогда, как
будет показано ниже, необходимо считать, что теплопроводность
вакуума ~не равна нулю. Чтобы показать это, рассмотрим плоскую
поверхность кристалла, перпендикулярную хз. Если соотношение (11.4)
не выполняется, то в кристалле

Іеы_!е,3± 0. (11.32)
Согласно принципу Онзагера, записаппому в форме (11.31), имеем

д (ігз1 _ ,313) 2 0
дхз

(производная берется по нормали к границе кристалла). Следовательно,
неравенство (11.32) справедливо и для вакуума, откуда следует, что
коэффициенты Ігз, и Іаш не равны нулю. (Мы не можем, конечно,
доказать, что в вакууме потоки тепла отсутствуют, так как у нас
нет способа обнаружения тепловых потоков без дивергенции.) Если,
наоборот, предполагается, что тепзор [Ред] симметричен в вакууме2),
то он должен быть симметричен и в кристалле; тем более, если
положить тензор [Ігіі] в вакууме равным нулю, то в кристалле он
должен быть симметричным.

Как мы нашли выше, наличие антисимметричной части у тензора
[Ітіі] привело бы к тому, что при нагревании круглой кристалличе-
ской пластинки в ее центре тепло распространялось бы по спирали.
Тепловой поток в таком случае состоял бы из двух частей: чисто
радиального потока, определяемого мощностью источника, и чисто
циркулярного потока. Этот второй поток не имеет дивергенции; мы
могли бы сказать, что поэтому он принципиально не наблюдаем и что
сделанные Соретом и Фойгтом попытки обнаружить его эксперимен-
тально основывались на ошибочных предположениях. Однако такое
заключение не было бы совершенно корректным. Эти эксперименты
показали только, что если предполагать тензор [Ігіі] равным нулю
в вакууме, то в пределах экспериментальных ошибок в исследо-
ванных кристаллах он симметричен. Принцип Онзагера, записанный
в форме соотношения (11.31), дает теоретическую основу экспери-
ментальным исследованиям.

І. Теоретическое обоснование принципа Онзагера. Мы пока
ничего не говорили о каком-либо доказательстве принципа Онзагера.
ТЄОРЄТИЧЄСКОЄ ОбОСНОВаНИЄ ЄГО Справедливости Дает СТЗТИСТИЧЄСКЗЯ

1) Мы применяли аналогичные рассуждения при обосновании симметрич.
ности пьезоэлектрических тензоров (см. гл. УП, ` 1 _

2) Это можно считать следствием принципа Неймана (см. стр. 35).,



Резюме 253

механика. Рассмотрение этого вопроса выходит за рамки данной
книги, и мы ограничимся лишь несколькими общими замечаниями.

Можно показать, что соотношения (11.28) являются следствием
предположения о ,микроскопической обратимости", которое состоит
в том, что если скорости всех частиц, имеющихся в системе, одно-
временно заменить на противоположные, то все частицы должны
будут двигаться обратно по пройденным ими путям, непрерывно
повторяя в обратном порядке последовательность существовавших
конфигураций. Иными словами, механические уравнения движения
ОТДЄЛЬНЫХ ЧИСТИЦ СИММЄТрХ/ІЧПЫ ПО ОТНОШЄНИІО КО ВрСМЄНИ, Т. е. ЭТИ

уравнения инвариантны относительно преобразования і-›-15. Это
предположение относится к законам, управляющим процессами в ми-
кромире. Оно справедливо как для классических, так и для квантово-
механических законов движения при отсутствии магнитных полей 1).
Интересно отметить, что в магнитных полях микроскопическая обра-
тимость перемещения не будет иметь места для заряженных частиц (это
объясняется формой выражения для лоренцевой силы). Обратимость
будет наблюдаться только в том случае, если при изменении напра-
вления скорости изменить на противоположное и направление поля.
Поэтому соотношения (11.28) заменяются соотношениями

Ьот) = Ьд (_ Н)- (11.33)
Иными словами, Ь”- является такой же функцией Н, как Ьід-функ~
цией -Н.

Доказательство, данное Онзагером {72, 73] для своего принципа,
носит общий характер и не зависит от частных особенностей кон-
кретных процессов переноса; следовательно, получаемые с помощью
этого принципа результаты справедливы для любых необратимых
процессов переноса. Принцип Онзагера занимает в термодинамике
необратимых процессов такое же место, как второй закон термоди-
намики в обычной термодинамике (термостатике). Второй закон тер-
модинамики может быть принят в качестве аксиомы или может быть
выведен из законов статистической механики; то же самое относится
и к принципу Онзагера.

РЕЗЮМЕ
Закон распространения тепла в кристалле выражается в виде

дТл,=_/гііщ, (11.3)
где Іг,-скорость теплового потока через единицу поверхно~
сти, перпендикулярную потоку, дТ/дхі-градиент температуры

1) А также при отсутствии кориолисовых сил [72, 731.
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и Іеіі_коэффициенты теплопроводности. Коэффициенты Іеі/ образуют
тензор второго ранга. Уравнение (11.3) можно разрешить относи-
тельно дТ/дх1; это дает

'дТЕ-_-_~'Ґііп]-, (11.8)

где гіі7-1<оэффицие1\ть1 теплового сопротивления. Матрица коэф-
фициентов теплового сопротивления г=(ги) обратна матрице
коэффициентов теплопроводности к =(ісі]-):

г = ІГІ. (11.9)
Можно доказать (см. ниже), что Іги:!еіі; поэтому ги=гіі, и оба
тензора[!єіі] и [ти] можно привести к общим главным осям. Главные
коэффициенты теплопроводности и главные коэффициенты теплового
сопротивления являются взаимно обратными величинами: г1=11їе1,
г2=1/Іе2, г3=1/Іг3. Характеристический эллипсоид коэффициентов
теплопроводности

ІгІхї +Іа2хё+1езхё=1 (11.7)

и характеристический эллипсоид коэффициентов теплового сопро-
тивления

2 2 2 ___.х1 + гих2 + гзхз _ 1

должны согласовываться с симметрией кристалла в соответствии
с принципом І-Іеймана.

Когда тепловой поток протекает через плоскопараллельную пла-
стинку, поверхности которой являются изотермическими, то в общем
случае, наряду с переносом тепла по нормали к пластинке, происхо-
дит перенос тепла параллельно ее поверхности. Отношение теплового
потока, нормального к пластинке, к градиенту температуры равно
коэффициенту теплопроводности в направлении нормали к пластинке.
Если же тепло распространяется вдоль длинного стержня, то в общем
случае имеет место как продольный, так и поперечный градиенты
температуры. Отношение продольного градиента температуры
к тепловому потоку равно коэффициенту теплового сопротивления
в направлении длины стержня.

Для стационарного теплового потока в однородном кристалле
уравнение (11.3) можно объединить с уравнением сохранения

' діт
(ну : , или _:

и а дхі Ч.

Где Ч-СКОРОСТЬ ВЫДЄЛЄНиЯ Тепла источниками В единице Об'ЬЄМа;

Это Дает
д'дТ -

Ёіі дхі дх] =_Ч, (11.11)
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ИЛИ ІІрИ ПрИВЄДЄІІИІ/І К ГЛЯВНЫМ ОСЯМ

'З .д2Т+ьздТ~ 4. (11.12)2_ _
дхЗ

д27`ига-Мг
х1

9дх2

С помощью простой подстановки (11.14) решение любой задачи
о стационарном тепловом потоке в анизотропной среде можно полу-
чить непосредственно из решения аналогичной задачи для изотропной
среды.

Изотермические поверхности вокруг точечного источника тепла,
находящегося в бесконечно протяженном кристалле, по форме и ориен-
тации подобны эллипсоиду коэффициентов теплового сопротивления
для такого кристалла. Этот результат прямо следует из свойства
радиуса-вектора и нормали характеристической поверхности. Вдоль
любой прямой, идущей из точки, где находится источник, разность
температур (Тщ- Тоо) изменяется обратно пропорционально расстоя-
нию от источника.

Уравнения, описывающие электрический ток проводимости в кри-
сталлах, формально аналогичны уравнениям, описывающим перенос
тепла:

. д<р11=~адгщ=ад25т (11.17)

Е::Рі1г1/гд (11-18)
здесь 1'і _ плотность тока. ср _- потенциал, Ед, - напряженность поля,
от и рт _- соответственно тензоры удельной электропроводности
И уДЄЛЬНОГО СОПрОТиВЛЄНІ/ІЯ. КОЛИЧЄСТВО ДЖОУЛЄВН ТЄПЛИ, ВЫДЄЛЯЮ-

ЩЄГОСЯ В ЄДИНИЦЄ ОбЪЄМа, ОПрЄДЄЛЯЄТСЯ ВЫраЖЄНІ/ІЄМ

ііЕі:Рі1гіі.і;г~ (11.19)

Соотношение Іад=1єіг Если дай* дед, то от изолированного то-
чечного источника тепло должно распространяться по спирали. По-
скольку эксперименты, поставленные с целью обнаружения такого
спирального распространения тепла, окончились неудачей, было сде-
лано заключение, что Ігіі:!гіі. Это соотношение теперь рассматри-
вается как частный случай принципа Онзагера. Принцип Онзагера
утверждает, что если соответствующим образом выбранные потоки _іі
и силы Х]- связаны между собой линейными соотношениями

іі=Ьііхі (і, 1:1. 2. п), (11.27)
то Ьіі: д [при наличии магнитных полей Ьіі (Н)=Ьіі(_ Н)].

Непосредственное использование принципа Онзагера позволяет,
казалось бы, заключить, что Ігіі=Іед. Однако, как показывает бо-
лее тщательный анализ, для того чтобы строго вывести соотношение
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Іеді==Іед из принципа Опзагера, необходимо предположить, что тен-
зор [КЛ] в вакууме симметричєп или, в частности, равен нулю.

Роль принципа Онзагера в термодинамике необратимых процессов
соответствует роли второго закона в обычной термодинамика (тер-
мостатике). Оба они могут быть получены на основании законов
статистической механики.

ЗАДАЧИ
І. Считая, что на фиг. 63. а изображен образец, вырезанный из кри-

сталла кварца, и используя значения коэффициентов теплопроводности, при-
веденные в табл. 12 найти ориентацию кристалла. при которой угол 0 между
векторами ~3га<1 'Ґ и і: будет наибольшим. Вычислить значение Омакс.



Глава ХІІ

ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСТВОІ)

В предыдущей главе перенос тепла и электрический ток прово-
димости в кристаллах рассматривались как два отдельных процесса.
Это было возможно потому, что мы обсуждали только такие слу-
чаи, когда имеет место лишь один из двух названных процессов.
Однако мы отмечали, что если оба процесса происходят одновре-
менно, то они взаимодействуют друг с другом; результат такого
взаимодействия проявляется в виде термоэлектрических эффектов.
В настоящей главе мы сформулируем основные уравнения, описываю-
щие термоэлектрические явления в кристаллах, и покажем, как эти
уравнения применяются к различным наблюдаемым эффектам. Сначала
рассмотрим термоэлектрические эффекты в изотропных проводниках.

5 1. Термоэлектрические эффекты в изотропных
проводниках

В изотропных проводниках возможны три термоэлектрических
эффекта.

І. Термо-э.д.с. (эффект Зеебека). Если из двух различных
металлов а и д составить замкнутую цепь и места контактов под-
держивать при различных температурах, то в этой цепи возникает
э.д.с. Если, например, в участок а цепи (фиг. 66) включен кон-
денсатор, то он зарядится.

2. Эффект Пельтье. Пусть через контакт между двумя различ-
ными металлами течет электрический ток. Тогда для того, чтобы
поддерживать температуру этого контакта постоянной, необходимо
непрерывно подводить к нему (или отводить от него) тепло. Коли-
чество этого тепла пропорционально протекающему току и изменяет
знак при изменении направления тока на обратное. Можно записать

оад=Паь-/- (12-1)
где Фад-~скорость. с которой тепло поглощается в контакте, когда
от металла а к металлу д течет ток 1, и ПМ, - коэффициент Пельтье,
зависящий от рода соприкасающихся проводников и от температуры.

1 Эта глава, более трудная. чем остальные, может быть опущена при
первом чтении.

[7 Дж. Най
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3. Эффект Томсона. Пусть через неравномерно нагретую про-
волоку постоянного поперечного сечения, изготовленную из однород-
ного металла, пропускается ток. Чтобы при этом распределение тем-
пературы оставалось неизменным, к проволоке необходимо подводить
тепло. Количество тепла, которое надо подводить в единицу времени

Ь
ИА В

КМЁЖ
Т АФ Т+ДТ

Ф иг. 66. Схема мысленного опыта для получения
с иоотношеиии Томсона.

к элементу проволоки, имеющему перепад температуры в направле-
нии тока, равный аТ, определяется формулой

аф=ы ат, (12.2)
где т -коэффициент Томсона.

І. Вывод соотношений Томсона. Введенные выше величины,
характеризующие эффекты Зеебека, Пельтье и Томсона. связаны двумя
соотношениями, известными под названием соотношений Томсона.
Сейчас мы выведем эти соотношения, используя методы термодина-
мики необратимых процессов, описанные в предыдущей главе 1).

Рассмотрим цепь, изображенную на фиг. 66. Предположим, что
контакты между проводниками а и І) помещены в два больших ре~
зервуара тепла А и В, имеющих температуру Т и Т+АТ, и что на
обкладках конденсатора С установилась разность потенциалов Аср,
причем обкладка, ближайшая к В, имеет более высокий потенциал.
Предполагается, что конденсатор не обладает теплоемкостью, а про-
водники а и І) термически (и электрически) изолированы. В гл. ХІ,
ё 6, мы записали уравнения, связывающие электрический ток _і1 и по-
ток тепла _і2 с ,,силами“ Х1=~3гас1<р и Х2=~(1/Т) Єтаа Т, в виде

=..-І. Х Ь Х11 11 1+ 12 2* (123)

12 = І'21Х1 + Ь22Х2

и соотношение Онзагера
Ь12=Ь21. (12.4)

1) Нижеследующий вывод, сделанный Полдером, взят с некоторыми
изменениями из книги де-Гроота ([80], 5 57).
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Для рассматриваемой нами цепи эти уравнения принимают форму
АТ _.1:-Ь11Аср-Ь12Т, (12.0)
АТ

Н=`“Ь21А'Р~Ь22_Т“› (12-6)

где Н_скорость, с которой тепло распространяется вдоль проводни-
ков от А к В, а ]*ток, текущий в цепи, как показано на фиг. 66
(для АТ=0 и А<р >0 ток 1 отрицателен; для А<р=0 и АТ>0
скорость Н отрицательна). Вследствие эффектов Джоуля и Томсона
в проволоке будет выделяться тепло. Скорость выделения джоулева
тепла пропорциональна квадрату силы тока 12. который в свою оче-
редь, согласно уравнению (12.5), пропорционален АТ2; скорость
выделения тепла Томсона пропорциональна .1 АТ, т. е., согласно
уравнению (12.5), пропорциональна АТ2. Скорость самого потока
тепла в соответствии с уравнением (12.6) пропорциональна АТ. По-
этому в первом приближении можно пренебречь как джоулевым теплом,
так и теплом Томсона и считать поток тепла между резервуарами
равномерным. Следует принять во внимание, что во всех случаях
учитываются только члены первого порядка и что, например, в урав-
нениях (12.5) и (12.6) опущены члены более высокого порядка.
чем АТ и Аср.

Отметим сначала, что если АТ=0, то
-,=_Ь11А<Р. (12.7)

и, следовательно, ЬЦ есть изотермическая электропроводность цепи,
содержащей конденсатор. Теплопроводность Ж цепи между резервуа-
рами в отсутствие тока (1:0) находим, исключая Аср из уравнений
(12.5) и (126); при этом получаем

Н=_->\АТ, (12.8)
ГДЄ

у: 14111422'-1~121~21 і _
1411 >Т

Задаваясь уравнениями (12.5) и (12.6), легко показать существо-
вание перечисленных выше термоэлектрических явлений и вывести
соотношения между соответствующими коэффициентами. Предполо-
жим сначала, что величина АТ фиксирована, и рассмотрим стационар-
ное состояние, когда ток отсутствует (1:0). Тогда из уравнения
(12.5) следует. что А Ь

“Р ___ 12ЕТ~-Ь1_1_Т-, (12.9)

где А<р есть термо-э.д.с., а уравнение (12.9) определяет термо-
элентрцческую мощность контакта` т. е. разность потенциалов на
единицу разности температур в отсутствие тока.
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Положим теперь АТ=0. Разность потенциалов будет вызывать
как электрический ток, так и тепловой поток (обусловленный эффек-
том Пельтье) между тепловыми резервуарами. Отношение этих по-
токов равно Н

7=Ё_ї=па,,. (12.10)
Здесь ПМГ-коэффициент Пельтье, определяющий количество тепла,
поглощаемого в контакте А.

Из соотношений Онзагера (12.4) с учетом (12.9) и (12.10) сразу
же вытекает, что

а? ___ падЁЁНТ. (12.11)

Это соотношение есть второе соотношение Томсона; оно связывает
термоэлектрическую мощность с коэффициентом Пельтье. Интересно
напомнить, что Томсон вывел это соотношение, используя законы
термодинамики (термостатики). Второй закон термостатики (записан-
ный в виде равенства) неприменим к термоэлектрическим эффектам
из-за необратимости неизбежно сопровождающих их процессов пе-
реноса тепла и переноса заряда. Томсон исходил из предположения,
что выделение тепла Томсона и тепла Пельтье можно рассматривать
как обратимые процессы, и поэтому применил к ним второй закон
термодинамики. Таким способом он получил уравнение (12.11) (см.,
например, книгу Эпштейна [37]), которое позднее было полностью
подтверждено экспериментально. Разделение явления на обратимую
и необратимую части не может быть обосновано термодинамически
и является, как ясно сознавал Томсон, дополнительным предполо-
жением. Необходимость введения такого предположения является
недостатком теории; этой трудности удалось избежать только в ре-
зультате создания новой термодинамики. При новом подходе, в ко-
тором явление рассматривается в целом, уравнение (12.11) оказывается
следствием принципа Онзагера.

Первое соотношение Томсона непосредственно следует из пер-
вого закона термостатики:

Нам-(ПШ,+АІІад)]+(т,,-та)]АТ=./А<р,
или

-_А11а,,+(т,,_та)АТ=А<р, (12.12)
где та и тд -«теплоты Томсона. Исключая ср из соотношений Том-
сона (12.11) и (12.12), мы получаем

єіП ІІтд-та=_аТ“-Ь_%д; (12.13)

это соотношение связывает тепло Томсона и тепло Пельтье. Исклю-
чая Пад, находим

а'Зтд~тд=тд%; (12.14)
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последнее соотношение связывает тепло Томсона и производную от
термоэлектрической мощности.

Полезно запомнить, что при заданной температуре тепло Пельтье
пропорционально аср/сіТ [согласно соотношению (12.11)], а раз-
ность между количествами тепла Томсона пропорциональна сі2ср/аїТг
[согласно уравнению (І2.І4)].

5 2. Термоэлектрические эффекты в изотропной
непрерывной среде

В ё 1, п. І мы имели дело с термоэлектрическими эффектами
в замкнутой цепи, состоящей из двух однородных проводников из
разных металлов. Прежде чем переходить к кристаллам, рассмотрим
теорию термоэлектрических эффектов в изотропной непрерывной
среде (де-Гроот [80], Кэллен [25]). Будем считать, что свойства
среды меняются от точки к точке; это, очевидно, необходимо, коль
скоро мы включили в рассмотрение и эффект Пельтье. Тогда выде-
ление тепла Пельтье будет распределено по всей среде. Обычный
эффект Пельтье в контакте является частным случаем этой теории,
если считать, что каждый из металлов образует однородную среду
и что только в месте контакта происходит скачкообразное изменение
свойств.

Мы будем излагать теорию так, чтобы облегчить ее последующее
обобщение на анизотропную среду.

І. Вывод уравнений потока. Зададимся следующими основными
уравнениями, связывающими потоки и силы:

іг=_адгаа;-рё%ї, (12.15)
л=-рдгаатї~тї-атї. (12.16)

Эти уравнения являются обобщением уравнений (12.5) и (12.6). Пред-
положим, что в результате движения электронов с зарядом -е в среде
создается электрический ток плотностью _і. Тогда _іе=--_і/е есть
плотность потока электронов (число электронов, проходящих за еди-
ницу времени через единицу поверхности, нормальной к направлению
их движения). Вектор И, как и прежде, означает плотность потока
тепла. Позднее мы подробнее остановимся на строгом определении І».
Величина р есть электрохимический потенциал электронов проводи-
мости в металле (см. ниже), а. В и ^(--константьк Выбор потоков _іе
и І: и сил _-Єгасір и _(дгао Т)/Т сделан в соответствии с прави-
лами термодинамики необратимых процессов (см. стр. 250)'), поэтому

1) Отметим, что более строгое рассмотрение следует проводить с уче-
том критики Казимира (см. стр. 250).
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мы имеем право применить принцип Онзагера и положить коэффициент
при _ггашір. в уравнении (12.16) равным В.

Записывая потенциал р в виде

Е=р.--е<р, (12.17)

мы разделяем его на две части: химическую часть, зависящую от
состава и температуры среды, и электрическую часть _еср. Следует
отметить, что вследствие зависимости р от температуры Егасір содер-
жит часть, зависящую от 31116 Т. Таким образом, влияние градиента тем-
пературы описывается не только вторыми членами в уравнениях (12.15)
и (12.16). Это не совсем удобно, поэтому можно было бы изменить
форму уравнений (12.15) и (12.16) так, чтобы они содержали по два
независимых члена в правой части: один-_отражающий лишь влия-
ния неоднородности состава, другой-_описывающий только влияние
градиента температуры. Однако. несмотря на некоторое неудобство,
лучше использовать имеющуюся систему уравнений, так как в том
случае, когда уравнения (12.15) и (12.16) заданы, последующее рас~
смотрение сравнительно просто.

2. Скорость выделения тепла. Чтобы понять физический смысл
коэффициента а в уравнении (12.15), рассмотрим равномерно нагре-
тую однородную среду. Тогда ёгасі р = 0 и агагї р, == _еётабср. Поэтому

_іе=_%=ае5гад<р.

откуда следует, что осе2=о (студельная электропроводность). или
а-1==е2р. (12.18)

где р -удельное электрическое сопротивление.
Найдем теперь из уравнений (12.15) и (12.16) выражение для

скорости выделения тепловой энергии. Сначала определим дгаар: из
уравнения (12.15). а затем подставим его в (12.16). Тогда

дгаа;=_а- іг-иа-чзїатї, (12.19)
п=<г1 12 +(а-192- т) ЁТЁЁ. (12.20)

Введем обозначение ос-1В/Т: 2. Позднее мы увидим (см. стр. 265).
что _ Е/е есть абсолютная термоэлектрическая мощность проводника
в данной точке при данной температуре. Уравнения (12.19) и (12.20)
теперь переходят в

Єга6;=_ог1_іе-Едга<і Т. (12.21)
ь== тву~1едтаа т, (12.22)
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где Іг=щ-(а_1@2~1)/Т-коэффициент теплопроводности в отсут-
ствие электрического тока (_іе =0). Заметим, что Ё. связывает гра-
диент электрохимического потенциала с градиентом температуры.

Если электрический ток отсутствует, то поток энергии (скорость
протекания энергии через единицу поверхности, перпендикулярной
направлению потока), который мы обозначнм через _і”, равен тепло-
вому потоку п. Однако, когда происходит перенос электронов, по-
ток _іч должен содержать член, учитывающий это движение. Можно
показать, что, в действительности,

і” = п +Ёіг- (12.23)
Поскольку не вполне очевидно, что следует понимать под скоростью
теплового потока при наличии электрического тока, определения,
даваемые различными авторами, не одинаковы. Если не выходить за
пределы задач, которые ставятся в настоящей книге, то можно пред-
ложить читателю просто принять уравнение (12.28) в качестве опре-
деления Іъ, а также считать, что величина п, определенная таким
путем, удовлетворяет уравнению (12.16).

Используя выражение (12.22) для п, уравнение (12.23) для потока
энергии можно записать в виде

_іи=(7`2 4-р.)_і(г _Ігдгасї Т. (12.24)

Таким образом, _іи состоит из двух слагаемых: одно из них обусло-
влено протекагощим электрическим током, а второе, уже известное
нам, возникает за счет градиента температуры.

Скорость выделения тепла в единичном объеме в окрестности
данной точки равна взятой со знаком минус дивергенции вектора _і .
Таким образом,

Чит= _і та (тв+*її-(ті: +3) ан; 12 + ан; (вдгаа т).

Так как мы рассматриваем только стационарные состояния, то (Ну/'г = 0
и второй член в правой части исчезает. Следовательно, мы имеем

__ ат1” = ›-у (в ,еще т+ ,та Д) _ ту дша 2 --+~ аіу (в Єгаа т).

Используя уравнение (12.21) и формулу (12.18), получаем

~ (ііуу'и = еїр (102 -- Тіг ~ 2етаа Ё + сїіу (Іг 2сэггасї Т). (12.25)

Таково полное выражение для скорости выделения тепла в единич-
ном объеме тела при наличии: 1) электрического тока (с плотно-
стью -- а_іе), 2) градиента состава (ёггасї 2) и З) градиента темпера-
туры (дгад Т). Первый член в правой части представляет собой джоу-
лсво тепло, второй-тепло, обусловленное термоэлектрическими
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эффектами. Последний член имеет для нас наибольший интерес; обо-
значим его через 11:

11 = _ Тіе агай Ё». (12.26)
Третий член в правой части (12.25) есть тепло, отводимое в сосед-
ние элементы объема благодаря обычной теплопроводности (в отсут-
ствие электрических токов).

Если тело находится в стационарном состоянии, то в нем, конечно,
не может происходить выделение тепла, так как оно приводило бы
к повышению его температуры. Таким образом, в стационарном со-
стоянии »_ (ііміи = 0, и все три члена в правой части уравнения (12.25)
должны иметь такие значения, чтобы их сумма была равна нулю.
Например, выделение тепла в некотором объеме за счет эффекта
Джоуля и термоэлектрических явлений должно компенсироваться
точно таким же отводом тепла, что обусловливается соответствую-
щим распределением температур, характеризуемым последним членом
в уравнений (12.25).

З. Вывод из полученных уравнений формул для наблюдаемых
термоэлектрических эффектов. Из уравнений (12.15) и (12.16)
мы получили уравнения (12.21) и (12.22) и, наконец, уравнение (12.25)
для скорости выделения тепла. Рассмотрим теперь, как можно вы-
вести из этих уравнений выражения для наблюдаемых термоэлектри-
ческих величин-термо-э.д.с., тепла Пельтье и тепла Томсона.

І) Термо-э.д.с. Выражение для термо-э.д.с. термопары в за-
висимости от 2 для двух металлов получается интегрированием пра-
вой и левой частей уравнения (12.21) по замкнутой цепи, изображен-
ной на фиг. 66. Для стационарного состояния _іе =0, иуравнен'ие (12.21)
принимает форму

Егас! (р -- еср) = - Еётао Т; (12.27)

тогда интегрирование дает

Іар~еіаф=_і2а1.
Если мы начнем с одной обкладки конденсатора и, проинтегрировав
по всей цепи, придем к другой, то начальное и конечное значенияр
будут равны, так как они относятся к одному и тому же металлу
при одной и той же температуре; поэтому первый член равен нулю.
В результате интегрирования получаем

е Ар = (Ей) _ ЕМ) АТ.
ОТСЮДЗ Определяем ТерМОЭЛеКТрІ/ІЧЄСКУЮ МОЩНОСТЬІ

А. 201) __):(д)її; = ___Ґ. (12.28)
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Члены _ 2(а)/е и _ ЕЩ/е можно назвать абсолютными термовлек-
тричеєкими мощностями двух рассматриваемых металлов в том
смысле, что разность между такими величинами для любой пары
металлов дает наблюдаемое значение термоэлектрической мощности.

2) Эффект Пельтье. Так как (ііу '8:0, то _іе можно ввести
под знак производной в уравнении (12.26) для тепла термоэлектри-
ческого эффекта, которое при этом принимает другую форму

д: __ Т ап (212). (12.2621)
Для поверхности контакта между проводниками уравнение (12.2621)

упрощается: выражение для скорости выделения тепла на единицу
площади контакта имеет вид

~ ТМЁҐ).
где Ап (Дю-скачок нормальной компоненты 212. Так как компонен-
та 1'2, нормальная к поверхности контакта, непрерывна, это выраже-
ние можно записать в виде

~ 'МХМ ~ ВШ) її.. (12.29)
где индексы (а) и (1)) относятся к двум различным проводникам,
а ]$,-_нормальная компонента, направленная в сторону а. Выраже-
ние (1229) описывает выделение тепла Пельтье в общем случае
и остается справедливым даже тогда, когда ток пересекает поверх-
ность контакта не по направлению нормали. Если направление вектора
плотности тока _і на поверхности контакта совпадает с направлением
нормали от а к д (т. е. поток электронов направлен от І) к а), то
выражение для скорости выделения тепла на единицу площади кон-
такта имеет вид

__ (а›__ (ы іт(2 2 )е.

Поэтому. учитывая определение (12.1), получаем

пад __ __е__. (12.30)

Из формулы (12.30) в сочетании с соотношением (12.28) сразу сле-
дует второе соотношение Томсона (І2.ІІ).

З) Эффект Томсона. Чтобы получить формулу для тепла Том-
сона из уравнения (12.26), рассмотрим вновь условия, при которых
было введено определение тепла Томсона. Как уже указывалось на
стр. 258, мы рассматриваем неравномерно нагретую проволоку из одно-
родного металла с постоянным ноперечным сечением А. через кото-
рую пропускается электрический ток .І. Пространственные изменения
происходят только вдоль проволоки; это направление мы примем за
ось х. Пусть ток ./ течет в сторону возрастания х. Тогда вектор 1”
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направлен в сторону уменьшения х. Поэтому из уравнения (12.26)
получаем

' . а'Ё
Ч=Т]е-а-х-.

тЗКИМ ОбраЗОМ, В ЭЛЄМЄН'ГЄ ДЛИНЫ ах В ЄДИНИЦУ Времени ВЫДЄЛЯЄТСЯ

'ГЄПЛО

дядя: ггг/1112: Т(-:_)а2=-тмг,

где коэффициент Томсона т связан с 2 выражением

т двт=_7(її)х. (12.31)

Записыпая это выражение для обоих проводников а и І) и комбини-
руя его с формулой (12.30), легко получить уравнение (12.13).

4) Тепло Пельтье и тепло Томсона. Покажем теперь другим
способом, что уравнение (12.26) дает выражения для тепла Пельтье
и тепла Томсона. Для этого нужно учесть, что Е зависит от коор-
динаты двояким образом: Е меняется с координатой, во-первых,
вследствие неоднородности свойств среды (например, при пересече-
нии поверхности контакта между различными металлами) и, во-вто-
рых, вследствие неравномерного распределения температуры. Следо-
вательно, дтакїХ содержит два члена, и мы можем записать

' ц: дв .е . дБ .г 62 дТд=_1,т_дх_і__ і1(щ)Т-1іт(ъ7)хдд. (12.32)

Первый член в правой части представляет собой тепло Пельтье, про-
порциональное току и существующее благодаря изменениям свойств
среды с координатой (при постоянной температуре). Второй член
представляет собой тепло Томсона, пропорциональное току и гра-
диенту температуры.

4. Порядок величины коэффициентов. Оценим порядок вели-
чины коэффициентов, стоящих в уравнениях (12.15) и (12.16). Для
хорошего проводника измеряемые величины обычно имеют следую-
щие типичные значения в единицах МКЅ:

іг = 420 дж/м - сек ~ град,

р: 1,8 .10_8 ом ~ м.

Так как е: 1,6 - 10-19 ед. МКЅ. то абсолютная термоэлектрическая
мощность

Ё- 1,о. нг5 в/град, 2:1,6- 10%.е:
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Далее, находим

от: 229 = 4,6~ 1046; а = 2,2- 1045.
Если взять Т: 300о К, то

р=т2а=1,1-1о”.
Так как

Ёц* а_162___т

то
т=ІгТ +а-1В2: 1,3 -105+5,6 - 102,

и мы можем считать, что у: 1,3 ~ 105-
Отношение В2/(щ) безразмерно и является мерой связи между

тепловыми и электрическими эффектами. Для данного случая

9* __ _ _з(ао-А 10 .

5 З. Термоэлектрические эффекты в кристаллах

1. Вывод уравнений потока. Теперь. когда мы получили уравне-
ния (12.15) и (12.16) для изотропных проводников и увидели, как
из них получаются выражения для наблюдаемых термоэлектрических
эффектов, очень просто обобщить эти уравнения и для случая ани-
зотропных проводников (Доменикали [32])1). Единственное изменение
состоит в том, что коэффициенты а, В, т теперь оказываются тензо-
рами второго ранга. Чтобы выяснить, какими именно термоэлектри-
ческими свойствами вызвано это изменение, будем оперировать с ис-
ходными уравнениями так же, как и раньше. При этом удобнее рас-
сматривать а, [3, у и все векторы как матрицы (см. гл. ІХ). Тогда
в индексных обозначениях можно записать

.,:,__ д; _ _1_ дт*_*авввї рт т щ;
дїІ 1 дтщ: _ры _-дщ _- т,,,Т_-дхь . (12.34)

(12.33)

Согласно принципу Онзагера (см. стр. 249), полная матрица коэф-
фициентов, стоящих в правой части этой системы уравнений, должна
быть симметричной. Отсюда сразу следует, что (ат) и (т,,г)-~симме-
тричные матрицы. Отсюда вытекает также, что девять коэффициен-
тов при (1/Т) (дТ/дхд) в уравнении (12.38) одинаковы с девятью коэф-
фициентами при дрь/дх,г в уравнении (12.34); но, развертывая члены.

1 Приведенное ниже рассмотрениепо форме несколько отлично от того,
которое дал Доменикали, но по существу совпадает с ним.
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легко видеть, что в первом уравнении стоят коэффициенты (Вы, тогда
как во втором Вт. Таким образом, в матричнои записи мы получаем

іг=_адгаа;_рё7ії, (12.33а)
Ѕгаєі Т

Т І11 = -- [Зі дгащ-ь - у (12.34а)

где рі-транспонированная матрица по отношению к матрице [5.
В общем случае В-несимметричная матрица.

2. Скорость выделения тепла. Аналогично уравнению (12.18)
для изотропного случая, мы теперь имеем

а_1=е2р, (12.35)
где р-матрица удельного электрического сопротивления. Поэтому
симметричность р следует из симметричности а.

уравнения (12.21) и (12.22) принимают видї)

дгасїр = _ и"1іе- 2 дгасі Т, (12.36)
= Т2дг~1<3гао Т, (12.87)

где 2=(аг1[3)/Т и к=-п-([З*аг1р~у)/Т, причем 2 и к-теперь
матрицы (к-матрица коэффициентов теплопроводности, а 2 -ма-
трица, характеризующая термоэлектрические свойства кристалла). Их
компоненты являются функциями координат и температуры. Легко
доказать, что из симметричности и и 1 следует симметричность К.
Однако матрица 2, вообще говоря, несимметрична. __

Отметим, что, полагая в уравнении (12.36) іе=0 и раалагая р
на химическую и электрическую части, согласно соотношению (12.17).
мы получаем уравнение для термо~э.д.с. на единицу длины,
а именно:

~3гасі<р=-%(2 3гає1Т+3гасі р), (12.38)

ИЛИ В ИНДЄКСНОМ ОбОЗНЗЧЄНИИ

де __ _1_ дт где~~дх-І.__ е 2,,,(Ы+їд). (12.3821)
Поток энергии определяется уравнением, аналогичным (12.23):

и = н +Ше. (12.39)
1) Можно легко показать, что если А и В-матрицы, то (АВ)* = ВіАд.

Следовательно, 1
1

2: =І -т- В! (ц"1)і = ТВги'ч,

так как и-1Шсимметричная матрица.
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где все три члена-матрицы-столбцы. Обобщением (12.24) является
уравнение

дне-_(твілдЫж-кдгааг (12.40)
или В иНДеКСНОМ Обозначении

1::(72,п+;ві,г)ії~лт%її. (12.4021)
Скорость ВЬІДе-Чения Тепла Описывается уравнением

ді'; 1 дт д; . д _
*Щ=~` (хп: д_хп + шале) 15 _*Т дмг (15211) +

д дТ___ в. _). 1 .41+ дхп ( к! дхі ( 2 )

Уравнение (12.36) показывает, что выражение, заключенное в первых
скобках в правой части, является і-й компонентой матрицы *ао-138,
а именно --(а'1)ід_і;. Следовательно, первый член в правой части
уравнения (12.41) есть джоулево тепло

2 'в 'ге Ригїі-І/г'
Окончательно мы имеем

_дії - д . д дт...__ дхг: =Е2РПЄІІЄІЁЁТт<1521д>+ш<йді _д-Е); (12.42)

здесь первый член в правой части представляет собой джоулево
тепло, второй-тепло, выделяющееся за счет термоэлектрических
эффектов, а третий-тепло, отводимое благодаря теплопроводности.

3. О нагревании за счет термоалектрических эффектов.
Второй член в правой части уравнения (12.42)

ч=~Т -дїд (іїгга) (12.43)
представляет собой тепло, выделяющееся за счет термоэлектрических
эффектов 1).

Мы видим. что член ў/Т равен взятой со знаком минус дивергенции
вектора іЁЕІЁ, который в общем случае не параллелен вектору

1) Это выражение впервые получили Эренфест и Рутгерс [35], исходя
из постулата, согласно которому термоэлектрические эффекты можно рас-
сматривать как обратимые и не зависящие от сопровождающих их необра-
тимых эффектов. Это было сделано до того, как Онзагер сформулировал
свою теорию необратимых процессов. Такой ,,псевдотермостатический“ под-
ход, использованный Эренфестом и Рутгерсом, не является удовлетворитель-
ным, как мы уже видели на стр. 260. хотя он н дает правильный результат.
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плотности потока электронов Ё. Можно считать вектор іЁЕШ плот-
ностыо потока энтропии, переносимого потоком электронов.

Для поверхности контакта выражение (12.43) для скорости выде-
ления тепла на единицу площади принимает форму

-е__тАп (Л вы). (12.44)
где, как и прежде, символ Ап( ) означает скачок нормальной ком-
поненты вектора, заключенного в скобки. С другой стороны, мы
можем использовать 1', вместо _ії и записать выражение для выде-
ЛЯЮЩЄГОСЯ ТЄПЛа В ВИДЄ

Аа (Ыїпг). (12.45)

где Під-матрица (или тензор) Пельтье, определяемый для каж-
дого проводника формулой

__ 211;ПшщТ е . (12.46)

При наличии элементов симметрии у кристалла число независимых
компонент 21,: (и ПШ) уменьшается, как легко можно показать

т А в л и ц А 14
Формы термоэлектрического тенвора

0 б о з н а ч е н и я
о компонента, равная нулю,
. КОМПОНЄНТа, Отличная ОТ нуля,

Н равные КОМПОНЄНТЫ,

.-О КОМПОНЕНТЫ, ЧИСЛЄННО раВНЫЄ, НО ПРОТИВОПОЛОЖНЫЄ ПО Знаку.

РЦКЛЦНРШЯ СЦСГПЄМП МОНОКЛНННПЯ СЦСҐПЄМП ОрїПОрОМ ЦЧВСКПЯСЦСІПЄМП КУОПЧЄСКПЯ СЦСІТІЄМП

(ВСЄКЛПМЫ) Ц идПтрПП~
ные материалы

(оба класса) (все классы) (все классы)

О..
000
0.0(9)

Триаонапьния, тетрагоналышя и зекспаональная системы
Классы Классы

3, 5, 32, 3111, Ёт.
4, 4, 4/т, 422, 4тт, 42т. 4/ттт,
Б, Є, б/т. 622, бтт, Ёт2, б/ттт.

Х ' Х о

І І '(3) ' . '(2)
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обычными методами. Следует помнить, что в общем случае
2", =7Ь 2,21. (12.47)

Форма [Ёп] при обычной ориентации кристаллов (см. приложение 2)
приведена для различных кристаллографических классов в табл. 14,
где используются те же символы, что и выше.

Переходя к частным случаям, как это делалось для изотропных
материалов, мы можем выяснить значение различных компонент БМ.
Компоненты, стоящие на главной диагонали, связаны с эффектами,
аналогичными тем, какие наблюдаются в изотропных материалах, хотя
теперь, конечно, эти эффекты зависят от направления для всех
кристаллов, кроме кубических. Недиагональные компоненты Е", опре-
деляют существование поперечного эффекта Пельтье, который
спецнфичен для некубических кристаллов [см. (12.44)]. Это можно
видеть на примере стержня из некубического кристалла (фиг. 67)

т, /Выделение тепла

_е 122..
'Т' '1 ї-»а/ехп...__-_)

\Поалощение тепла

Ф иг. 67. Схема, поясняющая возникновение
поперечного эффекта Пельтье.

с длиной, параллельной хІ, и прямоугольным поперечным сечением.
Пусть вдоль стержня течет поток электронов с равномерной плот-
ностью _іе==[_ів, О, 01. При этом вектор НЕ", не будет, вообще
говоря, параллелен _іе, так как наряду с продольной компонентой 18211
существуют поперечные компоненты 11,212 и 182,3. На верхней
грани, перпендикулярной х2, имеет место скачок нормальной компо-
ненты іЁЁт, равный -12212, а поэтому, согласно уравнению (12.44),
будет происходить выделение тепла в количестве Тіе 12. На про-
тивоположной грани будет поглощаться равное количество тепла.
Аналогичное выделение и поглощение тепла происходит и на гранях,
перпендикулярных хз.

Если мы продифференцируем правую часть уравнения (12.43), то
получим интересный результат. При этом необходимо помнить, что
21,, зависит от хІг двояким образом. Во-первых, так же как для
изотропной среды, В", меняется с координатой, когда изменяются
свойства среды (например, когда мы пересекаем поверхность контакта
между двумя различными кристаллами или между одинаковыми, но
по-разному ориентированными кристаллами). Во-вторых, 2", меняется
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с координатой вследствие неравномерности распределения темпера-
туры. Поэтому при дифференцировании появляются два члена. Таким
образом мы получаем

. дв. дя- дТ дуг__ '9* __'Ё __ '9 1* __ __1
Ч _ ___/1 (дхь )Т 11Т( д'Г )х д-х,г ТЕЦг дл!г . (12.48)

Первый член в правой части представляет собой тепло Пельтье,
пропорциональнос току и возникающее вследствие изменения свойств
среды с координатой (при постоянной температуре). То обстоятель-
ство, что 1'і и х* имеют в этом члене различные индексы, показы-
вает, что изменения Биг не в направлении тока также играют роль;
кроме продольного эффекта Пельтье, описываемого членами с і=/г,
они дают еще поперечный эффект Пельтье.

Второй член в правой части уравнения (12.48) представляет собой
тепло Томсона, пропорциональное току и градиенту температуры.
Поскольку в анизотропной среде играет роль градиент температуры
не только в направлении тока, то наряду с продольным эффектом
Томсона имеет место и поперечный эффект Томсона. Полное выра-
жение для тепла Томсона, выделяемого в единице объема за единицу
времени, можно записать в виде

. дТ_]Ітд, ___-дм , (12.49)

где тіІг __ тензор тепла Томсона, задаваемый в виде

ет = _ё (дд2;*)х (12.50)
[ср. формулу (12.31)].

Последний член в правой части уравнения (12.48) описывает
эффект, с которым мы еще не встречались и который, подобно попе-
речным эффектам Пельтье и Томсона, присущ только кристаллам.
Для изотропного кристалла сохраняются лишь диагональные компо-
ненты ЕМ и последний член становится равным просто

Для стационарных токов д]ї/дх,=0, следовательно, этот член
исчезает. В анизотропных же кристаллах этот член приводит к до-
полнительному выделению тепла-тепла Бриджмена. Указанный
эффект обусловливается неоднородностью распределения токов.

В качестве примера эффекта Бриджмена рассмотрим Ь-образный
кристалл, части которого имеют единичное поперечное сечение
(фиг. 68). Будем считать, что ориентация обеих частей кристалла
одинакова и весь кристалл имеет одну и ту же температуру. Пусть
поток электронов с равномерной плотностью Ґ течет вдоль части
кристалла параллельно хд, а затем изменяет направление и течет
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параллельно хЗ вдоль другой части. Возьмем такой кристаллІ для
которого тензор [Еда] имеет форму

и ориентируем его так, чтобы главная ось симметрии была парал-
лельна хз (тогда поперечное тепло Пельтье не будет усложнять картину).
Применим теперь уравнение (12.43) к заштрихованной на фиг. 68
части объема. Компоненты Еда постоянны, и величина -д/Т равна
дивергенции ЁЕШ, проиптегрированной по всему объему. По теореме
Гаусса такой интеграл равен потоку нормальных компонент _іЁЕШ,
направленному наружу через поверх- _е
ности, ограничивающие этот объем. 17
Направленные в сторону внешней
нормали нормальные компоненты по-
тока через АВ и ВЕ равны соот-
ветственно _ҐЕЦ и 19233. Вблизи
поверхностей кристалла поток элек-
тронов параллелен граням, вне
кристалла он равен нулю. Следова-
тельно, на этих сторонах рассматри-
ваемого объема нормальные компо-
ненты ЁЕМ отсутствуют.

Таким образом,

д: Тіе (211 _ 233)-

Мы получили для рассматриваемого Фиг. 68. Схема, поясняющая
случая выражение для тепла Бридж- Выделение тепла Бриджмена.
Мена, ВОЗНИКНОВЄНИЄ КОТОРОГО Обу- Тепло выделяется потому, что поток элек~
сдовдено просто изменением направ_ тронов изменяет съое паправлепне

_г в кристалл
ЛЄНИЯ _] В КРИСТЗЛЛЄ.

В общем случае любое неоднородное распределение плотности
тока в анизотропном кристалле будет приводить к тому, что
члены дії/дхд в уравнении (12.48) не будут обращаться в нуль,
а следовательно, будет наблюдаться и выделение тепла Бриджмена.

РЕЗЮМЕ

1. Термоэлектрические эффекты в изотропных проводниках.
1) Термо-э.д.с. термопары. Если между двумя контактами термо-
пары имеется разность температур АТ, то возникает термо-э.д.с. Аср.
Величина [Іср/єіТ есть термоэлектрическая мощность.

18 Дж. Най



274 Гл. ХІІ. Термозлектринества

2) Эффект Пельтье. Скорость поглощения тепла в контакте
при протекании тока І от металла а к металлу 17 определяется фор-
мулой _

Оад=11аді (12.1)
где Паь-коэффициент Пельтье.

З) Эффект Томсона. Скорость притока тепла. необходимого
для поддержания стационарного распределения температуры в элементе
проволоки, в котором прирост температуры в направлении электри-
ческого тока равен піТ, определяется формулой

догнал (12.2)
где Іс-коэдёфицнент Томсона.

Первое соотношение Томсона, вытекающее из первого закона
термодинамики, имеет вид

_АПад+(тд-та)АТ=Аср. (12.12)
Второе соотношение Томсона следует из принципа Онзагера;

оно `записываются так:
д? Над'Й_ _ *Т- . (12.1 1)

Поэтому мы можем записать для тепла Пельтье и разности между
двумя значениями тепла Томсона выражения

пад=_т%, (12.1121)
11%
117"А '

2. Термоэлектрические эффекты в изотропной непрерывной
среде. Задавшись соответствующими уравнениями потока, связываю-
щими электрический ток и тепловой поток с действующими на них
силами (возникающими за счет градиента потенциала и градиента
температуры), и используя принцип Онзагера. мы находим следующие
уравнения.

Для термо-э.д.с. на единицу длины имеем [из (1227)]

_шеф: _- % (2 дгаатч-дгаа р), (12.2721)

(12.14)та-тд=Т

где Е - константа для данной точки проводника при заданной тем-
пературе.

Для скорости выделения тепла в единице объема имеем, с учетом
(12.26а),

_- (Ііуіи= е2ріе2- Т (іім (219)+ (Іім (Ґе Єгаб Т). (12.25)

Первый член в правой части представляет собой джоулево тепло,
второй-тепло, выделяющееся за счет термоэлектрических эффектов,
и третий-тепло, отводимОе благодаря теплопроводности.
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Второй член правой части, который можно записать в виде
_«Тіг дгаєі 2, учитывает как тепло Пельтье, так и тепло Томсона,
а именно:

.г дЕ .г д): .е дЕ дТ_ т__=._ т(_ _ (_ _-~ 1.Л дх, 11 дх, Т Л дт х дх,' (2 32)
здесь первый член в правой части представляет собой тепло Пельтье,
а второй-тепло Томсона. Скорость выделения тепла в контакте на
единицу его площади равна

__т (вы) __ ЕМ) 1:, (12.29)
где іЁ-нормальная компонента, направленная в сторону а. Таким
образом,

(а) ___ (ь)зЩТШ (1230)
Над

Выражения для всех упомянутых выше величин, характеризующих
наблюдаемые термоэлектрические эффекты, можно вывести из этих
уравнений.

3. Термоэлектрические эффекты в кристаллах. В случае кри-
сталлов скаляр Е замещается тензором Еда. Уравнения, соответствую-
щие уравнениям (12.27а) и (12.25), имеют вид

до _ 1 дт да_дТі--їфтщ-ъдї) (12.38а)

д12 _в _е д _е д дТ
_щ: варить/11*_ТЩ(]12Ш)+-щ(]гді-бх_і.)ц (12.42)

Первый член в правой части представляет собой джоулево тепло.
второй-тепло, обусловленное термоэлектрическими эффектами,
третий-тепло, отводимое благодаря теплопроводности.

Второй член в правой части можно представить следующим
образом:

д е _г (102,,г _е дат дт дії_тд-хй (1і2,,г)=_1,-Т_ ш)Т-лт(її)хщ_твцЩ. (12.48)
т. е. в виде суммы тепла Пельтье, тепла Томсона и тепла Бридж-
мена. Тепло Пельтье, выделяющееся в единице площади контакта,
определяется формулой

_ТАп (1.1еЕле) == А" (11Пт)› (12-44). (12.45)

где Ад-скачок нормальной компоненты и Пі,г=7`(2иг/е) есть
матрица (или тензор) Пельтье. В общем случае имеют место как
продольный, так и поперечный эффекты Пельтье.

18*
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Тепло Томсона, выделяющееся в единице объема за единицу
времени, равно

. дТ_ ___ 2_Пси; дхд» (1 49)
где

т (двд)т =-- -_' : 12.50На е дТ х ( )

здесь 'ст есть тензор тепла Томсона. В общем случае происходит
выделение как продольного, так и поперечного тепла Томсона.

Тепло Бриджмена. выделяющееся в единице объема за единицу
времени, описывается последним членом в уравнении (12.48). Выде-
ление тепла Бриджмена есть эффект, свойственныи только кристал-
лам, и обусловливается неоднородностью распределения электриче-
ского тока.

Таким образом. все термоэлектрические эффекты определяются
тензором Ей, температурой и их производными по объему. В общем
случае

Ёп: ЧЕ Ем-
Кубические кристаллы ведут себя как изотропные материалы. Свой-
ства всех остальных кристаллов анизотропны; в самом общем случае
имеется девять независимых коэффициентов Еда.
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Глава ХІІІ

ЕСТЕСТВЕННОЕ И ИСКУССТВЕННОЕ
ДВОЙНОЕ ЛУЧЕПРЕЛОМЛЕНИЕ.
ЭФФЕКТЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА

5 І. Двойное лучепреломление
В данной главе мы рассмотрим некоторые явления, связанные

с прохождением света через кристалл. Мы будем изучать главным
образом двойное лучепреломление (или двойную рефракиию): есте-
ственное двойное лучепреломление, возникающее благодаря естествен-
ной анизотропии кристалла, и искусственное двойное лучепрелом-
ление, вызываемое электрическим полем (злектрооптический эффект)
или механическим напряжением (фотоупругость). Вопрос о вращении
плоскости поляризации (или оптической активности) будет обсу-
ждаться в следующей главе. Поглощение света кристаллами мы рас-
сматривать не будем.

прЄДПОЛаГаеТСЯ, ЧТО ЧИТЗТеЛЬ уЖе ИМееТ Представление О ЯВЛеНИІ/І

двойного лучепреломления (см., например, книгу Хартшорна и
Стюарта [48] 1)). В п. 1-3 излагаются основные элементарные факты,
представляющие для нас интерес. Доказательства описанных в п. 1
свойств индикатрисы, которые основаны на уравнениях Максвелла,>
даны в приложении 8; для понимания последующего изложения они
не являются необходимыми.

1. Индикатриса. В изотропной среде диэлектрические свойства
на оптических частотах описываются уравнениями

0=1Е, или 0=и0КЕ, (13.1)
где и-диэлектрическая проницаемость среды, и0-диэлектриче-
ская проницаемость вакуума и К -~относительная диэлектрическая
проницаемость, или диэлектрическая постоянная (и и К, вообще
говоря, не совпадают с диэлектрической проницаемостью и диэлек-
трической постоянной, измеренными статическими методами или на
низких частотах). Из уравнений Максвелла следует, что если отно-
сительную магнитную проницаемость М=р/р0 (см. стр. 74) поло-
жить равной единице, то скорость распространения электромагнитных
волн через среду описывается формулой

___€_оцук., (13.2)

1) См. также [119, 1221.-1їрим. нерва.
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где с-скорость в вакууме (с=1/]/жоро) (см._ например, книгу
Абрагама и Беккера [1] 1). Таким образомІ показатель преломления п.
определяемый как с/о, записывается в виде

л = 1/К. (13.3)
В случае аназотропной среды (см. стр. 90) уравнения (13.1)

заменяются' на
Ві=яиЕР или Вд=ж0КЦЕГ (13.4)

Когда в уравнениях Максвелла вместо (13.1) используются уравне-
ния (13.4), то получается следующий результат, доказанный в при-
ложении 8: в общем случае через кристалл могут распространяться

Ф и г. 69. Построение индикатрисы.
Это построение дает два показателя преломления и направления колебаний век-
тора 0 для двух плоско~поляризованных волн. связанных с заданной волновой

не одна, а две волны, имеющие данную волновую нормаль. Эти
волны плоскополяризованы и скорость их различна. Значение с/о для
каждой волны можно назвать показателем преломления н для данной
волны. Чтобы изобразить зависимость показателя преломления для этих
двух волн от направления их общей волновой нормали, обычно строят
эллипсоид, называемый (оптической) индикатрисой. Если х1. х2,
х3_главные оси тензора диэлектрической постоянной (или диэлек-
трической проницаемости), то индикатриса определяется уравнением

2
_+_ _:1, (13.5)

где п1 = І/КІ, п2 = І/К2. па = І/Кз (КІ, Кг. КЗ _ главные диэлек-
трические постоянные).

Индикатриса имеет следующее важное свойство. Проведем из начала
координат прямую ОР в произвольном направлении (фиг. 69). По-

_1) См. также [117].-Прим. перед.
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строив центральное сечение индикатрисы, перпендикулярное этой
прямой, получим эллипс. Тогда показатели преломления для двух
волн, фронты которых нормальны к ОР, равны длинам полуосей
этого эллипса: ОА и ОВ. Вектор индукции 1) в плоско-поляризо-
ванной волне, показатель преломления для которой равен ОА,
колеблется параллельно ОА. Аналогично, в волне, для которой пока-
затель преломления равен ОВ, вектор І) колеблется параллельно ОВ.
Отсюда как частный случай следует, что для двух возможных волн
с волновой нормалью х, показатели преломления будут равны п2
и пз, а вектор В в этих волнах параллелен соответственно х2 и хз.
Аналогично, волновая нормаль х2 соответствует двум волнам, для
которых показатели преломления равны пз и ні, а вектор І) парал-
лелен хз и хІ. Такое рассуждение можно провести и для волновой
нормали хз. По этой причине пІ, 1:2, пз и называются главными
показателями преломления.

Отметим, что сам по себе показатель преломления не есть тензор,
хотя его изменения с направлением определяются, как мы видели,
диэлектрической постоянной, являющейся тензором.

Уравнение (13.5) можно записать в иной форме

Втхї+ ВяхЁ+ ВзхЁ = 1, (13.6)
где ВІ: 1/пї: 1/К1, а В2 и ВЗ имеют аналогичный смысл. Иными
словами, ВІ, ВЕ, ВЗ являются величинами, обратными главным диэлек-
трическим постоянным. и называются относительными диэлектриче-
єкама непронацаемостяма. Нетрудно понять, что уравнение (13.6)
представляет собой уравнение характеристической поверхности вто-
рого порядка (см. стр. 31) для относительной диэлектрической
непроницаемости. Следовательно, эта характеристическая поверхность
совпадает с индикатрисой.

2. Влияние симметрии кристалла. До сих пор мы рассматривали
общий случай, т. е. считали, что симметрия кристалла не налагает
ограничений на его оптические свойства. Если кристалл обладает
симметрией, то форма и ориентация индикатрисы подчиняются тем же
ограничениям, что и характеристическая поверхность для любого
свойства, описываемого тензором второго ранга (см. гл. І, 5 5, п. 1).
Отсюда следует, что индикатриса кубических кристаллов является
сферой; так как все центральные сечения сферы представляют собой
окружности, эти кристаллы не обладают двойным лучепреломлением.

Для гексагональных, тетрагональных и тригональных кри-
сталлов индикатриса представляет собой эллипсоид вращения вокруг
главной оси симметрии (фиг. 70). Принимая эту ось за ось хз,
уравнение индикатрисы можно записать в виде

2 2 2хІ Х х

7+Ё+%='о о "в
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Центральное сечение, перпендикулярх-юе главной оси (и только это
центральное сечение), есть окружность (радиусом по). Поэтому только

для волновой нормали, направленной
вдоль главной оси, двойное лучепре-
ломление отсутствует. Главная ось
называется оптической ось/о, а такие
кристаллы _ одноосными. Показа-

ВМНШШЯ тели преломления по и пе принято
_лє Нпрмпль называть соответственно обыкновен-

4 ным и необы/сновенным. Кристалл
_ _ называют положительным, если

(пе ›- по) > 0, и отрицательным,
если (пе_п0) < О.

Для трех остальных кристалло-
графических систем _ орторомби-
ческой, моноклинной и три/слин-
ной-индикатриса является трех-
осным зллипсоидом. Она имеет два
круговых сечения, как показано на

І фиг. 71; следовательно, имеются
фиг_ Ю ишшкатриса для (поло_ два избранных направления волно-
жительного) одноосного кристалла. Вых нормалей: для КОТОРЫХ двойное

лучепреломление отсутствует. Эти
два направления называются оптическими осями первого рода,
или просто оптическими осями, а такие кристаллы-двуос-
ными.

0птичсская
ось-

3. Волновая поверхность 1). Предположим, что внутри кристалла
помещен точечный источник света. Фронт испускаемой волны в любой
момент времени образует непрерывно расширяющуюся поверхность.
Представим себе, что в некоторый момент мы зафиксировали поло-
жение волнового фронта. Образованную таким путем поверхность
называют волновой поверхностью 2).

І) Одноосный кристалл. Волновая поверхность одноосного кри-
сталла состоит из сферы и эллипсоида вращения, касающихся друг друга
в точках, лежащих на оптической оси (фиг. 72, а и б). Это можно
доказать путем построения нпдикатрисы. В данном случае ипдикатриса
является эллипсоидом вращения (см. фиг. 70), и радиус ее кругового
центрального сечения равен по. Следовательно, одна главная полуось

1) Этот раздел не является необходимым для понимания остальной части
главы, но мы будем использовать его результаты в гл. ХІУ.

Эта терминология согласуется с той, которую используют Дана, Харт-
шорн п Стюарт, Хаустон, Роджерс и Керр, Туттон, Вуд. Де-Гроот, Иохансен
и Вустер называют определяемую таким способом поверхность лучевой
поверхность/о, поскольку она служит геометрическим местом точек, достхь
гаемых лучами к данному моменту времени.
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любого центрального сечения будет всегда равна по. Другая главная по-
луось будет иметь значение, промежуточное между по и пе (см. фиг. 70).
Мы знаем, что в кристалле от точечного источника в любом направлении

Ф иг. 71. Два круговых сечения индикатрисы и две оптические
оси первого рода ОР1 и ОР2 в случае двуосного кристалла.

Оба круговых сечения содержат главную ось индикатрнсы, длина которой имеет
ПРОМЄЖ ТОЧНУЮ Ведичину ЄЖД д-УІИНЗМИ ОСТЗЛЬНЫХ ДВУХ ОСей ИНДИКЗТРИСЫ.
Следовательно, радиус этих сечеиий равен среднему главному показателю пре~

распространяются две волны. Построение индикатрисы показывает,
что для одной из них показатель преломления в любом направлении
равен по; следовательно, скорость этой волны не зависит от направления

Оптическая
ось

Оптическая
1 | ось

\ І

а 6

Ф иг. 72. Волновые поверхности одноосного кристалла.
а-ДЛЯ ПОЛОЖИТЄЛЬНОГО КРИСТа-УШВ; б-ДЛЯ ОТрИЦаТедЬІ-ІОГО КрИС'І'аЛ-Па.

и всегда одинакова; для другой волны показатель преломления изме-
няется от по до не в зависимости от направления волновой нормали.
Следовательно, волновая поверхность будет состоять из двух поло-
стей: сферы (обыкновенная волна) и поверхности вращения вокруг
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Оптическая
о ь Волновая./І

уч нормаль

Ф иг. 73. Волновая поверхность
необыкновенной волны ля
(положительного) одноосного

кристалла.
ВОЛНОВЗЯ СКОРОСТЬ 1/ Элемента ВОЛНО-
вого ф онта в точ е Р пропорции
нальна ОМ; лучевая ско ть пропор

ЦИОНадЬНа .

оптической оси (необыкновенная волна);
обе полости касаются друг друга
в точках, лежащих на оптической оси.

Волновая поверхность необыкновен-
ной волны изображена отдельно на
фиг. 73. Необходимо различать волно-
вую нормаль и направление луча, ибо.
как ясно из чертежа, эти два направле-
ния не идентичны; например, в точке Р
луч направлен по ОР и не совпадает
с нормалью к поверхности в этой точке.
Все утверждения, сделанные нами
относительно андакатрасы, касались
волновых нормалей 1). На фиг. 73 вол-
новая скорость для участка волнового
фронта в точке Р пропорциональна
ОІ\/ _ отрезку, перпендикулярному ка-
сательной в точке Р, тогда как лучевая
скорость пропорциональна ОР. Путем
построения индикатрисы определяется
волновая скорость. Следовательно, по-
строение индикатрисы дает длину от-
резка 01\/ в том случае, когда известно
его направление. Методами аналитиче-
ской геометрии легко показать, что

яд

У
Ф иг. 74. Главные сечения волновой поверхности двуосного кристалла.

Оптические осн лежат в плоскости хита. См. также фиг. 75.

волновая поверхность необыкновенной волны есть эплипсоид вращения
вокруг оптической оси (это доказательство мы приводить не будем).
Длины осей этого эллипсоида пропорциональны І/пе, 1/пе, 1/п0.

1) Определение направления луча с помощью индикатрисы рассматри-
вается в книге Вустера [96]. В этой книге приводятся также другие полезные
геометрические построения и соотношения, которые мы здесь опускаем.
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2) Двуосный кристалл. Волновая поверхность для двуосного
кристалла не так проста, как для одноосного. Для волновых норма-
лей, лежащих в любой из трех главных плоскостей индикатрисы,
картина очень близка к описанной выше для одноосных кристаллов.

Ф и г. 75. Общий вид и сечение волновой поверхности двуосного
кристалла (по Хартшорну и Стюарту [48]).

Путем построения индикатрисы легко показать (мы предоставляем
сделать это читателю), что волновая поверхность состоит из двух
полостей и каждая главная плоскость пересекает их по окружности
и эллипсу. Главные сечения волновой поверхности показаны на
фиг. 74, а сама поверхность 1) изображена на фиг. 75.

5 2. Электрооптический эффект и фотоупругость
1. Электрооптический эффект. Основные положения. В гл. Х

было показано, что в общей форме диэлектрическая проницаемость
при постоянных механических напряжениях и постоянной температуре
может быть задана в виде (дБі/дЕди'Т. Во многих задачах вполне
допустимо считать, что коэффициенты диэлектрической проницаемости
кристалла при заданной температуре постоянны и не зависят от напря-
женности электрического поля. Однако рассматриваемый ниже эффект
является прямым следствием зависимости диэлектрической проницае-
мости от поля. Рассмотрим тетрагональный или моноклинный кристалл,

1) Аналитическое рассмотрение этой поверхности можно найти в книге
Цжуса [59].
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в котором действует поле Е, параллельное главной оси симметрии.
Такой пример мы выбираем для того, чтобы индукция В была парал-
лельна полю Е; при этом по причине, которая станет ясной позднее,
будем рассматривать кристалл без центра симметрии. Зависимость В
от Е можно представить в виде ряда

В=к°Е+аЕ2+ВЕ3+ __., (13.7)
где во, а, В-константы. (Следует отличать ко от ко-диэлектри-
ческой проницаемости вакуума.) На фиг. 76 прямая линия с угловым
коэффициентом ×° изображает первый член правой части уравне-
ния (13.7); члены второго и более высокого порядков характеризуют
отклонение графика зависимости от этой прямой; величина отклоне-

ния стремится к нулю при Е-› 0. Коэффи-
17 циента обычно отрицателен, поэтому при

заданном поле Е величина В при учете
всех членов оказывается меньше, чем при
использовании одного только первого члена.

Диэлектрическая проницаемость, опре-
деленная по угловому коэффициенту кри-
вой, записывается в виде

я=%=я°+2ав+зввг+ ... .(13.8)
Ф и г. 76. Нелинейность
зависимости 0 от Е, При обычно достижимых значениях на-

пряженности поля члены второго и более
высокого порядков дают ничтожно малую добавку к диэлектри-
ческой проницаемости, так что связанные с ними эффекты обычно
трудно обнаружить. Однако на оптических частотах малые изме-
нения диэлектрической проницаемости эквивалентны малым изменениям
показателя преломления, которые могут быть измерены с высокой
степенью точности. Используя эффект двойного лучепреломления и
оптическую интерферометрию, можно без труда измерить разность
показателей преломления для двух волн, поляризованных во взаимно
перпендикулярных направлениях, составляющую І - 10'6. что соответ-
ствует разности диэлектрических проницаемостей, равной 2 ~ 10-6. По-
правка к диэлектрической проницаемости, обусловленная конечной
величиной поля. может и не превышать по относительной величине
поправок к другим величинам, например к упругим константам. Тем
не менее первая величина занимает особое положение, ибо ее легче
измерить. Изменение показателя преломления кристалла, вызываемое
электрическим полем. называется алектрооитическим эффектом.

Следует напомнить, что диэлектрическая проницаемость зависит
от частоты электрического поля. Обратимся снова к обсуждавшемуся
выше частному случаю, т. е. будем считать, что индукция В парал»
лельна полю Е. Кривая А на фиг. 77 изображает зависимость О
от Е на низких частотах. Кривая В показывает связь между В и Е
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на оптических частотах. Предположим, что световая волна проходит
через кристалл так, что вектор Е параллелен особенной оси. Колебания,
вызываемые световой волной, можно представить двойной стрелкой,
исходящей из начала координат. Показатель преломления пропорцио-
нален квадратному корню из углового коэффициента кривой В
в начале координат. Теперь предположим, что в рассматриваемом
нами направлении приложено статическое электрическое поле Ео, так
что связь между В и Е при этом статическом поле изображается
точкой Р. Теперь колебания, возникаю-
щие при прохождении световой волны
через кристалл, изображаются двойной
стрелкой С, исходящей из точки Р.
Угол, составляемый этой стрелкой с осыо
абсцисс, который определяет новый
показатель преломления, будет меньше,
чем угол наклона кривой А в точке Р.
Таким образом, величина электроопти-
ческого эффекта характеризуется изме-
нением углового.коэффициентастрелКИС Ф ип 77_ Зависимость д от Е
В точке Р при изменении СМЄЩаІОЩЄГО в отсутствие и При наличии
поля Ео. Этот эффект нельзя описать СМЄЩЗЮЩЄГО ПОЛЯ.
просто уравнением (18.8), потому что
сменающее поле является статическим, в то время как поле Е под зна-
ком производной аїВ/аЕ изменяется с высокой частотой. Однако мы
можем разложить п2=ж/ио в ряд по степеням смещающего поля Ео;
нзвлекая затем квадратный корень, получаем

п=н°+аво+двё+ (13.9)
где а и д-константы, а п°_показатель преломления при Е0=0.

Предположим теперь, что кристалл имеет центр симметрии. Если
направление смещающего поля изменится на обратное, то физическая
картина не изменяется, а следовательно, не изменится и показатель
преломления, однако знак при Е0 в уравнении (13.9) должен быть
изменен. Поэтому мы имеем

я=п°_аво+двё_ (13.10)
Уравнения (13.9) и (13.10) совместны лишь при а==0. В итоге мы
получаем о 9п:п+1›135+.... (13.11)
Если же у кристалла отсутствуют элементы симметрии, приводящие
к эквивалентности двух противоположных направлений смещающего
поля, то при изменении направления поля на обратное показатель
преломления уже не должен оставаться неизменным; следовательно,
в этом случае член первого порядка (аЕо) должен остаться 1). Число

І) Мы называем аЕо членом первого порядка потому, что он дает изм -
нение первого порядка (п-п0) в значении показателя преломления.
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коэффициентов, необходимое для описания электрооптического эффекта
в кристаллах различной симметрии. обсуждается ниже. Приведенные
рассуждения показывают, что при наличии центра симметрии эффект
ПЄрВОГО ПОрЯДКа В КрІ/ІСТЗЛЛЄ ОТСУТСТВУЄТ. В ЦЄНТрОСІ/ІММЄТрІ/ІЧНЫХ

кристаллах и в жидкостях могут существовать только эффекты,
описываемые членом второго порядка (ВЕЁ) и членами более высоких
четных1порядков, поэтому можно ожидать, что в иеслишком сильных
полях эти эффекты очень малы. Эффект, определяемый членом вто-
рого порядка ЬЕЁ и членами более высоких четных порядков и воз-
можный в любых материалах, называется эффектом Керри.

2. Фотоупругость. Основные положения. Диэлектрическая про-
ницаемость и диэлектрическая постоянная, а следовательно, и пока-
затель преломления являются, вообще говоря, функциями не только
приложенного электрического поля, но также и механических напря-
>КЄНИЙ В КРИСТЗЛЛЄ. ИЗМЄНЄНИЄ ПОКЗЗаТЄЛЯ ПрЄЛОМЛЄНИЯ, ВЬІЗЬІВаЄМОЄ

механическими напряжениями, называется фотоунругостью (ньезоон-
тическим эффектом). Мы выберем в качестве примера кристалл, рас-
сматривавшийся в предыдущем разделе. Если к кристаллу вдоль его
особенной оси наряду с электрическим смещающим полем Е0 прило-
жено одноосное механическое напряжение с, то показатель преломле-
НИЯ ДЛЯ СВЄТОВОЙ ВОЛНЫ С ЭЛЄКТрІ/ІЧЄСКИМ ВЄКТОрОМ, КОЛЄбЛЮЩІ/ІМСЯ

в этом направлении, определяется выражением
п=п°+аво+а'а+ьвё+ь'62+ 171500 + (13.12)

где а, о', Ь, І)', І)”-константы. Выше мы показали, что у центро-
симметричных кристаллов член аЕо обращается в нуль. Однако это
не относится к соответствующему члену первого порядка в выражении
для пьезооптического эффекта (т. е. к члену а'о). Действительно
изменение направления Е0 на обратное не вызывает никаких изменений
в кристалле, тогда как перемена знака у с влияет на состояние кри-
сталла (растяжение заменяется сжатием) и поэтому в общем случае
сказывается на величине н. Вот почему даже в изотропных материа-
лах, таких, как стекло, наблюдается пьезооптический эффект первого
порядка, хотя электрооптический эффект первого порядка отсутствует.

3. Общий случай. Показатель преломления кристалла можно
представить с помощью индикатрисы, которая, как мы видели в ё 1,
имеет форму эллипсоида; коэффициенты уравнения этого эллипсоида
являются компонентами тензора относительной циэлектрической непро-
пицаемости Віі на оптических частотах, т. е.

в,].х,х,.= 1 (13.13)
(по определению Віі=ж0 дЕі/дВі). Таким образом, небольшое изме-
нение показателя преломления, вызванное действием электрического
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поля или механического напряжения, идентнчно небольшому изменению
формы, размера и ориентации индикатрисы. Это изменение наиболее
удобно описывать, задавая малые изменения коэффициентов Віі.
Если пренебречь членами порядка выше первого в выражениях для
электрических полей и механических напряжений, то изменения АВі
коэффициентов при приложении поля Е,г и напряжений с:ш запишутся
В ВИДЄ

АВіі = гііпЕн +“ііысдв (13.14)

где ,гиг-тензор третьего ранга, компоненты которого определяют
электрооптический эффект, и пііы~тензор четвертого ранга, опре-
деляющий пьезооптическнй эффект. Коэффициенты гид называются
электрооптическими, а коэффициенты ттіш_-пьезооптическимш
Приведем типичные значения этих коэффициентов (в единицах МКЅ):

гид ш 10-12м/в,

ттішж 10-12м2/н =10_13см2/дн.

Отметим, что уравнение (13.14) совершенно аналогично уравнению,
описывающему деформацию кристалла под действием электрического
поля (обратный пьезоэлектрический эффект) и механических напря-
жений (упругость)

Єіі = агггііЕ/г +Ѕгіт°пг (13.15)

где а'щ -~пьезоэлектрические коэффициенты и зіі,,,_податливости.
Подобно АВІІ., єіі-безразмерная величина. Размерности сі и в сов-
падают соответственно с размерностями 2 и п. Более того, эти коэф-
фициенты близки по порядку величины; так, в единицах МКЅ

ат. ж 3 . 10"12, вт, ш 10-11.

Пьезооптический эффект иногда выражают через деформации, а не
через напряжения. Так как ат=сдтеп (см. стр. 162), то уравне-
ние (13.14) можно переписать в форме

АВіі=2іідЬд+рііпєт (13.16)
где

ріігз=пцысыт “іт=ўіігз$г$ы- (13-17)
Коэффициенты ртЅ называются унругооптическими. Заметим, что
они являются безразмерными величинами.

-1 1Так как т: в 10 2 и ст: 101 . то р имеет следующий порядок вели-
-12 11 -1чины: ~ 10 ' 10 =10 . Коэффициенты ВЦ по порядку вели-

чины равны единице, поэтому АВі являются мерой относительного
искажения индикатрисы. Таким о разом, это относительное иска-
жение, грубо говоря, равно десятой доле деформации.

10 ПЖ Няй
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4. Первичный и вторичный электрооптические эффекты. При
обсуждении электрооптического эффекта мы до сих пор не указы-
вали механического состояния кристалла: кристалл мог быть свободен
(напряжения равны нулю) или зажат (деформации равны нулю).
Однако механическое состояние кристалла нельзя считать несущест-
венным. Так, если кристалл свободен, то вследствие обратного пьезо-
электрического эффекта статическое электрическое поле будет вызы-
вать деформации, которые в свою очередь вследствие пьезооптиче-
ского эффекта будут приводить к изменению показателя преломления.
Эта ситуация очень похожа на ту, которая имела место для случая
первичного и вторичного пироэлектрических эффектов (см. гл. Х,

4, п. 4). Электрооптический эффект, возникающий в кристалле
с запрещенными деформациями, называется первичным (или ,истин-
ным“), аїэффект, обусловленный пьезоэлектрическим и пьезооптическим
эффектами,-вторичным (или ,,ложным“). Эффект, наблюдаемый
в свободном кристалле, является суммой первичного и вторичного
эффектов.

Порядок величины вторичного эффекта можно определить сле-
дующим образом. Поле Е вызывает г" ричссшс "Мур-И-
ции е=аЕ_. Эти деформации в свою очередь вызывают изменение В,
записываемое следующим образом:

АВ = ре = (ра) В.
ИСПОЛЬЗУЯ ПРИВОДИВШИЄСЯ ВЫШЄ ПрИбЛИЖЄННЫЄ ДаННЬІЄ, ПОЛУЧЗЄМ, ЧТО

коэффициент ра, характеризующий вторичный эффект, по порядку
величины равен

10-1-3. 10-12: з. 10-13.
Таким образом, вторичный эффект сравним по порядку величины
с эффектом, наблюдаемым в свободном кристалле; последний, как
мы уже видели, задается коэффициентом 2% 10`12.

Если в экспериментах к свободному кристаллу приложено посто-
янное поле, то измеряется именно эффект при постоянных механи-
ческих напряжениях, т. е. сумма первичного и вторичного эффектов.
Эффект при постоянной деформации (первичный эффект) можно
измерить, приложив к кристаллу переменное поле высокой частоты.
Деформации кристалла тогда очень малы (предполагается, что частота
поля и крепление кристалла выбраны так, что резонанс не возникает).
Результирующее двойное лучепреломление изменяет знак с частотой
поля и может быть измерено (Карпентер [26]).

Б. Влияние симметрии. І) Общие соображения, основанные на
анализе симметрии. Чтобы четко представить себе влияние, оказы-
ваемое на индикатрису приложенным электрическим полем или меха~
ническими папряжениями, полезно воспользоваться следующим общим
принципом: кристалл, находящийся нод влиянием внешнего
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воздействия, будет обладать только теми элементами симме-
трии, которые являются общими для кристалла в отсутствие
воздействия и воздействия в отсутствие кристалла 1). Спра-
ведливость этого принципа почти очевидна. Если мы действуем одним
из этих общих элементов симметрии на воздействие (перед его при-
ложением к кристаллу) и на кристалл (в отсутствие воздействия), то
ни воздействие, ни кристалл не изменятся. Отсюда следует. что кри-
сталл при приложении данного внешнего воздействия будет также
обладать этим элементом симметрии. Если же мы будем действовать
элементом симметрии, не являющимся общим для кристалла и воз-
действия, то это приведет к определенным изменениям. Отсюда
следует, что кристалл при приложении данного внешнего воздействия
не будет, вообще говоря, обладать этим элементом симметрии.

К
ш, ш»
а б

Ф иг. 78. Стереограммы элементов симметрии кубического
кристалла класса З.

д~ЭЛЄМеНТЫ СИММЄТРИИ В Отсутствие ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ ИЛИ МеХаНИЧЄСКОГО
Ненапряжения; “ЭЛ МЄНТЫ СИММЕТ ИИ, Об для НЄНЯІІРЯЖЄИНОГО КРИСТаЛ-Па

и ОДНООСНОГО СЖИМЗЮЩЄГО иаПрЯІКеНИЯ, ПарЗЛЛеЛЬНОГО[ О

Как пример применения этого принципа рассмотрим случай, когда
к кубическому кристаллу класса 23 (фиг. 78, а) приложено электри-
ческое поле, параллельное оси третьего порядка. Ось третьего по-
рядка является единственным элементом симметрии, общим для поля
и кристалла. Поэтому оптические свойства такого кристалла будут
соответствовать свойствам одноосного кристалла тригонального
класса 8.

Мы можем непосредственно видеть, что при приложении одноос-
ного механического напряжения параллельно оси третьего, четвертого
или шестого порядков кристалл будет оптически одноосным с осью.
параллельной направлению напряжения. Если же одноосное напряже-
ние приложено вдоль оси второго порядка или в произвольном
направлении, то кристалл становится оптически двуосным. Эти же

1) Этот принцип в еще более общей форме впервые был сформулирован
Пьером Кюри и обычно в литературе называется принципом Кюри (см,
например, [121]).-Прим. перед, "
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выводы справедливы и в том случае, когда вместо одноосного
механического напряжения на кристалл действует электрическое
поле.

Рассмотрим интересный пример, иллюстрирующий сформулиро-
ванный выше принцип. Пусть кристалл класса 23 находится под дей-
ствием одноосного напряжения, направленного вдоль [110]. На фиг. 78, а
изображены элементы симметрии неиапряженного кристалла, а из
фиг. 78, б видно, что единственным элементом симметрии, общим для
ненапряженного кристалла и приложенного напряжения, является ось
второго порядка, совпадающая с осыо хз. Следовательно, ось хз
должна быть главной осью индикатрисы; остальные две главные оси

а 6

Фиг. 79. Стереограммы элементов симметрии кубического
кристалла тЗ.

-элементы симметрии в отсутствие электрического поля или механического
напряжения; б-элементы симметрии, щие для ненапряженното кристалла

и одноосного сжимающего напряжения, параллельного [110]_

индикатрисы лежат в плоскости х1х2. причем их направления не
связаны с направлением напряжения. Этот результат справедлив
также для класса тЗ (фиг. 79). Однако в кристаллах более симмет-
ричных кубических классов 4Зт, 432 и тЗт направление [110] или
является осью второго порядка, или лежит в плоскости симметрии.
Следовательно, если кристалл, принадлежащий к одному из этих клас-
сов, сжат вдоль [110], то одна из осей индикатрисы должна быть
параллельна направлению сжатия.

2) Уменьшение числа независимых электроонтнческих коэф-
фициентов. Мы знаем, что В,]-=В]-і. Поэтому в уравнении (13.14)
АВИ=АВіі при любых Е* и от. Отсюда следует, что

2шг=21ігг~ (18.18)

Это соотношение уменьшает число независимых коэффициентов с 27
до 18 и позволяет ввести сокращенные обозначения, аналогичные тем,
которые были использованы для пьезоэлектрических тензоров (см.
стр. 140). Замена производится следующим способом. Коэффици-
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енты В” записываются только с одним индексом, пробегающим
значения от 1 до 6:

_ Вы 312 Вы _ ц 31 Вв Вв _
312 522 Ваз -› Во Ва В.:

_ Вы Ваз Ваз _ _ Вв 54 Ва..
. (13.19)

Соответственно два первых индекса при ат, объединяются в один,
пробегающий значения от І до 6, и мы записываем уравнение
электрооптического эффекта в виде

Ав,=г,,в, 0:1, 2, в; 1:1, 2, з). (13.20)
При замене индексов у 21,,г множители 2 или 1/2 не появляются.

Напомним, что множители 2 появились при введении сокращенных
индексов у пьезоэлектрических модулей ат. Чтобы понять причину
этого различия, сравним уравнение пьезоэлектрического эффекта

ель = 11:11:51 (7-19)
с уравнением'электрооптического эффекта

АВіІ- = ,ай-*Ей-

Заметим прежде всего. что у ат, объединяются два последних
индекса, соответствующие индексам у ей, тогда как у 211,, объеди-
няются два первых индекса, соответствующие индексам у АВЦ.
Однако это не имеет отношения к вопросу о множителях 2. Множи-
тели 2 появляются перед а” потому, что они используются при опре-
делении одноиндексных деформаций. Определение одноиндексных В”
дается без множителей 2, поэтому они и не появляются перед яд.

Ограничения, налагаемые симметрией кристалла на 2,7, совершенно
аналогичны ограничениям, налагаемым на пьезоэлектрические модули (1,1.
Матрицы для 11,1, приведенные в табл. 8, могут быть использованы
и для 2,1, с двумя изменениями.

а) У 21; пробегает значения от І до 6 первый индекс, а у 11,1--
второй. Поэтому таблицы будут верны для гіі, если считать і номе-
ром столбца, а І-номером строки, что обратно обычному порядку.

б) Поскольку множители 2, как указано выше, отсутствуют,
следует считать, что символы, обозначенные двойными кружками,
обозначают просто коэффициенты, численно равные, но противопо-
ложные по знаку коэффициентам, обозначенным жирными точками,
с которыми данные символы соединены линиями; следовательно,
символы, обозначенные двойными кружками, должны обозначать то
же, что и символы, обозначенные простыми кружками.

3) Уменьшение числа независимых пьезооптических коэффи-
циентов. Так как в уравнении (13.14) АВді=АВд для любых Е,г
и вы, то

“та= “лы- 03-21)
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Формы матриц пьезооптических коэффициентов п
и пругооптичеєких коэффициентов р й

Обозначения

Для и- и р-матриц
компонента, равная нулю,

компонента, отличная от нуля,

Нравные компоненты,
НКОМПОНЄНТЫ, ЧИСЛЄННО равные, НО ПРОТИВОПОЛОИП'ПЯЄ ПО ЗНЗКу.

©
©

.©
©

Д л я п-м а т р и ц
компонента, равная удвоенной компоненте, обозначенной жирной точ-
кой, с которой данный символ соединен линией,
компонента, авная взятой с обратным знаком удвоеннои компоненте,
обозначенно жирной точкой, с которой данный символ соединен
линией,
(п11_'“12)~

Д л я р-м а т р и ц
компонента, равная компоненте, обозначенной жирной точкой, с кото..
рой данный символ соединен линией,
компонента, равная взятой с обратньм знаком компоненте, обозначен-
ной жирной точкой, с которой данный символ соединен линией,

ї (1711 _ 1012)-

Триклынная система
Оба класса

Всё 2 ІІ щ,
(обычная
ориентация)

эти матрицы определил Поккельс [75], но оп допустил ошибки для 1»В

из 2-2 классов, которые повторялнсь всеми последующими авторами до тех нор, пока Багапш:
там [7, 8] не указал на них.
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Продолжение табл.

Тетрагонпльная системи
Классы

4, 4, 4/1”
С СЖ

Н

...Х
0-0 о о в

'О
О

-О

(10)

Триаональная система

(12)

' Гексааонштьная система
Класиы Классы

т2, бтт, 622, в/тттгзгггг
332316,

Кубыческая система
Классы

Язт, 432, тзт

(4)
' Изогпропная среда

ЭК

ПОСЕОЛЬ
Такой вид имеет магрина для двух возможных ориентаций класса Ё2т (2||х,итіхд),
ку при добавления: центра симметрии эти две ориентации неразличимы.
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Далее, поскольку при отсутствии объемных моментов пишет (см.
стр. 111), мы можем положить

“вы = “или (1322)
Последняя операция аналогична той, которую мы делали для упру-
гих податливостей (см. стр. 162).

Благодаря соотношениям (13.21) и (13.22) число независимых
коэффициентов уменьшается от 34:81 до 36; поэтому мы можем
применять сокращенные обозначения, подобные тем, какие исполь-
зовались для упругих констант (см. стр. 165). Это делается следую-
щим образом. В уравнении пьезооптического эффекта

двд-дитей, (1, і, ь, 1:1, 2, з) (13.23)
индексы у АВ!1 объединяются в соответствии с (13.19); аналогично
заменяются индексы у от. Тогда мы получаем

АВт=тттпоп (т, п: 1, 2, . б). (13.24)
Коэффициенты пт" связаны с лтд согласно следующим правилам:

птп=тттр когда п=1, 2 или 3,
птп=2тгііы, когда п=4. 5 или 6.

Множители 2 появляются в результате попарного объединения чле-
нов с напряжениями сдвига в правой части уравнения (13.28).

Проведенное сокращение числа индексов можно сравнить с соот-
ветствующим сокращением _числа индексов у упругих податливостей
В ВНУра ении е,,=$іі,_,,б,г,. (8.1)
При замене вт, на эт” у некоторых членов появляются множители 4,
что обусловлено появлением добавочных множителей 2 в результате
замены в” на ет.

Поскольку энергия упругой деформации однозначно определяется
деформациями, упругие константы связаны соотношениями сіі=сд
и єіі=зд, однако в общем случае

“тп ЧЕ “шт (13.25)
Таким образом, число независимых коэффициентов 'лтд для триклин-
ного кристалла остается равным 36. Число независимых коэффи-
циентов пт" для других классов уменьшается в соответствии с их
симметрией. Это уменьшение аналогично уменьшению числа упруз
гих констант, за исключением того, что пт” ее пт и что множители 2
появляются у других членов. Формы матриц (лтд) приведены в табл. 15.
Использованные обозначения, аналогичные введенным ранее. ука-
заны в начале таблицы. Как и прежде, используется общеприня-
тая ориентация осей координат относительно элементов симметрии
(см. приложение 2), кроме особо оговоренных случаев. Число неза-
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висимых компонент для каждого класса указано в скобках возле
матрицы.

Если мы хотим описать пьезооптический эффект, пользуясь дефор-
мациями, а не напряжениями, и исходим из уравнения

АВІІ.=рШ,Ѕє,5 (і, _і, г, 8:1, 2, 3), (13.26)

то переход к матричным обозначениям делается аналогичным путем.
Индексы у АВіі объединяются согласно (13.19). При замене индек-
сов у є,Ѕ необходимо ввести множители 1/2 перед сдвиговыми дефор-
мадиями [формула (7.20)}. (Сокращение индексов в уравнении упру-
гости аи: синей, проводится по точно такой же схеме.) Мы получаем
тогда вместо (13.26) уравнение

АВт=ртпеп (т,п=1, 2, ...,6),

причем ртл связаны с рИ-,Ѕ соотношениями
ртп=ріІІГЅ для всех т и п,

т. е. множители 2 или 1[2 отсутствуют. В общем случае
ртп ф рт. Легко показать, что

ртп з 71-тгсгп' ,дтп = ртгзт'
Формы матрицы (рт) для различных классов подобны формам

матрицы (пт), за исключением того, что часть множителей 2 стоит
у других коэффициентов (см. табл. 15).

6. Фотоупругость кубических кристаллов. Из табл. 15 видно,
что пьезооптические свойства кубических кристаллов и изотропных
материалов не одинаковы. Кубические классы делятся на две группы.
В классах 23 и тЗ, в которых оси второго порядка совпадают
с осями куба (его ребрами), для определения пьезооптических свойств
необходимы четыре коэффициента. Для второй группы классов,
у которых с осями куба совпадают оси 4 или 4, пьезооптические свой-
ства определяются только тремя коэффициентами. Исследуем теперь
аналитически некоторые частные случаи упругих воздействий на
кубические кристаллы.

1) Одноосное напряжение вдоль оси куба. Рассмотрим кубиче-
ский кристалл класса 23 или тЗ, на который действует одноосное
напряжение растяжения с, параллельное оси куба. Пусть Ох1-
направление напряжения и пусть Охг, Охз-две другие оси куба.
До приложения напряжения индикатриса представляла собой сферу

В°(хї+хё+хё)= І, (13.27)
а показатель преломления определялся из выражения В°=1/(п°)2.
Под действием напряжения индикатриса изменяется и описывается
теперь уравнением

Вххї + 132162 -І- Взхё + 2Вдх2х3 -+ 2Вдх3х1 + 2136х1х2 = 1. (13.28)
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Матричное уравнение
АВі=тгііоі (13.29)

В раЗВЄрНуТОМ ВИДЄ ЗЗПИСЫВЗЄТСЯ Так:

(АВ1 131*ВО Ґ'дп 7ча тНа Ґ 1 11:11”
Ава Ва '_ Во “1:1 “11 “12 І
Ава. Вз _ Во "12 “13 т=11
Ав4 = в4 = о о о щ о І
авБ вБ о о о 0 1:4, о

[дв6 1 вв о о о о о ш [о 1
(Мы использовали правило умножения матриц, приведенное на
стр. 184.)

Так как Вд=ВБ=ВЄ=0, осями индикатрисы являются ОхІ.
Ох2 и Ох3 (это можно видеть также и из симметрии). Чтобы найти
изменения трех главных показателей преломления, запишем В1 = І/нї.
Отсюда АВІ: _(2/нї)Ап1. С достаточной степенью точности мы
можем заменить н1 на н°; это дает

112136

О
О
О

О
О
О

“12”

С

о
о
0:0'
о
о

Апі =_ё (пор АВ, = __ё (поз кис. (13.30)
Аналогично,

Анг: _. %(п°)з «1,6 (13.31)

Ана: __ ё (пор «126. (13.32)
Следовательно, кристалл становится двуоспым. Как видио из табл. 15,
для кристаллов, принадлежащих к трем другим кубическим классам
(48т, 432, тЗт), схема коэффициентов имеет такой же вид, за
исключением того, что я12=тг13. Таким образом, в этом случае
Ап2=Анз, и кристалл оказывается одноосным.

І/Із уравнений (13.30)--(13.32) ясно видно, что двойное луче-
преломление для светового луча, распространяющегося вдоль оси хз,
выражается формулой

и -и= Ага _ Ана =- ё; (пт он _м) с. (18.88)
а для светового луча, распространяющегося вдоль оси хз, _ фор-
мулой

пІІ _ ні = А"1 '__ Ана = Щ _12“(п0)3 (11:11 _ “13)0- (13-34)

Где п" и пі-ПОКЗЗЗ'ГЄЛИ ПРЄЛОМЛЄПИЯ СООТВЄТСТВЄІІНО В Направле-

НИЯХ, ПИРЗЛЛЄЛЬНОМ и ПЄРПЄНДИКУЛЯРНОМ НапраВЛЄНИЮ Напряжения.
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Из проведенных вычислений легко видеть, почему для кристал-
лов классов 23 и 1113 коэффициент 1:12 не равен 1:13 (в отличие от
того, как первоначально считал Поккельс). Если х1 является осью
четвертого порядка, то двойное лучепреломление в направлениях х2
и х:3 должно быть одинаково в соответствии с принципом симметрии,
сформулированным на стр. 290, поэтому я12=яш Однако у кри-
сталлов классов 23 и тЗ ось- х1 является лишь осью второго по-
рядка, и в кристалле, находящемся под действием напряжений,
направления х2 и хз не связаны симметрией. В соответствии с этим
симметрия кристалла класса 23, подвергнутого действию рассматри-
ваемого напряжения, понижается до симметрии класса 222; анало-
гично, симметрия кристалла класса т3 понижается до ттт. Оба
получающихся класса являются орторомбическими и, следовательно,
ДВУОСПЫМИ.

Соотношения между коэффициентами я для кристаллов классов 23
и т3 легко получаются методом прямой проверки (см. стр. 146).
Ось третьего порядка в положительном октанте действует на оси
координат и, следовательно, на индексы по следующей схеме;

1-›2, 2-›3, 3-›1.

Таковы преобразования индексов при четырехиндексных (тензорных)
обозначениях. Следовательно, при таких обозначениях мы получаем:

11-«›22, 22933, 33-›11, 2З-›31, 31-›12,12->23.
Эти же преобразования при двухиндексных обозначениях записы-
ваются в виде

1-›2, 2-›3, 3-› І, 4~›5. 5-«>6, 6»›4.

Поэтому
'дп = “22 = таз, *12 = “23 = “зи “13 = "21 = паи»

“44 = 'лба = '31:66,

как показано в табл. 15. Остальные коэффициенты обращаются
в нуль, в чем можно убедиться, действуя одной из других осей
третьего порядка.

Формулы (13.33) и (13.34) относятся к кубическому кристаллу,
находящемуся под действием одноосного растяжения, параллельного
оси куба. В табл. 16 приводятся формулы для некоторых других
направлений напряжения и наблюдения.

Из формул (13.33) и (18.34) и табл. 16 видно, что, сжимая
кубический кристалл вдоль кубической оси и измеряя возникающее
при этом двойное лучепреломление в направлении, перпендгшулярном
направлению напряжения, можно найти значения (пІҐ-тгщ) и (пц_тг13).
Такие измерения сделать сравнительно легко. Однако можно показать,
что с помощью одних лишь измерений двойного лучепреломления
нельзя определить пн и ян или 1:1, и 1:13 по отдельности. В формулы
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ТАБЛИЦАІЄ

Двойное лученреломление кубических кристаллов
под действием одноосного напряжения при различных

направлениях наблюдения

Направле- Направле- (пи _ Ні)
нне ние

наблюде-
ння

т ОШООСІ'ЮГО
напряжения классы 23, тЗ классы 4-3т, 432, тЗт

[1001 [0101 _ ё (пал и (ль - на _ -ё- (пов с (на - на)
10011 - ё (поз о (на - на) _ -Ё- (пл в с он - на)

І 1 1
[011] _ *2- (по)в 0 [По '_ ї(“12+'”1з)] ц' ї (пор О (1:11 '- “12)

[01Г1 у - -ё- (пт и [ль~ _;- (т+щз›] - -ё- (пе В а (1:11 - на)

[1111 все _ і (пор мы __ і (пор мм
напра- 2 2
Бления,
перпен-
дикуля -
ные [ІІРІ]

всегда будут входить именно разности (пп-_дю) или (дн-_щЗ).
Чтобы получить абсолютные значения пп, 1:12, 1:13, необходимо про-
делать значительно более трудные измерения абсолютного изменения
одного из показателей преломления при приложении напряжения.
Для этого нужно воспользоваться интерферометрическим методом.
Чтобы измерить 1144, удобно приложить к кристаллу напряжение
сжатия вдоль [111]. Кроме того, вы, конечно. определяет изменение
показателя преломления под действием напряжения сдвига в плоскости.
перпендикулярной кубической оси.

Измеренные значения 'ди и ри для некоторых кубических кри-
сталлов приведены в табл. 17. Эти значения иногда слегка зависят
от длины волны света. К вопросу о знаках следует относится очень
внимательно І). Рассмотрим, например, кристалл хлорида натрия,

1) Вводя определение 1:11, Поккельс [75] считал напряжение сжатия
положительным и поставил знак минус в правой части определяющего
уравнения (18.24). В настоящей книге мы считаем положительным напряже-
ние растяжения. Поэтому щ- у Поккельса и у нас одинаковы. В качестве
единиц для пк, Поккельс использовал мм'д/кГ.
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сжатый вдоль кубической оси. Из табл. 16 получаем, что
1

пІІ _ “_І. = _ї (ЛОР (7111 _ "12) 6-

Из табл. 17 мы видим, что разность (тг11_1т12)<0; по условию
напряжение с отрицательно; поэтому разность (пп _пі)=(пе-и0)
отрицательна. Следовательно, при сжатии вдоль кубической оси
КРИСТЗЛЛ ХЛСрИДа НаТрИЯ СТИНОВИТСЯ ОДНООСНЫМ ОТРИЦЗТЄЛЬНЫМ Кри-

СТЗЛЛОМ.

т А в л и ц А 17
Фотоупругость кубических кристаллов*

а. Значения пьезооптинесних коэффициентов для В-линии натрия

Лите а-
Кристалл Класс 1:" к" р“и “и "и _ "12 "и _ “и тура *7*

Калиевые тЗ 3,7 9,1 8,5 -0,65 --5,43 -4,82 [12]
квасцы '

Нитрат барин тЗ 18,11 40,0 35,2 -1,69 -23,84 -17,13 [10]
Нитрат свинца тЗ 70,21 89,34 82,05 -1,39 -19,13 -11,84 [10]

Хлорил натрия т3т 0,25 1,46 *0,85 -1,21 [751
Хлорил калия тЗт -~ _-4,31 1,70 [75]
Флюорит т3т -0,29 1,16 0,698 _-1,45 [75]
Алмаз т3т -0,43 0,37 -0,27 _0,80 [23, 76]

б. Значения упругооптичеєких коэффициентов
ля В-линии натрия

Литера-
КриСТаЛл класс Ри рп рта ри Ри _рп Ри '_Рн тура *1*

Калиевые тЗ 0,27 0,35 0,34 0,0050 0,002 0,0704 [12]
квасцы

Нитрат бария тЗ 2,49 3,40 3,20 "0205 0,992 -0,713 [10]“дм-ми

Нитрат свинца тЗ 8,50 8,78 8,67 0,010* 0,281 -0,174 [10]

Хлорид Натрия тЗт 0,187 0,178 -_0,0108 -0 0408 [75]
Хлорид калия тЗт _ _ _0,0276 0,0595 [75]
Флюорит тЗт 0,0558 0,228 0,0236 -0,1722 [75]
Алмаз тзт -о,125 0,325 _о,11 _-0 45 [23, 16]

* Пьезооптические коэффициенты выражены в 10-ш ›\є*'/н|=10"11 єм'Чдн, упруго"
оптические коэффициенты безразмерны.

** Дополнительные данные см. в работах [11, 14, 22, 23, 63, 68, 70, 71, 941.
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5 3. Общее рассмотрение эффектов второго порядка
І. Термодинамическое рассмотрение. Мы уже видели, что

электрооптический и пьезооптичєский эффекты являются эффектами
второго порядка, так как они возникают за счет зависимости
диэлектрической проницаемости от электрического поля и механиче~
ских напряжений. Обсуждение термодинамики подобных эффектов
второго порядка, число которых довольно значительно, можно про-
вести таким же образом, как было уже сделано для эффектов первого
порядка в гл. Х. Однако полное рассмотрение слишком длинно, чтобы
приводить его здесь, поэтому мы наметим лишь общую схему рассу-
ждений. При этом индексы у различных тензоров мы будем опускать.
Такие обозначения, естественно, являются нестрогими, но, когда воз-
никнет необходимость, легко перейти к строгим обозначениям.

Так же как в гл. Х, будем считать с, Е и Т независимыми перемен-
ными, определяющими состояние кристалла. Пьезооптический эффект,
как мы уже видели, по существу обусловлен изменением диэлектри-
ческой проницаемости под действием механических напряжений.
Следовательно, пьезооптический эффект пропорционален

З_:=діа(%%). (13.35)
Так как В является функцией состояния, порядок дифференциро-
вания можно изменить и записать

Ёі:Ъ9-(дв)=ї, (13.36)с Е дЕда

где д~пьезоэлектрический модуль, по определению равный произ-
водной дВ/да. Таким образом, коэффициенты, описывающие измене-
ние диэлектрической проницаемости в зависимости от механических
напряжений, численно равны коэффициентам, описывающим измене-
ние пьезоэлектрических модулей в зависимости от поля. Следует,
однако, отметить, что это утверждение справедливо только в том
случае, когда частота поля в обоих случаях одинаково.

Коэффициенты дд/дЕ можно, используя термодинамическое урав-
нение (10.35), записать в виде

да д дВ д де

Таким образом, изменение диэлектрической проницаемости в зави-
симости от механического напряжения оказывается связанным со
второй производной деформации по полю, д2е/дЕг. Эта производная
описывает явление электрострикции (см. ё З, п. 2). Электро-
стрикция возникает в результате квадратичной зависимости є от Е
и, следовательно, отличается от обратного 1тьсзоэлектрхшеского
эффекта, обусловленного линейной зависимостью е от Е. Таким
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образом, мы установили связи между фотоупругостью, электро-
стрикцией и коэффициентами да'ІдЕ.

Аналогично, можно найти много иных зависимостей между дру-
гими вторыми производными е, В и Ѕ по с, Е и Т. Все эти вторые
производные описывают эффекты второго порядка. В качестве при~
мера можно привести производные д2е/дсг-податливостн второго
порядка. Можно упомянуть также производные (дге/додТ), которые
являются коэффициентами в выражении, описывающем температурную
зависимость податливостей де/дс; эти коэффициенты равны коэффи-
циентам, характеризующим зависимость коэффициентов теплового
расширения де/дТ от механических напряжений.

гл. Х было показано, что первые производные (например,
дВ/дЕ, дз/дТ), описывающие эффекты первого порядка (диэлектри-
ческую проницаемость, тепловое расширение и др.). можно пред-
ставить как вторые пронзводные термодинамического потенциала Ф.
Мы определяли Ф следующим образом:

аФ:_е<іа-В(іЕ-Ѕєії; (10.32)
тогда, например, _ д

Ф
В= _- д_Е' ,

поэтому
дВ 62Ф
дЕ _ `“ їЁї '

Отсюда следует, что производные, подобные дзВ/дЕ2-величине,
определяющей днэлектрнческую проницаемость второго порядка (и
электрооптический эффект второго порядка), можно представить как
третьи производные

дЗВ дЗФ-~дЕ2 ТЕ, . (13.38)

Аналогично, коэффициенты (д2В/дсдЕ), которые, как мы показали
вьнпе, определяют пьезооптический н электрострикционньт эффекты,
тоже можно записать как третьи производные Ф:

дав дзф__ = -~__- . (13.39)да дБ до дЕ2

2. Электрострикция и морфические эффекты. В случае линей-
ного пьезоэлектрического эффекта (т. е. эффекта первого порядка),
обсуждавшегося в гл. \/ІІ, поляризация пропорциональна механиче-
скому напряжению (прямой эффект), а деформация_полю (обрат-
ный эффект). Когда напряжения и деформация малы, нужно рас-
сматривать только линейные эффекты. При больших напряжениях и
ДСфОрМЗЦИЯХ ІІЄОбХОДИМО Принимать ВО ВНИМЗНИЄ И КВЗДРЗТИЧНЫЄ

эффекты. Поэтому для обратного эффекта можно записать

від = 4911131 +ТщвЕя]1:1- (13-40)
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Первый член в правой части выражает линейный пьезоэлектри-
ческий эффект. Коэффициент сіїдг представляет собой значение итд:
=(деі,,/дІ:`і) при бесконечно малом поле. Второй член описывает де-
формации, пропорциональные произведениям компонент напряженности
поля; это-электрострикционный член, вызывающий появление
вторых производных деформации по полю. Если направление
поля изменяется на обратное, то все компоненты Еі изменяют знак,
поэтому деформации, описываемые линейными членами, также изме-
няют знак и растяжение заменяется на сжатие и т. д. Наоборот,
второй член при изменении направления поля на обратное не изме-
няет знака. Входящий во второй член тензор тщ-,г является тензором
четвертого ранга, который, очевидно, симметричен по паре і и І и
по паре 1 и Іг. У различных кристаллографических классов он имеет
такие же отличные от нуля компоненты, как фотоупругие тензоры
'ддт и рта. Не все компоненты последних обращаются в пуль даже
для изотропных материалов; отсюда следует, что электрострикция
может наблюдаться в любых материалах, включая стекла и жид-
кости. В этом отношении электрострикционная деформация резко
синими от т ри.сс..,,:і, которая линейно зависит от поля
и, как мы уже видели, отсутствует в центросимметричных кри-
сталлах.

Уравнение (18.40) можно рассматривать и с другой точки зрения.
Запишем его в виде

Вы: (дїа'й+їн1вЕІ)Е;-- (13-41)

При такой записи тензор третьего ранга тпдЕ, оказывается поправ-
кой к кіїдг. В общем случае ко всем компонентам ЬіЁІ-,д следует доба-
вить малую поправку, пропорциональную полю.

Остановимся еще на одном вопросе. При наложении электри-
ческого поля симметрия кристалла может понизиться или не пони-
зиться (в соответствии с принципом, сформулированным на стр. 290).
В любом случае поправочные члены тшдЕд образуют тензор, кото-
рый должен согласовываться с симметрией комбинации: кристалл плюс
поле. Если эта симметрия ниже симметрии самого кристалла, то
поправочные члены могут привести к появлению конечных значений
некоторых компонент ат, ранее равных нулю. Иными словами,
когда симметрия кристалла под действием поля понижается, могут
возникнуть новые пьезоэлектрические модули. Эти новые мо-
дули пропорциональны полю и, следовательно, определяют дефор-
мацию, пропорциональную квадрату поля. Подобный частный тип
эффекта второго порядка называется морфическим эффектом.
В общем случае морфический эффект должен наблюдаться всегда,
когда воздействие. понижая симметрию кристалла, вызывает по-
явление новых коэффициентов, пропорциональных этому воздей-
ствию.
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РЕЗЮМЕ

Двойное лучепреломление. Уравнение индикатрисы записывается
В ВИДЄ

хї х: хз
п1 “а па

где п, = І/КІ, п2 = 1/К2, из = І/Кз - главные показатели пре-
ломления. Индикатриса (13.5) идентична характеристической поверх-
ности для относительной диэлектрической непроницаемости

Віхї+вгхё+взхё= 1. (13.6)

где ВІ=І/К1, В2=ІІК2, Вз=1/К3--главные относительные ди-
электрические непроницаемости.

ля кубических кристаллов пІ: 2:;13. Гексагональные, тетра-
гональные и тригональные кристаллы одноосны (п1=п2=п0, п3=пе);
они положительны, если не >по, и отрицательны, если пе< по.
Орторомбические, моноклинные и триклинные кристаллы двуосны.

Электрооптический и пьезооптический эффекты. Если к кри-
сталлу приложены электрическое поле и механические напряжения,
то коэффициенты индикатрисы Вііхіхі=1 изменяются на малую
величину АВИ., пропорциональную полю и напряжениям

АВіі = гііггЕь + “ту-тат- (18.14)

Здесь ат -электрооптические коэффициенты, образующие тензор
третьего ранга, а пііН-пьезооптические коеффициенты, образую-
Щие тензор четвертого ранга. Уравнение (13.14) можно записать
также в виде (выразив напряжения через деформации)

АВ” : гііЁЕҐг +ріігзєгз- (13.16)

Риге = “іімстт “ны = РіігвЅыы; (13›17)

здесь ріт-безразмерные упругооптичвские коэффициенты.
Электрооптический эффект при постоянных напряжениях является

суммой эффекта при постоянных деформациях (первичный эффект)
и побочного эффекта, обусловленного комбинацией пьезоэлектри-
ческого и пьезооптического эффектов (вторичный эффект).

Так как Ві == 11, то 21.11.: т. Объединяя индексы у АВИ- и
два первых индекса у 2,Ле в один, пробегающий значения от 1 до 6,
уравнение электрооптического эффекта можно записать в виде

Ант-_-гтпвп (т=1, 2, 6; п=1, 2. а). (13.20)
20 Дж. Няй
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При замене ,ат-+47", множители 2 и 1/2 не появляются. В общем
случае имеются 18 независимых компонент 2,1.. За счет симметрии
кристалла это число уменьшается так же, как в случае пьезоэлектри-
ческих модулей. Форма матрицы (2,7) одинакова с формой транспо-
нированной пьезоэлектрической матрицы ((111),, за исключением того,
что некоторые множители 2 будут стоять у других членов.

Так как Ві =Ві,, то пііт=тгіш; так как од=оНе в отсутствие
объемных моментов, то пдіы=тгііж Поэтому, используя двухиндекс-
ные обозначения, уравнение для пьезооптического эффекта можно
записать в форме

двт=тстпсп (т, и=1, 2, 6), (13.24)

птп=птгр когда п=1, 2 или 8,

т:тп==21ті]-т, когда п=4, 5 или 6.

В общем случае
птпэьтпїп'

Если пьезооптический эффект выразить через деформации (записанные
в одноиндексных обозначениях), то его уравнение примет вид

АВт=ртпеп (т, п: 1, 2, . . _, 6),
причем

ртп 2: птгст' 'дтп 2 ртгЅгп'

При сокращении числа индексов у ріт множители 2 или 1/2 не по-
являются. В общем случае

ріпд #Ґ'рпїп'

Вообще говоря, имеются 36 независимых коэффициентов пт” и рт".
Это число уменьшается за счет симметрии кристалла до трех у наи-
более симметричных кубических классов.

Электрооптический и пьезооптический эффекты определяются соот-
ветственно производными типа д2В/дЕ2 и (д2В/до дЕ). Если записать

п=п°+аЕ0+а'с+дЕЁ+д'02+д"Еос-}- ..., (13.12)

то член аЕо выражает электрооптический эффект первого порядка
(линейный эффект). В центросимметричных кристаллах линейный
электрооптический эффект не может иметь места. Член а'с выражает
линейный пьезооптический эффект и член дЕЁ-электрический эффект
второго порядка (эффект Керри или квадратичный электрооптичес-
кий эффект); оба эти эффекта могут возникать в кристаллах любой
симметрии.,



Задачи 807

Выписывая соответствующие производные и используя термо-
динамические соотношения, приведенные в гл. Х, можно найти ряд
зависимостей между различными вторыми производными е, В и Ѕ
по о, Е и Т. Так, например, пьезооптические коэффициенты (д2В/дЕдс)
и коэффициенты электрострикции (д2е/дЕ2) формально связаны друг
с другом. Однако коэффициенты равны друг другу только при
условии, что частота поля в обоих случаях одинакова. Такого типа
эффекты второго порядка могут быть описаны с помощью третьих
производных термодинамических потенциалов.

В уравнении пьезоэлектрического эффекта
0 . 4

ем = для-'5,- + тлійёід, (13.40)
ВТОРОЙ ЧЛЄН В ПРИВОЙ ЧИСТИ ВЫРЗЖИЄТ ЭЛЄКТРОСТРИКЦИЮ; В НЄМ Тип, _

'ГЄНЗОР ЧЄТВЄРТОГО раНГа, аНаЛОГНЧНЬІЙ 'ПЦН И рііы.

ЗАДАЧИ

1. Доказать, что в кубических кристаллах, принадлежащих к классам
48т, 432 и тЗт, изменение показателя преломления под действием гидро-
статического давления определяется формулой р (тд-'(19) = -2- Нара. Где

Ро = (Ри + гид/3. а Р _ ШЮТНОСТЬ-



ГлаваХ/У

ВРАЩЕНИЕ ПЛОСКОСТИ ПОЛЯРИЗАЦИИ

5 1. Введение
От явления двойного лучепреломления, рассматривавшегося в пре-

дыдущей главе, следует отличать явление вращения плоскости
поляризации, или оптической активности. Оно состоит в том,
что при прохождении плоско-поляризованного монохроматического
света через определенные изотропные материалы плоскость поляриза~
ции поворачивается, причем угол поворота, как было установлено,
пропорционален толщине материала. Это же явление наблюдается
в некоторых кубических кристаллах, а также во многих одноосных
и двуосных кристаллах при прохождении света вдоль оптической
оси-направления, в котором обычное двойное лучепреломление
отсутствует (яркий пример --а-кварц).

Явление вращения плоскости поляризации объясняется следующим
образом. Во всех случаях, когда плоско-поляризованная волна с про-
извольным направлением плоскости поляризации вступает в некоторую
среду. она разлагается на две г у г _ волны_-
одну с правым, другую с левым направлением вращения 1). На
фиг. 80,11 показано расположение векторов в точке вступления
волны в среду, как оно представлялось бы наблюдателю, смотря-
щему навстречу волне. Векторы ОА и ОВ, изображающие векторы В
двух г 4 г , колебаний, вращаются в противо-
положных направлениях с одинаковой угловой скоростью. Вектор ОА,
вращающийся по часовой стрелке, представляет собой правую ком-
поненту, вектор ОВ, вращающийся против часовой стрелки,-левую
компоненту. Эти две компоненты в совокупности формально экви-
валентны вектору ОС, сохраняющему свое направление и предста-

1) У циркулярно-поляризованной волны с правым вращением векто
индукции В в данной точке вращается против часовой стрелки, если смо-
треть в направлении распространения волны. Следовательно, для наблю-
дателя, смотрящего навстречу волне, вектор В вращается по часовой стрелке.
В иксированный момент времени концы векторов В для точек заданной
волновой нормали образуют правовинтовую линию. Изменение В п и про-
хождении волны можно наглядно представить себе, если считать, что эта
винтовая линия равномерно движется вдоль своей оси, не нзмеияясь и не
поворачиваясь.
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вляющему собой произвольное плоско-поляризованное колебание.
Сама рассматриваемая среда является оптически активной (левовра-
щающей либо правовращающей). поэтому две циркулярно-поляризо-
ванные волны распространяются в ней с несколько различными ско-
ростями. 'В результате, если считать, что при вступлении в среду
обе волны имели одинаковую фазу, то при выходе из среды они
приобретут некоторую разность фаз. Картина, наблюдаемая в точке
выхода, показана на фиг. 80,6. Векторы индукции ОА' и ОВ' по-
прежнему вращаются в противоположных направлениях с равной

А! 4
І с'

р

а б
Фиг. 80. Вращение плоскости поляризации при прохождении
света через кристалл в нап авлении, в котором обычное двойное

лучепреломление отсутствует.
а-рІСПОЛОЖение ВЕКТОРОВ В ТОЧКЄ ВСТУПЛЄИИЯ ВОЛІ'ІЫ В Среду; 6- раСПОЛОИЦЗ-

НИЄ ВЄКТОРОВ В ТОЧКЄ ВЫХОДЭ ВОЛНЬІ НЗ СРЄДЫ.

угловой скоростью, но теперь они проходят через вертикальное
положение не одновременно. Их результирующей теперь является
вектор ОС', который колеблется в плоскости, составляющей угол ср
с вертикалью. Нетрудно видеть, что, когда вектор ОА' совпадает
с вертикалью, вектор ОВІ еще отклонен от нее на угол 29. Угол 250
есть разность фаз. Следовательно, угол поворота плоскости поляри-
зации равен половине разности фаз между двумя циркулярно-по-
ляразованными компонентами. В случае, изображенном на фиг. 80.
компонента с правым вращением имеет большую (фазовую) скорость,
поэтому она выходит из среды, опережая левую компоненту по фазе 1).

1 Чтобы помочь читателю разобраться в этом вопросе, приведем сле-
дующее дополнительное объяснение. Согласно предыдущему примечаниюІ
мы можем представить каждую из двух волн как жесткую винтовую линию,
перемещающуюся в среде путем чистой трансляции. При этом шаг (длина
волны) одной винтовой линии слегка отличен от шага другой, отличны и
скорости перемещения; наоборот, число витков, проходящих через данную
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Плоскость поляризации оказывается повернутой по часовой стрелке
с точки зрения наблюдателя, смотрящего навстречу лучу. Такое
вращение плоскости поляризации мы, в соответствии с общепринятой
терминологией, назовем правым и определим его как положитель-
ное (при условии, что выбрана правая система координат) 1). Можно
запомнить, что знак вращения одинаков со знаком той циркулярно-
поляризованной компоненты, которая имеет большую скорость, т. е.
правое вращение соответствует тому случаю, когда компонента
с правым направлением вращения имеет в среде большую скорость.

Выразим теперь угол поворота через показатели преломления л,
и нд двух циркулярно-поляризованных компонент (индексы г и
относятся соответственно к правой и левой компонентам). Число
оборотов вектора индукции правой компоненты, укладывающихся
между точками входа и выхода (число витков винтовой линии),
равно ЩЖ, где сі-длина пути и Ж,-длина световой волны в дан-
ной среде. Для левой компоненты число таких оборотов равно ЩЖ?
Разность числа оборотов есть разность фаз. Следовательно, разность
`фаз, выраженная в радианах, равна

1 )__ ааа1
27111 (_): __ Т, АО (пі __ п'г);

здесь ЖО_ длина волны в вакууме. Таким образом, угол поворота
плоскости поляризации определяется формулой

йа =і;о~(п,_н,). (14.1)

Угол поворота плоскости поляризации на единицу длины пути волны
в данной среде р:<р/еі, называемый удельным вращением, опре-
деляется формулой

75р: до (мг-нд. (14.2)
Разность (п,-п,) очень мала по сравнению с единицей; для

большинства оптически активных кристаллов (п,~_п,)-величина
порядка 10_4 или еще меньше. При обычном же двойном лучепре-

точку среды за единицу времени (частота), для обеих линий одинаково.
Фиксированная точка на линии соответствует определенной фазе. В тот
момент, когда А и ОВ на фиг. 80,11 займут вертикальное положение, от-
метим соответствующие точки на о еих винтовых линиях. Эти две точки

причем точка, находящаяся на правой линии, достигнет плоскости вы-
хода быстрее второй. В этот момент ОА' на фиг. 80,6 занимает верти-
кальное положение; ОВ' примет это положение в некоторый более поздний
момент, когда плоскости выхода достигнет точка, находящаяся на левой
линии. Следовательно, в плоскости выхода ОА' примет вертикальное поло-
жение раньше, чем ', как и показано на фиг. 8 , .

1) Правым кварцем называется такой кристалл кварца, который обла-
дает правым вращением вдоль оптической оси.
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ломлеиии разность показателей преломления имеет величину порядка
- -1от 10 3 до 10 . Однако в формуле (14.1) длина волны до очень мала

по сравнению с макроскопической величиной а; это означает, что, не-
смотря на малость (и1 _ 11,), угол вращения а; может иметь значительную
величину. В качестве численного примера рассмотрим случай, когда
моиохроматическпй пучок света с Ж0=58931`3А (желтая линия натрия)
проходит вдоль оптической оси правого а-кварца. При этом н,_п,=
=7,10 - 104. Следовательно, пластинка толщиной 1 мм, вырезанная
нормально к оптической оси. поворачивает плоскость поляризации
на угол

я. 1о_1-1,1о. 10-5
5898-10"8

В согласии с данным выше объяснением вращения плоскости
поляризации найдено, что если г у , , волна
входит в некоторую среду, то, выходя из нее, она остается цирку-
лярно-поляризованной. Итак, необходимо отметить существенное свой-
ство оптически.активных изотропных сред, кубических кристаллов
и (в случае прохождения света вдоль оптической оси) одноосных
и двуосных кристаллов: две циркулярно-поляризованные волны,
имеющие противоположное направление вращения вектора В
и распространяющиеся с различной скоростью, проходят через
такую среду, не изменяясь но форме, т. е. не изменяя состоя-
ния поляризации, тогда как состояние поляризации плоско-
поляризованной волны при этом изменится.

(р: =0,379 рад=21,7°.

5 2. Вращение плоскости поляризации и двойное
лучепреломление

Рассмотрение, проведенное выше, применимо лишь к изо-
тропным материалам и кубическим кристаллам, а для остальных
кристаллов-лишь при прохождении света вдоль оптической оси.
Эту оговорку необходимо сделать потому, что только в этих случаях
вращение плоскости поляризации не осложняется наличием обычного
двойного лучепреломления. Теперь мы должны поставить более общий
вопрос. Пусть в двоякопреломляющем кристалле наблюдается враще-
ние плоскости поляризации при прохождении света вдоль оптической
оси; какие новые эффекты появятся, если в таком кристалле свет
будет распространяться в других направлениях? В этом случае вращение
плоскости поляризации налагается на обычное двойное лучепреломле-
ние и может рассматриваться как небольшое возмущение последнего.

Рассмотрим, например, волновые поверхности а-кварца, изобра-
женные (без соблюдения масштаба) на фиг. 81. Как уже указывалось,
а_кварц является положительным одиооспым кристаллом и, следова-
тельно, в отсутствие вращения плоскости поляризации его волновые
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поверхности должны представлять собой сферу и эллипсоид враще-
ния, как показано на фиг. 81 сплошными линиями. Эти поверхности
касаются друг друга в точках, лежащих на оптической оси, по-

Оптическая
ось

Ф и г. 81. Волновые поверхности а-кварца
(не в масштабе) и их искажение за счет

вращения плоскости поляризации.
Относительная разность между радиусами двух
неискажениых поверхностей (сплошные крипые)_І
направленных под прямым углом к оптическои
оси, равна 6 - 10_з. Раднальное искажение каж-
дой поверхности за счет вращения плоскости по-
ляризации (выраженное в долях средней длины
радиусов) равно ±2,4 - 10_ в направлении опти~

' оси, но во всех направлениях, не очень
близких к оптнческой оси имеет значительно
меньшую величину. В направлении, составляюшем
прямой угол с оптической осью, раднальное иска-

жение равно ±2,'ї - 10_
ОМ, и 0Ы2-паправлеиип волновых нормалей для
которых іе=0. В точках Р1 г, , иеискаженная
и искаженная поверхности касаются друг друга;
эти точки определяют направления лучейа для ко-
торых искажение волновых поверхностеи отсут~

очки 1 иР ~

скольку скорости двух волн
в этом направлении одинаковы.
Два главных показателя пре-
ломления кварца имеют значе~
ния пе=1,558 и п0=1,544.
Следовательно, отношение ра-
диусов волновых поверхностей,
перпендикулярных оптической
оси, равно 1,553/1,544=1,006.
Наличие вращения плоскости
поляризации приводит к не-
большому искажению формы
этих волновых поверхностей,
как показано штриховыми ли-
ниями на фиг. 81. Эти поверх~
ности теперь не касаются друг
друга. Расстояние между ними
вдоль оптической оси соот-
ветствует разности скоростей
двух циркулярно~поляризован-
ных лучей, обсуждавшейся в ё І.
Это расстояние очень мало и
составляет около б › 10-5 дли-
ны радиуса; на фиг. 81 оно по-
казано в сильно преувеличен-
ном виде.

Пока мы не рассматривали
вращения плоскости поляриза-
ции, мы могли считать, что две
волновые поверхности одно-
осного кристалла описывают
распространение из точечного
источника двух отдельных
плоско-поляризованных волн,
плоскости поляризации которых
составляют прямой угол. Те-
перь, после видоизменения вол-

новых поверхностей с учетом вращения плоскости поляризации, мы по-
лучаем. что вдоль оптической оси распространяются две не плоско-,
а пиркулярно-поляризованные волны. Для произвольного направления
в кристалле будет иметь место следующая картина. Как и прежде,
с любой заданной волновой нормалью связаны
волны, проходящие через кристалл без изменения

две определенные
своей формы.
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Но теперь эти две волны в общем случае оказываются эллипти-
чески-иоляризованными. Два эллипса. которые определяют поляриза-
цию этих двух волн, имеют одинаковую форму, но соответствуют про-
тивоположным направлениям вращения. Их большие оси составляют
прямой угол друг с другом и совпадают с главными направлениями
колебаний, которые существовали бы для данной волновой нормали,

Оптическая
Ось

Оптическая
ОСІ)

иг. 82. Изменение эллиптичности Іг в зависимости от направления волно-
вой нормали в правом кварце для обыкновенной (и) и необыкновенной (б)

волн.
Волиовые нормали обозначены радиальными стрелками. Эллипсы, описываемые концом влектри~
ческого вектора, спроектированы иа поверхность сфе ы. Для двух направлений, для которых Іе

не равно пулю или единице, эллиптичность сильно преувеличена.

если бы кристалл не был оптически активным. При распространении
в направлении оптической оси эти волны, как мы уже видели, оказы-
ваются цирки _ "^ `г В остальных случаях эллип-
тичность Іе (отношение малой оси эллипса к большой) меняется с на-
правлением.

В а-кварце Іг в соответствии с симметрией зависит только от
угла между волновой нормалью и оптической осью. Изменение
эллиптичности для этого кристалла схематически показано на фиг. 82.
Вдоль оптической оси Іс: 1, но при отклонении от нее быстро
падает до малой величины, а в направлении, составляющем угол 56°10'
с оптической осью, становится равным нулю (Живесси и Мюнстер [89];
см. также [21, 691). Когда волновая нормаль перпендикулярна опти-
ческой оси, эллиптичность Іг снова становится конечной, хотя и
малой; при этом знак вращения плоскости поляризации для обоих
эллипсов изменяется на обратный (Іг~..=--0,00203).
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Для онтически активных двуосных кристаллов наблюдается ана-
логичная картина. Можно считать, что вращение плоскости поляри-
зации вызывает небольшое искажение формы волновой поверхности.
Так же как в случае одноосных кристаллов, каждой волновой нор-
мали соответствуют две определенные эллиптически-поляризованные
волны, связанные друг с другом описанным выше способом. Вдоль
оптических осей распространяются две ц..р..,....р..о
волны.

Чтобы сделать описание явления вращения плоскости поляризации
более полным, мы должны теперь рассмотреть зависимость степени
искажения волновой поверхности от направления. Одновременно мы
должны найти зависимость эллиптичности двух неизменяющихся волн
от направления. При этом следует иметь в виду. что направление
распространения волны (т. е. направление луча) не совпадает с на-
правлением волновой нормали. Расстояние между двумя изображен-
ными на фиг. 81 волновыми поверхностями в направлении любого
радиуса характеризует разность скоростей двух волн, распространяю-
іцихся в одном направлении. Для наших целей удобнее определить
показатели преломления двух волн с общей волновой нормалью.
Возможные значения показателя преломления и для заданного на-
правления волновой нормали являются положительными корнями
уравнения

г

(и2 - пт) (112 __ п”2) =.-= 02. (14.8)
Здесь п' и п”-два показателя преломления, которые кристалл
имел бы в случае отсутствия у него оптической активности; О-
параметр, малый по сравнению с единицей и изменяющийся с на-
правлением; он характеризует величину вращения плоскости поляри-
зации (или зародыш).-

Вдоль оптической оси, как мы знаем, п'=п”=п. Для этого
случая уравнение (14.3) упрощается

в: '±Ґі. (14.4)

Разность между двумя показателями преломления равна О/п, поэтому.
согласно формуле (14.2), удельное вращение выражается в виде

__ 'на
АОН

. (14.5)Р

Мы не даем здесь доказательства уравнения (14.8). Это уравне-
ние получено чисто теоретически и экспериментально еще не доста-
точно проверено. Вывод этого уравнения основан на рассмотрении
поведения соответствующей атомной модели кристалла в электро-



5 3. Принцип суперпозиции 315

магнитном поле световой волны. Подробности читатель может найти
в статьях Живесси [8811) и Кондона [28], а также в книге Борна [19];
необходимо, однако, иметь в виду. что этот вывод содержит ряд
неясностей. которые привели к ошибкам в ряде опубликованных
работ. Можно рекомендовать также обзорную статью Хоека [58].

Как мы уже сказали, О изменяется с изменением направления
волновой нормали. В упомянутой теории О представляет квадратич-
ную функцию направляющих косинусов ІІ, 12, 1а волновой нормали
по отношению к некоторой произвольной системе координат; таким
образом, мы можем записать

О = ааа+или ааа+ главы 28311311 + 28121112. (14.6)

0 = 31,111; (81,- = 3,1). (14.7)
где дуг-коэффициенты, описывающие оптическую активность кри-
сталла. Коэффициенты 8,1. образуют тензор, называемый гирацаон-
ным тензором; он будет рассмотрен ниже.

5 8. Принцип суперпозиции
Рассмотрим теперь, что происходит, когда на плоско-параллель-

ную пластинку оптически активного кристалла нормально к ней падает
плоско-поляризованная волна. Эта волна расщепляется на две эллип-
тически-поляризованные компоненты, для которых нормаль к пластинке
является волновой нормалью. Если 111 и п2_показателхт преломления
для этих двух волн, то разность фаз между ними, возникающая после
прохождения единичного расстояния в кристалле, выражается фор-
мулой

2А=~%(п1_-п2).

Показатели преломления 111 и 112 находятся из уравнения (14.3). Это
уравнение является квадратным относительно п2 и имеет корни пї
и на. Мы можем записать равенство

2 2 __*<п1~п2›2=п1+м-21/пїн2.
Теперь, используя выражения для суммы и произведения корней урав-
нения (14.8), получаем

(и - »у=п”+ а”~ 2 1/,ат/2 _ аг.
1) Живесси [88] считал р положительным для левовращающего

кристалла (в п авой системе координат в противоположность обычному
определению, которого придерживаемся и мы. Далее мы принимаем, что
знаки О и р одинаковы.
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Так как О<<п'п”, то с достаточным приближением имеем
4'1:и аА2=Т[(п'~п/')2+Т%ї]. (ила)

О

Вводя средний показатель преломления п=`І/п'п”, уравнение
(14.7а)' можно переписать в виде

А2 = 82 -\- (2502, (14.8)
где І Н

8=Н2“(" _М, =іЁ-. (14.9)
Йа доп

Уравнение (14.8) выражает зависимость А (разности фаз двух эл-
липтически-поляризованных компонент, сопряженных с рассматривае-

мой волновой нормалыо) от б (разности фаз
в отсутствие вращения плоскости поляриза-

А ции) и 29 (разности фаз. определяемой удель-
ным вращением р. которая наблюдалась бы

а в отсутствие двойного лучепреломления).
Сразу же видно, что вращение плоскости
поляризации всегда увеличивает и никогда

фиг_ 83_ иллюстрация не уменьшает двойное лучепреломление.
принципа суперпозиции (В качестве примера можно указать на
для ВРЗЩЄНИЯ ШЮСКОСТИ фиг. 81, на которой видно, что за счет вра-
"олїризации и обычного щения плоскости поляризации волновые по-
ДВОИНОГО ЛуЧЄПрЄЛОМЛЄ-ния верхности расходятся). Чтобы пояснить

уравнение (14.8), рассмотрим прямоугольный
треугольник, приведенный на фиг. 88. Угол В в этом треугольнике
связан с эллиптичностью (см. стр. 813) соотношением

ь=±д(_ё~р). т (14.10)
Это соотношение доказывается в общей теории, которую мы здесь
не излагаем. Из рассмотрения треугольника ясно, что

тдр:%9, (14.11)
следовательно, учитывая (14.9), получаем

і ==___-. (14.12гг п(п,_п,,) ›
Таким образом, формулы (14.10) и (14.12) полностью определяют
эллиптичность Іе для любой волновой нормали через значения и', и”
и О для этой нормали.

Мы уже видели, что искажение волновых поверхностей, обуслов-
ленное оптической активностью, определяется величинами п'. и” и О
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[см. (14.8)1. Таким образом, наше рассмотрение явления вращения
плоскости поляризации формально является полным.

Уравнение (14.8) позволяет сформулировать важный принцип
суперпозиции для вращения плоскости поляризации и обычного двой-
ного лучепреломлепия. Мы только приведем его, предоставляя дока-
зательство читателю. Любая волна, падающая нормально на кристал-
лическую пластинку. разлагается на две эллиптически-поляризованные
компоненты. Отношение малой оси эллипса к большой обозна-
чают через Іе. Проходя через пластинку, эти компоненты приобретают
некоторую разность фаз (обозначаемую для единицы толщины пла-
стинки через А) и по выходе из кристалла вновь объединяются в волну,
поляризация которой, конечно, отлична от поляризации падающей
волны. Можно доказать, что при прохождении света через оптически
активный двоякопреломляхощий кристалл состояние поляризации вы-
шедшей волны будет таким же, какое наблюдалось бы в том слу-
чае, если бы сначала имело место только двойное лучепреломле-
ние. а затем-только поворот плоскости поляризации. Соот-
ношение зтих двух эффектов определяется треугольником, изобра~
женным на фиг. 83. Более точно это можно сформулировать следующим
образом. Волна ведет себя так, как если бы она проходила через
стопу тонких пластинок, часть из которых является только двояко-
преломляющими, а часть_только оптически активными. Для еди-
ничного пути полная величина чистого двойного лучепреломления
эквивалентна разности фаз 8, а полная величина вращения плоскости
поляризации-вращению р. Легко видеть, что 8 и р связаны с А и Іє
соотношениями

12р=АЅіпВ, 8=Асо$В, где ±3(Ёр)=1г,

5 4. Величина эффекта

Мы уже видели, что в случае прохождения света вдоль оптиче-
ской оси разность показателей преломления двух циркулярно-поля-

-4ризованных компонент может быть порядка 10 . Таким образом,
в соответствии с формулой (14.4) О/п будет также величиной по-

_4 _рядка 10 . Предполагая, что О/п имеет для других направлений
тот же порядок величины, из формулы (14.12) получаем, что ідр
должен быть очень мал, если обычное двупреломление (п'-п”) не
очень мало, т. е. если мы не берем направление, очень близкое
к оптической оси. Например, двойное лучепреломление в направле-
нии, составляющем большой угол с оптической осью, может быть

-2 _4 А_2 _2равно 10 .Тогдаідр=10 [10 =10 . Отсюда Іс=±5(1/2В)=1/200.
Следовательно. эллиптичность двух неизменяющихся волн будет очень
быстро уменьшаться от значения, равного единице (в направлении
оптической оси). По этой причине трудно измерить вращение
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плоскости поляризации в любом направлении, сколько-нибудь значи-
тельно отклоняющемся от оптической оси: две неизменяющиеся волны
будут очень мало отличаться от плоско-поляризованных волн.

Далее, из уравнения (14.7а) можно виде'ть, что для направлений,
далеких от оптической оси, дополнительное двойное лучепреломле-
ние, обусловленное вращением плоскости поляризации, имеет величину
порядка 02/[п2(и'-п”)]. Для приведенных выше данных получаем
10Й8/10_2=10_6. Таким образом, эффект вращения плоскости поля-
ризации при отклонении направления наблюдения от оптической оси
не только перекрывается обычным двойным лучепреломлением, но и
значительно уменьшается по абсолютной величине (от 10_4 до 10~6
для рассматриваемого примера). В подписи к фиг. 81 приведены
численные значения для и-кварца; они могут служить добавочной
иллюстрацией этого положения.

5 б. Тензорные свойства [311.]

Обсудим теперь вопрос о влиянии кристаллографической симмет-
рии на форму гирационного тензора [311.1, введенного уравнением (14.6).
Для этого выясним сначала тензорные свойства [8111» т. е. найдем,
как преобразуются коэффициенты 3” при изменении осей координат.
Этот вопрос в свою очередь связан со свойствами О и р.

Начнем с рассмотрения оптической активности кубических кри-
сталлов, у которых удельное вращение одинаково во всех направле-
ниях. Удельное вращение может быть правым или левым, поэтому
необходимо установить правило знаков, сохраняющее силу для пра-
вой и для левой систем координат. В 5 1 настоящей главы мы уже ввели
правило, согласно которому правое вращение считается положитель-
ным в правой системе координат. Следующее определение является
общим для правой и для левой систем координат. Если направление вра-
щения плоскости поляризации и направление вращения от оси х1
к оси х2 вокруг оси х3 одинаковы, т. е. если и вращение, исистема
координат являются правыми или левыми, то удельное вращение р
ПО ОПрЄДЄЛЄНІ/ІЮ СЧИТЗЄТСЯ ПОЛОЖИ'ҐЄЛЬНЫМ; В ПрОТІ/ІВНОМ СЛУЧЗЄР СЧИ~

тают отрицательным. Таким образом, приписывание вращению того
или иного знака зависит от выбора системы координат. Отсюда сле-
дует, что при переходе от правой системы координат к левой (и
наоборот) знак удельного вращения должен изменяться. Физическая
величина, которая ведет себя таким образом, называется поездов/си-
ляром. Закон преобразования псевдоскаляра можно записать в виде

І __.Р - ± в,
ГДЄ ЗНЗК ПЛЮС ОТНОСИТСЯ К ІІрЄОбраЗОВаНІ/ІЯМ, КОТОРЫЕ! ОСТЗВЛЯЮТ Пра-

вую систему правой (и левую_ левой). а знак минус относится к преоб-
разованиям, которые правую систему превращают в левую (и наоборот).
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Переходя теперь к анизотроппым кристаллам, мы видим, что ве-
личина О, введенпая уравнением (14.3), является псевдоскаляром, так
как ее значение для волны, проходящей вдоль оптической осиІ про-
порционально удельному вращениІо р для этого направления.

Теперь рассмотрим преобразование уравнения

о = дидд. (14.7)
Мы знаем, что Іі и І] при переходе от осей хі к новым осям х;
преобразуются как (полярные) векторы, а именно:

І /
Іі : аігі ІІг' ІІ: атіІт'

и что О преобразуется как псевдоскаляр, т. е.
О: ± О'.

причем знак зависит от того, переходит правая система в левую
(или наоборот) или нет. Следовательно,

± 0:3 а І'а ІІі] Ігі Іг т] т'

[__ І І І
О _ЕйтІІсІт'

где
І __ ІЕдт_ І адіатідц.. (14.13)

Таким образом, если мы хотим, чтобы уравнение (14.7) сохра-
няло свою форму при любом выборе системы координат, коэффи-
циенты у” должны преобразовываться согласно закону (14.13). Легко

т А в л и ц А 1е

Законы преобразования полярных и ансиальных тензоров

Величина Закон преобразования Пример

Скаляр
Псевдоскаляр
Полярный вектор
Аксиальпый вектор

Полярный тепзор
второго ранга

Аксиальпый тензор
второго ранга

т'=<г
ў=±е
Рі =аіірі
І

п,- = ± аду;

І

Т' ' Т: “таят/г:

к: ± ампулы

Температура
Удельное вращение
Градиент температуры
Векторное произведение
любых двух полярных
векторов

Тепзор диэлектрической
проницаемости

Гирапиопный тепзор
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видеть, что уравнение (14.13) идентично закону преобразования тен-
ЗОрЯ В'ГОрОГО раНГЗ, За ИСКЛЮЧЄНИЄМ ЗНЗКОВ ±. ФИЗИЧЕСКИС ВЄЛИЧИНЫ,

которые преобразуются согласно уравнению (14.13), называются ак-
сиальными тензорами второго ранга. Обычные тензоры второго
ранга, с которыми мы встречались до сих пор, можно называть поляр-
ными тензррами второго ранга, когда необходимо подчеркнуть
раЗЛІ/ІЧИЄ. Различие Между ПОЛЯРНЫМИ И ЯКСИЗЛЬНЫМИ ТЄНЗОраМІ/І ВТО-

рого ранга аналогично различию между полярными и аксиальными
векторами (см. стр. 58). В табл. 18 дана сводка законов преобра-
зования полярных и аксиальных тензоров нулевого, первого и вто-
рого рангов.

5 6. Влияние симметрии кристалла на 3,1

Используем теперь результаты, полученные в предыдущем пара-
графе, для рассмотрения влияния симметрии кристалла на компо-
ненты` [311]. Принципиально метод рассмотрения состоит в следую.
щем. Преобразуем [Её] одним из элементов симметрии кристалла,
не забывая поставить знак минус, если при преобразовании система
координат переходит из правой в левую (или наоборот). При этом
новые компоненты должны быть идентичны старым. Обычно удобнее
всего производить преобразование, пользуясь методом прямой про-
верки (см. стр. 146). Рассмотрим, например, кристалл, обладающий
центром симметрии. Преобразование осей координат под действием
центра симметрии можно записать в виде

1-›-І, 24-2, 3-›-З;

таким образом, правая система переходит в левую (или наоборот).
Поэтому

І »___Ѕііщ ЁЦ'

І ___ ..Но ,гиг-311, поэтому 3”_О. Следовательно, аентросамметричныа
кристалл не может вращать плоскость поляризации.

В качестве другого примера рассмотрим кристалл класса т. Если
ось х2 направить перпендикулярно т, то преобразование осей коор-
динат записывается в виде

1-+1, 2-›--2, 3_›3;

здесь опять правая система координат переходит в левую (или наобо-
рот). Следовательно, компоненты преобразуются следующим образом:

311%*8111 81265712- дата-“Евы
Ёаадйёаа- 323%323,

Езв'*_ Ева:
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и тензор [3,11 принимает форму

О 312 О '

812 0 323 - (14-14)
О 82.3 0

Поступая подобным образом со всеми нецентросимметричными
классами, мы получаем таблицы отличных от нуля компонент [ди-1,
приведенные в табл. [9. При этом оси координат выбираются в соот-
ветствии с правилами, приведенными в приложении 2. Так как все
таблицы симметричны относительно главной диагонали, левые части
таблиц опущены. Число независимых компонент указано в скобках
около каждой таблицы.

При рассмотрении таблиц, приведенных в табл. 19, следует обра-
тить внимание на некоторые интересные детали. Кристаллы классов т.
тт2, 4 и 42т теоретически могут обнаруживать оптическую актив-
ность, хотя эти классы и не энантиоморфны 1). Кристаллы классов
4 и 42т одноосны; можно показать, что вращение плоскости поля-
ризации вдоль оптической оси у этих кристаллов должно отсутство-
вать. К тому же заключению мы приходим, замечая, что для обоих
этих классов 3%:0. Следовательно, оптическая активность у кри-
сталлов классов 4 и 42т возможна только в направлениях, вдоль
которых имеется также и двойное лучепреломление; поэтому обна-
ружение такого эффекта должно быть связано с определенными
экспериментальными трудностями. До сих пор в литературе не было
сообщений об обнаружении оптической активности у кристаллов этих
классов. В противоположность кристаллам классов 4 и 42т кри-
сталлы, принадлежащие к классу т, являются двуосными. Здесь
имеются две возможности: І) плоскость симметрии содержит обе
оптические оси или 2) плоскость симметрии делит пополам угол
между ними. В первом случае вращение плоскости поляризации вдоль
оптических осей невозможно в силу условий симметрии; в других
направлениях оптическая активность возможна. Во втором случае
симметрия такова, что вдоль оптических осей может происходить
вращение плоскости поляризации; причем оно должно быть одина-
ково по величине и противоположно по знаку. Известен один пример
кристалла первого типа; кристаллов второго типа не найдено [881.2)

В кристаллах класса 2 также возможны два случая: ось второго
порядка может лежать или не лежать в плоскости оптических осей.
В первом случае вращение плоскости поляризации вдоль обеих осей
должно быть одинаково, во втором-вращение плоскости поляриза-

І) Класс называется энантиоморфным, если кристаллы, принадлежащие
к нему, могут существовать в двух различных формах, зеркально-симме-
тричных одна относительно другой.

2) Пример кристаллов 2-го типа-ЫНЗ (Ѕе03)2 [12."›].~-ПримІ перев.

21 Дж. Най
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Вид гирационного тензора [3,11
О б о з н а ч е н и я

КОМПОНЄНТЗ, равная НуЛЮ,

КОМПОНЄНТЗ. ОТЛИЧНЗЯ ОТ НУЛЯ,

Н равные КОМПОНЄНТЫ,

Н компоненты, равные по величине, но противоположные но знаку.
Все тензоры симметричны относительно главной диагонали.

Триклинная система
Класс!
О О О

О О
о (6)

Моноклинння системи
Класс 2 Класс 2

2ІІ-т: . ' . гид 0 Ф ~
(обычная . . д .
ариентация) 0 (4) а И)

Іілпсс т Класс т
тіщг ' . . тітз в о .

(обычная _ _ .
ориентация) _ (2) _ (2)

Орторомбическая системи
Класс 222 Класс тптг
. ц о а . о

. ° о о

О (3) ° (П

Тетриаоннльнид системи _
Классы 4, 422 Класс 4 Класс 42111
к. ві- 2"$|.°.

О (2) О (2) . (1)

ТРЦЗОНПЛЬНПЯ и ЗЄКСПЗОНПЛЬНЦЯ СЦСШЄМЬІ
Классы 3, 32, Б, 622

О 'О

О

о (2)

Кубическия система издтрдпная среда
Классы 432, 23 без центра симметрии

. І С І

(1) (1)

В следующих нецентросимметричных классах все компоненты [ЕП-1 равны нулю: 4тт,
Ґзт, Зт, бтт. 6. вт2-
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ции вдоль каждой из оптических осей может быть различным. Об-
наружены кристаллы обоих типов [96].

У кристаллов класса 222 одна из осей второго порядка всегда
лежит в плоскости оптических осей; поэтому вращение плоскости
поляризации вдоль оптических осей одинаково. Найдено несколько
примеров таких кристаллов [96].

Для а-кварца (класс 32)-единственного полностью исследован-
ного оптически активного и двоякопреломляющего кристалла, изло-
женная теория вполне подтверждается. В результате измерений ди
для Ж0=5100 (Живесси и Мюнстер [89]) были получены следую-
щие значения 1):

дн: 822: дс- 5,82. 10-5. 833: ± 12,96 - 10'5.
Для правой системы координат верхний знак относится к правому
кварцу. а нижний-к левому.

Резюме
Вращение плоскости поляризации в изотропной среде и куби-

ческих кристаллах, а также в остальных кристаллах при распро-
странении света вдоль оптической оси. В этих случаях имеются
две волны, проходящие через среду без изменения состояния поля-
ризации. Эти волны циркулярно поляризованы в противоположных
направлениях. Они распространяются с разными скоростями, соответ-
ствующими показателям преломления п, и 11,. Падающая плоско-поля-
ризованная волна расщепляется на две циркулярно-поляризованные
компоненты и выходит из среды в виде плоско-поляризованной волны,
плоскость поляризации которой повернута на угол ср. Разность фаз
двух г , г г компонент равна 2:9. Удельное вра-
щение определяется формулой

'Пр=%=д (щ-пд. (14.2)
где сі-длина пути волны в среде и Жо-длина волны в вакууме.
Вращение по часовой стрелке с точки зрения наблюдателя, смотря-
щего навстречу лучу, принимается за правое вращение. Знак р зави-
сит от того, берем ли мы правую или левую систему координат.
Если как вращение, так и система координат являются правыми или
левыми, то р имеет положительный знак; если вращение правое (левое),
а система координат левая (правая), то р имеет отрицательный знак.

Вращение плоскости поляризации в одноосных и двуосных
кристаллах в направлениях, наклонных к оптической оси. В кри-
сталле, обладатощем как оптической активностью. так и двойным

1) Мы изменили знаки, потому что названные авторы считают положитель-
ным левовёащающий кристалл в отличие от нашего выбора (ср. примечание
на стр. 31 ).

21*
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ЛуЧЄПрЄЛОМЛЄШ/ІЄМ, ДЛЯ ПрОИЗВОЛЬНОЙ ВОЛНОВОЙ НОРМЗЛИ ИМЄЮТСЯ ДВЄ

ВОЛНЫ, КОТОРЫЕ ПрОХОДЯТ ЧЄрЄЗ КриСТаІІЛ бЄЗ ИЗМЕНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ

ПОЛЯрІ/ІЗЗЦИИ. ЭТИ ВОЛНЬІ В ОбЩЄМ СЛУЧЯЄ ЭЛЛИПТИЧЄСКИ ПОЛЯрИЗОВЗНЬІ,
ПрИЧЄМ фОрМа ЭЛЛИПСОВ, ОПрЄДЄЛЯЮЩІ/ІХ СОСТОЯНИЕ ПОЛЯрНЗЗЦІ/ІИ, ДЛЯ

НИХ ОДИНЗКОВЗ., НО НаПрЯВЛЄНІ/ІЯ ВраЩЄНІ/ІЯ ПРОТИВОПОЛОЖНЫ. БОЛЬ-

ШИЄ ОСИ ЗЛЛИҐІСОВ ВЗаІ/ІМНО ПЄрПЄНДИКуЛЯрНЫ И СОВПЗДШОТ С ГЛЗВ-

НЬІМИ НЯПРЗВЛЄНИЯМИ КОЛЄбаНІ/ІЙ, КОТОрЬІЄ СуЩЄСТВОВЗЛІ/І бы ДЛЯ ДЗН-

ной волновой нормали, если бы кристалл не был оптически активным.
пОКаЗаТЄЛІ/І ПрЄЛОМЛЄНІ/ІЯ ДНЯ ЭТИХ ВОЛН ЯВЛЯЮТСЯ ПОЛОЖИТЄЛЬНЫМИ
корнями уравнения

(л2_- п'г) (на_ #2) __. 02, (14.3)
где п', п”-показатели преломления в отсутствие оптической актив-
ности, О-гираиия, величина, которая о_пределяет оптическую актив-
ность в данном направлении. Гирация О является функцией направ-
ления; она записывается в виде

0 = еды,- (гц = 8,1), (14.7)
Где Еіі-КОМПОНЄНТЫ ЗЫІЛІЪШОННОЗО тенЗОра.

При ПрОХОЖДЄНІ/Ш СВЄТЗ ЧЄРЄЗ ПЛОСКО-ПЗРЕЛЛЄЛЬНУЮ ПЛЗСТИНКУ

ЄДИНИЧНОЙ ТОЛЩИНЬІ ВЬІПОЛНЯЮ'ҐСЯ ураВНЄНИЯ

А2 = 32 + (2р)2, (14.8)
21: 110 _ _

в:-- ,_ ІІ =-_~ = І ІІ,ж0(п ), р АБ, и І/пп
0

Эти уравнения выражают А (разность фаз между двумя эллиптически-
поляризованными компонентами) через В (разность фаз в отсутствие
оптической активности) и 29 (разность фаз, которая задавалась бы
удельным вращением р в отсутствие обычного двойного лучепрелом-
ления).

Эллиптичность Іа. т. е. отношение малой оси к большой для эл-
липсов, определяющих состояние поляризации тех двух волн с дан-
ной волновой нормалью, которые не изменяют своей поляризации,
выражается формулой

1Іг=і3ї$, (14.10)
где

ЩВ дог-тп). (14.12)

Уравнение (14.8) позволяет сформулировать принцип суперпозиции для
вращения плоскости поляризации и двойного лучепреломления, изло-
женный на стр. 317.

Величины р и О являются псевдоскалярами; они преобразуются
по закону

рІ=±р, 0'=±0;
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знак зависит от того, переходит ли правая (левая) система коорди-
нат в левую (правую) или нет. Тензор [3,11 есть аксиальный тен-
зор второго ранга, преобразующиися по следующему закону (см.
табл. 18):

І __-81і_ ± “мандат-
Оптическая активность не может существовать у центросимме-

тричных кристаллов. Она может быть обнаружена у кристаллов, при-
надлежащих к 15 из 21 нецентросимметричного класса.

ЗАДАЧИ

1. Какие ограничения на вращение плоскости поляризации вдоль опти-
ческой оси налагает симметрия в случае класса тт

ак расположены главные оси [31 1 относительно плоскости симме-
трии в кристалле класса т? Какова форма тензора [511], приведенного
к главным осям?

. ве ить численные данные! приведенные в подписи к фиг. 81,
используя другие численные значения для а-кварца, указанные в настоящей
главе.
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1. СВОДКА ВЕКТОРНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ
и ФОРМУЛ

В настоящей книге векторы набраны курсивным полужирным
шрифтом, например р. Компоненты р в системе координат ОхІ, Охг,
Охз обозначаются через рі, р2, ра. Мы записываем

р=[р11 р2| рЗІ;

часто вектор р обозначается через рі или [рі].
Абсолютная величина, или длина, векторар обозначается через р:

р2=рї+рё+рё=рірг
Единииный вектор_это вектор единичной длины.

Скалярное произведение векторов р и 11 обозначается через р- (1
и определяется формулой

р-11=річі=рчс080.
где В _угол между р и 11.

Векторное произведение р и 11 обозначается через р >< о и опре-
деляется формулой

р><а=<ря$іп0)1,
где І~- единичный вектор, перпендикулярный р и 11 так, что р, (1
и І образуют правую систему. Компоненты р >< 11 в правой системе
координат записываются следующим образом:

[172113 _ РзЧг› РзЧъ “__ ,ддт [7192 _ 17291]-
Градиент скаляра ср, являющегося функцией координат точки,

есть вектор, обозначаемый через дгаё ср, и определяется формулой
де де де

Ётаас?_'[щ: "5,72, д_х3].

Дивергенция вектора р, являющегося функцией координат точки,
есть скаляр, обозначаемый через діхгр, и определяется формулой

дР1 др: дРз __ др:щ+щ+щ_щ-
Ротор вектора р, являющегося функцией координат точки, есть

вектор, обозначаемый через гоі р. Компоненты его в правой системе
координат ,записываются в виде

[Щ_Ш Чеддіщ Ред_ Ш]
дхг дхз ' дхз дХ1 ' 0161 х2_ .

(Нур:



2. СИММЕТРИЯ КРИСТАЛЛОВ И ПРАВИЛА ВЫБОРА
ОСЕИ КООРДИНАТ

В данном приложении кратко разбираются различные понятия
и символы, употребляемые в учении о симметрии кристаллов, и опи-
сываются правила выбора осей координат, используемые в настоящей
книге. В обозначениях и терминологии мы придерживаемся Интерна-
циональных таблиц [55]. ›

настоящей книге в основном используется макроскопический
подход к вопросу о кристаллографической симметрии, однако здесь
удобнее начать с рассмотрения микроскопической, атомной симметрии.

Решетка и элементарная ячейка. Решетка есть бесконечная
трехмерная периодическая система одинаково расположенных точек;
точки считаются одинаково расположенными, если по отношению
к каждой из них решетка одинакова и имеет одну и ту же ориента-
цию. Идеальным кристаллом по определению называется тело, рас-
положение атомов в котором образует решетку; это означает, что
а) относительно любой точки решетки расположение атомов одина-
ково, б) расположение атомов относительно любой точки, не являю-
щейся точкой решетки, отличается от расположения атомов относи-
тельно точек решетки. Если, наоборот, задан идеальный кристалл,
то решетку можно построить, взяв произвольную точку в качестве
начала координат и затем найдя все одинаково расположенные точки
в смысле их атомного окружения. Форма и ориентация (но, конечно,
не положение) найденной таким способом решетки не зависят от того,
какая точка выбрана в качестве начала координат. Определенный
таким образом идеальный кристалл является бесконечно протяженпым;
реальный Кристалл Не ТОЛЬКО ОГраНИЧЄІ-І, НО И ОТЛИЧЗЄТСЯ ОТ ИДЄЗЛЬ-

ного различными случайными дефектами.
Можно считать, что решетка образована точками пересечения трех

систем параллельных и равноотстоящих друг от друга плоскостей.
Эти плоскости делят кристалл на идентичные элементарные парал-
лелепипелы, называемые примитивными алементарными ячейка/ил.
Таким образом, примитивная элементарная ячейка есть параллелепи-
пед, содержащий точки решетки только в своих вершинах. В данной
решетке определение примитивной элементарной ячейки не является
однозначным, ибо указанные системы плоскостей могут быть выбраны
бесконечным числом способов, и каждому выбору соответствует своя
примитивная элементарная ячейка. Часто бывает удобнее выбрать
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большую элементарную ячейку, которая содержит точки решетки не
только в вершинах, но и в центрах граней или в центре объема,
а иногда и в других местах. Такие ячейки называются многократно
примитивными элементарными ячейками.. Как примитивная, так
и многократно примитивная элементарные ячейки определяются дли-
нами и направлениями трех непараллельных ребер, которые обозна-
чаются векторами а, д, с.

Плоскости решетки, кристаллические грани и направления.
Возьмем некоторую точку решетки в качестве начала координат и про-
ведем осн Ох, Оу, 02, параллельные соответственно а, д, с (фиг. 84).
Можно показать, что плоскость,
которая отсекает на осях отрезки г
а/Л, д/Іе, с/І, где Іт, Іг, І-целые
числа, не имеющие общих множите-
лей, проходит через точки решетки
и является одной из плоскостей си-
стемы параллельных и равноотстоя-
щих друг от друга плоскостей, про-
ходящих через все точки решетки.
Такая система плоскостей решетки
обозначается символом (ІтІгІ). Числа
11, Іе,І называются (миллеровскими)
индексами этой системы плоско-
стей. Фиг. 84. Определение осей Ох,

Если кристалл ограничен пл0_ У» 02, Ребе? ЭЛЁМЄНТЗРНОЙ ЯЧЄЙКИ
скими гранями, то эти грани парал- (параметров ячеики) а~ д» с и Осе'вых углов а, В, 1.лельны плоскостям решетки. По-
этому символ (ШгІ) имеет и второй
смысл, обозначая грань, параллельную плоскостям (ШаІ). Таких
граней существует две, по одной с каждой стороны кристалла. Грань,
расположенная по ту же сторону от начала координат, что и пло-
скость, отсекающая на осях отрезки а/л, 25/12, с/І, обозначается через
01.1121); противоположная грань обозначается через бит); черточки над
индексами соответствуют знаку минус. Согласно закону рациональ-
ных индексов, все плоскости, представляющие собой возможные
грани кристалла, должны отсекать на осях такие отрезки, длины
которых, будучи выражены через некоторые масштабные отрезки
вдоль осей (пропорциональные а, І) и с), относятся как рациональ-
ные числа (рациональным числом называется число, которое можно
записать в виде р/л, где р и а_целые числа). Этот закон был
первоначально сформулирован на основе наблюдений над гранями
кристаллов, а в настоящее время является просто следствием решет-
чатой структуры кристаллов.

Вектор, проведенный из начала координат в любую точку решетки,
находящуюся в вершине элементарной ячейки, может быть записан
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в виде Ыа +УІ7 44170, где [1, У, ш-целые числа. Определенное
таким образом направление обозначается символом [Ні/'071. Так как для
определения направления необходимо знать только отнощение (1 : У : “7,
то обычно выбирают такие три целых числа, которые не имеют
общих множителей. В кристаллах кубической системы (определяемой
ниже) направление [ИЩУ] перпендикулярно плоскостям решетки ((Л/ш),
но для других кристаллов это обычно не справедливо. Во всех слу-
чаях направление [(ЛШЩ, будучи параллелыням ряду точек решетки,
параллельно также семейству или зоне граней; [НИИ является на-
правлением оси зоны. Согласно легко доказываемому закону зон
(называемому также законом Вейсса), грань (пт) входит в зону
граней с осью Шуй/1, если

пи+іш+ше=о
Элементы симметрии. Большинство кристаллов наряду с пере-

носами (трансляциями), задаваемыми кристаллической решеткой, обла-
дает определенной симметрией. Для
Описания СИММЄТРИИ ЛУЧІЦЄ ВСЄГО

разложить ее на элементы сим-
о о метрии. Для пояснения рассмотрим

о фиг. 85, на которой изображены
о две системы атомов, представлен-

о ных черными и белыми кружками.
о Если эту систему атомов повернуть

0 на 120° (или на 1/3 полного обо-
. рота) вокруг оси, проходящей через

о ° точку Р и перпендикулярной пло-
скости чертежа, то картина, очевидно,
не изменится. Последующие пово-
роты на 120о также не будут при-

ФИ . 85- Схема. ПОЯСНЯЮЩЗЯ водить к изменениям. Это свойство
Определение Элементов симметрии данной системы точек можно опи-

сать, сказав, что она обладает пово-
ротной ось/о третьего порядка, или поворотной тройной осью,
проходящей через точку Р перпендикулярно плоскости чертежа. Три
сплошные линии на фиг. 85 обозначают зеркальные плоскости, или
плоскости симметрии, перпендикулярные плоскости чертежа. Части
чертежа по обе стороны от плоскости симметрии связаны друг
с другом как предмет и его зеркальное изображение. Ниже приво-
дится перечень элементов симметрии, на которые можно разло-
жить симметрию любой системы, и операции, связанные с каждым
элементом. ,

І) Центр симметрии. Если поместить начало координат в центре
симметрии, то действие центра симметрии переводит точку (х, у, 2)
в (_~ х, -› у, _-2). Эта операция называется инверсией.
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2) Зеркальная плоскость. Этой плоскости отвечает операция,
которая переводит каждую точку в ее зеркальное изображение отно-
сительно Этой плоскости.

3) Плоскость скольжения. Этой плоскости отвечает операция,
которая переводит каждую точку в ее зеркальное изображение в этой
плоскости и затем переносит его параллельно этой плоскости.

4) Поворотная ось п-го порядка. Такой оси отвечает операция
поворота на угол 2тс/н вокруг этой оси, где п-положительное
целое число.

5) Винтовая ось н-го порядка. Такой оси отвечает операция
поворота на угол 2тсіп вокруг этой оси, сопровождаемого трансля-
цией вдоль этой оси.

6) Инверсионная ось п-го порядка. Такой оси отвечает операция
поворота на угол 2п/н вокруг этой оси, сопровождаемого инверсией
в заданной точке этой оси.

Не все названные операции симметрии независимы друг от друга.
Так, инверсионная ось первого порядка совпадает с центром сим-
метрии; инверсионная ось второго порядка эквивалентна плоскости
симметрии, перпендикулярной этой оси; инверсионная ось третьего
порядка эквивалентна поворотной оси третьего порядка плюс центр
симметрии.

Вследствие решетчатого строения кристаллов у них могут суще-
ствовать не все элементы симметрии из приведенного перечня. Можно
доказать, что в кристаллах возможны поворотные и винтовые оси
только первого, второго, третьегоІ четвертого и шестого порядков
(исторически заключение о невозможности осей с п=5 и п > 6 было
выведено из закона рациональных индексов). Решетчатое строение
КрИСТаЛЛОВ НаЛаГЗЄТ ТЗКЖЄ ОПрЄДЄЛЄННЫЄ ОГрЗНИЧЄНІ/ІЯ На ТрЗНСЛЯЦІ/ІИ,

связанные с винтовыми осями и плоскостями скольжения.
Пространственные группы. Закономерное расположение элемен-

тов симметрии в решетке называется пространственной группой.
Операция, производимая любым элементом группы, должна оставлять
неизменным расположение элементов симметрии. При последователь-
ном рассмотрении всех возможностей оказывается, что имеется только
230 различных пространственных групп.

Точечные группы и кристаллографические классы. При изу-
чении физических свойств кристаллов нас интересуют не относитель-
ные положения элементов симметриь., а только их ориентация.

Возникает вопрос: какие возможны комбинации элементов сим-
метрии, отличающиеся лишь их выбором и взаимной ориентацией,
вне зависимости от относительного расположения этих элементов
симметрии, а также от трансляций, связанных с плоскостями сколь-
жения и винтовыми осями? Ответ на этот вопрос определяет виды
симметрии, которыми обладают макроскопические физические свойства
кристалла и его идеальная форма роста.
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Возможны следующие макроскопические элементы симметрии
кристаллов:

а) центр симметрии,
б) зеркальная плоскость,
в) поворотные оси первого, второго, третьего, четвертого и шестого

порядков, '
г) инверсионные оси первого, второго, третьего, четвертого

и шестого порядков. ,
В случае комбинации этих элементов мы можем считать, что все

они проходят через одну точку; возможные комбинации макроско-
пических элементов симметрии называются точечными группами 1).,

Можно показать, проверяя все 230 пространственных групп, что
имеются только 32 точечные группы. Кристаллы подразделяются на
32 кристаллографических класса соответственно точечным груп-
пам симметрии. '

Перечисление 32 точечных групп и нристаллографических
классов. Элементы симметрии 82 точечных групп показаны
в табл. 21 (стр. 336 -› 40) с помощью стереографических проекций.
Здесь можно дать следующее определение стереографической проек~
ции, широко используемой в кристаллографии: 1) предполагается,
что особая точка точечной группы находится в центре изобра-
жающей сферы; 2) ориентации элементов симметрии определяются их
пересечениями с поверхностью изображающей сферы; 3) каждая
диаграмма, приведенная в табл. 21, представляет собой проекцию
одной полусферы изображающей сферы на диаметральную плоскость.
Эта проекция получена из точки, находящейся на сфере по другую
сторону от диаметральной плоскости и наиболее удаленной от нее
(такой проекцией была бы, например, проекция северной полусферы
Земли из южного полюса на экваториальную плоскость). Символы,
использованные для обозначения элементов симметрии на стерео-
грамме (стереографической проекции), поясняются во втором столбце
табл. 20.

В табл. 21 каждый класс задан помещенным над стереограммой
символом, содержащим обозначения порождающих элементов сим-
метрии (эти обозначения пояснены в третьем столбце табл. 20). Этот
символ не обязательно включает все элементы симметрии данного
класса, но из наличия элементов симметрии, включенных в символ,
обязательно следует присутствие всех остальных элементов (по существу
символ включает большее число элементов, чем строго необходимо
для определения точечной группы). Так, например, символ 4/ттт
означает, что имеются поворотная ось четвертого порядка, перпен-

1) Возможные элементы симметрии геометрических фигур совпадают
С МЗКрОСКОПИЧеСКИМИ ЭЛЄМЄНТЗМИ СИММЄТРИИ КРИСТЗЛЛОВ. ОДНЗКО, ПОСКОЛЬКУ
ГЄОМЄТРИЧЄСКИЄ фиГурЫ Не ИМЄЮТ рЄШЄТЧаТОГО СТРОЄНИЯ. ДЛЯ НИХ ЗІШЧЄНПЯ ІІ
ДЛЯ ПОВОРОТНЫХ и ИНВЄРСИОННЫ ОСЄЙ Не ОГРШІИЧЄНЫ. ВСС ЭЛЄМЄІІТЫ СИМ-
МЄТРИИ ТаКИХ фигур ОбЯЗаТЄЛЬНО ПРОХОДЯТ ЧЄРЄЗ ОДНУ ТОЧКУ.
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т А в л и ц А 20
Символы элементов симметрии 32 точечных групп

Интернациональ~Элемент симметрии Символ па стереограмме ный с м од

Центр симметрии Символа нет ї
Зеркальная плоскость Сплошная прямая т

или окружность

Поворотные оси

Ось первого порядка Символа нет

Ось второго порядка

Ось третьего порядка

д
ы
м

-
е

Ось четвертого порядка

Ось шестого порядка О
Ф

>°

Инверсионные оси

Ось первого порядка Ецентр сим- Символа нет 1
метрии

Ось второго порядка Езеркальная Тот же, что для зер- Ё(Е т)
плоскость, перпендикулярная оси кальной плоскости

Ось третьего порядка Е поворотная
ось третьего порядка плюс центр
симметрии

Ось четвертого порядка (включает Ф 71
поворотную ось второго порядка)

Ось шестого порядка Еповоротная їж: з/т)
ось третьего порядка плюс пер- © _
пендикулярная к ней плоскость

>

дикулярная зеркальной плоскости (4/т), далее, зеркальная плоскость,
содержащая эту ось (4/тт), и, наконец, зеркальная плоскость, также
содержащая эту ось и лежащая под углом 45° к последней плоско-
сти (4/ттт). Обращаясь к табл. 21, мы видим, что у данной то-
чечной группы имеются не только эти элементы симметрии; однако
нетрудно показать, что из наличия этих элементов с необходимостью
вытекает существованиеўостальных зеркальных плоскостей и осей
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второго порядка, показанных на стереограмме. Общие правила для
построения символов точечных групп здесь обсуждаться не будут,
так как для понимания последующего изложения они не нужны.
Стереограммы и символы, приведенные в табл. 21, содержат все
необходимые сведения, причем символы классов, имеющих центр
симметрии (Центросимметричных классов) заключены в рамки.

Описанные символы основаны на символах, предложенных
Могеном и Германном. В ряде книг и статей еще используются старые
обозначения Шенфлиса, не применяющиеся в данной книге; для спра-
вок они приведены во втором столбце табл. 23.

Символы ИМ] и (Ь'Уш). Символ {Шг1} обозначает все грани
кристалла или системы плоскостей решетки, которые получаются из
грани или плоскости (ШгІ) размножением ее с помощью элементов
симметрии данной точечной группы. Полученная таким способом
совокупность граней образует форму; эти грани называют ,,гранями
формы {Шг1}“.

Аналогично, символ (ИЩУ) обозначает все направления, которые
можно получить из [НИХ/1 размножением с помощью элементов
симметрии данной группы.

Кристаллографические системы. Все кристаллографические
классы, число которых равно 32, обычно объединяют в семь кристалло-
графических систем. как указано в табл. 21. Класс включается в данную
кристаллографическую систему в том случае, если его симметрия
обладает определенными характерными свойствами. Названия систем
и требования, которым должна удовлетворять симметрия кристалла,
входящего в данную систему, приводятся ниже.

1) Триклынная система. Имеются только оси первого порядка
(поворотные или инверсионные).

2) Моноклинная система. Имеется одна ось второго порядка
(поворотная или инверсионная).

3) Орторомбическая система. Имеются три взаимно перпендику-
лярные оси второго порядка (поворотные или инверсионные). но
нет осей более высокого порядка.

4) Тетрагональная система. Имеется одна ось четвертого
порядка (поворотная или инверсионная).

5) Кубическая система. Имеются четыре оси третьего порядка,
расположенные параллельно объемным диагоналям куба.

6) Тригональная система. Имеется одна ось третьего порядка
(поворотная или инверсионная).

7) Гексагональная система. Имеется одна ось шестого порядка
(поворотная или инверсионная).

Выбор осей Ох, Оу, 02. Описанное выше объединение классов
В СИСТЄМЫ ПРИМЄІІЯЄТСЯ ПОТОМу. ЧТО ПРИ ЭТОМ ДЛЯ ВСЄХ КЛЗССОВ ОДНОЙ

системы можно выбрать одну и ту же систему осей Ох, Оу. Ог_



342 Приложение 2

Более того, когда выбор осей сделан (в соответствии с опреде-
ленными правилами, указанными ниже), оказывается. что можно
взять такую элементарную ячейку, отношение а:І›:с в которой
характеризует данную систему. При этом часто бывает необходимо
выбрать многократно примитивную ячейку; имея в виду это обстоя-
тельство, мы ,и оставим за собой право применять непримитивную
ячейку. Ниже приводятся правила, определяющие ориентацию осей
0х, 0у, 02 относительно характерных элементов симметрии каждой
системы; кроме того, приводятся соотношения, существующие между
а, Ь и с и между углами а, В и 1, показанными на фиг. 84.

1) Триклинная система. афдэёс; афрфт.
2) Моноклынная система. Ось Оу параллельна оси второго

порядка;
а +1) ф с, ос==1 =90°=Ні

3) Орторомбическая система. 0х, Оу, 02 параллельны осям
второго порядка;

` афдфс, =В==1=90°.
4) Тетрагональная система. Ось 02 параллельна оси четвер-

того порядка; . о
а==д=;ёс, а=р=1=90 .

5) Кубическая система. 0х, 0у, 02 параллельны ребрам куба,
объемные диагонали которого являются осями третьего порядка;

=І7=С, ц=р=т=90°.

6) Тригональная система. Ось 02 параллельна оси третьего
порядка;

а=д±г, эс=р==90°, 1=І2О°.
7) Гексагональная система. Ось 02 параллельна оси шестого

порядка;
а=І7:;Ьс, оа=В=90°, 1=120°.

Иногда считают, что тригональная и гексагональная системы, имею-
щие аналогичные системы осей, образуют одну систему. Для неко-
торых систем (например, для тетрагональной) приведенные правила
не определяют направления всех осей, поэтому для более симметрич-
ных классов этих систем вводятся дополнительные правила. Направ-
ления 0х, Оу, 02 указаны на стереограммах табл. 21 во всех тех
случаях, когда правила полностью определяют их положение относи-
тельно элементов симметрии.

Оси в установке Миллера - Брава и в ромбоэдрической
установке 1). На основании указанных выше соотношений у триго-
нальной и гексагоиальной систем нельзя установить, что у них имеются

1) Материал, изложенный в этом разделе, не является необходимым для
понимания основного текста книги и приводится нами для полноты.
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оси третьего порядка и тем более оси шестого порядка, характерные
для этих систем. По этой причине к указанным осям часто добавляют
четвертую ось, обозначаемую через Он, направляя ее в плоскости
Ох, Оу под углом І20° к осям Ох и Оу и задавая масштаб вдоль
этой оси равным а. В этом случае оси называются осями Брава-
Миллера. Символ грани или системы плоскостей решетки при этом
записывается так же, как прежде, за исключением того, что теперь
он содержит четыре индекса, т. е. в общем случае (Май), где индекс і
относится к оси Ои. Индексы 11, Іг, і не независимы друг от друга;
можно показать, что они связаны соотношением п+1г+1=0. Пре-
имущество использования четырех осей состоит в том, что кристал-
лические грани одной и той же формы, скажем ММЦ, обозначаются
совокупностями индексов, которые, если не считать знаков, полу-
чаются одна из другой простой перестановкой индексов; таким обра-
зом, это правило становится общим для всех систем.

Вопрос об обозначении направлений в тригоиальной и гексагональ-
ной системах не возникает в основном тексте данной книги; однако
в связи с тем, что этот вопрос обычно совершенно не рассматри-
вается в учебниках, мы считаем полезным сделать следующие за-
мечания 1). Выбор той или иной символики зависит от ее применения.
Для многих целей лучше всего использовать только три оси Ох,
Оу, Оз и записывать направление вектора Ыа+Уд+\Х/є в виде
[Шут/1, или [НИХ/1. Тогда с тремя числами (1, У, ш можно обра-
щаться совершенно так же, как с тремя числами символа направле-
ния [ІЛ/'ЪИ в любой другой кристаллографической системе. В част-
ности, для них справедлив закон зон Вейсса, когда они используются
в сочетании с индексами граней п, Іг, І. Недостатком такой симво-
ли_ки является то, что направления, связанные друг с другом опера-
циямн симметрии точечной группы, не всегда обозначаются такими
совокупностями индексов, которые получаются одна из другой про-
стой перестановкой индексов (с точностью до знаков).

Это затруднение устраняется при использовании других обозна-
чений-«с четырьмя индексами. Такие обозначения необходимо строго
отличать от трехиндексных, описанных выше (т. е. от [НИХ/1 или
[(Л/“Ч/И). Направление, так же как и г ань, обозначается в этом
случае системой четырех чисел [Ы'У'Т' '], причем сумма первых
трех из них равна нулю, т. е. Ы'+У'+Т'==0. Направление
[Ы'У'ТЧУ'] обозначает направление вектора

Ы'а+\/'І› + Т'і+ ХУ'а,

где і_-вектор, имеющий длину а и направленный вдоль оси Ои.
(Можно показать, что определенные таким путем четыре индекса
являются нормальными проекциями указанного вектора на четыре

1) Этот вопрос обсуждается в статье Доннея [33]; там же приведены
ссылки на литературу.
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оси; длина этих проекций равна соответственно 3/2а, 3/2а, 3/211
и с.) В четырехиндексном обозначении ось Ох имеет символ [21 101,
в то время как в трехиндекспом обозначении~символ [10*01, или
[100]; таким образом, символы Одного и того же направления в двух
обозначениях выглядят совершенно различно. В четырехиндексных
обозначениях закон Вейсса формулируется следующим образом:
грань (Шгіі) принадлежит к зоне с осью [Ы'І/'ТЧУ'Ь если

ли' + ау' + гт' +шт= о.

В некоторых кристаллах тригональной системы возможен выбор
примитивной ромбоэдрической Элементарной ячейки; соответствующие
оси Ох, Оу, Ог, называемые ромбоэдрическими, или миллеровскими,
осями, одинаково наклонены к оси третьего порядка, причем

` а=д=С и Ц=В="Д

Ромбоэдрическую ячейку можно также выбрать (хотя это обычно
дает меньше преимуществ) в других кристаллах тригональной системы
и в кристаллах гексагональной системы, но в этих случаях такая
элементарная ячейка не будет примитивной.

Выбор осей Охд, Охэ, Охз. Для записи тензоров и матриц,
представляющих физические свойства кристаллов, используется иная
система осей, а именно ОхІ, Охг, Оха. Эти оси всегда взаимно
перпендикулярны. Расположение осей ОхІ, Ох2, Охз относительно
х, Оу, 02 в различных кристаллографических системах определяется

соображениями удобства; в настоящей книге мы следуем правилам,
рекомендованным ЩЕ [86]. Эти правила можно резюмировать сле-
дующим образом.

Моноклинная система. Ох2||Оу.
Тетрагональная, тригональная и гексагональная системы.

ОхЗНОг, ОхІПОх.

Орторомбическая и кубическая системы.

Ох1 Н Ох, Ох2 || Оу, Ох:8 || 02.

Принято выбирать оси Ох, так, чтобы они образовывали правую
систему как для левых, так и для правых кристаллов энантиоморфных
классов 1). Оси Охї, Ох2, Ох8 указаны на стереограммах табл. 21
во всех случаях, когда приведенные правила полностью определяют

х) См. примечание на стр. 321.
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их положение относительно элементов симметрии. Так формули-
руются условия, необходимые для того, чтобы определить для всех
32 классов формы матриц, представляющих свойства кристаллов.
Однако, чтобы можно было однозначно определять численные
значения физических констант (например, пьезоэлектрических коэф-
фициентов) для какого-либо данного кристалла, необходимо ввести
дополнительные правила относительно ориентации и взаимного распо-
ложения осей ОхІ, Охг, Оха. Здесь возможен широкий выбор,
однако, вероятно, станет общепринятой система, предложенная
ІКЕ [86].

Опт/гонения от правил. Для некоторых матриц свойств кри-
сталлов иногда используется иной выбор осей ОхІ, Охг, Оха.
Наиболее важный из них-выбор осей для мопоклинной системы,
при котором ОхЗПОу. Такой выбор применяется рядом авторов.

Оптически изотропные, одноосные и двуосные кристаллы.
Иногда кристаллографические системы объединяют в три группы по
их оптическим свойствам. Как показано в гл. ХІІІ, ё 1, п. 1 и 2,
оптические свойства прозрачных кристаллов можно описать с по-
мощыо эллипсоида, называемого индикатрисой. В случае триклинных,
моноклинных и орторомбических кристаллов все три оси индикат-
рисы имеют различную длину` Следовательно, индикатриса в этом
случае имеет два круговых центральных сечения (см. фиг. 71); нор-
мали к этим двум сечениям называются оптическими осями первого
рода. В соответствии с этим три указанные кристаллографические
системы называют дзуосными. Для тригональных, тетрагональных и
гексагональных кристаллов индикатриса является эллипсоидом вра-
щения и имеет только одно круговое центральное сечение. Нормаль
к этому единственному сечению, совпадающая с осью вращения, назы-
вается оптической ось/о. Поэтому три указанные системы называют
одноосными. Для кубической системы индикатриса имеет форму
сферы, вследствие чего эта система называется оптически изотропной.
Хотя такая группировка систем основана лишь на оптических свой-
ствах, она применима и к другим свойствам, ибо целый ряд иных свойств
кристаллов можно описывать с помощью эллипсоида или в общем
случае с помощью поверхности второго порядка; к таким свойствам
относятся все свойства, выражаемые симметричными тензорами
второго ранга (см. гл. І, ё 4 и б).

Оптически
Дзуосные системы: Одноосные системы: изотропная

система:

триклинная тетрагональная кубическая
МОНОКЛИННЗЯ ТрИГОНЗЛЬНЗЯ

орторомбическая гексагональпая
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ЛИТЕРАТУРА ПО КРИСТАЛЛОГРАФИИ

Хо ошим введением в учение о симметрии кристаллов является книга
Филлипса [74] 1 .

Справочной книгой по вопросам теории кристаллографической симмет-
рии служат ,Интернациональные таблицы для рентгеновской кристаллогра-
фин", т. 1, опубликованные в 1952 г. Международным союзом кристаллогра-
фов [55]. '

Полный и сжатый вывод всех точечных и пространственных групп (ма-
тематически несколько сложный) содержится в ра оте . ейтца ,,Матрично~
алгебраическое развитие кристаллографических групп" [29. ї. Кгізг., 88, 43
(1934) (точечные группы); 90, 289 (1935) (ре1петки); 91, 386 (1985) (простран-
ственные группы); 94, 100 (1936) (пространственные группы).] 2)

1) См. также учебники [114, 1231.-Прим. перев.
2) Простой и наглядный вывод решеток Брава и всех пространственных

групп дан Н. В. Беловым [97-100'_]._-Прим. перев.



3. СВОДКА СВОЙСТВ КРИСТАЛЛОВ

В табл. 22а и 226 все векторы и тензоры в группах П-УІ по-
лярны, кроме векторов Н, В и І; эти последние аксиальны. Какой из
векторов Е и Н (и связанных с ними векторов) является аксиальным,
а какой полярным, отчасти зависит от нашего выбора (см. примеча-
ние на стр. 75). Во втором столбце табл. 22а указаны свойства или
коэффициенты. Здесь использованы следующие обозначения.

Свойства, названия которых в табл. 22а заключены в квадратные
скобки, являются обратными по отношению к свойствам, указанным
непосредственно над ними. (Хотя все свойства имеют свойства, обрат-
ные по отношению к ним, в табл. 22а включены только те обратные
свойства, которые упомянуты в основном тексте.)

Свойства, уравнения которых объединены фигурной скобкой. термо-
динамически связаны.

Цифры. набранные полужирным шрифтом, относятся к приложе-
нию 4.

В третьем столбце табл. 22а и 226 приведены уравнения, опре-
деляющие свойства, указанные во втором столбце. Простая пропор-
циональность между переменными, указанная здесь, справедлива только
для достаточно малых значений этих переменных. Для больших зна-
чений принимается дифференциальное определение; например, для ди-
электрической проницаемости

к =20_1
11 дЕ, '

По этой причине уравнения, приведенные в таблицах, в ряде случаев
отличаются от уравнений, данных в основном тексте.

Разделение тензорных свойств на группы [_-УІІ до некоторой
степени произвольно. Например, удельное электрическое сопротивле-
ние, включенное в группу Ш, связывает тензор второго ранга (про-
изведение компонент плотности тока) со скаляром (скоростью выде-
ления джоулева тепла) уравнением

Ч==Рш111и
Это уравнение можно принять за определение рт. и тогда его следует
отнести к группе ІУ. Таким образом, неопределенность связана с про-
извольностью выбора определяющего уравнения. Если же определяю-
щее уравнение избрано, то тем самым определена и группа в нашей
схеме. Наоборот, ранг тензора не является произвольным.



ТАБЛИЦА22а

Тензоры, описывающие свойства кристаллов,
упомянутые в данной книге

уравнения
и страница

войство
или коэффициенты

Определяющее
уравнение

Общие соотношения
между компонентами

1. Скаляр, связывающий два скаляра

(10.1), 205 Теплоемкость С І АЅ=(С/Т) АТ І

11_ Тензор первого ранга, связывающий скаляр и вектор

(421), 100

(10.31), 219

(10.46), 222

(10.40), 222

Пироэлектриче-
ский эффект

Электрокалори-
ческий эффект 1

Теплота поляри-
зации

Поле, обусло-
вленное изме-
нением темпе-
ратуры І

Поляризация при
гидростатиче-
ском сжатии І

АР! =р1АТ

АЅ =Рі^Еі

АЅ = Ґ! АР!

13і =-цАТ

РІ = “- 4117.”

111. Тензор второго ранга, связьшающий два вектора

(4.6), 90

(9.20а), 190

(4.5). 90

Дизлектриче-
ская проницае-
мость

[Диэлектриче-
ская непрони-
цаемость] 2

Диэлектрическая
восприимчи-
вость

Еі === 811.0]

Р: = *ЮЩЕ/

Симметричиый тен-
зор

То же

348



Продолжение таб/1. 2211

Номе
уравнения
и страница или коэффициенты

Определяющее
уравнение

Общие соотношения
между компонентами

(3.7), 76

(3.5), 74

(11.17). 245

(11.18), 245

(11.3), 235

(11.8), 236

(12.36), 266

(12.43), 269

Магнитная про-
ницаемость 2

Магнитная вос-
приимчивость 2

Удельная элек-
тропровод-
ность

[Удельное элек-
трическое со-
противление] 2

Теплопровод-
ность

[Тепловоесопро-
тивление] 2

Термоэлектричє-
ство

В: = Нііні

11 = Рофіін]

Л = ОтЕ/е

151 = 91212

,И

дТ/дх1 = -- І'іі/Ъ;

дЕ/дхі =
= *- 2776 (дТ/дХ/г)

(Мі'г = О) или ппоток

=-/г,,(дт/дх,-)

энтропии” = _]Ё'ЁШ

Симметричный тен-
зор

То же

г в

Несимметричный
тензор

ІУ. Тензор второго ра
второго ранга
нга, связывающий скаляр и тензор

(6.13), 130

(10.19), 215

(10.24). 216

(10.24). 216

(8.24), 177

(12.46), 270

Тепловое расши-
рение 2

Пьезокалориче-
ский эффект 2

Термическое на-
пряжение

Теплота дефор-
мации

Деформация при
гидростатиче-
ском сжатии 2

Коэффициенты
Пельтьє

єі] =аді АТ

АЅ =и11~си

011 =-^і1/АТ

АЅ 'дл/51]

51/ = _ ЅиЫШ

Пт = (7/8) 2111
3

Симметричный
тензор

То же

Симметричиый
тензор
(Ѕі/тг = 5111116)

Несимметричиый
тензор

349



Продолжение табл. 22а

уравнения ОЙСТВО Определяюшее Общие соотношения
и страница или Коэффициенты уравнение между компонентами

У. Тензор третьего ранга, связывающий вектор и тензор
второго ранга

(7.3), 138 Прямой пьезо- Рі = отб”
электрический
эффект 4

(7.19)І 143 Обратный пьезо- від = итд-,315і а'ш», = дм;
электрический
эффект . 4

(10.47), 222 Прямой пьезо- Рі =етгє171 1
электрический |

` `эффект 4 і ет = ет
(10.47), 222 Обратный пьезо- от = __- (ди-,2151.

электрический
эффект 4

(13.14), 289 Электрооптиче- АВ” 7:. 217,15,г 211.12 = дм
ский эффект 5

УІ. Тензор четвертого ранга, связывающнй два тензора
торого ранга

(8.1), 162 Упругие пола- за = зитсш зиы =Ѕіт =
тливости 6 = ЅШЁ _-_- ЅШ]

(8.2), 162 [Упругие жест» а” = сііыгы от, = ддт =
кости] 6 = сцш = от”

(13.16). 289 Упругооптиче- АВІ-і = рЦ-ыєы рта, =рды =риш
ские коэффи-
циенты 7

(13.14), 289 Пьезооптиче- АВ”- = идиот
ские коэффи-
циенты 7 “11/21 = “ЛИ = “ше

(18.40), 303 Электрострик- ад, = МЛЄЕІЕ, їііііг = "Ні/'е = їніп
ция 7 ~

УІІ. Акснальный тензор второго ранга, задающий изменение
нсевдоскаляра с направлением

(14.7), 315 Оптическая ак- С? = 8111,!!! Симметричный тен-
тивность (ги- зор
рационный
теизор) 8

350
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Т АБЛИЦА'ЬЮ

Тензоры, упомянутые в данной книге и не выражающие
свойства кристаллов

Полярный тензор, связывающнй два полярных вектора

Онределяющес Общие соотношения
ёрётїёёдедї-Іита тензор уравнение между компонентами

(5.7), 113 Напряжение рі = сІІ-І/ Симметричный
тензор *5

(6.9). 125 Деформация вме- ид ~ (но),- = еііІІ- [ей] не симмет-
сте с поворотом ричен

(6.10), 125 Деформация+ иі-(ип)і = єіі-хІ--І- [ад] симметри-
+ поворот *1- тих] чен, [оі ] не

симметричен

* См. стр. 111.

Некоторые тензоры, рассматриваемые в кристаллофизике и
не включенные в табл. 22а и 226. Перечислим ряд свойств, опи-
сываемых тензорамн, но не вошедших в табл. 2221 и 226.

Коэффициенты самодиффузии [17].
Пиромагнитный и пьезомагпитпый эффекты [98]. (Существование

пьезомагнитного эффекта твердо не установлено 1).
Магнитострикция.
Упругие коэффициенты второго порядка (стр. 303) [16, 40, 42, 491.
Пьезооптические коэффициенты второго порядка.
Электрооптические коэффициенты второго порядка (эффект Керра)

(стр. 288).
Зависимость электропроводности от давления [29].
Зависимость коэффициентов теплового расширения от температуры.
Тензоры, выражающие другие эффекты второго и более высокого

порядков (стр. 301---~303
Некоторые анизотропные свойства кристаллов, непосред-

ственно не выражаемые тензорами. Ниже перечислен ряд свойств
кристаллов, которые непосредственно не выражаются тензорами.
Однако это не означает, что то или иное свойство, указанное ниже, не
может быть, в конечном счете, выражено через тензоры (например.
показатель преломления связан с тензорной диэлектрической посто-
янной); имеется в виду лишь то, что само по себе оно не является
тензором.

І) Недавно пьезомагнитный эффект был теоретически предсказан
И. В. Дзялошинским и Б. А, Тавгером и экспериментально обнаружен
А. С. Боровик-Романовым:[101].~Пр1єм. порт.
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Напряжение отрыва по плоскостям спаипости.
Дизлектрическая прочность.
Предел текучести при пластическом деформировании, механиче-
ское упрочнепие и напряжение разрыва пластичных кристаллов.
Показатель преломления (стр. 279~81).
Поверхностные свойства, включающие:

трение,
поверхностную твердость,
поверхностную энергию,
отражение поляризованного света,
скорость роста и растворения кристалла,
физико-химические свойства: скорость потускнеиия, фигуры
травления и т. д.

Общий обзор анизотропии металлов можно найти в статье Боаса
и Маккензи [17].



4. ЧИСЛО НЕЗАВИСИМЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ
ДЛЯ КАЖДОГО ИЗ 32 КРИСТАЛЛОГРАФИЧЕСКИХ

КЛАССОВ

В табл. 23 для каждого из 32 кристаллографических классов
указано число независимых коэффициентов, необходимых для пол-
ного определения любого свойства кристалла. Свойства кристаллов
разделены на группы, обозначенные 1, 2 и т. д. Конкретное свой-
ство, принадлежащее к любой из групп, можно найти, обратившись
ко второму столбцу табл. 22а, где каждое свойство обозначено чис-
лом, указывающим номер группы, к которой это свойство относится.
Полную форму, матрицы любого свойства для любого класса можно
найти на странице, номер которой указан в скобках в заголовке
каждого столбца.

ТАБЛИЦА 23

Символ класса Число независимых коэффициентов

интерна- в по Шен-
флису

І
(стр. 101)

2
(стр. 38)

з(стр. 271)
4 и 5

(стё. 152,
92)

6
(стр. 172)

7
(стр. 294)

8
(стр. 322)

Ст
Сі. (52)

З
0

6
6 Ю

Ф 21
21

36
36 О

Ф

Си
Сз (СШ)

2п

,_
а

#
д
гй

01
01

01 13
13
13

20
20
20 Ф

Ю
Ф

-

02 (У)
2-1/

02110711) Ы
ОО

СА
?

Ф
О
М
С

»

Ф
СЛ

СА
Э

Ф
Ф
Ф 12

12
12 Ф

І-
С
д

4/т
422
4тт
12т
4/ттт

(34
54
Си»
04

Саи
Ван ( Уа)

411 Ф
Ф
І-

*
О
О
О
Н

Ю
Ю
Ю
Ю
Ю
Ю
Ю

Ю
Ю
Ю
Ю
С
Л
С
Л
Ы

Ф
Ю
О
Ф
Ь

-О
гі
ё

-д

О
'Р
О

'Р
О
Э
О
Э
Ч
Ч
Ч

Ф
г-
Ф
М
Ф
Ю
Ю

23 дж- Най
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Продолжение таб/г. 23

Символ класса Число независимых коэффициентов

интерна' по шен- 1 2 з 4 и 5 6 1 в“3:12” флису (стр. 101) (стр. за) (стр. 211) (Стёфъщ (стр. 172) (стр.294) (страж)

12
12
8
8
8

сз '
СЗ: (Ѕв)
03

'Зт СЗ-и
3171 два

90
00

10
0

Ф
г
-Ф
О
Н

Ю
Ю
Ю
Ю
Ю

Ю
Ю
Ю
С
А
Э
С

»

О
ь
ь
ю
О
Ф

Ф
Ф
Ф
Ч
Ч

Ф
Ф
Ю
О
Ю

б СБ
ё Сзп
б/т Сбд
622 06
бтт ` СМ,
ёт2 03,1

б/ттт Бад О
О
Н
О
О
О
Ы

Ю
Ю
Ю
ІГ
Э
Ю
Ю
Ю

Ю
Ю
Ю
Ю
С
Ю
Ы
С
Д

Ф
Н
Ф
Н
О
Ю

-Р
Ь

Ш
Ш
Ш
Ш
О
Ч
Ш
Ш

Ф
Ф
Ф
Ф
О
О
О
О
О
О

О
О
О
Ю
Ф
О
Ю

23 Т
т3 Ти

432 О
43т Та

тЗт 0,, О
О
Ф
Ф
Ф

›-
›-
І›

-^
ь
-4

›-

-а
ь
-ь

-ь
ь
-ъ
н

О
_

'О
О
Н

С
ЛС

АЭ
С
Ю
О
О
Ш

М
Ф
О

-7
%

*-

Ф
О
Н
Ф
І-
І

Изотропная среда
без центра сим-
метрии 0 1 1 0 2 2 1

Изотропная среда
с центром сим- '
метрии О 1 1 0 2 2 0

Число классов,
обладающих
соответствую-
щим свойством 10 32 32 20 32 32 15

Число и перечень независимых коэффициентов для других воз-
можных теизориых свойств, включая еще ие открытые, можно найти
в литературе, указанной на стр. 150, а также в статьях Багавантама
и Сурьянарайаны [13], Фуми [40-44] и Фиеши и Фуми [39]. Частный
случай тензора шестого ранга обсуждается Мэзоном [65].



5. МАТРИЦЫ РАВНОВЕСНЫХ СВОЙСТВ ДЛЯ 32
КРИСТАЛЛОГРАФИЧЕСКИХ КЛАССОВ

В табл. 24 показано, как влияет кристаллографическая симметрия
каждого из 32 классов на форму матриц, входящих в уравнения
(10.44) и (10.45). Для удобства мы повторно приводим здесь эти
уравнения:

01 І ЅЁ Т01 + 51202 + 51303 + 51404 + 51505 +

+Ѕ1606 + ЁЪЕ1 +а21Е2+ (131153 + аЕАТ,
а2 = Ѕ1201 + 52202 + 52303 + 52404 + 52505 +

*Р 52606 + а1251 + (12252 + [13253 +02 АТ:
03 = Ѕ1301 + 52302 + 83303 + 53104 + 53505 +

+5360є +013Е1+ (123Е2 +дззЕз +03 АТ:

04 = Ѕ1401 + 52402 + 53403 + 54404 + 54505 +
+54в0в + (11451 + Е2452 + 1134Е3 +04 АТ-

єь = 51501 + 52502 + 53503 + 54504 + 55505 +
+55606+а1551+а2552+5135Е3+05АТ1 (10-44)

06 = 51601 +52в02 +5360з +54є04 +5вє0з _*-
+5вє0є '11" [116,31 +02еЕ2+ (13653 +06 АТІ

В1 = (ії101 +д1202+ (11303 + 111404 + 611305 *+-

+ а'1606 +иї'1ТЕ1 +71252 +71353 +17: АТ»

В2 = (12101 + 02202 + 112303 + [12404 + (112505 +'
+ (12606 + ААІИ1251 + *22152 + и2353 + 192 АТ-

В3 = [13101 + а'3202 + 413303 + 03404 + 513503 +-
+ 036011 + ж1351 + К2352 + "43353 +Рз АТ»

АЅ = 01301 + “202 + О1303 + 0404 +0505 + 0606 +

+РїЕ1 + 17252 + 173534* С-сїї АТ,

е=ЅЕІТс+61`Е+а1ЕА71 “_
В:(іТс'+и°'ТЕ+р“ АТ, (10.45)

АЅ = иЁс+рїЕ+ ЁЁЁАТ.

23*
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Матрицы равновесных свойств

для 32 кристаллографических классов
О б о з н а ч е н и я

компонента, равная нулю,
компонента, отличная от нуля,
равные компоненты,
компоненты, численно равные, но противоположные по знаку,
ко'мпонента, равная удвоенному значению компоненты, обозначен-
ной жирной точкой, с которой данный символ соединен линией,
компонента, равная взятому с обратным знаком удвоенному значе-
нию компоненты, обозначенной жирной точкой. с которой данныи
символ соединен линией,
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Продолжение табл. 24

Орторомбическая система
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Продолжение табл. 24

Тетрагональная система (предо/жжение)
Класс 4/т Класс 422
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Продолжение табл. 24

Триаональная система
Класс 3
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Продолжение табл. 24

Гексааональная система
Класс 6 Класс Ё
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Приложение 5 361

Продолжение табл 24

Кубическоя система
Классы 23 и 4'3т Классы 1.18, 432 и тзт
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В табл. 24 объединены матрицы, приведенные в тексте на стр. 38,
101, 152, 172. Все коэффициенты в правых частях этих уравнений
представлены в виде одной матрицы [(6+3+І)><(6 +3+І)]==
=[10 >< 10] следующим образом:

с ЕАТ

Ѕ _- упругие податливости,
(і -- пьезоэлектрические модули,
а: *коэффициенты теплового расширения,
'И __ ДИЭЛЄКТРИЧЄСКИЄ ПРОННЦЗСМОСТИ,

д а и р р - пироэлектрические коэффициенты,
С -- теплоемкость.

Аз щ р: С/Т Т-- абсолютная температура.

в Ѕ (1: и
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Сбоку каждой матрицы указано число независимых коэффициентов
для каждого свойства в следующем порядке: в, а, а, к, р, С/Т,
а внизу-полное число коэффициентов. Расположение осей координат
хІ, хг, хз относительно элементов симметрии соответствует правилам,
приведенным в приложении 2. Все (10Х10)-матрицы симметричны
относительно' главной диагонали. Все другие равенства и соотноше-
ния между элементами матриц, определяемые точечной симметрией,
указаны символами, объясненными в начале таблицы (эти символы
совпадают с использованными в основном тексте).



6. МАГНИТНАЯ и ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ
ЭНЕРГИЯ

В дополнение к рассмотрению, проведенному в гл. ІІІ, ё 2.
в гл. І\/, 5 4. и в гл. Х, 5 3, сделаем еще следующие замечания отно-
сительно магнитной и электрической энергии.

Пусть изменение статического электромагнитного поля вызывается
перемещением зарядов и изменением токов. Пользуясь уравнениями
Максвелла, можно показать, что произведенная при этом работа
выражается в виде

ан/=[(Енв+нав)ат, (пел)
У

где сіт-элемент объема, а интегрирование производится по всему
пространству У.

случае изотермического обратимого процесса затраченная ра-
бота равна возрастанию сіЧГ' свободной энергии ЧҐ':

(Лу: йЧї'.

Если рассматриваемая термодинамическая система представляет собой
поляризованное или намагниченное тело плюс заряды и токи, создаю-
щие соответствующие поля, то для изотермического обратимого
изменения состояния этой системы выражение (П 6.1) можно при-
равнять ШІҐ'. При этом Ф” зависит не только от условий, в ко-
торых находится тело, но и от величины и расположения внешних
зарядов и токов. Следовательно, удобно разделить Ч” на две части,
одна из которых (обозначим ее через ЧГ) зависит только от состоя-
ния тела и может быть названа свободной энергией тела. В случае
упругой энергии тела (см. гл. УІІІ, ё 3) трудности в определении
свободной энергии тела не возникают, ибо вся энергия локализована
(или. во всяком случае, ее можно считать локализованной) в самом теле.
Однако в рассматриваемом нами случае разделение энергии на часть,
которой обладает тело, и на оставшуюся часть несколько произвольно`
поскольку магнитные и электрические силы являются дальнодействую-
щими. Так, можно дать следующее определение:

Ш = ЧП _ »Ё І (7.0132 + ронг) ат.
У~ У:
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(интегрирование производится по пространству вне тела). Тогда, так
как вне тела В=к0Е и В=р0Н, для любого обратимого измене-
ния поля

ачг: І (Бад +нав) ат (116.2)
У.

(УІ-объем, занимаемый телом).
При ином определении

в" = дл _ ё І (1052 + рот) ат.
У

Тогда для любого обратимого изменения поля

ат* = І (Е ар+нш) ат. (п 6.3)
У.

Следовательно, в выражении для (ШТ или Щ] (см. стр. 218) с равным
правом можно использовать ЕісіРі или ЕІ (101. Какое бы определе-
ние ни было принято, мы приходим к одинаковым термодинамиче-
ским выводам, ибо выражения (П 6.2) и (116.3) для аЧҐ отличаются
друг от друга на полный дифференциал

1ї аІ (1.0152 + вонгш.
И

Следует отметить, что если при изменении поля размеры и форма
кристалла изменяются (это будет иметь место, когда кристалл является
пьезоэлектриком), то некоторые точки пространства, находящиеся
первоначально внутри кристалла, после изменения окажутся вне кри-
сталла (и наоборот). В таких точках изменение Р и І, а следова-
тельно, и В и В уже не будет непрерывным. Поэтому, строго го-
воря, величина Е 41.0 представляет собой возрастание свободной
энергии на единицу объема кристалла лишь в том случае, когда раз-
меры и форма кристалла сохраняются неизменными. Однако легко по-
казать, что если считать ЕсіІ) точным выражением и при наличии
деформаций. то появляющиеся при этом погрешности в термодина-
мических соотношениях будут лишь малыми поправочными членами.

Более полное обсуждение рассматривавшихся здесь вопросов
можно найти в книге Беккера и Деринга [5] и в статьях Гугген-
гейма [46] и Кёнига [60].



7. РАЗЛИЧИЕ МЕЖДУ
иЗОТЕРМИЧЕСКІ/ІМИ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ

ПРОНИЦАЕМОСТЯМИ
ЗАЖАТОГО И СВОБОДНОГО КРИСТАЛЛОВ

Чтобы проиллюстрировать вычисления, приводящие к соотношениям
(10.49)-(10.55), дадим здесь вывод уравнения (10.51). Последнее
выражает разность диэлектрических проницаемостей зажатого и сво-
бодного кристаллов и, таким образом, описывает ту часть диэлект-
рической проницаемости, которая обусловлена пьезоэлектрическим
эффектом. Уравнение (10.51) имеет вид

кЁІ. -- мг] = _- Лшєіітпсїтп (Т: СОпЅі).

Пусть температура Т постоянна. Тогда из уравнений (10.27) и
(10.28) получаем

дє деде =(Щ> на +(Щ) де., п7.1тп дат, Е И дв, в 1 ( )
_ доі дв,ар, _ (да-,ЭН абы+ (757) (1131.. (п 7.2)

Полагая в уравнении (П 7.1) сіетп=0 и умножая его на (дом/дєтп)Е,
находим

__ дсІгІ дети) (дат (дамп)о_(дєтп)Е(дзра Едет-ь детдв дБ] “авг (пт)
Но, согласно соотношению (9.21), первый член в правой части этого
уравнения равен

БЙРЗІЧЁОРЧІЛОКІ.

Поэтому, подставив полученное из уравнения (П 7.3) значение дом
в уравнение (П.7.2) и разделив его на сіЕі. мы имеем

(Щ) ~<Ш> =~<Ш› (де) (Ш)дЕІ' є дЕі а 03131 Е дЄтп Е дЕ] “-

Это уравнение эквивалентно уравнению (10.51).



8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СВОЙСІВ ИНДИКАТРИСЫ
,С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИИ МАКСВЕЛЛА')

В системе МКЅ уравнения Максвелла записываются в виде
_ гоі Н =_і~+- І),

ҐОЁ Е= _Ё;

здесь точка означает дифференцирование по времени. Прозрачные
кристаллы обладают низкой проводимостью и не являются ферромаг-
нетиками. Поэтому их магнитная проницаемость очень мало отличается
от проницаемости вакуума, и мы можем положить

1:0, 3:90” (П 8.2)
Тогда уравнения (П 8.1) упрощаются и принимают вид

гот н= 1) (п 8.3)

(п 8.1)

И

няв:_ нов. (И 8.4)
Мы хотим исследовать свойства плоско-поляризованных электро-

магнитных волн, проходящих через кристалл. Поэтому будем искать
решение уравнений (П 8.3) и (П 8.4) в виде

Е= во ехр [до (і __ її'Лг), (п 8.5)
где Е0_постоянный вектор, ш и 'и-константы, І-единичный век-
тор, г-раднус-вектор точки [хр х2, х3]. Это решение представляет
собой плоскую волну, поскольку в данный момент времени і век_
тор Е имеет постоянную величину на всей поверхности г~ І=сопзі,
представляющей собой плоскость, нормальную к І. Очевидно, что 30
есть скорость распространения волнового фронта вдоль волновой
нормали І и что Еоцамплитуда, а ш/2тт-частота волны.

Подставляя это выражение для Е в (П 8.4), получаем

_- рой = гот {ЕО ехр [м (г _ 4171)” (п 8.6,

1) См. стр. 279-81.
2) Это выражение содержит комплексные величины, хотя входящие в него

физические величины действительны. Для описания физического состояния
можно взять либо действительную` либо мнимую часть этого выражения
(см., например, книгу Джуса [59]).
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Известно, что ротор произведения скаляра (например, со) на вектор
(например, А) можно разложить следующим образом:

гоі срА = ср гоі А + (агаё Ф) Х А.

Используя это соотношение и вспоминая, что ЕО не зависит от ко-
ординаты, так что гоі Е0=0, мы получаем из уравнения (П 8.6)

рОН := ЕО >< ётаё ехр [до (і - диіл . (П 8.7)

Далее, 5га<1(г - І): І, что можно видеть, выписывая его компоненты;
поэтому уравнение (П 8.7) можно переписать в виде

1101:! = Плов/шатл постоянной Фазы

=Е0{ _ ЁЗехр[1<»(і~- ІІТІЁЛ 2«дан (г- І)}

ИЛИ

901.1 = -Ёї (І >< ЕО) ехр [іш (і _- ЦЛ .
11

Интегрируя по і, получаем

роН = Ё; (І >< ЕО) ехр [до (1- 141)] =
'и

=%(г× Е). (изв)
Отсюда можно записать Фиг. 86. Соотношение между

,__ І векторами і), Е, В, Н, І и Ѕ
Н= Но ехр [іш (і __ ___-Л , (П 8_9) в плоско-поляризованной свето-

*1 вой волне, проходящей через
где двоякопреломляющий кристалл.

лоно = %<г >< во). (ПЗ. 10) І - волновая нормаль; Ѕ _ направление
луча.

Выражение (П 8.9) показывает, что Н представляет собой плоскую
волну, совпадающую по фазе с волной Е. Выражение (118.8) содержит
важный результат; а именно из него следует. что вектор Н перпендику-
лярен плоскости, в которой лежат І и Е. Это иллюстрируется фиг. 86.

Мы пока не знаем, каков угол между Е и І, но у нас не исполь-
зовано уравнение (П 8.3). Подставляя выражение (П 8.9) в уравне-
ние (П 8.3) так же, как мы подставляли (П 8.5) в (П 8.4). получаем

Ё = гот {Н0 ехр [Ею (і - ІїІ-Л} =

=_ Но >< Єгаё ехр [іш (і _ 175)] =

=я? (1 >< На ехр [во (г ~ 43)]-
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Интегрирование по і дает
1 г -І=~-д<1><Н0)ехр [1<»(±-Т)], (пвп)

откуда, учитывая выражение (П 8.9), имеем

' о=_%(г><Н). (пала)
Следовательно, мы должны направить В на фиг. 86 перпендику-

лярно і и Н. Таким образом, мы получили, что волны В и Н
являются чисто поперечными. Векторы В, Е и І лежат в одной
плоскости, так как все они перпендикулярны Н.

Подставляя выражение для Н из (П 8.8) в (П 8.12), получаем
1В=-_т[!><(ІХЕ)]. (П8.13)

Используем теперь правило развертывания тройного векторного про-
изведения, согласно которому

І><(І>< Е)=І(і- Е)-Е(і- і)=1(1- Е)--Е.

Следовательно, уравнение (П 8.13) эквивалентно уравнению
роо2В --Е+І(І-Е)=0. (П8.14)

Итак. задавшись уравнениями Максвелла (П 8.1) и условиями (118.2).
мы для случая плоских волн получили уравнение (П 8.14). Оно не
зависит от связи между В и Е, определяемой свойствами среды.
'Геперь положим, что В и Е связаны между собой тензором диэлек-
трической проницаемости. Если перейти к главным осям тензора
диэлектрической проницаемости (при этом 1:`1::ЮІ/к1 и т. д.), то
(П 8.14) записывается в индексной форме в виде уравнения

2 В1 __РОЮВ1_'_'+11(І'Е)_07~1
и двух аналогичных уравнений. Следовательно,

о,=$“_'ї)_; (пвлв)
___ИО'З
'41

аналогичные уравнения получаются для 02 и 03.
Так как векторы В и І взаимноперпендикулярны, скалярное

произведение В - І равно нулю. Выразим это произведение через ком-
поненты І), заданные в виде (ҐІ 8.15) и двух аналогичных уравнений.
Разделив эти выражения на скалярное произведение (І-Е), которое
в общем случае не равно нулю, мы получаем

3 =0. (П 8.16)
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Это уравнение определяет волновую скорость о через направляющие
косинусы 11, 12, [в волновой нормали. Заметим. что (П 8.16) является
квадратным уравнением относительно '02. Следовательно, в общем
случае для каждой системы 11, 12, [В имеются два значения 02. Если
мы будем рассматривать только положительные значения '0. то полу-
чаем, что для каждого направления і имеются две волны с разными
скоростями. Положив [11. 12, Ів]=[1, 0, 01, находим две скорости
в направлении оси хІ:

1 1
'0 = -°______: И 1) = __*- .

“Рота У Рота

Определим теперь три главные скорости следующим образом:
1 І 1

'0 =:т, 1) ='_-_-'.___, '(1 =т.
1 1/ нож] ~ 2 “Рота з унот

Уравнение (П 8.16) можно переписать в более простой форме:

Ії ІЁ 151 ' == 0. П 8.17
иї-и'д Г оЁ-и'д І 02-02 ( )

так как 0:1/1/Роко, то три главные скорости можно выразить
в виде

В 0 01; ___- __ , г” ___-_ ___.. , 'и ___- _._. ,

1 ҐКІ 2 І' Ки З ука

"я ' "в '
где щ, 112, пз-три главных показателя преломления (см. стр.
280-281).

Доказательство построения нндикатрисы. Докажем . теперь,
что две волновые Скорости, связанные с данной волновой нормалью,
задаются построением ипдикатрисы, описанным на стр. 280.

Пусть '02:'0'2 и о2=о”2_два корня уравнения (П 8.17). Тогда,
если это уравнение записать в виде І(о2)=0, имеем

;(ь/2)=о и і(а”2)=о. (пала)
Из уравнения (118.15) следует, что направляющие косинусы В
пропорциональны

1, 12 1,,2 1 ' ___?иІ-ог «13-02 'иЁ_и
. (П 8.19)

Подставляя '0'2 и 1/'2 вместо 02 в (П 8.19), получаем направляющие
косинусы двух направлений В, связанных с волновой нормалью
[11,12, [3]. Обозначим эти системы направляющих косинусов через
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(а', д', с') и (а”, д", с”) соответственно. Чтобы доказать, что эти
два направления взаимно перпендикулярны, заметим, что

2 2
І! + 12

"2 (и: __ “12) (1):- ,0112

9г _шине) ї О
+ (0% __ 0,2) Ё и: ___ ,0112) м 0,2 __ или

а'а” д'д” с'с”= _ _ . 4-+ + (еі--и'3 (ода-Ми 1

в соответствии с (П 8.18).
Теперь перейдем к новым осям, заданным таблицей

Хт Ха Хз

х; а' Іг' с'
І/С

` ХЗ ІІ [2 13.

Тогда х; есть направление волновой нормали, а х; и х;-два на-
правления В. Докажем теперь, что х; и х;--главные оси централь-
ного сечения индикатрисы, перпендикулярного хз, и что длины
полуосей этого эллипса равны показателям преломления с/о' и 0/0".

Уравнение индикатрисы (см. стр. 281) записывается в виде
2 2 _ 2__..В1х1+82х24 Взхз_.. І,

причем В,=(<иІ/с)2 и т. д. После перехода к новым осям это урав-
нение принимает вид

І І [__Вііхіхі- 1. (П 8.20)
где

І ___-ви_ ашалвы. (п 8.21)
Эллиптическое сечение, нормальное к х;, находим, полагая х;=0.
Тогда

І [2 І І І І І2____ .впх +2Вшх1х2+в22х2_ 1. (118.22)
Из уравнения (118.21) имеем

Віг = аівагівш = апащвп + агааагваа + аязавзвзз =
= а'а”В1 + І)'І;”В2 + с'с”В3. (П 8.23)

Используя выражения для направляющих косинусов, заданные в виде
(П 8.19), и считая В1 пропорциональным то? и т. д., мы получаем,
что правая часть уравнения (118.23) пропорциональна

Іїої 1303 121):
2 12 '2 112 + 2 '2 2 1/2 + 2 12 2 1/2 '(01_о)(111-и ) (02-41 Мог-и ) (юг-о )(оз-о )
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Нетрудно убедиться, что это выражение идентично выражению
и12.,›(и/2) _ 0.1121- (0112)

,иг2__,ил?. ,

которое равно нулю согласно (П 8.18). Следовательно, В;2=0,
Отсюда следует, что х; и хё-главные оси эллиптического сечения.

Мы должны теперь показать, что длины полуосеи этого сечения
равны показателям преломления. Длина полуоси, параллельной х;,
равна І/І/В;1, а мы хотим показать, что она равна с/о'. Иными

І

словами, мы должны доказать, что с?В11='о'2.
Мы имеем
І 2 2 2

Вы = апгапвы= а11511 + а12522 + 013833 = 0,281 + 0,282 + 0,283.

101 1:0: І 13052;
а + (0% __ ,012)2 ' (03 _ 0,2)2

И ' я г: в '
(иї __ и12)! + (и: __ ,012)2 + (из ___ ,012)'2

Положив в этом выражении с2В;1 = 1/2, после перемножения и
приведения подобных членов получим

Ії 12
т(ої - 1/2) +т(оЁ -- от) +

І3+--- 2 в2 ,2 в 'две-'0 ==0.
(“з_” ) (

Из (118.17) следует, что это уравнение выполняется. Таким образом,
сгВІ --'и'2 а11'_ '

аналогично,
2 І ___ 1/2с Ввг-о .

что и требовалось доказать.
Направление луча для волны есть направление, в котором

распространяется ограниченный участок волнового фронта (см.
стр. 284). Оно является направлением потока энергии и поэтому
задается вектором Пойнтинга 1)

Ѕ=Е >< Н. (П 8.24)
Следовательно, вектор Ѕ перпендикулярен Е и Н, как показано на
фиг. 86. Отметим, что углы между В и Е, а также между Ѕ и І
одинаковы.

1) См., например, [1]. (См. также [1171.-Прим. перед.)



ОТВЕТЫ НА ЗАДАЧИ И ПОЯСНЕНИЯ

Глава І

1. Нет, потому что они преобразуются не как компоненты вектора.
2. ринцип Неймана применяется к симметрии физического свойства.

Симметрия рентгенограммы подчиняется принципу Неймана и зависит от
точечной ппы объекта. Пространственная г ппа определяется не из
симметрии рентгенограммы, а по характерным погасаниям рефлексов.

За. '
_ 25-107 0 0 "

О 4- 107 0 ом-1 - мт1;
0 0 16- 101__

1

І
Х, ДОЛЖНЫ бЪП'Ь ГЛЗВНЫМИ ОСЯМИ.

311. Используя уравнение (1.82) и значения направляющих косинусов по
отношению к осям 1:2, получаем с: =7-107 олгІ -м-І. другой стороны,
замечая симметрию между Ох2 и ОР. получаем а =022.)

Зж. І/'Іб -10'І а/м2; направляющие косииусы [0, -І/І/І'ЁЁ, 51/3/761,
т. е. вектор _] лежит в плоскости хгхз под углом 6° 36' к оси Оха и 83° 24'
к оси-Оха.

Зи. Они должны быть параллельны.

Глава ІІ

І. Используя закон преобразования вектора, уравнение (2.6) и свойство
Бла, получаем

І І І І І І

Р: Рг == аііріамріг = Бла ріря = Рари-

2. Обращаясь к фиг. 14,6, имеем

511 512
512 522

= 511522 __ Ѕїг = ос2 _- га.

где г_радиус окружности. Эта величина есть квадрат длины касательной
к окружности. проведеннои из точки О, и, следовательно, является инвари-
аитом.

4. а) _ 10 О (Поворачиваем на 19° вокруг хз от х? к хр)
о _

о 20 о
_о о з_

о) _-9

,Ь

0 (Поворачиваем на 30° вокруг ха от хІ к хз.)
О 3
0 0 _.

0__

0

очи'__



Ответы на задачи и пояснения І873

в) _0 0 0'" (Поворачиваем на 45о вокруг хз от хг к хд.)
0 4 0

__0 0 9__
г) '_ 10 0 0* (Поворачиваем на 26° 34' вокруг х, от хз к х1.)

0 12 0
_ 0 0 0_

5. Необходимо повернуть на угол 53° 38' или -_-82°16' вокруг хз
от х1 к ха

Г ла ва ІІІ

1. Произведенная работа равна:
1 1

1) '2* Рынї "1" *2- Рггнё + Р'12Н1Н2-
1 1

2) ї 0221124- “ї Н11Нї+ 021112111-

2. к]а=1,3-10"5 (в рационализированной системе единиц).
З. В направлении -поля ф г: - 25,6 ~ 1045; 6 = 53,7°.
4. Сила равна 1,47-10-5 н (= 1,47 дн).
Направляющие косинусы силы: (0,29; 0,81; -0,52). Необходимо иметь

в виду, что для статического магнитного поля в свободном пространстве
Фу Н=0 и гоіН=0. '

Механический момент равен 3,1~10_8м-н и действует вправо (если си-
стема координат правая) вокруг оси (- 0,573; 0,817; 0,082) (дтцот момент
примерно равен моменту, создаваемому грузом массой 3 мг, действующим

1 мм.)ина плечо длинои

Гл а в а У

1. сіі=сбц+сїг где сїі=сі.--_І-б..с и 0:-1- с: ' сбі _гидроста-1 3 11 тг 3 ы: › 1'
тическое давление. Компоненты 0:] обладают тем свойством, что сумма ком-
понент, стоящих на главной диагонали (съ). равна нулю. Преобразуем 6:]
так, чтобы члены. стоящие на главной диагонали, исчезали. Делается это
следующим образом. Пусть а; и с; имеют противоположные знаки. По-
воратіиваем систему координат вокруг Охз до тех пор, пока не окажется,
что сп==0 (построение окружности Мори). Затем поворачиваем систему
координат вокруг новой оси Охі до тех пор, пока не окажется, что 022 =0.
При этом компонента с; остается равной нулю, а следовательно, компо-
нента 6:3 должна быть также равна нулю. Гидростатическое давление об”
не изменяется при преобразовании осей. Таким образом, требуемое свойство
доказано.

Гла в а 1/1
1. Направления главных деформаций получаются поворотом осей на

угол 22,5° вокруг Оха от +Ох3 к +Ох1. Значения главных деформаций
(9,24; в; 0:16)- 10-6.
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Далее, од] представляет собой поворот на УЁ- 10-Н рад вправо (если
система координат правая) вокруг направления (О, 2/1/5, 1/1/57).

2. 2 АТІ/аёІ + «1:3 .
. Указание: разложить р

на компоненты вдоль главных ос
4. Главные оси расположены параллельно и перпендикулярно 02 (±2°);

011=29,о-1о-6 град-І (1 02); из =1,5-1о_6 град-10102).

ЗЕИуС-ВЄКТОР И Перемещение еГО КОНЦЗ
еИ.

Фиг. 87. Пояснение к решению задачи 5 гл. УІ.
Цифры указывают зиачение а-ІО° град-1. Слева представлено построение окружности
Мера; справа даны значения теплового расширения для различных направлений; главные

направления теплового расширения выделены жирными линиями.
При построении чертежей использованы правила, описанные на стр. 63.

в. 41,о.1о*°; 34.8.10'6; 12.2.10-в град-1; 90°-, 20,1°; 69.з° (фиг. 81).
в. «1 =9.9-1о-6; «2 =17.з-1о-6; из = 3451210-в град-1

Гл а в а УІІІ
1. См. табл. 9.
2. Рассмотрим единичный куб. Из формы матрицы податливостей видно,

что сдвиговые напряженияІ приложенные к граням {100}, не вызывают изме-
нения объема. Нормальные напряжения, деиствующие на грани {ІОО},
записываются в виде ІїТ, ІЁТ, ІЁТ, где (ІІ, 12, 13)-направляющие косинусы
Направления раСТЯЖеНИЯ. иЗМеІ-ІЄНИЄ ОбЪеМа, ВЫЗЫВЗЄМОЄ ЭТИМИ КОМПОНЕН-
ТаМИ, Выраїкается В ВИДе

51 + 52 + 53 = ($114- 2812)(1їт + 131+ 131) = (81, + 2812) т.

Глава [Х

1- [01% +С1112
АВ = 612171+С2Ь2 1

лайт-031121
2.1 5 19|_9 251 (г: ё _1: з)-
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Глава ХІ

1. Если а-угол между осью стержня и осыо третьего порядка (хз), то
и; и = Угв/п; а = 372% Ѕіп бмакс. = (#1 - г3)/(#1 + га); Омакс. = 15.7° (благо-
даря использованию построения окружности Мора устраняется необходи-
мость в дифференцировании).

Глава ХІІІ

1. Согласно прииципу, сформулировапному на стр. 291, эллипсоид де-
формаций в к бических кристаллах при гидростатическом сжатии должен
быть сферой. ы имеем

АВІ = АВ2 = АВЗ == (р11 +2р12) Б, АВ4 = А85 = АВБ = 0.

Следовательно,
А” "3 Р11+2р12 АРпВ

А? =““_2_(Р11+2Р12)Ё0_=_2_ __Ьзднт-

Глава ХІУ

І. Вращение равно нулю, если оптические оси лежат в плоскости, пер-
пендикулярной х или у. Вращения равны и противоположны по направле-
нию, если оптические оси лежат в плоскости, перпендикулярнои г.

. дна ось лежит в плоскости симметрии, две другие-под углом 45°
к плоскости симметрии. Приведенный к главным осям тензор записывается
виде

ч+У8ї2+8Ёз 0 0_

0 “І/Ѕ'їз'і-З'Ёз 0 '
_ о о о_

Причем За ТреТЬЮ Главную ОСЬ берется ОСЬ, ЛЄЖЗЩЗЯ В ПЛОСКОСТИ СИММЄТРРШ
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